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Le calcul des probabilite's s'applique e'galeinent aux choses de toute espèce , morales ou physiques, et ne dépend aucunement de leur nature, pourvu que dans chaque cas , l'observation fournisse les donne'es numériques , nécessaires à ses applications.
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(*) Le nom de l'auteur anglais, cité à la secoude page est mal écrit; il faut lire Bafes au lieu i Blayes.
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Digression sur le principe de la causalité.. Héfiitafiou de l'opinion de Hume sur le simple concours de la cause et de V effet. On fait voir que l'existence d'une cause
, capable de produire nécessairement un phénomène , peut avoir une très grande
} probabilité, quoique celui-ci n'ait été observé qu'un petit nombre de fois,
n°' 63 et 64
Probabilité de l'existence ou de la non-existence, d'une cause permanente de certains phénomènes, qui se combine avec des causes variables et avec le hasard, et ne produit pas constamment ces phénomènes. Ce qu'on doit entendre au jeu, par les mois bonheur et malheur, ^° "^
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Nécessité de recourir aux luélliocles d'approximation, pour calculer les valeurs des produits d'un très grand nombre de facteurs inégaux. Méthode de Laplace pour réduire en séries convergentes, les fonctions de grands nombres, exprimées préalablement par d-es intégrales définies. Application de cette méthode au produit I .2.3. . ./i des nombres naturels. Formule de Wallis, n"* 66 à 68
Probabilité des arrivées m fois et n fois, des deux événements contraires E et F, dans un très giand nombre m + n d'épreuves. Diminution de cette probabalité, lorsque les chances constantes de E et F, au lieu d'être données à priori , ont été conclues d'un autre grand nombre d'observations. Exemple d'un cas particulier où les chances de ces deux événements varient pendant les épreuves,
Transformation d'une partie de la formule du binôme , en une autre formule convertible en une intégrale définie. Application de la méthode de Laplace à cette intégrale. Formules qui déterminent la probabilité que dans le nombre m -\- n d'épreuves, l'événement E arrivera au moins m fois, et l'événement contraire F au plus n fois. Probabilité que ces nombres /n et 71 seront compris entre des limites, à très peu près proportionnelles aux chances respectives des deux événements. Probabilités que l'un de ces nombres n'atteindra pas l'une ou l'autre de ces deux limites, n°'73à79
Les formules précédentes conduisent au théorème de Jacques Bernouilli , énoncé dans le n" 49- Cas où la chance de l'un des deux événements E et F est très faible. Probabilités d'une différence des nombres m et n, comprise entre des limites données, soit quand les chances de E et F sont égales, soil quand elles sont inégales. Part du hasard dans le très grand nombre m-\-n des épreuves,
Probabilité de limites comprenant la chance inconnue de l'événement E, d'après le nombre de fois que cet événement est arrivé dans un très grand nombre d'épreuves. Probabilité infiniment petite que cette chance soit précisément égale à une fraction donnée. On conclut de cette dernière probabilité, celle d'une événement futur, composé de E et de l'événement contraire F. Application à différents exemples, de la formule à laquelle on est conduit. Probabilité que l'événement E qui est arrivé m fois dans m -}- n épreuves , aura lieu m' fois dans un autre très grand nombre m' -\-n' d'épreuves; expression de cette probabilité correspondante à
une différence donnée entre les rapports — -r— et — t;t_ — ? î comparaison des
chantes de deux événements différents , qui sont arrivés des nombres de fois connus dans des nombres d'épreuves aussi donnés. Application numérique des
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formules précédentes à l'exemple cité dans le n° 5o , et tiré des œuvres de Buffon, n"83à8q
Solution d'un problème susceptible d'une application importante. Conséquences qui en résultent relativement aux élections des députés, par un très grand nombre d'électeurs, distribués en un nombre considérable de collèges dont chacun fait une nomination , nos ^^ ^ ^3
CHAPITRE IV. Suite du calcul des probabilités dépendantes de très grands nombres. (Cas des chances variables d'une niauière quelconque, comprenant celui des chances constantes). Page 246
Transformation de la règle du n° 20, en une formule exprimée par une intégrale définie. Usage de cette formule, dans le cas d'un très grand nombre d'épreuves. Détermination de la probabilité que dans ce nombre m-^-n d'épreuves, l'événement E arrivera un nombre m de fois, compris entre des limites données. On en conclut, conformément à la première proposition générale énoncée dans le n» 53, que ce nombre m sera, à très peu près et très probablement, proportionnel à la moyenne des chances de E dans cette série d'épreuves, n°' ai à qô
Probabilité que la somme des valeurs d'une chose quelconque, qui auront lieu dans un nombre donné d'épreuves, tombera entre des limites données, soit quand le nombre des valeurs possibles sera limité, soit quand il deviendra infini. L'expression de cette probabilité en intégrales définies, s'obtiendra sous forme finie , dans le cas particulier où toutes les valeurs possibles ont une chance égale et qui demeure constante pendant les épreuves. Vérification du résultat particulier et de la formule générale, dans le cas le plus simple où il n'j a qu'une seule épreuve, ^os g, à 100
En appliquant cette formule au cas d'un très grand nombre d'observations , ou démontre le théorème énoncé dans le n" 53, et suivant lequel, si ce nombre augmente encore de plus en plus, la moyenne des valeurs de la chose que l'on considère s'approchera de même d'une valeur constante k, avec laquelle elle coïnciderait, si ce même nombre pouvait devenir infini. Cette constante .spéciale dépend de la loi de probabilité de toute les valeurs possibles ; les limites , plus ou moins probables, d'une différence Centre cette constante et la moyenne des valeurs observées dans un très grand nombre d'observations , dépendent aussi d'une autre constante h , relative à cette même loi. Détermination de ces deu.\ quantités k et h, dans les hypothèses les plus simples sur la loi de probabilité. Examen du cas où, d'après cette loi, le nombre des valeurs possibles est li'^ité, n°= loi à io3
Démonstration de la seconde proposition générale, énoncée dans le n°52(*;; ce qui
(«) En appliquant, par esemple, cette proposition géniSrale à la thérapeutique, il en résulte, ce
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complète la démonstration , à priori, de la loi universelle des grands nombres, regardée jusque-là comme un fait d'expérience, n° io4
Règle pour déduire du résultat des observations, les limites de la diffe'rence «^ qui ont une probabilité donnée, ou, réciproquement, la probabilité correspondante à une grandeur donnée de ces limites, n°* io5 et io6
Probabilité de limites données, de la différence des valeurs moyennes d'une même chose, fournies par deux séries différentes d'épreuves. Règle la plus avantageuse pour conclure de deux ou plusieurs séries d'observations, la valeur approchée de cette chose , dans le cas où les valeurs moyennes convergent effectivement vers sa valeur exacte, c'est-à-dire, dans le cas où, pour chaque série, la constante spéciale est cette véritable valeur, n" 107 et 108
Probabilité de limites données , d'ime différence entre les rapports
et — } ; , des nombres de fois m et m qu'un même événement E aura lieu
dans m -f- n et >n"-f- n' d'épreuves, à ces nombres d'épreuves, lorsque toutes les causes possibles de E sont les mêmes dans les deux séries d'observations, quoique les chances de cet événement varient d'une manière quelconque pendant chaque série, n" 109
Solution d'un problème relatif aux inclinaisons des orbites planétaires sur l'éclip— tique, et à leurs excentricités. Solution d'un problème semblable qui se rapporte aux inclinaisons des comètes. On en conclut;, avec une très grande probabilité, que la cause inconnue delà formation des comètes, n'a pas rendu inégalement probables leurs diverses inclinaisons sur l'écliptique, non plus que les deux sens, direct ou rétrograde, de leurs mouvements. lien résulte aussi que Tînclinaison moyenne de toutes les comètes existantes , diffère probablement fort peu de celle des comètes observées jusqu'à ce jour. Note relative à des corps incandescents et eu très grand nombre, que l'on observe dans le ciel à une e'poque déterminée de l'année (*), n"' 1 10 et 1 1 1
qui est conforme il'ailleurs au simple bon sens, que si un médicament a été employé avec succès dans un très grand nombre de cas semblables, de sorte que le nombre de cas où il n'a pas réussi soit très petit par rapport au nombre total de ces expériences, il est très probable qu'il réussira encore dans une nouvelle épreuve. La médécihene serait ni une science, ni un art, si elle n'était pas fondée sur de nombreuses observations, et sur le tact et Texpérience propres du médecin, qui lui font juger de Ja similitude des cas et apprécier les circonstances esceplionnelles
(*) Il parait que ce= corps , lors de leur apparition , sont très éloignés de la terre, et à une distance où la densité de Tatmosphèrc est toul-â-fait insensible i ce qui rend ditficilo d'attribuer, comme on le fait, leur incandescence à un frottement contre les molécules de l'air. Ne pourrait-on pas supposer que le fluide électrique à Tétai neutre , forme une sort© d'atmosphère , qui s'étend beaucoup au-delà de la masse d'air ; qui est soumise à l'attraction de la terre , quoique physiquement impondérable ; el qui suit , en conséquence, notre globe dans ses mouvements? Dans cette hypothèse , les corps dont il s'agit , et, en général, les aérholites, en entrant dans cette atmosphère impondérable, décomposeraient le fluide neutre , par leur action inégale sur les deux électricités , et ce serait en s'électrisant qu'il» S'échaufferaient et deviendraient incandescents.
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CHAPITRE V. Applications des règles générales des probabilités aux décisions des jurys et aux jugements des tribunaux , page 3 1 8
On détermine les probabilités qu'un accusé sera condamné ou acquitté, à une majorité déterminée, par des jurés dont chacun à une probabilité donnée (Je ne pas se tromper, et en ayant égard à la probabilité, aussi donnée, de la culpabilité, qui avait lieu avant le jugement. Par la règle de la probabilité des causes ou des hypothèses, ou détermine également les probabilités que l'accusé, ainsi condamné ou acquitté, est coupable ou innocent, n°' 1 14 à 117
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Application de ces formules au cas où le nombre des jurés est très grand, ce qui rend très peu probable , qu'une condamnation sera ou a été prononcée à une petite majorité, n° i2i
Théorème relatif à un jury composé d'un nombre quelconque de jurés, dont chacun à plusieurs chances distinctes et inégalement probables, de ne pas se tromper. Exemple du calcul de la chance moyenne, quand le nombre des chances possibles devient infini, et que leur loi de probabilité est donnée. Cette chance moyenne est la même pour tous les jurés, quand ils doivent être pris au hasard sur une même liste générale. Formules qui déterminent, dans ce cas, les probabilités qu'une condamnation sera prononcée, qu'un accuse condamné est coupable, que la chance d'erreur des jurés a été comprise entre des limites données, u"' 122 à 127
Application de ces formules à un jury composé d'un très grand nombre de jures, n<" 128 à i3i
L'usage de ces formules exige, dans tous les cas, que l'on fasse une hypothèse sur la loi de probabilité des chances d'erreur des jurés. Examen de l'hypothèse de Laplace. Conséquences qui en résulteraient et qui la rendent inadmissible. L'impossibilité de faire sur cette loi, aucune hypothèse convenablement motivée, rend
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également impossible de déterminer la probabilité de la bonté d'un jugement isolé, d'après la connaissance du nombre des jurés et de la majorité à laquelle il a e'té rendu. Nécessité de recourir aux résultats d'un très grand nombre de jugements, pour en conclure les deux éléments spéciaux que renferment les formules précédentes, savoir, la chance u de ne pas se tromper, commune à tous les jurés pris au hasard sur une même liste générale, et la probabilité k de la culpabilité des accusés, résultante des procédures antérieures aux débats devant les cours d'assises, n"' i3ï et i33
Probabilités que la différence entre le rapport, fourni par uue série d'expérience, du nombre des condamnés à celui des accusés et la valeur spéciale que ce rapport atteindrait si ces nombres devenaient infinis, est comprise entre des limites données, et que la différence entre le premier rapport et celui qui résultera d'une autre série d'expériences , tombera entre des limites également données, n° i34
On extrait des Comptes générauxde T adminislralion de la justice criminelle , les données de l'observation qui serviront à déterminer les valeurs numériques de II et A". Ces données sont divers rapports auxquels on applique, avant d'en faire usage , les formules de probabilités précédentes. Influence des changements successifs de la législation du jury en France , sur les grandeurs de ces rapports. Division des crimes en deux espèces distinctes. Obligation où l'on est de supposer, quant à présent, que les valeurs de u et k, très différentes pour ces deux sortes de crimes, sont à peu près les mêmes pour tous les départements, n<" ï35 à i38
Calcul de ces valeurs, soit pour la France entière , soit pour le département de la Seine en particulier. Probabilité que , d'après ces valeurs , un jugement de condamnation ou d'acquittement a été prononcé à l'unanimité, n°' iSg à i4'
Signification qu'on doit attacher aux mots coupable et innocent. On développe ce qui a été dit, à cet égard, dans le préambule de l'ouvrage, n° 142
Formules qui font connaître la mesure du danger, pour un accuse', d'être condamné, quoique non-condamnable, et pour la société , de l'acquittement d'un accusé qui aurait dû être condamné, n° i43
Calcul des valeurs numériques de ces mesures, et des probabilités de l'innocence et de la culpabilité des condamnés, à différentes époques où la législation n'a pas été la même, n°' i44 e' '4^
Indication d'un calcul semblable , qu'on ne peut effectuer faute de données nécessaires de l'observation, en ce qui concerne les jugements de police correctionnelle et ceux de la justice militaire, n° 146
Formules relatives à la bonté, plus ou moins probables, des jugements en matière civile, rendus en première instance et en appel, n°' i47 à 149
Faute de données de l'expérience, nécessaires pour déterminer les deux éléments distincts que ces formules renferment, on est obligé de supposer les chances d'erreur égales pour tous les juges des deux degrés successifs. On calcule cette chance.
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d'après le rapport, donné par l'expérience, du nombre des jugenienls cou firmes par les cours royales, à celui des jugements de première instance qui leur sont soumis annuellement. Le peu de variation de ce rapport, pendant trois années consécutives, est une preuve très remarquable de la loi {;énérale des grands nombres. On déduit de celte donnée de l'observation, les probabilités de la bonté des jugements de première instance et d'appel, soit quand ils s'accordent, soit quand ils sont contraires , n"' 1 5o et 1 5 1
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FALTES ESSENTIELLES A CORRIGER.
Dans le préambule , à la ligne 9 de la page 24, il faut mettre : quatre dix-millièmes, au lieu de quatre millièmes ; et par suite, à la même page , il faut réduire à 9 et à 7, les nombres 88 et 18, et remplacer, à la ligne 27, les mots : vingt fois aussi grand, par ceux-ci : plus de cinquante fois aussi grand.
A la fin du n" 32, il faut supprimer : Le cas de m =1 n'est pas compris dans cette valeur de -ar, ... ; et mettre , au contraire : dans le cas de m = i , cette valeur de t?, se réduit à <», = ^ , ce qui est évident , à priori.
Au commencement du u° 68,, il faut mettre : Toutefois, la loi de la série n'étant pas connue, elle peut être du genre; au lieu de ; Toutefois, elle est du genre.
A la fin du n" 78, il faut ajouter ces mots : si elle est un nombre entier, et de moins d'une unité, si elle n'en est pas un.
Au bas de la page 254, api'ès ; en désignant par m un nombre donné, il faut supprimer : compris entre « et S.
SUR
Un problème relatif aux jeux de hasard, proposé à un austère janséniste par un homme du monde, a été l'origine du calcul des probabilités. Il avait pour objet de déterminer la proportion suivant laquelle l'enjeu doit être partagé entre les joueurs, lorsqu'ils conviennent de ne point achever la partie, et qu'il leur reste à prendre, pour la gagner, des nombres de points inégaux. Pascal en donna le premier la solution, mais pour le cas de deux joueurs seulement; il fut ensuite résolu par Fermât, dans le cas général d'un nombre quelconque de joueurs. Toutefois, les géomètres du xvn' siècle qui se sont occupés du calcul des probabilités, ne l'ont employé qu'à déterminer les chances de différents jeux de cette époque j et ce n'est que dans le siècle suivant qu'il a pris toute son extension, et qu'il est devenu une des principales branches des mathématiques, soit par le nombre et l'utilité de ses applications , soit par le genre d'analyse auquel il a donne naissance.
Parmi les applications de ce calcul, une des plus importantes est
celle qui se rapporte à la probabilité des jugements, ou, en général, des décisions rendues à la pluralité des voix. Condorcet est le premier qui ait essajë de la déterminer. Le livre qu'il a écrit sur ce sujet (*), avait été entrepris du vivant et à la demande du ministre Turgot, qui concevait tout l'avantage que les sciences morales et l'administration publique peuvent retirer du calcul des probabilités, dont les indications sont toujours -précieuses, lors même que, faute de données suffisantes de l'observation, il ne peut conduire aux solutions complètes des questions. Cet ouvrage renferme un discours préliminaire fort étendu, où l'auteur expose, sans le secours des formules analytiques, les résultats qu'il a obtenus, et où sont développées avec soin les considérations propres à montrer l'utilité de ce genre de recherches.
Dans son Traité des probabilités , Laplace s'est aussi occupé du calcul des chances d'erreur à craindre dans le jugement rendu contre un accusé, à une majorité connue, par un tribunal ou im jury composé d'un nombre de personnes également connu. La solution qu'il a donnée de ce problème, l'un des plus délicats de la théorie des probabilités, est fondée sur le principe qui sert à déterminer les probabilités des causes diverses auxquelles on peut attribuer les faits observés; principe que Btayes a présenté d'aboid sous une forme un peu différente, et dont Laplace a fait ensuite le plus heureux usage, dans ses mémoires et dans son ti'aité, pour calculer la probabilité des événements futurs d'après l'observation des événements passés; mais, en ce qui concerne le problème de la probabilité des jugements, il est juste de dire que c'est à Condorcet qu'est due l'idée ingénieuse de faire dépendre la solution, du principe de B|ayes, en considérant successivement la culpabilité et l'innocence de l'accusé, comme une cause inconnue du jugement prononcé, qui est alors le fait observé, duquel il s'agit de déduire la probabilité de cette cause. L'exactitude de ce principe se démontre en toute rigueur; son application à la question qui nous occupe, ne peut non plus laisser aucun doute; mais pour cette application, Laplace fait une hypothèse qui n'est point incontestable : il
(*) Essai sur l'application de l'analjsf ù la probabilité des décisions rendues à la pluralité des voix.
suppose que la probabilité qu'un juré ne se trompera pas est susceptible de tous les degrés également possibles, depuis la certitude, représentée par l'unité, jusqu'à l'indifférence, qui répond dans le calcul à la fraction -j , et se rapporte à une égale chance d'erreur et de vérité. L'illustre géomètre fonde son hypothèse sur ce que l'opinion d'un juré a sans doute plus de tendance vers la vérité que vers l'erreur; ce qu'on doit admettre effectivement en général. Mais il existe une infinité de lois différentes de probabilité des erreurs qui satisfont à cette condition , sans qu'on soit obligé de supposer que la chance qu'un juré ne se trompera pas, ne puisse jamais descendre au-dessous de { , et qu'au-dessus de cette limite, toutes ses valeurs soient également possibles. La supposition particulière de Laplace ne saurait donc être justifiée à priori. Soit à raison de cette hypothèse, soit à cause de leurs conséquences, qui m'ont paru inadmissibles, les solutions du problème de la probabilité des jugements que l'on trouve dans le Traité ries probabilités (*) et dans le premier supplément à ce grand ouvrage (**), et qui diffèrent l'une de l'autre, ont toujours laissé beaucoup de doutes dans mon esprit. C'est à l'illustre auteur que je les aurais soumis, si je me fusse occupé de ce problème pendant sa vie : l'autorité de son nom m'en eût fait un devoir, que son amitié, dont je me glorifierai toujours, m'aurait rendu facile à remplir. On concevra sans peine que ce n'est qu'après de longues réflexions , que je me suis décidé à envisager la question sous un autre point de vue; et l'on me permettra d'exposer , avant d'aller plus loin , les principales raisons qui m'ont déterminé à abandonner la dernière solution à laquelle Laplace s'était arrêté, et dont il avait inséré les résultats numériques dans YEssai philosophique sur les Probabilités.
La formule de Laplace, pour exprimer la probabilité de l'erreur d'un jugement, ne dépend que de la majorité à laquelle il a été prononcé, et du nombre total des juges; elle ne renferme rien qui soit relatif à leurs connaissances plus ou moins étendues dans la matière qui leur a été soumise. II s'ensuivrait donc que la probabilité de l'erreur d'une décision rendue par un jury, à la majorité de sept voix contre cinq, par exemple, serait la même, quelle que fut la classe de per-
(♦) Page 460. (**) Page Sa.
sonnes où les douze jurés auraient été choisis; conséquence qui me paraîtrait déjà suffisante pour qu'on fût fondé à ne point admettre la formule dont elle est déduite.
Cette même formule suppose qu'avant la décision du jury , il n'y avait aucune présomption que l'accusé fût coupable; en sorte que la probabilité plus ou moins grande de sa culpabilité, devrait se conclure uniquement de la décision qui serait rendue contre lui. Mais cela est encore inadmissible : l'accusé, quand il arrive à la cour d'assises, a déjà été l'objet d'un arrêt de prévention et d'un arrêt d'accusation, qui établissent contre lui une probabilité plus grande que \ , qu'il est coupable; et certainement, personne n'hésiterait à parier, à jeu égal, plutôt pour sa culpabilité que pour son innocence. Or, les règles qui servent à remonter de la probabilité d'un événement observé à celle de sa cause , et qui sont la base de la théorie dont nous nous occupons , exigent que l'on ait égard à toute présomption antérieure à l'observation, lorsque l'on ne suppose pas, ou qu'on n'a pas démontré qu'il n'en existe aucune. Une telle présomption étant, au contraire, évidente dans les procédures criminelles, j'ai dû en tenir compte dans la solution du problème; et l'on verra, en effet, qu'en en faisant abstraction, il serait impossible d'accorder les conséquences du calcul avec les résultats constants de l'observation. Cette présomption est semblable à celle qui a lieu en matière civile, lorsque l'un des plaideurs appelle d'un premierjugement devant une cour supérieure : il y parait avec une présomption contraire à sa cause; et l'on se tromperait gravement, si l'on n'avait pas égard à cette circonstance, en calculant la probabilité de l'erreur à craindre dans l'arrêt définitif.
Enfin , Laplace s'est borné à considérer la probabilité de l'erreur d'un jugement rendu à une majorité connue; cependant le danger que l'accusé court d'être condamné à tort par cette majorité, quand il est traduit devant le jury, ne dépend pas seulement de cette probabilité; il dépend aussi de la chance qu'une telle condamnation sera prononcée. Ainsi, en admettant pour un moment que la probabilité de l'erreur d'un jugement rendu à la majorité de sept voix contre cinq, soit exprimée par une fraction à très peu près égale à j, comme il résulterait de la formule de Laplace, il faut aussi observer que, d'après l'expérience, le nombre de condamnations par les jurys qui ont eu lieu chaque année
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en France, à cette majorité, n'est que' 7^ du nombre total des accase's; le danger pour un accuse d'être mal juge à la majorité dont il s'agit, aurait donc pour mesure le produit des deux fractions ^ et -p— ou ~; car, dans toutes les choses éventuelles, la crainte d'une perle ou l'espoir d'un gain a pour expression le produit de la valeur de la chose que l'on craint ou que Ton espère, mullipliée par la proliabililé qu'elle aura lieu. Cette considération réduirait déjà à un sur cinquante la proportion des accusés non coupables qui seraient condamnés annuellement à la plus petite majorité des jurjs; ce serait sans doute encore ])eaucoup trop, si tous ces accusés étaient réellement innocents; mais c'est ici qu'il convient d'expliquer le sens véritable que l'on doit attacher, dans cette théorie, aux mots coupable et ùijiocent , et que Laplace et Condorcet leur ont effectivement attribué.
On ne saurait jamais arriver à la preuve mathématique de la culpabilité d'un accusé; son aveu même ne peut être regardé que comme une probabilité très approchante de la certitude; le juré le plus éclairé et le plus humain ne prononce donc une condamnation que sur une forte probabilité, souvent moindre, néanmoins, que celle qui résulterait de l'aveu du coupable. Il y a entre lui et le juge en matière civile, une différence essentielle : lorsqu'un juge, après l'examen approfondi d'un procès, n'a pu reconnaître, vu la difficulté de la question, qu'une faible probabilité en faveur de l'une des deux parties, cela suffit pour qu'il condamne la partie adverse; au lieu qu'un juré ne doit prononcer un vote de condamnation que quand, à ses jeux, la probabilité que l'accusé est coupable atteint une certaine limite, et surpasse de beaucoup la probabilité de son innocence. Puisque toute chance d'erreur ne peut être évitée, quoi qu'on fasse, d.ms les jugements criminels, à quoi doit-elle être réduite, pour assurer à l'innocence la plus grande garantie possible? C'est une question à laquelle il est difficile de répondre d'une manière générale. Selon Condorcet, la chance d'être condamné injustement pourrait être équivalente à celle d'un danger que nous jugeons assez petite pour ne pas même chercher à nous y soustraire dans les habitudes de la vie; car, dit-il, la société a bien le droit, pour sa sûreté, d'exposer un de ses membres à un danger dont la chance lui est, pour ainsi dire, indifférente; mais cette considération est beaucoup trop subtile dans une question aussi grave. Laplace donne une
dëfinidon , bien plus propre à éclairer la question, de la chance d'erreur qu'on est forcé d'admettre dans les jugements en matière criminelle. Selon lui, cette probabilité doit êti'e telle qu'il y ait plus de danger pour la sûreté publique, à l'acquittement d'un coupable, que de crainte de la condamnation d'un innocent; comme il le dit expressément, c'est cette question, plutôt que la culpabilité même de l'accusé, que chaque juré est appelé à décider, à sa manière, d'après ses lumières et son opinion; en -sorte que l'erreur de son vote, soit qu'il condamne, soit qu'il absolve, peut provenir de deux causes différentes : ou de ce qu'il apprécie mal les preuves contraires ou favorables à l'accusé, ou de ce qu'il fixe trop haut ou trop bas la limite de la probabilité nécessaire à la condamnation. Non-seulement cette limite n'est pas la même pour toutes les personnes appelées à juger, mais elle change aussi avec la nature des accusations, et dépend même des circonstances où l'on se trouve : à l'armée, en présence de l'ennemi, et pour un crime d'espionnage, elle sera sans doute beaucoup moins élevée que dans les cas ordinaires. Elle s'abaisse, et le nombre des condamnations augmente, pour un genre de crimes qui devient plus fréquent et plus à craindre pour la société.
Les décisions des jurys se rapportent donc à l'opportunité des condamnations ou des acquittements : on rendrait le langage plus exact en substituant le mot condamnable , qui est toute la vérité, au mot coupable, qui avait besoin d'explication, et que nous continuerons d'employer pour nous conformera l'usage. Ainsi, lorsque nous ti'ouverons, que sur un très grand nombre de jugements, il y a une certaine proportion de condamnations erronées, il ne faudra pas entendre que cetta proportion soit celle des condamnés innocents; ce sera la proportion des condamnés qui l'ont été à une ti'op faible probabilité , non pas pour établir qu'il sont plutôt coupables qu'innocents, mais pour que leur condamnation fût nécessaire à la sûreté publique. Déterminer parmi ces condamnés, le nombre de ceux qui réellement n'étaient pas coupables, ce n'est pas l'objet de nos calculs; toutefois il y a lieu de croire quece nombre est heureusement très peu considérable, du moins en dehors des procès politiques ; on en peut juger, dans les cas ordinaires, par le nombre très petit de condamnations prononcées par les jurys, contre lesquelles l'opinion publique se soit élevée; par le petit
nombre de grâces complètes qui ont été accordées ; et par le uombre, aussi très petit, de cas où les coui-s d'assises ont usé du droit que la loi leur donne, de casser la condamnation prononcée par un jury, et de renvoyer le prévenu devant d'autres jurés, lorsqu'elles jugent que le débat oral a détruit laccnsation, et que le condamné n'est pas coupable.
Les résultats relatifs aux chances d'erreur des jugements criminels, auxquels Laplace est parvenu , ont paru exorbitants, et en désaccord avec les idées générales; ce qui serait contraire aux paroles de l'auteur, que la théorie des pwhabilite's n'est , au joiid, que le bon sens réduit en calcul. Ils ont été mal interprétés; et l'on s'est trop hâté d'en conclure que l'analyse mathématique n'est point applicable à ce genre de questions, ni généralement aux choses qu'on appelle morales. C'est un préjugé que j'ai vu à regret partagé par de bons esprits; et, pour le détruire, je crois utile de rappeler ici quelques considérations générales, qui seront propres d'ailleurs, par la comparaison avec d'autres questions où personne ne conteste que l'emploi du calcul soit légitime et nécessaire, à bien faire connaître l'objet du problème que je me suis proposé spécialement dans cet ouvrage.
Les choses de toutes natures sont soumises à une loi universelle qu'on peut appeler la loi des graruls nombres. Elle cousisie en ce que, si l'on observe des nombres très considérables d'événements d'une même nature, dépendants de causes constantes et de causes qui varient irrégulièrement, tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre, c'està-dire sans que leur variation soit progressive dans aucun sens déterminé , on trouvera , entre ces nombres , des rapports à très peu près constants. Pour chaque nature de choses, ces rapports auront une valeur spéciale dont il s'écarteront de moins en moins, à mesure que la série des événements observés augmentera davantage, et qu'ils atteindraient rigoureusement s'il était possible de prolonger cette série à 1 infini. Selon que les amplitudes de variations des causes irrégulières seront plus ou moins grandes, il faudra des nombres aussi plus ou moins grands d'événements pour que leui's rapports parviennent sensiblement à la permanence ; l'observation même fera connaître, dans chaque question, si la série des expériences a été suffisamment prolongée; et d'après les nombres des faits constatés, et la grandeur des écarts
qui resteront encore entre leurs i-appoits, le calcul fournira des règles certaines pour déterminer la probabilité que la valeur spéciale vers laquelle ces rapports convergent est comprise entre des limites aussi resserrées qu'on voudra. Si l'on fait de nouvelles expériences, et si l'on trouve que ces mêmes rapports s'écartent notablement de leur valeur finale, déterminée par les observations précédentes, on en pourra conclure que les causes dont les faits observés dépendent, ont éprouvé une variation progressive, ou même quelque changement brusque, dans l'intervalle des deux séries d'expériences. Toutefois, sans le secours du calcul des probabilités, on risquerait beaucoup de se méprendre sur la nécessité de cette conclusion; mais ce calcul ne laisse rien de vague à cet égard, et nous fournit aussi les règles nécessaires pour déterminer la chance d'un changement dans les causes, indiqué par la comparaison des faits observés à différentes époques.
Cette loi des grands nombres s'observe dans les événements que nous attribuons à un aveugle hasard, faute d'en connaître les causes, ou parce qu'elles sont trop compliquées. Ainsi , dans les jeux où les cir^ constances qui déterminent l'arrivée d'une carte ou d'un dé, varient à l'infini et ne peuvent être soumises à aucun calcul, les différents coups se présentent cependant suivant des rapports constants, lorsque la série des épreuves a été long-temps prolongée. De plus, lorsqu'on aura pu calculer d'après les règles d'un jeu, les probabilités respectives des coups qui peuvent arriver, on vérifiera qu'elles sont égales à ces rapports constants, conformément au théorème connu de Jacques Bernouilli. Mais dans la plupart des questions d'éventualité, la détermination à priori des chances des divers événements est impossible, et ce sont, au contraire, les résultats observés qui les font connaître : on ne saurait, par exemple, calculer d'avance la probabilité de la perte d'un vaisseau dans un voyage de long cours; on y supplée donc par la comparaison du nombre des sinistres à celui des voyages : quand celui-ci est très grand, le rapport de l'un à l'autre est à peu près constant, du moins dans chaque mer et pour chaque nation en particulier; sa valeur peut être prise pour la probabilité des sinistres futurs; et c'est sur cette conséquence naturelle de la loi des grands nombres, que sont fondées les assurances maritimes. Si l'assureur n'opérait que sur un nombre peu considérable d'affaires, ce serait un simple pari, qui
n'aurait aucune valeur sur laquelle il pût compter; s'il opère sur de très grands nombres, c'est une spéculation dont le succès est h peu près certain.
La même loi re'git également les phénomènes qui sont produits par des forces connues, concurremment avec des causes accidentelles dont les efi'ets n'ont aucune régularité. Les élévations et les abaissements successifs de la mer dans les ports et sur les côtes, en offrent un exemple d'une précision remarquable. Malgré les inégalités que les vents produisent, et qui feraient disparaître les lois du phénomène dans des observations isolées ou peu nombreuses; si l'on prend les moyennes d'un grand nombre de marées observées dans un même lieu , on trouve qu'elles sont à très peu près conformes aux lois ànjlux et du reflux , résultant des attractions de la lune et du soleil, et les mêmes que si les vents accidentels n'avaient aucune influence : celle que peuvent avoir les vents qui soufflent dans une même direction pendant une partie de l'année, sur les marées de celte époque, n'a point encore été déterminée. Ces moyennes déduites d'observations faites au commencement et à la {\n du siècle dernier, ou séparées par un intervalle de cent années, n'ont présenté que de petites différences, que l'on peut attribuer à quelques changements survenus dans les localités.
Pour exemple de la loi que je considère, je citerai encore la longueur de la vie moyenne dans l'espèce humaine. Sur un nombre considérable d'enfants nés en des lieux et à des époques assez rapprochés, il y en aura qui mourront en bas âge, d'autres qui vivront plus longtemps, d'autres qui atteindront les limites de la longévité; or, malgré les vicissitudes de la vie des hommes, qui mettent de si grandes différences entre les âges des mourants, si l'on divise la somme de ces âges parleur nombre supposé très grand, le quotient, ou ce qu'on appelle la vie moyenne , sera une quantité indépendante de ce nombre. Sa durée pourra ne pas être la même pour les deux sexes; elle pourra différer dans les différents pays, et à différentes époques, parce qu'elle dépend du climat, et sans doute aussi du bien-être des peuples : elle augmentera si une maladie vient à disparaître, comme la petite-vérole par le bienfait de la vaccine; et, dans tous les cas, le calcul des probabilités nous montrera si les variations reconnues dans celte durée, sont assez grandes et résultent d'un assez grand nombre d'observations.
pour qu'il soit nécessaire de les attribuer à quelques, changements arrivés dans les causes générales. Le rapport entre les nombres des naissances annuelles masculines et féminines, dans un pays d'une grande étendue, a également une valeur constante, qui ne semble pas dépendre du climat, mais qui, par une singularité dont il ne serait peutêtre pas dillicile d'assigner une cause vraisemblable, paraît être différente pour les enfants légitimes et pour les enfants nés hors de mariage.
La constitution des corps formés de molécules disjointes que séparent des espaces vides de matière pondérable, offre aussi une application, d'une nature particulière, de la loi des grands nombres. Par un point pris dans l'intérieur d'un corps et suivant une direction déterminée, si l'on tire une ligne droite, la distance de ce point à laquelle elle rencontrera une première molécule, quoique très petite en tous sens, variera néanmoins dans de très grands rapports avec sa direction : elle pourra être dix fois, vingt fois, cent fois. . . . plus grande dans un sen.s que dans un autre. Autour de chaque point, la distribution des molécules pourra être très irrégulière, et très différente d'un pointa un autre; elle changera même incessamment par l'effet des oscillations intestines des molécules; car un corps en repos n'est autre chose qu'un assemblage de molécules qui exécutent des vibrations continuelles dont les amplitudes sont insensibles, mais comparables aux distances intermoléculaires. Or, si l'on divise chaque portion du volume, de grandeur insensible, par le nombre des molécules qu'elle contient, lequel nombre sera extrêmement grand à raison de leur excessive petitesse, et si l'on extrait la racine cubique du quotient, il en résultera un inteivnlle inojen des molécules, indépendant de l'irrégidarlté de leur distribution, qui sera constant dans toute l'étendue d'un corps homogène et partout à la même température, abstraction faite de l'inégale compression de ses parties, produite par son propre poids. C'est sur de semblables considérations qu'est fondé le calcul des forces moléculaires et du rayonnement calorifique dans l'intérieur des corps, tel que je l'ai présenté dans d'autres ouvrages.
Ces divers exemples de la loi des grands nombres sont fous pris dans l'ordre des choses physiques ; nous pourrions , s'il était nécessaire, les multiplier encore davantage; et il ne sera pas non plus
difficile d'en citer d'autres qui appartiennent aux choses de l'ordre moral. Parmi ceux-ci, nous pouvons indiquer les produits constants d'impôts indirects, sinon annuellement, du moins pendant une période de peu d'années consécutives. Tel est, entre autres, le droit de greffe , porté dans les recettes annuelles de l'État pour une somme à peu près constante, et qui dépend néanmoin-; du nombre et de l'importance des procès, c'est-à-dire des intérêts opposés et variables des citoyens, et de leur facilité plus ou moins grande à plaider. Tels sont aussi les produits de la loterie de France, avant qu'elle fût heureusement supprimée, et des jeux de Paris, dont la suppression n'est pas moins désirable. Ces jeux présentent des rapports constants de deux natures distinctes : d'une part, la somme des mises est à peu près la même chaque année, ou pendant chaque période d'un petit nombre d'années; d'un autre côté, le gain du banquier est sensiblement proportionnel à cette somme. Or, cette proportionnalité est un ^fTet naturel du hasard qui amène les conpgc favorables au banquier, dans une proportion constante et calculable à priori d'après les règles du jeu; mais la constance de la somme des mises est un fait qui appartient à l'ordre moral, puisque les sommes jouées dépendent du nombre et de la volonté des joueurs. Il faut bien que ces deux éléments, la proportionnalité du gain et la somme des lîiises^ soient peu variables, sans quoi le fermier des jeux ne pourrait pas évaluer d'avance le prix annuel qu'il s'engage à payer au Gouvernement, d'après les bénéfices que l'on a pu faire dans un bail précédent. L'exposition que je ferai tout à l'heure des données de l'expérience sur lesquelles je me suis appuyé dans la question de la probabilité des juge ments, fournira encore des exemples péremptoires de la loi des grands nombres, observée dans les choses de l'ordre moral. On y verra que sous l'empire d'une même législation, le rapport du nombre des condamnations à celui des accusés, dans toute la France, a très peu varié d'une année à une autre; en sorte qu'il a suffi de considérer environ 7000 cas , c'est-à-dire le nombre de jugements prononcés chaque année par les jurys, pour que ce rapport parvint sensiblement à la permanence; tandis que dans d'autres questions, et par exemple dans celle de la vie moyenne que je viens de citer, un pareil nombre serait bien loin d'être suffisant pour conduire à un résultat constant. On y
verra aussi, d'une manière frappante, l'influence des causes générales sur le rapport dout il s'agit , qui a varié toutes les fois que la législation a changé.
On ne peut donc pas douter que la loi des grands nombres ne convietme aux choses morales qui dépendent de la volonté de l'homme, de ses intérêts, de ses lumières et de ses passions, comme à celles de l'ordre physique. Et, en effet, il ne s'agit point ici de la nature des causes, mais bien de la variation de leurs effets isolés et des nombres de cas nécessaires! pour que les irrégularités des faits observés se balancent dans les résultats moyens. La grandeur de ces nombres ne saurait être assignée d'avance; elle sera diflerente dans les diverses questions, et, comme on l'a dit plus haut, d'autant plus considérable , en général, que ces irrégularités auront plus d'amplitude. Mais à cet égard, on ne doit pas croire que les effets de la volonté spontanée, de 1 aveuglement des passions, du défaut de lumières, varient sur une plus grande échelle^que la vie humaine , depuis l'enfant qui meurt en naissant jusqu'à celui qui deviendra centenaire; qu'ils soient plus difficiles à prévoir que les circonstances qui feront périr un vaisseau dans un long voyage; plus capricieux que le sort qui amène une carte ou un dé. Ce ne sont pas les idées que nous attachons à ces etTets et à leurs causes, mais bien le calcul et l'observation qui peuvent seuls fixer les limites probables de leurs variations, dans de très grands nombres d'épreuves.
De ces exemples de toutes natures, il résulte que la loi universelle des grands nombres est déjà pour nous un fait général et incontestable , résultant d'expériences qui ne se démentent jamais. Cette loi étant d'ailleurs la base de toutes les applications du calcul des probabilités, on conçoit maintenant leur indépendance de la nature des questions, et leur parfaite similitude, soit qu'il s'agisse de choses physiques ou de choses morales, pourvu que les données spéciales que le calcul exige, dans chaque problème, nous soient fournies par l'observation. Mais, vu son importance, il était nécessaire de la démontrer directement} c'est ce que j'ai tâché de faire; etjecroisy être enfin parvenu, comme on le verra dans la suite de cet ouvrage. Le théorème de Jacques Rernouilli, cité plus haut, coïncide avec cette loi des grands nombres, dans le cas particulier où les chances des événements de-
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meurent constantes pendant la série des épreuves, ainsi que le suppose essenliellenieut la démonstration de l'auteur, qu'il médita, comme on sait, pendant vingt années. Il était donc insuffisant dans les questions relatives à la répétition des choses morales ou des phénomènes physiques, qui ont, en général, des chances continuellement variables, le plus souvent sans aucune régularité; et pour y suppker, il a fallu envisager la question d'une manière plus générale et plus complète que l'état de l'analyse mathématique ne le permettait à l'époque de Jacques Rernouilli. Lorsque l'on considère cette constance des rapports qui s'établit et se maintient entre les nombres de fois qu'un événement arrive et les nombres très grands des épreuves , malgré les A'ariations de la chance êk cet événement pendant leur durée, on est tenté d'attribuer cette régularité si remarquable à l'action de quelque cause occulte, sans cesse agissante ; mais la théorie des probabilités fait voir que la constance de ces rapports est l'état naturel des choses, dans l'ordre physique et dans l'ordre moral, qui se maintient de lui-même sans le secours d'aucune cause étrangère, et qui, au contraire, ne pourrait être empêché ou troublé que par l'intervention d'une semblable cause.
Le gouvernement a publié les Comptes généraux de i'aciministratioji de la justice criminelle , pour les neuf années écoulées depuis i825 jusqu'à l833; c'est dans ce recueil authentique, et présenté avec un soin remarquable, que j'ai puisé tous les documents dont j'ai fait usage. Le nombre des procès jugés annuellement par les cours d'assises du royaume a été d'à peu près 5ooo, et celui des accusés d'environ 7000. Depuis 1825 jusqu'à i83o inclusivement, la législation criminelle n'a pas changé, et les condamnations par les jurys ont été prononcées à la majorité d'au moins sept voix contre cinq, sauf l'intervention de la cour dans les cas de cette plus petite majorité. En i83i , cette intervention a été supprimée, et l'on a exigé la majorité d'au moins huit voix contre quatre, ce qui a dû rendre les acquittements plus fréquents. Le rapport de leur nombre à celui des accusés, pendant les six premières années, s'est trouvé égal à 0,59, en négligeant les millièmes : une seule année il s'est abaissé à o,38, et une autre année , il s'est élevé à 0,40; d'où il résulte que dans cette période, il n'a varié d'une année à une autre, que d'un centième de
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part et d'autre de sa valeur moyenne. On peut donc prendre o,3g pour la valeur de ce rapport, et o,6i pour le rapport du nombre des condamnations à celui des accuses, sous l'empire de la législation antérieure à i85i. A cette même époque, le rapport du nombre des condamnations prononcées à la majorité miiiiina de sept voix contre cinq , au nombre total des accusés , a étéo,o- , et il a aussi très peu varié d'une année à une autre. En retranchant cette fraction de 0,61, il reste o,54 pour la proportion des condamnations qui ont eu lieu à plus de sept voix contre cinq; le rapport du nombre des acquittements à celui des accusés aurait donc été 0,46, si l'on eût exigé, pour la condamnation, une majorité d'au moins huit voix contre quatre; or, c'est efïeclivement (^ qui est arrivé pendant l'année i83i, de sorte que la différence entre ce rapport conclu des années précédentes et celui qui a été observé dans celle-ci, est à peine d'un demi-millième.
En i852, en conservant la même majorité ininima qu'en i85i, la loi a prescrit la question des circonstances atténuantes , entraînant, dans le cas de l'aflirmative, une diminution de pénalité; l'effet de cette mesure a dû être de rendre plus faciles les condamnations par les jurys; mais dans quelle proportion? C'est ce que l'expérience seule pouvait nous apprendre, et qu'on ne pouvait pas calculer d'avance , comme l'augmentation du nombre des acquittements, qui avait eu lieu par un changement dans la plus petite majorité. L'expérience a fait voir qu'en i832, la proportion des acquittements s'est abaissée à 0,41; elle est restée la même, à un millième près, dans l'année i855, pour laquelle la législation n'a pas changé : le rapport du nombre des condamnations à celui des
accusés, avant, pendant et après 1 85 1, a donc été successivement ,
54. 5q — *-, — ^, de manière qu'après avoir diminué de 0,7, par l'effet d'une
voix de plus exigée dans la majorité, il a augmenté seulement de o,5, par l'influence de la question des circonstances atténuantes sur l'esprit des jurés (*).
•(*) Dans le compte de l'administration de la justice criminelle pour l'année i834,
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Pendant ces deux années i83-2 et i853, le nombre des procès politiques, soumis aux cours d'assises, a été considérable; on l'a retranché du nombre total des procès criminels, dans l'évaluation qui a donné 0,4' pour la proportion des acquittements; en y ayant égard, on trouve que cette proportion s'élèverait à o,45; ce qui montre déjà l'influence du genre des affaires sur le nombre des acquittements prononcés par les jurys. Cette influence est rendue tout-à-fait évidente dans les Comptes généraux : les procès criminels y sont classés en deux divisions principales; ceux qui ont pour objet des vols ou autres attentats contre les propriétés; ceux ■qui se rapportent aux attentats contre les personnes, et dont le nombre est environ le tiers de celui des premiers, ou le quart du nombre total des affaires. Depuis 1825 jusqu'à i85o, le rapport du nombre des acquittements à celui des accusés n'a été que o,34 dans la première division, et dans la seconde, il s'est élevé ào,52, c'est-à-dire que
que le gouvernement vient de publier, on trouve que pendant cette année, 011 la législation a«té la même que pour les deux années précédentes, le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés, s'est élevé à 0,60; de sorte qu'il a seulement excédé d'un centième celui qui avait eu lieu eu 1 832 et i833. Le gouvernement de la Belgique, à l'instar de celui de notre pays,, a aussi pulilié le Compte général de V administration de la justice ciiininelle dans ce royaume. Le jury ayant été rétabli vers le milieu de i83i, et la majorité nécessaire pour la condamnation étant d'au moins sept voix contre cinq, le rapport du nombre des acquittements à celui des accusés a été 0,41, o,4o, o,3g, pour les années i832, i833, 1834, et, ce qui est remarqualile, sa valeur moyenne o,4o, n'a difFéré que d'un centième de ce qu'elle était en France à la même majorité. Avant le rétablissement du jury, les tribunaux criminels de la Belgique se composaient de cinq juges; et les condamnations pouvaient être prononcées à la simple majorité de trois voix contre deux : le rapport du nombre des acquittements à celui des accusés , variait aussi très peu d'une année à une autre ; mais il s'élevait seulement à environ 0,17, ou à inoins de moitié de celui qui a lieu pour les jugements des jurys. Cette différence de plus du simple au double, entre les proportions des acquittements, ne tient pas seulemeutaux nombres cinq et douze, des juges et des jurés, ni aux majorités minima, trois contre deux et sept contre cinq ; elle suppose aussi, comme on le verra dans cet ouvrage, que les juges exigeaient, pour les condanuialions, une probabilité notablement moindie que les jurés, quelle que soit, d'ailleurs, la chance d'erreur pour les uns et pour les autres.
le nombre des acquittements a même surpassé de 0,04^ celui des condamnations. Les valeurs annuelles de chacun de ces deux rapports ont varié seulement de 0,02, tout au plus, de part et d'autre de ces fractions 0,54 et 0,62 . Il faut aussi remarquer que le nombre des condamnations prononcées à la majorité minima de sept voix contre cinq, n'a été que o,o5 du nombre des accusés de crimes contre les propriétés, et qu'il s'est élevé à 0,1 1, dans le cas des accusés de crimes contre les personnes;, en sorte que non-seulement les condamnations ont été proportionnellement plus nombreuses dans le premier casque dans le second, mais elles ont aussi eu lieu, en général, à de plus fortes majorités. Ces diflërences peuvent tenir en partie à une moindre sévérité des jurés, quand il s'agit des attentats contre les personnes, que dans le cas des attentats contre les propriétés, qu'ils jugent sans doute plus dangereux pour la société, parce que ces crimes sont les plus fréquents. Mais une manière différente de juger dans les deux cas, ne suilirait pas pour produire la grande inégalité dans la proportion des acquittements que l'expéx'ience a fait connaître; et le calcul montre qu'elle provient aussi d'une plus grande présomption de la culpabilité, résultant de l'information antérieure au jugement, à l'égard des accusés de vols que relativement aux autres accusés.
Les Comptes généraux mettent aussi en évidence d'autres rapports que les grands nombres ont rendus à peu près invariables, mais dont je n'ai point eu à faire usage. Ainsi, par exemple, depuis 1826, époque où l'on a commencé à indiquer le sexe des prévenus, jusqu'à i833, le rapport du nombre des femmes mises en jugement au nombre total des accusés, a été annuellement 0,18 à peu près : une seule fois il s'est élevé à près de 0,20, et une seule fois il est descendu à 0,16. Il est constamment plus grand dans les affaires de vols que dans le cas des attentats contre les personnes ; la proportion des acquittements est aussi plus considérable pour les femmes que pour les hommes , et s'élevait pour elles à près de o,43, lorsque sa valeur n'était que 0,39 pour les accusés des deux sexes.
Mais la constance de ces diverses proportions, qui s'observe chaque année dans la France entière, n'a plus lieu lorsque l'on considère les cours d'assises isolément. La proportion des acquittements varie nota-
blement d'une anaëe à une autre, pour un même département et sous une même législation ; ce qui montre que dans le ressort d'une cour d'assises, le nombre annuel des procès criminels n'est point assez grand pour que les irrégularités des votes des jurés se balancent, et que le rapport du nombre des acquittements à celui des accusés parvienne à la permanence. Ce rapport varie encore plus d'un département à un autre, et le nombre des procès dans chaque ressort de cour d'assises n'est pas non plus assez considérable pour qu'on puisse décider, avec une probabilité suffisante, quelles sont les parties de la France où les jurjs ont plus ou moins de tendance à la sévérité. 11 n'y a guère que le département de la Seine où les procès criminels sont assez nombreux pour que le rapport qui s'observe entre les nombres des acquittements et des accusés ne soit pas très variable, et puisse être comparé à celui qui a lieu dans la France entière. Le nombre des individus traduits chaque année devant la cour d'assises de Paris est d'environ 800, ou à peu près le neuvième du nombre correspondant pour tout le royaume. Depuis 1825 jusqu'à iS5o, la proportion des acquittements a varié entre o,55 et 0,40 , et sa valeur moyenne n'a été que 0,35, tandis qu'elle s'élevait à o,3g, ou à 0,04 de plus, pour la France entière. Quant au rapport du nombre des condamnations prononcées à la majorité minima de sept voix contre cinq, au nombre des accusés, il a aussi été un peu moindre pour Paris, et s'est seulement élevé à o,o65, au lieu de 0,07 qu'il était pour toute la France, sans distinction de l'espèce de crimes.
Telles sont les données que l'expérience a fournies jusqu'à présent sur les jugements des cours d'assises. Maintenant, l'objet précis de la théorie est de calculer, pour des jurys composés d'un nombre déterminé de personnes, jugeant à une majorité aussi déterminée, et pour un très grand nombre d'aftàires , la proportion des acquittements et des condamnations qui aura lieu très probablement, et la chance d'erreur d'un jugement pris au hasard parmi ceux qui ont été ou qui serontrendus par ces jurys. Déterminer la chance d'erreur d'un jugement de condamnation ou d'acquittement prononcé dans un procès connu et isolé, serait impossible selon moi , à moins de fonder le calcul sur des suppositions tout-à-fait précaires, qui conduiraient à des résultats très différents, et, à peu près, à ceux que l'on voudrait, suivant ces hy-
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potlièses que l'on aurait adoptées. Mais pour la garantie de la société , et celle que l'on doit aux accusés, ce n'est pas cette chance relative à un jugement particulier qu'il importe le plus de connaître; c'est celle qui se rapporte à l'ensemble des procès soumis aux cours d'assises dans une ou plusieurs années, et qui se conclut de l'observation et du calcul. La probabilité de l'erreur d'un jugement quelconque de condamnation , multipliée par la chance qu'il aura lieu , est la mesure véritable du danger auquel la société expose les accusés non coupables; le produit delà chance d'erreur d'un acquittement, et de la probabilité qu'il sera prononcé, mesure de même le danger que court la société elle-même, et qu'elle doit également connaître, puisque c'est la grandeur de ce danger qui peut seule justifier l'éventualité d'une injuste condamnation. Dans cette importante question d'humanité et d'ordre public, rien ne pourrait remplacer les formules analytiques qui expriment ces diverses probabilités. Sans leur secours, s'il s'agissait de changer le nombre des jurés , ou de comparer deux pays où il fût différent, comment saurait-on qu'un jury composé de douze personnes, et jugeant à la majorité de huit voix au moins contre quatre, offre plus ou moins de garantie aux accusés et à la société qu'un autre jury composé de neuf personnes, par exemple , pris sur la même liste qu'auparavant, et jugeant à telle ou telle majorité? Comment déciderait-on si la combinaison qui existait en France avant i83i, d'une majorité d'au moins sept voix contre cinq, avec l'intervention des juges dans le cas du mitiimion ^ est plus avantageuse ou moins favorable que celle qui a lieu aujourd'hui, de la même majorité avec l'influence de la question des circonstances atténuantes? ce qu'au reste on ne peut pas savoir, quant à présent, faute des données de l'observation relatives à l'époque actuelle.
Les formules dont on vient de définir l'objet, et que l'on trouvera dans cet ouvrage, ont été déduites, sans aucune hypothèse, des lois générales et connues du calcul des probabilités. Elles renferment deux quantités spéciales qui dépendent de l'état moral du pays, du mode de procédure criminelle en usage, et de l'habileté des magistrats chargés de la diriger. L'une exprime la probabilité qu'un juré pris au hasard sur la liste du ressort d'une cour d'assises, ne se trompera pas dans son vote; l'autre est la probabilité, ayant l'ouverture des débats, que l'ac-
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cusé soit coupable. Ce sont les deux éléments essentiels de la question des jugements criminels; leurs valeurs numériques doivent être conclues des données de l'expérience, de même que les constantes contenues dans les formules de l'astronomie , sont déduites de l'observation; et la solution entière du problème que l'on s'est proposé dans ces recherches exigeait le concours de la théorie et de l'expérience. Les données de l'observation dont j'ai fait usage, au nombre de deux , comme celui des éléments à déterminer^ sont le nombre de condamnés à la majorité d'au moins sept voix contre cinq , et dans ce nombre celui des condamnés à cette majorité minima , divisés l'un et l'autre par le nombre total des accusés. Ces rapports étant très différents pour les crimes contre les personnes et pour les attentats contre les propriétés, j'ai considéré ces deux cas séparément. Us ne sont pas non plus les mêmes dans tous les départements; mais la nécessité de les déduire de très grands nombres, m'a forcé de réunir, pour chacun des deux genres de crimes, les jugements de toutes les cours d'assises du royaume; les valeurs que j'en ai ensuite conclues pour les deux éléments dont il s'agit, ne sont donc qu'approchées, et supposent que ces éléments ne varient pas beaucoup d'un département à un autre. INlais la loi nouvelle en rétablissant la majorité d'au moins sept voix contre cinq, suffisante pour la condamnation, a prescrit aux jurys de faire connaître si elle a été prononcée à cette plus petite majorité; on connaîtra donc, par la suite, dans chaque département, des nombres de condamnations, soit à la majorité minima, soit à une majorité quelconque, assez considérables pour servir à la détermination de nos deux éléments; et l'on saura de cette manière, si la chance d'erreur des jurés varie notablement avec les localités. Déjà, pour le département de la Seine isolément, le calcul montre que cette chance est un peu moindre que pour le reste de la France.
Voici actuellement les principaux résultats numériques que l'on trouvera dans cet ouvrage , et dont il m'a paru utile de présenter ici un résumé.
Avant i85i , et pour la France entière, la probabilité qu'un juré ne
se tromperait pas dans son vote était un peu supérieure à ^, dans le
cas des crimes contre les personnes , et à très peu près égale à — dans
le cas des crimes contre les propriétés. Sans distinction de l'espèce de
crimes, cette chance était très peu inférieure a -. , toujours pour tout le
royaume, et un peu supérieure à cette fraction pour le département de la Seine en particulier. En même temps, l'autre élément des jugements criminels, c'est-à-dire la probabilité avant le jugement, de
la culpabilité de l'accusé, ne surpassait pas beaucoup - et se trouvait comprise entre o,53 et 0,54, pour la France entière et dans le cas des crimes contre les personnes relie surpassait un peu-, dans le cas des crimes contre les propriétés; sans distinction de l'espèce de crimes, elle était à peu près égale à 0,64, et s'élevait à environ 0,68 dans le ressort de la cour d'assises de Paris. En retranchant de l'unité ces diverses fractions, on aura les probabilités qui leur correspondent de l'erreur d'un juré et de l'erreur de l'accusation. On peut remarquer que la probabilité antérieure au jugement, de la culpabilitéde l'accusé, surpasse toujours le rapport du nombre des condanniations à celui des accusés ; ainsi, par exemple, dans le cas où cette probabilité était la plus petite et
excédait - de trois ou quatre centièmes seulement, ce rapport, comme
on l'a dit plus haut, était au-dessous de - d'environ deux centièmes. Ce
résultat est général ; et les formules de probabilités font voir qu'il a toujours lieu, quelles que soient l'habileté des magistrats, la chance de l'erreur d'un juré, la majorité exigée pour la condamnation. H faut aussi observer que cette probabilité antérieure au jugement, de la culpabilité des accusés, exprime seulement la probabilité qu'ils sont condamnables par les jurys, d'après leur manière déjuger, c'est-à-dire d'après le degré inconnu de probabilité qu'ils exigent pour la condamnation, et qu'elle est sans doute inférieure à la probabilité qu'un accusé soit réellement coupable , résultant de l'information préliminaire. Personne, en effet, n'hésiterait à parier beaucoup plus d'un contre un, par exemple, qu'un individu est coupable, quand il est traduit à la cour d'assises pour un crime contre les personnes , quoique la probabilité antérieure au jugement, que l'on a trouvée pour ce genre de crimes, surpasse fort peu la fraction \.
En 1 83 1 , la majorité sufTisanle pour la condamnation a seule été chanj^ée, et les deux éléments que nous considérons ont dû rester les mêmes. Dans les années suivantes, la question des circonstances atténuantes a sans doute influé sur les valeurs de ces éléments ; mais connaissant seulement, pour i852 et i853, le rapport du nombre total des condamnations à celui des accusés, celte donnée ne suflit pas à la détermination de nos deux éléments, et nous ignorons si, à cette époque, la chance qu'un juré ne se trompait pas, était devenue plus grande ou moindre qu'auparavant : nous ne pourrions le savoir qu'en faisant sur l'autre élément une hypothèse qui risquerait de s'écarter beaucoup de la vérité. Nous ignorons également si cette chance de ne pas se tromper ne changera pas encore sous la législation actuelle, p raison du vote secret (*) imposé aux jurés. Quand elle aura pu être déterminée, ainsi que la chance de la culpabilité résultant de 1 information antérieure au jugement, au moyen d'un nombre suffisant d'observations futures, on connaîtra aussi, en répétant ces calculs à des époques plus ou moins éloignées, si ces deux éléments varient en France progressivement dans un sens ou dans un autre; ce qui fournira un important document sur Tétat moral de notre pays.
Malgré une plus grande expérience des procès criminels que les
(*) Les jurés ne pouvant plus revenir sur leurs décisions, dès qu'elles auront été prises au scrutin secret, il y a un cas singulier qui pourra se présenter quelquefois, et qu'il est bon de signaler. Deux individus que j'appellerai Pierre et Paul, sont accusés d'un vol ; à la question si Pierre est coupable de ce vol , quatre jurés répondent oui , trois autres oui , les cinq autres non : l'accusé est déclaré coupable à la majorité de sept vois contre cinq; à la question, si Paul est coupable du même vol, les quatre premiers jurés répondent oui, les trois autres qui avaient dit OUI contre Pierre disent non contre Paul, les cinq derniers répondent oui; Pierre est donc déclaré coupable à la majorité de neuf voi.K contre trois. On pose ensuite la question, si le vol a été commis par plusieurs , qui entraîne, Trans le cas de l'aftirniative , une plus forte pénalité. Conséquemmentà leurs votes précédenis, les quatre premiers jurés répondent oui , et les huit autres qui ont jugé, ou Pierre ou Paul innocent, répondent non. La décision du jury, sans qu'il y ait aucune contradiction dans les voles des jurés, est donc que les deux accusés sont coupables du vol, et eu même temps que ce vol n'a pas été commis par plusieurs.
juges ont sans doute, leur cliance de ne pus se tromper dans leur vote paraît cependant peu différente de celle des jurés. En effet, le cas où la majorité du jury, pour la condamnation, ne s'est formé qu'à sept voix contre cinq s'est présenté 1911 fois dans la France entière, depuis 1826 jusqu'à i83o; les cours d'assises, composées alors de cinq juges, et appelées, dans ce cas, à intervenir, se sont réunies 3i4 fois à la minorité du jury ; or, le calcul montre qu'elles auraient dû s'y joindre environ 282 fois, en supposant la probabilité de ne pas se tromper égale pour les juges et pour les jurés; et quoique ces deux nombres 5 14 et 282 ne soient pas assez considérables pour qu'on puisse décider, avec une très grande probabilité, à quel point cette hypothèse s'écarte de la vérité, leur peu de différence est une raison de penser qu'il doit aussi en exister très peu entre les chances d'erreur des juges et des jurés; en sorte que pour les jurés, cette chance ne provient pas, comme on pourrait le croire, de leur défaut d'habitude.
Toutes choses d'ailleurs égales, il est évident que la proportion des condamnations diminuerait à mesure que l'on exigerait du jury une plus grande majorité. S'il fallait, comme en Angleterre, l'unanimité des douze jurés, soit pour condamner, soit pour absoudre, et que l'on prît pour les valeurs des deux éléments de la justice criminelle, celles qui se rapportent à la France entière, sans distinction de l'espèce des crimes , la probabilité d'une condamnation différerait peu d'un cinquantième, et celle d'un acquittement serait à peu près moitié moindre; ce qui rendrait les décisions très difficiles, à moins qu'il ny eût le plus souvent une sorte d'arrangement entre les jurés, et qu'une partie d'entre eux ne fit le sacrifice de son opinion. On voit même que sans cela, les acquittements unanimes seraient plus difficiles et plus rares que les condamnations, dans le rapport de deux à un. Ce ne serait que dans un nombre de 22 affaires prises au hasard , que l'on pourrait parier un contre un, qu'il y aurait un jugement de condamnaùgn ou d'acquittement, prononcé à l'unanimité (*).
Après le jugement, la probabilité que l'accusé soit coupable est
(*) D'après des documents publiés en Angleterre, et qui paraissent dignes de ioi, le nombre des individus traduits annuellement devant les jurys s'est continuellement accru dans ces derniers temps, et le rapport du nombre des condamnations à
beaucoup plus grande ou beaucoup moindre qu'auparavant, selon que l'accusé a été condamne ou acquitté ; les formules de cet ouvrage en donnent la valeur, dès que les deux éléments qu'elles renferment ont été déterminés par l'observation, et d'après la majorité à laquelle le jugement a été prononcé. Si la majorité nécessaire pour la con-
ccluides accusés, a aussi augmenté d'une manière progressive (i). Voici des résultats extraits de ces documents, et que l'on pourra comparer à ce qui a lieu dans notre pays. Les nombres suivants se rapportent seidenient à l'Angleterre et au pays de Galles. Ils répoudenlà trois périodes de cbacune sept années, finissant en 1818, 1825, i832.
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Pendant^a période de sept années qui a fini eu 181 7, le nombre des accusés ne s'était pas élevé tout-à-fait à 35ooo, et la proportion des condamnations avait été un peu au-dessous de 0,60. Dans la seule aimée iSSa, la dernière de ces périodes, le nombre des accusés est parvenu à 20839, dont i4947) ou à peu prés les trois quarts, ont été condamnés. J'ignore si ce nombre a augmenté ou diminué dans les années suivantes. La proportion des peines les plus faibles est peu différente en Angleterre et en France. On voit par le tableau ci -dessus qu'en Angleterre, le nombre des peines d'emprisonnement est à peu près les deux tiers du nombre total des condamnations; pendant les années i832 et i833, le premie«k nombre a surpassé en France la moitié du second. Ce tableau montre, en outre, que dans la dernière période septénaire, où il a été le plus petit, le nombre des sentences de mort exécutées, s'est élevé, terme moyen, à 60 cliaque année; maintenant, il est moitié moindre en France, et ne dépasse pas 3o annuellement.
(*) Tables 0/ the retenue, population, de, oj Oie umted kingdom : compile'! y- oni ojjicial relurns ; Ar G. B. Porter. Pan II.
damnation est celle d'au moins huit voix contre quatre, la probabilité qu'un condamné est coupable surpasse un peu la fraction 0,98, dans ie cas des crimes contre les personnes, et la fraction 0,998, dans le cas des crimes contre les propriétés; ce qui réduit à un peu moins de deux centièmes et de deux millièmes, les chances d'erreur d'une condamnation prononcée dans l'un et l'autre cas. En ayant égard à la probabilité de n'être point acquitté , il s'ensuit que la chance d'une condamnation erron-ée est à peu près un cent cinquantième pour un accusé de crime contre les personnes, et seulement quatre /niillièmes pour un accusé de crime contre les propriétés. On trouve, en même temps, à très peu près 0,72 et 0,82 pour les probabilités de l'innocence d'un accusé dans ces deux cas , lorsqu'il a été acquitté ; et en tenant compte de la probabilité de n'être pas condamné, on trouve aussi, pour la chance qu'un accusé coupable sera acquitté, à peu près 0,18 dans le premier cas, et 0,07 dans le second; en soi'te que sur un très grand nombre d'individus acquittés, il y en a plus d'un sixième, d'une part, et environ un quatorzième de l'autre part qui auraient dû être condamnés.
Dans les sept années écoulées depuis 1825 jusqu'à i83i , le nombre des condamnés à cette majorité d'au moins huit voix contre quatre dans la France entière, a été de près de 6000 pour des crimes contre les personnes, et d'environ 22,000 pour des crimes contre les propriétés; d'après les chances d'une condamnation erronée, que l'on vient de citer, il y a donc lieu de croire qu'environ 40 et'SjP de ces individus n'étaient pas coupables; ce qui ferait 5^ annuellement. En même temps, le nombre des individus acquittés et coupables a dû être vingt fois aussi grand, ou égal à environ 36o chaque année, sur le nombre total des accusés qui n'ont pas été condamnés. Mais on ne doit pas perdre de vue le sens que nous attachons à ce mot coupable, qui a été expliqué plus haut, et duquel il résulte que le nombre 18 n'est qu'une limite supérieure de celui des condamnés réellement innocents, tandis que 56o est, au contraire, une limite inférieure du nombre des individus acquit tés quoiqu'ils ne fussent point innocents. Ces résultats du calcul, loin de nuire au respect que l'on doit à la chose jugée, et de diminuer la confiance dans les décisions des jurys, sont propres, au contraire, à empêcher toute espèce d'exagération de l'erreur
k craindre dans les condamnations. A la vJrite, ils ne sont pas de nature a pouvoir se vérifier par l'expérience; mais ces résultats ont cela de commun avec beaucoup d'autres applications des mal thématiques, qui ne sont pas non plus susceptibles de vérification et dont la cerftude repose uniquement, comme ici, sur la rigueur des démonstrations, et sur l'exactitude des données de l'obser-
probabd.te de 1 erreur dune condamnation prononcée à la majorité mjmma de sept voix contre cinq était à très peu près o,,6ouo,o4, selon quil sag.ssait d'un crime contre les personnes ou d'un crime contre les propriétés; sans distinction de l'espèce de crime, elle avait pour valeur o,o6. D'après la formule de Laplace, cette chance d erreur serait la même dans tous les cas, et à peu près quintuple de o,o6 Mais ,1 faut, en outre, observer que l'intervention de la cour étant alors nécessaire, dans le cas de la plus petite majorité, cette chance d erreur o,o6 se trouvait réduite à un peu moins d'un centième SI les juges confirmaient la décision des jurés; en sorte que sur i597 condamnations qui ont eu lieu de cette manière, dans les cinq années écoulées depuis 1826 jusqu'à :83o, on peut croire qu'environ i5 ou .6 étaient erronées , en ce sens que les accusés n'étaient pas condamnables, mais non pas qu'ils fussent innocents
Le caractère distinclif de cette nouvelle théorie de la probabilité des jugements criminels étant donc de déterminer d'abord , d'après les données de l'observation dans un très grand nombre d'affaires de même nature, la chance d'erreur du vole des juges, et celle de la culpabilité des accusés avant l'ouverture des débats, elle doit convenir a toutes les espèces nombreuses de jugements : à ceux de la police correctionnelle, de la justice militaire, de la justice en matière civile, pourvu que l'on ait, dans chaque espèce , les données suffisantes pour la détermination de ces deux éléments. Elle doit aussi s'appliquer aux jugements qui ont été rendus en très grand nombre par des tribunaux extraordinaires, pendant les temps malheureux de la révolution ; mais, à cet égard , il est nécessaire d'entrer dans quelques explications, afin qu'il ne reste aucun doute sur la généralité et I exactitude de la théorie. La difficulté que ce m^ d'exception présente
n a point échappé à des personnes qui voulaient bien écouter avec intérêt les résultats de mon travail.
Un accusé peut être condamné, ou parce qu'il est coupable, et que les juges ne se trompent pas, ou parce qu'il est innocent, et que les juges se trompent. Le rapport du nombre des condamnations à celui des accusés ne varie pas lorsque la probabilité, avant le jugement, que i accusé soit coupable, et celle que chaque juge ne se trompe pas dans son vote, se changentl'une et l'autre dans leurs compléments à l'unité. Il demeure le même, par exemple, quand ces deux probabilités sont | et f , et quand elles ne sont que i et ■^. 11 a aussi une même valeur, lorsqu'elles diffèrent toutes deux très peu de la certitude , ou de l'unite, et lorsqu'elles sont toutes deux presque nulles; et dans ces cas extrêmes, le nombre des condamnations s'écarte très peu du nombre des accusations. Par celle raison, les équations qu'il faut résoudre pour déterminer ces probabilités sont toujours susceptibles de deux racines réelles et inverses l'une de l'autre. Toutefois, chacune de ces deux solutions a un caractère qui la distingue : en adoptant l'une, la probabilité qu'un condamné est coupable, sera plus grande que celle de son innocence; le contraire aura lieu en adoptant l'autre. Dans les cas ordinaires, c'est donc la première solution qu'on doit choisir j car il ne serait pas raisonnable de supposer que les tribunaux fussent généralement mjustes, ou qu'ils jugeassent le plus souvent au rebours du bon sens. Mais il n'en est plus de même quand les jugements sont prononcés sous 1 influence des passions; ce n'est plus la racine raisonnable des équations, c'est l'autre solution qu'il faut employer, et qui donne aux condamnations une si grande probabilité d'injustice. La grande proportion des jugements de condamnation, prononcés par les tribunaux révolutionnaires, n'est donc pas une preuve suflisante de la culpabilité légale des accusés; et nous ne pouvons nullement conclure de cette proportion, celle des condamnés qui étaient coupables ou non coupables, selon les lois de cette époque, que ces tribunaux étaient chargés d'appliquer. l\ faut toujours faire attention que, dans cette théorie, l'iniquité du juge et la passion de l'accusateur sont considérées comme des chances d'erreurs, aussi bien qu'une trop grande pitié ou un excès d'indulgence, et que le calcul est établi sur le résultat des votes, quels que soient les motifs qui los ont dictés.
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Dans les tribunaux de police correctionnelle, le rapport du nombre des condamnes à celui des accusés a été compris entre o,St) et o,85, d'après la moyenne de neuf années consécutives et pour la France entière; mais cette donnée ne sullit pas pour déterminer la probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de l'accusé, et la probabilité qu'un juge de ces tribunaux ne se trompera pas dans son vote. En supposant les jugements prononcés par trois juges, ce qui paraît avoir lieu généralement, il faudrait aussi savoir suivant quelle proportion les condamnations ont eu lieu à l'unanimité, ou à la simple majorité de deux voix contre une; proportion qui ne nous est pas donnée par l'observation, et à laquelle on ne pourrait suppléer que par quelque hypothèse gratuite.
On manque aussi des deux données nécessaires pour déterminer, dans le cas des tribunaux militaires, les valeurs spéciales des deux éléments contenus dans les formules de probabilités. Les conseils de guerre se composent de sept juges; les condamnations ne peuvent être prononcées qu'à la majorité d'au moins cinq voix contre deux; on évalue leur nombre total aux deux tiers de celui des accusés; mais on ignore la proportion de celles qui ont lieu, soit à l'unanimité, soit à une simple majorité; et faute de cette donnée de l'observation, on ne peut pas comparer, avec précision, la justice militaire à cplle des cours d'assises, sous le rapport de la chance d'erreur des jugements de condamnation et d'acquittement; ce qu'il serait cependant très intéressant de pouvoir faire.
Lorsqu'il s'agit de jugements en matière civile, les formules de probabilités, au lieu de deux quantités spéciales, n'en contiennent plus qu'une, celle qui exprime la chance qu'un juge ne se trompera pas dans son vote. Les jugements des tribunaux de première instance sont rendus par trois juges, en général, selon le renseignement qui m'a été donné; mais ou ne connaît pas le rapport du nombre de cas où ils prononcent à l'unanimité, au nombre de cas où ils ne décident qu'à la simple majorité de deux voix contre une; ce qui rend impossible de déterminer directement la chance d'erreur de leurs votes. Pour les jugements dont il est fait appel devant les cours royales, on peut calculer cette chance, en comparant le nombre d^ ceux, qui sont confirmés au nombre de ceux qui ne le sont pas, et supposant que cette
chance d'erreur soit la même pour les juges des deux tribunaux successifs. Quoique celte hypothèse s'écarte peut-être beaucoup de la vérité, je l'ai admise cependant, afin de pouvoir donner un exemple du calcul de l'erreur à craindre dans les jugements civils. La vérité ou le bon droit résulterait de la décision, nécessairement unanime, de juges qui n'auraient aucune chance de se tromper; dans chaque affaire ce bon droit absolu est une chose inconnue : néanmoins, on entend par des votes et des jugements erronés, ceux qui lui sont contraires; et la question consiste à déterminer leurs probabilités, et par conséquent, les proportions suivant lesquelles ils aui-aient lieu , à très peu près et très probablement, dans des nombres de cas sufiisamment grands.
On trouve dans le Compte général de l'administration de la justice civile, publié par le gouvernement, le nombre des jugements de première instance qui ont été confirmés par les cours royales, et celui des jugements qu'elles ont cassés, pendant les trois derniers mois de i83i, et les années i852 et i853. Le rapport du premier de ces deux nombres à leur somme, est à très peu près égal à 0,68, pour la France entière; il n'a pas varié d'une année à une autre d'un ■jo'' de sa valeur; en sorte que malgré la diversité des affaires qui ont dû se présenter, et, sans doute aussi, l'inégale instruction des magistrats de tout le royaurne, il a suffi cependant d'environ 8000 arrêts prononcés annuellement, pour que le rapport dont il s'agit atteignît presque une valeur constante; ce qui présente encore un exemple bien remarquable de la loi universelle des grands nombres. Dans le ressort de la cour royale de Paris, ce rapport a été sensiblement plus grand et s'est élevé à environ 0,76.
En employant la valeur relative à la France entière, et prenant le nombre sept pour celui des conseillers de chaque cour royale, qui prononcent les arrêts d'appel en matière civile, on trouve un peu plus de 0,68, pour la probabilité qu'un de ces conseillers, ou l'un des juges de première instance, pris au hasard dans tout le royaume, ne se trompera ou ne s'est pas trompé, en opinant dans une afTaire, prise aussi au hasard, parmi celles qui sont soumises annuellement aux deux degrés de jui-idiclions. Il est possible, d'ailleurs, que cette probabilité soit différente dans les affaires jugées en première instance et dont les p.irlies n'ont point appelé. D'après cette fraciion o,09, on trouve, en négli-
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géant les millièmes, o,-j6, pour la probabilité de la bonté d'un jugement de première instance ; o,g5, pour celle de la bonté d'un arrêt de cour d'appel, quand il est conforme au jugement de première instance; O5Ô4, pour cette probabilité, lorsque l'arrêt est contraire au jugement; enfin, 0,70, pour la probabilité qu'un arrêt de cour royale, dont on ignore s'il est conforme ou contraire au jugement de première instance, sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur les mêmes données que la première. Les probabilités qu'uu tribunal de première instance et une première cour d'appel , jugeront tous les deux bien, le tribunal mal et la cour bien, celles-ci mal et le tribunal bien, tous les deux mal, auront respectivement pour valeur approchées, les tractions o,64y ; o,:!n5; o, 1 13; o,o35, dont la somme est 1 unité.
Les questions relatives à la probabilité des jugements, dont on vient d'exposer les principes et de faire connaître les résultats, se trouveront dans le cinquième et dernier chapitre de cet ouvrage. Les quatre premiers renferment les règles et les formules générales du calcul des probabilités; ce qui dispensera de les aller chercher ailleurs, et a permis de traiter quelques autres questions étrangères à l'objet spécial de ces recherches, mais que l'application du calcul des probabilités était propre à éclairer. On y trouvera aussi la solution d'un problème, qui montre comment la majorité dune assemblée élective peut changer après une nouvelle élection, du tout au tout, ou dans un bien plus grand rapport que celle des électeurs, distribués en collèges électoraux, et qui élisent; à la simple majorité dans chaque collège.
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CHAPITRE PREMIER
Règles générales des probabilités.
(i). La probabilité d'un événement est la raison que nous avons de croire qu'il aura ou qu'il a eu lieu.
Quoiqu'il s'agisse, dans un cas, d'un fait accompli, et dans l'autre, d'une chose éventuelle; pour nous, la probabilité est cependant la même, lorsque tout est d'ailleurs égal dans ces deux cas, en eux-mêmes si différents. Une boule va être tirée d'une urne contenant des nombres de boules blanches et de boules noires qui me sont connus, ou bien, elle a été tirée de cette urne et l'on m'a caché sa couleur; j'ai évidemment la même raison de croire que cette boule est blanche dans le premier cas, ou qu'elle sei'a blanche dans le second.
La probabilité dépendant des connaissances que nous avons sur un événement, elle peut être inégale pour un même événement et pour diverses personnes. Ainsi, dans l'exemple qu'on vient de citer, si une personne sait seulement que l'urne renferme des boules blanches et des boules noires, et si une autre personne sait, en outre, que les blanches y sont en plus grande proportion que les noires, cette seconde personne aura plus de raison que la première, de croire à l'arrivée d'une boule blanche, ou, autrement dit, l'arrivée d'une boule blanche aura une plus grande probabilité pour la seconde personne que pour la première.
De là viennentles jugements quelquefois contraires que portent deux personnes sur un même événement, lorsqu'elles ont des connaissances difféi'entes en ce qui le concerne. Si A et B désignent ces deux personnes, et que A sache tout ce qui est connu de B^ et quelque chose de plus, A porteralejugemeuilo pins éclairé, et c'est son opinion qu'il sera raisonnable d'adopter, quand on devra choisir entre les jugements contraires de
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A et de B, quoique cette opinion puisse être fondée sur une probabilité moindre que celle qui a motivé l'opinion de B, c'est-à-dire, quoique A ait moins de raison de croire à sa propre opinion, que B à la sienne.
Dans le langage ordinaire, les mots chance et probabilité sont à peu près synonymes. Le plus souvent nous emploierons indifféremment l'un et l'autre ; mais lorsqu'il sera nécessaire de mettre une différence entre leurs acceptions, on rapportera, dans cet ouvrage, le mot chance aux événements eu eux-mêmes et indépendamment de la connaissance que nous en avons, et l'on conservera au mot probabilité sa définition précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature, une chance plus ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probabilité sera relative à nos connaissances, en ce qui le concerne.
Par exemple, au jeu de croix et pile , la chance de l'arrivée de croix et celle de l'arrivée de pile , résultent de la constitution de la pièce que l'on projette; on peut regarder comme physiquement impossible que l'une de ces chances soit égale à l'autre; cependant, si la constitution du projectile nous est inconnue, et si nous ne l'ayons pas déjà soumis à des épreuves, la probabilité de l'arrivée de croix est, pour nous, absolument la même que celle de l'arrivée de pile : nous n"avons, en effet, aucune raison de croire plutôt à l'un qu'à l'autre de ces deux événements. 11 n'en est plus de même, quand la pièce a été projetée plusieurs fois : la chance propre à chaque face ne change pas pendant les épreuves; mais, pour quelqu'un qui en connaît le résultat, la probabilité de l'arrivée future de croix ou àe pile ^ varie avec les nombres de fois que ces deux faces se sont déjà présentées.
(2). La mesure de la probabilité d'un événement, est le rapport du nombre de cas favorables à cet événement, au nombre total de cas favorables ou contraires, et tous également possibles , ou qui ont tous une même chance.
Cette proposition signifie que quand ce rapport est égal pour deux événements, nous avons la même raison de croire à l'arrivée de l'un et à celle de l'autre , et que quand il est différent, nous avons plus de raison de croire à l'arrivée de l'événement pour lequel il est le plus grand.
Supposons, par exemple, qu'une urne A renferme quatre boules blancVkes et six boules noires, et qu'une autre urne B contienne dix
boules blanches et quinze boules noires; les nombres de cas favorables à l'arrivée d'une boule blanche et celui de tous les cas possibles, seront quatre et dix pour la première urne, dix et vingt-cinq pour la seconde; et le rapport du premier nombre au second étant -p, c'est-àdire, égal pour les deux urnes, il s'agit d'abord de prouver qu'il y a la même probabilité d'extraire une boule blanche de l'une ou de l'autre; en sorte que si nous avions un intérêt quelconque à l'arrivée d'une boule blanche, nous n'aurions absolument aucune raison de mettre la main plutôt dans l'urne A que dans l'urne B.
En effet, on peut concevoir les vingt-cinq boules que contient l'urne B, partagées en cinq groupes dont chacun soit composé de deux boules blanches et trois noires, et qui seront disposés d'une manière quelconque dans l'intérieur de cette urne. Afin de les distinguer entre eux, on peut aussi donner le n° i aux boules de l'un des groupes, le n° 2 à celles d'un autre groupe, etc.
Pour extraire nne boule blanche ou noire, de B, la main devra se porter au hasard sur l'un de ces cinq groupes; mais puisqu'ils sont tous semblables, quant aux nombres de boules des deux couleurs qu'ils renferment, il s'ensuit qu'au lieu de choisir au hasard le groupe sur lequel la main se portera, on peut le choisir à volonté, et supposer, pour fixer les idées, que ce soit le groupe des boules u.° i, sans rien changer h la chance d'extraire une boule blanche de l'urne B; or, cela revient évidemment à extraire d'abord de B toutes les boules n" i, et à les mettre dans une autre urne C, d'où l'on tirera ensuite une boule au hasard ; la probabilité d'amener une boule blanche est donc indépendante du nombre de groupes qui étaient renfermés dans B, et la même que s'il y en avait un seul au lieu de cinq. En partageant les dix boules contenues dans l'urne A, en deux groupes de deux blanches et trois noires, on verra aussi que la probabilité d'en extraire une boule blanche est la même que si cette urne ne renfermait qti'un seul de ces deux groupes. Donc la probabilité d'extraire une boule blanche soit de A, soit de B, est la même que pour une troisième urne C, qui contiendrait deux boules blanches et trois noires, et, par conséquent, la même pour A et pour B; ce qu'il s'agissait d'abord de prouver.
Maintenant, je suppose qu'une urne A contienne quatre boules blan-
blanches et trois noires, et qu'une urne B lenferme trois boules blanches et deux noires; de sorte que le rapport du nombre de cas favorables, à l'arrivée d'une boule blanche, au nombre total des cas égale-
ment possibles, soit- pour A et^ pour B. La seconde fraction excédant
la première de ,^ , il y aura plus de raison de croire qu'une boule blanche sortira de B que de A. En effet, en réduisant ces deux fractions au même dénominateur, elles deviennent ^r= et ^^ ; or, d'a-
près ce qu'on vient de prouver, la probabilité de l'arrivée d'une boule blanche sera la même pour A et pour une urne C qui contiendrait 'j5 boules, dont 20 blanches et i5 noires; elle sera aussi la même pour B, et pour une urne D qui renfermerait 55 boules, dont 21 blanches et 14 noires; mais ces urnes C et D contenant l'une et l'autre un même nombre de boules, et D renfermant plus de boules blanches que C. il y a évidemment plus de raison de croire que l'on extraira une boule blanche de D que de C; donc aussi, l'arrivée d'une boule blanche est plus probable pour B que pour A; ce qui achève de démontrer la proposition énoncée au commencement de ce numéro.
De cette mesure de la probabilité, il semble résulter que cette fraction doit toujours être une quantité coramensurable; mais si le nombre de tous les cas possibles et celui des cas favorables à un événement, sont infinis . la probabilité ou le rapport du second nombre au premier, pourra être une quantité incommensurable. Supposons, par exemple que s soit l'étendue d'une surface plane, et a celle d'une portion déterminée de ce plan; si l'on projette une pièce circulaire, dont le centre puisse également retomber sur tous les points de ^ , il est évident que la probabilité qu'il retombera sur un point de (7, sera le rapport de !7as, dont les grandeurs peuvent être incommensurables.
(3). Dans les deux parties de la démonstration précédente, on a pris pour exemple des nombres déterminés de boules; mais il est aisé de voir que le raisonnement est général et indépendant de ces nombres particuliers. On a aussi supposé que l'événement dont on considérait la probabilité, était l'extraction d'une boule blanche, tirée d'une urne qui contient des boules blanches et des boules noires, de manière que le nombre de boules blanches représente celui des ''=« /avorables a
l'événement, et le nombre de boules noires, celui des cas contraires. Pour rendre les raisonnements plus faciles à saisir, on peut, en effet, substituer toujours une pareille hypothèse à chaque question d'éventualité i-elative à des choses de toute autre nature. Si donc, E est un événement d'une espèce quelconque; que l'on représente par a le nombre de cas favorables à son arrivée, par b celui des cas contraires, et par p la probabilité de E, la mesure ou la valeur numérique de celte dernière quantité, sera , d'après ce qu'on vient de démontrer ,
En même temps , si F est l'événement contraire à E , de sorte que , de ces deux événements, un seul doive nécessairement arriver, comme l'extraction d'une boule blanche ou celle d'une boule noire, dans les exemples précédents; et si l'on désigne par q la probabilité de F. on
aura aussi
puisque les cas contraires à E, dont le nombre est b, sont les cas favorables à F. Il en résulte
p + q=zi,
c'est-à-dire, que la somme des probabilités de deux événements contraires, tels qu'on vient de les définir, est toujours égale à l'unité.
Lorsque nous n'avons pas plus de raison de croire à l'arrivée de E qu'à celle de F, leurs probabilités sont égales, et l'on a conséquemment pz=.qz^\. C'est ce qui a lieu dans le cas d'une pièce que l'on projette pour la première fois, et dont la constitution physique nous est inconnue; E étant alors l'arrivée de l'une des deux faces, et F celle de la face opposée. Au lieu d'un événement qui doit arriver ou ne pas arriver , E peut être une chose quelconque dont il s'agit de savoir si elle est vraie ou fausse : a est alors le nombre de cas où nous la croyons vraie, et b le nombre de cas où nous la jugeons fausse; p exprime la probabilité de la vérité de E, et q celle de sa fausseté.
En évaluant dans chaque exemple, soit d'éventualité, soit de doute et de critique, les nombres de cas favorables ou contraires à E ef F, si
l'on a la certitude que ces nombres soient effectivement a et b, les fractions p e\. q seront les chances de E et F; si cette évaluation résulte seulement des connaissances que nous avons sur ces deux choses, p et ^ ne sont que leurs probabilités, et pourront différer, comme nous l'avons expliqué, de leurs chances inconnues : il faudra toujours que tous ces cas favorables ou contraires, soient également possibles, soit eu eux-mêmes, soit d'après ce que nous en savons.
(4). La certitude est considérée, dans la théorie des chances, comme un cas particulier de la probabilité : c'est le cas où un événement n'a aucune chance contraire; elle est représentée dans le calcul par l'unité, tandis qu'une probabilité quelconque est exprimée par une fraction moindre que un, la parfaite perplexité de notre esprit entre deux choses contraires, par -j, et Y impossibilité par zéro. Cette notion de la certitude nous suffit; nous n'avons pas besoin de la définir en ellemême, et d'une manière absolue; ce qui serait d'ailleurs impossible; car la certitude absolue est au nombre de ces choses que l'on ne définit pas, et dont on peut seulement donner des exemples. Parmi les choses que Ton appelle certaines , il y en a en très petit nombre , qui le sont rigoureusement, telles que notre propre existence; quelques axiomes, non-seulement certains, mais évidents ; des propositions, comme les théorèmes de la géométrie, par exemple, dont on démontre la vérité, ou dont on prouve que le contraire est impossible. Les choses non contraires aux lois générales de la nature, qui nous sont attestées par de nombreux témoignages, et celles qui sont confirmées par une expérience journalière, n'ont cependant qu'une très forte probabilité, assez grande pour qu'on n'ait pas besoin de la distinguer de la certitude complète, soit dans les usages de la vie, soit même dans les sciences physiques et dans les sciences historiques.
Le calcul des probabilités a pour objet de déterminer dans chaque question d'éventualité ou de doute, le rapport du nombre des cas favorables à l'arrivée d'un événement, ou à la vérité d'une chose, au nombre de tous les cas possibles; de sorte que nous puissions connaître, d'une manière précise, d'après la grandeur de cette fraction plus ou moins approchante de l'unité, la raison que nous avons de croire que cette chose soit vraie, ou que cet événement a eu °" aura lieu,
et que nous puVaoV^^o ...^voo: , oo.>^ » — - :)it.aron, comparer cette raison
de croire, dans deux questions de nature toute dififérente. Il est fondé sur un petit nombre de règles que nous allons exposer, et qui se démontrent en toute rigueur, comme on vient d'en voir un exemple, relativement à la proposition du n° 2. Ses principes doivent être regardés comme un supplément nécessaire de la logique, puisqu'il y a un si grand nombre de questions où l'art de raisonner ne saurait nous conduire à une entière certitude. Aucune autre partie des mathématiques n'est susceptible d'applications plus nombreuses et plus immédiatement utiles. On verra, dans le second chapitre de cet ouvrage, qu'elles s'étendent à des questions abstraites et controversées de la philosophie générale, dont elles donnent une solution claire et incontestable.
(5). Si p et p' sont les probabilités de deux événements E et E', indépendants l'un de l'autre, la probabilité de leur concours ou d'un événement composé de ces deux-lij, aura pour valeur le produit pp' .
En effet, je suppose que l'événement E soit l'extraction d'une boule blanche, d'une urne A qui contient un nombre c de boules, savoir, a boules blanches et c — a boules noires, et que E' soit l'extraction d'une boule blanche , d'une autre urne A' contenant c' boules, dont a' blanches et c' — a' noires. D'api-ès ce qui précède , on aura
pour les probabilités de E et E'. L'événement composé sera l'arrivée de deux boules blanches, l'une extraite de A, l'autre de A'. Or, si l'on tire au hasard une boule de chacune de ces deux urnes, toutes les boules de A pourront arriver avec toutes celles de A'; ce qui donnera un nombre ce' de cas également possibles. Dans ce nombre total, les cas favorables à l'événement composé résulteront des combinaisons de toutes les boules blanches de A avec toutes les boules blanches de A'; le nombre de ces cas favorables sera donc le produit aa'. Par conséquent, la probabilité de l'événement composé aura pour valeur (n° 2) le rapport de aa' à ce', ou , ce qui est la même chose , le produit des deux fractions p et p' .
On veria d^ même que ûp, p' , p" , etc., sont les probabilités d'un nombre quelconque deveLic«i.v...<.= e, t^',i^", c»»., indépendants les uns
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des autres, la probabilité de leur concours, ou d'un événement composé de tous ceux-là, sera le produit/^/?'/;" etc. Cette proposition générale peut aussi se déduire du cas particulier d'un événement composé de deux autres; car, si le produit de p et/)', ou pp', est la probabilité du concours de E et E', celle du concours de cet événement composé et de E* sera de même le produit de pp' et de p", ou pp'p", celle du concours de ce second événement composé et de E'" sera le produit de pp'p" et de p'", ou pp'p"p"', et ainsi de suite.
Toutes les fractions p, p, p", etc., étant moindres que l'unité, du moins quand aucun des événements E, E', E", etc., n'est certain, il s'ensuit que la probabilité de l'événement composé est aussi moindre que celle de chacun des événements dont il dépend. Elle s'aflaiblit de plus en plus à mesure que leur nombre augmente; généralement, elle tend vers zéro, et serait toul-à-fait nulle ou infiniment petite, si ce nombre devenait infini : il n'y a d'exception que quand la série infinie des probabilités p, p, p', etc., se compose de termes qui approchent indéfiniment de l'unité ou de la certitude; Surproduit, dans ce cas, a pour valeur une quantité de grandeur finie, moindre que l'unité. Si, par exemple, on désigne par a une quantité positive, plus petite que l'unité, ou tout au plus égale à un, et que l'on prenne
p = a., p'=zi — ct\ p'=i— ^, /j"=i — -,etc.,
pour les valeurs de p, p', p', etc.; leur produit, ou la probabilité de l'événement composé, sera égal, d'après une formule connue, h
-siua'^T, en désignant, à l'ordinaire, par 7t le rapport de la circonférence au diamètre.
(6). Voici un problème relatif à la probabilité d'un événement composé, dont nous donnerons la solution pour exemple de la règle précédente.
Je suppose que l'on ait à retrancher l'un de l'autre deux nombres pris au hasard ; on demande la probabilité que la soustraction totale s'effectuera sans qu'on ait besoin d'augmenter le chiffre supérieur dans aucune des soustractions partielles.
lits oU;<rres supérieur et inférieur qui se ro-'-o.'tJondent pouvant
avoir chacun dix valeurs différentes, depuis zéro jusqu'àg, il s'ensuit qu'il y aura cent cas distincts et également possibles dans chaque soustraction partielle. Pour qu'elle se fasse sans augmentation du chiffre supérieur, il faudra que celui-ci surpasse le chiffre inférieur, ou qu'il lui soit égal. Or, cela aura lieu dans 55 des loo cas possibles, savoir_, dans un seul cas quand le chiffre supérieur sera zéro, dans deux cas quand il sera l'unité, .... dans dix cas lorsqu'il sera le chiffre 9; ce qui forme une progression arithmétique de 10 termes, dont la somme est i 10(1 + 10), ou 55. La probabilité relative à chaque soustraction partielle sera donc le rapport de 55 à 100; par conséquent, la probabilité que les soustractions partielles s'effectueront toutes à la fois sans augmenter le chiffre supérieur, aura (o, 55/ pour valeur, en désignant par i leur nombre, ou celui des chiffres supérieurs ou inférieurs.
S'il s'agit, par exemple, de retrancher l'une de l'autre les parties décimales des logarithmes pris dans les tables de Callet , on aura
' = 7, (o,55)' = 0,0152245.. . .; c'est-à-dire une probabilité comprise entre -^ e\ ^.
On obtiendrait également (o,55)' pour la probabilité d'ajouter l'un à l'autre deux nombres de / chiffres, sans qu'aucune des additions partielles donne une unité à retenir.
(7). Si E, E', E", etc., sont les arrivées successives d'un même événement E, et que leur nombre soit m, le produit pp'p" etc. se changera dans la puissance /?■" qui exprimera, par conséquent, la probabilité que E arrivera 771 fois dans un pareil nombre d'épreuves, pendant lesquelles la probabilité de cet événement demeurei-a constante et égale à p.De même, E et F étant les deux événements contraires dont les probabilités sont p et q, de sorte qu'on ait/) -f-^= 1 (n° 3)j si ces chances demeurent constantes pendant un nombre /n-|- n d'épi-euves, le produit j^q" sera la probabilité que E arrivera tti fois et F les 71 autres fois, dans un ordre déterminé; ce qui se déduira de la règle du n° 5, en supposant le nombre des événements E, E', E'", etc., égal k m -{- 71, et prenant E pour m d'entre eux et F pour les n autres. L'ordre dans lequel ces événements E et F devront se succéder n'influe pas sur cette probabilité p"'q", de l'événement composé : elle est la même pour que E arrive dans ix,= .- p.<..r«;ir^c ép-o,,...-", <.t r dans les n
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dernières, ou vice versa; ou bien encore, lorsque ces événements devront être mêlés, d'une manière déterminée. Mais si l'ordre que doivent suivre E et F n'est pas donné, et qu'on veuille seulement que dans un nombre to + « dépreuves, E arrive m fois et F arrive n fois, dans un ordre quelconque , il est évident que la probabilité de cet autre événement composé surpassera celle qui répond à chaque ordre déterminé; elle sera , en effet, un multiple de /;""</", dont on donnera plus loin l'expression générale.
Lorsque les chances de E et F sont égales, on a /j = ^ = -^ ; et si l'on fait m -{- ?i= fA,, la probabilité de l'arrivée, dans un ordre déterminé, de E un nombre m de fois , et F un nombre n de fois, deviendra (^)^; en sorte que non-seulement elle ne dépendra pas de l'ordre de ces arrivées, mais elle sera aussi indépendante de leur proportion , et ne dépendra plus que du nombre total fj. des épreuves. Ce cas est celui d'une urne contenant des nombres égaux de boules blanches et de boules noires, dans laquelle on fait /u. tirages successifs, en remettant à chaque fois dans l'urne la boule qui en est sortie. La probabilité d'amener fA, boules blanches est égale à celle d'amener m boules blanches et n boules noires dans un ordre déterminé. Quand /A est un nombre considérable , elles sont l'une et l'autre très petites, mais non pas moindres l'une que l'autre. x\vant que les tirages aient commencé, on n'aurait eu ni plus ni moins de raison pour croire, soit à l'ai-rivée d'une suite de boules de la même couleur, soit à l'arrivée d'un pareil nombre de boules, les unes blanches et les autres noires, dans un ordre que quelqu'un eût assigné arbitrairement. Cependant, si nous voyons sortir successivement de l'urne, par exemple, trente boules d'une même couleur, et que nous soyons bien certains que les boules blanches et les boules noires y sont constamment en nombres égaux; ou bien si nous voyons arriver tout autre événement qui présente quelque chose de symétrique , tel que la sortie de trente boules alternativement blanches et noires, celle de quinze boules blanches suivies de quinze boules noires, nous sommes portés à croire que ces événements réguliers ne sont pas l'effet du hasard, et que la personne qui a tiré les trente boules connaissait la couleur de chacune d'elles, et les a choisies dans une vue particulière. Dans de pareils cas, l'interveutioti d'une cause autre que le hasard a efTectiveniP"* ""6 probabilité
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très approchante de la certitude, ainsi qu'on le verra par la suite. (8). La puissance </" est la probabilité que 1 événement F arrivera n fois de suite, sans interruption; en la retranchant de l'unité, on aura donc la probabilité de l'événement contraire, c'est-à-dire, la probabilité que dans n épreuves consécutives, l'événement E arrivera au moins une fois; par conséquent, si l'on désigne par /' la probabilité de cet événement composé, et qu'on mette i — p au lieu de q, il en résultera
rz=i—{i—pY.
En égalant à | cette valeur de r, on déterminera le nombre d'épreuves nécessaire pour qu'il y ait la même raison de croire que E arrivera ou qu'il n'arrivera pas, ou autrement dit, pour qu'il y ait un contre un à parier que E arrivera au moins une fois. On aura alors
log(i ~p)
Si E est, par exemple, l'arrivée d'un six, ou celle d'une autre face déterminée, quand on projette un c?e à six faces, on aura
ti = 3,8oi8.
en sorte qu'il y aura de l'avantage à parier que six arrivera au moins une fois en quatre coups , et du désavantage à parier qu'il arriverait en trois coups. Si l'on projette deux dés à la fois, et que E soit l'arrivée du double-six, on aura
ce qui montre que l'avantage sera pour le joueur qui pariera d'amener un double-six en vingt-cinq coups, et le désavantage pour celui qui parierait de l'amener en vingt-quatre coups.
L'expression générale de r nous fait voir que quelque faible que soit la chance p d'un événement E, pourvu qu'elle ne soit pas tout-à-fait nulle , on peut toujours prendre le nombre n des épreuves, assez grand pour que la probabilité que E arrivera au moins une fois , approche aussi près qu'on voudra de la certitude ; car quelque peu différente de l'unité que soit la fraction i — p, on peut toujours prendre
l'exposant n assez grand pour que la puissance (i — p)' tombe audessous d'une fraction donnée. C'est en cela que consiste la différence essentielle entre une chose absolument impossible et ini e'vénement E dont la chance p est extrêmement petite : la chose impossible, n'arrivera jamais, et l'événement aussi peu probable qu'on voudra, arrivera toujours, très probablement, dans une série d'épreuves assez longtemps prolongée.
Par la formule du binôme, on a
(i— p)-=i+«/j-f--^-^/>'H — nx~-P "*"^*'^'
si n est un très grand nombre, et qu'on remplace n — i, n — a, etc., par 71, on aura , à très peu près ,
série qui est le développement de e""'', en désignant par e la base des logarithmes népériens; il en résultera donc
pour la valeur approchée de r. Dans le cas de /; = -, cette valeur sera
le rapport de e — i à e. Par conséquent, si la chance d'un événement E est l'unité divisée par un très grand nombre n, il suiBra d'un pareil
nombre n d'épreuves pour qu'il y ait une probabilité î-^^' , ou à peu près égale à 3, que E arrivera au moins une fois.
(9). Lorsque deux événements E et E, , ne sont point indépendants, c'est-à-dire, lorsque l'arrivée de l'un influe sur la chance de l'autre, la probabilité de l'événement composé de E et E, est égale à un produit pp^ dans lequel p représente la probabilité de l'événement E qui doit arriver le premier, et /?, exprime la probabilité que E étant d'abord arrivé, E, arrivera ensuite.
Ainsi, a e\.b désignant les nombres de boules blanches et de boules noires contenues dans une urne A, et c leur somme a-\-b; si E est l'arrivée d'une boule blanche à une première épreuve, et E, celle d'une boulo blanche à un second tirage, sans qu'on ait remis ia boule sortie
au premier, on aura d'abord
mais au second tirage, le nombre total des boules sera réd'iit à f — i , et celui des boules blanches h. a — i , on aura donc
pour la probabilité de la sortie d'une nouvelle boule blanche; et, par
conséquent ,
pour celle de l'extraction de deux boules blanches. Par la même règle, on trouvera
ab
pour la probabilité de l'extraction d'une boule blanche et d'une boule noire, dans un ordre déterminé, et sans remettre dans l'urne la boule sortie au premier tirage.
Généralement , si l'on fait m -j- n tirages successifs sans remettre dans A les boules sorties, et que l'on désigne par ^ts- la probabilité d'amener , dans un ordre déterminé, m boules blanches et 71 boules noires , on aura
c . c 1 . c 2 . . . . C TU — ;!-}-'
quelque soit cet ordre déterminé. En effet, si dans les iii' + n premiers tirages, il est sorti m' boules blanches et 7î' boules noires, le nombre c — m' — n' des boules restantes, se composera de a — m' blanches et b — n' noires; les probabilités d'amener, soit une boule blanche, soit une boule noire, dans un nouveau tiiage, seront donc
or, en prenant successivement dans ces deux fractions, tous les nombres
depuis zéro jusqu'à m — i pour m', et depuis zéro jusqu'à n — i pour n', le produit des m-\-jt quantités qu'on obtiendra de cette manière, devra évidemment former la valeur de 'Sr; ce qui coïncidera avec la formule que l'on vient d'écrire.
Si l'on remettait à chaque fois dans A la boule blanche ou noire qui en est sortie, les chances d'une boule blanche et d'une boule
noire demeureraient constantes et égales à -et-, pendant toutes les
épreuves, et la probabilité d'amener m boules blanches et n boules noires,
dans un ordre déterminé, serait le produit de (-\ etT-j , ou ^^„.
C'est à quoi se l'éduit effectivement l'expression de ■ter, quand les nombres aetb sont extrêmement grands, et peuvent être considérés comme infinis, par rapport à m et n, ce qui rend invariables les chances d'une boule blanche et d'une boule noire, pendant toute la durée des épreuves. En faisant ?* = o dans la valeur de 'zs-, il en résulte
ce — ic — 2...C — m -\- 1 '
pour la probabilité de l'extraction de m boules blanches sans interruption. Au lieu d'une urne A, si l'on avait, par exemple un jeu composé de seize cartes rouges et autant de cartes noires, et si l'on demandait la pi-obabilité d'en tirer les seize cartes rouges en seize tirages, on ferait
et il en résulterait
ou bien , eu réduisant
<Zjr;
6oio8o3go '
quantité, comme on voit, un peu au-dessous d'un six-cent millionième. Il faudrait , en conséquence , essayer un peu plus de six-cent
milliou^ èp fois pour qu'il y eût une probabilité ég^l» à ^ , ou à peu
près deux à parier contre un, que les seize cartes rouges sortiraient au moius une fois sans interruption.
(lo). Si un événement E peut avoir lieu de plusieurs manières distinctes et indépendantes entre elles; que d'une première manière, la probabilité de son arrivée soit p, ; que d'une seconde manière, elle soit/^jî etc. , la probabilité complète sera la somme de toutes ces probabilités partielles, de sorte qu'en la désignant par p, on aura
/> = /),+ p, + ;j3 + etc.
Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait un nombre donné / d'urnes A, contenant des boules blanches et des boules noires, et que le nombre total de boules et le nombre de boules blanches soient c, et «, dans une première urne, c, et a^ dans une seconde, etc. Supposons aussi que E soit l'extraction d'une boule blanche, en mettant la main au hasard dans l'une de ces urnes. Cet événement pourra alors arriver de i manières différentes, puisque i est le nombre d'urnes d'où la boule blanche pourra sortir. La probabilité que la main se portera
sur l'une de ces urnes sera la même pour toutes et égale à -; la chance
d'extraire une boule blanche sera — , —, — , etc. , selon l'urne sur la-
quelle la main se portera effectivement; d'après la règle du n° 5, les probabilités p,, p,, Pi, etc. , des diverses manières dont E pourra arriver, seront donc
ta, I «2 I «3 ,
et il s'agira de prouver que la probabilité complète p de l'extraction d'une boule blanche, de l'une ou de l'autre de toutes les urnes A, aura pour valeur
La démonstration de cette règle est fondée sur un lemme qui sera également utile dans d'autres occasions.
Concevons un nombre quelconque / d'urnes C, contenant des boules blanches <^t des boules noires en proportions diverses , mais dont le nombre total soit le j«4«,^ o» r^nrésenté nar u, non»' -^tacune de ces
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uraes; la probabilité d'extraire de leur ensemble une boule blanche ne changera pas si l'on réunit les i/x boules qu'elles contiennent dans une seule urne B. En eflet, ellesy formeront des groupes disposés d'une manière quelconque, dont chacun contiendra les boules provenant d'une même urne C, et qui seront tous composés d'un même nombre //. de boules , ce qui suflit pour que la chance d'y porter la main soit
la même pour tous ces groupes, et égale à -, , comme quand chaque
groupe était renfermé dans une urne C. La chance de tirer une boule blanche du groupe où la main se portera n'aura pas non plus changé; par conséquent , la probabilité d'extraire une boule blanche sera la même pour l'urne B et pour le système des urnes C. Cette conclusion n'aurait plus lieu, si les nombres de boules que les urnes C reoferment étaient inégaux; quels qu'ils soient, la chance que la main se portera
sur l'une des urnes sera la même, et égale à -; mais quand toutes les
boules auront été réunies dans l'urne B , les groupes qu'elles y formeront contenant des nombres inégaux de boules , la chance que la main s'y portera ne sera pas égale pour tous ces groupes : elle est évidemment plus grande pour ceux qui seront formés d'un plus grand nombre de boules.
Cela posé, réduisons toutes les fractions —, —, —, etc., à un même
Cl C-, C3
dénominateur, que nous désignerons par ^. Soient alors a,, a», «3, etc., leurs numérateurs, de sorte qu'on ait
— ^— , — , — ^ • eic.
c, |K C, /« C3 fi
La chance d'extraire une boule blanche de chacune des urnes A, et par conséquent de l'ensemble de ces urnes, ne changera pas si l'on remplace chacun des nombres <?,, c^, C3, etc., de boules blanches ou noires, par le même nombre fi, et les nombres a,, a,, «3» etc., de boules blanches, par a,, a^, «3, etc. La probabilité de l'extraction d'une boule blanche ne changera pas non plus, si l'on réunit ensuite toutes ces boules dans une même urne C. Or, cette urne contenant alors un nombre total /|Lt de boules, parmi lesquelles il y aura un nomUro -.«i_ ».+ aj-j-etc, de boules blanches, e«,nc probabilité sera
le rapport du second nombre au premier, ou, ce qui est la même chose ,
i(«A + ï: + «J + etc.);
quantité qui coïncide, en vertu des équations précédentes, avec la valeur de p qu'il s'agissait de démontrer.
(il). Pour appliquer cette règle à des exemples, supposons d'abord qu'il soit à la connaissance d'une personne qu'une boule a été extraite, ou d'une urne A contenant cinq boules blanches et une boule noire , ou d'une urne B renfermant trois boules blanches et quatre boules noires, et qu'elle n'ait aucune raison de croire que cette boule soit sortie plutôt de l'une que de l'autre des deux urnes. Pour cette personne , la probabilité t!y que la boule extraite est une boule blanche sera
car pour elle , cet événement a pu arriver de deux manières différentes , et les probabilités p, et p^ qui s'y rapportent sont
Pour une autre personne, qui sait que la boule extraite est sortie de B , la probabilité p qu'elle est noire a pour valeur
Les fractions g7 et i^ surpassant - , la première personne doit penser
que la boule extraite est blanche , et la seconde qu'elle est noire. Entre ces deux opinions contraires , c'est la dernière que nous devons adopter, parce que la seconde personne est plus instruite que la première en ce qui concerne l'événement dont il s'agit; et cependant
la probabilité ~ , sur laquelle cette seconde personne appuie son opi-
nion, est moindre que la probabilité ^, sur laquelle l'autre personne appuyait la sienne, c»..* „„ PYftmnle fort simnlf <>+ -t"'ci> pourra
aisément multiplier, de ce qui a été dit précédemment (n° 1 ) , sur les jugements contraires portés dans une même question par des personnes différemment instruites.
Supposons encore que nous sachions qu'une urne A renferme uii nombre donné ti de houles blancheset de boules noires, dans une proportion qui nous est absolument inconnue. Nous pourrons faire sur cette proportion, n+ i hypothèses différentes et également possibles, qui seront autant de manières distinctes dont l'extraction d'une boule blanche pourra avoir lieu. Ces hypothèses seront ti boules blanches, n — I boules blanches et une noire, n — 2 boules blanches et deux noires,. . . . n boules noires; toutes ces suppositions étant également
possibles , la probabilité de chacune d'elles sera ; par conséquent ,
les probabilités partielles de l'extraction d'une boule blanche, dans ces diverses hypothèses, auront pour valeurs
in in — I in — 2 ,
P^ = n + \-n' /^" = ,TTT-~~' /^^ = r+T • -— ' ^''^-
et la probabilité complète fsr de cet événement sera
tir
n-\-i\n^^ n ^^ n •^•■•1^ „ Jr
quantité qui se réduit à {, comme cela devait être, puisque nous n'avons aucune raison de croire à l'arrivée d'une boule blanche plutôt qu'à celle d'une boule noire.
Mais si nous savons que dans l'urne A, le nombre des boules blanches est certainement plus grand que celui des boules noires, la valeur de 'zzr surpassera j; et pour la déterminer, il faudra distinguer les deux cas de n impair et de n pair. Si l'on désigne par / un nombre entier quelconque et qu'on ail n =. 2.i -\- i, on ne pourra faire que i-\- I hypothèses différentes et également possibles, savoir, 2/+1 boules blanches, li boules blanches et une noire,.. . « -j- i boules blanches et / boules noires ; et dans ce premier cas , la valeur complète de <z«r sera
quantité qui se réduit à
fST ■= - . — :— , .
Elle est l'uaité , comme cela doit être , pour i = o ; elle s'approche indéfiniment de ~, en diminuant toujours, à mesure que / augmente de plus en plus. Dans le cas de « = 2i -f- 2, on peut aussi faire i + i hypothèses également possibles ; on peut supposer que A renferme 21 -\- 2 boules blanches, 21 -\- i boules blanches et une boule noire, • . . i + 2 boules blanches et i boules noires. Il en résulte
iir
ou, ce qui est la même chose,
pour la valeur complète de fsr. Comme la précédente, elle est <!!r = i et its* = 7 , pour les valeurs extrêmes t = o et / = os. Pour tout autre
nombre entier /, elle excède la précédente d'une fraction -rr- — , , ■ . ,,
dont le maximum est — ; et répond à i = i .
Une urne A contenant un nombre total c de boules , dont a boules blanches, concevons que ces boules soient partagées dans son intérieur, en groupes tels quej le premier renferme c, boules dont a, blanches, le deuxième e» boules dont a^ blanches, etc., de sorte que l'on ait
c, + c» + C3 -f- etc. = c, ^j + 'ï» + «3 + etc. = a.
Soitp \a probabilité d'extraire une boule blanche de cette urne; elle devra être égale à - ; ce qui fournira simplement une vérification de
la règle du numéro précédent. Une boule blanche pourra sortir du premier groupe ; et pour cela, la chance sera le produit de la probabilité ^ que la Tnain se portera sur ce groupe, et de la chance ^ qu'elle
en extraira une boule blanche. Il en sera de même à l'égard de tous les autres groupesj d'où l'on conclura
p = £i.i+^.l- + l\îL3 + etc.,
pour la valeur complète de p; laquelle se réduit eflectivement à -,
en vertu de la seconde des deux équations précédentes. Mais si l'on place tous ces groupes dans des urnes différentes A, , Aj, A3, etc.;, la
chance d'en extraire ensuite une boule blanche, ne sera plus -, si ce
n'est dans le cas où tous les nombres c,, c^, Cj, etc., seront égaux : généralement, elle dépendra de la manière dont les boules blanches et noires de A se trouveront distribuées entre A,, A,, As, etc.; et nous ne pourrons la calculer que quand celte distribution nous sera connue. Cependant, pour quelqu'un qui ne la connaît pas, la raison de croire à l'arrivée d'une boule blanche , en tirant au hasard dans lensemble des urnes A,, A^, A3, etc., est évidemment la même que celle de croire à la sortie d'une pareille boule, extraite de A; par conséquent, la probabilité de cette sortie, distincte de sa chance propre, sera, pour
cette personne, égale à . Sa suppose, par exemple, que A renferme
deux boules blanches et une .boule noire, et que l'on ait mis deux boules dans A, et la troisième dans A». Pour cette personne , il y aura trois distributions également possibles des trois boules de A entre A, et A,, savoir ; les deux blanches dans A, , et la boule noire dans A,; unebouleblanche etla noire dans A,, et l'autre boule blanche dans A^; cette seconde boule blanche et la boule noire dans A, , et la première boule blanche dans A,. Dans ces trois cas, les probabilités d'extraire une boule blanche de l'une ou l'autre des urnes A, et A,, seronf
t('+o), i(i+i), Hr+O;
en prenant leur somme et la divisant par trois, on aura donc l pour la probabilité complète de celte extraction, comme pour celle û une boule blanche, de l'urne A.
Considérons enfin un système d'urnes D, , D^, D3, etc., dont la première renferme un nombre c, de boides parmi lesquelles a. boules blan-
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ches, la deuxième un nombre c^ de boules dont a^ boules blanches, etc. ; et supposons que par une raison quelconque, il n'y ait pas la même chance pour toutes ces urnes, que la main s'y portera pour en extraire une boule blanche ou noire. Désignons alors par k, la probabilité' qu'elle se poi-tera sur l'urne D,, par /i, la probabilité qu'elle se portera sur l'urne D^, etc. Par la règle du n" 5, la probabilité d'extraire une boule blanche de la première urne sera k, —, de la secoude k^ — , etc. ; ces produits exprimeront donc les probabilités par-
tielles p, , p^ , yjj, etc., relatives aux diverses manières dont l'extraction d'une boule blanche pourra avoir lieu ; par conséquent, la probabilité complète tir de cet événement aura pour valeur
'ST = f- etc.
Laconsidérationd'unsyst»imed'urnesA,,A„A3,etc., ponrlesquellesles probabililésA, ,;&,, A3, etc., sont égales entre elles, a suffi à la démonstration de la règle du numéro précédent dans toute sa généralité; et celte règle étant ainsi démontrée, son application à d'autres urnes D,, D^, Dj, etc. , pour lesquelles les chances A,, k^, A3, etc., ont des valeurs quelconques, conduit ensuite, comme en voit, à l'expression d.G nsr qui se rapporte à ce cas général.
(i3). Maintenant, soient E et F deux événements contraires, ou qui s'excluent mutuellement, et dont l'un des deux doit toujours arriver. Désignons par p et q leurs probabilités respectives, de sorte qu'on ait (n.° 3)
Supposons que chacun de ces événements puisse avoir lieu de diverses mauières, dont nous représenterons les probabilités par/7, , /),, pj, etc. , relatîvemfjnt à E, et par q,, q^, q^, etc., par rapport à F. En appliquant s'jccessivement la règle précédente à E et à F, nous aurons
p — p, + P^ + P3 + etc., 7 = 7i + 7« + 73 + etc., et, par conséquent,
/'' ■+ P. + ^3 + etc. -h ry, -f- q^ _f- y, -f- clC. = i.
SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEiMEINTS. 5i
Dans une question quelconque d'éventualité, les termes du premier membre de celte équation sont les probabilités des diverses comliinaisons favorables ou contraires à l'arrivée de E; cette équation exprime donc que leur somme doit toujours être égale à l'unité ou à la certitude; ce qui doit être, en effet, si l'on a épuisé toutes les combinaisons possibles.
En vertu de cette même équation, l'expression de p peut être mise sous la forme
fp, + Ip, + Ipî -f- etc.
P Ip, + Ip, + lp3 4- etc. + Iq, + Iq, ^ Iqi + etc. '
/étant une quantité que l'on prendra à volonté. Les termes de cette fraction seront proportionnels aux chances ys, , p^, etc., y,, fy, , etc., des cas favorables ou contraires à l'arrivée de E. Or, si l'on suppose que parmi les termes du numérateur, il y en ait un nombre a! qui soient égaux entre eux et représentés par a', un nombre rt" égaux entre eux et exprimés para", etc.; si l'on suppose de même que parmi les termes du dénominateur, il y ait un nombre c de termes égaux dont la valeur commune soit y' , un nombre c" d'autres termes égaux dont y" soit la valeur commune , etc. , l'expression de p deviendra
«'a' 4- a"a" + aV 4- etc.
^ ^ y'c + y"c" -fy-V-f-etc.'
Donc, lorsque tous les cas favorables on contraires à un événement E, n'auront pas une même chance, on obtiendra la probabilité de E, en multipliant les nombres de cas également probables, par des quantités proportionnelles à leurs probabilités respectives, et divisant ensuite la somme de ces produits relatifs à tous les cas favorables, par la somme de ces mêmes produits relatifs à tous les cas possibles. Cette règle est plus générale, et souvent plus commode à appliquer, que celle du n° 2, eu ce qu'elle n'exige pas que l'on ait réduit à une égalité de chance, tous les cas favorables ou contraires, d'où dépend, dans chaque question, 1 arrivée d'un événement dont on veut connaître la probabilité.
(i4). Les règles des n" 5 et jo suffisent pour obtenir les formules relatives à la répétition, dans une série d'épreuves, d'un événement dont les chances sont connues, soit qu'elles demeurent constantes, soit qu'elles varient pendant les épreuves.
Appelons toujours E et F les événements contraires, d'une nature quelconque, dont l'un des deux aura lieu à chaque épreuve. Supposons, en premier lieu, que leurs probabilités soient constantes et données ; et représentons, dans chaque épreuve , par p la chance de E et par q celle de F. Désignons aussi par /a le nombre total des épreuves, par m le nombre de fois que E arrivera , par n le nombre de fois que F aura lieu. Nous aurons
La probabilité que ces m et n arrivées de E et F auront lieu dans un ordre déterminé, est indépendante de cet ordre particulier, et égale à p'"(f (n' 7); par conséquent, si l'on appelle fl la probabilité qu'elles auront lieu dans un ordre quelconque, et K le nombre de manières différentes, dont m événements E et ?i événements F peuvent se succéder dans un nombre f/. d'épreuves, on aura, d'après la règle du n" 10,
n = Kp'-q'.
Pour déterminer K, je suppose d'abord que les ^ événements qui doivent avoir lieu soient tous difïerents, et je les désigne par les lettres A, B, C, D, etc. Ce nombre K sera alors celui des permutations que l'on peut faire subir à u lettres disposées comme les facteurs d'un produit; or, il aura pour valeur
car si on le représente par K' pour /u, — i lettres , et qu'on ajoute ensuite une lettre déplus, celle-ci pouvant occuper pt places distinctes dans chacune des permutations de u — i lettres , il en résultera /ulK' pour le nombre de permutations de ^lettres; et comme ce nombre est l'unité quand ^m. = i, il s'ensuit qu'il sera successivement 1.2, 1.2.5, 1.2. 5. 4, etc., pour ^ = 2, = 5, = 4> etc. Maintenant, si un nombre m des lettres A, B, C, D, etc, représentent un même événement E, celles de leurs permutations qui ne diffèrent que par les places de E seront aussi les mêmes; ce qui réduira le nombre des permutations distinctes, au produit précédent, divisé parle norabre
de permutations dont ces m lettres E sont susceptibles, et qui est
Si les « — m ou n autres lettres repre'sentent aussi un même événement F , il faudra e'galement diviser ce produit par le nombre de permutations de ces n lettres F, ou par
Par conséquent, le nombre de permutations distinctes que l'on peut faire avec m événements E et ii événements F, c'est-à-dire la valeur de K qu'il s'agissait d'obtenir, sera
A cause àe fj. = m -\- n , cette quantité K est symétrique par rapport à m et à Ti; mais on peut aussi l'écrire sous ces deux autres formes :
Ku fi — i.M — 1 . . .u — m+ I
yr fii^ — i.ft. — 1. ..fi — n-\- I
qui montrent que la probabilité n, ou le produit Kp'"q'*, est le terme du rang m -f- i dans le développement de (p -f- qT ordonné suivant les puissances croissantes de p , ou le terme du rang «-f- i dans ce développement ordonné suivant les puissances croissantes de a.
On conclut de là que dans le cas que nous examinons , où les chances p et q des deux événements contraires E et F sont constantes, celles de tous les événements composés qui peu vent arriver dans un nombre /u d'épreuves ont pour expressions, les différents termes de la formule du binôme p -\- (J élevé à la puissance /a.
Le nombre de ces événements est |i* + i. Ils sont inégalement probables, soit à cause de la multiplicité des combinaisons qui peut les amener et qui est exprimée, pour chacun d'eux, par le nombre K, soit à raison de l'inégalité des chances p et q. Dans le cas de />^^ y, l'événement le plus probable est celui qui répond à m = v, lorsque//.
est un nombre pair, et l'an des denx qui répondent à m — n =■ ±i, quand yW. est un nombre impair.
(i5). Soit P la probabilité que E arrivera au moins m fois dans le nombre pi, d'épreuves. Cet événement composé pourra avoir lieu de m + I manières différentes, savoir, lorsque E arrivera les nombres de fois ji* , /M. — 1, ^t — 2, ... et enfin fx — n on m ; les probabilités relatives à ces ?n + i manières se déduiront de l'expression précédente de n , en mettant successivement //, et zéro , u — i et i , /^ — 2 , et 2 , . . . jusqu'à jn et « , au lieu de ces deux derniers nombres ; d'après la règle du n" lo, la valeur complète de P sera donc la somme de ces ?i-{- I probabilités partielles; et, par conséquent, on aura
fc.ft — i.fi — 2... fi — n + 1
de sorte que P sera la somme des n -\- i premiers termes du développement de (p + q)** , ordonné suivant les puissances croissantes de fj.
Pour m = o , ou n = u , on aura
f = (P + qr = i;
ce qui doit être, en effet, puisqu'alors l'événement composé comprenant toutes les combinaisons de E et F qui peuvent arriver, sa probabilité P doit être la certitude. Pour m =z i , cet événement est le contraire de l'arrivée de F à toutes les épreuves; et, effectivement, la valeur de Pest, dans ce cas, le développement entier de (pH-^)i",
moins son dernier terme «y*"; ce qui s'accorde avec la valeur de r du n° 8.
Si /x. est un nombre impair 2/-4- i, et si l'on demande la probabilité que E arrivei'a plus souvent que F, on la déduira de l'expression générale de P, en y faisant m = i -\- i et n = i. Si /ut, est un nombre pair 21, on obtiendra la probabilité que E arrivera au moins autant de fois que F, en faisant m == n = i, dans cette même expression.
(i6). Ou dfiduit aussi de cette formule la solution du premier pro-
hlème de probabilité que l'on ait résolu , que nous avons indiqué au commencement de cet ouvrage, et qui est connu sous le nom de problème des partie. Deux joueurs A et B jouent ensemble à un jeu quelconque, où l'un des deux doit gagner un point à chaque coup; p est la probabilité de A, 7 celle de B, pour gagner ce point; il reste à A un nombre « et à B un nombre h de points à prendre pour gagner la partie. On demande la probabilité a que ce sera A qui gagnera, ou la probabilité ë que ce sera B. L'un de ces deux événements contraires devant nécessairement arriver, la somme x -f- ë sera l'unité, el l'on aura seulement a, à déterminer.
Observons d'abord que la partie sera tei'minée en un nombre de coups qui ne saurait excéder a-^- b — i ; car dans ce nombre de coups, il arrivera nécessairement que A aura gagné au moins un nombre a de points, ou que B en aura gagné au moins un nombie/;. De [>lus, .sans rien changer à leurs chances lespeclivcs de gagner la partie, les deux joueurs peuvent convenir de jouer ce nombre a -{- b — x de coups; cardans cette série de coups, un seul joueur pourra prendre le nombre de points dont il a besoin : selon que A aura pris n points avant que B en ait pris b, ou que B en aura pris un nombre b avant que A en ait prisa, ce sera A ou B qui aura gagné la partie, quelque chose qui arrive ensuite. Pour déterminer les chances a et Q , nous pouvons donc .supposer qu'il sera toujours joué le nombre «+ b — i de coups. Alors et sera la probabilité que sur ce nombre d'épreuves, un événement E dont la chance est p à chaque épreuve, arrivera au moins un nombre de fois a; par conséquent, sa valeur.se déduira de
l'expression précédente de P, en y faisant
Si l'on a ,
par
exemple,
on trouvera
et S surpassant a, il s'ensuit qu'un joueur A dont l'habileté est double
de celle de B, ou qui a une chance double de gagner chaque point, ne peut néanmoins parier, sans désavantage , de gagner quatre points avant que B en ait pris deux.
Si les deux joueurs conviennent de se retirer sans achever la partie , on verra plus loin que ce qui reviendra à A sera l'enjeu multiplié par la chance a. de gagner, et à B le produit de l'enjeu et de la chance C , c'est-à-dire qu'ils devront partager l'enjeu proportionnellement aux fractions-aet S.
(17). Au lieu de deux événements E et F, supposons qu'il y en a un plus grand nombre, trois, par exemple, que nous désignerons par E, F, G, et dont un seul devra arrivera chaque épreuve. Soient p, q, r, leurs probabilités constantes, et ft. le nombre des épreuves. Par une extension facile de la méthode du n° 14, on trouvera
fi.lfq
,tn„n..o
pour la probabilité que le premier des événements E, F, G, arrivera m fois, le second n fois, le troisième o fois. On aura, en même temps,
P -i- q + r z= 1, 7« + 7i + o = /ti;
et la probabilité dont il s'agit sera le terme général du développement du trinôme p -\- q -{- r élevé à la puissance ^.
Ce cas est celui d'une urne qui renfermerait des boules de trois couleurs différentes, dans les proportions marquées par les fractions /), q, r, et où les événements E , F, G, seraient les extractions de ces trois sortes de boules, en remettant à chaque fois dans l'urne la boule qui en est sortie.
En prenant dans le développement de(p -{- q-^- r)'" , la somme des termes qui renferment une puissance de /?, égale ou supérieure à m, on aura la probabilité que E arrivera au moins un nombre m de fois dans un nombre /* d'épreuves. Quel que soit le nombre des événements E , F, G , etc. , parmi lesquels un seul arrivera à chaque épreuve , on peut aussi déduire immédiatement cette probabilité, de l'expression précédente de P. En effet, représentons toujours par p, q, r, etc., les chances constantes de E, F, G, etc.; à chaque épreuve, l'arrivée (de l'un ou l'autre des événements E, F, G, etc., peut être considérée
comme un événemenl composé, que j'appellerai F'; en désignant par q' sa probabilité, on aura
7' = 7 + '■ + etc. , p -\- q' = \',
E et F' seront alors deux événements contraires, dont un seul aura lieu à chaque épreuve; par conséquent, la probabilité que E arrivera au moins m fois, dans une série de fx, épreuves, s'obtiendra en mettant ç' au lieu de q dans l'expression de P.
Pour donner un exemple de cette règle fondée sur le développement delà puissance d'un polynôme, je suppose qu'une urne A re*iferme un nombre m de boules portant les n*" i , 2, 3, ... m; on tire [/. fois de suite une boule de cette urne , en y remettant à chaque fois la boule sortie; la chance, à chaque tirage, de l'arrivée d'une boule portant un numéro déterminé , est la même pour toutes les boules ,
constante pendant les épreuves, et égale à — j cela étant, désignons
par ?^, «., 7ii,... n„, des nombres donnés qui peuvent être zéro, égaux, inégaux, pourvu qu'on ait toujours
et soit U la probabilité qu'on amènera, dans un ordre quelconque, «, fois le n° I , n, fois le n° 2,. . .n„ fois le n° /n : si l'on fait
et que l'on développe 6 suivant les puissances et les produits des indéterminées i, , t^, <3,... t^, la valeur de Usera le ternie de ce
développement , contenant le produit i. ' /, * #3 ^ . . . ^„ ", dans lequel on fera toutes ces indéterminées égales à — . En représentant par N le coefficient numérique de ce produit , nous aurons donc
m'* N étant un nombre entier, qui dépendra de /* et des nombres «,, «,,
n,, «„, savoir,
i.2.3...n, .i.2.3...na...i.2.3.
où l'on prendra l'unité pour le produit i.2.3. . .n,, quand n, sera zéro, et de même pour chacun des produits semblables.
Cela posé, soit s la somme des numéros sortis dans les (/, tirages , on aura
s z=. n^ -{- 21}^ + 3«3 + . . . + mn,„.
Par conséquent, si s est un nombre donné; que l'on prenne successivement pour n, , u^, n^,. . . Ji„, tous les nombres entiers ou zéro qui satisfont à cette équation et dont la somme est égale à //.; et que l'on désigne par N', N", N'", etc., les valeurs correspondantes de N, et par V la somme de celles de U, il en l'ésultera
V = — (N' H- N' + N"'+ etc.),
pour la probabilité d'avoir, dans un nombre ^ de tirages, une somme de numéros donnée et égale à s.
On calculera plus aisément la valeur de V en changeant dans 6 les indéterminées t,, t^, U,... t^, dans les puissances t, t*, t^ . . . r, d'une même quantité t : si l'on désigne par T ce que G deviendra , on aura
et il est aisé de voir que la somme N'+N"+N"'-|-etc. ne sera autre chose que le coellicient numérique de ;!' dans le développement de T; par conséquent , si l'on représente ce coefficient par M, , il en résultera
Ce coefficient M, dépendra des nombres donnés fÂ,,m, s , el s'obtiendra facilement dans chaque exemple.
Au lieu d'une seule urne V, on peut supposeï' qu'on ait un nombre /A d'urnes A„ A^, Aj,. . .A^, dont chacune contienne m boules numérotées i, 2, 5,... m, et tirer en même temps une boule de chacune de ces urnes. On peut aussi i-emplacer ces urnes par un pareil nombre de dés : s'il s'agit de dés ordinaires, à six faces, portant les n" 1, 2, 5, 4? 5, 6, ou aura m = 6, et V exprimera la probabilité qu'en projetant simultanément un nombre ^tt de dés , on amènera une
somme de numéros e'gale à s. Soit, par exemple, f/. = 3. et conséquemment
T = ^3(i +« + «*+ ^3 _|. ^4 -\.'ty, ^ = h ^''
L e développement de T se composera de seize termes ; les coefficients des termes également éloignés des extrêmes, tels que M3 et M,8. M^ et M,;, . . .M.oetM,,, seront égaux; la somme de tous les coeflicientsaura pour valeur celle de Tqui répond at=zj. ou 6'; la somme des huit premiers coefficients M3 , M^ . . . , M,, , sera égale à i 6^ ainsi que la somme des huit derniers M„. M„. . . M,,; d'où l'on conclut qu'en projetant trois désala fois, la probabilité d'amener 10 ou un nombre moindre est \, comme celle d'amener 11 ou un nombre plus grand; en sorte qu'o n peut parier à jeu égal, ou un contre un. que la somme des trois numéros qui arriveront passera ou ne passera pas le nombre dix. C'est sur ce résultat qu'est fondé le jeu qu'on appelle \e passe-dix. Sans le secours d'aucun calcul, on s'assure aisément de l'égalité de chance de chacun des deux joueurs, en observant que chaque couple de faces opposées d'un même dé , porte les numéros dont la somme est sept, tels que un et six, deux et cinq, trois et quatre. Il s'ensuit alors, que quand les trois (feV tombent sur le tapis ^ la somme des trois numéros supérieurs, jointe à celle des trois numéros inférieurs, forme toujours le nombre 21; par conséquent, si la première somme est au-dessus de dix. la seconde sera au-dessous et réciproquement. Les deux joueurs sont donc dans le même cas que si l'un pariait que ce sont les numéros supérieurs qui passeront dix, et l'autre que ce sont les numéros inférieurs. Or, il est évident que les chances de ces deux événements seront égales; car quels que soient les trois numéros qui arriveront au-dessus et ceux qui arriveront au-dessous, l'événement contraire, c'està-dire l'arrivée de ceux-ci au-dessus et de ceux-là au-dessous, sera également possible. Mais pour connaître les chances des diverses valeurs de s , depuis s = 5 jusqu'à s=: 18 , il est nécessaire de recourir au développement de T. On trouve , en l'effectuant
M3 = M„ = i, M,=M„=3, M,z=M,s=6, Me=M,5='o, M, = M„=i5, M8=M,3=2i. Mg=M„=25, M,.=M.,= 27,
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pour les nombres des combinaisons de trois nume'ros qui peuvent amener les sommes 3 ou i8, 4 ou i'j,...ïo ou 1 1 : en les divisant par 6' ou 216, on aura les chances de ces diverses sommes.
(18). Lorsque la chance de 1 événement E varie pendant la dure'e des épreuves, la probabilité de sa répétition un nombre de fois donné, dépend de la loi de cette variation. Supposons, comme dans le n° g, que E soit l'extraction d'une boule blanche, tirée d'une urne A qui contient des boules de cette couleur et des boules noires, et dans laquelle on ne remet pas la boule sortie à chaque tirage. Soient a et h les nombres de boules blanches et de boules noires que A renfermait avant les épreuves, ^t le nombre des tirages, eifsrXa. probabilité qu'il sortira m boules blanches et. n boules noires, dans un ordre déterminé; la valeur de /zù sera donnée par la formule du numéro cité; et cette valeur étant indépendante de l'ordre suivant lequel les boules des deux couleurs se succéderont, si nous désignons par n la probabilité qu'elles arriveront dans un ordre quelconque , nous aurons
n = K-jsr;
K étant le même nombre que dans le n° 14 5 et en faisant toujours
in-\-n = lÂ, a -j- b ^c.
Faisons aussi
en sorte que a', b', c', soient ce que deviennent, après les tirages, les nombres de boules des deux couleurs et leur somme, qui étaient primitivement a, b, c. En ayant égard aux expressions de K et de '-ûr, celle de n pourra s'écrire ainsi
„ i.2.3...jK.i.2.3...a.i.2.3...6.i.2.3...c'
ce qui permettra d'étendre facilement cette expression au cas où A renfermerait des boules de trois ou d'un plus grand nombre de couleurs différentes.
SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 6i
En supprimant des facteurs communs au numérateur et au dénominateur, cette formule devient plus simplement (*)
J-. ft.fi — \.fi — 2....ft — n-\-i a. a — i.a — i...a — m-\-i.b.b — l.b — i....b — n-\-i
n ' ce — i ,c — 2...C
La probabilité que sur le nombre /* de tirages il sortira de A au moins m boules blanches , sera la somme des n + i valeurs de n que l'on
(*) Après les f< tirages qui ont amené m boules blanches et «noires, lâchante d'amener une blanche dans un nouveau tirage, de'pend de ces nombres m et n, et est
égale à — . Mais pour une personne qui saurait seulement qu'on a tiré de l'urne un
nombre (t de boules, et qui ignorerait la proportion des blanches et des noires qui en sont sorties, la probabilité de l'arrivée d'une boule blanche, dans un nou-
veau tirage, serait très différente de cette chance — ; et d'après une note que vient de m'adresser M. Emile Mondésir, ancien élève de l'École Polytechnique, la probabilité dont il s'agit est indépendante des nombres m et u , et égale à ,- comme
avant les tirages.
Pour vérifier cette proposition sur un exemple, supposons qu'on ait
Relativement aux nombres m et n, il y aura trois cas possibles, mais inégalement probables, savoir m =2 et n=o, m = i et n =; I, r7z = o et « = 2. Les probabilités de ces trois cas différents, déduites de l'expression de n, seront respec-
2^1 tivement -, -, -; dans ces mêmes cas , les chances de l'arrivée d'une blanche
dans un tirage subséquent, auront pour valeurs ^, ■=, ï; d'après les règles des
n°' 5 et 10, la probabilité complète de l'extraction d'une boule blanche, sera donc
la somme des produits de - et •=, - et =, - et ^: laquelle somme est effeclive-
ment égale à -, ou à - . Je renverrai, pour la démonstration générale, à la note de 7 c
M. Mondésir, qu'il se propose d'insérer dans le journal de M. Liouville.
La proposition est évidente quand on a. a^b; car dans ce cas, pour une personne qui ne connaît pas les boules extraites de l'urne, il n'y a pas plus de raison de croire, après comme avant cette extraction, à l'arrivée d'une boule blanche qu'à
obtient , eu mettant successivement au lieu de m et « dans cette dernière formule , f/, et zéro , jx — i et i , /a — 2 et 2 , . . . fi — ra et «. En désignant cette probabilité par P, nous aurons, de cette manière,
P.c.c — i.c — 2...C — /A+ 1 = a.a — \.a — 2... a — A*+ • -\- fxb.a.a — i .a — 2. ..a — /a+2
b.b — i.rt. a — 1 .a — 2. . .a — /tA
b.b — \..b — 2.fl.a — \.a — 7.... a — ft-|-4
C-i_ Cr 1 j: — .b .b-\...b-n-\-\ .a.a.-\...a-m-\-\. I .2.3. . .n
Dans le cas de m = o et ra = yu, , on devra avoir P = 1 ; on en conclut donc
ce— \.c — 2...C — At+ I =a.a — i.a — 2...rt— a^H-i ■i- (^.b.a.a — i .a — 2. . .a — fi -|- 2
i.è — i.a.a — i.rt — 2...« — jM-f- 3
^.^ — i -fi — 2 1.2.3
+ l^.b.b-^ \.b — 2. . .b — ft-f-2.a ~\- b.b — 1 .b — 2. . .b — /x-f-i;
celle d'une boule noire; et par conse'quent, la probabilité d'amener une boule blanche, reste toujours e'gale à | . On peut aussi remarquer que cette proposition s'accorde, dans le cas où les nombres a et i sont infinis, avec uneautre qui sera démontrée dans la suite de cet ouvrage, et suivant laquelle il est certain que les nombres m et n seront entre eux comme aet b; alors, on est donc assuré que les nombres a'et 6', des boules restantes dans l'urne sont encore entre eux comme aet 6; en sorte que la chance et la probabilité de l'arrivée d'une nouvelle boule blanche, ne sont
plus distinctes l'une de l'autre, et ont pour valeur le rapport -7 égal à -.
ce qni coïncide avec une formule connue et analogue à celle du binôme. Dans cette formule et dans toutes celles de ce genre, chaque quantité telle que a. a — i .a — 2... a — m -\- i ; est un produit de m facteurs pour lequel on doit prendre l'unité quand m = o; d'où il résulte que cette formule ne convient pas au cas de ;* = o j exception qui a lieu également pour la formule du binôme appliquée à la puissance zéro.
(19). Au lieu de faire ^ tirages successifs sans remettre les boules sorties de A, il est évident que la probabilité d'amener m boules blanches et ti boules noires serait encore la même, si l'on tirait en une seule fois m-{- n ou u boules de cette urne. C'est effectivement ce qu'on peut vérifier de la manière suivante.
Je désigne généralement par G^ le nombre de groupes composés chacun de /-t boules , que l'on peut formef avec les c boules contenues dans A. On aura
„ ce I.C 2. . .c (W -4- '
^f — rTa.s...^ ■
En effet, pour former tous ces groupes au moyen de ceux de /^ — i boules, il faudra combiner chacun de ceux-ci avec les c — j" + i boules qu'il ne contient pas; ce qui donnerait un nombre (c — ;a-j-i)G^_i de groupes de (* boules; mais comme il y a un nombre ju de groupes de fÀ. — I boules qui donnent un même groupe de f/. boules; on devra diviser ce produit (c — /j. -{- i ) G^_ , par ,« pour avoir le nombre de groupes différents, composés de fx boules. On aura donc
or, pour (ti= I, on a évidemment G, =c; si donc on fait successivement iW = 2, =5, =4, etc., il en résultera
ce — I .c - 1.2.3
ce — I .c ■
et enfin l'expression de G^ qu'il s'agissait de démontrer.
En représentant ce que devient G„ par G'„, lorsqu'on y change c et f/. en a et m, et part G"„, quand on y fait le changement de c et /* en b et ti , nous aurons de même
Le produit de G'„ et G"„ sera le nombre de groupes de m-f-" ou ^ boules que l'on peut former avec les a + ^ ou c boules contenues dans A, et dont chacun renfermera m boules blanches et n boules noires; la probabilité d'amener un de ces groupes en tirant à la fois ;tt boules de l'urne A , est d'ailleurs égale à leur nombre divisé par celui de tous les groupes de yit boules que A renferme , c'est-à-dire à ce prodTiit G'mG*„, divisé par G^j en la désignant par n, on aura donc
j-| G mG"„
Ofi
ce qui coïncide avec la valeur de fl du numéro précédent. L'expression de P du même numéro est aussi la probabilité d'amener au moins m boules blanches en tirant à la fois fx, boules de l'urne A.
(20). Dans l'exemple de ce n° 18, la chance de l'événement E variait pendant les épreuves, parce qu'à chaque nouvelle épreuve, elle dépendait des nombres de fois que E et l'événement contraire F avaient eu lieu précédemment; mais il y a d'autres questions dans lesquelles ces deux événements , d'une nature quelconque , ont des chances propres, indépendantes à chaque épreuve, de ce qui est ari'îvé jusque là, et qui varient d'une épreuve à une autre.
Généralement, dans une série de [x épreuves que l'on va faire ou qui ont eu lieu, soient /?. et ^, les chances de E et F à la première épreuve^ p^ et q^ à la seconde. ... /j^ et j^ à la dernière, de sorte qu'on ait
Pour obtenir la probabilité que E arrivera ou est arrivé un nombre m (le fois et F un nombre ti ou ix — m, dans un ordre quelconque, je désigne par P„ le produit d'un nombre m des fractions/?,, p^. p^,. . .p^, et par Q» celui d'un nombre n des fractions ^, , q^, ([3,. . . .q^, qui n'entrent dans aucune des équations précédentes, avec l'une des fractions comprises dans P„, , de manière que si P^ renferme la fraction quelconque p,, la fraction correspondante q, n'entrera pas dansQ„, et que si P„, ne contient pas p^, la fraction (jr, entrei'a dans Q^. Je multiplie ensuite ces deux produits P„ et Q, l'un par l'autre, puis je fais la somme de toutes les quantités possibles PmQ, , ainsi formées, et dont le nombre sera celui que l'on a désigné par K dans le n" j4 •' cette somme exprimera la probabilité demandée.
On peut énoncer cette règle d'une autre manière qui nous sera utile dans la suite.
Soient u et v deux quantités indéterminées; faisons
R = {up, + vq, ) (up, + f<7 J ( up3 + 1-73) ( "P^ + ^'(Jm ) »
de manière que R exprime un produit de fJt, ou m-\-n facteurs. Si l'on effectue ce produit, on aura un polynôme de ,a-f- 1 termes, ordonné suivant les puissances de u et de v. Or, le coefficient de u^i'" dans ce polynôme sera la probabilité que nous considérons, de l'arrivée m fois de E et n fois de F, dans un ordre quelconque. Prenons , par exemple, mz=.ô. Nous aurons
R = ii^P^P^Pz + u^'v (p,p,q3+p,p3<'lc. ■+■ P.M' )
Le coefficient de 11^ est évidemment la probabilité de l'arrivée de trois fois E; le coefficient de u'v est celle de l'arrivée de deux fois E et une fois F, ce qui peut avoir -lieu parce que E arrive aux deux premières épreuves et F à la dernière, F à la seconde épreuve et E aux deux autres, F à la première épreuve et E aux deux dernières ; le coefficient de uv* exprime de même la probabilité de l'arrivée de deux fois F et d'une fois E; enfin, celui de i'^ est évidemment la probabilité de l'arrivée de trois fois F.
Si à chaque épreuve, E peut avoir lieu de plusieurs manières également possibles, on prendra pour la chance de E à cette épreuve, con-
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formëmeatà la règle du n° lo, la somme des probabilités respectives de ces diverses manières, divisée par leur nombre. En retranchant de l'unité celte chance moyenne de E, on aura celle de F; et c'est d'après ces deux chances moyennes à chaque épreuve, que l'on devra calculer la probabilité queE et F arriveront m et n fois dans in-\^n épreuves, ou celle de tout autre événement composé de E et F. Quoique les chances partielles de E et F varient en nombre et en grandeur, d'une épreuve à une autre; si leurs chances moyennes demeurent constantes, les probabilités des événements composés suivront les mêmes lois que dans le cas des chances invariables.
(21). Une des applications les plus fréquentes du calcul des probabilités a pour objet de déterminer les avantages ou les désavantages attachés aux choses éventuelles, d'après le gain ou la perte qu'elles doivent produire, et les chances de leurs arrivées. Elle est fondée sur la règle suivante.
Supposons que l'un des événements E, F, G, H, etc., en nombre quelconque, doive avoir lieu; et désignons leurs probabilités par p, '], r, s, etc. , de sorte qu'on ait
p -^ q ~\- y ■\- s -{- etc. = I .
Supposons aussi qu'un gain g soit attaché à l'arrivée de E pour une première personne, à celle de F pour une deuxième personne, etc. ; si toutes ces personnes conviennent de partager g avant que le sort ait décidé, ou bien, si elles y sont obligées par des i-aisons quelconques, ce gain devra être partagé entre elles proportionnellement à leurs probabilités respectives de gagner, c'est-à-dire, que g^^) devra être la part de la première personne, gq celle de la seconde, etc.
En effet, soit m le nombre de tous les cas également possibles , et parmi ces cas, soient a, b, c, d, etc., les nombres de ceux qui sont favorables à E, F, G, H, etc. , de manière qu'on ait
et ensuite
a-\- b-\-c -\- d-\-elc.=i7i,
S'il y avait un nombre m de personnes dont chacune dût gagner par l'arrivée de l'un des m cas possibles, il est évident qu'il faudrait diviser g
également entre elles toutes, et que —g serait la part de chacune ; or, la
personne dont/» est la probabilité de gagner, ou qui a pour elle un nombre a de cas possibles, devra aussi réunir un pareil nombre de ces parts
égales; sa part entière devra donc être —g, ou pg\ et de même celles
des autres personnes seront qg, rg, sg, etc.
Dans les jeux déjà commencés, cette règle fera connaître ce qui reviendrait à chaque joueur d'après sa probabilité d'achever de gagner la partie, si l'on convenait de se séparer avant delà terminer. On en conclut aussi que la mise de chaque joueur avant que la partie commence doit être proportionnelle à sa chance de la gagner; car si, au lieu de jouer, on convenait de se séparer, chaque joueur devrait retirer sa mise; et, d'après la rtgle précédente, ce qui lui reviendrait devrait aussi être égal à la somme des mises, multipliée par la probabilité de gagner la partie entière. Cette probabilité, dans les jeux de pur hasard, dépend des règles du jeu, et peut se calculer à priori, quand elles ne sont pas très compliquées. Dans les jeux où le succès dépend de l'habileté de chaque joueur, sa probabilité de gagner est fondée ordinairement sur sa réputation, et ne pourrait être déterminée, avec quelque exactitude, que par une longue expérience.
Les probabilités de deux événements contraires E et F étant/) et ^, de sorte qu'on ait p-{-q=z i, si A parie une somme a pour l'arrivée de E^ et B une somme ê pour celle de F, il faudra pour que les paris soient égaux , que ces sommes a et ê soient entre elles comme p et </, ou qu'on ait
pë=qet.
Mais on ne doit pas oublier que ces probabilités p et q sont, en général, différentes des chances propres de E et F, et dépendent des connaissances que A et B peuvent avoir en ce qui concerne ces événements. Si ces probabilités sont fondées sur les mêmes connaissances pour A et pour B, le pari est équitable, quoiqu'il puisse favoriser beaucoup l'une de ces deux personnes aux dépens de l'autre. Si elles n'ont pas les mêmes données sur les événements E et F, la proportion des sommes
a et C n'est plus celle des probabilités que A et B supposaient à ces événements, et il n'y a plus moyen de la régler équitablement.
(22). On calculera sans peine, au moyen des formules du n° 19, les diverses chances de la loterie de France^ heureusement supprimée par une loi récente. En les comparant aux multiples des mises que la loterie payait pour les billets gagnants , on verra que ces multiples étaient beaucoup au-dessous de ceux qu'elle aurait dû payer pour que le jeu fût égal, et qu'il en résultait pour la loterie, aux dépens des joueurs, un avantage exorbitant que la loi aurait puni comme illicite, dans une spéculatiou particulière.
Soient, en général, ji le nombre de numéros dont uue loterie est composée, m celui des numéros qui sortent à chaque tirage, l le nombre de ceux qui sont portés sur le billet qu'un joueur a choisi, et A la probabilité que ces derniers numéros sortiront. Les nombres de groupes de l numéros qu'on peut former, soit avec les n numéros de la loterie, soit avec les m numéros qui sortent à chaque tirage, seront, d'après les formules du numéro cité,
TTzJTTTl ' r.2.3..77 '
et la probabilité X aui'a pour valeur le rapport du second nombre au premier, c'est-à-dire,
m.ni— i .m — 2. ..m — /+i
En prenant pour unité, la mise du joueur, celle de la loterie devra être le rapport de i — À à A; et en cas de gain, la loterie devra aussi rendre au joueur la mise qu'il a payée d'avance j si l'on appelle yt* le multiple de cette mise que la loterie devi'a payer au gagnant, on aura donc
Soit aussi x le nombre de tirages nécessaire pour que l'on puisse parier un contre un, que les numéros portés au billet du joueur sorti-
roHt au moins une fois; on aura, d'après la règle du n" 8 ,
et quand la probabilité A sera une très petite fraction, il en résultera^ à très peu près,
en prenant o,6g5i5 pour le logarithme népérien du nombre x. Dans la loterie de France, oa avait
n = go, m = 5.
Pour un terne, il fallait prendre Z=5; d'où il résultait
^ "90.89 .88' /"=H748, Jc = 8i45,i5...
La loterie aurait donc dû payer au gagnant, pour que le jeu fût égal, 1 1748 fois sa mise : elle lui payait seulement 55oo fois, c'est-àdire, moins de moitié. La disproportion était encore plus grande dans le cas du quateme et du quine; elle était moindre pour ïambe et V extrait. Il y avait de l'avantage à parier un contre uti , qu'un terne donné sortirait au moins une fois en 81 44 tirages, et du désavantage à parier aussi un contre un, qu'il sortirait en 8i43 épreuves. Relativement à un numéro désigné d'avance , on aurait
log-3 „
log.i8 — 105.17""" ' ''
il y avait donc désavantage à parier un contre un que ce numéro sortirait au moins une fois en 12 tirages, et il aurait fallu i3 tirages, pour qu'il fût avantageux de parier un contre un que ce numéro sortirait. 11 y avait aussi un contre un à parier que les 90 numéros sortiraient au moins une fois en 85 ou 84 tirages (*).
Parmi les joueurs, les uns choisissaient des numéros parce qu'ils n'é-
(*) Théorie analytique des probabilités ; page 1 98-
taietit pas sortis depuis long-temps, d'autres choisissaient, au contraire, ceux qui sortaient le plus souvent. Ces deux préférences étaient également mal fondées : quoique, par exemple, il y eût une probabi-
lité très approchante de la certitude et égale à i — f -^ j , ou à peu près
0,997, qu'un numéro déterminé sortiraitau moins une fois dans 100 tirages successifs; si cependant, il ne fût pas sorti dans les 88 premiers, la probabilité de sa sortie- dans les 12 derniers aurait toujours été à peu
près -, comme pourtant autre numéro déterminé. Quant aux numéros
dont la sortie avait été plus fréquente que celle des autres, cette circonstance ne devait être considérée que comme un effet du hasard , compatible avec l'égalité évidente de chance de tous les numéros à chaque tirage. A toiis les jeux de hasard où les chances égales ou inégales sont connues d'une manière certaine, les événements passés n'ont aucune influence sur la probabilité des événements futurs, et toutes les combinaisons que les joueurs imaginent ne peuvent augmenter le gain ni diminuer la perte, qui résultent de ces chances d'après la règle du numéro précédent.
Dans les jeux publics de Paris, l'avantage du banquier à chaque coup est peu considérable : au jeu de trente-et -quarante par exemple, il est un peu au-dessous de onze millièmes de chaque mise (*}; mais à raison de la rapidité de ces jeux et du grand nombre de coups qui se jouent en peu d'heures, il eu résulte pour le banquier des bénéfices assurés, à peu près constants chaque année, et sur lesquels il peut payer annuellement cinq à six millions à l'administration publique, qui lui en concède le monopole. Us sont encore plus préjudiciables que la loterie ne pouvait l'être ; car l'argent qu'on y joue dans la capitale seulement s'élève chaque année à plusieurs centaines de millions, et surpasse de beaucoup celui que l'on mettait à la loterie dans la France entière. Ce n'est pas ici le lieu de discuter les raisons que l'on a coutume de donner pour la conservation des jeux publics; je n'ai jamais pu les trouver bonnes; et il devrait suffire que ces jeux fussent la cause de beaucoup de
(*) Voyez sur les chances de ce jeu, le mémoire que j'ai inse'ré dans le journal de M. Geigonue ; tome XVI, n" 6; décembre 1825.
malheurs et peut-être de crimes , pour que l'administration les interdît au lieu de partager les bénéfices qu'ils procurent, avec les hommes auxquels elle en vend le privilège (*).
(25). Le produit d'un gain et de la probabilité de l'obtenir est ce qu'on appelle \ espérance mathématique de chaque personne intéressée dans une spéculation quelconque. Si ce gain est 6c, 000 fr. , par exemple,
et que ^ soit la chance de l'événement auquel il est attaché, la personne qui devra recevoir cette somme éventuellement , pourra considérer le tiers de 60,000 fr., comme un bien qu'elle possède, et que l'on devrait comprendre dans l'inventaire de sa fortune actuelle.
En général, si quelqu'un doit gagner une somme g à l'arrivée d'un événement E, une somme g' à l'arrivée d'un autre événement E', etc., et que les chances de ces événements soient /j, //, p", etc. , son espérance mathématique aura pour valeur la somme gp -\- g' p -{- g' p' + qIc. Lorsqu'une ou plusieurs des quantités g , g', g", etc., exprimeront des pertes que cette personne aura à craindre, on leur donnera le signe — dans cette somme, en conservant le signe -f- à celles qui sont des gains éventuels. Selon que la valeur totale de l'espérance sera positive ou négative, elle représentera une augmentation ou une diminution du surplus de la fortune, et devra être comprise actuellement parmi les créances ou les dettes , si l'on ne veut pas attendre l'issue des événements. Il est bien entendu que quand les gains ou pertes ne devront avoir lieu qu'à des époques éloignées de celle que l'on considère, il faudra les escompter pour les convertir en valeurs actuelles, indépendamment de leur éventualité. Si g ne doit être payé, à la personne dont on évalue la fortune, que dans un nombre n d'années, g' dans un nombre n' , etc., ces quantités valent aujourd'hui gf g', g', etc., divisées respectivement par les puissances ii, n' , li' , etc., de I + ô, en désignant par 6 le taux de l'intérêt annuel. Par conséquent, si l'on appelle i la partie de cette fortune qui résulte de l'es-
(*) Ce numéro de mon ouvrage était écrit avant que la dernière loi de finance eût heureusement prohibé les jeux de hasard à partir du i" janvier i838.
pérance malhémalique de celte personne, on aura
Pour se charger des gains et pertes que les événements amèneront, é est la somme qu'une autre personne devrait payer aujourd'hui à celle-là, ou recevoir d'elle, selon que cette quantité e est positive ou négative.
Le calcul des rentes viagères sur une ou plusieurs têtes , des assurances sur la vie, des pensions, est fondé sur cette formule et sur les tables de mortalité^ ainsi qu'on peut le voir dans les ouvrages qui traitent spécialement de ces questions.
(24). Comme l'avantage qu'un gain procure à quelqu'un dépend de l'état de sa fortune, on a distingué cet avantage relatif, de l'espérance mathématique, et on l'a nommé espérance morale. Lorsqu'il est une quantité infiniment petite, on prend son rapport à la fortune actuelle de la personne, pour la mesure de l'espérance morale, qui peut d'ailleurs être positive ou négative, selon qu'il s'agit d'une augmentation ou d'une diminution éventuelle de cette fortune. Par le calcul intégral , on déduit ensuite de cette mesure des conséquences qui s'accordent avec les règles que la prudence indique sur la manière dont chacun doit diriger ses spéculations. On a aussi trouvé, dans les résultats de ce calcul, des raisons de ne pas jouer, même à jeu égal, qui ne sont peut-être pas les meilleures que l'on puisse donner. L'argument sans réponse contre le jeu , quand il a cessé d'être un simple amusement, c'est qu'il ne crée pas de valeurs^ et que les joueurs qui gagnent ne peuvent trouver leur avantage que dans le malheur et quelquefois la ruine de ceux qui perdent. Le commerce est aussi un jeu, en ce sens que le succès des spéculations les plus prudentes, n'a jamais qu'une forte probabilité, et qu'il reste toujours des chances de perte que l'habileté et la prévoyance peuvent seulement atténuer; mais il augmente la valeur des choses par leur transport d'un lieu dans un autre ; et c'est dans cet accroissement de valeur que le commerçant trouve son bénéfice, en procurant aussi un avantage aux consommateurs.
(26). La règle du n° 21, quelque simple et naturelle qu'elle soit,
flonne lieu cependant à une difficulté dont on s'est autrefois bAucoup occupé.
Deux personnes A et B jouent à croix et pile; les conditions du jeu sont : i°. que la partie se terminera lorsque croix arrivera; 2°. que B donnera à A deux francs si croix arrive au premier coup, quatre francs s'il arrive au deuxième coup,... et généralement 2" francs si croix arrive au n""" coup; 5°. que la partie sera nulle si croix n'arrive pas dans les m premiers coups, limitation sans laquelle la partie pourrait être interminable. On suppose que la pièce n'a aucune tendance à retomber plutôt sur une face que sur l'autre , de sorte qu'à
chaque coup, la chance d'amener croix soit - comme celle d'amener
pile. 11 s'ensuit que — sera la probabilité que <?ro/.r arrivera aura''"" coup sans qu'il ait paru auparavant; car, pour cela, il faudra qu'on amène pile Ji — I fois de suite, ce qui a -^j^^ pour probabilité ; et que l'on amène
croix au coup suivant, autre événement dont la probabilité est -. Par conséquent, la probabilité que croix arrivera au n'*"" coup pour la première fois, aura le produit de -^^^ et de -, ou — pour valeur. Dans ce
cas, A recevra 2" francs; ce qui donne uii franc pour la valeur correspondante de son espérance mathématique; et comme elle est la même pour chacun des m coups dont la partie peut se composer, il s'ensuit que la valeur entière de l'espérance mathématique de A sera un franc l'épété m fois. Pour que le jeu fût égal , A devrait donc donner m francs à B, c'est-à-dire mille francs, un million de francs, si la partie pouvait durer jusqu'à mille coups, un million de coups, et même une somme infinie , si elle pouvait se prolonger indéfiniment. Cependant, il n'y a personne qui exposât une somme un peu considérable, mille fi'ancs par exemple, à un pareil jeu. Ici la règle de l'espérance mathématique paraît donc en défaut; et c'est pour lever la difficulté que nous signalons, que l'on a imaginé la règle de l'espérance morale et sa mesure. Mais on doit remarquer que cette difficulté tient a ce que, dans les conditions du jeu, on a fait abstraction de la possibilité pour B, de payer toutes les sommes que les chances du jeu pourront valoir à A.
Quelle*que grande qu'on la suppose, la fortune de B est nécessairement limitée; si donc on la désigne par un nombre b de francs, A ne pourra jamais recevoir une somme plus grande que b; ce qui diminue, dans un très grand rapport, son espérance mathématique. En effet, on aura toujours
C étant un nombre entier, et h une quantité positive et plus petite que l'unité. Si l'on a Q >■ m, ou seulement C = m, B pourra payer tontes les sommes qui échoiront à A; mais dans le cas deC <C. m, B ne pourra plus les payer, lorsque croix arrivera pour la première fois audelà des ê premiers coups. L'espérance mathématique de A sera donc ë pour ces premiers coupsj mais au-delà, c'est-à-dire pour les m — C coups suivants, elle se réduira à la somme constante b ou
2?^! _|_ h), multipliée par leurs probabilités respectives, depuis-^—
jusqu'à ■^. En désignant donc par e la valeur complète de l'espérance
mathématique de A. ou ce qu'il doit donner à B pour que le jeu soit égal, on aura
ou , ce quvjest la même chjse,
quantité qui n'est plus croissante avec m, et qui est, au contraire, à très peu près indépendante de ce nombre, et se réduit sensiblement à
quand il est très grand. Or, la fortune de B ne peut jamais être assez grande pour que € cesse d'être un nombre peu considérable ; et, conséquemment , A ne doit exposer au jeu dont il s'agit , qu'une somme peu considérable, comprise entre ê + i et C-\- 1. Si l'on suppose que B soit un banquier qui possède cent millions e francs, on trouvera 26 pour la plus grande puissance de 2 comprise dans b , c'est-à-dire pour le
nombre C; en sorte que A aurait réellement du désavantage à parier 28 francs ou plus, contre le propriétaire de celte fortune colossale.
La règle de l'espérance morale, appliquée à cette question (*). conduit à une fixation ditlércnte de la somme que A peut jouer, et que l'on trouve alors dépendante de la fortune de A et non de celle de B; mais il me semble qu'à ce jeu , c'est la possibilité d'être payé intégralement par B, qui doit limiter la somme que A doit lui donner avant que le jeu commence.
(36). Je terminerai ce chapitre par quelques remarques sur l'influence d'une chance favorable à un événement, sans qu'on sache lequel j et qui augmente toujours, comme on va le voir, la probabilité de la similitude des événements dans une série d'épreuves.
Au jeu de croix et pile, par exemple, il y a toujours lieu de croire que la pièce, d'après sa constitution physique, a une tendance un peu plus grande h tomber plutôt sur une face que sur l'autre; mais on ignore à priori , si c'est croix ou pile dont l'arrivée est favorisée par cette circonstance; or, cela n'empêche pas qu'elle n'augmente la probabilité que ce sera la même face qui arrivera plusieurs fois de suite.
Pour le faire voir, désignons par ^ (1 -f- cT) la chance relative à la face que la constitution de la pièce favorise, et, conséquemuient, par ^ (i — cT) celle de l'arrivée de l'autre face; de sorte que S' soit une petite fraction positive dont la valeur est inconnue, et de sorte aussi que l'on ne sache pas laquelle de ces deux chances inégales appartient à croix ou à pile. Si l'on doit jouer un seul coup, on n'aura aucune raison de croire que la face choisie par l'un des joueurs soit la plus ou la moins favorisée; la probabilité de son arrivée sera donc 7, comme si J" était zéro. Mais si Ton doit jouer deux coups, il y aura de l'avantage à parier pour la similitude des deux faces qui arriveront. En effet, quatre combinaisons pourront avoir lieu : deux pour la similitude, cmix croix et pile-pile; deux pour la dissimilitude, croix-pile e\ pilecroix. Les chances des deux premières seront les carrés dey (1 -|- cT) et 7 (t — J ); la probabilité que l'une de ces combinaisons aura lieu sera donc, d'après la règle du n° 10, la somme de ces carrés, ou
(■*) Théorie analytique des probabilités ; page 439.
I (l + J'j. Les chances des deux autres combinaisons seront égales entre elles, et exprime'es chacune par le produit de ^(i+J^) et^ (i — sT); leur somme , ou la probabilité de la dissimilitude , aura donc j(i — <^') pour valeur; laquelle est moindre que celle de la similitude, dans le
rapport de la différence i — S' à la somme i + ^', ou de i — r^
à l'unité. Si A parie un franc pour la similitude, et que B parie contre, il faudra , pour rendre le jeu égal, que B parie un franc diminué de la
fraction — t^ > c'est-à-dire à peu près 98 centimes, si l'on avait J'^ — ,
par exemple.
Lorsque la pièce devra être projetée trois fois de suite, huit combinaisons différentes pourront avoir lieu : trois fois croix et trois fois pile seront celles de la similitude; les six autres lui seront contraires , savoir, trois composées de deux fois croijc et une îoispile , et trois composées de deux îohpile et une fois croix. En supposant qu'on eût exactement cT = o , les chances de ces huit combinaisons seraient égales entre elles, et, par conséquent, A pariant toujours pour la similitude, sa mise devrait être le tiers de celle de B. Mais cT n'étant sans doute pas zéro, cette proportion des mises donnerait à A un avantage encore plus grand que dans le cas de deux projections successives. En effet, la probabilité de la similitude sera la somme des cubes de |(i -\- J) et -j (i — cT), qui se réduit à ^ (i -j- '^^''■); en la retranchant de l'unité, on aura immédiatement celle de la dissimilitude ou de l'événement contraire, qui aura ainsi | fi — cT^) pour valeur; laquelle est moindre que le triple de la précédente , dans le rapport de i — J "
à I -4- "^iS^* ou de I _7 ,^ à l'unité, c'est-à-dire dans un rapport
plus désavantageux que celui de I X~J^ ^ l'unité. On étendra sans
difficulté ce raisonnement à plus de trois épreuves, et si l'on veut, à d'autres jeux où il y ait plus de deux événements possibles, dont les chances inconnues peuvent être inégales.
Quand deux personnes jouent ensemble, à un jeu où l'habileté peut quelque chose sur le résultat, il n'est pas vraisemblable qu'elles soient également habiles; et cela étant, sans connaître la personne qui joue le mieux, il faut parier que ce sera un même joueur qui
gagnera les deux premières parties. Mais lors même que Ton connaîtra le joueur le plus habile , on n'aura pas toujours de l'avantage à parier que ce sera lui qui gagnera ces deux parties; car, sur quatre combinaisons qui pourront arriver, on en aurait alors trois contre soi et une seule favorable; et quoique celle-ci fût la plus probable, sa chance pourrait ne pas balancer celles des trois autres ensemble.
En général, soit p la probabilité connue d'un événement E de nature quelconque, et (j celle de l'événement contraire F, de sorte qu on ait lJ-h(j=i. Supposons , en outre , qu'une cause quelconque puisse augmenter la chance de l'un de ces deux événements, sans qu'on sache lequel, et diminueren même tempscelle de l'autre, d'une fraction inconnue a. Désignons par nsr la probabilité que sur un nombre ?« d'épreuves, ce sera le même événement, Eou F, qui arrivera constamment. Si E est l'événement favorisé par la chance inconnue, la prubabililé de la similitude de m événements successifs, sera, d'après la règle du n" lo .
car elle pourra avoir lieu de deux manières dilTérentes, c'est-à-dire, selon que E ou F arrivera à toutes les épreuves. Si. au contraire, c'est F qui est l'événement favorisé, la probabilité de la similitude de m événements successifs aura pour expression
Or, puisque l'on ignore quel est celui des deux événements E et F dont la chance est augmentée ou diminuée, ces deux valeurs différentes de la probabilité qui répond à la similitude , sont pour nous également possibles ; la probabilité de chacune d'elles est donc ^; et, toujours par la règle du n° lo, la somme de ces deux valeurs multipliées par |, est la probabilité totale de la similitude. Par conséquent, on a
-=^ = 1 (/> + «)" + Î(î — «)'" + Up — «> + K'7 + «)"'' ou , ce qui est la même chose ,
'=r = PH-Q,
en faisant, pour abréger.
mm — I
p__.^.ii_| pm-.^._j ^■n-4a4_f_ etC
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Si la chance ambiguë n'existait pas. c'est-à-dire, si l'on avait « = o . la probabilité de la similitude seiait simplement p"' -\-q'"; toute cause qui accroît la chance de l'un des deux événements contraires E et F, sans qu'on sache lequel, augmente donc aussi la probabilité de la similitude des événements dans une série d'épreuves, puisqu'elle rend la valeur de <Ztr évidemment plus grande que/7'"+ q'".
^v»^^l^^^^^^v^^.^^^^^^vv■*.\\^\\^v^■^\\^vv«'v^^vv*\v^v\^\^.^vv•■^^^\^^•^v\\^.\\v\\\v\'»'V\v^\\v\^^,\^^^\■^*(»\^\.\^,^\\^vv\v^,\^v^^\*\v^v\^
CHAPITRE H
Suite des règles générales; probabilités des causes et des événements futurs , déduites de l'observation des événements passés.
(27). Dans le chapitre précédent, les règles que nous avons considérées supposaient données les chances decertains événements, et avaient pour objet d'en déduire les probabilités d'autres événements composés des premiers. Dans celui-ci , on exposera les règles qui servent à calculer les probabilités des causes, d'après les événements observés, et, par suite, celles des événements futurs. Mais auparavant , il convient d'expliquer le sens précis que nous donnerons à ce mot cause , et qui n'est pas le même que celui qu'il a dans le langage ordinaire.
Quand on dit communément qu'une chose est la cause d'une autre, on attribue à la première le/)o;/fo//- de pi'oduire nécessairement la seconde, sans vouloir toutefois, exprimer par-là que l'on connaisse la nature de cette puissance, et comment elle s'exerce. Nous reviendrons à la fin de ce chapitre sur cette notion de la causalité. Il nous suffit, quant à présent, de dire que le mot cause a, dans le calcul des probabilités , une signification plus étendue : on y considère une cause C, relative à un événement quelconque E, comme étant la chose qui donne à l'arrivée de E, la chance déterminée qui lui est propre; dans l'acception ordinaire du mot , C serait la cause de cette chance, et non de l'événement même; et quand E arrive effectivement, c'est par le concours de C avec d'autres causes ou circonstances qui n'influent pas sur la chance propre de cet événement. Si /> est cette chance, connue ou inconnue, et distincte en général de la probabilité, C donne en même temps la chance 1 — p à l'événement contraire F : dans le cas de/j= i , la chose C produit nécessairement l'événement E, et en est la cause proprement dite; dans le cas de p=zo, elle est celle de F.
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L'onsemble des causes qui concourent à la production d'un événement sans influer sur la grandeur de sa chance, c'est-à-dire, sur le rapport du nombre de cas favorables à son arrivée au nombre total des cas possibles , est ce qu'on doit entendre par le hasard. Ainsi , par exemple, aux jeux de dés, l'événement qui arrive à chaque coup, est la conséquence du nombre des iàces, des irrégularités de formes et de densité que le <^/e'peut présenter, et des agitations nombreuses qu'on lui fait subir dans \g cornet. Or, ces agitations sont des causes qui n'influent nullement sur la chance de l'arrivée d'une face déterminée ; elles ont pour objet de faire disparaître l'influence de la position du dé dans le cornet avant ces mouvements, dans la crainte que celte position initiale ne soit connue de l'un des joueurs ; et quand ce but est atteint, la chance relative à l'arrivée de chaque face, ne dépend plus que du nombre des faces, et des défauts du dé qui peuvent rendre les chances inégales pour les faces diflérentes. On dira qu'une chose est faite au hasard , lorsqu'elle est exécutée sans rien changer aux chances respectives des divers événements qui peuvent arriver. Une urne renfermant des boules blanches et des boules noires, on en tirera une boule au hasard, si l'on ne regarde pas leur disposition dans l'intérieur de l'urne avant d'y porter la main : en supposant toutes les boules d'un même diamètre, la chance d'amener une boule blanche ne pourra évidemment dépendre que du nombre de boules blanches et du nombre de boules noires; et l'on démontre qu'elle est égale au rapport du premier de ces deux nombres à leur somme.
La cause C peut être une chose physique ou une chose morale : au jeu de croix et pile, c'est la constitution physique de la pièce qui donne une chance généralement peu différente de \a. l'arrivée de croix ou à celle de pile; dans un jugement criminel, la chance de la vérité ou de l'erreur du vote de chaque juré est déterminée par sa moralité, en comprenant, dans cette cause, sa capacité et sa conscience. Quelquefois la cause C résulte du concours d'une chose morale et d'une chose physique: par exemple, dans chaque espèce de mesures ou d'observations, la chance d'une erreur de grandeur donnée, dépend de l'habileté de l'observateur et de la construction, plus ou moins parfaite, de l'instrument dont il fait usage. Mais, dans tous les cas, les diverses causes des événements sont considérées, dans le calcul des probabilités, indépen-
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daniment de leurs nature particulière et sous le seul rapport de la grandeur des chances qu'elles produisent; et c'est pour cela que ce calcul s'applique également aux choses morales et aux choses physiques. Toutefois, dans la plupart des questions, la chance que détermine une cause donnée C n'est pas connue à priori , et la cause même d'un événement ou de sa chance est quelquefois inconnue : si la chance est constante, ou la détermine, comme on le verra par la suite, au moyen d'une série d'épreuves suflisamment prolongée ; mais dans le vote d'un juré, par exemple, la chance d'erreur varie d'un juré à un autre, et sans doute, pour un même juré, dans les différentes atïaires; et la répétition des épreuves . poi'.r chaque juré et chaque espèce d'affaires, étant impossible , ce n'est pas la chance d'erreur propre à un juré que l'on peut déduire de l'observation , mais bien , comme on le verra par la suite, une certaine probabilité, relative à l'ensemble des jurés de tout le ressort d'une cour d'assises, et qu'il lui suffira de connaître pour la solution des problèmes qui sont l'objet spécial de cet ouvrage, II y a souvent plusieurs causes différentes qui peuvent amener, en se combinant avec le hasard, un événement donné E ou l'événement contraire F ; avant que l'un ou l'autre de ces deux événements ait eu lieu, chacune de ces causes a une certaine probabilité, qui change après que E ou F a été observé; or. en supposant connue la chance que chacune des causes possibles donnerait, si elle était certaine, à l'arrivée de E ou de F, nous allons déterminer d'abord les probabilités de toutes ces causes après l'observation , et ensuite la probabilité de tout autre événement futur, dépendant des mêmes causes que E et F. (28). Soit donc E un événement observé. On suppose que son arrivée peut être attribuée à un nombre m de causes distinctes , que ces m causes sont les seules possibles, qu'elles s'excluent mutuellement, et qu'avant l'observation, elles étaient toutes également probables. L'arrivée de E a rendu ces causes hypothétiques inégalement probables; il s'agit de déterminer la probabilité de chacune d'elles, résultante de l'observation; ce qu'on fera au moyen du théorème suivant.
La probabilité de chacune des causes possibles d'un événement observé est égale à celle que cette cause donnerait à l'événement , si elle était certaine, divisée par la somme des probabilités de cet événement qui résulteraient pareillement de toutes les causes auquel on peut l'attribuer.
Ainsi , appelons
les m causes possibles de 1 événement E; soient
P,, P^- Pi,' • -Pn,- ■ -Pm,
les probabilités connues de son arrivée, relatives à ces diverses causes; de manière que p„ exprime la probabilité de E qui aurait lieu si la cause C„ était unique, ou, ce qui est la même chose, si elle était certaine, ce qui exclurait toutes les autres. Désignons ensuite par
les probabilités inconnues de ces mêmes causes; en sorte que 'sr, soit la probabilité de la cause C„, ou, autrement dit, la probabilité que c'est à cette cause qu'est due l'arrivée de E. 11 s'agira de prouver qu'on doit avoir
Pt+P^ +PS + ■ ■ ■ +Pn+ ■ ■ ■ +P<r
Or, quel que soit l'événement E, on peut l'assimiler, pour fixer les idées, à l'arrivée d'une boule blanche, extraite d'une urne qui contenait des boules de cette couleur et des boules noires. On supposera , pour cette assimilation, qu'il y avait un nombre m de semblables urnes
A,, Aj , A3, . . . A„ , . . . A„,
dont la boule blanche a pu sortir, et telles que dans l'urne quelconque A„, le rapport du nombre de boules blanches au nombre total de boules, soit égal à la fraction p^. Chacune de ces urnes sur lesquelles la main a pu se porter au hasard pour en extraire la boule blanche, représente une des causes de son arrivée ; l'urne A, répond à la cause C, ; et la question consiste à déterminer la probabilité que la boule blanche est sortie de A„.
Pour cela, supposons que l'on réduise les fi-actions /),,/;,, /J3, etc., au même dénominateur, et que l'on ait ensuite
IX et les numérateurs a,, a,, etc. , étant des nombres entiers. On ne changera rien à la chance de tirer une boule blanche de l'urne A„, en y remplaçant les bcules qu'elle contient , par un nombre a„ de boules blanches et un nombre jw de boules, tant blanches que noires; et de même pour toutes les autres urnes. Le nombre total des boules étant actuellement le même dans toutes ces urnes, il résulte du lemme du n° lo, que si on les réunit dans une même urne A, et que l'on donne le n° i à celles qui proviennent de A,, le n° 2 aux boules provenant de A^, etc., la probabilité m^ qu'une boule blanche extraite de l'ensemble de ces urnes A,, A,, A3, etc . provient de A„, est la même que la probabilité qu'une boule blanche sortie de A, portera le n* n ; laquelle a pour va leur le rapport de a, à la somme des m. quantités a,, a», c^-s, etc., puisque cette sonmie est le nombre total des boules blanches qui seront contenues dans A, et que dans cette somme, il j en aura un nombre a, qui portera le n° n. On aura donc aussi
<ar„ =
quantité qui coïncide, en vertu des équations précédentes", avec l'expression de -ît, qu'il s'agissait de démontrer.
(29). En calculant les probabilités de plusieurs événements successifs, il faut non-seulement tenir compte de l'influence que peut avoir l'arrivée de l'un d'eux sur la chance de celui qui le suit (n° g) ; mais on doit aussi quelquefois avoir égard . dans l'évaluation de cette chance , aux probabilités des diverses causes de l'événement précédent, ou des différentes manières dont il a pu avoir lieu. C'est ce qu'on verra, par exemple, dans le problème suivant.
Je suppose qu'où ait un nombre m d'urnes A, B, C, D, etc., contenant des boules blanches et des boules noires, et que les chances dextraire une boule blanche soient a , de l'urne A, b àeB, c de C, etc. On tire ail hasard une première boule de l'une de ces urnes, puis une seconde boule de l'une des urnes d'où la première n'est pas sortie, puis une troisième de l'une des urnes d'où les deux premières ne sont pas sorties, etc., c'est-à-dire, qu'après chaque tirage, on supprime 1 urne d'où la boule a été extraite. On demande la probabilité d'amener, de
cette manière, un nombre n de boules blanches, dans un pareil nombre de tirages; n étant moindre que m ou égal à m. Faisons, pour abréger,
'a-\-b-\-c-\-d+e\.c.=St,
ab -\- ac -^ ad -\- bc -{- bd -\- cd -^ etc. = s^ ,
abc-\^abd-\-bcd-\-e\c. =3^,
ahcd + etc. = s^ ,
etc.;
de sorte que s, soit la somme des fractions a, b, c, d, etc., que s^ représente la somme de leurs produits deux à deux dont le nombre est
— — — , que ^3 désigne la somme de leurs produits trois a trois dont
le nombre est — ^ ^ , etc. La probabilité d'amener une boule
blanche au premier tirage, sera — s,. Si la boule blanche ou noire, extraite à ce tirage , est sortie de A, la probabilité d'amener une boule blanche au second tirage aura —^^ (j, — «) pour valeur; cette probabilité sera — — ^ (s, — b), si la première boule est sortie de B; elle sera — — — (s, — c), si la première boule a été extraite de C; et ainsi de suite. De là et des règles des n" g et lo, on conclut
pour la probabilité complète de l'arrivée d'une boule blanche au second tirajje; a étant la probabilité que la boule extraite au premier est sortie de A, ë la probabilité qu'elle est sortie de B, y qu'elle est sortie de C, etc. Or, ces probabilités a, Ç, y, etc., ne sont point égales entre elles (*) : d'après ce qu'on a vu dans le numéro précédent , on a
ctz=-, e = -, >=-,etc.;
(*) Faille d'avoir eu égard à celte circonstance, la solution de ce problème qui se trouve dans le n° 1 7 de mou mémoire sur \a. proj?ortion des naissances des deux sexes , est inexacte, et j'en ai déduit une fausse conséquence.
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on a aussi, identiquement ,
a (^s, — a) -\- b {s, — b) -\- c{s^ — t:)-^ etc. = 2 a,;
la probabilité d'amener une boule blanche au second tirage deviendra
donC; — '^^- — . De même, la probabilité d'amener une boule blanche (m— i)^, ' t^
au troisième tirage sera — — - {s^ — a — b), si les deux boules blanches
ou noires, extraites dans les deux premiers tirages, sont sorties de A
et B: cette probabilité sera (s, — a — c), si ces deux boules ont
été extraites de A et C ; et ainsi de suite. Donc la probabilité d'amener iiue boule blanche au troisième tirage , aura pour valeur complète
g, h, k, etc., désignant les probabilités que les boules extraites dans les deux premiers tirages sont sorties de A et B, de A et C, de B et C, etc. ; lesquelles probabilités sont, d'après le numéro précédent,
ab 1 ac j bc g= — , «=7-' A = — ,etc. ;
et comme ou a identiquement
ab (s, — a — b)-]-ac {s, — a — c) + bc(s, — b — c) + etc. = 5^3,
la probabilité de l'arrivée d'une boule blanche au troisième tirage deviendra ^
(m — 3 ) îa'
On continuera sans difficulté ce raisonnement autant qu'on voudra. 11 en résultera
«, 2^2 3,J3 ns„
m' (m— t)s,' (to — 2)yj''"'(m — n-^- 1) s„_,'
pour les probabilités d'amener des boules blanches à chacun des n premiers tirages; la probabilité demandée sera donc le produit de ces n
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fractions (n» 5), qui se réduit à - s„, en faisant
de sorte que //, soit le nombre des produits n a n des m lettres a, h, c, d, etc. , desquels s. est la somme.
On vérifie cette valeur - .y„, en observant que chacun de ces produits est la probabilité de tirer ?i boules blanches de ti urnes déterminées, prises parmi A, B, C, D, etc., et que, par conséquent , la somme de tous ces produits divisée par leur nombre est la probabilité d'extraire « boules blanches de ii de ces urnes, prises au hasard; laquelle probabilité est évidemment la même que celle qu'il s'agissait d'obtenir. Dans le cas de « = m, on a /a = i, et cette probabilité est s,,,, ce qui résulte immédiatement de la règle du n° 5.
(3o). Maintenant, soit E' un autre événement, différent de E, mais dépendant des mêmes causes que l'on a désignées par C,, C,, C3, etc. Représentons par
les chances de E' relatives à ces diverses causes, de sorte quep'„ soit la probabilité donnée que E' arriverait si la cause C„ était certaine; cette cause étant seulement probable, et sa probabilité ayant été représentée par <zjr„ , l'arrivée de E' en vertu de cette cause, sera un événement composé dont la chance aura pour expression le produit de ces deux probabilités (n° 5). De plus, la probabilité complète de E' sera la somme des chances relatives aux m manières différentes dont cet événement peut avoir lieu (n" 10), c'est-à-dire, la somme des valeurs àep'^ '^n qui se rapportent aux m, causes possibles C,, C», €3, etc., de E et de E'. En désignant par tsr' cette probabilité complète de E' , nous aurons donc
'sr'=^p' ,'sr, +p\^^ + . • . +p'n '^A- • . • +p'm'Sr„,, ou bien, en mettant pourts-, , <3r^, etc., leurs valeurs,
/ P^p'i -t- 1>2P\ 4- • • • + Pnp'n + ■ • • +Pmp'm
Telle est la formule qui sert à calculer la probabilité des événements futurs, d'après l'observation des événements passés. On parvient aussi à la même expression, sans l'intermédiaire des causes communes à E et E', en les considérant comme deux événements composés qui dépendent d'un même événement simple; les raisonnements qui nous y ont conduits, s'appliqueraient également à celte autre manière d'envisager la question; mais on peut, si l'on veut, la faire rentrer immédiatement dans la précédente.
En efl'et, si E et E' sont deux événements composés d'un même événement G, et que G soit susceptible de différentes chances
<T rr . tr rr
tji f oa> • • • On> • • • ftm >
toutes également probables avant que l'événeaicnt E ait été observé, on pourra les considérer comme autant de causes distinctes de E et de E'; en prenant donc g^ pour la cause que l'on a appelée précédemment C„ , la probabilité de g„ sera la valeur de <w„ que nous avons trouvée, c'est-à-dire que '5r„ sera la probabilité que la chance de G est égale à g^ : l'expression précédente de t!r' sera ensuite la probabilité de l'arrivée de E', résultante de m valeurs possibles de la chance de G. Dans cette formule, p, etp\ exprimeront les probabilités données des arrivées de E et E', si g„ était certainement la chance de G.
(5i). On ne doit pas confondre cette détermination de la probabilité de E', d'après l'observation de E, avec une influence quelconque de l'arrivée des événements passés sur celle des événements futurs, qu'il serait absurde de supposer. Si je suis sûr , par exemple, qu'une urne A renferme trois boules blanches et une boule noire, il est certain pour moi que la chance de l'extraction d'une
boule blanche est -; par conséquent, si E' est la sortie de deux bou-
les blanches tirées de A, en y remettant la première boule qui sera extraite , la chance de E' sera le carré de y ou -S^fquel que soit l'événement E que j'aurai pu observer ; et en supposant que E soit la sortie d'un certain nombre de houles blanches, et d'un certain nombre de boules noires, exti'aites successivement de A et remises à chaque fois dans cette urne, je devrai toujours, sans avoir égard à la proportion
de ces deux nombres, parier 9 contre 7 pour l'ai'rivé de E'. Mais lorsque la chance de l'événement simple G ne m'est pas connue, et que je sais seulement qu'elle n'est susceptible que de certaines valeurs, l'observation de E me fait connaître la probabilité de chacune d'elles, d'où je conclus ensuite la probabilité de E'. Cette observation augmente ou diminue la raison que j'avais de croire à l'arrivée de E', sans influer aucunement sur cet événement futur, ou sur la chance qui lui est propre ; de telle sorte que pour quelqu'un qui aurait observé un autre événement E, , dépendant du même événement simple G, la raison de croire à l'arrivée de E' pourrait être beaucoup plus forte ou beaucoup moindre que pour moi; ce qui ne changeraitrienà la chance propre de E'. Relativement à ce cas de deux personnes, dont l'une a observé un événement E, et l'autre un événement E, , composés tous les deux d'un même événement G, il ne faut pas oublier que si E, comprend E et quelque chose de plus, l'opinion de la seconde personne sur l'arrivée d'un nouvel événement E', dépendant aussi de G , sera plus éclairée que celle de la première personne, et devra être adoptée préférablement ( n° t ). En supposant que l'observation de E, ait conduit à une probabilité k de l'événement futur E', et celle de E à une probabilité h du même événement , la seconde personne, sera plus fondée à parier Acontre i — A que la première 7^ contre t — h, pour l'arrivée deE'; quelles
que soient d'ailleurs les fractions h et A-, plus grandes ou moindres que -,
et la diftërence A— A, positive ou négative.
(52). Il est bon, avant d'aller plus loin, de donner quelques exemples simples de l'usage des expressions précédentes de fur^ et fsr'. que nous mettrons d'abord sous la forme abrégée :
^ Pn , ^Pnp\
2p« ^Pn '
la caractéristique 2 indiquant une somme qui s'étend aux m valeurs de l'indice /z, depuis «= i jusqu'à nz=.m.
On sait qu'une urne B renferme m boules blanches ou noires: on en a tiré une blanche; et l'on demande la probabilité qu'elle contenait un nombre n de boules de cette couleur.
Nous pouvons faire sur les nombres de boules blanches que l'urne
contenait, m hypothèses diftérentes qui consistent à supposer successivement qu'elle renfermait m boules blanches, m — i boules blanches et une noire, m — 2 boules blanches et deux noires, . . . une boule blanche et /« — 1 noires. Toutes ces hypothèses étant également possibles et s'excluant mutuellement, ou peut les prendre pour les m causes C, , C,, C3, etc., de l'événement E, qui est ici l'extraction d'une boule blanche, sortie de B. Or, dans la supposition que parmi les m boules contenues dans B, il y avait « boules blanches, la probabilité de cette extraction serait le rapport de 11 à m, on a donc
d'où l'on conclut
et, par conséquent,
^ZT.
pour la probabilité que B contenait effectivement Ji boules blanches. Elle ne peut être \ que quand on a m = n-=:'5. En général, la probabilité que B ne contienne que des boules blanches, ou qu'on ait
ji=m, après qu'on en a vu sortir une boule de cette couleur, aura — r—
pour valeur.
Si E' est l'extraction d'une nouvelle boule blanche de B, sa probabilité '2«r' sera différente, selon que la boule blanche déjà sortie aura été ou n'aura pas été remise dans cette urne.
Dans le premier cas, on aura
mais on a, comme on sait,
ra(/i4. I) m{m + i){m + 7.) _ m (m+i ) .
d'où l'on déduit
et, en conséquence,
TO-I- I
Dans le second cas, le nombre de boules blanches et le nombre total de boules que B renferme, étant diminués d'une unité à la seconde épreuve, on aura
•^»>^»— mC^-,)--'^^'
on aura toujours
^Pn ^\{m + i),
et à cause de
{m — 1) m{rn-\- i)
on en conclura
La probabilité d'extraire une boule blanche d'une urne , d'où il est déjà sorti une boule de cette couleur que l'on n'y a pas remise, est donc indépendante du nombre m, de boules blanches ou noires que l'urne renfermait, et toujours égale à \. La valeur de fur' relative au premier cas se réduit aussi à cette fraction \, comme cela devait être, lorsque m est un nombre très grand et qu'on le considère comme infini.
Sur un nombre quelconque m de boules blanches ou noires que B renfermait primitivement, si l'on savait qu'il en a été extrait m — i
boules blanches , il y aurait la probabilité — x"" > ^^ ^^ boule restante est aussi blanche. On ne pourrait faire alors que deux hypothèses C,
et C, , savoir : la supposition C, que les m boules étaient blanches, et la supposition C, qu'il y avait une seule boule noire. Dans la première hypothèse, la probabilité de l'événement observé est la certitude; dans la seconde , cette probabilité, c'est-à-dire la chance d'extraire de B les m — i boules blanches est la même que celle d'y laisser la boule noire; et comme, à priori , la boule restante peut être également chacune des m boules contenues dans B, la probabilité que c'est la
boule noire a — pour valeur. On a donc
d'où il résulte
pour la probabilité de la première hypothèse , ou , ce qui est la même
chose , pour la probabilité que la boule restante dans l'urne soit blanche
comme toutes celles qui en ont été extraites.' Le cas de m = i n'est ^"^
pas compris dans cette valeur de ns-,, non plus que dans la seconde des '^^ ^1
deux valeurs précédentes de -sr'y '*'' '-*'•' ''^ "^ >''*
(55). Voici encore une application immédiate des formules précédentes, dans laquelle on ne connaît pas le nombre total de boules blanches ou noires que l'urne B renferme; on sait seulement, par exemple, que ce nombre ne peut pas excéder trois. L'événement observé E est la sortie de x boules blanches , dans une série de ji tirages où l'on a remis à chaque fois dans B, la boule blanche ou noire qui en était soi'tie. Si x n'est ni zéro, ni égal à «, on ne pourra faire sur les boules contenues dansB que trois hypothèses, savoir : 1 hypothèse C, d'une boule blanche et d'une noire , C, de deux boules blanches et d'une noire, C3 de deux boules noires et d'une blanche. Les probabilités de E qui répondent à ces trois causes distinctes, seront
ou , ce qui est la même chose ,
en faisant pour abréger,
on aura donc
pour les piobabilite's-de C,, C., C3. En prenant pour 1 événement futur E', l'extraction d'une nouvelle boule blanche, les probabilités de E' relatives à ces trois hypothèses seront
par conséquent, sa probabilité complète ■■w' aura pour valeur
fuy zzn : -• — ;
Dans le cas de n = 2JC , on aura
La valeur de ■sr'est |, comme cela devait être; caries boules blanches et noires étant sorties en même nombre de li , il n'y a pas de raison pour croire plutôt à l'arrivée d'une boule blanche qu'à celle d'une boule noire dans un nouveau tirage. Néanmoins, il faudra que 9^ surpasse le double de 8^, ou que jc soit plus grand que cinq, pour que l'on puisse parier plus d'un contre un, que le nombre de boules blanches est le même que celui des boules noires dans B, ou que celte urne renferme une boule blanche et une boule noire. La probabilité «ar, de cette hypothèse diffère très peu de la cei'tilude , lorsque Jc est un très grand nombre.
Si / est un nombre entier, et qu'on ait x = 21 et ?i = 3/, il en ré-
sultera
tff'
' {lit + (32)' 4- ('e)'
quantité qui différera très peu de \ , lorsque / sera très grand. En même temps, la probabilité 'sr, que B renferme deux boules blanches et une boule noire, différera aussi très peu de la certitude.
Supposons encore que l'on ait n = 2x. La valeur correspondaute de fsr' deviendra
_., _ Ha?)" -l-f( ■6)^+1(32)" .
lorsque X sera très grand , elle se réduira à très peu près à 4 > ^' ^^ probabilité -ara que B renfermera une boule blanche et deux boules noires, sera aussi à très peu près la certitude.
Dans les trois cas oii le nombre de tirages a été supposé très grand, on voit que la probabilité ts-' de l'arrivée d'une nouvelle boule blanclie a ou pour valeur très approchée, le rapport du nombre des boules blanches sorties de B au nombre total des épreuves , et que , dans chaque cas, ce rapport a aussi été, avec une probabilité très approchante de la certitude, celui du nombre de boules blanches au nombre total de boules contenues dans B, c'est-à-dire la chance propre de l'extraction d'une boule blanche de cette urne. On vei'ra effectivement, dans la suite, que quand un événement, d'une nature quelconque, a été observé un certain nombre de fois, dans un très grand nombre d'épreuves, le rapport du premier nombre au second est la valeur très probable et très approchée de la chance connue ou inconnue de cet événement. Dans l'exemple que nous considérons, cette chance
ne pouvant être que-, ^, :r, il s'ensuit que les valeurs - = -, =2» = 3»
sont aussi les seules qu'on doive supposer, avec vraisemblance , quand X et n sont de très grands nombres.
(34). Nous avons supposé, dans ce qui précède, qu'avant l'ai-rivée de E toutes les causes C,, C^. C3, etc., auxquelles on peut attribuer cet événement étaient également possibles j mais si l'on avait à priori
quelque raison de croire plutôt à l'existence de l'une de ces catises qu'à celle d'une autre, il serait nécessaire d'avoir e'gard a cette inégalité des chances de C, , C^, C3, etc., antérieures à l'observation, dans l'évaluation des probabilités que ces diverses causes ont acquises après l'arrivée de E. Cette nécessité est un point important de la théorie des probabilités, surtout dans la question l'elative aux jugements des tribunaux, ainsi qu'on l'a expliqué dans le préambule de cet ouvrage. La démonstration du n" 28 est d'ailleurs facile à étendre au cas général où les causes de E avaient , antérieurement à l'observation, des probabilités quelconques dont les valeurs sont données.
En effet, comme dans ce numéro, remplaçons l'événement E par l'extraction d'une boule blanche qui a pu sortir de l'une des urnes A, , A,, As, etc., et supposons d'abord que la sortie de chacune d'elles a été également possible pour toutes. La probabilité qu'elle est sortie de
l'urne A, sera ~- , en désignant toujours par/>„ le rapport du nombre
de boules blanches au nombre total de boules contenues dans A„, et étendant la somme 2 à toutes les urnes A,, A^, A3, etc. Pour d'autres urnes A„,, A„'^, etc., comprises parmi celles-là, cette probabilité sera de
même — , — , etc. ; d'après la règle du n" 10, la probabilité que la
boule blanche est sortie de l'une des urnes A„ , A„, , A,„ , etc., sera la somme
Tp„ ^ Xf„ ^ Xp„^
qui se réduira à l'une de ces fractions multipliée par leur nombre, lorsque les quantités /?„, p„, , p„„ , etc., seront égales entre elles.
Cela étant, concevons que les urnes A, , A,, A3, etc., se composent d'un nombre a, d'urnes A, dans chacune desquelles/), soit le rapport de la quantité de boules blanches à celle des boules blanches ou noires , d'un nombre a, d'urnes A, dans lesquelles ce rapport soit p,. . . . et enfin d'un nombre a, d'urnes A, où ce même rapport soit />; ; de manière que i exprime le nombre de ces groupes d'urnes semblables , et qu'en appelant s le nombre de toutes les urnes , nous ayons
j = a, -f- rt, -j- a3 -f- .... -f- a,.
La somme 2/7„ étendue à toutes les urnes pouria être remplacée par celle ci 2<7„p„ qui s'étendra à tous les groupes, ou à toutes les valeurs de l'indice n , depuis n = 1 jusqu'à n= /. Si donc les urnes A, , A,- , A„.., etc,, forment un des gi-oupes et sont en nombre rt,, la probabilité que la boule blanche extraite de l'une des s urnes , soit sortie de ce
groupe, aura pour valeur le rapport :^ — , multiplié par rt„; en sorte qu'en la désignant par 'ZJr„, nous aurons
_ OnPn flff
Mais avant l'observation, la probabilité que la boule blanche ou noire qui serait extraite, sortirait de ce même groupe , était évidemment — ; en la représentant par (/„ . on aura donc
?«=7, a,=sq.;
et si l'on substitue cette valeur de a, dans celle de 'â-„, et que l'on supprime le facteur s qui sera commun au numérateur et au dénominateur, il en résultera
Cela posé, les diftërents groupes d'urnes que nous venons de considérer, représentent toutes les causes possibles C,, Q, C3, etc., de l'événement E, dont le nombre est i . et qui étaient inégalement probables à priori. La fraction (j(„ exprime la probabilité, avant l'observation, que l'événement qui arriverait serait dû à la cause C,; api\s l'observation, <sr, exprime la probabilité que l'événement E qui a eu lieu , a été produit par cette même cause j et comme les causes C,. C,, C3, etc., s'excluent mutuellement . q^ et isr„ sont les probabilités, antérieure et postérieure à l'observation, de l'existence de cette cause - L'expression de <ar, montre donc que la probabilité de chacune des causes possibles d'un événement observé , est égale au produit de la probabilité q^ de cette cause avant l'observation et de la probabilité/;, quelle donnerait à cet événement, si elle était certaine, divisé par Ja
somme 2(/„jy„ des produits semblables , qui se rapportent à toutes les
causes auxquelles l'événement peut être attribué.
La probabilité ts-' de l'événement futur E' qui dépend des mêmes causes que E, aura, comme plus haut, If^ff^p'n po"i' valeur, en employant dans cette somme l'expression de ^sr^ que l'on vient de déterminer; ce qui donne
qJT .— —
^qnPn
Supposons que E' soit aussi observé après E. Soit E' un troisième événement dépendant toujours des mêmes causes ; et désignons par /)',, la chance que la cause C„, si elle était certaine, donnerait à l'arrivée future de E". La probabilité de cette cause était «zs-, après l'observation de E et avant celle de E'; par la règle précédente, elle est devenue
^^^. après l'observation de E'; en mettant dans sa valeur celle de '3r„, elle devient -^^"^; et en la multipliant par d"„ onauralapro-
habilité de l'arrivée de E", en vertu de la cause C„. Par conséquent, si nous désignons par 'ar" la probabilité complète de cette arrivée, nous aurons
,, _ tq„p„p\p\ , <ar __ — — ; — ,
^qnPnP n
expression qui se déduit aussi de celle de ^', par la substitution dep"„ au lieu de p\ et de /?„/)'„ à la place de p„. Et , en effet , relativement à la cause C„, ce produit p„p'„ est la chance de l'événement observé, c'est-à-dire, de la succession des événements E et E',
(55). Pour donner un exemple très simple de la règle précédente , <^ui pourra servir à en vérifier l'exactitude et la nécessité, je suppose que Von trouve sur une table deux cartes dont les couleurs sont inconnues, et qa'*;n en retournant une, on observe qu'elle est rouge. On ne pourra faire que deux hypothèses sur les couleurs de ces cartes : qu'elles sont toutes deux rouges, ou que l'une est rouge et l'autre noire. Si l'on ignore absolument d'où ces cartes proviennent , ces deux causes hypothétiques de l'événement observé seront également
probables à priori; et après l'observation , la probabilité de la première hypothèse aura 5 pour valeur, comme on l'a vu dans un des
exemples du n° Sa; en sorte que l'on pourrait parier deux contre un, que la carte non-relournée est rouge comme la carte retournée. Mais il n'en sera plus de même, si l'on sait, par exemple, que les deux cartes ont été prises au hasard dans un jeu de piquet, composé de seize cartes rouges et d'autant de cartes noires. Avant l'observation, on aura (n° 18)
^' — 31737' *?» — ^'sOF'
pour les probabilités de la première et de la seconde hypothèse; on a, en même temps ,
d'où l'on déduit
l'Px + q-^Pi 3i'
pour la probabilité de la première hypothèse , après l'observation ; de manière qu'au lieu de deux contre un, il y a, au contraire , moins de un contre un, et seulement i5 contre 16 à parier que la carte inconnue est rouge comme celle qui a été retournée. Cette valeur de 'Zïr, se vérifie immédiatement; car il est évident que la question est la même que si, après avoir tiré une carte rouge du jeu entier, on demandait la probabilité de tirer encore une carte rouge des 3i cartes restantes et qui n'en contiennent plus que i5 de cette couleur.
En général , si l'on a un tas de m cartes dont a rouges et h noires , que l'on y prenne au hasard un nombre n de cartes, et qu'en retournant un nombre n — i de celles-ci , ou en trouve o! rouges et h' noires , on obtiendra, par la règle précédente,
pour la probabilité m, que la «""" carte est rouge, et pour la probabi-
lité «ztTj qu'elle est noire. Cette valeur l'e ts-, est aussi, comme cela devait être, la probabilité de tirer une carte rouge du tas primitif, réduit à ?ii — 7i + I cartes, dont a — a' rouges, par l'extraction de a rouges et b' noires. La valeur de 'ZJTj se vérifie de même ; à cause de a-\-b'=in et a' -\-b' rz= n — i , on a d'ailleurs m,-{- tÂr^= i.
(56). La conséquence générale de la règle du n° 54 , est que si deux événements E et E' dépendent d'une même cause, la probabilité de l'événement futur É' ne résultera pas seulement de l'événement oIjservé E : on devra avoir égard dans son évaluation aux connaissances antérieures à l'observation que l'on pouvait avoir sur ce qui concerne la cause commune de E et E' ; de telle sorte que la probabilité de E' pourra être différente pour deux persoimes qui auront observé le même événement E, mais qui avaient auparavant des données différentes sur la question.
De même, dans les questions de doute ou de critique auxquelles s'applique aussi le calcul des probabilités (n" 5); lorsqu'il s'agira de savoir si un fait attesté par un témoin est vrai ou faux, on devra tenir compte , non-seulement de la chance d'erreur du témoin, mais encore de nos connaissances antérieures à son témoignage.
Ainsi, en représentant par yj la probabilité que le témoin ne nous trompe pas, involontairement ou à dessein, et par q la probabilité de la vérité du fait avant qu'il fût attesté par le témoin, sa probabilité après le témoignage dépendra de p et q , et se déterminera de la manière suivante.
L'événement observé est ici l'attestation d'un fait qui n'est point incontestable. Dans la supposition qu'il est vrai, le témoin ne nous trompe pas, etp est, par conséquent, la probabilité de l'événement. Sa probabilité est i — p dans l'hypothèse que le fait est faux, puisqu'alors le témoin nous trompe. Avant le témoignage, q était la probabilité de la première hypothèse et i — (/ celle de la seconde. En appelant 7" la probabilité de la première hypothèse, ou de la vérité du fait, après le témoignage qui l'atteste, on aura donc, par la règle du n° 34,
_ PI
On tire de là
ce qui montre que la différence /• — q est de même signe que p — ^; d'où il résulte que le témoignage augmente ou diminue la probabilité de la vérité du fait, qui avait lieu auparavant, selon qu'on suppose y:^ > i ou p < j : la différence est nulle et le témoignage ne change rien à la probabilité antérieure, dans le cas de /j = à, où il y a un contre un à parier que le témoin dit ou ne dit pas la vérité. Lorsque , à priori , on n'a aucune raison de croire plutôt à la vérité qu'à la fausseté du fait que le témoin atteste , la probabilité q est ^ ; il s'ensuit r=p-, et, dans ce cas, la probabilité que le fait est vrai, ne dépend plus que de la véracité et des lumières du témoin.
On ne peut pas supposer que l'une des deux quantités p et q soit l'unité et l'autre zéro; mais si p approche beaucoup de la certitude et que q approche encore plus de l'impossibilité, de manière que le rapport de 7 il — p soif une très petite fraction, la probabilité r sera aussi très petite , et à peu près égale à ce rapport. C'est le cas d'un fait contraire aux lois générales de la nature, et attesté par un témoin auquel on accorderait, sans cette opposition, un grand degré de confiance. Ces lois générales sont pour nous le résultat de longues séries d'expériences; ce qui leur donne, sinon une certitude absolue, du moins une très forte probabilité, encore augmentée par l'harmonie qu'elles présentent, et qu'aucun témoignage ne saurait balancer. Si donc le fait attesté est contraire à ces lois, la probabilité qu'il n'est point inexact sera à très peu près nulle avant le témoignage; et en supposant même le témoin de bonne foi. il suffira qu'il ne soit point infaillible pour que sa chance d'erreur I — p soit extrêmement grande par rapport à cette probabité antérieure q, et que la probabilité r. après le témoigna<,'e, puisse encore être considérée comme insensible. En pareil cas, il serait raisonnable de rejeter notre propre témoignage, et de penser que nous sommes trompés par nos sens qui nous présenteraient comme vrai, quelque chose de contraire aux lois de la nature.
(57). Supposons que le fait dont nous venons de considérer la probabilité, soit aussi attesté par un second témoin; désignons par /?' la probabilité que ce témoin ne nous trompe pas, et par r' la probabilité de la vérité du fait , résultante du double témoignage ; en observant
que la probabilité de la vérité de ce fait était déjà r, indépendamment
de la seconde attestation, on en conclura que l'expression de r doit se
déduire de celle de r, par le changement de /; et 9 , en p' et r; ce qui
donne
ou bien, en mettant pour r et i — r leurs valeurs, ,j _ IPP'
qpp' + ( 1 — 7) (« —p) (' —p')'
Si le second témoin atteste la fausseté du fait dont la vérité a été affirmée par le premier, on remarquera qu'indépendamment du second témoignage, la probabilité que le fait est faux avait déjà i — r pour valeur, en désignant donc par r, la probabilité de la fausseté du fait, résultante des deux attestations contraires, l'expression de r, devra se déduire de celle de r du numéro précédent, par le changement de p et q, en />' et i — r, et de cette manière, on aura
r Pi^—f)
ou , ce qui est la même chose ,
Dans le cas de p = p', cette valeur de /-, se réduit à i—q; et, en effet, les deux témoignages contraires et de même poids se détruisent, et la probabilité de la fausseté du fait doit demeurer la même qu'auparavant.
On déterminera de même, sans difficulté, ia probabilité qu'un fait est vrai ou faux, lorsqu'il est attesté par des témoins et nié par d'autres, en nombre <^uelconque. Si le fait est attesté par tous les témoins à la fois, l'expression de la probabilité qu'il est vrai prendra la forme suivante.
Soit toujours, antérieurement à tous les témoignages, q la probabilité que le fait est vrai; désignons par j^, ce que devient cette proba-
bilitë après que le fait a été attesté par un nombre quelcouque x de témoins; j'^_, sera cette même probabilité, quand le fait est attesté seulement par un nombre x — i de témoins; et si l'on représente par p avec un nombre x — i d'accents, c'est-à-dire par y/"'"'^, la probabilité que le témoin qui n'est pas compris dans ceux-ci, ne nous trompe pas, lorsqu'il atteste aussi la vérité du fait, l'expression dej'^ se déduira de celle de r du numéro précédent, en y mettant p^''~'^ et Jx—, au lieu de /> et «7, de sorte que l'on aura
La valeur dej-„ sera la probabilité primitive q\ et si l'on fait successivement a: = I, = 2, =3, etc., on déduira de cette formule
d'où l'on conclura la valeur de^', parî'éliniination dejr, , celle de r, par l'élimination de y^, et ainsi de suite. Mais, si l'on fait, pour abréger.
l'équation précédente, aux différences finies du premier ordre, se changera en celle-ci :
dont l'intégrale complète est
en désignant par c la constance arbitraire. En mettant j- — i au lieu de X dans cette expression de y^, on en déduit eflectivement
y^"-^ C-}-(t c) f.fjfs. ..(>r_['
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•^'~' '•■+(1— c)p,p,f3...Px_,'
et ces valeurs jointes à celle dej\, rendent identique l'e'quation donnée. On déterminera la constante c au moyen d'une valeur particulière àej-^, et, si l'on veut, au moyen de celle qui répond à jcz=:o; en prenant alors l'unité pour le produit p.fjCj. . .p^, de x facteur, il en résultera j^o = '/ =c', et, pour un nombre quelconque x de témoins, nous aurons ensuite
Jx =
? 4- ( ' — ?) f'hfi-- -px'
Relativement au témoin qui répond à l'indice quelconque i, la quantité fi est le rapport de la probabilité qu'il nous trompe à la probabilité qu'il ne nous trompe pas, desorte qu'on a f,>'r ou Pi^i? selon que la première probabilité est supérieure ou inférieure à la seconde et fi= I quand elles sont éga^s. Si le nombre des témoins est très grand et considéré comme innni, et que p^ surpasse l'unité pour tous les témoins, la probabilité j^ de la vérité du fait qu'ils attestent sera zéro à une exception près ; et au contraire , dans ce cas de jc infini , cette probabilité sera l'unité ou la certitude, aussi à une exception près, lorsque p, sera moindre que l'unité pour tous les témoins. L'exception aura lieu, quand les quantités />, , f>^, f^, etc., décroîtront ou croîtront continuellement, mais en s'approchant indéfiniment de l'unité. Prenons, par exemple, pour leur tei'me général,
(2J— l)'sr'
TT désignant le rapport de la circonférence au diamètre, et g une constante donnée qui ne surpassera pas l'unité , afin qu'aucune des quantités />,, p^, ^3, etc., ne soit négative. Par une formule connue, leur produit sera égal à cosg; on aura donc
-/ co
7+(« — î) cosg-' quantité qui différera beaucoup de l'unité, quand g différera de
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même de -tt. Si l'on fait g=h \/ — i , La nouvelle constante h pourra
être plus petite ou plus grande que l'unité. En désignant par c la hase des logarithmes népériens , il en résultera
et si h ne surpasse pas l'unitc, ou seulement si h n'est pas un très grand nomlre, cette probabilité j^ ne sera pas très petite. Toutefois, il sera facile de s'assurer que la première valeur de j\, , sera toujours supérieure à la probabilité <i antérieure aux témoignages, et la seconde toujours inférieure.
Ces formules supposent que tous les témoignages soient directs ; nous examinerons tout à l'heure le cas ou un seul est direct, et tous les autres sont traditionnels.
(58). Quand un témoin ne se borne point à dire qu'une chose soit vraie ou fausse, mais qu'il atteste l'arrivée d'un événement, dans un cas où il y en avait plusieurs qui fussent possibles; l'événement qu'il peut annoncer, quand il se trompe ou qu'il veut tromper, n'est point unique, et doit être seulement un de ceux qui n'ont point eu ou qu'il ne croit point avoir eu lieu; or, cette circonstance influe, comme on va le voir, sur la probabilité de l'événement après le témoignage, indépendamment de celle qu'il avait auparavant.
Je suppose, pour fixer les idées, qu'une urne A renfei'me un nombre f* de boules , dont a, portent le n" i , rt, le n° 2, . . . a^ le n* m , de sorte qu'on ait
et que m soit le nombre de numéros différents que cette urne renferme; si une boule en est sortie, on pourra aussi faire m hypothèses ditïërentes C, , C,, C3,...C,„, sur le numéro de cette boule j leurs probabilités avant aucun témoignage, étant désignées par 7,, 7», 73, . . . (/„, on aura
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et si un témoin annonce que la boule sortie de A porte le n" n, les probabilités de ces hypothèses prendront les valeurs fisr, , "tër^ , ^j , . . .'?«r„ . qu'il s'agira de déterminer par la règle du n° 54. Ici l'événement observé sera l'annonce, parle témoin, de la soitie du n° n; chacune des hypothèses donnera une certaine probabilité à cet événement, dont il faudra d'abord former l'expression; on représentera par /;,, p^, ^3,. . ./?„, ses probabilités résultantes des m hypothèses; et d'après ces diverses notations, C,, qi,<î!r,,pi, répondront à la sortie d'un numéro quelconque /, et, en particulier, C^, q„, ts;, p„, a la sortie du n" n annoncé par le témoin.
Je désigne par u la probabilité que ce témoin ne se trompe pas, et par V la probabilité qu'il ne veut pas tromper ; r — u sera la probabilité qu'il se trompe, et 1 — v qu'il veuttromper. Dans la n'^"" hypothèse, c'est-à-dire, dans la supposition que ti est réellement le numéro extrait de A, le témoin annoncera la sortie de ce numéro, s'il ne trompe pas et s'il ne veut pas tromper, combinaison dont la probabilité est iiv par la règle du n° 5. S'il se trompe, il croira que la boule sortie de A porte un numéro quelconque 71' différent de n; et en même temps, s'il veut tromper, il annoncera un numéro différent de n', ou pris parmi les m — I autres numéros; la chance qui en résultera pour le n" n'
d'être précisément celui que le témoin annoncera , sera donc ,
en admettant, toutefois, que le témoin n'ait aucune prédilection pour un numéro plutôt que pour un autre; par conséquent, d'après la règle citée, la probabilité que ce numéro sera annoncé par un témoin qui se trompe et qui veut tromper, aura pour valeur le produit des trois fractions I — M, 1 — t' , — ^ — . Soit que le témoin se trompe et ne veuille
pas tromper, soit qu'il ne se trompe pas et veuille trompei-, le témoin n'annoncera pas la sortie du n" n; car, dans le premier cas, il voudra annoncer le numéro qu'il croira sorti et qui ne sera pas le n° n, et, dans le second, il saura que ce numéro est sorti et ne voudra pas l'annoncer. De toute cette discussion et d'après la règle du n° 10, on conclut
SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. io5
pour la probabilité complète que l'hypothèse C,, si elle était certaine, donnerait à l'événement observé.
Dans J'hypothèsc Q, correspondante à la sortie d'un n° i différent de /?, le témoin n'annoncera pas le n° n, s'il ne se trompe pas et ne veut pas tromper. S'il ne se ti'ompe pas et qu'il veuille tromper, il saura que le n" i est sorti, mais il annoncera la sortie de l'un des }n — i autres numéros; et la chance pour que ce soit
le n" n, sera — î — : d'où il résulte " *" pour la probabilité
que ce n' n sera effectivement annoncé par le témoin. S'il se trompe et qu'il ne veuille pas tromper , cette probabilité sera égale à
^- -; car le témoin pourra croire que le numéro sorti est un
des m — I numéros différents de i; il annoncera celui qu'il croira sorti; et sera la chance pour que n soit ce numéro. Enfin , si le témoin se trompe et qu'il veuille tromper, il faudra d'abord qu'il croie sorti de A, un des m — i numéros différents de celui qu'il annonce;
sera donc la probabilité qu'il croira sorti un numéro déterminé n'; cette fraction exprimera aussi la probabilité qu'il annoncera le n" n, parmi les m — i numéros différents de n ; on aura donc
— Ij— ^ pour la probabilité que le témoin croira sorti le n° n' et qu'il
annoncera la sortie de ?i. La chance qui en résultera pour ce n° n
d'être annoncé sera, par conséquent, la fraction- — multipliée
par le nombre des numéros tels que n' , que le témoin a pu croire sortis de A ; lequel nombre est seulement m — 2, puisque le témoin qui se trompe et qui veut tromper, ne peut croire sorti ni le n° i qui l'est réellement , ni le n' n qu'il annonce. D'un autre côté, la probabilité de cette double erreur est le produit (i — u) (i — y); la probabilité que le n" 11 sera effectivement annoncé par ce témoin, aura donc pour valeur le produit (i — u) (i — v)
multiplié par la chance - — ~ . Je réunis les probabilités de cette
annonce dans les trois cas distincts où elle peut avoir lie", il en résulte
(w-ir-
pour la probabilité complète de l'événement observé , dans une des m — 1 hypothèses contraires à la vérité de cet événement. Cette valeur de/j; est d'ailleurs liée à celle de/7„ par l'équation
résultante de ce que la somme des probabilités que le témoin annoncera la sortie du n° n, correspondante aux m hypothèses C,, C„ C3, . . . . C„, doit être égale à l'unité.
Maintenant , par la règle du n° 34, nous aurons
'Zî^« = — — r-„-r— , "^i — ■ —
l'.Pr.+^qiPi' ' quPu + zijip,'
les sommes 2 s'étendant à toutes les valeurs de l'indice i, depuis / = i jusqu'à i= m, excepté i = n. Et comme la quantité pi est indépendante de i, et que la somme des valeurs de </;, moins celle qui répond
à iz=z7i, est 'i^— , l'expression de '3r„ deviendra
r(m— 1) i/i'4-(i— i/)(i — t')] (m— i)fl„
— [(ni-i)î/i'+(i-")C»-'')]('«-i)«'.+ [('"-0(i-'')«-(-("^-0(i-")''+('n-2)(i-")(i-i')](^-a„)'
après qu'on y aura substitué les valeurs de/7„, q„f p„ q„ et multiplié son numérateur et son dénominateur paru(»î — 1)'. Ce sera donc la probabilité que le numéro 7i annoncé par le témoin est réellement sorti de A ; la probabilité qu'il ne l'est pas aura 1 — -sr» pour valeur ; et , en particulier, celle de la sortie d'un tout autre numéro déterminé i se déduira de l'expression de i — tB-n, en la multipliant par le rapport de qiPihl. q,pi, ou de rt, à/A — a„; en sorte que l'on aura
erSi
ft Cn
On doit remarquer que pour obtenir ces résultats, nous avons admis que quand le témoin se trompe ou qu'il veut tromper, le numéro qu'il annonce est déterminé par le hasard seulement, et non par quelque cause particulière. Il n'en serait pas de même, lorsqu'il veut
tromper, s'il avait une raison quelconque pour faire croire à l'arrive'e d'un numéro plutôt qu'à celle d'un autre , ni quand il se trompe , si son erreur était produite, par exemple, par la ressemblance du numéro qu'il croit sorti et qu'il annonce, avec le numéro réellement extrait de A. Ces circonstances difticiles à apprécier et dont nous avons fait abstraction pourraient influer beaucoup sur la probabilité de la sortie du numéro annoncé par le témoin.
Au lieu de boules portant un nombre m de numéros différents, 1 urne A pourrait contenir des boules d'un pareil nombre de couleurs diverses. Si elle renferme seulement des boules blanches et des boules noires , les premières en nombre a et les secondes en nombre fx — n, et que la sortie d'une boule blanche soit annoncée par le témoin, on fera m = 1 et a„ = a , dans l'expression de «nr, ; en désignant par r, ce qu'elle devient alors, on aura
pour la probabilité qu'il est effectivement sorti une boule blanche de A,
On peut assimiler à ce cas particulier, celui d'un fait vrai ou faux, attesté par un témoin : on prendra pour ce fait l'extraction de la boule blanche; r sera la probabilité qu'il est vrai; et son expression devra coïncider avec celle du n° 36. jNous aurons d'abord
p= iw -\- (i — u) (1 — t') ,
pour la probabilité que le témoin ne nous trompe pas ; car cela peut avoir lieu parce qu'il ne se trompe pas et ne veut pas tromper, ou bien aussi parce qu'il se trompe et veut tromper, c'est-à-dire parce que entre les deux seules choses possibles, l'extraction d'une boule blanche et celle d'une boule noire , représentant la vérité et la fausseté du fait attesté, le témoin croit le contraire de ce qui est, ou dit le contraire de ce qu'il croit, La probabilité qu'il nous trompe sera, en même temps ,
ce qui se déduit de la valeur de p, ou s'obtient directement en obser-
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vant que le témoin peut nous tromper, soit qu'il ne se trompe pas et veuille tromper, soit qu'il se trompe et ne veuille pas tromper. On aura encore
i fi " fi '
pour les probabilités avant le témoignage , de la vérité et de la fausseté du fait que le témoin atteste. Ces diverses valeurs rendent, en effet, l'expression de r du n° 56 identique avec celle que l'on vient d'écrire.
Quand l'urne A ne renferme qu'une seule boule portant chaque numéro, depuis le n° i jusqu'au n" m, on a rt„ ^ i et jU = m; ce qui simplifie beaucoup l'expression générale dczjr, , et la réduit à
rZS-n = tlV -f- -^ — .
Cette probabilité que le n" 7i annoncé par le témoin est réellement sorti de l'urne A , ne diffère pas , dans ce cas , de celle qui a été désignée plus haut par/>„, c'est-à-dire de la probabilité que le témoin annoncera le n° n, dans la supposition de la sortie de ce numéro. Elle diminue à mesure que le nombre tn des numéros contenus dans l'urne devient plus grand, et serait égale à la probabilité que le témoin ne se trompe ni ne veut tromper, si ce nombre pouvait devenir infini.
(3p). Il resterait à considérer le cas général où il existe plusieurs témoins dont les uns ont ime connaissance directe du fait qu'ils attestent, et les autres le connaissent seulement par tradition; mais pour ne pas donner une trop grande étendue à cette digression sur la probabilité des témoignages, nous nous bornerons à résoudre une question particulière de cette espèce.
Nous appellerons T, T,, T,,,.. T,_,, T^, les témoins dont le nombre sera jc -f- i. Comme dans le problème précédent, une boule a été extraite de l'urne A, son numéro est à la connaissance directe de T, chacun des autres témoins tient de celui qui le précède que cette boule portait le n ?i; en sorte que ce fait est transmis du premier témoin T au dernier T^, et de celui-ci à nous, par une chaîne traditionnelle, non interrompue. Le témoin T^ étant donc le seul que nous ayons etj\endu, l'événement observé, dans cette question, est
l'attestation, par ce te'moin, qu'il tient de Ti_, que le n° «est sorti de A; et il s'agit de déterminer la probabilité que ce numéro soit effectivement celui qui a été extrait de cette urne.
Soient j^^ la probabilité de l'événement observé, dans l'IiypothèseC, de la sortie du n° n de A, et^'^, dans l'hypothèse Q de l'extraction d'un autre n° /. En désignant toujours par «, et a^ les nombres de boules n° n et n* i contenus dans A , et par f/. le nombre total de boules qiie
cette urne renferme, la fraction — sera, à priori, la chance de la sor-
tie du n° n, et — celle de la sortie du n° /. Par la règle du n° 34, nous
aurons
anjx -H '^"ij
pour la probabilité de l'hjpothèse C,; la somme 2 s'étendant à tous les indices /, depuis/ = i jusqu'à /= m, excepté i=-n. On verra tout à l'heure que l'expression de j^^ est indépendante de i ; et la somme des valeurs de «,, excepté a, , étant fji. — «„, cette valeur de tffa est la même chose que
a„Jx-^(f'—a«)y\
On en déduira la probabilité tB-j de toute autre hypothèse Q , en multipliant I — «js-, par le rapport de rt^à fx. — «„.
Le problème se réduit donc à la détermination des inconnues j'^ et y ^ en fonctions de x. Pour cela, je représente par k:, la probabilité que le témoin T^. ne nous trompe pas, de sorte que i — k^ soit la probabilité qu'il nous trompe , involontairement ou à dessein. Le témoin T^ annoncera la sortie du n" n àe S., s'il ne nous trompe pas et que T^_, ait aussi annoncé l'extraction de ce n°; combinaison dont la probabilité estle produit Aj:^i,_,, dans l'hypothèse C„, en observant que Jx—i exprime à 1 égard de T^_, , ce que j, représente relativement à T^. Il pourra encore annoncer la sortie du n° n, s'il nous trompe , et qu'en même temps T^_, ait annoncé celle d'un autre numéro; dans 1 hypothèse €„, la probabilité de cette combinaison est le produit (i — Ai) (i — Jx-i)] maisla chance que« sera le numéro qu'annoncera T^
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parmi les m — i numéros qu'il ne croit pas annoncés par T^_, , étant
seulement , cette considération réduira a la prq-
habilité de l'annonce du n" n. Enfin, le témoin T^ n'annoncera pas la sortie de ce numéro, soit quand il nous trompera et que Ti_, l'aura annoncé, soit quand il ne nous trompera pas et que T^_, aura annoncé la sortie d'un autre numéro. Nous aurons donc
pour la probabilité complète de l'événement observé, dans l'hypothèse C„. On trouvera de même
Jx — h^Jx-,f m— I '
pour cette probabilité dans toute autre hypothèse C; ; en sorte que les deux inconnues^, etjr'x dépendront d'une même équation aux différences finies du premier ordre, et ne différeront l'une de l'autre que par la constante arbitraire.
En considérant j^ et désignant cette constante par c , l'intégrale complète de l'équation donnée sera
car en y mettant x — i au lieu de x, on eu déduit
I c (m^i — i) (m/'a — i) (rnkj._, — i)
I —Tx-, =
m — I c(mk, — i) (m^a — i). . . . (m^x_i — ')
et ces valeurs jointes à celle de j-^ rendent identique l'équation donnée. Pour déterminer la constante c, je fais x = o dans l'intégrale, et j'observe que la probabilité j-^ qui se rapporte au témoin direct T, doit être celle que l'on a désignée par />„ dans le numéro précédent. En prenant, dans ce cas de x = o , l'unité pour le produit des facteurs q«e l'intégrale renferme, on aura donc
I , rnp,,— I p. = \- C, C = —^ .
Pour une valeur quelconque de x , on aura donc ensuite
ou l'on a fait, pour abréger,
{mk, — I ) (m^-j — I ) . . . . (wX-j — î) Y
En observant que la probabilité j'^ relative au témoin direct T, dans une hypothèse quelconque C, différente de C„, doit aussi être celle que l'on a exprimée par pi dans le numéro précédent, nous anrons de même
quantité indépendante de /, puisque p, ne dépend pas de ce nombre. Je substitue ces valeurs dans celle de izir^; il en résulte
[i 4-(wp.— i)X]a„ + [i -\-{mpi— i)X](^— a„)
pour la probabilité que le n" n annoncé par Je dernier témoin T,, est réellement sorti de l'urne A; ce qu'il s'agissait de déterminer. Le produit représenté par X peut être remplacé par celui-ci :
en faisant, pour abréger,
Le nombre m étant toujoure plus grand que un, et k^ désignant une fraction positive qui ne peut pas surpasser l'unité, il s'ensuit que chacun des facteurs de X pourra être positif ou négatif, sans sortir jamais des limites ± i . Lorsque le nombre x des facteurs sera très grand , ce produit sera insensible ^ et tout-à-fait nul , si ce nombre était infini , en
exceptant toutefois les cas particuliers où les facteurs A,, ^,, hi, etc., formeront une série de fractions continuellement convergentes vers l'unité. Cela étant, si l'on néglige dans l'expression de 'w^, les
termes qui contiennent X, elle se réduira à — ; d'où il résulte qu en T fi
général, la probabilité d'un événement qui nous est transmis par une chaîne traditionnelle d'un très grand nombre de témoins , ne diffère pas sensiblement delà chance propre de cet événement, ou indépendante du témoignage ; tandis que l'attestation d'un grand nombre de témoins directs d'un événement rend sa probabilité très approchante de la certitude , lorsqu'il y a pour chacun de ces témoins plus d'un conti'e un à parier qu'il ne nous trompe pas (n* Sy).
Dans le cas particulier où l'urne A ne contient qu'une seule boule de chaque numéro , et où l'on a, en conséquence, «„ = i et/A = m, la valeur de far^ se réduit à
en vertu de l'équation du numéro précédent ^
Cette probabilité coïncide donc alors avec y^, c'est-à-dire, avec la probabilité de l'annonce du n° ?i par le témoin T^, dans l'hypothèse C„ que ce numéro est i-éellement celui qui a été extrait de A. Mais on ne pouvait pas, comme dans la solution que Laplace a donnée de ce problème (*), prendre à priori l'une pour l'autre , ces deux probabilités 7'i et fSTn , qui ne sont d'ailleurs identiques que quand le rapport de /A — a„ à rt„ est égal à celui de m — i à l'unité.
C4o). On peut, si l'on veut, exprimer chacune des quantités k, , A,, A-j, etc., au moyen du nombre m et des probabilités que le témoin auquel elle se rapporte, ne se trompe pas et ne veut pas tromper. J'appellerai u^., la probabilité que le témoin quelconque T^, appartenant à la chaîne traditionnelle, ne s'est pas trompé, et v^, la probabilité
(*) Théorie annly tique des probabilités ; page 4^7 .
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qu'il n'a pas voulu tromper. Si ces deux circonstances ont concouru, le témoin n'aura pas trompé; il aura pu aussi ne pas tromper, s'il s'est
trompé et qu'il ait voulu tromper; mais dans ce second cas, — -— - est
la chance qu'il aura annoncé le n° ii, parmi les m — i numéros qu'il ne croyait pas sortis de A ; et ces deux cas étant les seuls où il n'aura pas trompé, en annonçant ce numéro, la valeur complète de k^, sera
pour x' ^o, elle coïncide avec la valeur de /)„du numéro précédent, en prenant u, et v, pour les quantités u et t'que celle-ci renferme.
Cette quantité A,, est la probabilité qu'on doit attacher au témoignage de Tj,, ou la valeurj de ce témoignage, considéré en lui-même, c'està-dire, la raison qu'on a de croire à la sortie d'un n° n, d'une urne A, qui peut contenir un nombre m d'espèces de numéros différents , lors- (|ue l'on sait seulement que cette sortie est attestée par un témoin T,, pour lequel u^, et c„ sont les probabilités qu'il ne se trompe pas et qu'il ne veut pas tromper. Si l'on est certain que T,, se trompe et veut tromper , on aura u^, =: o et v„=zo. et la probabilité X^„ que le n" n est sorti , résultante de son témoignage, sera néanmoins égale à
— . Ce sera la certitude, dans le cas de /n = 2: et, en effet, le té-
moin annonçant celui des deux numéros qu'il ne croit pas sorti, et croyant sorti le numéro qui ne l'est pas, se trouvera avoir annoncé nécessairement la vérité. Dans le cas de m = 3, il y aura un contre un à parier pour la sortie de celui des trois numéros que le témoin aura annoncé; ce qu'on vérifiera aisément par l'énuméralion de toutes les
combinaisons possibles: et l'on vérifiera de même la valeur de
la probabilité X^, relative à un nombre quelconque m.
On ne doit pas confan^i'e le cas d'un témoin qui se trompe et veut certainement tromper, avec celui où la chaîne traditionnelle est interrompue, de manière que le témoin T^,_, qui précède T^, n'existe pas. U est certain qu'alors le témoin T,, veut tromper, puisqu'il suppose l'existence de T^,_, ; on a donc f^, = o ; mais la probabilité que T^,, ne
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se trompe pas, n'est point nulle : ce témoin n'ayant, dans ce cas, aucune notion sur l'événement arrivé, la probabilité qu'il annonce le
numéro réellement sorti , est — : par la même raison , c'est aussi la
valeur de son témoignage; et en effet, si l'on fait u^, = — et
p^, = o, dans la formule précédente , il vient k:^, = — . Cette valeur de /v rend nul le facteur h^, de X, et réduit, par conséquent, la probabilité -zs-. de la sortie du n" nh—, c'est-à-dire, à la chance propre de
cet événement, comme cela doit être évidemment.
(4i). Au moyen de la règle relative à la probabilité des causes, nous pouvons actuellement compléter ce qui a été dit à la fin du n° 7, sur la tendance de notre esprit à ne pas douter que certains événements n'aient une cause spéciale, indépendante du hasard.
Lorsque nous avons observé un événement qui avait en lui-même une très faible probabilité ; s'il présente quelque symétrie, ou quelque autre chose de remai-quable, nous sommes naturellement portés à penser qu'il n'est pas l'effet du hasard, ou plus généralement de la cause unique qui lui donnerait cette faible chance , mais qu'il est dû à une cause plus puissante, telle que la volonté de quelqu'un qui aurait eu un but particulier en le produisant. Si, par exemple, nous trouvons sur une table, en caractères d'imprimerie, les 26 lettres de l'alphabet, rangées dans l'ordre naturel n, b, c,. . . . x, y, z, nous ne faisons aucun doute que quelqu'un ne les ait ainsi disposées par un acte de sa volonté ; cependant cet arrangement n'est pas en lui-même plus improbable que tout autre qui ne nous présenterait rien d,e remarquable, et que pour cette raison nous n'hésiterions pas à attribuer au seul hasard. Si ces 26 lettres devaient être tirées successivement et au hasard, d'une urne où elles seraient renfermées, il y aurait la même chance qu'ellesarriveraient dans l'ordre naturel, ou dans un ordre déterminé d'avance, comme celui-ci b, p,w,. . ■ q, a, t, que je choisis ari^tvai rement : cette chance serait aussi petite, mais pas moindre, pour le premier arrangement que pour le second. De mcrae, si une urne renferme, en nombres egaxix, des boules blanches et des boules noires, et qu'on en doive extraire successivement 5o boules, en y remettant à chaque fois la
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houle extraite, la probabilité que ces 3o boules seront blanches , aura pour valeur la So" puissance de -, c'est-à-dire, à peu près l'unité divisée par un milliard. Mais la probabilité de la sortie de 3o houles, les unes blanches et les autres noires, dans tel ordre et dans telle proportion que l'on voudra assigner d'avance, ne sera ni plus grande ni plus petite que celle de l'extraction de 5o houles blanches; et il y aura également environ un milliard à parier contre un que cet autre arrangement déterminé n'arrivera pas. Cependant, si nous voyons sortir de l'urne 3o fois de suite une boule blanche, nous ne pourrons pas croire que cet événement soit dû au hasard, taudis que nous lui attribuerons sans ditBculté l'arrivée de 3o jjoules qui ne nous offrira rien de régulier et de remarquable.
Ce que nous appelons hasard (n" 27), produit, pour ainsi dire, avec la même facilité, un événement que nous trouvons remaïquable et celui qui ne l'est pas. Les événements de la première espèce sont beaucoup plus rares que ceux de la seconde, lorsque tous les événements également possibles sont très nombreux. Pour cette raison, l'arrivée des premiers frappe d'avantage notre esprit; ce qui nous porte à leur chercher une cause spéciale. L'existence de cette cause est, en effet, très probable ; mais sa grande probabilité ne résulte pas de la rareté des événements remarquables : elle est fondée sur un autre principeauquel nous allons appliquer les règles précédemment démontrées.
(42). Appelons E,, E,, E3, etc., les événements remarquables qui peuvent avoir lieu , et F,, F,, Fj, etc., les événements non remarquables. Lorsqu'il s'agira , par exemple, de 3o boules extraites d'une urne qui contient des nombres égaux de boules blanches et de boules noires, les événements E, , E^, E3, etc., seront l'arrivée de 3o boules de la même couleur, celle de 3o boules alternativement blanches et noires, celle de i5 boules d'une couleur suivies de i5 boules de l'autre couleur, etc. Dans le cas d'une trentaine de caractères d'imprimerie, rangés à la suite l'un de l'autre, les événements E„ E„ E3, etc., seront ceux où ces lettres se trouveront disposées, soit dans l'ordre alphabétique, soit dans l'ordre inverse , ou bien ceux où elles formeront une phrase de la langue française, ou d'une autre langue. Dans tous les cas, désignons par m leur nombre, et par n celui des autres événements F,,
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F.j Fj» etc.; supposons qu'ils soient tous également possibles, lorsqu'ils sont dus uniquement au hasard; de sorte qu'en représentant alors par /; la probabilité de chacun d'eux, on ait
aussi bien quand il appartient à la première série, que quand il fait partie de la seconde; Il n'en sera plus de même, si ces événements doivent être produits par une cause particulière C, indépendante de la probabilité/), et qui sera, pour fixer les idées, la volonté d'une personne et le choix qu'elle fera de l'un d'entre eux. Nous admettrons que ce choix sera déterminé par les diverses circonstances qui rendent remarquable une partie des événements possibles. Ainsi, il y aura une certaine probabilité p,, que le choix de cette personne se portera sur E,, une autre probabilité p^ qu'il se portera sur E, , etc.; il n'y aura aucune probabilité qu'il doive se porter sur un des événements F,, F^, F3 , etc. ; et ces divers événements étant les seuls possibles, il faudra qu'on ait
P.'H- P,, -+- Ps + etc. = I.
Si les probabilités/?, , p^, p^, etc., sont toutes égales , leur valeur commune sera —, et, par conséquent, très grande relativement à />, quand
le nombre total m -{- n des cas possibles sera très grand en lui-même et par rapport au nombre m des cas remarquables. Généralement, ces probabilités pourront être fort inégales j nous n'avons aucun moyen de les connaître; mais il nous suffira qu'elles soient très grandes eu égard à la probabilité/?; ce qui ne peut manquer d'avoir lieu, lorsque celle-ci est extrêmement petite, ou le nombre m -{- ji excessivement grand , comme dans les exemples qu'on vient de citer.
Tel est le principe dont nous partirons pour déterminer la probabilité de la cause C, d'après l'observation de l'un des événements E, , E,, E3, etc., F,, F,, F3, etc., ou, du moins, pour faire voir qu'elle est très grande, quand l'événement observé appartient à la première série.
Supposons que E, soit cet événement. On pourra faire deux hypothèses, la première qu'il est dû à la cause C, la seconde qu'il est le ré-
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sultat du hasard. Si la première hypothèse était certaine, p, serait la probabilité de l'arrivée de E,; si c'était la seconde qui le fût, cette probabilité aurait/? pour valeur; en appelant donc r la probabilité de la première hypothèse après l'observation , et regardant les deux hypothèses comme également probables à pno/i , nous aurons, par la règle du n° 28,
Or, il suffît que la probabilité /?, soit très grande eu égard à la très petite chance p, pour que cette valeur de r diffère très peu de l'unité ou de la certitude. Dans l'un des exemples précédents, où le nombre des événements possibles surpassait un milliard, et où p était au-dessous de l'unité divisée par mille millions; si l'on suppose que looo soit le nombre des événements assez remarquables pour déterminer une personne à choisir l'un d'entre eux, et si l'on prend l'unité divisée par ce nombre pour la valeur de p,, celle de r différera de l'unité, de moins d'un millionième, et de beaucoup moins encore, si . comme on peut le croire, la probabilité p, est au-dessus d'un millième. Lors donc que l'un de ces événements remarquables, aura été observé, par exemple, l'extraction de 3o boules d'une même couleur, tirées d'une urne qui contient, en égale proportion , des boules de deux couleurs différentes, on devra l'attribuer, sans aucun scrupule, comme on le fait naturellement, à la volonté de quelqu'un, ou à toute autre cause spéciale, et ne pas le considérer comme un simple effet du hasard.
Toutefois, la probabilité r de la cause C serait beaucoup diminuée, si avant l'observation, son existence et sa non-existence n'étaient pas également possibles, comme le suppose la formule précédente, et que ce soit sa non-existence qui fût primitivement la plus probable. C'est ce qui aura lieu dans l'exemple qu'on vient de citer, lorsqu'on aura pris, avant le tirage, beaucoup de précautions pour soustraire l'exJraclion des boules à l'influence d'aucune volonté. En ayant égard à cette circonstance, antérieure à l'observation, la i-ègle du n° 54 rendra sensible la diminution de la valeur de r. Cette probabilité sera aussi augmentée ou diminuée, quelquefois dans de très grands rapports, quand tous les événements E,, E», E3, etc., F,, F», F,, etc., ne seront point égale-
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ment possibles : augmentée, si la chance propre de chaque événement est plus petite pour ceux de la première série que pour les événements de la seconde série; diminuée, dans le cas contraire.
L'harmonie que nous observons dans la nature n'est sans doute pas l'effet du hasard; mais par un examen attentif et long-temps prolongé, on est parvenu, pour un très grand nombre de phénomènes, à en découvrir les causes physiques qui donnent à leur arrivée, sinon une certitude absolue, du moins une probabilité très approchante de l'unité. En les regardant comme des choses E, , E, , E3 , etc., qui présentent des circonstances remarquables, ce serait le cas ovx ces choses ont par elles-mêmes une assez forte probabilité , pour rendre très improbable et tout-à-fait inutile à considérer, l'intervention de la cause que nous avons appelée C. Quant aux phénomènes physiques, dont les causes nous sont encore inconnues , il est raisonnable de les attribuer à des causes analogues à celles que nous connaissons, et soumises aux mêmes lois. Leur nombre diminue au reste de jour en jour, par le progrès des sciences : aujourd'hui, par exemple , nous savons ce qui produit la foudre , et comment les planètes sont retenues dans leurs orbites , connaissances que n'avaient pas nos prédécesseurs; et ceux qui vie'ndront après nous, connaîtront les causes d'autres phénomènes, actuellement inconnues.
(45 J. Lorsque le nombre de causes distinctes auxquelles on peut attribuer un événement observé E est infini, leurs probabilités, soit avant, soit après l'arrivée de E, deviennent infiniment petites, et les sommes 2 contenues dans les formules des n°' Sa et 54, se changent en des intégrales définies.
Pour effectuer cette transformation, supposons que l'événement observé E soit l'extraction d'une boule blanche, d'une urne A qui contenait une infinité de boules blanches ou noires. On pourra faire sur le rapport inconnu du nombre de boules blanches au nombre total des boules, une infinité d'hypothèses que l'on prendra pour autant de causes distinctes de l'arrivée de E, et exclusives les unes des autres. Désignons ce rapport par x , de sorte que x soit une quantité susceptible de toutes les valeurs croissantes par degrés infiniment petits, et comprises depuis x infiniment petit , qui répond au cas oii la boule extraite serait la seule boule blanche que A renfermait, jusqu'à x=\,
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qui répond à l'autre cas extrême où cette urne ne contiendrait que des boules blanches.
Représentons aussi par X la probabil.' lé que ce rapport, si sa valeur X était certaine, donnerait à l'arrivée de E, de manière que X soit, dans chaque question, une fonction connue de x. En considérant donc cette valeur comme une des causes possibles de E, il s'agira de déterminer la probabilité infiniment petite de x , soit quand toutes ces causes sont également probables avant l'observation, soit quand elles ont, h priori , des chances différentes.
Dans le premier cas, la probabilité demandée se déduira de la quantité <nr, du n° 28, en y supposant m infini, et y mettant pour /;, , Pat Pi, etc., les valeurs de x relatives à toutes celles de X.
En faisant d'abord usage du signe 2 , comme dans le n° Sa , et appelant fsr la probabilité de x, nous aurons donc
Mais, d'après le théorème fondamental des intégrales définies, on aura aussi
lX.dx = / JLdx ;
par conséquent, si l'on suppose constante la différentielle dx, et qu'on multiplie par dx les deux termes de la fraction précédente, il en résultera
m En même temps , si l'on désigne par X' la probabilité correspondante à X, d'un événement fjitur E' qui dépend des mêmes causes que E, et par 'sr' la probabilité complète de l'arrivée de E', on aura, d'après la règle du n' 3o,
ou , ce qui est la même chose ,
\dx
en substituant pour /zir sa valeur précédente, et changeant la somme 2 en une intégrale. La quantité X' sera dans chaque exemple une fonction donnée de x.
Dans le cas oii les diverses valeurs de x seront inégalement probables avant l'observation de E, on désignera par Xdx la probabilité infiniment petite et antérieure à cette observation, de la chance jt de E ; et en mettant \dx au lieu de q^ dans les formules du n° 34, on en conclura
XY
f'XYdx
pour la probabilité de cette chance x après l'arrivée de E, et
f'XX'Ydx
XYrfx
pour la probabilité de l'arrivée future de E'.
(44)- Si l'on est certain, à priori , que la valeur de x ne peut pas s'étendre depuis j: = o jusqu'à j7= i, et qu'elle doit être comprise entre des limites données, on prendra ces limites pour celles des intégrales définies que ces formules renferment, ou bien, si l'on veut conserver leurs limites zéro et l'unité, on supposera que Y soit une fonction discontinue de x, qui sera nulle en deh<?rs des limites données de cette variable. Soit que x soit susceptible de toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à l'unité, soit que cette variable doive être renfermée entre des limites données ; si l'on appelle A la probabilité que sa valeur inconnue est effectivement comprise, d'après l'événement observé E, entre d'autres limites plus resserrées que les premières, A sera la somme des valeui's de «ar relatives à celles de x qui sont contenues entre ces
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autres limites; en sorte qu'en de'signant celles-ci par a et C , on aura
XYrfe
XYdjc
Dans un calcul d'approximation, on pourra employer celte formule, lorsque le nombre de causes auxquelles l'événement E peut être attribué, au lieu d'être infini, sera seulement très considérable. Supposons, par exemple, que E soit la sortie de n boules blanches, tirées successivement et sans interruption , d'une urne B qui contient un très grand nombre de boules, tant blanches que noires, et dans laquelle, on remet à chaque fois la boule qui en a été extraite, La probabilité X deE, correspondante à un rapporta: du nombre de boules blanches au nombre total de boules contenues dans B, sera la puissance 71 de ce rapport. Si l'on demande la probabilité que le nombre de boules blanches qu'elle renferme excède celui des boules noires, ou prendra a = ^etê=i, dans l'expression de cette probabilités. Si , de plus, toutes les valeurs possibles de x étaient également probables avant les tirages, Y ne variera pas avecjr, et disparaîtra, en conséquence, de cette expression. On aura donc
X=.', /;Xrfx = ;^, /;x^a: = „-^,(.-^-^). et , par conséquent ,
avec d'autant plus d'exactitude que B contiendra un plus grand nombre de boules noires ou blanches. Avant les tirages, il y avait un contre un à parier que le nombre des blanches excédait celui des noires; il sufTira qu'en tirant une boule de B, elle soit blanche pour qu'on ait /■=\, ou qu'il y ait trois à parier contre un pour la supériorité du nombre de boules de cette couleur; et quand on aura tiré de B un nombre un peu considérable de boules blanches, sans en amener de noii'es, la probabdité A que les blanches y sont en plus grand nombre que les noires, approchera beaucoup de la certitude.
(45). Ainsi que je l'ai déjà dit (n° 3o) , on peut considérer E et E' comme des événements composés d'un même événement simple G, et liés l'un à l'autre par leur dépendance commune de cet événement.
La chance de G est inconnue; la probabilité qu'elle a x pour valeur est \dx avant l'arrivée de E, et 'Ztr après cette arrivée; et comme cette chance a certainement une des valeurs comprises depuis j::^o jusqu'à >r = I, il faut que la somme des valeurs correspondantes de Xdx soit l'unité, comme cela a déjà lieu pour la somme des valeurs de «ar. La fonction donnée Y de x, quelle qu'elle soif d'ailleurs, continue ou discontinue, devra donc toujours satisfaire à la condition
p.dx:=i.
D'après la règle de l'espérance mathématique (n° 25), appliquée à la chance de G, on devra prendre pour sa valeur, avant l'observation deE, la somme de toutes ses valeurs possibles, multipliées par leurs probabilités respectives, c'est-à-dire, la somme de tous les produits de X et de Xdx, depuis j:=o jusqu'à a:= i. En désignant par y, cette chance de G , ou, plus exactement, ce qu'on doit prendre pour sa valeur inconnue, avant que E ait été observé, on aura donc
xXdx;
et l'on peut remarquer que si l'on considère ^ et Y comme l'abscisse et l'ordonnée d'une courbe plane , et si l'on observe que l'aire entière de cette courbe, ou l'intégrale fYdx est l'unité, y sera l'abscisse du centre de gravité de cette même aire. C'est d'après cette valeur de y prise pour la chance de G, que l'on devrait parier pour une première arrivée de cet événement , mais non pas pour plusieurs arrivées successives; car selon que G aura eu lieu ou n'aura pas eu lieu dans une première épreuve, la probabilité de sou arrivée sera augmentée ou diminuée dans les épreuves suivantes.
Si, par exemple, toutes les valeurs de x sont également probables à priori , la quantité Y devra être indépendante de x; d'api'ès les deux équations précédentes, on aura donc
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et, en effet, nous n'avons alors aucune raison de croire, dans une première épreuve, à l'arrivée de G plutôt qu'à celle de l'événement contraire. Mais si l'on prend pour chacun des événements E et E' l'événement simple G, auquel cas on aura,
JL î^: X y A. — X y
il en résultera
pour la probabilité que G étant arrivé une première fois , arrivera encore une seconde fois , de manière que la probabilité de son arrivée , aura augmenté de ^, de la première à la seconde épreuve. Elle diminuera de la même fraction, et se réduira a { — g^ , ou ^, à la seconde épreuve, lorsque l'événement contraire aura eu lieu à la première; car en prenant celui-ci pour E, et toujours G pour E', c'est-à-dire en faisant
on en conclura
/(i — x)xdx 0 1
y„(' —oc)dx:
pour la probabilité que G n'ayant point eu lieu la première fois, arrivera à la seconde épreuve.
A priori, la probabilité que G arrivera deux fois de suite sera, par la règle du n° 9, le produit de la probabilité { qu'il aura lieu une première fois , et de la probabilité f qu'étant arrivé cette fois-là , il arrivera encore à la seconde épreuve ; elle sera donc j , au lieu de \ , qui serait sa valeur si la probabilité de G était j à la seconde épreuve comme à la première. La similitude des deux événements qui arriveront dans les deux premières épreuves, aura une probabilité double ou égale à f ; car cette similitude aura lieu, soit par la répétition de G,
soit par celle de l'événement contraire , qui sont toutes deux également probables.
En comparant f ou ^ (i + -5) , à la probabilité iÇi + J"') de la
similitude, que nous avons trouvée dans le n° 27, on aura S := — -^.
Lors donc qu'à priori nous n'avons aucune donnée sur la chance d'un événement G, de sorte que nous puissions supposer également à x toutes les valeurs possibles, la probabilité de la similitude dans deux épreuves consécutives, est la même que s'il y avait, entre les
chances de G et de l'événement contraire, une différence — j^, sans
que l'on connût la chance la plus favorable. Nous déterminerons tout à l'heure la probabilité de la similitude dans les cas oii l'on sait à priori que toutes les valeurs possibles de Jc, au lieu d'être également possibles, s'écartent très probablement fort peu d'une fraction connue ou inconnue.
(46). Maintenant, l'événement simple dont la chance est inconnue, étant toujours désigné par G, appelons H l'événement contraire dont la chance sera l'unité diminuée de celle de G, et supposons : 1° , que l'événement observé E soit l'arrivée de G un nombre m de fois et de H un nombre n de fois, dans un ordre quelconque; 2°. que l'événement futur E' soit l'arrivée de G un nombre m' de fois et de H un nombre n' de fois, aussi dans un ordre quelconque.
Pour la valeur x de la chance de G et i — .r de celle de H, les probabilités X etX' de E et E' seront (n* i4)
X = Kx'"(. — x)", X'=K'x"''{i —xY'i
KetK' désignant des nombres indépendants de x. On aura donc
K' r )lx-'+'"Xi—xy+"'dx
ST
'dx
pour la probabilité de E' après l'observation de E. Le nombre K a disparu de cette formule; la valeur qu'on y mettra pour K', sera
jr , 1 . 2 . 3 . . . m' -f- «'
Si E' était l'arrivée de m! et «' événements G et H dans un ordre déterminé , il faudrait remplacer K' par l'unité.
Lorsque avant l'observation de E, on n'aura aucune raison de croire aucune des valeurs de x plus probable qu'une autre, on prendra l'unité pour la quantité Y. Au moyen de l'intégration par partie, on a d'ailleurs
o ^ ' m -{• i .m-^ 7..m -\- 'i, . .tn-\- n.m -^ n -{-i ^
ou , plus simplement ,
en faisant, pour abréger,
pour un nombre quelconque /. On aura de même
r y,m-^ml ^, _^ x)*-*-''dx
et à cause de
il en résultera, dans le cas dont il s'agit,
__/ __ "ml+ni "m.\.mt "n^n' "m+n-t-i ~~" p p p p p
Afin que cette formule comprenne les cas où l'un des nombres m, n, m', n', est zéro , il y faudra faire P„ = i . Cela étant, si l'on a /i=o et ra' = o , on aura simplement
ce qui exprimera la probabilité que G arrivera m' fois sans interruption, après être déjà arrivé m fois sans que l'événement contraire H ait eu lieu.
Pour m' = I et «' = o, la valeur de «œt' relative à Y = i , se réduira à
et pour wi' = o et 7i' = i , elle devient
La somme de ces deux fractions est l'unité; ce qui doit être effectivement, puisque la première exprime la probabilité qu'après /« -f- « épreuves, G arrivera à l'épreuve suivante, et la seconde la probabilité que cet événement n'arrivera pas. La première est plus grande ou moindre que la seconde, selon qu'on a 77i > n ou m<«, c'est-à-dire selon que dans Ks ni -\- h premières épreuves, G est arrivé plus souvent ou moins souvent que l'événement contraire H : elles sont égales entre elles et à j, comme avant les épreuves, quand ces deux événements ont eu lieu le même nombre de fois. Mais il n'en sera plus de même, en général, lorsque l'on saura à priori^ soit par la nature de l'événement G, soit par ie résultat d'épreuves antérieures à l'événement E, que les valeurs de la chance inconnue de G ne sont pas toutes également probables , de telle soi'te que l'on n'ait pas Y = i : non-seulement dans ce cas , la fraction y du numéro précédent que l'on devra prendi-e pour la chance de G avant les m -j- n nouvelles épreuves ne sera point \ , mais à l'épreuve suivante , la probabilité de G pourra être moindre que y , quoique G soit arrivé plus souvent que l'événement contraire H , ou plus grande, quoique ce soit G qui aura eu lien le moindre nombre de fois; c'est ce que l'on verra dans l'exemple suivant.
(47). Je suppose qu'il soit très probable , à priori, que la chance de G s'écarte fort peu , en plus ou en moins , d'une certaine fraction /', de sorte qu'en faisant
la quantité Y soit une fonction de :;, qui n'a de valeurs sensibles que pour de très petites valeurs de cette variable, positives ou négatives. La courbe plane dont a* et Y sont les coordonnées courantes, ne s'écarlera sensiblement de l'axe des abscisses x, que dans un très petit intervalle, de part et d'autre de l'ordonnée qui répond h x = r; le centre de gravité de l'aire de cette course tombera donc dans cet intervalle; par conséquent l'abscisse de ce point diflérera très peu de r; et en négligeant celte diCférence, r sera la valeur de la quantité y du n° 45.
Cela posé, les limites des intégrales relatives à z seront les valeurs := — ret z =: i — r, qui répondent à o" = o et j: = i ; si donc on fait m' = I , n' = o, dx^ dz , dans la première expression de <^' du numéro précédent, il en résultera
r '\x^^* { 1 —xydz r~'^Yx'"{i —xydz
pour la probabilité que G arrivera une fois, après avoir eu lieu m fois, et l'événement contraire n fois, dans m + n épreuves. Mais, par la nature du facteur Y compris sous les sijjnes/, on peut, si l'on veut, borner ces intégrales à des valeurs très petites de z. Alors, en développant les autres facteurs en séries ordonnées suivant les puissances de z; ces séries seront généralement très convergentes : il n'y aurait d'exception que si roxi i — /'était aussi une très petite fraction; dans tout autre cas, il nous suflira d'en conserver les premiers termes; et en négligeant le carré dez, nous aurons
x" ( I — a;)" = r" ( 1 — 0" + ['«''"■"' ( i — '')" — "'" ( ' — '')""']- +i[m(m—i)r'"-*(i — r)''—27ww'"—(i—r)"-'-f«(7z—i)/"'(i — /■)"-'>»;
d'où l'on déduira la valeur de j:""*"' (i — x)" , en y mettant m + i au lieu de m.
Je substitue ces valeurs de a?" (i — x)" et de a:'"'*"' (i — x)" dans l'expression de «ar' ; j'observe que l'on a
fj/^dz = 1, fl'/Yzdz = o;
et je fais, pour abréger,
dz = h.
En négligeant le carré de h, qui ne pourra être qu'une très petite fraction, il vient
ce qui montre que la probabilité -zjt' de l'arrivée de G après lesm-\-n épreuves, est plus petite ou plus grande que la fraction rouy , que l'on aurait dû prendre pour la chance de G avant ces épreuves : plus
grande, quand — surpasse ; plus petite, dans le cas contraire.
S'il était certain que r fût la chance de G , et que m et n fussent de grands nombres, G et H seraient très pi'obablement arrivés proportionnellement à leurs chances respectives ret i — r, et l'égalité des l'ap-
ports — et rendrait la probabilité «za-' égale à la chance r, comme
cela devrait être.
(48). En faisant m= i et « = o dans la valeur précédente dcnr', il vient
<nr'—r+ -,
pour la probabilité que G ayant eu lieu dans une première épreuve, arrivera encore dans la suivante; et comme r était la probabilité de l'arrivée de cet événement à la pi'emière épreuve, le produit de r et de <ro-', ou r* + h, exprimera la probabilité de sa répétition dans les deux épreuves. En y mettant i — rà place de r, on aura (1 — ry-\-h pour la probabilité de la répétition de l'événement contraire ; et si l'on ajoute cette quantité à r'-f- h, il en résultera
1 — 2r + ar* -f- zh,
pour la probabilité de la similitude des résultats dans les deux épreuves.
Si l'on fait m = o et n = i dans la valeur de «w' du numéro précédent, on aura
pour la probabilité que G n'ayant pas eu lieu à la première épreuve, ce sera cetévénement qui arrivera à la seconde ; le produit r (i-^/) — h de celte valeur de fîtr' et de i — r, exprimera donc la probabilité de la succession des deux événements contraires G et H; et en la doublant, on aura
ar — ir* — ih,
pour la probabilité de la dissimilitude des résultats dans les deux . épreuves, que l'on déduit aussi de celle de la similitude, en retranchant celle-ci de l'unité.
L'excès de la probabilité de la similitude sur celle de la dissimilitude sera donc
où l'on voit que cet excès se trouve augmenté par la circonstance que r n'est pas précisément la chance de G, et que l'on sait seulement que celte chance s'écarte très peu de r; de telle sorte que si l'on savait aussi que r fût j , il y aurait encore de l'avantage à parier un contre un pour la similitude. C'est ce qui a lieu au jeu de croix et pile où l'on emploie une pièce de monnaie pour la première fois : l'égalité de chance pour les deux faces de cette pièce est physiquement impossible ; mais d'après le mode de sa fabrication , il est très probable que la chance de chaque face s'écarte très peu de j.
(49). Je vais énoncer dès à présent un théorème dont la démonstration sera donnée dans le chapitre suivant , et qui servira à déterminer, par l'expérience, non pas avec certitude et rigoureusement, la chance d'un événement, mais avec une très grande probabilité, une valeur de cette chance , aussi très approchée.
Soit g la chance connue ou inconnue d'un événement G, c'est-àdire le rapport du nombre de cas favorables à cet événement et éga-
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lement possibles, au nombre de tous les cas qui peuvent avoir lieu et sont aussi également possibles. Supposons que l'on fasse un nombre fj. d épreuves, pendant lesquelles cette chance propre de G et distincte de sa probabilité (n° i), demeurera constante. Soit r le rapport du nombre de fois que G arrivera dans cette série d'épreuves, à leur nombre total fjt,. Tant que fx ne sera pas très considérable, le rapport r variera avec fJL, et pourra différer beaucoup de g , en plus ou en moins; mais quand jjl, sera devenu un grand nombre, la différence ;• — g diminuera de plus en plus , abstraction faite du signe , à mesure que |U augmentera encore davantage; de telle sorte que si /x pouvait devenir infini, on aurait rigoureusement;- — g ■= o , et qu'en désignant par € une fraction aussi petite qu'on voudra, on pourra toujours atteindre un nombre ix assez grand pour que la probabilité de r — g moindre que «, approche autant qu'on voudra de la certitude. Nous donnerons par la suite l'expression de la probabilité de r — g ■< €, en fonction de ix, et de é.
Ainsi l'urne A renfermant a boules blanches et b boules noires; si l'on en extrait successivement un très grand nombre fx de boules , en i-emettant dans A la boule extraite à chaque fois, et si dans ce nombre jx de boules extraites, a. est celui des boules blanches et ê le nombre des boules noires, on aura
a+C a-j-6' ct + C a-Jfb' C b'
avec d'autant plus d'exactitude et de probabilité que ^, ou a -f- ^ > sera un plus grand nombre. Réciproquement, si le rapport du nombre de boules blanches au nombre de boules noires contenues dans A, est inconnu , et que dans un très grand nombre d'épreuves pendant lesquelles ce rapport n'ait pas varié, il soit sorti de cette urne, a. boules blanches et & boules noii'es, on pourra prendre, avec une très grande probabilité , pour les valeurs approchées de ce rapport inconnu et de la chance inconnue de l'extraction d'une boule blanche ,
les quantités s et — v>> quel que soit d'ailleurs le nombre de boules
contenues dans A. Toutefois, on doit remarquer que si le nombre de boules blanches a que cette uroe renferme, est très petit par rapport au
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au nombre b de boules noires, a. sera aussi très petit par rapport à ê, et réciproquement; mais le rapport de Tune des fractions g et^ à l'autre, pourra différer beaucoup de l'unité, à moins que la série des épreuves n'ait été poussée excessivement loin : quand la chance connue ou inconnue de l'extraction d'une boule blanche est très faible, l'équation approchée ^ = v signifie seulement que 3 et 7 sont l'une et
l'autre de très petites fractions,
La règle que l'on vient d'énoncer convient également aux chances de diverses causes, qui s'excluent mutuellement et auxquelles on peut attribuer un événement E, observé un très grand nombre de fois. Si y est la chance counue ou inconnue de l'une de ces causes C, le
rapport —^^ — sera, avec une grande appi-oximation et une grande
probabilité, celui du nombre de fois que E est efléctivement arrivé en vertu de. C, au nombre de fois qu'il aura été produit par toute autre cause; ce qui fera connaître le rapport de ces deux nombres, quand la chance y sera connue à priori, ou la valeur de cette chance, si l'on parvenait à déterminer ce rapport par l'expérience.
L'événement E étant, par exemple , la sortie d'une boule blanche qui a pu être extraite d'une urne A contenant a boules blanches et a' boules noires, ou d'une urne B renfermant b boules blanches et b' boules noires ; la chance y de A, d'avoir été la cause de E ou l'urne d'où l'on a extrait la boule blanche, a pour valeur, d'après la règle du n° 28,
et la chance contraire, ou celle qui se rapporte à B, est de même
Or, si l'on a tiré un très grand nombre ix de boules blanches, de l'une ou de l'autre des deux urnes , en remettant à chaque épreuve , dans l'urne dont elle est sortie, la boule blanche ou noire qui en a été extraite, le rapport du nombre de- boules blanches sorties de A à celui
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des boules blanches extraites de B, s'ëcartera très probablement fort peu du rapport de ^ à i — y, de sorte qu'en appelant f le premier de ces deux rapports , on pourra prendre
Cette valeur de p se réduit à r, lorsque les nombres a + a' et è + b'
de boules blanches ou noires, sont égaux dans A et dans B. Dans ce cas, on peut réunir toutes ces boules dans une même urne D (n° îo), sans changer le rapport du nombre de boules blanches provenant de A au nombre de boule?: blanches provenant de B, qui seront extraites de D : sur une très grande quantité de boules de cette couleur, le premier de ces deux nombres sera donc à très peu près au second, commet estàZ»; ainsi qu'on pourrait le vérifier en faisant ime marque particulière aux boules provenant de A ou de B, et remettant après chaque tirage dans D, la boule blanche ou noire qui en aura été extraite.
(5o). On trouve dans les œuvres de BufTon (*) les résultats numériques d'une expérience sur le jeu de croix et pile ^ qui nous fourniront un exemple et une vérification de la règle précédente.
A ce jeu, la chance d'amener l'une ou l'autre des deux faces de la pièce dépend de sa constitution physique qui ne nous est pas bien connue; et quand bien même nous la connaîtrions, ce serait un problème de mécanique que personne ne pourrait résoudre, d'en conclure la chance de croia: ou de pile. C'est donc de l'expérience que la valeur approchée de cette chance doit être déduite pour chaque pièce en particulier; de sorte que si dans un très grand nombre u d'épreuves,
croix est arrivée un nombre m de fois, le rapport — devra être pris pour
la chance de croix. Ce sera aussi la probabilité ou la raison de croii'e que cette face arrivera dans une nouvelle épreuve faite avec la même pièce; et, d'après le résultat de cette série d'épreuves , on
(■•') Arithmétique morale , article XVIII.
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pourra parier à jeu égal, m contre /a — m pour l'arrivée de croix. C'est
aussi au moyen de cette probabilité — de l'événement simple que l'on
devra calculer les probabilités des événements composés , du moins quand elles ne seront pas très faibles par la nature de ces événements.
Cela étant, supposons que l'on ait fait un très grand nombre m de séries d'épreuves, en continuant chaque série, comme dans l'expérience citée, jusqu'à ce que croix ait eu lieu. Soient «, , a^, a^, etc., les nombres de fois que croix estarrivée au premier coup, au deuxième, au troisième, etc. Le nombre total (jl des coups ou des épreuves, sera
fjL = a^ -\- aa, + 5^3 + etc. ;
le nombre iti des arrivées de croix sera , en même temps ,
m == rt, + a, -f- «3 + etc. ;
et si l'on appelle p la chance de cette face , on aura
avec d'autant plus d'approximation et d'exactitude que u sera un plus grand nombre.
Les probabilités de croix au premier coup, au deuxième coup sans avoir eu lieu au premier, au troisième coup sans être arrivée aux deux premiers, etc., seront p, p(i — p), p(i — p)*, etc. Or, les nombres de fois que ces événements ont eu lieu étant par hypothèse (ii> <?»> «3? etc., dans un nombre m de séries d'épreuves, on devra donc avoir, à très peu pi'ès.
si ce nombre est très grand, et lorsque ces probabilités ne seront pas devenues de très petites fractions. En divisant chacune de ces équations par la précédente , on en conclut différentes valeurs de i — p, et, par suite ,
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a, flj «s .
B = — , p=i , P=i , etc.
Ces valeurs de p, ou du moins un certain nombre des premières, différeront d'autant moins entre elles et du rapport —, que m et jx seront
déplus grands nombres : pour qu'elles fussent nécessairement égales, il faudrait que ces nombres fussent infinis. En employant pour p, la moyenne de ces fractions très peu inégales, ou bien en faisant usage de
la valeur — de p, résultante de l'ensemble des épreuves, on aura
, = mp, «. = nip{i — p), «3 = mp{i — p)' , etc.
pour les valeurs calculées des nombres a, , «, , «3, etc. , qui devront très peu s'écarter des nombres observés, du moins dans les premiers termes de cette progression géométrique décroissante.
Dans l'expérience de Buffon , le nombre m des séries d'épreuves était
On peut conclure de la manière dont elle est rapportée par l'auteur , que l'on a eu
rt, = 1061, a^ = 494> ^3 = 232, a* = iSy, 05 = 56, «8 == 2g, a, = 25, cti c:^ 8, a^ = 6.
Les nombres a„, a„, etc., n'ont point eu beu, c'est-à-dire que le nombre m des séries d'épreuves n'a pas été assez grand pour que croix n'arrivât pas dans une ou plusieurs séries. Ce nombre est la somme des valeurs de a, , a,, «3, etc.; on en déduit aussi
et, par conséquent,
Au moyen de cette valeur de/?, on trouve
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fl, = io58, rt, =: 5i2, «3 = 262, a^ r= 124, as = 61 , «5 = 3o, rt, = i5, fl, = 7, «3 = 4» «.0= I,
en négligeant les fractions : les nombres suivants a„,a,^, etc., seraient au-dessous de l'unité. Or, si l'on compare cette série des valeurs calculées, à celles des nombres a, , cr», a,, etc., qui résultent de l'observation , on voit qu'elles s'écartent peu l'une de l'autre dans leurs premiers termes. Les écarts sont plus grands dans les termes suivants; par exemple , la valeur calculée de a, n'est que les trois cinquièmes de la valeur observée; mais ce nombre a^ répond à un événement dont la probabilité est au-dessous d'un centième. En s'arrétant aux trois premiers termes de la série des nombres observés, on en déduit
quantités qui diffèrent très peu entre elles, et dont la moyenne, ou le tiers de leur somme, est
qui diffère à peine de 0,02, de la valeur — de p, résultante de l'ensemble des épreuves.
J'ai choisi cette expérience à cause du nom de l'auteur, et parce que l'ouvrage où elle se trouve, la rend authentique. Chacun en peut faire beaucoup d'autres de la même espèce , soit avec une pièce de monnaie, soit avec un flfeàsix faces. Dans ce dernier cas, le nombre de fois que chaque face arrivera, sur un très grand nombre d'épreuves, sera à très peu près un sixième de celui-ci , à moins que le dé ne soit faux ou mal construit.
(5i). Le théorème sur lequel est fondée la règle précédente est dû à Jacques Bernouilli, qui en avait médité la démonstration pendant vingt années. Celle qu'il a donnée se déduit de la formule du binôme au moyen des propositions suivantes.
Soient, à chaque épreuve, p et q les chances données des deux événements contraires E et Fj soient aussi g, h, k, des nombres entiers.
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teis que l'on ait
désignons par m, n, ix, d'autres nombres entiers, liés à g, h, k, par les équations
ni
= gk,^ n = hk, /j. = m-{-n = (g+h) k,
de manière que les chances p et q soient entre elles comme les nombres m et n, que l'on pourra rendre aussi grands qu'on voudra en augmentant convenablement g, h, k, sans changer leur rapport. Cela posé :
1°. Dans le développement de (/? -}- q^, le terme le plus grand sera celui qui répond au produit p"'q'', et comme ce terme est la probabilité de l'arrivée de m t'ois E et de n fois F (n° i4)> '^ s'ensuit que cet événement composé, c'est-à-dire, l'arrivée des événements en raison directe de leurs chances respectives , est le plus probable de tous les événements composés qui peuvent avoir lieu dans un nombre quelconque fx. d'épreuves.
2°. Si ce nombre /ut, est très grand, le rapport du plus grand terme du développement de (/^ + ?)'' à la somme de tous les termes, ou à l'unité , sera une très petite fraction , qui diminuera indéfiniment à mesure que ^ augmentera encore davantage; par conséquent, dans une longue série d épreuves , l'événement composé le plus probable, le sera cependant très peu, et de moins ea moins à mesure que les épreuves seront plus long-temps prolongées.
5°. Mais si l'on considère dans le développement de {p-^-qY, non plus grand terme, les l termes qui le suivent et les l termes qui le précèdent , et si l'on désigne par A la somme de ces 2Z+ i termes consécutifs , on pourra toujours, sans changer ni p ni q , prendre ju, assez grand pour que la fraction A diffère de l'unité, d'aussi peu qu'on voudra; et à mesure que /j. augmentera encore davantage, A approchera de plus eu plus d'être égal à un. On conclut de là que dans une longue série d'épreuves, il y a toujours une grande probabilité A que lévéjiemenl E arrivera un nombre de fois compris entre les limites m'àzl ,
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et F un nombre de fois compris entre n::pl; de telle sorte que sans changer l'intervalle 2/ des limites de ces deux nombres, on pourra rendre le nombre ju des épreuves assez grand pour que la probabilité A soit aussi approchante qu'on voudra de la certitude. Si l'on prend les rapports de ces limites au nombre f/ des épreuves, que l'on ait égard aux équations précédentes, et qu'on fasse
ces rapports seront p' et q'; et comme la fraction ^ diminuera indéfiniment à mesure que yw. augmentera, il s'ensuit que ces rapports, variables avec /A, approcheront aussi indéfiniment, et avec une très grande probabilité, des chances /j et ^ de E et F ; ce qui est l'énonce du beau théorème de Jacques Bernouilli.
Nous renverrons pour la démonstration de ces propriétés des termes du développement de {p-^-qY aux ouvrages où elle est exposée (*). Celle du théorème même , que l'on trouvera dans le chapitre suivant, est fondée sur l'emploi du calcul intégral. En attendant, on ne doit pas perdre de vue que ce théorème suppose essentiellement linvariabilité des chances des événements simples E et F , pendant toute la durée des épreuves. Or, dans les applications du calcul des probabilités, soit à divers phénomènes physiques, soit à des choses morales, ces chances varient le plus souvent d'une épreuve à une autre, et le plus souvent aussi, d'une manière tout-à-fait irrégulière. Le théorème dont il s'agit ne suffirait donc pas dans ces sortes de questions; mais il existe d'autres propositions plus générales, qui ont lieu quelle que soit la variation des chances successives des événements, et sur lesquelles sont fondées les plus importantes applications delà théorie des probabilités. Elles seront également démontrées dans les chapitres suivants; on en va maintenant donner l'énoncé, et en déduire la loi des grands nombres, que l'on a considérée dans le préambule de cet ouvrage.
{*) Ars conjeclandi ; pars quarta. Traité élémentaire des probabilités de M. Lafoix ; i" section.
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comme un fait général , résultant d'observations de toutes natures. (59.). Dans un très grand nombre jw d'épreuves consécutives, représentons la chance de l'événement E de nature quelconque, par p, à la première épreuve, par /J, à la seconde ,.. . parp^à la dernière. Soit aussi p' la moyenne de toutes ces chances , ou leur somme divisée par leur nombre, c'est-à-dire,
p' — '-(.p. + P^ + ih-h ■ ■ ■ + p^);
en même temps, la chance moyenne de l'événement contraire F sera la somme des fractions i — p,, i — /J», • • . i — fu, divisée par w; et en la désignant par q', on aura p' -\- q' = i. Cela étant, l'une des })ropositions générales que nous voulons considérer, consiste en ce que si l'on appelle m et « les nombres de fois que E et F arriveront ou sont arrivés pendant la série de ces épreuves, les rapports de m et H au nombre total /x ou m -^ n, seront , à très peu près et avec une très grande probabilité, les valeurs des chances moyennes p' et q', et
réciproquement, p' et q seront les valeurs approchées de — et -.
Lorsque ces rapports auront été déduits d'une longue série d'épreuves , ils feront donc connaître les chances moyennes /)' et q', de même qu'ils déterminent, par la règle du n° 4.9» les chances mêmes ^ et 9 de E et F , quand elles sont constantes. Mais pour que ces valeurs approchées de p' et q' puissent servir, aussi par approximation , à évaluer les nombres de fois que E et F arriveront dans une nouvelle série d'un grand nombre d'épreuves, il faut qu'il soit certain, ou du moins très probable, que les chances moyennes de E et F seront exactement, ou à fort peu près les mêmes, pour cette seconde série, et pour la première. Or, c'est ce qui a lieu effectivement en vertu d'une autre proposition générale dont voici l'énoncé.
Je suppose que par la nature des événements E et F, celui qui arrivera à chaque épreuve puisse être dû à l'une des causes C,, Cj, C3,...C,, dont y est le nombre, qui s'excluent mutuellement, et que je regarderai d'abord comme également possibles. Je désigne par Ci la chance que la cause quelconque C, donnera à l'arrivée de l'événement E; de manière qu'à une épreuve déterminée, à la pre-
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mière, par exemple, la chance de E soil c, quand ce sera la cause C, qui interviendra, c, quand ce sera C,, etc. S'il n'y avait qu'une seule cause possible, la chance de E serait nécessairement la même à toutes les épreuves; mais dans notre hypothèse, elle sera susceptible, à chaque épreuve, d'un nombre v de valeurs également probables, et variera, en conséquence, d'une épreuve à une autre. Or, si l'on fait
la somme des chances que E aura eu , dans un très grand nombre d epreuves déjà eft'ectuées, ou que cet événement aura dans une longue série d'épreuves futures , divisée par leur nombre, sera, à très peu près et très probablement, égale à la fraction y, dont la grandeur est indépendante de ce nombre; par conséquent, la chance moyenne p' de E pourra être regardée comme étant la même dans deux ou plusieurs séries , dont chacune sera composée d'un très grand nombre d'épreuves.
En combinant cette seconde proposition générale avec la première , on en conclut que si m est le nombre de fois que l'événement E arrivera ou est arrivé dans un très grand nombre ^ d'épreuves, et m dans un autre très grand nombre /à,', on aura , à très peu près et très probablement ,
Ces deux rapports seraient rigoureusement égaux entre eux , et à la quantité inconnue y , si les nombres f/. et //,' pouvaient être infinis. Lorsque leurs valeurs données par l'observation différeront notablement l'une de l'autre, il y aura lieu dépenser que dans l'intervalle desdeux séries d'épreuves, quelques-unes des causes C,, C,, C3, etc., auront cessé d'être possibles, et que d'autres le seront devenues; ce qui aura changé les chances c,, c,, C3, etc., et par suite la valeur de y. Toutefois, ce changement ne sera pas certain, et nous donnerons dans la suite l'expression de sa probabilité, en fonction de la
différence observée — , et des nombres d'épreuves f^ et /^ ■
On fera renfi-er cette conséquence des deux propositions préceden-
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tes, dans le théorème même de Jacques Beinouilli , en observant que dans l'hypothèse sur laquelle la seconde est fondée, la fraction y est la chance de E, inconnue, mais constante pendant les deux séries depreuves. En effet, cet événement peut arriver à chaque épreuve, en vertu de chacune des causes C, , C., C3, etc. , qui ont toute une même
probabilité - : la chance de son arrivée en vertu de la cause quelcon-
que C,, sera le produit - c„ d'après la règle du n° 5; et d'après celle du
11° 10, sa chance complète aura pour valeur la somme des produits
-<?,,- c,, - C3, etc., égale à la quantité y.
Pour plus de simplicité , nous avons regardé toutes les causes C, , Cj, C3, etc., comme également possibles; mais ou peut supposer que chacune d'elles entre une ou plusieurs fois dans leur nombre total i' ; ce qui les rendra inégalement probables. On désignera alors par vyi le nombre de fois que la cause quelconque C, sera répétée dans ce nombre v; la fraction y.^ exprimera la probabilité de celte cause; et l'expression de y deviendra
y=y.c,-\-y^c^-\-y^Ci-\- — H-yc,.
On aura, en même temps,
puisque l'une des causes auxquelles ces probabilités se rapportent , devra avoir lieu certainement à chaque épreuve. Lorsque le nombre des cau^ses possibles sera infini , la probabilité de chacune d'elles deviendra infiniment petite; en représentant, dans ce cas, par x l'une des chances c, , c^, C3 ,. . . . c„ , dont la valeur pourra s'étendre depuis ori^o jusqu'à x= i , et par \dx , la probabilité de la cause qui donne cette chance quelconque x à l'événement E, on aura, comme dans le n° 45,
y=l ^xdx , 1 Ydx = I .
(55). Supposons actuellement qu'au lieu de deux événements possibles E et F, il y en ait un nombre donné À, dont un seul devra arriver à cha-
que épreuve. Ce cas est celui où Ion considère une chose A d'une nature quelconque, susceptible d'un nombre A de valeurs, connues ou inconnues, que je représenterai par a,, n^, a^,. . . . a^, et parmi lesquelles une seule devra avoir lieu à chaque épreuve, de sorte que celle qui sera arrivée ou qui arrivera sera, dans cette question, l'événement observé ou l'événement futur. Soit aussi c, „ la chance que la cause C, , si elle était certaine, donnerait à la valeur «j, de A. Les valeurs de c, ,-,, relatives aux divers indices ?'et /', depuis /=: i jusqu'à i = v et depuis i' = i jusqu'à i' == A, seront connues ou inconnues; mais pour chaque indice i' , on devra avoir
Ci, , H- Ci„ H- (j.j + + fix =1 ;
car si la cause C; était certaine, l'une des valeurs a,, «,, 03,. . . .ax arriverait certainement en vei'tu de cette cause. Désignons, en outre, par a.,,, la somme des chances de a,„ qui auront ou qui ont eu lieu dans un très grand nombre /* d'épreuves consécutives, divisée par ce nombre, c'est-à-dire, la chance moyenne de cette valeur Uj, de A, dans cette série d'expéi'iences. En considérant a,, comme un événement E, et l'ensemble des A — i autres valeurs de A comme l'événement contraire F, on pourra prendre , d'après la seconde proposition générale du numéro précédent,
«(' = y,c,,„ + y.c^,i, + y3C3,i, + + 5vC,,,v; ^
>i ' %> >3. • • - y^> étant toujours les probabilités des diverses causes, qui peuvent amener les événements pendant la série d'épreuves , ou autrement dit, qui peuvent produire les valeurs de A que l'on a observées ou que l'on observera. Cela posé, la troisième proposition générale qui nous reste à faire connaître, consiste en ce que la somme de cesyo. valeurs de A, divisée par leur nombre, ou la valeur moyenne de cette chose, différera très probablement fort peu de la somme de toutes ses valeurs possibles, nmltipliées respectivement par leurs chances moyennes. Ainsi, en appelant s la somme des valeurs eftéctives de A, on aura, à très peu près et avec une grande probabilité,
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de telle sorte que si l'on désigne par cT une fraction aussi petite que l'on voudra, on pourra toujours supposer le nombre /â. assez grand pour rendre aussi peu différente que l'on voudra de l'unité, la probabilité que la différence des deux membres de cette équation sera moindre que «T. Observons de plus que d'après l'expression précédente de «j,, et les valeurs de a, , a, ,«3, etc., qui s'en déduisent, le second membre est indépendant de fx; quand ce nombre est très grand, la somme s lui est donc sensiblement proportionnelle ; par conséquent, si l'on représente par / la somme des valeurs de A dans une autre série d'un très grand nombre [x! d'épreuves, la différence des rapports - et — sera très probablement fort petite ; et en la négligeant,
on aura
s _s' fC it''
Dans la plupart des questions, le nombre A des valeurs possibles de A est infini ; elles croissent par degrés infiniment petits , et sont comprises entre des limites données; et la probabilité que la cause quelconque C, donne à chacune de ces valeurs devient, par conséquent, infiniment petite. En représentant ces limites par / et /', et par Zif?2 la chance que donnera C, à une valeur quelconque z, qui pourra s'étendre depuis z = Z jusqu'à z=.l' , on aura
'Zjflfz =; I
la chance totale de cette valeur z, ou à très peu près sa chance moyenne pendant la série des épreuves, sera Zdz, en faisant, pour abréger,
>iZ. -H >.Z. + >3Z3 H-..--h >.Z, = Z; et il en résultera
1= rzzdz..
fi j i
La quantité Z sera une fonction connue ou inconnue de z : mais la somme des fractions >-.,>,, >3 , etc. , étant l'unité, ainsi que chacune 'des intégrales flz,dz, T Z.r/z, j"^ Z^dz, etc., on aura toujours
i' Zdz = i,
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soit qu'il n'y ait qu'un nombre limité ► de causes possibles, soit qu'il y en ait un nombre illimité, ou qu'on ail c = x .
(54). Maintenant, la Joi des grands nombre réside dans ces deux équations
TK m s s
applicables à tous les cas d'éventualité des choses physiques et des choses morales. Elle a deux significations différentes dont chacune répond à l'une de ces équations, et qui se vérifient constamment l'une et l'autre, comme on a pu le voir par les exemples variés que j'ai cités dans le préambule de cet ouvrage. Ces exemples de toute espèce ne pouvaient laisser aucun doute sur sa généralité et sou exactitude; mais il était bon , à cause de l'importance de cette loi , qu'elle fût démontrée à priori; car elle est la base nécessaire des applications du calcul des probabilités, qui nous intéressent le plus; et d'ailleurs sa dénioustration, fondée surles propositionsdesdcux numéros précédents, a l'avantage de nous faire connaître la raison même de son existence. En vertu de la première équation, le nombre m de fois qu'an événement E, de nature quelconque, a lieu dans un très grand nombre wd'épreuves, peut être regardé comme proportionnel à ix. Pour chaque
nature de chose, le rapport — a une valeur spéciale^, qu'il atteindrait
rigoureusement, si a pouvait devenir infini; et la théorie nous montre que cette valeur est la somme des chances possibles de E à chaque épreuve, multipliées respectivement par les probabilités des causes qui leur correspondent. Ce qui caractérise l'ensemble de ces causes, c'est la relation qui existe pour chacune d'elles entre sa probabilité et la chance qu'elle donnerait , si elle était certaine, à l'arrivée de E. Tant que cette loi de probabilité ne change pas, nous observons la permanence du rapport —, dans diverses séries composées d'un grand nombre
d'épreuves; si, au contraire, entre deux séries d'épreuves, cette loi a changé , et qu'il en soit résulté dans la chance moyenne y , un changement notable , nous en serons avertis par un changement semblable
dans la valeur de — : lorsque , dans l'intervalle de deux séries d'ob-
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nervations , des circonstances quelconques auront rendu plus probables les causes , physiques ou morales, qui donnent les plus grandes chances à l'arrivée de E, il en résultera une augmentition de la valeur de y
dans cet intervalle, et le rapport — se trouvera plus grand dans la seconde série qu'il n'était dans la première ; le contraire arrivera , quand les circonstances auront augmenté les probabilités des causes qui donnent les moindres, chances à l'arrivée de E. Par la nature de cet événement, si toutes ses causes possibles sont également probables, on aura Y = i et^ = j; et très probablement, le nombre de fois que E arrivera dans une longue série d'épreuves s'écartera très peu de la moitié de leur nombre. De même , si les causes de E ont des probabilités proportionnelles aux chances que ces causes donnent à son arrivée, et que leur nombre soit encore infini, on aura Y = ax; pour
que l'intégrale / Xdx soit l'unité, il faudra que l'on aitn=2 ; il en résultera donc >=f ; par conséquent dans une longue série d'épreuves, il y aura une probabilité très approchante delà certitude, que le nombre des arrivées de E seraà très peu prèsdouWe de celui des arrivées del'événement contraire. Mais dans la plupart des questions, la loi de probabilité des causes nous est inconnue , la chance moyenne y ne peut être calculée à priori , et c'est l'expérience qui en donne la valeur approchée et très probable , en prolongeant la série des épreuves assez loin
pour que le rapport — devienne sensiblement invariable, et prenant
alors ce rapport pour cette valeur.
L'invariabilité presque parfaite de ce rapport - pour chaque nature
d'événements, est un fait bien digne de remarque, si l'on considère toutes les variations des chances pendant une longue séries d'épreuves. On serait tenté de l'attribuer à l'intervention d'une puissance occulte, distincte des causes physiques ou morales des événements, et agissant dans quelque vue d'ordre et de conservation; mais la théorie nous montre que cette permanence a lieu nécessairement tant que la loi de probabilité des causes , relative à chaque espèce d'événements , ne vient point à changer; en sorte qu'on doit la regarder, dans chaque cas, comme étant l'état naturel des choses, qui subsiste de lui-même
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sans le secours d'aucune cause étrangère, et aurait, au contraire, besoin d'une pareille cause pour éprouver un notable changement. On peut le comparer à l'état de repos des corps , qui subsiste en vertu de la seule inertie de la matière tant qu'aucune cause étrangère ue vient le troubler.
(55). Avant de considérer la seconde des deux équations précédentes, il est bon de donner quelques exemples relatifs à la première, et propres à éclairer la question.
Supposons qu'on ait un nombre » d'urnes C,, C», Cj, . . . C,, contenant des boules blanches et des boules noires. Désignons par c„, la chance d'amener une boule blanche en tirant dans l'urne quelconque C^; laquelle chance pourra être la même pour plusieurs de ces urnes. On prend au hasard une de ces urnes que l'on remplace par une urue semblable; on en prend ensuite une seconde, aussi au hasard et que l'on remplace également par une semblable; puis une troisième que l'on remplace de même ; et ainsi de suite , de manière que l'ensemble des urnes C, , C,, C3, etc., demeure toujours le même. On forme ainsi une série d'urnes B, , Bj, B3, etc., indéfiniment prolongée, qui ne renferme que les urnes données C, , Q, C3, etc., plus ou moins répétées. Désignons la chance d'extraire une boule blanche de B, par b,, de B, par b^, de B3 par ^3, etc. , de sorte que la série indéfinie h,, è„ ^3, etc., ne contienne aussi que les chances données c,,c,, C3,etc., qui pourront y être répétées. Cela étant, on tire une boule de B,, une de B,, une de B3, etc., jusqu'à l'urne B^ inclusivement. En appelant € la chance moyenne de l'extraction d'une boule blanche dans ces m tirages successifs, on aura
Or, les urnes C, , Cj, C3, etc. , représentent les v seules causes possibles de l'arrivée d'une boule blanche à chaque épreuve; par conséquent, si f{ est un très grand nombre, que l'on fasse , comme plus haut,
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et que l'on désigne par m le nombre de boules blanches qui seront extraites, on aura, d'après ce qui précède,
- = e, e = 7, m z=z ixy,
à très peu près et avec une grande probabilité. Ainsi le nombre m ne changera pas sensiblement si l'on répète les tirages sur les mêmes urnes B, , B^, B3, , . . B^, ou sur un nombre jjl d'autres urnes consécutives, et si on les effectue sur un autre très grand nombre jw' d'urnes, le
nombre de boules blanches qui arriveront aura '^- — pour valeur approchée et très probable.
Si l'on extrait }x fois de suite au hasard , une boule de l'ensemble des urnes C, , C, , C3, etc. , en remettant à chaque fois la boule extraite dans l'urne dont elle est sortie, la chance d'extraire une boule blanche .sera la même à toutes les épreuves, et égale à y d'après la règle du n° to; lorsque leur nombre sera très grand, celui des boules blanches que l'on amènera sera donc , eu vertu de la règle du n° 49» ^ très peu près et très probablement égal au produit iJ.y , comme dans la question précédente; mais ces deux questions sont es.sentiellement distinctes; et les deux résultats ne coïncident que dans le cas où /a est un très grand nombre. Quand il ne l'est pas , la chance d'amener un nombre donné m de boules blanches dépend , dans la première question, nonseulement du système des urnes données C,, C„C3, etc., mais aussi du système des urnes B, , B,, B3, etc. , que l'on en a déduit au hasard. Je réduis , par exemple , les urnes données à trois C, , Cj, C3, et je prends ;* = 2 et 7?i = 1 , de sorte qu'il s'agisse de savoir quelle est la chance de tirer une boule blanche de l'une des deux urnes B, etBj, et une boule noire de l'autre. Relativement à ces deux urnes, il peut arriver neuf combinaisons différentes que j'indiquerai de cette manière ;
B. — C, etB, = C, B. = C, etB, = C3, B. = C, et B,= C3,
B, = 0, etB,= C, B, = C3etB, =C., B.= C3etB,= C,.
Pour chacune de ces neuf combinaisons , la chance demandée aura une
valeur déterminée; ses neuf valeurs possibles selon la combinaison qui aura eu lieu, seront
2C,(l--C,), 2C.(l — C,), 2^3(1— Cj),
pour les trois premières;
pour les trois intermédiaires; et les mêmes que celles-ci, pour les trois dernières. Il est aisé de voir que la valeur moyenne de ces neuf chances, ou leur somme divisée par neuf, doit être la chance d'amener une blanche et une noire , en tirant une première fois au hasard dans le groupe des trois urnes C, , C,, Cj , puis une seconde fois après avoir remis la première boule extraite dans l'urne d'où elle serait sortie. Et, en eflet, cette chance serait le double du produit de ^^(c'. + c.-t-Cs) et de I — 5 (^i + <^a H-Cs)> quantité égale au neuvièifie de la somme des neuf chances précédentes.
Avant que le système des urnes B, , B^, B3, etc., soit formé et déduit du système des urnes données, nous n'aurions aucune raison de croire que la n"'"" urne B„ sera plutôt l'une que l'autre des urnes C, , Q, C3, etc.; pour nous, la probabilité de l'extraction d'une boule blanche au n"'"" tirage serait donc la somme des chances c, , c^, C3,ctc., divisée par leur nombre, c'est-à-dire la quantité y; mais quoique elle soit la même pour tous les tirages, et que leur nombre |tt fût aussi grand qu'on voudra , nous ne serions pas autorisés à en conclure , en vertu de la seule règle du n° 49, que le nombre m des extractions de boules blanches, des urnes B,, B,, B3, etc., devra secartcr très probablement fort peu du produit /j.y; car on ne doit pas perdre de vue que cette règle est fondée sur la chance propre de l'événement que l'on considère , et non sur sa probabilité, ou la raison que nous pouvons avoir de croire qu il arrivera.
(56). Pour second exemple, je suppose que l'on ait un très grand nombre de pièces de cinq francs, que j'appellerai A,, A., A3, etc., et dont chacune présentera une de ses deux faces, en retombant à terre après avoir été projetée en l'air. Relativement à la pièce quelconque Aj, je désignerai par a, la chance de l'arrivée de tête, qui dépen-
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dra de la constitutioa physique de cette pièce. La valeur de a, sera inconnue à priori; on la déterminera par l'expérience en projetant A/ un très grand nombre de fois m ; et comme cette chance demeurera constante pendant celte série d'épreuves, si tête arrive un nombre n^ de fois, on pourra prendre, par la règle du n" 49,
pour sa valeur approchée et très probable. On s'en servira ensuite pour calculer les probabilités des divers événements futurs, relatifs à la projection de la même pièce A, : on pourra parier à jeu égal , m contre m — tii que tête arrivera dans une nouvelle épreuve, ;?i' contre m'' — n," qu'il arrivera deux fois dans deux épreuves successives, 27^; ( m — Tii ) contre m* — 2/?, {m — m ) que têts aura lieu une fois seulement dans ces deux épreuves , etc. Dans une nouvelle série d'un très grand nombre m' cl'épreuves, le nombre de fois 7?/ que ïefe arrivera , aura, à très peu près et avec une grande probabilité, le produit m'a, pour
valeur, toujours d'après la règle du n° 49; les deux rapports — et—, ,
devront donc s'écarter très peu l'un de l'autre; mais, toutefois à raison de ce que celte valeur de a, donnée par l'expérience, est seulement très probable et non pas certaine, la probabilité du peu de différence de ces deux rapports ne sera pas si grande, comme on le verra par la suite , que si la valeur de cette chance Ui était certaine et donnée à priori.
Au lieu de projeter la même pièce un très grand nombre de fois, supposons que l'on emploie successivement un très grand nombre //, de pièces de cinq francs , prises au hasard parmi celles qui proviennent d'un même mode de fabrication, et soit n le nombre de fois que tête arrivera. Appelons a la chance moyenne de l'arrivée de tête, non pas seulement pour toutes les pièces dont on aura fait usage, mais pour toutes les pièces de la même espèce et provenant delà même fabrication. En vertu des deux propositons générales du n" 62, nous aurons, à très peu près et très probablement,
comme si les cliances inconnues a,, a^, «3, etc., étaient toutes égales entre elles.
Selon que l'on trouvera - > ^ ou - < j, on en conclura que dans
les pièces de cinq francs de cette fabrication, la chance de l'arrivée de tête est généralement plus grande ou moindre que celle de l'arrivée de la face opposée. A l'égard d'une pièce A,- en particulier, la chance
a, étant différente de a, il pourra arriver que l'on ait — < ^ en même
temps que - ]>î, ou bien — <î en même temps que- >• \.
Si l'on projette de nouveau les mêmes pièces de cinq francs, ou, plus généralement , un très grand nombre fjJ d'autres pièces de la même espèce, provenant de la même fabrication, et à la même effigie, la quantité a, telle qu'elle a été définie, ne changera pas; par conséquent , n étant le nombre de fois que tête arrivera dans cette nouvelle série d'épreuves, on devra avoir
de même que l'on a
pour une même pièce A( dans deux séries d'épreuves différentes. Mais ces rapports - et —, seront inégaux en général, lorsque les pièces employées dans les deux séries d'épreuves ne seront pas d'une même espèce, ou proviendront d'une fabrication différente, de même
que le rapport -- varie d'une pièce Ai à une autre.
(57). Quoique les chances constantes et les chances moyennes des événements se déterminent de la même manière et avec la même prohabilité par l'expérience , il y a cependant des différences essentielles dans les usages que l'on en peut faire. La chance moyenne comme Ja chance constante fait connaître immédiatement la probabilité de l'arrivée, dans une nouvelle épreuve isnlép, do l'cvenement que l'on con-
ri
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sidère; mais il n'eu est pas toujours de même , quand il s'agit de l'arrivée d'un événement composé de celui-là.
Je prends pour exemple la similitude des résultats dans deux projections successives d'une pièce de cinq francs. 11 y aura alors deux cas différents à examiner. On pourra supposer que ce couple d'épreuves aura lieu avec deux pièces, différentes ou non, prises au hasard parmi toutes les pièces A, , A^, A3, etc., d'une même fabrication et dont je désignerai par A le nombre total , ou bien avec une même pièce prise également au hasard ; dans le premier cas , la probabilité de la similitude ne dépendra que de la quantité a du numéro précédent, et sera la même que s'il s'agissait de chances constantes; dans le second cas, elle dépendra, en ou-tre, d'une autre quantité inconnue, par laquelle elle différera de sa valeur relative à des chances invariables.
Pour le faire voir, j'observe que relativement à deux pièces quelconques Aj et A,,, la probabilité de la similitude des résultats dans deux épreuves consécutives, a pour valeur
rt<«iv -1- (l «0 (l «!')•
Dans le premier des deux cas que nous voulons considérer, chacune des pièces A, , A^, A3, etc., pouvant être combinée avec elle-même et avec toutes les autres, le nombre de ces combinaisons également possibles sera le carré de A, et en désignant par s la probabilité complète de la similitude, nous aurons , d'après la règle du n° 10,
les sommes 2 s'étendent depuis i=i et f^i jusqu'à / = A et i'=A. Je fais
a = i(i-j-A), a, = i (i + A- + J^O. «„ = T(i + A+cr.v);
k) ^i> t^iff k-i-S'i, A-f-eT;,, désignant des fractions positives ou négatives, dont la première se déduira du rapport - du numéro précédent , donné par robservailon , et les autres varieront d'une pièce à une
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autre, de telle sorte que l'on ait
ScTj ^ o, 2J^., = o.
On aura , en même temps,
I — fl, = ^ (i — A- — J^,), , _ û„ = i(i _ A- — cT.,);
au moyen des équations précédentes, les sommes 2 qui entrent dans l'expression de s se réduiront à
2a. = 4A(i + A), 2fl„ = ^A(i + A); 2(i — a,) = iA(i — A), 2(1 - a,) = {X(i — A);.
et il en résultera
quantité qui ne dépend que de A, ou de la chance moyenne a de l'arrivée de tête, et nullement des inégalités de chances cT,, cf^, J'j, etc. Si l'on répèle la projection de deux pièces prises au hasard, un très grand nombre a de fois, s sera aussi la chance moyenne de la similitude dans cette série d'épreuves doubles ; en désignant par b le nombre de fois que la similitude arrivera , on aura donc approximativement , d'à près le n" 02 ,
b := as;
ce qu'on pourra vérifier par l'expérience.
Dans le second cas, où chaque couple d'épreuves doit être fait avec une même pièce ;, la probabilité de la similitude relativement à la pièce quelconque A,, aura pour expression
«,' H- (i —ai)';
et si l'on appelle s' la probabilité complète de la similitude, on en conclura
/ = ^ 2fli*+ i2'(î — ai'y;
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équation qui se réduit à '
i' = i (i + /t' + A»), en ayant égard à l'expression de a,, et faisant, pour abréger,
Or, on voit que cette probabilité 5' surpasse la probabilité s qui avait lieu dans le premier cas, et qu'elle dépend d'une nouvelle inconnue h, dépendante elle-même des inégalités ^,, cf», «Ta, etc.
Si l'on répète uu très grand nombre de fois a', la projection deux fois de suite d'une même pièce prise au hasard, / exprimera la probabilité de la similitude dans cette série d'épreuves doubles ; en représentant par b' le nombre de fois que la similitude arrivera, nous aurons donc à très peu près ,
ce qui servira à déterminer la valeur de h, celle de k étant déjà connue.
(58). Je ferai remarquer que si l'on projette trois fois de suite une même pièce prise au hasard parmi A, , A, , A3 , etc., la probabilité de la similitude des trois résultats s'exprimera au moyen de la probabilité précédente /, et sera connue, par conséquent, sans recourir à de nouvelles expériences. En effet, relativement à la pièce quelconque A,-, cette probabilité sera
«1' -+- (i — itif;
en appelant s' sa valeur complète , on aura donc •
^" = ISfl,^ + ^2(1 — a,y; et d'après les notations précédentes , il en résultera ^
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ou, ce qui est la même chose,
Cette quantité s" sera aussi la chance moyenne de la similitude dans une très longue série de triples épreuves; si donc on désigne par n" leur nombre , et par b" le nombre de fois que la similitude arrivera , nous aurons
En mettant -r et —, au lieu de s' et s" dans l'équation précédente, on en a a ^ '
déduii'a celte relation
rt'rt" = 5b'd' — 2b' a' ,
entre les nombres a' , a" , b' , V , qui sera d'autant plus approchée et d'autant plus pi'obable qu'ils seront plus grands.
Puisqu'elle est indépendante de la loi des quantités a, , a^, a^, etc., elle subsistera également quand elles seront toutes les mêmes, c'est-àdire, lorsqu'au lieu de changer de pièce à chaque épreuve double et à chaque épreuve triple, ou emploiera toujours la même; par conséquent, si l'on projette une même pièce un très grand nombre de fois que je représenterai par 6c; que l'on partage cette série d'épreuves simples, en épreuves doubles composées de la première épreuve simple et de la seconde , delà troisième et delà quatrième, et ainsi de suite; qu'on la divise aussi en épreuves triples, composées de la première, la deuxième, la troisième, épreuves simples , de la quatrième, la cinquième, la sixième, et ainsi de suite; et qu'on applique l'équation précédente à ces deux séries d'épreuves doubles et triples, on aura
rt' =: 3c , rt" = 2C ,
ce qui réduira cette équation à celle-ci
qui signifie que le nombre des similitudes doubles moins celui des similitudes triples , sera égal au sixième du nombre total des épreuves simples.
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On obtiendrait des relations analogues entre les nombres de ces similitudes et de celles qui seraient composées de plus de deux ou trois épreuves simples.
(69). Ces considérations s'appliquent immédiatement aux naissances masculines et féminines; il suffit, pour cela, de remplacer les pièces A, , A,, A3, etc., parautaut de mariages différents, et de prendre poura,, la chance de la naissance d'un garçon dans le mariage quelconque désigné par A;.
En France, le nombre des naissances des deux sexes s'élève annuellement à près d'un million; et dans ce nombre total, l'observation montre que le rapport des naissances masculines aux naissances féminines excède l'unité d'environ un quinzième ; pendant les dix années écoulées depuis 181 7 jusqu'à {826, sa valeur moyenne a été de i,o656, dont ses valeurs extrêmes se sont à peine écartées d'im demi-centième, en plus ou en moins. C'est sur les observations de cet intervalle de temps que sont fondés les résultats de mon mémoire sur la proportion des naissances des deux sexes (*). De 181 7 à i853 inclusivement, le rapport moyen a été i,o6ig; ce qui ne diffère pas non plus d'un demi-centième de sa valeur pendant les dix premières de ces dix-sept années.
La cause de la prépondérance des naissances masculines nous est inconnue; il y a lieu de croire qu'elle varie beaucoup d'un mariage à un autre, et que les chances «,, a„ a^, etc., sont très inégales, de telle sorte que beaucoup d'entre elles s'abaissent, sans doute, au-dessous de \. Cependant, comme on voit, la proportion des naissances annuelles des deux sexes a très peu varié pendant une période de dix-sept ans; ce qui présente une vérification remarquable de la loi des grands nombres.
En prenant ^ pour le rapport d'un grand nombre de naissances masculines au nombre correspondant des naissances des deux sexes, ce rapport sera aussi la chance moyenne de la naissance d'un garçon, et l'on
aura 5- pour la valeur de la quantité k du n" 57. Nous ignorons si la
chance d'une naissance masculine restera la même à chaque enfant qui naitrad'un même mariage, ou bien si elle variera, par exemple, comme
(*) Mémoires de V Académie des Sciences , tome IX.
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elle variera d'un mariage à un autre. Dans le second cas, la chanci' moyenne de la similitude du sexe des deux premiers nés sera ^ (i-l-A-'), et n'excédera ^ que d'à peu près un demi- millième. Par conséquent, le nombre de fois que cette similitude aura lieu, dans un très grand nombre découplés de premiers nc's, surpassera d'un dcmi-miilicme la moitié de celui-ci. Dans le premier cas, le premier de ces deux nombres pourra surpasser de beaucoup plus la moitié du second, à raison de la quantité inconnue A que renfermera alors l'expression | (i+A:*+^'') de la chance moyenne de la similitude. La relation du numéro précédent aura toujours lieu entre les nombres des similitudes de sexe des deux premiers-nés et des trois premiers-nés , observées dans un très grand nombre de mariages.
(60). En vertu de la seconde équation du n" 54, si A est une chose quelconque, qui soit susceptible de différentes valeurs à chaque épreuve, la somme de ses valeurs que l'on observera dans une longue série d'épreuves, sera à très peu près et très probablement, proportionnelle à leur nombre. Le rapport de cette somme à ce nombre, pour une chose déterminée A, convergera indéfiniment, à mesure que ce nombre augmentera encore davantage, vers une valeur spéciale qu'il atteindrait si ce nombre pouvait devenir infini, et qui dépend de la loi de probabilité des diverses valeurs possibles de A. On fera sur ce rapport des remarques semblables à celles que nous avons faites dans le n° 54» eu considérant la première équation de ce numéro.
La seconde équation , ou plutôt celle-ci
= / Zzdz,
donnera lieu comme la première, à de nombreuses et utiles applications. Je suppose, par exemple, que a soit un angle que Ion veut mesurer. Cet angle existe; sa grandeur est unique et déterminée; mais l'angle que l'on mesure à chaque opération, est une chose susceptible d'un nombre Infini de valeurs différentes, à raison des erreurs inévitables et variables des observations. Je prends cet angle , qui sera mesuré successivement un grand nombre de fois, pour la chose A, de sorte q^ue Zdz exprime la chance d'une valeur quelconque z dp A, résultante de la construction de l'instrument et de l'adresse de l'observateur. Soit A-
l'abscisse du centre de gravité de l'aire d'une courbe plane, dont . et Z sont labscisse et l'ordonnée, et qui s'étend depuis z=l jusqu'à z= l' en désignant , comme dans le n« 53, par / et V les limites des valeur^ possibles de A. Faisons
z^k-\-cc, i~i,_^h^ l' = k-i-h';
et représentons par X ce que Z devient quand on y met >fe+^ au lieu de z; nous aurons
f'zdz= f^'' X^o: = , , f'' Xxdx = o, et par conséquent , à très peu près ,
en vertu de l'équalion citée, dans laquelle i' est la somme des valeurs de A que l'on obtiendra dans un grand nombre /a d'épreuves. C'est donc vers
la constante k que sa valeur moyenne - convergera de plus en plus, à
mesure que f/, augmentera davantage; mais lors même que ce rapport sera devenu sensiblement constant, c'est-à-dire, lorsqu'il sera sensiblement le même dans plusieurs séries d'autres grands nombres de mesures, il pourra quelquefois arriver que cette moyenne dififère beaucoup de 1 angle a qu'on veut déterminer : elle sera toujours la valeur approchée de la constante y qui peut ne point coïncider avec cet angle. En effet , soit
s = a + M, l = et + g, l' z= et + g';
appelons U ce que devient Z quand on y met a -f-w au lieu de 2 ; nous aurons
I Zdz = / \]du = I, k=a.-{-( Vudu.
La ^différence u, enxic l'angle et et une valeur possible z de l'angle mesuré A, est l'une des erreurs possibles de l'instrument et de l'obser-
valeur; elle peut être positive ou négative, et s'étendre depuis u:=zg jusqu'à u = g' ; sa probabilité infiniment petite est U^/«. Or, s'il n'y a dans la construction de l'instrument aucune cause qui donne aux erreurs positives de plus grandes cliances qu'aux erreurs négatives , ou réciproquement , et qu'il en soit de même pour la manière d'opérer de l'observateur, les limites g et g' seront égales et de signes contraires, la fonction U sera égale pour des valeurs de la variable u égales et de signes contraires, et il en résultera
Uudu ^ u. k =z et.
Dans ce cas, qui est le plus commun, le rapport - sera donc la va-
leur approchée de a. Mais, si l'instrument par sa construction, ou l'observateur par sa manière de viser, donne quelque prépondérance, soit aux chances des erreurs positives, soit à celles des erreurs négatives , l'intégrale précédente ne sera plus nulle, les constantes a et k diflereront
l'une de l'autre, et le rapport- s'écartera notablement, en général,
de la véritable valeur de et. Ou ne pourra s'apercevoir de cette circonstance, qu'en mesurant le même angle, soit avec d'autres instruments, soit par d'autres observateurs. Je me bornerai ici à indiquer cette application du calcul des probabilités : en ce qui concerne les erreurs des observations , et les méthodes de calcul propres à en diminuer et évaluer l'influence, je renverrai à la Théoiie analytique des probabilités et aux mémoires sur ce sujet que j'ai insérés dans la Connaissance des teins (*).
(61). Pour second exemple de l'équation citée au commencement du numéro précédent, supposons que les causes désignées par C, , Q, C3, etc. , soient toutes celles qui déterminent les chances de durée de la vie humaine dans un pays et à une époque déterminés. Ces causes sont, entre autres, les diverses constitutions physiques des enfants qui naissent, le bien-être des habitants, les maladies qui abrègent celte
(*) Années 182'j et iHàT..
durée , et sans doute aussi quelques causes résultantes de la vie ellemême , qui l'empêchent de se prolonger au-delà de limites qu'elles n'a jamais dépassées : il y a lieu de croire, en effet, que si les maladies étaient les seules causes de mort, et qu'elle fut, pour ainsi dire, accidentelle, quelques-uns des hommes pai'mi le nombre immense de ceux qui ont vécu, auraient échappé à ces dangers pendant plus de deux siècles; ce qu'on n'a jamais observé. La chose A sera alors le temps que vivra un enfant qui vient de naître; z exprimera une valeur possible de A , et Zdz la chance de z résultante de toutes les causes, quelles qu'elles soient, qui peuvent la déterminer, non pas pour un enfant en particulier, mais pour l'espèce humaine, dans le lieu et à l'époque que l'on considère. Ainsi , concevons qu'une certaine constitution physique en naissant , donne une chance Z'dz de vivre précisément un temps égal à z, qu'une îiutre constitution donne une chance ZV" de vivre jusqu'au même âge, etc.; soient aussi ^', Ç*, etc., les probabilités de ces diverses constitutions : à raison de ces causes, la fonction Z sera la somme Ç'Z' -f- ^"Z"-|- etc., étendue à toutes les constitutions possibles ; et si ce nombre est infini, Z se changera en une intégrale définie, qui aura une valeur inconnue, mais déterminée. Dans le pays oîi les hommes naissent le plus forts ouïe mieux constitués, cette intégrale aura sans doute la plus grande valeur; dans chaque pays, elle pourra n'être pas la même pour les deux sexes; sans doute aussi les valeurs de Z', Z", Z'", etc., dépendront d'ailleurs des maladies possibles et du bienêtre des habitants : la fonction Z sera différente, et par suite, l'intégrale de Zz<iz le sera aussi, à deux époques éloignées l'une de l'autre, si dans l'intervalle quelque maladie a disparu, ou que le bien-être du peuple ait augmenté par le progrès de la société. On pourra , si l'on veut, prendre zéro et l'infini pour les limites / et /' de cette intégrale, en considérant Z comme une fonction qui s'évanouit au-delà d'une valeur de z, inconnue aussi bien que la forme de Z. Cela étant , les valeui's obsei'vées de A seront les âges auxquels sont morts en très grand nombre (ji. d'individus nés dans un même pays et vers la même épociue; et en appelant i^ la somme de ces âges^ on aura, à très peu près et très probablement.
= J^^ Zzdz;
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par conséquent, ce rapport -, ou ce qu'on appelle la vie moyenne, de-
meurera constant pour chaque pays, tant qu'aucune des causes C, , C., C3, etc., connues ou inconnues, n'éprouvera pas un changement notable.
En France, on suppose la vie moyenne d'environ 29 ans; mais cette évaluation est fondée sur des observations antérieures à l'usage de la vaccine, et déjà très anciennes; elle doit être aujourd'hui sensiblement plus longue; et il serait à désirer qu'on la déterminât de nouveau, séparément pour les hommes et pour les femmes, pour les différents étals, et pour les diverses parties du royaume. On considère aussi la vie moyenne à partir d'un âge donné : s est alors le nombre des années qu'ont vécu au-delà de cet âge , un très grand nombre /U
d'individus; le rapport - est la vie moyenne relative à cef âge , avec
lequel elle varie, en demeurant constante pour lui même âge : on suppose qu'elle atteint son maximum entre 4 et 5 ans, et qu'elle s'élève alors à 43 ans. Les tables de mortalité ont un autre objet : sur un très grand nombre fx d'individus nés dans un même paj s et à la même époque, elle font connaître les nombres de ceux qui vivent encore au bout d'unau,dedeux ans, de troisans, etc., jusqu'à ce qu'aucun n'existe plus. En désignant par m. le nombre des vivants qui ont un âge donné, c'est en
vertu de la première équation du n" 54, que le rapport — est sensiblement invariable, du moins tant qu'il ne s'agit pas d'un âge très avancé, et que 7«n'est pas devenu un nombre très petit : vers cent ans, par exemple,
cette invariabilité consiste en ce que le rapport — est toujours une très petite fraction.
Dans l'intégrale f Zzdz, au lieu de faire varier z par degrés infiniment petits , si l'on fait croître cette variable par des intervalles très petits; que l'on prenne, pour fixer les idées, chacun de ces intervalles de temps pour unité; et que l'on désigne par A., h^, fis, etc., la série des valeurs de z, et par H, , H,, H3 , etc., les valeurs correspondantes de Z, la somme des produits H,^, , H^A, , li,K, etc., sera, comme on sait, la valeur opprocko'o de cctre intégrale. En désignant
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par t- la vie moyenne, à partir de la naissance, on aura donc aussi
i' = U,h, + EJi, + HjA, + etc.
Or, H„ exprimant ici la cha nce de mourir à un âge h„, il s'ensuit que relativement à la durée de la vie humaine, on peut considérer la vie moyenne i> comme l'espérance malliématique (n" 25) d'un enfant qui vient de naître, et dont la constitution physique nous est inconnue; mais d'après les tables de mortalité, sur un très grand nombre d'enfants, plus de la moitié meurt avant d'avoir atteint cet âge V.
(62). Supposons, pour dernier exemple, que pour un lieu donné et pour un jour de l'année aussi donné, on ait calculé l'excès de la haute sur la basse mer qui aurait lieu en vertu des actions simultanées du soleil et de la lune. Prenons pour la chose A, la différence entre cet excès calculé et celui qui est observé dans le même lieu et à la même époque de chaque année. Les valeurs de A varieront d'une année à une autre, à raison des vents qui peuvent souffler en ce lieu et à cette époque, et qui déterminent les chances de ces diverses valeurs. Or, si l'on considère toutes les directions et les intensités possibles de ces vents, leurs probabilhés respectives, et les chances que ces causes donnent à une valeur
quelconque z de A, l'intégrale / Zzdz aura une valeur inconnue, mais déterminée, et qui demeurera constante, tant que la loi de probabilité de chaque vent possible ne changera pas. Le rapport - sera donc aussi à très peu près invariable; s étant la somme des valeurs de A , observées pendant une longue suite d'années.
Nous ne savons pas à priori, si - est zéro ou une fraction qu'on
puisse négliger , c'est-à-dire , si l'influence des vents sur les lois générales des marées est insensible ; l'expérience seule peut nous faire connaître la valeur de ce rapport, et nous apprendre s'il varie aux diflérentes époques de l'année , et pour les lieux différents oii les observations sont faites, sur la côte, dans les ports, en pleine mer. Pour couuaUvo l'i'.iflnpnr*» Ap tel ou tel vent en par-
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ticulier, il faudrait n'employer que des valeurs de A observées sous cette influence; toutefois, afin de n'avoir pas besoin d'un trop grand nombre d'années d'observations, ces valeurs pourraient répondre à plusieurs jours consécutifs, pendant lesquels la direction du vent aurait peu changé. Plusieurs savants s'occupent maintenant de cet examen, qui exigera un long travail, et ne manquera pas de conduire à des résultats intéressants.
(65). L'exposition des règles du calcul des probabilités et de leurs conséquences générales, qui a été faite dans ce chapitre et dans le précédent, étant actuellement complète, je reviens sur la notion de cause et ^ effet , qui est seulement indiquée dans le n° 27.
La cause propre d'une chose E est. comme on l'a dit dans ce numéro, une autre chose C qui possède une puissance de produire nécessairement E, quelles que soit d'ailleurs la nature de ce pouvoir et la manière dont il s'exerce Ainsi, ce qu'on appelle l'attraction de la terre est une certaine chose qui a la puissance de faire tomber les corps situés à la surface du globe, dès qu'il ne sont pas soutenus; et de même, dans notre volonté , réside un pouvoir de produire, par l'intermédiaire des muscles et des nerfs, une partie de ces mouvements que l'on nomme, pour cette raison, mouvements volontaires. Quelquefois, dans la nature, la chose E n'a qu'une seule cause C qui puisse la produire, de sorte que l'observation de E suppose toujours l'intervention de C. Dans d'autres cas, cette chose peut être attribuée à plusieurs causes distinctes, qui concourent ensemble, ou qui s'excluent mutuellement de manière qu'une seule ait dû produire E.
Telles sont, en ce qui concerne le principe de la causalité, les idées les plus simples et que je crois généralement admises. Cependant l'illustre historien de l'Angleterre a émis sur ce point de 'métaphysique, une opinion différente qu'il convient d'examiner, et sur laquelle le calcul des probabilités peut jeter un grand jour.
Selon Hume (*), nous ne pouvons avoir d'autre idée de la causalité que celle d'un concours et non d'une connexion nécessaire entre
(*) Essais philosophiques sur V enlendement humain; septième essai : de Viàée de pouvoir ou de liaison nécessaire.
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ce que nous appelons cause et effet; et ce concours n'est pour nous qu'une forte présomption, résultant de ce que nous l'avons observé un grand nombre de fois : si nous l'eussions observé un nombre de fois peu considérable, ce serait juger de la nature sur un trop petit échantillon, que de présumer qu'il se reproduira désormais. D'autres ont partagé la même opinion, et l'ont appuyée sur les règles tle la probabilité des événements futurs, d'après l'observation des événements passés. Mais Hume va plus loin ; et sans même recourir h ces lois de probabilité, il pense que l'habitude de voir l'effet succéder à la cause, produit dans notre esprit une sorte d'association d'idées qui nous porte h croire que l'etïet va arriver quand la cause a eu lieuj ce qui peut être effectivement vrai pour la plupart des hommes, qui n'exa~ minent pas le principe de leur croyance et son degré de probabilité : pour eux, cette association d'idées doit être comparée à celle qui se fait dans notre esprit, entre le nom d'une chose et la chose môme, et qui est telle, que le nom nous rappelle la chose, indépendamment de notre réflexion et de notre volonté.
Un des exemples que l'auteur choisit pour expliquer son opinion est le choc d'un corps en mouvement contre un corps libre et en repos, et le mouvement de ce second corps à la suite de sa rencontre par le premier. Ce concours du choc et du mouvement du corps choqué est, en effet, un événement que nous avons observé un très grand nombre de fois, sans que l'événement contraire se soit jamais présenté; ce qui suffit, abstraction faite de toute autre considération, pour que nous ayons une forte raison de croire, ou, pour qu'il y ait une très grande probabilité que le concours dont il s'agit aura encore lieu désojjmais. Il en est de même de tous les concours de causes et d'efl'ets que nous observons joiu'nellement et sans exception : leur probabilité s'alimente , pour ainsi dire, par cette expérience continuelle, et la raison ou le calcul, d'accord avec l'habitude, nous donne une grande assurance qu'à l'avenir ces causes seront toujours suivies de leurs efléts. Mais dans le cas d'un phénomène que nous avons seulement observé un nombre de fois peu considérable, à la suite de la cause que nous lui assignons, il n'y aurait, d'après les règles précédemment exposées, qu'une proba- Ij^Uté qui ne serait pas très grande, pour le concours futur de cette cause ei de cet effet. Néanmoins, il arrive souvent que nous ne faisons
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aucun cloute de la reproduction de ce phénomène, lorsque sa cause aura lieu de nouveau. Or, cctie assurance suppose que notre esprit attribue à la cause une puissance quelconque de produire son effet, et qu'il admet une liaison ue'cessaire «ntre ces deux choses, indépendamment du nombre, plus ou moins grand, de leurs concours observés. Ainsi, lorsque M. OErsted découvrit qu'en faisant communiquer les deux pôles d'une pile de Volta, au moyen d'un fil mélallique, il arrivait qu'une aiguille aimantée, suspendue librement dans le voisinage de ce circuit voltaique, déviait de sa direction naturelle; l'illustre physicien fut sans doute convaincu , après avoir répété un petit nombre de fois cette expérience capitale, que le phénomène ne manquerait pas de se reproduire constamment par la suite. Cependant ^ si notre raison de croire à cette reproduction était uniquement fondée sur le concours du circuit voltaïque et de la déviation de l'aiguille aimantée, observé une dixaine de fois, par exemple, la probabilité que le phénomène arriverait encore dans une nouvelle épreuve, ne serait que
— (n" 46) : dans une nouvelle série de i o épreuves, il y aurait à parier 1 1
contre i o, ou à peu près un contre un , que l'événement aurait encore lieu sans interruption ; et dans uqe plus longue série d'expériences futures, il deviendrait raisonnable de penser que le phénomène ne se reproduirait pas à toutes les épreuves.
Je, citerai encore pour exemple l'heureuse application à la composition chimique des corps, que M. Biot a faite récemment de la polarisation progressive de la lumière dans un sens déterminé, dont il avait depuis long-temps constaté l'existence dans des milieux homogènes et non cristallisés ( * ). Lorsque dans un nom-
(*) Le principe de cette application est expose' clairement et en peu de mots dans la note suivante que M. Biot a bien voulu me communiquer :
•< Un rayon lumineux de re'frangibilite' fixe a e'té polarisé par réflexion dans uu » certain plan. On l'analyse après sa réflexion, en lui laissant traverser un rhom- » boide de cbaux carbonatée rendu légèrement prismatique par sa face posté- » Heure; et l'on s'assure qu'il possède tous les caractères de la polarisation relati- » vement au plan dont il s'agit. Ainsi , lorsque la section principale du prisme » rhomboïilal est parallèle au plan de réflexion , le rayon passe simple e' subit » tout entier la réfraction ordinaire. Mais, si l'on tourne cette section, soit à
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bre peu considérable d'observations faites avec soin , on a reconna qu'une substance donnée , dévie le rajon polarisé à droite de l'obser-
» droite, soit à gauche, il se partage entre les deux réfractions, exactement » comme s'il avait d'ahord traversé un premier rhomboïde dont la section prin- » cipale serait parallèle au plan dans lequel la réflexion a eu lieu. Et généralement » toutes les propriétés du rayon polarisé sont symétriques autour de ce plan.
» Ceci reconnu, on interpose dans le trajet du rayon polarisé, un tube creux » terminé par des glaires minces, et successivement rempli de liquides divers, qui, n tous, se présentent ainsi au rayon sous l'incidence normale. Puis on analyse » de nouveau ce rayon après sou émergence; et l'on observe les phénomènes » suivants.
n L'eau, l'alcool, l'éther et beaucoup d'autres liquides ne troublent pas sensi- » blement la polarisation primitive da rayon. Car on lui retrouve toutes les pro- )) priétés physiques qui la caractérisaient.
.> Mais d'autres liquides, par exemple les essences de citron et de térébenthine, » certains corps solides non cristallisés, et même certaines vapeurs, troublent " cette polarisation. Car le rayon, qui les a traversés sous l'incidence normale , " donne des images doubles, dans les mêmes positions du prisme rliomboïdal où » il en donnait primitivement de simples. Alors, en tournant graduellement la » section principale du prisme vers la droite ou vers la gauche de l'observateur, u on trouve toujours une certaine position ou l'image extraordinaire disparaît. Et, » pour cette position, le rayon présente de nouveau tous les caractères d'une po- >i larisation complète. De sorte que le plan de polarisation primitif a été seule- '• ment dévié angulairement par l'action du corps interposé.
" Pour chaque substance, prise dans un même état physique, et agissaut sur un » même rayon , la quantité absolue de la déviation est proportionnelle à l'épais- » seur de matière traversée ; de sorte que le sens dans lequel elle croît , fait con- » naître de quel côté elle s'exerce. Certaines substances l'opèrent vers la droite, » d'autres vers la gauche de l'observateur, pour les mêmes rayons; et, si on les » mêle ensemble, sans qu'il s'exerce entre elles de réaction chimique qui les dé- II nature, la déviation résultante est toujours la somme des déviations partielles >> qui auraient été opérées isolément par les mêmes quantités pondérables de cha- >> fjue substance.
" Ces phénomènes de déviations progressivement croissantes, opérées dans un » sens propre , par des milieux homogènes agissant sous l'incidence normale , ont » été présentés à l'Institut le 28 octobre i8i5. Ce sont les premiers faits de ce 11 genre qui aient été découverts, et reconnus dans leur caractère progressif. La 11 dé'-ouverte de M. OErsted, qui présente un semblable caractère, leur est posté- » rieure de j^lusieurs années. "
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vateur, pour fixer les idées, el que les déviations observées ont été assez grandes pour ne laisser aucune incertitude sur le sens dans lequel elles ont eu lieu, cela suffit pour que nous soyons assurés, comme on l'est d'une chose dont personne ne doute, que dorénavant la même substance fera toujours dévier la lumière à droite; et cependant le concours de cette substance et d'une déviation à droite, observé un nombre de fois qui n'est pas très grand, ne donnerait qu'une faible probabilité, et même une probabilité inférieure à - , que dans un pareil
nombre ou un nombre un peu plus grand d'épreuves nouvelles , aucune déviation à gauche n'aurait lieu.
Ces exemples et d'autres qne l'on imaginera aisément montrent, ce me semble, que la confiance de notre esprit dans le retour des effets à la suite de leurs causes ne peut avoir pour unique fondement l'observation antérieure de celte succession, plus ou moins répétée. On va voir, en effet, qu'indépendamment d'aucune habitude de notre esprit, la seule possibilité d'une certaine aptitude de la cause à produire nécessairement son effet , augmente de beaucoup la raison de croire à ce retour, et peut rendre sa probabilité très approchante de la certitude, quoique les observations antérieures soient en nombre peu considérable.
(64). Avant qu'un phénomène P ait été observé et qu'on sache s'il arrivera ou s'il n'arrivera pas dans toute une série d'expériences que l'on va faire , nous admettons donc que l'existence d'une cause C capable de le produire nécessairement ne soit pas impossible. Nous concevons aussi qu'avant ces expériences, l'existence d'une telle cause avait une certaine probabilité , lésultant de considérations particulières qui la rendaient plus ou moins vraisemblable . et que nous représenterons par p. Supposons ensuite que P soit observé à toutes ces expériences dont le nombre sera désigné par n. Après cette observation, la probabilité de l'existence de C aura changé; il s'agira de la déterminer, et nous la désignerons par tff.
Quelque soin que l'on ait mis à diminuer l'influence des causes autres que C, susceptibles de produire le phénomène Pà chaque épreuve, si C n'existait pas; on peut croire, néanmoins, que l'on n'a pas rendu cette influence tout-à-fait nulle. Supposons donc qu'il existe certaines causes
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15,, Bj,,... . B„, connues ou inconnues, qui ont pu aussi, à de'faut de C, donner naissance à ce phénomène en se combinant avec le hasard (n" 27), savoir : B, dans la première expérience, B^ dans la se conde , . . . . B„ dans la dernière. Soit généralement r, la probabilité de l'existence de B, , multipliée par la chance que cette cause, si elle était certaine, donnerait à l'arrivée de P. En faisant, pour abréger,
ce produit serait la probabilité de l'arrivée de ce phénomène dans toutes les Ji expériences, résultante de l'ensemble des causes B,, B, , B3, etc., et si la cause C n'existait pas; et comme i — p est la probabilité de la non-existence de C, il en résulte, dans l'hypothèse que C n'existe pas, ( I — p) p pour la probabilité de l'événement observé, qui est ici l'arrivée constante de P. Dans la supposition contraire, sa probabilité est p. c'est-à-dire, qu'elle n'est autre chose que celle de l'existence de C, antérieurement à l'observation, puisque cette cause produirait nécessairement l'arrivée de P à toutes les épreuves. Par conséquent, d'après la règle du n° 28, la probabilité de cette seconde hypothèse, ou de l'existence de C après l'observation, a pour valeur
existence
est
et celle de sa non
On parvient également h ce résultat, en ayant égard successivement
aux 71 expériences , au lieu de les considérer toutes à la fois , comme
nous venons de le faire. En effet, la probabilité de l'existence de C
étant p, par hypothèse, avant la première expérience, désignons ce
qu'elle devient successivement , par p' après cette expérience et avant
la seconde, par p" après la seconde et avant la troisième, etc. ; nous
aurons
elc. :
et en éliminant d'abord p' et i — p' des valeurs de p" et i — p", ensuite p" et I —p" des valeurs de /?'" et 1 — p'", etc., on obtiendra les expressions prëcédenles de tir et de i — «ar, pour les probabilités de l'existence et de la non-existence de C après la n'""' expérience.
Maintenant, soit <nr' la probabilité que le phénomène P arrivera, sans interruption, dans une nouvelle série de n' expériences. Quel que soit ce nonabre n\ la probabilité pour que cela ait lieu en vertu de la causeC, si elle était certaine, est la probabilité 'ZJt de l'existence de C, conclue des n premières expériences. A défaut de cette cause , l'arrivée de P pourra aussi être due à d'autres causes B',, B',,. . .. B'„, pareilles à celles que nous avons désignées tout à l'heure par B, , B,, . . . . B„, et dont on ne pourra pas éviter entièrement l'influence. Représentons, relativement à ces causes futures , par r',, r\ ,. . . ,r'„,, ce que deviennent les quantités précédentes /-, , r,, . . . . r„, de sorte que /', soit à l'égard de B',, ce que r, était par rapport à Bj Faisons aussi
La probabilité de l'arrivée de P dans les n' expériences futures, sera ( t — 'zr) />'. si la cause C n'existe pas. Nous en concluons donc
-ttr' = «ar -f- ( I — tsr) f' ,
pour l'expression complète de ts-' , ou bien , en mettant pour tir et I — tir leurs valeurs précédentes ,
Cela posé, ces expressions de tsr et tir' montrent comment la probabilité de l'existence de C, qui pouvait être très faible avant l'observation de P, a pu devenir très grande après que ce phénomène a été observé tin nombre de fois peu considérable , et donner ensuite une probabilité très approchante de la certitude , à l'arrivée constante de ce phénomène dans les expériences futures. Supposons, par exemple,
i68 RECHERCHES
que par des raisons quelconques, et, si l'on veut, par une prévention de notre esprit , la probabilité de C À priori , n'était qu'un centmillième ; admettons aussi que l'influence des causes accidentelles , malgré les précautions prises pour l'éviter , puisse encore être telle que chacune des quantités /', , r^ , r^ , etc. , soit un dixième , ou une fraction moindre; si P a été observé seulement dix fois sans interruption , on aura
p = 0,00001, /> </j (0,00001 ), et , en même temps ,
tir >
Par conséquent, la probabilité de l'existence de C, après l'observation, diflererait de l'unité , de moins d'un cent-millième, et la non-existence de cette cause sérail devenue moins probable que sou existence ne l'était auparavant. Quel que soit le nombre n' , la probabilité 'nr' que P aura lieu constamment dans une série de n' expériences futures, suipasserait encore celle de l'existence de C, ou ne pourrait pas être moindre.
(65). Dans cette application du calcul des probabilités , la cause C est considérée d'une manière abstraite, c'est-à-dire, indépendamment d'aucune théoine qui ramènerait le phénomène P à des lois plus générales , et en fournirait une explication exacte , d'après la cause qu'on lui attribue, ce qui augmenterait encore la probabilité de l'existence de celte cause. Nous con^dérons ce phénomène P comme ayant eu lieu sans interruption; et le calcul précédent a eu pour objet de montrer que notre croyance à sa reproduction future, quand il n'a été observé qu'un petit nombre de fois, ne peut être fondée que sur l'idée que nous avons d'une cause capable de produire nécessairement un phénomène de cette nature. Le calcul des probabilités ne peut d'ailleui's nous faire connaître quelle est cette cause efficace, ni déterminer quelle est la plus probable, parmi celles qui pourraient produire nécessairement le
phénomène, quand il y en a plusieurs auxquelles on pourrait l'attribuer.
Lorsque P n'a pas eu lieu dans une ou plusieurs épreuves, et que 1 on est certain, cependant, que la cause C capable de le produire nécessairement, si elle existait , aurait dû agir dans toutes ces expériences, il est évident que cette cause, ui aucune autre cause de cette espèce, n'existe pas. Mais outre les causes de cette nature, il en existe d'autres qui agissent à toutes les épreuves, et sont seulement capables de donner une certaine chance à l'arrivée d'un phénomène P (n° 27), en se combinant, soit avec le hasard, soit avec des causes variables, qui tantôt agissent et tantôt n'agissent pas. Ces causes variables et irrégulières, que l'on ne doit pourtant pas confondre avec le hasard, peuvent influer sur la chance moyenne de l'arrivée de P dans une longue suite d'expériences, et par suite (n° 62), sur le nombre de fois que P a eu lieu ou aura lieu , divisé par le nombre total des épreuves ; mais si l'on a pris soin de diminuer, autant qu'il est possible, l'influence des causes accidentelles, de sorte qu'on puisse la supposer sensiblement nulle, et si le phénomène P a été observé un nombre m de fois dans un très grand nombre /a d'épreuves, il y aura une très grande probabilité qu'il existe une cause permanente, favorable ou contraire à la production de ce phénomène, selon que m sera notablement plus grand ou plus petit que la moitié de //C.
Ainsi, en prenant pour exemple, le cas d'un corps à deux faces, projeté en l'air un très grand nombre de fois , l'existence d'une cause favorable ou contraire à l'arrivée d'une face déterminée , peut être regardée comme extrêmement probable, lorsque les nombres de fois que les deux faces sont arrivées diffèrent notablement l'un de l'autre, comme dans l'expérience de Buffon précédemment citée (n° 5o). Quelle est cette cause permanente? Le calcul des probabilités nous en montre seulement la nécessité, et ne peut nous en indiquer la nature. Ce sont les lois de la mécanique qui nous font voir qu'elle doit être la supériorité du poids dans une des parties du corps projeté, sans nous apprendre toutefois, à raison de la complication du problème, à déterminer les effets d'une pareille cause, et la chance qu'elle donne à l'arrivée de chacune des deux faces, qui ne peut être connue que par l'expérience.
C'est par un semblable procédé que l'on pourrait constater, ainsi que Laplace l'a proposé (*) , l'existence ou la non-existence de certaines causes occultes, qui ne sont pas absolument impossibles à priori, et n'ont pas, non plus, le pouvoir de produire nécessairement les phénomènes auxquels elles se rapportent. Pour cela, il faudrait de longues séries d'épreuves, en écartant, autant qu'il serait possible, l'influence deg causes accidentelles, et tenant compte, avec exactitude, du nombre de fois qu'un phénomène a été observé et du nombre de fois qu'il n'a pas eu lieu : si le rapport du premier de ces nombres au second surpassait notablement l'unité, l'existence d'une cause quelconque et la chance qu'elle donne à la production de ce phénomène auraient une très grande probabilité.
Si deux joueurs A et B ont joué l'un contre l'autre un très grand nombre fe de parties, que A en ait gagné un nombre m, et que le rapport — excède \, d'une fraction qui ne soit pas très petite; l'existence
d'une cause favorable à A peut être regardée comme à peu près certaine. Lorsqu'aucun des deux joueurs n'a fait un avantage à l'autre, cette
cause est la supériorité de A sur B, dont le rapport — donne, pour ainsi
dire, la mesure. A un jeu de cartes, au piquet par exemple, le résultat de chaque partie ne peut dépendre que de la différence d'habileté des deux joueurs et de la distribution des cartes entre eux. Si aucun des deux n'a triché , cette distribution est l'effet du hasard; elle peut influer sur la proportion des nombres de parties gagnées par les deux joueurs, quand ces nombres sont peu considérables : c'est ce qu'on peut appeler le bonheur ou le malheur, pourvu que l'on n'attache pas 1 idée de l'un ou de l'autre aux personnes qui jouent; car il serait absurde de supposer qu'il y eût un rapport quelconque enlre ces personnes et les cartes que le seul hasard leur a distribuées : à chaque coup, celles qui sont échues à l'un des joueurs auraient pu également échoir à l'autre. Mais dans une série de parties suffisamment prolongée, il n'y a plus que la différence d'habileté des joueurs qui puisse
(i) Essai philosophique sur les probabilités , page i33.
influer sur les chances du jeu : à la longue, les joueurs habiles sont les seuls heureux, e( réciproquement. Si A et B joue..t de nouveau un très grand nombre ^' de parties, il y aura une grande probabilité que le nombre de celles que A gagnera, différera très peu du produit ^' ^. de sorte que si cela ne se vérifiait pas, on serait fondé à penser que dans lintervalle des deux séries de parties, la supériorité de A sur B aurait augmenté ou diminué.
CHAPITRE III
Calcul des probabilités qui dépendent de très grands nombres.
(66). Lorsqu'on veut calculer le rapport des puissances très élevées de deux nombres donnés, on le peut toujours, sans difficulté, au moyen des tables logarithmiques, en employant, s'il est nécessaire, des logarithmes qui contiennent plus de décimales , que ceux dont on fait usage ordinairement. Si a et è sont ces deux nombres, et m et n leurs puissances, on aura
j a" wî.log.a_
"'6" 11. log. 6'
les produits m.\og.a , n.\o^.b , et leur rapport s'obtiendront aisément; et ce rapport étant le logarithme de celui qu'on demande, on trouvera ensuite celui-ci dans les tables. Mais il n'en est plus de même, lorsqu'il s'agit du rapport de deux protjuits dont chacun est composé d'untrès grand nombre de facteurs inégaux , tel que ^P
les deux nombres m et n étant très grands, l'addition des logarithmes de a,, a^, a^, etc., et de ceux de b,, b^, b^, etc., deviendrait très pénible , et même impraticable, ainsi que le calcul de ce rapport. On est obligé alors de recourir à des méthodes d'approximation . dont Sirling a donné le premier exemple, et qui ont cela de très remarquable qu'elles introduisent, dans les valeurs approchées des rapports que l'on considère , la circonférence du cercle et d'autres quantités transcendantes . quoique leurs valeurs exactes soient des nombres en-
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tiers, ou des fractions qui ont des nonil)res entiers pour numérateurs et pour dénominateurs.
Ces rapports de produits d'un très grand nombre de facteurs, et les sommes de nombres aussi très grands de semblables rapports, se présentent dans la plupart des applications les plus importantes du calcul des probabilités; ce qui rendrait les règles exposées dans les deux chapitres précédents, bien qu'elles soient complètes, très peu utiles ou tout-à-fait illusoires, sans le secours des formules propres à en calculer les valeurs numériques avec une approximation sulTisanle. Ce sont ces formules dont nous allons maintenant nous occuper.
(67). Considérons d'abord le produit i.2.3...«, des « premiers nombres naturels.
Ici et dans tout ce chapitre, la lettre e sera employée pour repré- ' senter la base des logarithmes népériens. Par le procédé de l'intégration par partie, on trouvera
e~''x''dx =i.3.3...«. (i)
Le coefficient e~'x" de dx, sous cette intégrale, s'évanouit pour x=.o et pour .x =: 00 ; entre ces deux limites, il ne devient jamais infini, et ne passe que par un seul maximum que l'on déterminera en égalant sa différentielle à zéro : en appelant H sa valeur maxima, et h la valeur correspondante de a:, on aura
Cela étant , on pourra poser
e-'x" = He-'" ;
t désignant une Nouvelle variable que l'on fera croître depuis i= — 00 jusqu'à ^ = 00 , et dont les valeurs particulières t = — oo^ <=^o, i = co , répondront respectivement à x = o, x = h, x = oo . En regardant x comme une fonction de t, nous aurons alors
e-'x'dx = H / e-"^dt.
0 J —X, dl
On aura aussi
log.e~'x" = log.H — t'j et si l'on fait
et qu'on de'veloppe suivant les puissances de x', il en résultera
en observant que la différentielle première de log.H est égale à zéro, et où l'on fera h = n après les diffère ntiations. La valeur àex' que l'on tirera de cette équation pourra être représentée par une série de la forme
x' = h!t + ;^"i* + h"'t^ + etc. ;
h', 11!', h'", etc., étant des coefficients indépendants de t, que l'on déterminera, les uns au moyen des autres, en substituant cette valeur dans cette équation , et égalant ensuite à zéro la somme des coefficients de chaque puissance de t dans son premier membre. On aura , de cette manière ,
rfMog^ A" . ' dWo^.-a ,,._ \ (2)
dh^ " ^ 6 d¥ « — o , /
etc. /
En désignant par i un nombre entier et positif, on a
f"" e-'' t"-*-'dt= o,
J —ta
On a aussi, comme on sait,
TT désignant toujours le rapport de la circonférence au diamètre. Donc, à cause de
^ = ^ = /^' + 2;^"^ + 5/i"'<' + etc. ,
dt dt ' ' ' '
nous aurons
/r» ^"^"^^ = H \^^ {]''+ '-T ^"'+ '~J^ ^' + ^~ A"'H-etc,).
Il suffira donc de déterminer les coefficients h', h'", k^, etc., de rangs impairs; or au moyen des équations (2), on trouve
h' = \/2n , h"'= ■^— , h'= Q -, etc.; ^ ' ion ' lobon' '
par conséquent, en ayant égard à l'équation (i) et à la valeur de H . on aura finalement
i.2.5...n=n"e-" \/2^i (i + —-\- oô , H-etc.\ (5)
(68). La série contenue entre les parenthèses sera d'autant plus con- ,
vergente dans ses premiers termes, qu'il s'agira d'un plus grand nom- /C /i»*^' ''^'^ bre n. Toutefois,/ elle esl^du genre des séries qui finissent par devenir ^ ,...... ^ ^i- 1,,
divergentes, en les prolongeant convenablement; mais eu réduisant cette série à sa partie convergente, on pourra toujours faire usage de la formule (3) pour calculer une valeur approchée du produit des n premiers nombres naturels; et il ne sera pas même nécessaire que n soit fort considérable pour que l'approximation soit très grande. En prenant, par exemple , ?î :=: lo, la formule réduite à ses trois premiers termes, donne 5628800 à moins d'une unité près, et ce nombre entier se trouve être aussi la valeur exacte du produit des 10 premiers nombres naturels.
En mettant in au lieu de n dans la formule (3) , il vient
T. a. 3. ..an — i.2«=2(2n)"e~*" vVnl T+-7 — | p f-etc):
^ ' \ 24" Il San" /
uW
mais on a identiquement
on aura, par conséquent,
i.2.5.,.«.i.3.5...2?î — I =2"-^'n"e— " v/^Ti-f-^ + etcV
et en divisant cette équation membre à membre par l'équation (3), oiï en conclut
,.3.5.,.2«-i = (270"e-V2(i-^ + n-5^, + elc.); (4)
en sorte que l'expression en série du produit des nombres impairs ne renferme plus la quantité \/'7t , qui se trouve dans celle du produit des nombres pairs et impairs.
Si l'on fait n = 1 dans cette équation et dans la formule (5), on en déduit
-T= ='-+-- + :7i« + etc.
Par le calcul direct, on a
2\/2 yZTT
et ces séries réduites à leurs trois premiers termes , donnent o,g5gao et 1,08680; ce qui diffère très peu des valeurs exactes. Ces exemples numériques, joints au précédent, montrent quel degré d'approximation on peut attendre des formules de ce genre, dont on fera un continuel usage dans ce chapitre.
En multipliant par 2" les deux membres de l'équation (5) , les élevant ensuite au carré, et les divisant par in, il vient
2.2.4-4-6-r)...2/i — 2.2« — 2.2/î=7r(2«y"e-"fl+-^ h "o^, + ctc. ) ;
en élevant les deux membres de l'équation (4) au carré, et supprimruit dans le premier un facteur égal à l'unité , on a de même
1 .5.3.5.5.. . 2«— 1 .2n— 1=2 (2«)"e-''" f 1 4- -i- -l 1 1- etc.^ .
De cette manière, les premiers membres de ces deux équations sont des produits composés d un même nombre de facteurs , égal à in — i ; et si l'on divise ces équations membre à membre, on en conclut
1 ^(, L I ctc W "^ '^"'^'^ 2n — 2.2n — 2.2n
résultat qui coïncide dans le cas de n infini , avec la formule connue de Wallis , savoir :
C'est à Laplace que l'analyse est redevable de la méthode que nous venons d'employer pour réduire les intégrales en séries convergentes dans leurs premiers termes , et propres à en calculer des valeurs approchées, lorsque les quantités soumises à l'intégration sont affectées de très grands exposants. Nous en verrons dans la suite une autre application.
(69). Maintenant, soient E et F deux événements contraires, de nature quelconque, dont un seul arrivera à chaque épreuve j désignons par p et q leurs probabilités que nous supposerons constantes; appelons U la probabilité que dans un nombre /^ d'épreuves, E arrivera un nombre m de fois, et F un nombie n de fois; nous aurons (n° 14)
IT I
où l'on devra faire
n z= fj., p -j- q z=
Or, si fA., m, n, sont de très grands nombres, il faudra recourir à la formule (3) pour calculer la valeur numérique de cette quantité U. En supposant chacun de ces trois nombres assez grand pour qu'on puisse réduire cette formule à son premier terme , nous aurons
i = n' \/27rn , et par conséquent
\m / \n y V iTrmn '
pour la valeur approchée de U.
Il est facile d'en conclure que l'événement composé le plus probable, ou celui pour lequel cette valeur de U sera la plus grande, répondra au cas où le rapport des nombres ni et ii approchera le plus possible d'être égal au rapport des deux probabilités p et q. En effet, si l'on considère, au contraire, m et n comme des nombres donnés et p et ^ comme des variables dont la somme est l'unité , mais qui peuvent croître par degrés infiniment petits, depuis zéro jusqu'à l'unité, on trouvera, par la règle ordinaire, que le maximum
de U répond h p =z — et q = -. Mais vu le grand nombre des
autres événements composés,, moins probables que celui-là , sa probabilité sera néanmoins peu considérable et diminuera à mesure que le nombre (jl des épreuves, que l'on suppose très grand, augmentera encore davantage. Par exemple, si l'on a p = q =z-, et que pt. soit un nombre pair, l'événement composé le plus probable répondra à ;w z= 7î = - ; et d'après la formule (6), sa probabilité U aura
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pour valeur
V ■irfi
laquelle décroîtra, comme oa voit, ea raison inverse de la racine carrée du nombre /x. En prenant yu. = 100. on aura
en sorte qu'on pourra parier un peu plus de 92 contre 8 , que dans 100 épreuves, les événements contraires E et F, tous les deux également probables, n'arriveront pas néanmoins un même nombre de fois. Si l'on eût conservé le second terme de la formule (5) . cette der-
nière expression de U se trouvM'al^ multipliée par i — j- ; ce qui diminuerait U d'un 4oO' de sa valeur , dans le cas de^t =: 100.
(70). Non-seulement l'événement composé pour lequel les nombres m et n approchent, le plus d'être entre eux comme les fractions p et q, est toujours le plus probable, mais dans un nombre /t d'épreuves, donné et supposé très grand , les probabilités des autres événements composés ne commencent à décroître rapidement que quand le rapport — s'écarte de -, en plus ou en moins, au-delà d'une certaine limite dont l'étendue est en raison inverse de ^i*.
En effet, prenons encore pour exemple le cas de /» = ^ = -; soit
g une quantité donnée, positive ou négative, et moindre que \/f*> ^^^' traction faite du signe ; si nous faisons , dans la formule (6),
nous en déduirons
«=('-?) "(-^/'''(-^ifr'"V=S
i8o RECHERCHES
Or, si g est une fraction ou un nombre très petit par rapport à y^' ? on aura, par la formule du binôme (n° 8), à très peu près,
et en prenant sous le radical , iju au lieu de fi — g', il en résultera
V îr^K
pour la loi du décroissement de la (probabilité U, dans une petite étendue, de part et d'autre de son irmxîmum. En faisant, par exemple,
on en conclura que dans 200 épreuves , la probabilité que les événements E et F, dont les chances sont égales, auront lieu le premier )o5 fois et le second g5 fois, est à la probabilité qu'ils arriveront clia-
cun 100 fois, comme e 4 est à l'unité, ou à peu près, comme 5 est à 4. La formule (6) suppose que chacun des trois nombres fjL, m, n,
est très grand; cette condition étant remplie, et si le lapport —
s'écarte beaucoup de - , cette formule donne pour U une valeur très
petite i-elativement à son maximum; mais il est bon d'obsei'ver que si l'on suivait une autre méthode d'approximation, la valeur toujours très
petite de U que l'on trouverait , lorsque la différence ^ est une
très petite fraction, pourrait ne pas coïncider avec celle qui se déduit de la formule (6) , de telle sorte que le rapport de l'une de ces valeurs approchées à l'autre pourrait différer beaucoup de l'unité.
Pour le faire voir, j'observe qu'en vertu d'une formule qui se trouve
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dans l'un de mes mémoii'es sur les intégrales définies (*), on a
- / ■* cos'' X cos (/« — //) X dx :
fi l
.1.3 . . . m.i .1 .3. . . .n' jA"'
Quels que soient les nombres m et n, et leur somme ,u, on aur.i donc, d'après l'ëquation [5) ,
U = - / ' cos*" X cos [m — n) x dx,
dans le cas de/> = ^ = -, qu'il nous sufîira de considérer. Or, si fx. est un très grand nombre, et si, dans un calcul d'approximation, on le traite comme un nombre infini , le facteur cos ''x de dx sous le signe d'intégration , s'évanouira dès que la variable x aura une grandeur finie; et l'autre facteur cos {m — ' n) x ayant toujours une valeur finie, il s'ensuit qu'on pourra, sans altérer la valeur de l'intégrale, l'étendre seulement depuis or = o jusqu'à jr = a, en désignant par a une quantité infiniment petite et positive. Entre ces limites, on aura
cos a? = I x*. cos a: =r e a
et , par conséquent ,
cos {m — 7i) x dx.
■KJ 0
Mais actuellement, le facteur e ^ s'évanouissant pour toute valeur finie de j:, on peut aussi , sans altérer la valeur de cette nouvelle intégrale, l'étendre au-delà de J?= a, et si l'on veut jusqu'à jr = ce ; et comme on a , d'après une formule connue ,
/ e 2'"^ cos (m — n)xdx-= \/ — ^ ^
(*) Journal de V École Polytechnique , 19' cabier, page /(go.
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il en résultera
V TTU
g 3fA ■
Tfft
Cela posé, si l'on fait, comme plus haut,
m — nz=zgy/'^,
cette valeur de U coïncidera avec celle qui se déduit de la formule (6), seulement lorsque g sera un très petit nombre relativement à v//a; et pour d'autres valeurs de g-, le rapport de l'une à l'autre de ces deux valeurs de U différera beaucoup de l'unité , et pourra même devenir
un très grand nombre. En prenant, par exgmple , g= - \//(* ^^ m — nz=.~fjt,, la formule précédente donne
fT -8'' e
On déduit de la formule (6)
ou bien, à cause que le second facteur est à très peu près égal au troisième , il en résulte
«=(i)-'Vé- .
Or, ces deux valeurs de U s'accordent en ce sens qu'elles sont toutes deux très petites, et qu'elles montrent, en conséquence, que dans un très grand nombre jx d'épreuves, il y a une probabilité U extrêmement faible que les deux événements E et F, dont les chances sont égale^s,
arriveront des nombres de fois ^ /* et 7 /* , ou dont l'un sera triple
de l'autre. Mais si l'on divise la dernière valeur de U par la pre-
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mière, on a
quantité qui croît indéfiniment avec;*, et surpasse déjà 800 pour ft =n 100.
(71). Supposons toujours les chances de E et F constantes, mais inconnues. On sait seulement que dans un nombre fx, ou m -\~ n d'épreuves, E et F sont arrivés m fois et n fois. On demande la probabilité que dans un nombre f/J ou m' -j- n' d'épreuves futures , E et F arriveront m' fois et ti' fois. En la représentant par U' ; désignant par P, le produit des i premiers nombres naturels , de sorte qu'on ait
et faisant , pour abréger ,
1 . 2 . 3 . . . . m' . 1 . 2 . 3 . . . . n' nous aurons ( n" 46 )
Quels que soient m' et «', si m et fi sont de très grands nombres, et que l'on réduise, comme plus haut, la formule (3) à son premier terme , nous aurons
27ni}
les valeurs des autres produits P„ + „,, P^^,, etc., se déduiront de celle de P„ en y mettant /i + w', ft+ 1 , etc., au lieu de «; et il en résultera
U' = HK (^+"'')'"'^'"'(>'4-^')"-^"(^-f ■)'"
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pour la valeur approchée de U', dans laquelle on a fait, pour abréger,
{m-^-7n')(n + n'){fc-hi) jr
mn{ft+fi'-{.j)
On peut aussi mettre cette expression de U' sous une autre forme : à cause de la grandeur de ^t, on a, à très peu près, par la formule du binôme,
et à cause de ju,' = m' + //, il en résulte
Si m et n' sont de très petits nombres par rapport à m et «, on aura, à très peu près,
soit par la formule du binôme (n° 8), soit par la considération des logarithmes; on aura également, à très peu près,
/m + m'Y" /mN,""' /n -f- n'\ /n\"'
et l'on pourra aussi remplacer le facteur K par l'unité dont il différera très peu. Par conséquent, nous aurons
et d'après la formule (5), nous voyons que cette expression de U' coïncide avec la probabilité que les événements E et F arriveront des nombres de fois m' et /?', dans un nombre d'cpreuves m' + n', lorsque les chances p et </ de E et F sont données à priori j et ont pour valeurs
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certaines p = — et g = -. Dans le cas particulier de m'= i et n'= o ,
on a H = i et U'= — ; en sorte que la probabilité qu'un événement E
qui a eu lieu un nombre m de fois dans un très grand nombre ^ d épreuves, arrivera encore une fois dans une nouvelle épreuve, a pour valeur approchée le rapport de m à wj ce qui est conforme à la règle du n° 49»
Mais lorsque les nombres m' et n ont des grandeurs comparables à celles de m et n, la probabilité U' n'est plus la même que si les chances
de b et r étaient données a prion , et certamement égales a — et -.
Pour le faire voir par un exemple, je désigne par h un nombre entier, ou une fraction qui ne soit pas très petite, et je prends
m'=:mh, n'=nh, y!=^.h;
la quantité K est alors à très peu près égale à .■ ; et à cause de
iu. = m-j-n, la formule (7) se réduit à
En la comparant à la formule (5), et désignant par U, ce que devient celle-ci quand on y fait
et que l'on y met m' et n' au lieu de m et n, on en conclut
d'où il résulte que U' est moindre que U,, dans le rapport de l'unité à \/ï -\-h, et que, par conséquent, U' est une très faible probabilité, lorsque h est un très grand nombre.
Ainsi, il y a ime différence essentielle entre les probabilités /; et q des événements E et F, qui sont données par hypothèse, et leurs
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probabilités- et -, déduites des nombres de fols que E et F sont
arrivés dans un très grand nombre d'épreuves : la probabilité que E et F arriveront des nombres de fois donnée dans une autre série d'épreuves, est moindre dans le second cas que dans le premier; ditïérence qui tient à ce que les probabilités de E et F, conclues de l'observation, quelque grands que soient les nombres m et n sur lesquels elles sont fondées , ne sont cependant elles-mêmes que probables , tandis que les probabilités de E et F, données à priori^ ont des valeurs certaines. Si l'on sait, par exemple, qu'une urne A renferme des nombres égaux de boules blanches et de boules noires, il y aura une probabilité à très peu près égale à 0,07979 , comme on l'a vu plus haut, que dans 100 tirages successifs, et en remettant à chaque fois dans A la boule qui en est sortie, on amènera 5o boules de chaque couleur ; mais si la proportion des boules blanches et des boules noires contenues dans A n'est pas donnée, et que l'on sache seulement que dans 100 tirages il est arrivé 5o boules blanches et 5o boules noires, la probabilité que la même cho»e aura lieu dans 100 nouvelles épreuves ne sera plus que la fraction 0,07979, divisée par y/a , ou o,o5658 , en faisant h= 1 dans l'équation précédente.
(72). Pour donner un exemple du cas oii les chances des événements E et F varient pendant les épreuves, je suppose qu'une urne A contienne un nombre c de boules dont a boules blanches et b boules noires; qu'on en tire successivement un nombre fx de boules, sans remettre dans Aies boules qui en seront extraites; et j'appelle V la probabilité que dans f* tirages, on amènera, suivant un ordre quelconque, m boules blanches e\. n boules noires. D'après la formule du n° 18, en désignant par a' et b' les nombres de boules blanches et de boules noires qui resteront dans A après les tirages, et leur somme par c', de sorte qu'on ait
faisant, pour abréger,
et conservant la notation du numéro pre'cédent, nous aurons
Si a, b, m, n, sont de très grands nombres, les valeurs des six produits Pa, Pj, etc., seront données par la formule (5) j et en la réduisant à son premier terme, et observant qu'on a
fA, = m -^ n, c z=i a -\- h,
on en conclura
^=«'©'0'("ro"V
ah ,ft
mn.c'
pour la valeur approcliée de V; laquelle est exacte et égale à l'unité, dans le cas où l'on a
m zr: a , n = h , fji, = c,
et où l'on doit prendre, en conséquence , l'unité pour le facteur H' : elle exprime alors la probabilité que dans un nombre c d'épreuves, on tirera de A, les a boules blanches et les b boules noires que cette urne contenait; ce qui est la certitude.
Dans le cas où les nombres m et n sont entre eux comme aet b, on a aussi
et si l'on fait
l'expression de V devient
c fc'
En la comparant à la formule (5), et désignant par V la probabilité que * deux événements dont les chances seraient constantes et égales aux
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chances - et - des extradions d'une boule blanche et d'une boule noire
a i origine des tirages^ arriveraient des nombres de fois a' et b' dans un nombre c' ou a' + b' d'épreuves, on aura
V ft
ce qui montre que la probabilité V est plus grande que V dans le rapport de v/c à l/^ , quel que soit le nombre c' de boules qui restent dans A après les tirages , et pourvu seulement que le nombre /* de boules qu'on en a tirées soit très grand. On peut remarquer que l'on a
de sorte que les nombres a' et b' de boules des deux couleurs qui restent dans A , sont entre eux comme les probabilités /j' et q\ ou comme les nombres a et è de pareilles boules que cette urne contenait primitivement. Si l'on a, par exemple, p' = q' =: |, et conséquemment fi' = b' = {c', on aura ( n" 69)
V TTC
et à cause de c' = c — ft , il en résultera
Lorsque pi.=\c, celte quantité a pour valeur
d'où l'on conclut que quand une urne A renferme des nombres très grands et égaux, de boules blanches et de boules noires, et qu'on en tire la moitié de leur nombre total, sans y remettre les boules sorties, la probabilité d'amener autant de boules blanches que de boules noires, surpasse, dans le rapport de V^2 à l'unité, la valeur qu'elle aurait si l'on eût remis dans l'uz'ne, la boule extraite à chaque épreuve.
(75). Je reviens actuellement au cas où les chances p et ry des deux événements E et F sont constantes , et je vais considérer la probabilité que dans un nombre f/. ou m-\-?i d'épreuves, E arrivera au moins m fois et F au plus n fois. Cette probabilité sera la somme des m premiers termes du développement de (/j + rjY , ordonnée suivant les puissances croissantes de ^; de sorte qu'en la désignant par P, on aura
mais sous cette forme, i! serait difficile de la transformer en une intégrale à laquelle on puisse ensuite appliquer la méthode du n ' 67 , lorsque m et ?i seront de très grands nombres. Cherchons donc d'abord une autre expression de P qui convienne mieux à cet objet.
On peut aussi dire que l'événement composé dont il s'agit consiste en ce que F n'arrivera pas plus de n fois dans les ^ épreuves. En le considérant de cette manière, je l'appellerai G. Il pourra avoir lieu dans les ti -+■ i cas suivants :
i". Si les m premières épreuves amènent toutes l'événement E ; car alors , il ne restera plus que f/. — *« ou « épreuves qui ne pourront pas amener F plus de n fois. La probabilité de ce premier cas sera p".
2\ Si les m-f- 1 premières épreuves amènent m fois E et une fois F, sans que F occupe le dernier rang, condition nécessaire pour que ce
second cas ne rentre pas dans le premier. Il est évident que les n i
épreuves suivantes ne pouvant amener F que n — i fois au plus, cet événement n'arrivera pas plus de n fois dans la totalité des épreuves. La probabilité de l'arrivée de m fois E et de une fois F, qui occuperait un rang déterminé , élant p^q, et ce rang pouvant être les m premiers, il s'ensuit que la probabilité du second cas favorable à G, sera mp"'q.
5°. Si les m-\-2 premières épreuves amènent m fois Eet deux fois F, sans que F occupe le deuxième rang, ce qui est nécessaire et suflisant pour que ce troisième cas ne rentre ni dans le premier, ni dans le second. La probabilité de l'arrivée de m fois E et de deux fois F , dans
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des rangs déterminés, serait p^q*; en prenant deux à deux les m-f- 1 premiers rangs pour y placer F, ou a ^ m (ni-\- i) combinaisons différentes; la probabilité du troisième cas favorable à G aura donc j m {m-\- i) p^q* pour valeur.
En continuant ainsi, on arrivera enfin au n-h i'^""cas, dans lequel les pt, épreuves amèneront 7ii fois E et n fois F, sans que F occupe le dernier rang, afin que ce cas ne rentre dans aucun des précédents; et sa probabilité sera
OT.m-4-i.m + 2....m-4-n — I ...
Ces /î + I cas étant distincts les uns des autres, et présentant toutes les manières diflérentes dont l'événement G puisse avoir lieu, sa probabilité complète sera la somme de leurs probabilités respectives (n' lo); eu sorte que nous aurons
n mr, 1 I m.m+i , m.m -f- i .m -f- 2 , , , ,
p = p- [ 1 + mq H —-q' H iTïTa-^^ q' + ■•■ (9)
expression qui doit coïncider avec la formule (8) , mais qui a l'avantage de pouvoir se transformer aisément en intégrales définies, dont les valeurs numériques pourront être calculées par la méthode du n" 67 , avec d'autant plus d'approximation que m et n seront de plus grands nombres.
(74). Pour effectuer cette transformation, j'observe qu'en intégrant n _|_ I fois de suite par partie , et désignant par C une constante arbi-
trau'e, on aura
/^ x'dx ç x" n x"-'
^J(i+x)f+'~' {^+xr ^-•(•4-^)''-'
,«— Ii«-2(I+X)''-^
Comme on a |Lt > n, tous les termes de cette formule, excepté C, disparaissent quand x = 00 ; si donc on désigne par a une quantité
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positive quelconque, ou zéro, on en conclura
/'" x''dx a" j^ n a"~' n.n — i a."—'
fi— I .,« — 2.^ — 3. . .^—«4-1 •/« — "(1+ a)'"~"
Dans le cas de <e = o, cette équation se réduit à
/■* x''dx __ n.n — i.n — 2... 2.1
0 (i -{-x)'*'*"' .«— 1 •«— 2.|K— 3...ft— «+!.;«— n '
et en divisant l'équation précédente par celle-ci, et faisant, pour abréger
(.+.r)''+ on obtient facilement
Xdx
Or, si l'on prend
et si ron observe qu'on a /> + ^f = i, le second membre de cette dernière équation coïncidera avec la formule (g); pour cette valeur de a, nous aurons donc
Dans le cas de « = o et m = /a, P est la probabilité que E arrivera au moins/* fois, ou a toutes les épreuves; par conséquent, P doit
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avoir pf pour valeur; et , en effet , pour n = o , on a ,
r xdx = — ' — = ipM, r xdx = - , p = p".
Dans le cas de « = ,«. — i et //i = i , P est la probabilité que E arrivera au moins une fois, ou que F n'arrivera pas à toutes les épreuves ; on doit donc avoir
ce que l'on peut aussi vérifier. Pour cela , je fais
pour n =1 ju, — I , il en résulte
rxdx= r-±-=L\-, — 1-1
' dr £.
0 (,_|_^)i« + i fc'
r Xdx = r ''■ - '
et à cause de
la formule (lo) coïncide avec la valeur précédente de P.
(75). Appliquons d'abord la méthode du n° 67 à l'intégrale / Xrfa-.
En appelant, comme dans ce numéro, h la valeur de x qui répond au maximum de X, etH la valeur correspondante deX, l'équation ^- = 0, qui servira à déterminer h sera
n{\ 4- ^) — (/A + i) h = o, d'où l'on conclut
SI l'on fait, clans les équations (2),
et qu'après avoir effectué les diflerenfiations relatives à A, on y motte pour cette quantité, sa valeur précédente, on en déduit
V {m -\- if '
3 {m -f- ly ' etc.;
et lorsque m,n,f/,, seront de très grands nombres et du même ordre de grandeur, il est aisé de voir que ces valeurs des quantités h', h', h'", etc., formeront une série très rapidement décroissante, dont le premier terme h' sera du même ordre de petitesse que la fraction — .
le second h" de Tordre de^, le troisième //" de l'ordre de — ^, et ain-
SI de suite.
Cela posé, nous aurons, pour la ^aleur en série de l'intégrale donnée,
(76). L'expression de l'autre intégrale r" Xdx contenue dans la formule (10) sera différente selon qu'on aura a > /z ou a < /^ en désignant toujours par h la valeur de x qui répond au majcimum de X.
En effet, la variable que l'on a représentée par t dans la transformation du n" 67 , doit être positive pour toutes les valeurs de x supérieures à ;i, et négative pour toutes les valeurs de x moindres que A; or, si l'on appelle ô et A les valeurs de / et de X, qui répondent à X zzz a, on aura
A = — — , A = lie- '' •
à cause de a= ",et en ayant égard à la valeur précédente de H, on en déduit
d'où l'on tire 9 = dh ^, en faisant , pour abréger,
En considérant A" comme une quantité positive, il faudra donc prendre ^ ::= k , lorsqu'on aura - >• /j, et 6 = — A', quand ou aura -■<. h;
par conséquent, d'après la transformation du numéro cilé, nous aurons, dans le premier cas,
et, dans le second,
rXdx^U r e-"~ dt = B r e-"^' dt-^'O. T'V''^' dt,
la. J —k dl J _oo dl J -03 dt '
en faisant, comme dans ce n" 67 ,
^^' = h' + -xWt + "bh't" H- etc.
On a d'ailleurs
{ ~ * ej''t*'-^'dt = — r" e-''t*'-*-dt, f~'' e-t't-'dt = r'e-''t"dt;
i étant un nombre entier et positif, ou zéro. Si donc on fait généralement
r e-"t"dt = K, , r e-^'t'i-^'dt = K', ,
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et SI l'on observe que H / e-'' -j- dt est l'expression de / Xr/a- , il en résultera
fl^dx = H(/i'Ko + 3A'K. + 5^'K. + etc.) -i- H (2/i"K: + 4A"K: + 6A"K: + etc.),
pour le cas de - > // , et
J^^ Xdx=J^ X(ix—n{h'Ko-h5k"'K.-{. 5A'K, + etc.) +H {2h"K: + 4h"K: + 6A-K,' H- etc.),
pour le cas de - < ^.
Chacune des séries contenues dans ces formules aura, en général, le même degré de convergence que la série (i i). Les valeurs des intégrales désignées par Kj ne pourront s'obtenir que par approximation, lorsque k sera différent de zéro. Celles qui sont représentées par K'; s'exprimeront toujours sous forme finie, et l'on aura
K',=ie-^'(A-"+/Â:"— -fi.i— i.A"-^+..,+/.z— i...a.;t'+i./— 1...2.1).
Quand on aura a. = h, les formules (i5) et (14) devront coïncider. En effet . on aura en même temps
Jj m + i' ^ f'+ i' ^ ^ + I '
ce qui rendra nulle la valeur de k tirée de l'équation (12). Il en résultera
Ko = — , K,= 1 .3.5. • .2/ — I • — i^, K' =-, K'i = 1 .2.3...?. - ; et d'après Téquatiou (11), les formules (i5) et (14) se réduiront l'une
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et l'autre à
/:x..='if'(.'+;^V«+l^.. + e.c.) -f-H(/i"+ 1.2. A" 4- J.2.5.A" + etc.).
(77). Nous supposerons actuellement les nombres m, n, /*, assez grands pour qu'on puisse ne'gliger dans ces différentes formules, les quantités h!" , A", etc. D'après les valeurs de h' et A" données plus haut , on aura
et au moyeu de l'équation (10) et des formules (i i), (i3), (i4) ? nous aurons
r = I — / e-' flf -|- -^-— -^ ^ — g— *• ;
la première ou la seconde de ces deux valeurs de P ayant lieu,
selon que l'on a - > /i ou - ■< h, et A étant une quantité positive,
donnée par l'équation (12). Pour plus de simplicité, on a mis/* et m au lieu de fj^ + i et m-{- 1 dans les derniers termes de ces formules ; elles feront connaître, avec une approximation suffisante, la probabilité P qu'il s'agissait de déterminer.
Si u. est un nombre pair, que l'on fasse m = n =z -^ p., et qu'on suppose q "^ p , on aura
Ce sera donc la première équation (i5) qu'il faudra employer; cette
formule et l'équation (ra) deviendront
et P exprimera la probabilité que dans un très grand nombre pair d'épreuves, l'événement F le plus probable n'arrivera cependant pas plus souvent que l'évcuement contraire E. En appelant U la probabilité qu'ils arriveront tous les deux le même nombre de fois, P — U sera la probabilité que F arrivera moins souvent que E. Dans le cas de p = (/ = i , il est évident que P — U sera aussi la probabilité que E arrivera moins souvent que F; le double de P — U, ajouté à la probabilité U, donnera donc la certitude, ou, autrement dit, 2P — U sera l'unité; d'où l'on conclut
irfi
et c'est, en effet, ce que l'on peut aisément vérifier. En réduisant en série , ou a
(/. + 2)log^ =-(« + 2)log(i-^J = I + ,-^+etc.,
et, par conséquent,
^•' = r- + 77-V^ + etc. ;
donc en conservant seulement les termes du même ordre de petitesse que la fraction — ^, nous aurons
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Nous aurons, en même temps,
e-''dt = / e-"<^i — / e->\lt = - s/tt -= ; ^
au moyen de quoi la valeur précédente de U se réduira à
ce qui coïncide, effectivement, avec celle que Ton déduit de la formule (6) , dans le cas de m = n et p = q.
Si fj- est un nombre impair , que l'on fasse in = ^(fx — i) ' ^^ qu'on
mule fi5) et l'équation (12) deviendront
suppose toujours q > p, on aura encore - ]> A ; la première for-
'" = v7îX^-'"+V.V-"'
-losd^J-, + '--^iog
et P sera la probabilité que dans un très grand nombre p. d'épreuves, l'événement le plus probable se présentera cependant le moins souvent ; car p. étant impair, le cas de l'égalité des arrivées de E et F sera impossible. Dans le cas de p = q = ^ , cette probabilité P devra être égale à î^; et c'est aussi ce que nous allons vérifier. Nous aurons
(^-01og;-=^ = -(f*-i)log(i+^)=-2H-^-etc., (/^ + 5)log^^ = -(^4-5)log(.-^-|-3)=.+^-^3 4-etc.,
et, par conséquent,
A" = -^ -f -^ 4- etc.
En négligeant, comme plus haut, le terme de l'ordre de petitesse de la fraction -, il en résultera
ft ' J k "2- «
ce qui réduit à ^ la valeur précédente de P.
(78). Supposons maintenant que le nombre n diffère du produit [u.-\-\)q, d'une quantité p, positive ou négative, mais très petite par rapport à ce produit. A cause de /) + </ = 1 et m 4- « = f^> on aura à la fois
« = (p -f- 1)7 — F' 'w + I = (f^ + Op + F-
La valeur correspondante de h sera
et, par conséquent, moindre que -, en regardant d'abord p comme une
quantité positive. Si l'on développe le second membre de l'équation (12) suivant les puissances de p, on trouve
et, r étant une quantité positive, si l'on fait
e = r\/2 {fl + l)pq, on en déduit
^- = rri + ^P^ll— + etc. 1.
En excluant le cas où l'une des deux fractions p et ry serait très petite, la série comprise entre les parenthèses, est très convergente, puisqu'elle procède suivant les puissances de — ^-==, ou de — f — . En ne
conservant seulement que les deux premiers termes, et faisant, pour abréger ,
3\/l (^.+ l)pq
on aura simplement Â: = / -f- c)\ On aura, en même temps ,
n = (n-\-i)q — r v/a (/* -f- i) pq ;
mais dans le second terme de la première formule (i5), il suffira de faire k = r, et d'y mettre p/n et q^Jt,, au lieu de met n; elle deviendra , de cette manière,
\/'7rJ r+é ^V'^t^PI
Considérons actuellement p comme une quantité négative, auquel cas on aura h ]> -. En désignant par r' une quantité positive, et prenant — r' y/i (/M. -f- \)pq pour la valeur de p, celle de n sera
n = {fji + 1 ) q -]- r s/ 2 {^ -{- i) pq;
mais la valeur de A- tirée de l'équation (12) devant toujours être positive , on aura A; = r' — «T', en faisant , pour abréger ,
fit la seconde formule (i5), que l'on devra employer, deviendra
\/ T J r' — S' ZW ICUUfl
Si l'on retranche de celle-ci. la précédente valeur de P, et qu'on
appelle R la diffërcuce, il vient
et d'après la signification de ces deux probabilités P , il est aisé de voir que R sera la probabilité que l'événement F arrivera dan.^ un très grand nombre f/, d'épreuves, un nombre de fois qui n'excédera pas la seconde valeur de // , et surpassera la première au moins d'une unité^ /■•^-^— .«>.«*~-«^-'^.^^^. ^.^•.^'3'www t.*»-^, /-'^^sic. -". — fUry.^c.,^. (79). Pour simplifier ce résultat, soient N le plus grand nombre entier contenu dans ^tq, et y l'excès de \>q sur N; désignons par u, une quantité telle que u \/ -i [fji, + i )pq soit un nombre entier, très petit par rapport à N ; et faisons ensuite
9 + / — '• V^2 (/* + \) pq = — u \/2{t/. + 0P9 — I ' 7 + / + '■' V'a (/* + i)pq — u v/2 C^ + r)pq.
Les limites des valeurs de n auxquelles se rapporte la probabilité R, deviendront
/J = N — u \/2 (f/. -i- 1) pq — i, n = N -{- u\/2(f/.-^ i) pq;
par conséquent, la formule (16) exprimera alors la probabilité que « excédera au moins d'une unité cette première limite, et ne surpassera pas la seconde^ c'est-à-dire la probabilité qae ce nombre sera contenu entre les limites
JN q= u \/2fxpq,
équidistantes de N, et dans lesquelles on a mis jx au lieu de ij.-\- i , ou qu'il sera égal à l'une d'elles.
D'après les équations qu'on vient de poser, et les expressions de / et S"' , ou aura
r + cT = zi -f e -f- ' -^ , r' — S" = 11 — i;
Vl {ft+ 1) pq
i étant une quantité de l'ordre de petitesse de la fraction — =. Or, en
désignant par i> une quantité quelconque de cet ordre, dont on négligera le carré, on a
si donc on applique cette équation aux deux intégrales contenues dans la formule (i6), et si l'on fait r' = r, dans les termes compris hors du signey, qui sonf déjà divisés par V'f^, il en résultera
R = I - J--^f^e—dt-\. -^^e-.', (17) y Tir-' u y 7.-itfi.pq
où l'on a aussi mis, dans le dernier terme, f* au lieu de /-c+ 1 .
Si l'on eût voulu que l'intervalle des valeurs de n dont la probabilité est R, ne comprît pas sa limite inférieure, il aurait fallu augmenter d'une imité la plus petite des deux valeurs précédentes de n;
ce qui aurait fait disparaître le dernier terme de la valeur
de '-f-cT, et, par suite, le dernier terme de la formule (17)- De même, pour que cet intervalle ne comprît pas sa limite supérieure, on aurait dû diminuer d'une unité la plus grande de ces deux valeurs de n; ce
qui aurait diminué de — ^= la valeur de r' — J^', et encore
yi{^+ \)pq
fait disparaître le dernier terme de cette formule (i7)- Enfin, on devrait changer le signe de ce terme, si l'on voulait que l'intervalle des valeurs de n que nous considérons ne renfermât ni l'une , ni l'autre, de ses deux limites. U suit de là que le dernier terme de la formule (17) doit être la probabilité que l'on ait précisément
7i = N -{- M \/2[xpq ;
u étant une quantité positive ou négative, telle que le second terme de Ji soit très petit par rapport au premier. C'est aussi ce qui résulte de la formule (6).
En effet, en négligeant les quantités de l'ordre de petitesse de la
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fraction -, on aura
d'où l'on conclut
OU , ce qui est la même chose ,
or, en développant ces logarithmes , et négligeant toujours les ternies de l'ordre de - on trouve — u' pour la valeur du second membre de cette équation ; par conséquent , nous aurons
et comme on a aussi, d'après les équations précédentes,
mn
la formule (6) deviendra
ce qu'il s'agissait de vérifier.
La première valeur de P du numéro précédent, étant Ja probabilité que le nombre n ne surpassera pas la limite fjiq — /' \/ ifxpq , dans laquelle je mets fji au lieu de p + i , il s'ensuit que si l'on fait uz= r dans la valeur de U et qu'on la retranche ensuite de celle de P, la diffé-
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rence P — U sera la probabilité que n n'atteindra pas cette même limite. De même, si l'on fait ur=zr' dans la valeur de U et qu'on la retranche ensuite de la seconde valeur de P du numéro précédent, la diflérence P — U sera la probabilité que n sera au-dessous de la limite fjLq-^r \/2fJLpq. En appelant Q en Q' ces différences, on trouve
Q' = I -. f "^ e-" dt -\ ''^ZJl.^ e-'-.
\/ %J r'—f 3 y 1%fi.pq \
iTefipq
On se rappellera que , dans ces formules , r et r' sont des quantités positives, très petites par l'apport à \Jf^; en sorte que les limites de n auxquelles ces probabilités Q et Q' se rapportent diffèrent peu du produit |!x^ , l'une en plus et l'autre en moins. En même temps, les valeurs des quantités S' et $' qu'elles renferment , seront très petites par rapport à r et r'; et si l'on y met jW à la place de /* -}- i, on aura
^ _ {p - q)_r2 jx/ _ (/> — ?)/'
3 V/ T^ftpq 3 y/ ifi-pq
( 8o ). En divisant par jx les limites de n auxquelles se rapporte la formule (17), et ayant égard à ce que U représente, on aura
q — - -zç. \/ ?^ pour les limites du rapport - , dont la probabilité est R. Si donc, on néglige la fraction -, il en résultera que cette quantité R, déterminée par la formule (17), est la probabilité que la
différence q, se trouvera comprise entre les deux limites
ipq
qui seront au^si, en changeant leurs signes, avec la même probabilité, celles de la différence -' — p, puisque la somme P~ If
de ces deux différences , est égale à zéro.
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On pourra toujours prendre u assez grand pour que cette probabilité R diffère aussi peu qu'on voudra de la certitude. II ne sera pas même nécessaire de donnera u une grande valeur pour rendre très petite la différence i — R : il suffira , par exemple de prendre u égal à quatre ou
cinq, pour que l'exponentielle e~"', l'intégrale / e~'' dt, et par suite
la valeur de i — R, soient presque insensibles. La quantité u ayant reçu une pareille valeur et demeurant constante, les limites de la
différence p se resserreront de plus en plus à mesure que le nombre fji, qu'on suppose déjà très grand, augmentera encore davantage; le rapport — du nombre de fois que E arrivera au nombre total des
épreuves, différera donc de moins en moins de Ja chance p de cet événement; et l'on pourra toujours multiplier assez le nombre f/ des
épreuves, pour qu'il y ait la probabilité R que la différence p sera
aussi petite qu'on voudra. Réciproquement, en augmentant continuellement le nombre p, si l'on prend pour chacune des limites précédentes, une grandeur constante et donnée Z, c'est-à-dire, si l'on fait croître u dans le même rapport que v/f^» la valeur de R approchera indéfiniment de l'unité; en sorte qu'on pourra toujours augmenter assez le nombre \>- des épreuves, pour qu'il y ait une probabilité aussi
peu différente qu'on voudra de la certitude, que la différence p
tombera entre les limites données db /. C'est en cela que consiste le théorème de Jacques Bernouilli , énoncé dans le n" 49-
(8i). Dans le calcul précédent, nous avons exclu (n° 78) le cas où l'une des deux chances p et q est très petite, qui nous reste, en conséquence, à considérer en particulier.
Je suppose que cj soit une très petite fraction, ou que ce soit l'évément F qui ait une très faible probabilité. Dans un très grand nombre fx d'épreuves , le rapport - du nombre de fois que F arrivera à ce
nombre p. sera aussi une très petite fraction; en metfalit fj. — n'a la place de m dans la formule (9), faisant
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et négligeant ensuite la fraction -, la quantité contenue entre les parenthèses, dans celle formule, deviendra
En même temps, on aura
<ii . / a X'" / w\~n
on pourra remplacer par l'exponentielle e ~ ", le premier facteur de cette valeur de /?"", et réduire le second à l'unité; par conséquent, d'après l'équation (g) ,' nous aurons, à très peu près,
pour la probabilité qu'un événement dont la chance à chaque épreuve
est la fraction très petite -, n'arrivera pas plus de n fois dans un très
grand nombre p d'épreuves.
Dans le cas de n=o, cette valeur de P se réduit à e ~ "; il y a donc cette probabilité e~'" que l'événement dont il s'agit n'arrivera pas une seule fois dans le nombre « d'épreuves, et conséquemment, la probabilité I — e^" qu'il arrivera au moins une fois, ainsi qu'on l'a déjà vu dans le n" 8. Dès que ti ne sera plus un très petit nombre, la valeur de P différera très peu de l'unité , comme on le voit , en observant que l'expression précédente de P peut être écrite sous la forme
P= I ( I -^ ; ; ___f_elC. 1.
Si l'on a, pas exemple, &)= i, et qu'on suppose n=io, la différence I — P sera à peu près un cent-millionième, de sorte qu'il est pi'esque
certain qu'un événement dont la chance très faible e?t - à chaque
épreuve, u'arrivera pas plus de dix fois, dans le nombre fj. d'épreuves.
(82J. L'intégrale contenue dans la formule (i-) se calculera, en général, par la méthode des quadratures. On trouve à la fin de Whialyse des réfractions astronomiques de Kramp, une table de ses valeurs qui s'étend depuis m = o, jusqu'à ?i=3, et d après laquelle, on a
/ e— '' lit = 0,00001967729. . . ,
pour ^^ = 5. Au niojen de l'intégration par partie, on trouve
P e-" rf. = ^fi - -L + i^- ^# + etc.);
pour u >3, la série comprise entre les parenthèses, sera suffisamment -convergente, du moins dans ses premiers termes, et cette formule pourra servir à calculer les valeurs de l'intégrale On a aussi
r~ e-'V< = |V'^— r" e-'' dt;
et en développant l'exponentielle e~'' suivant les puissances de t* , on aura
„ e ^^ = „__ + _-^-^-^^+etc.;
série qui sera très convergente pour les valeurs de u moindres que l'unité.
Si l'on veut calculer la valeur de u pour laquelle on a R = ^, on fera usage de cette dernière série; et d'après l'équation (17) on aura
U 5 H -r 5 \- etc. = 7 V-TT y= .
II
y. Y l^pq
aux quantités près de l'ordre de petitesse de -. Après quelques essais, on trouve fl = o,47(>5 pouf la valeur approchée de a; d'où il résulte qu'il sera également probable que la différence p tombera en dehors ou en dedans des limites
Pour une valeur quelconque de ?< , il y a la probabilité R que la différence des deux quantités pet q, aura pour limite le'
double de d: u y -^; si donc on a, pz=.qz=\, il y aura une probabilité égale à { que la quantité , sera comprise entre les limites
par conséquent, lorsque les événements E et F ont la même chance , il sera également probable qne la différence rn — n entre les nombres de fois qu'ils arriveront , surpassera 0,675g. s/ix — i, ou sera moindre, abstraction faite du signe.
Ainsi, quand deux joueurs A et B jouent l'un contre l'autre à jeu égal, un très grand nombre de parties, un million par exemple, il y a un contre un à parier que l'un d'eux , sans dire lequel , gagnera 674 parties de plus que l'autre. C'est dans cette différence qui peut également favoriser les deux joueurs, que consiste la part du hasard. Mais si, à chaque partie, la chance p de A surpasse la chance ^ de B, il y
flura uue probabilité R, toujours croissante avec le nombre a , que A gagnera déplus que B, un nombre /m(/j — (j):iz^u\/2/xp(j ; et comme le terme fjt.(p — q), qui résulte de la différence d'habileté des deux joueurs, croît proportionnellement au nombre des parties, tandis que le terme ambigu croît seulement dans le rapport de la racine carrée de ce nombre, il s'ensuit que le joueur le plus habile, ou qui a le plus de chance à chaque partie. Unira toujours par l'emporter sur l'autre , quelque petite que soit la différence p — cj.
(85). Dans ce qui précède, nous avons supposé connues les chances petq des événements E et F, et nous avonsdéterminé, avec une grande probabilité et une grande approximation, les rapports — et -, quand le nombre tÀ des épreuves est très grand. Réciproquement, lorsque ces chances ne seront pas données à priori ^ et que les rapports — et - auront été
observés, les formules que nous avons trouvées feront connaître les valeurs très probables et très approchées des inconnues p et </. Ainsi, il y aura la probabilité R. donnée par la formule (17), que la chance p
de E est comprise entre les limites — ± m \ / -£^. Si R diffère très peu de l'unité, la fraction p sera donc à très peu près et très probablement égale à —, et ^ à - ; en mettant donc — et - à la place de p et q dans le t^rme ambigu de ces limites et dans le dernier terme de la formule (17); qui ont déjà Vf« pour diviseur, il en résultera
R = I - 4-_ f^e-'-dt-hJ-^e-', (19)
pour la probabilité que la chance /> de E est comprise entre les limites
m _, M fimn
fi . ftV fc '
Lorsque m, n, fi, seront de très grands nombres, on pourra, en général, se servir des valeurs approchées — et - de /? et q. pour calculer la
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probabilité d'un évéïiemetit futur, composé de E et F ; par exemple , la probabilité de l'airivée m' fois de E et n' fois de F, dans un nombre f*' ou m'-i-?i' de nouvelles épreuves, pourvu que fz' soit très petit par rapport à «. ; et cela étant, si f^f est néanmoins un très grand nombre , on
pourra employer la formule (17) : en mettant />t', — , -, au lieu de jtt,
p, q, dans cette formule et dans les limites auxquelles elle se rapporte, elle deviendra
R = I ^ r* e-" dt -\-—-g^^^e-"\ (20)
y 7r J " yiTTfi'mn
et elle exprimera la probabilité que le nombre n' sera compris entre les limites
fi n
où l'on a mis — au lieu du plus grand nombre entier contenu dans ce
rapport. Quelque approchées que soient ces valeurs — et - de petq,
comme elles ne sont que probables et non pas certaines, on n'eu pourra plus faire usage, ainsi qu'on l'a vu précédemment (n" ■yt ), quand le nombre // des épreuves futures aura une grandeur comparable à celle du nombre ^t. C'est pourquoi , nous allons considérer d'une autre ma^ nièie la question des chances p et (jr de E et F, déduites des événements observés, et appliquées ensuite à la probabilité des événements futurs.
(84)- On suppose toujours que l'événement observé soit l'arrivé m fois de E et n fois de F, dans un très grand nombre /x ou /n + ?i d'épreuves, pendant lesquelles les chances /? et (/ de E et F n'ont pas varié. l\ y aura alors, d'après ce qui précède, une très grande probabilité
que ces chances inconnues différaient très peu des rapports — et -
que l'on pourra prendre, en conséquence, pour les valeurs approchées de p et q. Ces chances étant d'ailleurs susceptibles d'une infinité de valeurs croissantes par degrés infiniment petits, la probabilité d'une va- Icm exacte de p et de la valeur correspondante de q sera une quantité in-
finiment petite, qu'il s'agira de déterminer, du moins pour chacune des valeurs de p et (/, qui s'écartent peu de — et- et que nous aurons seulement besoin de conuaitr-e. ,
La quantité Q, déterminée par la première formule (18), étant la probabilité que le nombre n est inférieur à jj-q — r\/iiJi,pq, elle est également la probabilité que la chance inconnue q de l'événement F, arrivé
n fois dans i<- épreuves, est supérieure à - -j- r 1/ — , ou bien à
- + - \/- — -, en substituant dans le second terme de cette limite, à la
^ fi V fi
place AepeXq, leurs valeurs approchées — et -. Si l'on met r — dr an lieu de /'dans cette formule, et que l'on conserve seulement les infiniment petits du premier ordre, Q — -7-<Yrsera donc aussi la probabilité
n . ;• 1 imn / -xinn dr , dQ
que q surpasse--)-- \^ — y^—--; par conséquent, — ^^ exprimera la probabilité infiniment petite que l'on a précisément
n , ;• limn
pour toutes les valeurs de r positives et très petites par rapport à \/fj., comme le suppose l'expression de Q. De même, la seconde formule ( 1 8)
exprimera la probabilité Q' que la chance q est supérieure à 1/
en y mettant r'-\-dr' au lieu de r' , on aura donc Q' -f- ^ dr' pour la pro-
, 1 •!■»' 1 1 1 n r / imn limn dr oabilite que la valeur de q surpasse 1/ 1/ — ; par conséquent, —, c^r'sera la probabilité que q est supérieure à la seconde limite sans l'être à la première, ou que l'on a précisément
H fc \ fi
2mn _
ai 2
r' étant aussi une quantité positive et très petite par rapport à y/*- Mais par les règles connues de la différentiatiou sous le signe /, et en substituant — et - à la place de p et q dans les derniers termes des torf<. ^c '^ '^ '
mules (i8), on a
dQ i / , d.i'\ „,,,.w , i{n — m)r
y'.pf \ dr y 3 ^ ^.a-ftrnn
D'après les valeurs de eT et cT', et en y faisant les mêmes substitutions , on a aussi
dr 3 Y/^ûin ' dr' 3 y/'^mn
d'ailleurs, en bornant, comme précédemment, l'approximation aux termes de l'ordre de petitesse de la fraction — =, et négligeant, en conséquence, ceux qui ont fyi, pour diviseur ;, nous aurons
,_r.+,,. = (1 _ ^rcDe-" = T. _ ^ (^ -j^ "l ^-.^ ^
l— 3 [/ifcmn —I
e-(''-^)"= ( I + 2r'S^')e-'-'' = fi + ^ ^""-^llf ~| e-'" ;
•— 3 y i^mn —I
et de ces diverses valeurs , nous déduirons
rf Q I _^ , 2 (m — n) r^ _^ ,
</'' y/^ 3V/27!>«wn
dO' i ,, , 2(m — n)r'''
. "'■ y TT 3 y T.TTft.Tnn
Or, ces deux expressions ayant la même forme, et se changeant l'une dans l'autre par l'échange de r et — /-', il s'ensuit que si l'on- désigne par ^' une variable positive ou négative , mais très petite par rapport à y//*.
et qu'on fasse
on aura \dv pour la probabilité de
n , V , /imn 9 = -+ - V :
fi fi </ fC
à cause àep=i i — q et m=:f4. — n, cette probabilité infiniment petite sera, en même temps, celle de
m V / imn
Cette quantité V décroît, comme on voit, très rapidement à mesure que t' augmente; et avant que cette variable ait acquis une jjrandeur comparable à v/^, celle de V peut être extrêmement petite à raison du facteur e— '". Si l'on exprime de la même manière au moyen de cette variable, les valeurs de /> et ^ très différentes de — et - , et que l'on repré-
sente par \'dv leur probabilité; V sera une fonction de v, diftéreiUe de V, dont les valeurs numériques seront encore beaucoup moindres que celles de V qui répondent à la limite où peut s'étendre la formule (21). On pourra donc regarder ces valeurs de V comme étant toutà-fait insensibles; ce qui nous dispensera de cliercher l'expression de cette quantité V eu fonction de v.
Cela posé , soit E' un événement futur, composé de E et F ; désignons par n la probabilité de E' qui aurait lieu si les chances de E et F avaient des valeurs certaines , de sorte que H soit une fonction donnée de yu et ^; désignons aussi par n' la probabilité véritable de E', en ayant égard à celle des valeurs quelconques àe p gI q que l'on subsi tuera dans n : en multipliant il par cette probabilité infiniment petite àe p et q, et intégrant ensuite le produit depuis p=o e\ q^^ i jusqu'à />= i et ^ =0 , on aura l'expi-ession de FI'. Mais, d'après ce qu'on vient de dire, on pourra négliger la partie de c^te intégrale qui répond aux
valeurs de p elq qui s'écartent beaucoup de — et - ; par conséquent , si l'onmet dans U les valeurs précédentes de p et q, on aura simplement
n' = fn\dv, (22)
en étendant l'intégrale aux valeurs positives ou négatives de «', mais très
petites par rapport à Vf^.
Ce résultat s'accorde avec celui qui a été obtenu plus directement , dans le second paragraphe de mon mémoire sur la proportion des nais- Mnces des deux sexes.
(85). Pour donner une première application des formules (21) et (22), je suppose que IT soit la probabilité que dans un très grand nombre /^' ou m! -\-n' de nouvelles épreuves, les événements E et F auront lieu des nombres de fois m' et n' qui seront entre eux , à très peu près , comme les nombres de fois m et n qu'ils sont arrivés dans les f* épreuves déjà faites; ou, autrement dit, je suppose qu'on doive avoir
m'=mh — a V/f^', n' = nh -{- u \''p.' , [j.'z=:fj.h;
h et a étant des quantités données , dont la seconde pourra être positive ou négative , mais sera très petite par rapport à yZ/jt'. D'après la formule (6), et en faisant
nous aurons
ovi l'on peut déjà remarquer que U' serait la probabilité de l'évé-
nement E' que nous considérons , si — et - étaient les valeurs exac-
fi fi
tes et certaines des chances /? et g» de E et F, et que l'on eût a = o.
D'ailleurs, à cause de
tJ»
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et , en faisant aussi
limn a
les valeurs de p et ^ du numéro précédent pourront s'écrire sous cette forme :
En les substituant dans la valeur de II , il vient
Les quantités "^ et ^—r étant de l'ordre de petitesse de la fraction —p= ou — -;= , on aura , en séries très convergentes , j, Vf' Vf
• ^«§0 -^) = -^-ï^-fc^-^*^•' .log(. -|-^) = ^_^"+'iX^_etc.,-
d'où l'on déduit
(,^ - IZ; = ^ '^ e etc.,
l^' -r ^j =e'' ' e e -• etc.
Mais à cause du facteur U' de n', qui est déjà de l'ordre de petitesse de — ^, on pourra négliger les quantités de cet ordre dans
les deux autres facteurs; ce qui permettra de réduire toutes les exponentielles à l'unité, à partir de la troisième, dans chacun de ces
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deux produits. A ce degré d'approximation, on aura donc
Par la même raison , ou pourra négliger le second terme de la forniule (21); au moyen de quoi la formule (22) deviendra
Quoique celte intégrale ne doive s'étendre qu'à des valeurs de v très petites par rapport à \/y.; si l'on observe qu'à raison du facteur exponentiel, le coefficient de dv sous le signe /" devient toutà-fait insensible pour les valeurs de i' comparables à V'p, on en conclura que sans altérer sensiblement cette intégrale ^ on peut l'étendre à de semblables valeurs de v, et la prendre, comme nous le ferons effectivement, depuis v =z — co jusqu'à v = co . Or, en mettant mh et nh au lieu de m' et n' dans la valeur de v^, on a
cela étant, si Ton fait
a fc
^yJT+Ji-.—^^—. = X, ds>z=
dx
les limites de l'intégrale relative à la nouvelle variable x seront encore db 00 , et il en résultera
pour la probabilité qu'il s'agissait de déterminer. Dans le cas de a = o, on aura simplement
ce qui coïncide, d'après ce que U' représente, avec le résultat qu'on a trouvé d'une autre manière dans le n" 71.
(SÔ). Pour le second exemple de l'applicaliou des formules (21) et (22), nous supposerons que W soit la probabilité que la différence -7 n'excédera pas la quantité — ^ qu'elle devait atteindre
dans l'exemple précédent.
La quantité n sera en fonction des chances /? et ^ de E et F, la probabilité que dans les ^ épreuves futures, F n'arrivera pas
plus d'un nombre /i' de fois, égal à — + a vV> et que E aura lieu
un nombre m' de fois , au moins égal à — — a \'\>! . Sa valeur sera
donc donnée par l'une ou l'autre des formules (i5), en y mettant ^', m', n', au lieu de ,", m, n. Pour ces valeurs extrêmes de /n' et n', on aura
en bornant toujours l'approximation aux quantités de Tordre de
petitesse de —7^, ou de -7=- D'après les valeurs de p et 5» du nu-
V M- Vf'
niéro précédent, on aura, en même temps,
m \ » mn J
si donc on limite la variable v de manière qu'on ait
y/ ififimn
abstraction faite du signe, on aura - •<— 7-; — ,ou2>— ^ — , selon
que la constante a sera positive ou négative ; par conséquent ,
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dans le premier cas, nous aurons
n = I \-=r f e-"dt + . , , ,
en vertu de la seconde équation (i5), et dans le second cas,
" = ihlî'-"
dt-
en vertu de la première ; k étant une quantité positive donnée par l'équation (12), ou dont le carré est
A;* = n' log -y^xT; + K + I ) log
Des valeurs extrêmes de m' et rî, et de celles de /j et ^ , qui doivent être employées les unes et les autres dans ces formules, il résulte
en faisant, pour abréger,
ce f^/zmn n'
Cette quantité v' sera de l'ordre de —;=; on aura donc, en séries très convergentes ,
1 «' (^'+')>'' i(^£+£)V' iO«^)V' log^=log^^,-q— ; ;7— ; ^ —3 ^ etc.,
log/) == log ^^T^p-p 4- ^;;r^:j7Y — 2 l^ô^Tr ^ 3 l^^+j-yr — etc.,
d'où l'on déduit, au degré d'approximation où nous nous arrêtons,
2m' n' 'irri'^n''- '
et ensuite
L 3\/aKWn J
en ayant égard à la valeur de v' , et faisant, pour abréger,
A cause de la limite qu'on vient d'assigner à v, cette quantité k' sera de même signe que a; pour que la valeur de k soit positive, il faudra donc prendre le signe supérieur ou inférieur devant son expression , selon que et sera une quantité positive ou négative. Le second terme de cette valeur de k sera aussi de l'ordre de petitesse de — — ou— =; par conséquent, nous aurons
j ^ e-''dtz= I e-''dt±:
3 \/ 2fi'm'n' En même temps, les valeurs précédentes de FI deviendront
n = I '- r e-"dt ■+■
in' „ (5-A
y/^rJ f^ ^^Trfi'm'n
n = -i^ r e-"dt +
an
et, eu vertu des formules (21) et (^22), les valeurs correspondantes de n' seront
n'= 4= fe-'"di'—- r fe-"-^'dtd^ + —J^==. re-*'-—,A.
\/tJ -t J k J y 7.%ijlTrin J
"iy^ 27rftmn\j yi
n' = - r A" ''-"'dtdi> + -^i== fe-'^'-
= r fe-"-"'v'dt.dv.
'dv
SîT ^ iftmn
Les exponentielles e-"', e-'"— '" , g— *'— ^', rendant insensibles les
coefficieots de dv sous les signes /, au-delà de la limite assignée à c, il s'ensuit que sans alte'rer sensiblement les intégrales relatives à cette variable, on pourra les étendre, comme plus haut, depuis v=. — 00 jusqu'à V z= ce . Soit, en outré,
-^=±^, îLpi^^y, t^^^y., dt=.dh
fe étant une quantité positive, et les signes supérieurs ou inférieurs ayant lieu selon que a, sera une quantité positive ou négative. Dans la première expression de n', qui suppose a positive, onprendra donc
k' = ë — yv, t =: B — yi>;
et les limites des. intégrales relatives à la nouvelle variable 6 seront S = € et ô = oo . Dans la seconde expression de IT, qui se rapporte au cas de et négative , on devra prendre
A' = — g — yv, t = ^ ■+- yv;
et les limites de cette intégrale seront encore 9 :=: ê et 6 = oo , De cette manière, on aura
y 2-rrfc'm'n' J — »
J7ry lumn J ^ J — œ
Sa- V/ ifimn
y iTtm, m n J — »
oiry lumn J ^ J — œ
Les intégrations relatives à v s'eflectueronl sans difficulté , en sorte que la probabilité il' qu'il s'agissait de déterminer ne renfermera plus qu'une intégrale simple relative à G. A cause de
la première valeur de FI' sera la probabilité que le nombre n' n'f xcè-
j "/"' 1 fi . /'i.ni'T^ . ^ nu j
dera pas (-«y — ; — , qui surpasse très peu -^ , et sa seconde valeur exprimera la probabilité que ^^' n'excédera pas — — &\/ —r~ qui est un peu moindre que—.
(87). Ou peut remarquer qu'à raison des limites =fc 00 , relatives à t', les deux premières intégrales sont les mêmes dans les deux valeurs de FI' , et la troisième est la même au signe près. Il en résulte qu'en appelant (p l'excès de la première valeur sur la seconde, on aura simplement
et cette quantité cp sera la probabilité que le nombre n surpassera
nu f, /im'n' ., nu.' , o /■xnirî 6 1/ — , sans excéder -^ + b 1/ .
I*. \ fc f* M H-
Si nous faisons
« ^ dz
les limites relatives à la nouvelle variable z seront toujours ± 00 , et nous aurons
ou, ce qui est la même chose,
<p = I — — ^ / e-'-dt,
y ir J "
en faisant aussi
En ajant égard à la valeur àe y , on verra que cp exprime actuellement la probabilité que Ji' sera compris entre les limites
fv
ou égal à la limite supérieure. Si l'on veut que cet intervalle des valeurs de n' contienne aussi la limite inférieure, il faudra ajouter à cp la pi'obabilité que n' sera précisément égal à cette limite ; laquelle probabilité sera donnée par la formule (23), en y faisant
De cette manière, si l'on désigne par «jet la probabilité que le nombre ti' tombera entre les deux limites précédente:^ , ou sera égal à l'une ou à l'autre, on aura
^=,-±-_ re-dt 4- >^V^' ^^— ;iwïïT7--f^- _ , .
En comparant cette valeur de «zs- à celle de R qui est donnée par la formule (20), on voit que ces deux probabilités ne diffèrent l'une de l'autre que par leurs derniers termes, et sont, en conséquence, à peu près égales. Mais quand le nombre ij! des épreuves futures n'est pas très petit par rapport au nombre ijl des épreuves déjà faites, les termes ambigus des limites de Ji' auxquelles répondent ces probabilités rar et R ne sont pas les mêmes, et les limites dont «ar est la probabilité peuvent être beaucoup moins resserrées que celles dont la probabilité est R.
En effet, si la probabilité 'Zêr diffère peu delà certitude, on pourra, dans les limites auxquelles elle se rapporte, mettre pour n' et m' leurs
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valeurs approchées et très probables — et ^^- ce qui changera ces Hmites en celles-ci :
nu. Il , ; f : — =—
— :f= - V ^iJ^mn ( i + h.)',
h étant le rapport de fx' à f/,. Or, en les comparant à celles du n" 85, auxquelles répond la probabilité R, on voit que pour une même valeur de u , elles sont plus étendues dans le rapport de \/ 1 -\- h à l'unité. Pour les rendre aussi étroites que celles de ce numéro, il faudrait diminuer u dans le rapport de l'unité à \/i -\-h; ce qui diminuerait aussi leur probabilité et la rendrait moindre que R. Quand h sera une très petite fraction, les formules (ao) et (24), coïncideront à très peu près, ainsi que les limites correspondantes des valeurs de n'. Ce résultat s'accorde avec celui que j'avais déjà trouvé d'une autre manière , dans le mémoire cité plus haut.
La formule (24) exprime aussi la probabilité que la différence
— sera comprise entre les limites
ou égale à l'une d'elles, et qu'il en sera de même à l'égard de la diffé-
ra
rence -; • —, en changeant leurs signes. Si donc on a pris pour u un
nombre tel que trois ou quatre , qui rende la probabilité «ar très approchante de la certitude (n° 80), et si, néanmoins, l'observation
donne pour —r ou — des valeurs qui s'écartent notablement
r fc fi fi fc
de ces limites, on sera fondé à en conclure, avec une très grande probabilité, que les chances inconnues des événements E et F ont changé, dans l'intervalle des deux séries d'épreuves, ou même pendant ces épreuves.
On peut remarquer que pour une même valeur de «, et, par conséquent, à égal degré de piobabililé, les limites précédentes ont la plus grande amplitude, quand /^ et p-' sont égaux, et la moindre, lorsque
l'un de ces nombres est très grand par rapport à l'autre. Dans le cas de fx = fj., on a aussi à très peu près m' =m et//' = « ; ce qui réduit le
coefficient de m à -=--. Si, au contraire, /a' est très grand relative-
ment à u; à cause de m' = — ^ et «' = — , à très peu près, ce coefti- /« /«
cient se réduira à jz^ , et sera moindre que le précédent, dans le
rapport de l'unité à y/a.
(88). Généralement, les deux événements contraires E et F, dont les chances inconnues sont p et (f , étant arrivés les nombres de (ois in et ?t dans le très grand nombre p d'épreuves; si deux autres événements contraires E, et F,, dont les chances également inconnues seront désignées par p, et r/, , ont eu lieu des nombres de fois m, et //, dans un très grand nombre u, ou m, + ri, d'épreuves, et si les rapports —et — ' diffèrent considérablement l'un
de l'autre, ce qui aura lieu aussi, pour - et —, on devra regarder comme certain, ou à très peu près, que les chances p et p, sont inégales, ainsi que q et q,. Mais quand les différences ' et —,
soiil de petites fractions, il est possible que les chances p et p,, q et q,, ne soient pas sensiblement inégales, et que les différences observées proviennent de ce que, dans les deux séries de p. et p., épreuves, les événements ne sont point arrivés rigoureusement en proportion de leurs chances respectives : il sera donc utile de déterminer, comme nous allons le faire, la probabilité d'une inégalité entre les chances inconnues p et p,, q et q,, correspondante à des différences données , peu considérables, égales et de signes contraires, entre les rapports m m, Il , n,
— et —, - et — .
Je désigne, comme dans le n° 84, par
m ^ / 'inin
une valeur de p qui s écarte peu de — , tie sort*.- que v soit une va-
riable positive ou négative, mais très petite par rapport à vV- S**'* de même
m, V, /zm,n,
une valeur de p, peu différente de p, et dans laquelle la variable v,, positive ou négative, est très petite par rapport à \/pi,. Supposons qu'on ait
cT étant une petite fraction, qui pourra aussi être positive ou négative. jNous aurons
en désignant cette différence par z, on en déduira
i.. = (J>~ z) fz, JJ^Z _L " 'X^; V 2m, n, ^ \^fim,n,
et si £ est une petite fraction positive, et qu'il s'agisse de déterminer la probabilité que /?, excédera p d'une quantité au moins égale à e , il ne faudra donner à la variable z que des valeurs positives qui ne soient pas moindres que e.
Cela posé, les probabilités infiniment petites des valeurs précédentes de p etp,, seront Ydv et V.^^", ; le coefBcient \ étant donné par la formule (21), et V, désignant ce que cette formule devient quand on y met fx,, m,, n,, i>,, au lieu de ^i, m, n, v. La probabilité du coucours de ces deux valeurs sera le produit de Ydv et y,dv, ; et si l'on appelle A la probabilité demandée, elle sera exprimée par une intégrale double , savoir :
Pour plus de simplicité je négligerai le second terme de la formule
(21); et il en résultera
Si l'on veut substituer, dans cette intégration, la variable s à t', , il faudra prendre pour dv, la différentielle de la valeur précédente de i>, , relative a z; et, la variable i>, étant ici supposée croissante, i! faudra, pour que z le soit aussi , changer le signe de dp^; en sorte que l'on aura
d^, = -^^^y^dz.
On aura, en outre.
m, n,^Yifc
L intégrale relative à v pourra s'étendre , comme dans les questions précédentes, depuis vz= — oo jusqu'à 1^ = od. En faisant
1 __ f<.\/fim,n,dx
les limites relatives à la nouvelle variable x seront encore rfc 00 ; l'intégrale relative à z ne devra s'étendre que depuis z = e jusqu'à s = co ; et comme on aura
la valeur de x deviendra
Soit actuellement
faisons aussi
\/i (f4.^m,n,+fc,^mn]
= =fc:M; (25)
u étant une quantité positive, et en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur selon que Ton aura ê > «T ou €<</". Les limites de l'intégrale relative à / seront t:=dbu et «=00 ; et si l'on observe que l'on a
/oo /^oo /^^ u /^ 00
e-~'dt= e-'-dt— e-"dt= \/7r— e-" dt,
-u J — QC J 00 J u
on en conclura finalement
A = -^ f^e-'^dt, A=i -f^e-^dt; (26)
la première valeur ayant lieu quand la diflFérence g — «Tsera positive, et la seconde, lorsque cette différence est négative.
On doit observer qu'ayant négligé le second terme de la formule (21), la probabilité du cas où la différence p, — /? serait précisément égale à ê se trouve aussi négligée; en sorte que A est la probabilité qu'on a p, — p > £, et non pas qu'on ait p, — p"^ t , ou p, — />= e. Dans le cas de È = <f , la quantité n est nulle, et les deux valeurs de
K sont A = -, c'est-à-dire, qu'il y a un contre un à parier que p, excède p d'une quantité plus grande que cT.
Les formules (26) serviront aussi à calculer la probabilité que la chance inconnue p, surpasse une fraction donnée. Pour cela , je fais, dans l'équation (25),
m n ^_ rri,
ce qui la change en celle-ci
Mais le nombre fx étant supposé infini, la chance p est certainement
égale au rapport — ou à la fraction co; par conséquent , A est alors la
probabilité qu'on a/), >• e + c?. En prenant, pour plus de simplicité, a au lieu de ê + o), et mettant aussi t^^, m, n, à la place de p, , ?n, , n„
on aura
u = :àz(a>-"^\-^^X^; (27)
et selon que la différence cj sera positive ou négative, la première ou la seconde formule (26) exprimera la probabilité que la chance inconnue d'un événement arrivé m fois, dans un très grand nombre p ou m -+■ n d'épreuves , excède la fraction donnée a.
(89). Afin de donner une application numérique des diverses formules qu'on vient d'obtenir, je prendrai pour exemple l'expérience de BufFon qui uous a déjà servi dans le n° 5o.
L'événement E sera alors l'arrivée de croix, et F l'arrivée de pile, dans une longue série de projections d'une même pièce. D'après cette expérience , on a eu
m = 2048 , « = 1 992 , fi = 4o4o ,
pour les nombres de fois m et n que E et F sont arrivés dans le nombre fi d'épreuves successives. En substituant ces nombres dans la formule ( 1 9) , et prenant ^^ = 2 , on aura
— —1 e dt=i 0^00468, R = 0,99555.
On trouvera , en même temps ,
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pour les limites de la valeur de p , auxquelles cette formule se rapporte; en sorte qu'il y a la probabilité o.ggSôS, ou à très peu près 224 à parier contre un , que la chance inconnue p de l'arrivée de civix , est comprise entre 0,48468 et o,52gi8. Si l'on veut connaître
la probabilité qu'elle surpasse -, ou que la chance de croix est supérieure à celle de pile, on substituera les valeurs précédentes de y, m, n, dans la formule (27), et l'on y fera « = -; en prenant le signe inférieur, et par conséquent la seconde formule (26), on aura
ce qui montre qu'il n'y a pas tout-à-fait cinq contre un à parier que la chance de croix soit plus grande que - •
L'expérience dont nous nous occupons peut être divisée en deux parties , l'une composée de 2048 épreuves, l'autre en contenant 1992 ; dans la première partie, croix a eu lieu 1061 fois et pile 987 fois; dans la seconde partie, croix est arrivé 987 fois et pile ioo5 fois : or, d'après le résultat de l'expérience totale , et au moyen de la formule (24), on peut aussi calculer la probabilité que les nombres des arrivées de croix ou de pile ont dû être compris entre des limites données, dans les deux expériences partielles. Pour cela, on fera, dans cette formule et dans les limites auxquelles elle répond.
c est-a-dire que 1 on y mettra pour les rapports -7 et — , qui ne sont
pas censés connus, leurs valeurs approchées, résultantes de lexpérience totale; ce qui est permis, attendu que m' et n' n'entrent que
dans des termes qui sont de l'ordre de petitesse de —p^. On y mettra
Vf aussi pour f^ le nombre total 4040. Relativement à la première partie
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de l'expérience , on aura , en outre ,
fz' = 2048; et si l'on prend , comme plus haut, m = a , on trouvera
pour la probabilité' que le nombre n' des arrivées de pile a dû être compris entre les limites
IOOiqp79;
ce qui a eu lieu effectivement, puisque ^/Ze s'est présenté 987 fois dans cette première partie.
Relativement à la seconde partie , on aura
et en prenant toujours m = 2 , on trouvera
pour la probabilité que pile a dû arriver un nombre n' de fois, compris entre les limites
982 qp 77;
qui renferment, en effet, le nombre de fois i oo5 que pile est réellement arrivé. On néglige les fractions dans ces limites et dans les précédentes.
Supposons que l'on ne sache pas si la même pièce a été employée dans les deux parties de l'expérience, et que l'on demande, d'après leurs résultats, la probabilité A que la chance de croix, dans la première partie, excède d'une fraction donnée , la chance de croix, dans la seconde partie. On fera d'abord, dans l'équation (25),
Ht = 1992, m = 987, n = ioo5, jw,, = 2o48, m, = 1061, «, = 987,
et en outre
eT ^ — — - = 0,02257.
Cette équation deviendra
Si l'on fait, par exemple, e = 0,02, il faudra prendre le signe inférieur, et faire usage de la seconde formule (26); on aura de cette manière
M=o, ii553, A = o,5658g, i — A = 0,43411;
de sorte qu'il y aurait à peine quatre à parier contre trois , que la chance de cro^r serait plus grande d'un cinquantième , dans la première partie de l'expérience que dans la seconde. En faisant ê=o,025, on devra prendre le signe supérieur et employer la première formule (26); on aura alors
et il y aurait moins de un contre un à parier, que l'excès dont il s'agit surpasserait un quarantième.
(90). Je placerai ici la solution d'un problème, susceptible d'une application intéressante, et qui sera fondée sur les formules précédentes et sur un lemme que je vais d'abord énoncer (*).
Une urne A renferme un nombre c de boules, dont a boules blanches et b boules noires, de sorte qu'on ait a-j- b = c. On en extrait d'abord au hasard un nombre / de boules, successivement et sans les remettre, ou toutes à la fois ; ensuite, on en extrait de même
(*) Depuis que la note de la page 6i est imprimée, on m'a fait remarquer que la proposition qu'elle renferme est comprise dans ce lemme, dont j'avais déjà fait usage pour la solution du problème du trente-et-quaranle , citée à la page 70.
un nombre /a ou m + " d'autres boules; je dis que dans celte seconde opération, la probabilité d'amener m boules blanches et n boules noires, est indépendante du nombre et de la couleur des boules sorties dans la première, et la même que si / était zéro.
En effet, supposons que l'on effectue les / + //. tirages successifs; soient T le nombre total des combinaisons différentes de /+ f* boules qui pourront arriver, /' le nom.bre de ces combinaisons dans lesquelles les p, dernières boules se composeront de m blanches et de n noires , i, le nombre de celles dans lesquelles ce seront les ^l premières boules qui en renfermeront m blanches et n noires; la chance d'amener m boules blanches et n boules noires, après une extraction de l boules quelconques , sera - , et la chance d'amener m boules blanches et n boules noires , avant qu'aucune boule ait été extraite de A , aura -' pour valeur; or, les deux nombres i' et /, sont
égaux ; car, en général , une combinaison qui se compose de l boules déterminées, suivies de /w. boules aussi déterminées, et celle où ces /tt dernières boules précèdent, au contraire, les / premières, sont toutes deux également possibles; ef, en particulier, pour chaque combinaison dans laquelle les /tt dernières des l-\-ix boules extraites de A renferment m blanches et n noires, il y a toujours une autre combinaison dans laquelle ce sont les u premières boules qui contiennent ces nombres de blanches et de noires, et réciproquement. Les fractions
'r et -', et conséquemment les probabilités qu'elles expriment, sont
donc aussi égales; ce qu'il s'agissait de démontrer.
On peut vérifier celte proposition de la Oianière suivante.
Les nombres de boules blanches et de boules noires contenues dans A étant a et b,\a chance d'amener m. boules blanches et n noires dans les m -|- n premiers tirages, est une fonction de a, b,m, n, que je représenterai par f((i, h, m, n). Celle d'amener g boules blanches et h noires dans les g-\-h premiers tirages sera de même f{a, b, g, h) ; ces tirages ayant réduit à m — g et Ji — h, les nombres de boules blanches et debouks noires que A renferme , la chance d'en extraire ensuite m blanches et n noires dans rn-\-Ti ou w nouveaux
tirages, aura pour expression /(a — g, b — h, m, n); le produit de ces deux dernières fonctions sera donc la chance d'amener m boules blanches et n noires, après avoir déjà extrait de A, g boules blanches et h boules noires; par conséquent, si l'on fait la somme des / + i valeurs de ce produit, qui re'pondent à toutes les valeurs entières ou zéro de g et h, dont la somme est /, on aura l'expression complète de la chance d'amener m boules blanches et n noires, après avoir extrait de A un nombre l de boules quelconques. Cela étant, il s'agira de faire voir que cette chance est indépendante de /, et égale à J (a, b, m, n), c'est à-dire de montrer que l'on a
/ia,b, m, n)=7.f{a,b, g,h)J{a—g,b — h, m, n);
la somme 2 s erendant depuis g = o et A = Z, jusqu'à g = / et A=o. Pour cela, j'observe qu'on a, d'après le n* 18,
f(a,b,m, n) = ^(^^ r,)<p(a-jrnj^nl
en faisant, pour abréger ,
relativement à des nombres quelconques a et b , dont la somme est c. 11 en résultera
<f{a, b) ç(a — ff,ù — h) '
OU, ce qui est la même chose,
au moyen de quoi , et de la valeur de f{a, b, m, n), l'équation qu'il s'agit de vérifier deviendra
en supprimant le facteur ii^iîl commun à tous les termes de ses
deux membres; el comme a et b sont des nombres quelconques, on y pourra, si l'on veut, mettre a-^-n et b-^m au lieu de a et b; ce qui la changera en celle-ci
Or, son premier membre est le coefficient de x"^', datts le développement de (x+j-/; son second membre est le coefficient de a^^*, dans le produit des développements de (x +J^/ et (x -j-_7'}'~',ou dans le développement de {jc-\-jy, comme le premier membre; par conséquent, les deux membres de cette équation sont identiques; ce qu'il s'agissait de vérifier.
(gi). Supposons actuellement que les nombres a, b, a — m, a — n, soient très grands; les valeurs approchées de<p(fn,n),(p(a — m), b — n), ip {a, b^, et ensuite celle de J^{(i, b , m , «), se calculeront au moyen de la série (3); et si l'on réduit cette série à son premier terme, on en déduira une valeur de f{a, b, m, n) , que l'on pourra mettre sous la forme
en faisant , pour abréger ,
abfi{c —fi) „
itrcmn (a — m) {b — n)
Lorsque m et n, et par conséquent aussi a — m et b — n, seront entre eux comme a et b , chacun des quatre derniers facteurs atteindra son maximum et aura l'unité pour valeur. Us décroîtront très rapidement à mesure que m et n s'écarteront de ce rappoi t , et
deviendront toul-à-fait insensibles, dès que le rapport — ne différera
plus très peu de-;; en sorte qu'il suffira de considérer la probabilité
exprimée par J(a, b, m, n), pour des valeu's de m et n, à très peu près entre elles comme a et b. Si donc nous faisons
et conséquemmenf
nous pourrons considérer 6 comme une quantité positive ou négative, mais très petite par rapport à \/c, de manière que ~t= soit une très petite fraction , dont nous négligerons le carré, ainsi que toutes les quantités de l'ordre de petitesse de -. Cela posé , nous aurons
cm 6c ^c en _i_ ^*" V^^
et en négligeant les carrés des seconds ternies de ces binômes, on trouvera d'abord par un calcul semblable à celui du n* 85 ,
En mettant pour m et « leurs valeurs précédentes, cette formule devient ensuite
iO..
On trouvera de même
équation qui se déduit aussi de la précédente par le changement de m, /i^ fx, en a — m , b —n,c — [>-, et du signe de G. De là on conclut, au degré d'approximation où nous nous arrêtons,
j{a,h,m,n)=z\\\j J^^^^fJ^^^ Y
ou bien , en faisant
. < y/a (c — fC)^
on aura, plus simplement
pour la chance d'amener les nombres m et n de boules blanches et de boules noires, exprimées par
^ __ j«6 t [/ 2 {c — fi)f(abc
Selon que le nombre f^ sera pair ou impair, la différence n — m sera aussi paire ou impaire. Si l'on désigne par i un nombre entier et positif, et qu'on représente l'excès de n sur m par 21 ou 21 — 1, l'expression correspondante de t devra être, d'après ces équations (29),
t = 2iS ■+■ y , en faisant, pour abréger,
2 \/ 2 (c — fi)iiabc
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et désignant par y l'une de ces deux quantités
2^/2(0 — fc)ftabc 7.\/ i.{c — fi,)nabc
savoir: la première quand m sera pair, et la seconde quand il sera impair. La formule (28), après qu'on y aura substitué celle valeur de t, exprimera doncla probabilité que dans les ^ tirages successifs, le nombre des boules noires surpassera celui des boules blanches, d'un nombre d'unités égal à 2t ou 2/ — i; par conséquent, si l'on y fait successivement 1= i, = 2, = 3, . . . jusqu'à ce que l'exponentielle e,-'' soit devenue insensible, ou, si l'on veut, jusqu'à i = œ , et que l'on prenne ensuite la somme des résultats ; cette somme sera la probabilité que dans ces ^n tirages, le nombre des boules noires excédera celui des blanches, d'un nombre pair ou impair quelconque d'unités. En la désignant par s, nous aurons
2 indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs de t, comprises depuis « = > + 2<r jusqu'à t = co , et croissantes par des différences constantes et égales à acT. Or, 2(^ étant, par hypothèse, une très .petite fraction, la somme 2 pourra s'exprimer en série très convergente, ordonnée suivant les puissances de celte différence. En effet si l'on représente par T la fonction de t contenue sous le signe 2 > et si l'on observe que cette fonction et toutes ses différentielles s'évanouissent à la limite t = co , on aura , au moyen d'une formule due à Euler,
A-, k', k'", etc., étant les valeurs de T, ^, ^, etc., qui répondent k t = y. D'après les équations (29), on a d'ailleurs, au même degré
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d'approximalion que précédemment,
H'ab . tu(a — i) 1/ 2 (c — u)uabc mn = —r. 1- -^-^ ^^-T ^ —
(« _ m) {b - 72) = ËJZ^fÉ _ '(c-f^)(a-i')V^{c-^)f^abc
en ayant égard à la valeur de cT, il en résulte
J_j^___i_rj t{a — b){c— ifi)-\
^^ \/xL i/ 1 (C — u.\ Mbc J'
kz=-~
y v y— {/ 2 (c — f/.) fcabc .
ce '
les termes dépendants de A', A'", etc., étant multipliés par H dans l'expi-ession de s , auront d*, eT*, etc., pour facteurs, et devront être négligés; et à cause de
( e-"tdt = - e->', P e-"ûdt = - (i 4->'')e->',
on conclura de ces diverses valeurs
• ^ = -— ^ / e-*'dl— re->',
en faisant, pour abréger,
6 ^2w (c— fi) ft,abc
Soit l'une quantité positive; selon que la quantité jasera positive ou négative, prenons t' = ±^; à cause de
Ç"^ e-''dt= V'TT — r e-''
dt.
iious aurons finalement
la premièie valeur de s ayant lieu quand on a 5^ < u, et la seconde dans le cas de ^ > o.
En faisant « = ^ dans la formule (28), et désignant le re'sultat par 7 , on aura
pour la probabilité que dans le nombre f^ de tirages, les nombres m et n de boules des deux couleurs seront e'gaux entre eux, et à la moitié de f^; ce qui n'est possible que quand f^ est un nombre pair. (92). Après avoir extrait ij. boules de A, supposons que l'on en extraie u autres, puis \j!' autres, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre c de boules que cette urne renferme, de sorte qu'on ait
c = f. 4- f^' + f»" + f^'" + etc. ; .
supposons, de plus, que chacun de ces nombres i^' , fx", elc , soit très grand , ainsi que ,u; et désignons par s', i",etc., ce que devient s, en y mettant successivement fx', fj!\ etc., au lieu de ju, et faisant usage de la première ou de la seconde formule (3o}, selon qu'à l'origine des tirages, le nombre b des boules noires sera plus grand ou plus petit que le nombre a des boules blanches , contenus l'un et l'autre dans A ; ce qui rendra la quantité y négative ou positive. D'après le lemme du n" 90, les chances d'amener plus de boules noires que de blanches, dans ces tirages successifs des nombres de boules p, fx', p.", etc., seront les quantités s, s', s", etc.; en sorte qu'elles ne varieront qu'à raison de l'inégalité de jx, /, a", etc., et seraient toutes égales, si ces nombres étaient égaux. Soit / la moyenne des valeurs' de s, s', s", etc., c'est-à-dire,
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en représentant par « le nombre total des tirages. Si l'on suppose encore que a soit très grand, et si l'on appelle J le nombre de ces a tirages dans lesquels les boules noires excéderont les blanches, la probabilité que y se trouvera compris entre des limites données, sera la même , en vertu de la première proposition du n" 52, que si toutes les chances s, s', s", etc., étaient égales entre elles et à leur moyenne r. Par conséquent, en mettant et, r, i — r,a\i lieu de/^, q,p, dans la formule (17), nous auroits
R = I ^-- He-'-di H ' — e-"',
{/■>!■ J" ^ 27rar(i — r)
pour la probabilité que le nombre / sera contenu entre les li-
niites
a.r=f:u\/2xr[i — r),
ou égal à l'une d'elles; u étant un petit nombre par rapport à Va-
Telle est la solution du problème que nous nous proposions de résoudre. L'application dont elle est susceptible se rapporte aux élections des députes dans un grand pays, comme la France, par exemple. Voici en quoi elle consiste.
Le nombre des électeurs, dans la France entière, est représenté par c; celui des électeurs qui ont une opinion, par a; celui des électeurs de l'opinion contraire , par è ou f — a. On partage le nombre total c en un nombre a de collèges électoraux, dont chacun élit un député, de telle sorte que le député élu dans un collège soit de la seconde ou de la première opinion, selon que le nombre des électeurs appartenant à l'une ou à l'autre y sera prépondérant. Cela étant, on demande la probabilité R que le nombre / des députés qui appartiendront à la seconde opinion, sera compris entre des limites données, en supposant que le partage des électeurs en un nombre a, de collèges, soit fait au hasard, c'est-àdire en supposant qu'on prenne au hasard sur la liste générale, un nombre fx d'électeurs pour former un premieî collège , un nombre p' pour former un second collège, un autre nombre p" pour
en former un troisième , etc. ; et si l'on prend pour les limites de y celles que l'on vient d'écrire, la probabilité demandée R s'exprimera par la formule précédente.
Quoique chaque collège électoral se compose des électeurs d'un même arrondissement _, et non pas d'électeurs pris au hasard sur la liste générale, ainsi que nous le supposons, il peut être utile cependant de savoir ce qu'il arriverait dans cette hypothèse; c'est ce que nous allons montrer par des exemples.
(95). En France, le nombre des collèges électoraux, égal à celui des députés, est 4^g, et l'on peut évaluer à environ 200000 le nombre total des électeurs. Je supposerai que tous les nombres u, p.', u", etc., soient égaux; en prenant pour a un nombre impair, je ferai
a= 459, fj- ^ 435, c = au.= 199665.
Je supposerai aussi qu'on ait
a = 94835, (?> = io485o;
de sorte que la différence entre la majorité et la minorité soit à très peu près le vingtième du nombre total des électeurs. La quantité y sera négative; on fera donc v :=: — y, en prenant la seconde des deux valeurs de ^ du n° gi , il en résultera
et, en vertu de la première formule (3o), on aura
La chance d'une élection dans le sens de la majorité des électeurs surpasserait donc 44^; et la minorité, quoiqu'elle ne diffère pas beaucoup de la majorité, ne pourrait guère espérer d'élire plus des ^5 des députés. En mettant ces valeurs de ^ et i — 5 à la place de r et i — /■ dans l'expression de R du numéro précédent, • 5i
faisant a. = 4^9* ^^ prenant ii = i , on trouve
pour la probabilité que le nombre des députés élus par la majorité, serait compris entre les limites 392 =p 21, et ceux delà minorité entre les nombres 67 ± 2j . L'amplitude de ces limites est considérable relativement au nombre a, parce que a n'est pas extrêmement grand.
Je suppose toujours que la différence b — a soit à peu près le vingtième de c; mais je prends pour i^ un nombre pair. Je fais, en conséquence,
a z=: 45g , u. = 456 , c = au ::= 200 1 24 > et, en outre,
0 = 95064, b ==■ io5o6o.
On aura toujours i' = — y; mais il faudra prendre pour y la première valeur du numéro gi. De cette manière, on trouvera
I r°° 1^ = 0,74006, — ^ / e-''<3?i = 0,14764; y Tt J V
et il en résultera
Mais p étant un nombre pair, le cas de m = ii est possible; d'après la formule \^i) , sa chance est cr = 0,02218; et si Ton en ajoute la moitié à la valeur de ^, on a ^ = o, 85388; quantité très peu inférieure à celle qui a lieu quand f^ est impair.
Afin de montrer l'influence de l'inégalité des nombres d'électeurs
dans les difTérents collèges, je supposerai que la moitié du nombre total des- électeurs soit répartie également dans le tiers des collèges, et l'autre moitié dans les deux autres tiers.
Pour appliquer les formules précédentes au premier tiers, je ferai alors
ja.z=i55, f/=654, ^ ap.= 100062; et, pour les appliquer aux deux derniei-s,
I a =: 5o6 , u = 327, I ay. = 100062. Je supposerai , en outre,
a= 96062, b := io5o62, c = 20013.4;
de manière que la différence entre la majorité et la minorité soit toujours à peu près un vingtième du nombre total des électeurs. Dans le premier cas, oùij- est un nombre pair, on trouve
.9 = 0,89429, 7 = 0,01576, .y -f- 7 5-= o,goi 17;
dans le second , où fj- est impair, on obtient
.9 = 0,81981; il en résulte donc
pour la chance moyenne dune élection dans le sens de la majorité; laquelle surpasse un peu, comme on voit , celle qui a lieu quand tous les collèges sont composés d'un même nombre d'électeurs.
Lorsque la dififérence b — a entre la majorité et la minorité vient à augmenter, la chance des élections dans le sens de la minorité diminue très rapidement, de telle sorte qu'elle est bientôt presque nulle. Pour le faire voir, je suppose les électeurs répartis en nora-
VN
bres égaux dans tous les collèges; je prends pour a, ^, c, les mêmes nombres que dans le premier exemple ; et je fais , en outre ,
ce qui rend la différence b — a a très peu près le dixième du nombre c, et double de ce qu'elle é^ait dans cet exemple. Je trouve alors
en sorte que la chance d'une élection dans !e sens de la minorité n'est plus que d'à peu près un soixantième. A cause de la petitesse de s, c'est à la formule du n° 81 qu'il faudra recourir pour déterminer la probabilité P que le nombre de fois qu'une telle élection aura lieu dans le nombre total des collèges électoraux, ne surpassera pas un nombre donné n. En faisant, dans cette formule,
on en déduit
te qui fait voir qu'il y aurait à peu près cent à parier contre un que la minorité n'élira pas plus de i5 députés. En élevant la différence enlre la majorité et la minorité à 3oooo, c'est-à-dire aux trois vingtièmes du nombre total des électeurs , on trouve que la chance 1 — s s'abaisserait au-dessous d'un millième, et qu'il serait fort probable que la minorité n'élirait pas un seul député.
S'il en était ainsi, le gouvernement i-eprésentatif ne serait plus qu'une déception , puisqu'une minorité de 90000 sur 200000 électeurs ne serait représentée que par un très petit nombre de députés, et qu'une minorité de 85ooo n'aurait plus qu'une très faible chance d'avoir un interprète dans la chambre élective. Il suffu'ait que dans l'intervalle de deux sessions, trois vingtièmes de la totalité des électeurs changeassent d'opinion, pour que la chambre entière passât de lii
droite à la gauche, d'une opinion à l'opinion contraire. .Mais les électeurs dont chaque collège est compose ne sont pas pris au hasard , comme notre calcul le suppose, sur la liste des électeurs de toute la France; et dans chaque arrondissement, l'opinion prépondérante se forme et se maintient par des causes particulières, telles que les intérêts de la localité, l'influence du Gouvernement et celle de quelques citoyens. Toutefois, il était bon de signaler l'extrême mobilité que le hasard pourrait produire dans la composition de la chambre élective, pour de très petits changements dans la proportion des électeurs qui ont une opinion et de ceux qui appartiennent à l'opinion contraire.
CHAPITRE IV
Suite du calcul des probabilités qui dépendent de très grands nombres.
(g4)- Nous allons maintenant nous occuper des formules relatives aux chances variables; ce qui nous conduira à démontrer les trois propositions générales énoncées dans les n°^ 52 et 53 , et dont nous avons conclu la loi des grands nombres.
Considérons une série de ^ ou m + « épreuves successives , pendant laquelle les chances des deux événements contraires E et F varient d'une manière quelconque. Désignons ces chances par/>, et q, is la pi'emière épreuve , par /j, et ^^ à la seconde, parp et ^^ à la dernière ; de sorte qu'on ait
Appelons U la probabilité que E et F arriveront suivant un ordre quelconque , m fois et n fois. D'après la règle du n° 20 , U sera le coefficient de u^'v" dans le développement du produit
■ («/>, -1- vq,) (up, -t- vq,j . . . (upf + i>q^ ). Or, si l'on fait
le terme Uu'^v" de ce produit deviendra Ue("' — ")^\/— >, et tous les autres termes renfermeront des exponentielles différentes de e("' — ">\^—'; d'où l'on conclut qu'en désignant ce produit par X , en le multipliant.
ainsi que son développement, par e—i'" - "^V—i dcc , et intégrant ensuite depuis jr = — tt jusqu'à j: = tt, tous ces autres termes disparaîtront, et l'on aura simplement
J"_^ Xe-('"-">V/^=27rU;
ce qui résulte de ce que si i et i' exprimant deux nombres entiers , positifs, négatifs ou zéro, dont le premier sera i = m — «, on aura
fl^^ ''x\/=T ^-,x \/-^dx=f^ [cos(i'-;>+ sin(/'-/> v/^^]rfr = o, quand / et /' différeront l'un de l'autre, et, en particulier,
r^ eixV~i e -i^V~ dx = 27r ,
dans le cas de /' = /.
Nous aurons , en même temps ,
lïpi -i- vq,=: cos X -^(p, — qt) si n j: v'— î"» et si nous faisons
cos'j: + (pi —qtYsm\v = f,\ il y aura un angle réel r,, tel que l'on ait
- cos j? = cosr(, - (pi — q,) sin x = sïnri ;
d'où il résultera
up, 4- i>q, = fie'-V~.
Le signe />, sera ambigu; pour fixer les idées, nous regarderons cette quantité comme positive. En faisant, pour abréger,
le produit désigné par X deviendra
X = Ye^V^;
et nous aurons, en conséquence,
U = — / Y cos Ij — (m — n)x']dx -{ / Y sin [j- — ( w — n)x] dx.
Pour des valeurs de x égales et de signes contraires, lesvaleursde Tj le seront aussi , et celles de f i seront égales ; par conséquent , la seconde intégrale définie s'évanouira, comme étant composée d'éléments deux à deux égaux et de signes contraires; et cela devait être, en etTet, puisque U est une quantité réelle. Pour des angles x suppléments l'un de l'autre, les angles /^ le seront également , d'après les expressions de cosr, et sinr,; la somme des deux valeurs de jr — {m — n)x qui leur correspondront, sera donc jWtt — {m — n)7!- ou 2n7r, et conséquemment le cosinus de j — (m — n)x ne changera pas : il en sera de même à l'égard des valeurs de Y; en sorte que les éléments de la première intégrale définie , correspondants à x et TT — jc , seront égaux, aussi bien que ceux qui répondent h x et — x. En supprimant donc la deuxième intégrale, réduisant les limites de la première à zéro et ^ tt, et quadruplant le résultat, nous aurons simplement
U = - / ^ Y cos\_j- — {m — ri)x']dx. (i)
L'intégration indiquée s'effectuera toujours sous forme finie, parles règles ordinaires. Mais quand jj. ne sera pas un grand nombre, cette formule ne pourra être d'aucune utilité pour calculer la valeur de U; quand, au contraire, ce nombi'e sera très grand, on déduira de cette formule, comme on va le voir, une valeur de U aussi approchée qu'on voudra.
(95). Chacun des facteurs de Y se réduit h l'unité pour x = o, et est moindre que l'unité pour toute autre valeur de x, comprise
dans les limites de l'intégralion ; il s'ensuit que quand ^ sera un très grand nombre, ce produit sera généralement une très petite quantité, pour toutes les valeurs de x qui ne seront pas très petites, et que Y s'évanouirait, pour toutes les valeurs finies de 3C, si (a. devenait infini. Il n'y aurait d'exception que si les facteurs de Y convergeaient indéfiniment vers l'unité; car on sait que le produit d'un nombre infini de semblables facteurs, peut avoir pour valeur une quantité de grandeur finie. A cause de
f,* = I — 4pj<7, sin'x ,
cette circonstance supposerait que l'une des chances des deux événements E et F, ou leur produit /)j^,, décrût indéfiniment pendant la série des épreuves. En excluant ce cas particulier, on pourra donc, dans le cas où fji. est un très grand nombre, considérer la variable x comme une très petite quantité , et négliger la partie de l'intégrale précédente, qui répond aux autres valeurs de oc.
En développant alors suivant les puissances de x', on aura, en série très convergente,
p, = I — 2/j^^* + (f pfii — 2p'^%)x^ — etc.,
et, par conséquent.
log// = — 2ptq,x' H- (f p^, — 4p,'q,*)x^ — etc.; d'où l'on conclut
logY = — fik'x' + ytt (i A* — k'*)x* — etc., en faisant, pour abréger,
2^p^i=l^k% 42/>,"j,* = pA;'*, etc.,
et étendant la somme 2 depuis / = i jusqu'à i = fi. Si l'on fait aussi
que l'on considère la nouvelle variable z comme une quantité très petite par rapporta v/fJ^, et qu'on néglige les quantités de l'ordre de
petitesse de -, il eu résultera
D'après les valeurs de f, et de sin/j, on aura de même 'i = (pi — qi}a: + | (/?, — qt) ptqi x^ + etc.
Je désignerai par p et q les chances moyennes de E et F pendant toute la série des épreuves, de sorte qu'on ait
P = i Xpn 1 — 1 ^^" p + q = ^■,
la somme 2 s'étendant toujours depuis i = i jusqu'à / z= [j-. Je ferai aussi, pour abréger,
En conservant seulement les quantités de l'ordre de petitesse de —-z,
on en déduira d'abord
j = "■(/> — q) NT* + -■= ,
V f^ et ensuite
cos[j — {m — 7i)j:]=cos {zg V>)— —/^ sin {zg \'ïi),
OÙ l'on fait, pour abréger,
Je substitue ces valeurs de Y et cos [/ — (m — 7z).r] dans la for-
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mule ( I ), el j'y mets — = dz au lieu de dx; il vient
Vf
U = — — r Te-*'^' cos{zg V>)- •'-- A-^'^'z» sin {zg \/JL)dz~\.
Le cas où les valeurs de pi et ^j décroîtraient indéfiniment ayant été exclu, A* ne peut être une très petite quantité; pour des valeurs de z comparables à y/fx, l'exponentielle e—^'-' sera donc insensible ; et quoiqu'on ne doive donner à cette variable que des valeurs très petites par rapport à \/y-, on pourra maintenant, sans altérer sensiblement l'intégrale, l'étendre au-delà de cette limite, et la prendre, si l'on veut, depuis z= o jusqu'à z^co . D'après une formule connue, on aura alors
f^ e->"- {coszg x/;i)dz=y^e~^';
en différentiant successivement par rapport a g et a k, on en déduit
et au moyen de ces valeurs , celle de U devient
A raison de l'exponentielle e ^*' , cette probabilité sera insensible dès que g ne sera pas de l'ordre de la fraction —-^; mais à cause de p-\-q = i et m -{- n = fi , cette quantité g ne peut être de cet ordre de
petitesse , a moms que cela n'ait heu séparément pour/» etg — -,
qui sont d'ailleurs des quantités égales et de signes contraires ; si donc
on fait
m kl n kb zkô
la probabilité U n'aura de valeurs sensibles que pour des valeurs de 8, positives, négatives ou zéro, mais très petites par rapport à s/v-, et il en résultera finalement
pour la probabilité que les nombres m et n auront pour valeurs
m = p^j. — GA:\/fx, nz= qi>.-\-^k\/i^,
c'est-à-dire, des valeurs qui s'écarteront très peu d'être proportionnelles aux chances moyennes/? et q et au nombre p des épreuves.
(96). Pour que met w soient des nombres entiers, il faudra que 9
soit un multiple de — pi ou zéro. En faisant 6=0 dans la formule (2),
on aura — -=r pour la probabilité que m et n seront précisément entre
A Y wft
eux comme p et </. En désignant par t une quantité positive, multiple de --', faisant successivement dans cette formule 6 = — t e\.^s=it',
et ajoutant les deux résultats, leur somme — -=e-'' exprimera la pro-
ky Vf/.
habilité que m sera l'un des deux nombres pfx =p kt VfA,, et n l'un dedeux nombres ç/A d: fct \/|U. Soit
désignons par m un multiple donné de cT; faisons successivement, dans la somme précédente, f = cT, = 2«r, = OcT, .... jusqu'à t =.11; représentons par R la somme des résultats, augmentée de la valeur de U
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qui repond à 6 = o; nous aurons
ky ■Tifi k\ ■rft
pour la probabilité que les nombres m et n seront compris entre les limites
pfx. zp uk\/fl, qy^do iik \ V >
ou e'gaux à l'une d'elles.
La somme 2 se rapportera aux valeurs de t comprises depuis < = J' jusqu'à t:= II, et croissantes par des différences égales à «T; mais ou pourra la remplacer par la différence des sommes de e~'', prises depuis t= J^ jusqu'à t = co , et depuis tz^u + J" jusqu'à < = ce . Au moyen de la formule d'Euler, déjà employée dans le n" 91 , cette dernière somme, multipliée par cT, aura pour valeur,
e- dt e-"%
au degré d'approximation où nous devons nous arrêter, c'est-à-dire en négligeant le carré de <^. Si l'on y fait « = o, on aura aussi
pour la somme étendue depuis t = S' jusqu'à < = 00 et multipliée par cT. Par conséquent, si l'on retranche de cette dernière quantité la précédente , et qu'on divise par «T , on aura
2e- =^ V^-l/fe-rf^- I + ie-,
pour la somme comprise dans l'expression de R; et en ayant égard à la valeur de J^, cette expression deviendra
R = I 1^ f^ e-'^dt^ ^e-"'. (5)
Lorsque les chances p, et qi sont constantes et conséquemment égales aux moyennes p et ^, on a ^ = \/2pq; ce qui fait coïncider cette formule (3), et les limites précédentes de m et n, avec
la formule (17) du 11° 7g, et les limites auxquelles elle répond. Cette coïncidence de deux résultats obtenus par des méthodes aussi différentes, pourrait servir, au besoin, de confirmation à nos calculs. En prenant pour u un nombre peu considérable , tel que trois ou quatre, on rendra la valeur de R 1res peu diflerente de l'unité, n est donc à peu près certain que dans un très grand nombre pt.
d'épreuves, les rapports — et - s'écarteront très peu des chances
moyennes pei q, dont ils approcheront de plus en plus, à mesure que fj. augmentera encore davantage , et avec lesquelles ils coïncideraient rigoureusement si ^j. pouvait être infini; ce qui est déjà la première des deux propositions générales du n° Sa.
(97). Soit maintenant A une chose quelconque, susceptible de plusieurs valeurs positives ou négatives, et que nous supposerons des multiples d'une quantité donnée cû. Ces valeurs seront comprises depuis obù) jusqu'à &(d inclusivement, de sorte que Q — a -j- i soit leur nombre; a et ê désignant des nombres entiers ou zéro, dont le second surpassera le premier, abstraction faite du signe : on aurait ê = a, si A n'était susceptible que d'une seule valeur. Non-seulement à chaque épreuve que l'on fera pour déterminer A, toutes les valeurs possibles seront inégalement probables, mais on supposera, pour plus de généralité, que la chance d'une même valeur vaiie d'une épreuve à une autre. Si n est un nombre quelconque, compris entre a et ê, ou égal à l'une de ces limites, on désignera donc la chance de la valeur na de A, par N, à la première épreuve, par N, à la seconde épreuve, etc. Cela posé, s étant la somme des valeurs de A qui auront lieu dans un nombre ^ d'épreuves successives, il s'agira de déterminer la probabilité que cette somme sera comprise entre des limites données.
Appelons d'abord n la probabilité qu'on aura précisément s = rnoo , en désignant par m un nombre donné, compris entre a et &, ou égala l'une de ces limites. Si l'on forme le produit
dans lequel t est une quantité indéterminée, et les sommes S s'étendent à toutes les valeurs de n, depuis n = a jusqu'à n = ê; et si l'on
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développe ce produit suivant les puissances de f°, il est aisé de voir que n sera le coefTicient de f" dans ce développement. Cela est évident, dans le cas de ^=1. Quandf/=2, si l'on représente par «'wet ri'œàenx exposants de t pris, l'un dans la première et l'autre dans la seconde somme 2, il est évident que la valeur moj de A pourra arriver d'autant de manières différentes que l'équation il' -\- h" = m aura de solutions distinctes, en prenant pour «' et n" des nombres compris depuis a. jusqu'à S; la probabilité de chacune de ces manières sera le produit des valeurs de N, et N,, qui répondent à chaque couple de nombres n' et n" ; par conséquent , la probabilité totale de j = ?«» aura pour expression le coefficient de .'""' dans le produit des deux premières sommes 2. Ce raisonnement s'étendra sans difficulté aux cas de |W = 3, = 4, etc. Lorsque toutes les quantités N,, N,, Nj, etc., sont égales, leur produit se change dans la puissance fjt. de l'un des polynômes qui répondent aux sommes 2, et ce cas a été considéré dans le n" 17.
Cela étant, par une considération semblable à celle qu'on a employée plus haut, si nous faisons
et si nous désignons par X ce que deviendra le produit des/* sommes 2, nous aurons
Soient actuellement zet /' deux nombres donnés, et P la probabilité que la somme j sera comprise enti'e ia et l'a, ou e'gale à l'une de ces limites; la valeur de P se déduira de celle de 17 en y faisant successivement m z= i,=:i + i, =,: 4. 2 , = i" . et la somme
des valeurs correspondantes de e-">^V^~' ayant pour expression
2 sin ^ 9 il en résultera
Pour simplifier cette formule, je supposerai que co soit un infiniment petit; je prendrai, en même temps, pour i et i' des nombres infinis; et je ferai
io) = c — ê, i'co = c + ê, 6 = ùûx , d^ = codx;
c et £ étant des constantes données, dont la seconde sera positive, afin qu'on ait i' > i, comme le suppose l'expression de P. Les limites de l'intégrale relative à la nouvelle variable x seront ± oo . On aura sin ^ 9 = i eux; et en négligeant d=^ par rapport à j et à /', cette valeur de P deviendra
F =ip Xe -"V/=T sin 6x -. (4)
Les valeurs possibles de A croissant actuellement par degrés infiniment petits, il faudra supposer leur nombre infini, et la probabilité de chacune d'elles infiniment petite; en désignant par a et b des constantes données, et par z une variable continue, on fera donc
k . a&) = a, &C3 z=. h , nm :=. z\
on aura , en même temps ,
et l'on fera aussi
N, = fif/.z, N, = «/.z, Nj = cûj^z, etc.
Chacune des sommes 2 contenues dans X se changera en une intégrale définie, dont a et è seront les limites; et en prenant co pour la différentielle de z, on en conclura
X=y e ^ f,zd^.J e ^ 'f.zdz J^e ^ 'f^zdz, (5)
pour le produit de ;a facteurs qu'on devra substituer dans la formule (4) à la place de X.
(98). Cette formule exprimera la probabilité que dans le nombre^
d'épreuves, la somme des valeurs de A se trouvera comprise entre les quantités données c — « et c + €. A la n'""' épreuve, la chance infiniment petite d'une valeur 5 de A esif^zdz;c\. toutes les valeurs possibles de A étant, par hypothèse, comprises entre a et 6, et l'une d'elles devant avoir lieu certainement à chaque épreuve, il faudra qu'on ait
la fonction y,z pourra d'ailleurs être continue ou discontinue, pourvu qu'entre ces limites aei b , elle soit une quantité positive.
Si la chance de chaque valeur de z ne change pas pendant les épreuves, la fonction f^z sera indépendante de n; et en la représentant par fz on aura
Si, de plus les valeurs de A sont également probables, fz sera une
constante qui devra être , , pour satisfaire à la dernière équation.
En faisant
az=h — g, b =:h -\- g, on aura donc
au moyen de quoi la formule (4) deviendra
y — I Z^'* /sing-x\'' si ~g^ OU simplement
^ = lf:C-^T-r--(^-^>'>-. (6)
parce que la seconde intégrale s'évanouit comme étant composée d'éléments qui sont deux à deux égaux et de signes contraires, et que ceux de la première sont deux à deux égaux et de mêmes signes.
L'exposant (W étant un nombre entier et positif, je vais faire voir que cette valeur de P s'obtiendra toujours sous forme finie, en réduisant la puissance [j- de sing^^, en sinus ou cosinus des multiples degx, au moyen des formules connues, savoir :
2''sin^gx=(— if ''[ cos/^gx — F cos(p — 2)gx -h ^^^^cosffx— 4)gx
fl.fi— l.ft—Z
cos(|x — 6)gx + etc. I,
qui sont composées chacune d'un nombre fini de termes, et dont la première a lieu quand le nombre H est pair, et la seconde lorsqu'il est impair.
(gg). Pour cela, j'observe que l'on a , comme on sait,
en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que la constante y sera positive ou négative. Soient» et Q, deux autres quantités positives j mettons Zx et &dx à la place de j: et dx , ce qui ne changera rien aux limites de l'intégrale; nous aurons
J 0 oc 2
et en multipliant par dÇ, et intégrant ensuite depuis Ç= j jusqu'à
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S = a , il en résultera
f^{cosyx — cos ayx) — = q= ^ tt ( i — a)>. (8)
Cette équation subsistera évidemment pour ^ = o, quoique celle dont elle est déduite n'ait pas lieu dans ce cas particulier. Son premier
/" dx
cos ayx —, et
/"* dx
I cosyx-^, dont chacune a une valeur infinie. Pour cette raison,
il n'est pas permis de les considérer isolément , et de changer la variable X dans l'une, sans la changer dans l'autre. Ainsi , en mettant
-et — à la place de x et dx dans la première, elle deviendrait
a. / cos^.T^; et en divisant les deux membres de l'équation précédente par 1 — et, on aurait
' dx I
ce qui serait absurde. La même remarque s'applique à toute intégrale, comme le premier membre de l'équation (8), qui a une valeur finie , résultante delà difFérence de deux intégrales infinies.
Je multiplie cette équation (8) par - dy; puis j'intègre ses deux
membres, en assujétissaut leurs intégrales à s'évanouir quand ■)=o; ce qui donne
2 Z' * / . sin ayx \ dx , » y*
En intégrant une seconde fois de la même manière , il vient
a6o - RECHERCHES
une troisième el uae quatrième intégration donneront de même
-y^ [_sm>X -^ + -__J-,==fc(i-«)^^;^X4'
et en continuant ainsi, on parviendrait à des équations de cette forme
! r'^r ■ sinayr , , ,„""! dx 2'"
la première répondant au cas oùft est un nombre pair, et la seconde au cas où /Jt. est impair. Les quantités C et C sont des constantes déterminées , qui dépendent de a et 5^ , et dont les expressions , faciles à former, nous seront inutiles à connaître.
Je mets successivement, dans chacune de ces équations, 5/ +é et^ — £ au lieu de j'j et par la soustraction des résultats, j'en déduis
4 / °° r • cosafvj: sin tfix , / t-w~1 dx
- / cos^arsmix [-(i-a\D — —-
4 /""^ r~ • • sin«yx sinatJT , - > -rw/n dx
D et D' étant des constantes différentes de C et C. Je mets encore successivement > + (^— 2«)g et 5.— (/-(.— 2H}g à la place de >; et par l'addition des résultats dans la première équation , et la soustraction
dans la seconde, il vient
r r^^oc ^ cosa(« — 27J)e-xcos<«yrsinaex ~1 dx
^(y + i«^— 2n^ — i)'"rp(^_^^4.2ng' — O'"], " Z' n„:„/ N • sin«(|< — iri)sxiM?,»yx%\naix ~\ dx
:+: (y + ^g^ — ang- — 0 '' =t (> — /«g + ang- — s)*"] ;
E et E' désignant aussi des constantes différentes de D et D'. En donnant à n les valeurs successives o , i , 2 , 3 , etc. ; faisant , pour abréger,
U=VcOSflgX /ACOS (/A 2)gX-f-^'^~' C0S(|U 4)g-X
f' =Qin jugx — ju sin (/* — 2)ga' + ''^^^ sin (;* — 4)gx • / ^v , , ~1 co%yx smix
sm ( fi — b)gj: + etc. J ^^_, — j
et désignant par m' et f' ce que deviennent îf et v, quand on y change X en cLX , on déduit des équations précédentes
'-^0 L ^ x/»-' Jo.' i.2.3...« vA— 1 — i/-ri J>
F et F' étant encore des constantes différentes de E et E'. On a fait, dans ces dernières équations ,
et l'on a désigné par T', ce* que T devient quand on j change le signe de g, et par T^ et T], ce que deviennent T et T' par le changement du signe de €. Or, en renversant l'ordre des termes de F' et T', qui sont en nombre fini, il est facile de voir que ronar'= T et Tf = T^ quand ^ est pair, T' =: — T et T/ = — T, quand p. est impair; au moyen de quoi les équations précédentes deviennent plus simplement
TT I o L a''-' J^ 1.2.3...^
Dans chacune des deux quantités T et T, que ces équations renferment, on devra, d'après l'origine des doubles signes de leurs différents termes , prendre le signe supérieur ou le signe inférieur d'un terme quelconque , selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puissance fx sera positive ou négative.
Maintenant, en vertu des équations (7), on a
I — = ( — 0 2^» / smf'ffjJCOST'a: smfor — — .
r'^ vdx , s^^''"'^ « /"" • . dx
J —^=.[ — i) 2'^/ smfgx cosyx smix —^^.
Les intégrales contenues dans les seconds membres de ces équations
— et ^ "^ » ^' P*'" suite.
celles qui s'en de'duisent en y mettant u' et c' au lieu de u et i', ont done aussi des valeurs finies ; par conséquent , la remarque relative à lequation (8) ne s'applique plus aux équations (9). Or, en met-
tant -et — à la place de x et dx , dans les intégrales qui répondent
à u' et v', nous aurons
au moyen de quoi et des formules précédentes, les équations (9) se changent en celles-ci :
^L. J o x/'+' Jo xl'+'J 1.2.3...^'
'■-L Jo ^ ^ xf^' Jo x^+'J 1.2.3.../
p'^ dx , Mais l'intégrale / — —^ étant infinie, ces dernières équations ne pourraient pas subsister, si les constantes F et F' n'étaient pas nulles; il faut donc qu'on ait identiquement F = o et F' = o; ce qu'on pourrait d'ailleurs vérifier, si cela était nécessaire. Cela étant , les deux dernières équations se réduiront à une seule, savoir :
i u C" • y. ■ dx r — r -.•r I sm^e-o? cos-vo; sinêx = — '— .
qui aura lieu pour les deux cas de ft pair et de \>- impair ; et si l'on y fait
y = ^h—c, et qu'on ait égard à la formule (6) , on en conclura finalement
2(2g7P=-^'-, (lo)
pour l'équation qui fera connaître la valeur de P sous forme finie, et qu'il s'agissait d'obtenir.
(loo). Dans le cas de iJ. = i , ou d'une seule observation, P est la probabilité que la valeur de A qui doit , par hypothèse, être comprise entre les limites données rt eib, oah — g et h-}-g, le sera, d'après l'observation, entre les limites aussi donnéesc — e et c + €. Si ces dernières limites renferment les premières, on devra donc avoir P = i ; si , au contraire, ce sont les dernières limites qui sont .renfermées dans les premières, P devra être le rapport de l'intervalle as des dernières à l'intervalle 2g des premières; si les dernières limites tombent toutes deux en dehors de l'intervalle des premières, il faudra qu'on aitP = o; si c — é tombe dans l'intervalle de ^ — g et h -\- g , et c + e en dehors, P devra être le rapport de l'excès de h-^- g sur c — e à l'intervalle 2g ; et enfin, si c'est c + s qui tombe dans l'intervalle de h — g et h + g, et c — €en dehors, il faudra que P soit le rapport de l'excès de c + £ sur 7i — g a l'intervalle 2g. Ces cinq valeurs différentes de P, savoir :
P=,, P = i, P = o, p ^ h-he--+^ p^c+^-h+g se déduisent effectivement de l'équation (lo) , qui donne
pour p = I . On aura , en même temps , y = h — c, et par suite
T = ziz {h + g ^ c -\- e) =p (h — g — c + ,), T,— =i= {h + g — c ^ e) zp {h — g — c — é).
Dans le premier des cinq cas qu'on vient d'énoncer, on aura c-f-£]> h-^getc — e <^ h — g; les quantités comprises entre les parenthèses seront positives dans T et négatives dans T, ; il faudra , en conséquence, prendre les signes supérieurs dans T et les signes inférieurs dans r^ ; et il en résultera
Dans le second cas, on aura ^ + g > c- + g et A _ ^ < c _ € ; on devra prendre les signes supérieurs des premiers termes deT et Y, , et les signes mférieurs de leurs seconds termes ; de sorte que l'on aura
r= 2^— 2C-f-2€, T,Z= 2h — 2C — yi, V =
Dans le troisième cas, nous aurons >^ - g > c + é ; on devra prendre les signes supérieurs dans F et dans T, ; ce qui donnera
On pourra aussi avoir, dans ce troisième cas , /;+ g < ^ _ «; ce qui exigera qu'on prenne les signes inférieurs; les valeurs de F et F changeront donc de signe, et l'on aura encore P = o. Dans le quatrième cas nous aurons c-.> A -^.,c-.</^ + . ,c + ,>A+ .; il taudra prendre les signes inférieurs des deux termes de F , le signe supérieur du premier terme de F, et le signe inférieur de son second terme; d'où il résultera
Enfin, dans le cinquième cas, on aurac— €<;Â — g,c+é>A— <^, c + €< A + g. On prendra, en conséquence , les signes supériem-s des deux termes de F , le signe supérieur du premier terme de F, , et le signe inférieur de son second terme ; ce qui donnera
La vérification de la valeur de P relative au cas d'une seule observation, peut aussi se faire sur cette valeur générale, donnée par la formule (4). Dans ce cas, si l'on regarde/z comme une fonction discontinue, qui soit nulle pour toutes les valeurs de z non comprises entre les limites données a et ^'; la probabilité P que la valeur de A
devra tomber entre les limites c =^=6, sera évidemment
Or, pour ^ = I , on a, d'après les formules (5) et (4) ,
et eu intervertissant l'ordre des intégrations relatives kxetz, el faisant disparaître les imaginaires , cette expression de P pourra s'écrire ainsi
p I f'F C" sm{c + i—z)x , /"» sin(c— s— z)x , ~\ r i
Mais on a, comme plus haut ,
selon que la constante y est positive ou négative ; la différence des deux intégrales relatives à jc sera donc nulle ou égale à vr, selon que les deux quantités c + s — zetc — & — z seront de mêmes signes ou de signes contraires; par conséquent, l'intégrale relative à z se réduira à zéro pour toute valeur de z qui sera, ou plus grande que c + «, ou plus petite que c — g; elle ne devra donc s'étendre qu'aux valeurs de z comprises à la fois entre a et h , et entre c — ê et c + ê ; et puisque nous regardonsy^z comme nulle pour toutes les valeurs de z qui tombent hors des limites a el b , la valeur de P se réduira à l'intégrale âe/^zdz, prise depuis z = c — «jusqu'à c + g; ce qu'il s'agissait de vérifier.
(loi). Lorsque fx sera un très grand nombre, ou pourra, par des transformations semblables à celles du n° g5 , changer la formule ( 4 ) en une autre qui fera connaître la valeur approchée de P.
Observons d'abord que la formule (5) peut s'écrire ainsi
Faisons ensuite
(/l fnZ,cosxz,dz„y ■+■ (I J„z,smxz^dz^ = p.*;
il y aura un angle réel r,, tel que l'on ait
- / /,z„cosxz.(f2,=cosr., - / /,z, sina:r.fl'z„ = sinr. ; et si l'on fait aussi, pour abréger,
la valeur précédente de X deviendra
En la substituant dans la formule (4), on aura donc
P = -/ " Ycos( y— cxlsinêj: h'—--/ Ysinfr — cx)ûnix — %
et comme les éléments de la seconde intégrale sont deux à deux égaux et de signes contraires, et ceux de la première, deux à deux égaux et de mêmes signes , cette valeur de P se réduira à
P = - / Ycos(j' — cx)sinÊj^ — . (n)
Pour ar = o , on a p, = i j et pour toute autre valeur de x, celle
de p„ est moindre que l'unité. En efiet, l'expression de f\ peut évidemment se changer en celle-ci :
■'"—j^ fnzcosxzdz .ffnZcosxz'dz'-^-Cf^zsïnxzdz.Cfnz' smxz'dz' ; laquelle est équivalente à
f\ =y^ fa^'^-f"^' ^^^ x{z — z')dzdz' ;
quantité moindre que 1 f f„zf „z' dzdz', ou que j J,zdz. j f„z'dz' , pour toute valeur de .r différente de l'unité; et, par conséquent, moindre que l'unité, puisqu'on doit avoir f Lzdz= i et / /„zV/z'= i.
Cela posé, le nombre \i- étant très grand, il s'ensuit que dès que la variable x ne sera plus très petite, le produit Y, égal à l'unité pour .r = o, se l'éduira, en général, à une très petite fraction qui serait tout-à-fait nulle si ^ pouvait devenir infini. En faisant abstraction, comme dans le n° 95, du cas particulier oîi Y convergerait vers une quantité différente de zéro (*), nous pourrons donc ne donner à x, dans l'intégrale que contient la formule (11), que de très petites valeurs, à la limite desquelles la valeur de Y soit insensible; de sorte qu'en faisant
la variable 6 pouj-ra être Supposée infinie à cette limite; et qu'en substituant cette variable à x dans l'intégration, on devra prendre zéro et l'infini pour les limites de l'intégrale relative à 6.
Pour exprimer .r et dx au moyen de 6 et c?9, je développe les valeurs précédentes de pnCOST^ et f„ sinr„ suivant les puissances de x. En
(*) Pour l'examen de ce cas particulier et des sinj^ularités qu'il présente, je renverrai à mon mémoire inséré dans la Connaissance des Tems , de 1827, et que j 'ai déjà cité ( n" 60 ).
mettant la lettre z au lieu de z, sous les signes/", et faisant
f''zf,zdz=k„, r''z%zdz = k'„ f''z%zdzz=k\,e\c., nous aurons, en séries convergentes,
f.cosr» = I - ^A-'„ + ^'3-^//".-etc., p, siur„ = xk^ — ^-^ A". + etc.
En faisant aussi
'- {k'^ — k\) = K, i (/fe". _ 3A-.A'„ + 2k\) = g. , etc. ,
on déduira de ces séries
fa = I — Jc'/i„ -\- x*l, — etc., /•. = xA'„ — x^g^ + etc.;
et de cette valeur de p., on déduira ensuite
loge. = — x'h, + x*{L — î h\) — etc. Faisons encore
^k,=zp.k, 2A. = fxA, 2g-. = ag, 2 (/. — j k\) = fjil, etc.;
les sommes 2 s'étendant, ici et dans tout ce qui va suivre, depuis n^\ jusqu'à n = u-^ nous aurons
logY = — â' = — xyh + x*!j.l — etc.; d'où l'on tire
X = -7= H ;— T=i= -f- etc.,
dx di , Kdi ,
et l'on aura en même temps
Y — cxz=.{uk — c\x ^r= + etc. ,
cos{ jr — ex) = cos {p-k — c)x -\ ~_ gin (j^k — c)a:-f- etc.
Au moyen de ces diverses valeurs, la formule (i i) devient
P =2 / g— 6' co&ip-k — c)x sin ix —
vj o ^ 6
+ -^ f * e->' sin ( fx^ — c)x sin ex.^'S ,
Trhy fihJ o
en négligeant les termes qui seraient divisés par fi, et conservant x à la place de sa valeur sous les sinus et cosinus. Si nous prenons
C = IJÀ,
cette formule se réduira à
j. 2. r"" ,, . tQ de
«■J o [/uh 9
en supposant que le rapport de ê à s/fx ne soit pas un grand nombre, ce qui permet de réduire la valeur de ex à son premier terme
-^-T=. Or, a étant une constante indéterminée , on a , d'après une formule connue ,
I e-s cos — -= £70= - V''" e ; J 0 y fji 2
en multipliant par —7=, et intégrant depuis a=o jusqu'à « = «, on
Yfih
en déduit
e-S' sm -7=r - = - »/_ e ^'^ du; et en faisant
et observant qu'on a
il en résultera enfin
pour la probabilité que dans un très grand nombre fj. d'épreuves, la somme s des valeurs de A sera comprise entre les limites
[j-k =p 2U \/f-h, ou, ce qui est la même chose, pour la probabilité que les limites
comprendront la valeur moyenne - de A, résultante de ces ^ épreuves successives.
(102). Eu donnant à u une valeur peu considérable, qui rende néanmoins la formule (i 3) très peu différente de l'unité, on en conclura que le
rapport - différera probablement fort peu de la quantité k ; et comme
cette quantité représente la somme des valeurs possibles de A , multipliées par leurs chances respectives à chaque épreuve , et divisées par le nombre fi des épreuves, c'est-à-dire la somme de ces valeurs multipliées respectivement par leurs chances moyennes, il s'ensuit que cette conclusion coïncide avec la proposition du n° 53 _, qui se trouve ainsi démontrée dans toute sa généralité.
Ainsi, dans un très grand nombre/* d'épreuves, il y aura toujours une probabilité très approchante de la certitude, que la valeur moyenne
de A différera très peu de la quantité k : la différence - — k diminuera
ndéfiniment u mesure que p. augmentera de plus en plus, et serait toutà-fait nulle si ce nombre devenait infini.
Si l'on construit une courbe plane dont z ety.z soient les coordonnées courantes, ellerepre'sentera la loi de probabilitédes valeurs de A dans la n""" épreuve , en ce sens que l'élément fnzdz de l'aire de cette courbe sera la pi-obabilité infiniment petite de la valeur de A exprimée par l'abscisse z. La courbe dont les coordonnées courantes sont z
et - 2/|z représentera de même la loi de probabilité moyenne des
f„.zdz
étant l'unité , l'aire totale de cette courbe , depuis z ■=za jusqu'à z = b, sera aussi l'unité; et si l'on appelle Ç l'abcisse de son centre de gravité , on aura
h=~^rzj:zdz=-C;
en sorte que cette abscisse est la quantité k vers laquelle converge , dans tous les cas, la moyenne des valeurs de A. Cette quantité sera zéro toutes les fois que par la nature de la chose A, ses valeurs égales et de signes contraires seront également probables dans chaque épreuve, c'est-à-dire lorsque l'on auray^ ( — z)=f„z, pour toutes les valeurs de n et de z.
La constante h devra être une quantité positive, pour que les limites de - soient réelles. C'est aussi ce que l'on peut facilement véri-
fn^dz' = I ,
on peut écrire
. 2h,z^f'z%zdz.fy^z'dz' - f\f^zdz.f'z'J„z!dz',
ou, ce qui est la même chose,
zK = flfl (z" — zz')f,zf„z'dzdz', ou bien encore
^K ^rr (z'» - z'z)f,z'j„zdz'dz',
J aj a
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ce qui donne, en ajoutant ces deux dernières équations,
•6 rh
4A. = fj^ (z - z')%zj,z'dzdz'.
Or, celte valeur de 4^« est évidemment positive , et ne peut pas non plus être nulle , puisque tous les éléments de l'intégrale double sont positifs ; par conséquent , il eu sera de même à l'égard de la somme 2^, et de h.
Le cas le plus simple est celui d'une égale probabilité de toutes les valeurs possibles de A, pendant toute la série des épreuves. Quel que soit n, on aura alors
afin que cette valeur constante de/|z satisfasse à la condition / J^z(lz=i; et il en résultera
Les limites de - dont la probabilité est P, seront , en conséquence ,
et se réduiront à =p ^^, lorsqu'on aura az=. — è. En prenant, par
exemple (n° 82),
il sera également probable que la moyenne - se trouvera comprise en dedans ou en dehors des limites (0,389) t7=; et si l'on aft=6oo,
il y aura un contre un à parier que - ne s'écartera pas de zéro , d'une
quantité plus grande que la fraction ^^^^ — de b, à très peu près égale à (0,016) 3.
Ce cas est celui d'ua point M qui doit tomber à chaque e'preiive sur une droite dont la longueur est 2b , et où l'on suppose toutes les positions de M sur cette droite également probables : P est alors la probabilité que dans un très grand nombre fx, d'épreuves, la distance moyenne de M au milieu de celte droite n'excédera pas la fraclioa
— :■== de sa demi-longueur b. Si M devait tomber à chaque épreuve
sur la surface d'un cercle du rayon b , et que l'on supposât également probables toutes les distances égales du point M à son centre, il est évident que la \)vohah\\ï\.éf^zdz d'une distance z serait proportionnelle à z; en la supposant constante pendant les épreuves, et observant que toutes les distances possibles seraient comprises entre zéro et b, il faudrait prendre y^s = |^ pour satisfaire à la condition Ç f„zdz = i j de cette manière, on aurait
et P serait la probabilité que dans le nombre /ut, d'épreuves, la moyenne des distances du point M au centre serait comprise entre les limites
1" '*' Jvl'
(io5). Quoique nous ayons supposé (n° 97) la chose A susceptible de toutes les valeurs comprises entre les limilesa et^, mais inégalement probables, les formules que nous avons obtenues n'en sont pas moins applicables au cas où le nombre de valeurs possibles de A est limité; et pour cela, il suflira de considérer comme des fonctions discontinues, les fouclionsyj z,^z,^s, etc., qui expriment les lois de probabilité des valeurs de A dans les f/, épreuves successives.
Soient, en efiet, c, , c,, C3,.. . c\, un nombi'e v de valeurs de z comprises entre a cl b; supposons que la fonction ^z soit nulle pour toutes les valeurs de z qui ne sont pas infiniment peu diflérenles de l'une de ces quantités c,, c», Cg, . . . c, ; en désignant par ^ un infiniment petit, supposons aussi qu'on ait
de celte manière, A ne sei;a susceptible que des v valeurs données c,, c, , C3,... c, , dont les probabilités respectives seront y,tyt,yi, --y, . à la ri"" épreuve , et pourront varier d'une épreuve à une autre, c'està-dire avec le nombre n. Mais l'une de ces valeurs devant avoir lieu certainement à la ri"" épreuve, il faudra que l'on ait
pour toutes les valeurs de n, depuis « = 1 jusqu'à nz=ip.. Cette somme des quantités^,, %, ^3, etc. , sera d'ailleurs la valeur de l'intégrale
/ y„3ffr-, et cette équation remplace la condition / f^zdz=:i.
Pour un indice quelconque /, on a identiquement
fzfr-dz = cSfnZdz +/(= - C;)J„zdz,
fz%zdz ^ c^fj\zdz 4- 2cJ{z — c^f,zdz^f{z—c,YJ„zdz.
Si l'on prend ces intégrales entre les limites Cj=^ S", celles qui renferment le facteur z — C| sous le signe /"s'évanouiront, puisque entre ces limites, ce facteur est infiniment petit, et les autres auront j, pour valeur. On aura donc
zJnZdz = yfii, I zy^zdz = yfii* ;
Ci f •" J Ci — t
d'oii l'on conclut
j'^ zf^zdz = y,c, -{- y^c, + y^c^ +. . .+ >^c,, y^ z%zdz= >.c,*4- 7.c/-f- y3C\ + . . .+ y^c\',
au moyen de quoi les quantités désignées par k et /i«dans le n° 1 0 1 , deviendront 9
les sommes Z s'étendant au nombre ^i des épreuves. Par conséquent , la formule (i3) exprimera la probabilité que la somme s des valeurs de A, dans cette série d'épreuves, sera comprise entre les limites Mq= 2u\/fji,h, dans lesquelles on mettra pour k et h les valeurs que l'on vient d'écrire, et qui seront faciles à calculer, quand les v valeurs possibles de A et leurs probabilités respectives serout données pour chaque épreuve.
Si ces probabilités sont constantes et, de plus, égales entre elles;
leur valeur commune sera - , et Ton aura simplement
• Supposons , par exemple , que les valeurs possibles de A soient les six numéros marqués sur les faces d'un dé ordinaire, que l'on projette successivement un très grand nombre de fois représenté par /x ; abstraction faite de la petite inégalité qui peut exister entre les chances de ces six faces , on aura
)'=C, c, = 1, c, = 2, C3=:3, 0^ = 4, Cj = 5, Ce =6;
d'où il résultera
en sorte que la formule (i3) exprimera la probabilité que la somme s des numéros qu'on amènera dans les f^ épreuves successives, sera comprise entre les limites
En prenant «^0,4765 et |U=: 100, il sera également probable que dans 100 épreuves, la somme s sera comprise en dedans ou en dehors des limites 35o rp 1 1 ,5.
(104). Maintenant considérons, comme dans le n* 52, un événement E
d'une naturequelconque, dont l'arrivée puisse être due àun nombre t de causes distinctes, qui s'excluent mutuellement et qui sont les seules pjssibles. Appelousces causes C,, G,, Cj,. . .C, j soient c, la chance que la cause C( donnera à l'arrivé© de E, quand ce sera cette cause qui inteivicndra, et j,la probabilité de son intervention. La chance de E pourra %'arier, en conséquence, d'une épreuve à une autre : ce sera une cliose susceptible de v valeurs différentes, c,, c\, C3, ... c,, dont les probabilités respectives seront >,,>,, ys, ... y,, et demeureront les mêmes tant que les causes C, , C,, C3, ... C,, ne changeront pas. En prenant donc cette chance pour A, H y aura la probabilité P, donnée par la formule (i5), que sa valeur moyenne, dans un très grand nombre ft d'épreuves, sera comprise entre les limites ^ zfz — K.— , où l'on
Vf mettra pour A- et h, leurs premières valeurs du numéro précédent, ap-
pliquéesau cas où les quantités c,, c,, Cj, etc., 7,, ^,, ^j, etc., demeurent constantes pendant les épreuves; ce qui changera ces valeurs en celles-ci:
et les rend, comme on voit , indépendantes du nombre /*, quels que soient d'ailleui's le nombre et l'inégalité des quantités qu'elles renferment. Et comme on peut donner à n une valeur peu considérable, qui rende la probabilité P très approchante de la certitude, il s'ensuit que la moyenne des chances de E qui auront lieu pendant la série d'épreuves, différera probablement très peu de la somme des v produits 5, c, , %c,, etc., dont elle s'approchera indéfiniment à mesure que le nombre [J- augmentera encore d'avantage; ce qui est la seconde des deux propositions générales du n° Sa, qui nous restait à démontrer.
Dans deux séries composées de très grands nombres p. et p' d'épreuves, si l'on représente par m et m' les nombres de fois que l'événement E arrivera, les rapports — et — s'écarteront probablement fort peu (n'gô)
des chances moyennes de E dans ces deux séries; il est donc aussi très probable qu'ils différeront très peu de la valeur précédente de k,
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et^ par conséquent, l'un de l'autre, puisque cette valeur de k sera commune aux deux séries d'épreuves, si , toutes les causes C, , C,, C3 , etc., n'ont pas changé dans l'intervalle. Mais quelle sera la probabilité d'une
petite différence donnée entre ces rapports — et -7- ? C'est une question
importante dont nous nous occuperons dans ua des numéros suivants.
(io5). Dans la plupart des 'juestions auxquelles la formule (i3) est applicable, la loi de probabilité des valeurs de A est inconnue, et, par conséquent , les quantités A et h y contenues dans les limites de la valeur moyenne de A, ne peuvent se déterminer a priori. Mais au moyen des valeurs de A observées dans une longue série d'épreuves, on pourra éliminer les inconnues que renfermeraient les limites de sa valeur moyenne, dans d'autres séries également composées d'uu grand nombre d'épreuves , et pour lesquelles les diverses causes qui peuvent amener toutes les valeurs possibles de A, sont les mêmes que pour la série dont on aura employé les résultats, en entendant par de mêmes causes, celles qui donnent la même chance à chacune de ces valeurs , et qui ont elles-mêmes une égale probabilité. La solution complète de ce problème est l'objet des calculs suivants.
Je fais c = é dans la formule (12); il en résulte
P= - r"^<3-9'sin (fi kx)-r-\- — f ^~^' sin ( 2ix — /xkx) -^
pour la probabilité que la somme s des;* valeurs de A sera comprise entre zéro et 2ê. On en conclut que la différentielle de P par rapport à «, savoir :
^P d,=^± r%-6' cos(a.^-^A-^) ^ ^T'-" ^'^ (^^^ -A*^-^) •^6*'^^ '
exprimera la probabilité infiniment petite que s aura précisément ai
pour valeur. Je fais aussi
26 = ^tA-j- 2f S/jJ^h, dé=.\/[j.h dv;
dP
je désigne par fsrclv la valeur corrrespondanle de -j^ de, dans laquelh; je néglige les quantités de l'ordre de petitesse de -, ce qui permettra d'y réduire a: au premier terme — ^ de sa valeur en série (n* 101); il vient
^rft.= — r°°e-9-cos(2t^9y9— -^'ÎL r*e-9'sin(2c9)6W9,
et à cause de
r"e-5-cos(2fâ)rf9=JV^e-'-, •
r"e-9'sin(2p6)ÔV0= j \/yr (5v — 4'v^]e~^\ cette valeur de ^dv prendra la forme
V désignant un polynôme qui ne contient que des puissances impaires de V, et qui n'influera pas, quel qu'il soit d'ailleurs, sur le résultat de nos calculs. Cette expression de is-dv sera donc la probabilité de la somme s égale à la valeur précédente de 2é, ou bien en divisant, par /*, ce sera la probabilité de l'équation
dans laquelle v est une quantité positive ou négative, mais très petite par rapport à \/f>t-
J'appellerai maintenant C, , C,, C3 . . . C, , toutes les causes, connues ou inconnues, qui s'excluent mutuellement, et qui peuvent donner h A une des valeurs dont celte chose est susceptible j et je désignerai
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P3»' î'i, %, >s>' • •J', > leurs probabilités respectives, dont la somme sera égale à l'unité, et dont chacune aurait une valeur infiniment petite, si le nombre de ces causes possibles était infini. Les valeurs possibles de A étant toutes celles qui sont comprises entre a et b, et, consëquemraent, en nombre infini, la chance de chacune d'elles, provenant de chacune de ces causes, sera infiniment petite. Je représenterai
par Z^2 la chance que C( donnerait, si cette cause était certaine, à la
/h zf„zdz, relative à la n'"" épreuve, sera
donc une chose susceptible des 1/ valeurs / zZ.rfz, / zZ^dz,...f zZ^dz,
dont les probabilités seront celles des causes correspondantes; en sorte que 7^1 exprimera , à une épreuve quelconque, la chance de la valeur
/ zTjflz. Par conséquent, la probabilité infiniment petite d'une valeur
de la moyenne- 2/ zf^zdz, se déterminera par la règle précédente,
qui convient à la moyenne - des valeurs d'une chose quelconque, dans un très grand nombre //, d'épreuves : s sera alors la somme des ^ valeurs inconnues de / zf^zdz, qui auront lieu dans cette série d'épreuves, et les quantités qu'on devra prendre pour Â: et h, se détermineront d'après les v valeurs possibles de cette intégrale.
Or, en prenant ces v valeurs j zZ^dz, j zZ^dz,... j zZ,dz,
pour celles que l'on a désignées par c,, c,,. . . c, , dans le n' io5, et faisant, pour abréger,
OÙ la caractérisflque S indique une somme qui s'étend à tous les indices i depuis J := i jusqu'à /= v , ce sont, d'après les formules de ce numéro , les quantités y et€, indépendantes de /* , qu'il faudra prendre pour k et h. Si donc on désigne par v^ une quantité positive ou nér
gative, très petite par rapport à v//*; que V, soit un poljnome qui ne contienne que des puissances impaires de v,; et que Ton fasse
cet infiniment petit 'Sr^c^f, sera la probabilité de l'éqnatiou
- 2 / zf,zdz =zy H ■-■=-.
En considérant de même la quantité
comme une chose susceptible des r valeurs correspondantes aux causes C, ,C,,...C, , et dont les probabilités, à chaque épreuve, seront celles de ces causes mêmes; désignant par v^^ une quantité positive ou
négative, telle que le rapport —^ soit une très petite fraction, et par
V^j un poljnome qui ne contienne que des puissances impaires de v^^ ; faisant ensuite
et, pour abréger,
* = ^ S^i^^ z^Ztdz— i S^, (^f zZidzJ,
cette expression de 'nri/dvii sera la probabilité que la moyenne des fA valeurs de la quantité dont il s'agit, savoir ;
i;2[/>..rfz-(/>rfzy],
ne différera de a, que d'une quantité déterminée , de l'ordre de peti-
tesse de -— , et qu'il nous sera inutile de connaître. D'ailleurs cette
Vf* moyenne n'est autre chose que la quantité A du n° loi ; si donc on néglige les quantités de l'ordre de -, il suffira de mettre a, au lieu de h,
dans le. second terme de la valeur précédente de -, qui est déjà de l'ordre de — L : de cette manière, on aura
et la probabilité de cette équation serait encore tirdv, si la valeur de h que l'on a employée était certaine. Mais cette valeur n'ayant qu'une probabilité <ar^^di>i^, dépendante de îa variable v^^ qui n'entre pas dans
la valeur de-, il s'ensuit que la probabilité de celle-ci aura pour expression complète , le produit de '^!rd^' et de la somme des valeurs de 'SFifiv,^ , correspondantes à toutes celles que l'on peut donner à v^^. Or, quoique ces valeurs doivent être très petites par rapport à \/jt*, on pourra néanmoins , à raison de l'exponentielle e~ ' .' facteur de (sr^/dvi^, étendre l'intégi-ale de '^i,dvi^ sans l'altérer sensiblement , depuis ^',= — «3 jusqu'à i>i^ = 00 ; la partie dépendante de V^^ disparaîtra comme étant composée d'éléments, deux à deux égaux et de signes
tirjiv^=. I. Par conséquent,
la probabilité de l'équation précédente sera toujours Tsrdv , comme si la valeur approchée de h dont on a fait usage, eiit été certaine.
On peut aussi remarquer que la moyenne -2 / zf„zdz n'est autre
que la quantité A: du n" loi j l'expression de <iff^dVi est donc la probabilité que la valeur de cette quantité sera
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donc en substituant cette valeur dans celle de -, ce qui donne
s iv \/C ivy a
la probabilité de cette dernière équation, pour chaque couple de valeurs de c et t'^, sera le produit de <iffdv et far,dv,, que je représenterai par (7 , de sorte qu'on ait
en négligeant le terme qui aurait p pour diviseur.
Désignons par 0 une variable positive ou négative, très petite, comme p et v^, par rapport à vp; on pourra faire
et si l'on veut remplacer v^ par cette nouvelle variable, dans la formule différentielle précédente , il y faudra mettre , au lieu de v^ et dv^ , les valeurs
ce qui la changera en celle-ci
dans laquelle T est un polynôme provenant de V et V^, et dont chaque terme contient une puissance impaire de v ou de 6. L'équation
ne renfermant plus que la variable ô, il s'ensuit que sa probabilité
totale sera la somme des valeurs de a , relative à toutes les valeurs positives ou négatives que l'on peut donner à l'autre variable v. De
plus, à raison de l'exponentielle que renferme l'expression de o-, il sera permis d'étendre cette intégrale, sans en altérer sensiblement la valeur, depuis t" = — oo jusqu'à f = co . Alors, en faisant
et désignant par T', ce que T deviendra en fonction de & et 9^ , nous aurons
les limites de l'intégrale relative à la nouvelle variable 9, seront encore rboo j en représentant donc par >irf9 sa valeur infiniment petite, il en résultera
pour la probabilité de l'équation (i4)> © étant un polynôme qui ne contient que des puissances impaires de 9.
Il s'agira actuellement d'éliminer l'inconnue a + ê de celte équation (i4)> ce qui sera possible, comme on va le voir, parce que l'expression de a -f- ^ se réduit à
a -j- C = - S^j / z*Z,r/z — ' ( S;/, j zZ,dz\ ,
et ^e trouve indépendante de la somme Sy^ ( I zX^àzA , qui était contenue dans chacune des quantités et, et ê.
(io6). En appliquant à - / z^f^zdz le même raisonnement qua cette quantité diminuée, comme dans le numéro précédent, de ~\ i 2/„zflf2j , et désignant par - <p sa valeur moyenne, de sorte
qu'on ait
il y aura la probabilité <z!r^,r/i^^,que - S^, / z'Zdz ne difféiera de <p , que
d'une quantité déterminée et de l'ordre de petitesse de -— _. Déplus, en
Vf
négligeant toujours les termes qui ont - pour diviseur, on verra aussi, comme dans ce numéro, qu'il sera permis d'employer, dans l'équation (i4)> ~ ^ '"•" ''6" ^^ cette partie- Syi I z'Xidz de la valeur précé-
dente de a + 6 , sans rien changer à la probabilité Y,d^ de cette équation. L'autre partie de la valeur de a -4- (^ étant exactement la quantité ~ j *, on aura donc
au moyen de quoi l'équation (i^) deviendra d'abord
t^ y fi
Cela posé, soit Z une fonction donnée de z. L'analyse des n" 97 et i o i , etpar suite, l'expression de rwcii) du numéro précédent, s'éleodronl sans difficulté à la somme des valeurs de Z qui auront lieu dans les fx, épreuves que nous considérons. 11 suffira de prendre au lieu de A , une autre chose A, dont les valeurs soient celles de cette fonction Z. La probabilité infiniment petite d'une valeur quelconque de A^ sera la même que celle de la valeur correspondante de z, et s'exprimera, en conséquence, par/„zdz à la n'"" épreuve; et si l'on désigne par k^ , //,, g^, etc., ce que deviennent relativement à A^, les quantités k, h, g, etc., du n* loi , qui se rapportent à A, on aura
f^k = ^f'zj\zdz, t^.h = ^[_p^Z%z,h—(^f^ZJ„zdz)'~\,eic. Donc, en appelant s,, la somme deSfi valeurs de A^ qui auront lieu
dans la série d'épreuves, l'iafininient petit -arf/f sera la probabilité que l'on aura précisément ,
Maintenant, si nous faisons Z = z*, nous aurons
au degré d'approximation où nous nous arrêtons, on pourra donc
prendre - pour la valeur de f, dans l'expression précédente de -; et l'on
s'assurera, comme dans le numéro précédent, que la probabilité de cette expression ne changera pas; en sorte que »c?9 sera toujours la probabilité infiniment petite de l'équation
ou de celle-ci ,
qui se déduit de la précédente, en négligeant toujours les quantités de l'ordre de petitesse de -.
Je représente par A, la valeur de A qui a eu on qui aura lieu à la n'^"" épreuve; et je fais, pour abréger,
iSA. = A, -2(A„ — \y = i/V
On aura identiquement
au moyen de quoi , l'équation précédente deviendra
Or , on conclut de là que si l'on désigne par u une quantité positive et donnée , l'intégrale de la probabilité n<i9 de cette équation , prise depuis 9= «jusqu'à G= — u, exprimera la probabilité que la valeur
de - tombera entre les limites
ul
Y fi
En appelant r cette dernière probabilité, et ayant égard à l'expression de 11^9, on aura
T = ^f e " ^9 - -^ / e edd;
et comme © est un polynôme qui ne contient que des puissances impaires de 9, la seconde intégrale sera nulle, et l'on aura simplement
résultat qui coïncide avec la probabilité P donnée par la formule (i5}.
Ainsi, cette formule exprime la probabilité que les limites q= -— , qui ne renferment plus rien d'inconnu après les épreuves, comprendront la différence entre la moyenne - des valeurs de A et la quantité spéciale
y , dont cette moyenne approche indéfiniment, et qu'elle atteindrait si >j. devenait infini , sans que les causes C, , C, , Cj , . . . C, , des valeurs possibles de A changeassent jamais.
(loy). Supposons actuellement que l'on fasse deux séries d'un grand nombre d'épreuves, qui sera représenté par f/, dans l'une de ces séries et par \â d^ns l'autre. Soient s et s' les sommes des valeurs de A
dans ces deux séries; soient aussi A, et à'„ les valeurs de A qui auront
ou qui ont eu lieu à la n""" épreuve ; et faisons
les sommes 2 s'étendant à toutes les épreuves de chaque série, c'està-dire, les deux premières depuis n=i jusqu'à n = fi, et les deux dernières depuis n= i jusqu'à n = f/,'. Si les causes C, , C,, Cg, . . . C, , ne changent pas d'une série d'épreuves à l'autre, la quantité y du n" io5 ne changera pas non plus ; en désignant alors par 6 et 6' des variables positives ou négatives, mais très petites par rapport à \/^ et \/'(^', les équations relatives aux valeurs nio^-ennes de A dans ces deux séries , seront
et leurs probabilités respectives k(/9 et m'c?9' auront pour expressions
0 et 0' étant des polynômes qui ne contiennent que des puissances impaires de 6 et 6'. De plus, si les séries se composent d'épreuves diffe-
s s' rentes, ou pourra considérer ces valeurs de - et — comme des évé-
fi fl ■
nements indépendants l'un de l'autre ; et par la règle du n° 5, la probabilité de leur arrivée simultanée sera le produit de «r/S et »Wâ'. Ce sera aussi la probabilité d'une combinaison quelconque des deux équations (i5), et, par exemple, de l'équation que l'on obtient en les retranchant l'une de l'autre , savoir :
/ __ i 6'Z' _ el
Ainsi, en désignant par 4' le produit ««'rfQrfô', et négligeant le terme
qui aurait v//u./a' pour diviseur , nous aurons
pour la probabilité de l'équation précédente, relativement à chaque couple de valeurs de 6 et ô'.
Pour suivre ici, la même marche que dans le n° io5, je fais
_fiT_,__ _6£_ _ t \/i:'^+iy ce qui change cette équation en celle-ci :
Je remplace G dans -vf/, par la nouvelle variable t; et pour cela, je fais
d'où il résulte
n étant un polynôme dont chaque terme renferme une puissance impaire de t ou de G. La valeur de 1 ne renfermant plus que la
variable t , sa probabilité sera l'intégrale de 4 étendue à toutes les valeurs que l'on pourra donner à l'autre variable 6 ; et à cause de l'exponentielle contenue dans 4» cette intégrale pourra s'étendre, sans en altérer sensiblement la valeur, depuis G = — co jusqu'à G= co. En faisant alors,
et désignant par n' ce que II deviendra , nous aurons
4 = l{i~^n') e-'"-''dt'dt;
les limites de l'intégrale relative à t' seront encore i' = q= c» ; et si l'on représente par î^dt la probabilité infiniment petite de la valeur précédente de — — -, on aura -
ft fi
Kdt = -I-_(i_.T)e-'*rff; Vit
T étant un polynôme qui ne contient que des puissances impaires de t. Enfin, si nous représentons par u une quantité positive et donnée, et
par A la probabilité que cette différence ^ — - tombera entre les li-
mites
y'nfc
nous aurons
A = -^ r"e-" dt; yTT J o '
ce qui coïncide avec la valeur de P donnée par la formule (i 3). Par conséquent, celte quantité P est la probabilité que la différence entre les valeurs moyennes de A dans deux longues séries d'épreuves, tombera entre ces limites qui ne contiennent rien d'inconnu.
Après avoir pris pour u une valeur suffisante pour rendre celle de P très peu différente de l'unité, si l'observation donne pour cette diffé-
rence — — -, une quantité qui tombe en dehors des limites précédentes, on sera fondé à en conclure que les causes C,, C,, C3,. . . G, , des valeurs possibles de A, ne sont pas restées les mêmes dans Tinlervalle des deux séries d'épreuves, c'est-à-dire qu'il sera survenu quelque changement, soit dans Ips probabilités >,, 7,, T'a, . . .>v > de ces causes, soit dans les chances qu'elles donnent aux difîérentes valeurs de A.
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D'après ce qu'on a vu dans le numéro précédent , chacune des quantités / et L' devra diflërer très probablement tort peu d'une même quantité 2 \/ai-\-Q, inconnue et la même dans les deux séries d'épreuves ; il est donc aussi très probable que les quantités / et l' différeront très peu l'une de l'autre; et sans changer sensiblement, ni la grandeur des limites précédentes, ni leur probabilité, on y pourra faire l' = L Dans une série d'épreuves futures, il y aura donc la probabilité P, donnée
par la formule (i5), que la moyenne -7 des valeurs de A , tombera en-
tre les limites
s ul\/fi + n' ,
qui ne dépendent, pour chaque valeur donnée do u, que des résultats de la première série d'épreuves déjà faites.
Pour une même valeur de m, c'est-à-dire à égal degré de probabilité , on voit que l'amplitude de ces limites est plus grande que celle
des limites de la difTérence y , dans le rapport de v//m,-|-/a' à\/^',
et que ces deux amplitudes coïncident à très peu près, lorsque /w' est un très grand nombre par rapport au très grand nombre [>■.
(108). Si les deux séries de p. et ;j.' épreuves ont pour objet la mesure d'une même chose, et sont faites avec des instruments différents, pour chacun desquels les erreurs égales et contraires soient également probables^ les
valeurs moyennes - et -r, résultantes de ces deux séries, conver-
geront indéfiniment»vers une même quantité qui sera la véritable valeur de A (n" Go). Dans ce cas, l'inconnue y sera donc la même pour
les deux séries d'observations, elles moyennes - et -^ dififéreront très
probablement fort peu l'une de l'autre; mais, pour ces deux séries, l'inconnue a-\-Q pourra être très différente; ce qui rendra très inégales les quantités / et /'. Les valeurs de ces quantités étant connues, on peut demander quelle est la manière la plus avantageuse de combiner les moyennes - et -^ , pour en déduire les limites de^. ou de
la véritable valeur de A.
Pour trouver cette combinaison, je désigne par g et g' des quantités indéterminées dont la somme soit l'unité, et j'ajoute les équations (i5), après avoir multiplié la première par g et la seconde par g' , ce qui donne
^ — f.-^ te- 1/- j/y'
équation dont la probabilité est égale à vf/ , d'après ce qu'on a dit plus haut, pour tous les couples de valeurs de S et ô'. Or, par un calcul semblable à celui qu'on vient d'effectuer , on en conclura que la quantité P, donnée par la formule (i5), exprimera la probabilité que la valeur inconnue de -y soit comprise entre les limites
Si donc on veut que pour une même probabilité P, c'est-à-dire , pour chaque valeur donnée de u, l'amplitude de ces limites, soit la plus petite qu'il est possible, il faudra déterminer g et g' en égalant à zéro la différentielle du coefBcient de u, par rapport à ces quantités : à cause de g -|- g' = I et dg' = — dg, on en déduira
et les limites les plus étroites de y seront celles-ci .
si'' + ^7' uie
i"ft -h /y ■+" v//''« + /y'
dont la formule (i3) exprimera toujours la probabilité.
On peut facilement généraliser ce résultat, et l'étendre à un nombre quelconque de séries d'un grand nombre d'observations, faites avec des instruments différents pour mesurer une même chose A . Les trois quantités? ;a , s , l, répondant à la première série, si l'on désigne les quantités analogues parjtt', s' , V , dans la seconde série; par^", s", l",
dans la troisième; etc.; et si l'oa fait, d'abord
?. + ?. + ?-. + etc. =D., et ensuite
jîf f, JÎ_ — a' JL- — a" etc
la formule (i5) exprimera la probabilité que la valeur inconnue de A est comprise entre les limites
sa , s'a' , s"q" , , _^ u
résultantes de la combinaison la plus avantageuse des observations. Et comme on pourra rendre celte formule (i5) très peu différente de l'unité, en prenant pour u un nombre peu considérable, il s'ensuit que la valeur de A différera très probablement fort peu de la somme
des moyennes-, — , -j, etc., multipliées respectivement parles quantités q, q', q', etc. Le résultat de chaque série d'observations influera d'autant plus sur cette valeur approchée de A et sur l'amplitude :^ g de ses limites, que celui des quotients '^, p^, ^, etc., qui
se rapporte à cette série, aura une plus grande valeur.
Lorsque toutes les séries d'observations auront été faites avec un même instrument, on pourra les considérer comme une seule série, composée d'un nombre d'observations égal à ;A + ;M.'-f-ft"+ etc. Ainsi qu'on l'a dit plus haut, les quantités /, Z', F', etc., seront à très peu près et très probablement égales ; eu étendant les sommes 2 à la série totale, ou depuis ti= i jusqu'à 7i = ,tt-f-ft' -f- /a* -f- etc., et faisant
^+«'+^"+lï^ 2A. = A , -j_^-— 2 ( A,— A)» = i /,%
on pourra prendre /, pour la valeur commune de /, l', l', etc.; au moyen de quoi les limites précédentes de l'inconime y, et dont la
formule (i3) exprime la probabilité', deviendront
s + s' + s" + etc. "A _
^ + fc'+fc" + etc. ~^ v/f+-«'+,«"+etc. '
ce qui coïncide avec le résultat du n° io6, relatif à une seule série d'épreuves.
(ioq). La question indiquée à la fin du n° io4 se résoudra par des considérations semblables à celles dont on vient de faire usage.
Soit m le nombre de fois que l'événement E, de nature quelconque, arrivera dans un très grand nombre f/, d'épreuves. La chance de E variant d'une épreuve à une autre, soit p^ celle qui aura lieu à la ti""" épreuve. Faisons
désignons par f une quantité positive ou négative , mais très petite par rapport à \/^; et représentons par U la probabilité de l'équation
TT = Z' - 7-- V^P- n.
En négligeant, pour simplifier les calculs, le second terme de la formule (2) j ayant égard à ce que représente la quantité k qu'elle renferme; et y mettant i"au lieu de 6, on aura
\/l,rf<.{p — q)
Comme dans le n" io4 , appelons C,, C,, . . . C, , toutes les causes possibles de l'événement E , qui peuvent être en nombre fini ou infini; >,,%,..•>,, leurs probabilités respectives; c,, c^, . . . c, , les chances qu'elles donnent à l'arrivée de E. En considérant /)„ comme une chose susceptible de ces v valeurs c,, c,, . . .c, , dont >-,, 5 ,,..•>, , sont les probabilités ; faisant
>.c, + y-fi^ H- .... -f- >v<^. = '■>
et désignant par f^ une variable positive ou négative, très petite par rapport à \/jU, la probabilité infiniment petite que l'on aura précisément
sera la quantité 'zsr^rft'^ du n- io5, ou simplement — -_e — ''/' di>^, en
négligeant le second terme de son expression. Si l'on désigne encore par v,^ une variable très petite par rapport à s/y., il y aura aussi la probabilité '^i/di'n de ce même numéro, ou simplement — - e — "<-' du^^, que la quantité p — q ne différera de r — p que d'une quantité déterminée, proportionnelle à f„, et de l'ordre de petitesse de -^; et l'on verra
de plus qu'en négligeant les quantités de l'ordre de - , on pourra, sans
altérer la probabilité U de la valeur précédente de — , mettre r—p au lieu de p — q; ce qui changera cette valeur en celle-ci
m vy ir — if
D'ailleurs, si l'on fait
y/o-fc (r- f)
il faudra , pour que m soit un nombre entier , ne prendre pour v que des multiples positifs ou négatifs de cT, qui devront, en outre, être très petits par rapport à /t*.
Cela posé, j'ajoute les valeurs précédentes de p et — j ce qui donne
m vy/if — 2r' v\/ ir — 2p
équation dont la probabilité, pour chaque couple de valeurs de vQiv^,
sera le produit de U et de — ^ e—^'civ^ que je représenterai par e et
qui aura pour valeur
"^en mettant r — f au lieu àe p — q dans l'expression de U. Je fais
il en résulte
d'oii l'on tire
m 6^2m(fc — m)
en négligeant les termes de l'ordre de petitesse de -. On aura, en même temps,
cVa . /r — ;- TZrT'
en ayant égard à ce que cT représente. Mais l'expression de r ne renfermant pas v, sa probabilité en est aussi indépendante; elle est égale h la somme des valeurs de £ correspondantes à toutes celles que l'on peut donner à »», et qui doivent croître par des différences égales à J^, dont V est un multiple ; à cause de la petitesse de cT , on obtiendra une valeur approchée de cette somme en mettant di> au lieu de J^ dans e, et remplaçant la somme par une intégrale : cette valeur sera exacte aux
quantités près de l'ordre de cT ou de —p^. Quoique la variable v doive
Vf _
être une très petite quantité par rapport à \/f^, on pourra, à raison de l'exponentielle contenue dans e, étendre l'intégrale, sans eu altérer sensiblement la valeur, depuis v = — 00 jusqu'à (^ = 00 . Alors, si
l'on fait
les limites de l'intégrale relative à 9, seront aussi rfc: 00 ;eten désignant par Çf^â la probabilité infiniment petite de l'expression de r , on aura
Ç^ = ^ e-8' C e-^'" 4 = -^ e-«' rf9.
Donc ^^ étant une quantité positive et donnée , la probabilité que la valeur inconnue de r tombera entre les limites
m __ uyim (fc — m)
coïncidera avec la quantité P donnée par la formule (i5), puisque cette probabilité sera
fis'^^vjy-^-
Ainsi , P est la probabilité que la quantité spéciale r dont s'approcLe
indéfiniment le rapport —, à mesure que le grand nombre f;t ^ug-
mente encore davantage, ne diffère de ce rapport que d'une quantité comprise en les limites
uyi.m {fi — m)
fcy fi
qui ne contiennent rien d'inconnu. ;
Dans une seconde série composée d'un très grand nombre p'^ d'épreuves, soit to' le nombre de fois que l'événement E arrivera. En désignant par 6' une variable positive ou négative, mais très petite par rapport à y/^', la probabilité infiniment petite de l'équation
m' i' y irri {ft — m')
sera— ;:^ e~^'' d^' ; celle de l'équation
ytr
ni m 6'\/iTn'{fi' — ni) 6y'zm{/i — m)
que l'on obtient en retranchant cette valeur de r, de la précédente, sera donc le produit de — ^ e-^'' d^' et de — ^ e-^' dd pour tous les couples de valeurs de â et ô'; et si l'on fait d'abord
6' \/m' {fi — m') 9 \/m {/t — m) t \/fi'm'(/4.'-^jti') +^' W;(^ — m)
d^'z=z ^^'"'' ^'"' ~ ^'^ "I" ^"'" ^^ ~ ^^ dt
fi^ fini {fi — ni)
et ensuite
6 \/ ft.^m\fi — ni) + fi'm.{fi — m) , tfî \/fiw{f<, — m) ,
fi \/fem'{^' — m) ft ^ fini {fî — ni)
Vf^ni {fi -g- m') ■\-tî^m {fi — m) ^q __ ^^, fi\/"ftm'{fi—ni)
c'est-k-dire, si l'on remplace d'abord la variable 9' par t sans changer 6, et ensuite ô par «' sans changer t, cette probabilité de l'équation précédente deviendra
le-o-i^dtdt'.
Celte équation devenant, en même temps,
m' FM / V^2ft-^m' {fi — ni) ■+■ ifi^m {fi — m)
7""/« fifi \/]:p '
et ne contenant plus que la variable t, sa probabilité totale sera l'intégrale relative à t' de cette expression différentielle; intégrale que l'on pourra étendre, sans en altérer sensiblement la valeur, depuis
*' = — «0 jusqu'à <' = oD , ce qui donnera —-- e-'' dt ; d'où l'on
conclura enfin que -^_ f ^ e—'' dt, ou la quantité P donnée par la
rin comprise entre les limites
formule (i5), exprimera la probabilité que la différence % est
n fi
u \/ ifi^ni {fî — m') -f. if^m {fi —
hh
dans lesquelles u sera une quantité positive et donnée, et qui ne contiennent que des nombres connus.
Ces limites coïncident avec celles que nous avons trouvées dans le n* 87, d'une manière beaucoup plus simple, mais pour le cas seulement où la chance de l'événement E est constante et la même dans les deux séries d'épreuves. Toutefois la formule (24) de ce numéro
contient un terme de l'ordre de -— ou — — , qui ne se trouve pas
dans la formule (i5); ce qui tient à ce que, dans le calcul que nous venons de faire , nous avons négligé les termes des probabilités que nous avons considérées, qui seraient de cet ordre de petitesse.
(i 10). Je ne me propose pas de traiter, dans cet ouvrage, les nombreuses questions auxquelles on peut appliquer les formules précédentes, et doat les principales ont été indiquées dans le w 60 et les suivants (*;. Je me bornerai à prendre pour exemple de ces applications, une question connue qui se rapporte aux orbites des planètes et des comètes.
Dans les quantités qui ont été désignées précédemment par T et F (n'99), si nous faisons
^ = 8» y = l^g — ^' c-~i = 2gx, c-]-e = 2g€,
(*) Je puis encore indiquer la probabilité du tir à la cible, que j'ai conside're'e dans un mémoire écrit avant cet ouvrage , et qui paraîtra dans le prochain numéro du Mémorial de Variillerie.
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nous aurous
où l'on prendra le signe supérieur ou le signe inlérieur de chaque terme, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puissance /a sera positive ou négative. Cela étant, en représentant dans ces deux formules, par S et T les sommes des termes qui devront être pris avec leurs signes supérieurs, et par S^ et T^ les sommes de ceux qu'on devra prendre avec leurs signes inférieurs, on aura donc
r=(2g')^(S-S,), T,=(^g)''{T-Ty,
mais quelle que soit la quantité «T, on a , d'après une formule connue et facile à vérifier.
si donc on fait successivement J' = a et J" =C,on aura aussi
d'où il résultera
r = {2gn2''-^ _ 2SJ, r, = (Sg)" (2"-' _ 2T );
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ce qui cliangera la formule (lo) en celle-ci
Or, en changeant les signes des quantités élevées à la puissance (à. dans les termes de S^ et T^, ce qui les rendra toutes positives, et exigera que l'on change aussi ou que l'on ne change pas les signes de ces termes, selon que le nombre fi, sera impair ou pair; et en intervertissant ensuite l'ordre de ces termes dont le nombre est fini , on verra aisément que cette expression de P deviendra
p= i^-— p''-/.ê-.ir-+.'^i(^-.r-'^"3- (ê-5)'*+ etc.
-«"+:<— 0''-'^(—=r+'^''3-(«-5)''-etc.].-
formule qui coïncide avec celle que Laplace a trouvée (♦), d'une toute antre manière, pour le même objet.
Elle exprimera la probabilité que , dans un nombre quelcobque /* d'épreuves, la somme des valeurs d'une chose A sera comprise entre les quantités aag et aé'g-, en supposant que toutes les valeurs de A soient également possibles depuis zéro jusqu'à og, et impossibles en dehors de ces limites. On y prolongera chacune des deux parties qui la composent jusqu'au terme où la quantité élevée à la puissance u cessera d'être positive; en sorte que si n représente le plus grand nombre entier contenu dansé, la première partie de cette formule s'arrêtera au n -f- i''"' terme ou auparavant, selon qu'on aura ;t > 72 ou ^ < n ; et il en sera de même à l'égard de la seconde partie, si 11 est le plus grand nombre entier contenu dans s.
Cela posé, quelle que soit la cause qui a déterminé la formation des planètes, on suppose que toutes les inclinaisons possibles des plans de leurs orbites sur celui de l'éclipîique, depuis zéro jusqu'à 90% ont été également probables à l'origine , et l'on demande de déterminer la
(*) Théorie analjlique des probabilités , page 257.
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probabilité que, dans cette hypothèse, la somme des inclinaisons des dix planètes connues, et différentes de la Terre, a dû être comprise entre des limites données, par exemple, entre zéro et 00°. En prenant une inclinaison planétaire pour la chose A à laquelle répond la formule (iG), il faudra supposer l'intervalle 2gf des valeurs possibles de A, égal à go° , et faire, dans cette formule, a=o, S= 1, /* = 10, ce qui la réduira à
I .2.3.4.5.6.7.8.9. lo
Cette fraction étant à peu près un quart de millionième, il s'ensuit qu'une somme d'inclinaisons moindre qu'un angle droit, serait tout-àfait invraisemblable, et qu'on peut regarder comme hors de doute que cette somme aurait dû surpasser 90°. Or, au contraire, elle ne s'élève actuellement qu'à environ 82"; et comme elle n'éprouve que de très petites variations périodiques, il en résulte que l'hypothèse d'une égale probabilité des inclinaisons de tous les degrés, à l'époque de la formation des planètes, est inadmissible, et qu'il n'y a aucun doute que la cause quelconque de cette formation a dû rendre les plus petites inclinaisons beaucoup plus probables que les autres. Les inclinaisons planétaires sont considérées ici indépendamment de la direction du mouvement des planètes, dans le sens ou en sens contraire du mouvement de la Terre autour du Soleil; si ces deux sens avaient été également probables à l'origine, la probabilité que le mouvement des dix planètes différentes de la Terre aurait eu lieu dnns le sens deson mouvement, serait la dixième puissance de [; fraction au-dessous d'un millième, Ce qui rend aussi fort peu probable l'égale chance des deux directions contraires, et montre que la cause inconnue de la formation des planètes a dû rendre fort probable les directions de tous les mouvements planétaires dans un même sens.
Si l'on prend pour A l'excentricité d'une orbite planétaire , et si l'on suppose qu'originairement toutes ses valeurs depuis zéro jusqu'à l'unité étaient également probables, on déterminera la probabilité que la somme des excentricités des planètes connues devait être comprise, par exemple,entrezéroet^, en faisant a s=o,f=r 1,26, /t*=i i, dans la for-
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mule (i6), ce qui donne
♦P=- -■-,.' ^ [{1,25)"— Il(0,25)"].
Cette probabilité F étant au-dessous de trois millionièmes, il est exti èmemcnt probable, au contraire, que la somme des 1 1 excentricités a dû surpasser 1 ,25; mais cette somme,qui n'est soumise qu'à des variations périodiques de peu d'étendue, est maintenant un peu moindre que i , 1 5; l'hypothèse d'une égale probabilité de toutes les valeurs possibles de A est donc toul-à-fait inadmissible; et il est hors de doute que la cause quelconque de la formation des planètes était telle qu'elle rendait beaucoup plus probables, les plus petites excentricités, de même que les plus petites inclinaisons.
fi 1 1). Les comètes observées depuis l'an 240 de notre ère, et dont les astronomes ont calculé les éléments paraboliques aussi bien qu'il a été possible, sont aujourd'hui au nombre de i58, dont 71 directes et 67 rétrogrades. Le peu de différeuce entre ces deux nombres 71 et 67 montre déjà que la cause inconnue de la formation des comètes, ne rend pas plus probable leurs mouvements dans un sens que dans le sens opposé; la somme des inclinaisons de.5 orbites de ces i38 comètes sur l'écliptique s'élève à près de 6753° , c'est-à-dire qu'elle surpasse 75 angles droits d'à peu près a*; pour savoir si elle devrait très peu différer de cette quantité, dans l'hypothèse d'une égale probabilité de toutes les inclinaisons possibles depuis zéro jusqu'à go*, il faïadrait donc prendre pour a. et &, dans la formule (16), des nombres peu différents de 75 en plus et en moins, ce qui rendrait le calcul numérique de cette formule tout-à-fait inexécutable; par conséquent, pour connaître, dans cette même hypothèse, la probabilité P que la somme des inclinaisons des orbites de toutes les comètes observées, doit être comprise entre des limites données, il faudra recourir à la formule ( i5).
Je suppose donc que la chose A soit l'inclinaison d'une orbite cométaire sur le plan de l'écliptique. Les limites des valeurs possibles de A, que l'on a désignées généralement par a et b , étant alors a = o et b = go°, et toutes ces valeurs étant regardées comme également pro-
5o4 RECHERCHES
bables, la formule (i 5) exprimera la probabilité P que la moyemie d'un grand nombre [j- d'inclinaisons observées, tombera (u° loa) entre les nombres de degrés •
En prenant u= 1,92, et faisant /*= i38, il en résultera
pour la probabilité que dans l'hypothèse d'une égale chance de toutes les inclinaisons possibles, l'inclinaison moyenne des 1 38 comètes observées ne sortirait pas des limites /^S'zpô"; en sorte qu'il y aurait à peu près 1 5o à parier contre un , que cette moyenne devrait être comprise entre 59° et 5i°; et, en effet, on a trouvé 48"55' pour sa valeur; en sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la cause inconnue de la formation des comètes ait rendu inégalement probables leurs diverses inclinaisons.
Sans faire aucune hypothèse sur la loi de probabilité de ces inclinaisons, la formule (i5) exprimera aussi la probabilité que l'inclinaison moyenne d'un grand nombre /i* de comètes que l'on observera par la suite, ne s'écartera de la moyenne 48°55' relative aux i58 comètes déjà connues, que d'un nombre de degrés compris entre les limites (n° 107)
iil v/i38 -f- f<.'
On déduit des inclinaisons calculées de ces i38 comètes, une valeur de la quantité l que ces limites l'enferment, égale à 34°49' (*);et en faisant fz'^p., par exemple, et prenant, comme plus haut, m= 1,92, il y aura i5o à parier contre un que la dift'érence entre l'inclinaison moyenne de i38 nouvelles comètes et celles des i38 comètes observées, tombera entre les limites =p 8° 21'. Le nombre des comètes
(♦) Le calcul en a été fait par le neveu de M. Bouvard.
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existantes étant sans doute extrêmement grand par rapport à celui dis comètes dont on a pu calculer les orbites; si l'on prend pour fx' le nombre des comètes inconnues, les limites précédentes se réduiront à très
peu près à :^ — z=; , de sorte qu'elles seront plus étroites que pour
fi' = fx, dans le rapport de l'unité av^2;et, en prenant toujours
«= 1,92, il y aura encore à très peu près la probabilité -y^, ou i5o
à parier contre un, que la différence entre l'inclinaison moyenne des comètes inconnues et celle des comètes connues, est comprise entre les limites ^5°4'i'.
Si l'on divise la totalité des comètes observées en deux séries égales en nombre, dont l'une comprenne les 69 plus anciennes, et l'autre les 69 plus modernes, on trouve 49°' 2' pour l'inclinaison moyenne dans la première série, et 48° 58' dans la second®, de sorte que ces deux moyennes diffèrent à peine d'un demi degré. Cet exemple est très propre à montrer que les valeurs moyennes d'une même chose s'accordent entre elles , lors même que les nombres d'observations ne sont pas extrêmement grands , et quoique les valeurs observées soient très inégales , comme ici où la plus petite inclinaison cométaire est i''4i' 6* 1^ plus grande 89° 48'. I^es inclinaisons moyennes des 71 comètes directes et celle de 67 comètes rétrogrades s'écartent davantage l'une de l'autre ; la première est de 47° 5', et la seconde de 5o° 54'.
Par le centre du Soleil, si l'on élève dans l'hémisphère boréal, une perpendiculaire au plan de l'écliptique, elle ira rencontrer le ciel au pôle boréal de l'écliptique ; de même , si l'on élève , dans cet hémisphère et par ce centre, une perpendiculaire au plan de l'orbite d'une comète, elle rencontrera le ciel au pôle boréal de cette orbite : la distance angulaire de ces deux pôles sera l'inclinaison de cette orbite sur celui de l'écliptique; mais il ne faut pas confondre, comme l'a fait l'estimable traducteur du Traité d'astronomie de M. Herschel , la supposition que tous les points du ciel puissent être, avec ime même probabilité, des pôles d'orbites coraétaires, avec l'hypothèse d'une égale probabilité des inclinaisons cométaires de tous les degrés.
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En effet, soient a et b deux zones du ciel, circulaires, contenues dans l'hémisphère boréal , d'une même largeur infiniment petite , ayant pour centre commun le pôle boréal de l'écliptique , et dont les distances angulaires à ce pôle sei'ont représentées par a et ê j soient aussi p la probabilité qu'un point du ciel , pris au hasard dans cet hémisphère, appartiendra à la zone a, et ç la probabilité qu'il appartiendra à la zone b ; il est évident que ces fractions p et q seront entre elles comme les étendues a, et b des deux zones , et, par conséquent , comme les sinus des angles a et €. Or, dans l'hypothèse dune égale aptitude de tous les points du ciel à être des pôles d'orbites cométaires, petq exprimeront les chances des distances a. et S de deux de ces pôles a lécliptique, ou, autrement dit, les chances des deux inclinaisons cométaires, égales à ces distances et etC; donc, dans l'hypothèse dont il s'agit, les chances des différentes inclinaisons, au lieu d'être égales, seraient proportionnelles aux sinus des inclinaisons mêmes : la chance d'une inclinaison de go° serait double de celle d'une inclinaison de 3o*, et toutes deux seraient infinies par rapport à la chance d'une inclinaison infiniment petite (*).
(i i2J. Voici, en terminant ce chapitre, l'ensemble des formules de
(*) II paraît qu'un nombre, qui semble inépuisable, d'autres corps trop petits pour être observés, se meuvent dans le ciel, soit autour du Soleil , soit autour des planètes, soit peut-être même autour des satellites. On suppose que quand ces corps sont rencontrés par notre atmosphère , la différence entre leur vitesse et celle de notre planète est assez grande pour que le frottement qu'ils éprouvent contre l'air , les échauffe au point de les rendre incandescents , et quelquefois, de les faire éclater. La direction de leur mouvement, modifiée par cette résistance, les précipite souvent sur la surface de la terre; et telle est l'origine la plus probable des acrolilhes. Telle est aussi l'explication la plus naturelle d'un phénomène très remarquable, que l'on a déjà observé plusieurs fois, depuis quelque temps, en des lieux séparés par de grandes distances, et toujours à la même époque de l'année. Dans la nuit du ta au i3 novembre, différents observateurs, en Amérique et ailleurs, ont vu dans le ciel un nombre extrêmement grand de corps semblables à des étoiles Jilanies . Or, on peut supposer que ces corps appartiennent à un groupe encore bien plus nombreux, qui circule autour du Soleil, et vient rencontrer le plan de l'écliptique en un lieu dont la dis-
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probabilité qui y sont démontrées , ainsi que dans le précédent. Le nombre des épreuves, supposé très grand, est représenté par fj.; il se compose de deux parties m et 7i que l'on suppose aussi de très grands nombres; les formules sont d'autant plus approchées que ce nombre /x est plus considérable; et elles seraient tout-à-fait exactes, si ^ était infini.
1°. Soient/? et q les chances constantes pendant, toute la durée des épreuves , des deux événements contraires E et. F , de sorte qu'on ait p-\-q=i. Appelons U la probabilité que dans le nombre p oum-i-n d'épreuves, E arrivera m fois et F aura lieu n fois. Ou aura (n" 69)
u = (^)'"pYv/-^-- (et)
\rn y \n / V 7.7rmn ^ '
Cette formule se réduit (n° 79) à
V ivftpq
tance au Soleil est e'gale à celle de la terre à cet astre , à l'époque où la terre se trouve en ce même lieu : notre atmosphère traversant ce groupe de corps à cette époque, agira sur une partie d'entre eux comme sur les aérolilhes ; ce qui produira le phénomène dont il s'agit. Si ce groupe n'occupe pas une étendue très considérable sur la longueur de son orbite, c'est-à-dire, si son diamètre apparent, vu du Soleil, n'est pas beaucoup plus grand que celui de la terre, il sera nécessaire, pour que le phénomène ait toujours lieu à la même époque de chaque année , que la vitesse de cette sorte de planète brisée s'écarte peu de celle de la terre; ce qui n'empêche pas le grand axe et l'excentricité de son orbite, de différer beaucoup du grand axe et de l'excentricité de notre orbite ; et alors les perturbations du mouvement elliptique ont pu rendre la rencontre du groupe et de la Terre possible depuis quelque temps, et pourront la rendre impossible par la suite. Si au contraire , le groupe que nous supposons forme un anneau continu autour du Soleil, sa vitesse de circulation pourra être très différente de celle de la Terre ; et ses déplacements dans le ciel , par suite des actions planétaires , pourront encore rendre possible ou impossible, à différentes époques , le phénomène dont nous parlons
3o8 RECHERCHES
lorsqu'on prend
m = fxp — V V^ypq, n = nq ■+- vs/^iJ.pq;
i> étant une quantité positive ou négative, mais très petite par rapport
à V/^; et sous cette forme, elle subsiste également quand les chances de E et F varient d'une épreuve à une autre , en prenant alors, d'après la formule (2) du n° gS, pour p et q les moyennes de leurs valeurs dans la série entière desf^ épreuves successives.
2". Les événements E et F ayant eu lieu effectivement m et n fois dans les /Jt épreuves, el leurs chances p et q étant inconnues, soil U' la probabilité qu'il arriveront dans f/ ou m'-\-n' épreuves futures, des nombre de fois m' et n' , proportionnels à m et ?i , ou tels que l'on ait
/ f<^'m , fin
Quelque soit le nombre f^', on aura (n° 71)
en représentant par U' la probabilité de l'événement futur qui aurait lieu si les rapports — et - étaient certainement les chances de F et F, c'est-à-dire en faisant , pour abréger,
m'. 1 .2.3. . .«' \n/ \ftj
3°. Les chances constantes p et ç de E et F étant données, soit P la probabilité que dans jui ou m-{-?i épreuves, E arrivera au moins m fois et F au plus n fois. On aura (n° 77)
I z'* if^ + '0 1/2
P == -7-- / e-"dt+-~^J^- e-''
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A- étant une quantité positive dont le carré est
k* = n\os , " , — : + (to 4- i) lot» T ,\i
et en employant la première ou la sec^^de formule selon que l'on aura i > _- ou 2 <; .
4°. En appelant R la probabilité que E et F auront lieu dans les fj. épreuves , des nombres de fois qui ne sortiront pas des limites
/A/J =p u\/2iipq, (iq d= u\/2f/.pq,
où u est une quantité positive et très petite par rapport à s/jj, , on aura (n° 79)
R = I ~ r e-"dt + — ^-= e-"' ; {d}
yv J " y 27rftpq
et réciproquement, si les chances p et q sont inconnues, et que E et F soient arrivés des nombres de fois m et n, dans /* ou m+n épreuves, on aura (n° 85)
R = I ^ f^e-'-dt 4- \/-^- e-"', (e)
pour la probabilité que les valeurs de p et q ne sortiront pas des limites
^ ^ " limn " " /imn
" limn n u /^
5°. Dans deux séries différentes de très grands nombres fj. et jà! d'épreuves , soient m et m les nombres de fois que E aura lieu ou a eu lieu, n et «' les nombre de fois que F arrivera ou est arrivé; désignons par u une quantité positive , très petite par rapport à vV et à S/'fjt! ;
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et soit-îîr la probabilité que la différence — — ^ ne sortira pas des limites
u\^ 1 [fc^m'ri -f- /i'^mn)
y-y- Vf^fi
non plus que !a difTërence 7, de ces mêmes limites prises avec des
fC fit
signes contraires. On aura (n° 87)
«ar = j — -4-_ re-"dt + 1/ ,^ - ^^m'n(^^T . ..
Lomme on aura aussi a très peu près — = — 7 et - = — , on pourra,
^ ^ (i fi fi fi
sans altérer sensiblement les valeurs de >a;, remplacer dans son dernier terme, qui sera toujours une petite fraction, les lettres \/! , m, n, par f/., m, n. et, réciproquement, celles-ci parcelles-là. Cette formule, en faisant du moins abstraction de son dernier terme (n' 109), conviendra au cas général où les chances de E et F vai-ient d'une épreuve à une autre , pourvu que, dans les deux séries, les causes possibles de ces événements , connues ou inconnues, n'éprouvent aucun changement, c'està-dire, pourvu que l'existence de ces causes conserve la même probabilité, et que chacune d'elles donne toujours la même chance à l'arrivée de E, comme à celle de F.
6°. Les nombres de fois que E et F sont arrivés dans les /ut, épreuves relatives à ces événements étant toujours m etn, soient généralement m, et n, les nombres de fois que deux autres événements contraires E, et F, ont eu lieu dans un nombre fjL, d'épreuves aussi très grand. Supposoûs qu'où ait
fi fi '
<r étant une petite fraction positive ou négative. Appelons p etp, les chances inconnues et supposées constantes, des arrivées de E et E, ; et désignons par X la probabilité que />, excédera p , d'une quantité au
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moins égale à une petite fraction positive et donnée t. En représentant par M une quantité positive, et faisant
^ ( f — ^) fV^±Vj(f*<
selon que le facteur « — «T sera positif ou négatif, on aura (n° 88)
la première expression se rapportant au cas où la différence « — • J sera positive , et la seconde au cas où cette différence sera négative. Ces mêmes formules exprimeront aussi la probabilité que la chance inconnue p de l'arrivée de E surpasse le rapport — donné par l'observation, d'une fraction a aussi donnée : pour cela, il suffira d'y faire
y' imn
et de prendre la première ou la seconde formule selon que la diffé-
rence a sera positive ou négative.
7*. Lorsque les chances des deux événements contraires E et F varient d'une épreuve à une autre , soient pi et ç, leurs valeurs à l'épreuve dont le rang est marqué par /, de sorte qu'on ait p,-{-q,= i , pour tous les indices /. Les sommes 2 s étendant depuis i = i jusqu'à i-=fi, faisons, pour abréger,
Soient toujours m et n les nombres de fois que E et F arriveront dani les fjt. épreuves Désignons par u une quantité positive, très petite
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rapport à v//a. On aura (n° g6)
pour la probabilité que les rapports - et - ne sortiront pas des limites
ku ku
ce qui coïncide avec la formule (d) dans le cas particulier des chances .constantes.
8°. Une chose quelconque A étant susceptible de toutes les valeurs comprises entre les limites kzpg, et toutes ces valeurs étant également possibles et les seules possibles; soit P la probabilité que dans un nombre quelconque / d'épreuves, la somme des valeurs de A qui auront lieu, sera comprise entre des limites aussi données cq= g. On aura (n" 99)
en faisant, pour abréger, T=dc{ih-\-ig—c-\-éy^iiiih-Jris—2g — c-\-iy
r,=± (t/î -^ ig— c — €)*=F '■ {ih -i-ig—2g — c— €)'
:^'-^^{ih-i-ig—hg—c—éyz:f:'-'~'^'~^{ih-{-ig—6g-c—iy=tetc.,
et prenant, dans chaque terme, le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puissance i, est positive ou négative : g et « sont des quantités positives; h et c peuvent être des quantités positives ou négatives.
9°. Quelle que soit la loi de probabilité des valeurs possibles de la
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chose A à chaque épreuve, et la manière dont cette loi variera d'une épreuve à une autre; si i'ou appelle s la somme des valeurs de A qui auront lieu dans un très grand nombre /m d'épreuves, on aura (n° loj)
pour la probabilité que la moyenne - des valeurs de A tombera entre les limites
u désignant une quantité positive et très petite par rapport à VT*? k et h étant des quantités dont la seconde est positive, et qui dépendent des probabilités des valeurs de A pendant toute la durée des épreuves. Quand ces probabilités seront constantes, égales pour toutes les valeurs possibles de A entre des limites données a et b, et nulles en dehors de ces limites , on aura
Lorsque A n'aura qu'un nombre fini de valeurs possibles c, , c^, C3 , . . . . c, , et que ces v valeurs constantes seront également probables, on aura
lO". Soit X, la valeur de A qui a eu lieu à la n''"" épreuve. Faisons
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les sommes 2 s'éteadant depuis n = i jusqu'à n = fz. Supposons que les causes de toutes les valeurs possibles de A n'éprouvent aucun changement, soit dans leurs probabilités respectives, soit dans les chances qu'elles donnent à chacune de ces valeurs. Il y aura alors une quantité spéciale y dont la moyenne - des valeurs de A, s'approchera indéfiniment à mesure que /a, augmentera de plus en plus , et qu'elle atteindrait si fi devenait infi&i. Or, la formule (A) exprimera la probabilité que cette quantité y est comprise entre les limites (n° io6)
s __ ul
qui ne contient rien d'inconnu.
II". Dans une seconde série d'un très grand nombre f^J d'épreuves, soient s' la somme des valeurs de A^ et /' ce que deviendra la quantité l qui se rapporte à la première série. La formule {k) exprimera également la probabilité que la différence — des deux moyennes, sera
comprise entre les limites (n° 107)
ou bien, à cause que l'on aura à très peu près /'=Z, ce sera aussi la prohabilité que la moyenne — relative à la seconde série, tombera entre les limites
■5 ul y^JT-ÇP
qui ne dépendent que des résultats de la première et de la quantité donnée M, et qui sont d'autant plus étroites que ft' est plus grand par rapport à fi..
12°. Pour déterminer la valeur d'une même chose A, on a fait plusieurs séries d'épreuves, composées de très grands nombres (ji., fjtf, ^", etc.
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Les sommes des valeurs que l'on a obtenues dans ces séries successives sont s, s', s",elc.; la quantité précédente l se rapporte toujours à la première série; et l'on désigne par /', l" , etc., ce qu'elle devient à 1 egard des séries suivantes. On suppose que les causes d'erreurs dans les mesures varient d'une série à une autre, mais que néanmoins, toutes
les moyennes -, —, —, etc., convergent indéfiniment, à mesure que
fji, f/.', ju,", etc., augmentent de plus en plus, vers une même quantité inconnue y, qui serait la véritable valeur de A, si ces causes ne rendaient pas inégalement probables, dans une où plusieurs des séries d'observations, les erreurs égales et de signes contraires. Cela posé, la formule (A) exprimera encore la probabilité que la quantité y est comprise entre les limites (a° io8) :
^ -r ^' -r y/ -h etc. =p p, dans lesquelles on a fait pour, abréger,
J + ?J + 9?, + etc. = D-, F? = î ' WF' = ?'' WF' = '/"' ^*^'
De plus, la partie 'î? -f- 1?- -|- IX _f- etc. , c'est-à-dire la sonmie
des moyennes-, —, — , etc., multipliées respectivement par les quantités ^,^',9", etc., sera la valeur approchée de y la pi us avantageuse que l'on puisse déduire du concours de toutes les séries d'observations, c'est-à-dire, la valeur de cette inconnue, dont les limites d'erreur qr^r auront la moindre étendue qu'il est possible, pour un valeur donnée de «, ou bien à égal degré de probabilité.
iS". Enfin, les causes de l'arrivée d'un événement E demeurant les mêmes pendant les épreuves, ainsi qu'on l'a expliqué en citant la formule {f\ le rapport — du nombre de fois que E aura lieu au nombre
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total des éjireuves, convergera indéfiniment vers une quantité spé-cale r, qu'il atteindrait rii;oureusement si fj. devenait infini. Or, cette formule (f), en négligeant son dernier terme, on bien encore la formule k sera la probabilité que la valeur inconnue de r tombera entre les limites (n° 109)
m uy :i.m{f* — m)
(il 5). Pour compléter ces formules, il y faudrait joindre celles qui se rapportent à la probabilité des valeurs d'une ou plusieurs quantités, déduites d'un très grand nombre d'équations linéaires correspondantes aux résultats d'un égal nombre d'observations; mais à l'égard de ces autres formules, je renverrai à la Théorie analjtique des probabilités. En les appliquant à un système de 126 équations de condition relatives au mouvement de Saturne en longitude, formées par M. Bouvard, et en appliquant à ces équations la méthode des moindres carrés, Laplace a été conduit à eu conclure qu'il y a un million à parier contre un que la masse de Jupiter, en prenant celle du Soleil pour unité, ne différera pas de vsVs » de plus d'un 100° de cette fraction, en plus ou en moins (*). Cependant, des observations postérieures, d'une autre nature, ont donné à ti'ès peu près ■^- pour cette masse; ce qui excède la fraction xijô> d'environ un 5o° de sa valeur, et paraîtrait mettre en défaut le calcul des probabilités. Il ne peut resftr aucun doute sur celle masse i-^, qui a été conclue par M. Enke, des perturbations de la comète dont la période est de 1204 jours; par MM. Gauss et Nicolaï, de celles AeP'esta et de Junon; et par M. Airy, des élongations des satellites de Jupiter qu'il a récemment mesui'ées. Toutefois, si les calculs de Laplace ont donné, avec une probabilité très approchante de la certitude, une masse de cette planète, plus petite d'un 5o' qu'elle n'est réellement, il n'en faudrait pas conclure que l'intensité du pouvoir attractif de Jupiter fût moindre sur Saturne que sur ses propres satellites, sur les comètes et sur les petites planètes;
(*) Preinrer supplément à la Théorie analytique des probabilités , ^lage 24.
cela ne provient pas non plus d'aucune inexactitude dans les formules de probabilité dont Laplace a fait usage; et il y a lieu de croire que la masse de Jupiter, un peu trop petite, qu'il a obtenue, résulte de quelques termes fautifs dans l'expression si compliquée des perturbations de Jupiter, à laquelle on a déjà fait subir quelques corrections, et qui peut encore en exiger d'autres. C'est un point important de la Mécanique céleste, qui ne peut manquer d'être éclairci parle résultat du travail dont M. Bouvard s'occupe actuellement, dans le but de refaire^en entier ses tables, déjà si précises, des mouvements de Saturne et de Jupiter.
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CHAPITRE V
application des règles générales des probabilités aux décisions des jurjs et aux jugements des tribunaux (*).
(i i4)- Dans une matière aussi délicate, il conviendra de considérer d'abord les cas les plus simples, avant de traiter la question dans toute sa généralité.
Je suppose donc, en premier lieu , qu'il y ait un seul juré. Je i-eprésente par A la probabilité que l'accusé soit coupable, lorsqu'il est traduit devant ce juré; probabilité résultante de l'information préliminaire et de l'accusation qui s'en est suivie. Je désigne aussi par u la probabilité que le juré ne se trompera pas dans sa décision; et, cela étant, soit y la probabilité que l'accusé sera condamné. Cet événement aura lieu , si l'accusé est coupable et que le juré ne se trompe pas, ou bien, si l'accusé n'est pas coupable et que le juré se trompe. D'après la règle du n° 5, la probabilité du premier cas est le produit de A' et de m, et celle du second a pour valeur le produit de i — ^ et de i — u. Donc, en vertu de la règle du n° lo, on aura
y = ku + (i — k) (i — u), (i) pour la probabilité complète de la condamnation de l'accusé. Celle de
(*) Cette question a été' traitée dans un ine'moire, lu à l'Acade'mie de Saint-Pe'tersbonig, en juin i£34, par M. Ostrograski , membre de cette académie. Mais à en juger par l'extrait imprimé que l'auteur m'a envoyé , il a considéré le problème d'une manière toute différente de celle que je suivrai dans ce chapitre , et qui a été indiquée dans le préambule.
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son acquiltemeut sera i — y. Cet événement aura lieu, si l'accusé est coupable et que le juré se trompe, ou bien, si l'accusé n'est pas coupable et que le juré ne se trompe pas; et les probabilités de ces deux cas étant les produits A(i — «)et (i — k) u, il en résultera
I —y = A- (i — II) -f- (1 — k) u;
équation qui se déduit aussi de la précédente. En les retranchant l'une de l'autre, il vient
ce qui montre que la quantité 2y — i sera zéro en même temps que 2k — I ou 2« — I , et positive ou négative selon que 2k — i et 2M — I seront de même signe ou de signes contraires. On aura aussi
de sorte que j' surpassera ^ j de la moitié du produit (2k — i) (211 — i) positif ou négatif.
Après la décision du juré , on pourra faire deux hypothèses qui seront les seules possibles : on pourra supposer que l'accusé soit coupable ou qu'il ne le soit pas; leurs probabilités, comme celles de toutes les causes hypothétiques, se détermineront par la règle du n" 54- La somme de ces deux probabilités étant d'ailleurs égale à l'unité, il n'y en aura qu'une seule à déterminer.
Si l'accusé a été condamné, soit p la probabilité de la première hypothèse, ou de la culpabilité. D'après la règle citée, on aura
__ /eu ^_ . .
p — ku -f (I — /J {i—u)' ^^^
car ici l'événement observé est la condamnation de l'accusé dont la probabilité, comme on vient de le voir, serait ku dans cette première
hypothèse, et (i — k)(i —u) dans la supposition contraire, ou de la uon-culpabilité.
Si l'accusé a été absous , soit q la probabilité de la seconde hypothèse, ou de la non-culpabilité. L'événement observé étant alors l'acquittement de l'accusé, dont la probabilité est (i — k) u dans cette hypothèse, et k[i — u) dans la supposition contraire, ainsi qu'on l'a dit tout à l'heure , il suit de la règle citée que l'on aura
En observant que les dénominateurs de ces expressions de /? et ç sont les valeurs de ^ et i — y, on a
hu (i ^k)u
P=-' 7 = T^r7-î d'oii l'on déduit
u = py + q(i — y),
pour une expression de la probabilité que le juré ne se trompera pas, qu'il est facile de vérifier. En eCfet, cela aura lieu de deux manières différentes : parce que l'accusé sera condamné, et qu'étant condamné, il sera coupable, ou bien parce qu'il sera acquitté, et qu'étant acquitté, il sera innocent. Or , par la règle du n° 9 relative à la probabilité d'un événement composé de deux évéuements simples, dont les chances respectives influent l'une sur l'autre, la probabilité de la première manière est le produit de y et de p, et celle de la seconde, le produit de 1 — ^ et deq. Donc aussi (n" lo), la valeur complète de u est la somme de ces deux produits. Après que la décision du juré est prononcée, la probabilité qu'il ne s'est pas trompé, n'est autre que p, s'il a condamné , ou q s'il a acquitté. Si l'on n'a pas Â: = ^, elle ne peut être égale à u, comme auparavant, que quand on a « = o ou u=i.
Ces formules renferment la solution complète du problème dans le cas d'un seul juré; problème qui n'est, au reste, que celui de la probabilité d'un fait attesté par un témoin , dont nous nous sommes oc--
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cupes dans le u° 56. La culpabililc do l'accusé est ici le fait qui peut êlre vrai ou faux; avant que le juré ait prononcé, on avait une certaine raison de croire que ce fait était vrai, résultante des données qu'on possédait alors: A' était sa probabilité, et i — k celle de ia non-culpabilité; après la décision du juré, on a eu sur le fait une nouvelle donnée; ce qui a changé k en une autre probabilité p, si le juré a décidé ou attesté que l'accusé soit coupable, et i — A: en une probabilité (] , s'il a attesté que l'accusé ne soit pas coupable. Dans l'un et l'autre cas , il est évident que les probabilités antérieures k et i — k ont dû êlre augmentées, s'il y a plusde chance pour que le juré ne se trompe pas, qu'il n'y en a pour qu'il se trompe, et diminuées, dans le cas contraire, c'est-à-dire augmentées ou diminuées selon qu'on a /^ > ^ ou II •< |. C'est, en effet, ce qui résulte des expressions de y? et </, d'où l'on déduit
et par conséquent, /? >■ ou < A, 7 < ou > i — A, selon qu'on a M ]> ou <; |. Dans le cas de n :=. ^ , il n'y a rieu de changé aux probabilités antérieures A et i — A.
Ces dernières expressions de p et 7 donnent
py-^ i(' —y)= h + (^ — ^) (1 — y);
et puisque le premier membre de celte équation est égal à u, on a donc aussi
M = A;. + (i — Aj (i — j.);
ce qui servirait à calculer la probabilité que le juré ne se trompera pas, si l'on connaissait à priori, par un moyen quelconque, la chance y de la condamnation, outre la probabilité A de la culpabilité. C'est aussi ce que l'on vérifie en observant que le juré ue se trompera pas, si l'accusé est coupable et condamné , ou bien s'il est innocent et acquitté or, les probabilités de ces deux cas. avant la décision du juré,
sont les produits ky et (i — A) (i — y), dont la somme forme la valeur complète de n.
Quand on auraA=7, les premières valeurs depetçse réduiront immédiatement à p=u et 9= u; et, en effet, puisqu'on n'a à priori aucune raison de croire plutôt à la culpabilité qu'à l'innocence de l'accusé, notre raison de croire à l'une ou à l'autre, après la décision du juré, ne peut différer de la probabilité qu'il ne se trompe pas. Si l'on a k= i , c'est-à-dire si la probabilité de la culpabilité est regardée comme certaine à priori, on aura p = i et q = o; et quelle que soit la décision du juré, et sa cliance7i de ne pas se tromper, cette culpabilité sera encore certaine après cette décision. U en sera de même à l'égard de l'innocence de l'accusé, si l'on a ^ = o , c'est-à-dire si elle est certaine à priori. Mais dans les deux cas, il n'est pas certain que l'accusé sera condamné ou acquitté : on aura y = u, dans le premier, et ^ = i — ii dans le second, pour la chance de sa condamnation, qui sera donc égale, comme cela doit être, à la probabilité que le juré ne se trompera pas quand k=i , et se trompera lorsque A' = o.
(il 5). Supposons actuellement qu'après la décision de ce juré, l'accusé soit soumis au jugement d'un second juré dont la probabilité de ne pas se tromper sera représentée par ii'. Il s'agira de déterminer les probabilités que l'accusé sera condamné par les deux jurés, absous par l'un et condamné par l'autre, absous par l'un et l'autre; probabilités que je désignerai respectivement par c , b , a.
Soit y' la probabilité que l'accusé ayant été condamné par le premier juré, le sera aussi par le second. En observant que^ est la chance delà première condamnation, on aura
c = yy',
pour la probabilité de deux condamnations successives. Mais en paraissant devant le second juré, il y a la probabilité/;, résultant de la décision du premier, que l'accusé est coupable; la valeur de y se déduira donc de la formule (i), en y mettant p et u' au lieu de k etu; ce qui donne
>' = pu' + (, -;,) (, _«');
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d'où l'on déduira, en vertu des formules (i) et (2),
c = kiai + (i — X) (i — ") (i — u'). Par un raisonnement semblable, on trouvera
a = A-(i — II) (r — II') + (i — h)uii'. En ajoutant ces deux formules, il en résulte
a -\- c =. nu' + (1 — n) (i — u),
pour la probabilité' que les deux jures décideront de la même manière , soit qu'ils condamnent, soit qu'ils absolvent; et l'on peut remarquer que cette probabilité totale est indépendante de celle de la culpabilité de l'accusé avant le double jugement.
Si l'accusé a été absous par le premier juré, et qu'on appelle y, la probabilité qu'il sera condamné par le second, le produit (i — y)y, exprimera la probabilité que ces deux jugements contraires auront lieu successivement et dans cet ordre. D'ailleurs i — q sera la probabilité que l'accusé est coupable, quand il paraît devant le second juré après avoir été acquitté par le premier; la valeur de >, se déduira donc de la formule (r), en y remplaçant k et u par 1 — q et u' ; ce qui donne
ou bien , en vertu des \ aleurs de i — > et ^ données par les formules (i) et (5),
Il est évident qu'en permutant les lettres uelu' dans cette expression, on aura la probabilité que les jugements des deux jurés seront contraires, mais dans l'ordre inverse de celui qu'on vient de supposer. En
ajoutant cette probabilité à la précédente, il en résultera
pour la probabilité complète de deux jugements contraires, rendus dans un ordre quelconque. On voit qu'elle est indépendante de k, comme celle de deux jugements semblables. Dans le cas de zt = -^ et i^ z=.\, l'une et l'autre sont aussi J. Dans tous les cas, leur somme a + ^ + c est l'unité, comme cela devait être.
La probabilité que l'accusé est coupable après qu'il aura été condamné par les deux jurés, sera donnée par la formule (2), en y mettant p et v! au lieu de k et u; et la probabilité de son innocence , quand il aura été absous par les deux jurés, se déduira de la formule (3), par le changement de k et m en 1 — ^ et v! . En désignant par p' et g' ces deux probabilités, on aura donc
et d'après les valeurs de /? et y , données par ces mêmes formules (2) et (5), ces valeurs de/>' et cj[ deviendront
, kuiî I (f — k)uu'
P kuu' + {\—k) (i— u) (!—«') ' ^ {l—k)uu -lrT{J^u) {i—u'Y
Soient encore /j^ la probabilité que l'accusé est coupable, après qu'il aura été absous par le premier juré et condamné par le second, et ^/ la probabilité qu'il est innocent, quand il aura été condamné par le premier juré et acquitté par le second. La valeur de p^ se déduira de la formule (2), en y mettant u' au lieu de 11, et y remplaçant k par la probabilité i — q que l'accusé n'est pas innocent, après qu'il a été acquitté parle premier juré; celle de cj^ s'obtiendra de même en changeant uet /{ dans la formule (3), enuetp; on aura donc
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ou bien, en vertu de ces mêmes formules (2) et (5),
La probabilité que l'accusé, condamné par le premier juré et acquitté par le second est coupable, sera i — ç,; d'ailleurs, il est évident qu'elle devra se déduire de /J, par la permutation àcuciu' , ce qui a lieu effectivement : celle de l'innocence de l'accusé, absous par le premier juré et condamné par le second, ou 1 — /), , résultera de même de l'expression de q,, en y permutant «et u' .
Dans le cas de «' = ji, on a /j, = A: et ^, = i — A; ce qui doit être effectivement; car deux décisions contraires, rendues par des jurés qui ont la même chance de ne pas se tromper , ne sauraient rien changer à la raison que nous avions de croire, avant ces décisions, à la culpabilité ou à l'innocence de l'accusé.
(i i6). On étendrait sans peine ces raisonnements aux décisions successives d'un nombre quelconque de jurés, pour chacun desquels il y aura une chance donnée de ne pas se tromper. Mais on parviendra plus simplement au résultat, de la manière suivante.
Je suppose, pour Gxer les idées, qu'il y ait trois jurés. Soient u , u' , li", les probabilités qu'ils ne se tromperont pas, et, comme prccc'demrnent, k la probabilité avant leur jugement, que l'accusé est coupable.
Pour qu'il soit condamné à l'unanimité, il faudra ou qu'il soit coupable et qu'aucun des trois jurés ne se trompe, ou qu'il soit innocent et que les jui-és se trompent tous les trois. La probabilité complète de cette condamnation sera donc
kuu'u"+k{i — w) (1 — «') l'i — «")■
On verra de même que la probabilité que l'accusé sera absous à l'unanimité , aura pour valeur
A- (i — u)U — u') (i — u") + (i — k)uu'u".
La probabilité d'un jugement unanime, soit de condamnation , soit d'acquittement , sera donc la somme de ces deux quantités, c'est-àdire
en sorte qu'elle est indépendante de k, ce qui aurait lieu également, quel que fîit le nombre des jurés.
L'accusé pourra être condamné par deux jurés et absous par le troisième, de trois manières différentes, selon que ce troisième sera celui dont la cbance de ne pas se tromper est u, u' ou u'. Il pourra de même être acquitté par deux jurés et condamné par le troisième, de trois manières différentes, qui répondront aussi aux cas où ce troisième est le juré dont u, n' ou u", exprime la probabilité qu'il ne se trompera pas. On verra sans difficulté que les probabilités de ces six combinaisons , auront pour expressions :
Am';/(i _ i,) + (i _ A-) (i — II') (i — u")ii, kim' (i —II') + {i — k) (i — u) (i — u'yi', kiiu' (i —m") + (i — A-) (i — n) (i — u')u", A(i —u'){i — u')u 4- (i — k)u'u" (i — u), k(: — u) (, — u'/i'-h (i — k)im" (i — u') , /t(i — tt) (i — «'X+ (i — A>m' (i — u").
En faisant la somme de ces six quantités, on aura l'expression complète de la probabilité que le jugement ne sera pas unanime; cette expression sera donc
u'u" (i — li) + me' (i — //} 4- ""' (i — "")
4-( , —u') I —u")u -h ( I ~") ( I —u")u' + ( I —II) ( I — «>",
et, comme on voit, indépendante de A'.
La somme des probabilités totales d'une décision unanime et d'une , décision !;oa un:ininie, doit être l'unité ; et , en effet, leurs expressions que Ion vient de trouver, satisfont à cette condition.
Le jugement étant rendu, on en déduira facilement la probabilité, après ce jugement, de la culpabilité de l'accusé, diflërente , en général, de ce qu'elle était auparavant. Si, par exemple, l'accusé a été condamné par les deux jurés dont u et u' expriment ks chances de ne pas se tromper, et acquitté par le troisième, la probabilité de cet événement sera kuu {i — m"), dans l'hjpotlièse de la culpabilité, et (i — k. (1 — u) (1 — u)u', dans la supposition contraire; par la règle du n° 34, la probabilité que l'accusé est coupable sera donc
kiiu (i — u")
ii\-,,ii'
kuu\i —u") 4- (i — Â-) (i — u) (I — u")it
Dans le cas de u = 11!', elle devient indépendante de la valeur commune de u' et II!' , et la même que si la condamnation était prononcée par le seul juré dont u est la chance de ne se pas tromper. Et, en effet, après que ce juré a prononcé , les décisions différentes entre elles des deux autres jurés ne peuvent plus influer sur la raison que j ui de ci on'e que l'accusé soit ou ne soit pas coupable; car il n'y aurait pas de raison pour qu'elles augmentassent plutôt que de diminuer la probabilité delà culpabilité, puisque les chances de ne passe tromper sont supposées égales pour ces deux derniers jurés.
Ces formules seraient également applicables au cas où les jures, au lieu de juger successivement et sans communication entre eux, étaient réunis et jugeaient après en avoir délibéré ; mais la discussion pouvant les éclairer mutuellement et augmenter, en général, leurs probabilités de ne passe tromper, les valeurs àe u, u' , li' , qui se rapportent à ces deux cas, pourraient n'être pas les mêmes, et s'écarter mouis de l'unité dans le second cas que dans le premier.
(i 17). Considérons, en particulier, le cas où la chance de ne pas se tromper est la même pour tous les jurés , auquel nous ramènerons eusuite le cas général, lorsqu'il s'agira de déterminer la probabilité du nombre des condamnations dans de très grands nombres de jugements.
Soient donc u cette probabilité donnée que chacun des jurés ne se trompera pas, n le nombre des jurés, A- la probabilité, avant leur jugement, de la culpabilité de l'accusé, / ua des nombres i, 2,3, . . .«,ou
zéro, el yi la probabililé que l'accusé sera condamné par n — / et absous par i jurés.
Pour que cet événement composé arrive, il faudra que l'accusé étant coupable, n — /jurés ne se trompent pas et /jurés se trompent, ou bien que l'accusé n'étant pas coupable, n — /jurés se trompent et / ne se trompent pas. La probabililé du premier cas sera le produit kû''-' (] — uj, multiplié par le nombre de fois qu'on peut prendre les /jurés qui se tromperont , sur le nombre n de tous les jurés; celle du second cas sera de même le produit (i — Â)it'(i — u)"-', multiplié par le nombre de fois qu'on peut prendre les ?i — /jurés qui se tromperont sur ce nombre total n; lequel nombre de fois est le même que dans le premier cas , et égal au nombre de combinaisons différentes de n choses prises /à /, ou n — ia n — /. En le désignant par Ni, on aura
et il en l'ésultera
y, = N, [kW- ( , ^ „)^ + (i — ky (i - «/-'] > (4)
pour la valeur complète de yi.
Si l'on suppose ?i — />/, et qu'on fasse
Ti — 2/ = m,
l'accusé aura été condamné à la majorité de ni voix. Lorsque / jurés l'auront condamné et que les ii — /autres l'auront absous , il aura été acquitté à cette majorité de m voix ; la probabilité de cet acquittement, que je désigaeraai par cT; , se déduira de la valeur de y, en y permutant les nombres 71 — /et /, ce qui ne changera rien au coeflicicnt N^. Ou aura donc •
cT, = N,. [ku- ( I ~ n)—' + (i — k)u—' ( I — m)' ] . (5) En ajoutant ces deux dernières équations, il vient
yi 4- é\ = N, [u—' ( I — 11/ + u' ( 1 — II)'-] ;
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quantité indépendante de k; de sorte que la probabilité d'un jugement rendu a une majorité donnée m, soit qu'il condamne , soh qu'il absolve, ne dépend pas de la culpabilité présumée de l'accusé avant celte décision. Dans le cas particulier de «= ^ , les probabilités > et J^ sont séparément mdépendantes de k, et ont pour valeur commune
Elles sont aussi égales entre elles, quelle que soit la valeur de u, lorsque Ion a X; = i.
(i i8). Soit c. la probabilité que l'accusé sera condamné par «-/voix au moms et absous par i voix au plus, c est-à-dire la probabilité d'une condamnation à la majorité de m voix au moins. Soit aussi d la probabilité que l'accusé sera acquitté par n~i voix au moins et condamné par / voix au plus.
D'après la règle du n" lo, on aura
• '^. = yo -h y, -i- y, +.. .+ y^,
d, = cT, + J^. + J^^ H-...-I- J',;
et au moyen des foimules précédentes , il en résultera
^. = AV, + (I - /t)U,., / ^6)
eu faisant, pour abréger,
de manière que U, soit une fonction donnée de u, et V ce ue devient cette fonction, quand on y met i - ^^ au lieu de u. On aura, en même temps,
c,. -h di = U, -f- V„
S5o RECHERCHES
pour la probabilité, indépendante de k, que l'accusé sera, ou condamné, ou acquitté, à la majorité d'au moins ni voix.
Si l'on met n — / — i au lieu de i dans l'expression de rf,, on en conclura
et , en effet , si un nombre de voix au moins égal à « — i est nécessaire pour la condamnation, l'accusé sera acquitté lorsqu'il y aura n — i — i voix au plus qui lui seront contraires j en sorte que l'un des deux événements dont les probabilités sont c, et d„_,_, , devra certainement arriver.
Si n est un nombre impair , et qu'on ait n = 2/ + i et conséquemmenl m = 1 , on aura
U, -f- V.. = [« + (!— u)]' = I , c, + rf, = i;
en sorte que l'accusé sera certainement condamné ou acquitté à la nibjorité d'une voix au moins; ce qui est évident en soi-même. Si n est un nombre pair , la plus petite majorité possible sera m = 2 , et répondra à « = 2i -f- 2. On aura alors
U,+V, = Lm + (i-«)]"-N..^,k'+' (!—«)'-'; d'où il résultera
Il ne sera donc pas certain que l'accusé sera condamné ou absous à la majorité d'au moins deux voix; ce qui est évident, et tient au cas possible du partage égal des voix pour l'acquittement et pour la condamnation.
La probabilité de ce cas unique s'obtiendra en retranchant de l'unité , la valeur précédente de a + d,; elle sera indépendante de k;
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el en la désignant par H,, son expression pourra s'écrire sons celte forme
(,1.1.3. . .i + ly
Le maximum du produit u (\ — u) répond h u = l , et est égal à 5. Cette probabilité H, diminuera donc à mesure que m s'écartera davantage de |. Elle diminuera aussi continuellement à mesure que i augmentera; car on déduit de son expression
„ 2i ■ + 3.2J + 4-" ( ' — «) lï
"' ^ ■ = Ô+Ty "' '
et d'après le maximum \ de u[i — u), on en conclut que le rapport de Hj^, à H; sera toujours moindre que l'unité : la plus grande valeur de H, répondra a u = \ et 2 = o , et sera égale à i. Quand i-\- i sera un grand nombre, on aura ( n" 67)
w+i=(/+iy^' e-''+'V.^/:j:^)j^,4___i__4.etc
d'où l'on tire
pour la valeur approchée de H^ , qui sera, comme on voit, une très
petite fraction , lorsque u différera notablement de 5 , ou 4" (i — ")
de l'unité. Dans le cas de M=i, et en prenant pour exemple i-{-i = 6
ou 7i= 12, cette formule, réduite à ses deux premiers termes, donne
— ^^7 — pour cette valeur; ce qui dmere très peu de la valeur
exacte j-^^> quoique ^ -f- i ne soit pas un nombre fort considérable.
La somme U, + V, étant tout au plus égale à l'unité, si on la désigne par Gj, la différence i — Gi sera positive ou zéro; et comme
l'expression de c, pourra s'écrire sous la forme
il s'ensuit que si l'on a 2A — i >• o ou k"^ '-, on aura aussi c, < A. Donc, dans le cas ordinaire où l'on a, avant la décision des jurés, plus de raison de croire à la culpabilité qu'à l'innocence de l'accusé, la chance de sa condamnation à une majorité d'au moins une ou plusieurs voix, c'est-à-dire à une majorité quelconque, sera toujours moindre que cette probabdité antérieure de sa culpabilité : en supposant, par exemple, qu'il y ait quatre contre un à parier que l'accusé est coupable, lorsqu'il paraît devant le jury, il y aura moins de quatre contre un à parier qu'il sera condamné.
Cette proposition est, comme on voit, indépendante de la chance d'eri'eur des jurés_, ou de la valeur de u, autre que l'unité. Dans le cas de î<=;i, on aura U,= i, Vi = o, Ci=:k, di= 1 — A, quel que soit /. Dans le cas de u = o, on aura de même Ui = o, Vj= i, c,= 1 — A, df=k. Pour ces deux valeurs extrêmes de u, il est évident que la condamnation ou l'acquittement ne pourra avoir lieu qu'à l'unanimité; et c'est, en eflfet, ce qui résulte des formules (4) et (5), qui donnent alors 5^i = o et cf,= o, excepté pour i=zo.
(119). En conservant toutes les notations précédentes, représentons, de plus, par/jj la probabilité que l'accusé est coupable, quand il a été condamné par ti — / contre i jurés, ou à la majorité de m voix, et par qi, la probabilité qu'il est innocent , lorsqu'il est acquitté à cette majorité; ou autrement dit, soit p, la probabilité que le jugement rendu à la majorité de m voix sur n est bon, quand il condamne , et y,, lorsqu'il absout. Dans le premier cas, la probabilité de l'événement observé, ou de la condamnation, est N,A«"~'(i — u)' ou N,(i — A) (t— m)°~V, selon que l'accusé est ou n'est pas coupable; d'après la règle du n° 34, on a donc
ku--' (1 — u)' , .
P' ku'-' (f — uY -i- (i — k) (i — !/)»-«" ^7J
en supprimant le facteur N/ qui serait commun aux deux termes de la
fraction. Dans le cas de l'acquittement, on trouvera de même
Si l'on suppose /l== j, on aura p,z=: qi; et, en efl'et, lorsqu'à priori, on Ti'a pas de raison de croire plutôt à la culpabilité qu'à l'innocence de l'accusé, il est évident que la bonté des jugements rendus à la même majorité, a aussi une égale probabilité dans les deux cas de la condamnation et de l'acquittement. Pour î^= i, on a tt"~'(i — u)' =r- (i — m)"~'m', et, par conséquent, comme cela doit être, pi = k ei Çi= 1 — k, quels que soient les nombres n et i. En faisant, dans les formules (7) et (8),
et observant que n =^ ?n + 2/ , on aura
Pi — kr + i — k ' ?' (1 _ k) f" -i-k '
ce qui montre que la probabilité de la bonté d'un jugement, ne dépend, toutes choses d'ailleurs égales, que de la majorité m a laquelle il est rendu, et nullement du nombre total ii des jurés; et, effectivement, les votes contraires et en nombres égaux, dans le cas d'une même chance d'erreur pour tous les jurés, ne sauraient augmenter ni diminuer la raison de croire que le jugement soit bon ou mauvais. Mais ce résultat suppose essentiellement la chance u que les jurés ne se tromperont pas, donnée avant le jugement; et il n'en serait plus de même, comme on le verra plus loin, si cette chance devait être conclue, après le jugement, des nombres de voix qui ont eu lieu pour et contre
Pour une valeur donnée de u, un jugement rendu à la majorité d'une seule voix, par exemple, ne mérite donc ni plus ni moins de confiance, quel que soit le nombre impair des jurés, que s'il y avait un seul juréj mais la probabilité qu'un tel jugement, de condamna-
tion ou d'acquitlement, sera rendu, diminue à mtiii>.e que le nombre total des jurés devient plus grand. En effet , cette probabilité sera la somme des formules (4) et (5), dans laquelle on fera n = 2i+i; en la désignant par isr,, et ayant égard à la valeur de N(, on aura
ii -4- 1 [m(i — u)Y
'^> — (7TTT. . . 0= {i+T) '
d'où l'on conclut
et comme 4" (i — ") ne peut pas surpasser l'unité , il s'ensuit qu'on a toujours 'ZëTj^, <i'^i- En comparant cette valeur de <sr, à celle de H,, on voit que la première surpasse la seconde dans le rapport de l'unité à 2« (i — u), qui reste le même quel que soit i.
(i2o). Si l'on sait seulement que l'accusé a été condamné à la majorité d'au moins m voix, de sorte que la majorité ait pu être m, m-j-2, m +4- • • • jusqu'à m -f- 2?, ou l'unanimité; on conçoit que la probabilité qu'il est coupable sera plus grande que p, : je la représenterai par P,. Dans l'hypothèse que l'accusé soit coupable, la probabilité de la condamnation qui a eu lieu ou de l'événement observé , est kVi, d'après ce qu'on a vu plus haut; elle est (i — ^OY, , dans l'hypothèse de la non-culpabilité; on aura donc
En désignant par Q, la probabilité de la non-culpabilité, quand l'accusé est absous à cette majorité de m voix au moins, on trouvera de même
Les probabilités de la bonté d'un jugement rendu à la majorité de m voix au moins, auront aussi pour expressions P, dans le cas de la
condamnatioa et Q, dans le cas de l'acquittement. Elles ne sont pas. comme p, et tji, indépendantes du nombre total n des jurés , et dépendantes seulement de m ou n — 21. Pour les comparer numériquement les unes aux autres, je prends A: = ^; ce qui rend égales les quantités Pj et Q,, ainsi que pt et (f,, et suppose qu'avant le jugement, l'innocence de l'accusé avait la même probabilité que la culpabilité. Je fais aussi m = | ; en sorte qu'il y ait trois à parier contre un que chaque juré ne se trompera pas. En prenant pour n le nombre ordinaire des jurés, et faisant n = 12 et i = 5, on trouve d'à bord
on trouve, en outre,
et l'on en déduit, à très peu près,
ce qui montre que dans cet exemple, la probabilité i — P, de l'erreur dune condamnation prononcée à la majorité de deux voix au Qioins, est à peine un septième de la probabilité i — p, de l'erreur à craindre dans un jugement rendu à celte majorité de deux voix précisément, ou par sept voix contre cinq.
Les formules (4), (5), (6), (7), (S), (9), (1 o), s'appliqueront sans difficulté au cas où l'accusé traduit devant le jury que nous considérons, aura déjà été condamné ou acquitté par un autre jrryj on prendra alors pour la quantité A' que ces formules renferment, la probabilité que l'accusé est coupable, résultant du premier jugement, et que l'une de ces formules aura servi à déterminer.
(121). Lorsque n — / et i seront de très grands nombres, on sera obligé de recourir aux méthodes d'approximation , pour calculer les valeurs de U. et V.
Pour cela , j'observe qu'en faisant i — u=^v, la quantité U; est la somme des i -\- \ premiers ternies du développement de («-(-i')", ordonné suivant les puissances croissantes de v ; elle devra donc coïncider avec la formule (8) du n° yS, en mettant dans celle-ci, u, v, i, n, au lieu de /^, (j, n, fx,; par conséquent, d'après les formules (i5) du n° 77, nous aurons
^ -x J 6 Z\/-;rni{n— i)
6 étant une quantité positive dont le carré a pour valeur
e* = /log -r^j—: 4- ( « + I — /) log ^^4^=^ ;
el en employant la première ou la seconde de ces deux expressions de U, , selon que - surpassera le rapport - -— — -— . , ou sera moindre.
Si l'accusé a été condamné, et que toutes les majorités puissent avoir eu lieu, depuis la plus petite, de une ou deux voix, jusqu'à l'unanimité, le nombre n+ i et le rapport -— ., seront à très peu pi'ès
double de i et l'unité ; on devra donc employer la première ou la seconde formule (i i), selon que l'on aura (^ >• ii ou c <; «; et si « et f diffèrent notablement de î^, ou ^uv de l'unité, on aura , aussi à très peu près ,
G» = aog7^.
Alors, puisque i est un très grand nombre, la valeur de 6 sera assez considérable pour rendre insensible, les intégrales et les exponentielles contenues dans les formules (i i). La quantité U, se réduira donc à l'unité ou à zéro, selon que u surpassera v ou sera moindre; et comme , dans le cas que nous examinons , la somme de U, el V, est l'unité, exactement ou à très peu près selon que i est impair ou pair, il s'ensuit
que V, sera zéro quaud on aura i^ > f, et l'uuifé dans le cas de u ■< v. De là, on conclut que, si la probabilité k de la culpabilité de l'accuse avant le jugement, n'est pas une très petite fraction, il y aura une probabilité P, 1res approchante de la certitude, pour sa culpabilité après qu'il aura été condamné par un jury composé d'un très grand nombre Ji de jurés, si la chance i> de l'ei-reur de chaque juré est notablement moindre que la chance contraire u; résultat qui tient à ce que ce grand nombre n, rend alors très peu probable que le jugement soit prononcé à une faible majorité. Au contraire, cette probabilité P,, de la bonté d'un jugement, sera une très petite fraction, et l'innocence de l'accusé, très probable, si c'est u qui est sensiblement moindre que V, et que, de plus, k ne soit pas une fraction très approchante de l'unité. Les probabilités c, de la condamnation et d, de l'acquittement, données par les formules (6), seront très peu différentes de k et I — k, quand u surpassera v', ou, au contraire, de i — A- et k lorsqu'on aura v "^ u.
Dans le cas de m = v:=-j, et en faisant nz= 2/+ i ou «= 2/-|- 2, selon que n sera impair ou pair, le rapport — -r — -—■ sera un peu
moindre que -, ou que l'unité; il faudra donc employer la première formule (n); et comme la valeur de 9 sera une très petite fraction, on aura, à très peu près,
en négligeant le carré de 6 , ainsi que les termes cpii auraient / pour diviseur, et observant qu'on a alors
y* e - ^' dxz=. \ \'7r — 6.
Si n est impair, que l'on fasse «= 2i -f- i , et qu'on mette \ pour u et V, on aura
Ô' = -zlog(n-;)-(e + 2)log(i-^^-);
en développant les logarithmes en séries, on en déduit, aii degré
d'approximation où nous nous arrêtons
la somme de V, et U; étant l'unité , V, sera aussi { ; et l'on aura P, = A, comme cela doit être, quel que soit d'ailleurs le nombre des jurés, lorsque leur chance est égale pour se tromper et pour ne pas se tromper. Si n est un nombre pair, et qu'on fasse Ji = 2i-\- 2, u = j, V = \ , on aura
e^=_aog(,4-|)-(.+3)log(.-^^);
d'où l'on déduira
mais d'après la valeur de H, du n° 118, on a, dans ce cas,
yTti on aura donc
et ces valeurs de U^ et V. étant égales, il en résultera P,= ^, cgnime dans le cas précédent. La probabilité c, de la condamnation, que nous considérons, sera indépendante de A-, et égale à U,, ou un peu moindre que^.
(122). En supposant toujours que le jury soit composé d'un nombre quelconque n de jurés, concevons maintenant que pour chaque juré , la chance de ne pas se tromper puisse avoir ug nombre v de valeurs différentes et inégalement probables. Soient jc,, x^, X3, . . . . .r, , les valeurs de ces chances pour un premier juré; jr/, xj , X3 , . . . .x,' ^ pour un second juré; x,", x', X3, .... x', pour un troisième juré, etc. Désiguons, en général, par X,, X,/, X,^", etc., les probabilités que les chances x^, J?,/, J^,,/', etc., auront lieu, et qui serontaussi les probabilités des chances correspondantes i — x. , i — J?,/, 1 — Xiil',f etc. Comme une des chances x,, x^, Xj, ..
SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. SSg
lieu certainement; qu'il en sera de même à leoard de l'une des
chances jt/, xJ , X3, x'; ainsi que pour l'une des chances jt,",
•^. » -^s"» • • • • oc," \ et ainsi de suite, on devra avoir
etc.
Si donc, on fait
X,j:, + X»a-j 4- XsJ^s + .... + X,a-, = u, ■ X,'.r.'H- X>,'+ X3'.r,'H- .... 4- X,V= «',
etc.,
on aura , en même temps ,
X;(i _ x,") 4- X/(i - a-;') +....+ X,"(i - x:) = 1 _ «', etc. ;
et u, u, ii\ etc. , seront les valeurs moyennes des chances de ne pas se tromper, pour le i", a*, 5% . . .juré, et i — u, 1 — u' , i — m", etc., les valeurs moyennes de leurs chances de se tromper.
Cela posé, la probabilité qu'aucun des 11 jurés ne se trompera , correspondante auxchancesT,, j:',-> J^", ■> etc., de ne pas se tromper, sera le produit de ces chances et de leurs probabilités respectives X,, X',, , X", , etc. j en la désignant par FI, on aura donc
n = X.X',,X",,etc.x^'.-ar",,elc.
Soit P la probabilité qu'aucun juré ne se trompera , quelle que soit celle de ses chances possibles de ne pas se tromper, qui aura lieu. Par la règle du n" 10, P sera la somme des nv valeurs de FT que l'on obtiendra, en y mettant successivement chacun des nombres i, 2, 5, . . . . > , à la place de chacun des n nombres /, î , i" , etc. Or, il est facile de voir que cette somme sera le produit des n moyennes u, u', xi', etc.;
en sorte que l'on aura
P = uii'u"eic. ,
quels que soient les nombres n et v.
Relativement aux chances quelconques jt,, jt',,» x",., etc., de ne pas se tromper, la probabilité qu'un seul jure se trompera, se déduira de n en y remplaçant x, par i — x, si c'est le premier juré, x',' par I — x'i, si c'est le second, etc. En appelant n' la probabilité totale qu'un seul juré se trompera, correspondante à ces chances x,, x'r, x",r, etc., on aura donc
n' = X.X'„X",„ etc. [(i — x)'x',,x'\„ etc. + x,{i — a?'„) x",.. etc.
-\-XiX'i, (i — x'^,,) etc. + etc.].
Si l'on désigne ensuite par P' la probabilité qu'en ayant égard, pour chaque juré, à toutes les chances possibles de ne pas se tromper, il y aura un seul juré qui se trompera , P' sera la somme des nv valeurs de n' que l'on obtiendra en y mettant successivement pour chacun des n indices ?, i' , i", etc., tous les nombres i, 2, 5, ... . r; et il est facile de voir que cette somme ne dépendra que des moyennes u, 1/ , u" , etc. , et aura pour valeur
P' z= (i — u)u'u' etc. + u(i — u'ju" etc. -\- uu'Çi — u") etc. + etc.
En continuant ainsi, on parviendra à cette proposition générale : La probabilité que parmi les /zjurés, >i — i ne se tromperont pas, et / se tromperont , sera la même que si la chance de ne pas se tromper n'avait qu'une seule valeur possible pour chaque juré, savoir, u pour le premier juré, u' pour le second, n" pour le troisième, etc. Par conséquent, si ces chances moyennes u, u' , lî', etc., sont inégales, les diverses probabilités d'une condamnation à des majorités données, et celles de la culpabilité du condamné, se détermineront par les règles du n° I t6, étendues à un nombre quelconque n de jurés. Si elles .sont toutes égales entre elles, les probabilités dont il s'agit s'exprimeront au moyen des formules (4), (5), (G), (7), (8), (9), (10), en y mettant pour u la chance moyenne commune à tous les jurés.
On se représentera avec précision la possibilité pour chaque jure, de plusieurs chances inégalement probables de ne pas se tromper, en con-
cevant que la liste sur laquelle chaque juré doit être pris , soit divisée en un nombre v de classes de personnes , telles que toutes les personnes d'une même classe aient une même chance de ne pas se tromper : pour la liste sur laquelle le premier juré doit être pris, soient jc, cette chance correspondante à l'une des classes, et X, le rapport du du nombre de personnes de cette classe au nombre de celles qui sont portées sur la liste entière j la chance que ce juré ne se trompera pas, sera j:, s'il appartient à cette classe, et X, sera la probabilité que cela aura lieu, c'est-à-dire la probabilité de celte chance a:,. Si le second juré doit être pris sur une autre liste, et que jc\, soit la chance de ne pas se tromper, pour les personnes de l'une des classes de cette liste , et X',' le rapport de leur nombre à celui des personnes portées sur la liste entière, x',, sera la chance que le second juré ne se trompera pas s'il appartient à cette classe , et IS^', la probabilité qu'il en fera partie, ou la probabilité de cette chance jc',,; et ainsi de suite, pour tous les autres jurés. Les jurés, d'une session de cour d'assises, étant pris au hasard sur une même liste, formée de toutes les personnes qui peuvent être jurés dans le ressort de cette cour, il s'ensuit qu'avant le tirage au sort, les chances moyennes u, iil , li' , etc., sont égales entre elles. Leur valeur commune peut d'ailleurs n'être pas la même dans les ressorts des différentes cours; et cela étant, s'il y avait des affaires où le jury dût être composé d'un juré pris dans une partie déterminée du royaume, un second dans une autre partie, etc., ce serait le cas où les moyennes m, m', ?/, etc., pourraient être différentes. Mais, dans tous les cas, on ne doit pas confondre ces chances moyennes qui ont lieu avant le tirage des jurés, avec les chances de ne pas se tromper, propres aux jurés que le sort aura désignés, quand le tirage sera effectué ; nous reviendrons tout à l'heure sur cette distinction essentielle.
(laS). Si le nombre v des chances possibles x, , x,, Xj, etc., est infini, la probabilité de chacune d'elles sera infiniment petite. Soit alors ^dx la probabilité que la chance de ne pas se tromper, pour un juré pris au hasard sur une liste donnée, sera égale à x; soit aussi u la moyenne de toutes les chances possibles, en ayant égard à leurs probabilités respectives; la somme qui doit être égale à l'unité, et celle qui doit former la valeur de u, d'après ce qui précède, se changeront en des intégrales définies, prises depuis a- = o jusqu'à ar= i; en sorte
que l'on aura
La quantité positive X pourra être une fonction continue ou discontinue de .r, entièrement arbitraire, pourvu qu'elle satisfasse à la première de ces équations : pour chaque expression donnée de X, il y aura une valeur numérique de u, tout-à-fait déterminée; mais à chaque valeur donnée de u, correspondront une infinité d'expressions différentes de X, ou de lois différentes de probabilités.
Lorsque toutes les valeurs de x, depuis zéro jusqu'à l'unité, seront également possibles, la quantité X sera indépendante dex, et devra être l'unité pour satisfaire à la première des deux équations précédentes ; en vertu de la seconde, on aura alors u = j. Si cette quantité X est croissante depuis j::=o jusqu'à x= ifcle manière que la chance qu'un juré ne se trompera pas, soit elle-même d'autant plus probable qu'elle approchera davantage de la certitude; si, de plus, X croît uniformément , on fera
X = ax ~\~ ê;
a et ê étant des constantes positives. On aura alors
f^' Xdx=la+ €=. i; d'oîi l'on tire
€ = 1 — -a, X=i — -a-f- etx:
ce qui exige que l'on n'ait pas a > 2. Il en résultera
en sorte que la chance moyenne ne pourra par excéder |, ni être moindre que j , qui répondent à a = 2 et a = o.
Supposons encore que X varie en progression géométrique, pour des accroissements égaux de x; et prenons
valeur qui satisfait à la condition / Xdx = i, quelle que soit la
constante a, et dans laquelle e est, à l'ordinaire, la base des logarithmes népériens. Nous aurons
d'oii l'on conclut qu'en faisant croître a. depuis a =: — co jusqu'à a. = 00 , la chance mo}'enne u sera susceptible, dans ce cas, de toutes les valeurs possibles, depuis ii = o jusqu'à u = i : pour a = — ixi,a:::=o, a = oo,on aura m = o, u = ^ , u=i. Si les diverses chances de ne pas se tromper doivent être renferaîées entre des limites plus étroites que zéro et l'unité; par exemple, si la chance jc ne doit pas s'abaisser au-dessous de |, et, en outre, si an-dessus de ^, toutes ses valeurs doivent être également possibles, on prendra pour X une fonction discontinue, que l'on déterminera de cette manière. Je désigne par £ une quantité positive et de grandeur finie, mais tout-à-fait insensible; soityir une fonction qui varie très rapidement depuis jc = -^ — ê jusqu'à x = l, qui s'évanouisse pour toutes les valeurs de x, comprises depuis a: = o jusqu'à x=\ — £, et qui ait pour valeur une constante donnée g , depuis x = j jusqu'à ar = 1 ; cela étant, je fais
X=Jx.
Par la nature de cette fonction yi-, on aura
yj Xdx = ^g +fl_ ^ fxdx;
à cause de / ILdx = i , on aura donc
j[_Jxdx = I — \g;
ce qui exigera que g ne surpasse pas 2, puisque fx ne peut avoir
que des valeurs positives. Dans l'intégrale j, xfxdx, on pourra,
en-dehors de jx , regarder x comme une constante égale à j ; on aura donc aussi
/ j xjxdx — -^ —"* 4 & >
et en observant qu'on a
r ' xfxdx = n xfxdx + n _ xfxdx -{- r xfxdx ,
on en conclura
ou bien, en réduisant,
Par conséquent, dans ce cas, la chance moyenne ne pourra pas excéder M = I , qui répond à g = 2 , ni être moindre que u z=^, qui répond à g ^ o.
On pourrait faire ainsi une infinité d'hypothèses différentes sur la forme de la fonction X. Si l'une d'elles était certaine , la valeur correspondante de la chance moyenne u le serait aussi ; si , au contraire , elles sont toutes possibles, leurs probabilités respectives seront infiniment petites, et il en sera de même à l'égard des diverses valeurs de la chance moyenne qui résulteront de ces hypothèses. Le dernier cas aura lieu , lorsque les valeurs différentes dont est susceptible la chance qu'un juré ne se trompera pas, nous seront inconnues, et que nous ne connaîtrons même pas la loi de leurs probabilités, de sorte que nous puissions faire sur cette loi toutes les suppositions possibles, qui donneront à la chance moyenne des valeurs inégalement probables. Aloi's en représentant par (pudu la probabilité infiniment petite que cette chance sera égale à u précisément, <pu sera une fonction continue ou
discontinue, telle que l'on ait / <piedu = i. el susceptible des mêmes
remarques que l'on vient de faire relativement à X.
(124)- Les formules précédentes donneraient les solutions complètes de toutes les questions relatives à l'objet de ce chapitre, si avant le jugement, la probabilité k de la culpabilité était connue, et que l'on connût aussi, pouf chaque juré et dans chaque affaire, la probabilité qu'il ne se trompera pas ; ou bien , si cette chance de ne pas se tromper a plusieurs valeurs possibles, il faudrait que toutes ces valeurs fussent données, ainsi que leurs probabilités respectives; ou bien encore, quand ces valeurs sont en nombre infini et ont chacune une probabilité infiniment petite , il serait nécessaire que nous connussions la fonction qui exprime la loi de leurs probabilités. Mais aucun de ces éléments indispensables ne nous est donné à priori. Avant que l'accuse paraisse devant le jury, sa mise en accusation et la procédure qui la déterminée, rendent sans doute sa culpabilité plus probable que son innocence; il y a donc lieu de croire que k surpasse ^, mais de combien? Nous ne pouvons aucunement le savoir d'avance. Cela dépend de l'habileté et de la sévérité des magistrats chargés de l'instruction préliminaire, et peut varier dans les différents genres d'affaires. Nous ne pouvons pas non plus connaître, soit avant le tirage au sort sur la liste des citoyens qui peuvent être jurés , soit après ce tirage, la chance qu'un juré ne se trompera pas : elle dipend, pour chaque juré, de ses lumières, de l'opportunité qu'il attache à la répression de telle ou telle sorte de crimes, de la pitié que lui inspire l'âge ou le sexe de l'accusé , etc. ; toutes circonstances oui nous sont inconnues, et dont nous ne pourrions pas d'ailleurs évaluer en nombres, l'influence sur les votes des jurés. Il est donc nécessaire, pour qu'on puisse faire usage des formules précédentes, d'en éliminer les éléments inconnus qu'elles renferment; c'est ce qui va maintenant nous occuper.
(126). Considérons le cas où la chance de ne pas se tromper est égale pour tous les jurés. On suppose qu'elle soit inconnue avant le jugement, et susceptible de toutes les valeurs possibles depuis zéro jusqu'à l'unité, et l'on représente par <pudu la probabilité infiniment petite d'une valeur u de cette chance. Si cette valeur était certaine, c'est-à-dire si la chance de ne pas se tromper était certainement u pour
chaque juré, la probabilité que l'accusé coupable ou innocent serait condamné par n — i voix et absous par les i autres voix , aurait pour expression la formule (4j; n étant le nombre total des jurés, et k la probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de l'accusé. Par conséquent, la probabilité de ce partage de voix sera réellement égale à cette formule multipliée par <piidu; et quand ce partage aura eu lieu effectivement, la probabilité que la chance de ne pas se tromper, commune à tous les- jurés, a été u, sera le produit de la formule (4) fit de <pudu, divisé par la somme des valeurs de ce même produit qui répondent à toutes celles de u, depuis ii = o , jusqu'à «= I (n'*43); de sorte qu'en désignant par ù)idu cette probabilité inflnimeut petite, nous aurons
[Au«-< {i— u)' + (i — k)ià (i — uy-'l^u ( '[Au"-'' (i — iiY 4- (i — *)u' (i — u)''-*>îirf«
en supprimant le facteur Nj de la formule (4), indépendant de u et qui serait commun au numérateur et au dénominateur de oji. Si l'on représente par ^j la probabilité que la chance u de ne pas se tromper a été comprise entre des limites données / et Z', cette quantité sera l'intégrale de co^du, prise depuis u =1 jusqu'à u = l' ; on aura donc
k I «"-'(l — «)''(fi/rfM + (I — k) I u'{i — u)'-'<pudu
k I a"-'(i — uyçjidu -{- (i — k) I u' (i — u)''-'(iudu
Dans le cas de n pair et d'un partage égal des voix, on a ?i =s zi, et, par conséquent,
I u'{t — u)'pudu
/ II' {i — uyçudu
en sorte que la probabilité Aj est alors indépendante de k, dont elle dépend , en général , quand les voix sont inégalement partagées. Lorsque deux valeurs quelconques de u également éloignées des extrêmes zéro et l'unité, ou de la moyenne u ^ -^j sont également pro-
bables, de sorte qu'on ait <p (i — «) = (p;^, il en résulte
j «"-'(i — uy(pudu = r u' (x — u)''-'(pudu. Si l'on a, de plus, Z < j et Z' = i — Z, on aura aussi
^ II"-' (i — ujipudu =: I u'(ï — uy-'^udu ;
Ja formule (la) deviendra donc
ri — i
/ «""'(i — u)'(puclu
et sera encore indépendante de k, quels que soient les nombres n — / et i suivant lesquels la totalité des voix se sera divisée.
En faisant / = -i et Z' = i, dans la formule (12), et en désignant par A'j ce qu'elle devient, il en résulte
k /^' u^-'^l—nyçiudu +{i — k) C' u' (1 — ii)''-'(fudu %f à 2
k j u''-'{i — u)'q,udu ■\-{i — k) I u' {i — u)''-'(pudu
pour la probabilité que la chance u est comprise entre 7 et i , ou surpasse \. Si l'on fait de même Z = o et /' = j , et qu'on représente par A"i ce que devient la formule (12), on aura
k f^u''-'ii—iiy(pudu + {i—k) r^ u'jii —iiy-'çudu
^t — — -^, jr, ,
k u'-'ii — uY^pudu + ii—k) u' {l — u)--'<fudu
pour la proJiabilité que u soit moindre que {. Or, la probabilité qu'on a précisément u = ^ étant infiniment petite, la somme de ces deux quantités A'jetA"j doit être l'unité; ce qu'on vérifiera immédiatement en observant que leurs dénominateurs sont égaux, que la somme des intégrales multipliés par k à leurs numérateurs, est égale à l'intégrale multipliée par k au dénominateur, et qu'il en est de même à l'égard des intégrales multipliées par 1 ^ k.
(126) La probabilité que la chance de ne pas se tromper pour chaque juré a été égale à u dans un jugement où n -^ i jurés ont condamné l'accusé et les / autres l'ont absous_, étant exprimé par a^dUf et la probabilité que l'accusé soit coupable après le jugement, étant la quantité/?) du n° 1 ig, si cette chance était certainement u; il suit des règles des n" 5 et 10, que la probabilité de la culpabilité aura pour valeur complète l'intégrale du produit pii'if/», prise depuis m=o jusqu'à 11=. I. Donc, en la désignant par 'Cj, et ayant égard aux expressions de &)( et de pi , nous aurons
C.= -TT^ -^ ^ . (l
h I ;/»-'(i — ii)'çiidu + (l — ^) / II' {l — u)"-' çudii J o J o
Cette probabilité ^, sera zéro ou l'unité en même temps que k. En mettant son expression sous la forme
/t(,_ A) 1 r' !/»-'(! — u/çudii — I u'{i — u]"-'çudii I
Ki = ^-i 777 ^ wi »
k I u°-'(i — i/Yfudu + (i — k) I u'(i — uy~'q>udu J o J o
on voit que pour toute autre valeur de k, la probabilité que l'accusé est coupable, après le jugement, sera plus grande ou plus petite qu'auparavant, selon que la première des deux intégrales
/ ' u'-'^i — u)' <pudu et f u'(\ — u)'~'(piidu sera plus grande ou
plus petite que la seconde : quand elles seront égales, ce qui aura toiijours lieu dans le cas de nz=2i et dans celui de (p(i — ii) = <pu, on aura Ç, = Â:- et, en e'ffet, la probabilité que l'accusé est coupable ne peut être aucunement changée par un jugement dans lequel les voix se sont partagées également, non plus que par un jugement dans lequel les valeurs ^^ et i — z^, ou ^=t: |(t— 211), de la change de ne pas se tromper, sont supposées également probables.
Dans tout autre cas , Ç, ne dépendra pas seulement, comme pi, de la majorité m ou n — 2/ à laquelle le jugement a été prononcé, et de la quantité A,- la valeur de ^, dépendra aussi du nombre total n des jurés et de la loi de probabilité des chances de pas se tromper, exprimée par la fonction (^u. ■
Ainsi, par exemple, si une condamnation est prononcée à une seule voix de raajorik', par un jury composé de aoi jurés; ou bien, si l'accusé est condamné, dans un autre cas, par un seul juré, et qu'on soit certain que la chance de ne pas se tromper a été égale pour ce juré unique et pour chacun des 20 1 autres jurés, la bonté du jugement aura exactement la même probabilité dans les deux cas : seulement, dans le premier cas, si celte chance diffère notablement de ^, l'événement observé sera un fait extraordinaire, ou dont la probabilité sera très faible, et qui arrivera très rarement ; et si cette chance de ne pas se tromper est égale à ï, la probabilité de ce premier cas sera un peu au-dessus de un neuvième, d'après l'expression de ^ du n" 119. Mais si la chance que chaque juré ne se trompera point, ne nous est pas connue avant le jugement , et que nous la déduisions du jugement même qui a été prononcé, la culpabilité de l'accusé est beaucoup moins probable, lorsqu'il est condamné par ici jurés et absous par 100 autres , que s'il n'y avait qu'un seul juré par lequel il eût aussi été condamné ; non pas que le jugement de ici personnes contre lOu, soit moins bon en luimême que celui d'une seule personne; mais parce que le partage de 201 voix en deux nombres qui ne diffèrent que d'une unité, rend très probable que la chance de ne pas se tromper a été peu différente de ï, sans doute à raison de la difficulté que l'affaire présentait.
(127). Afin de se former une idée précise de la signification qu'on doit attacher aux formules (12) et (i5}, il faut supposer une personne qui ait, avant le jugement du jury, une certaine raison de croire l'accusé coupable, exprimée par la probabilité k; qui ne connaisse aucun des n jurés, ni l'affaire qu'ils ont eu à juger; et qui sache seulement qu'on les a pris au hasard sur la liste générale. Pour cette personne, la probabilité qu'un juré ne s'est pas trompé dans son vote, est égale pour tous les jurés (u° 122), mais inconnue; avant le jugement elle peut supposer à cette inconnue u, toutes les valeurs possibles depuis «:=:o jusqu'à u = i : par des considérations quelconques que nous n'examinons point ici, la probabilité infiniment petite que la personne attribue à la variable u est exprimée par ifudu; et (pu est une fonction
donnée qui doit satisfaire à la condition / (piuiu=i, puisque la valeur de it est certainement contenue entre les limites de cette inté-
grale : après que le jugemenl est prononcé, et la personne sachant que l'accusé a été absous par / voix et condamné par les « — i autres, cette connaissance est une nouvelle donnée d'après laquelle il y a, pour cette personne , la probabilité 7^, que la chance u de ne pas se tromper a été, dans ce jugement, comprise entre les limites Z et l' pour tous les jurés. La raison de croire à la culpabilité de l'accusé a aussi augmenté ou diminué : la probabilité A: qui l'exprimait avant le jugement est devenue^, après qu'il est rendu; elle serait différente pour une auti'e personne qui aurait d'autres données sur la question , et l'on ne doit pas la confondre avec la chance même de la culpabilité. Celle-ci dépend de k, et de la chance de ne pas se tromper, propre à chacun des jurés qui ont concouru au jugement, différente pour les différents jurés, d'après leurs divers degrés de capacité et la nature de l'affaire soumise à leurs décisions. Si les valeurs numériques u, u', u", etc. , de cette chance, nous étaient données pour tous les jurés, ainsi que la valeur de k, la chance véritable de la culpabilité de l'accusé après le jugement, se calculerait par les règles du n' 1 16, étendues au cas de n jurés; mais l'impossibilité de connaître ces valeurs à priori, rend également impossible l'application de ces règles.
Si l'on sait seulement que l'accusé a été condamné à la majorité d'au moins m ou n — 2/ voix, de sorte qu'elle ait pu être de m-{-2, m+4,. • . . voix, jusqu'à l'unanimité; et si l'on représente, dans ce cas, par Y, la probabilité que la chance de ne pas se tromper, commune à tous les jurés, a été comprise entre les limites t et /, et par Z, la probabilité que le condamné soit coupable, on obtiendra les expressions de Y, et Z, par le même raisonnement que celles de A, et Ç,, mais en faisant usage des valeurs de c, et P, (n''' 1 1 S et 1 20), au lieu d'employer, comme nous l'avons fait pour parvenir aux formules (12} et (i5), les valeurs de 5., et p,. De cette manière , on aura
k f'ilçudu -t- (i — ^) r N.<pudu
k f ' \],mdu -f- (i — k) 1 \.(pudu
k I \J,(pudu
rr J o
k f ' \i,<pudu + (i — A) r \i(pudu
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On pourrait géaëraliser ces expressions, aiasi que les formules (12) et (i5), et les étendre au cas où l'on saurait qu'une partie n' des «jurés a été prise au hasard sur une première liste, une autre partie n" sur uue autre liste, etc. ; et où l'on supposerait que pour la première lislc une valeur u' de la chance moyenne de ne pas se tromper a une probabilité (p'u'du; que pour la seconde liste, (p''u!'di^' est la probabilité d'une valeur ii' de cette chance moyenne; et ainsi de suite. Mais cette extension ne présentant ni dilHculté, ni application utile, nous nous dispenserons d'écrire les formules compliquées auxquelles elle donnerait lieu.
(r28). Quand i et n — i seront de très grands nombres, il faudra avoir recours à la méthode du n" 67 pour calculer les vr.leurs approchées des intégrales contenues dans les formules (12), (i3), (14). Je considérerai d'abord celles que renferment les formules (12) et (i5).
Depuis «=o jusqu'à u=i, le produit u'-Hi—u)' na qu'un seul maximum; ]e représenterai par ë sa valeur, et par a celle de u à laquelle il répond; on aura
Je fais ensuite
ou bien, eu passant aux logarithmes
X* = log g — (« — i) \ogu — Hog ( I — u).
La variable j: croîtra continuellement depuis ar= — 00 jusqu'à ^=00 ; les valeurs x=. — 00, x = o, x=:k> , répondront ;i u = o, u= a, u^i; et les Jimites de l'intégrale relative à x seront ± oc , quand celles qui se rapportaient à u étaient zéro et l'unité. En général , si l'on appelle A et A' les limites relatives à x , correspondantes à des limites / et V relatives à u , on aura
X = ±v/(«-/) log'i^-i+ / log^^-, A' = =t sjin - i) log "~J + i log ^^- ,
d'après les valeurs précédentes de € et de x*. Lorsque l et /' surpasseront a, les valeurs de A et A' devant alors être positives, on prendra les signes supérieurs devant les radicaux; on prendra les signes inférieurs, quand l et /' seront moindres que « ; et quand ou aura / ■< a et /' >■ «, on prendra le signe supérieur devant le second radical et le signe inférieur devant le premier, afin que la valeur de X soit négative et que celle de A' soit positive.
Pour exprimer u en série ordonnée suivant les puissances de x, soient y, y', y", etc., des coefficients constants, et faisons
u=:ct-{~yx-i- y'x* -f- y"x^ + etc. ;
en ayant égard aux valeurs de a, Q, x*, il en résultera
^' = ^i(^) (y^ ■+■ >'^' + y"^' + etc )•
+ mEr$ (y^ + >'^* + >"*' + «'^O' H- etc.;
en égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres de cette équation, on en déduira les valeurs de y, y', y", etc., au moyen desquelles, on aura
et, en même temps,
^u = x/^^^^ dx - ^-^^ H- etc.
Si la fonction <pu ne décroît pas très rapidement de part ou d'autre de la valeur particulière a de ii, on pourra, après y avoir substitué cette valeur de ii en série, développer aussi (pu suivant les puissances de u — a, et par suite, suivant les puissances de x; on aura, de cette manière ,
Au moyen de ces diverses valeurs, l'expression en série de
/ u"~'(i — uy<pudu renfermera les intégrales prises depuis x:=. — oo
jusqu'à j: = oo, de la différentielle e—''<ir multipliée par des puissances paires ou impaires de jt; les intégrales relatives aux puissances paires auront des valeurs connues, les autres s'évanouiront; et les nombres i et n — i étant du même ordre de grandeur que n, la série dont il s'agit se trouvera ordonnée suivant des quantités de l'ordre de petitesse
de —,- , — -,=, -^ , etc. En nous arrêtant à son premier terme , et
observant que l'intégrale / e—^'dx est égale à \^'7r, nous aurons^
y ^ oc
/; „.-,._„,..„.„ = '>=ir^|<a^ii,(i^);
d'où Ton conclut aussi
/ u\i — u)" '(Dudu = -^ — — ■ <P ( - ),
par la permutation des nombres i eln — i.
Si l'on désigne par ê' une quantité positive et très petite par rapport à \Jn ; que l'on fasse
et qu'on développe en séries les logarithmes contenus dans les expressions de A et A', on trouvera A= — cT et A' = J", en négligeant
le|{ termes de l'ordre de petitesse de —-. D'après cela, on aura
aux quantités près de l'ordre de -. A mesure que S^ augmentera, cette
intégrale relative à x s'approchera d'être égale à s/t, pour qu'elle en diffère très peu, il suiHra que J soit un nombre tel que 2 ou 5.
Pour des limites l ou /' qui seront toutes deux notablement plus grandes ou plus petites que , l'intégrale relative à u serait seosiblemenl
nulle.
En désignant par i une quantité positive et très petite par rapport à V" j et faisant
nous aurons de même
Pour des limites l et l', toutes deux notablement plus grandes ou plus petites que - , la valeur de cette intégrale relative à u serait sensiblement zéro.
Si les fractions et - diffèrent notablement l'une de l'autre , les
premières des valeurs précédentes de / et /', différeront de même de la valeur - de n qui répond au maximum de u\\ — w)"~', ce qui reu-
u'(i — u)''~'(pudu correspondante à ces limites, et, en même temps, les dernières de ces valeurs de l et l' différeront aussi notablement de la valeur '^— de u rela-
tive au maximum de u'~'{i — a)', ce qui rendra aussi à très peu près zéro l'intégrale / u''~\i — u)'<pudu, qui répond aux autres limites.
(129). En substituant dans la formule (r5) les valeurs approchées des intégrales qu'elle contient, et supprimant les facteurs communs au numérateur et au dénominateur, il vient
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pour la probabilité qu'un accusé est coupable, quand il est condamné à la majorité de m ou n — li voix, par un jury composé d'un très grand nombre n de jurés. On voit qu'elle dépend du rapport de / à ii, ou, si l'on veut du rapport de ii — /à /, et non pas de la difTéreiice de ces nombres, comme la probabilité pi qui a lieu dans le cas où la chance u de ne pas se tromper est donnée à priori (n" i ig). Par exemple, si l'accusé est condamné par looo voix et absous par 5oo voix, dans un jury composé de i5oo jurés, ou bien s'il est condamné par loo voix et acquitté par les 5o autres, quand il y a i5o jures, la probabilité 'Ci est la même et la probabilité p, très différente dans ces deux cas. Au contraire , le second jury et sa décision restant les mêmes , si le premier jury était composé de io5o jurés, dont 55o eussent condamné l'accusé et 5oo l'eussent absous, ce serait p, qui ne changerait pas et 'C, qui pourrait beaucoup changer.
L'accusé étant condamné, " ~ surpasse - et -est moindre; or,
si l'on suppose qu'au-dessous de «= 7, la fonction (pu soit sensiblement nulle, c'est-à-dire si l'on regarde comme tout-à-fait invraisemblable, une chance moyenne de ne pas se tromper, qui tomberait au-dessous de 7, ou serait moindre que celle de se tromper; et si, de plus, la fraction k n'est pas très approchante de zéro, on pourra négliger le second terme du dénominateur de Zt par rapport au premier; d'où il résultera Ç, = i , ou, du moins, une probabilité Tj très approchante de la certitude.
Au moyen des valeurs approchées des intégrales contenues dans la
formule {12), et en supposant que les fractions et - ne soient
pas très peu différentes l'une de l'autre, on aura
KO
pour la probabilité que dans le jugement rendu contre l'accusé, la chance u de ne pas se tromper, commune à tous les jurés, a été comprise entre les limites
n— i r /zi [n—î)
Dans la même hypothèse, qui rend nulle une des deux intégrales que renferme le numérateur de la formule (12}, on aura
^z'Kdf-,'' "'"^
pour la probabilité que cette chance a été renfermée entre les limites
On peut donner à cT et €, des valeurs assez grandes sans être très considérables, pour que les intégrales relatives à x diffèrent très peu de y/^t; alors la somme de ces deux valeurs de \ différera aussi très peu de l'unité ; et il sera à très peu près certain que la chance moyenne u a été comprise, soit entre les premières limites, qui s'écartent peu de
la fraction supérieure à - , soit entre les dernières, qui s'écartent peu de la fraction - moindre que -. Si l'on suppose <p f- j insensible ou négligeable par rapport à (p ( j , le second cas sera exclu ,
et l'on pourra regarder comme à peu près certain que la valeur de u s'est très peu écartée du rapport , ou, autrement dit, que les
chances m et i — m de ne pas se tromper et de se tromper, ont été entre elles comme les nombres 71 — /' et i des voix de condamnation et d'acquittement.
Il semblerait, d'après cela, que la probabilité Çi au lieu de se réduire sensiblement à l'unité , devrait différer très peu de la valeur de pi
relative à m = " ~ '. Mais il faut remarquer que la probabilité />( répondant au cas oix la chance u n'a certainement qu'une seule valeur possible; pour faire rentrer ce cas dans celui auquel répond l'expression de Çi, il faudrait supposer que <^u n'a de valeurs autres que zéro.
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que dans une étendue infiniment petite de part et d'autre de la valeur possible de m, et qu'elle décroît très rapidement près de cette valeur ; or_, l'analyse du numéro précédent suppose essentiellement, comme on l'a vu , que <^u ne varie point ainsi de part ou d'autre de la valeur
— ^- de u; par conséquent l'expression de Ç, , déduite de cette analyse, n'est point applicable au cas auquel répond l'expression de yj, du n° iig. On peut d'ailleurs observer que cello-ci est comprise dans la formule (i 3). En effet, si l'on représente, en général, par v la seule valeur possible de m, et paru un infiniment petit positif; et si l'on prend pour (pw une fonction qui soit nulle pour toutes les valeurs de u , non comprises entre i'=p:>', les limites des intégrales que contient la formule (i5)se réduiront à v^z'a; dans leur étendue, les facteurs î^'""(i — if)'etM'(i — m)"~' seront constants; en les faisant sortir hors
des signes y, et supprimant ensuite l'intégrale / (pudu qui se trou-
vera facteur commun au numérateur et au dénominateur de la formule (i3), elle coïncidera avec la formule (7) appliquée à uz=.v.
Si les deux fractions et - ne différaient pas sensiblement l'une
de l'autre, et que l'on prît g=J^, les valeurs précédentes de ^1 se rapporteraient aux mêmes limites de la chance u; mais leur valeur commune différerait des précédentes, et serait indépendante de k et égale
à —-Z. I e~^V/a7, parce que, dans ce cas particulier, les deux intégrales contenues au numérateur de la formule (12) sont sensiblement égales, ainsi que celles qui se trouvent à son dénominateur.
(i3o). Pour déterminer les valeurs approchées des intégrales que renferment les formules (i4)j il faudra exprimer celles de U|et Y, au moyen des formules (11).
La première de celles-ci ayant lieu quand surpasse ., et
la seconde dans le cas contraire, il s'ensuit que la première subsistera depuis M=o jusqu'à u=ct, et la seconde depuis u= a jusqu'à u=i,
en prenant n pour ?i-{- i et faisant -^^ = a. D'après l'équation qui
détermine la quantité 9 contenue dans ces formules (11), on aura
c'est-à-dire la même équation qu'on avait tout-à-l'heure entre u^\. x , et de laquelle on tirera
Mais ô devant toujours être une quantité positive (n°i2i), ses valeurs esront ô=oo, 6 = 0, 9 = 00, pour u=.o, u-=.a., uz=.\ :1a variable u croissant depuis u = o jusqu'à z^ = «> la variable ô décroîtra depuis 6 = QO jusqu'à G = o; et u croissant de nouveau depuis M = a jusqu'à u=i, cette même variable G croîtra depuis 6 = o jusqu'à 6 = co . Cela posé, nous aurons, d'après les formules (n),
J^ J "■ \/:tJ o\J i /^ dà 3\/-^m(n—i)J i> ^^'
On obtiendra, eu séries convergentes, les valeurs de ces intégrales, simples et doubles, relatives à G, en substituant sous les signes y la série précédente à la place de u, son coefficient différentiel au lieu de
du j ' i • ^ •
^, et développant aussi (pu en série, ce qui suppose que cette fonction ne varie pas très rapidement de part ou d'autre de la valeur particulière a de u. Si l'on néglige les termes de l'ordre de petitesse de
-, On fera simplement
. û /azfn — 0 du , / 21(11 — 0 u=:a-^H\/ -—- — -, -y-=,/— -f ^u = <pac.
Le radical w- — - — sera susceptible du double signe zt; on prendra
le signe supérieur dans les intégrales où la variable G est croissante, et le signe inférieur dans celle oii elle est décroissante ; en changeant ensuite le signe de ces dernières, et intervertissant l'ordre de leurs limites, nous aurons
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et en ajoutant ces deux formules, il en résultera
/ \],<puciu = / (pudu.
En général, si l'on désigne par a et a^ deux valeurs de u telles que l'on ait a •< a et a^ >• a, et que l'on représente par b et b^ les valeurs positives de G qui répondent à « = « et tt = <2^, on aura, au degré I l'approximation où nous nous arrêtons,
Par le procédé de l'intégration par partie , on a d'ailleurs et , par conséquent ,
Je mets actuellement V, àla place de U. dans les formules (i i), et j'y change,en conséquence, m en i — tt(n° 1 1 8). La première aura lieu quand
-^ surpassera -— -^ -., c'est-à-dire depuis m=i — a, jusqu'à m = i , en
prenant n pour 7i+ i , et faisant toujours a=: . La seconde sub
sistera depuis u = o jusqu'à u= i — a. En représentant par 9' ce que devient G par le changement de m en i — m, et continuant de négliger
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les termes de l'ordre de petitesse de-, nous aurons d'abord
et, par coaséquent,
/ y,(p«<^«= j ''<pudu.
Ensuite, si a' et a' ^ sont deux valeurs de u telles que l'on ait a'-< i — a. eta'^> I — et, et si l'on de'signe par b' et b\ les valeurs positives de 6', tirées de l'équation
et qui répondent à m = a' et m = «',, on aura aussi
(i3i). Les valeurs approchées des intégrales contenues dans les formules fi4) étant ainsi déterminées, nous aurons
k I çudu Z,= -^ '
ipudu-{-(i — k) I çudu
pour la probabilité que l'accusé est coupable, après qu'il a été condamné par un nombre de voix au moins égal à n- — i, dans un jury d'un très
grand nombre ii de jurés. Le rapport a ou étant alors plus grand
que-, si l'on suppose la fonction (pu insensible ou nalle pour les valeurs de u moindres que -, l'intégrale / Çiidu le sera aussi, et si
SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 36i
k n'est pas une très petite fraction, la valeur de Z, sera sensiblement égale à l'unité. Dans le cas de (p{\ — u) = (pu pour toutes les valeurs de u, on aura
/ ^ '^(pudu = — r ''(p( i — u)du = r '(pudu ;
ce qui réduira la valeur de Z, à k, comme cela doit être.
Si l'on prend a= i — a et a'^ = a, les valeurs correspondantes b et b\ de 6 et â' seront égales; en les désignant par c et ayant égard à ce que a. représente, c sera la quantité positive déterminée par l'équation
(« — // /"-* = i- (n — /)"-'e-^' ; on aura
/'_ V^udu ^^.sj ^^ (./; e--^d. +-: - e-) , d'où il résultera
pour la probabilité, dans la condamnation dont il s'agit, que la chance u de ne pas se trom|;er, commune à tous les jurés, a été comprise
entre i — a et a , c'est-à-dire entre - et . Celte probabilité
est très faible à cause du facteur très petit y j-^ : il s'ensuit qu'il est au contraire très probable que la chance ii a été, ou plus grande que a. , ou plus petite que i — a.
Pour le vérifier, je prends «^==1 et a/ = 1 , les valeurs corres-r pondantes de 6 et 6' sont è^ = oo et />/ = oc; il en résulte
yjU,(pM^M = fyudu — l<Px V~^ .
si , de cette dernière intégrale , on retranche la valeur précédente
de I y,(pudu, il vient
et, au moyen des valeurs de / \],<pndu et / N^tpadu, on aura
k r\udu—V-1iipa—{i—k)<p{\—»)(e "' — cl e ''' dxj U/ --, —
k j çiidu -{- ( I — /r) I (piidu
pour la probabilité que la chance u était comprise entre uz=ia et z^ = I , ou supérieure à a. Je prends aussi a = o et fl'=o; ou aura è = oc et è' = 00 ; il en résultera
J o J o 2 V TTM*
de cette dernière intégrale, je retranche la valeur précédente de f U,(piirfM , ce qui donne
J 1 — fit
et des valeurs de f '~''\]i<pudu et ^^ ''Yçudu, on conclut
* 1 pi p \ —a.
k ipudu+{i—k) <pudu
pour la probabilité que la chance u a été comprise entre m = o et u:^ , ac, ou inférieure à i — a. La somme des deux dernières valeurs de Y, est à très peu près égale à l'unité; ce qu'il s'agissait de vérifier. Quand les valeurs de (pu, relatives à zi< î, sont nulles ou insensibles, la dernière valeur de Y, est très petite, et la précédente
très peu différente de la certitude. Dans tous les cas, la somme des trois valeurs de Y, qu'on vient de calculer est, comme cela doit être, égale à un.
(i32). Lors même que le nombre n des jurés est très grand, ou est donc obligé, d'après ce qui précède, de faire une hypothèse sur la fonction <pu, ou sur la loi de probabilité des chances de ne pas se tromper, pour pouvoir conclure la probabilité qu'un condamné est coupable, des nombres n — / et i des jurés qui ont voté pour ou contre lui. A plus forte raison, cela est-il nécessaire, dans le cas ordinaire, où le nombre ti n'est pas très considérable.
L'hypothèse que Laplacc a faite pour cet objet, consiste à supposer que la fonction pu soit zéro pour toutes les valeurs de ii moindres que
-, et qu'elle ait une même valeur pour toutes celles de u qui surpassent - ; ce qui revieat à dire que toute chance de ne pas se tromper moindre que la chance de se tromper est regardée comme impossible , et que les chances de ne pas se tromper plus grandes que celles de se tromper sont foutes également problables. Elle est permise; car
on satisfait à la condition / <pudu=ii, de la manière qu'on a expliquée
précédemment (n" 123) : la moyenne des valeurs possibles de «, ou
u<pudu, serait alors comprise entre - et -?, et dépendrait de la valeur
de pu, pour m >-.
Dans cette hypothèse, %u étant zéro pour m < -, et une quantité constante pour w > - , les limites des intégrales que renferme la formule (i 3) se réduiront à m=o et m ^ -: on pourra faire sortir <pu
hors des signes f ; et comme on a
/ , u'{ I — uy-'du = I ""~'( I — ufdu ,
celte formule deviendra
k f,'w~'{i — u)' du
kf'w-'Çi—uydu 4- (i— A) r'«-'(i— «;
t du
en supprimant le facteur constant (pu, qui serait commun à son numérateur et à son de'nominateur.
Laplace n'ayant point eu égard à la probabilité Â- de la culpabilité avant le jugement , il faut, pour faire coïncider cette formule avec la sienne, supposer que cette culpabilité ne soit ni plus ni moins probable que la non-culpabilité, et faire, en conséquence , A= -, ce qui donne -
L' u''-'{\ — uydu
'''" r'w-'(i—uydu
On aurait donc aussi
r^u"-'(i—uyc
du
f' u"-'{ï — uydu ou bien, en effectuant les intégrations,
pour la probabilité que l'accusé n'est pas coupable, lorsqu'il a été condamné à la majorité de n — 2/ voix dans un jury de n jurés.
Cette dernière formule est, en effet, celle de Laplace (*J. La quantité comprise entre les parenthèses , se compose de / -+- i
(*) Premier supplément à la Théorie analjiique des probabilités , page 33.
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«cimes, et se réduit à l'unité dans le cas de z=ro; d'où il résulte -i^. pour la probabilité de l'erreur d'une condamnalioa orononcée à I'iuk.n.m.lc. En ne prenant pas A=i, et faisant / = o/on aurait
quantité plus petite ou plus grande que ^, selon que k surpasse '-
ou est moindre. ^
J)ansje cas ordinaire de « = 12, si l'on fait succes.sivemeut
'.~"°' — '' = 2, = 5,=4, = 5, la formule (i5) donne les frac-
tions
8192' 8192' S192' 8192' 8192' 8iT^'
pour la probabilité de l'erreur des condamnations prononcées par ks 12 jurés, par 11 contre 1, par 10 contre 2, par 9 contre 3, par 8 contre 4, par 7 contre 5. A la plus petite majorité, la probabilité de l'erreur serait presque égale à ^ ; de sorte que sur un très yrand nombre d'accusés, condamnés à la majorité de sept voix contre cinq, il serait très probable que les deux septièmes n'auraient pas dû l'être; ce serait à peu près un huitième à la majorité de huit voix contre quatre. En appliquant l'hypothèse de Laplace h la formule (12); désignant par c^ une quantité positive et qui n'excède pas - ; et faisant k=-, *==-» ^ = - + c^; on trouve
u"-'{i—uy du
J u"-'{i — li/du
pour la probabilité que la chance u de ne pas se tromper, qui na pas pu, suivant l'hypothèse, s'abaisser au-dessous de -, a été comprise entre - et - -f- cT, dans une condamnation prononcée par n - i contre
i jurés. Les intégrations s'effectueront sans difficulté. Dans le cas de / = o, ou de l'unanimité, on aura
si l'on prend, par exemple, «:=i2 et er = o,448} on trouve, à très peu près A,= -, de sorte qu'il )' a un à parier contre un que la
chance u a été comprise entre o,5, et 0,948. En faisant J'z= j, et ne supposant pas i^ o, on a
pour la probabilité que la chance u a été comprise entre- et -;, ou
plus rapprochée de - que de l'unité. Pour n=ia et /=5, la valeur de
cette quantité est o,gi5. . . .; en sorte qu'il y a un peu plus de dix à
parier contre un, que dans le cas de la plus petite majorité, cette
chance u a ete au-dessous de 7.
(i35). Puisque la formule (i5) est déduite d'une autre dans laquelle la chance ii de ne pas se tromper était la même pour tous les jurés, cette quantité ne saurait être, quoique Laplace ait omis de le dire, la chance propre à chacun des ?i jurés qui ont jugé l'accusé; elle doit représenter la chance moyenne relative à la liste générale sur laquelle ces «jurés ont été pris au hasard (n" 122). Sur cette liste, il j a sans doute des personnes pour lesquelles la chance de ne pas se tromper,
au moins dans les affaires difficiles , est au-dessous de -, ou moindre
que la chance de se tromper. L'hypothèse de Laplace exige donc que leur nombre soit assez peu considérable pour ne pas empêcher la
chance moyenne d'être toujours plus grande que -. L'illustre géomètre suppose, en outre , qu'au-dessus de -, les valeurs de cette
chance, depuis m = - jusqu'à u= 1, sont toutes également probables.
La seule raison qu'il donne de cette double supposition est que l'opinion du juge a plus de tendance à la vérité qu'à terreur. Mais, en partant de ce principe, on en conclurait seulement que la fonction <pu par laquelle nous avons exprimé la loi de probabilité des valeurs de la chance moyenne, doit être une plus grande quantité pour les valeurs
de u qui sont au-dessus de - que pour celles qui sont au-dessous; condition qui peut être remplie d'une infinité de manières différentes, sans qu'on soit obligé de supposer <pu=o pour u < -, et cette fonction
(pu constante pour u > -. L'ii) pothèse que nous examinons n'est donc
pas suffisamment motivée à priori; et, comme on \ a le voir, les conséqueuces qui s'en déduisent la rendent tout-à-fait inadmissible.
En effet, la formule (i5), qui est une de ses conséquences nécessaires, ne renferme rien qui dépende de la capacité des personnes portées sur la liste générale des jurés; quelqu'un qui saurait, par exemple, que deux condamnations ont été prononcées à une même majorité, et par des jurys d'un même nombre de jurés, mais pris sur deux listes différentes, aurait donc la même raison de croire que ces deux jugements sont erronés, quoiqu'il sût que les personnes portées sur l'une des listes ont une capacité bien supérieure à celle des personnes portées sur l'autre; or, c'est déjà ce qu'il est impossible d'admettre.
La fraction -étant plus petite que-, quand l'accusé est condamné
à la majorité de n — i voix contre /; la quantité <p(-) est zéro ou
insensible dans l'hypothèse que nous examinons , ce qui rend la probabilité Ç', de la culpabilité du condamné très approchante de l'unité, lorsque le nombre n est très grand, et quel que soit l'excès de n — i sur i (n° 129). Ainsi, par exemple, en supposant le jury composé de 1000 jurés, et l'accusé condamne par 620 jurés et acquitté par 480 > on devrait regarder comme à peu près certain le fait de sa culpabilité, quoiqu'il soit nié par ces 480 jurés, pour lesquels on suppose que la chance de ne pas se tromper a été la même que pour les 5 20 autres; conséquence qui suffirait pour faire
rejeter l'hjpothèse d'où elle est de'duite; car personne, évidemment, n'accorderait une grande confiance à un tel jugement, et surtout la même confiance qu'à celui qui serait prononcé à la presque unanimité par les looo jurés. Dans celte hypothèse, si la capacité des personnes portées sur la liste générale des jurés vient à changer, si elle est plus grande dans un pays que dans un autre, si elle est difTérente pour différentes sortes d'affaires, la probabilité des chances de ne pas se tromper augmente suivant le même rapport, pour celles qui se rapprochent le
plus de l'unité et pour celles qui diffèrent le moins de - ; or, tel n'est pas
ce qui a lieu réellement : quand cette capacité augmente, par une cause quelconque, les chances de ne pas se tromper les plus voisines de la certitude acquièrent une probabilité plus grande que celle qu'elles avaient anparavant; et le contraire a lieu à l'égard de celles qui s'éloignent le plus de l'unité. En prenant pour Ça une fonction qui puisse remplir ces conditions, et qui ne soit pas d'ailleurs absolument nulle ou insensible au-dessous de M =- , on fera disparaître les difficultés que nous venons d'indiquer, mais elles sont insuffisantes pour déterminer la fonction <pu : une infinité de formes différentes de cette fonction continue ou discontinue, satisfont à ces conditions, et conduiraient à des valeurs très inégales de la probabilité T, , exprimée par la formule (i 5), pour un même nombre n de jurés, et une même différence entre les nombres fi — /et i.
Ainsi , d'après la connaissance de ces nombres dans une condamnalion isolée, et soit que l'on suppose la probabilité antérieure k égale à -
ou à toute autre fraction, on ne peut pas, comme nous l'avons déjà dit, déterminer la probabilité réelle de la bonté de ce jugement, qui dépend de la chance de ne pas se tromper, propre à chaque juré et que nous ne pouvons pas connaître; mais on doit aussi regarder comme impossible de calculer ce que serait cette probabilité, pour quelqu'un qui saurait seulement que les «jurés ont été pris au hasard sur la liste générale, et pour qui la raison de croire à la bonté du jugement ne dépendrait plus que de la chance moyenne de ne pas se tromper, relative à cette liste et commune aux n jurés (n' \ii, ; car, pour ce calcul, on serait obligé de faire, sur la loi de probabilité des valeurs de la chance moyenne de-
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puis zéro jusqu'à l'unité, une hypothèse particulière, qui ne serait m celle de Laplace, ni aucune autre que l'on pût sufllsamnient motiver. Si donc, il n'avait été rendu qu'un seul jugement par des jurés pris sur celte liste, les formules précédenles ne seraient susceptibles d'aucune application utile; il en seraitencore de même, s'il avait été rendu un nom])re peu considérable de jugements; mais nous savons, au contraire, que de très grands nombres de condamnations et d'acquittements, dans des proportions connues, ont été prononcés par des jurys pris successivement au hasard sur une même liste générale, or, c'est sur celte considération qu'est fondée, comme on va le voir, l'applicaiion des formules (/,), (5), (6), (7), (8), (9), (10), qui ne contiennent que deux constantes inconnues k èl u, et n'exigeront, en conséquence, que deux données de l'observation. La détermination do ces données va d'abord nous occuper.
(i34). La liste générale des citoyens qui peuvent être jurés contient un nombre quelconque de noms: chaque jury se compose de «jurés; on a lire au sort sur la liste générale, les jurys d'une ou plusieurs années, qui ont jugé un très grand nombre fz d'accusés; et l'on représente par rt, , le nombre de ces accusés que ces jurys ont condamnés à la majorité d'au moins n — i contre i voix ; ce qui suppose que / soit zéro, ou un des nombres moindres que la moitié de >i. La chance d'une telle condamnation, avant que l'accusé fût jugé, a dû varier d'un jugement à un autre; mais, quelle que soit cette variation, la moyenne des valeurs inconnues de cette chance qui ont eu lieu dans les /u. jugements prononcés, a été tiès probablement et à très peu près égale au rapport
— (n°95). De plus, les valeurs de cette chance moyenne et de ce rapport
varieront très peu avec le nombre a'- supposé très grand; et, si ce nombre augmente encore de plus en plus, elles convergeront indéfiniment vers une constante spéciale, qu'elles atteindraient s'ifx, pouvait devenir infini, sans que les causes diveises d'une condamnation à la majoriU: dont il s'agit, vinssent à éprouver aucun changement. Cette quantitéspéciale, que je représenterai par R,, est la somme des chances que toutes les causes possibles de cette condamnation, ou de l'événement que nous considérons, donnent à son arrivée, multipliées par les probabilités respectives de ces mêmes causes (n° io4). Il serait impossible d'en faire l'énumération et de calculer à p/von leur influence; mais ces causes ne
nous sont pas nécessaires à connaître : il nous suffit de supposer qu'elles ne varient ni dans leurs probabilités respectives, ni dans les chances qu'elles donnent aux condamnations; et l'observation même nous fera connaître si cette supposition est conforme à la vérité. Dans ce cas, en désignant par a\, le nombre des condamnations à la majorité d'au moins n — i contre / voix, qui ont eu lieu pour un autre très grand nombre u'
d'accusés, la différence -7 — — sera très probablement une très petite
fi fi '^ r
fraction (n" log'; et si, au contraire, elle n'est pas très petite, on sera fondé à croire que, dans l'intervalle des deux séries de jugements, il est survenu quelque changement notable dans les causes des condamnations. Le calcul ne peut, au reste, que nous avertir de l'existertce de ce changement, sans nous en faire connaître la nature.
Ce que nous disons à l'égard des condamnations prononcées à la majorité d'au moins ti- — / contre / voix, convient é^^alement à celles qui ont eu lieu à cette majorité même de n — / contre /. Si l'on désigne par hj, le nombre de celles-ci pour le nombre At d'accusés, il y aura aussi une constante spéciale que je représenterai par r„ dont
le rapport — s'approchera indéfiniment à mesure que /x augmentera
encore de plus en plus, et qu'il atteindrait si p. pouvait devenir infini , sans que les causes des condamnations éprouvassent aucun changement ; et si h'i est ce nombre de condamnations pour le nombre
fJi' d'accusés , la différence —, sera très probablement une frac-
fC fi
tion très petite." On aura évidemment
a; = h: + ft/_. + b:_^ + + b\,
Ri = i-i -t- ri_, + /■;_, -}- 4- 1\.
Cela posé, prenons pour a une quantité positive très petite par rapport à \//a et \ f/,' , et faisons
D'après les formules du n^ 112, cette quantité P sera la probabilité commune à certaines limites des deux inconnues R/ et r, , et
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des différences -I '- et —, -, savoir:
pour la première inconnue ,
pour la seconde inconnue ;
pour la première différence, et
pour la deuxième.
Toutes choses d'ailleurs égales, à mesure que jw et yw' augmenteront , les amplitudes de ces limites décroîtront à peu près suivant la raison inverse des racines carrées de ces grands nombres. parce que a, et ^j croîtront à peu près comme le nombre ix , et que al et bl croîtront de même avec ij.' . Elles auront aussi d'autant moins d'étendue que la quantité a sera plus petite 5 mais leur probabilité P diminuera en même temps que a.
(i55). Toutes les données numériques dont je vais faire usage sont tirées, comme je l'ai dit danâ le préambule de cet ouvrage, des Comptes généraux de VJdministration de la justice criminelle , publiés par le Gouvernement.
Depuis 1825 jusqu'à i83o inclusivement, les nombres des affaires soumises annuellement aux jurys, dans la France entière, ont été
5t2i, 55oî , 5287, 5721, 55û6, 5o68;
et les nombres des accusés, dans ces procès criminels, se sont élevés à
ce qui fait chaque année, à peu près sept accusés pour cinq affaires.
Les nombres des condamnés à la majorité d'au moins sept voix contre cinq, ont été, dans ces mêmes années ,
d où il résulte , pour les lapports de ces derniers nombres aux précédents ,
o,Go68, 0,6222, o,Gii5, o,Gi53, 0,6069, 0,5932;
où l'on voit déjà que ces rapports annuels ont très peu varié, dans cet intervalle de six années pendant lesquelles la législation ci iminelle n'a pas changé.
Je prends pour ^w. la somme des nombres des accusés pendant ces six années, et pour m celle des nombres correspondants des condamnés. On aura
//:^'|23oo, (75=25777;
au moyen de quoi les limites (n) deviendront
0,6094 rp a. (o,oo355);
et si l'on fait a, =r 2, par exemple, on aura aussi
pour la probabilité, très approchante de la certitude, que l'inconnue R5 et la fraction 0,6094 ne diffèrent pas de 0,0067, l'une de l'autre. Si l'on partage les six années que nous considérons en deux périodes égales, dont l'une comprenne les trois premières années et l'autre les trois dernières, on aura pour les nombres des accusés,
^ = ao56g, ij! = v.i^/ii ;
et, en même temps, pour ceux des condamnés,
«5= 12621, a'5^i3i56; d'où il résulte
ft fi ' K K
Or, les limites (c) de cette différence seront
qz a (0,00671 );
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en prenant a = 1,2, elles deviendront qp o,oo8o5 j et Ion aura
Il y aurait donc à très peu près dix à parier contre un que la différence
des deux rapports — et -7 tomberait entre les limites np: o,oo8oj; et
quoique, abstraction faite du signe, la différence observéerfco,oo82 seu écarte un peu, l'écart et la probabilité P qu'il ne devrait pas avoir lieu, ne sont point assez considérables pour qu'on soit bien fondé a croire qu'il y ait eu quelque changement notable dans les causes.
Pendant l'année i85i, le nombre des in lividus jugés par les jurjs s'est élevé à 7606, et celui des condamnés à /jogS. La loi exigeait alors la majorité d'au moins huit voix contre quatre pour la condamnation ; à cette majorité, on avait donc
ytt = 76o6, «4 = 4098, -^ = o,5388.
Excepîé la majorité exigée, si les autres causes qui influent sur les jugements des jurys ont été les mêmes dans cette année que dans les
précédentes, on aura la valeur du rapport — en retranchant de la valeur de - celle de -, c'esl-à-dire en retranchant 0,5388 de la fraction
[A fi
0,6094, trouvée plus haut; ce qui donne
Pour vérifier ce résultat, j'observe que depuis 1823 jusqu'à i83o, la loi prescrivait l'intervention des juges composant la cour d'assises, toutes les fois que la décision du jury était rendue à la plus petite majorité de sept voix contre cinq; or, on trouve, dans les Comptes généraux, que pendant les cinq dernières de ces six années, cette intervention a eu lieu des nombres de fois à peu près égaux, .--avoir :
ou, au total, dans 191 1 affaires; mais on ne fait pas connaître le nombre des accusés auxquels ces affaires se rapportent. C'est donc au nombre des affaires jugées pendant les mêmes années, et non pas à celui des individus mis en jugement, qu'il faut comparer ce nombre
donne 191 1 : dans cet intervalle de cinq années, le nombre total des afïaires criminelles s'est élevé à 20883; on a donc eu à la fois
yti= 20885, ^5=igii;
d'où il résulte
ce qui diffère très peu du résultat précédent. Cet accord entre les deux
valeurs de —, montre que dans l'année 1 83 1 , les probabilités u et A dont
ce rapport dépend, sont restées à très peu près les mêmes que dans les années précédentes. Toutefois, on doit remarquer que le calcul de la dernière valeur est fondé sur l'hypothèse que le nombre des condamnés a la majorité de sept voix contre cinq, est an nombre total des accusés, comme le nombre des affaires où cette majorité a eu lieu, est au nombre tolal des affaires; proportion que l'on ne peut pas justiKer à priori , faute de données qui ne se trouvent pas dans les Comptes généraux. Dans les années i832 et i855, les nombres des accusés, défalcation faite des affaires politiques, ont été ySSS et 6964- La différence considérable qu'ils présentent provient d'une nouvelle disposition législative , d'après laquelle, en i855, plusieurs genres d'affaires ont été enlevés aux cours d'assises et renvoyés à la police correctionnelle. Les nombres des condamnés, à la majorité d'au moins huit voix contre quatre comme en i83i, se sont élevés à 444^ *^* ^\oS; d'où il résulte pour ces deux années ,
Ces rapports diffèrent, comme on voit, très peu l'un de l'autre; mais
leur moyenne o,5888 surpasse la valeur o,5388 de — , qui avait lieu en
i85i, de o,o5, ou d'environ un dixième de cette valeur; ce qui serait hors de toute vraisemblance, d'après les limites (c) et leur probabilité P, s'il n'était survenu aucun changement dans les causes qui peuvent influer sur les votes des jurés. La législation criminelle a subi, eneftc't, un tel changement, qui consiste dans la question des circonstances atténuantes , posée aux jurys depuis i832; question qui
if
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enlraîne, dans le cas de l'affirmative, une diminution de pénalité; ce qui a rendu les condamnations plus faciles et plus nombreuses.
(i5f>). Les diOerents rapports que nous venons de calculer pour la France entière , ne sont pas les mêmes pour toutes les parties du royaume; mais si l'on excepte le département de la Seine et quelques autres départements, les nombres des aflaires criminelles qui ont été jugées en quelques années ne sont pas assez considérables pour que l'on en puisse déduire , avec une probabilité suffisante et pour chaque ressort de cours d'assises, la quantité constante vers laquelle doit converger le rapport du nombre des condamnés à celui des accu.sés. Voici les résultats relatifs à la cour d'assises de Paris.
De 1825 à i83o, les nombres d'individus qu'elle a jugés annuellement ont été
et ceux des condamnés
ce qui donne pour les rapports des uns aux autres
En prenant pour yw. la somme des six premiers nombres, et pour </s celle des six nombres suivants, on aura
ju=488i, 05=3177, — =o,65og.
D'après les nombres 425oo et 2577g d'accusés et de condamnés, relatifs à la France entière, pendant les mêmes années, nous avons trouvé que ce rapport doit ditTérer très peu de o,6og4; fraction moindre que la précédente, de 0,0416, ou d'environ un quinzième de sa valeur; or les iinaites (c) et leur probabilité P rendraient un tel écart tout-à-fait invraisemblable, s'il n'y avait pas, pourle déparleraent de la Seine, une cause particulière qui rendit les condamnations plus faciles que dans le reste de la France. Quelle est cette cause ? C'est ce que le calcul ne saurait nous apprendre. Toutefois, nous ferons remarquer que dans ce département, dont la population est à peine un trente-sixième de celle
du royaume, le nombre des accusés surpasse un neuvième de celui qui a lieu, pour un même intervalle de temps, dans la France entière; en sorte qu'il est proportionnellement quatre tbisaussi grand; circonstance qui rend la répression des crimes plus nécessaire, et qui, peut-être pour cette raison, est cause d'une plus grande sévérité des jurés. Au moyen de ces valeurs de /u,et a^, les limites (a) deviennent
et si l'on prend a =2, on aura
c'est-à-dire plus de 200 à parier contre un, que l'inconnue R5 ne diffère de o,65o9, que de 0,0 ig5, en plus ou en moins.
Le dernier 0,6020 des six rapports cité^plus haut étant notablement moindre que la moyenne des cinq autres, il y a lieu d'examiner si cette différence indique suffisamment l'existence de quelque cause particulière qui aurait rendu les jurés moins sévères en i83o que dans les années précédentes. Or, en prenant pour /j. et a^ les sommes des nombres d'accusés et de condamnés dans le département de la Seine, depuis 1825 jusqu'à 1829, et pour ^' et a'^ les nombres relatifs à l'année i85o, on a
/i = 4077, rts = 2695, u.' =8o\, «'5 = 484; doii il résulte
Les limites (c) deviennent aussi
en sorte qu'en faisant a = 2, il y aurait plus de 200 h parier contre un que la différence des rapporis - et ^^ n'aurait pas dû excéder o,o55i4 : elle a surpassé cette fraction, d'à peu près uu 1 0* de savaleur; on peut doue
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croire qu'il y a eu à cette époque quelque anomalie réelle daus les voles des jurés; et la cause de celte anomalie, qui les a rendus uu peu moins sévères, a pu être la Révolulioti de i85o. Celte cause, quelle qu'elle soit, paraît avoir agi sur les jurés de la France entière; car, en i85o, le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés dans tout le royaume, s'est abaissé à près de 0,09, tandis que sa valeur moyenne avait été 0,61 pour les cinq années précédctites.
Depuis 1826 jusqu'à i83o inclusivement, le nombre des atVaires criminelles s'est élevé, dans le département de la Seine, à 2965; et dans ce nombre il y a eu ig4 affaires où la condamnation par le jury a été prononcée à la majorité de sept voix contre cinq, et où la cour a dû intervenir. En prenant le rapport de ig:} à 2965 pour la valeur
de —, on aura donc
— .= o,ouo5;
quantité un peu moindre que la valeur du même rapport pour la France entière.
(iSy). Si nous considérions séparément, comme dans les Comptes généraux, toutes les espèces de crimes dont les cours d'assises ont eu à s'occuper, les nombres d'accusés et de condamnés pour chaque espèce en particulier, ne seraient pas assez grands pour donner lieu à des rapports constants, et servir de base à nos calculs. Mais dans ces Comptes^ on a aussi groupé toutes les affaires criminelles en deux classes, dont l'une renferme les crimes contre les personnes, et l'autre les crimes contre les propriétés ; et ces deux grandes divisions ont présenté annuellement des rapports très différents l'un de l'autre, mais h peu près invariables pour chacune d'elles. Ce sont ces rapports que nous allons citer.
Pendant les six années comprises depuis 1825 jusqu'à i85o, les nombres des accusés de crimes contre les personnes, ont été, pour la France entière,
1897, 1907, 191 1, ,844, 1791, 1666, et contre les propriétés
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les nombres correspondants des condamnés, sous l'empire d'une même léi^islation criminelle, se sont élevés à
pour les crimes de la première espèce, et à
pour ceux de la seconde. De là, ou déduit
pour les rapports des nombres de condamnés à ceux des accusés de crimes contre les personnes, et
pour les rapports des nombres de condamnés à ceux des accusés de crimes contre les propriétés; où l'on voit que les uns et les autres n'ont pas beaucoup varié d'une année à une autre, mais que les derniers excèdent notablement les premiers.
En prenant pour f/, et a^ les sommes des nombres d'accusés et de condamnés dans le cas des crimes contre les personnes, et pour /a' et a's leurs sommes dans le cas des crimes contre les propriétés, nous aurons
/A =11016, «5=5268, |t*' = 31284, «'5 = 20509; d'où il résulte ces deux rapports :
dont le second surpasse le premier d'un peu plus du tiers de celui-ci. Au moyen de ces nombres, on trouve
0,4782 zp a. (0,00675)
pour les limites (a) de l'inconnue R5 , relative aux crimes contre les personnes, et
o,6556 =p Cf. (o,oo38o) ,
pour ces limites relativj^ aux autres crimes. En faisant a = 2, il y aura une probabilité très approcliantede la certitude, que cette inconnue R5 ne difTcre pas de la fraction Oj/^yHa, de plus de 0,01 55, dans le premier cas, et de la fraction o,6556, de plus de 0,0076, dans le second.
Eu i83i, où les condamnations ont été prononcées à la majorité d'au moins huit voix contre quatre , si l'on prend pour fx, et pour a^ les nombres d'accusés et de condamnés, relatifs aux crimes contre les personnes , et pour [à.' et a\ ces nombres relatifs aux crimes contre les propriétés, on a
At = 2046 , «4 = 745 , jj.' = 556o , a\ = 3355 ;
d'où l'on tire
et en retranchant ces rapports des précédents , il vient
— = OjIIOl , -r = 0,OD22 ,
fi fC
pour les rapports du nombre des condamnés à la plus petite majorité de sept voix contre cinq au nombre des accusés, dans les deux sortes de
crimes. Il est remarquable que le rapport -^ , relatif aux crimes contre les personnes, soit à peu près double du rapport -/, relatif aux crimes contre les propriétés , tandis qu'au contraire c'est le rapport -r relatif à ces derniers crimes, qui surpasse d'environ un tiers
le rapport— relatif aux premiers. Ainsi, non -seulement les condamnations prononcées par les jurys ont été proportionnellement plus nombreuses dans le cas des crimes contre les propriétés, mais elles ont aussi été prononcées à de plus grandes majorités.
Les rapports que nous considérons ne sont pas non plus tout-àfait les mêmes pour les deux sexes. Chaque année , le nombre des femmes traduites aux cours d'assises est, à très peu près constamment, les dix-huit centièmes du nombre total des accusés des deux
3Ho HECHEKCHES
sexes. Dans les cinq années écoulées depuis ([^26 jusqu'à i83o inclusivemenl , si l'on appelle |W et fx' les nombres de femmes accusées de crimes contre les personnes et de crimes contre les propriétés , et que l'on désigne dans ces nombres, par a^ et a' ç, ceux des femmes condamnées, on aura
doù l'on déduit
cl en comparant ces rapports aux
valeurs précédentes de — et -7^,
on
voit qu'ils sont moindres, mais seulement d'à peu près un 16' ou un 12° de ces valeurs.
Relativement aux années i852 et i855, pendant lesquelles les condamnations ont été prononcées à la majorité d'au moins huit voix contre quatre et avec la question des circonslances atténuantes , on a eu, pour les accusés et les condamnés ds deux sexes,
et, par conséquent,
les lettres accentuées répondant , comme plus haut, aux crimes contre les propriétés, et les lettres non accentuées aux crimes contre les personnes. Ea faisant :t= 2 dans l'expression des limites [a), ou trouve qu'il y a une probabilité très approchante de la certitude que l'inconnue R5 ne s'écarle pas de la fraction o,/^5c)Z, de plus de 0,022, ou de la fraction 0,6395, de pins de 0,01 33, selon qu'il s'agit des crimes de la seconde ou de la première espèce. On peut remarquer
que les valeurs de — et —r ont conservé entre elles, à très peu
^ fC fi ^
près, le rapport qui existait entre celles de — et —/qu'on a trouvées
plus haut. En comparant ces quantités — et -7, à leurs analogues en i85i , on peut aussi observer que l'influence de la question des
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circonstances atténuantes a aufjmcnte le rapport ~ relatif aux crimes contre les propriétés, seulement d'un i5% et le rapport —,
relatif aux crimes contre les personnes, de près d'un tiere de sa valeur.
(i38^. Maintenant, d'après ce qu'on a vu dans le n" iria, la chance, pour un accusé, d'être condamné par un jury pris au hasard sur la liste générale d'un département ou du ressort d'une cour d'assises, est la même que si la chance de ne pas se tromper était égale pour tous les membres de ce jury j à la majorité d'au moins n — i contre /voix , la chance de la condamnation est donc exprimée par la première formule (6), et à la majorité de n — i voix contre /, par la formule (4); par conséquent, pour chaque département et pour chaque genre d'affaires criminelles , les quantités c^ et ji, exprimées par ces formules,
sont celles dont les rapports — et — approchent indéfiniment à me-
sure que le nombre «, supposé très grand, augmente encore davantage; ou, autrement dît, les quantités f, et yi coïncident avec les inconnues R, et r^ du n" i34, lorsque l'on considère des affaires d'un même genre, dans un même département, et même pour chaque sexe des accusés séparément. Nous rangerons en deux classes distinctes tous les genres d'affaires criminelles : l'une de ces classes comprenant, comme plus haut , les crimes contre les personnes , et l'autre les crime» contre les propriétés. Mais, pour ne pas trop compliquer les calculs, nous n'aurons point égard au sexe des accusés, dont l'influence sur la proportion des condamnations peut être négligée, si l'on considère que, dans le nombre total des prévenus, le nombre des femmes n'est pas un cinquième de celui des hommes. Les lettres ;i, a,, b^, c,, y,, répondant aux affaires de la première espèce, et les mêmes lettres accentuées désignant les quantités analogues relativement aux afl'aires de la seconde espèce, nous aurons, pour chaque département en particulier,
a, bi a'i I b'i , , ^,
avec d'autant pins d'approximation et de probabilité que les nombres /A et \x seront plus considérables.
Si les rapports qui forment les premiers membres de ces équations étaient donnés pour les difierents départements, ces quatre équations suffiraient pour déterminer les inconnues A' et u contenues dans c, et y,, et leurs analogues dans c, et y\ que je désigiïerai par k! et u ; mais la nécessité de très grands nombres (jl et ^' rend impossible, quant à présent, l'application des équations (16) à chaque département isolément, et pour s*en servir, on sera obligé de supposer que les inconnues u, u' , h, k' , ne varient pas beaucoup, en général, d'un département à un autre; ce qui permettra d'employer dans leurs premiers membres, les rapports relatifs à la France entière. Les quantités u et u' que l'on déterminera de celte manière seront exactement les chances de ne pas se tromper qui auraient lieu si les listes de jurés de tous les départements étaient réunies en une seule , et que chaque juré fût pris au hasard sur celle liste totale. Dans cette hypothèse, les quantités k et k' , en ce qu'elles dépendent da l'habileté des magistrats qui dirigent l'instruction préliminaire, pourraient encore n'être pas les mêmes dans les différents départements; mais les équations (16) étant linéaires par rapport à ces inconnues, leurs valeurs que l'on obtiendra, seraient alors les moyennes de celles qui ont réellement lieu pour tous les départe- Kieuts. Au reste, on doit observer que si l'on est obligé de se contenter de ces valeurs générales de u, u' , k, k' , c'est seulement faute de données complètes de l'observation, et non pas par quelque imperfection de la théorie que nous exposons.
Les ex pressions deCj et ^j ne changent paslorsqu'ony meli — Aeti — u
au lieu de k et u (n°' 117 et 118); pour des valeurs données de —et — ,
s'il y a un couple de valeurs de k et u plus grandes que - , qui satisfassent aux deux premières équations (16), il y aura donc aussi un couple de valeui's de k et de u plus petites que -qui satisferont également à ces équations. Or, on doit supposer que la probabilité moyenne de la culpabilité des accusés avant le jugement, surpasse celle de leur innocence, et que, chez les jurés, la chance moyenne de ne pas se tromper est plus grande que celle de l'erreur; ce sont
donc les valeurs de A" et u plus grandes que - qu'il faudra employer;
et l'on devra rejeter les autres comme étrangères à la question. La même remarque convient aux deux dernières équations (i6), et aux valeurs de A' et //.' qui s'en déduiront. Toutefois, si l'on appliquait ces équations aux jugements en matière politique, rendus en grand nombre dans les temps malheureux de la Révolution, on pourrait employer, ainsi qu'on l'a expliqué dans le préambule de cet ouvrage, leurs racines moindres que -; car alors l'innocence légale des accusés avant
le jugement pouvait être plus probable que leur culpabilité; et pour les jurés, la probabilité qu'ils se tromperaient volontairement pouvait surpasser leur chance de ne pas se tromper.
(iSg). Je fais « = 12 et i = 5, dans les formules (4) et (6)j les coe/Bcients qu'elles contiennent auront pour valeurs
N,= i, N, = i2, N,=66, N3=22o, N^ = 495, iN5=792.
Je fais aussi
Oô _ bi ^ t 1 _
la seconde équation (i6) devient
et, on observant qu'on a
la première équation (16) pourra s'écrire sous cette forme :
Ces équations ( 17) et (18) répondent aux crimes contre les personnes; celles qui se rapportent aux crimes contre les propriétés s'en déduiront en y changeant les quantités c, y, k, t , dans leurs anologues, que je représenterai par c', y', k' , t' .
L'inconnue t est susceptible de toutes les valeurs, depuis <=:o qui répond à ;^ = o, jusqu'à i = co qui répond à « = i ; mais ses valeurs plus grandes que l'unité étant celles qui se rapportent aux valeurs cfe u
supérieures à -, ce sont les seules qu'il faudra considérer. De plus,
l'inconnue k devant être comprise entre - et l'unité, il suit de l'équation (17) que la valeur de t devra être telle que l'on ait
(i + nf c ^
ce qui servira à en déterminer des limites. On remarquera, à cet eflet, que la première de ces deux fonctions de t, décroît continuellement depuis tz=o jusqu'à i = 00 , et que la seconde augmente d'aboi d depuis ^= I jusqu'à f = ^, pour décroître ensuite jusqu'à t=co .
En éliminant k entre les équations (17) et (18) on parviendrait à une équation du 2l\' degré par rapport a t , au geni'e des équations réciproques, et réductible, parconséquent, à une équation du 1 2* degré; mais il sera beaucoup plus facile de calculer directement par des essais successifs , les valeurs simultanées de k et u qui satisfont au système des équations (17) et (18).
(140). Relativement aux six années comprises depuis 1825 jusqu'à î85o, on a
Pour z=2, la quantité — surpasserait cette valeur de •) ; pour <^3,
ce serait celte valeur qui surpasserait l'autre quantité —-—-; la valeur •
de t doit donc être plus grande que deux et plus petite que trois; limites entre lesquelles il est facile de s'assurer que cette inconnue n'a qu'une seule valeur possible. Après quelques essais, j'ai pris 2,113 pour cette valeur; l'équation (iq) donne alors o,5554 pour celle de k; et en substituant ces valeurs dans le second membre de l'équation (18), on le trouve égal à 0,4785, ce qui ne diffère du premier membre que de 0,0001 ; ou a donc, avec une très grande approximation,
Eour les mêmes années, on a
vSUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 585
AP
Je substitue ces valeurs à la place de c et ^ dans les équations (17) et (18), et j'y mets aussi t' et k' au lieu de / et A; en les résolvant ensuite , comme dans le cas précédent , je trouve , au même degré d'approximation ,
De ces valeurs de t et t', on déduit
u=~ = o,6jS6, «'=^ = 0,7771,
pour les chances qu'un juré quelconque ne se tromperait pas, qui ont eu lieu dans les années que nous considérons ; la première répondant au cas des crimes contre les personnes, et la seconde h celui des crimes contre les propriétés.
Avant qu'un jugement fût prononcé, une personne qui n'aurait connu ni les jurés dont le jury serait composé, ni même le lieu où l'affaire serait jugée, aurait pu parier, à cette époque, un peu plus de «deux contre un, que chaque juré ne se tromperait pas dans son vote, s'il s'agissait d'un crime de la première espèce , et près de sept contre deux , dans le cas du second genre de crimes. On emploie ici l'expression \u\gaire parier tant contre tant, afin de rendre plus sensible la signification qu'on doit attacher aux valeurs de u etw', et quoique le pari qu'on suppose soit illusoire, puisqu'on ne saurait jamais qui aurait gagné. Cette personne aurait pu aussi parier, d'après les valeurs précédentes de k et k', un peu moins de sept contre six pour la culpabilité de l'accusé dans le cas de la première sorte de crimes, et un peu plus de deux contre un, dans le cas de la seconde. Nous verrons plus loin ce que devient la probabilité que l'accusé est coupable, après que le jugement est prononcé.
Si nous considérons les nombres des accusés et des condamnés . sans distinction des genres de crimes contre les personnes et contre les propriétés , il faudra prendre , toujours pour les mêmes années et pour la France entière,
En résolvant les équations (17) et (18), on trouve alors k = 0,6391 , t = 2,99, M = 0,7494.
Si l'on considérait le département de la Seine isolément, les valeurs de c et y qu'on devrait employer seraient (n° i56)
c = o,65o9, y = — — = 0,00008267, et l'on trouverait
A l'époque que nous considérons , et abstraction faite de l'espèce de crimes , les probabilités k et u étaient donc un peu plus grandes dans le ressort de la cour d'assises de Paris que dans le reste du royaume : dans le département de la Seine , elles surpassaient un
peu X et 7 , tandis que dans la France entière elles étaient un peu
inférieures à ces fractions. Toutefois, les différences entre les deux valeurs de A" et entre celles de u, n'étant pas considérables, c'est «ine raison de penser qu'il en est de même d'une partie quelconque de la France à une autre j ce qui justifie, autant qu'il est possible, l'hypothèse de l'égalité de chaciuie de ces deux quantités dans tout le royaume, que nous avons faite, afin de pouvoir calculer maintenant leurs valeurs approchées, au moyen de nombres suffisamment grands d'observations.
Ainsi que nous l'avons dit plus haut , les valeurs de k et u ou de k' et u', sont restées les mêmes en i85i ; mais elles ont dîi changer dans les années suivantes avec les rapports dont elles se déduisent ; et comme nous connaissons .seulement pour i852 et i855,
les rapports - ou ^ , cette donnée ne suffit pas pour déterminer
i r ^ fi '
les deux inconnues u et k , ou u' et k'. Observons d'ailleurs que ces quantités ont peut-être changé une seconde fois , et ne sont plus les mêmes, depuis la dernière loi, qui, en maintenant la question des clrconslnnces atténuantes , a prescrit le secret du vote des ju-
rés, ce qui a pu influer sur leur chance de ne pas se tromper. Nous ne pouvons donc pas connaître les valeurs de u et A:, it et k , qui ont eu lieu depuis i85i. Mais cette loi, en fixant à sept voix contre cinq, la majorité suffisante pour la condamnation, exige que les jurés fassent connaître si leur décision a été rendue à la majorité minima. Si donc en donne dorénavant . dans les Comptes généraux, les nombres des condamnés, et non pas seulement celui des aflaires pour lesquelles cette plus petite majorité aura eu lieu; de plus, si l'on fait connaître ces mêmes nombres , pour les accusés des deux sexes séparément . et pour les deux classes de crimes que l'on a distinguées , il sera possible , dans quelques années , de déterminer avec une grande précision les deux éléments k et u, pour les diOTérentes parties du royaume , pour les hommes et pour les femmes, pour les crimes contre les personnes et pour les crimes contre les propriétés.
(i4i)- ^" moyen de chaque couple de valeurs de u et k, les formules (4), (5), (6), feront connaître les probabilités correspondantes qu'une condamnation ou un acquittement a eu lieu à une majorité donnée, ou à une majorité au moins égale à celle-là.
En faisant n:^ 12 et / = o, on aura
pour les piobabili tés qu'un accusé condamné ou acquitté, l'a été à l'unanimité, et, par conséquent,
^c + cTo =""+(>—")'%
pour la probabilité d'un jugement unanime, soit qu'il condamne, soit qu'il absolve. On aura aussi
%-cr,= (2A--.) [«■•_(! _«)■«];
quantité positive à cause de â:> j et ;/ >i — «, en .sorte que l'unanimité est moins probable dans le cas de l'acquittement que dans celui de la condamnation. On voit que ces diverses probabilités sont très faibles, dès que la chance u de ne pas se tromper diffère sensiblement de zéro et de l'unité. Si l'on prend , par exemple , les valeurs
àe u cl k qui se rapportent à la France entière, sans distinction de l'espèce de crimes, c'est-à-dire si Ton fait k= o,63gi et «^=0,7494» il en résultera
% = o,020i, cro = o,oii5, 5..-f-£ro = o,o5i4;
ce qui sufTit pour montrer combien doit être rare une décision unanime de douze jures. Si l'on exigeait que le verdict du jury fût prononce à l'unanimité, soit qu'il condamne, soit qu'il absolve, il y aurait, d'après cette valeur.de >o+<^o> près de trente-deux à parier contre un qu'aucun jugement ne serait rendu; et cela arriverait 52 fois sur 35 environ, si les jurés ne communiquaient pas entre eux, et ne convenaient pas, pour en finir, de s'arrêter à une simple majorité. En appelant M la probabilité que dans un nombre ix, de jugements, il n'y en a eu ou il n'y en aura aucun qui soit unanime, on aura
et si l'on veut que M soit -, il faudra qu'on ait
i". = î — ; rf = 21,73,
'^ log(i— vo— <'^=) '
en employant toujours la valeur précédente de ^o-f-cT». Par conséquent, ce ne serait que dans 22 affaires qu'on pourrait parier un peu plus de un contre un, qu'un jugement au moins serait rendu à l'unanimité. 11 y aurait du désavantage à faire ce pari pour un nombre d'affaires moindre d'une unité.
(142). Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de rappeler ce qui a été dit au commencement de cet ouvrage , sur le sens que nous attachons au mot coupable dans les jugements des jurys, et d'en déduire quelques conséquences importantes.
Lorsqu'un juré prononce qu'un accusé est coupable, il affirme qu'à ses yeux , il y a preuve suffisante pour que l'accusé soit condamné ; s'il prononce que l'accusé n'est pas coupable, il entend par-là que la probabilité de la culpabilité n'est pas assez grande pour la condamnation j mais son vote négatif ne signifie pas qu'il croît l'accusé innocent; et, sans doute, il arrive plus souvent qu'il le croît plutôt
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coupable. Il aura jugé que la probabilité que l'accusé soit coupable.
pouvait surpasser - , mais qu'elle était cependant inférieure à celle que
sa conscience et la sécurité publique exigeaient pour que l'accusé fût condamné. Le sens réel du vote afiîrmalif ou négatif d'un juré, est donc que l'accusé est ou n'est pas condanviable ; par conséquent, ks probabilités P^ et Qi de la bonté d'un jugement de condamnalion ou d'acquittement (n° 120), expriment aussi les raisons que nous avons de croire que l'accusé était condamnable, lorsqu'il a été condamné , et qu'il n'était pas condamnable qtiand il a été acquiltu : Pj est sans doute moindre que la probabilité réelle de la culpabilité d'un condamné, et, au contraire, Qj surpasse la probabilité de l'innocence d'un accusé absous; mais ces autres probabilités ne pourraient être aucunement déterminées par le calcul, qui ne s'applique qu'aux probabilités Pj et Q,, ainsi définies et considérées dans de très yrands nombres de iusemenls de la même nature. On ne doit pas croire non plus que ces quantités P| et Qj soient l'expression de l'opinion générale, en ce sens qu'elles exprimeraient les probabilités d'une condamnation ou d'un acquittement par un jury composé de tous les citoyens qui sont compris sur la liste générale où les jurés, au nombre de douze, ont été pris au hasard; caria chance Cj d'une condamnation, par un jury d'un nombre quelconque de personnes, est inférieure à la fraction que nous avons désignée par k (n' 1 18), laquelle est beaucoup moindre, en général, que la valeur de Pj; et de même la chance d, d'un acquittement est toujours inférieure à la fraction i — /r, beaucoup moindre, elle-même, que la valeur de Q,.
Pour les jurés duressort de chaque cour d'assises, et pour chacun des deux genres de crimes que nous avons distingués, on doit donc concevoir qu'il y a une certaine probabilité z, jugflNufTisante et nécessaire pour la condamnation. Cela étant, la chance u, qu'un juré pris au hasard sur la liste de ce département ne se trompera pas dans son vote, est la probabilité qu'il jugera celle de la culpabilité de l'accusé égale ou supérieure à z, si elle l'est effectivement, ou bien, inférieure à r, si, en effet, elle n'atteint pas cette limite. Cette probabilité u dépend principalement du degré d'instruction de la classe des personnes portées sur la liste générale des jurés, et la probabilité z, de l'opinion qu'elles se for-
ment sur la nécessité d'une répression plus ou moins forte des différents genres de crimes. Ces deux probabilités distinctes peuvent varier, par conséquent, avec le temps et d'un département à un autre. On a vu comment la valeur de ii peut se déduire des données de l'observation; quant à celle de z, nous n'avons aucun moyen de la connaître ; et nous pouvons seulement conclui'e qu'elle augmente ou diminue, toutes choses d'ailleurs égales , lorsque nous voyons le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés, diminuer ou augmenter notablement. Ainsi , lorsque la question des circonstances atténuantes a été posée aux jurés et qu'on a vu ce rapport augmenter et passer de 0,54 à o,5g (n° i35), on a dû en conclure qu'ils se sont arrêtés, pour la condamnation, à une probabilité 3 moindre que celle qu'ils exigeaient auparavant , sauf à décider affirmativement la question dont il s'agit, afin d'abaisser d'un degré la peine qui serait prononcée contre les condamnés.
Avant le jugement, la probabilité que l'accusé est coupable surpasse de beaucoup, sans aucun doute, celle que nous avons désignée par k : la plus grande valeur que nous avons trouvée pour celle-ci
est à peu près j ; et personne cependant n'hésiterait à parier bien plus
de trois contre un , qu'un individu quelconque est réellement coupable quand il est traduit devant une cour d'assises. Mais ce qu'on a dit à l'égard de P, convient également à A: : il faut aussi entendre que k exprime seulement la probabilité , antérieure au jugement , que l'accusé soit condamnable ; probabilité qui peut dépendre , en conséquence, de celle que les jurés exigent pour la condamnation, mais qui est indépendante, par sa nature, de la probajjilité u qu'un juré ne se trompera pas. Il s'ensuit donc que la valeur de k peut varier avec la probabilité z, wrs même que les formes de l'instruction préliminaire et l'habileté des juges chargés de la diriger, sont restées les mêmes, et quelle que soit d'ailleurs la probabilité u. Voici un exemple de cette variation.
Depuis 1814 jusqu'à i85o, les procès criminels étaient jugés, dans la Belgique, par des tribunaux composés de cinq juges, et la majorité de trois voix contre deux suffisait pour les condamnations. En i83o, la composition de ces tribunaux a changé. Dans le courant de i83i.
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on a rétabli le jury tel qu'il existait sous le tiomination française, et la majorité suffisante pour les condamnations a été celle de sept voix contre cinq. Les formes de l'instruction préliminaire sont toujours restées les mêmes. Or, il résulte des Comptes âe l'adin'niislrntioii de la justice criminelle dans ce royaume, récemment publiés parle Gouvernement, qu'en i832, i833, 1 854 , les rapports ^'^^ nombres de con-
damnes a ceux des accu.ses ont ete — ^ , — , — , ou Ion voit quils
ont très peu varié d'une année à une autre, et que leur valeur moyenne
est sensiblement égale à celle qui avait lieu en î rance avant r85o.
Comme on ne donne point dans ces Comptes , le nombre de fois que
les condamnations ont été prononcées à la plus petite majorité de sept
voix contre cinq, ni à aucune autre majorité déterminée, le rapport
que nous citons ne suffit pas pour en conclure les valeurs de u et A qui
se rapportent à la Belgique; mais puisque ce rapport total, c'est-à-dire
le rapport que nous avons désigné par —, diffère si peu pour la Belgi-
que et pour la France, il y a lieu de croire que le rapport partiel — est
aussi très peu différent pour ces deux pays, et que, par conséquent, les valeurs de m et A; y sont à très peu près les mêmes. On peut donc admettre que pour la Belgique, la valeur de A" ne s'écarte pas beaucoup
de la fraction -^, que l'on a obtenue précédemment pour la France
entière, et sans distinction du genre de crimes. Cela étant, on trouve
dans les mêmes Co/72/;^ei';, que dans les années 1826, 1827, 1828, 182g,
les rapports du nombre des condamnés à celui des accusés, se sont élevés
a — , — , — , — ; tractions a peu près égaies, et dont la moyenne
est un peu supérieure à — . Mais, d'après ce qu'on a vu dans le n° 118,
la probabilité dont cette moyenne est la valeur approchée, doit toujours être moindre que la valeur de A; il s'ensuit donc que dans ces quatre dernières années, cette quantité k a dû être beaucoup plus grande que dans les années i832 et i835 ; ce qu'on ne peut attribuer qu'à une inégalité de la quantité inconnue -, à ces deux époques, qui a été telle que les jurés ont exigé pour la condamnation, une probabilité que l'accusé fût coupable, supérietfre à celle que les juges trou-
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valent suffisante. Cette conclusion est, au reste, indépendante de la chance u de ne pas se tromper, qui a pu être égale ou inégale à ces deux époques, c'est-à-dire plus grande pour les juges que pour les jurés, ou vice versa; 'question qui reste indécise, faute de données nécessaires de l'observation.
La quantité k dépendant de la probabilité z, il s'ensuit que l'Inégalité de ses valeurs pour les deux genres de crimes que nous avons considérés, peut tenir à deux causes différentes : à ce que la présomption de la culpabilité avant le jugement est plus difficile à établir à l'égard des crimes contre les personnes, qu'en ce qui concerne les crimes contre les propriétés; ou bien , à ce que les jurés exigent pour la condamnation une plus grande probabilité z, dans le premier cas que dans le second; et il y a lieu de croire que ces deux causes distinctes ont concouru à produire l'inégalité dont il s'agit.
Il suit de cette dépendance entre z et k, que si la question des cir~ constances atténuantes a produit pour les années iSSa et i835 une diminution notable dans la probabilité que les jurés ont jugée suffisante pour la condamnation, la probabilité A^ a dû au contraire augmenter, et ces variations inverses de u et de k ont dû aussi produire une augmentation dans la valeur de u; car on peut supposer qu'il y a, pour les jurés, une moindre chance de ne pas se tromper, lorsque, d'une part, ils exigent une moindre probabilité pour la condamnation, et que, d'une autre, il existe, avant le jugement, une plus grande probabilité que l'accusé soit condamnable.
(143). H nous reste actuellement à calculer, au moyen des formules (9) et (10), et des couples de valeurs trouvées pour u et A, ou pour i^ et A', les probabilités qu'un condamné était coupable et qu'un accusé absous était innocent, ou, pour parler plus exactement, les probabilités que le premier était condamnable et que le second ne l'était pas. Mais auparavant nous changerons ces formules en des équations plus commodes pour le calcul , et nous y ajouterons d'autres formules dont les valeurs numériques seront aussi très importantes à connaître.
En vertu de la première équation (6), la formule (9) pourra être remplacée par cette équation
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dans laquelle on prenJra le rapport -' donné par l'observation, pour
la valeur approchée de c,.
La quantité i — Pj est la probabilité qu'un condamné à la majorité d'au moins n — ; contre / voix n'est pas coupable; c, est la probabilité qu'un accusé coupable ou non, sera condamné à cette majorité ; le produit de c, et de i — P^ exprime donc la chance pour un accusé non coupable d'être néanmoins condamné. En la désignant par Dj, et ayant égard à l'équation précédente et à la première équation (6), on aura donc
résultat qui se déduit aussi du raisonnement que l'on a fait dans le n° 1 20, pour obtenir l'expression de Pj.
Le nombre de voix nécessaire pour la condamnation étant au moins ri — i, soit n, la probabilité qu'un accusé absous est innocent; sa valeur se déduira de celle de Qj ou de la formule (lo), eu y mettant ?i. — / — i au lieu de i; et si l'on a égard à la seconde équation (6), on en conclura
nié/»_,_, = (i — A-)U._,_.,
ou ce qui est la même chose , d'après ce qu'on a vu dans le n° i iS ,
La probabilité qu'un accusé absous est coupable sera i — n, ; la probabilité qu'un accusé quelconque ne sera pas condamné étant i — c,, il s'ensuit que le produit (i — 17,) (i — C() exprimera la chance pour un aceusé coupable d'être cependant acquitté. En la désignant par Aj, on aura donc
A,= i— c — (i — A)(i— VJ,
ou bien, en vertu de la première équation (6),
A,= ^(i-UO.
Les chances D, et Aj sont, pour ainsi dire, les mesures du danger ■ que court un accusé non condamnable d'être condamné, et la société, de voir acquitter un accusé condamnable. Relativement à la culpabi-
lité ou à rinnocence réelles des accusés, on ne devra pas oublier que D, n'est, comme Pj, qu'une limite supérieure, et que A, n'est , ainsi que Q,, qu'une limite inférieure. Quand les valeurs de P, et n, auront été calculées, on en déduira immédiatement celles de D, et A^; car, en vertu des équations précédentes, on aura
où l'on voit que les chances. A; etD, seront toujours moindres, respectivement, que les probabilités /c et i — k de la culpabilité et de la nonculpabilité avant le jugement. Pour un très grand nombre fx, d'accusés, les nombres des condamnations et des acquittements donnés par l'observation, étante, et f/, — a,; ceux des condamnés non coupables et des acquittés coupables , seront à très peu près et très probablement égaux aux produits D,«. et a, (/^ — a,).
En faisant «=12 et successivement / = 5 et 1 = 4, prenant— et -f
pour les valeurs approchées de Cs et c^, et mettant, comme précédem-
nient — ^ et — ^ au lieu de m et i — u, nous conclurons des équations
précédentes
-P5 — Ar|_i (i + O'" J'
-iP, = ^[_l ^,^. J.
Nous aurons en même temps
D5 = i-A-(i-"^)ns, ^s = k-f?s,
Telles sont donc les diverses formules qu'il s'agira de réduire en nombres : les quantités qu'elles renferment se rapporteront au cas des crimes
contre les personnes; on de'signera par les mêmes lettres , avec des accents, les quantités analogues qui répondent aux cas des crimes contre les propriétés.
(144). Pendant l'année i85i, la majorité nécessaire pour la condamnation était celle de huit voix au moins contre quatre, et la question des circonstances atténuantes n'avait pas lieu. On avait
^ = o,5652, t=2,ii2, A= 0,5354 ;
d'où l'on déduit
P4 = *'>98ii> 114 = 0.7186, 0^ = 0,00689, ^4=0,1791.
Sur les 743 condamnés dans cette année, à peu près cinq n'auraient pas dû l'être, d'après cette valeur de D4; et d'après celle de A4, environ 235 accusés n'auraient pas dû être acquittés, sur les i3o3 qui l'ont été. La chance d'être condamné quoique non condamnable surpassait très peu un 100% et celle d'être acquitté, quoique condamnable, était comprise entre un sixième et un cinquième. Enfin, la probabilité de la culpabilité d'un condamné ne différait pas d'un 5o% de la certitude, et celle de l'innocence d'un accusé absous , c'est-à-dire la probabilité qu'il n'était pas suflisamment prouvé qu'il fût coupable, ne sui-passait pas
beaucoup la fraction -.
Ces résultats se rapportent aux crimes contre les personnes. Dans la même année, on avait, relativement aux crimes contre les propriétés,
d'où l'on conclut
P'4=o,998i, n'4 = o,8i99, D'4 = o,ooo4, ^'4 = 0,0721.
Pour ce genre de crimes, la proportion des condamnés qui n'auraient pas dû l'être, n'a donc été que de quatre sur dix mille; ce qui ne fait pas deux sur les 3555 de ces condamnations qui ont été prononcées. La proportion des individus acquittés qui étaient condamnables, a surpassé sept centièmes; et leur nombre a dû être environ i5g, sur les
22o5 acquittements qui ont eu lieu. La probabilité qu'un condamné était coupable ne différait pas de deux millièmes de la certitude, et celle de l'innocence d'un individu acquitté était un peu supérieure à
la fraction -. Ces résultats sont, comme on voit, plus satisfaisants que
ceux qui se rapportent aux crimes contre les personnes; ce qui tient à ce que les condamnations pour des crimes contre les propriétés, quoiqu'elles aient été proportionnellement plus nombreuses, ont aussi eu lieu très probablement à de plus fortes majorités (n* 141 ).
Les huit probabilités P^, P'^, etc., que nous venons de calculer,
sont fondées sur les rapports —, ^, —, -r, donnés par l'observation
et qui nous ont servi précédemment à déterminer les valeurs de t, t' , h, k'. Elles sont toutes les huit des fractions moindres que l'unité ; ce qui fournit une confirmation d'autant plus remarquable de la théorie, qu'il n'en serait plus de même généralement, si l'on prenait des valeurs arbitraires de t et k, t' et A', lors même qu'elles ne différeraient pas beaucoup de celles qui résultent de l'observation.
Dans les années qui ont précédé i85i, la majorité suffisante pour la condamnation était celle de sept voix contre cinq; mais dans le cas de la majorité minima , la cour intervenait et la condamnation n'était définitive que si la majorité des cinq juges dont elle se composait alors, se joignait à la majorité du jury. Il sera donc nécessaire de considérer séparément les condamnations prononcées à cette plus petite majorité, et celles qui ont eu lieu aux majorités d'au moins huit voix contre quatre. Pour celles-ci, les valeurs numériques des probabilités P^ et P'^, n^ et n'^ , D4 et D'^ , A^ et a'^ , seront celles que l'on vient de calculer, puisque dans les années antérieures à 1 85 1 , les valeurs de t eik, t' et k' étaient les mêmes que dans cette année (n° iSy ). Ainsi, depuis 1825 jusqu'à iS5o, sur environ 5ooo individus condamnés à cette majorité d'au moins huit voix contre quatre, pour des crimes contre les personnes, et près de 20000 pour des crimes contre les propriétés, il y en a eu très probablement, d'après les vaîeui-s précédentes de D^ et de D'^, environ 55 d'une part et 8 de l'autre qui n'étaient pas condamnables; ce qui serait sans doute beaucoup trop , si cela voulait dire qu'ils fussent réellement innocents.
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Relativement aux autres condamnations prononcées à la majorité minima de sept voix contre cinq, on aura, pour la probabilité que le condamné était coupable,
î __Jil_ .
en faisant dans la formule (7),
S'il s'agit des crimes contre les personnes, on aura, comme plus haut.
« = 2,112, X,- = 0,5354 ; et il en re'sultera
Dans le cas des crimes contre les propriétés, on c}ian<Tera p^, k t en Pi,k , t , et Ion fera, aussi comme précédemment,
«' = 3,4865, ^' = 0,6744; ce qui donne
EnHu, si l'on considère les deux sortes de crimes indistinctement et toujours pour la France entière, on devra prendre 0,6391 et 2,99, pour les valeurs de A- et « (a" 140); et en désignant par <srs la valeur correspondante de /75, ou la probabilité que le condamné est coupable , on aura
En retranchant ces valeurs de ^5, p\, ^5, de l'unité, nous aurons, a très peu près , ^, -^-, A, pom- Ja probabilité de l'erreur du jury dans les trois cas que nous venons de considérer. D'après la formule de Laplace (n° i52), celle probabilité serait la même dans ces trois cas, et égale à 0,2g; c'est-à-dire presque double de la valeur de 1 —p^, et quintuple de celle de i —^5 : on verra dans le numéro suivant à quoi se réduit cette probabilité 1 — gtj de la nonculpabilité de l'accusé, quand la condamnation a été confirmée par la cour d'assises à la majorité d'au moins trois voix contre deux.
Lorsqu'on aura réuni les données suffisantes pour calculer, ainsi
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quon l'a dit plus haut (ii° i4o), les valeurs de /. et de u, ou de k' et de II , qui ont lieu à l'époque actuelle , on en conclura, par un calcul semblable au précèdent, les probabilités correspondantes P5, U-^, D5, A5, ou P's, n's, D's, A'5; et, en les comparant a'ux probabilités P^, n^, D^, A4, ou V\, U\, D'^, A'^, que nous avons trouvées pour l'époque de i85i, par exemple, on pourra connaître, sans aucune illusion, les avantages relatifs de la législation criminelle à ces deux époques , sous le double rapport de la- sécurité publique et de la garantie que l'on doit aux accusés.
Les données de l'observation restant les mêmes, on y satisfait, d'après la remarque du n" i38, par deux couples différents de valeurs de A- et M, ou de k' et u' , c'est-à-dire par des valeurs de ces quantités
plus grandes que-, et par d'autres valeurs plus petites que - et égales au complément des pi'emières à l'unité. Nous avons trouvé, par exemple, pour l'année i35i et pour les crimes contre les propriétés,
en employant les données de l'observation dont nous avons fait usage, nous aurions donc pu en déduire également
A' = I — 0,6744 = o,3256, u' z= i — 0,7771 = 0,2229; la valeur de u' se changeant en 1 — u', celle de t' se change , en même temps, en -; on aurait donc aussi
et en prenant toujours, comme plus haut,
on trouverait
en sorte que la condamnation, au lieu d'augmenter la probabilité que l'accusé soit coupable, l'aurait, au contraire, diminuée et rendue presque nulle. Mais, ainsi que nous l'avons déjà dit dans le numéro cité,
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on doit rejeter, en général, ces valeurs des inconnues l et u, ou A' et u', moindres que celles des probabilités contraires, que le calcul devait donner, néanmoins, pour comprendre le cas oii dans de très grands nombres de jugements extraordinaires, la culpabilité légale des condamne's serait moins probable que leur innocence. (i45). S^uous faisons
dans la première formule (6), nous aurons
^ __ 7- ( 2Â' — 1) (l +_â{jf_io/'|j
pour la probabilité qu'un accusé sera condamné par un tribunal de cmq juges à la majorité d'au moins trois voix contre deux ; k désignant toujours la probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de cet accusé, et u la chance que chacun des juges ne se trompera pas. En vertu de la formule (9), nous aurons, en même temps,
L {i + ir j'
ou simplement, d'après l'équation précédente,
pour déterminer la probabilité P, de la culpabilité après que la con-^ damnation aura eu lieu.
Dans l'application qu'on fera de ces équations au cas d'un accusé déjà condamné par le jury à la majorité minima de sept voix contre cinq, et soumis ensuite au jugement de la cour d'assises, comme cela avait lieu antérieurement à i83i, on prendra pour k la probabilité que l'accusé est coupable, résultante de la décision du jury; la valeur approchée et très probable de c, se déduira de l'observation, et sera égale au nombre des condamnations que la cour d'assises aura prononcées dans un très grand nombre d'affaires, divisé par ce très grand nombre. Or, on voit par les Comptes généraux que dans les cinq années écoulées depuis 182(5 jusqu'à i83o, il y a eu 191 1 affaires son--
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mises aux cours d'assises du royaume, après que les jurys avaient condamné à la majorité de sept voix contre cinq, et que, dans ce nombre d'affaires, les cours ont confirmé 1597 fois les condamnations. Mais ces Comptes ne nous font pas connaître suivant quelle proportion les nombres igi i et 1597 se sont partagés entre les crimes contre les personnes et les crimes contre les propriétés; nous §erons donc obligés de déterminer la probabilité P, et l'inconnue t, sans distinction de ces deux genres de crimes : pour cela nous ferons
et nous prendrons pour k la valeur de ^sr^ du numéro précédent, savoir ;
quantité qui surpasse , comme cela devait être (n^ 1 18), la proportion Cj des condamnations.
Au moyen de ces valeui's , on trouve
pour la probabilité qu'un individu était coupable, lorsqu'il avait été condamné successivement par le jury à la majorité minima de sept voix contre cinq, et par les juges à la majorité d'au moins trois voix contre deux. La probabilité qu'il n'était pas coupable différait donc très peu d'un 100'; en sorte que sur les iSgy individus condamnés, il est très probable qu'il y en a eu à peu près quinze qui n'étaient pas condamnables.
Les mêmes valeurs de k et de c^ donnent
au moyen de quoi l'équation qui doit servir à déterminer l'inconnue t, devient
1 4- 5f + lot* = (o,ii88)(i + 0'- On en déduit
ce qui montre que la chance u de ne pas se tromper a été peu différente, pour les juges, de celle que l'on a trouvée pour les jurés (a" 140), sans distinction de l'espèce de crimes, et qui est égale à 0,7494.
(146). Les formules dont nous venons de faire diverses applications à des jugements en matière criminelle, conviennent également à toutes les autres espèces de jugements, rendus en très grand nombre, tels que ceux de la police correctionnelle et ceux de la justice militaire. Mais, pour s'en servir, il faut que dans chaque espèce, l'observation fournisse les données nécessaires à la détermination des éléments que ces formules renferment.
Les Comptes généraux de l'administration de la justice criminelle contiennent aussi les résultats de la police correctionnelle. Pendant les neuf années écoulées depuis iSaS jusqu'à i855, le nombre des individus traduits à celte police dans la France entière, s'est élevée 1-10174, et dans ce nombre il y a eu i4645oo condamnés, ce qui donne o,8565 pour le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés. D'une année à une autre, ce rapport n'a pas beaucoup varié; il a toujours été compi'is entre 0,84 et 0,87. Le nombre des juges dans les tribunaux de police correctionnelle n'est pas invariable : il doit être au moins égal à 3; et le plus souvent il se réduit à ce minimum. La majorité de deux voix contre une suffit alors pour la condamnation ; on obtiendra donc la probabilité c, qu'un accusé sera condamné en police correctionnelle, en faisant 7i=5 et / = i dans la première équation (6); ce qui donne
en y mettant aussi -—7— au lieu de u. On prendra pour la valeur approchée et très probable de c, , fournie par l'observation , le rapport o,8565; mais celle donnée est insuffisante pour déterminer les deux inconnues k et t; il faudrait savoir, en outre, parmi les i4645oo condamnations, le nombre de celles qui ont été prononcées, soit à 1 unanimité, soit à la simple majorité de deux voix contie une; ce que les Comptes généraux ne nous font pas connaître. Si l'on supposait que la
chance de ne pas s.e tromper fût -. pour les juges de la police correctionnelle, comme elle l'est généralement pour les jurés, et qu'on fît, dans l'équation précédente, c, = o,8563 et i = 3, on en déduirait pour k une valeur plus grande que l'unité; ce qui rend cette hypothèse inadmissible. Il y a lieu de croire que cette chance est plus grande pour les juges que pour les jurés, sans que nous puissions dire de combien l'une est surpassée par l'autre, faute de données nécessaires de l'observation.
Les conseils de guerre sorit composés de sept juges, et la loi exige, pour la condamnation, la majorité d'au moins cinq voix contre deux. La probabilité c, qu'un accusé sera condamné se déduira donc de la première équation (6), en y faisant « = 7 et / = 2; etsil'on y met aussi
——au lieu de m, il en résultera
Dans les Comptes généraux de l'administration de la justice mili' taire , publiés par le ministre de la Guerre, on évalue le nombre des condanmés aux deux tiers de celui des accusés; ce rapport étant conclu
d'un grand nombre de jugements, on pourra donc prendre la fraction ^
pour la valeur approchée et très probable de c^ ; mais cette donnée ne suffit pas pour la détermination des deux inconnues que renferme l'équation précédente. En supposant que la chance de ne pas se tromper soit très peu différente pour les juges militaires et pour les jurés
des cours d'assises , et la faisant en conséquence égale a. j , on aurait
< = 3 et c, = 5, et l'on déduirait de cette équation
en sorte qu'il y aurait un peu plus de sept à parier contre un , qu'un mditaire est coupable quand il est traduit devant un conseil de guerre. En vertu de la formule (9) et de la première équation (6), on a
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pour déterminer la probabilité P» que l'accusé est coupable, après qu'il a été condamné ; et, au moyen des valeurs précédentes de c, , t, k, il en résulterait
ce qui montre combien cette probabilité diÛererait peu de la certitude. Mais ce résultat est fondé sur une valeur hypothétique de t ou de u, dont nous ignorons le degré d'exactitude. Cependant, il serait intéressant de pouvoir comparer, d'une manière certaine, la justice militaire à celle des cours d'assises, sous le rapport de la probabilité des jugements. Pour cela, parmi les condamnés militaires, outre le
rapport :r de leur nombre total à celui des accusés, il faudrait encore
connaître le rapport du nombre des condamnés, soit à l'unanimité, soit à l'une des deux majorités de six voix contre une ou de cinq voix contre deux, à ce même nombre des accusés. Malheureusement cette seconde donnée ne nous est pas fournie par l'observation, et nous ne pouvons y suppléer par aucune hypothèse qui ait quelque probabilité.
(i47)- Il nous reste, pour terminer cet ouvrage, à considérer la probabilité des jugements des tribunaux en matière civile.
Dans un procès civil, il s agit déjuger entre deux parties qui plaident l'une contre l'autre, laquelle a le bon droit de son côté Cela serait décidé avec certitude par des juges qui n'auraient aucune chance de se tromper; et quel que fût leur nombre, le jugement serait toujours prononcé à l'unanimité. Mais il n'en est point ainsi. U arrive souvent que deux juges également éclairés, qui ont examiné un même procès avec toute leur attention , portent néanmoins des jugements contraires, l'un donnant gain de cause à la partie que l'autre condamne. On doit donc admettre qu'il y a pour chaque juge, une chance de se tromper dans son vote, ou de ne pas juger comme aurait fait un juge idéal pour lequel toute cause d'erreur serait impossible. Elle dépend du degré d'instruction et de l'intégrité du juge : on ne la connaît pas à priori; et sa valeur devra être déduite de l'observation, s'il est possible, par les moyens que l'on va indiquer. Lorsque cette chance , ou la chance contraire , aura été déterminée pour tous les juges d'un tribunal , on en conclura la probabilité de
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la bonté de leur jugement, c'est-à-dire, de sa conformité avec celui qui serait prononcé par des juges infaillibles. On en conclura aussi la probabilité que d'autres juges, pour lesquels la cbance de ne pas se tromper serait également donnée, confirmeront le jugement des premiers. Ce second problème est semblable à celui que nous ont présenté les jugements en matière criminelle : la quantité que nous avons précédemment désignée par k sera maintenant remplacée par la probabilité du bon droit de l'une des deux parties, résullanle du premier jugement rendu en sa faveur; mais quand un procès est soumis pour la première fois aux tribunaux civils , il n'y a aucune probabilité antérieure au jugement, qui soit favorable à l'une ou l'autre partie ; ou n'a donc point à considérer une probabilité analogue a k; e{ les seules inconnues à déterminer par l'observation seront les probabilités que les juges ne se tromperont pas.
(148). Considérons d'abord un tribunal de première instance, composé de trois juges que nous appellerons A, A', A". Soient ic, u' , u' ^ leurs p.obabilités respectives de ne pas se tromper. Désignons par c la probabilité que leur jugement sera unanime. Cela aura lieu, si aucun des juges ne se trompe, ou s'ils se trompent tous les trois. La probabilité du premier cas sera le produit un'ii", et celle du second, le produit (i — u){i — m')(i — u!'); on aura donc
c = ï«aV H-(i — u){\ — "')(' — " ") )
pour la valeur complète de c. Le jugement unanime étant rendu, on pourra faire deux hypothèses : on pourra supposer que l'affaire est bien jugée ou qu'elle est mal jugée. Dans la première hypothèse il faudra qu'aucun des trois juges ne se soit trompé, et dans la seconde, qu'ils se soient trompés tous les trois. La probabilité de l'événement observé, qui est ici le jugement rendu à l'unanimité, sera donc uu'if, si la première hypothèse est vraie, et (i — u){\ — u'){i — m"), si elle est fausse. Donc, en appliquant à ces hypothèses la n' gle de la probabilité des causes (n° 28), et appelant p la probabilité de la première cause, ou de la bonté du j.ugemenl, on aura
un u p uuu" -j- ( 1 — h)(i — u) ( 1 — u") '
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ou, ce qui est la même chose,
cp := uu'u'.
Si le jugement n'est point unanime, un des trois juges aura volé pour l'une des parties , et ses deux collègues pour l'autre partie ; désignant par rt, a', a", les probabilités qu'un pareil jugement sera rendu, qui répondent respectivement aux cas où c'est le juge A, ou A', ou A", qui vote dififéremmenl des deux autres, on aura
a' = {i — u')uu'-t u' [i — u) (i — u"), a"= (i — u")im'+ m"(i — M)(t — u');
car le premier cas, par exemple, arrivera, soit que A' et A" ne se trompent pas et que A se trompe, soit que A' et A" se trompent et que A ne se trompe pas; et de même pour les deux autres cas. En appelant b la probabilité d'un j ugement non unanime, rendu d'une manière quelconque , on aura
et comme il faudra que cela ait eu lieu, ou que le jugement ait été unanime, on devra avoir b -\- c = i ; ce qu'il est facile de vérifier. Il en résulte simplement
b = i ~ uu'u' — (i _ m)(i — w')(i — u").
Pour que le jugement soit bon, il faudra que les deux juges qui ont formé la majorité en votant de la même manière, ne se soient pas trompés; et, pour qu'il soit mauvais, il faudra qu'ils se soient trompés; si donc Ion désigne par q la probabilité de la bonté d'un jugement non unanime, on aura aussi, d'après la règle de la probabilité des causes ou des hypothèses ,
bq =z (j — u)u'u' H- (i — «')««"+ (i — "') «"'•
Maintenant, dans un très grand nombre /a de jugements rendus par les trois mêmes juges A, A', A", soient 7 le nombre des jugements unanimes, êcelui desjugements non-unanimes, et, parmi ceux-ci, a,a', a.'.
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les nombres des jugements où c'est le juge A, ou A', ou A", qui n'a pas voté comme les deux autres. On aura, avec une très grande approximation et très probablement,
Lenonibre^ëtantlasommedea,a',a",etèlasommedefl,a',a';laseconde de ces équations est une suite des trois dernières, et les cinq équations se réduisent à quatre. Si les nombres a, a', a*, étaient donnés par l'observation; en substituant dans les trois dernières équations, les expressions précédentes de a, a, a", on en pourrait déduire les valeurs de u, u', u", et en mettant dans la première équation l'expression de c, on en conclurait la valeur dey; de sorte que si ce nombre y était aussi donné par l'observation, la comparaison du nombre donné au nombre calculé servirait à vérifier la théorie. Les valeurs de ii, u', ic", étant ainsi déterminées, on en déduirait sans difficulté, au moyen des formules pi'écédentes , les probabilités p et q de la bonté d'un jugement unanime et d'un jugement non unanime. Mais l'observation n'a fait connaître, pour aucun tribunal, les nombres^, a, a', a"; toutefois, afin de donner un exemple de l'usage de ces formules, je choisirai arbitrairement les valeurs des probabilités u, u', u*.
Je prends donc , par exemple ,
u g , It — ^ , u _ g ,
Pour chacun des trois juges, la chance de ne pas se tromper est plus grande que celle de l'erreur; A' et A" sont également instruits, et ont la même chance de ne pas se tromper; A est plus instruit, et sa chance d'erreur est moindre. On aura
de sorte qu'on pourra parier i y contre 8, ou un peu plus de deux contre un, que les trois juges ne rendront pas un jugement unanime. On aura aussi
il y aurait donc g à parier contre un pour la bonté d'un jugement unanime, et seulement 5j contre 28, ou, à très peu près, deux contre un pour la boute d'un jugement uon unanime. Pour ces trois juges, la chance moyenne de ne pas se tromper serait
Uu-hu' + u') ^
en les supposant également instruits et prenant cette fraction 5 , pour la valeur commune de u, u\ u', on trouverait
Ces valeurs de^ etç étant un peu moindres que les précédentes, il s en suit que, dans notre exemple, une égale répartition entre les trois juges, de leur somme d'instruction, diminuerait la probabilité que le jugement est bon, soit qu'il ait eu lieu ou non à l'unanimité; mais, d'un autre côté, la dernière valeur de c étant plus grande que la première, et la première valeur de b surpassant la dernière, celte répartition égale de l'instruction augmente la probabilité que le jugement des trois juges sera unanime, et diminue, en conséquence, la probabilité qu'il ne le sera pas.
Loi'sque nous ignorons si un jugement rendu par les trois juges a été ou n'a pas été unanime, la raison que nous avons de croire que ce jugement soit bon diffère de p et de q. Si l'on désigne, dans ce cas, la probabilité de la bonté de ce jugement par r, on aura
r = «k'm" + ( I — «)?/'«" + ( I — u')uu" 4- ( I — "')""' ;
car, dans l'hypothèse que le jugement est bon, le jugement rendu, ou l'événement observé, peut avoir eu lieu dans quatre cas différents dont les probabilités sont les quatre termes de cette formule; dans l'hypothèse contraire, la probabilité de cet événement serait
(iwO(i-z/)fi-"'')+"('-"')(i-«")+"'(i-")(i-""+""('-«X'-»')j
et la somme des probabilités de l'événement, dans les deux hypothèses, étant la certitude, ou l'unité, le diviseur de l'expression de r.
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résultant de la règle du n* 28 , est aussi l'unité. On peut remarquer qu'on a
r = cp -^ bq;
résultat qu'on pourrait aussi démontrer directement.
En prenant les valeurs précédentes de u, u% u', on trouve
en les supposant égales entre elles et à ^ , il vient
et cette seconde valeur de r étant un peu moindre que la première , il s'ensuit que la bonté du jugement est la moins probable, comme précédenjment , dans le cas de l'égal degré d'instruction des trois juges.
(149). On étendra sans difficulté ces formules aux jugements d'un tribunal composé d'un nombre quelconque déjuges; mais on n'en pourra faire aucune application, faute de données de l'observation, nécessaires pour déterminer les chances de ne pas se tromper des différents juges. Si l'on suppose ces chances égales, et le nombre des juges toujours égal à trois, on aura, en conservant les notations précédentes ,
c = u^ -\- {\ — uy, b = I — «' — (i — uY, cp = n^, bq = 3(i — u)u*, r = m' + 3(i — u)u*.
En prenant d'ailleurs pour c ou pour b, la valeur approchée et très
probable - ou - , l'une ou l'autre des deux premières équations dé-
terminera la valeur de u; en sorte que, pour cette détermination, il suffirait de connaître, dans un très grand nombre /w de jugements rendus par les trois juges, le nombre y de ceux qui ont été unanimes, ou € de ceux qui ne l'ont pas été j mais cette donnée ne nous est pas non plus fournie par l'observation. Si l'on supposait, par exemple, les
nombres € ety égaux entre eux , on aurait
u' -\- (ï — uy =1 — 5u -\- 5n* = -; d'où l'on tire
c'est-à-dire deux valeurs de 11 dont une surpasse - et l'autre est moindre ; et comme on doit admettre que la chance qu'un juge ne se trompera pas est plus granJe que la chance contraire , on aurait, eu prenant la première de ces deux valeurs,
u = 0,7888; _d'où il résulterait
Si le jugement des trois juges, unanime ou non, est soumis à un Iribunal d'appel, compose, par exemple, de sept autres juges, et que, pour chacun de ceux-ci , la chance de ne pas se tromper soit représentée par v; et si l'on désigne par C la probabilité que ce jugement sera confirmé par le secofid tribnnal , à la majorité d'au moins quatre voix contre trois, la valeur de C sera donnée par la première formule (6), en y mettant r et v au lieu de k et ^^, et faisant, en outre, « = 7 et / = 5 ; ce qui donne
C=/[i^^-F •]v\\— v) -I- 21 t'=(i— vy-\-ZSv\\—vî\
+ ('— '■)[('~'')'H-7(i — ''/'' + 2i(i— 4')V»+55(i— p)Vj].
Et en effet, si le premier jugement est bon , pour qu'il soit confirmé par le second tribunal, il faudra qu'aucun des sept juges d'appel ne se trompe ou qu'un seul se trompe, ou que deux se trompent, ou que trois se trompent. Or, les probabilités de ces quatre cas sont les quatre termes compris entre les premiers crochets; par conséquent, leursomme, multipliée par r, est la probabilité que le jugement est bon et sera confirmé; on verra de même que la partie de cette expression de C qui ai — r pour facteur, exprime la probabilité que le premier jugement est mauvais et sera néanmoins confirmé; d'où il résulte que
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!a somme des deux parties de C est son expression complète. Oa verra également qu'en appelant C la probabilité que le second tribunal cassera le jugement du premier, on aura
C'=(i — /•)[(.' + 7t.«(i—(.) + 2ip5(i-t')* + 35t^^(i—»^)'] + '•[('— ^y + 7(i— v)h' H- 2i(i— vfi'''+l5{i— i^/p'];
et comme il sera nécessaire qnc ce jugement soit ou confirmé, ou cassé, on devra avoir C -|- C == i ; ce qu'on vérifie en observant que
+ [(i— pyH-7(i— f')VH-2i(i— p)V+55(i— i')V]=[p-f-(i— t')]'=i .
On aura C::=C' = -, soit dans le cas de r=-, et pour une valeur quelconque de i' , soit dans le cas de 1^ = -, et pour une valeur quelconque
de r; résultats qui sont d'ailleurs évidents en eux-mêmes.
En considérant séparément les deux parties de l'expression de chacune des quantités C et C, on peut aussi dire que la première partie de C est la probabilité que les deux tribunaux successifs jugeront bien l'un et l'autre; que la seconde partie est la probabilité qu'ils jugeront mal tous les deux; que la première partie de C exprime la probabilité que le premier tribunal jugera mal et le second bien ; et que, enfin, la seconde partie de C sera la probabilité que le premier tribunal jugera bien, et le second mal. Si donc, on appelle f la probabilité que la cour d'appel jugera bien, soit que le tribunal de première instance juge bien ou mal; p sera la somme des deux premières parties de C et C, I — p la somme de leurs secondes parties , et l'on aura
I — f = (r —vY + 'j{i — vfi> + 2\{\ — p)V-|- 55(i — c)V;,
ainsi qu'on le trouverait directement. En désignant par F la probabilité que l'arrêt de cette cour sera confirmé par une seconde cour royale, composée également de sept juges, et parT' la probabilité qu'il ne le sera pas; et en appelant tv, pour chacun de ces sept juges, la chance de ne pas se tromper, F et V' se déduiront de C et C en y
mettant p et w au lieu de r et f ; par conséquent, si l'on suppose qu'on ait w=zv, il en résultera
r = f* + (i — fY, r = 2p(. — p);
valeurs qui satisfont à la condition r+ r' = i . D'après les expressions de C et C, celles de /> et p' pourront d'ailleurs s'écrire ainsi
Désignons encore par P la probabilité de la bonté de l'arrêt rendu par une première cour d'appel, lorsqu'il est conforme au jugement de première Instance, et par P' quand il est contraire. Dans le premier cas, en supposant successivement que l'arrùt soit bon et qu'il soit mauvais, la probabilité de l'événement observé, qui est ici la conformité des deux jugements, sera la première partie de C dans la première hypothèse j et la deuxième partie dans la seconde; la probabilité P de la première hypothèse, aura donc pour valeur cette première partie de C divisée par la somme de ses deux parties; nous aurons, en conséquence,
CP = rlv^ + 7»'«(i —ç>)-i-2H>\i — i'Y + 35i'*( I — p)'] ;
et, l'on trouvera de même,
CP' = (1 — r)[v' + 7t''(i — i^)-\-2n>Xi — vY + 55p^(i — v^] ;
résultats qui se déduisent aussi, comme cela doit être, des formules (9) et (10), en y faisant A== r, «= 7, /= 3. Ces équations pourront être remplacées par celles-ci
CP = rf, CP' = (. - r)f,
eu ayant égard à ce que p représente.
(i5o). Il faut au moins trois juges pour prononcer un jugement de première instance, et sept pour un arrêt de cour d'appel ; généralement ces moindres nombres ne sont pas dépassés; c'est pourquoi, j'ai pris trois et sept pour les nombres de juges des deux tribunaux successifs que je viens de considérer. En^ubstituant pour r sa valeur en fonction de u, dans les formules que j'ai obtenues, elles renfermeront les deux chances «
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et t', qui ne peuvent se déduire que de l'observation ; malheureusement, elle ne nous fournit pour cela qu'une seule donnée, savoir, lerapportdu nombre des jugements de première instance, confirmés par les cours royales, au nombre total des jugements qui leur sont soumis. Pour faire usage de ces formules, il est donc nécessaire de réduire à une seule, au moyen d'une hypothèse particulière, les deux inconnues « et f; celle qui m'a paru la plus naturelle a été de supposer qu'on ait i> = u, c'est-à-dire , de regarder les juges du premier tribunal et ceux du second, comme ayant la même chance de ne pas se tromper.
Cela posé, dans un très grand nombre fJi, de jugements de première instance, soit m le nombre de ceux qui ont été confirmés, et , par conséquent, ^. — jn celui des jugements non-confirmés. On pourra prendre le l'apport- pour la valeur approchée et très probal^le de la prohabilité que nous avons désignée par C; et si l'on fait
il en résultera
On aura, en même temps,
t+3t 2Ci^-3/)
et en substituant ces valeurs dans celle de —, on obtiendra une équa
tion du io° degré pour déterminer la valeur de t, et, par suite , celle de u. Dans le cas de v=u, l'expression de C demeure la même, quau.d on y change u et r en i ^ ;^ et i — r; ce qui répond au
changement de t en -. H s'ensuit que si l'on satisfait à la valeur donnée
de —, par une valeur de t plus petite que l'unité, on y satisfera égale-
lement par une valeur de t plus grande que un; et, en effet, l'équation d'où dépend l'inconnue t est du genre des équations réciproques , et
reste la même, quand on y met y au lieu de /. Ce sera la valeur de t
plus grande que l'unité, qu'il faudra prendre ; car c'est celle qui répond
à la valeur de «plus grande que-, c'esl-à-dire , à une chance de ne
pas se tromper plus grande que celle de se tromper, ce (]n'o!i doit admettre dans le cas de magistrats intègres et instruits.
(i5i). Le Compte général de l'administration de Injustice cii'ile , publié par le gonvernement , donne, pour le ressort de chaque cour royale, les nombres m et jx — m de jugements confirmés et de jugemenls non confirmés, pendant les trois derniers mois de i85i, et pendant les années entières i83a et i855. Mais il n'y a guère que le ressort de la cour royale de Paris, dans lequel le nombre total /jl soit assez grand pour servir isolément à la détermination de t; nous serons donc obligés, quant l\ présent, de supposer, comme nous l'avons fait pour les jurés, que la chance m de ne pas se tromper est sensiblement égale pour tous les juges du royaume; ce qui permettra d'employer à la détermination de t, les valeurs de m et de m — fj. relatives à la totalité des cours royales. Or, on a eu dans le dernier trimestre de t85i, en i852 et en i835, et pour la France entière
m = ^']6, /7J=55oi, 77i^; 5.170; fx. — m=:588, |W — 'niz=2\o5, fx — m =2617,
d'où l'on déduit, pour ces trois périodes,
- = o,ji5t), - = 0,6879, -=0,6764,
Les deux derniers rapports, qui répondent à des années entières, ne diftèrent pas l'un de l'autre, d'un -o" de leur moyenne; ce qui présente un exemple bien remarquable delà loi des grands nombres (*). En prenant pour m et u les sommes des nombres relatifs aux trois périodes on aura
(*) Cette loi a été de nouveau confirmée par la valeur du rapport — , qui a eu
lieu en tS2/[, et qui s'est élevée o,6g58, d'après le Compte relatif à cette année, que le gouvernement a publié, il y a peu de temps.
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Mt =11747, <^=i7i57, -=0,6847.
Si l'on considérait séparément les nombres relatifs à la cour royale de Paris, on aurait
?B = 25io, ft = 3297, — = 0^7613;
en sorte que dans le ressort de cette cour, le rapport — surpasse sa valeur moyenne pour la France entière, d'à peu près un 9" de sa valeur.
En employant sa valeur 0,6847 relative à la France entière, on trouve
D'après cette valeur de r, il y a donc un peu plus de trois contre un à parier pour la bonté d'un jugement de première instance, lorsqu'on ne connaît, ni le tribunal qui a jugé, ni la nature du procès. On voit aussi que la chance u de ne pas se tromper surpasse fort peu, pour les juges en matière civile, la fraction 0,6788 qui exprimait cette chance , pour les jurés avant i852, c'est-à-dire, avant la loi qui a prescrit la question des circonstances atténuantes.
Au moyen de cette valeur de r, et en prenant les rapports —
et '^-^ — pour les valeurs de C et C, on déduit des formules du numéro précédent ,
ce qui montre que l'on peut parier à très peu près 19 contre un pour la bonté d'un arrêt d'appel conforme au jugement de première instance, et moins de deux contre un dans le cas d'un arrêt contraire. On voit aussi que quand on ignore si l'arrêt est conforme ou contraire, la probabilité r qu'il sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur
les mêmes données que la première, est un peu moindre que 7. Les
quatre parties qui composent les expressions données de C et C, ont
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pour valeurs
rc=o,G495, ([-/•) p=o,2022, rfi-p)=o,i i3i, (i -r)(i-^)=o,o352 ,• et ces fractions , dont la somme est l'unité, expriment les probabilités que les deux tribunaux successifs de première instance et d'appel, jugeront bien, que le premier jugera mal et le second bien, que le premier jugera bien et le second mal , qtie tous les deux jugeront mal.
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