Recherches sur les intégrales algébriques des équations différentielles linéaires à coefficients rationnels
Léon Autonne
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
LE DOCTORAT ÉS SCIENCES MATHÉMATIQUES
Par M. Léon AUTONNE,
Élève-Ingénieur des Ponts et Chaussées.
{re THESE. — RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES A COEFFICIENTS RATIONNELS.
2e THESE. — PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ.
Soutenues le/ Ÿ juiltet 1882, devant la Commission d'Examen.
MM. HERMITE, Président.
PHILIPPON
Zoologie, Anatomie, Physiologie comparée.
Physique.
Mécanique rationnelle.
Astronomie.
Géologie.
Botanique.
Physique.
Calcul différentiel et intégral.
Zoologie, Anatomie, Physiologie comparée.
Physiologie.
Algèbre supérieure.
Calcul des probabilités, Physique mathématique.
Mécanique physique et expérimentale.
Chimie.
Chimie organique.
Minéralogie.
Astronomie.
Géométrie supérieure.
Chimie.
- Sciences mathématiques.
Sciences physiques.
Quai des Augustins, 55.
PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, successeur DE MALLET-BACHELIER,
INTRODUCTION
Le problème de l'intégration des équations différentielles linéaires est, comme on sait, intimement lié à la théorie des substitutions linéaires. En particulier, la recherche des intégrales algébriques de ces équations se ramène, si l’ordre de l'équation est p, à la détermination des groupes de substitutions d'ordre fini, contenus dans le groupe linéaire à p variables. Ce travail, commencé par M. Fuchs (Journal de Crelle, t. 81) et MM. Klein et Gordan (Mathematische Annalen, t. IX et XIT), a été mené à bonne fin par M. Jordan. Dans deux très remarquables Mémoires, dont le premier a été inséré dans le tome 84 du Journal de Crelle, et le second présenté à l'Académie de Naples et couronné par cette Academie, M. Jordan a posé les règles générales qui doivent guider dans la recherche des groupes d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire à p variables : il a démontré que ces groupes pouvaient toujours se ramener à un nombre limité de types et il a complètement énuméré ces types dans le cas où p — 2 et 3.
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Pour ce qui est de la recherche des intégrales algébriques des équations différentielles linéaires, M. Jordan a, comme résultat final de son travail, énoncé le théorème suivant, déjà donné avant lui par M. Fuchs pour le
second ordre :
Tuéorème. — Siune équation différentielle linéaire d'ordre p a toutes ses intégrales algébriques, ces intégrales s'expriment linéairement par les racines d'équations binômes, dont les seconds membres sont des fonctions monodromes de la variable et des racines d’une équation auxiliaire X — 0 ; le degré de X :=o est inférieur à une limite fixe, qui ne dépend que de la valeur numérique de p.
Les remarquables résultats obtenus par M. Jordan m'ont paru propres à une application qu’on ne trouvera peut-être pas complètement dépourvue d'intérêt. Voici le problème que je me propose de résoudre : une équation différentielle linéaire Y, d'ordre p et à coefficients rationnels, admet un système fondamental d'intégrales dont tous les termes sont des racines d’une équation algébrique irréductible H de degré m = p + n et à coefficients rationnels. Puisque toutes les m racines de H sont des intégrales de Ÿ et que Ÿ ne peut avoir plus de p intégrales linéairement inde. pendantes, il existe entre les 7» racines 7 équations linéaires, homogènes, à coefficients constants. Je me propose d'étudier les conséquences qu’entraîne, tant pour la forme de l'équation algébrique H que pour la nature des intégrales de Y, l'existence de ce système de # équations linéaires, homogènes, à coeflicients constants.
Ce travail est divisé en quatre Parties.
Dans la première, J'examine le cas où 7 — 1. Si le degré m» est un nombre premier et si le coefficient du terme de degré n — 1 dans l’équation H n’est pas nul, l'équation H est abélienne et toutes les racines s’expriment rationnellement en fonction de la variable et de l’une quelconque d’entre elles. L'équation différentielle Y possède un système fondamental d'intégrales dont l’une est rationnelle et les pP—1=m— 2 autres des racnes 2% de fonctions rationnelles.
On voit que, dans ce cas, l'équation auxiliaire X — o de M. Jordan est
du premier degré, et que les diverses équations binômes considérées sont toutes du degré 7.
Dans la deuxième Partie, j'étudie le cas » == 2. Si m est un nombre premier et si le terme de degré m — 1 ne manque pas dans l’équation H, H peut encore être une équation abélienne, et l’équation différentielle admet un système fondamental pareil à celui qui a été défini dans la première Partie. Mais, de plus, F peut être telle que toutes les racines s'expriment rationnellement en fonction de la variable et de deux quelconques d’entre elles. L’équation différentielle admet alors un système
fondamental, dont une intégrale est rationnelle et dont les p — 1 = m — 3
autres sont de la forme Vu), où désigne une fonction rationnelle de la variable et d’une racine & d’une équation du second degré à coefliclients rationnels.
L'équation auxiliaire X — o de M. Tordan est du second degré et les diverses équations binômes sont toutes du degré 7.
La troisième Partie traite du cas x — 3. Le degré m est encore un nombre premier et le terme de degré m — 1 existe dans l'équation FH. Après avoir donné un certain nombre de propositions générales, je suis forcé, pour traiter complètement la question, de me restreindre aux degrés premiers
inférieurs à 20. J’énonce dans ce dernier cas deux théorèmes :
19 Sùp—1—m—} est un multiple de 3, l'équation H est telle que toutes les racines s'expriment rationnellement en fonction de la variable et de deux quelconques d’entre elles. L’équation différentielle possède un système fondamental dont une intégrale est rationnelle et les p—1=m—A autres sont de la forme Vu, x), où À désigne une fonction rationnelle, x la variable, u une racine d'une équation abélienne du troisième degré à
coefficients rationnels.
L’équation auxiliaire de M. Jordan est une équation abélienne du troi-
sième degré.
2° Sip—1—=m—}4 n'est pas un multiple de 3, les résultats ne dif-
fèrent en rien de ceux de la première Partie.
Dis
Dans la quatrième Partie, qui est fort courte, Je me borne à indiquer la marche à suivre, si l’on voulait réellement appliquer la méthode à l'inté-
gration d’une équation différentielle donnée.
PREMIÈRE PARTIE
4. Considérons une équation différentielle linéaire d'ordre pet à coef -
ficients rationnels :
dry L dry | APE y der 7 tdxri dr
dy . + B D 0
p—1 dx
Prenons maintenant une équation algébrique irréductible à coefficients
rationnels (H) PURE A, n—! a AA Re Au n —+- A 0.
dont le degré "1 soit un nombre premier »m — p + n et dont la somme des racines ne soit pas nulle (A,Zo). Je suppose que Y possède un système fondamental d'intégrales dont tous les termes sont des racines ñ,,n,,n,, de l'équation algébrique H. Ilexistera dans ce cas, entre les » racines de H fo M3 A95 + + ns 2 €t Seulement » équations linéaires, homogènes, à coefficients constants.
Avant d'aller plus loin, je vais rappeler quelques propositions bien connues de la théorie générale des équations algébriques.
2. On appelle groupe d'une équation un groupe de substitutions entre les racines, tel que toute fonction des racines, dont les substitutions de ce groupe n'altèrent pas la valeur, soit exprimable rationnellement en fonction des coefficients, et réciproquement (Jordan, Traité des substitutions, p. 257).
On sait, de plus, que le groupe d’une équation algébrique irréductible est transitif, c’est-à-dire qu'il est possible, en opérant successivement diverses substitutions au groupe, d'amener telle racine qu’on veut à la place de l’une quelconque des autres (Jorpan, 7raité des substitutions,
5. Cela posé, considérons le système formé par les » équations linéaires, homogènes, à coefficients constants,
(1) RER Nu O0: NN
qui existent entre les 2 racines de H.
Les fonctions X,, ..., X, des racines sont nulles, c’est-à-dire exprimables rationnellement en fonction des coefficients : la valeur numérique de ces fonctions, qui est zéro, ne saurait, par définition, être altérée par aucune substitution S du groupe G de l'équation H.
Appelons X°, ... X, ce que deviennent les fonctions X,, ..., X, par l'effet d’une substitution S du groupe G. Les fonctions X', ..., X, seront encore des fonctions linéaires et homogènes des racines à coefficients con-
stants, et l’on aura le nouveau système d'équations / *e :
Lit) ME-10: co Ni O0:
Mais, par hypothèse, il ne saurait exister entre les » racines de H plus de x équations linéaires, homogènes, à coefficients constants, distinctes, car, si cela était, l'équation différentielle Ÿ ne pourrait avoir un système fondamental formé exclusivement de racines de l’équation algébrique H. Done le système (1°) n’est pas distinct du système (1), et l’on a
X'=A,,X,-HAX,+...+2,X,,
X 4. = ee Sani ADS
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les À désignant des constantes dont le déterminant
AE AY A — A 27 À À
est différent de o.
On voit que, en opérant entre les racines de H une substitution S du
groupe G de cette équation, on opère du même coup entre les 7 premiers membres des équations X,—0, ..., X,—0o une substitution linéaire > de déterminant A7 0. |
Les diverses substitutions linéaires >, 3,, 3,, ... entre les n fonctions X, qui correspondent aux diverses substitutions S, S,, S,, ... du groupe G entre les m racines de H, forment évidemment un groupe T. Au produit de deux substitutions du groupe G correspond dans T le produit de leurs correspondantes. À une substitution S de G correspond une substitution de T'; à une substitution = de T correspondent une ou plusieurs substitutions de G. Les groupes G et T sont donc isomorphes.
Nota. — Dans la suite du discours, lorsque l'ambiguïté ne sera pas possible, je désignerai fréquemment par la même lettre une substitution de F et l’une quelconque de ses correspondantes dans le groupe G.
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et considérons une fonction = À, et HA HAN: te HAS
les « désignant des constantes.
La substitution S transforme U en
= HN, es/ he NZ HiX, ae MATE + Modo, FAIRE nd) D XS (ue Aie los Mi ge ee Mn)
PORT AIO al ne ae ea © 6 je Mon med et ocre) le Morin à, en Mia de aire
M X, (uw, A Le Ma lon * Sr 14 mn a Déterminons maintenant les constantes w, par la condition UK,
K désignant une constante ; il viendra, pour la détermination des u, le système Le; (A,, Te K) A Mol te Eu, = 0,
LATE DM US) 71e + À Url = 0,
Ces équations sont compatibles et fournissent, pour les rapports , ei
5, ..., des solutions finies et déterminées si le déterminant Ha PNA DE K À: A D—= A À 5 —K AV —_—0 Are A An re: K
Cette équation en K est appelée l'équation caractéristique de la substitution S. Soient K,,K,,K,,... les diverses racines de D — 0; ces quantités portées dans le système (3) détermineront chacune un système de quantités w et, par suite, une fonction U.
Supposons d’abord les » racines de l’équation caractéristique toutes distinctes. J'aurai un système de fonctions U,, U,, ..., U, que la substitution S multipliera par des facteurs constants K,, ..., K,. Les fonctions U,, ..., U, sont appelées la forme canonique de la substitution S.
Si l'équation caractéristique possède une racine K, d'ordre « de multiplicité, à cette racine correspondra un système de fonctions U jouis-
sant des propriétés suivantes :
DER LR AAA (4) UK SUR REA UE
(Voir, pour la démonstration, par exemple, le travail de M. J. Tannery, Annales scientifiques de l’École Normale, année 18795, p. 138).
5. Le groupe G de substitutions entre les » racines de l’équation H est d'ordre fini; lorsqu'on a effectué une substitution S de ce groupe un certain nombre de fois, on ramène chaque lettre à sa place, et, par conséquent, les fonctions X du système (1) du n° # redeviennent les mêmes. Donc la substitution linéaire X, qui, dans le groupe T, correspond à $, sera ellemême d'ordre fini. Ce que je viens de dire d’une substitution S de G et d’une substitution correspondante > deT s'applique aussi au produit S$’ de deux substitutions et au produit de leurs correspondantes dans le groupeT. Donc le groupe T sera un groupe d'ordre fini contenu dans le groupe linéaire à x variables.
Ce groupe T sera donc l’un de ceux que M. Jordan a fait connaître et a appris à déterminer. Dans le cas où r = 1, 2, 3, la détermination des systèmes de coefficients À tels que la substitution linéaire (2) du n° 4 puisse faire partie d’un groupe d'ordre fini a été faite complètement par M. Jordan. Je transporterai donc intégralement dans ces recherches les résultats obtenus par cet éminent géomètre.
Les racines de l'équation fondamentale relative à une substitution linéaire, qui fait partie d’un groupe d'ordre fini, sont évidemment des racines entières de l’umité. Il est évident aussi que, dans ce cas, le sys-
tème (4) du n° # se réduit à
(4°) 2 1 27 TR Us
En effet, supposons, par exemple, que K,,Zo; dans ce cas, S transforme U, en K,,U,+K,U,,S* le transforme en 2K,K,,U,+K°U, ou, en posant K,,—=K,,en K'(U,+2œU,).
De même S° transforme U, en K?Ÿ(U,+ 3œU,)etS" en K°(U,+ woœoU,). On voit que pour aucune valeur de l’entier w, S* ne saurait transformer U, en U,, tant que ©, c’est-à-dire K,,, est différent de o. On raisonnera de la même facon sur les coefficients K,,, K,,, ..., K,,, ..., et l’on verra sans peine que ces coefficients sont tous nuls. Donc le système (4) du n° 4 a
bien la forme (4”) du n° 5, et mon assertion se trouve justifiée.
G. THéorème. — Considérons les n équations
X = XL, NF Lis n, idole LU: T4 Pere)
= Le == CI LE PEUT 2 ANNE CIE CE ner a nes
ñn
qui existent entre les m racines de M. Je dis qu'une racine quelconque gurera avec un coefficient différent de o, dans l’une au moins des équa-
HO ON = Oraute à à 0:
Considérons, en effet, par exemple, l'équation X, == 0; soient », une racine qui y figure, », une racine qui n’y figure pas. Puisque le groupe G de l'équation algébrique H est transitif, il existera dans G au moins une substitution S, qui amène», à la place de n,. Si donc je désigne par X; la transformée de X, par lasubstitutionS, la racine 1; figurera certainement dans X',
puisqu'elle y possédera le coefficient de n;, lequel n’est pas nul. Mais on
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a identiquement ne = A, X,+ ARE Arte AN
et cette identité ne sera possible que si n, figure avec un coefficient diffé-
rent de o dans l’une au moins des équations X,—0, X,—0,...,X,— 0. COR ENMDE
À ce théorème se rattachent trois corollaires évidents, dont je ferai grand usage dans la suite, dans les cas où 2 — 1, 2, 3.
Corollaire 1. — Si n —1, l'équation linéaire, homogène à coefficients constants, entre les racines de H, savoir X — 0, contiendra toutes les mL racines.
Corollaire IT. — Sin — 2, appelons X — 0, Y — o les deux équations entre les racines ; s’il y a x, racines communes à X — o et à Ÿ — 0, n, racines qui figurent dans X seul, », racines qui figurent dans Ÿ seul, on aura
n HA, + An, =.
Corollaire III. — Si n — 3, appelons encore X — 0, Y —0, Z—0
les trois équations entre les racines; s’il existe
ñn, racines communes à X, Ÿ,Z,
n, 2 » ) X, ae.
n,; » » x Zi Noa » ») Ye Z; s’il existe n, racines qui figurent dans X seul, n, » )) de n, » » Z, on aura
Here ONE en où PE a me Een ve RATE US = le
Après avoir exposé les principes de la méthode, je vais passer à l’examen du cas où 7 — 1. Ce sera l’objet du second paragraphe de la première Partie.
7. Taéorème [. — S4 une substitution S entre les L lettres n,,n,,...,", multiplie par un facteur constant K la fonction
U—= ah as He à: He bre
on a K°= 1, en désignant par d le plus grand commun diviseur des degrés 1, à, d', .. des différents cycles deS.
Soient, en effet, n,,",, …, n, les différentes lettres d’un cycle de S. La substitution S transformera
Wan, ais ES im en / CON EE eo m2 UF eu ER PEN ° d’où, par suite, CEE, erC AT EST C7
HORLT a PSM SR (A quelconque).
EE
La substitution S° ramènera dans le cycle chaque lettre à sa place: », par exemple figurera dans 4° et dans w avec le même coefficient; donc Sumultiphe w par 1 et K'—1. De même on verra que K”=, K°— 1, etc. Donc K sera une racine de l’équation K*—1, en désignant
par d le plus grand commun diviseur de 5, #, à”
LEO
Remarque. — On voit de plus que l’on a u—= eu, +K'n, + KP, + 5 + Ki) +...
THéorème Il. — Réciproquement, si la substitution S entre les l lettres ",,#%-..,, multiplie la fonction
== NH RME. ct jh,
par K, K étant une racine primitive de de l'unité, à divise les degrés i,
1, de tous les cycles deS.
12 L. AÜTONNE.
Soit, en effet, z le degré de l’un quelconque des cycles de S; supposons que l’on ait i—q9+7r. La substitution S® multiplie # par 1; la substitution S° multiplie aussi & par 1; donc on aurait K”— 1, ce qui est absurde, puisque 7 < #. Il faut donc que l'on aitr — 0, dou UIC:
Revenons maintenant à l'équation = Let lame ere eo
qui existe entre les m racines de l'équation algébrique irréductible H, de degré premier #7. Nous savons, en vertu du corollaire I du n° 6, qu'aucun des m coefficients « n’est nul, et, en vertu des considérations exposées au n° 5, que les diverses substitutions $S du groupe G de l'équation H ne peuvent que multiplier X par des facteurs constants racines de l’unité. Soit K l’un de ces facteurs ; supposons qu'il soit une racine primitive 2°" de l’unité, en vertu du corollaire du théorème du n° 7, à divise m: donc
KW
0 — 1 ou à — m. Dans ce dernier cas, les m racines n,,n,,...,n,_, ne for--
ment qu’un cycle : la substitution S est circulaire; elle remplace la racine »; par la racine »;,,; nous la désignerons par la notation
S — | LEE I | ou encore
tee Pate
THÉORÈME. — Le groupe G est formé par les puissances d’une seule
substitution circulaire entre les m racines.
1° En effet, je dis en premier lieu que G contient au moins une substitution S, qui multiplie X par une racine mi 0 de l'unité. Supposons, en effet, que toutes les substitutions de G multiplient X par l'unité. Considérons deux racines quelconques », et 1, dont la première a dans X le coef-
ficient «, et la seconde le coefficient 4. Puisque le groupe G est transitif,
il existera une substitution S', qui amène n; à la place de »,, et, en vertu de , \ . 0 Al ° .
l'hypothèse, cette substitution S’ multiplie X par 1; donc on a
Raisonnant de même sur les diverses racines, on voit sans peine que les coefficients de toutes les racines seraient égaux : cela est contraire à l'hypothèse faite au n° 4, qui spécifie que la somme des racines n’est pas nulle.
Donc G contient au moins une substitution, qui multiplie X par une racine 2° 0 de l’unité, c’est-à-dire une substitution circulaire entre les
m racines. De plus, en vertu de la remarque du théorème I du n° 7, on a X = m + 0h, + 0m y
Tous les coefficients sont des racines m°*° de l’unité et sont tous inégaux.
2° Le groupe G ne peut contenir aucune substitution qui multiplie X par 1; en effet, une pareille substitution ne déplacerait que les lettres affectées dans X de coefficients égaux ; or tous les coefficients des diverses racines sont inégaux dans X; donc la substitution se réduit à la substitu: tion 1, qui laisse chaque racine à sa place.
3° Le groupe G ne peut contenir deux substitutions circulaires distinctes. Supposons, en effet, qu’il en existe deux, S et S’. Les puissances le 0,000, 0 comultiplieft. À paril, 0,062, Ua.
Cela posé, reprenons la substitution circulaire S”; elle multiplie X par une racine m°"° de l’unité, c’est-à-dire par un terme 8“ de la série 1, 8, &, ...,8"", Donc S’ et S° multiplient X par un même facteur, donc ST'S* multiplie X par 1, et, en vertu du raisonnement que nous venons de faire, la substitution S7'S" se réduit à la substitution 1, qui laisse chaque lettre à sa place. Donc S’ est précisément la substitution S", c’est-àdire une puissance de $.
Ainsi donc le groupe G ne peut contenir que les puissances de la sub-
stitution circulaire S. C.10.. FD.
9. Reprenons le groupe G d’une équation algébrique quelconque. A. 3
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Fixons, a priori, certaines quantités z,, z,,%,, -.., que j'appellerai adjointes à l'équation. Il existera toujours un groupe G’ de substitutions entre les racines, tel que toute fonction des racines dont les substitutions de ce groupe ne changent pas la valeur soit exprimable rationnellement en fonction des coefficients de l'équation et des quantités adjointes, et réciproquement (voir Jorpan, Traité des substitutions, pages 253 et 255).
Le groupe G’ sera d’ailleurs contenu dans le groupe G, et l’on dira que l’adjonction des quantités z,, z,, z,, ..… a réduit le groupe G au groupe G.
On a, à cet égard, le théorème suivant, pour la démonstration duquel
je renvoie au 7raité des substitutions, p. 267:
THéorkme. — Soient G le groupe d'une expression algébrique, ®, une fonction rationnelle quelconque des racines : 1° celles des substitutions de G qui n'altèrent pas @, forment un groupe G'; 2° l’adjonction de 9,
réduira le groupe G de l'équation précisément à G.
On sait, de plus, qu’on appelle équation abélienne une équation irréductible dont deux racines sont liées par une relation rationnelle
IPN PCR
Après avoir reproduit ces définitions, je vais passer à l’étude de l’équation algébrique irréductible H, dont le groupe est formé par les puissances
d’une seule substitution circulaire re ie op à
THéorbme I. — Z'équation H est abélienne et toutes les m racines peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de l’une quelconque d’entre
elles.
En effet, adjoignons à l’équation la racine 1, par exemple. 1//adjonction de cette racine réduit le groupe G au groupe formé par les substitutions qui ne déplacent pas n,. Mais toutes les substitutions du groupe G (excepté la substitution 1) déplacent toutes les racines. Donc, par l’adjonction de la racine »,, le groupe G se réduit à la seule substitution 1, et toutes les racines s'expriment rationnellement en fonction de 1», et des coefficients de H.
[ex à
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES. Fan THÉORÈME II. — L'équation H est résoluble algébriquement.
En effet, formons le système des » — 1 fonctions
Ù, —=n,+ Ûn, + Pan, +... +8 tn, (Or) NE ET nn finies NE prenne ie MONNIER Se EP a à On Op,
| ARE 2 ", sis gr—1 ", “ne Dore FH PNARENE DOTE
parmi ces 72 — 1 fonctions, il y en aura une qui sera précisément X et qui sera nulle, mais les m— 2 autres ne seront pas nulles. Les diverses substitutions de G, c’est-à-dire les puissances successives de la substitution circulaire S, multiplient les fonctions U,, U,, ... par des racines m°"® de l'unité; done ces substitutions n’altèrent pas la valeur de U”, U”, .….; les fonctions U”, U”, ... étant invariables par toutes les substitutions du groupe G, s’exprimeront rationnellement en fonction des coeffcients de H.
Voici d’ailleurs comment pourrait s'effectuer le calcul explicite de la fonction
D (0 + Du, + Din, RO Je,
Les m—1 racines n,,n,,n,,...,n s'expriment rationnellement en
In—1
fonction de », et, en portant ces valeurs dans
LEO ENTRE j'aurai
U7 =. Pr, 8),
Y désignant une fonction rationnelle. La fonction U}' est invariable par la substitution S — (1,n,...1,_,); donc on aura aussi D a 0) 40).
En Ÿ (ro, 6!) cts F(n1:0!) + HT (nm 1100) RU — Le #
in
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La quantité w, sera une fonction symétrique des 72 racines, c’est-à-dire une fonction rationnelle des coefficients de H.
On calculera de même toutes les quantités U, et l’on formera le sys-
tème suivant d'équations linéaires et à coefficients constants :
—] 2(1n—1) —1)(22-—1 mn MS Din, DONNEES 7
L'une des quantités w sera d’ailleurs nulle. Si au système (2) j'ajoute encore l’équation
Hi mate nine Fly = A),
J'aurai un système de »# équations linéaires à 7» inconnues. Ce système fournira toujours pour les inconnues #,, 1,,1,, ..., n,_, des valeurs finies et déterminées, car toutes les équations linéaires du système sont distinctes. Si, en effet, il n’en était pas ainsi, on aurait
1 0 g? pret
I g? ÿ' : g2en—1) D—\|1 9 07 ne DAPAUNEZS SE
I Qi Q? ({n—1) ger—1 )
I I 1 ee To
Or on sait qu’un pareil déterminant ne saurait être nul.
Une conséquence remarquable de ce qui précède est la suivante : l’équation différentielle Y possède par hypothèse un système fondamental formé exclusivement de racines de l'équation algébrique H; on voit done
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES. ol
que toutes les intégrales de ce système sont des fonctions rationnelles de la
variable et de l’une quelconque d’entre elles.
10. Tnéorème. — Z'équation différentielle Y possede un système fondamental d'intégrales, formé d'une fonction rationnelle de la variable et de m— 2 racines m°" de fonctions rationnelles de la variable. La fonc-
tion rationnelle sera la fonction À,, et les m— 2 autres intégrales du
système seront les m— 2 fonctions uj', qui ne sont pas nulles.
En effet, on voit immédiatement que ces fonctions sont des intégrales de Y ; il reste à prouver que ce sont là des intégrales linéairement indépendantes.
Supposons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi et reprenons l'équation
= X = n,+0n, +Pn, +... +0 nr, —=o.
il L I L
Im nt [412
Puisque les intégrales A,, 47, U7, u%, ..., un, ne Sont pas linéairement indépendantes, on pourra déterminer un système de m — 1 constantes 33 gs ce. Amy QUI ne seront pas toutes nulles, et telles que l’on ait iden-
tiquement
He. u" + AU Alma, A0, c’est-à-dire ACT PA PEN CRE + n, [PA + a, +... HOT +2,
ne AT he cime eo es Due Se sn lee se oue eo ep, [O2 + 09a, +... Ua, +2, ] MSG ARA EE 4 M RE de
ne, Laure pra Er sx l=;0,
Voilà une équation linéaire, homogène et à coefficients constants, qui existe entre les racines; cette équation ne saurait donc être distincte de X,
et l’on peut l'identifier avec — À,X par exemple, À, désignant une con-
Pa
stante. Identifiant, nous obtenons le système
À A ee ee in le 0 ÿa,+ 8, + a, +... HOPVA HA,= 0,
DA ie gi 0x + Der DES D AR si A O.
Ce système ne peut donner pour l’un quelconque des coefficients à de
valeur différente de zéro que si le déterminant
Il I il I 1 ô RM
D —° ==\0 n î Diet ger—1)2 |
mais nous avons déjà vu qu’un tel déterminant ne saurait être nul, et le théorème est démontré.
A1. Toute la discussion précédente peut se résumer dans la proposition qui suit :
THÉéoRÈME. — Soit Ÿ une équation différentielle linéaire a coefficients rationnels, d'ordre p, qui possède : 1° une intégrale rationnelle À, ; s° un système fondamental exclusivement formé de racines d’une équation algébrique trréductible dont le degré est un nombre premier m = p + 1; l’équation différentielle possède un système fondamental exclusivement
formé de m—1 racines m°"* de fonctions rationnelles de la variable, jointes à l'intégrale rationnelle À, .
Si l’on se reporte au théorème de M. Jordan, cité dans l'introduction du présent travail, on voit que l’équation auxiliaire X — o est, dans le cas que je considère, du premier degré, et que le degré de diverses équations binômes est toujours /n.
Il est d’ailleurs facile de vérifier qu'une équation différentielle linéaire qui admet un système fondamental d’intégrales, défini comme au théorème précédent, a bien tous ses coefficients rationnels.
On sait, en effet, qu’une équation différentielle linéaire d'ordre p qui admettrait un système fondamental formé par les p fonctions de x,
y: 9 Yo 9 CECI) Ÿp°
peut se mettre sous la forme d’un déterminant et s’écrire
dPy dry, dPY»
dx? dx " dxpP Y= ia), 2 mec dx! dx!
dy dy»
Or posons SP TR RE
Yi=AÀ,, VS = Um Pa = Us Vi = l— (2,3,...,m—1).
Il viendra, en différentiant (: — entier quelconque),
AL _. = 2 p(x),
g, désignant une fonction rationnelle. Substituant dans le déterminant les valeurs successives des diverses dérivées, et supprimant le facteur y,
commun à tous les éléments d’une colonne, nous obtenons un détermi-
nant dont tous les éléments sont rationnels. CONTE ND: Application. — Supposons m — 3 et prenons l'équation an + 3A,r + A,n+A,—o.
Les équations
NUM, Lan Ah, O0, — JA —=n,+n, +n,,
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nous fournissent, pour », par exemple, n = an, + bA,.
Substituons dans (1) cette valeur, il vient
ja | n°+ 3a?bA, | n° + 3ab*A° |: + b°A + 3a°A, + 6abA° + 3b*A° (2) — 0.
| PNA + bA, À, one
Identifions (2) avec (1), puisque (1) est irréductible par hypothèse, il
vient
JA bAT-EOG A = SN a 3ab* A+ GabA+aA,= AÀ,a", b°A°+ 3b*A+ DA A,+A,—= À,a*.
Je puis toujours supposer a7 0, car si a — 0, une racine serait ration-
nelle, ce qui est absurde; je divise donc par a etil vient, puisque A ,7o;
b+i—a, (3) (3b°+— 6b)A—(a—:)A,, (b°+ 3b*)A+DbA A, —A,(a — 1).
On ne peut avoir a —1, car alors b—o et il y aurait deux racines
égales. On ne peut avoir a — — 1, car alors b — — 2 et les trois racines seraient n,, — 1, — 2À,, — À,,ce quiest absurde. Supposons maintenart a— 10, lès équations (3),donnent sans peme A = At d’où
Hi SA no A y A A EC
l'équation ne serait plus irréductible.
Supposns donc a’ —1, la seconde des équations (3) fournit A, — 34°
et la troisième devient une identité : donc H prend la forme HS B An A ,—0,, (n-+ A,) + A, — A —0,
c’est-à-dire (n+u) +9 —=o, u et p désignant des fonctions rationnelles, et il vient pour les trois racines il 1 3 8
Î RU Ur 0, — 4 — j"98, (ne D
On voit que l'équation différentielle Y d'ordre p = 2 admet le Sys-
à S NUE . . . . 4 tème fondamental & et /v, qui a bien la forme indiquée.
DEUXIÈME PARTIE
TÜ—=RDS
12. Supposons maintenant que l’ordre p de l'équation différentielle Y soit inférieur de deux unités au degré 7 de l'équation algébrique, irréductible et à coefficients rationnels, H, dont 7 — 2 racines forment un sys-
tème fondamental de Y. Soient
Fa Î x = CAL mg an, eo ie En Mini — 0
et CE be me te Dale ei
les deux équations linéaires et homogènes, distinctes, à coefficients constants, qui existent entre les 7% racines de H.
Considérons le groupe T (5) de substitutions linéaires entre les deux variables X et Ÿ, qui est isomorphe au groupe G de l'équation H. Ce groupe l est un groupe d'ordre fini, contenu dans le groupe linéaire à
(t) L’ambiguïté entre les deux notations Y n’est pas possible.
deux variables ; done T appartiendra à l’ur des cinq types de groupes dont l'énumération a été faite par M. Jordan (tome 84 du Journal de Crelle,
page 111). Voici cette énumération :
Premier type. — Ses substitutions sont toutes de la forme
ete
a et b désignant des racines de l'unité.
Deuxième type. — W s'obtient en ajoutant aux substitutions précédentes
une substitution de la forme
| XY CARE ANUE
Troisième type (tétraédrique). — Il est dérivé de substitutions de la
forme
es OX CT MC PNA
jointes aux substitutions
Convenons d’abord des notations suivantes
N, désigne le système des 2, racines qui entrent dans X et Y, N, » 1, » ’ X seul}, Ni ) ñ, » Y seul.
En vertu du corollaire II du n° 6, on a Ni R , r—m.
Lemme 1. — S'il existe une substitution de la forme
SAR COX D Ye |
dans le groupe T (a étant une racine primitive a“, b une racine primitive £“*° de l'unité), le plus grand commun diviseur à des nombres « et £ ne peut être que l'unité.
Reprenons, en effet, les trois systèmes N,, N,, N, formés respectivement par »,, 2,, 2, racines ; je dis, en premier lieu, que la substitution S () ne saurait échanger entre elles deux racines, qui appartiennent à deux systèmes différents. Soit X’—aX et Y’—bY ce que deviennent X et Y par l'effet de la substitution S; supposons un instant que S fasse entrer une racine », du système N, dans le système N,. La
racine », figurera à la fois dans X’ et dans Y”; or cela est impossible,
(1) Voir Vota (3).
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puisque l'on a identiquement Y/— bY : », figurerait dans le premier membre de cette identité sans figurer dans le second, ce qui est absurde. On démontrerait de même que S ne saurait faire entrer une racine de N, dans le système N, ni dans le système N, ; donc S permute entre elles les
diverses racines d’un même système N,, N,ou N.. Puisqu’il en est ainsi, chacun des systèmes N,, N,, N, comprend un
nombre entier de cycles deS, et, en vertu du théorème IT du n° 7,
a divise 7, et A,, divise note . . . ° . ° \ Q ?
et à, qui divise «et B, divise aussi 2, + 7, »,, c'est-à-dire 7. Cela n’est
possible que s10 — 1 ou d — m. Dans ce dernier cas, 2,— n7,—=0,n,—= m, et la substitution S est circulaire entre les m racines. Si nous écartons cette
hypothèse, on voit que à est toujours égal à l'unité, et les nombres a et B
sont premiers entre eux.
Corollaire. — S'il existe dans le groupe T une substitution de la forme
RME Va na VE on a forcément À — 1.
Supposons, en effet, que À soit une racine primitive °° de l’unité; en vertu du lemme précédent, à divise m : done, si A n’est pas égal à l'unité, A —6, (8"— 1). Mais, dans ce dernier cas, la substitution est circulaire, et, en vertu de la remarque du théorème I du n° 7, il vient pour X et Y la
forme suivante
X = n, 5 001, 0 n Ep, Vin Unie On 1, OEM TER les équations X —o, Ÿ — 0 ne sont plus distinctes, ce qui est absurde. Ainsi donc À = 1.
Lemme II. — Sile groupe l contient une substitution T de la forme
T=|XY aY 8X|,
on a n,—=n,,:
Je dis en premier lieu que T déplace toutes les racines du système N,, par exemple, et les fait toutes entrer dans le système N,. Supposons, en effet, qu’il n'en soit point ainsi, et soit n, une racine de N, que T laisse immobile; appelons X’ et Y’ les transformées de X et de Y par la subsütution T; »; figurerait encore dans X’; or cela est absurde, car on a
LS
et n, figurerait dans le premier membre de cette identité, sans figurer dans le second. On démontrera de même que T déplace toutes les racines du système N,..
Supposons maintenant que la substitution T fasse entrer une lettre n, de N, dans le système N, ; », figurerait à la fois dans X’ et dans Y’; or cela est absurde, car on a identiquement
X'— aY,
et », figurerait dans le premier membre de cette identité sans figurer dans le second. On démontrera de même que T ne peut faire entrer une racine de N, dans le système N,.
En résumé, puisque T fait entrer toutes les x, racines de N, dans le système N,, et toutes les 7, racines de N, dans le système N,, on a forcément
et, par suite, + 21—= M:
14. Taéorëme. — Le groupe tétraédrique dérivé des substitutions HN VA AX= ae —|XY :X EAU (He EX VA EX Ê
Ne x)
LEA
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ne peut fournir aucun type d'équations algébriques irréductibles H de degré premier m.
En effet, il est aisé de voir tout d'abord que la substitution A est impossible, en vertu du lemme I du n° 15, puisque cet — : sont des racines primitives 4“*® de l’unité et que 4 ne divise pas #2, en vertu du corollaire
du même lemme a — 1.
En second lieu, la substitution B est impossible; en effet, son équa-
tion caractéristique (voir n° 4) est = K. on | == O, “ji 1 @ + I = O0.
Les deux racines £ et — £ sont des racines primitives 4° de l'unité ; soit donc X’ et Y” la forme canonique de la substitution B, on aura
EI Ch AC dE ii
et l’on démontrera que cette substitution est impossible, comme on vient de le faire pour la substitution A.
Le groupe se réduit donc à la seule substitution AC. Soit
| Se VY” a Na b" \7 |
la forme canonique de la substitution C ; le groupe se réduit au premier type de l’énumération de M. Jordan et n’est plus tétraédrique.
C40-FF- D
15. TuéorÈme. — Le groupe octaédrique dérivé des substitutions a, A AB CE De ren ar mt MT =)
ne peut fournir aucun type d’équation H.
En effet, on démontrera, comme dans le cas précédent, que a = 1, que
À et B sont impossibles. Je dis que, de plus, G est aussi impossible. En
effet, l'équation caractéristique de C ést
ep 1 =] | S _ à E D) 2 ; . 0 1 +2 1 + 2 | < 2 ? \ « c’est-à-dire ‘ K° TT K — | —=O.
Les deux racines sont — x et — «? (æ*— 1) et sont des racines primitives
65 de l'unité. Soit donc X” et Y” la forme canonique de C, il viendra Û ue | x! 4 ne D Ne = ce? 174 | ;
or, en vertu du lemme I du n° 15, une telle substitution est impossible, puisque 6 ne divise pas 7.
Donc le groupe se réduit à la seule substitution D, c’est-à-dire au pre-
mier des cinq types de M. Jordan.
16. THéorÈème. — Le groupe icosaédrique dérivé des substitutions
DEAN au av le
B=IXY .Y, x}
HV raie YrenllonNist), XX Eu Ge Y uX — AY
| (A+ mu +1—=o)
ne peut fournir aucun type d'équations H.
En vertu du lemme I du n° 15, la substitution E est impossible; en vertu du corollaire du même lemme a — 1; on démontrera, comme dans le n° 44, que la substitution B est impossible. Le groupe se réduit donc à la seule substitution E. Cette substitution E elle-même est impossible ;
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son équation caractéristique est, en effet,
À IN LL 7 — x — K
c’est-à-dire K'=}+u ——1, puisque A'+u io;
, DE . sa. . /4 4 les deux valeurs de K sont des racines 4°" de l’unité; si done X” et Y
sont la forme canonique de E, on à — | NUNT EST ne N7 F
ce qui est impossible (n° 13, lemme Î).
Après avoir ainsi écarté les trois derniers types de l’énumération de M. Jordan, je vais passer à la discussion des deux premiers, qui donnent chacun un type distinct d'équations H.
17. Je suppose que le groupe T se ramène au premier des cinq types de M. Jordan, c’est-a-dire qu’il ne contienne que des substitutions de la forme
beat are |
Je dis que dans ce cas X et Ÿ contiennent chacune toutes les » racines. En effet, reprenonsles notations N,,N,,N,,n,,n,,n, (n°15). Une quelconque des substitutions du groupe G permute entre elles diverses racines d’un même système (13, lemme [) et il n'existe pas de substitution capable d'échanger entre elles deux racines appartenant à deux systèmes différents N,, N,, N,. Donc, puisque le groupe G est transitif, il faut nécessairement que les systèmes N, et N, n'existent pas, d’où
On voit que nous sommes ramené à un cas qui est complètement identique au cas 2 — 1, traité dans la première Partie; l’on démontrera par des raisonnements identiques les propositions suivantes :
THÉORÈME I. — L’équation H est abélienne et résoluble algébriquement (n® 8 et 9), puisqu'elle a son groupe exclusivement formé par les puissances d'une seule substitution circulaire entre les m racines.
THéorbue IT. — ZL'équation différentielle linéaire Y admettra un système fondamental d'intégrales, formé d’une fonction rationnelle À, de x, et de m— 3 intégrales Vu, en désignant par u, une fonction rationnelle de la variable x.
Rien, en effet, n’est changé aux raisonnements faits plus haut (n° 10),
si ce n’est qu'il y a deux fonctions &, qui sont nulles.
18. Je vais actuellement rechercher la nature du groupe G de l’équauon H, quand son isomorphe F, défini de la façon qu’on sait, appartient au second des cinq types de l’énumération de M. Jordan. Dans ce cas T ne
contient que des substitutions de la forme DANCE jointes à une substitution DES ET px)
Lemme. — Chacune des équations X — o et Ÿ — o contient toutes les m racines.
Reprenons, en effet, les notations connues N,, N,,N,,n,,n,,n, (15). Les substitations telles que S permutent entre elles des racines d’un même système N,, N, ou N, (15, lemme I); la substitution T permute entre elles des racines du système N,, et fait entrer toutes les racines de N, dans le système N,, et réciproquement (15, lemme If). Aucune substitution du groupe G ne peut faire passer, par conséquent, une racine de N, dans N, ou N,, et réciproquement. Le groupe G est transitif : donc ou le système N, manque, ou bien les deux systèmes N, et N,. Mais on a (15, lemme Il) #,=n,— 7, n,+ 2y— 1m, et il est absurde de supposer
l'absence de N,, car, si 7, — 0, il reste
ce qui est impossible, Donc #,= n,—— 0, et le lemme est démontré. A. )
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Puisque X et YŸ contiennent chacune toutes les » racines, on démon trera sans aucune peine, et par des raisonnements identiques à ceux
du n° 8, que toutes les substitutions de la forme EN NEC NE
sont des puissances d’une seule substitution circulaire entre les 77 racines ; a et b sont des racines #"“" de l’unité, X et Y sont de la forme
X— EE Le On, ce fn, SR Em (UE ï), N: =— UP —- Bu, = y, + Ti: = gen y
On remarque qu'il n’existe pas de coefficients égaux dans X et dans Y. Passons maintenant à la discussion de la substitution T.
19. Zemme 1. — La substitution T? laisse à sa place chacune des m racines.
En effet, puisque A red HD DEV ERPAEe
Or «'b'= 1 (15, corollaire du lemme 1) : done T? ne déplace que les racines qui ont des coefficients égaux dans X et dans Y ; mais nous venons de voir que les coefficients de X sont tous inégaux ; il en est de même des coefficients de Y donc T° ne déplace aucune racine. COQ HD
Lemme 11. — Les coefficients a’ et b’ sont des racines n°" de l’unité. En effet, a’ et b’ sont des rapports de racines m°" de l'unité et & — &. Deplus ab 71, d'où =
LA
Cela posé, reprenons les 77 racines n,,n,, ...,m,, ..., PTE AE T remplace l'indice à par l'indice 7; cherchons à exprimer } en fonction
de 2,
20. THÉORÈME. — La substitution % est égale au produit S"'tdes deux
substitutions Set t, dont l’une
SE) 2 + mu | (mod m)
% est une substitution circulaire entre les w racines, et dont l'autre
t—|i —:| (modm)
ne déplace pas l'indice zéro, mais déplace tous les m —1 autres indices.
En effet, X et Y sont de la forme
Non Un RE... Eye on, M y, À + JE. rs me BP an, à X=...+n+..+ fn +..., Y=...+ Fn+.. + ne... ;
opérant la substitution
Part (modrx)
il vient X'—.. + Pa, +...
Y'—. À + fn +. rite D'ailleurs AY — ÿY —_ Vo + 6 ne Ce bDX — EX —.. By +.
Donc £ et} sont liés par la relation suivante obtenue en identifiant X’ avec a Y et Y’ avec D’X, | gt gPe, DER gui,
B] GI, aj +u==fit (modm).
Donc T peut se mettre sous l’une des deux formes
Ver ns (mod) ou (EEE + (modm),
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ce qui exige
eh, ne (mod7n).
D'ailleurs Tir mit es ) (mod m),
et, comme T° laisse chaque indice à sa place,
5 1 æa+—£=0 (modm), donc GE x, etl’ona T2 —i—° (modm).
Multipliant les deux termes de É par l’entier ’ tel que au =1 (modm),
il. vient LE) 56 ve, vase GC. QE D:
Exemple. — Prenons m=— 5, m— 3, « —2,il viendra alors Hi et T=|12 7-1, (mod).
Les équations X et Ÿ seront X—=n,+ n, + bn, + On, +6 n,, Y=n, + Pn, + On, +, +Pn,.
Effectuons la substitution | T=li —i4i|= (01) (3) (26), il vient X'=n, + 0n, + d'u, + On, + n, = Pin, + Pr, + bn, + dr, + Pn,) =PY —0VY, Y'=n,+ Pn, + ôn, + On, + Pn, — 9° (4, + Pr, + On, + Un, + Pr) = EX.
On voit, par conséquent, que le groupe (x est dérivé uniquement des deux substitutions
S—|i 1+1| (modm), substitution circulaire entre les m racines, et t—|1 —:1| (modm),
substitution qui déplace tous les indices, sauf l'indice zéro.
21. THéorkme. — Toutes les racines de l'équation algébrique H, dont le groupe est constitué comme nous venons de le voir, peuvent s'exprimer rationnellement en fonction des coefficients et de deux quelconques d’entre
ces racines.
En effet, adjoignons à l'équation deux quelconques des racines, », et n, par exemple; par l’adjonction de ces deux racines le groupe G se réduira à celles de ses substitutions qui ne déplacent ni n, ni n,; mais nous venons de voir que la substitution 1, qui laisse toutes les racines immobiles, est aussi la seule qui laisse immobile plus d'une racine. Ainsi, par l’adjonction de n, et de n,, le groupe G se réduit à la seule substitution 1 : donc les m— 2 racines #,, #1 +.» fm, S EXpriment rationnellement en fonction de »,, de n, et des coefficients de l'équation H.
Corollaire. — L’équation différentielle linéaire Y admettra un système fondamental dont toutes les intégrales seront des fonctions rationnelles de la variable et de deux quelconques d’entre ces intégrales.
En effet, l'équation différentielle linéaire admet un système fondamental exclusivement formé de racines de l'équation algébrique H.
09. Tnéorème. — l'équation algébrique irréductible H, de degré D z , premier m, dont le groupe est constitué de la facon que nous venons de
voir, est résoluble algébriquement.
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En effet, considérons les 7»: — 1 fonctions
| U,— [no + don, om dun, Ha. 2e pie GPA
D, — [ne 0T0n, + 0 %%g, RE Are Te, > Qu — 1e ( Z E, LR nee nee oier en
VA [n, —+- pp, + Din, + RE RU 71e AR UE re CR En CN ie RS re
et enfin
TS Lu, + bn, + Pa, +... + FR RAIRe
(@, —— Lu, on me D “y, A CRE NUE Re Per ENCTR TS 15
en posant m—i—=2(l+i1).
Deux de ces »m — 1 fonctions (4, et v, par exemple), toutes distinctes, se confondront avec X et Ÿ et seront, par conséquent, nulles; mais les 2/ autres 4,,U,,..., U, et 0,, 9,, .., v, seront différentes de zéro.
Prenons 4; et v,; la substitution S du groupe G ne les altère pas; la substitution £ les permute; toute fonction symétrique de w, et de y, sera invariable par toutes les substitutions du groupe G et s’exprimera rationnellement en fonction des coefficients de H, c’est-à-dire de la variable x.
. 9 [À L r Donc u, et v, seront racines d’une équation W,— o du second degré, dont tous les coefficients seront des fonctions rationnelles de x. Si je forme successivement les / équations auxiliaires du second degré
W — O, WE 0! D dns MP2==5; *
jen tirerai u,,U,, ..., U, 0,,9,, ..., v,; alors le système (1) me fournira
© Or
les tm équations linéaires entre les racines
a ri: 0) a Li Von û in; + ,.. 1e ge” te —— Vu,, — —(n-1)X Lure BI HN, . 0 FN AR nn pa à ne ; œ (n—1)@y ke (1°) fo + in, + a ny = Vu,, FRS û &y Male 1)æy, de Fa 0 ñn, sur > ra ni En Vs û (Mm—1)a nb 4, 1 9 VA NO, no on, 4 + no; ces 7 — 1 équations linéaires, jointes à He Le tee 41e
déterminent sans ambiguïté les m racines, car le déterminant D du système ne peut être nul (n° 9).
25. THéorkme. — L'équation différentielle linéaire Y admet un systeme fondamental, dont une intégrale est une fonction rationnelle À, de la variable x, et les m— 3 autres intégrales sont deux à deux de la forme
ND) me 10) (EN Vu, et Vo,
en désignant par u, et v, les deux racines d'une équation algébrique auxiliaire W,, du second degré et à coefficients rationnels en x.
. TT IL) en Ie ILES .
En effet, les fonctions À, ,Vau,, Vo,, ..., Vu,, Vo, sont évidemment des intégrales de Y; il suffit de démontrer que ce sont des intégrales linéairement indépendantes. Cela est aisé à voir, car on aurait, dans le cas contraire,
Qu== À3 Vu, + À, Ve, Te AU 1e Ana Vu, + TEA Vire An À ?
en désignant par À,, -.., À, des constantes, qui ne sont pas toutes nulles. Remplaçant dans cette équation A,, &,,v,,..., u,, v, par les valeurs qui leur correspondent dans le système (1) (n° 22), j'obtiens une équation linéaire, homogène, à coefficients constants entre les » racines de H. Cette
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équation doit pouvoir s'identifier avec
— À, X —AÀ,Ÿ,
en désignant par À, et À, deux constantes qui ne sont pas nulles toutes les
deux. La démonstration s'achève comme au n° 40.
24. Toute la discussion du cas » — 2 peut se résumer dans la proposition suivante : RUAN
Tuéorkme. — Soi YŸ une équation différentielle linéaire d'ordre p à coefficients rationnels en x, qui : 1° possède une intégrale rationnelle À, ; 2° admet un système fondamental exclusivement formé de racines d'une équation algébrique irréductible H, à coefficients rationnels en x, dont le degré est un nombre premier m—= p + 2;
1° /l'existe un système fondamental d'intégrales qui contient, outre l'intégrale rationnelle À,, m— 3 — p — 1 intégrales de la forme Vu, en désignant par u;une fonction rationnelle de la variable ; ou bien
2° Il existe un système fondamental qui contient, outre la fonction rationnelle À,,p — 1 = m —3 intégrales de la forme Vu;, en désignant par U,,U,..., Un 3, M—3 fonctions, qui sont deux à deux racines d’une
même équation du second degré à coefficients rationnels.
25. Il est aisé de vérifier qu'une équation différentielle linéaire, qui possède un système fondamental d’intégrales, défini comme au n° 24, a
tous ses coefficients rationnels.
S1, en effet, le système fondamental est celui du 1° (n° 24), le calcul ne diffère en rien de celui qui termine la première Partie (n° 44).
Si le système fondamental est celui du 2° (n° 24), voici la vérification :
on peut écrire
dPy 4 dP Je d? Via
dx? dx? dx? Dr
O5 SI
en posant
2 2 (1) 47 ke == U;, VAS == ps u; et p, étant les deux racines de l'équation
(2) W,= wi + L,w,+M,—o.
Différentiant les équations (1), on a (/ étant un entier quelconque)
d'y; du; EN AL (x, U;, To 1. + )
COTE ENE dy; .
dxt Ai VNEU Ly Vis 4 A " ?
différentiant (2) et remplaçant par leurs valeurs obtenues ainsi les
es ; du; d'u; dv; dv; dérivées successives sh —— y 9 9 7 s ON A LC FR MERTE di dy Vita (3) mn Ce cree UE
où ?, désigne une fonction rationnelle et / un entier quelconque.
Si je porte dans le déterminant les valeurs (3) des dérivées successives, j'obtiens, après la suppression de facteurs tels que y,, communs à tous les éléments d’une colonne, un déterminant, où chaque élément dans une colonne est une fonction rationnelle de w,, et l'élément correspondant de la colonne suivante est la même fonction rationnelle de +». Permutant les deux colonnes considérées, ce qui revient à permuter #, et v,, on change le signe du premier membre de l'équation différentielle Ÿ — 0 : donc tous les coefficients de cette équation sont des fonctions alternées de &; et
de »,, c’est-à-dire des fonctions de la forme B, = (u,—v,)o(u;, v,),
& désignant une fonction symétrique et rationnelle. Mais, en vertu de l’équation (2) et de la symétrie de la fonction , on peut faire disparaître de « A. 6
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, EUR , les quantités 4, et », pour faire entrer dans « les quantités rationnelles EL; et
M, coefficients de (2) W,= w? + L,;w,+M,= o.
Raisonnant sur w; et v, racines de
W, —— wi + LL 1 re M; — O, N
comme je viens de le faire sur 4, et v,, je ferai disparaître de ©, u; et v,, pour y faire entrer L; et M;. Procédant ainsi de proche en proche, j'exprimerai la fonction « rationnellement à l’aide de L,;, M;, L;, Lr, M;, M»,..., c’est-à-dire rationnellement à l’aide de la variable x. Si enfin
je supprime le facteur
(u;— v,)(uy—v;), ...,
commun à tous les coefficients de l'équation différentielle, ces coefficients se trouveront complètement expurgés d’irrationnelles, et la vérification se
trouvera faite.
Remarque. — Reprenons les 2/ fonctions He Use Pi Pape too,
du système (1) (n° 22); ces fonctions sont invariables par les mêmes substitutions du groupe G : donc elles s'expriment rationnellement à l’aide de l’une quelconque d’entre elles et de fonctions symétriques des racines (JorDan, l'raité des substitutions, p. 5o), c’est-à-dire rationnellement à l’aide de la variable x et de l’une quelconque d’entre ces fonctions w ou ». En nous reportant au théorème de M. Jordan, cité dans l’Introdueton, nous voyons que l'équation auxiliaire X — o de ce théorème est du second degré, tandis que les diverses équations binômes sont toutes du degré mn. |
Application au cas m—5. — Nous allons donner successivement un exemple des deux circonstances différentes qui peuvent se présenter.
Supposons d’abord que l’on ait, par exemple,
EX y, Hi, + bn, + Pin, + dr, —0,
Y =n +n +, + n, +Pn,—o (9 —:1), (1) bu —=n, + On, +0 n, + 0'n, + Fn,,
Do =, + bn, + On, + Pn, +08 n,,
BP — 1, + Ni DES 3 + PE) l'équation H étant
n° — 5Pn' AE ner, "+ An Re A," qu À, Eu
Le système (1) nous fournit aisément pour les valeurs des einq racines Moi lyn lan las Na *
10 40e EP,
A NE
n,—=0 u+60v+pP.
Nous n'avons rien spécifié jusqu’à présent sur la nature des quantités et #; nous allons vérifier directement que ces quantités sont des racines cinquièmes de fonctions rationnelles de x, que nous formerons.
Posons n — P — £; € satisfait à l'équation à coefficients rationnels
HER EAR Up op A ps
équation que nous formons sans peine, en remplaçant dans H, n par Ÿ + P. Il vient ensuite C,—= u+v, (PERTE ITE C,= Fu +08, Ca —— Eu —+- d'y,
CRE RTE
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Mais on a Développant ce produit, il vient finalement, tout caleul fait,
C5 + bus? C* — Go — (u +) =0; d'où, en identifiant les deux expressions de Z = 0,
Bi 0, 0h —0u, 8, — 00 VND ENT CEE
d’où UV NAMUVEE TS
en désignant par À et « des quantités rationnelles; on a donc
uv = 5, d'ou nd = : ° be De même, HONTE d’où 5 u° (WADE Cu A
La vérification se trouve donc faite par un procédé purement élémentaire.
Supposons maintenant que l’on ait
X=n, +0 n + Pr, + Pn, + 0n, = 0:
Y=n, + bn, +, + Pn, +0 n, —o.
Posons Ou=n, + nr, +'n, +0 n, +8, 5e =n, + 0°, +0 1, + 0'n, + 0n,, 5P=n, on, + + 1,
ECC CNE CHE LUE ED
c'est-à-dire, en développant, tout calcul fait, C5 — EuvE — Eu C— (n° +o)— 0.
Identifiant les deux formes de Z,ona
B,——5uw, Bo, B——5wv, B,—_(u +0).
Ces relations prouvent : 1° que & et » s'expriment rationnellement en fonction l’un de l’autre, puisque leur produit est rationnel ; 2° que u* et #” sont les deux racines de l’équation du second degré à coefficients ra-
tionnels
J'ai donc effectivement formé l’équation W à l’aide des coefficients de l'équation proposée H.
Â2 L. AUTONNE.
TROISIÈME PARTIE
25. L'énumération complète des groupes d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire à trois variables a été faite par M. Jordan à la page 92 du tome 84 du Journal de Crelle; un groupe primitivement omis (le huitième) a été construit et discuté dans le Mémoire présenté à l’Académie de
Naples (p. 21, 22 et 23). Voici cette énumération : Premier type. — Toutes les substitutions sont de la forme
RNA NX VLC Re
les coefficients y étant des racines de l’unité, et les coefficients «, B, «’, f tels, que les substitutions à deux variables
|XY aX+BY xX+SY|]
forment un groupe I” d’ordre fini. On obtiendra ainsi cinq sortes de groupes différents, suivant le type auquel appartient T”.
Deuxième type. — Le groupe est dérivé de substitutions de la forme D AN ZAR NV aE/ Et
jointes à la substitution
LENS SM RC
(les coefficients a, b, c, a’, b', c’ sont des racines de l'unité).
Troisième type. — Il s'obtient en adjoignant au groupe précédent une
substitution de la forme
DST AA TILX c'7
(où a”, b”, c” sont des racines de l’unité).
Quatrième type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-
tutions AN LL AXE AVES 70), D RAT NT Ve 2 de 1212, 0 "7/0 RER | X aX+(i1—a)Y +oa(1i—a)Z | C=)Y (1—-a)X+aY—2a(1 —a)Z |, Z X—Y+(1—2a)Z où F—=I, 1+a(r+r'—2)—o Nota. — Les formes ci-dessus de la substitution C et de l'équation qui définit & sont
différentes de celles qui se trouvent à la page 92 du tome 84 du Journal de Crelle. Cela tient à une faute d'impression, qui a défiguré le texte. La forme de C et l'équation qui définit & m'ont été communiquées par M. Jordan lui-même.
Cinquième type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-
tutions re XNA X ANAL}, DANNY Z EUX DNRAUEZIA BOX YZ ON Z ae ALES) SO Pied D à Le me à He NAT ICONE PE) Y ra(X+8Y+ Z)|, Z r'a(X+®Y+07) où l’on a
3 TU ET ED Pre ET CS RAGE ELA nr PET YL
= 1,7" — }" (p quelconque, mais entier), w — 0,1, 2.
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Sixième type. -- Le groupe est dérivé des substitutions à, À, B, sDE, où s— 1, À, À° ou à!, le reste défini comme au type précédent. Septième type. — Le groupe est dérivé des substitutions à, À, B, sDE,
tED, où t° — s° ou Às°, le reste défini comme au type précédent.
Huitième type. — Le groupe est dérivé de la combinaison des substi-
tutions
— AVS ONR "72; A | XYZ EX ANNEE | BÉSRR A NIANE, ASC E
IX aX+cY +02 cal y eX + bY + aZ |, Z bX +aY + cZ
où r'=—1,et a, b, c sont définis par le système linéaire
DIE D EE CE aT + br + cr — 0,
ar + br + cr? — 0.
26. Convenons d’abord des notations suivantes : soient X — 0, Y — o, Z = o les trois équations linéaires, homogènes, à coefficients constants,
qui existent entre les m racines de H; je désigne par
N, le système des », racines communes à X, Y et 7;
7e Ne D ia # X, \ ; De n,; » X, ZE N.. » LR » Nauz
De même, je désigne par
N, le système des x, racines qui figurent dans X seul,
N, » n, 5 ; D HE N » n
s ; » » Z seul;
(exe
on aura (6, corollaire I),
LUS UE n Sent le + TE=NTTL
Cela posé, Je vais établir trois lemmes, qui me permettront d'éliminer immédiatement tous les types de M. Jordan, excepté le premier, le second, le quatrième.
Lemme 1. — Si le groupe l contient une substitution S de la forme
D NN PO XMRO NT NEZ IE où
ieme
a est une racine primitive & de l'unité ;
ieme
ième
le plus grand commun diviseur à de x, & et y doit diviser #2, c’est-à-dire RO MN:
En effet, chacun des systèmes N,,N,,,N,,,N,,,N,,N,,N, contient un nombre entier de cycles de S et cette substitution permute entre elles des racines d'un même système.
Car, supposons qu'il n’en soit point ainsi, et que $ fasse entrer une racine », de N,, dans le système N, par exemple. Soient X”, Y’, Z’ ce que deviennent X, Y, Z par l'effet de la substitution $S, », figurerait dans X’,
Y”, Z/; mais on a identiquement ZL'= cZ,
et », figurerait dans le premier membre de cette identité, sans figurer dans le second, ce qui est absurde. On démontrera par un raisonnement tout pareil que chacun des sept systèmes N,,N,,, N,,, NSENTEN AN RCONR tient un nombre entier de cycles des.
Cela posé, en vertu du théorème IT du n° 7,
AIN A 72ins lis lt) B » PPS SU te LD OR PRICES A. 7
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et leur plus grand commun diviseur à divise
Rio Us ls En, ll et,
c'est-à-dire ». Donc à — 1 ou à — 1m» ; dans ce dernier cas, on a évidemment
No ==; = == =O, NN, — M.
S est une substitution circulaire entre les 72 racines.
Corollaire. — Si le groupe T contient une substitution S de la forme
S XYZ RAS ANS 72 ON A A1 - En effet, si AZ 1, À" — 1 en vertu du lemme précédent et la substitution S est une substitution circulaire entre les 72 racines. Mais, dans ce cas, on
a (7, théorème [”, Remarque),
TPS UNE en Y=n, + tn, +... + M Lun, +X nn, +... + Mn,
et les trois équations X — 0, Ÿ — 0, Z = o ne sont plus distinctes, ce qui est absurde.
Donc À = 1. CG 7Q-aF D:
Lemme 11. — Si le groupe T contient une substitution T de la forme =) NN AN LT cb |; on à Ho =; —=R,; =, nn, = Ii, y —=V.
Considérons d’abord le système N, par exemple; je dis que T déplace toutes les x, racines de N,; supposons, en effet, que T laisse immobile une : : Ed V2 :
racine #, de N;; soit X’, Y”, Z’ ce que deviennent X, Y et Z par l'effet de la substitution T; », figurerait encore dans X’, mais on a identi-
N2 ( IN = (L
et », figurerait dans le premier membre de cette identité sans figurer dans le second, ce qui est absurde.
Je dis, en second lieu, que T ne saurait faire entrer une racine », de N,, ni dans N,, ni dans aucun des trois systèmes N,,, N,,, N,.. Si, en eïfet, n, prend la place d’une racine de N,, »;, figurera dans X’, Y’et 7”, mais on
a identiquement
et l’on voit que l'hypothèse est absurde, puisque le premier membre de ces identités contiendrait », sans que le second la contienne. |
De même, aucune racine de N, ne peut entrer dans N,, ou N,, ou N,., et ce que je viens de dire de N, s'applique à N, et à N..
Les raisonnements sont identiques pour démontrer : 1° que T déplace de N
cines dans N,,N,,N,ouN,; 3° permute entre elles des racines de N,.
3; 2° ne fait entrer aucune de ces ra-
toutes les racines de N,,, deN,., En second lieu, je dis que toutes les 2, racines de N, entrent dans N,. En effet, si une racine », de N, entre dans le système N,, n, figurera dans Y”,
mais
TERESA
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< . . + On démontrera par un procédé identique que : 1° la substitution T fait
entrer
les »,, racines de N,, dans N,,; » 7L,, À Ne 2 NS D ee » ND NS
2° Que l’on a forcément CO EAN
La substitution T peut donc se mettre sous la forme symbolique sut-
vante :
T au (N,)(N,NN)IN NN).
Faisant usage de la même notation symbolique, il viendrait pour la sub-
stitutionS,
SN XYZ GX Ye CTI
l'ex pression
D — (NS UN TON PONS EN EN SENS FE NE
Remarque. — Raisonnant sur la substitution T”, LVL pe NE LE RC T7
comme on vient de le faire sur la substitution T, on démontrera par un pro: cédé identique que : 1° l’on a
et Mis — Moy;
2° "T’peut se mettre sous la forme symbolique T= (NN) IN)IN NN SN).
Lemime 111. — S'il existe une fonction linéaire et homogène U de X, Y
et Z, que toutes les substitutions du groupe r multiplient par des facteurs constants, le groupe G se réduira aux puissances d'une seule substitution
circulaire entre les m racines.
Je dis, en premier lieu, que U contient toutes les 2 racines ; supposons, en effet, qu'il n’en soit point ainsi : soit n, une racine qui figure dans U, n; une racine qui n'y figure pas. Le groupe G, étant transitif, contient au moins une substitution S, qui remplace », par »,; mais, en vertu de l’hypothèse, S transforme U en U'— KU; or U’contient r; et KU ne contient pas n,: donc l'identité
U'= KUÜ
est impossible, ce qui est contre l'hypothèse.
Puisque nous avons démontré que U contient toutes les racines, nous rentrons dans le cas traité précédemment dans la première Partie (8), etl’on démontrera par un raisonnement identique : 1° que le groupe G est formé par les puissances d’une seule substitution circulaire entre les m racines ; 2° que les facteurs, tels que K, sont ou bien égaux à l’unité, ou bien des racines 7%‘ de l'unité.
Le lemme est donc démontré.
27. THéorkme. — Le groupe T, dérivé de substitutions S de la forme
De DO PPT? Conf D) RL Jointes aux deux substitutions
ETAT SANTA DS PSY NE CEE PAR
ne peut fournir aucun type d'équations algébriques irréductibles H de degré premier m.
La démonstration de ce théorème repose sur deux lemmes, que je vais successivement établir.
Lemme 1. — Chacune des fonctions X, Ÿ, Z contient toutes les 7
racines.
En effet, faisant usage de la notation symbolique adoptée à la fin du
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lemme IT du n° 26, je vois que lon à
on voit donc que, si je répartis les sept systèmes de racines N,, N,,, N,.,
N,,, N,, N,, N, en trois groupes
(1) N,, (2) | N, 2 N° Ne (3) N,gnpNeme Nes
il n’existera pas dans le groupe G de substitution capable de faire passer une racine d’un quelconque des groupes (1), (2) ou (3) dans l’un quelconque des deux autres. Or le groupe G est transitif : donc l’un des trois groupes (1), (2) ou {3) subsiste seul et les deux autres doivent ne pas exister.
D'ailleurs, on a (26, lemme Il), puisque la substitution T entre dans le groupe |,
R' == M SE RER 7 et (6, corollaire IIT)
RM + iu+ Ir —=m.
Si donc Je suppose que le groupe (1), c'est-à-dire le système N,, disparaît, 1l faut supposer 2, — 0, et il reste
ce qui est absurde, puisque 7x est premier.
Donc ce sont les groupes (2) et (3) qui disparaissent ; le groupe (1) subsiste seul; par conséquent,
nn = N, — 1}
et le lemme est démontré.
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Lerñme Li: — Ona
72 / 7 Û 7 [42 = À , b rs C —= 1,
et, par conséquent, la substitution Ta la forme ie | NN ER MEN ES AP la substitution T étant RNA a Yan 7 CRE Pour démontrer ce lemme, considérons la substitution RENTE DEN NZ, h
puisque Z contient toutes les » racines (lemme I), on a «”—1 ou bien
Ua
04, corollaire).
= 1 ou c’— 8, en désignant, suivant l'habitude,
Supposons d’abord c
par Ÿ une racine »*°”* de l’unité; dans ce cas, T” est une substitution cir-
culaire entre les 77 racines
ou encore T=]|3 1+1| (modm).
Cela posé, soient =. La; 4, 1. :., Y —. ° mn +. . -:
aucun des rm coefficients « ou des m coefficients 8 ne sera nul. Si je désigne par X’/et Y’ ce que deviennent X et Y par l’effet de la substitution T”, il
viendra
Ne
| + + nn = + | aù È = E
D'ailleurs, EN [/4 læ) CRT De CO d'Or bhoue.s
L'OCÉAN PCT EU AC ECO TRE
de.
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Mais on a identiquement 7/ 7 PU Ne \, NI =D Doncil vient (2— 0,1,2,...,m--1), en identifiant,
24 (/4 X; nn 0 CE 1 B: es b C7 ?
et de même
[/4 4 CNE Be) eS = b iso
c’est-à-dire WI" WI" a la, Bab,
WT d’où, en posant a” bu —1,
DE
+2 UG;, fee — U&;.
Il vient pour X et Ÿ la forme suivante :
m +1 m +3 M — 3 2 2 ! 2 X=n1,+u HSEUNE ET HE au Mio m +1 UE
Y—=n+u nn, +un, +... +u n,,
et les deux équations X — 0, Ÿ —o ne seraient plus distinctes, ce qui est absurde.
Il faut donc supposer forcément «”— 1. Mais alors reprenons la substi-
tution
rpr/2 = | XYZ a’ DIN 7. DIN 7 | :
puisque X et Ÿ contiennent chacune toutes les m racines, on a /Æ N/A ab 1. ous 20 = VAT)
(n° 6, lemme I et n° 7).
Si &’b"— 6", il vient pour X et Y la forme
X =, Se On, Ee 6 tn, + ,.. —- gum,
Ve no 0 Tr, + fn, . sn, Go
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES, 53 les deux équations X — o et Ÿ — o ne seraient encore pas distinctes, ce qui est absurde.
Donc
a”b"— 1 DO GLS / et T” est de la forme
ANS PARLES RE
comme je viens de le faire sur ‘L”, j'obtiens
f [/4 W/ / DOUTE LICE,
c’est-à-dire «”’ — «’ encore, puisque a'b'e’— 1. En résumé, on a bien l I Be | : (TEEN 8 À ; Die et le lemme est démontré
Remarque. — Considérons la fonction
Xe a Ve ab.
: T transforme Ù en
AN dUle EG UCAX, c’est-à-dire en U, puisque a’b'e"= 1. La substitution T”’ transforme U en HONNEUR DEL
c’est-à-dire encore en U. Cette remarque nous sera fort utile pour la démonstration du théorème.
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Après avoir établi les deux lemmes dont nous avons besoin, reprenons les substitutions S— | XYZ, aX OXNCPA où chacun des coefficients @, b, c est 1 ou une racine primitive À de l’unité. Supposons d’abord qu'aucun des trois coefficients à, b, c n’est 1, ét
posons RE 6”, b ee BP, (= CAM ( 9" = Dh
Il viendra pour les fonctions X, Y, Z les formes suivantes (8) :
-(h—1)X dl
Y — Us ÿ Bu Hi D RPEQNE
IA
et - | 2h PEL LEUR EE UNE non :
on voit que dans X, dans Ÿ et dans Z les coefficients des racines sont tous inégaux.
Cela posé, reprenons la substitution T'=) XYZ a'Y ZX VAE
suivant une remarque déjà faite dans la démonstration du lemme IL, TV”, qui multiplie Z par 1, ne déplace que les racines affectées dans Z de coefficients égaux ; mais nous venons de voir que les coefficients des racines dans Z sont tous inégaux ; donc T” se réduit à la substitution 1 et laisse toutes les racines immobiles, ce qui est absurde.
S1 maintenant je suppose y —0, «—1, la substitution S est encore cir-
culaire et il me viendra pour Z À L=n,—+ n, SERRE Sale
ce qui est absurde, puisque la somme des racines de l'équation algébrique H n’est pas nulle.
Il faut donc supposer simultanément & = $ — y — 0 et a — b —c—1.
Mais, dans ce dernier cas, reprenons la fonction
ÙU = X ee a Y —+- A DZ
n LA
FT, TetS multiplient U par 1 : donc (26, lemme 111)
Ü RU Si à Ur D 00 + CP on 2
ce qui est impossible.
En admettant done dans le groupe l l'existence simultanée des substitutions T et T’, on arrive dans tous les cas à des absurdités : par suite, T et T’sont incompatibles. Si je supprime T du groupe T,, je retombe sur le premier type de M. Jordan; supprimant, au contraire, 1”, je ramène l' au second type.
Le théorème est donc démontré.
28. THéonème. — Le groupe TV (cinquieme type), dérivé des substitutions
AREA ANAX AY AZ |, OV CT) ET A) D XT ZE UT 1 Ne ADO RO ARE NES ERA RE FAR IX ra(X + Y +07)
MN r aix OX 2), L r'a(X+8Y +62) où l’on a no 0 a — |
n— 1,7 — 3) (6 entier quelconque, u = 0, 1, 2), ne peut fournir aucun type d'équation algébrique trréductible de degré premier m.
En premier lieu, on à (26, lemme T, corollaire) À—=1,- d'où p—0, 7 —=I.
En second lieu, la substitution r D est impossible; en effet, si T con-
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tient la substitution DEN TR RE T contiendra également la substitution AD XYZ TT EEE TE 71 c’est-à-dire, puisque r°=—1, j—#0, 8 —1, (TD) = XYZ URI N ET 7
Or cela est contraire au corollaire du lemme I du n° 26 : donc la substitution r D est impossible.
Le groupe T se réduit, par conséquent, aux substitutions À, B et r°E;
mais Je vais démontrer que les substitutions À et B sont incompatibles. Si B existe dans le groupe F, on a (26, lemme IT)
=, —=nN,—=, jo =; = oz =), TEE Su + S1—mMm;
mais si À existe, comme # est une racine cubique de l’unité, 3 divise n,, ñ,,, C'est-à-dire » et »,, c’est-à-dire w (26, lemme I) : donc 3 divise n+3u+3v ou Mn,
ce qui est absurde.
Je ne puis donc, pour former le groupe T, combiner r°E qu’à la substitution À seule, ou à la substitution B seule. Cela posé, je vais démontrer le
lemme suivant :
Lemme. — On a entre les substitutions A, B, E les relations AP EB PER A EEE Cela est aisé à vérifier, car
X a(X+ 8Y +7) AE )VY a(X +6Y +067), Z a(X+ Y +07)
AE — EB, BE — EA°B*, C0 CD
Cela posé : 1° combinons 7°E avec A ; le groupe T contiendra la substitution
c’est-à-dire B, ce qui est impossible ; 2° combinons r*Eavec B : le grouper contiendra la stbstitution
c’est-à-dire A*, ce qui est impossible.
En résumé, le groupe T se réduit, dans tous les cas, à une seule des trois substitutions À, Bet r°E. Soit
| DR EU a X, bi, (Q Z, |
la forme canonique de cette substitution; je retombe sur le premier des huit types de M. Jordan, et le théorème est démontré.
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29. Tuéorèue. — Le groupeT (sixième type), dérivé des substitutions x, À, B, sDE (où s'—i, À, À°, À’, le reste défini comme au type précédent), ne peut fournir aucun type d'équation algébrique irréductible de degré prenuer m.
On démontrera, comme au cas précédent : 1° que A—1, d'ou s'—1; 2° que les substitutions À et B sont incompatibles. Cela posé, considérons la substitution DE, qui sera de la forme X a(X+Ü®Y—+087) DE=|Y a(X+ Ÿ + 2) Z a(X+ 0Y +87)
Je dis qu’on a les relations
ADE == DEB, BDE —49DEA
En effet, X a(X+ Ÿ +2) ADE=)Y a(X—+ 4Y + 82) |, Z aj(X+FY-+02)
et X a(X+ Y +2) DEB=|Y aj(X + 8Y +62) |.
Z a{(X+FPY +087) Pareillement X aj(0X +—Y +897) BDE= Y q(X +Y+2Z) |, Z aj(FX + Y +07) (A
X ajO(X +8 Y +87) ODEA* =) Y a(X+ Y +7) L KEY ER 2)
Par conséquent : 1° si nous combinons sDE avec A, le groupe l contiendra la substitution GCDEMASDE)=— BR,
ce qui est impossible, puisque À et B sont incompatibles ; 2° si nous com binons sDE avec B, le groupe L'contiendra la substitution (sDE) 'B(sDE) — 4A?, ce qui est encore impossible.
En résume, le groupe T se réduit à l’une des trois substitutions AMCb'= "DR et le raisonnement s'achève comme dans le cas précédent. 90. THÉorÈuE. — Le groupe (septièmetype), dérivé des substitutions AN SD CDN ED 9 9 / ° ar 14 (out — s°" ou ns°, le reste défini comme au type précédent), ne peut fournir aucun type d'équations algébriques irréductibles Hde degré premier m.
On verra, comme dans le cas précédent, que A— 1; d’oùut'— s' — 1. Je dis ensuite que la substitution {ED est impossible. Si cela est, le groupe T se ramène au type qui vient d’être traité.
Pour démontrer que la substitution {ED ne peut exister dans T, je considère cette substitution
X aj(X + Ÿ +062) DER Gr X Y + ŒZ)}; L aj(X+®Y +87)
l'équation caractéristique en K (4) relative à ED est, en posant NUL Ke 1 — K° i CET à
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c’est-à-dire (K/—+ 0 1)(K°? —38) =0:
Les trois valeurs de K, savoir K,, K,, K,, satisfont done aux relations
Rae Ricoh RE Bi
Élevant au cube, :l vient
RÉCIT EAST ET Due RL as 27 0? 2702 Rs 7 = RAR 24° AE Û g(i—202+6) 27.02 2 Fi
et pareillement
Donc OT A CT aucun des exposants & et 8 n'étant nul. On voit que K, est une racine cubique, K, et K, des racines sixièmes de l'unité. Cela posé, considérons la forme canonique de la substitution tED, LED RAR RE Er RON RE 7 RE La substitution (6ED)' — (ED)', puisque t‘ = 1, et sera de la forme CEDIÉE= NN ZTMIS NOIRE RME ZE or, d’après ce que nous venons de dire, K°, K; et K; sont des racines
cubiques de l'unité : donc (26, lemme 1) 3 diviserait »#, ce qui est absurde.
Le groupe T est ainsi ramené au cas traité précédemment (29), et le raisonnement s'achève comme plus haut.
51. Taéorkme. — Le groupeT (huitième type), dérivé des substitutions NAN ZE RNA EE T7 RE A NN 0e NN TZ BEN PETZ X A:
X aX+cY+uZ
CEE ND NE 70
Lib NN RC,
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES. Gt ne peut fournir aucun type d'équations algébriques irréductibles H de
degré premier m.
On a d’ailleurs r' = 1; les coefficients a, b et c sont définis par le système linéaire
DNS Ci Tr.
QT + br -cTr'—0o, Ar tb Tr cr —=0.
La substitution À est impossible (26, lemme 1), puisque 7 ne divise pas 7». (J’examinerai tout à l'heure le cas » — 7.) T' se réduit, par conséquent, aux deux substitutions B et C. Or considérons la fonction U
B multiplie U par 1 et C multiplie U par — 1.
Puisque toutes les substitutions du groupe T multiplient U par des constantes, on retombe sur un cas précédemment traité (26, lemme IIT). Les constantes par lesquelles les substitutions de T multiplient U ne peuvent être égales qu’à l’unité ou à des racines »#°"% de l'unité. Mais C multiplie U par la constante — 1 : donc la substitution C est impossible, puisque — 1 est une racine carrée de l’unité.
Le groupe T se réduit, par suite à la seule substitution B; si l’on ramène B à sa forme canonique, on retombe sur le premier des huit types énumérés par M. Jordan, ce qui est contre l'hypothèse.
Le théorème se trouve donc démontré.
32. Pour achever la discussion du huitième type de M. Jordan, il nous faut supposer 1 — 7, et dans ce cas la substitution A est possible.
Je dis que les substitutions A, Bet C existent nécessairement toutes les trois dans le groupe T. En effet, je ne puis supprimer À sans rentrer dans le cas que je viens de traiter; je ne puis supprimer C sans rentrer dans le second des huit types de M. Jordan. [Il me suffira de démontrer qu’il est impossible de supprimer B du grouper.
On sait (Mémoires couronnés par l’Académie de Naples, t. LX, p. 23) À, d
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que l'on a
CA?C — A'CB'AF
où p, 4, æ désignent des entiers convenablement choisis entre ï et 7, v un entier convenablement choisi entre 1 et 3.
Si donc le groupe T contient les substitutions À et C, il contiendra la substitution (AFC ES CGASCEARS c’est-à-dire B’.
Donc A, B et C coexistent nécessairement dans T..
Cela posé, la substitution A permute circulairement les six indices
DM 30 4 080 etl'ona
A—=}|i i+1] (mod7).
Il vient, par conséquent, pour X, Y et Z la forme
= :$o ES: er Re F4 X= n+T a + Un ET ns HT in, LT Sn + Tr n,, ee —2 — 6 = LE _ Y—=bn, Een, + an, +7 ‘nr nu, Er fn, Er Un),
AS = =“) = D = > Len, Erin, Er Un ET NET MR ne
Pour que la substitution B soit possible, il faut que les coefficients des ra-
cines soient les mêmes à l’ordre près dans X, dans Y et dans Z; cela exige que l’on ait
8 , De Ge CT.
Bet y désignant des entiers convenablement choisis entre zéro et 6. Cela posé, formons la fonction U
Dre 7
Il faut, pour que C puisse multiplier U par — 1 (7, théorème IT), que U contienne un nombre pair de racines : done les coefficients d’au moins une racine doivent se réduire quand on fait la somme X + V -+ Z ; soient +‘, r’,
r' ces coefficients, on aurait FE TP = Tr —= O, mais cela est impossible, car l'équation
Eng % 3
DH + ++ +r+i—o,
à laquelle satisfait +, est irréductible.
La substitution C ne peut donc pas exister dans F, lorsque #— 7, et F se réduit au second des huit types de M. Jordan.
IT
53. Nous allons maintenant passer à la discussion du quatrième type de l'énumération de M. Jordan. Le groupe TL résulte de la combinaison des
substitutions
MEN AREAS AY AZ |, AV ZT re AZ |, DV NS Xe 7 et X aX+{(i—a)Y+oali— a)Z DIR NEA NP ET Z X—YŸ +{(1—2a)Z
FI, 1Ha(r+T' —92)—0o.
Un pareil groupe a résisté à toutes mes tentatives; il est, en effet, aisé de voir qu'aucune de ses substitutions ne tombe sous le coup de l’un des trois lemmes du n° 26. Je me bornerai à démontrer la proposition sui-
vante :
Tuéorème. — Le groupe T dérivé des substitutions À, B,G (a =— forcément, en vertu du corollaire du lemme T du n° 26) ne peut fournir aucun type d'équation algébrique irréductible H, dont le degré m sou un
. Ê FC \ nombre premier niférieur & 20. ;
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La démonstration de ce théorème repose sur deux lemmes que je vais
successivement démontrer.
Lemme I. — Ona
nñ = os = = No — O
et, par suite,
ol += M:
Pour démontrer ce lemme, je remarque queles substitutions À et B peuvent
se mettre sous une forme symbolique (26, lemme IT), qui est
et B= (N,)(N,) EN) (NN) (Ni No).
Cela posé, il est aisé de voir que C multiplie par 1 la fonction = RENE
C permute donc les racines qui figurent dans U entre elles, et les racines qui ne figurent pas dans U entre elles. Or les », racines du système N, ne figurent pas dans U, tandis que les », racines de N,, les 7, racines de N,, les 7,, racines de N,,, les n,, racines de N,, figurent dans U: en effet, ces diverses racines ont un coefficient nul dans l’une des deux fonctions X et Ÿ et ne peuvent disparaître dans la somme X + Y — U,
Ce que nous venons de dire de la substitution C, joint à ce que nous savons déjà des substitutions À et B, nous permet de voir qu'aucune subsutution du groupe C ne peut faire prendre à une racine », de N, la place de l’une quelconque des racines de N,, ou N,, ou N,,, ou N,.. Mais le groupe G est transitif : donc l’un des deux systèmes
(1) ee (2) N,+N+N,+N,.
n'existe pas. Îl est absurde de supposer que le système (1) est absent, car
alors », serait nul. Or, puisque la substitution A existe, en vertu du
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES. 65 lemme I du n° 26, 5 divise », n
mais, Si 2,=— O, DIU SET EN, en, IN,
et 5 diviserait mn.
C'est donc le système (2) qui manque : donc
y 0 C0 NT. 0D:
PL
Remarque. — Pour qu'une racine #, de N, puisse entrer dans le système N,, il faut évidemment qu’il y ait au moins une racine de N, qui disparaisse dans la somme UÜ = X + Y. Comme le groupe C est transitif, il existera dans N, au moins une racine affectée, dans X et dans Ÿ, de coefficients égaux et de signe contraire.
Ce qui vient d’être dit du système N, s'applique évidemment de même
au système N,..
Lemme IT. — On a toujours l'inégalité 6n, < m.
En effet, puisque la substitution À existe, en vertu de la remarque du
théorème I du n° 7, X et Y sont de la forme
X— an +T un, +T nn +T nn, + "n,) + a fn, He tn + HT ns) + + CAC Re NE PE EE
Aa pe, en + ne RO he
et de même, changeant ren r "et «en f,
nn terne) 35 Êa PE DE Ts —1)+ 1 ie ut :
où Dk—n+n,—=mMm—n,.
En vertu de la remarque du lemme précédent, on doit avoir, en faisant la somme U — X — Ÿ, des réductions entre les coefficients. Je dis qu'il
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ne saurait y avoir plus d’une réduction par groupe de cinq lettres, tel que
Nssra MC ES EL nn)
CA CPE mi
et Bins: + Ts i+s eue T. Mir)
Supposons, en effet, qu'il y ait deux réductions, c'est-à-dire à la fois deux équations DR AT 0 (EL
me B;T — 0.
Il faut donc qu’on ait «lors
c’est-à-dire
cette dernière égalité est absurde, quel que soit le signe que l’on adopte. Donc il ne peut y avoir plus d’une réduction par cinq racines, c’est-à-dire plus de Æ réductions en tout entre les 5k = n,+ n,, —m — n, racines de N,etdeN,..
Cela posé, je suppose qu'on ait », > À (on ne peut supposer », —k, car alors 5n,—m—n,, 6n,—m, ce qui est absurde), c’est-à-dire n,—=k + p.
La substitution C ne pourra faire entrer, par conséquent, dans les SyStèmes N,et N,,, que k au plus des n,— k# + ph racines du système N.. Considérons maintenant la transformée X” de X par C, on a identiquement
X'=aX+{i—a)Y +aa(i —a)Z.
Dans le second membre de cette identité figurent les 7, — k + p racines
de N, ; dans le premier membre il ne figure au plus que # des », racines
de N,. L'identité est donc impossible tant que p=> 0; on a, par conséquent, forcément l'inégalité Ts SC RR:
et, comme # — ee »
On, <C'IR CAO AD:
Nous allons discuter degré par dégré la possibilité de l'existence de l'équation algébrique H. Je remarque tout d’abord qu'aucune des trois substitutions À, B et C ne peut manquer dans le groupe, puisque chacune d’entre elles peut dériver de la combinaison des deux autres (voir le Mémoire de M. Jordan).
Ainsi donc, puisque B figure forcément dans le groupe, les coefficients des racines sont les mêmes à l’ordre près dans X et dans Y. En second lieu,
puisque À multiplie X par r et Y par + '(r° — 1), et puisque B multiplie Z
par — 1, racine carrée de l’unité, on a (26, lemme Î) :
les nombres n, et #,, divisibles par 5,
» TS CA » De
Donc », est un multiple de 10, nr, un nombre pair, »,, un maltiple impair de 5.
Cela posé, je vais discuter une à une les diverses hypothèses m — 5, 7, PRO T7, 19:
1° m—5. Dans ce cas n, — 2 au moins, mais alors n, —n,, — 0. Le
groupe est donc impossible.
7,0 ausmoms. N,—0, 7,50. Mais6.2"7doncié groupe est impossible.
3 m—11. n,—2 au moins, et comme 6.2 > 11, le groupe est encore impossible.
4° m—13. La seule hypothèse possible pour 2, est n, —2, car si n, >=, 6n, >.m. Or, 13 —2—11, qui n’est pas un multiple de 5. Donc, le groupe T ne peut exister.
5° m—17. La seule hypothèse possible pour n, est 7, — 2. Je ne puis d’ailleurs supposer nr, — 0, car alors l'équation Z — o serait de la
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forme ah +an = O, c’est-à-dire == On,
en désignant par Ÿ une constante, ce qui est contre l'hypothèse. Il faut donc supposer que 7, — 10 et n,, — 5. Considérons maintenant les cinq
racines #4, M3 os 31, de N,,; X et Ÿ sont de la forme
X=n,+r nr on HT Un, +7 Un, +...
et
Y Bin timer on, Erin, Erin, ) RUN
Il faut, pour que la substitution B existe, que les coefficients de ces cinq
lettres de N,, soient les mêmes à l’ordre près dans X et dans Y; donc 12 )
Br. Mais, avec cette hypothèse, aucune réduction entre les coefficients
des cinq racines n’est possible dans la somme U = X + Y, car on au-
rait TH — Oo,
ce qui est absurde. Le groupe l'est donc impossible quand le degré Mm—= 17.
6° m— 19. Comme », — 4, au moins, et qu’alors 6n, > m, le grouper est impossible.
On voit, par conséquent, que si le degré de l’équation irrédactible H
est l’un des nombres premiers inférieurs à 20, DNA TON AL
le groupe T dérivé des substitutions À, B, C ne saurait exister. Le théorème est donc démontré.
On voit que la discussion précédente ne laisse subsister, parmi les huit types de M. Jordan, que le premier et le second. Chacun de ces types fournit une classe spéciale d'équations H.
LIT
54. THéorkme. — Si le groupe TV appartient au premier type de \ . . ’ e , .
M. Jordan, c’est-a-dire s'il est formé exclusivement de substitutions de la forme S—| XYZ caX+BY aX+6Y yZ|,
le groupe G est formé exclusivement par les puissances d’une seule sub-
stitution circulaire entre les m racines.
En effet, puisque toutes les substitutions de T multiplient Z par des constantes, on retombe sur le lemme III (26), et le théorème est démontré.
Corollaire 1. — 1'équation H est abélienne et résoluble algébriquement (9, théorèmes I et IT).
Corollaire 11. — L’équation différentielle linéaire Y admet un système fondamental d’intégrales formé de la fonction rationnelle À, de x et de m — 4 fonctions de la forme Ÿ4,, où w, désigne une fonction rationnelle de + (10 et 11).
55. Je vais actuellement rechercher la nature du groupe G de l’équation H, lorsque T appartient au second type de M. Jordan, c'est-à-dire lorsque T résulte de la combinaison des substitutions
S—|XYZ aX 6Y cZ|
et Lea but Zi eo X Lemme. — X, YŸ et Z contiennent chacune toutes les m#racines.
En effet (26, lemmes I et I), les substitutions S et T peuvent se mettre
sous la forme symbolique
S — CN EN N EN SON NE UNS) t | DAC NN NS NAN SNL:
TO L, AUTONNE:
On voit que, si l’on considère les trois groupes de systèmes de racines
(1) Ne (2) Ne se N%, (3) N'RRON SON
aucune substitution de G ne peut faire passer une racine quelconque », de (1), par exemple, ni dans (2), ni dans (3). Donc deux de ces groupes de systèmes manquent, puisque le groupe G est transitif.
Mais on a (26, lemme I)
SEE Loti UN:
Done, si l’on suppose que N, manque, ce qui revient à faire 7, = 0, il viendrait (Ur) = 7h, résultat absurde. Donc
bi 0 ROSE TT: Eos ED:
Lemme 11. — Le faisceau des substitutions si NÉ CON DT CT |
est formé par les puissances d'une seule substitution circulaire entre les m racines.
En.effet, puisque X, Ÿ et Z contiennent chacune toutes les »2 racines, les coefficients a, b, c sont égaux à l’unité, ou sont des racines m°"® de l'unité. |
Supposons d’abord a = b = c — 1, alorsle groupe T se réduit à la seule substitution T; soit X,, Y,, Z, la forme canonique de la substitution T,, toutes les substitutions de G multiplieraient X,, Y,,Z, par des constantes et
on retomberait sur le cas traité plus haut (34), ce qui est contre l’hypo-
thèse.
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES. ol
Supposons l’un des coefficients, & par exemple, différent de l'unité, alors a —#9 *(8"— 1), la substitution $ est circulaire entre les 2 racines, et le lemme est démontré (8). D'ailleurs b et c ne peuvent être égaux à
? L la . .
l'unité, car, si b — 1, par exemple, on aurait
Y = 9 '(n, a ï, et ",»- + résultat inadmissible; par conséquent,
D 0 en T)
et ue % (m—1)0 X =", + On, +. e6 1e Fe ET () (n—1 Mn Up cent gun FA EE Y (R—A)Y =, + En, +... +08 LES Remarque. — On voit qu'il n'existe pas de coefficients égaux ni dans X,
ni dans Ÿ, ni dans Z.
Ces préliminaires vont nous permettre d'aborder l'étude de la substitution T.
56. Lemme 1. — La substitution T° ne déplace aucune des mn racines.
En effet, puisque
MO Er LT A ON on a
DEN TNT NUE ORNE
mais a’ b'ce'—1 (26, corollaire du lemme TI) : donc T° ne déplace que les racines affectées de coefficients égaux ; mais tous les coefficients de X, Y et Z sont inégaux, suivant la remarque ci-dessus : donc T° laisse chaque
racine à sa place, et le lemme est démontré.
Lemume 11. — Les coefficients a’, D’ et c’ sont des racines 4% de l'unité.
En effet, pour que la substitution T soit possible, il faut que les coeficients soient les mêmes à l’ordre près, dans X, Y et Z, et le lemme devient
évident.
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, < . . , s — Pos 3 Taéonkme. — La substitution TV est égale au produit S "1 de deux
substitutions, dont l’une S est de la forme S—|: 1+1| (mod”), c'est-à-dire circulaire entre les m racines, et l’autre t est de la forme NT A RON")
ct ne déplace pas l'indice o, en permutant entre eux les m—1 autres in-
dices. D'ailleurs, on a a= 6"; 1, (mod) a =, "arr mod?)
En effet, on a (voir plus haut)
L-- œ (n—1)# Xe 0, D AE m
V2 PRE 2 D Lip, En Re
TNA
puisque a’, b’, c’ sont des racines #°"% de l'unité (lemme IT), on peut
poser is O0 D = NC TR
Cela posé, désignons par 7 l'indice que T met à la place de 5, Lee neimedr
et cherchons à déterminer 7 en fonction de .
11 vient, comme on sait, pour X, Y, Z, la forme
X—... bn +... + On +..., Y=...+ fn, +. + n +...
Z le + Qu, +. re
Faisant maintenant la substitution T, il vient X'=...+ in +...,
à + BF, + TELE
TR EN
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES. hé,
D'autre part,
AN CU Y = RON y, SU ET D'Z es gÿ'Z = 0 + O0 En, + mis EX x ES 4 + On, + Te
identifiant X’ avec a Y, Y’avec D'Z, Z' avec c’X, il vient ai ___ fBjra Be Avi+B i__ foy+Y'.
û — ge, Dh gY — 49".
d'ou les relations linéaires suivantes entre £'et j :
ai=$6 } x
Bi=yj+f8 } (modm), Yi=x] +Y |
et, par suite, on peut mettre T sous l’une des trois formes
1h er e (6.4 CE RE 4 1 y M (mod).
Dis Or ces trois formes doivent indiquer la même substitution ; donc il vient CY 4 21 A in? (modm), AE (mod m).
CRE ot 6 ; ot
Ce n’est pas tout : puisque T laisse chaque racine à sa place et que 4h:
a l’une des trois formes suivantes :
/ Die (0? + af + 6?) T° — A Pipe > 9 63 CE ml; PE, FE+Bye) n % 7 D
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il faut évidemment que l’on ait
73 23 AE “A me LE (mod), (53 ÿ* CA
d'a +as + p)=fFf hey ty )=r (ce) 0)
Par conséquent, il faut avoir
S =, 5 ee) / === 7
nt”
(mod),
en désignant par l'une racine primitive de la congruence binôme F—=1 (mod).
Cette congruence n’admettra des racines réelles différentes de l'unité que lorsque » — 1 sera divisible par 3. Il faut done que le degré 77 de l’équation algébrique irréductible H soit un nombre premier de la forme GX +1.
Supposons cette condition remplie, il viendra
B—=lx, y—=lax (modm)
et, par suite,
B=lx, y—=lPx« (modm).
Donc la substitution T pourra se représenter par la notation
c’est-à-dire
/ et, multipliant les deux termes de la fraction par l’entier u”, tel que ©
aw—=1 (mod),
il vient LE je Pi a & | Sr 27:
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGEBRIQUES. ire
ee e du ‘ / ‘ . , Exemples = Prenons en — 7, «a — 3, « —4, l—9;il viendra 8 —6, / » + 1 à d'ailleurs à —5.
Avec ces hypothèses, il vient T — n ne “he
Cela posé, on à
X—n, + un, + Un, + Pn, + n, +8 n, + nr, — 1, + Ûn, + Bu, + nr, + Pn, + Pn + un,
not Du, + in, +0 n,+ nr, + bn, + Pr, et ENTREE En, + On, + Pn, + En, Dee ie + #0 5 Mn COR En, be On, à En EU me
L=n, +, + bn, +0 n, + TO THEAT c'est-à-dire CU nel ne 0 \ Ne — 0 (n, + nu, bn, .) = 02% = 0'Z, — D (n, + Bn, + n, +...) =8X = CX.
En résumé, on voit que le groupe G de l’équation algébrique irréduetible H sera formé de la combinaison des deux substitutions en ne ol | ES (mody»).
La substitution S permute circulairement toutes les 72 racines ; € déplace
toutes les racines sauf #,.
57. Turorëme. — Zoutes les racines de l'équation algébrique H peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de deux quelconques d’entre elles et
des coefficients de l’équation.
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Cette démonstration ne diffère en rien de la démonstration analogue de
la deuxième Partie (24).
58. Tuéorkme.— l'équation algébrique H est résoluble algébriquement.
En effet, considérons les nm — 1 quantités
no = [n,+ Gen, + Gen, Bon, HE On T7, ?, EE [mn —- un, ne On TE GORE GreD 0 0 2 RTC | DR AR. pme Pr, PC Le A A né en à © 0 , TE [ro CUT D er RE BEA 1 (1) = [n, se un, A RE ie. 2 RL + ÉREU e LE W, == [no + pin, SR Poe + QU He TT Re ee 2 D CD de 6 do à L Le [no + CAR ÉLUS AO ARS SRE + DA 0h 1e D [no + CPR RS ee + LEURS Ve = [n + "x n, RS EN nn US + SUR ES 1e
où L désigne une racine primitive de la congruence binôme {= 1 (mod 7»). On a d’ailleurs posé 3(k + 1)—1m—1. Il va sans dire que m est un nombre premier de la forme 6 + 1, sans quoi / serait imaginaire.
Parmi les 3(4 + 1) fonctions 4;, v,, w,, il y en a trois (4,, », et w, par exemple) qui sont précisément X, Y, Z et qui, par conséquent, sont nulles, mais les 34 autres fonctions ne sont pas nulles.
Considérons maintenant les deux substitutions S et { du groupe G de l'équation H. La substitution S ne change pas la valeur des fonctions u,, b., w,; t permute ces fonctions circulairement. Par conséquent, toute fonction symétrique de w,, v;, w, sera invariable par toutes les substitutions du groupe G, c’est-à-dire sera une fonction rationnelle des coefficients de H, c'est-à-dire encore une fonction rationnelle de la variable x: done ,, v,, w, sont les trois racines de l’équation du troisième degré à coefficients rationnels
D,—=@; + Lg} +L,,9,+L,, — 0.
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D'ailleurs on vient de voir que les trois racines w,, v,, w, de +, se permutent circulairement : donc l'équation &, —0o est abélienne et deux quelconques de ses racines s'expriment rationnellement en fonction de la troisième, |
Je n’aurai besoin d’ailleurs, pour avoir toutes les fonctions 4,, v,, w,, que de former et de résoudre une seule des équations D,== 0. En effet, les diverses fonctions &,, #,, , sont invariables par les mêmes substitutions entre les 7» racines de H : donc (Jorpax, Traité des substitutions, p. 50, et aussi 25) toutes les fonctions w,, #,, u;, s'exprimeront rationnellement en fonction d’une seule d’entre elles, w, par exemple, et de la variable +.
Ayant obtenu les m—-1 quantités &,, ..., w,, ] aurai un système de m — 1 equations linéaires entre les » racines de H, et si au système (1) J'ajoute l'équation
++... +n, = —AÀ,,
les » équations linéaires obtenues de la sorte détermineront les » racines de H sans ambiguité aucune, car le déterminant D des inconnues (9) ne
saurait être nul.
39. THéorëue. — L'équation différentielle linéaire Y — o admet un système fondamental d'intégrales, dont un terme est une fonction rationnelle de x et les m— 4h autres des fonctions de la forme Vo, les w, désignant une fonction rationnelle de la variable x et d'une méme racine d'une
équation algébrique du troisième degré à coefficients rationnels en x.
. , 1) ER Fee . LR TE ÊLANER Ces m— {4 intégrales Vw, sont évidemment les 34 fonctions Vu, Vo,
0) 10 . ! ON Vw,, qui ne sont pas nulles. On démontrera, comme dans la première
partie (10), que les m — 3 intégrales À, et Vo, forment un système fondamental de l'équation différentielle linéaire Y.
On peut donner au théorème précédent un énoncé légèrement différent, qui revient à l’énoncé donné, et qui est plus commode pour la vérification que je vais faire. On peut dire que les quantités «, sont trois à trois les racines d’une même équation algébrique du troisième degré à coefficients
rationnels.
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Vérification. — H est aisé de vérifier que l'équation différentielle li-
néaire Ÿ, qui admet le système fondamental d’intégrales définies plus haut,
a tous ses coefficients rationnels,.
La démonstration est toute pareille à celle de la vérification analogue
de la deuxième Partie (24). En effet, soient DU
les p — m— 3 intégrales, où
sm
< = (Vs
A9 == 6 Ve =? U;, rs P;; 1 U, Ÿ;, w, désignant les trois racines de l'équation du troisième degré
D pÈ —— (pe g: = [ee ®; 71 Le
à coefficients rationnels en x.
L'équation différentielle Y peut s’écrire
dry LPS APTE
dxP dx? : dxP= dx? |
Y RO | | Y *…. ur Vu Je …. |
D'ailleurs (14) on a (/— entier quelconque)
dy, d'y, d Dre oo: (a) ; Pr mie ( V;) CN
en désignant par 4, une fonction rationnelle.
Je porte dans le déterminant ces valeurs des dérivées successives et Je supprime les facteurs »,, »,, 7, ... communs à tous les éléments d’une colonne; j'obtiens un déterminant où chaque élément dans une colonne est une fonction rationnelle de 4; l'élément correspondant de la colonne suivante est la même fonction rationnelle de »,; de mère, dans la colonne suivante, l'élément correspondant est encore la même fonction ration-
nelle de w..
Cela posé, intervertissons les deux colonnes du déterminant qui con-
tiennent w,et »,; le premier membre de l'équation différentielle Y — 0 change de signe; or intervertir les deux colonnes, cela revient à permuter u; et #;; puisque le premier membre de l'équation différentielle Y change de signe, quand on transpose deux des trois quantités &%;, P,, 4, lun
quelconque des coefficients de l'équation différentielle sera de la forme
(au, —v,)(v, — w)(ow, — u,) du, v,, ),
À désignant une fonction rationnelle et symétrique de #,, #; et w,. Le raïsonnement s'achèvera comme à la fin de la deuxième Partie (24).
La discussion complète du cas 2 — 3, qui constitue la troisième Partie du présent Travail, peut se résumer dans deux théorèmes, que Je vais successivement énoncer.
40. Tuaéorkue 1, — Soit Y une équation différentielle linéaire à coef- Jictents rationnels par rapport à la variable x, qui admet une intégrale rationnelle À,,et dont l’ordre est un des trois nombres 4, 10 et 16; si Y possède un système fondamental dont tous les termes sont des racines d'une équation algébrique irréductible H, laquelle a tous ses coefficients rationnels et pour degré l’un des nombres premiers 7,13 et 19, Y admettra un système fondamental formé de l’une des deux manières suivantes :
1° L'un des termes sera l'intégrale rationnelle À,, et les p—1 autres termes du système seront des intégrales de la forme Vo, © désignant une fonction rationnelle de la variable x, et m le degré de H.
2° Les p — 1 termes du système fondamental autres que À, seront de
Vi , - . 5 0 la forme Vw, © désignant une fonction rationnelle de la variable ct d'une méme racine d'une équation algébrique, abélienne, du troisième
degré, à coefficients rationnels.
Si l’on se reporte au théorème de M. Jordan, cité dans l'Introduction, on voit que les diverses équations binômes que considère M. Jordan sont, dans le cas actuel, toutes du degré m de l'équation H; l'équation auxiliaire X — o est une équation abélienne du troisième degré, ou une
equation du premier degré.
80 L. AUTONNE.
Tuéorème II. — Si l'ordre de l'équation différentielle est l’un des nombres 2, 8,14 et le degré de l’équation algébrique l'un des nombres 5, 11, 17, toutes les autres conventions étant les mémes qu'au théorème précédent, l'équation différentielle possédera un système fondamental formé de la facon suivante :
Les p — 1 intégrales autres que l'intégrale rationnelle À, seront des racines m°"% de fonctions rationnelles de la variab le.
L'équation auxiliaire du théorème de M. Jordan se réduit au premier
QUATRIÈME PARTIE
41. Si l’on voulait, par la méthode qui vient d'être exposée, chercher à intégrer une équation différentielle donnée, on serait conduit, comme dans la plupart des questions relatives à la théorie générale des équations algébriques, à des calculs très laborieux.
Je me bornerai donc, en ce qui concerne l'application de la méthode, à des indications tout à fait sommaires. En effet, l'intérêt des présentes recherches ne me semble point être tant dans l'essai d’un nouveau procédé d'intégration que dans la réduction, opérée dans un cas assez général, de fonctions algébriques implicites à des fonctions algébriques explicites très simples.
Considérons donc une équation différentielle linéaire et à coefficients rationnels
CUT 1 dxr 2 JxP—?2 TL
Ly L-ty J=2y / (Nez, + _ B.° “ = RE a = BY = 0;
Supposons que l’on se soit assuré qu’on est bien dans les conditions de notre problème, c’est-à-dire qu’un système fondamental de YŸ est exclusivement formé de racines d’une équation algébrique irréductible H, de de-
gré p+n(n—1, 2,3 et sin — 3, Prtn< 20), p+n étant premier. De plus, l'équation Y a, par hypothèse, une intégrale rationnelle P.
Il sera, en général, assez malaisé de constater l'existence du système fondamental qui vient d’être défini. Voici quelques remarques qui pourront, de prime abord, faire écarter un grand nombre d'équations différentielles linéaires données.
L’équation Y, ayant toutes ses intégrales algébriques, les aura toutes régulières, c'est-à-dire que les infinis de ces intégrales seront d’ordre fini, et même d'ordre commensurable et réel. Si donc &,, &,, &,, ..., a, désignent les divers points critiques des coefficients de Y, cette équation doit pouvoir, dans le domaine du point a;, par exemple, se mettre sous la forme
dyP oilx) dP=ty (9 - dxP x — a; dxPT!
avec la condition que les quantités o,(a;), pla), . .:., P(a), ..., (a)
soient toutes finies.
De plus, l'équation fondamentale déterminante relative au point
CAB ETS 20 SD)S
c'est-à-dire l'équation
R(k— 1). (Ep +1) HO (a) AE — 1). (4 — p +2) +. | + p,R(k—1)...(K—p+l+Hi) +...+@,(a) =0,.
, se ne doit avoir que des racines réelles et commensurables. Enfin, dans l’expression générale d’une intégrale quelconque dans le domaine du point a;
(a — aÿf, + Vilog (x — a) + [log (x — a)]° +...
les coefficients des puissances de log (x — a;) doivent être tous nuls. Si toutes ces conditions sont remplies pour tous les points critiques à&,,
dy dy, -., @, et pour le point 47° — 0, on pourra procéder à la recherche
de l'intégrale rationnelle P.
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La fonction P ne pouvant avoir d’autres infinis que les points
critiques «&,, &,, ..., a, et le point x = % , on posera / \% œ,, . of m P nl — a, )(æ — 1) EX (x == a) Ha Le
les « désignant des entiers négatifs à déterminer et g(x) un polynôme en x.
La limite inférieure des exposants &,,..., 4, sera évidemment donnée par la plus petite racine négative de l'équation fondamentale déterminante relative à chaque point critique. On choisira dans les limites convenables un système de valeurs &,, . ., a, et l’on en déduira immédiatement le degré maximum de g(+). En effet, si dans Ÿ — 0 je fais x "—t, formant l’équation différentielle linéaire T en £ et résolvant l'équation fondamentale détermi-
nante relative au point { —o, on aura pour limite supérieure du degré
de g(x) le nombre £—{x,--a,+...+x,), si l’on désigne par —# la plus petite racine réelle et négative de l’équation fondamentale déterminante.
Posons done 2 Rxee 2 F6 ilviendi = Ces C , ET ALTER Pr ca ete a RC RE
les c étant des constantes.
ie : APP de P s :
Je forme les dérivées successives ==, —" ; ..., ——, que je porte dans Y, Aire dxP
je supprime le facteur (= a retire jets
commun à tous les termes, et j'obtiens un polynôme en x, qui doit être identiquement nul. Les coefficients de ce polynôme sont des fonctions linéaires des quantités c; on égale ces fonctions à zéro et l’on cherche par tâtonnements à déternuner les exposants &,,.., a, eties coelhcients Ce ec,» de manière à satisfaire à ce système d'équations. Les essais pourront être multipliés, mais ils seront toujours en nombre fini, et, après avoir essayé tous les entiers négatifs compris entre les limites données pour les z, on pourra décider si l'intégrale rationnelle P existe et former du même coup cette intégrale.
RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES. 53 Supposons donc cette intégrale P formée, il nous reste, pour achever la solution du problème, à rechercher s’il existe des intégrales de la forme x et à former ces intégrales si elles existent. D'après ce que nous avons vu, u ne peut être qu'une quantité rationnelle, qu'une racine d’une équation du second degré à coefficients rationnels, qu'une racine d’une équation du
troisième degré à coefficients rationnels.
1° & est une quantité rationnelle en x. Dans ce cas, une intégrale quel-
De?
conque y de YŸ est de la forme suivante (en désignant encore par 4,, a, les p points critiques de Y) :
JÆ U—1
a A Lo a fc at e ne no x ec) où le degré u est déterminé comme plus haut pour l'intégrale rationnelle P. Les c sont des constantes et les exposants « sont des nombres de la forme : (Æ entier quelconque). La recherche des quantités & et c se fait par un procédé identique à celui qui vient d’être exposé.
2° uw satisfait à une équation du second degré. Dans ce cas, on pose, comme au n° 25,
dry dy» | dx? dxP ‘ EE —() à dy dy p n ?
dx dx: | DA ame)
Yimüy YF} =, et v étant les deux racines de NA pe M:
On se donnera comme quantités à déterminer les fonctions ration- 3 0 .
nelles L et les = fonctions rationnelles M. On exprimera rationnelle-
, 4 f \ . a] , . À ment (25) tons les éléments du déterminant à l’aide des p — 5 fonctions L
. ” 0 . , et M et de leurs dérivées successives ; on développera le déterminant et l'on
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cherchera par tâtonnements à déterminer les p — 3 fonctions L et M de facon à identifier le déterminant développé avec l'équation différentielle
linéaire proposée Vs 2° Si x satisfait à une équation ee du troisième degré, on pro-
cédera comme pour la vérification faite au n° 40 et l’on opérera sur les
équations (D) + Lo +L,o+L,—
comme on vient d'opérer sur les équations W.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/IA41549920_0071. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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