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INTRODUCTION
Les recherches que je vais résumer se rapporlent à une classe très étendue de surfaces dont la propriété caractéristique ne semble pas avoir été remarquée avant Jacobi. Elle consiste dans la possibilité, pour leur élément linéaire, d'acquérir la forme
é/*«= (U — V)(Ui c?a«-h V, rft^«),
les U étant des fonctions de la seule variable w, et les V de v. Ce n'est pas ici le lieu de rappeler comment Jacobi, aj^ant ramené à cette forme Télément linéaire des quadriques, a déterminé les lignes géodésiques de ces surfaces; ni comment Liouville a étendu à toutes les surfaces de la classe ce résultat important, extension qui pouvait, comme on sait, s'obtenir sans modifier en quoi que ce fût la méthode de Jacobi. Ainsi se trouvait fondée la théorie des surfaces dont nous allons nous occuper et que nous propo* sons d'appeler sur/aces harmoniques. On pensera avec nous que cette dénomination est amplement justifiée, qu'elle s'impose presque, si Ton veut bien être attentif à l'identité des problèmes fondamentaux concernant l'élément linéaire de ces surfaces et les équations qui ont reçu le nom (^équations harmoniques. Je n'insisterai pas sur cette identité, qui se manifeste à toutes les pages du chapitre que M. Darboux consacre à ces équations dans ses Leçons sur la théorie générale des sur/aces (*). Il était d'ailleurs indispensable de rappeler par un adjectif la propriété de
(«) T. II, Livre IV, Chap. IX.
ces surfaces, pour pouvoir caractériser brièvement celles qui la possèdent à divers titres. Il existe, en effet, des surfaces dont Télément linéaire peut être ramené de deux manières différentes, et, par suite, d'une infinité de manières, à l'une des formes équivalentes
é/5*= (U — V)(U, rfa«-+- Vi dv^),
rf5*= [<?(a?-+-y) —f{x — y)\dxdy,
qui seront pour nous les formes harmoniques. A ces surfaces nous donnons le nom de surfaces doublement harmoniques. Les surfaces simplement harmoniques sont celles qui ne jouissent pas de cette propriété. Les éléments linéaires sont désignés comme les surfaces auxquelles ils appartiennent.
Bien que Liouville eût appelé l'attention sur les surfaces harmoniques en étudiant leurs géodésiques et en déterminant les formes harmoniques de l'élément linéaire du plan, la théorie de ces surfaces semble avoir été délaissée jusqu'à l'époque où M. Massieu, s'occupant après M. Bertrand des intégrales algébriques des problèmes de la Dj^namique, fit connaître, dans sa thèse de doctorat (i8()i), deux propositions capitales, relatives, la première aux surfaces de révolution, qui sont des surfaces harmoniques particulières (/= o), la seconde aux surfaces harmoniques proprement dites. Les résultats de M. Massieu se trouvant exposés, complétés même, dans l'Ouvrage de M. Darboux (*), nous ne les transcrivons pas ici tout au long. Nous prenons d'ailleurs le second comme point de départ de toute notre première partie.
Quelques années après M. Massieu, Ossian Bonnet, dans l'importante Addition jointe à son Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée (2), s'est occupé incidemment des surfaces harmoniques. Il a montré que les quadriques sont les seules surfaces dont l'élément linéaire acquière la forme harmonique quand on les rapporte aux paramètres u ei v de leurs lignes de courbure.
(«) T. III, Livre VI, Chap. II.
(') Journal de V École Polytechnique, l\2* Cahier; 1867.
M. Dini ( * ) a fait connaître en 1 869 celte propriété générale des surfaces harmoniques : Si deux sur/aces sont telles qu^il existe entre les points réels de Vune et ceux de Vautre une correspondance conservant les lignes géodésiques, ces deux surfaces sont harmoniques» On dit qu'on peut faire la représentation géodésique de l'une sur l'autre.
C'est peut-être en étudiant dé plus près ce problème de la représentation géodésique, sans exclure les correspondances imaginaires, que M. Lie a été conduit à la recherche toute différenle des transformations infinitésimales qui conservent les géodésiques d'une même surface. Il a publié sur cette question un Mémoire étendu (^) dont nous parlerons plus loin, et dans lequel apparaît la notion d'élément linéaire doublement harmonique. Nous n'en retiendrons ici qu'une proposition détachée (note 5), sur laquelle nous n'aurons pas à revenir : Toute surface minima, qui est en même temps une surface harmonique, est applicable sur une surface de réi^olution.
Plus récemment encore, M. Darboux, dans son ouvrage déjà cité (Livre IV, Chap. IX), a fait connaître un élément linéaire réductible d'une infinité de manières à la forme harmonique; et il a signalé comme devant faire le sujet d'une recherche difficile la détermination générale de tous les éléments linéaires jouissant de la même propriété. En outre, il a indiqué (Livre VI, Chap. II) un moyen de trouver ceux de ces éléments linéaires qui conviennent à des surfaces de révolution.
Dans un tout autre ordre d'idées, M. J. Weingarten a obtenu deux résultats de la plus haute importance. Il a d'abord (') déterminé toutes les surfaces admettant l'élément linéaire
ds^ = du* -h 2( w — p* ) dv^,
qui est harmonique comme appartenant à une quadrique (paraboloïde imaginaire). Généralisant ensuite (^) la transformation qui lui avait réussi dans ce cas, il en a déduit toutes les surfaces
(*) Annali di Matematica, t. III.
(') Untersuchungen iiber geodàtische Curven {Afathem, Annalen, t. XX; 1882}.
(') Gôttinger Nachrichten; 1887.
(*) Comptes rendus Acad. des Sciences^ t. CXII; 1891.
~ 4 — dont rélément linéaire est
ds^= cfM*-f-2(a4- - -H e*^A dv^
et convient à d'autres paraboloïdes, imaginaires aussi.
Tout ce qui constitue aujourd'hui la théorie des surfaces harmoniques, en dehors des travaux que nous venons d'énumérer, est contenu, à fort peu de chose près, dans nos Recherches. C'est ce qui résulte du rapport présenté à l'Académie des Sciences ( ' ) sur le concours dont cette théorie a fait le sujet. Le Mémoire couronné traite exclusivement des éléments linéaires doublement harmoniques, dont la détermination complète forme la seconde partie de mon travail. Un autre, qui a partagé avec le mien une mention honorable, ne contient, sauf quelques théorèmes communs aux trois mémoires approuvés, que les deux beaux résultats mentionnés ci-dessus, le second trouvé sans nul doute avant que M. Weingarten le publiât.
Nous ne nous occupons dans ces Recherches que de déterminer des éléments linéaires jouissant de certaines propriétés assignées à l'avance. Ainsi nous trouvons, entre autres, tous ceux qui conviennent à des surfaces harmoniques en même temps qu'à des surfaces réglées ou à des spirales, et tous ceux qui sont doublement harmoniques. Il j aurait intérêt assurément à connaître les surfaces qui correspondent à ces éléments linéaires. Mais de pareils problèmes sont, en général, comme Ossian Bonnet Ta dit, au-dessus des forces de l'anal^'se actuelle. Plus d'un, d'ailleurs, parmi ceux que nous résolvons, présentait déjà des diffîcultés considérables, qu'on pourra mesurer aux ressources mises en œuvre pour les surmonter. Nous allons passer en revue les trois Parties de notre travail.
Première Partie (^). — Nous commençons (Chap. l) par rappeler le théorème fondamental de M. Massieu et nous le met-
(') Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, séance du 19 décembre 1892, t. GXV, p. 1122.
(>) Publiée dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, année 1896.
Ions sous une forme particulière qui permet d'en faire deux applications importantes :
Pour qu^un élément linéaire donné
soit réductible à la forme harmonique, il faut et il sufjlt qu^on puisse, en choisissant convenablement les deux fonctions A et W de la seule variable i^, satisfaire aux deux équations
Comme première conséquence nous en déduisons (Chap. Il) que toute surface harmonique à lignes d^ égale courbure parallèles est applicable sur une surface de révolution (*). Ce théorème permet de classer (deuxième Partie) les éléments linéaires harmoniques et intervient aussi (troisième Partie) dans la recherche de ceux qui conviennent à des spirales.
La seconde application (Chap. III) est la détermination complète des surfaces réglées harmoniques. Ecartant celles de ces surfaces qui résultent de la déformation de la sphère, nous prouvons que toutes les autres sont applicables sur des surfaces du second degré, réelles ou imaginaires, à moins qu^ elles ne soient applicables sur des surfaces de révolution (^). Ce théorème les définit suffisamment, puisque Ton connaît toutes les déformations dans lesquelles les génératrices des surfaces réglées restent rectilignes. Au cours de la démonstration, nous donnons, sans les établir, des formules qui paraissent indispensables à Tétude des quadriques considérées comme surfaces réglées.
Le Chapitre IV est consacré aux intégrales linéaires et quadratiques de l'équation aux cercles géodésiques, telle que l'a présentée M. Darboux (^). Nous montrons d'abord que l'intégrale
(') L. Raffy, Sur une classe de sur/aces harmoniques {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. GXII, p. 4^4! 1^90*
(*) L. Raffy, Détermination des sur/aces harmoniques réglées {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. CX, p. 323; 1890).
(•) Leçons sur la théorie des sur/aces, t. III, Livre VI, Chap. VII.
linéaire n'exisle que pour les surfaces de révolu lion : c'est la réciproque d'une proposition de M. Darboux et la généralisation du premier théorème de M. Massieu. Nous étendons ensuite le second théorème de M. Massieu en prouvant que, s'il existe une intégrale quadratique, la surface est généralement harmonique; mais nous avons bien soin de discuter un cas particulier qui conduit à certaines surfaces représentables géodésiquement sur d'autres surfaces avec conservation d'une seule famille de lignes de longueur nulle. Il va sans dire que l'intégrale quadratique n'existe pas pour toutes les surfaces harmoniques. Nous formons l'équation fonctionnelle dont dépendent les éléments linéaires à intégrale quadratique et nous en indiquons diverses solutions.
Deuxième Partie ('). — La deuxième Partie a pour objet la détermination des éléments linéaires doublement harmoniques. Il s'agit de trouver toutes les fonctions ^{oc-^y) et f{x — y) qui vérifient, conjointement avec deux autres fonctions inconnues X(a:) et Y(^), l'équation différentielle indéterminée
Pour en faciliter la résolution, nous commençons (Chap. 1) par classer les éléments linéaires harmoniques en appliquant, avec des simplifications appropriées, la méthode des différenliations réitérées, dont Abel a donné le principe. Cette analyse conduit à distinguer successivement les développables, puis les surfaces à courbure totale constante, puis les surfaces de révolution doublement harmoniques. Elle montre que, si un élément linéaire donné sous la forme harmonique {tf — f)dxdy n^ appartient à aucune de ces trois catégories de surfaces, la différence X — Y est déterminée à un facteur constant près, ses deux dérivées logarithmiques pouvant être tirées de l'équation précé-
( * ) Publiée dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4" série, tome X; 1894.
dente. On arrive ainsi aux conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un tel élément linéaire soit doublement harmonique.
Le Chapitre se termine par l'exposé de deux lois intuitives (M qui, bien qu'essentiellement distinctes, concourent à faire connaître des exemples nouveaux d'éléments linéaires doublement harmoniques; l'une est la loi de passage, l'aulre la loi de réciprocité. La première détermine, dans tous les cas qui exigent des intégrations, l'ensemble des solutions X et Y qu'admet Téquation (E) quand les fonctions © et/sont données. La seconde, qui permet, connaissant un système de solutions X, Y, © et /de cette équation, d'en écrire un autre sans calcul, fournit alors de nouvelles solutions à l'aide des précédentes.
C'est pourquoi nous effectuons au Chapitre II la recherche de toutes les solutions de l'équation (E) quand (ç — f)dxdy est l'élément linéaire d'une développable ou d'une surface à courbure constante.
Pour la même raison, je résume au Chapitre III les calculs par lesquels j^avais déterminé (^), ne connaissant pas la solution encore inédite de M. Darboux, les éléments linéaires des surfaces de révolution doublement harmoniques. J'établis en passant que deux pareilles surfaces, choisies d^une manière quelconque, peuvent être représentées géodésiquement l'une sur l'autre, et je donne toutes les solutions correspondantes de l'équation (E).
Avec le Chapitre IV nous abordons la recherche générale des éléments linéaires doublement harmoniques. Après les avoir classés d'après le nombre de leurs intégrales quadratiques, nous rappelons celui que M. Darboux a découvert,
et qui a déjà été mentionné précédemment. Nous montrons
(') L. Raffy, Sur les éléments linéaires doublement harmoniques {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. CIX, p. 609; 1889)
(•) L. Raffy, Sur un problème de la théorie des surfaces {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. CVIII, p. 49^; 1889). — Sur un problème de la théorie des surfaces { Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIII3, p. 161 ; 1889).
comment il devait nécessairement s'offrir dès qu'on appliquait (^) les deux lois de passage et de réciprocité à l'élément linéaire {x -^y)~^ dx dy des surfaces à courbure constante et nous réunissons dans un tableau les di.x solutions nouvelles auxquelles conduit cette application (les surfaces de révolution doublement harmoniques n'en fournissent pas). A ce moment, nous nous trouvons connaître, comme éléments doublement harmoniques : 1° ceux des surfaces développables (six formes); 2" ceux des surfaces à courbure totale constante (cinq formes); 3° ceux des surfaces de révolution doublement harmoniques (seize formes); 4** les éléments linéaires réciproques de ceux des développables (cinq formes); 5** les éléments linéaires réciproques de ceux des surfaces à courbure totale constante (cinq formes).
Le reste du Chapitre est employé à démontrer qu'// n^en existe point d^ autres, ainsi que je l'avais depuis longtemps pressenti (2). A cet effet, je commence par établir que toutes les fonctions X, Y, (f^ f qui satisfont à l'équation (E) sont des fonctions uniformes^ propriété importante, dont j'expose deux démonstrations, la première fondée sur les résultats précédemment acquis, la seconde directe. Toutes deux procèdent de cette remarque qu'il n'y a qu'à prouver l'uniformité de l'une des quatre fonctions X, Y,? et/.
Toutes les solutions de l'équation (E), dans le cas des développables, des surfaces à courbure constante et des surfaces de révolution doublement harmoniques sont uniformes; il suffit donc de montrer qu'il en est encore de même quand l'élément linéaire (? — f)^^^y n'appartient à aucune de ces trois catégories de surfaces. C'est là l'objet du premier raisonnement : supposant que les fonctions considérées et leurs dérivées des deux premiers ordres n'ont aucune ligne de discontinuité, je montre en quelques lignes que, si X ou Y n'était pas uniforme, les dérivées logarithmiques de X — Y dépendraient d'au moins une constante arbitraire, contrairement au théorème du Chapitre I.
(') L. Raffy, Sur les éléments linéaires doublement harmoniques {Comptes rendus des séances de rAcadémie des Sciences f t. CIX, p. 609; 1889). (') Même Communication.
La seconde démonstration (*) repose sur la propriété de l'équation (E) de pouvoir être intégrée deux fois, de manière à fournir Y, par exemple, au moyen de quadratures, quand les autres fonctions sont considérées comme connues. On trouve ainsi
^" (* -H F)2^ $( a:)(* + F) -H Çi(ar),
en posant
F{z)=J/(z)dz,
et désignant par Ç et Ç4 deux fonctions de x introduites comme constantes d'intégration. Cette expression de Y contient x en apparence, mais en est indépendante. Pour établir qu'elle est fonction uniforme dey^ j'emploie un mode de raisonnement nouveau, je crois, dans la théorie des fonctions et appelé à bien d'autres usages. Assignant ky une valeur fixe b et faisant décrire à la variable x dans son plan tous les chemins fermés qui ont pour origine el pour extrémité un point quelconque a: = a, je montre que tous ces chemins ramènent finalement la valeur initiale de Y, les diverses fonctions qui interviennent dans le problème étant supposées n'avoir que des points singuliers isolés. Ensuite, grâce à la forme linéaire des arguments x -\-y et x — y par rapport aux variables indépendantes x etj^, je fais voir qu'à tout chemin décrit par la variable y dans son plan, partant de b pour y revenir, on peut substituer un chemin convenable décrit par la variable x dans son plan, du point a au point a, tandis que j^ garde constamment la valeur b. Ainsi se trouve complètement démontrée l'uniformité de la fonction Y et, par suite, de toutes les solutions de l'équation (E).
Ce résultat une fois acquis, je mets en évidence les théorèmes suivants :
I. Les quatre fonctions X, Y, <f,/ ne présentent à distance
(') Cette démonstration, inachevée dans le texte primitif, est Tune des deux que le rapport de l'Académie vise comme insuffîsantes.
finie d^ autres singularités que des pôles doubles à résidu nul.
II. Si l'une d'elles admet plus d'un pâle à distance finie, les quatre /onctions sont périodiques; si l'une d'elles admet trois pôles formant un triangle, toutes les quatre sont doublement périodiques ; si l'une déciles n'a qu'un seul pôle à distance finie, les autres n'en ont pas davantage.
III. Si l'une d'elles est doublement périodique, l'élément linéaire rentre dans le type de M. Darboux.
Pour achever la solution, je résous ce problème beaucoup plus général :
Trouver toutes les fonctions X(a:) qui sont uniformes et qui deviennent des fonctions uniformes de Ç par le changement de variable
On voit, en effet, immédiatement que les fonctions X qui vérifîent Téquation (E) jouissent de cette double propriété.
En faisant décrire aux variables a: et Ç les contours qui conduisent aux différentes déterminations des intégrales inverses
dx r d\
on s'assure que X et S sont des fonctions périodiques de leurs arguments. Même après cette première réduction le problème nouveau semble loin d'être résolu, plus encore à cause de la nature en apparence si indéterminée des fonctions X et a que de la multiplicité des' cas particuliers correspondant aux hypothèses possibles sur le nombre de leurs périodes effectives (deux, un ou zéro). Mais, par un raisonnement fondé sur la considération des périodes des intégrales Ç et j?, et qui convient à tous les cas, je montre qu'il existe une relation homographique à coejficients constants entre l'une des fonctions p($), sin^Ç, <?^, \^ ou \ à' une part et l'une des fonctions p{x), sin^a:, e^, x^ ou x d'autre
part (*). Cette relation détermine dans chaque cas les fonctions X(^) et S($). En lui donnant toutes les formes dont elle est susceptible, on retrouve naturellement toutes les expressions de X obtenues dans les Chapitres II et III ainsi que dans le présent, mais on rCen trouve aucune nouvelle.
Nous connaissons alors les formes analytiques, parfaitement déterminées, que peut revêtir X*, ce sont certaines fonctions rationnelles, soit de p{x), soit de e*, soit de x lui-même, comportant au plus huit constantes arbitraires; ce sont aussi les formes possibles de Y et, d'après la loi de réciprocité, les fonctions cp et y n'en ont pas d'autres. La détermination complète de tous les éléments linéaires doublement harmoniques est ainsi ramenée à une pure question de calcul algébrique : substituer dans l'équation (E) les diverses expressions connues de X, Y, cp,y et déterminer les constantes arbitraires de façon que cette équation soit vérifiée quels que soient x et y. Les résultats précédemment acquis (en parliculier les théorèmes I, II et III) et quelques considérations simples de périodicité réduisent considérablement le nombre des essais, et l'on établit en toute rigueur la proposition énoncée au début du Chapitre. Ainsi se trouve complètement résolu le problème des éléments linéaires doublement harmoniques.
Le Chapitre V traite des surfaces que M. Lie, dans son Mémoire déjà cité, a appelées surfaces de troisième classe. Nous montrons que ces surfaces sont comprises parmi les surfaces doublement harmoniques, sauf une catégorie assez restreinte, qui peut n'y pas rentrer. La détermination de leurs éléments linéaires est implicitement contenue dans le Chapitre précédent, puisqu'il suffit de particulariser les constantes restées arbitraires dans nos formules pour satisfaire à l'équation du problème, que M. Lie a donnée sans la résoudre.
La troisième classe étant loin de comprendre tous les éléments linéaires doublement harmoniques, M. Lie a rencontré parfois
(*) Nous négligeons les indéterminées qui pourraient multiplier les deux variables ou s'ajouter à elles. — Cette proposition n'était pas établie rigoureusement dans le texte primitif.
de tels éléments linéaires, qu'il particularise aussitôt, pour les faire rentrer dans la troisième classe, mais sans mentionner leur propriété d'être doublement harmoniques. Il nous a suffi de la mettre en évidence sur trois d'entre eux pour arriver à cet énoncé, qui complète la théorie de la représentation géodésique : Toute surface susceptible d'être représentée sur certaines surfaces avec conservation d'une seule des deux familles de lignes de longueur nulle et sur d'autres avec conservation de ces deux familles est une surface doublement harmonique.
Troisième Partie (*). — L'objet de cette dernière Partie est la détermination de tous les éléments linéaires harmoniques qui conviennent à des spirales.
Au début du Chapitre I, j'indique les premières solutions du problème, fournies par le théorème de M. Maurice Lévy : l^out élément linéaire homogène ^ de degré autre que — 2, appartient à une infinité de spirales. Tel est le cas de celui-ci
(m) ds^={au»^ — bv''*){du'^-^dv^),
qui est visiblement harmonique. En faisant croître ou décroître m indéfiniment, on en déduit ces deux, autres
qui conviennent également à des spirales. Ces solutions une fois signalées, nous posons le problème dans toute sa généralité. Il s'agit de résoudre complètement, dans le cas des spirales, l'équation diSerentielle indéterminée
qui exprime que l'élément linéaire e^ rfa? rfy acquiert la forme harmonique par le changement de variables
( ' ) Pabliée dans les Annales de l'École Normale supérieure, année 1896.
Comme on a, pour les spirales,
u> =— r(a?-— 7)H- IT(t)dt, t = a?-f-^, il vient
( 2X(T'-4-T«— 2tT — l) — 2Y(r-f-T«H-2iT-l)
Telle est l'équation qui nous a permis (*) de déterminer tous les éléments linéaires cherchés et, en outre, de distinguer ceux qui sont doublement harmoniques de ceux qui ne le sont point.
Avant d'en commencer la discussion, je fais voir (\\xe pour les spirales simplement harmoniques les fonctions X ei Y sont nécessairement de la forme
A^ B et r étant trois constantes dont la dernière peut être nulle. C'est pourquoi nous résolvons Téquation (S), d'abord en réduisant X et Y à des constantes, ce qui conduit à l'élément linéaire (e), puis en prenant pour X et Y les exponentielles; il faut alors intégrer une équation de Kiccati; mais il est possible d'en trouver une solution et l'on arrive ainsi aux deux éléments linéaires (m) et (/).
Le Chapitre finit paf la détermination (^) des éléments linéaires qui conviennent à la fois à des spirales et à des surfaces de révolution. Ils rentrent tous dans le type
ds^ = (x -\-y)'^ dx dy,
trouvé par M. Lie pour l'élément linéaire des surfaces dont les géodésiques admettent plusieurs transformations infinitésimales conformes.
Au Chapitre II je traite complètement l'équation (S). En effectuant sur elle les transformations générales étudiées tout au début de la seconde Partie, on est conduit à distinguer d'abord les spi-
(*) L. Raffy, Sur les spirales harmoniques {Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. CXII, p. 5i8; 1891).
(•) L. Raffy, Sur la déformation des sur/aces spirales {Bulletin de la Société mathématique de France, t. XIX, p. 65; 1891).
raies à courbure cooslante, qui sont forcément des développables, puis les spirales applicables sur les surfaces de révolution; il n'y a lieu de revenir ni sur les unes ni sur les autres. Ces deux cas particuliers une fois écartés, l'équation (S) permet d'exprimer X' et Y' en fonction linéaire de X et Y, et comme ses coefficients ne dépendent que de T et T', on a
(t) X' = TiX-+-T,Y, Y' = T,X-i-T4Y,
les lettres T/ désignant des fonctions rationnelles de T et de ses quatre premières dérivées. De ces expressions on pourrait déduire X"et Y'' qui seraient linéaires et homogènes en X et Y. Substituant X', Y', X" et Y'' dans l'équation (S), on trouverait un résultat de la forme
X/i(0-hY/,(0=o;
en sorte que, si le rapport Y : X n'était pas une fonction de t, c'est-à-dire si l'on ne faisait pas
X = A ec', Y = B e-cy, hypothèse étudiée précédemment, on devrait poser
Ce seraient là deux équations différentielles du cinquième ordre pour la fonction T, réductibles, il est vrai, au quatrième, puisque la variable indépendante n'y figurerait pas. Mais telle serait la complication de ces équations que, loin de pouvoir les discuter, on serait presque dans l'impossibilité de les écrire explicitement. C'est pourquoi je procède d'une tout autre façon. Laissant provisoirement de côté la recherche de la fonction T, je considère les fonctions T^ comme des fonctions inconnues, sans relation entre elles, et je démontre que le système (t) admet deux solutions et deux seulement, dont la première est
X =(Aa:-t-a)c<», Y = (Bj^ -H p)c-%
(I) ^ ^*'" ABf-^Ap^-Ba■^^' ^•■" AB/ -^ Ap -^ Ba'
A«gg^ ^ _ AB
•" ABf-^Ap-hBa' *"" AB^ + Ap-hBa ^'
II
et dont voici la seconde :
ATj = iB lre^r-/iU^^fi^mhe-^''-f'^f, AT3 = — 2Bm(r — A) e-<'-+A)/, ATî= — 2A/(r — A)e('^AJ^ AT4 = — aB/Ac('--*^'-t-2Am/'e~('*-A^',
Dans les deux tableaux, tous les coefficients sont arbitraires, sous la seule restriction r — h^éo.
Les expressions ainsi obtenues pour X et Y ne sont que les types analytiques dans lesquels il faut chercher les solutions de notre problème. A cet effet, je les substitue dans l'équation (S), qui se décompose en deux autres, équivalentes à celles-ci
l [3(T,-f-T,-T3-TO-8/]T ^^ 1 H-(2r-+-2A~30(T,-hT,-HTa-4-Tv) = o;
l 4(r-4-T»-2rA-r)-4-3T(T,-T,-T,-4-TO ^^^ î -h(2r-4-2A — 3/)(Ti--T,+ T, — T4) = o.
Pour les expressions (I) des fonctions T, qui correspondent à r = A = c, ces équations sont incompatibles. Il reste donc à discuter les solutions qui composent le système (II). On reconnaît d'abord que l'équation (T) peut se réduire à une identité, et l'on trouve ainsi un élément linéaire
( i) ds^ = c-'(^-r) e ' "*" cos ^^^ dx dy,
qui rentre dans le type (e) tout en admettant une infinité d'autres formes harmoniques.
Nous tirons ensuite de l'équation (T) l'expression de T pour la porter dans l'équation (2r). Le résultat de cette substitution est naturellement compliqué. On le simplifie par la mise en évidence du facteur A commun à tousses termes; mais il reste encore une fonction linéaire de huit exponentielles
qu'il faut rendre identiquement nulle en déterminant convenablement les arbitraires A, B, /, m, r, h. La discussion du système d'équations algébriques auxquelles on est conduit comporte l'exa-
men de cas assez nombreux, qui se rangent sous trois hypothèses principales :
1° Tous les exposants sont différents de zéro et différents les uns des autres ;
2° Tous les exposants sont différents de zéro, mais certains d'entre eux sont égaux ;
3^ Certains exposants sont nuls.
La première hypothèse ne donne rien; la troisième ne donne que des développables. La deuxième conduit à trois éléments linéaires
(2) ds^^e-f^'-y^ye"^ -he""^) dxdy,
ds^ = e-^t*-r) ( cos ï— î^ ^ ^dxdy,
( 4 ) rfs> = 6-'(*-r^ cos ^ ' ^ dx dy,
qui rentrent dans le type (m) tout en admettant une infinité de formes harmoniques. Le dernier est le seul qui convienne à des spirales doublement harmoniques et à des surfaces de révolution. Finalement, je conclus que tous les éléments linéaires cherchés rentrent dans Vun des trois types (/n), (e), (/) et que les seuls qui soient doublement harmoniques sont les éléments linéaires
(.), (2),(3)ef(4).
Le Mémoire se termine sur ce résultat. Je n'y aborde point la
recherche des spirales qui admettent les éléments linéaires trouvés. Je renverrai à une Note que j'avais publiée antérieurement Sur la détermination des surfaces spirales d'après leur élément linéaire. (Voir Comptes rendus des séances de r Académie des Sciences, i. CXII, p. \^ii\ ^891.)
(Extrait du Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXII; 1894-)
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J'appelle surfaces harmoniques les surfaces dont rélémenl linéaire est réductible à la forme
qui a permis à Jacobi de trouver les lignes géodésiques des surfaces du second degré.
Les résultats du présent travail (*) sont de nature diverse, mais se groupent naturellement ensemble à raison de la similitude des procédés qui les fournissent. Nous déterminons d'abord les surfaces harmoniques dont les lignes d'égale courbure sont parallèles, puis celles qui sont réglées. Enfin nous étudions les surfaces pour lesquelles le problème des cercles géodésiques admet une intégrale quadratique.
(*) Première Partie de mes Recherches sur les surfaces harmoniques^ qui ont obtenu de l'Académie des Sciences une mention honorable dans le concours pour le prix Bordin (1892). L'auteur, ne devant pas se faire connaître, ne pouvait renvoyer à ses travaux antérieurs. La citation en sera faite en note, entre crochets. La deuxième Partie de ces Recherches a paru dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (4* série, t. X, p. 33 1; 1894); la troisième et dernière dans les Annales de V École Normale supérieure (3* série, t. XII, p. 1^5; 1895).
CHAPITRE I
LA MÉTHODE DE L'INTÉGRALE QUADRATIQUE POUR LES ÉLÉMENTS LINÉAIRES DONNÉS SOUS LA FORME DE GAUSS.
1. Nous prendrons pour point de départ une proposition due à M. Massieu, qui est capitale dans la théorie des surfaces harmoniques et
qui peut s'énoncer ainsi (* ) :
Théorème fondamental. — Pour qu^une surface d'élément linéaire
(i) ds^^Y.du'--\-i¥dudv-Y-i^dv^
soit harmonique^ il faut et il suffit que Véquation aux dérivées partielles
dont dépend la détermination de ses géodésiques^ admette une intégrale quadratique
(3) I — A/>*4- 2^pq -h Cq'^= const.,
dont le premier membre n'ait pas de facteur linéaire ^p-h T^q commun avec le trinôme Eq^ — 2 F pq -\- Gp^. Siy pour une valeur convenable de la constante S, la forme I — SA est le carré d'une fonction linéaire de p et de qj la surface considérée est applicable sur une surface de révolution.
Cette proposition fournit, on le voit, un moyen théorique de reconnaître si un élément linéaire donné est ou n'est pas harmonique. En effet, la condition connue pour que la relation (3) soit une intégrale de l'équation (2) est que Ton ait, pour toutes les valeurs de p et de q,
du dp dp du Ov èq ôq Ov
(') Fo£> DarbolXj Leçons sur la théorie des surfaces^ t. IIJ, p. 3o à 34.
Le premier membre de cette équation est une forme binaire cubique en p et q. On égale à zéro les coefficients de /)% p^q^ pq^ et y^ ce qui fournit quatre équations linéaires aux dérivées partielles entre les trois fonctions inconnues A, B et C des deux variables u et ç et les coefficients E, F, G de l'élément linéaire. Il reste à reconnaître si ces équations admettent ou non des solutions communes.
Ce problème présente de grandes difficultés quand l'élément linéaire considéré dépend de fonctions inconnues. C'est ce qui arrive quand, s'élant donné seulement la forme analytique d'un élément linéaire, on veut déterminer les fonctions qui y entrent de manière à le rendre harmonique. Néanmoins on réussit parfois par l'emploi d'un procédé particulier que je vais indiquer (*).
2. Soit un élément linéaire donné sous la forme de Gauss l'équation aux géodésiques est ici
Soit, comme plus haut, l'intégrale quadratique cherchée
I = A/>--4- 1\\ pq -\r- C/7'=iconsi.
Formant le crochet |A, I) dont l'évanouissement exprime que I est une intégrale de l'équation A = i, on arrive à l'identité
d'où, en égalant à zéro les coefficients des quatre termes de la forme cubique,
BG', -I- CG: H- C: (i = o, A'.G -h 2 B, (;^ -^ o,
ag;,4- bg; 4- 2b: g h- c^g^ z=:o, a;,g2 =1 o.
La dernière de ces équations montre que A est une fonction de \> seulement. Nous écrirons donc désormais A' au lieu de A' , et nous mettrons les
(* ) [L. Raffv, Sur une classe de surfaces harmoniques {Comptes rendus de l'Académie des Sciences^ t. GKII, p. 4^4; 1891)].
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trois autres équations sous la forme suivante
(5) bg;,-h(CG): = o,
(6) ag;,-+-g*c'„+2v/g(bv/gXi=o,
(7) A'-h2GB;,= o.
A la dernière ajoutons la première multipliée par 2; il vient
A'-h2(CG);-h2(BG);,=io.
Nous avons donc, en introduisant une nouvelle fonction inconnue (ji,
A-H2CG
au
Ainsi, quand on connaîtra A et [x, les deux fonctions B et C seront explicitement déterminées. Si Ton porte les valeurs (8) et (9) de G et de B dans les équations (5) et (7), elles se réduisent l'une et l'autre à
Quant à l'équation (G), elle se transforme en celle-ci
1 OU u ^ Ov à/(;
Il suffira donc qu'on puisse trouver deux fonctions, l'une (jl dépendant de u et de i^, l'autre A dépendant seulement de p, qui vérifient le système (10) et (i i) pour que l'équation aux géodésiques
admette une intégrale quadratique. La condition est d'ailleurs nécessaire.
3. En vue des applications qui vont suivre, nous écrirons le système précédent d'une manière un peu différente. Divisons les deux membres de l'équation (10) par G et intégrons par rapport à w; en introduisant une fonction W de p seulement, nous pourrons écrire
et il viendra pour l'équation (ii)
Si la fonction G est d'une forme analytique telle qu'on puisse effectuer au moyen de symboles explicites les deux quadratures dont dépendent les deux dérivées partielles \k^ et \k[.j on n'aura plus qu'à poser
ài^ au
pour obtenir Tunique équation du problème. Cette équation ne contiendra, en dehors de la fonction G et de fonctions connues introduites par l'intégration, que trois fonctions inconnues d'une seule variable p, savoir A, W et la fonction V, qui s'ajoute comme constante au second membre de l'équation (il') intégrée par rapport à u. La question se trouvera ainsi simplifiée, puisqu'on n'aura plus à déterminer que des fonctions d'une seule variable. Dans ce qui va suivre, l'application de ce procédé conduit à la solution complète des questions proposées.
4. Remarque /. ■— Quand on sait que la fonction A est constante, on peut la supposer nulle. En effet, quand A est constant, on a
A( />--4- -^ j rz A. = const.,
en même temps que l'intégrale quadratique
A/>*+ 2Bpq-h Cç^'^ const.
Il suffit de retrancher ces équations membre à membre pour obtenir une nouvelle intégrale
2Bpq 4-(C — jr ]<7*=: const.,
où ne figure plus de terme en />*, ce qui justifie notre assertion.
Remarque IL — Quand A est constant, s'il en est de même de [x, l'intégrale quadratique disparaît. En effet, puisqu'on peut faire A = o, les équations (8) et (9) se réduisent actuellement à
Comme A est nul aussi, l'intégrale quadratique cesse d'exister.
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LES SURFACES HARMONIQUES A LIGNES D'ÉGALE COURBURE PARALLÈLES
1. Le procédé de calcul indiqué au Chapitre précédent va nous donner une proposition importante pour la théorie des surfaces harmoniques et qu'il semble difficile d'établir autrement.
Théorème. — Toute sur/ace harmonique dont les lignes d'égale courhure sont parallèles est applicable sur une surface de révolution.
î^'élément linéaire des surfaces dont les lignes d'égale courbure u = const . sont parallèles est de la forme
ds^ = du'' -h ^^^~,^'^' dv\
et, pour qu'il convienne à une surface de révolution, il faut et il suffit que la courbure géodésique des courbes u = const. soit indépendante de v :
c'est-à-dire que la fonction V doit se réduire à une constante. 11 n'y a d'(*xception que si la courbure totale de la surface est invariable, cas que notre analyse nous fournira. Or, pour que l'élément linéaire
(0 ds^ = dir- 4- G dv^
soit réductible à la forme harmonique, il faut et il suffit (Chapitre I, n° 3) qu'on puisse, en- choisissant convenablement les deux fonctions A et W de la seule variable v^ satisfaire aux deux équations
2. Dans le cas présent, nous nous donnons on peut alors efFectuer la quadrature indiquée, et il vient
('•) j,, - u, 1^>^ - -[rrv j - ^^ u' * u' '
d'où l'on déduit par différentiation Quant à la formule (3), elle devient
L'intégration est immédiate; elle introduit une nouvelle fonction inconnue V, de P' :
Nous avons donc la valeur explicite de [jl^ (ci) (?«-^' U' U' ^ U' ^^'
ce qui nous fournit une nouvelle expression de la dérivée seconde
La seule condition d'existence de la fonction auxiliaire [jl et, par suite, de l'intégrale quadratique est donc l'identité des deux expressions (5) et (6). On est ainsi conduit à l'équation indéterminée
(7) (WU"-f-V;U')(U-V)«-[2WU''-hA'U''-4-2U'(ViV'4- W)](U-V)
Telle est l'équation qu'il s'agit de traiter. Il j figure quatre fonctions
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inconnues de c, savoir A, V, Wet V, et une seule fonction U de u. Comme celte fonction ne peut se réduire à une constante, nous la prendrons pour nouvelle variable et nous poserons
au
Tacccnt désignant maintenant la dérivée de U< par rapport à U. On peut supprimer le facteur U, commun à tous les termes, et faire pour abréger
(8) V,=:::2V'W'-+-(V'Wy-^-A^ V,= 2 ( V, V 4- W").
ICnlin, effectuons et groupons les termes de manière que chacun d'eux soit le produit d'une fonction de p par une fonction de u\ nous arrivons à cette nouvelle forme de l'équation proposée
(9) \v(u«u;-2Uu,)-(2VW-+-A')uu;-f-(vwH-A')Vu;H-2(Vw+2A')u,
v; u*- (2 vv; + ¥3)0 ^ (V?v; + vv,-+- v
3. Nous allons prouver que, si l'on exclut l'hypothèse V = consL qui donne les surfaces à courbure variable applicables sur les surfaces de révolution, cette équation (9) n'admet pas d'autres solutions que celles qui correspondent aux surfaces à courbure totale constante. A cet effet, cherchons la forme la plus générale de l'élément linéaire
(|ui correspond à une courbure totale constante. On sait qu'avec l'élément linéaire (î) la courbure totale a pour expression
I d^lVi _ - U, J /^ t^A [T - 1^
v/G ^"' " \/Vi d\}\' dV] J '^ du
Si dans cette formule nous faisons
V (ji =: — — 9
nous trouvons par un calcul facile
Nous devons donc avoir, en effectuant le second membre,
2UiU;-U;«=:const.
Il sufGt de différentier cette relation pour trouver U"'= o; c'est-à-dire que U< ou U' est un trinôme du second degré en U. Les surfaces à courbure constante sont donc caractérisées par U'J'=o; la fonction V reste arbitraire.
Revenons maintenant à l'équation (9). On voit immédiatement que, quand on prend pour U^ un trinôme du second degré en U, elle se réduit à
LU«-f-MU-+-N=:o,
L, M, N étant trois fonctions de v. On devra donc, pour la vérilier, poser
L=zO, M=::0, N=:0,
ce qui fora trois équations seulement entre les quatre fonctions V, A', W et V^. On pourra donc se donner arbitrairement la première et déterminer les trois autres. A raison des constantes que l'intégration introduit, il y aura une infinité d'intégrales quadratiques; en effet, l'élément linéaire des surfaces à courbure constante est réductible d'une infinité de manières à la forme harmonique.
4. Il nous reste à prouver que l'équation (9) n'admet aucune solution quand on suppose Vii^j^o et U'^'i^i^o. Pour cela, nous différentions son premier membre trois fois successivement par rapport à U, ce qui donne
(10) W(u»u;-2uu,y^
-('2Vw-+-A')(uu;r4-v(vw4-A')u';-+-2(vw-4-2A')ii;'=o.
Afin de pouvoir diviser tous les termes par WU^', montrons que W doit être supposé différent de zéro. En effet, quand W = o, l'équation (10) se réduit à
A'(vu;vu7-uu7)=:o.
Donc la parenthèse est nulle, ou bien A' est nul. Pour que la parenthèse soit nulle, V n'étant pas constant, il faut supposer Uj'= o, ce qui ramène aux surfaces à courbure constante.
D'autre part, je dis que A' n'est pas nul. Car, si A' est nul en même temps que W, l'équation (2) donne u'^ = o ; la dérivée seconde [jl*^, est donc R. 2
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nulle aussi, en sorte que l'équation (6) devient
ce qui entraîne V'^ = o et, puisque V' n'est pas nul, V, = o. Mais on a vu que A peut être supposé nul quand il est constant! Alors l'équation (3') donne (i,^= o. Ainsi les deux dérivées de (x sont nulles; (x se réduit à une constante, et il n'y a plus d'intégrale quadratique (Chap. I, n®4). Donc, en résumé, W n'est pas nul.
5. Nous pouvons en conséquence diviser l'équation (lo) par le produit WU'J'. Ensuite nous égalerons à zéro la dérivée seconde de son premier membre prise par rapport à U et k p, ce qui donnera
Je vais prouver qu'on ne peut supposer nulle ni la fonction de U qui figure au second membre, ni la fonction de p qui figure au premier. Posons en effet
o~u: dQ
L'équation (i i) deviendra
Si nous supposons
elle se réduit à
2 V -h ^i^ = const. = /n,
ce qui montre que Q est une constante.
D'autre part, en effectuant les calculs dans l'équation (lo) et divisant par WU", on trouve
(10') QU«4-4U~(2V+^)(QU4-3)-h(v«+V^)q + 2(^V4-2^)=o, relation impossible, car son premier membre est un trinôme du second
degré en U qui ne peut s'évanouir que si ses trois coefficients sont nuls; donc d'abord il faudrait prendre Q = o; mais alors le terme en U a pour coefficient 4 et ne peut disparaître. Ainsi, on ne peut pas faire l'hypothèse
On ne peut pas non plus supposer Q'= o. Car, en vertu de l'équation (i i'), cette hypothèse entraîne soit la précédente, qui vient d'être exclue, soit l'hypothèse Q = o, incompatible avec l'équation (lo').
6. Les deux fonctions que nous venons de considérer étant difl'érentes de zéro, nous pouvons diviser les deux membres de l'équation (i i') par leur produit, ce qui donne
X (QU) X
(i2) rx, = -. rrry = consl. = «.
De là on déduit, en intégrant et désignant par a elb deux nouvelles constantes arbitraires,
ou encore
Substituons ces valeurs de Q et de A';W dans l'équation (lo'); nous trouvons
a T^ h 4U-4-(a — i) TT — 2(a-4-2) V=io.
Les termes qui dépendent de U et ceux qui dépendent de V devant séparément être constants, nous poserons
Chassant les dénominateurs, on aura deux trinômes, l'un en U, l'autre en V, qui devront être identiquement nuls. Annulant les coefficients deU"
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et de V*, on arrive aux deux conditions contradictoires
Ainsi, les solutions V = o et U'J = o sont les seules qu'admette Téquation (9). Toutes deux ne donnent que des surfaces applicables sur des surfaces de révolution, puisque les surfaces à courbure constante sont applicables sur des surfaces de révolution. Notre théorème est donc complètement démontré.
QUELQUES PROPRIÉTÉS DES SURFACES HARMONIQUES. l3
LES SURFACES RÉGLÉES HARMONIQUES
1. Les combinaisons analytiques dont nous avons donné le principe au Chapitre I s'appliquent avec succès à l'élément linéaire des surfaces réglées et conduisent, comme on va le voir, à la proposition suivante (') :
Théorème. — Si l'on fait abstraction des surfaces qui ont même cône directeur que la sphère, il n'y a pas d'autres surfaces réglées harmoniques que celles qui sont applicables sur le plan , sur les surfaces de révolution ou sur les surfaces du second degré.
Pour établir ce théorème, nous examinerons séparément les surfaces gauches qui n'ont pas de plan directeur tangent au cercle de l'inBni et celles qui admettent un pareil plan directeur.
I. — Surfaces n'admettant pas de plan directeur tangent
au cercle de l'infini.
2. Leur élément linéaire peut toujours être mis sous la forme
en désignant par a et /r deux fonctions de la seule variable p. La fonction A* est essentiellement différente de zéro dans les surfaces gauches : c'est le paramètre de distribution. Nous supposons en outre que les deux dérivées a' et k' ne sont pas nulles à la fois; car alors on aurait des surfaces réglées applicables sur la surface de révolution qui a reçu le nom à^alysséide.
Nous allons déterminer a et /f de manière que l'équation aux géodésiques admette une intégrale quadratique. Pour cela, il faut et il suffit (Chap. J, n** 3) qu'on puisse trouver trois fonctions, l'une [jl dépendant de u et de p, les deux autres A et W dépendant seulement de p et qui vérifient les deux
(*) [L. Raffy, Détermination des surfaces harmoniques réglées {Comptes rendus de V Académie des Sciences, t. CX, p. 223; 1890)].
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équations
G âi^
Grâce à la forme particulière de la fonction G, on peut, sans connaître a et /f, eflFectuer la quadrature
/du r du I // --
Par suite, l'équation (i) devient
et donne une première expression de la dérivée [jl*^,
àll^-k'^^f. N^w . A'
A'-H 2(w — a) ( W -+- -T- arc lang — -r — )
duôi> D'autre part, l'équation (2) devient
^ ^ du\G du)
= 3 A ;^ TT -^ 2 ,t , ..-.^ W -f- -7: arc tang —r —
^' / ,, . .A W'-h ^ arc tang— 7 -r -r ^ — tt" h
en désignant par des accents les dérivées prises par rapport a v. Intégrons par rapport à «, ce qui introduit une nouvelle fonction arbitraire V de p; nous aurons, en séparant les termes de forme différente,
i du. -r 3 A aW ^ u — a
^.iWkk'-A'a')J\j^
arctang— jp- ^, / (m — «) arclang— ^^^
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Les quadratures indiquées peuvent s'effectuer et l'on trouve, tous calculs faits, après avoir multiplié par G,
——(a — a)arclang — j h N[(w — a)*-i- A:*] arctang — j- —
M[(i/ — a)*-i- A:'] f arctang — r — j
en posant pour abréger
,, 2W' iWkk'—3K'<x' ^, 2 VA- — A'A-'
3. 11 faut maintenant identifier la dérivée de [jl^ prise par rapport à ç avec l'expression (3).
A cet effet, remarquons que la dérivée prise par rapport à p du second membre de l'équation (4) contient le terme
V 2(x' k' (u - (x) -\- k((x'^— k'*-) 'k {u — (xy-hk' '
qui n'a pas d'analogue dans la formule (3). Il faut donc que l'on ait, quel
que soit w,
A'[2a'^'( £/ — a) -h k{oL'*— k'^)\ = o.
Or, pour que la fonction linéaire de u qui multiplie A' fût identiquement
nulle, il faudrait
hypothèse exclue. Il reste donc A'=o, c'est-à-dire que A est une constante. L'équation (3) se réduit alors à
Mais on a vu (Chap. I, n"4) que, quand la fonction A est constante, on peut la supposer nulle. Dans la relation (4), faisons donc A = o; il reste
ou k ^
-^ T^ [(«-«)'■+- A:» ] arc lang -^— •
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La différentialion par rapport à p donne, entre autres, un terme en arc tang — r — > qui a pour coefficient
et qui doit disparaître, puisqu'il n'existe pas dans la formule (3'). En conséquence, l'expression
doit être une fonction de «seulement, ce qui ne peut avoir lieu, en dehors de l'hypothèse exclue 7/ z= k'= o, que si l'on suppose
On tire de là, en désignant par h une constante arbitraire. L'équation (4') se simplifie encore
(4'') ^=:V^«^-^' + ^(^/-«)-hV(«-a)^
au yjk k\fk
On voit que V doit être une constante pour que la dérivée ^]^^ no contienne pas de terme en {u — a)^. Effectuons maintenant la différentiation par rapport à p du second membre de Téquation (4")? le résultat doit être,
en vertu des relations (3') et (5), identique à ih{u — CL)\\lk, On doit donc avoir identiquement
V/A- V \P^) V \f^'\/^'J J ' ks/k
d'où résultent les deux équations
^ ^\k\/kj >Jk
Il faut, puisque a' est multiplié par V dans la seconde, distinguer deux cas, suivant que V est différent de zéro ou égal à zéro.
4. Premier cas, — Supposons d'abord la constante V différente de zéro. De l'équation (7) on tire
cl, substituant dans la précédente, on trouve
Telle est l'équation du troisième ordre qui détermine le paramètre de distribution k.
Nous allons l'intégrer. Remarquons, au préalable, que la constante h n'est pas nulle. Car si elle l'était, les équations (6) et (7) entraîneraient a'= A*'= o, contrairement à nos hypothèses. Nous pouvons donc désigner par gh^ ; 2 V la constante qui s'introduit quand on intègre les trois termes de l'équation (9). Il vient alors
ce qui est une équation du second ordre. Pour la simplifier, nous poserons
ce qui donne, après quelques réductions,
Multiplions par la dérivée p' et intégrons; soit m la constante arbitraire; nous aurons
-^p'-î^^p'-H/'ip-a/i^pp'^zzip^^j ,
d'où l'on déduit
pdp
(11) di>
)J — 4p* — ^^p^H- mp' — 2/ip
Telle est la quadrature elliptique dont dépendent p et, par suite, son inverse k,
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Quant à la fonction a, on peut aussi l'exprimer en fonction de p en intégrant l'équation (8). On trouve ainsi
(12) V' 2 // a nr — *- ^^-^ 2 / -
2g'p^-+- mp — in
On connaît donc les deux fonctions cherchées a et X: de la variable c\ Si Ton se rappelle que l'angle o) sous lequel la ligne de striction coupe les génératrices d'une surface réglée est donné par la formule
k COtûl) ZZLOt! Z=l -r-y
on voit que la relation (8) donne
ico,. = -*(^,-^M)
L'équation (11) permet de calculer explicitement le second membre; on trouve ainsi, en remplaçant p en fonction de h^
(i3) colw=: ^ (m — (\nk),
isjin
Cette formule nous servira bientôt, ainsi que la formule (11), à établir que les surfaces réglées qui viennent d'être trouvées sont applicables sur rhyperboloïde.
5. Second cas. — Nous supposons maintenant V = o. Si l'on fait, en outre, h — o, il est clair qu'on vérifie les équations (G) et (7 ); mais alors les formules (3') et (4") donnent
^=z^ =0 du àv '
et nous avons vu (Chap. I, n'*4) que, quand A et pi se réduisent à des constantes, l'intégrale quadratique disparaît. Il faut donc supposer h ^ o, et, supprimant ce facteur, on a
La seconde de ces équations n'est autre que
(v/aO ^ V'A-
On peut, sans restreindre la généralité, prendre pour son intégrale
au lieu de p sin(p — Po)> en désignant par p une constante arbitraire. On a donc
p'sin'f' D'autre part, l'équation (6') donne, avec une nouvelle constante y,
(i5) ^"'^^' a'^^yksfk,
d'où, en ayant égard à la formule {i[\),
a^y l /^^kdv—^^ f -r-^- = -^ ( log lang :-^ ) -+- const.
Ainsi se trouvent complètement déterminées les deux fonctions a et A* dans l'hypothèse V = o. Il suit de la relation ( 1 5-) et de la formule rappelée plus haut que la ligne de striction coupe les génératrices sous un angle o) tel que
(i6) cotco = y v/Â=: 3— ? — .
^ ' '^ p sin i>
6. Pour être en droit d'affirmer que les éléments linéaires trouvés dans les deux cas V r^^ o et V = o conviennent bien à des surfaces harmoniques, il faudrait calculer les coefficients de l'intégrale quadratique et discuter les deux cas d'exception prévus par la règle posée au début de ce travail. Mais nous allons montrer directement que ces deux éléments linéaires appartiennent à des quadriques, ce qui lèvera toute difficulté.
Commençons par le dernier, celui que déterminent les formules (i4) et (i5). Je dis qu'il existe un paraboloïde admettant cet élément linéaire. En effet, si dans la formule
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on introduit la variable
qui représente la dislance du point (a, r) au point central, il vient
(17) ds''—{dl 4- ^a)»-+- (/* -+- /•*) dv^— dn-\- 2cx.'dldi> -+-(/*-+- k^-^ot!^) d^K
Dans le cas présent nous avons de sorte que notre élément linéaire peut s'écrire
(18) ds^-= dl^-^ ^^^U^ ' 4_ — C^) d^>\
p' suî't' \ p^sin*^' p®sin'(v
Or, si Ton considère la surface dont les coordonnées rectangulaires ont pour expressions
/ = / sin ç' — ~ cotr, c=^cotr,
on trouve aisément que son élément linéaire est représenté par la formule (18). D'autre part, Télimination des deux paramètres / et p se fait immédiatement et donne
ce qui est l'équation d'un paraboloïde. Par là il est démontré tout à la fois que l'élément linéaire obtenu dans l'hypothèse V = o est harmonique et qu'il ne convient qu'à des surfaces applicables sur des paraboloïdes. Cet élément linéaire est le suivant
t/5* = du^ -h [( a — a)' -4- A-*] dv\
k=^ -Frr^—7-y «== «i logtang r—r- •
p*sm*r 2p'\ ° °2 ^lïi^vj
7. Revenons maintenant à l'élément linéaire trouvé en premier lieu,
dans IMiypothèse V :^ o, et que nous mettons sous la forme en posant, conformément aux équations (i3) et (i i),
/ X , r7i , m — (\nk
(19) 4i/-a'zz: ^ ,
f dk\^
(20) { T~ ) =^ ^"(— 4 — 2^/rH- mA-*— 2/2A-3).
Nous allons prouver que, quelles que soient les constantes g^ m et /^, on peut toujours trouver un hyperboloïde admettant cet élément linéaire. A cet effet, nous donnerons, mais sans les démontrer, certaines formules dont on ne saurait se passer quand on veut étudier Thyperboloïde au point de vue de la théorie des surfaces réglées.
Soit, en coordonnées rectangulaires, l'équation
On peut évidemment poser
au . bu , , eu
a? — — ^cos9 — asincp, j 1= — ;- sm <p 4- 1> cos cp, -3 ===-;-,
en faisant, pour abréger.
Avec ces notations, on trouve, pour le paramètre de distribution,
k—— ^^^', P = a'6*-f- 6»c«-f- c'«»-t- c^- c«/% et pour l'élément linéaire
ds^ =. du^ — 2 ; — du c^© 4- ( — ^^ — h 2 c' — u sin 9 ces 9 -h /•- — c* ) ^9*.
On en conclut que la valeur de m, qui correspond au point centrai, est
a z= i — g r sm 9 COS9,
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et, si Ton introduit la distance l=z u -— a comptée à partir de ce point, Félément linéaire devient
Taccent désignant une dérivée prise par rapport à ç. Or, si l'on compare avec la formule générale
on obtient les deux relations
, r^dv dru == — ,_- 1
\r^—c^ ,, - ,,, /rsino? coso\n .
d'où l'on déduit
dv) ~ 1^ \d^) '
8. Pour former la première de ces équations, il suffit de différcntier par
rapport à ç l'expression donnée plus haut
— abcr^
et de réintroduire partout k à la place de ç. On trouve ainsi
(dk\^ /i A-'
Tr) = -^Ti^iak -^ bc)(bk ^ac){cA-ab).
De même, en effectuant les calculs dont dépend l'expression explicite de a' et tenant compte de la valeur de /r, on élimine ç et l'on trouve
^ V^- abck \ cibc )
Pour établir la proposition annoncée, il n'y a plus qu'à montrer qu'on peut identifier à la fois les formules (20) et (20') d'une part, ainsi que les
formules (19) et (19') d'autre part. La comparaison des deux premières donne
et Ton vérifie aisément que ces trois relations entraînent l'identité des formules (19) et (19'). En conséquence, on voit que l'élément linéaire obtenu dans l'hypothèse Y z^ o convient à l'hyperboloïde dont les demi-axes sont a, by c quand on prend pour a^, b^ et — c^ les racines de l'équation
t^-iKt^^.'''
Notre théorème est donc démontré en ce qui concerne les surfaces réglées sans plan directeur tangent au cercle de l'infini.
II. — Surfaces admettant un plan directeur tangent
au cercle de l'infini.
9. Leur élément linéaire peut toujours être mis sous la forme
ds^ = du^ H~ (/> w 4- 7 ) dv'^
où p el q désignent deux fonctions de la seule variable v. Or la fonction p n'est pas nulle, sans quoi la surface serait développable. Nous pouvons donc faire /> = i . Enfin posons q ^ — ol et remarquons que la dérivée a' n'est pas nulle; car si a était une constante, on aurait l'élément linéaire d'une surface de révolution. Soit donc désormais
Nous aurons, en conservant toujours les mêmes notations, Or l'intégration donne
rdu r du . . .
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en sorte qu'il vient d'après Tcquation (i)
^r=(./-a)[W + A'log(^-a)], On déduit de là une première expression de [jl^^.
au ai'
/Vlog(«-a)-hA'H-\V.
Calculons maintenant le second membre de l'équation (2); il vient
// — a (il — a)^ u — ot (a — a)-
Multiplions chaque terme par du et intégrons en faisant usage de la formule
-jL-dt^--{\ost-hi);
soit V la fonction de p qui s'introduit comme constante arbitraire. L'équation (2) ainsi intégrée nous donne
-^ - 3 A + Y{u - a) 4- (W 4- 3 A')a' ou
-+-A'a'log(^/ -a)-+-2W'(M — a) log(// -«)-{- A"( // — «)[ log(i/ — a)]«.
10. Si nous différentions par rapport à p, nous trouverons entre autres le terme — A'a'^ : (w — a) qui n'a pas d'analogue dans l'expression précédemment trouvée pour [x*^. En conséquence, comme a' est supposé différent de zéro, la dérivée A' doit être nulle, c'est-à-dire que A est une constante.
Cette constante peut être supposée nulle (Chap. I, n°4, Rem. 7). Alors la valeur de [x^ se simplifie
^ = V(w — a) -h Wa'-h 2\\'{u -a)log(« — a),
ainsi que celle de [x^^, qui se réduit à W. Comme elle ne contient pas de terme logarithmique, il faut égaler à zéro le coefficient du terme en log(;/ — a), trouvé en différentiant [x^^ par rapport à ç. On a donc, quel
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que soit u,
c'est-à dire que le binôme Ww — W'a ne dépend pas de p. Comme a ne peut pas être supposé constant, on conclut de là que W' est nuL Donc W est une constante. Il vient alors, en comparant les deux expressions de [jlJ^^,
l'identité
Wa"- \oc'-h\'(u - a) = W;
d'où l'on déduit
V = consl., . Wa^-Va'^W.
La constante W ne peut être nulle, sans quoi V serait nulle aussi; les deux dérivées [x^ et [x^ s'évanouiraient; l'intégrale quadratique disparaîtrait (Chap. I, n°4, /îe/n. II).
11. Par contre, la constante V peut être nulle. D'où deux cas à distinguer.
Supposons d'abord V :^ o et soit V = W : a. Nous avons, pour déterminer a, l'équation
qui donne, en désignant par Pq et b deux constantes arbitraires,
a =z— a{v — ç'o) — a' 4- be^.
On aura donc, en faisant rentrer dans u la constante a(i^\ -f- a), cet élément linéaire
Remarquons que la constante b n'est pas nulle, sans quoi nous aurions l'élément linéaire d'un paraboloïde de révolution. Nous pouvons donc faire
le changement de variables
if
u-hav — a'=r a(p H- p,), w-hat^ — be'*=i — pp^y
qui serait impossible si b était nul. Effectuant les calculs, on trouve aisément
^ '^ L(p + «) (pi + «)'J
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ce qui est une forme dégénérée de l'élément linéaire des quadriques rapportées à leurs lignes de courbure.
Supposons maintenant V = o; il vient a"= i, ce qui permet, sans restreindre la généralité, de prendre 2a = p^, de sorte que l'élément linéaire est, dans ce cas particulier,
(22) ds*=du^~^ (u Wp*.
Il suffit de faire le changement de variables
pour trouver par un calcul facile
(22') ds^= ip — pi)(p ^p^— pi dp]),
ce qui est encore une forme dégénérée de l'élément linéaire des quadriques. Notre théorème est donc entièrement démontré. Des quatre formes que nous avons trouvées pour l'élément linéaire des surfaces réglées harmoniques, la première convient toujours à un hyperboloïde, les trois dernières appartiennent toujours à des paraboloïdes ; mais, pour les éléments linéaires (21) et (22), le paraboloïde ne peut être réel, puisqu'il admet un plan directeur, et un seul, tangent au cercle de l'infini.
Remarque. — L'analyse par laquelle nous avons obtenu tous les éléments linéaires des surfaces réglées harmoniques montre que l'intégrale quadratique de l'équation aux géodésiques est, pour ces surfaces, unique et parfaitement déterminée. Il suit de là que ces éléments linéaires ne sont réductibles que d^une seule manière à la forme harmonique. Nous avons donc démontré que toutes les quadriques sont simplement harmoniques, abstraction faite bien entendu de la sphère, que nous avons écartée dès le début.
LES CERCLES GÉODÉSIQUES ET LES SURFACES HARMONIQUES
1. Les surfaces applicables sur les surfaces de révolution sont les seules, à ma connaissance du moins, dont on ait déterminé complètement les cercles géodésiques. M. Darboux (*), après avoir étendu aux cercles géodésiques la méthode de recherche des lignes géodésiques qui procède du théorème de Jacobi, a déterminé par deux quadratures les cercles géodésiques des surfaces de révolution. Nous nous proposons d'étudier ici les intégrales linéaires et quadratiques de l'équation aux cercles géodésiques. A cet effet, nous rappellerons la règle posée par M. Darboux.
Pour chercher sur les surfaces d'élément linéaire
les courbes dont la courbure géodésique est donnée et égale à k, on détermine deux fonctions M e/ N, assujetties à V unique condition
ox ôy et Von forme V équation aux dérivées partielles
Si l'on en peut trouver une intégrale 6 qui dépende, ainsi que l'une au moins de ses dérivées p et q, d'une constante arbitraire a, l'équation finie des courbes cherchées s'obtient en égalant à une nouvelle constante arbitraire la dérivée de G par rapport à a.
On est donc conduit à chercher s'il existe des intégrales
(ï) Leçons sur la théorie des surfaces, t. III; Livre IV, Chap. VII.
compatibles avec V = i , c'est-à-dire telles que le crochet
*■ ' ■' dx dp ày dq dp dx dq ôy
soit nul en vertu de la seule hypothèse V — i = o. C'est faire, pour les cercles géodésiques, ce que M. Massieu a fait pour les lignes géodésiques. Mais ici l'expression V n'étant pas homogène en p et y, on ne peut plus, comme dans le problème de M. Massieu, supposer homogènes les intégrales I, ce qui simplifiait considérablement les calculs,
I. — Intégrales linéaires
2. Du résultat obtenu par M. Darboux on déduit aisément que, pour les surfaces applicables sur les surfaces de révolution, l'équation aux cercles
géodésiques
admet l'intégrale linéaire
1=1 p — q z= consi.
Nous allons voir que la réciproque de cette proposition est vraie. Supposons, en effet, que l'équation aux cercles géodésiques admette une intégrale linéaire
1 = Xp-h Bq -\- C = consl.,
OÙ A, B et G sont des fonctions encore inconnues de x et y. Écrivons que le crochet [V, I] est nul en vertu de V — i = o. Comme c'est une fonction quadratique de p et de g, on devra avoir, quels que soient p et q^
[V,I]z:zp(V-l),
en désignant par p une fonction convenablement choisie de x et y. Le calcul effectué conduit à l'identité
On voit que le premier membre ne doit contenir ni terme en p^ ni terme
en q^. Donc on a
B-y=zo, A^.= o.
D'après cela, on peut, sans restreindre la généralité, prendre
B=:l, A=il.
On n'exclut ainsi que l'hypothèse où l'une des fonctions A et B serait nulle. Or, en supposant, par exemple, B = o avec A = i, on est conduit aux relations d'identification
d'où l'on conclut X^ = o. Les surfaces correspondantes sont développables. Soit donc désormais A= B = ï. La comparaison des termes en pq dans les deux membres donne
et l'identité à vérifier se réduit à
d'où les trois relations
(3) C;=M;+M;., C;=N;-hN;., Xi+X;=(MN)^+(MN);,-(NC;-^MC;).
Or, en vertu des deux premières, la dernière devient X^4- X^= o. Il en résulte que X est une fonction de a? — jy^ seulement; d'où la conclusion annoncée :
Les seules surfaces pour lesquelles V équation aux cercles géodésiques admette une intégrale linéaire sont les surfaces applicables sur les surfaces de résolution.
M. Massieu a démontré la même propriété relativement aux lignes géodésiques. On voit que son théorème peut être généralisé et étendu aux cercles géodésiques.
3. Pour compléter la solution de notre problème, nous avons à écrire la
condition
dC'je dCy
ày dx
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qui nous donne celte relation entre M et N
Rappelons-nous, d'autre part, que M et N vérifient aussi Téquation (5) n;,— M;i=2tA:X (k = consU).
Mais, X étant une fonction de a? — y, les deux dérivées X^ et X^. sont égales et de signes contraires, ce qui entraîne Téquation (4). La relation (5) est donc la seule qui régisse les fonctions M et N. Donc il y a une infinité de manières d'écrire l'équation aux cercles géodésiques, à chacune desquelles correspond une intégrale linéaire. Il va sans dire que, dans tous les cas, on trouve la même équation finie pour ces courbes. En vue de l'obtenir, posons
de manière à vérifier l'équation (5), quelle que soit la fonction arbitraire [x^_^.. De là nous déduisons
N=i ^''t /(^ — j)-+-fx;, M = ik f{x — y) -h ij.'^,
K,= - ikf(x - 7) + fx;., M',= îkf{x - j') -^ II.:..
Portons les valeurs de M^, M^, N^, N^ dans les deux premières équations (3). Il vient
d'où, en intégrant,
L'intégrale linéaire est donc entièrement déterminée
I = /> -+- 7 -+- fx^ -+- fx'^ == const . 1= 2 a. Rapprochons- en l'équation V = i. Nous obtenons le système
(p -^ik/-^ ix'^){g -i- ik/ ^ ^'^) =f,
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dont la résolution donne
df) ,
En conséquence, la fonction 6 est déterminée par une seule quadrature
'=a{x-¥ y)'-[i-\- js/[a^ikf{x^y)y--f'(X'- y)d{x- y).
et l'équation finie des cercles géodésiques est la suivante :
àa -^ J ^[a-^ikf{x^y)-Y-f{x-y)
La fonction X ayant été donnée sous la forme/' (x — y)^ la solution du problème dépend bien de deux quadratures, conformément au résultat de M. Darboux.
II. — Intégrales quadratiques
4. Nous allons rechercher maintenant dans quels cas l'équation aux
cercles géodésiques
admet une intégrale quadratique
I^ A/?'-+- 2B/?^-4- C^'-+- 2a/? -h 2^7 -4- 2C = consl. On sait que l'équation aux lignes géodésiques
admet une intégrale quadratique
A/?* 4- 2B/>^4- C^'=const.
dans deux cas et deux seulement : i° quand l'élément linéaire \dxdy est de la forme
ds^iz^ \x 4- tî (7)] dx dyy
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la fonction v](y) étant arbitraire, auquel cas il ne convient généralement qu'à des surfaces imaginaires ; a° quand l'élément linéaire \dxdy est de la forme
ds^=i [9(^+7) — /(^ — /)] dxdy,
quelles que soient les fonctions ç et/, résultat capital dû à M. Massieu.
Dans le problème relatif aux cercles géodésiques, nous retrouverons les deux mêmes formes d'élément linéaire, mais plus déterminées, car elles ne dépendront que de constantes et non plus de fonctions arbitraires. En effet, l'existence d'une intégrale quadratique pour l'équation aux cercles géodésiques impose à l'élément linéaire des conditions plus restrictives que l'existence d'une intégrale quadratique pour l'équation aux lignes géodésiques, ce fait analytique étant supposé se produire pour une valeur constante quelconque de la courbure géodésique ^, au lieu de la seule valeur A* = o.
Nous avons à exprimer que le crochet
rv ii=z— ^~ — ^+^^-^^ ^ * ^~ dx dp dp dx dy ôq dq dy
est nul en vertu de V — i = o, ou qu'il est identique à
a, p et Y étant des fonctions convenables de x et^.
Remarquons d'abord que l'équation V = i permet d'exprimer le produit pq par une fonction linéaire de p et de y, en sorte que, dans l'intégrale I, nous pouvons supposer B = o. Le calcul du crochet [V, I] s'effectue aisément et nous arrivons à l'identité suivante :
'i{kp^a)\(^(^p-^'^\){q-^'^)-r^
On voit que le premier membre ne doit contenir ni terme en/>% ni terme en q^ ; donc les dérivées A^ et C^ sont nulles. Ainsi A ne dépend que de x et G ne dépend que de j^. Il faut distinguer deux cas, suivant que le produit AC est nul ou différent de zéro.
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5. Premier cas. — Le produit AC est nul. Ses deux facteurs ne peuvent être nuls, ce qui réduirait l'intégrale I au premier degré. Soit donc (] = o. Nous supposerons aussi A = i, moyennant un changement de variable (jui ne porte que sur .r. Alors l'identité à vérilier devient
- b [Qy {p -^ M) (7 -^ N ) H- ^ (V -- N) + ^' (/>+ M)] - ^-^^<P -^ ^W -^ 4)
Son premier membre ne contient pas de terme en pq^. Donc ^ est nul, ce qui réduit le second membre à une fonction linéaire de q. Le premier dcîvant aussi en être une, la dérivée b'^ est nulle et b ne dépend que àQy,
Soit d'abord b = o. L'identification donne six équations d'où Ton tire aisément
-G)l' •''^'KOl' ''— "- '*=^"-5
a* Yî*
en désignant par y] et Y deux fonctions provisoirement indéterminées de^. Comparant les expressions de c et de c^.^ on trouve
parce que l'équation N'^,— M^.= iik\ se réduit ici à f ^ j = a/AX. On a donc
>. zrr (2/ÂY3 — Y').r + 0(7).
Substituant cette expression dans la relation précédente on trouve
d'où l'on conclut d'abord que la surface est développable, X^ étant nul;
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puis, calculant y) et Y pour avoir c, on trouve 2c = a* -f- const., en sorte que rintégrale I se réduit au carre de /? -f- a; ce n'est plus qu'une intégrale linéaire.
Lorsque b n'est pas nul, nous pouvons, au moyen d'un changement de variable portant sur j^, faire ft = i . L'identité proposée devient
Les deux membres sont linéaires par rapport à ^r -h N. Identifions les coefficients de y -h N et les termes indépendants :
i[N:,(/> + a) + N;~^>-c;,](y. + M)=-X(«/>4-y). La seconde de ces identités donne
iN^ - - f^y, a — ji » / — 5^i '-
La première devient par suite
(p ^ «)[- -K'Ap + M) -^ XM:,] - X(a> 4- c^) - l'yip 4- M ) 4- XM;
Ordonnant son premier membre par rapport à /? -h M, on trouve, par identification,
ce qui, à raison de N^= a^., peut s'écrire
c; — afl;.4- n;.- >.i, c;= (Ma);- MM;-h m;,
6. Telles sont les quatre équations du prol)lème. l^cs deux premières feront connaître c quand les autres fonctions seront déterminées; mais
elles entr«ilncnt la condition d'intégrabilité cj.^=c^^., qui, eu égard à N^ = a^, peut s'écrire
à^ (M-ay __ â^{M-a) _ ^„ dx à y 2 dy^ ^"
Aux deux dernières équations X^= [X(M — a)]^, >i^= a^., il faut adjoindre la relation N' — M' = iik\.
L'élimination de N et de X se fait aisément et donne
d» (M — rt)» d^iCS\ — a)
dx ày 2 dy^
De ce résultat et de celui qui précède, on conclut que la dérivée X^., est nulle; c'est-à-dire que X est une fonction linéaire de x
Y' et Y]' étant deux fonctions de/. L'élément linéaire \dxdy a donc bien, comme nous l'annoncions au début, la forme
ds^ — i^xT -\- f\' ) dx dy ,
qui a été trouvée par M. S. Lie (*) pour les surfaces représentables géodésiquement sur d'autres surfaces avec conservation d'une seule famille de lignes de longueur nulle. Mais ici les fonctions Y' et yj' ne sont pas arbitraires. Substituons en effet l'expression de X dans les équations
il vient
[X(M — a)];= ^Y" -h fi\ (M - a); — -. 2«)t(^Y'-+- Yî'),
d'où, en intégrant et désignant par yj^ et \ deux fonctions, l'une de y, l'autre de X, on tire
(u- Y'-4- Yî')lM — a) ru — T'-\- fi'x -h Y)o, M - a -- iikx\ - 2 ikiX -h yî ).
Eliminant M — a, nous arrivons à cette équation différentielle indéterminée
(i) 2/it(^Y'-hYï')(-^Y + ^4-Yî)-f- ^Y"-+-rî"x+Yîo=o.
(*) Math, Annalen, t. XX, p. 424-
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Pour la résoudre, diflorcnlionsJa trois fois successivement par rapport à .r, ce qui donne
(2) Y'(;.r)"'-f-r/^'''rr:0.
Je dis qu'on ne peut pas supposer ^'^ ^ o. En eflet, Y' n'étant pas nul, sans quoi la surface serait une développahle, on pourrait, si H*" n'était pas nul, écrire
Cette équation se sépare et donne, avec une constante arl)itraire ///,
dés lors, Télément linéaire X dxdy devient
ds' —{x — m) Y' dx dy,
ce qui ne correspond qu'à des surfaces développables imaj^inaires. 7. Soit donc désormais ^'"= o. Comme on a aussi
la dérivée \" est nulle ép^alement, et il vient, avec deux arbitraires /;, ^,
l — bx^ (3.
Substituons ^ dans l'équation (i); nous trouvons
Egalons à zéro les coefficients de x^ et jc, ainsi que le terme indépendant
^ikT{\ -f- b) -+- Y" = o, iik[{\ 4- ^^)(r3 H- [3)]'-h Yî^rr. o,
likn'in -h j3) -h yîo=:o.
I^a dernière de ces équations fournira r\^ quand la fonction r\ sera connue Les deux premières s'intègrent immédiatement. On en tire, avec deux arbitraires m et A,
2/A(Y -h by -\- Y —-"i i km\ 2ik{\ 4- ^)(y) h- j3) + n'— 2//.
Supposons d'abord m=^o; nous aurons
2 ik dfy Y -4- ^ =— /?i lang 2 ikmy.
Ku égard à cette expression de Y h- &, l'équation en yj devient — ii km (rj -+- j3) sina ikmy -f- to ' cos 2 ikmv = 2 ikmg ces 2 1 Xrw r {"i/i — i / /«v.ir )
et donne par intégration
( Y) -h p ) cos 2 ikmy =: ^ si n 2 ikmy -+- /,
rj H- (3 ^ ^ tang 2 x /m v 4-
C0S2i7r/;iK
Nous avons alors
y, 2 ikm* ,_ iikm{g ^ l^uxiikmy)
cos'2«Xm/ ~ cos*2f/r/;?y ^
d'où Télément linéaire
ds^ = (.r y 4- Yî') dx dy = ^^ =-^^7 '-~dj^ dv,
•^ do^^iikmy "
ou, sous une autre forme,
ds-zzzlx'-^ ^*^
--L== Xdx'dy',
Si Ton fait m = o, on trouve
(Y -h 6)» ^' Mky'
Téquation en y] devient alors
yj -h (3 -h r}'^=: 2//.^-;
son intégration introduit une nouvelle constante /,
y{n-\-'^) — hy*--^l. Y) -h ô HZ h y -4- -
Les expressions trouvées pour Y et yj donnent
I — 7J î» YJ — I
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d'où rélément linéaire
qu'on peut aussi écrire
ds^ = fx' 4- -^,) dx^ df.
Les deux éléments linéaires que nous venons d'obtenir
ds^ — (x' -4- -jlÉ=\ dx' dfy ds*=z (x' -+- -^^ dx' dy
sont, abstraction faite d'un élément linéaire de développable imaginaire, les deux seuls pour lesquels le problème des cercles géodésiques admette une intégrale quadratique, mais linéaire par rapport à l'une des dérivées p et çr. Il est à peine besoin de faire remarquer qu'aucun de ces éléments linéaires ne convient à des surfaces réelles. On sait, en effet, que, si l'élément linéaire
ds'=L (x H- \)dxdy
convient à des surfaces réelles, Y ne peut avoir que l'une des deux expressions
Ajoutons enfin que ni l'un ni l'autre ne peut être ramené à la forme harmonique. C'est ce dont on s'assure en déterminant la fonction r\ de la seule variable y par la condition que la fonction X = a: -f- v] satisfasse k l'équation de M. Darboux
2Xx;.-h3X'x;-hXX'3=2Yx;.4-3Y'x;.-^XY^
par laquelle on exprime que l'élément linéaire \dxdy est réductible à la forme harmonique.
8. Second cas. — Le produit AC n'est pas nul. Revenons à l'identité
Nous avons vu que A ne dépend que de x^ et G que de y; et nous supposons maintenant le produit AC différent de zéro. En changeant la variable x et aussi la variable y, nous pouvons réduire les deux fonctions A et G à l'unité. Alors l'identité proposée devient
-(a/>-H(3^4-y)[(/?-+-M)(y-^N)^>.], La comparaison des termes en p^q et g^p donne
Identifions les termes en p' et g'', nous aurons
puis ceux en pq; il viendra
Gomparons les termes en p et en q^ et remplaçons y par sa valeur; nous trouvons
Identifions enfin les termes indépendants, en ayant égard aux expressions de Y, c'j. et c'y. Il vient, tous calculs faits,
(3) (Miy,-{aiy,^{my,'-(biyy-^o.
9. Nous avons maintenant à discuter les cinq équations (i), (2) et (i) auxquelles s'ajoute la condition d'intégrabilité 0^^.= c*^,
Remarquons auparavant que, dans l'hypothèse
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(jiii correspond aux lignes géodésiqucs, celte dernière condition donne X,, — A^., = o, d'où.X = (p(.r -+-/)— f{x — y). On retrouve les surfaces harmoniques. Le calcul s'achève sans difficulté et conduit à l'intégrale quadratique connue, écrite sous forme non homogène
\ous pouvons faire abstraction des relations (2) qui déterminent c, moyennant la condition (4). Pour satisfaire aux équations (1), nous introduirons deux nouvelles fonctions inconnues p et a en posant
(1') « — Px. ^' = p!>; f^~<^\y M — (t;..
Ces fonctions devront satisfaire à l'équation
(5) p';,=zzcr:,.=:N.;-M;=2£X->..
Remplaçons maintenant a, &, M, N par leurs expressions (T) dans les relations (3) et (4); il vient
j)Our la première, et pour la seconde
= ^ [( ^y — 9 y ) ^xy —(^x—px) <7.. » -+- <^x 9xy -^ 9x ^xy — >• > J »
ce qu'on peut écrire, en doublant les deux membres,
^^,Lvrxo vrr/x' -Kry-y^y "-^^—^y
OU encore, en groupant convenablement les termes.
On voit que les fonctions p et cr n'entrent que par leur différence dans les équations (3'), (40 ^K^)? ^^ ^^^ conduit à poser
QUELQUES PROPRIÉTÉS DES SURFACES HARMONIQUES. f\î
Alors réquation (5) devient
Portant cette expression de X dans la relation (3'), on trouve D'autre part, Téquation (4') n'est autre que
Ainsi la différence X''., -— X*, est nulle. D'où cette conclusion :
Les seules surfaces réelles pour lesquelles l'équation aux ceixles géodésiques admette une intégrale quadratique sont des surfaces harmoniques,
10. Remarquons tout de suite que cette propriété n'appartient pas à toutes les surfaces harmoniques. Soit, en effet,
les deux équations (3") et (4") se confondent en une seule; mais les fonctions O et F doivent être choisies de manière que les deux équations
soient compatibles. Nous verrons qu'elles comportent des solutions communes en nombre infini. Soit ^ l'une d'elles; cette fonction ^ étant connue, l'élément linéaire est connu, puisque nous ayons Q.ik\ = Q^. On connaît aussi la différence p — œ = C, qui seule est déterminée. On peut se donner arbitrairement la somme
Alors p et a seront connus. Les formules (i') fournissent immédiatement M, N, a et 6; la fonction c s'obtient par quadrature, ses deux dérivées partielles étant données par les équations (2), maintenant compatibles. L'intégrale quadratique est entièrement connue. On sait l'usage qu'il en faut faire pour trouver l'équation finie des cercles géodésiques.
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H . Tout revient donc à la solution de ce nouveau problème :
Trouver une fonction ^ de x + y et une fonction F de x — y^ telles que, si l'on pose
on ait identiquement
La première de ces équations est immédiatement intégrable; on en déduit, en désignant par Ç et yj deux fonctions inconnues, Tune de x^ l'autre dey,
K = 2ik\ j ^{x^y)d{x 4-y)H- iF{x-^y)d{x—y)-h jldx— ffidyy
Portant cette expression de ^ dans la seconde équation, nous avons
ou, en effectuant et réduis'ant,
(5'4- Yî') (*'— F') + l{<^" — F') -+- M^"-^ Y") — 2(4) F^— ¥<^'').
Donc, pour connaître tous les éléments linéaires harmoniques
tels que l'équation aux cercles géodésiques admette une intégrale quadratique, il faut trouver toutes les solutions de V équation fonctionnelle
(4'-h Y)') (*'— F') H- ^(4>''-- F") H- y)(^''-*- F'') == aC^F"— FO)").
12. Plaçons-nous d'abord dans un cas particulier et supposons que l'équation aux cercles géodésiques admette en outre une intégrale linéaire. Nous avons vu que l'élément linéaire convient alors à des surfaces de révolution, ce qui permet de supposer F' = o et, par suite, F = o. L'équation précédente se simplifie :
Si nous posons, pour un instant,
^'{x -4- y) = ^^, ds^=e*^ d.r dy,
il viendra
(i) 5'-ht)'-h(£-+-Y))a/=:o,
co' étant la dérivée de a> par rapport à la variable t^r^x -\- y. Egalons à zéro la dérivée seconde du premier membre prise par rapport à .a? et à ^; nous aurons
(2) (£'4-y,')a)"-h(^H-yî)ar=o.
Si le déterminant co'" — (o'o)" des équations (i) et (2) n'est pas nul, on a
en sorte que la proposée se réduit à une identité et laisse la fonction $ entièrement arbitraire. Mais on reconnaît alors aisément, en achevant les calculs, que l'intégrale quadratique se réduit à (/> — qY en vertu de
(/? + M)(^-hN)z=:X.
Ce n'est pas là une intégrale quadratique proprement dite. On doit donc supposer o)'"— (o'co"= o. Or, si Ton se rappelle que la courbure totale de l'élément linéaire e^ dxdy a pour expression
on voit qu'ici elle est constante.
Donc, les seules surfaces pour lesquelles V équation aux cercles ^éodésiques admette à la fois une intégrale linéaire et une intégrale quadratique sont les surfaces à courbure totale constante.
13. Les solutions correspondantes ne sont pas d'ailleurs les seules qu'admette Téquation du problème. On voit, en effet, immédiatement, qu'elle est vérifiée quand on prend
J=:io, /) = o, ^ = -^= const. = r*.
On a alors pour $ et F ces expressions
OÙ /, m, /z, p sont des constantes arbitraires. L'élément linéaire ainsi obtenu
correspond à des surfaces dont la courbure totale
— 8 /•* ( Ini — np )
n'est pas nulle en général. De plus, on voit qu'elle est fonction de X, et, comme le paramètre différentiel AX = X^X'^ : X ne se réduit pas à une fonction de X, les lignes d'égale courbure ne sont pas parallèles, en sorte que l'élément linéaire \dxdy ne convient pas à des surfaces de révolution. On aura donc bien là une véritable solution de notre problème. Nous ne nous occuperons pas ici de trouver toutes les autres.
( Extrait des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. IX.)
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Détermination des éléments linéaires doublement harmoniques ;
Par m. lu. RAFFY.
Les pages qui suivent contiennent la solution complète d'un problème abordé dans un cas particulier par M. Sophus Lie et proposé par M. Darboux aux efforts des géomètres : Déterminer tous les éléments linéaires doublement harmoniqueSy c'est-à-dire réductibles de deux manières, et par suite d'une itifinité de manières, au type
ds' = \':,{x^y) — f{x---y)\dxdy.
Cette solution formait la seconde partie de mes Recherches sur les surfaces harmoniques {^^ qui ont obtenu de l'Académie des Sciences une mention honorable dans le concours pour le prix Bordin en 1892. Pour abréger le texte primitif, j'ai retranché du Chapitre premier des développements analytiques rendus superflus par l'emploi ultérieurement fait (Chapitre IV) de la théorie des fonctions; en outre, j'ai supprimé dans les Chapitres II, III et V certains calculs intermédiaires. Rien n'a été changé au Chapitre IV. J'y ai seulement ajouté, hors texte et entre crochets, deux notes, dont l'une complète la seconde démonstration de l'uniformité des solutions, et dont l'autre démontre un
(*) La première partie est publiée dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ la troisième et dernière dans les Annales de r École Normale supérieure,
Journ, de Math. {\* série), tome X. — Fasc. IV, 1894. 4^
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lemme incorrectement établi. Je mets aussi entre crochets les renvois qu'il y a lieu de faire à certains de mes travaux antérieurs.
GÉNÉRALITÉS. LOI DE PASSAGE. LOI DE RÉCIPROCITÉ
I . Nous commencerons par classer les éléments linéaires réductibles à la forme harmonique. Notre analyse nous fournira les caractères auxquels on reconnaît, un élément linéaire étant donné sous cette forme, s'il est doublement harmonique ou ne Test pas.
Pour qu'un élément linéaire \dxdy soit réductible à la forme harmonique, il faut et il suffît qu'il existe un changement de variables
dx j r dy
tel qu'on ait l'identité
\dxdy = [<f(x'-hy) — /(x'—y)]dx'dy'.
C'est ce qu'exprime l'équation fondamentale
2xx;.- 2Yx;.+ 3X'x;- 3Y"x;4-(X"- Y")x = o,
qui a été donnée par M. Darboux ('). On arrive à ce même résultat en exprimant que l'équation aux géodésiques
(*) Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, l. II, p. 209.
admet une intégrale quadratique
I ^ Ap^ -{- 2 Bpq -h C y ^ = const.
En efl'et, en écrivant que lé crochet [A, IJ est identiquement nul, on voit d'abord que A dépend seulement de a? et C seulement dey, et si Ton pose A = X, C = Y, les deux autres conditions deviennent
Il n'y a plus qu'à éliminer la fonction inconnue XB pour retrouver l'équation fondamentale. On voit que X et Y sont deux des coefficients de l'intégrale quadratique.
Il convient, pour la discussion qui va suivre (*), d'introduire à la place de X son logarithme co. L'équation fondamentale devient alors, après suppression du facteur e^ commun à tous ses termes,
(F=2X((o-4.co:.o-2Y«-f.co;o ^ ^ 1 4.3X'(o;-3Y'(o;-hX"-Y"=o.
A cette équation nous adjoindrons l'équation F^^= o, savoir
( . ( 2X((o;' + a>;,);^- 2Y(co;-f- a);.);^-h x'(4w>;^-h ow;:,^)
^ ^ 1 — Y'(4co>;^4-5<0 + 3(X''-Y")co;^=o,
Pour que cette équation ait lieu indépendamment deX, Y, X', Y^ et X"— Y", il faut que co^^ soit nul, ce qui exprime que la surface est dévcloppable. Cela suffit d'ailleurs, comme on le voit aisément.
Laissant de côté les surfaces développables, nous supposerons désormais iiij^y. différent de zéro. L'équation (2) n'est pas une identité, mais elle peut se confondre avec l'équation (i). Pour qu'il en soit ainsi,
(*) [L. Rapfy, Sur les spirales harmoniques (Comptes rendus de r Académie des Sciences^ t. CXIl, i8gi ; p. 5i8)].
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il faut et il suffit qu'en éliminant une des inconnues, X"— Y" par exemple, entre ces deux équations, on arrive à une relation qui ait lieu indépendamment de X, Y, X' et Y' ; or on trouve de la sorte
- 2Yf(a>; + 0,;.);, - 3co;,(o>; + co;.)] Représentons la courbure totale par — 2 e®; nous aurons
et Téquation précédente prendra la forme plus condensée
j 2X(e:;4-o:., + 4co:,o;)--2Y(o; + o;,4-/ico;o;,)
Pour qu'elle ait ses quatre coefficients nuls, il faut et il suffit visiblement que 6 soit constant, c'est-à-dire que la surface ait sa courbure totale constante. Nous laisserons encore de côté ce cas, facile à reconnaître.
En vue d'abréger l'écriture, nous poserons
de sorte que l'équation précédente deviendra
(3') AX - BY H- o;x' ~ o;y = o.
Différentions-la séparément par rapport à x et par rapport à^; nous trouvons
Ces équations déterminent X"et Y" si aucune des dérivées Û^, 0' n'est
nulle. Mais elles ne sont pas nulles toutes les deux, puisque nous supposons que l'équation (3) n'est pas une identité; en outre, si l'on suppose qu'une seule soit nulle, on voit aisément, en ayant égard à Téquation (3) et à la définition de 0, que l'autre dérivée est nulle, ce qui est contradictoire. Nous pouvons donc éliminer X'' et Y" entre les équations (4) et (5) et l'équation (i). Il vient ainsi
Voyons dans quel cas cette nouvelle équation sera une identité. A cet effet, calculons les coefficients C| et D, de X' et de Y'; ils ont respectivement pour expressions
je
En les égalant à zéro et comparant les deux valeurs de 0^^ tirées des équations ainsi formées, on trouve que le déterminant fonctionnel
est nul. Par conséquent le rapport 0^.0^. ; X est une fonction de 0. C'est le premier paramètre différentiel AO de la fonction 0, et il est bien connu que, quand AO est fonction de 0, les courbes =i= const. sont parallèles. Donc ici les lignes d'égale courbure ÇK^ Rj ^= consl*) sont parallèles sur toutes les surfaces d'élément linéaire \dxdy. Or on a ce théorème (*), démontré au début de notre première partie : Pour qu'une surface dont les lignes d'égale courbure sont parallèles soit harmo*
■ ■ I . lu ■ I I
(*) [L. Rafpy, Sur une classe de surfaces harmoniques {Comptes rendus de V Académie des Sciences ^ t. CXII, 1891; p. 4^4)]*
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nique y il faut et il suffit qu^elle soit applicable sur une sur/ace de rwolution. Ainsi, dans le cas actuel, les surfaces considérées sont applicables sur des surfaces de révolution.
Nous allons voir qu'il doit encore en être de même, si Téqualion (6) se confond avec l'équation (i). En effet, si l'on écrit la proportionnalité des coefficients de X' et de Y' dans ces deux équations, on trouve simplement
ce qui exprime encore que les lignes d'égale courbure sont parallèles. En conséquence, nous pouvons énoncer cette conclusion : Si l^élément linéaire \dxdy ne convient pas à une surface de révolution ^ les équations (3') et(Jù) ne sont pas des identités et sont distinctes l'une de Vautre; et récipr'oquement-
3. Comme ce résultat suffit pour la suite, nous ne pousserons pas plus loin la discussion générale. Nous supposerons désormais qu'il s'agisse d'éléments linéaires doublement harmoniques, c'est-à-dire que X ait déjà la forme ç(^ -f-y) — /(^ — y)« Nous n'aurons qu'à introduire dans les équations précédemment étudiées la condition
an _dn ___ d^ _ d^ _
qui exprime cette propriété et qui n'est autre que (7) a):;'-ha):,= co;-h(o;..
Il est clair que cette condition ne modifie en rien notre analyse, et que nous avons toujours, étant donné un élément linéaire doublement harmonique, à distinguer trois cas exclusifs : i*' l'élément linéaire convient à une surface à courbure totale constante, nulle ou diflTérente de zéro; 2? il ne convient pas à une surface à courbure totale constante, mais il convient à une surface de révolution; 3® il ne convient pas à une surface de révolution. Les deux premiers cas seront traités en détail aux Chapitres II et III. Nous allons examiner le troisième.
Hemarquong qu'en vertu de la condition (7) les coefficients de X
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et de — Y sont égaux dans Téquation fondamentale (i) et aussi dans les équations (3') et (6). En effet, en se reportant au n** 1 de ce Chapitre, on voit que les expressions primitives de A et de B sont
Donc ici les deux fonctions A et B sont identiques, et, par suite, les coefficients de X et de —Y dans les équations (3') et (6). Ces équations peuvent donc s'écrire
et nous venons de voir (n** 2) qu^aucune d'elles ne se réduit à une identité et que, de plus, elles sont distinctes l'une de l'autre. Nous pouvons donc les résoudre et tirer
v^; x-Y ■" D,e;-Cie; ""°'' x-y ~" Diô;-c,o^ "~ P*
Pour que les fonctions désignées par a et ^ soient les dérivées par rapport à 07 et à y du logarithme d'une expression de la forme X — Y, il faut et il suffit que Ton ait
Telles sont les deux équations du sixième ordre auxquelles doit satisfaire la fonction f — /. Quand elles sont vérifiées, on connaît, à un facteur constant près, une fonction X — Y, dont les dérivées logarithmiques ont les valeurs (8) et qui) par suite, satisfait aux deux équations (3') et (6). J'ajoute qu'elle vérifie aussi l'équation de départ F = o. En effet, soit $ le premier membre de l'équation (3'); celui de l'équation (6), d'après sa formation, n'est autre choSe que
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Or, il est identiquement nul, ainsi que $; par suite, les dérivées $^. et <P'y étant nulles aussi, il reste F = o. Ainsi, les équations (9) assurent à l'élément linéaire (ç — f) dx dy la propriété d'être doublement harmonique. Elles caractérisent donc les éléments linéaires doublement harmoniques qui ne conviennent pas à des surfaces de révolution.
4. Loi de passage (*). — Voici une remarque qui, bien qu'intuitive, a une grande importance, que nous ne tarderons pas à reconnaître. >
Soit un élément linéaire \{\^r\)d\dr\ qui acquiert la forme harmonique
(10) [^(^X'\-y)-f{x-y)\dxdy
par le changement de variables
(10') dx=-fi^. dy= "^^
v/RTI) -" v^SCm)
et qui acquiert aussi une seconde forme harmonique
(u) \^^{^^■+■y^)-'f^{x^--y,)\dx,dy,
par le changement de variables
(II') dx, = Sfri' dy^ ''"
Pour passer de la première de ces formes à la seconde, il n'y a pas d'autre changem.ent de variables possible que celui-ci :
12) dx, = -7 » dy,= -y=^=,
(*) [L. Raffy, Sur les éléments linéaires doublement harmoniques {Comptes rendus de V Académie des Sciences, t. CIX, 1889; p. 609)].
OÙ l'on a posé
le rapport R, : R étant exprimé en fonction de x et le rapport Si ; S en fonction de y^ au moyen des formules (lo').
Il est évident que le changement de variables ( 1 2) effectue le passage de(io)à(ii); pour s'assurer qu'il est le seul, il suffit de considérer a* » comme fonction de x par l'intermédiaire de Ç, ety^ comme fonction dey par l'intermédiaire de y].
La loi de passage nous permettra aux Chapitres II et III de résoudre, dans les cas où il est le plus intéressant et le pliis difficile, le problème suivant : Étant donné un élément linéaire doublement harmonique (? ^f)^^^y^ trouver toutes les solutions correspondantes %et Y de l'équation fondamentale
5. Loi de réciprocité (*). — Voici une autre remarque, à peine plus cachée et non moins féconde que la précédente, qui en est essentiellement distincte.
Uéquation aux éléments linéaires doublement harmoniques (équation précédente) est le développement de la condition
qui exprime qu'en effectuant le changement de variables
j dx 1 dy
dx^ = -=i dy^ = -pr,
(^) [L. Raffy, Sur les éléments linéaires doublement harmoniques {Comptes rendus de l' Académie des Sciences, t. CIX, 1889: p. 609)].
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on vérifie identiquement l'égalité
= [?«(^i^-70-/i(^* '-yi)]dx,dy,.
Mais, avec les variables auxiliaires t = x-hy^z = x—'yy on voit immédiatement que cette équation peut s'écrire
ce qui exprime que, par le changement de variables
j. dt , dz
aL = ■• ,■■■ ) az. =
on vérifie l'identité [X (£±f ) - Y ('-=i)] ** = [X, (^) - Y, (^)] d,.d... Ainsi, à tout élément linéaire doublement harmonique
[? (^ -^y) -f{^ " y)] d^dy,
en correspond un autre
OÙ X et Y ont les significations précisées plus haut. C'est ce que l'on peut énoncer ainsi :
Ayant trouvé quatre fonctions
qui satisfont à V équation aux éléments linéaires doublement harmoniqueSy on en obtiendra une nouvelle solution en prenant pour X, Y, (p et f respectivement les fonctions
ç(x), /(y), , x(iî^), y(^).
A COURBURE TOTALE CONSTANTE
1 . Dans ce Chapitre nous nous proposons non seulement de retrouver toutes les formes harmoniques de l'élément linéaire des surfaces à courbure totale constante, mais aussi de déterminer toutes les solutions correspondantes de l'équation
en vue d'en déduire, par la loi de réciprocité, de nouveaux éléments linéaires doublement harmoniques.
2. Sur/aces développables . — Aux résultats de Liouville nous ajouterons la détermination des changements de variables qui permettent de passer d'une forme harmonique de' l'élément linéaire du plan à une autre.
Pour que l'expression
^'= [?(^ -H 7) -f{x -y)]dxdy
soit l'élément linéaire d'une développable, il faut et il suffît qu'on ait identiquement
On résout cette équation en égalant les dérivées secondes de ^y^ prises par rapport à x et par rapport à y. On obtient de la sorte six
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expressions distinctes des fonctions ç et/, savoir
(II) ( ? = ï + "^(^+>')» ,y^ [ ? = T -^ '««'""■''»
(III) i ? = ï + "*(^+r)'' (YiN ( ? = ï + wCh2(a;+>'),
I / = Y-t-/»(x-jK)"; I /r=Y-i-'»Ch2(x-7).
3. Pour trouver les solutions correspondantes de l'équation (i), partons des relations
auxquelles nous adjoindrons celle-ci
vérifiée par les fonctions (I), (II), (III) parce que ^^ — f" et rsont nuls, et par les fonctions (IV), (V), ^VI), parce que (p"=:49 et /" = 4/« Grâce à ces remarques nous pourrons écrire l'équation (i) de cette manière
On voit que cette équation se sépare en deux
2rX -h 3X' ^ -h X" = const. = 2/r, ar Y -+- 3Y' 5^ -f- Y" = const. = ik,
qu'on intègre en donnant k ^ çXy^ les expressions qui correspondent aux six solutions rappelées.
Il suffit, quand les intégrations ne sont pas immédiates, de multi-
(IIl)
VI
plier soit par ^ soit par jç, et de remplacer au besoin 44' P^^" ^" ^^ ^7. par y(^\ pour les rendre possibles. Nous ne ferons que transcrire le Tableau des résultats, où tous les coefficients désigneront des constantes arbitraires.
kx" -ha,x -h cfo,
Y->-/«(a7 4-jK),
y-i-m(x-hyy\
Y -+- me»"*''',
■hy'
+ bo-
TO(a; -
-ky
X = c -h aoCh~^'2.x* -f- a4Sh"^2x, Y r= c -f- b^e'^^ -h b^e' ^^ .
^ = Y -h mCh2(x -H^), Y = Y "*" /wCh2(a; ~- y);
X = c -h aoCb~'2:z: -h a,Sh~^2:f, f z=z c -h bnChr'^2y -i- Z^, Sh *2j)/.
Ces diverses expressions de X et de Y s'obtiendraient aisément par l'application de la loi de passage, dont nous allons nous servir bientôt.
4. Sur/aces à courbure différente de zéro. — Pour ces surfaces les formes harmoniques de l'élément linéaire ont été déterminées par M. Darboux (*). Après les avoir rappelées, nous ferons connaître tous les changements de variables par lesquels on passe de l'une à l'autre.
Liouville a montré que l'élément linéaire de toute surface à courbure constante — 2c, rapportée à ses lignes de longueur nulle, est de
(*) Leçons sur la théorie des surfaces, l. II, p. 209-211.
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la forme
OÙ Ç, Y) désignent des fonctions arbitraires, l'une de x^ l'autre de y, et $\ Y)' leurs dérivées. Il faut donc déterminer les fonctions S, yj de telle sorte qu'on ait identiquement
On trouve ainsi qu'elles satisfont à la même équation différentielle
t'«=R(i), ïi-=R(r]),
OÙ R(p) est un polynôme du quatrième degré à coefficients arbitraires, qu'on peut soumettre à telle transformation homographique qu'on voudra.
1° Si R a ses quatre racines égales, on prend R, (p) = i ; d'où
et, en supposant désormais la courbure égale à 4?
(I) ds'^j^^,-
2° Si R est carré parfait, on prend R2(p) = (p* -l- i)* ; d'où
?2' = (^ï -+-•)*' Vï' = (^2+')''; ?a = tanga?, Yij=tangy;
(II) ds^== . ,f ^^ •
3° Si R a une racine triple, on prend R3 (p) = 4p; d'où
4® Si R n'a qu'une racine double, on prend R4(p) = 4pXp — i); d'où
$- = 45î(^,-i), ri- = 4riî(^,-0; ^.= ni^' ri,=
sin'^r •" sin^y'
(IV) ds*=-\-^ T-^TT-' Adxdy.
5° Si R a ses racines distinctes, nous prendrons
d'où
5? = 45' -g^^*- g*, ri7 = 4tq! - g»rii—gi ;
(V) cfe» = [p(x + x) — p(a;-y)]<ia;rf7.
Cherchons maintenant toutes les solutions de l'équation
où les fonctions ç et / ont l'une des cinq formes précédentes. La loi de passage les donne sans calcul. En effet, parlons de la forme initiale
et remplaçons-y les fonctions 5, y) par l'une des cinq solutions $,-, ï)/que nous venons de trouver. De la forme harmonique ainsi obtenue on passera à une autre au moyen des fonctions
TT
il*
où R(p) désigne le polynôme le plus général du quatrième degré en p. Il n'y aura qu'à exprimer X en a? et Y en y pour avoir les solutions cherchées de l'équation (r). Donnant à l'indice i les valeurs i, 2, 3, 4, 5, nous obtenons le Tableau suivant, où nous n'écrirons que X,
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parce que Y est la même fonction de / que X de a: :
( X = Ax* -h Bx* 4- Cx^ + Da; -I- E.
III
? = Y, /=y-sm-\x-^y);
X = Asin*a; + Bsin'a;cosa7-+- Csin'arcos'a; -i- Dsina;cos'a; + Ecos'x (p=y-(a;+ >')-», / = y - (x - y)-' ;
X = Ax* ■+- Bx' -hCx'^-hB-h Ex-\ ? = Y-sin--(a:-J-7), / = y — sin-\x —y);
('*) \ Y Asin'ar + B sin'ar -hC sin*a;H- Dsin'^r ■-(- E
sin'ajcos'o?
(V) j ^^ Ap»(x)4-Bp'(.r)-hCpM.r)-hDp(^)4-E
Dans ces formules, les cinq coefficients A, B, C, D, E, les deux invariants g2j gz et le paramètre y ont des valeurs entièrement arbitraires.
LES SURFACES DE RÉVOLUTION DOUBLEMENT HARMONIQUES
i . Les surfaces de révolution dont nous allons nous occuper sont celles dont l'élément linéaire est réductible à la forme harmonique
ds^=^\^{x^y)-f{x--y)\dxdy,
autrement qu'avec la restriction (p/= o qui caractérise toutes les surfaces de révolution. On peut dire que ces surfaces sont celles pour
lesquelles le problème des géodésiques admet à la fois une intégrale linéaire, comme pour toutes les surfaces de révolution» et une intégrale quadratique, distincte du carré de l'intégrale linéaire. C'est en posant la question dans ces termes que M. Darboux Ta résolue ( * ). Il prend l'élément linéaire d'une surface de révolution sous la forme
et montre que la fonction U'(w) est définie par l'équation
où m, n et m' sont trois constantes arbitraires.
Il convient pour notre objet de pousser plus loin les calculs, puisque nous nous proposons non seulement de déterminer toutes les formes harmoniques que peut revêtir l'élément linéaire des surfaces considérées, mais aussi d'obtenir toutes les solutions de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques, dans l'hypothèse où (9 — f)dxdy est un élément linéaire de surface de révolution.
2. A cette fin nous commencerons (*) par trouver toutes les fonctions X de X -\- y seulement qui satisfont à V équation fondamentale
2xx>- 2 Yx;. 4- 3X'x;.- 3 y'x;.-4- (X"- Y")X = o.
En procédant exactement comme au début du Chapitre premier, nous rencontrons d'abord les surfaces à courbure totale constante. Nous ne nous y arrêterons pas, ayant au Chapitre II complètement résolu dans ce cas les deux problèmes indiqués.
Dès lors l'équation (3) du Chapitre I n'est pas une identité. On
(* ) Leçons sur la théorie des surfaces, t. III, livre YI, n® 506.
(') [L. Rakfy, Sur un probtème de la théorie des surfaces {Comptes rendus de t' Académie des Sciences, t. GVIII, 1889; p. ^93). — Sur un problème de ta théorie des surfaces {Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIH,, 1889p. i6r)].
Journ, de Math. (4« série), tome X. — Fasc. IV, 1894. 4^
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en tire pour le rapport (X' -- Y') \(X — Y) une expression qui ne dépend que de a; -h^. Si Ton introduit les variables auxiliaires
on voit que la dérivée logarithmique
X^- Y^ _ ^o<ç( X -Y) X - Y "" ^ Ot
est fonction de / seulement, de sorte qu'on a
X -\ = ^{x -^ y)yX^ - y
La résolution de cette équation indéterminée, qui entraine immédiatement
-7- = ^ = const.,
ne présente pas de difficulté. Connaissant les fonctions '>}; et 7, on connaît X et Y. Leur forme est telle qu'on peut toujours intégrer l'équation diflérentielle linéaire du second ordre qui détermine X. Il n'y a plus alors qu'à transformer X(u; H- ^) rfor rf^ au moyen des relations
v/X(^) ^ vY(7)
pour obtenir toutes les formes harmoniques de l'élément linéaire des surfaces considérées. Mous les réunirons avec d'autres résultats dans un Tableau placé à la fin du Chapitre. Nous n'écrirons ici que les quatre types primitifs d'où elles dérivent :
(I) rf5^=P(a;-f.y)rfxrf7,
(II) rf,^ = [_Jl_^Q],/^,/^,
(III) ds' = \\^e'^^^^^^Çle'^^\dxdy,
( IV) ds^ = 7^-77 , 4- ^rrr^ ^ dx dy.
Les lettres P et Q désignent des constantes arbitraires. Nous avons négligé celle qu'on peut ajouter à Targument x -\- y ci celle par laquelle on peut multiplier les variables.
3. Remarque. — 11 n'est pas sans intérêt de signaler une propriété des surfaces qui nous occupent. Dans son Mémoire sur les lignes géodésiques (*), M. Sophus Lie n'aborde pas le problème des surfaces de révolution doublement harmoniques; mais trois des types cidessus se rencontrent dans la Note I de ce Mémoire, consacrée à une étude approfondie de la représentation géodésique des surfaces. M. Lie recherche en effet toutes les représentations géodésiques des surfaces d'élément linéaire
( I ) ds^ = (x H- j^) dx dy
et distingue particulièrement les deux classes de surfaces qui ont respectivement pour éléments linéaires les deux expressions
ds^ = (xy -h i)dx dy^
ds^ = I 1 ■+■ dx dyj
dont la première revient à notre type (III) et la dernière à notre type (IV). Mais notre type (II) répond aussi à la question. En effet le théorème de M. Dini s'applique à l'élément linéaire
ds^ ^ (U - V) (Uî rfw»-+- V; rfr^),
lors même que les fonctions V et V, se réduisent à des constantes. Quand M. Lie, partant de
(au — bv)(^du^ — rfp^), trouve (p. 429) par l'emploi de ce théorème l'expression
f-J L_ ) f .^îi!_ _ _^^ V
(*) Untersuchungen ùber geodàlische Curçen (Mathenu Annalen^ l. XX p, 357-454).
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rien n'empêche de supposer b nul, ce qui conduit à notre type (II). Kn conséquence, on a ce théorème :
Deux surfaces de révolution doublement harmoniques^ choisies iVune manière quelconque y peuvent être représentées géodésiquement l'une sur l'autre,
4. Pour déterminer toutes les solutions de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques quand (ç — f)dxdy est Tune des formes dérivées des quatre types précédents, nous ferons l'application réitérée de la loi de passage exposée au Chapitre I.
Nous groupons ensemble sous le même numéro, avec des indices différents, les solutions qui correspondent aux éléments linéaires transformés d'un même type. Soit ( J) l'un de ces types X(^ -+- r^^d^dr^ écrit avec les lettres ^ et y] à la place de x et de y. Représentons par
(i) dr. = - — ^ — > dy = '
le changement de variables particulier qui opère le passage de (J) à une certaine de ses formes dérivées ( J/) et par
le changement de variables général qui opère le passage de (J) à l'une quelconque de ses formes dérivées. Si Ton pose
, dx , dy
dXi = « dy, =:= - ^-- >
les expressions écrites sous les radicaux représentent de lu manière la plus générale les fonctions X et Y propres à opérer le passage de la forme (J,) à l'une quelconque des autres formes dérivées du type (J), pqurvu qu'on en chasse Ç et y] par l'emploi des relations (î), afin de n'y laisser subsister que x eiy. On obtient ainsi le Tableau suivant, où tous les coefficients désignent des constantes arbitraires.
I X= car -h m, Y = cj^-f-n;
/ cp =(m-f-/i)(ar-f-^)-+-Y, / = (n — m)(x —j^)^^^^
i X= ha, Y=:-^-H^;
f X = /na7~*-hc, Y = /i^-*-f-c.
(lui
( X = aa7«-h 6arH- c, Y = a^* — &^ -f- c;
I X= aar*-i-6 -h car-', * Y = aj* -h 6 -h c^-« ;
* ( X= a-f-6c-»*-f-cc-**, Y = « — ôc-'r-hcc-*^;
/Il X I ? = Pcos-«(jr-i-^)— Qcos«(ar-h7)+ Y, /= P cos-«(a7 — j')— Q cos»(a:— j/*)-»- Y, ( 1I3 ) <
( X = (acos*2ar H- 6 cos2a:-h c) sîn-'ajr, Y = (acos'2^ — 6 cosaj' + c) sîn-'a^r.
III) ( ? = P^'^'-^^'-^Q^'-^^+T» /=T
(X=ca7*-+-a, Y = c^*-h6;
( X=aSh-«a:-f-c, Y = i^c-»r-h c ;
(Ilf ( ? = PCh2(ar-f.^)-f-QGh(xH-v)-hY» /=PGh2(^-->')H-QCh(a?-j^)-hYi
'^ I X=aSh-ïar-f-c, Y=:6Sh-«j^-f-c;
(IV) i ? = PGh-î(a-4->')-hQSh~«(a7-f-7) + Y. /=ï»
( X= ae**-t- 6c-**-+-c, Y = ac*r-i- 6c-*r-+-c;
(IV,) ^ ''^ "" P(^-^-r)"*-+-T' /= Q{^-^-7)-'-+-ï»
1 X= aa:*-f- 6ir*-t- c, Y = a j^* -h 6^* -f- c ;
' ' 1 X=(aCh*2ar-+-6Ch«2a:4-c)Sh-«2:r, Y = (aCh*a^ -4- ^>Ch«a^ H- c)Sh-î2^;
(IV) j ? = '*^^"~*(^"^-^)-+-ï» /=Qsin-«(ar — ^)-4-Y,
f X= asin'aa; -+-6, Y = asin'aj^rhô ;
Iç =Qsn*(ar-f-7)— Pcn*(arH-^)cln-«(ir-hj)-+-Y' /= Qsn»(ir — j^) — Pcn*(a7 — ^)dn-«(ar^^)-t-Y> V _ «[^^(a — ^*)sn*ar — 4^* sn^x -h 6 A-*sn* a? — 4 ^* sn'a? -4-2 — A:'] 4- 6(A:' sn*a? — asn'o? -+- 1) sn*:ccii*ar (In'a:
Dans la dernière solulion de ce Tableau, nous n'avons pas écrit Y,
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qui est la même fonction de y que X de x'^ toutes les fonctions elliptiques ont le même module arbitraire A*.
I. — Premiers résultats
1. Au moment d'aborder la recherche générale des éléments linéaires doublement harmoniques, il importe de rappeler une distinction qui s'est introduite au Chapitre I entre ceux de ces éléments linéaires qui conviennent à des surfaces de révolution et ceux qui ne jouissent pas de cette propriété. Pour les premiers, l'équation aux jçéodésiques admet, comme l'a montré M. Darl)oux('), jusqu'à Irois intégrales quadratiques distinctes
I, — \p^ -f- 2Ti,pq -^Y-q^'^ d (i=h 2, 3).
Nous avons remarqué d'autre part que les fonctions X et Y de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques
sont précisément les coefficients extrêmes d'une intégrale quadratique. On aura donc, si,
ds"" = [o{.c -4- j) -/(x ^y)\dxdy
(* ) Leçons sur la théorie des surfaces^ Liv. VII, Cliap. VI, n® 596. Nous supposons dans le texte Télément linéaire mis sous la forme "kdxdy.
est un élément linéaire de surface de révolution, trois couples de solutions de Téquation précédente, savoir X^ et Y,, X^ et Y^, X, et Y^. De là résulte que Téquation est encore vérifiée par
quelles que soient les trois constantes S,, S.^ et S». L'une des solutions que nous venons de combiner, la dernière par exemple, est nécessairement de la forme X3 = Y, = const. On aura donc
X - Y = S,(X, - Y,)4- S,(X, - Y,), ce qui montre que les deux dérivées logarithmiques de X — Y,
dépendent d'une arbitraire, qui est le rapport S, : S^, et qui ne figure pas dans ^ —/• Ainsi Ton s'explique pourquoi l'analyse du Chapitre I ne détermine pas ces deux dérivées logarithmiques en fonction explicite de ç -^/ et de ses dérivées, quand la surface est applicable sur une surface de révolution. Dans le cas contraire, ces dérivées sont parfaitement déterminées, une fois donné l'élément linéaire. Il suit de là qu'il ne peut exister plus de deux intégrales quadratiques distinctes pour le problème des géodésiques, sans que la surface soit applicable sur une surface de révolution. C'est la réciproque de la proposition de M. Darboux. Si l'équation aux géodésiques d'une sur/ace admet plus de deu^r intégrales quadratiques distinctes^ la surface est applicable sur une surface de révolution. Ajoutons que, si la surface a sa courbure totale constante, il existe cinq intégrales quadratiques distinctes; c'est ce qui ressort immédiatement du Tableau placé à la fin du Chapitre II.
Nous n'insisterons pas davantage sur ces éléments linéaires auxquels correspondent plusieurs intégrales quadratiques et qu'on pourrait appeler multiplement harmoniques ; toutes leurs formes ont été données dans les Chapitres II et III. Nous arrivons aux éléments linéaires doublement harmoniques au sens propre du mot, ceux pour lesquels
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les fonctions <p(.r -h y) et /(x —y) sont telles que l'équation fondamentale détermine la différence X — Y, à un facteur constant près.
2. Le seul élément linéaire de cette nature que nous ayons rencontré jusqu'ici est celui qui a été découvert par M. Darboux et cité au Chapitre précédent :
Si l'on pose Ç = tangx, y] = tangy, il acquiert la forme harmonique très simple
^/,y2 _ [" ^ j Ql ^ Q _j Ej 1 fljcffy,
Lsin'(j7-h/) cos-(^'-+-/) sin*(a: — y) cos*(.r — k)j *^ '
Par un changement de variables plus général^ M. Darboux le transforme en
'\f désignant la fonction doublement périodique
(r) = Ao i-, hBoSn^MP'H ^ -h Do -^ h Ko.
'' " dii-iî^ sn'ii' Cil- iv
Si l'on remplace j; par mx -h cij y par my H- 6, on voit que cet élément linéaire dépend de huit constantes arbitraires, A^, B,,, Cq^ I^o? le module A*, le multiplicateur m, plus enfin a et 6, la constante E, disparaissant par soustraction.
Ce beau résultat va s'offrir tout à l'heure, par l'application de principes posés précédemment, d'abord sous la forme trigonométrique, puis sous la forme elliptique
ds^ = [']^(x -i-y) - '^(.r -7)] dx dy, '^ désignant cette fois la fonction
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OÙ les deux invariants g^i g^ sont arbitraires, ainsi que les constantes du numérateur; Tune d'elles disparaissant dans la différence
il n'en reste plus dans l'élément linéaire que six, abstraction faite des deux constantes qu'on peut ajouter aux deux arguments, ce qui porte à huit le nombre total des arbitraires. D'après les propriétés connues de la fonction p, on n'introduirait pas de nouvelle constante en multipliant X eiy par un facteur m; les invariants seuls seraient modifiés. Pour reconnaître l'identité des deux expressions de 4'(^)? ^ suffit de remplacer dans la seconde p par sn, au moyen de la formule classique ( * )
On trouvera ainsi pour ^{w) une fraction ayant pour dénominateur le produit sn^cn^dn^ et pour numérateur un polynôme du quatrième degré en sn^(mH^), à coefficients arbitraires. C'est précisément ce que devient la première expression de ^{sv) quand on réduit tous ses termes au même dénominateur et qu'on remplace w par imv.
3. Voici maintenant comment on peut obtenir d^autres solutions de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques. La loi de passage nous a permis de trouver (Chap. II et III) toutes les solutions de cette équation dans le cas des surfaces développables, des surfaces à courbure totale constante et des surfaces de révolution. A ces solutions, qui sont assez nombreuses, appliquons la loi de réciprocité qui termine le Chapitre I; nous en obtiendrons de nouvelles, et toutes celles qui ne rentreront pas dans celles d'où l'on part répondront à la question.
Pour éviter des doubles emplois, portons notre attention sur le Tableau du Chapitre III où figurent toutes les solutions provenant
(*) Halphbn, Théorie des fonctions elliptiques, t. I, p. 24.
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des surfaces de révolution. Les seize expressions de X et Y qu'il contient rentrent toutes, sans exception, soit dans les expressions trouvées pour X et Y à propos des développables, soit dans celles qui correspondent aux surfaces à courbure totale constante (Tableau final du Chapitre II). Il ne pourrait y avoir d'hésitation que pour la solution doublement périodique marquée (IV^); mais les explications que nous venons de donner relativement aux deux formes de la fonction 4'(^) prouvent que cette solution rentre dans la solution (V) du Tableau relatif aux surfaces à courbure constante.
Il suffit donc d'appliquer la loi de réciprocité aux six solutions provenant des développables et aux cinq solutions de ce dernier Tableau. Voici les résultats trouvés.
I. — Solutions réciproques provenant des développables
I Y^^^niy^; /= c(j: — 7)»-+- ^o-+- ^C^r — j)-*.
^ ^ ( Y =: Y -+- ''* <^"'^ ; f=c + b^ e-^'-y) -+- bx tf^»f*-^).
I X :-: Y -h 'w Ch(2^), ç — c -f- «0 Ch-«(a? 4-7)-4- a, Sh-*(a7 4-7), ^ M Y = Y-+-^«G»^(V); /=c4-Z>oCh-«(^-j)-h6,Sh-»(x— 7).
IL — Solutions réciproques provenant des sur/aces à courbure constante. i X = Y) Y=zY— ''^J"*;
X rrr Y> Y =z Y — '^^ sm""*j' ;
©(vT -+-/) = A sin*( jc -h v)-t- Bsin'(a? H-/) cos(jc -h y) -h Gsin' (a? 4-/) cos'(a7 4- j) 4- D sin(j:*-Hj^)cos*(a:-H/)-h Ecos*(j: -+-.k).
X r= Y -H /wj?-*, Y = Y4-/7ïy~';
«p(.r-+-/) =: A(^-+-j)*-hB(^4-7)*+C(^4-j)*-i-D-h E(jc-i-/)-*;
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Dans les solutions du second groupe nous n'avons pas écrit /, qui est la même fonction de or — y que (f de x -hy.
Le dernier élément linéaire du premier groupe et le dernier du second ne diffèrent pas de celui de M. Darboux, pris sous ses deux formes trigonométrique et elliptique. Nous n'avons pas écrit la solution I du premier groupe, parce que l'élément linéaire qu'elle fournit convient à une surface de révolution. On remarquera que dans le premier groupe les fonctions ç et / sont différentes, tandis qu'elles sont les mêmes dans le second.
IL — Uniformité des solutions.
4. Dans les dix solutions que nous venons d'obtenir, les quatre fonctions X, Y, ç et / sont des fondions uniformes. C'est là une propriété fort importante, qui appartient, comme nous allons le faire voir, à toutes les solutions de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques.
Théorème. — Dans tout système de solutions de V équation aux éléments linéaires doublement harmoniques
= 2Y(f'-/")H-3Y'(?'4-/)-HY"(?-/)
les quatre fonctions X(a7), Y(^), ç(a7 -\-y) etf{x —y) sont né^ cessairement uniformes.
Tout revient évidemment à prouver que l'une de ces fonctions, Y par exemple, est uniforme ; le même raisonnement est valable pour X. Dès lors, X et Y étant uniformes, la loi de réciprocité montre que 9
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et/ le sont aussi. Car, si ç et/ pouvaient être multiformes, il existerait, en vertu de la loi de réciprocité, une solution dans laquelle X et Y seraient multiformes. Je dis donc que Y ne peut pas admettre deux déterminations différentes pour chaque valeur de y.
On pourrait être tenté de raisonner ainsi : l'équation proposée admettrait les deux solutions X©, Y, et X^, Y^, d'où la solution plus géneralc
et l'on voit que la différence
X ~ Y = S, (Xo - YO -+- S,(Xo - Y,)
ne serait pas déterminée à un fadeur constant près. Donc (n^ 1) l'élément linéaire ((f — /) dx dy conviendrait à une surface de révolution. Or, nous avons déterminé, au Chapitre III, toutes les solutions de l'équation fondamentale dans le cas des surfaces de révolution, et nous n'avons trouvé, aussi bien pour X et Y que pour ç et/, d'autres expressions que des expressions uniformes. Mais ceci prouve seulement que Y ne peut prendre plusieurs déterminations quand l'élément linéaire est donné, c'est-à-dire que, si les fonctions ç et / sont multiformes, quand on a choisi une détermination pour chacune d'elles, les fonctions X et Y ne peuvent prendre qu'une seule de leurs déterminations, si elles en ont plusieurs. Mais on ne peut pas exclure a priori l'hypothèse où l'équation fondamentale serait vérifiée par un couple de déterminations X,, Y, de X et Y, avec un couple de déterminations (p, et/i de ç et /, et aussi par un autre couple de déterminations Xj et Yj avec un second couple de déterminations ç.^ et/^. Le raisonnement précédent doit donc être rejeté.
S. Première démonstration, — Nous nous restreindrons aux fonctions qui n'offrent dans le plan aucune ligne de discontinuité, non plus que leurs dérivées des deux premiers ordres. Soit '^{z) une fonction multiforme de cette espèce et soit z^ l'un de ses points critiques. Si l'on part d'un point z avec une détermination ^, (z) et qu'on fasse décrire à la variable un chemin fermé entourant z^, quand on revient on z^ la fonction a pris une autre détermination ^'aC^)- Sa dérivée,
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ne cessant pas d'être définie par la limite du rapport
et n'éprouvant pas de discontinuité, sera devenue, quand le contour se ferme, la dérivée de la détermination finale ^'aC^^)-
Cela étant, supposons que les fonctions <p et/ soient données^ c'està-dire qu'on ait, si elles sont multiformes, adopté pour chacune d'elles une détermination fixe, <p, et/, pour les valeurs initiales x et y des variables, ainsi qu'une détermination fixe X^ pour X, si cette fonction n'est pas uniforme. Supposons, d'autre part, que Y soit multiforme et qu'une de ses déterminations Y, vérifie l'équation ainsi préparée. Désignons par j^^ l'affixe d'un point critique de Y; nous pouvons écrire
par suite, nous attribuerons à x une valeur constante, telle que le point X ne soit pas critique pour X, X' et X", ni le point l = x -h/o
pour (p(/), çXOj ^''(O» ï^î le point z = a;— jo pour /(z), f(z), f'\z). Enfin, faisons décrire à y une très petite courbe entourant le point critique y^. Durant tout ce parcours, la fonction Y et ses dérivées Y', Y", étant supposées solutions de l'équation
= iX{^/-/") 4- 3X'(î' -/') + X"(? -/),
ne cessent pas de la vérifier. Or, à la fin, Y se trouve avoir changé sa détermination primitive Y, en une autre détermination Y^ et, d'après la remarque initiale, les dérivées Y', Y" sont devenues les dérivées Y^, Y^ de cette détermination finale Y^. Par contre, d'après les hypothèses faites sur x^ les neuf fonctions ç, ç', ç", f^f\f'\ X, X', X" n'ont pas changé.
Il suit de là que Y ne peut être multiforme, puisque ses deux déterminations seraient solutions de l'équation fondamen taie /?oarfe même
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élément linéaire , ç et/ étant fixés. C'est ce qui a été reconnu impossible (n** 1).
6. Seconde démonstration, — On peut encore prouver notre proposition, grâce à une propriété tout à fait particulière de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques : c'est qu'elle peut être intégrée deux fois, de manière à fournir Y par de simples quadratures, quand les autres fonctions sont considérées comme connues. Kcrivons-la, en effet, comme suit :
ot intégrons les deux membres par rapport ky\ en posant
9>{0=f9(Odt, Mz)=f/(z)dz,
nous trouvons immédiatement
= aX(9' + /') + 3X'(9+/) + X"(î.-H/,)-H?(x).
La fonction $,(a;) introduite par l'intégration se détermine en donnant à y une valeur constante ^oî on voit qu'elle est composée linéairement avec les fonctions Ço et/o? ainsi que ç et y, ^' et/', X, X' et X"; elle dépend aussi des valeurs 6^ et b^ de Y et de Y' au point y^^ que nous supposons être un point ordinaire pour Y.
Multiplions les deux membres de l'équation précédente par 9 — /; le premier membre devient la dérivée de Y(o — fY par rapport à y; intégrons une fois de plus; il vient
Y(9 -/)^ = X(ç -/)»-f- 3X' [jr'*V(Orf' - jT" /*(-)«^=]
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La fonction 5i(^) se déterminera en faisant y =iy^\ elle est composée comme Ç(^) avec les mêmes éléments auxquels s'ajoutent seulement les intégrales de ç^ (/) et de /^(z), prises la première entre a et a? -f-jVo, la seconde entre h ^\x — y^.
Nous obtenons pour Y, en divisant par (<p — //, une expression dans laquelle x semble figurer, mais qui en est indépendante. Il s\igit de prouver que Y n'a qu'une seule valeur, quand on se donne y. Nous supposerons que les fonctions X, X', X" et les fonctions (p, ç'?/, f ne présentent pas dans le plan de lignes de discontinuité ('), de sorte que les fonctions (p^et/^etles deux autres intégrales qui figurent dans l'expression de Y n'en présenteront pas non plus, et nous désignerons par F(a?,^) cette expression de Y; puis, laissant x variable, nous attribuerons ày une valeur constante h. Je dis que, h étant donné, Y' n'a qu'une valeur.
Gomment concevoir que Y passe d'une détermination Y, (6) à une autre \^{hyt Gela ne peut arriver que pour deux raisons :
I® Ou bien parce que les fonctions Ço?/aj ?>/> ÇS/S ^> ^'> X^sont susceptibles de plusieurs déterminations ;
2® Ou bien (et ce cas n'exclut pas le précédent) parce qu'il existe dans le plan des x des lignes de discontinuité pour l'expression F {x^ b). Mais cette expression a ses deux termes, numérateur et dénominateur, formés par addition et multiplication de fonctions supposées dépourvues de lignes de discontinuité. Elle ne peut présenter elle-même de pareille ligne, sauf peut-être des lignes le long desquelles elle s'offrirait sous la forme 0:0.
Soit (y) une pareille courbe, le long de laquelle le numérateur et le dénominateur [ç( a? -f- b) -—/(x — b)Y seraient constamment nuls. Il existera, de part et d'autre de (y) ou d'un tronçon de (y), un espace où la détermination de ç — / que l'on considère sera holomorphe; par suite, cette différence sera nulle dans toute cette portion finie du plan des x. Si ce fait ne se produit que pour des valeurs isolées de by il n'importe pas : une fonction Y n'est multiforme que si, en tous les points d'un espace, elle a plusieurs valeurs. Si le fait sub-
(^) Nous supposons, de plus, que ces fonctions n'ont que des points critiques isolés.
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siste pour des valeurs de b formant un espace, il y a un domaine à deux variables x ely, dans lequel la différence ç — / est toujours nulle. Mais, dans cette hypothèse, il n'y a plus de problème, Téquation fondamentale devenant indéterminée en X et Y par l'évanouissement identique de tous ses coefficients.
Reste donc à examiner l'hypothèse que les fonctions ç^(a7 4-6), /o(x — è), <p (a; -h 6), . . . ont des déterminations multiples. Si l'on part d'un point x du plan des x avec un système de déterminations, on peut y revenir avec tout autre système en décrivant un chemin convenable (c) comprenant un ou plusieurs des points critiques .'Quand on passe d'un point de ce contour au point infiniment voisin, l'expression F (a?, b) ne varie pas d'une manière continue, sans quoi Y dépendrait de X. Donc, au moins pendant une certaine partie du parcours, F conserve la même valeur constante, et, s'il en est ainsi jusqu'au bout, Y est uniforme. Pour que Y passe de sa détermination initiale Y, à une autre détermination Y^, il faut qu'il existe sur la ligne (c) un point M, où la fonction F éprouve une discontinuité brusque. Cela ne peut arriver que si la valeur de x au point M fait prendre à F la forme o : o, et, par suite, est un zéro de la fonction
Si ce point est isolé, on l'évitera en décrivant le contour (c). S'il n'en est pas ainsi, les zéros de cette fonction <p(a? -h 6) — /(a? •— 6) ne pourront s'accumuler autour du point M, car alors elle ne pourrait être développée en série de Taylor autour de ce point. Ils formeront donc une ligne, ou couvriront un espace, ce que nous avons démontré être impossible.
Remarque. — Nous avons négligé deux hypothèses secondaires sur l'expression F(a?, 6), qui sont comprises comme cas limites dans l'hypothèse a"; ce sont : i" le cas où F(a7, b) aurait une même valeur constante dans tout le plan des Xj et d'autres valeurs constantes sur certaines lignes dp ce plan ; n>ais alors ces lignes seraient des lignes de zéros pour la fonction ç(x -h 6) — /(a; — 6); 2** le cas où F(ar, b) aurait une même valeur constante dans tout le plan, sauf en certains
points isolés. Il est facile de voir que ces points ne peuvent être que les zéros de la fonction (f(x -+- b) — /(x — b) ou les points critiques des
fonctions Ço(^ -+- b)^f^{x — 6),
Si l'un des points critiques rend quelques-unes de ces fonctions infinies, il ne faudra pas donner à x directement cette valeur dans l'expression F(a;, 6), car alors les fonctions susdites perdent toute signification. Si le point critique laisse à ces fonctions des valeurs finies et n'est pas en même temps un zéro de 9(0? -+- b) — f{x — ft), le mode de composition de F(^, b) montre qu'en ce point précis la valeur de cette expression ne peut différer brusquement de sa valeur constante pour les points voisins. Enfin, s'il s'agit d'un zéro de
lequel peut être en même temps un point critique, on ne devra pas donner à x directement cette valeur dans l'expression F(j?, b) qui, prenant la forme o ; o, n'aurait plus de signification (*).
( * ) [C'est ici le premier des deux seuls passages de ce Mémoire qui soient visés comme imparfaits dans le Rapport de TAcadémie {Comptes rendus, t. CXV, p. 1122). Le raisonnement du texte a besoin d*étre complété. Il prouve seulement que, lorsqu'on assigne k œ^ik y des valeurs fixes x z=z a^y =^ by et qu'on choisit pour la fonction Y (momentanément supposée multiforme) une cf^rlaine détermination Yi, quelque soit le chemin qu'on fasse ensuite parcourir « la variable x dans son plan poar revenir à son point de départ XTiza^ on retrouvera finalement pour Y la même détermination Y,. Pour établir complètement l'uniformité de la fonction Y(^), il suffit donc de montrer que tout chemin décrit par la variable y dans son plan, parlant du point b pour y revenir, peut être remplacé par un chemin convenable décrit par la variables? dans son plan, du point a au pointée, tandis que j^ garde constamment la valeur b.
Soient en effet //, Zj les points critiques des diverses fonctions de / ^=: o: 4- >• et de z-=.x — /qui figurent dans l'expression de Y. Quand, ayant pris jc =: a. on fait varier j' seulement, les points critiques de ces fonctions ont pour affixes yi^=^ti — «, yjz=.a — Zj, Tout contour fermé passant en b équivaut, comme on sait, à une succession de lacets (Y/) et (Yy) joignant le point b aux j oints y, et/y. Désignant par/ un point du lacet (Y/) et par œ le point correspondant du chemin (X/) que nous voulons substituer à (Y/), on a respeclivemenl le long de ces
deux contours
^=za-h/, tz:^ X -{- b.
11 suffira donc, pour que t acquière la même suite de valeurs le long de ces Journ. de Math, (4* série), tome X. — Fasc. IV, iSg'j. 47
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III. — Points essentiels, pôles et périodes
7. L'expression dont nous venons de faire usage pour montrer Tuniformitc de Y met en évidence un autre résultat important : c'est qu'aacune solution de V équation aux cléments linéaires doublement harmoniques n^ admet de point singulier essentiel à distance finie. Nous avons trouvé
et reconnu que Y est une fonction uniforme de y. On aura donc sa valeur, pour ^ donné, en attribuant à x une valeur quelconque. Soit^, la valeur considérée; ayant toujours
?(^-+-r)=?[(^+rO-^(7-70]> /(^~r)=/[(-^—r.) -(/-/.)].
deu\ chemins, de poser
a-i-v = x-l-6, x-=iy-^a — b.
De même, soient (Yy) un lacet relatif à une fonction de 5 el (Xy) le chemin qu'on veut lui substituer. Les relations
qui définissent z le long de ces deux contours, montrent que s aura les mêmes valeurs suivant Tun ou suivant Tautre, si l'on fait correspondre les points jc de (Xy) aux points / de ( Yy ) par la formule
a — j :rz or — 6, x^=-a->t-b — y,
11 faut évidemment qu'aucun des points ti — a ne coïncide avec Tun des points a — Zj, Mais, si l'on avait ti — a^=^a — 5y, il suffirait de changer tant soit peu la valeur de a pour qu'il n'en fût plus ainsi.
Enfin, il faut encore qu'aucun des points singuliers ^,- — 6, 5y -H 6 du plan des jt ne se confonde avec l'un des points critiques de l'une des fonctions de x seulement qui figurent dans l'expression de Y'; mais, si cela était, il suffirait de changer tant soit peu la valeur de h pour que la coïncidence n'eût plus lieu.]
nous donnerons à x une valeur telle que le point x ne soit pas un pôle pour X, non plus que pour $ et ^,, ni le point t =^ x -hj>^, pour 9(^5 ni le point z =: x — y^ pour /(z). Dans ces conditions, les fonctions ç, . .,y*, . . ., que nous savons uniformes, pourront se développer par la formule de Taylor suivant les puissances de y —y\) pourvu que y soit suffisamment voisin de y^ , et il sera permis de réunir en une seule les diverses séries provenant des différents termes du numérateur. Il vient ainsi
Xo4-X,(y-r,)+X,(.x-y,)2 + ...
ce qui montre que le pointy =y\ ne peut jamais être un point essentiel pour Y. En effet, si Ton n^a pas
le dénominateur reste fini pour y =z y^ et le point est un point ordinaire. Dans le cas contraire, c'est un pôle, et je dis que ce pôle est double. C'est évident si l'on n'a pas
Mais, comme la relation ç — y = o a lieu pour toute valeur de rr, sauf certaines valeurs singulières, on en déduit, en la différentiant par rapport à a?,
Cette équation et la précédente entraînent ^ = const., /= const., ce qu'on ne suppose pas. Nous arrivons ainsi à cotte conclusion :
Les solutions de Véqiiation aux cléments linéaires doublement harmoniques n^ont à distance finie d'autres sin^ulajités que des pôles, et chacun de ces pôles est double.
On ferait en effrt la même démonstration pour X que pour Y, et la loi de réciprocité suffit pour étendre la même propriété aux fonctions (pet/.
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On pourrait d'ailleurs la reconnaître sur l'équation fondamentale elle-même
avant toute intégration. Si en effet y, est un pôle d'ordre n pour Y, c'est un pôle d'ordre /i -h i pour Y', d'ordre n-h 2 pour Y", ce qui exige d'abord que l'on ait
Alors en développant en série les six fonctions ç, 9', '^'\fif\f" ainsi que Y, Y', Y" suivant les puissances de^ — y^ (ce qui est légitime sous les réserves faites un peu plus haut), il suffît d'ordonner le premier membre de l'équation fondamentale suivant les puissances croissantes, négatives et positives de^ "">^u pour reconnaître que l'exposant n est nécessairement égal à 2. On voit de plus que le résidu relatif à tout pôley =y^ est nul.
Mais on peut aller plus loin et déduire de l'identité
î(^-»-r«)=/(^-ri)
des conséquences qui nous serviront. Cette identité ayant lieu quelque soit Xj remplaçons x par x -hy^; il vient
f(x)=^(x-h2y,), d'où cette expression de X
X = rf(x-^-y) -/(x - 7) = ^(x H-j) ^(f(x-^y-h 27. ),
ce qui peut encore s écrire ainsi
ir suffit de poser y —y, = y pour trouver
c'est-à-dire qu'il a suffi de transporter l'origine des y au pôle y, de la fonction Y pour que la fonction/devienne la même fonction de x — y que ç de 07 -f-y. Gela fait, je dis que la fonction Y est une fonction paire de la nouvelle variable y. Introduisons en effet l'hypothèse f{w) = ç(w) dans l'expression générale trouvée pour Y; il vient
et l'on voit que le changement de y en — y, qui revient à l'échange de / avec ^ et de <3 avec /, ne modifie pas Y.
Si l'on suppose que la fonction X ait un pôle a;,, on trouvera comme précédemment
d'où l'on conclut ?(jK) = /(2a7, —y) et par suite \=f{ix,'-X'-y)--f{x -y)
Si donc on pose a?, — a? = a;' et si, pour abréger l'écriture, on fait X-, — y =y', il vient
11 suffira donc d'échanger x' et y pour ramener les deux fonctions ç et /à être les mêmes. Les pôles de Y et ceux de X ont donc ce caractère commun, qu'en y transportant l'origine et échangeant (pour ceux de X) les noms des variables, on ramène les deux fonctions ç et/à être les mêmes. Cette propriété peut s'énoncer autrement. En effet, les deux relations de départ
?(^-*-ri)=/(^-70i ?(^i-*-r)=/(^i-r)
entraînent l'une et l'autre cette conséquence que f'^{yv>) est la même
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fonction de f{w) que 9'*(«^) de çO*^). Nous dirons donc : Si l'une fies fondions \ elY a un pôle à distance finie y la fonction f'^ s'exprime en f comme ^'^ en o. La loi de réciprocité permet d'ajouter : Si l'une des fonctions fp et f admet un pôle à distance finie , X'- s'exprime en X comme Y'- en Y. Nous conviendrons de dire que les fondions ç et / ne sont pas distinctes quand y* s'exprime en / comme o'' en o, et (\\x elles sont distinctes dans le cas contraire; de même pour X et Y.
Nous allons maintenant classer les solutions d'après leurs pôles et leurs périodes. A cet effet, reportons-nous à l'expression de Y' telle qu'elle a été particularisée dans l'hypothèse /(ip) = 9(«'). On a
Cette expression montre que, quand les deux fonctions o et/ ne sont pas distinctes, si elles admettent la période 2(o, \ et par suite X admettent la même période i(^ (ou une de ses parties aliquotes). En effet, si les intégrales
ne sont pas périodiques, elles se composeront chacune d'une partie périodique et d'un terme linéaire en w. Or, si l'on effectue les sommes
?o(-^' -+->')-'- 9o(^' —JK) ^t '^('^ -^^y) H-'K--^ ""/)» les parties non périodiques seront chacune de la forme m{x ^ y) ^ m{x — y)^
c'est-à-dire indépendantes de^. Donc Y' admet la période 2(o.
TiiÉOHKME. — Si Vune des quatre fonctions X, Y, 9 et f admet plus d'un pôle à distance finicy les quatre fonctions sont périodiques; si l'une d'elles admet trois pôles formant un triangle^ toutes les quatre sont doublement périodiques ; si Vune d'elles n'a qu'un seul pôle à distance finie, les trois autres n'en ont pas davantage.
Supposons par exemple que la fonction Y ait deux pôles à distance finie. En transportant l'origine desy en l'un de ces pôles, on rend les fonctions <p et/ identiques. Soit alors o) l'affixe du second pôle. D'après une remarque déjà faite, l'équation fondamentale ne peut être vérifiée pour y = (i) que si le coefficient de X"— • Y" est nul, c'est-à-dire si Ton a
^{x -h O)) = Cf(^X — w),
puisqu'ici /(w) = ç(w^), et cela quel que soit x. En conséquence la fonction ç admet la période 2co, qui, en vertu dulemme, appartiendra aussi à Y et à X.
Le môme raisonnement prouve que, si Y présente trois pôles jy^ = o, ^ = 0), y = 0)' formant un triangle, la fonction ç admet les périodes 2(jd et 20)'; donc aussi Y et X les admettent.
Enfin, si Y n'admet qu'un pôle à distance finie, les autres fonctions n'en ont pas davantage (elles pourraient n'en pas avoir) ; si l'une d'elles en effet en admettait deux, les quatre fonctions seraient périodiques, donc aussi en particulier Y, qui aurait plus d'un pôle à distance finie.
rv. — Solutions doublement périodiques.
8. Théorème. — Tout élément linéaire doublement harmonique et doublement périodique rentre dans le type de M. Darboux
ds^= [?(^ — ^) — ?(^ ~ ^i^)\dxdy,
ou Von a posé
o(w) = —z h Bsn^mw -h C — z h D 3-; h L.
Nous supposons doublement périodique l'une des fonctions (p et/, la dernière par exemple. Comme elle présente à distance finie des pôles formant réseau, des raisonnements déjà faits (') prouvent d'abord
(*) Voir l'article précédent : Points essentiels, pâles et périodes.
que les fonctions X et Y ne sont pas distinctes, de plus, qu'elles sont doublement périodiques; dès lors X et Y ont des pôles, ce qui exige que les fonctions /et 9 ne soient pas distinctes. Nous allons chercher
Supposons marqués dans le plan des z tous les pôles de la fonction o{z). i\ous en choisirons trois (d'affixes z^y z^ -h(ù^ z^-^ (o') qui déterminent un triangle d'aire minima.
La différence des affixes de deux pôles quelconques étant une demipériode, le parallélogramme dont les côtés OA et O A' sont les doubles
de OP et de OP' est un parallélogramme de périodes et un parallélogramme élémentaire, ou d'aire minima. Les sommets O, A, B, A' sont des pôles, ainsi que les milieux P, Q', P', Q de ses côtés, à raison de la double périodicité. Je dis qu'iV ne peut contenir d'autre pôle que son centre C.
D'après une propriété que nous venons de rappeler, étant donnés deux pôles, le symétrique de chacun d'eux par rapport à l'autre est aussi un pôle. Il suit de là que sur le périmètre OA BA'O il ne peul exister d'autres pôles que ceux que nous connaissons déjà, sans quoi le parallélogramme ne serait pas élémentaire. Il n'y en a pas non plus à rinlérieur, car, de L, par exemple, on déduirait L' et le parallélogramme OL'L"A, d'aire moindre que le proposé. Si L était sur une (les médianes, L' serait sur le périmètre, ce qui ne se peut.
Cela posé, la fonction 9(^3) ne peut avoir dans un parallélogramme de périodes (2(0, 2(0') plus de quatre pôles.
-+- (O, To-t-to', ^o-f- (o -h 0)'.
Chacun de ces pôles est double et a son résidu nul. La fonction 9(-) n'ayant pas de point essentiel à distance finie, on peut appliquer la formule de décomposition des fondions doublement périodiques, due à
M. Hermite. On trouve ainsi
-^ B ^ î(^ - Zo - 0)) -^ C ^ ^(z - Zo - 0) ) -f- D^î:(z - ^,— 0) - 0)') h- E,
expression qui ne diffère que par la forme de celle de M. Darboux. L'élément linéaire correspondant
ds^= {^{t— /o) — 9(^ — ZQ)]dxdy
dépend de huit constantes arbitraires A, B, C, D, o), o)', Iq et Zq. Les deux périodes 2(0, 2co', prises comme arbitraires, remplacent le module k et le multiplicateur m de la formule primitivement écrite pour <p(iv).
• Remarque. — Si le point G n'est pas un pôle, il n'y en aura que trois. Si l'une ou l'autre des périodes peut être réduite de moitié, (f(z) n'aura plus que deux pôles ; enfin, si w et o)' sont des périodes, il n'y a plus qu'un pôle double, comme dans l'élément linéaire des surfaces à courbure totale constante.
V. — Achèvement du problème
9. Nous allons faire servir à la recherche des éléments linéaires doublement harmoniques une remarque très simple, mais importante. L'équation fondamentale
exprime que, partant de l'élément linéaire
cfo^ = [?(a? -h y) —/(a? -7)] dxdy
Journ . de Math, (4* série), tome X. — Fasc. IV, 1894. (\o
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et opérant le changement de variables
V/X(a.) ' v^YÔÔ
on a identiquement
[ç(^_f_^)_/(;y_^)]VX\=?,(^4-ïi)-/,($-ri),
OU que l'élément linéaire considéré conserve la forme harmonique Dès lors il est évident que, partant de
rf^^= [ç,(i 4-yi) -/,($ - ïl)]«^rfv], et opérant le changement de variables
inverse du précédent moyennant les hypothèses
X(a;)S(i) = i, Y(y)H(ri) = i,
on retrouvera Télément linéaire primitif (ç — f) dx dy. Ainsi les fonctions S($) et H(y]) concourent avec <pi($ -h r\) et/<(^ "~^) ^ former une solution de l'équation fondamentale. Mais nous avons démontré que toutes les solutions de cette équation sont uniformes. Ainsi, de même que X(a:) est uniforme en x, la fonction S(Ç) est uniforme en Ç. Or elle est égale à l'inverse de X(a;). Donc X(a;) est une fonction uniforme de S comme de a;, et nous arrivons à cette conclusion :
Les fonctions X(a7) qui concourent à formel^ des solutions de V équation aux éléments linéaires doublement harmoniques doivent être cherchées parmi les fonctions uniformes de x qui deviennent des fonctions uniformes de Ç par le changement de variable
ÉLÉMENTS LINÉAIRES DOUBLEMENT HARMONIQUES. 3'j3
Eludions les fonctions qui satisfont à cette double obligation d'être uniformes en x et uniformes en Ç. Nous allons voir que ce sont, en général, des fonctions périodiques et nous discuterons les cas dans lesquels certaines périodes ou toutes les périodes disparaissent.
A cet efTet, considérons l'intégrale définie qui représente Ç
dx
,sJX{x)
et soit \^{x) la valeur qu'elle acquiert quand, partant de a? = x^ avec une détermination du radical, on fait décrire à a? un chemin déterminé (chemin i). Allons maintenant dea?p en x^ par un chemin qui entoure diverses racines ( * ) de X, mais qui ramène la détermination initiale du radical ; si l'on va ensuite de x^ en x par le chemin i , on aura
$ = m A H- /iB -h.. .4- Si(^), les A, B, . . . étant des périodes. Or la fonction
est uniforme, qu'on l'exprime en Ç ou qu'on l'exprime en x. Donc, étant donné a;, elle n'a qu'une seule valeur; or elle se présente, selon que X a décrit le chemin i ou le suivant, sous les deux formes
On doit donc avoir
H(^, + m A + nB -t- . . .) = S(i,).
(*) LesfonctionsX(.r)elY(y) peuvent toujours êtresupposéesavoirdes racines, puisque nous avons établi qu^elles n'ont de point essentiel qu'à Tinfini. Si elles n'avaient pas de zéros, on les remplacerait par X — A, Y — A et les nouvelles équations X — /i = o, Y — h=^o auraient nécessairement des racines, en vertu d'un important théorème, découvert par M. Picard.
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ce qui prouve à la fois que la fonction S est périodique et que ses périodes A, B, ... se réduisent à deux au plus.
Nous pouvons raisonner de même sur la fonction Xy
Si x^ est Tune de ses valeurs, un chemin d'intégration convenable
donnera
X = Xt(^) -f- [Jia H- v^ -h ...,
les a, p, ... étant des périodes; et l'on verra, comme tout à l'heure pour S (^), que la fonction X(x) est périodique. En conséquence, les fondions S($) e/ X(a:) sont des fonctions uniformes de leur argument et admettent^ en général, deux périodes. Nous aurons à tenir compte de leurs dégénérescences, d'où trois cas principaux à examiner, suivant que l'une d'elles a deux périodes, n'en a qu'une, ou n'en a aucune.
Premier cas : S(i) a deux périodes
Trois hypothèses à faire, suivant que X(a;) a deux périodes, n'en a qu'une, ou n'en a pas. Dans les trois hypothèses, nous avons toujours
(ï) \ = mA -f- wB -f- $»(a;),
et, si l'on fait précéder le chemin i, qui donne 5i(a;), d'un chemin
qui échange les deux déterminations de \/X(x) au point initial x^j on aura
en désignant par 2L l'intégrale $ prise suivant un lacet. Les formules (i) et (2) fournissent toutes les valeurs de ^ pour une valeur donnée de X. On peut les écrire
$-L=mA-f-/iB-[L~Ç, (x)l Ç - L = m'A -4- /i'B -h [L - $, (x)].
ÉLÉMENTS LINÉAIRES DOUBLEMENT HARMONIQUES. 3'j5
On en conclut que la fonction p (Ç — L) aux périodes A et B est une fonction uniforme de x.
Dans tous les cas qui vont suivre, nous aurons à reproduire un même raisonnement, que nous allons faire une fois pour toutes. Supposons qu'une certaine fonction uniforme de |, U, ($) soit une fonction uniforme de x, et qu'une certaine fonction uniforme de x, U (x), soit une fonction uniforme de $. On voit que \J^ est une fonction de U. De plus, les fonctions que nous considérerons peuvent prendre toutes les valeurs. Or, x étant donné, U est déterminée et U< n'a qu'une seule valeur. C'est dire que la relation F(U, U,) = o, qui lie U et Ui, est telle que, quand U est connue, U^ n'a qu'une seule valeur. Elle est telle aussi que, quand U< est donnée, U n'a qu'une seule valeur. Ainsi, les variables U et U< sont des fonctions uniformes l'une de l'autre, et cela quelque valeur qu'on attribue à chacune d'elles. Dès lors, on sait qu'elles ne peuvent être liées que par une relation bilinéaire (homographique)
CUU,-f-AU+BU,-+-D = o,
dont les coefficients sont des constantes (*).
(*) [C'est ici le second point visé par le rapport de l'Académie. Le raisonnement du texte est incorrect, mais l'existence d'une relation homographique entre les fonctions considérées, telles que p(Ç — L)etp(j7 — X), n'est pas contestable. Rien n'est plus facile que de l'établir rigoureusement comme il suit.
Les formules (i) et (2) peuvent être remplacées par une seule :
(I) 5 — L=:mA-f-/iB±[Ç,(a;)- L].
Dans le cas le plus général, celui où X (j?) admet deux périodes, on aura pareillement
(II) a? — X = p.«-hvp±[^i(Ç) — X].
A toutes tes vateurs de x fournies par ta formule {II) pour te même x^ ne correspondent pas d'autres valeurs de \ que celtes qui sont données par ta formule {!) pour un même Ç^; et réciproquement.
Pour le voir, choisissons deux arguments dans la suite (II), par exemple
x'= X -f- ix'a -+- v'P H- (oTi — X), a:'z= X -h ji'^a -+- v'^p -f- {xi— X).
Soient S' l'une des valeurs de Ç qui correspondent à x' et V l'une de celles
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Cela posé, examinons les trois hypothèses du premier cas.
Première hypothèse. — L'intégrale x a deux périodes a, p. Ses diverses valeurs pour une valeur donnée de x se répartissent en deux séries
(3) 07= (jLa-hvp ■4-a7|(^),
(4) a? = (Jia-f- vp 4- 2X — x^{\)^
dont Torigine est bien connue. Nous les écrirons ainsi :
a? — X = (xaH-vP — [X — a?4 (Ç)], a? - X = [jL'a -h v'p 4- [X — X, (Ç)].
qui correspondent à \". A l'argument %' correspond pour x une série de valeurs dont x' fait partie; cette série est donc
(Iiy X 4- fia -f- vp zh (fx'a 4- v'p -\- x,-^ X).
A Targument %" correspond pour x une série de valeurs dont x" fait partie; cette série est donc
(11)" X+ p.a-i-vpd=(p.''ot4-v''p-h^,-X).
Les deux séries (II)' et (II)" ont en commun Targument Xx, Puisque la valeur Xi figure parmi les valeurs de x qui correspondent 9oit à \'y soit à S", on a
nécessairement
S' - L r= m'A 4- /l'B ± [Ç, (jcj) ^ L],
Rien n'est changé, si x" est de la forme X 4- H^"a -H v^P — (^1 — X). On fera le même raisonnement sur % pour établir la réciproque. On voit par là que, si Ton donne à x toutes les valeurs (II), qui correspondent à une même valeur de la fonction p{x — X) aux périodes a et p, la fonction p (Ç — L) aux périodes A et B n'aura qu'une seule valeur, et réciproquement; en sorte que ces deux fonctions sont liées par une relation homo graphique.
La correspondance entre les valeurs de x et celles de % subsiste quel que soit le nombre des périodes qui disparaissent, mêœe si les doubles signes disparaissent aussi. Il existera donc, dans les divers cas de la discussion qui va suivre, une relation homographique entre l'une des fonctions p(Ç — L), sin*(Ç — L), tang(? — L) ou e^-"-, (Ç — L)', Ç — L d'une part, et Tune des fonctions p (a? — X ), sin'(a? — - X), tang(a7 — X) ou e*~^, {x — X)', x — \ d'autre part.]
On voit que la fonction p(x — X), aux périodes a et p, est une fonction uniforme de Ç. Il résulte du raisonnement qui vient d'être exposé, que les deux fonctions p (^ — h) et p(x — \) sont liées par une relation homographique. Soit donc
Il suffit de différentier et d'éliminer p(^ — L), pour trouver
X{^\-{^y- Ap*(^ - X) + Bp^x - X) 4- C,p»(^ - X) + Dp(x - X) + E
C'est l'expression de X que nous avons obtenue (Chap. II), à propos des surfaces à courbure constante. Elle contient huit constantes : les trois coefficients de la transformation homographique, les deux ' invariants g'^j g'^ de p (i — L), les deux invariants ^2? g% ^t le paramètre X de la fonction p (x — X). Il est clair que S($) a une expression exactement de même forme.
Deuxième hypothèse. — L'intégrale x n'a qu'une période a. Les formules (3) et (4), où maintenant p ne figure plus, montrent que sin*(a? — X) est une fonction uniforme de $ (car on peut supposer a égal à it).
C'est ce qu'on déduirait aussi de p(x — X) par dégénérescence. Nous concluons ici que p(Ç — L) et sin*(a?-- X) sont liés par une relation homographique :
p(l — L) = A -+- -i—^^rr-^-TT-—n' ^^ ^ AjSin*(a7 — A) 4- B,
Différentiant et éliminant p(Ç — L), on trouve
Asin'a? -t- Bsin^^r -f- Csin*a? -h D sin'^ -{- E
sm'^cos'a?
en négligeant X. C'est l'expression déjà trouvée (Chap. II) à propos des surfaces à courbure constante. Quant à S(ç), son expression est,
comme dans l'hypothèse précédente, de la forme
mais elle dépend d'une constante de moins, puisqu'au lieu de deux périodes de x (ou deux invariants g^^ g^) il n'y en a plus qu'une.
Il peut-arriver aussi que tous les chemins d'intégration suivis par Ç donnent une seule série de valeurs pour x, savoir
X — [LOL -{- X^ (Ç).
Alors p(^ — L) et tango; (car on peut supposer a = ir) sont liés par une relation homographique, d'où l'on déduit sans peine
X(x) = Asin^o? -f- Bsin'a;cosa?
Csin^o? cos^a? -h Dsin^ cos'a; 4- Ecos*x,
avec cinq arbitraires. L'expression de S ($) est de même forme que quand sin^(a; — X) est uniforme en Ç.
Troisième hypothèse. — L'intégrale x n'a pas de période. Les formules générales (3) et (4) se réduisent actuellement à
^ = ^1(^)1 ^ = 2X — ir^($);
ce qu'on peut écrire
On voit que (x — X)^ est une fonction uniforme de $. Par suite, p(^ — L) et {x — X)' sont liés par une relation homographique, que nous écrirons, en négligeant X :
p($-L) = A-+- r—f-TT'
C'est d'ailleurs ce qu'on obtiendrait par la dégénérescence non périodique de p(ar— X). Cette relation, diflerentiée, donne, par élimi-
nation dep($ — L),
Les cinq coefficients du numérateur sont arbitraires, la relation homographique donnant trois indéterminées auxquelles s'ajoutent les deux invariants g^j ^^ g\ de p($ — L); une sixième arbitraire est la constante négligée X. Nous trouvons pour X une expression déjà obtenue (Ghap. II) à propos des surfaces à courbure constante. L'expression correspondante de S(Ç) rentre dans celle que nous avons déjà écrite, comme étant de même forme et contenant moins d'arbitraires.
Mais l'intégrale x n'ayant pas de période, il peut ne pas exister de
chemin au bout duquel la détermination choisie pour \/3(5) se reproduise changée de signe. C'est dire que la fonction x est une fonction uniforme de Ç. Alors p (Ç — L) et x sont liés par une relation homographique
d'où l'on tire sans difficulté
X {x) = (^\ = Kx' -h Ba?' -h Cx' 4- Da: + E,
avec cinq indéterminées provenant, trois de la relation homographique, deux des invariants de p($ — L). C'est là encore une expression de X, qui s'est présentée (Chap. II) à propos des surfaces à courbure constante. L'expression correspondante de 3($) rentre encore dans le type primitivement considéré.
Il suffit de jeter un coup d'œil sur le Tableau du Chapitre II qui se rapporte aux surfaces à courbure totale constante, mais non nulle, pour voir que nous venons de retrouver les cinq formes de X($) qui y figurent. Les cinq expressions correspondantes de S(Ç) ne diffèrent pas de celle qui est inscrite pour X dans ce Tableau, sous le n** (V).
Deuxième cas : S($) n'a qu'une période
Dans ce second cas, nous n'avons pas à supposer X(îc) doublement
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périodique, ce qui nous ramènerait (sauf échange de $ en a; et de x en ^) à la seconde hypothèse du premier cas. Notre discussion se trouve ainsi abrégée. Nous commencerons par rappeler les formules (i) et (2) qui deviennent ici
l^-L = mA-[L-l(x)l
En prenant, ce qui est permis, A = air, on voit que sin*(5 — L) est une fonction uniforme de x. Si la seconde série de valeurs de Ç disparaît, c'est-à-dire si tous les chemins suivis par x donnent seulement
on fera A ~ 2,iiz et l'on verra que e^ est une fonction uniforme de x. Cela étant, supposons successivement que X(x) n'a qu'une période, puis qu'elle n'en a pas.
Première hypothèse. — L'intégrale x n'a qu'une période a. Si les divers chemins suivis par Ç donnent deux séries de valeurs pour ar, nous aurons, par les formules (3) et (4)>
X — \— 'i\kTz — [X — a;i(Ç)],
en appelant i-k la période, ce qui est permis. Donc sin^(a? — X) est une fonction uniforme de Ç et il existe une relation homographique entre sin^(x' — X) et sin^(Ç — L) ou bien entre sin^(a7 — X) et e^. Soit d'abord, en négligeant L et X,
sin^Ç = /i -h . . f — -5
Nous tirons de là
Y „ (^\ — (Msin^rH- N sin*^ -h P)( A sin'j? -h B)»
et une expression absolument de même forme pour S($). Ces deux
expressions rentrent dans un type déjà signalé (i*** cas, 2*^ hypothèse).
Soit maintenant
sin^o? = A -+-
En différentiant et éliminant $, nous trouvons
XW =($)■=
sin*a? cos*a?
expression qui rentre dans le même type que la précédente. Introduisant $ au lieu de x^ nous avons
ce qui donne, après changement de Ç en 2.ix^ un polynôme homogène et du quatrième degré en sina? et cosar, compris dans un type déjà rencontré (i*^' CAS, à la fin).
Il ifaut maintenant supposer que tous les chemins suivis par ^ ne donnent pour X qu'une seule série de valeurs
a? = (jia -f-a;|(^).
Si Ton prend a = aiit, ce qui est permis, on voit que (f est une fonction uniforme de $. Il n'y a pas lieu de supposer sin^(Ç — L) fonction uniforme de a; : ce serait l'hypothèse précédente, sauf échange de x en Ç et de Ç en x. On fera donc
Ae^-+-B
Cette relation étant de même forme par rapport à rr et à Ç, il suffît de calculer X(x). On trouve aisément
v/ X (Mc*-i-P)(Ae^H-B)
Cette expression est comprise dans celle que nous venons d'obtenir
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pour S. D'ailleurs, S(Ç) a exactement la même forme. Nous avons épuisé la première hypothèse du second cas.
Deuxième hypothèse. — L'intégrale x n'a pas de période. On a vu qu'alors x^ ou x est une fonction uniforme de $ (i®*^ cas, 3* hypothèse). Il suit de là qu'il existe une relation homographique entre sin*($ — L) ou e^ et x^ ou x.
1^ Soit d'abord, en négligeant L,
sin^Ç = h-h \ f t. -
Cette équation donne
XW=(|)'-Ma.'+P+2,
2(5) = (â)" -*^-+A*Si-
Ce sont là, parmi les six formes de X(x) qui correspondent aux développables (Chap. II), les deux seules qui ne rentrent pas dans celles que donnent pour la même fonction les surfaces à courbure totale. Comme le montre le Tableau placé au début du Chapitre, dans les solutions de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques déduites par réciprocité de celles qui sont déterminées au Chapitre II, toutes les expressions de X rentrent, soit dans les deux que nous venons d'écrire, soit dans les cinq relatives aux surfaces à courbure constante. Ainsi nous avons dès maintenant retrouvé toutes les formes que nous connaissions déjà pour X. Il ne s'en présentera pas de nouvelle dans la suite de notre discussion.
2? Soit maintenant
sin'*
' Ax-hB
Cette
équation
conduit à
(Mx'
■-hPx + Q)(Ax
(dx)
M,(sin'|— /()' sm'çcos'ï
expressions qui rentrent dans des types déjà rencontrés.
3° Nous arrivons à l'exponentielle e^ Soit d'abord De cette équation on tire
{M,e^-hP,y{e^—hy
expressions qui rentrent également dans des types déjà rencontrés. 4** Soit enfin, pour achever l'examen du second cas,
Ad?-t-B On déduit de cette relation
X(x) = ( jy = (Mx -H Py{Ax 4- B)%
Ce sont là encore des formes particulières de solutions déjà obtenues.
Troisième cas : S(S) n'a pas de période
D'après ce que nous avons déjà vu, ^* ou S est une fonction uniforme de X. On doit supposer X(a7) sans aucune période; autrement, on serait ramené (sauf échange de $ avec x) à l'un des cas déjà examinés. En conséquence, x^ ou x est une fonction uniforme de Ç et il existe une relation homographique entre Ç^ ou ^ et x^ ou x.
i^ Soit d'abord
Aa?*-+-B
Cette équation conduit à des expressions de même forme exacte-
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ment, aux coefficients près, pour X(x) et E(S). Le calcul donne
2? Soit à présent
Aa;-HB
On déduit de là
XW = (^y = (Mx + P)( Ax + B)',
3** Quand \ est uniforme en x^ il n'y a pas lieu d'établir une relation homographique entre Ç et a?^. C'est, aux notations près, ce qui vient d'être fait. Soit donc
et
Cette relation donne
On voit que toutes les expressions de X et de S obtenues dan» le troisième cas rentrent dans des types déjà rencontrés.
13. Arrivés au terme de notre discussion, nous reconnaissons que le problème fonctionnel, en apparence fort indéterminé, que nous nous proposions, n'admet que des solutions dont les formes analytiques sont parfaitement déterminées, et où il ne reste d'arbitraire que certaines constantes, en nombre restreint, huit au plus. Ce problème admet comme solutions toutes les fonctions X que nous connaissions déjà comme concourant à former des solutions de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques et il iC en ^ pas d'autres. C'est ce qui ressort de la discussion même.
Mais nous avons aussi acquis un autre résultat important, c'est que
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toute solution du problème est une fonction rationnelle^ soit de p{x)y soit de e"*^f soit de x lui-même. Il en est donc de même de toute solution X de l'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques; et la loi de réciprocité nous apprend que les formes analytiques des fonctions ^{x -^ y)^ f(^x — y^ wç, seront pas différentes de celles de X, qui sont aussi celles de Y.
La détermination complète de tous les éléments linéaires doublement harmoniques est donc ramenée dès maintenant à une simple question de calcul. Dans Téquation fondamentale
on substituera les diverses expressions qui viennent d'être trouvées pour X, pour Y, pour <p et pour/, en les combinant de toutes les manières possibles, et on déterminera les constantes restées arbitraires dans ces expressions de manière à vérifier, quels que soient a; et y, l'équation proposée. C'est là une pure question d'Algèbre, qui ne présente aucune difficulté, puisque dans chaque cas les inconnues sont en nombre limité, assez restreint même. Mais elle semblerait exiger d'assez longs développements, à raison du nombre des cas à traiter. Nous allons voir qu'on peut réduire dans une proportion considérable les calculs à effectuer.
Écartons d'abord les cas où l'on combinerait une fonction <p (a? -4- y) et une fonction /(x —y) telles que l'élément linéaire (ç — f)dxdy convînt à une surface de révolution (développables et surfaces à courbure constante comprises). Nous connaissons les solutions X et Y correspondantes.
Si l'élément linéaire ((f — /)dxdy ne convient pas à une surface de révolution, nous savons et nous avons rappelé au début de ce Chapitre que les deux dérivées logarithmiques de X — Y sont entièrement déterminées par la connaissance de ç — /. Il suit de là que, si l'une des fonctions ç ou /, la première par exemple, admet la période 2(i>, les fonctions X et Y auront la même période. Car, augmentant x et y de (o, ce qui ne change pas ?(^ H-y) par hypothèse, ni/(x — y) qui ne dépend que de la différence x — y, on ne change pas les dérivées loga-
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rîthmiques de X — Y. En conséquence, on a
X(a; + 0)) - Y {y + to) = C\\{x) - \{y)-\, C étant une constante. De là résulte, avec une nouvelle constante y,
X{x -f- (o) = CX(^) -h y, Y ( j -f- a>) = CY{y) -h y.
Donc les fonctions X et Y ne sont pas rationnelles (à moins d'être linéaires, cas qui se traite à vue). Elles sont donc périodiques de période mœ, m étant un entier, ce qui permet de leur attribuer la même période qu'à ç. On déduit alors de la loi de réciprocité que /a aussi la même période, en sorte qu'on ne devra grouper ensemble, pour les substituer dans l'équation fondamentale, que quatre fonctions X, Y, ç,/ rationnelles, ou quatre fonctions simplement périodiques de même période, ou quatre fonctions doublement périodiques aux mêmes périodes.
Ce dernier cas peut d'ailleurs être laissé de côté, ayant été déjà traité. Les deux autres ne présentent aucune difficulté et ne donnent que des éléments linéaires de développables, de surfaces à courbure constante, de surfaces de révolution ou des éléments linéaires figurant dans le Tableau placé en tête de ce Chapitre. Le problème des éléments linéaires doublement harmoniques est donc complètement résolu.
DE M. SOPHUS LIE
\. Dans son Mémoire déjà cité (*), M. S. Lie s'est proposé de trouver les éléments linéaires de toutes les surfaces dont les lignes
(*) Untersucliungen ùber geodàtisclie Curven (Mathem, Annalen, t. XX, p. 357-454)-
géodésiques admettent des transformations infinitésimales. Il a été conduit à répartir ces surfaces en trois classes, et il a montré que pour toute surface de troisième classe l'élément linéaire est réductible à la forme harmonique
ds"" =[<f(x -h y) - /(x - y)]dxdy.
Mais les fonctions <p et/ne sont pas arbitraires; car, si l'on pose
9o(^'+-y) = f<f(oo-^-y)d(x-^y), /o(o(^-y)=f/(^-y)d{x-y),
il doit exister deux fonctions, l'une Xo de Xj l'autre Y^ de y^ telles qu'on ait identiquement
C27y i(Xo + Y',)(9-/)4-X.(ç'-/) + Yo(ç'+/') ^ 7^ I =A(?-/)+4(?»-/»)-2(ço<p''-/./'),
A étant une constante indéterminée (p. 379. Nous avons dû modifier légèrement les notations de l'auteur).
Arrivé à cette équation, M. 1-ie fait observer qu'en la traitant par des difiTérentiations successives on serait conduit à des équations différentielles très compliquées, a C'est pourquoi, dit-il, j'ai dû me borner à en déterminer par des méthodes spéciales, mais rationnelles, une série de solutions particulières ».
2. Avant d'aller plus loin, remarquons que si l'on désigne par ù le premier membre de l'équation (27)', cette équation entraîne
ou, tous calculs faits,
C'est précisément l'équation fondamentale qui exprime que l'élé-
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ment linéaire {^^f)dxdy reste harmonique après le changement de variables
dx'=-jÉ^. dy= "^^ '
c'est-à-dire qu'il est doublement harmonique, si X'^, et Y'^ ne se réduisent pas à la même constante. On a donc cette propriété, trouvée autrement par M. Lie dans la Note II de son Mémoire :
Toute surface de troisième classe pour laquelle on n^a pas X'j, = Y'^ = const. est une surface doublement harmonique.
Il suit de là que la troisième classe de M. Lie comprend deux catégories de surfaces : i** celles pour lesquelles X',, — Y'^, est différent de zéro; i° celles pour lesquelles X'^ — Y'^ est nul.
Les surfaces de la seconde catégorie sont certainement harmoniques; elles peuvent être applicables sur des surfaces de révolution (p. 409) sans être, à proprement parler, harmoniques, c'est-à-dire sans que leur élément linéaire soit réductible à la forme (ç — f)dxdy autrement qu'avec la restriction ?/= o. Mais elles peuvent aussi être doublement harmoniques, l'équation (27)' admettant d'autres solutions en même temps que X'^ = Y'^, = const.
La première catégorie ne comprend que des surfaces doublement harmoniques; mais il s'en faut de beaucoup qu'elle les comprenne toutes. C^est une catégorie de surfaces doublement harmoniques très particulières puisque leur élément linéaire (ç — f)dxdy doit satisfaire, non pas à l'équation générale
(X;-^Y;)(ç-/) + Xo(9'-7') + Yo(9'+/') = ^(x -h y) - F(x - y),
rigoureusement équivalente à l'équation (27)" quelles que soient les fonctions <P et F, mais à l'équation (27)', où ces fonctions dépendent de ç et de / :
* = A? ^- 49' - 2?o?", F = A/^- 4/^ - 2/0/''. Donc la recherche des surfaces de troisième classe est un problème
beaucoup plus déterminé que la recherche des surfaces doublement harmoniques.
3. C'est ce qui explique pourquoi M. Lie rencontre parfois des éléments linéaires doublement harmoniques sans les signaler comme tels et restreint leur généralité pour les faire rentrer dans la troisième classe. Ainsi, soit à trouver les éléments linéaires de toutes les surfaces qui peuvent être représentées sur certaines surfaces avec conservation d'une seule des familles de longueur nulle^ et sur d' autres avec conservation de ces deux familles. L'ensemble des solutions de ce problème est fourni, d'après M. Lie, par les trois expressions
ds^= [L, smysm(2x -4- h)-{- M^ sino:] cosy dx dy^
ds'=\A[{x-^yy-(x^yy]
-h B[(x -^-yy — (x -yy] -h C[(x +7) - (a? - y)] j dx dy,
ds'=\A[(x ^yy -(x ^yy]
B[(x^yy--(x--yy-i-hC[(x^y)-(x^y)]\dxdy,
où L<, M<, A, A, B, C sont des constantes arbitraires. Particularisées de manière à rentrer dans la seconde et la troisième classe, elles se réduisent (p. 4o3) au seul élément linéaire (xy ■+- a)dxdy. Mais on peut, ce que ne fait pas l'auteur, remarquer que ces éléments linéairesy pris dans toute leur généralité y sont doublement harmoniques. Car ils rentrent visiblement dans les types I et II du second groupe de solutions (provenant des surfaces à courbure constante) qui figurent au Tableau de notre précédent Chapitre (n** 3). On arrive ainsi à cette proposition, qui complète la théorie de la représentation géodésique des surfaces : Toute surface susceptible d'être représentée géodésiquement sur certaines surfaces avec conservation d'une seule des familles de longueur nulle et sur d'autres avec conservation de ces deux familles est une surface doublement harmonique.
4. En ce qui concerne la recherche des éléments linéaires de troisième classe et de première catégorie, observons que ce problème est
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implicitement résolu au Chapitre précédent. Puisque nous avons trouvé /of^^leséléments linéaires doublement harmoniques (ç —f)dxdy et tous les couples correspondants de fonctions Xet Y, il suffira d'effectuer les quadratures
(f,=J(fdt, f,=J^/dz, Xo=fXdx, Y^=:jYdy,
et de substituer dans l'équation (27)' de M. Lie pour en obtenir toutes les solutions, en particularisant d'une façon convenable les constantes qui sont arbitraires dans nos formules.
PREMIÈRES SOLUTIONS
1. L'objet de ce travail (') est la détermination de tous les éléments linéaires harmoniques qui conviennent à des surfaces spirales. Tel est, par exemple, le suivant
oii les lettres a, b, m désignent des constantes arbitraires. En effet, d'après une proposition due à M. Maurice Lévy, tout élément linéaire homogène, de degré autre que — 2, appartient à une infinité de spirales.
Du type précédent on peut d'ailleurs déduire deux autres solutions du problème. En effet, si nous faisons
(1) Troisième Partie de mes /Jec-Z/ercto 5ttr /^j surfaces harmoniques, qui ont obtenu de l'Académie des Sciences une mention honorable dans le concours pour le prix Bordin (1892). L'auteur, ne devant pas se faire connaître, ne pouvait renvoyer à ses travaux antérieurs. La citation en sera faite en note, entre crochets. La première Partie de ces Recherches parait dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, la seconde a paru dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (année 1894).
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Texprcssion {m) peut s'écrire
Quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres n, a, p, elle donne un élément linéaire de surface spirale. Faisant croître n indéfiniment, on arrive à la formule
De même, dans l'expression {m) posons
il viendra
Faisant croître m indéfiniment et supprimant les accents, nous trouvons le nouvel élément linéaire
Mais il serait téméraire d'affirmer que tous les éléments linéaires harmoniques appartenant à des spirales rentrent dans le type (/w), dont les expressions (/) et (e) ne sont que des dégénérescences. Ce serait admettre qu'ils ne peuvent prendre la forme harmonique que quand on les exprime au moyen de variables qui les rendent homogènes; or nous verrons qu'il n'en est rien.
2. 11 y a donc lieu de rechercher ces éléments linéaires par un procédé propre à les donner tous. A cet effet, nous résoudrons complètement, pour le cas des spirales, l'équation indéterminée
qui exprime que l'élément linéaire é^dxdy acquiert la forme harmonique
par le changement de variables
L'élément linéaire des spirales pouvant toujours être écrit
nous prendrons
co=:— i{x ~~y) -h J'T{t)dt, t — x -hy;
en sorte que notre équation de départ deviendra
Telle est Téquation qu'il s'agit de résoudre dans toute sa généralité. On ne peut espérer qu'une pareille équation, où figurent trois fonctions inconnues, l'une X dépendant de x seulement, l'autre Y de j, la troisième T dépendant de œ-hy, soit d'une solution facile et prompte. Mais, si l'analyse qu'elle exige est longue et délicate, elle fournit presque à chaque stade de la discussion des résultats nouveaux. Elle permet, en outre, de distinguer, ce qui est indispensable, les éléments linéaires simplement harmoniques de ceux qui le sont doublement. Un raisonnement direct montre qu'un élément linéaire de spirale ne peut être simplement harmonique que si X et Y se réduisent à des constantes ou à des exponentielles {voir la note p. igS). C'est pourquoi nous allons examiner à part ces deux hypothèses.
Solutions où X et Y sont des constantes.
3. Quand on suppose X et Y constants, l'équation (F) se réduit à
Il n'y a pas lieu d'admettre X = \^; on aurait T = o, ce qui ne
donne que des surfaces développables. Soit donc X — Y?^o. Si nous
faisons
X-hY
:^ — := i col 2 a,
l'équation précédente devient
T'-hT*-h2Tcol2a— i = o.
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Elle s'intègre par une quadrature et donne
d ( iris. ^Lih\
De là on remonte facilement à l'élément linéaire
OÙ G et /o sont deux constantes arbitraires. La seconde étant inutile, nous écrirons
Pour ramener cet élément linéaire à la forme harmonique, effectuons le changement de variables
f dx , dy
Gomme ici X et Y sont deux constantes assujetties à la seule condition
nous aurons, p étant une indéterminée,
cos2a — £sin2a cos2a -i- isinaa ^ '
d'où résulte
x=zp{cosoL — is\n(x)x', /=:p(cosa -h isina)y\
L'élément linéaire devient alors
G'esl la seconde forme dégénérée du type (m).
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Solutions où X 6t Y sont des exponentielles.
4. L'équation fondamentale (F), quand on y met pour X et Y les exponentielles
prend la forme
/ désignant toujours la somme a? -h/. C'est une équation de Riccati
que nous avons à intégrer sans particulariser la constante r. Nous poserons r= <Tt, ce qui donne à l'équation cette forme nouvelle, d'aspect réel,
T' + T*-f-(3(7 — 2)TcOt(7^ — ((T — l)(2(T — l)=lO.
Pour intégrer, faisons le changement de variable
/♦ >tf
col — > dl^= —
l'équation devient
(7 Z^-hl'
- 1 ^ dr
z az
et l'on vérifie aisément qu'elle admet la solution particulière
quelle que soit la valeur attribuée au paramètre a. Posons donc
la nouvelle fonction inconnue ^ sera déterminée par l'équation linéaire
Intégrons d'abord l'équation
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on trouve aisément, en désignant par M la constante arbitraire,
Pour que cette valeur vérifie l'équation (î^), il faut que M, consi dérée comme fonction de s, ait pour dérivée
dz a
ce qui conduit à distinguer deux cas, suivant que a est égal à i ou différent de I.
Traitons d'abord le cas particulier a = i . En désignant par 2 logy la constante d'intégration, nous aurons
M^alogy — 2log5 = 2log^, Ç=-^l^ log^;
et, comme actuellement T^ se réduit à zéro, l'intégrale générale de l'équation (p) sera
z log \ sin t log i y tang - j
Il n'y a plus qu'à effectuer la quadrature
ds
/T.,=-./Tj^=y-
= log log- 4- const.
log -- y
pour arriver à l'élément linéaire
ds^ = Ce-'(*-r) log( y tang ^"^-M dcc dy.
Soit maintenant a ^^ i . Il est commode de poser - = n et l'on trouve immédiatement
ce qui donne pour intégrale générale de l'équation (p)
n (/i — 2)c — /is""*
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Exprimons Tau moyen de t, en ayant égard à la relation 5 = cot -;
nous aurons
coi"-'-
col
n sm* - col'*"* c
Si l'on fait (n — 2)0 = ny, il vient par une intégration immédiate
/ T^/ = logsin'*-*- -+-log( col'*"' yj -h consl. = log( asin'*-* jScos""' - J
Remplaçant enfin n — 2 par m, nous arrivons à l'élément linéaire
ds^ =r e-'i'-r) (a sin'" ^-±Z _ S cos"' '^"^•^ 1 1/^ e/v,
qui dépend de trois constantes arbitraires a« ^, m.
5. Il nous reste à mettre sous forme harmonique les deux éléments linéaires que nous venons de trouver. A cet efîet, nous poserons
, /• 21 dx -,^zi / r 21 dy „,..,
d'où Ton déduit facilement
e-^^^-y^dxdy—^ — =f-^ {x'y')^ d.i'dy'
et aussi
SUl — = — . L-, > cos ^ =: -=f— .
m 4- 2 2i Jjr'y
ni -\- 2 2 »/ r' \''
Substituant ces valeurs dans l'élément linéaire
ds^ — (oc sin"» fjtZ _ 3 cos"* ^"^^ ^ e-^^'-y^ dx dy, \ ni-h 2 ^ m -h 2/
on trouve, en désignant par a et 6 deux nouvelles constantes arbi traires,
^5'= [rt f ^'^y y^ i,f^ i^JZJLY' 1 dx'dy= (a/^"»~ 6^^"») {du^-h dv^)
C'est Télément linéaire du type général (m) signalé au début.
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Les mêmes transformations conviennent a l'élément linéaire trouvé tout à l'heure
ds^=: Ce"'^*-y> log( y lang^ — ^j dxdy
= C flog (a cos ^-~^) - log ((3 sin ^^^)1 e-'^'-r) dx dy,
sous la seule condition de faire m = o; on trouve ainsi ds''-c\\o^ '^^'^'^^''^ -\o^ ^^'^'~^^
C'est la première forme dégénérée du type {m).
Résumons dans un Tableau les premiers résultats que nous venons d'obtenir :
T = - cot2a -h ^ log(e*^^^ — e~*^^^),
^insinMog^ytang^j,
ef5« = C e-i^^-y) log /^y tang ^^^t^^ rf^r dT/
= C'[log(x'-+-/)~log(x'-/) + /]e/a;'^/.
T = cet h
sin
- y' tanff'" )
{m) { X = Ae"*-^S Y=:Ae "'-^2-
cf5* =: e-'(*-r) (^a sin"» ^-^^ - 6 cos"» 5 "t^ ) ^^ ^v^
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Élément linéaire des spirales applicables sur des surfaces
de révolution.
6. En vue de simplifier une discussion à venir et de détacher un résultat intéressant par lui-même, nous allons déterminer les éléments linéaires qui conviennent à la fois à des spirales et à des surfaces de révolution.
Il est clair que, si Ton fait soit a = o, soit é — o dans le type {m) signalé au début, on trouve un élément linéaire
qui répond à la question. Nous allons montrer que c'est le seul ('). Pour qu'un élément linéaire é^dxdy soit réductible à la forme
qui convient aux spirales, il faut et il suffit qu'après un changement de variables approprié
, dx' , dy'
on ait identiquement
w -+- log| 4- logY) =z^ i(x—y) -h fT{x-^y)d{x-{'y),
Pour éliminer la fonction inconnue T, différentions par rapport à a? et h y; nous aurons
d'où, en retranchant membre à membre,
Si l'élément linéaire e'^^ûfe'rf/ convient à une surface de révolution,
(*) [L. Rafpy, Sur la déformation des surfaces spirales {BulL de la Soc, mat/iém. de- France, t. XIX, p. 65; 1891)].
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on peut faire
L'équation du problème devient alors
(i) (^ — Tn)9'4-^'-f-rî'-f-2/ = o.
Égalons a zéro la dérivée seconde du premier membre prise par rapport à a?' et à y ; nous trouvons
Or la dérivée 9" doit êlre supposée différente de zéro si Ton exclut les surfaces développables. On peut alors tirer ^' — y)' de l'équation (2) et porter sa valeur dans Téquation (1), ce qui donne
En conséquence, la différence Ç — yj ne dépend que de x' + y. Il suit de là que les dérivées Ç' et r{ sont deux constantes égales et de signes contraires
Intégrant et négligeant les constantes additives, nous avons
nix'f ri = — ni y
L'équation (i) devient alors
On en déduit immédiatement co = mlog(^'-i-y), d'où l'élément linéaire cherché
Par le changement de variables
dx =
dx' — 2 dx' — dy' 2 d\'
nix'
■ ^ dy :^ii ^^ HZ '■ >
( m -h 2 ) ix' "^ ni y' ( w 4- 2 ) iy'
il acquiert la forme propre aux spirales
ds^= C'e-'<'-^J cos'« "^-±Z dx dy.
De là résulte pour la fonction T cette expression
T = lang
Remarquons enfin que Télément linéaire précédent n'est doublement harmonique que quand on suppose m = i. Car les deux formules que nous avons données dans la seconde Partie de ces Recherches (* )
pour représenter Télément linéaire \dxdy des surfaces de révolution doublement harmoniques, ne conduisent à X = C/^" que quand m — i ou m = — 2, hypothèse actuellement exclue parce que les surfaces correspondantes ont leur courbure totale constante et qu'il ne peut en être ainsi des spirales sans qu'elles se réduisent à des développables. ( Voir le paragraphe suivant.)
CHAPITRE IL
1. Nous nous proposons maintenant de trouver toutes les solutions de l'équation fondamentale
(I) F:i:i2X(a);.+ w^')-2Y(w;,-f-co;«)4-3X'&3:,-3Y'o3;.4-X''-Y''=o,
en attribuant à la fonction co la forme qui convient aux spirales
A cette équation nous adjoindrons l'équation dérivée F^^= o, savoir
(») [L. R\PFY, Sur un problème de la théorie des surfaces ( Comptes rendus de l* Académie des Sciences, t. CVIÏl; 1889, p. 493, et aussi Bulletin des Sciences mathématiques, t. Xllf.; 1889, p. 161)].
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qui ne se réduit à une identité que dans le cas des surfaces développables (w^^= o).
En éliminant X"— Y" entre les équations (I) et (II), on obtient une relation que nous pouvons écrire ainsi
en posant, pour abréger,
— a ri»* />— w — o/»0
ce qui conduit pour les spirales à cette expression de
e = i{jc —y) -f- Xo^T—fl dt.
L'équation (III) ne se réduit visiblement à une identité que quand 6 = const., c'est-à-dire pour les surfaces à courbure totale constante. Or, d'après la formule
Kl K,
'xy
la courbure totale d'une spirale, étant le produit d'une fonction de X -{- y par l'exponentielle e'^^~^\ ne peut être constante que si elle se réduit à zéro. Ainsi se trouve justifiée une assertion émise à la fin du paragraphe précédent. Laissant de côté les développables, nous pourrons désormais considérer l'équation (III) comme n'étant pas une identité.
Si on la différentie par rapport à j? et à j^, on obtient deux relations qui font connaître, l'une X", l'autre Y", et, portant ces valeurs dans l'équation (I), on arrive à un résultat qu'on peut écrire
X[^ 4- ^ - 2(0)!,.+ eu:,»)] - y[?^ + 1^ _ 2(CO;.+ 03-)]
en posant
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J'ai démontré (*) que le déterminant des inconnues X' et Y' dans le système formé par les équations (III) et (IV) ne se réduit à zéro que pour les surfaces applicables sur les surfaces de révolution. Comme nous venons de trouver l'élément linéaire de toutes les spirales de cette espèce, nous pouvons désormais supposer ce déterminant différent de zéro et tirer du système considéré les expressions de X' et Y', qui seront des fonctions linéaires et homogènes de X et de Y.
Les deux équations (III) et (IV) et, par suite, les formules de résolution seraient extrêmement longues à écrire, malgré la forme relativement simple de o) dans le cas présent, et leurs coefficients dépendraient de la fonction inconnue T et de ses dérivées. Mais nous allons pouvoir déterminer a priori ces coefficients. Remarquons, en effet, que les coefficients de X, Y, X', Y', X". Y" dans l'équation (I) ne dépendent que de la seule variable t=x^y. En conséquence, les coefficients de X, Y, X', Y' dans les équations (III) et (IV), déduites de la première par de simples différentiations, ne dépendent que de cette même variable. Nous avons donc à résoudre ces deux équations
où figurent quatre fonctions inconnues T, de la variable t=^x-\-y, outre les deux fonctions X et Y, qui ne dépendent, l'une que de x, l'autre que de y.
Résolution des deux équations fonctionnelles.
2. Soit à résoudre les deux équations différentielles indéterminées
Différenlions la première par rapport à j, la seconde par rapport à x\ il vient
t; X -+- t; y -h t, y'= o, t;x -+- t; y 4- TjX'zh o.
(*) [L. Rafpy, Sur les spirales harmoniques (Comptes rendus de l'Académie des Sciences f t. CXn; 1891, p. 5 18). Sur une classe de surfaces harmoniques {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. GXII; 1891, p. 424)].
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OU, en remplaçant X' et Y' par leurs expressions données,
Si ces deux relations ne sont pas des identités, on en tirera
ce qui entraine, comme on sait,
A, B, r désignant trois constantes dont la dernière peut être nulle. Les équations de départ deviennent alors
A r = ATi -h TiTte-''^'^y\ — B /• n: AT^e^-^'^r) ^ BT4,
et l'on peut choisir arbitrairement Tune des fonctions qui figurent dans chacune d'elles.
Nous n'avons pas à revenir sur la solution
X — Xe'-', Y = Be-'"r,
qui a été déjà discutée (Chapitre I, n"' 3, 4 et 5).
Supposons maintenant que les relations (2) soient des identités; on aura
Les deux relations extrêmes donnent
Soient donc, en introduisant une fonction auxiliaire t', ii) T,=: — t'4-c, T^ — — T'—Cy c = const.
Les équations (3) donnent
On en tire, en intégrant,
Si Tune des fonctions T, et T3 était nulle» il suffirait, dans ce qui va suivre, de faire b^= o ou b^ = o; si les deux fonctions étaient nulles, on supposerait nulles les deux constantes d'intégration b.^ et b^.
Substituons les expressions (4) et (5) dans les équations (i): il vient
(1') X'-h (t'- c)X = ^ Ye^-^^ T-¥ (t'-+- c)Y z=z b.Xe'^-^'.
Appliquons à ces formules la différentiation
ÔJc ôy
pour laquelle / doit être considéré comme constant; nous aurons
(6) X''-+-(T'-c)X'=-ô,Y'eT-^^S Y"^-(T'-+-c)Y'=3-6,X'e^-^^
Des quatre équations (i') et (6) on déduit
( X'Y'-+-YX''-i-(t'-c)(XY'4-YX')=io, I X'Y'-+-XY''-h(T'-+-c)(XY'-f-YX')=o,
d'où, en ajoutant membre à membre,
X Y" -I- 2 X' Y' -+- YX'' -4- 2 t' ( X Y' -^ YX' ) = o„
OU encore
(^-f-^,)(XV+YX0 + 2T'(XY'H-YX'):zzo;
de sorte que, quand XY' -h YX' ne sera pas nul, on aura
(8) ,' = _l(^ + |),og(XY'-.YX').
formule qui fera connaître t' et, par suite, les fonctions T<, T., T,, T^, dès que X et Y^ seront connus.
D'autre part, en retranchant membre à membre les équations (7),
on obtient
XY"- YX"-f- 2c-(XY'-h YX') =0,
ce qui peut s écrire
X^-2cX^ _ Y"H-2cY^ X ^ Y
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Les deux membres, ayant même valeur, sont nécessairement constants. Soit — y leur valeur commune. Nous avons, pour déterminer X et Y, ces deux équations
(9) \"—2c\'-\-y\ = o, Y''H-2cY'H-yY = o;
d'où deux cas à distinguer, suivant que y est égal à c^ ou différent de c^. 3. Premier cas : yz=c^. — L'intégration des équations (9) donne
(10) Xi=(A^H-a)e'^^ Y=^(B/-+-(3)e-'^J^,
avec les dégénérescences possibles provenant de l'évanouissement de l'une ou de plusieurs des constantes arbitraires A, B, a, [3, c. Portant ces valeurs de X et Y dans la formule (8), on trouve
AB
AB^-4-A;3-hBa
d'où, en désignant par [x une constante d'intégration,
AB^H-Aj3-HBa
Les formules (4) et (5) donnent alors
.V rp A B AB
^''^ ^»-AB^4-A(3 + Ba"^^' ^*- AB^ ^ A(3 + Ba "" "'^
K^2) '*- AB^ + A;3 + Ba' ^'~ AB^ ^ A(3 + Ba*
Il n'y a plus qu'à substituer les expressions (10), (i i) et (1 2) dans les équations (i), qui sont vérifiées identiquement, pourvu qu'on prenne
Nous avons ainsi, pour les équations proposées, un système de solutions correspondant au cas où les équations caractéristiques des équa-
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tions (9) ont une racine double, savoir
X = (Aa? 4- a)e^*, Y = (By -h (3)e-^r,
AB B^e-""^
(I) I '^*~ AB^-+-A(3-hBa"^^' ^'~ AB^-4- A(3 -4- Ba'
^'"^ AB/ + A(3 + Ba' ^^"^ AB^ 4- A(3 -+- Ba ~" ^•
4. Second cas : y — c^^o. — Pour intégrer les équations (9), nous poserons
de sorte que les racines des équations caractéristiques seront 2r et 2A pour X, — 2r et — 2A pour Y. Nous aurons alors
( 1 3 ) X = Ze»'-^ 4- A e^^^, Y = me-^'-y 4- B e-**^,
avec les dégénérescences possibles provenant de Tévanouissement de l'une ou de plusieurs des constantes A, B, /, w, r, h. Nous excluons toutefois les hypothèses l=m = oouA = B = o, qui ramèneraient à une solution déjà étudiée, ainsi que les hypothèses A = / = o ou B = /w = o, qui donneraient pour X ou Y la valeur inacceptable zéro. Des intégrales (i3) on déduit aisément
XY'4- YX'= 2(r — /O (B /e«'-*-«'*r_ Ame*'**-*''^)
— 2(r — A)e(''-*-'''f*-J')(B/ef''-^J(*-»-y) — Ame-f'"-'')(^-*-r)),
d'où, en vertu de la formule (8),
L'intégration introduit une nouvelle constante arbitraire pi et donne
Les formules (4) et (5) deviennent alors, c étant remplacé parr4-A,
(i4) 1,-2 g/^(;-/or_Ame-('-'*^' ' *""^ B/e^'*-^*^'— Ame-t'-'*)^ '
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Substituons les expressions(i3), (i4)et(i5) dans les équations(i); pour qu'elles soient vérifiées identiquement, il faut et il suffit qu'on prenne
Nous avons, en conséquence, ce nouveau système de solutions des équations (i)
X = le^^^ + A e^^'^y Y = mc^*'*^ + B e-^^y,
(II) ( *~ B/eC-'»'' — Ame-('-^*"' ' ^~ B/e"-^*^'— A/ne-t'-'*)'
Il nous reste à rechercher si les solutions (I)et(II) conviennent ou ne conviennent pas à notre problème.
5. Nous allons substituer ces solutions dans l'équation de départ
(I) 2(3r_2/T)X-2(& + 2tT)Y-4-3(T-0X'-3(T + 0Y'-+-X'-Y^ = o,
où nous faisons, pour abréger.
Qu'il s'agisse de la solution (I) ou de la solution (II), nous pouvons toujours écrire
sauf à faire ensuite 2.r = 2h = c, s'il s'agit de la solution (I). Ces valeurs, portées dans l'équation (i), la transforment en cette autre
(22r-4rA-4^T)X-(2&-4/'/^^-4ïT)Y
Remplaçons maintenant X' et Y' par leurs expressions trouvées
X'= T,X 4- T, Y, Y'r= TjX H- T4 Y;
nous obtiendrons
J2&-4^'A — 4tT+[3T-+-(2r4-2/i — 30]T,— [3T — (2r4-2/i-30]T,jX = {2&-4r/i4-4«T-[3T-h(2r-^2/i-30]T,-f-[3T-(2r-f-2A-30]T4JY.
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On voit que, si le coefficient de X et celui de Y n'étaient pas nuls tous les deux, le rapport Y :X serait une fonction de ^H- j, ce qui exigerait que l'on eût
CL, p, n étant trois constantes dont la dernière seule pourrait être nulle. Mais ces solutions ont déjà été discutées. Donc nous devons égalera zéro le coefficient de X et celui de Y; d'où les deux équations
2^-4/'^ =[4«-f-3(T,-T,)]T-(2r-+-2A-30(T3 4-T,), -(2&--4r/0=^[4«H-3(T4-TO]T-(2r + 2A-30(T4+T,).
En les combinant par addition et soustraction, on les remplace par les deux suivantes
(T) [8i~3(T,H-T,-T8-T4)]Tr=:(2r-f-2A~30(T,4-T,H-T3+T4),
|2(22r — ^rh) = 4(T'4-T*— 2rA — i) = -3{T,-T,— T,-hT4)T-(2r + 2A-30(T,-T,-+-T,-T4).
Telles sont les deux équations dans lesquelles nous allons maintenant substituer les deux systèmes de solutions à essayer.
Discussion du système (I).
Dans les équations (T) et (&) faisons
r-, AB ^ A'^*'"' ^ B*e-»'-' ^ AB
A=iAB^-+-A(3-hBa,
et rappelons-nous les valeurs correspondantes de X et Y,
Comme A et B ne sont pas nuls tous les deux (cas déjà étudié), le dénominateur à est différent de zéro. La substitution indiquée conduit
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aux deux relations (Ti) [4(2« — 3r)A — SCAc'-'H- Be"^') (Ae'*'- Be-'-')]T = (4r — 30 (Ae'-'-f- Be-'^OS
^ '' \ ^SCAe»-'— Be-''0*T~(4r-3O[4/-A~(Ae'-' + Be-'-')(Ae'''-.Ber-«)],
que Ton peut écrire
4(2e-3r)AT = (Ae''-+- Be-'O [3(Ae'-'— Be-'-^T -h (4r — 30 (Ae'-'H- Be-»-')],
^CAe»-^— Be-'-0[3(Ae'-'— Be-'-0T-h(4r — 30(Ae'-'-f Be-'-O].
On en déduit, en éliminant la grande parenthèse qui figure dans les seconds membres,
C'est une équation de Riccati qui doit être vérifiée par la fonction
(4r~30(Ag^^ + Be-^0' ^ ^ ~ 4(2f~3r)A — 3(A«e«''-B«e-*'')*
tirée de l'équation (T^).
Je dis d'abord qu'on ne peut pas supposer r=o. En effet, dans cette hypothèse, l'équation (R) devient
elle donne pour T une fonction périodique de /,
T = « ^ - V^^*-i t a n g v/^*-i ( ^ - ^o ) , tandis que l'expression de T devrait être rationnelle
A-3(A'-B') ^ A = AB^ + A(3 + B
La période ne deviendrait infinie que dans l'hypothèse ^= i, qui
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revient à AB = o; mais alors T se réduirait à une constante, solution exclue comme conduisant à des surfaces développables.
Supposant donc désormais r différent de zéro, nous pouvons, si le produit AB n'est pas nul, remplacer t par t h- /q» la constante i^ étant choisie telle que B devienne égal à — A. De la sorte notre équation de Riccati sera
Or, si nous faisons r= a/, nous arriverons à Téquation
T'4-T*-+-(3(J — 2)T coiffa— ((J — l)(2(T — l)z=0,
dont l'intégrale générale a été trouvée précédemment (Chap. I, n° 4). Quand q est égal à l'unité, on a
sm
in^logf y tang- j
fonction multiforme et périodique, tandis que T est uniforme et non périodique, en vertu de la formule (i6).
Dans l'hypothèse œ — i ^zé o, nous avons trouvé
T=:(l — CT)C0t— 4-
t (Ttl / ^ Gt\ * <^ I
- cos —le col — I
sm — cos —
fonction périodique, tandis que T ne l'est pas, puisque AB est différent de zéro.
Soit maintenant AB = o. Nous supposerons B = o. L'équation (R) devient
T'4- T«- (2 — 3a) iT — ((7 — i) (2(T — i) = o.
On en déduit, par intégration,
2Tz=(2-3cr)f-crtang ^^^~^^^
ce qui est une fonction périodique, de période 2'ir:(7, tandis que la
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formule (i6) donne
4(2 — 3<7)iAp — 3 A^e**'''*
fonction dont la période est itra. Il y a contradiction.
Donc, en résumé, la solution (i) ne convient dans aucun cas, en dehors des deux hypothèses déjà étudiées où A = B = o, avec r = o ou r^o.
Discussion du système (II). 7. Reprenons les équations (T) et (â)
pour y substituer les expressions qui composent le système (II), savoir :
(II) I AT4=-2B/Aet'-^^'-H2A/nre-('-'*)', AT^^— 2Bjw(r — A)e-<'--»-'^)',
A = B/e( '•-'»)/_ Ame-''--'^)'.
La quantité r— A est essentiellement différente de zéro; les valeurs correspondantes de X et Y sont
X = le^'-' -H A c«^', Y = me-*''y -+- B e-*^r,
et nous rappelons qu'on ne peut faire aucune des quatre hypothèses
lz=.m=:o, A = B^o, /=A = o, /n=:Bi=o,
en sorte que la fonction A ne peut se réduire à zéro.
Cela posé, substituons les solutions (II) dans les équations (T) et(&); nous trouvons ainsi
( [(4f — 3r— 3/i)(B/e(''-^'^'— Ame-<''-'')')-+-3(r — /i)(A/e^'-^'^)'— Bme-<'-»-*)')]T ^'^'^ I — (/• — A)(2r-i-2/i — 30(B/eî'*-'*J' + A/ne-('*-'*)'--A/e('--^''5'--Bme--<''-^'*)') = o,
( 2A(T'4-T*---2/-A--i)H-3(r--/z)(B/e(''-'*^'H-A;we-î'--'*)'+A/e('--*^>'4-B/ne-<'--^'')0T (^«^ ' ■ (,-4./,)(2rH-2A — 30A+(r— /i)(2r-h2/ï — 30(A/e('-^A>'— B/ne-^'--^'^)') — o.
En vue de faciliter la discussion de ces deux équations, nous énoncerons un lemme dont nous aurons plusieurs fois à faire usage.
Lemme. — Pour que V expression
2(MieV-HM;e-«.0,
où les M/, M^ sont des coefficients constants en nombre fini et les a,- des constantes différentes de zéro et différentes les unes des autres, soit nulle quelque valeur qvLon attribue à la variable t, il faut et il suffit que les coefficients M/, M^. soient tous nuls.
On s'en assure en développant chaque exponentielle en série et annulant les coefficients des puissances de t jusqu'à /*""* inclusivement. On obtient ainsi, d'une part, n équations linéaires et homogènes par rapport aux n sommes M, -4- M^ , d'autre part, n équations linéaires et homogènes par rapport aux n différences M/ — M,' . Le déterminant du premier système est le déterminant de Van der Monde
Celui du second système est égal au précédent multiplié par
CL, Cl^ • • ■ (Zf > . • Ofi»
D'après les hypothèses de l'énoncé, ces deux déterminants sont différents de zéro. On a donc
M<-i-MI=o, M/ — MJrzo {i=zi, 2y . . .y n),
ce qui prouve que les coefficients M/, M^ sont tous nuls. D'ailleurs ces conditions sont évidemment suffisantes.
8. Revenons aux équations (T^) et (&î). Nous devons avant tout rechercher si la première ne peut pas se réduire à une identité. En égalant à zéro le coefficient de T et le terme indépendant, nous obtenons deux équations, dont la première est
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et dont la seconde peut s'écrire
(2r 4- 2 A — 30 (/e'-'— me-'-') (Ae'*'— Be"'") — o.
De ces trois facteurs, les deux derniers ne peuvent être identiquement nuls, ce qui entraînerait, d'après le lemme, Tune des hypothèses exclues
Il faut donc supposer 2r-h 2.h — 3i = o, Il en résulte que r-hh n*est pas nul, non plus que r — h. Le premier membre de l'identité précédente est une somme de quatre exponentielles, auxquelles le lemme s'applique, si tous les exposants sont inégaux, c'est-à-dire si le produit rh est différent de zéro. Alors les coefficients de toutes les exponentielles sont nuls; on a donc
B/ = Am = A/=:Bmrro,
ce qui entraîne l'une des quatre hypothèses exclues
/=:m=:0, A==:B:==0, /iziA=0, m^rB^O.
Ainsi nous devons supposer rh = o, A raison de la symétrie des formules, il suffit de supposer A = o ; alors r = —, et il vient
/(gA — B)e« -hmCgB— A)e » i=o;
d'où résulte
/(gA — B) =0, '^(qB — A) = 0.
Comme / et m ne sont pas nuls tous les deux, non plus que A et B, il faut supposer nuls l'un des paramètres / et m, ainsi que le coefficient de l'autre. Soit par exemple m = o; il en résulte B = 9 A. Nos hypothèses actuelles
A = o, m=zo, B = 9A donnent pour X et Y ces expressions
Quanta la fonction!, elle est déterminée par l'équation (^a), qui
se réduit ici à
Intégrant et négligeant la constante qui s'ajouterait à /, on trouve
Pour avoir l'élément linéaire correspondant, il n'y a plus qu'à effectuer la quadrature
Tdt=z— y{t— to) -hlogcos-7-
d'oii l'on conclut
ds* = e-/(ar-r) e/Trf^^^ dy = Ce-'{*-y) e * ^* "^"^^ cos ^S^^ll dx dy.
Si l'on prenait /= o avec A = 9B, il suffirait de changera? en — y et y en -- x pour retrouver la même solution.
L'élément linéaire précédent est donc le seul qui corresponde k l'hypothèse où l'équation (Ta) se réduit à une identité. Il ne convient qu'à des spirales imaginaires.
Nous allons le ramener à la forme harmonique, en eff'ectuant le changement de variables habituel
dx dv
dx' •=. y dv' ^= — •
Nous pouvons ici, sans restreindre la généralité, prendre
ce qui revient à garder la variable j^ et à remplacer x par l'intégrale x' de l'équation
dx'r- ^^
Or on tire aisément de là
x' le-^ix = — cos* — • ^ 2
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. Substituant cette expression de x dans l'élément linéaire et désignant par Y une constante proportionnelle à V?, on trouve
ds^
[■ JT'-hy __ . X'— Y "I
Il résulte du lemme énoncé page 147 que Télément linéaire considéré est doublement harmonique.
Dans le calcul précédent, on suppose essentiellement que / ne soit pas nul, comme on doit le faire, puisque nous excluons actuellement {voirn*" 7) l'hypothèse /= m = o étudiée au Chapitre I. Pour voir ce qu'elle donne ici, on pourra prendre
ce qui permet de garder la variable j^ et de remplacer x par — 'iaf. On trouve ainsi cette autre forme de l'élément linéaire
e « -he^^^'-y^Jdx'dy,
qui rentre visiblement dans le type (e) déjà rencontré.
9. Nous pouvons désormais supposer que l'équation (Tj) ne se réduit pas à une identité. Nous en tirerons T, et nous substituerons son expression dans l'équation (^a), qui devra être vérifiée. Pour abréger l'écriture, nous poserons
Ai= B/e^'-'^)'-4- A /ne-t »•-'')', 8,= A /«('-»■'*)'-+- B /ne -«'-»■'*)';
et nous remarquerons la double identité
A«- Aî:= 8»- 8; = - 4AB//n.
Avec ces notations, nous tirerons de l'équation (Tj)
(T,) Tz^(r-/0(2r-,-2A-3i)^i:^S
Différentions maintenant Texpression de T; il viendra en posant
N = [(r-A)A-(/--hA)e]D-(/--A)(Ai-e,)[(4«-3r-3/i)Ai-+-3(r-f-^)e,].
Substituons! et T' dans l'équation (^2) et chassons le dénominateur D^; nous trouvons
2A[(r — yi)(ar-+-2A — 3/)N-i-(r — A)»(a/-4-2A--3i)»(A,— ei)«-(2rA-hi)D»]
-f-(2r-h2A-30D[3(r-A)«(Aî-e;) -h (r-h /i) AD -*- (r - /OBD] = 0.
Dans les termes dont la somme multiplie D àla seconde ligne, remplaçons D par sa valeur; il vient après réduction
3(r — ^)«(Aî-eî-+-e«)-+-(r-hA)(4«-3r— 3A)A«-+-4«('- — >^)Ae;
mais on a identiquement
Aî~eî4-e«=:As
comme nous venons de le remarquer. Ainsi A est facteur de tous les termes dans le groupe que nous calculons; ce groupe peut donc s'écrire
A[3(r — A)'A-h(r-hA)(4/ — 3r — 3A)AH-4*'(r-A)e];
et maintenant le facteur 2A est commun à tous les termes de l'équation (^s); comme il n'est pas nul, nous pouvons le supprimer. Par cette mise en évidence d'un facteur, nous avons notablement simplifié l'équation à discuter. Elle devient
(r — ^)(ar4-2A — 3i)N-h(r — >i)'(2r-4-2^ — 3/)«(Ai— 0i)*— (2r/i4-i)D*
-h2£(2r4-2A — 3/)[(rH-^-h3«>^)A-i-(r — /i)e]Dr=o.
Remplaçons D et N par leurs expressions déjà trouvées
N = [(r-A)A~(r-hA)e]D-(r-A)(A,-ei)[(4t-3r-3A)A,H-3(/-4-A)e,].
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. Nous arrivons, tous calculs faits, à Téquation suivante :
(r - hy{9.r + 2/2-30 (^1 - ®i) [(5r H- 5/i - yO^^i — (5r -t-5/z- 30^,]
-f-[(4«— 3r~3A)A-+-3(/--/i)e](pA — p'e)=:o,
en posant, pour abréger,
p =: (/-f- /i)[2r*-4- 2/1*— lO/A-H l(/' -h h) -H 9] -h 22frA — 4'» p'zii(/- — /t)[ar*-h2A*-Hior/i — 7/(/' + A) — 3].
Il n'y a plus qu'à substituer les fonctions que représentent A, 0, A^, 0| pour obtenir le résultat définitif
10 AB [g — k{r-\-h — 1)] ( '*«''*' -^ w*e-«'0 — io/7n[^ -hA- (r -h A — 1)] (A»e''»'4- B=e-*^*') (i)< -+-[X(5/-4-5/< — 70 — p(3/- 4-3/1 — 40](B*/'e*(''-'^^'-hA»m«e-«^'-"'') -+-[A(5/--h5A- 30— 3p'(/- — /2)](A»/*e'('--^'»K-i-B«m«c-*<'-+*)') + 2AB/w[ioA^(r4-/i — + P(3/'-l-3A — 40-+-3p'(r — /e)] =0,
OÙ nous avons posé
io^ = 3(/-— A)p-+-(3r-+-3/i — 40pS /::=(/•— /0*( 2/* -h 2/z — 3i).
Telle est l'équation qui doit avoir lieu quelque soit t. Son premier membre est linéaire par rapport h huit exponentielles, sur lesquelles on ne peut faire évidemment que trois hypothèses :
i*^ Tous les exposants sont différents de zéro et différents les uns des autres;
2*" Tous les exposants sont différents de zéro, mais ne sont pas distincts;
S*" Certains exposants sont nuls.
Nous allons discuter successivement ces trois hypothèses.
10. Première hypothèse. — Tous les exposants sont différents de zéro et différents les uns des autres. Nous verrons que cette hypothèse doit être écartée. Mais les calculs que nous allons faire nous serviront dans l'étude de la deuxième hypothèse.
Pour pouvoir appliquer le lemme à l'équation (S), différentions-la par rapportai Le premier membre devient une fonction linéaire et
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homogène des huit exponentielles. Il faut donc que leurs huit coefiîcients soient nuls. Mais ces coefficients ne différent de ceux des mêmes exponentielles dans Tidentité (S) que par des facteurs supposés différents de zéro. Donc, dans cette identité (S), les coefficients des huit exponentielles et par suite aussi le terme constant sont nuls. D'où les neuf équations suivantes :
AB/m[ioA-(/- H- A — + P(3/- -h 3A — 40 -h 3p'(/- - /O] = o, AB l*[iog— iok{r -h h — /)] =r o, \^lm[iog ■+- ioXr(/* 4- A — /)] = o, \Bm^[iog — ioX:(/' -H /i — /)] = 0, B*lm[jog -^ 10 k{r -h h — i)]^o,
B«/«[A-(5r -+- 5A - 7O — p(3/- -+- Zh - 40] = o. A*/«[/t(5/- H- 5/1 — 30 - 3p'(/- - h)] iiz o,
A« /n»[A-(5r -h 5/i — 7O — p(3r -f. 3A — 4 0] = o, B»m«[^(5/- -h oh - 30 — 3p'(/- - A)] - o.
Deux cas sont à distinguer, suivant que le produit ÂB/m est nul ou différent de zéro.
Premier cas. — Le produit AB^ est nul. Supposons soit/= o, ce qui entraîne AB/w^o d'après une remarque antérieure, soit/w = o, ce qui entraine AB/^^o. Nous trouvons ainsi trois équations entre r et A, savoir
(i) 10^ — ioA:(/--h /i — /) = o,
Pour discuter ce système, nous poserons
r -h h =zp -h I, r — h=zy.
Si l'on se rappelle les définitions de k, p, p' et g,
p=: (/--h h) [2/-' -H 2 A*— lor/i -h i{r-\- h) -Hg] -+- 'i2irh — 4/, p'r= (/• — //) [2/-* -h 2/i'-f- iorh — ']i{r-h/i) — 3], 10^= 3(r - /Op -h (3r 4- 3^^ - 40p',
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on trouvera sans difficulté
Or, si l'on remplace r et A par p et y dans les équations (i),(2) et (3), en y laissant subsister p et p', il vient
(i') 3yp'i-(3p — i)p'=iop(2p — i)y\
(3') /(2;?-0(5/> + 2i)=:3yp',
Dans l'équation (3') substituons l'expression dep'. Comme y = r— A n'est pas nul, il vient simplement
Dans l'équation (2') substituons l'expression de p; il vient
Cette équation donne trois solutions :/? = «, jo = o, y^ =:= (3p — iy. La solution p — i= r-\- h = est exclue, puisque nous supposons tous les exposants différents de zéro et que 2(r 4- A) est l'un d'eux.
Faisons ^ = o; alors la formule (3'') donne Y = r — A=r=!=^.Ona
donc
d'où l'on tire deux systèmes de valeurs
Mais, quand r= 2 A, on a r—h = h et quand A = 2r, on a r — A ==: — r; dans les deux cas les exposants ne sont plus tous distincts. Donc/? ne peut être supposé nul.
Soit enfin y^=(3p — i)'^. En comparant avec la formule (3"), on trouve
H OS
OU bien
Or 2/? — I est différent de zéro; sans quoi k et, par suite, T seraient nuls. Il reste donc
La substitution decesvaleursde/?etdeY*dan8réquation(i')donne
ce qui s'accorde avec la relation
Mais, d'après les valeurs obtenues pour p et pour y» nous avons
D'où l'on conclut
, 6« , ai
Les exposants ne seraient plus tous distincts. Ce cas doit être écarté.
Si dans les neuf équations initiales nous supposions soit B = o avec
Abn^o, soit A = o avec B^^o, nous trouverions les trois équations
10^ H- tok{r -h h — i)=iOy A-(5r-f-5A — 71) — p(3r4-3A - 40 — o, A:(5r-f-5A — 30 — 3p'(r~A) = o.
Elles ne différent des précédentes que par le changement de r en A et de h en r. Il n'y a donc pas à les discuter.
Résumons la discussion du premier cas.
Les deux systèmes qui correspondent à l'hypothèse ABlm = o n'ont d'autres solutions que les suivantes :
lo r -h A =r o. (Celle solulion sera disculée en son lieu.)
2° r->rh=Liy d ou /• r= —- avec A = ^ el r—-^ avec A =-75-,
o« f. ^'' j» V 4' 1 2* 21 , Ui
3° r -\- h=z -p-y doù rin-^ avec A=-=- el /'=-=- avec hz=i^*
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Deuxième cas. — Le produit KRlm est différent de zéro. Les neuf équations auxquelles équivaut l'identité (£) se réduisent à cinq, savoir
^ — A(/-i-/i — Oz=o,
\ok{r 4- A — -+- p(3r -h 3A — 4/) -h 3p'(r — h ) -^ o.
Comme k n'est pas nul, les deux premières entraînent c'esl-k-dire
r -i- h=: i, 3(r — A)p = ip'.
Les trois suivantes se réduisent alors à deux
2ik = ip^ ip =z3p'{r - h).
Rapprochons-en les deux équations trouvées d'abord
ip'=3p(/* — A), /•-h/iznl.
Retranchant membre à membre les deux équations qui contiennent r — A, on trouve
Soit d'abord 3r — 3A + / = o. Nous avons alors
/• — /i = — ^2 > r -+- A = /, d'où l'on déduit
Les exposants r — A et — r sont égaux, contrairement à notre hypothèse. On ne peut donc supposer p — p'^ o.
Soit maintenant p = p'. Il vient 3(r — A) = 1. Nous avons donc
Ces équations ne différent des précédentes que par le changement
de r en A et de h en r. Elles conduisent donc à r = 2A. D'où l'égalité des deux exposantsr — Aet A. Donc le second cas de la première hypothèse ne donne rien.
En résumé, la première hypothèse ne donne pas de solution; c'està-dire qu'on ne peut supposer tous les exposants différents de zéro et différents les uns des autres.
11. Deuxième hypothèse. — Les exposants sont tous différents de zéro, mais ne sont pas tous différents les uns des autres. Nous excluons les quatre hypothèses
Écrivons les huit quantités
r, — r, A, —hy r — h, — (/• — A), r -h h, —(/•-+- A),
et comparons chacune d'elles avec les suivantes :
Le nombre r ne peut être égalé qu'à — (r— A) ou à — (r4- A); d'où h = ± 2r.
Le nombre — r ne peut être égalé qu'à -K (r — A) ou à H- (r -h A); d'où h = ± ar.
Le nombre h ne peut être égalé qu'à -h(r—A) ou à — (r-f-A); d'où 2h = ± r.
Le nombre — A ne peut être égalé qu'à — (r — A) ou à H- (r -h A) ; d'où 2h = àz r.
Les nombres zh (r — A), ±(r-h h) ne peuvent être égalés à aucun de ceux qui les suivent.
Il n'y a donc que quatre combinaisons possibles A = dz ar, r= ± 2A. Mais, si l'on observe que les fonctions X et Y ne changent pas, non plus que le premier membre de (2), quand on change r en A, /en A, m en B, et inversement, on voit qu'il suffit de traiter les deux cas h = dz 2.r. Les équations que l'on obtient dans les deux cas corrélatifs A = 2r et r=: 2A se déduisent les unes des autres par cet échange de lettres. Les solutions du second cas se déduiront donc de celles du premier par ce même échange; de même pour les deux cas corrélatifs A = — 2r et r = — 2A.
11'. Premier cas. — Nous supposons A=2r; d'où r -- h= — r,
Afin, de l'Èc, IVormaU. 3« Série. Tome XII. — Jom 1896. 23.
178 L. RAFFY.
r-hh = 3r. N'introduisons d'abord cette hypothèse que dans les exposants des exponentielles, et laissons subsister r et A dans leurs coefficients. Il viendra pour l'identité (2)
î [A(5/- 4- 5/1 - 7O - p(3/" -h 3A - 40]A*/n«4-io[^ - A(r -h h - /) AB/»] c«
\rt
[A(5/- -h 5A - 7 /) — p(3r -h 3/i — 40]B»/» -t-io[^ _ A:(r -f- /i - i)\Bm^]\e
2\Blm[tok{r -+- A — 1) + p(3/' 4- 3/i — 40 "+" 3p'('' — '01 =^'
Une pareille identité exige, en vertu d'un raisonnement fait au commencement du paragraphe 10, que les coefficients de chaque exponentielle et le terme constant soient nuls.
Nous avons a discuter les sept équations suivantes :
AB/m[ioA-(/-H-A — i)4-p(3/'-h3A~40-+-3p'(r — A)] - o, lolg— k{r-\- h — i)]ABl* -h [A-(5r-f- 5^ - 70-p(3r-i- 3A — 40] A'm*^ o, ,o[- — A'(r4-/i-~0]AB/n»-h[yt(5rH-5A — 70 — p(3r-+-3A — 40]B*/' -^- o,
lm[g-hk(r-^h^i)]\^=o, [A(5r4-5A — 3/) — 3p'(/- — /i)]A»/* 3=0, /m[^4-A^(/-H-^ — 0]B* = o, [A-(5r4-5A-30-3pXr~-A)]B»m»=io.
Il faut distinguer suivant que le produit ABlm est nul ou différent de zéro.
Soit d'abord ABlm = o. En supposant soit /=o, soit m = o, on arrive aux trois équations
10^ — ioA:(r -h /i — = o, A:(5r4-5A — 7O — p(3r-f-3A — 40 = 0, A-(5/-4-5A— 30-3p'(r — /i) =0.
Ce sont les équations rencontrées dans le premier cas de la première hypothèse. On a vu qu'elles n'admettent de solutions communes que :
i^ quand r-\- h = o; 1^ quand r-i- A = e; 3*^ quand r4- A = y
Solution r-f- A = o. Elle est présentement exclue.
Solution r-\-h = i\ d'où r=2h= -^9 ce qui ne se peut ici, et
A=2r=-5-. Ces valeurs doivent vérifier nos trois équations, qui
deviennent respectivement
Or l'expression générale de g donne ici
On a donc
ce qui s'accorde avec les formules précédentes. Il suffit de calculer
pour s'assurer qu'on a bien une solution du problème en prenant r ^ - =: ^- Cette solution, étant substituée dans l'expression générale de T,
(ar-f-aA — 30(r — A)(A,-e,)
la réduit à
le signe ■+- correspondant à m = o, le signe — à / = o. La fonction T étant constante, les spirales correspondantes sont des développables; nous les écartons.
Solution r-h A= -^> d'où r= 2A= ^, ce qui ne se peut ici. Cette
solution doit être rejetée.
Soit toujours ABlm = o. Supposons maintenant soit A = o, soit B = o. Nous trouvons les mêmes équations que quand Im = o, sauf changement de r en A et de h en r. Elles n'admettent, d'après ce qui a été vu à propos de la première hypothèse, que les solutions
r -h h^rzo, r -{- n=:i, r -4- ^ = -=- .
La première est exclue. La seconde donne r=2h = '^y ce qui ne
se peut ici, et r= - = j> ce qui conduit encore à une valeur constante pour T.
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La troisième r-\-h=-^ donne (AB étant nul) r=- = -g-« Ces
valeurs de r et de A doivent vérifier nos trois équations, qui deviennent respectivement
log -h 2ik=:o, 5/r — 2p = o, 5k -h2p'z=o.
(3r, si Ton fait r= - =z -- dans les expressions générales de i, p, f' et g, on trouve
valeurs qui vérifient les trois relations ci-dessus. Nous avons donc là une nouvelle solution du problème. Dans les formules générales
Tz=z
— (2r-f-2/? — 30(/- — /0(/e^-^— /yîg-^-0(Ae^*^~He-^*M
(4i — 3/- — 3 A) (B/e"--^')'— Ame ^''-/di^ ^ 3(,. __ /j) (A/e('--^^)'— Bme-c-^'^')
\ = le^rx_^\ f>ihx^ Y =: me-*''y -+- B e-^^r,
introduisons les valeurs r= -^> f^=\ avec Tune des deux suppo
sitions A = o, B = o.
Pour A = o, nous trouvons
\-me »^
pour B o,
^ Zi le^ — me ^ 3/e» + /ne '
Be »'
Ces deux solutions n'en font qu'une, car elles se ramènent l'une à l'autre par le changement de / en w et de m en /, de A en B et de B en A, pourvu qu'on change aussi x en —y et y en — x^ ce qui ne modifie pas l'élément linéaire des spirales
ds^— e-'^«-r) e/Trf/ dx dy.
l'expression Tj^^/ devenant, par ce changement, identique à l,^dt.
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La fonction T^ peut s'écrire ainsi
i ^i me * i l^i me *
5 5^ -Ul ""5 5 -i!i
Son intégration est immédiate
/T^^^ ''^^~^^^ 4-log(3/4-me'^);
d'où résulte l'élément linéaire
^5' = Co e-'(-^-r) e' » (3/-+- me *' ^Jdxdy.
Comme le produit Im est différent de zéro, on peut augmenter x -^ y
— Kl
d'une quantité telle que le coefficient de l'exponentielle e * devienne égal à 3/. On pourra donc écrire
ds^—Ce-^^^'-y^e ^ [i -h e ' » )dxdy.
Cet élément linéaire ne convient qu'à des spirales imaginaires.
Nous allons le mettre sous forme harmonique par le changement de variables connu
, , dx dy
La remarque précédente permet, dans les formules actuelles
X = /e'"»-+- Ae''"», Y =: me~*'\
de faire m = 3l= i; d'où
dx'=z — =y dy=ze ^dy,
ce qui donne, tous calculs faits,
rf5»= C j {x'-^y'f+ (a:'-/)»+ 3^ A[(x'+/) + (x'-y')\ j rfar'rf/'.
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La constante X^o étant arbitraire, Télément linéaire est doublement harmonique, en vertu du lemme énoncé p. i47-
Soit maintenant AB/m^o. Les sept équations du problème se réduisent aux cinq suivantes :
(i) io[^-Â:(r-hA — 0]B/* -h[A:(5/-h5A-T70 — p(3r -4- 3/1 — 40] Aw*=:o,
(2) io[^-^(r-+-A-0]Am«-i-[A-(5r-+-5A-70-p(3r-h3A-40]B^ =o,
(3) lo^-h ioA-(r -H A — i) =:o,
(5) ioA:(/- + A— 0-Hp(3r-4-3A — 40-t-3p'(r — /i)==:o.
La troisième de ces équations n'est autre que
(3') ,oX:(r-+-A — OH-p'(3r-f-3A — 40 + 3p(r — /0 = o.
Si on la retranche de la cinquième, on trouve, k n'étant pas nul,
(3A — 2ï)(p — p') izio.
Cette équation se décompose en deux : 3A — ai = o et p — p'= o.
Soit d'abord 3A = 2î. On a, par suite, r == - = ^ et r -+- A = «. Les équations (4), (5) et (3') se réduisent à deux
Or, si l'on fait r= gi A = -j dans les formules générales qui définissent p, p', g et A, on trouve
Ces valeurs satisfont aux deux équations ci-dessus et, par suite, aux trois équations (3), (4)» (5). Grâce à elles, les équations (i) et (2) sont vérifiées, les quatre paramètres A, B, /, m restant quelconques. Nous aurons donc encore une solution du problème, en prenant
r = - = «> savoir 2 3
X = /e »H-Ae » Y = me »H-Be ».
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Pour avoir Texpression correspondante de T, reportons-nous à la formule générale
(3r + aA-30(/'~/i)(A»~e.) (4« — 3r — 3A)A-h3(/ -4-^)0 '
et remarquons que, dans le cas présent, elle se réduit à
~ 3 A-0 ' Or on a identiquement
— — (le^' — me-'-') (Ae''^— Be-^'),
il reste donc simplement
m i le *~me * d . ( , *i -^i\
T= g — ^ — ^ ^ - logW^ '-^ 'w^ V.
En augmentant / d*une quantité convenable, on peut ramener à Tégalité les coefficients des deux exponentielles et prendre en conséquence
Ti= ^logcos^, e-TT^' = c cos 5 • Alors l'élément linéaire devient
ds^ =L Ce-^'^'-y^ cos — 5-=- dœ dy ;
il acquiert la forme harmonique par le changement de variables
d.v dy dx'ziz — - > « J — — j^^ ^^ = >
\/ e »-+-Ae » Ve »-HBe '
qui conduit à
ds'-ÇJ \ {xWyy- (^'_y)*4. |8(A + B) [(^'4-/)«— (^'-/)*] ! ^x't//.
Il est doublement harmonique, en vertu du lemme énoncé p. 147, parce que A et fi sont arbitraires (sauf AB:^*^ o).
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Supposant toujours ABlm^o, discutons la solution p = p'. A ce effet, rapprochons la quatrième équation et la cinquième, après avoir remplacé p' par p :
Comme k ne peut être nul, ces deux équations, linéaires et homogènes en k et p, exigent qu'on ait
Si Ton remplace A par ir, cette équation s'abaisse au premier degré et donne 4^= «•
Pourr=7, A = -j les équations (4), (5) et (3') sont vérifiées,
comme on s'en assure aisément en y substituant les valeurs correspondantes
, ZL i5 ,3/
Après cette substitution, les deux premières se réduisent à une seule
d'où, en introduisant une indéterminée y.
On a donc une solution du problème en prenant
et remplaçant, dans la formule générale,
j_ -- (2r 4- aA — 30 (r — h) (/g^^~ mg-^Q (Ae^*<-- Be"^^)
~" (4« — 3r — 3A) (B/e('-^'^'— Ame-^'-^^^) 4- 3(r — A) (A/e('*+^>'— B/ng-^'-^'^>0'
les paramètres r, A, A, B par leurs expressions actuelles. On trouve
ainsi, en supprimant le facteur {leT^^me-''^), commun aux deux termes de la fraction,
^ -^ T T— I Z-i\ ^di^< -. -^ 3 ^''^ I
olm
Sans restreindre la généralité, nous pouvons faire l = m = i; d'où la solution
et l'élément linéaire
ds^—Ce-i^^-
y'f { cos * ■• — \- '^\dx dy.
qu'on peut écrire aussi
Sous cette forme, on reconnaît un individu de la famille
tls^ — e-'(^-r) (a sin'" "^"^'^ + (3 cos'" ^JJlZ ) dx dy,
trouvée au Chapitre I (n^4). Effectuons le changement de variables
Nous avons, tous calculs faits,
et, comme y est une constante arbitraire, l'élément linéaire considéré est doublement harmonique. (Lemme de la page 147)
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Résumons les résultats obtenus dans le premier cas de la deuxième hypothèse (h = nr).
3 /e • -+- me ^
ds^= c\(a:' ^ yy -^ (œ' — yy ^\' /l[{x' -{- y) A' {x^ - y)]\ dx' dy,
2° A-z^^j /i=:— , AB//n^o;
ile^^ — me '* *':r *'jr 'S- *'*
/e ' H- me '
^j — e-/(*-r) cos ^T'^ dx dvy
T = — —^ -^ -y. , X=/e *-+-y/»e'^ \z=imc *-t-ym«e-'r;
cos '— -h-xjdxdy
ds^=c\ix'-^yn{x'-^yy-^fiyY-(x'-^yy'[{^'-yy^/iyy\dx'dy.
Nous avons laissé figurer dans ce Tableau des paramètres arbitraires dont le nombre peut être (et a été) réduit. C'est afin de pouvoir écarter sans nouveau calcul le cas r=2A, corrélatif du premier. Sachant que les solutions correspondantes se déduisent des solutions ci-dessus par le changement de r en A et de h en r, de / en Â et de A
en /, de m en B et de B en /w, on voit immédiatement qu'elles n'en différent que par les notations. Elles ne conduisent donc à aucun élément linéaire nouveau.
11". Second cas. — Nous supposons A = — 2r. Alors l'équation qu'il s'agit de rendre identique devient
I io[^~X(/--hA — 0]AB/- 4-[A(5/H-5/i~30— 3p'(r-/0]B»m«je«'-' -i- j io[^-A(/--h/?-0]ABm»-+-[A-(5r-i-5/i-3/)-3p'(r— A)]A«/* je-''' — iolm[g -h k(r 4- A — 0] B'e*'*'— lolm [g -i-/c{r-hh — 0] A'^-*''' -f. [X'(5/- -f- 5/i — 7O — p(3/- -+- 3A — 40] (B-/'e«'"'-f- A*m»e-«'-0
-h 2 AB/m[ioX:(r -h /i — + P (3r -h 3A — 40 H- 3p'(/- — /i)] = 0.
D'après un raisonnement déjà fait, nous devons égaler à zéro les coefficients de chaque exponentielle et le terme constant. D'où sept équations
io[^ — A-(rH-/i-0]AB/* -f-[A-(5/'-h5A-30-3p'(r— /0]BVn«=o,
io[^— X-(r-h/z-0]AB/n«-h[A-(5r-h5;^ — 30--3p'(/--A)]A'/* =0,
AUm[g-h k{r~hh — i)]=io, [A(5r-+-5A — 7O — p(3r-+-3/i— 40]B*/' =0,
B^lm[g-hk(r-hh-^i)]z=o, [A:(5r-i-5A — 7O — p(3/--+-3/i— 40]A*w*^o,
AB/m[ioA(r-+-A — 0-+-P(3a'4-3A — 40 + 3p'(r — A)] = o,
Il faut distinguer suivant que AB/m est nul ou différent de zéro.
Supposons d'abord ABlm == o et rappelons-nous que, quand un des facteurs de ce produit est nul, les trois autres sont différents de zéro. En faisant /= o ou /w ~ o, on trouve trois équations que nous écrivons dans la colonne de gauche; en faisant A = o ou B = o, on trouve les trois que nous écrivons dans la colonne de droite
jog^ ioA:(/-v- A — ^o> ^og-h 10 k{r -\- h — i)=o,
A-(5/'-h5A — 30 — 3p'(r--/0 =0, ^(5r + 5A — 30 — 3p'(r — A) —o, ^(5r-+-5A— 7O — p(3/'-+-3//— 40=0, it(5r4-5A--70-~p(3/--f-3A — 40 = o,
Ces deux systèmes sont précisément ceux que nous avons discutés dans lo premier cas de la première hypothèse. Pris dans leur ensemble, ils n'ont de solution que quand r -f- A = o, ce qui ne se peut ici ; quand r-\-h = i9 ce qui entraînerait soit r=2A, soit h = 2r; ou quand
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r-f-A=-r^> ce qui entraînerait aussi soit r = ih, soit h^=i>.r. La
présente supposition AB/m = o doit donc être écartée.
Soit maintenant AB/w^o. Les sept équations du problème se réduisent aux cinq suivantes :
(i) io[^-Â(/--4-/i — i)]A/* -^[/i(5/--h5/i — 30-3p'(/-/i)]Bm*=o,
(2) io[é'— A-(/'-+-A — 0]Bm*4-[A-(5r-f-5/i — 30 — 3p'(/-— /i)]A/' =z o,
(4) Ar(5/-h5A — 7O — p(3r 4- 3A — 40 = o>
(.5) ioA-(/- -h A — ^- p(3/- -+- 3/e — 40 -+- 3p'(/--- A) = o.
Nous allons montrer que les trois dernières sont incompatibles avec notre hypotbèse /t = — 2r. En effet, la troisième n*est autre que
(3') iok{r -h h — i) -f- 3p(/- — h) 4- p'(3/- 4- 3/i — 40 = o-
Si on la retranche de la cinquième, on trouve
équation qui se décompose en deux. Pour la discuter, calculons par les formules générales les expressions de p, p' et k dans l'hypothèse h = ~ ir\ nous trouvons
p 1= — 3o /•' — 43 ir^ — 9 /• — 4 '»
Cela posé, faisons ç^^r^ ç^'\ nous aurons, en rapprochant les deux formules ci-dessus,
D'autre part, faisons p' = p et A = — 2rdans les équations (4) et (>);
il vient
5Ar(r-H0 — p(3r— 2/) = o.
Comme k ne peut être nul, ces deux équations linéaires et homogènes en A et p entraînent
(5r-h 70(3r — 2O — 5(r -hO(3/*-l- 40 = 0,
OU bien i2r-+- 17e = o, ce qui est contradictoire avec le résultat précédent 4r di « = o. Ainsi p — p' ne peut pas être supposé nul. Soit maintenant 3A — 21 = o. Nous déduisons de là
Avec cette valeur de r, les formules précédentes donnent
Substituant dans l'équation (4), on arrive à cette impossibilité 14 = 9. On ne peut donc pas non plus supposer 3 A — 21 = o.
En résumé, le second cas de la deuxième hypothèse (A = — 2r) ne donne rien. Le cas corrélatif r = — 2/t ne donnera rien non plus, pour des raisons de symétrie déjà exposées plus haut.
12. Troisième hypothèse. — Certains exposants sont nuls. Les huit exposants di r, dz h, dt (r — A), ±:(r-h h) ne donnent lieu qu'à trois suppositions
puisque r — A est essentiellement différent de zéro.
Premier cas. — Nous supposons A = o. Alors l'équation k rendre identique devient
jioAB[^-~A-(r--0]-i-B'[X:(5r--70--p(3r^40]-f-A«[A'(5r--30--3pV]j/»e»'-' lIoAB[^-/t(r--0]-^A«[A•(5r-70--p(3/•--40]-^-B»[^(5/•-30---3pV]|/7l«e-»'•' — io/m(A«-hB»)[^-i-Xr(/- — 0]-+-2AB/m[ioA(r — 0-+-p(3r — 4i)-H3p'/-]=r:o
Avant d'égaler à zéro les coefficients des deux exponentielles et le terme constant, introduisons l'hypothèse h = o dans la formule générale qui donne T; il vient
r(2/---30(B — A)(/g^^— me-^-')
^ [(4«-3/-)B-+-3ArJ/e''— [(4/— 3r)A-h3B/-]/ne-'''
ce qui montre qu'on ne peut supposer ni r=o, ni 2r— 3«=:o, ni
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B := A, parce que T serait nul; ni /= o, ni /w = o, ni 3r— 2e*=:o, parce que T serait constant.
Puisque l et m sont différents de zéro, les trois équations du problème seront
(1) ioAB[^-A-(r-0]-+-B*[A-(5r~70--p(3/---40]H-A*[A-(5/--30--3p'r]^o,
(2) ioAB[^-A-(/'-0]-^A«[A:(5r-70-p(3r-40]-+-B«[A:(5r-30~3pV]=ro,
(3) — io(A*-+-B*)[^-4-A-(r-/)]-h2AB[ioA:(r — 0-»-p(3/-— 40-+-3p'/-] — o.
Retranchons la seconde de la première; nous trouvons
L'hypothèse A — B = o étant exclue, nous allons égaler successivement à zéro la somme A -h B et l'expression entre crochets. Auparavant donnons les expressions de p, p', g et k dans le cas actuel h= o:
p=z ar'-h i>'-h gr — 4'> p'=:2r' — 7ï/*' — 3r, k=zr^(2r — 3i).
Faisons maintenant B = — A. Les équations (i) et (2) n'en font plus qu'une; débarrassée du facteur A, qui n'est pas nul, elle s'écrit
(1') — 10^ -h 2ok{r — i) — (3r — 40p — 3p'r = o;
de même l'équation (3) devient
(3') 10^ -h 2oA:(r — «)-h (3r — 40p -l-3p'/-= o.
Ajoutant et retranchant ces deux équations, nous aurons
r — i=zOy 10^-4- (3r — 40p-t^ 3pV=:io.
Mais, d'après la définition de g, nous avons présentement
— !Og-h (3r — 40p'-^ 3pr =1 o.
La comparaison des deux derniers résultats conduit à
et, comme on a vu que 3r — 21 n'est pas nul, il nous reste
Or ces équations sont incompatibles; car, d'après les expressions trouvées pour p et p', il vient
polynôme qui ne s'annule pas pour r= i. Ainsi la supposition A -f- B ~ o doit être écartée.
Faisons enTin la supposition
En remplaçant p, p' et k par leurs valeurs connues, on trouve
En vertu de cette condition, les équations (i) et (2) n'en font qu'une. Nous les remplacerons par celle qu'on obtient en les ajoutant membre à membre
Rappelons l'équation (3)
(3) 2AB[io/:(r-.0-+-p(3r-40-+-3pV]-(A«-4-B«) [10^ -Mo^(/-- 01=10,
et ajoutons-la membre à membre avec la précédente; il vient
-~(A-B)*[io^H-p(3r~40 + 3p'r] = o.
Supprimons le facteur A — B, qui ne peut être nul, et tenons compte de la définition de g
nous trouvons ainsi
ce qui revient à p -h p'= o, puisque 3r — 2e n'est pas nul. En défini tive, nous avons à comparer les deux équations
f{r) = 6ir*-\~ i3r* — 12//* — 4 ^= o-
En substituant les trois racines de la première dans la seconde, on reconnaît que ces deux équations sont incompatibles.
Donc, au premier cas de la troisième hypothèse h = o ne correspond aucune solution. Il est clair qu'il en est de même pour le cas corrélatif r = o.
Second cas. — Nous supposerons r-hA= o. L'équation (2) qu'il s'agit de rendre identique devient
10 B /[A l{g 4- ki) — B m (^ — kl)] e**-' -h îoXm[Bm{g -h ki) — M{g — ki)]e-'^'' -+- (4/p — 7fA-)(B»/^e^'-'-h A«/w«e-*'0 — 3(Â7-h2p'/-)(A»/»4-B«m») — aAB/m(io^£-+-4«> — 6p'/)i=o.
Avant d'égaler à zéro les coefficients des quatre exponentielles et le terme constant, nous calculerons les valeurs actuelles de p, p', de k et de g; on trouve
d'où nous déduisons
ki-\- ip' r=i — 12/'*.
Ecrivons seulement les trois équations qui expriment l'évanouissement des coefficients de c^'^' et de e~'"', ainsi que du terme indépendant. Il viendra
B/ [A/(^4"/t/)-Bm(^-A0]--=o,
Am[A/(^— ki) — Bm(g-\- ki)] == o,
9r*(A»/«-hB»/n*) — AB//n(5A:£-h2«p — 3p'/) — o.
Nous distinguerons suivant que le produit AB//n est nul ou différent de zéro.
Si AB//W = o, l'un des quatre facteurs étant nul, on sait que les trois autres sont différents de zéro; mais alors la dernière équation écrite exige que r soit nul, ce qui ne se peut.
Si AB/m est différent de zéro, les deux premières équations, débarrassées des facteurs B/et A/w, sont linéaires et homogènes par rapport à A/ etB/w, produits qui ne peuvent être nuls. Il faut donc égaler à
zéro leur déterminant, ce qui donne
Comme k n'est pas nul, il reste g^=^ o, c'est-à-dire
3 /'p — 2 io' = — 54 ir'^ =z o,
ce qui est impossible.
Ainsi, que AB//w soit nul ou différent de zéro, l'hypothèse r-\-h = o ne donne aucune solution.
13. Nous voici parvenu au terme de notre discussion. Nous avons reconnu que la première et la troisième hypothèse ne conduisaient à aucun résultat, et nous avons réuni dans un tableau tous ceux auxquels conduit la seconde. Il convient d'en rapprocher tous ceux que nous avions obtenus antérieurement pour présenter à la fois l'ensemble des solutions de notre problème. Nous les reproduisons dans l'ordre oit elles se sont présentées.
1° Premières solutions.
(e) ds--ze-^''^'y^[e^''^y^^''s^—e-^'^y^''''^^]dxdf:z^[e''^'^+y'^ — e^^ ds' - - t'-'C-r) log (y lang tizLZ \ dx dy
ds-^e-'^''-y'> a sin'" ^^-^ — 3 cos'« '^ '^ ^ {ni){ L /« -f- 2 '^ m -+- 2
= [a'{x'-h y Y" — b'{x'-y' y"]dx' dy\
dx dy
2" Eléments linéaires de surfaces de révolution, (/•) ds^^er-'^^-y) cos^^ ^^ "^ ^ dx dy = ( j^'h- y')'" dx' dy'.
Un seul est doublement harmonique :
(/•") ds^ = e-'^^-y^ cos -4~^ dxdy^{x'-^ y' ) dx' dy' ,
Ann, de l'Ec. /Normale. 3* Série. Tome XU. — Jiii.x 1895. 2l>
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3** Solutions provenant du système 11,
^,'z= ^'(T-r.e-"— cos ^J^l±l}
dx dy
= (e' "^-h e'C-^-V dx' dy.
^52= e-'^'^-r^ e *- \i -h e ' « ) dx dy
= \{^'^yr^ i^'-yy-^ /[(^'+ /) - (^•'- y')]\ dx' dy.
^5* = e-'(^— r) cos .. e/x dy
rf^»— (T-'^^-r) / sin^ — g-î^ -h cos* — ^-^ j dx dy
z=z\{x'-^yn{x^^yy-^'/Y-(x'-yn{x'-yr-Yy\dx'dy.
Remarque. — La solution (r) rentre dans le type (m). La première des solutions 3° rentre sous sa dernière forme dans le type (e). Les trois suivantes rentrent pour y'=o dans le type (m). On peut donc dire que le type (m), avec ses formes dégénérées, comprend tous les éléments linéaires de spirales harmoniques; mais il ne les représente pas tous sous leur forme la plus générale.
Distinction des spirales simplement harmoniques et des spirales doublement harmoniques.
14. Cette distinction va se faire sans difficulté, par la simple comparaison des résultats que rapproche le tableau précédent.
Rappelons d'abord que toutes les solutions 3° sont doublement harmoniques, en vertu du lemme énoncé p. 147 et démontré dans la Note ci-contre, A la vérité, pour les trois derniers éléments linéaires, deux valeurs différentes de l'arbitraire y' ne donnent pas deux formes harmoniques différentes, si aucune d'elles n'est nulle, car on passera de l'une de ces formes à l'autre, en remplaçant x' et y par des variables proportionnelles x"= kx\ y=ky; mais, si l'on se reporte au para-
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graphe 11', on verra que ces deux formes harmoniques se déduisent aussi l'une de l'autre par un changement de variables autre que x"=kx\ y"=zky\ Ce dernier est d'ailleurs inefficace quand l'une des deux valeurs de y' est nulle.
La propriété de l'élément linéaire (r') d'être doublement harmonique est manifestée par la troisième des solutions 3".
Cela posé, je dis que les éléments linéaires provenant du système (II) sont les seuls qui soient doublement harmoniques. En effet, pour qu'un élément linéaire soit tel, il est bien connu qu'il doit acquérir la forme harmonique par un changement de variables où X et Y dépendent au moins d'une constante arbitraire autre qu'un facteur commun de proportionnalité. Or, notre discussion générale nous a fait connaître toutes les expressions possibles de X et Y; c'est seulement dans les systèmes (I) et (II) que ces expressions comportent une constante arbitraire. Un seul cas échappait à cette discussion, ce4ui des éléments linéaires convenant à des surfaces de révolution; mais nous l'avons traité directement, et la solution correspondante (r") coïncide avec l'avant-dernière des solutions 3°.
En résumé, l'élément linéaire (/) n'est jamais doublement harmonique; l'élément (e) est doublement harmonique pour 6'— 2a'=o; l'élément (m) pour m = 3 avec a' -h i'= o, pour m = ^ avec a' = b' et pour m = (S avec a' = b\
Le problème que nous nous étions proposé est entièrement résolu.
NOTE
Lemme de la page i^y. — Si un élément linéaire de surface spirale
ds' = e-'^'-y^ ^{jc-\-y)dxdf acquiert la forme harmonique par un changement de variables autre que
djc':.^-^, dy'= ''y
ow A, B et r sont trois constantes dont la dernière peut être nulle, cet élément linéaire est doublement harmonique.
On a, par hypothèse, Tidenlilé
ds^ = e-'^^'-y' ^{x-^y)dxdy=[c^ {x' -h /) —f{x'— y' )] dx' dy' quand on fait le changement de variables
' dy
,__ r dx >^ r _'^y__
Changeant j? en ^ 4-c et / en f — r, c étant une constante quelconque, nous aurons évidemment
^ix(x^c)^{y-c)\ ^(^j. ^ c -\- y — c) d{x -^ c) d{y — c) = e-^''* ds\
e-'<^'ds'— [^{x"-i-y") -/{^'^'-y')]dx'dj\
les fonctions o et/ étant les mêmes que plus haut, si nous posons
Grâce à ce dernier changement de variables, l'élément linéaire proposé se trouve donc ramené d'une seconde manière à la même forme harmonique.
Cette conclusion ne peut tomber en défaut que quand les deux arguments ^"4- v" et x'^ — y" sont respectivement proportionnels à x'-^y' et x' — y\ c'est-à-dire lorsqu'on a
—, — --f — —, — -^ = consl. — — — ^
Mais cette proportionnalité entraîne
ce qui donne bien
-^ = — vr =: const. 3= 2 /•,
conformément à l'énoncé.
dx' df , y^i^^r^c) Y(K — c)
-j—r ■-= -;-: = const., - -^- — ^ — = — irz — ^^ — = consl. — y (c), .
dx' dj' y^('^) ^(7) !
Si la valeur commune x(c) des deux rapports est l'unité, les deux fonctions X et Y se réduisent à des constantes. Sinon, nous aurons
I \{ x-\-c)-\( x) _ i_ Y(. v-c) — Y(j) _ xiç) _ \ c ~ Y ~ ' c ~ c ' '
d'où, en faisant tendre c vers zéro, I
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