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INTRODUCTION
Le présent travail a pour but d'exposer les recherches faites au Laboratoire de Mécanique des Fluides sous la direction de M. Henri BÉNarp. Ces recherches doivent être considérées comme une contribution à l'étude des tourbillons, qui se détachent périodiquement derrière un solide quand celui-ci se meut dans un liquide ou un gaz. Ces tourbillons sont appelés lourbillons alternés où encore d’après les auteurs qui les ont découverts et étudiés pour la première fois d’une façon systémalique, {ourbillons de Bénard-Karman ou dans les pays allemands et anglo-saxons fourbillons de Karman tout court. Ce sujet de recherche m'a été proposé en 1931, lors de mon entrée au Laboratoire, par M. BÉNARD, pour faire suite aux siennes.
On sait tout le rôle important que jouent ces tourbillons dans l’hydrodynamique moderne (théorie des sillages, théorie de la résistance à l’avancement d’un solide, acoustique des cordes vibrantes, théorie des jets, etc.) et leur découverte en 1906 par M. Henri BÉNARD, alors maître de conférences à la Faculté des Sciences de Lyon, est un fait capital dans la science. Et pourtant ces tourbillons constituent un phénomène fréquent, presque banal. Aussi n'est-il pas étonnant que beaucoup de physiciens les aient observés, parfois incorrectement il est vrai, avant leur étude proprement dite. Mais ces précurseurs — dont quelques-uns tout à fait illustres — mis à part, c'est à M. BÉNARD que revient le mérite d’avoir reconnu l'importance de ce phénomène « banal » et de l’avoir étudié expérimentalement, d’une façon approfondie, en utilisant le dernier mot de la technique de celte époque : le cinématographe Lumière- Carpentier. Une méthode optique très ingénieuse, appliquée à l'enregistrement cinématographique de la surface libre d'un liquide, a permis à son auteur de rassembler un matériel expérimental abondant et de tout premier ordre. Les quelques résultats publiés dans une série de Notes aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences en donnent une idée succincte. La seule chose regrettable, c’est que M. BÉNARD n’ait pas encore pu les publier in extenso.
J'avais donc l’honneur d’être le continuateur des recherches de mon Maître; mais ce n’est pas seulement à cause du sujet même en question; M. BÉNARD a bien voulu mettre à ma disposition un appareil, qui reproduit à plus grande échelle celui dont il s’est servi à Lyon. Cet appareil, construit suivant ses plans et réalisé grâce à la générosité du Ministère de l'Air et de la Caisse des Recherches, constitue aujourd’hui l’une des pièces essentielles de l'équipement de son Laboratoire (1). Je pouvais donc faire toute la partie
(1) H. Béxar», L'Aéronautique, Août 1931, p. 291-293; Troisième Congrès International de Mécanique Appliquée, Stockholm 1930, p. 318.
P. LéGLise, L'Aéronautique, Avril 1933, p. 93-94.
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expérimentale de ma thèse avec cet appareil. Et comme cet instrument de recherche me donnait la possibilité de cinématographier un champ circulaire de 24 em de diamètre, il était tout indiqué de profiter de cette -circonstance exceptionnelle pour étudier les phénomènes qui nécessilent précisément l’enregistrement simultané d'un grand nombre de tourbillons. Effectivement, j'ai pu suivre, dans quelques cas favorables, le mouvement de trente tourbillons consécutifs, qui forment à peu près le maximum de ce qu'on peut observer depuis leur naissance jusqu’à leur amortissement complet.
Une fois que cette possibilité m'a été révélée par des essais préliminaires, le choix précis du sujet de mes recherches ne me causait pas grand embarras : je me suis proposé d'étudier le mouvement d'amplitude finie des tourbillons alternés, provoqué par des éléments de dissymétrie introduits dans les expériences (1). J’ai classé ces mouvements en deux catégories :
1° mouvement de déformation relative des deux files de tourbillons;
20 mouvement fransversal d'ensemble, rapporté soit aux parois s’il s’agit d’un canal de largeur finie, soit à la paroi unique s’il s’agit d’un fluide limité d’un seul côté seulement.
Quant aux éléments de dissymétrie, capables de déterminer de tels mouvements, je n’en ai étudié qu’un seul : la non-coïncidence de la trajectoire décrite par l'obstacle avec l’axe de symétrie du canal. Dans le cas d’un fluide limité d’un seul côté seulement, par une paroi solide, cette dissymétrie s’introduira d’ailleurs nécessairement, puisqu'on peut considérer alors le fluide comme contenu dans un canal dont l’une des parois et par conséquent l’axe de symétrie seraient à l'infini.
L'existence du mouvement transversal pur (sans déformation relative des files) n’a pas été constatée avec une netteté suffisante. Par contre, j'ai pu avoir deux files de tourbillons à écartement relatif variable. Ce dernier phénomène s'explique aisément par l’inégale intensité des tourbillons (1; et — I,) sur les deux files, provenant précisément de la non-coïncidence de la trajectoire décrite par l'obstacle avec l’axe de symétrie du canal (voir Chap. VI et VIT):
Je saisis l’occasion pour exprimer ma gratitude profonde à mon Maître, M. Henri BÉNARD, pour l'intérêt constant avec lequel il a suivi mes recherches et l’encouragement tout particulier qu'il n’a cessé de me témoigner pendant notre collaboration. Mes remerciements les plus sincères sont dûs également à M. Henri ViLLAr pour les conseils et les suggestions concernant la partie théorique de mon travail. Cette recherche aurait été impossible à poursuivre sans l’aide la plus large du Ministère de l'Air et en particulier de M. l’Inspecteur Général SEGUIN. Je suis heureux de pouvoir leur exprimer ici ma plus profonde reconnaissance.
() Ces travaux se trouvent résumés par l'auteur de ces lignes dans trois Notes, publiées aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 202, 1936, p. 629, 824, 1021,
CHAPITRE PREMIER
GÉNÉRALITÉS et APERÇUS HISTORIQUES
4. Si un corps cylindrique se meut dans un liquide ou un gaz au repos, avec une vitesse uniforme perpendiculairement à ses génératrices, ou inversement si un obstacle solide immobile est placé dans un courant fluide uniforme, on constate (rès souvent que des tourbillons se détachent alternativement à droite et à gauche de l'obstacle et suivent ce dernier avec une vitesse uniforme. C’est une observation courante qui ne nécessite aucune expérimentation précise; il suffit de regarder la surface d’un ruisseau, derrière une branche d'arbre, où un autre obstacle quelconque : on voit l’apparition de petites cuvettes éphémères à la surface du liquide, emportées par le courant avec une certaine vitesse. Ces cuvettes sont engendrées par le mouvement rotationnel du liquide ou tourbillons, au sens que les physiciens attachent à ce mot. Cette façon si simple de produire les fourbillons alternés n’exige aucune modification de principe, mais seulement une exécution technique plus soignée, pour avoir une expérience scientifique.
S'il s'agit d'en faire l’observation à l'œil nu, on peut incorporer des particules solides dans le liquide (de la poudre d'aluminium par exemple) ou saupoudrer de la poudre de lycopode à sa surface. C’est par ce procédé que Th. von Karma et H. RuBacx ont obtenu en 1912 la photographie des {rajecloires de la surface libre de l’eau, siège de tourbillons alternés (1). Le mouvement, entraîne en effet les petites particules flottantes, qui nous donnent alors l'impression d’une traînée continue. C'est le même effet qui est fixé par la photographie instantanée, qui nous fait voir alors directement les tangentes instantanées aux lignes de courant. On peut trouver de très beaux clichés, obtenus par cette méthode, à la fin du tome 2 du traité de L. PRANDTL et O. TrerJENs (2?) dans un liquide pratiquement indéfini, ou encore dans le mémoire de L. RoSENHEAD et M. ScHWaBE (*) dans un liquide limité par deux parois parallèles rectilignes fixes, publications auxquelles il faut ajouter les photos d’une beauté exceptionnelle, obtenues par Ch. Camicuez, P. Durix et
(1) Ta. von Karma et H. Rugacn, Physikalische Zeitschrift, t. 13, 1912, p. 49. (2) L. PranprL, O. Trersexs : Hydro und Aéromechanik, I-II, Berlin 1931. (3) L. RosENHEAD, M. SCHWABE, Proceedings of the Royal Society. série A, t. 129, 1930, p. 115.
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M. Trissié-SoLiER, se rapportant à la naissance des tourbillons derrière un obstacle (1).
2. Une étude expérimentale très différente de celle-ci a été faite à partir de 1908 par H. BéÉNarp (2). En opposition avec la méthode de tout à l'heure, H. BÉNARD profite de la présence des petites cuvettes à l'emplacement des tourbillons, pour les mettre en évidence par une méthode purement optique. Ces petites cuveltes sont en effet assimilables à des dioptres concaves, dont la réparlition sur la surface libre peut être fixée par un procédé quelconque que nous offre l'optique géométrique. Si sa méthode (dont je parlerai en détail au chapitre suivant) a l'inconvénient de ne pas faire voir les trajectoires mêmes, elle a le grand avantage de pouvoir fixer les centres giraloires avec une précision incomparablement supérieure à celle que nous fournirait la méthode de la poudre de Iycopode (*).
8. Que constate-t-on sur les photos obtenues par une méthode ou par l'autre ? Elles nous révèlent toutes, l'existence de deux files, pratiquement parallèles A et B de tourbillons derrière l’obstacle, de même sens giratoire le long de chacune d'elles, mais de sens inverse sur l’une des files par rapport à l’autré. Suivant la
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terminologie introduite par H. BÉxNARD (‘) et Th. von KAaRMAN (5), on appelle celte configuration une rue de tourbillons allernés. Conformément à la périodicité longitudinale, on désigne par équidistance (1) la distance constante qui sépare deux tourbillons consécutifs de la même file et par largeur (h) de la rue la distance relative des deux files. On voit finalement que les deux files ont un décalage longitudinal relatif égal à une demi-période ou demi-équidistance. C’est probablement pour cette raison qu'on appelle ce système configuration alternée, en opposition avec la configuration symétrique qu’on peut concevoir théoriquement, comme un système instable, mais qui précisément pour celte raison n’a jamais été observée dans la pratique (6).
(1) Cu. CAMICHEL : Notices sur les travaux scientifiques. Toulouse 1929, p. 41-42. P. Dupin : Thèse de Doctorat ès sciences, Toulouse 1930, p. 40-48. P. Durix et M. TEIsstÆR-SOLIER : Les Tourbillons alternés, Paris 1928; voir surtout les quatre planches à la fin de ce volume.
(2) H. BÉnaRp, C. R. des séances de l’Académie des Sciences, t. 147, 1908, p. 839 et 970.
(3) H. BÉNARD, C. R. &. 156, 1913, p. 1003 et 1225. En regardant attentivement les figures contenues dans ces deux Notes, on devine facilement, avec quelle précision on peut déterminer l'emplacement des tourbillons, rendus ici par des figures géométriques extrêmement nettes.
(4 et 5) loc. cit.
(6) Voir à ce propos outre l’article déjà cité de Tr. vox KarMAN et H. RuBac, H. LAB Hydrodynamics, (Cambridge, 1927) p. 207-212, et H. VicLarT, Leçons sur la théorie des tourbillons, Paris 1930, Chap. IV.
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Remarquons que le sens de rotation des lourbillons est facile à déterminer. Si l'obstacle se meul de droite à gauche, comme sur les figures 1 et 2, les tourbillons de la file À sont négatifs et ceux de la file B positifs; autrement dit, la matière qui compose un tourbillon de la file À tourne dans le sens des aiguilles d’une montre el en sens inverse sur la file B. Ceci est évident; en effet, si l’on introduit deux axes de coordonnées rectangulaires, disposés dans le sens direct, el si l’on suppose que lobstacle se meut suivant l’axe des æ avec une vitesse — V, on à au voisinage de celui-ci :
0 (— V d (— ET < 0 pour y > 0 DE 0 pour y < 0
Appliquant alors la définition de Srokes relative au rotationnel du 1 oV FENTE y > 0 et négatif pour y<0. D'ailleurs ce résultat aurait pu être prévu d’une façon intuitive.
liquide (1), on voit que ce dernier est égal à c’est-à-dire positif pour
4, Les éléments géométriques et cinématiques précis, qui caractérisent les tourbillons alternés, ont été déterminés pour la première fois par H. BÉNARD
\ QE QE Re ne on Er st PÉRERLES Le B Fig. 2
expérimentalement, avant toute étude théorique. Il me paraît utile de résumer ces beaux travaux, publiés dans les Comptes Rendus de l'Académie des Sciences (?). En voici les résultats essentiels, classés d’ailleurs dans un ordre un peu arbi- (rare:
1° Au cours d’une expérience donnée, la largeur À et l’équidistance longitudinale ! et par conséquent le rapport A/l ne varient pas; mais ce rapport varie d’une expérience à l’autre et oscille entre 0,23 et 0,59 (valeurs extrêmes observées).
20 Pour un obstacle donné, léquidistance / ne varie pas en fonction de V. Par contre, si V croît, la largeur À de la rue décroît.
3° Les tourbillons alternés suivent l’obstacle en bloc, avec une vitesse un peu moindre. Appelant V la vitesse de l’obstacle et v celle des tourbillons, le rapport a—vw/V varie suivant les expériences entre 0,03 et 0,13; ces expériences ont été faites dans l’eau.
(1) Cf. P. AppeLz : Traité de mécanique rationnelle, Paris, troisième édition, tome 3. p. 293-296.
(2) Outre les quatre Notes aux Comptes rendus que j'ai citées, voici les autres travaux sur ce sujet, publiés également aux Comptes rendus : t. 182, 1926, p. 1375 et 1523; t. 183, 1926, p. 20 et 184; t. 187, 1928, p. 1028 et 1123.
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4 Enfin, si la dimension transversale D de lobstacle croît, À croît également, mais moins vite que D.
Un autre résultat fondamental concerne les conditions d'apparition des tourbillons. En effet, l'expérience montre que pour créer ces tourbillons, il faut que la vilesse de l'obstacle dépasse une certaine valeur. Comment peut-on déterminer le minimum de cette vitesse ?
5. Avant d'en donner l'explication, il m'est nécessaire d'ouvrir une parenthèse. Supposons que l'obstacle soit un cylindre circulaire de diamètre D et
: : VD , Id introduisons un paramètre sans dimensions R — SRE appelé nombre de Reynolds.
Dans cette expression, V est la vitesse de l'obstacle, rapportée aux coordonnées immobiles du liquide à l'infini, D son diamètre et y la viscosité cinématique du liquide, c’est-à-dire le rapport de la viscosité et de la densité. Toutes ces quantités étant rapportées aux mêmes unités, on peut énoncer /a loi de similitude dynamique : deux expériences sont géométriquement et cinémaliquement semblables, toutes les fois que les trois grandeurs V, D et v, qui par leur indépendance dimensionnelle même, caractérisent tout ce qui se rapporte à l’écoulement, donnent le même nombre de Reynolds. Ainsi, en supposant que v n’est pas modifiée, si l’on multiplie V par 2 et D par 1/2,on doil arriver à un écoulement rigoureusement le même, à une homothétlie linéaire de 2: 1 près relative à toutes les mesures géométriques et à une homothétie de 1:2 près, concernant toutes les vitesses. Je souligne les mots foules, car l’omission de cette observation pourrait nous induire en erreur, par l'illusion que l’on a d’avoir deux écoulements semblables, mais qui en réalité ne le sont point. C’est pour cela qu'il n'est pas possible de comparer les résultats obtenus avec des obstacles de formes non semblables. De telles comparaisons qui feraient intervenir des nombres de Reynolds, relatifs à des obstacles quelconques, n'ayant d'autres éléments communs que leur seule largeur el vouloir par conséquent parler du critérium général de R pour lapparilion des tourbillons alternés, serait une tentative dénuée de sens.
G. Ainsi, il ne peut s'agir que d’énoncer des lois, valables dans les seules condilions de similitude, suivant lesquelles les expériences ont été faites. Pour ce qui concerne les observations de H. BÉNARD sur l’écoulement autour des obstacles semblables, ayant la forme de « lames de couteau », c’est-à-dire des lames à faces parallèles, terminées à l'avant par un dièdre aigu, le régime sans tourbillons apparents peul se transformer en un régime à lourbillons alternés, si le nombre de Reynolds dépasse une valeur, oscillant entre 50 et 200. Dans ces expériences D est la largeur des obstacles, le liquide est l'eau avec une surface libre. Comme l’a très justement remarqué H. BÉNARD « il ne semble pas admissible qu'une valeur unique bien déterminée du paramèlre R puisse fixer la limite entre le régime laminaire et le régime turbulent, comme cela aurait lieu d'après REYNOLDS » (1). Je peux remarquer à ce propos encore, qu'il n’est pas cerlain du tout qu'on puisse se passer de facteurs tels que la rugosité de l’obslacle, la capillarité du liquide et toute une série d’autres éléments encore, qu’on
(1) Comptes rendus, t. 183, 1926, p. 184.
Es
a lort de négliger quand on veut avoir deux écoulements semblables; en tenant comple de tout cela, il n’y a pas de raison fhéorique qui nous empêcherait de pouvoir déterminer le crilérium, à ceci près d’ailleurs qu'il ne saurait s’agir que d’une valeur limite de R, exprimée par une inégalité au plus.
On a la même incertitude dans l'application de la loi de similitude à la fréquence de détachement des tourbillons. Soit N cette fréquence et définissons
s : ND un second paramèire sans dimensions S — "y dit paramètre de STROUHAL.
D'après la loi de similitude, on doit avoir entre R et S une relation R—/(S) bien définie et la même, pour tout couple de valeurs R et S. La courbe tracée à partir de nombreuses expériences par H. BÉNaRD (1), nous montre que l'allure de f (S) est sensiblement la même pour toutes les expériences : S augmente d’abord avec R et tend vers une valeur asymptotique constante, lorsque R dépasse une valeur, de l’ordre de quelques centaines. Mais en ce qui concerne l’aspect précis de cette courbe, « les écarts par rapport à la loi de similitude sont considérables » (?).
1. En résumé, les expériences de H. BÉNARD, qui sont les premières, faites systématiquement sur les tourbillons alternés, représentent une documentation abondante sur les éléments géométriques et cinématiques des tourbillons, faite avec toute la précision que peut comporter l’optique géométrique. Ces mesures très soignées, effectuées sur de nombreux enregistrements cinématographiques, nous indiquent les données individuelles des expériences, mais qui ne semblent pas pouvoir être groupées dans des ensembles, régis par la loi de similitude dynamique. En ce qui concerne cette dernière, on peut retenir :
1° l’allure de la courbe (R,S); et
20 l'ordre de grandeur du critérium pour lapparition des tourbillons allernés.
Toutefois, il faut dire que H. BÉNARD ne se préoccupail pas principalement de cette question, puisque sa méthode d'observation, excellente dans d’autres domaines, ne s’y prêltait guère.
8. On doit à Ch. CaAmIcHEL et ses collaborateurs, principalement à P. Dupin et M. Teissié-SoLiERr, la mise au point de quelques méthodes d'observation, se prêtant très bien à la mesure précise de la fréquence de détachement des tourbillons, ainsi qu'à la détermination du critérium (*). Leurs recherches ont été faites dans un liquide en charge, en mouvement aulour d’un obstacle à section circulaire; elles ont été complétées dans la suite par M. TEISsIÉ-SOLIER par l'étude des obstacles, semblables à ceux de H. BÉNARD, qu'on déplace dans un liquide ayant une surface libre. Ces travaux sont à ma connaissance les plus soignés qu’on ait jamais faits dans le domaine de la similitude dynamique et la détermination du critérium, relatif à lapparition des tourbillons alternés. En voici les résultats essentiels :
(2) H. Bénaro, loc. cit. et C. R. t. 187. 1928, p. 1125. (3) Loc. cit.
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10 Utilisant la « méthode du filet coloré », c’est-à-dire l'injection d'un liquide coloré dans le sillage (1), l'observation du moment précis, où l'aspect symétrique de ce dernier se modifie, a fourni un nombre de Reynolds critique très nel et toujours le même, de l’ordre de 47-48. Le paramètre de Strouhal correspondant est 0,117;
20 D'autres procédés, tels que le « fil stroboscopé » ou encore la méthode du « fil chaud », appliqués à la détermination de la fréquence N, ont conduit à une courbe de Strouhal unique, ayant l'allure de celle de H. Bénard, mais d’une précision beaucoup plus grande (?). La vérification de la loi de similitude de Reynolds-Strouhal se trouve donc effectuée par ces auteurs d'une façon tout à fait remarquable.
9. Pour citer les travaux expérimentaux antérieurs à ceux de H. BÉNARD et de l’école de Ch. CAMICHEL, on pourrait remonter jusqu'au quinzième siècle, époque à laquelle LÉONARD DE VINCI résume ses recherches hydrodynamiques dans son ouvrage, intitulé « Del moto e misura del acqua » (*). Les dessins contenus dans ce traité reproduisent les observalions faites par le grand artiste de Florence sur le sillage d’un obstacle dans l’eau; si je les cite, ce n’est pas pour en retenir tous les résultats : ils sont en grande partie à retoucher, notamment ceux de la double file symétrique derrière l’obstacle, ce système instable (et inexistant), que les moyens primitifs dont disposait LÉONARD DE VINCI ne lui permettaient pas de distinguer de l’autre configuration, en apparence moins intuitive, mais qui est stable.
Après la Renaissance jusqu’au dix-neuvième siècle, les tourbillons allernés ne paraissent pas avoir été observés par les physiciens.
Parmi les travaux parus à l’époque moderne, un dessin de O. REYNoOLDS (4) doit retenir notre attention, où cet auteur constate, sans indiquer de détails, l'apparition de « tourbillons très réguliers » derrière un obstacle, dans un tube, parcouru par un courant d’eau. Plus tard (en 1891, je crois), M. BrizLouIN (6) signale la « formation périodique de rotations élémentaires » derrière un obstacle. Environs dix ans après, E. MAREY qui est le premier d’avoir obtenu de véritables spectres hydro- el aérodynamiques, photographie les sillages derrière des plaques, photos sur lesquelles l’apparition des tourbillons alternés est très nette):
A l’époque des premières publications de H. BÉNaRD, A. MaALLock (7) observe les lourbillons allernés, en donne la description et les fait intervenir, très justement, pour expliquer l'entretien de la vibration transversale des cordes
(4) Voir la deuxième planche à la fin du volume de P. Durix et M. TerssiÉ-SoLier déjà cité, ainsi que la thèse de Doctorat ès sciences de P. Dupin, p. 43-44.
@) V. P. Dupin, loc. cit., p. 30 ou P. Dupix-M. TerssiÉé-SoLier, loc. cit., p. 19.
(3) On peut consulter à ce sujet le tome IV, fascicule 2, du Handbuch der Experimentalphysik, Leipzig, 1932, p. 9-10.
(4) O. Reyozps, Philosophical Transactions, série A, t. 174, 1883, p+ 905 et 942.
@) M. Brizzoux, Leçons sur la viscosité des liquides et des. gaz, tome 1, p. 224, Paris, 1907, et : Annales de chimie et de physique, t. 23, 1911, p. 148.
(6) Voir les planches à la fin du volume de P. Noquës, Recherches expérimentales de Marey sur le mouvement dans l'air et dans l'eau. (Publications scientifiques du Ministère de l'Air, n° 25, 1933).
(7) Proceedings of the Royal Sociely, série À, t. 79, 1907, p. 262.
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et applique ces résultats à l'étude de la harpe éolienne. On trouve d'autre part à la fin du troisième fascicule du Bulletin de l'Institut Aérodynamique de Koutchino (1909) un article de D. RiaBoucriNskY sur les « Spectres aérodynamiques » avec toute une série de photographies, sur beaucoup desquelles on distingue de tourbillons alternés dans le sillage. Je signale encore une publicalion de G. von dem BorKE sur les tourbillons alternés dans Pair (1).
10. Je n'ai mentionné jusqu'à présent que les travaux (expérimentaux) relatifs à la production et à l'observation des tourbillons alternés et encore les plus importants seulement. Mais il est facile à concevoir que la présence de ces tourbillons dans le sillage peut réagir sur la cause même qui les crée, en particulier sur l'obstacle lui-même. Les phénomènes qui résultent de cette réaction sont principalement :
1° l’entrelien de la vibration transversale des obstacles, placés dans un courant fluide ;
2° « l’autorotation » des disques-secteurs aulour d’un axe parallèle (ou à peu près parallèle) à l’écoulement.
L’explication théorique de l'entretien de la vibration des obstacles nous entraînerail dans le problème de la naissance des tourbillons, problème auquel certains physiciens ont apporté des contributions qualitatives, telles que la théorie de « l’enroulement de la couche limite »; mais nos connaissances théoriques actuelles sont insuffisantes pour aborder ce problème dans toute sa rigueur. Voyons pourtant ce qui se passe en grandes lignes. Imaginons un obstacle cylindrique, dont le plan médian de symétrie coïncide avec la direction de l'écoulement à l’amont. Si le nombre de Reynolds est inférieur au critérium, on prévoit que par suite de raisons de symétrie, la composante transversale de la pression totale éprouvée par l’obstacle, sera nulle. Mais il n’en sera pas de même dans le régime à tourbillons alternés. Le détachement régulier périodique de ces derniers, déterminera un écoulement non-permanent autour de l'obstacle, tel que si à un moment donné la composante transversale est différente de zéro, ce qui est probable, cette composante, dile portance, sera une fonction périodique du temps, de même période que celle du détachement des tourbillons. Il en sera probablement de même pour la variation de la composante longitudinale ou traînée.
Ainsi, une fois le régime des tourbillons alternés établi, l’obstacle sera sollicité par une force de portance alternativement positive et négative, de sorte que si ce dernier peut vibrer, cette vibration pourra être entretenue et aura une intensité d'autant plus grande, que la période de détachement des tourbillons sera plus voisine de la période vibratoire propre de l'obstacle.
L'application de la loi de similitude à ces vibrations ou « sons de bâton », date de SrouHAL (2) à qui l’on doit l'introduction du paramètre sans
dimensions ST, dont il était déjà question ici. La relation R—/(S) dont
(1) Zeitschrift für Flugtechnik, t. 3, 1912, p. 30. (2) Wiedemann'sche Annalen, t. 5, 1878, p. 216.
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j'avais également l’occasion de parler, est due à lord RayrEiGn (1), toutefois sans qu'il en ait donné l'explication hydrodynamique.
Ce n’est que plus tard, en 1914, à la suite des travaux de H. BÉNARD, que les acousticiens allemands, principalement F. KRUGER (?), À. LAUTH ($) et E. ScaMipTkE (#) et les physiciens anglais, comme lord RayLeIGH (5), EF. Rezr (f) et E.G. RicHarpsoN (‘) font intervenir les tourbillons alternés pour expliquer la vibration transversale des cordes, exposées dans un courant d'air. Effectivement, tout un ensemble de chapitres de l’acoustique se trouve ainsi interprété par ces travaux, comme la production des sons de bâton, les sons de biseau, sons de jet, etc. À ces travaux, tous expérimentaux et d’un très grand intérêt, il faut ajouter l'étude des tourbillons à l'embouchure des tuyaux d'orgue, faite par l’abbé Z. CARRIÈRE (8) et les recherches récentes de P. Dupin et M. Teissié-SouiEr (°) sur la vibration des obstacles dans un courant d’eau, effectuées au Laboratoire de Ch. CaAmMIcHEL. Pour avoir plus de détails sur ce sujet, je peux recommander la lecture de l’Acoustique de À. Focx (Ed. A. Colin), Chapitre XVII le Sound de E.G. RicHArpsoN (Londres 1927), Chapitre VI, ainsi que le Tome VIII du Handbuch der Physik (Berlin 1927), Chapitre V.
41. C’est dans cette catégorie de phénomènes qu’il faut ranger l'étude de D. RrasoucxiNsKkY (10) sur l’entrelien de loscillation d’un pendule, placé dans un courant d'air. Le plan d’oscillation de celui-ci étant perpendiculaire à la direction de l'air qui le frappe, ce pendule parfaitement symétrique se met à osciller tout seul.
L'autorotation, découverte en 1912 par le même auteur, a aussi quelque parenté avec les tourbillons alternés, quoique sa théorie est encore insuffisamment développée pour pouvoir l’affirmer en toute certitude.
D. RIABOUCHINSKY a remarqué (!!) que si un secteur de cercle tel que celui de la figure 3 est placé dans un courant d'air, avec son axe de rotation parallèle à l'écoulement, ce secteur une fois lancé avec une vitesse suffisante, continue sa rotalion avec une vilesse proportionnelle à celle du courant d’air. Le cadre de ce travail ne me permel pas d’insister davantage. Pour plus de détails, je renvoie à l’article cité de D. RraBoucaiNsKY ainsi qu'à l’Introduction à la Mécanique des Fluides de A. Focx (Coll. A. Colin), Chapitre XII, où une théorie élémentaire de ce phénomène se trouve esquissée.
12. Nous avons vu, au début de ce Chapitre, que les tourbillons alternés naissent par le déplacement d’un corps solide dans un liquide. Plus précisémenl, si on crée aux flancs de l'obstacle une couche à forts gradients de vitesse,
(4) Theory of Sound, London, 1896, t. 2, p. 413.
(2,3 et4) F. KRuGER-A. LauTu, Annalen der Physik, t. 44, 1914, p. 801; F. KRUGER, t, 60, 1919, p.279 ; F. KRUGER- SCHMIDTKEF, t. 60, 1919, p. 701; KRUGER, t. 62, 1920, p. 673.
(5) Philosophical Magazine, t. 29, 1915, p. 433. (6) Philosophical Magazine, t, 42, 1921, p. 173 et t. 49, 1925, p. 509. (7) Proceedings of the London Physical Society, t. 36, 1924, p. 153. (8) Journal de Physique, 6° série, &. 6, 1925, p. 52, et t. 7, 1926, p. 7. (9) Loc. cit.
(0) L’Aérophile, t. 9, 1911, p. 15.
(i) Bulletin de l'Inst. Aérodyn. de Koutchino, t. 1, 1912, p. 18.
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les forces de viscosité peuvent déterminer sa dislocation et alors on constate l'apparition de lourbillons individuels. Qu'on appelle ce processus + l'enroulement de la matière de la couche limite » ou autrement, l'essentiel ne change pas. Une fois ces tourbillons formés el libérés de l'obstacle, ils se groupent suivant la seule configuration de BÉNARD-KARMAN. Que le mécanisme de la formalion des tourbillons est bien ceci, c’est-à-dire la décomposition en tourbillons distincts d’une ligne de discontinuité, ou ligne de jet, c’est très probable. C’est ce qui explique entre autres, le mécanisme de la production des sons de jet, dont il était question tout à l'heure, où la présence de
l'obstacle n'était nullement indispensable.
À la suite de ce fait fondamental qu'on peut produire des tourbillons alternés sans avoir besoin d’un obstacle, nous nous sommes posé la question, M. Lunrz et moi, si les tourbillons alternés s’obtiennent vraiment à partir d'une ligne de jet de forme quelconque. Nos expériences nous ont confirmé qu'il en était bien ainsi; nous avons montré (1!) qu'une ligne de jet circulaire, concentrique à un cylindre en rotation rapide, peut se décomposer en un ensemble de tourbillons distincts. Une fois cette décomposition obtenue, les tourbillons se groupent suivant une configuration stable, formée par un ensemble positif et négatif de tourbillons, répartis sur deux cercles concentriques. Cette configuration a des analogies frappantes avec la rue rectiligre de tourbillons de Bénard-Karman. Ces tourbillons apparaissent pour une valeur suffisamment grande de la vitesse de rotation du cylindre; ils sont toujours en nombre pair 2n, avec n tourbillons sur chaque cercle. Suivant la grandeur croissante de la vitesse, on peut avoir n=— 1, 2, 3, 4, etc. respectivement. D'autre part, dans les limites de la vitesse angulaire, correspondant à une valeur déterminée de n, le mouvement de révolution de cet ensemble (ou mouvement de précession) est d’abord positif, puis négatif, suivant la vitesse angulaire croissante du cylindre. Dans le cas de la figure 4, on a n=3.
Fig. 3
Ce résultat frappant, tout en ayant beaucoup d’analogies avec la configuration rectiligne, montre aussi des divergences profondes, qui n'ont pas encore été expliquées théoriquement. La partie expérimentale de cette étude a été publiée par M. LunrTz et moi, in exlenso, dans les « Publications Scientifiques du Ministère de l'Air n° 71 et fera l’objet d'une publication purement mathémalique de moi seul qui paraîtra prochainement.
43. Enfin, les tourbillons alternés sont liés à un problème capital de l'hydrodynamique : la détermination de la résistance à l'avancement, éprouvée par un solide.
Dans un milieu visqueux, ce problème n'est résolu que dans quelques cas très particuliers, tels que la sphère et l’ellipsoide (?) et encore en limitant les
(1) M. Luxrz et P. Scuwarz, Comptes rendus. t. 198, 1934, p. 638. (2) Voir H. LamB, Hydrodynamics, Cambridge 1924, p. 569-573.
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vitesses ainsi que leurs dérivées premières à des valeurs suffisamment faibles, pour que l’abstraction de leur carré conduise à une approximalion acceptable.
Lorsqu'on suppose que le fluide est parfait et les vitesses assez faibles, pour ne pas avoir de tourbillons, on sait que la théorie classique de la résistance conduit au paradoxe de d'ALEMBERT (!), suivant lequel cette résistance serait nulle. Pour léviter, les hydrodynamiciens, principalement KiRCHOFF, HELMOLTZ, Levi-Civira, M. BrizLouIN, H. ViLLaT et d’autres, ont supposé l'existence d’une zone d’eau morte derrière l'obstacle, s'étendant jusqu'à linfini et limitée par des lignes de glissement. Cette hypothèse a permis d'éviter le paradoxe de d'ALEMBERT. Toutefois, les valeurs ainsi déduites de la résistance, sont un peu
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faibles par rapport à celles, auxquelles on arrive expérimentalement. On peut consulter à ce sujet l’excellent petit livre de H. ViLLAT: Aperçus théoriques sur la Résistance des Fluides (Coll. Scientia n° 38). D'un autre côté, l'étude des tourbillons alternés a donné l’idée à Th. von Karman et H. RuBacx (?) d’appliquer les principes fondamentaux de la mécanique pour calculer la résistance à l’avancement éprouvée par un obstacle. Je n’entrerai pas les détails de ces calculs, exposés dans le Chapitre V des Leçons sur la théorie des Tourbillons de H. ViLLar (Paris, 1930). J’indique simplement le résultat, que si on appelle + T'et — I les intensités des tourbillons sur les deux files, p la densité du liquide, indéfini dans tous les sens et T la période de détachement des tourbillons, l’obstacle (supposé sans circulalion) aura une {fraînée moyenne égale à :
Ih EP [rh rh r © (g W ne ve + [Fr Ch I —1|.
Dans cette expression À, ! et T se déterminent expérimentalement. La détermination de la résistance est donc ramenée par cette formule à une étude de cinématique pure.
(1) Voir par exemple H. VizLar, Mécanique des Fluides, Paris 1930, p. 54. (2) Loc. cit.
La méthode de Th. von KarMax a été étendue par M. J.L. SYNGE ({) au cas d’une double file de tourbillons, indéfinie d’un seul côté seulement (vers l’avai de l’obstacle). Cet auteur retrouve exactement la formule de KARMAN pour la traînée el indique en même temps la valeur de la poussée, égale à :
P = — b VC,
V élant la vilesse de l’obstacie, rapportée au liquide à l'infini et C la circulation autour de l'obstacle. Cette formule exprime le résultat connu sous le nom de théorème de Joukowski.
D’après les mesures faites par KarMAN et RuBacx, les valeurs ainsi trouvées de W el P sont en bon accord avec les résultats expérimentaux, obtenus avec des obstacles à section circulaire. Une autre généralisation de la théorie de la résistance de KaArMAN concerne un fluide limité. Cette généralisation est l’œuvre de L. RosENHEAD (©) et H. VILLAT (3), travaux que je me borne à indiquer sans entrer dans les détails.
14. Ici encore, comme dans la théorie de Karman relative à un fluide illimité, la formule de la résistance nécessite en principe l'évaluation de À, let T. En réalité, on n'a qu'à déterminer une seule des deux premières quantités, à cause d’une relation que l’on peut avoir entre elles par un autre procédé. En effet, si l’on suppose que les tourbillons subissent {ous des petites perturbations autour de leur position d'équilibre, on constate qu'en général ils ont la tendance à s’en écarter indéfiniment. On trouve ainsi que la configuration symétrique (fig. 2) est {oujours instable, tandis que celle de BÉNARD-KARMAN pourra être exceptionnellement stable si les quantités À et ! satisfont à la relation, dite critérium de
stabilité :
Ch e — 2,
OIL R|l— 0,2805.
La détermination de ce crilérium, qui constitue le problème de la stabilité, a été résolue pour la première fois, par KarMAN et RuBAcH (#) dont le résultat:
Che — 3,
OU
hil — 0,3648,
obtenu à partir de la perturbation d'un tourbillon unique a été jugé insuffisant et retouché par H. Lamg (5) en se plaçant sur le point de vue beaucoup plus
(1) Proceedings of the Royal Irish Academy, t. 37, 1927, p. 95.
(2) Philosophical Transactions of the Royal Society, t. 288, 1929, p. 275. (3) Annales de l'École Normale Supérieure, 3° série, t. 46, 1929, p. 259. (4) Loc. cit.
(5) Hydrodynamics, Cambridge 1924. p. 208-212.
naturel d’une perturbation, affectant {ous les tourbillons du système (1). Récemment, G. DuRAND (2) a fait voir par l'application d'une perturbation encore plus générale, que celle configuration alternée, trouvée stable par la méthode de H. Lame ne l’est en réalité, que pour un genre délerminé de perturbalion; de sorte qu’en définitif le problème de la stabilité reste posé dans toute son ampleur. Je remarque d’ailleurs que les valeurs expérimentales de H. BÉNAR»D, relalives au rapport A/l sont en général supérieures à celles du critérium de H. Lamg ().
Dans un mémoire que j'ai cité, à propos du problème de la résistance, L. RoseNHEAD a déterminé le critérium de stabilité relatif à une double file alternée. placée au milieu d’un canal rectiligne. Voici le résultat obtenu (#) :
Appelant w, la largeur du canal.
1° w, étant indéfini, le système est stable si h/1— 0,281;
20 si w, décroît, le rapport A/l décroît lentement, jusqu'à une valeur critique donnée par /[— 0,815 w,, pour laquelle on trouve À — 0,256 7 — 0,208 w; ;
l . — « 30 à. partir de w, < QgIS> lOUS avons un intervalle fini de valeurs h/l, à l’intérieur duquel le système est stable; l à 4 enfin, si LL 719 » le système est toujours stable, pour toute valeur possible de A/l.
Quant à la double rangée symétrique, elle est toujours instable, comme si le fluide était indéfini dans tous les sens.
Je remarque que l'étude de ROSENHEAD est basée sur des perturbations de même nature que celles envisagées par H. LamB. Et il me semble alors que si l’on appliquait la généralisation indiquée par G. DurAND, on trouverait que non seulement la double file symétrique, mais même la rue alternée est instable, sauf peut-être dans un canal tellement étroit que l'effet stabilisateur des parois compenserait la tendance à l'instabilité, accrue par le mode de perturbation plus général.
La théorie de L. ROSENHEAD a été soumise au contrôle expérimental par ce physicien, en collaboration avec M. ScHWaBE (°). Le rapport A/l a été trouvé égal à 0,32 en général pour vw, > 3h, sauf dans un canal étroit par rapport à het T (el par conséquent par rapport au diamètre de l'obstacle) quand les auteurs trouvent pour A/l la valeur 0,45.
15. Ce chapitre, succinect et forcément incomplet dans les références, a fait ressortir l'importance des tourbillons alternés dans l’hydrodynamique. Dans
(4) Voir encore H. VizLAT, Théorie des Tourbillons, Paris 1930, chap. IV.
@) G. Duranp : Sur les petits mouvements d’un système infini de tourbillons autour d'une position d’équilibre, Publications scientifiques du Ministère de l'Air, n° 35.
G@) Voir page 5.
. (4) J'ai modifié les notations de RosENHEAD pour qu’elles soient conformes aux miennes, voir chap. Vet a suite.
(5) Proceedings of the Royal Society, série A, t. 129, 1930, p. 115.
l’état actuel de nos connaissances, l'importance attribuée à ces tourbillons se justifie par leur rôle dans :
1° la théorie des sillages, où ils interviennent comme un phénomène
intermédiaire entre le mouvement laminaire et le mouvement complètement turbulent ;
29 Ia théorie de la résistance à l’avancement d’un obstacle, dans un fluide indéfini ou limité par certaines parois fixes ; 3° l’acoustique, donnant lexplication des sons de bâton, sons de bisau,
sons de fente, elc.;
4° la résolution en tourbillons distincts des jets fluides, phénomène mis en évidence par les acousticiens et appliqué récemment par M. LUNTrz et moi aux tourbillons autour d’un cylindre tournant.
CHAPITRE Il
La MÉTHODE OPTIQUE de H. BÉNARD et ses PERFECTIONNEMENTS POSSIBLES
4. On sait que dans l'étude du mouvement d’un gaz, les physiciens emploient très souvent un procédé optique pour déterminer la répartition des vitesses. Et si les vitesses de l'écoulement sont comparables ou supérieures à la célérité du son, l'application d’une méthode d'enregistrement optique devient même indispensable. Ceci résulte — dans l’état actuel de nos moyens techniques — de l'impossibilité de photographier les trajectoires par l’incorporation de petites particules solides (1), ou de la perturbation grave que lintroduclion d’un instrument de mesure, tel qu’un tube de Pitot, exercerait sur la nature même du mouvement.
D'habitude, on considère un écoulement comme déterminé, lorsqu'on connaît la répartition des composantes de la vitesse ou au moins la forme des trajectoires décrites par ses particules; ceci conformément à notre façon, en général la plus commode, de décrire un mouvement, en employant les variables d'Euler. De ce point de vue, l’application d’une méthode optique quelconque n’est qu’un compromis, en ce sens que par de tels procédés on ne peut obtenir les vitesses qu'indirectement, le plus souvent par l'intermédiaire de l’indice de réfraction optique du milieu. En effet, l'indice optique n d'un gaz est lié à sa densité p par la relation linéaire :
— ] seen
et d'autre part la pression suit sensiblement la loi adiabatique :
die. (2) Po Po où y est le rapport des chaleurs spécifiques à pression et à volume constants,
égal approximativement à 1,4 pour l'air. Si l’on arrive à déterminer expérimentalement n en lous les points de l'écoulement, ceci étant supposé cylindrique,
(1) Cependant Ch. CHarTier et J. LABAT ont pu photographier récemment le mouvement de l'air autour d'une aile sustentatrice, par le procédé classique de la poudre d'aluminium, pour des vitesses ne dépassant pas 25 m/s, voir Comptes rendus, t. 202, 1936, p. 729.
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on aura aussi, au moins théoriquement par l'intermédiaire de p et 5, le champ de vitesse. Les méthodes opliques dont il peut être question ici, sont la méthode inler/érentielle, la méthode des ombres et celle des rayons aberrants.
Voyons brièvement en quoi elles consistent.
La méthode interférentielle est basée essentiellement sur la comparaison de deux « distances optiques » dont lune est prise à un point (x, y) de l’écoulement, tandis que l’autre est ou une distance optique fixe, correspondant au faisceau séparé de l’interféromètre (lel est le cas des appareils de MAC ou de MICHELSON) ou encore la distance optique, prise à un point voisin (x--Ax, y + Ay) de l'écoulement même, lorsqu'on emploie comme appareil interférentiel les miroirs de JAMIN (1).
La méthode des ombres est beaucoup plus simple, parce qu’elle n’exige comme appareil qu'une source lumineuse praliquement ponctuelle el un écran
de projection. L'hétérogénéilé oplique de l’air en mouvement a le même effet, comme si l’on interposait sur le trajet des rayons un objet, dont la transparence varierait d’un point à l’autre (2).
Enfin la méthode des rayons aberrants, qui est la plus fréquemment employée parmi toutes, consiste en ceci (fig. 5) : on fait converger les rayons issus d’une source lumineuse S, de faible étendue, en un point conjugué S’ par l'intermédiaire de deux lentilles L; et L,, entre lesquelles on à de la lumière parallèle. Un écran opaque C à bord rectiligne, est placé dans le plan focal de [, de telle sorte, que l’image $S’ de la source lombe sur son bord; celui-ci arrêtera alors complètement le passage de la lumière. Si on s'arrange maintenant qu'il y ait entre L, et L, un écoulement, une tuyère T par exemple, disposée perpendiculairement au plan de la figure, les défauts d’homogénéité optique de l'air en mouvement peuvent dévier les rayons et les faire passer à côté de l'écran. Un appareil photo P, placé derrière C et mis au point sur la luyère, nous
donnera alors un cliché, traduisant d’une certaine façon — en général qualialive — la répartition des densités de l'air. On trouve de très belles photos
faites par cetle méthode dans le tome VII du Æandbuch der Physik (Berlin, 1927), Chapitre V; la lecture de cet ouvrage nous fait voir que les procédés décrits s'appliquent à toutes sortes de mouvements suprasoniques, tels que jets
() Cf R. TremBLor. Application des méthodes interférentielles à l'étude de l'écoulement des gaz aux grandes vitesses. Thèse de Doctorat és sciences, Paris 1932. (2) Handbuch der Experimentalphysik, & IV fase. 1, Leipzig 1931, p. 415-418.
libres, écoulements dans une tuyère (1), écoulements autour d’un projectile d’une arme à feu, etc:
2, La méthode de H. BÉNARD est une application, à peine modifiée, de la méthode des rayons aberrants à l’étude de la surface libre d'un liquide CE Comme l'étude d’un liquide ne nous impose nullement le choix exclusif d’une méthode optique, il fallait avoir des arguments importants en faveur d'une telle méthode indirecte, pour la préférer à celle de la poudre de lycopode, si simple, qui nous aurait donné directement les trajectoires de l'écoulement à la surface libre. Get argument était le but que s’est proposé H. BÉNARD de déterminer les centres giratoires des tourbillons avec la plus grande précision possible. Et il est incontestable que la précision atteinte par H. BÉNARD dans ce domaine, dépasse toutes les mesures faites jusqu'à présent par d’autres méthodes. Il suffit de jeter un coup d'œil, même superficiel, sur les fragments
de films, reproduits dans les Comptes Rendus (*) pour se rendre compte de l'extrême précision avec laquelle on peut effectuer le pointage micrométrique des tourbillons, qui correspondent sur les films à des taches lumineuses bien délimitées et toujours les mêmes. On comprend alors pourquoi la documentation la plus précise sur le rapport h/l, qui joue un rôle si important dans la théorie de la stabilité, est due à H. BÉNARD.
Il me paraît donc presque inutile de justifier l'intérêt que l’on a à étudier en détail l'application de la méthode des rayons aberrants à l’observation de la surface libre des liquides. Or quelques indications sommaires de son auteur mises à part (*), celte étude n'a jamais été faite d’une manière systématique. Aussi je tâcherai d’en examiner les propriétés les plus importantes et indiquer les modifications que j'ai cru devoir y apporter pour l'adapter aux problèmes particuliers que je me suis posés.
On sait que la fabrication d'une surface optique précise, comme un miroir parabolique, utilisé dans les télescopes, a amené L. FoucAULT à concevoir un procédé, capable de déceler et localiser les petits défauts d’une telle surface presque parfaite. Dans ce but, L. FoucauLT fait tomber (fig. 6) sur le
() Cf. aussi L. SANTON. Contribution expérimentale à l'étude des souffleries suprasoniques. Thèse de Doclorat ès sciences, Paris 1935.
@2) Voir Comptes rendus, t. 147, 1908, p. 839 et 970. Je remarque que la méthode des ravons aberrants à été
déjà appliquée par H. BÉNARD à l'étude des tourbillons cellulaires, H. BÉNARD, Thèse de Doctorat ès sciences, Paris 1901.
G) € 1561913, p, 1003 el 1225.
(4) H. BÉNARD, C. R. t, 147 et 156, loc. cit.
miroir M de la lumière parallèle, venant d'une source ponctuelle éloignée. Si le miroir est rigoureusement parabolique, les rayons réfléchis enveloppent une surface focale, réduite à un point. Un écran opaque à bord rectiligne C (appelé couleau de Foucault), placé dans le plan focal de M, peut alors arrêter lous les rayons réfléchis, si le réglage de C est convenable. Pour cela, voici comment procède FoucauLrr : l'œil de l'observateur, placé derrière C, regarde la surface du miroir et fait baisser progressivement le couteau; à un moment donné, la lumière disparaît. Le miroir est parfait, si l'extinction de la lumière est brusque el « lieu uniformément sur toute la surface du miroir. En cas contraire, on comprend facilement que les parties du miroir sur lesquelles la lumière disparaîl en dernier lieu, sont celles qui tendent à la dévier au delà de l’arête de C. En faisant l’occultation suivant les différents azimuts dans le plan focal du miroir, on arrive à déterminer exactement le lieu et le sens des aberrations et faire leur retouche par rodage. C’est pour cela qu'on désigne cette méthode quelquefois méthode des retouches locales.
La méthode optique de H. BÉNARD a autant de parenté avec celle de FoucaAuULT qu'avec la méthode des rayons aberrants, appliquée à l'étude des gaz. La surface optique presque parfaite est constituée par la surface libre d'une nappe liquide, qui est rigoureusement plane et horizontale quand l'obstacle ne se meut pas. Cette nappe est examinée par transparence (1), d’une façon analogue à celle du dispositif décrit pour les gaz (fig. 5). La cuve contenant le liquide a un fond horizontal, formé dans la partie utile, par une lame de verre à faces parallèles, optiquement travaillée; si cette cuve est placée entre deux lentilles L, et L,, où la lumière est parallèle, l’ensemble compris entre L, et L, aura exactement le rôle d’une lame à faces parallèles et sa présence n’exercera pas de perturbation sur la marche régulière de la lumière. Mais si l’on fait mouvoir un obstacle partiellement immergé dans le liquide, la déformation de la surface libre aura un effet analogue aux petites aberrations du miroir de Foucault : c'est le même effet comme si on avait des petits prismes à la surface du liquide et la déviation de la lumière qui en résulte est mise en évidence par un dispositif identique à celui de Foucault. C’est de cette façon que H. BÉNARD arrive à localiser sur la surface du liquide le lieu précis des aberrations, variant d'un instant à l’autre et qui caractérisent l'emplacement exact des tourbillons alternés.
8. Mais on aurait tort d'admettre, sans un examen approfondi, que les films publiés dès 1913 par H. Béxarp (?) et dont je donne un dessin schématique ci-contre (fig. 7) traduisent exactement un « effet Foucault ». Une pareille supposition serait tout à fait contraire à la réalité.
Afin de mieux se représenter ce qui se passe, reporlons-nous à la figure 18 du chapitre suivant et supposons pour l'instant qu'on dispose d’une source de lumière circulaire de petite étendue, de lentilles collimatrices optiquement parfaites, etc. Comme on a une surface libre presque plane non stalionnaire, il ne
() Ce n’est pas nécessaire. Si le fond de la cuve était constitué par un miroir plan, on aurait pu appliquer la méthode de FoucauLr sans aucune modification essentielle. Cette méthode a été appliquée effectivement par H. BÉNARD à l'étude des tourbillons de convection thermique. Voir sa Thèse de Doctorat ës sciences, Paris 1901.
(2) H. Bénarp, C. R. t. 156, 1913, p. 1003 et 1225.
More
nous esi évidemment pas possible de faire le réglage du système d’occultation pendant une expérience : la surface de l’eau ne se prête pas à la même exploration minutieuse et longue qu’un miroir. Le réglage du couteau de Foucault est fait d’une façon arbitraire, mais invariable pour une expérience délerminée,
Fig. 7
quitte à adopter un azimut et un degré de « sur-occultation » différents dans une expérience suivante, répétée dans des conditions identiques.
Mais la différence la plus importante entre l’étude d’une surface liquide et celle d’un miroir réside dans l’ordre de grandeur des aberrations. Un miroir
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soumis aux retouches locales a été déjà dégrossi pour ne plus présenter d’aberralions notables : c’est une surface optique presque parfaite; tandis que rien ne saurait nous suggérer l’hypothèse que les aberrations d’une surface liquide, perturbée par le mouvement de lobstacle, sont aussi infiniment petites. Voyons bien s'il en est ainsi. Supposons, pour simplifier le raisonnement, que la déformalion de la surface liquide est cylindrique, à génératrices perpendiculaires au au plan (vertical) de la figure et soit ST SN... (fig. 8) la courbe de profil de celle surface, qui représente schématiquement une cuvette, engendrée par un tourbillon. Supposons aussi que le système d’occultation est constitué par l’arête recliligne RS de la fenêtre RKS (fig. 9), découpée dans un écran opaque, et
fe
disposé dans le plan focal de la lentille supérieure de l'appareil (fig. 18). Comme on ne peut pas toucher au réglage du couteau pendant une expérience, on le fait préalablement suivant le mode le plus naturel qui est ceci: après avoir choisi l’azimut du couteau, c’est-à-dire l'orientation de RS par rapport au mouvement de l'obstacle, on le déplace jusqu’à ce que l’image de la source (représenté en pointillé) est tangent au bord RS de la fenêtre. Nous disons alors qu’on a une suroccultation nulle, ce qui signifie que la moindre déviation dans le sens de K fera apparaître la lumière. Si les aberrations de la surface liquide étaient suffisamment petites partout, pour que la déviation de la lumière n'atteigne pas la limite, donnée par la grandeur de la fenêtre RS-K, on photographierail foute la moitié MT’ de la cuvette; celle-ci nous paraîtrait alors
Fig. 9
claire, en opposition à la contrepente TM qui resterait sombre — ou inversement, suivant l’orientation choisie de l’écran de Foucault. La conclusion serait la même, si l’on supposait que le couteau de Foucault a une ouverture indéfinie du côté de K : le maximum de cette ouverture serait toujours limitée, sinon par l’écran lui-même, mais par l’appareil de photo, dont l'objectif a une ouverture finie, et joue alors le rôle exact d’un écran. On voit par conséquent que, de quelle façon que l’on procède, si la surface libre d’un liquide admet effectivement des aberrations de grandeur finie, il est indispensable de tenir compte de l'ouverture limitée du système d’occultation. Et on verra un peu plus loin que cette hypothèse est la seule qui puisse expliquer la restitution optique de la surface libre.
Ainsi la méthode optique de H. BÉNARD superpose deux effets différents:
1° l'effet Foucault proprement dit, dû aux petites aberrations, et qui font passer la lumière à proximité de RS;
20 l'effet complémentaire, dû à l’ouverture limitée de l'appareil enregistreur ou de l’écran de Foucault, imposant une limite supérieure aux aberrations perceptibles.
En est-il vraiment ainsi ? La preuve en est donnée par l'examen de mon dessin schématique (fig. 7) sur lequel tout ce qui est noir correspond à la
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lumière et inversement. L'ensemble du demi-cercle et de la tache lumineuse rappelant par sa forme, une faux avec son manche, constitue la moitié de la duvelte d’un tourbillon, comme MT’. La contre-partie TM est restée sombre, comme il fallait s’y attendre. Or il est aisé d'établir la correspondance exacte entre les différentes parties d’une cuvette et son image enregistrée. Comme celle-ci ne pourra se faire qu'aux points, où l’inclinaison de la surface liquide ne dépasse pas une certaine valeur, elle n’affectera (sur MT’ seulement) que des portions telles que MN’ et T'S. La partie N'S’ correspondant à l'aire située entre le « demi-cercle » et la « faux » est restée sombre, parce que les rayons réfractés par la surface ont une déviation exagérée par rapport à la limite de réceptivité de notre appareil enregistreur. La superposition des deux effets apparail donc très nettement.
4. Pour avoir la grandeur des aberrations en fonction de l’inclinaison de la surface liquide, soit BO le plan tangent en un point P de la surface, incliné d’un angle w par rapport au niveau horizontal AO (fig. 10). Le rayon vertical MP subit au point P une réfraction PQ et sera dévié d’un angle A, calculable à partir de la loi de Descartes. Si je désigne par n l'indice optique de l’eau par rapport à Pair, égal à 4/3 approximativement, et si je suppose en outre que les angles en question sont assez petits pour que leur sinus soil assimilable à l'arc, nous aurons :
sin x x Sin & _w
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et comme la figure nous montre que A—%x—w, on trouve :
Or nous connaissons la distance focale de la lentille supérieure. qui est de 489 em; on voit alors, que même si l'effet Foucault complémentaire n'était imputable qu’à la grandeur de l’objectif lui-même, que je suppose être de 10 cm de diamètre (5 cm de rayon), placé approximativement à 500 em de la surface de l’eau, on aurait pour l'effet complémentaire :
5 : = ; max = 8 + Amax = 3. 00 0,08 radians, qui est de l’ordre de 2 degrés,
valeur certainement au-dessous de ce qu’elle peut atteindre pour des vitesses suffisamment grandes de l’obstacle.
Il faut voir maintenant si l'effet Foucault et son complément expliquent effectivement la formation des images enregistrées. Remarquons que la possi- Dilité même d'utiliser la méthode de Foucault revient à l'existence des aberralions de planéilé de la surface libre. Mais on peut montrer {out de suite que cette aberralion est insuffisante à elle seule pour expliquer la formation des figures photographiées. D'une façon précise, en faisant toujours l'hypothèse simplificatrice d’une surface libre cylindrique (jig. 8), si les vallons et les crêtes élaient autant de dioptires parfaits, sans aberration de sphéricilé, Ia méthode de H. Bénard ne pourrait pas réussir. Ce que l’appareil de photo enregistre en effet,
7 ë >. + r ; Ca 5 > ar cest l'image (réelle ou virtuelle) de la source, image supposée localisée quelque part au voisinage de la surface libre. Or si ces images étaient ponctuelles, conformément à l'étendue pratiquement ponctuelle de la source, l'effet Foucault ainsi que l'effet complémentaire n’existeraient que pour ces images ponctuelles mêmes, dont l'enregistrement serait impossible.
9. La réussite de la méthode des rayons aberrants étant un fait expérimental, celle réussite ne peut s'expliquer que :
1° par l'étendue faible, mais non nulle, de la source:
2° par l’aberration de sphéricité des dioptres de la surface libre.
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Je reviendrai tout à l'heure sur le premier effet. Quant à l’aberration de sphéricité, la théorie élémentaire des systèmes de droites nous montre que les surfaces caustiques, enveloppées par les rayons réfractés, ont une forme E, E; et E., avec un point de rebroussement en {, m et t’ (fig. 8). Les portions de la surface qui paraissent éclairées, correspondent donc aux rayons déviés à droite, qui sont tangents à l’arc mn’ de FE; ainsi qu'à fs’ de E,, etc.; ces rayons lumineux passent par MN’ et S’T’, etc. respectivement. L'effet Foucault et l'effet complémentaire nous fait voir alors les pseudo-images mn’ et ls" à travers MN’, T'S’ respectivement. L'appareil de photo doit donc être mis au point sur ces pseudo-images mêmes, situées de part et d'autre de la surface libre. Le fait qu'on obtient une netteté suffisante pour les deux à la fois, en mettant au point sur la surface liquide elle-même, prouve que la courbure de la surface liquide est suffisamment forte pour que la distance mutuelle des deux images caustiques soit inférieure à la tolérance de mise au point de notre objectif photographique. Cette forte courbure est un argument de plus en faveur de lexistence de l'effet complémentaire, dont le rôle vient d’être reconnu aussi important que celui de l'effet Foucault proprement dit.
C’est ce qui me permet d'expliquer aussi la constatation courante que si
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l'on enlevait complètement le couteau de Foucault, effet complémentaire dû à l'objectif photographique seul où à notre œil même, n'en subsistera pas moins et se traduira par l’éclairement apparent de la surface liquide, éclairement limité aux portions comprises entre N—N’, S;:—S, et S'—S. On aurail réalisé ainsi une variante de la méthode des ombres, dont la parenté étroite avec celle des rayons aberrants aurait pu être prévue d'avance. De ce point de vue, la meilleure façon de caractériser la méthode de H. BÉNARD est ceci : c’est l'enregistrement de la moilié de chaque image qu'on aurail oblenue par l'application de la méthode des ombres. Gelte coupure des images en deux, effectuée par la méthode de H. BÉNARD, résulte de la sélection des rayons lumineux, suivant le sens dans lequel ils se trouvent déviés. La forme de la fenêtre qui effectue cette sélection a une définilion géométrique rigoureuse, notamment du côté de RS, qui est une droite; il s’en suit que si l’on fait un réglage précis de l’occultation, un des bords des images enregistrées correspondra aux points de la surface liquide, où les normales sont contenues dans des plans verticaux parallèles à RS. Le lieu de ces points (le segment rectiligne du « demi-cercle » et la courbe extérieure de la « faux ») contiendra en particulier le point caractéristique de la cuvette, où la normale est une droite verticale. Il peut y avoir une infinilé de tels points sur la crête (la courbe extérieure de la faux) puisqu’ici l’indicatrice de courbure est, à priori, quelconque, tandis qu'il n’y en aura qu’un seul sur le segment rectiligne du « demi-cercle », puisque tous les points de la cuvette sont des points elliptiques. Ce point particulier est le centre giraloire des tourbillons. H. BÉNARD suppose implicitement que ce point-ci se trouve exactement au milieu du segment rectiligne, hypothèse qui est nullement évidente; toutefois, il faut reconnaître que si l’on admet que la déformation mutuelle des cuvettes est négligeable dans les zones qui intéressent les effets Foucault, Vhypothèse de H. Bénard paraît Lout à fait vraisemblable : la précision avec laquelle on détermine lemplacement de ce point, le centre giraloire des tourbillons, n’est donc pas illusoire.
6. Dans ses publications citées, H. BÉNARD insiste plusieurs fois sur la différence d'éclat entre l’image centrale (en forme de segment de cercle) et l’image complémentaire. Cette dernière a un éclat systémaliquement plus grand que l’autre; c’est ce qui a amené probablement son auteur à leur appliquer une nomenclature différente, comme si elles étaient le résultat de deux effets optiques différents. L'explicalion de celle anomalie n'est pourtant pas difficile : elle résulte de l’élendue finie de la source de lumière. Cette dernière est un arc ou une lampe à incandescence (Pointolite par exemple) diaphragmée par un écran. muni d’un {trou circulaire de diamètre 2 b. Si la distance focale de la lentille inférieure est F,, tout se passe comme si au lieu d’un seul rayon lumineux vertical MP (fig. 11), on avait en chaque point P de la surface libre, un cône de rayons incidents, avec un angle au sommet égal à 2 2; à est lié à bet F,, par la relation :
Du F, 4h
Cet écart du rayon incident par rapport à la direction verticale, entraîne aussi un écart A — A du rayon réfracté, par rapport à la direction A,
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correspondant à à — 0. Or, l'examen des figures 10 el 11 nous montre, par lapplication de la loi de Descartes, que :
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DAS oo — A0:
el comme on a trouvé précédemment w — 3 A, il en résulte la relation :
A — Aoû cest-à-dire À -— À’ est simplement proportionnel à à, en supposant bien entendu que pour lous les angles en question le sinus est assimilable à l’are lui-même. F, et b élant des constantes, il en est de même de à, et par conséquent de
A— A. Ce résultat est très important. Il nous montre que si l’on lient compte de l'étendue finie de la source, un point donné de l’image photographique correspondra non pas à un point unique de la surface caustique E, E; ou E,, mais à tout un ensemble conligu de points et l'éclat apparent de chaque point de la surface liquide résulléra de la lotalisalion de ces éclats partiels : l’éclat local photographié s'obliendra par la composition sur la figure 8 des éclats relatifs à des segments finis sur E, E, et E,, tels qu'aux extrémités de ces derniers, les tangentes forment un angle égal à A — 4’; l'éclat local perçu sera proportionnel à la longueur de ces segments. Dire alors que la portion TS’ a un éclat plus grand que MN’, veut dire simplement que la courbure de E et Es est inférieure à celle de E,; autrement dit aberration de sphéricité de T'S$' est supérieure à celle de MN’. Je remarque que ceci ne veut pas dire que la courbure réelle a telle ou telle valeur absolue aux points de MN’ ou ST". Il veut dire simplement que M est plus voisin des conditions de sphéricité que T”. Quelles sont ces condilions ? Si je désigne par FOT’ la coupe suivant un plan vertical ou de plus grande pente d’une cuvette (fig. 12) el si j'appelle MP le rayon incident et PQ le rayon réfracté, on peut déterminer léqualion y —/ (x)
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de TOI’ de manière à avoir un dioptre stigmatique. Je me borne exprès à un point infiniment voisin de O pour pouvoir supposer que y el y’ sont des infiniment petits du premier ordre par rapport à +. Soient + et y les coordonnées du point P et y’ la tangente de l'angle PTX, qui correspond à o sur les figures 10 et 11. Comme vw est un infiniment pelit, la loi de Descartes, appliquée à la réfraction MPQ, nous donne :
AIN 1 u) (0) 3 3 tg QUX = tg (oo = S)=ctz AT PT
de sorte qu'en désignant les coordonnées courantes par X et Y, l'équation de la la droite PQ s’écrira :
8(X =) y 5) OU :
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en négligeant le terme yy’ qui est un infiniment petit du second ordre. Cette équation contient le paramètre x et aura une enveloppe réduite à un point, si
dg (x)
dx
le résultat de l'élimination de x entre g(x) =0 et — 0 est indépendant
de +" Pourique :
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représente un point, il faut d’abord que y” soil une constante. Et comme on a {(o)=0 et f(o) =0 d’après la figure 12, tous les termes du développement de MACLAURIN de la fonction f (x) seront nuls, sauf celui de x?. Effectivement, en posant y—=f(x)—41, on a:
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résultat indépendant du signe de x; il subsistera done sans changement pour une courbe OT’ qui tournerail sa concavilé vers le bas.
Bref, le fait que léclat apparent de la crête dépasse celui de la cuvette, s'explique :
1° par le rôle de l’étendue finie de la source;
2° par le fait que les cuvettes ont un profil plus voisin d’une parabole que les profils d’une crête.
7. L’étendue finie de la source a encore d’autres conséquences dont l’imporlance ne doil pas nous échapper. Nous avons vu que la précision de la
détermination des centres giraloires est liée à l'excellente définition des images pholographiées. Or, considérons une source circulaire d’étendue finie, dont l'image dans le plan de l'écran est un cercle de centre C et de rayon a —CP (fig. 9); si je désigne, comme tout à l'heure, par F, la distance focale de la lenülle inférieure, par F, celle de la lentille supérieure et par b le rayon de la source, on a de toute évidence :
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Supposons d'autre part une sur-occullation nulle, c’est-à-dire telle que le cercle de centre C soit tangent exlérieurement à RS, lorsque la surface du liquide est plane; on a vu que la lumière apparaît derrière l'écran pour tous points compris entre MN, S'T’, elc., conformément à l'orientation et à l’ouyerture de l'écran de Foucault. Mais celte apparition de la lumière n’est pas brusque. Plus le rayon a est grand, plus on aura une zone étendue de transition autour des points M, N°, S’, T’, pour lesquels LC <a ou CK <a; la quantité de lumière reçue est en effet proportionnelle à l’air (ALBP), divisée par l'aire totale du cercle ra, de sorte qu'en réalité on n'aura que des images à bords estompés, dont la définition ne pourra plus être rigoureuse. Celte remarque est d'autant plus importante qu'il faut bien examiner si les dimensions adoptées pour F,, F, et b, lors de la construction d’un appareil, répondent bien à notre demande de précision, pour ne pas être victime d’une illusion, d'avoir une grande précision par suite de la seule possibilité d’une occultation très nette, mais qui n'entraîne nullement à elle seule une précision même médiocre de la définition des images.
Reprenons la relation qui lie la déviation de la lumière en P, en fonction de l’inclinaison locale w de la surface. Si je désigne par e—OC, la déviation linéaire de l’image de la source dans le plan de l’écran, on a:
5 = A, Je
La zone de transition dont je viens de parler, correspondra donc à une déviation linéaire totale [e]— 2a, ce qui donne :
et:
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[w| = 3 [A rs
F; En se rappelant qu’on à a—b F, > Nous trouvons :
6 b [wo] — 17?
Da Fe :
or, — n'est autre chose que la moitié de « l'ouverture relative » de la source 2b
FE par rapport à F;, que je désignerai par 9, de sorte qu'on aura finalement :
[w] = à OX
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En somme, a déjinition des images ne dépend que de l’ouverlure relative de la source; plus celle-ci est grande, plus la définition ou acuilé des images,
que je caractériserai par la valeur de PE sera meilleure. Il est aussi important
1 ; : Le de remarquer que Lo] ne dépend pas de F,. Par conséquent, deux appareils [0]
dont la source a une même ouverture relative @, donnent théoriquement la même définition des images. Pratiquement la distance focale F, intervient par la nécessité de reculer l’appareil de photo au delà d’une certaine distance, qui ne pourra pas aller sans inconvénients, à cause de la petitesse des images photographiques, dont la restitution éventuelle par agrandissement pourra être limitée, par suite de la finesse insuffisante de l’émulsion de la couche sensible.
La luminosité x de l'appareil dépend d’abord de l'éclat des images à photographier, qui n’est fonction à égale aberration sphérique de la surface libre, que de la quantité à et par conséquent de Q. Elle lui est directement proportionnelle, comme ceci résulte du raisonnement fait page 25. D'autre part, les lois de la photométrie nous apprennent que l'éclat avec lequel la surface
Fee libre est restituée sur la plaque photographique est (= fois=Féclatedenta
surface libre, où f est la distance focale de l’appareil de photo. Chose importante, cet éclat ne dépend pas de l'ouverture de l'objectif photographique; celui-ci n'intervient que comme un écran et encore à condition que son ouverture soil inférieure à celle de l’écran de Foucault.
Par conséquent, on peut écrire :
: Fa \?
À = const x< Q Fat
Enfin, on peut définir la sensibilité s de l’appareil comme la limite de la dérivée de u—(ALBP) par rapport à e, pour s=—0 :
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Ceci dépend exclusivement de la forme de la fenêtre et on conçoit facilement que si l’on s’affranchit de la restriction d'imposer à celle-ci une forme particulière, telle par exemple que l’un de ses côtés (RS) soit rectiligne, on peut donner à s des valeurs supérieures à celle qui correspond à la fenêtre particulière de la figure 9.
Un accroissement éventuel de 5 serait important pour l'observation des tourbillons très amortis, à l’emplacement desquels la surface du liquide est presque plane. Bien entendu, il ne faut pas surestimer l'importance du rôle de s quand on se décide à une modification de l’écran, si on n'a pas d’autres arguments à l'appui d’une telle décision.
8. Je rappelle que l'avantage de la méthode optique par rapport aux autres, comme celle de la poudre de lycopode, est la possibilité qu’elle nous offre, de déterminer les centres giratoires des tourbillons avec beaucoup de précision. Je rappelle également que les mesures effectuées par H. BÉNARD avaient comme
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point de départ l’hypothèse que ce centre se trouvait exactement au milieu de Ja corde rectiligne des images; hypothèse tout à fait vraisemblable, mais cependant pas d’une certitude absolue, si on tient compte de ce que les tourbillons n'engendrent pas des cuvettes de révolution et que ces cuveltes changent aussi leur forme, quand les tourbillons s’amortissent. Je me suis alors posé la question S'il n'y avait pas un moyen simple de combler cette lacune. Comme je ne pouvais pas toucher aux organes essentiels de l'appareil (Chap. IT) dont la construction était déjà achevée quand je suis venu au Laboratoire, je ne pouvais penser qu'à la modification éventuelle de l'écran d’occultation. En choisissant pour ce dernier celui représenté par les figures 13 et 14, je n'ai
Fig. 13
pas laissé de côté d’autres préoccupations, telles que la sensibilité de l'appareil ou sa luminosité : cette dernière avait d’ailleurs une importance considérable, à cause de la petitesse des images photographiées et la nécessité que j'éprouvais alors d'employer des films à grain très fin et par conséquent peu sensibles; mais le problème de la détermination du centre giratoire passait en premier lieu.
L'écran dont je viens de parler, résout ce problème d’une façon très simple. Celui-ci se compose d’une pastille opaque circulaire R, de centre O, ayant sensiblement la grandeur de l’image de la source, c’est-à-dire de rayon a, ou dépassant cette valeur très légèrement. L’occultation est atteinte, lorsque Pimage de la source tombe exactement sur la surface de la pastille R. On voit qu'un tel écran équivaut à une occullation sans azimut particulier, puisqu'il est conçu pour laisser passer les rayons, déviés dans n'importe quel sens. Cette pastille arrêtera exclusivement les rayons non déviés et donnera par conséquent le point précis du centre des tourbillons et éventuellement d’autres encore sur la crête entre deux tourbillons, mais qui ne lui sont pas contigus. Employant encore le langage de la page 24, je peux dire que la méthode de H. BÉNARD est identique à celle des ombres, à ceci près que les images sont coupées en en deux, suivant une coupure recliligne; landis que la méthode actuelle réalise une coupure circulaire, effectuée exactement autour du centre giraloire des tourbillons.
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Comme il s’agit de la détermination de ce centre giratoire exclusivement, il m'a paru inutile de conserver pour la fenêtre une grandeur exagérée par rapport à a, et surtout de lui donner une forme qui serait quelconque. La fenêtre du nouvel écran a la forme d’un anneau de cercle, de rayon «a et 34 sensiblement, sa largeur est done 2 a; celle limite imposée à l'ouverture, diminue l'étendue des images photographiées de chaque tourbillon, dont une valeur exagérée n'aurait eu aucune utilité pour le but particulier de la méthode optique. Notons encore que l'effet Foucault complémentaire caractéristique à R’, nous donne les points d’égales pentes de la surface libre; un calcul facile nous montre que nous avons :
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En plus de la facilité avec laquelle on interprète les images photo-
graphiées, cette occultation conduit à une définition des images pratiquement meilleure et à une sensibilité accrue.
Pour le montrer, considérons l’image de la source de centre C, déviée de e— OC par rapport à O et voyons quelle est la quantité de lumière transmise par la fenêtre. Celle-ci étant évidemment proportionnelle à l'aire (APBQ) (fig. 13 et 14), son évaluation en fonction de e est immédiate. Deux cas sont à distinguer :
1° 0e = 2'a (fig. 13).
Introduisons l’angle «— AOB, nous avons successivement :
a? © (ONDES a? sin «
d’où :
(AMBP) =< (x — sin a) él'enfin :
u = (APBQ) = à? (x — x + sin à), expression, dans laquelle il faut faire varier & de 1800 à Ov; 2 2a<:<4a (fig. 14).
Définissons d’abord deux paramètres :
j'aurai successivement :
& = OC — OM — CM = 3 a cos + 9 a ; (AMBP) — or (z — sin c), a?
(ANBM) = <- (4
sin v),
(ANBP) = (4 — sin 4) — © (a — sin a)
{aPBQ) >
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Fig. 15
d’où finalement :
1 —(APBQ)— a" [= Rs. (eg — sin ç) + . (x — sin »| $
pour connaître l'allure de u, on fait varier © de 0° à 360c et liées à & par la relation :
PE SIDE, 0 Sins 2 2
La courbe (fig. 15) nous fait voir, à l’échelle exacte, la variation de (APBQ)/æ en fonction de l’inclinaison w de la surface libre, exprimée en
minutes.
Examinons d'autre part la quantité de lumière transmise par les fenêtres
rectilignes S —O ou O —T (fig. 16) de largeur 2a chacune, très souvent la fenêtre S —O, à gauche du trait mixte.
« entre les valeurs,
dont j'ai supprimé
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Appelant encore :—OC la déviation de l’image de la source à partir de s—0, on a pour 0Z:2=24":
u = (AMBN) = $-(2 5 — + sin &),
« variant entre 360° el O0; avec une allure symétrique à celle-ci pour 2020244;
La variation de u—(AMBN)/æ en fonction de w (exprimé en minules, comme tout à l'heure) est donnée par la courbe (fig. 17).
Fig. 16
La comparaison de ces deux courbes nous montre qu'elles ont une allure à peu près identique, sauf à l’origine. Pour loccultation circulaire en effet, la tangente a une valeur finie, tandis qu'elle est nulle pour loccultation rectiligne. Par conséquent la sensibilité qui est théoriquement nulle dans le second cas, devient appréciable dans le premier. D'une façon explicite, on a pour l’occultalion circulaire :
œ El — 2 UICOS 2 de # œ — — a Sin — de 2 du œ 9 9 Le 9 — —= (— 1 Cos à) = — 2 a Sin? — ce qui me donne :
du du de 9 En 1e:
=: ——=2asin —.
de dx ‘ dx 2
Pour avoir la limite de cette expression pour s—0, il faut prendre a == 1800, ce qui permet d'écrire :
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On trouve de même pour une occultalion rectiligne :
de Gus € Te DS, du a? œ EU —— . \ _— D or RS (— 1 + cos &) — — a? SIN? =
CR 0 D
Fig. 17 el par conséquent :
du CITE a ne ——— 24 SN de med 2 formule qui conduit, en tenant compte de la valeur &«— 360° pour s—0, à la sensibilité :
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La différence de sensibilité est donc très nette. Elle est d'autant plus
bF, s :
notable que a— # est plus grand. Pratiquement, celte nouvelle occultation
peut augmenter aussi la définition des images, à cause de la plus grande rapidité de la croissance de la courbe x (e) au voisinage de s— 0.
9. En résumé, la méthode optique de H. BÉNARD n'est pas l'application simple de la méthode de FoucauLT. Elle superpose deux effets optiques distincts,
te
comme l'effet FOUCAULT proprement dit et l’effel complémentaire. Cette constalation s'explique par le fait que la surface libre du liquide n’est pas une « surface presque plane ».
Elle est indirecte et moins simple que la méthode des particules flottantes. Par contre, elle a l'avantage de nous faire connaître, avec une grande précision, la posilion du centre giratoire des tourbillons, surlout si l’on applique un écran d'occullation circulaire.
La méthode optique permet de choisir librement b, F,, F, et f et agir alors sur la définition, la sensibilité, la luminosité et le champ photographique ulile de lappareil. Toutefois, comme la bonne définition des images ne peut s'oblenir qu’au détriment de la luminosité et la sensibilité, il est nécessaire, en construisant un tel appareil optique, de faire un compromis.
Quant à l'écran circulaire, son application apporte des avantages physiques, sans sacrifier autre chose que la qualité purement esthétique des images.
CHAPITRE III
DESCRIPTION de l'APPAREIL et de la TECHNIQUE EXPÉRIMENTALE EMPLOYÉE
4. J'ai montré au chapitre précédent que le choix d’une méthode optique pour éludier les sillages, est un compromis : on renonce à la facilité avec laquelle on interprète les résultats obtenus par la méthode des particules flottantes, afin de déterminer avec plus de précision, le centre giratoire des tourbillons. Cette possibilité est évidemment d’une grande importance tt justifie, en général, la construction compliquée et parfois coûteuse d’un tel appareil optique de précision, adapté au but signalé à l'instant.
Mais ce compromis n’est ni le seul ni le plus important. La construction de l’appareil à rayons aberrants nous oblige à renoncer à certaines de ses qualités, qui nous seraient {outes précieuses, comme la sensibilité, la luminosité, l’acuité des images et d’autres encore; qualités qui ne peuvent être obtenues dans le même appareil que les unes au détriment des autres (1). Cette circonstance doit être bien méditée, puisque le prix de revient élevé de ses organes (en premier lieu des objectifs) nous interdit de les changer à tout moment. L'appareil à rayons aberrants n’est donc pas plus universel que les autres : vouloir lui demander foutes les qualités ou les améliorer toutes, quand on en construit un nouveau, serait une prétention irréalisable. Le vrai problème de l’application de la méthode optique à l’étude de la surface libre de l’eau, est donc bien celte difficulté-ci: quelles qualités peuvent être négligées, voir sacrifiées, pour en améliorer d’autres, plus utiles aux buts précis qu’on s’est posés.
L'installation optique, dont j'ai fait usage dans mes expériences, est la reproduction à grande échelle (sensiblement homothétique, de rapport 1:4) de l'appareil, dont H. BÉNARD s’est servi à Lyon dès 1906, pour étudier les tourbillons alternés (2). L’excellent résultat qu'il a pu tirer de cet appareil l’a déterminé à en concevoir un nouveau, qui l’améliorerait sur le point jugé insuffisant : le champ cinématographié restreint. Celui-ci est déterminé uniquement par la grandeur des objectifs principaux, qui avaient dans l'appareil de Lyon 6,4 cm de diamètre. On voit sur les films de H. BÉNARD, qu'avec un
(1) Voir page 27 et suivantes.
(2) Comptes rendus, t. 147, 1908, p. 970.
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champ utile pareil, le nombre des tourbillons photographiés au même moment ne dépasse jamais cinq sur chaque file, c'est-à-dire dix au total (1); nombre
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Fig. 18
qui ne constitue évidemment qu'une petite fraction des tourbillons, qu'on pourrait observer à la fois, si le champ cinémalographié était suffisamment étendu. L'appareil, installé actuellement au Laboratoire de Mécanique des Fluides de
(1) Comptes rendus, {. 156, 1913, p. 1003 et 1295,
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Paris, est donc né de la préoccupation de H. BÉNARD d'augmenter — dans la mesure du possible — la grandeur photographiée de la surface libre. On sait que la limite supérieure de celle-ci est très vite alteinte, à cause du prix de fabrication des lentilles, qui augmente comme une puissance très élevée du diamètre et aussi à cause des dimensions industrielles que prendrait tout de
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Fig: 19
suite l'appareil, par suite de la nécessité dans laquelle on se trouve, d'augmenter la distance focale des lentilles en même temps que leur diamètre, pour ne pas leur imposer des corrections optiques difficiles où même irréalisables. Les lentilles principales du nouvel appareil ont 24 cm de diamètre chacune, avec une distance focale de 404 cm et 489 cm respectivement (fig. 18). Si on fait la somme de ces longueurs, à laquelle il faut ajouter l’espace occupé par la cuve, le rail qui supporte le chariot porte-obstacle, la source de lumière, l'appareil cinématographique et enfin les organes accessoires en haut et en bas,
nous
on arrive à une hauteur totale d'environ 13 mètres (:). Les deux photos (fig. 19 et 20) qui nous donnent une idée de sa grandeur, montrent que ces dimensions n'auraient pas pu être dépassées encore: toute la hauteur du bâtiment du Laboratoire aurait élé insuffisante pour contenir un appareil de dimensions encore plus imposantes.
Fig. 20
2. Le plus grand problème posé par la réalisation de cet appareil était sans doute la fabrication des deux lentilles. Celles-ci sont des doublets achromatiques, à éléments non collés. L’aberration de Sphéricilé a élé corrigée pour des rayons venant de l'infini el travaillant sous un angle faible par rapport à l’axe optique. La première de ces conditions est due — on s’en rappelle — au fait que les rayons doivent traverser parallèlement la couche liquide; quant à la seconde.
(1) H. BÉNaRD à donné une description détaillée de cet appareil dans le tome I, page 318 du Troisième Congrès International de Mécanique Appliquée, tenu à Stockholm en 1930.
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elle provient non pas de la presque planéité de la surface libre, mais du fait que l'écran d’occultation qui a une ouverture limilée, ne laisse passer que les rayons faiblement déviés, qui correspondent évidemment aux zones presque planes de la surface libre. Et on a vu effectivement (p. 22) que cette déviation MAXIMUM Amar est de l’ordre de + 1°. Cette circonstance a grandement facilitée la construction des lentilles, dont l'étude et la fabrication ont été confiées à M. COUDER, constructeur optique de l'Observatoire de Paris. M. CoubER en a suggéré une simplification importante. On sait que le fond de la cuve est constitué, dans sa partie utile, par une lame de verre à faces parallèles, optiquement travaillée et fixée dans un barillet élanche; or la suppression de cette pièce serail intéressante non seulement pour diminuer le prix de revient, mais aussi pour faciliter la construction et le réglage de l'appareil. Pour arriver à ce but, M. Couper adople comme élément supérieur du collimateur, une lentille crown plan-concave, avec la face plane au-dessus. La seule difficulté qui en est résultée, de monter ce doublet dans un barillet étanche, a été résolue d'une façon satisfaisante.
L’exécution technique des éléments optiques principaux est irréprochable el je crois même au-dessus de ce que nous pouvons exiger d'un tel appareil pour nos besoins.
Quand H. BÉNARD m'a confié l’utilisation de cet appareil, la construction des lentilles était terminée. Il en était de même de l'équipement général, du montage dans le bâtiment, la construction de la charpente métallique, qui donne accès, par un escalier en colimaçon à l’élage supérieur, où sont disposés l'écran d’occultation, appareil de cinéma avec son entraînement, etc. J’ai trouvé achevé d'autre part le fossé, réservé à la source lumineuse (fig. 21) et une partie des commandes électriques à distance, que j'ai changées complètement du reste. Tout ce travail a été fait avant moi, de sorte que je n’avais qu'à faire la mise au point générale et compléter cette construction par des améliorations de délail, que les expériences ont révélées indispensables. Il me paraît presque inutile de remarquer, que cette mise au point n'élail pas facilitée par les dimensions industrielles de l’appareil, dont chaque pièce avait une grandeur extraordinaire et rendait les (âtonnements presque impossibles, ce qui est considéré pourtant comme légitime, même dans les travaux les plus sérieux.
8. Mais avant d’avoir fait cette mise au point, je me suis posé la question si le fait d’avoir augmenté le diamètre et la distance focale des lentilles, n’entraînait pas le sacrifice de quelques qualités de lappareil, éventualité à laquelle j'ai déjà fait allusion au début de ce chapitre. On se rappelle que le champ cinématographié de cet appareil a été augmenté près de quatre fois par rapport à l'appareil de Lyon, ce qui avait comme conséquence la diminution des images de chaque tourbillon sur les films. On s’en rend facilement compte par la comparaison des prises de vue, faites sur la même surface du film, qui correspondent pour le nouvel appareil à un champ de 24 em de diamètre de la surface liquide, en opposition avec un champ de 7 em à peine de l’appareil de Lyon. Il en résulte que pour avoir la même définition des images, après les avoir agrandies à l'ancienne échelle individuelle des tourbillons, il faudrait que l’on ait actuellement une acuité à peu près quatre fois plus grande.
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De toute évidence je ne peux agir dans ce but que sur deux paramètres :
1° diamètre du diaphragme de la source de lumière ;
20 modification éventuelle du système d’occultation.
J'ai montré (p. 28) que si l’on appelle 2b le diamètre de la source, F; la distance focale de la lentille inférieure, F, celle de la lentille supérieure el
Fig. 21
enfin / la distance focale de l'appareil de prises de vue, on trouve pour l'éclat apparent À des images sur l’émulsion photographique :
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on à d'autre part pour l’acuilé des images :
sù = et F, Lai FRERES
; ne ne: TRE ; 24 formule qu'il faut diviser en réalité par le rapport p des échelles p = 3,79, ,
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Si on veul agrandir les clichés à la grandeur individuelle des lourbillons, correspondant aux expériences de Lyon. Ainsi l’acuité réelle ne sera que :
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Lo Jo [1 ARE KE] Revenons au problème de la luminosité À. Du moment que louverture relative de l'objectif supérieur n'a pas été modifiée et comme d'autre part le champ photographié couvre loujours la même surface sur l’émulsion photogra-
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phique, le rapport F doit rester sensiblement égal à celui de lappareil de Lyon. Mais F, a été augmenté près de quatre fois; done si je ne modifie pas la valeur de 2b (égale à 1,5 mm), le fait d’avoir augmenté F; entraîne une diminulion de la luminosité À dans un rapport de 1 à 4. Il en est de même de la sensibilité s de l’appareil; tandis qu'on constate une augmentation de
l’acuité apparente des images = dans le même rapport. Je remarque encore que cet accroissement de l’acuilé n'aura plus lieu, si on ramène les images à leur grandeur primitive.
| On voit donc que le nouvel appareil a une luminosité à peu près quatre fois moindre (1). Cette diminution est très importante, puisqu'elle détermine la possibilité même des prises de vue. L'autre facteur qui intervient ici, c’est la petitesse des images qui m'a obligé à utiliser exclusivement des films à grain très fin et par conséquent peu sensibles; cette sensibilité n'aurait pas été augmentée par l’emploi d'une émulsion panchromatique, à cause de l’affaiblissement qu'éprouvent les radiations de grandes longueurs d'onde, pendant leur passage à travers l’eau.
Si j'ai donc adopté pour 2b une valeur sensiblement égale à 0,8 cm, c'élail pour des raisons de luminosité exclusivement. Avec une source de lumière de cette étendue, le nouvel appareil à une luminosité égale ou même légèrement supérieure à celle de l’ancien. Cette augmentation de 2b aurait diminué
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Fa n’a pas varié; par contre l’acuité réelle ER est devenue moins bonne, Ce JO
comme ceci résulte du raisonnement fait page précédente.
Bref, pour remédier à la diminution de la luminosité de l'appareil, due à l'augmentation de ses dimensions, il faut augmenter l'étendue 2b de la source.
Cette opération se fait au détriment de l’acuité réelle _ des images et en faveur de la sensibilité s de l’appareil. Cette dernière est augmentée encore par l'application d’un système d’occullation circulaire, comme je l’ai indiqué au chapitre précédent. Dans l’ensemble, l’augmentation du champ cinémalographié a comme effet de diminuer certaines qualités de lappareil; mais celles-ci restent largement suffisantes pour toutes les recherches concernant les lourbillons alternés.
(4) N'oublions pas d’ailleurs que ne dépend que des distances focales. Elle ne dépend pas du diamètre des lentilles ou de leur ouverture relative.
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4, La disposition générale de l’appareil est la suivante: dans un fossé, creusé au rez-de-chaussée, on a installé la source de lumière (/ig. 21); au premier étage se trouvent la cuve pour le liquide, le chariot porte-obstacle (fig. 22) avec tous les accessoires; enfin l'étage supérieur est séparé par un échafaudage en bois, en deux compartiments superposés (/1g. 20), qui contiennent
respectivement le système d’occullation (fig. 23) et l'appareil cinématographique, en même temps que tout le système de commande électrique à distance, qui s’y trouve centralisé, pour éviter la descente et la montée continuelle de l'opérateur, pour faire les expériences.
Comme source de lumière j'ai pris une lampe « Pointolite » de 1 000 bougies, alimentée par du courant continu de 220 volts (fig. 21). Malgré son éclat un peu moindre, je l’ai préférée à l’arc électrique pour plusieurs raisons : d’abord parce qu’elle fonctionne toute seule, tandis que l'arc aurait immobilisé une seconde personne pour surveiller son réglage. Ensuite la position de l’électrode lumineuse de la Pointolite ne change pas. Comme je forme son image sur le trou du diaphragme, il aurait fallu prévoir pour l’arc ou un réglage automatique de sa position, où imposer à l’opérateur en question non seulement le réglage des charbons, mais aussi à corriger la position de l'arc continuellement. C’est surtout à cause de cela que jy ai renoncé.
Un condensateur de lumière forme l’image de l’électrode positive sur le trou du diaphragme horizontal de 0,8 cm de diamètre; au-dessous de celui-ci j'ai disposé un prisme de 459, à réflexion lotale. J'ai fait attention à utiliser le maximum du flux lumineux émis par la lampe, en y rapprochant le condensateur le plus possible et aussi en évitant une perte éventuelle.
La position exacte du diaphragme a été réglée par un fil à plomb d’une longueur égale à F;, avec son bout supérieur attaché au milieu d’un disque en carton, celui-ci ayant été appliqué contre la lentille inférieure. Ceci faisant, une seconde personne plaçait le milieu du trou du diaphragme exactement au niveau de la pointe du fil.
Fig. 23
Les organes du premier élage me posaient un ensemble de problèmes difficiles. Comme lappareil est très sensible, plus sensible même que celui de Lyon (à cause de la grande ouverture 2b du diaphragme), il réagissait certes aux moindres remous créés par l'obstacle, mais aussi aux vibrations extérieures... Celles-ci ne manquaient pas. Indépendamment des voisins, tels que la grande soufflerie aérodynamique d’Issy-les-Moulineaux et l'atelier d'essai des moteurs d'avion, voisins que je pouvais éviter en toute rigueur en ne travaillant qu'aux heures calmes de la soirée, le bâtiment en ciment armé était tout désigné pour transmettre les vibrations, dues au simple fonctionnement d’un appareil quelconque au Laboratoire. Et ceci m'a été révélé par l’appareil d’une façon extraordinaire : elles se superposaient aux tourbillons que j'aurai voulu étudier isolément.
L'étude du mode de suppression de ces vibrations a été longue. La moindre pièce devait être suspendue élastiquement el séparées les unes des
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autres ou bien complètement ou ne devaient être reliées que par des joints élastiques, quand leur séparation était impossible : encore fallait-il choisir ces joints convenablement, les adapler aux grandes dimensions de lappareil pour qu'ils supportent parfois plusieurs tonnes, tout en gardant une certaine souplesse, nécessaire à la réduction de l'amplitude des vibrations au-dessous du seuil de sensibilité de lPappareil. Je suis arrivé à remplir ce bul dans une mesure que je peux considérer praliquement comme salisfaisante.
La cuve, en tôle de fer galvanisée, repose sur le plancher du premier élage sur quatre vérins, qui élaient supportés eux-mêmes par des matelas en crin lissé. Si on calcule le poids approximatif de la cuve avec ses dimensions de 4,50 mxX1 mx0,50 m, contenant 2 m° d’eau environ, on arrive à un poids total de l’ordre de 3 tonnes, réparti en raison de 750 kg par vérin. La suspension du crin tissé s'est révélée alors tout à fait insuflisante : même pendant la nuil, aux moments les plus calmes, la surface de l’eau se trouvait dans un élat d’ondulation, bien visible à l’œil nu. Pour remplacer le crin, je ne pouvais songer qu'aux différentes sortes de caoutchouc-mousse, avec un degré de porosité convenablement choisi. Les recherches faites sur ce sujet m'ont montré, que la suspension oplimum est alleinte pour une porosité, pour laquelle la compression du caoutchouc atteint 30 ou 40 % de son épaisseur primilive. Actuellement, les vérins de la cuve reposent sur des blocs de caoutchouc-mousse de dimensions 20 cm X 20 cm X 8 cm. Il me paraît presque inutile d'ajouter, que pour répartir
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les 750 kg à peu près uniformément sur la surface de 20 x 20 — 400 cm?, répartilion qui m'a donné une pression de près de 2 kg par cm?, les vérins ont été séparés des blocs de caoutchouc par des plaques de tôle d'acier de 5 mm d'épaisseur et de même surface que le caoutchouc. Grâce à celle suspension (qu'on pourra encore améliorer peut-être) et en limitant mon travail aux heures calmes de la soirée, les vibrations paraissaient pratiquement éleintes.
Les quatre vérins me permellaient aussi le réglage de la cuve, pour que la face supérieure plane de la lentille, encastrée dans la cuve, soit horizontale. Cette lentille se trouve à peu près à un mètre de l'extrémité amont de la cuve, par rapport au mouvement de l’obstacle. Le choix de cet emplacement a été prévu pour laisser au chariot le lemps nécessaire pour acquérir une vitesse uniforme avant qu'il n'arrive au champ cinémalographié.
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Le chariot porte-obstacle (fig. 22 et 24) a été construit pour répondre à deux buts précis: assurer un réglage minutieux de lobstacle suivant trois degrés de liberté et permettre une suspension élastique de ses organes. Cette dernière condition avait la même importance que la suspension de la cuve; elle empêchait en effet que les vibrations éventuelles du rail ne se transmettent à l’obstacle. Pour cela, les fourches qui supportent les roues et qui se terminent par des socles, ont été fixées sur le plancher du chariot élastiquement, par du caoutchouc-mousse très poreux, avec un serrage convenablement fort. Les boulons mêmes qui assurent ce dernier n'ont de contact métallique avec le socle, étant eux-mêmes munis de rondelles de caoulchouc-mousse, convenablement choisies et comprimées. Le poids du chariot (10 kg environ) et la réduction du frottement de ses roues au minimum, contribuaient à l’uniformilé de son mouvement pendant sa course ulile.
Le chariot se meut sur un rail horizontal. Celui-ci est constitué par un fer en U de 220xX75x9 mm (fig. 25), fixé contre un T de 160xX 90 mm, par deux rangées de rivets; le but de ce profil spécial était de diminuer la flexion, qui aurait pu devenir gênante, à cause de ses 5 mèbres de longueur. Il est
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supporté par deux tréteaux, placés aux extrémités de la cuve. Ni les tréteaux, ni le rail n’ont de point de contact avec la cuve; et même le rail ne repose directement sur les tréteaux, mais par l'intermédiaire de deux pièces (qui permettent en outre de faire le réglage de son niveau) et ces pièces-ci sont séparées des tréteaux par des couches de caoutchouc-mousse, pour éliminer les vibrations. Le profil du rail est usiné suivant un plan sur le côté À et suivant un frapèze sur B. Les roues correspondantes ont un profil complémentaire, celles de B ayant cependant une entaille plus profonde que ne l’exigerail le rail; ceci pour éviter le jeu latéral du chariot.
Le mouvement du chariot a été assuré au début par un fil sans fin, actionné par un moteur électrique de 1/6 ch à réducteur, placé sur une table, à côté de la cuve et relié à la poulie de transmission par une courroie ronde en cuir. Récemment j'ai modifié cet entraînement; le moteur à réducteur est actuellement en haut, à côté du cinéma et repose sur une poutre spéciale, élastiquement suspendue. Le chariot C (fig. 26) est attaché à un fil en coton F qui passe par le système de poulies ABMG et aboutit à l'extrémité P, à laquelle j'ai suspendu un poids, destiné à équilibrer le frottement total du système. La poulie motrice M entraîne le fil suivant un arc de près de 180, par frottement, qui a été augmenté encore par l’application de colophane sur toute la longueur de F pour éviter un glissement éventuel. J’ai changé aussi le moteur contre un « ERA » de 1/3 ch, qui a un mouvement particulièrement régulier. L’uniformité du mouvement s'est révélée par ce système tout à fait satisfaisante. Celle-ci a été contrôlée d’ailleurs dans chaque expérience, par l'enregistrement d’un diapason d'une fréquence de 100/s, entretenu électriquement. Avant la course du chariot, j'ai disposé un papier spécial enfumé, sur la pièce prévue à cet effet, qui se trouve sur la figure 22 en face du diapason. Le papier enfumé ayant reçu l'inscription, a été fixé par une solution de gomme-laque, dissoute dans l'alcool à brûler.
On voit également sur la figure 22 un système de contacts électriques, actionnés par le passage du chariot dans le champ utile, pour transmettre un signal lumineux à l’opérateur. Je pouvais connaître ainsi, en me trouvant en haut de l’échafaudage, par l’allumage d’une petite lampe, le moment précis quand je devais faire marcher le cinéma, ce qui m'a fait éviter une consommation inutile du film.
Le système d’occultation (fig. 23) se trouve sur une table (percée d’un trou au milieu), placée dans le compartiment inférieur du deuxième étage, au bout de l'escalier en colimaçon. Un ensemble de vis calantes règle le niveau du système d’occultation, pour amener lécran dans le foyer exact de la lentille supérieure de l'appareil; tandis qu'un ensemble de glissières, actionnées par des vis micromélriques assurent la possibilité de choisir l’azimut du couteau et le degré de sur-occultation. Sur la figure 23 la glissière du couteau a été remplacée par une pièce qui constitue la fenêlre en anneau de cercle (voir le schéma sur la figure 18). La pastille opaque centrale et l'ouverture complémentaire extérieure ont été très soigneusement découpées d’une feuille de papier noir et collées sur une lame de verre de 4 mm d'épaisseur, travaillée à 1/4 de franges
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près. Celle-ci est légèrement taillée en biseau, pour éviter que les réflexions multiples de la lumière sur ses faces n’introduisent un phénomène optique parasite dans l'appareil de prises de vue.
Enfin, le compartiment supérieur du deuxième étage contient l’appareil de prises de vue. Je n'ai pas fait de photos sur plaques fixes, mais exclusivement du cinéma. Comme appareil, j'avais un Debrie à grande vitesse, pour film standard de 35 mm. Théoriquement, cet appareil peut fonctionner avec une fréquence de trois cents images par seconde. Pour mon usage, je n'ai jamais été amené à dépasser la fréquence de 60 à 80 s. Le cinéma était élastiquement suspendu, d’une façon analogue aux organes du premier élage et soigneusement isolé de toute pièce, capable de transmettre des vibrations à la cuve. Actionné par deux moteurs électriques de 1/3 ch chacun, couplés élastiquement, j'avais une marge de surpuissance el une vitesse sensiblement uniforme, sauf au moment du démarrage, qui me faisait perdre un petit bout de film; celui-ci a été récupéré d’ailleurs, en collant 2 ou 3 mètres d’amorce et toujours le même, au commencement de chaque bobine de film, prévue pour une expérience. J'ai diminué ainsi le prix de revient général des expériences. Comme une image a 18 mm de largeur, la longueur du film consommé pendant une seconde, en raison de soixante-dix images, est un peu plus d’un mètre. Une expérience ne durait jamais plus d’une dizaine el très rarement une quinzaine de secondes, de sorte que j'avais une consommation totale de 15 ou 20 mètres de film par expérience.
Le temps de pose correct a été obtenu non pas en agissant sur le diaphragme de l'objectif de cinéma, dont l'effet aurait été nul, en vertu du raisonnement fait sur la luminosité de l'appareil, mais par le choix de l’angle de l’ouverture du secteur tournant, faisant fonction d’obturateur. J'ai choisi pour celui-ci une ouverture de 150° environ; de sorte que pour une fréquence moyenne de soixante-dix images par seconde, le temps de pose + était :
2 _ —. — de l'ordre de _. à je de seconde,
pose suffisante pour impressionner correctement le film. J’ai employé comme matériel cinématographique du film négatif « Spécial Grainfin » de Gevaert. Sans autres procédés artificiels, comme l'aurait été l'emploi d'un révélateur spécial, je suis arrivé à des images suffisamment fines, pour supporter un agrandissement tout à fait raisonnable.
L'ouverture de l'objectif de ciné n'ayant aucune influence sur la luminosité (voir page 28), j'ai pris pour ce dernier un Télé-Tessar de Zeiss, f = 32 cm, ouvert à 1:6,3, qui me donnait entière satisfaction. La distance focale de 32 cm a été choisie pour que le champ de 24 em de la surface liquide, corresponde exactement à 18 mm sur le film. La mise au point a été effectuée sur la surface libre du liquide, celle-ci vue naturellement à travers la lentille supérieure de l’appareiïl.
Les grandes dimensions de la cuve m'interdisaient l'emploi d'autres liquides que l’eau, à cause du prix de revient trop élevé d'une telle quantité
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d'huile de vaseline, de glycérine ou d’autres liquides encore, dont Pemploi aurait été pourtant intéressant, à en juger d’après les expériences de Ch. CAMICHEL (°), et M. Lunrz et moi (?), portant sur des sujets analogues.
N'ayant ulilisé que de l’eau, je n’ai pas fait varier la viscosité. Par contre, j'ai tâché de faire varier les autres paramètres, comme la nature et les dimensions de l'obstacle et la vitesse de son déplacement. J’ai fait varier d'autre part la distance des parois (s'il y en avait) par rapport à l'obstacle. Jai noté la température de l’eau, pour connaître approximativement sa viscosilé.
Avant d’avoir fait une expérience, la surface de l’eau devait être soigneusement nettoyée, en la débarrassant de toute poussière qui tombait continuellement sur elle. H. BÉNARD m'a suggéré de prendre pour cela du tulle de mousseline, tendu sur un cadre rectangulaire, celui-ci ayant une longueur égale ou légèrement inférieure à la largeur de la cuve. En déplaçant ce cadre dans une position verticale et à moitié immergé dans l’eau, les mailles fines du tulle enlevaient toute improprelé de la surface par un effet de tension superficielle. Après avoir répété cette opération deux ou trois fois, je suis arrivé à une surface libre visiblement très propre. Ce qui ne m'a pas empêché d’ailleurs de renouveler l’eau de temps en temps et de soumettre la cuve à un nettoyage général très soigné, pour enlever les algues qui se développent sur le fond et les parois latérales de la cuve.
J’ai fait aussi très souvent le nettoyage soigné des lentilles. Pour éviter de les rayer en les débarrassant de la couche de poussière, je ne les ai pas essuyées : j'ai étalé à leur surface une couche mince de collodion. Après séchage, celle-ci s’enlève comme une pellicule entière, en la soulevant par le bord. Ceci faisant, toute la poussière accumulée sur les lentilles s’en va avec cette pellicule. De cette façon, je n’ai pour ainsi dire pas touché aux lentilles.
5. Le réglage précis du plan de symétrie de l'obstacle me posait un problème important. Comme j'ai employé dans la presque totalité des cas, des obstacles en forme de lames planes à faces parallèles, arrondies aux deux bouts, il était d’une grande importance que leur plan de symétrie coïncide avec la direction du mouvement, à moins qu'on ne veuille leur donner exprès un réglage défectueux.
Voici comment je fais ce réglage :
Je prends un cathétomètre (/ig. 27), que je règle suivant le procédé classique, pour que sa colonne soit verticale. La lunette peut tourner autour de l'axe de la colonne, ainsi qu'autour d’un axe horizontal quelconque, passant par ce dernier. Ces deux mouvements peuvent être exéculés par une vis de rappel ou une vis sans fin, d'une façon précise. Pendant foules les opérations qui suivent, la posilion de la lunette sur la colonne n’a pas été changée: celle-ci se trouve légèrement plus haut que le niveau de l'obstacle.
Le cathélomètlre repose sur un appareil, destiné à lui imprimer un déplacement horizontal el en principe perpendiculaire au mouvement de l'obstacle,
(t) Chap. I, loc. cit.
(2) Publications scientifiques du Ministère de l'Air, n° 71,
mais tel cependant que ce déplacement soit rigoureusement une {ranslalion. L'appareil qui effectue ce déplacement, se compose essentiellement de deux barres en acier, de 4 cm de diamètre, (rempées et rectifiées. Leur parallélisme rigoureux a été réglé au préalable par une méthode classique. Le plateau supérieur de cel appareil glisse sur les deux barres, en restant parallèle à lui-même.
À cet effet, 1e plateau s'appuie sur les deux barres par l'intermédiaire de trois pièces en acier trempé, rectifiées, dont deux sont des « V » qui glissent sur l’une des barres, tandis que la troisième est une pièce à face plane et horizontale et repose simplement sur l’autre. L’entraînement du plateau s'effectue par lintermédiaire d’un écrou carré, entraîné par la rotation d’un arbre fileté; l’écrou peut glisser sans tourner, dans une pièce solidaire au plateau.
Pour régler alors l’obstacle, deux opérations doivent être exécutées l’une après l’autre :
1° amener l’axe de la lunette dans un plan vertical, contenant le vecteurdéplacement de lobstacle;
2% faire coincider le plan de symétrie de l'obstacle avec son vecteurdéplacement.
Je suppose que tout le réglage se fait dans un plan horizontal. Il en est d'ailleurs effectivement ainsi, sauf pour la seule opération qui consiste à faire pivoter la lunette autour de l’axe horizontal passant par l’axe de la colonne; mais ce pivotement ayant lieu dans un plan vertical, ne change pas la projection de la ligne de visée sur le plan horizontal. Soit TT’ une droite parallèle au déplacement de l’obstacle et SS’ la direction suivant laquelle l'appareil déplace le cathétomètre. Cette direction est de préférence perpendiculaire à TT’, mais cette condition n’a pas d'importance.
Choisissons alors un point quelconque, mais déterminé de l'obstacle, O; par exemple (fig. 28) et réglons la lunette à viser ce point. Si par le mouve-
Fig. 28
ment du chariot on amène le point O, en O.,, ce déplacement se traduira dans la lunette L, à une mise au point près, par un déplacement apparent PO,, où P est un point sur la ligne de visée primitive LO,. On fait alors pivoter la lunette autour de EL d’un angle PLQ supérieur au déplacement apparent PO,, opération qui est suivie d’un déplacement du cathétomètre parallèlement à lui-même, jusqu'à une position L’, où O, tombe dans la nouvelle ligne de visée L/O,.
Ramenons maintenant le chariot vers sa position initiale. Le point repéré O, de l’obstacle viendra ainsi en O; (fig. 29). Ce nouveau déplacement apparaîtra encore dans la lunette comme étant effectué, à une mise au point près, de P en O,, puisque P se trouve sur la ligne de visée L'/0,. On tourne alors la lunette autour de L’, comme on l'avait fait tout à l'heure, cependant ni dans le sens, ni au delà de O;, mais en sens opposé, d’un angle PL'Q, ayant de préférence une valeur de l’ordre de O;L'P. Puis on déplace le cathétomètre parallèlement à lui-même le long de SS’', jusqu’à ce que la ligne de visée de L contient de nouveau O,.
En procédant ainsi de proche en proche, on amène le cathétomètre au point d'intersection de TT’ et SS’ et avec une ligne de visée parallèle à TT”. À partir de ce moment-là, sans toucher à la ligne de visée, on agit uniquement sur l'appareil à déplacement parallèle. En visant le point R de l'obstacle RR'
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(fig. 30), le point R; n'apparaît pas dans le prolongement de LR. On fait alors pivoter l'obstacle autour de O de façon que la nouvelle position R’ de R soit du côté de R;; puis on déplace le cathétomètre suivant SS’ jusqu'à L/. On continue ces opérations de proche en proche jusqu'à ce que les points extrêmes R et R, de l’obstacle apparaissent simultanément sur la ligne de visée de la
lunette. À ce moment-là, l'orientation de l'obstacle se trouve réglée.
Je remarque que ce réglage est long à décrire, mais s'effectue très rapidement. En général, il demande un travail de cinq à dix minutes.
C’est de la même façon qu'on règle les parois solides (fig. 24) pour les orienter parallèlement au mouvement de lobstacle. Bien entendu, on ne fait cette opération qu'après avoir effectué le réglage n° 1 sur un obstacle. Quant à l'opération n° 2, qu'on applique seule ici, elle est exactement la même que pour un obstacle.
CHAPITRE IV
GÉNÉRALITÉS sur les SYSTÈMES de TOURBILLONS PERMANENCE des TOURBILLONS dans un FLUIDE LIBRE
4. J'ai décrit dans les deux derniers chapitres le principe optique de l’enregistrement des lourbillons et la méthode expérimentale correspondante, employée systématiquement au cours de mes recherches. Les chapitres suivants exposent l’ensemble des résultats, théoriques et expérimentaux, obtenus sur les tourbillons alternés. Je grouperai ces deux sortes de résultats ensemble, pour chaque partie de mon sujel, afin de se rendre mieux compte, quelles sont les conclusions théoriques qu’on peut considérer comme vérifiées par l'expérience el quelles sont celles au contraire, dont la confirmation expérimentale est douteuse ou incomplète et qui demandent par conséquent à être retouchées dans la suite (voir surtout le chapitre VIT). L'ensemble de ces chapitres constituent ainsi un exemple, de quelle façon utile une étude théorique peut orienter une recherche expérimentale, de même que celle-ci peut poser à son tour des problèmes théoriques nouveaux, auxquels on n'aurait peut-être jamais pensé, si on s'était borné à une recherche théorique pure.
Dans toute la partie théorique du présent mémoire, je fais un certain nombre d’approximations, classiques d’ailleurs, pour simplifier les calculs. Je suppose que le mouvement est cylindrique, c’est-à-dire parallèle à un plan fixe, que je prends comme plan XOY de la figure. Le fluide est supposé être incompressible et sans viscosité. D’après le théorème de Lagrange, dans un tel milieu les tourbillons ne se forment pas ou s'ils existent déjà ne s’amortissent pas. Je suppose donc que les tourbillons sont permanents. Ils sont infiniment déliés et perpendiculaires au plan XOY.
2. Je rappelle quelques définitions dont j'aurai constamment besoin. Si le mouvement est cylindrique, la seule composante du vecteur-tourbillon qui n’est pas nulle, est parallèle à l’axe OZ et a comme valeur :
0v ou Q— + (ae — ay):
u et v étant les composantes de la vitesse suivant OX et OY. Comme le fluide est incompressible, on doit avoir partout :
du ov
x log 0
D — ce qui permet de poser :
dY 0
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On appelle d (x,y) fonction de courant ou fonction de Stokes. Remplaçant ces valeurs de (u,v) qans l'équation de Q, on obtient :
équation valable dans le domaine tourbillonnaire. Comme les tourbillons sont infiniment déliés, on a à l'extérieur de ceux-ci :
ce qui nous permet d'écrire pour u et v :
Y CE
et TT
La fonction + (æ,y) est appelée potentiel des vitesses. On introduit encore le potentiel complexe :
FE= SG, y) + EC, y)
qui est, en vertu des relations d'en haut, une fonction analytique de la variable complexe z—x—+iy, partout dans le plan, sauf aux points tourbillonnaires. La dérivée première de f (z) est la vitesse complexe :
DORTT y) — iv (x, y)
qui est aussi une fonction analytique de z, aux mêmes points que /(z). On définit finalement l'intensité I d’un tourbillon infiniment délié, par la circulation :
L=—= | u dx + v dy = \| 2 Q dx dy (C) (S) suivant un contour C fermé, entourant une seule fois le tourbillon. Elle est indépendante de la forme particulière de C. Si on prend alors pour ce dernier un cercle de rayon r, la valeur absolue W de la vitesse (u,v) sera donnée par : L=27r rw
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C’est la loi de Biot-Savart. On peut la mettre aussi sous une autre forme. Désignant par (2,0) les coordonnées d’un tourbillon et par (x.y) les coordonnées courantes, on a :
"EyU
(1 bis) He
avec r2—(x—x0)? + (y —y,). On en déduit facilement le potentiel des vitesses et la fonction de courant. On a en effet, à une constante additive près :
— 2%) dy — (y — yo) dx Te Et U,) da
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mr VU eu = 5 | à (arctg no IN — Lo) d: — d I Ve \ — D de + u dy = — 3= (€ to) ee Q — yo) dy _. d’où le potentiel complexe :
(2) [O=p+ip=5s(6—ilogr)= 3 log ( — 2%)
avec z—z,=re" ; f (z) n’est définie, bien entendu, qu’à une constante additive complexe près. La vitesse complexe s'obtient alors par simple dérivation. On a :
d ae ne I Ï = NÉE EN) (3) di Ter 7 Ce 0)
expression que j'ai obtenue précédemment par l’application de la loi de Biot- Savart (t).
Les résultats précédents auraient pu être obtenus aussi par l'intégration de l'équation A9—0 et Ad—0 dans un domaine extérieur au tourbillon. On a en effet en coordonnées polaires (r,0), en prenant une variable P quelconque :
2 P 1 0 r? ee
re
1 0 Troie
O1 OU Comme $—const. sont des cercles concentriques à (&,yo) et œ— const.
des droiles passant par (%,ÿ0), On doit avoir pour un point d’affixe re extérieur au tourbillon, c’est-à-dire pour r 0 :
TON TROUS dy
\ dr FR pr e)=0 Frot 929 (ARR
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(1) Ces généralités se trouvent développées dans tous les traités classiques. Voir en particulier les Leçons sur la Théorie des Tourbillons de H. VicraT (Paris, 1930) chap. HI.
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équations différentielles, qui nous donnent, à une constante additive près :
D—10#" Const M=H0S A CONSL avec les conditions :
Ô0Y mea ÔŸ 1 Ôg Or TE Up: OT
Je rappelle encore, pour éviter toute confusion, que si la disposition des axes est directe, c’est-à-dire si l’on peut amener OX en OY par une rotation
de ni a effectuée dans le sens inverse du mouvement des aiguilles d’une montre, on convient d'appeler lintensité d’un tourbillon positive, s’il engendre un mouvement de rotation de sens direct.
8. Ceci étant, voyons quelle est la vitesse induite par une file indéfinie de tourbillons, d'intensités + [. Si les coordonnées des tourbillons sont :
Zos Zo + L Z + 21,..... > 2) de
et si l’on désigne par z l’affixe d’un point quelconque du plan, extérieur aux tourbillons, la vitesse complexe totale U—iV en ce point s'écrit en vertu de l'équation (3) :
Cette série est divergente; mais si l’on admet qu'il y a autant de tour-
billons d’un côté que de l’autre, on peut grouper les termes deux à deux et Écrire:
RL | 2 (z Zo) 2 (z — z,) s | U—-iV OFF ER np ...- (4)
FT — Po (Ur 7. 1 = 5;; ©t RC Z0) (1)
ou encore, en remarquant que :
a Sin sin 2) COM Coco 26:
I Sin (& 20) :Sh AC —- yo)
(4 bis) AR Er 27 27 !
Ÿ cos @—2) Ch TG —
(4) Pour la démonstration de cette formule élémentaire, voir E. Goursar : Cours d'Analyse mathématique (Paris 5° édition) t. IT, p. 163.
On a finalement, en séparant les parties réelles et imaginaires :
| 2 | , Sh = ( — y) UE, ou cos . (x — x) — Ch F (y — Yo) (5) ‘ I sin . (x — x) | = 21 2 x 27%
| cos 7 (& — 25) — Ch 7 (Y — Yo) Le potentiel complexe / (z) d’un pareil système s'obtient par l'intégration de l'équation (4). On a :
I 3 (6) HE DEEE log sin . (z — 2) + constante,
formule qui nous sera très utile dans la suite.
Voyons quelles sont les conditions pour que deux files indéfinies de tourbillons À et B constituent un système permanent (fig. 31). Soit +I l’intensité des tourbillons de la file À et — I celle de la file B. La vitesse de déplacement d’un tourbillon quelconque de la file B est la somme de la contribution de tous les tourbillons À et de ceux-ci seulement, puisque les tourbillons de la file B donnent une résultante nulle. Introduisant les notations y —y,—h et æ— x, — 01, l'application des formules (5) nous donne pour les composantes ug et up de la vitesse de la file B :
2rh . I Sh Ï DR | ES cos 2x0 — Ch _ (7) d il sin 2 76 DRE SEC h
n ) cos 2x6 — Ch ——
Les vitesses correspondantes ua et va de la file A s’en déduisent par le changement de h en — h, + I en — I et 6 en — 8. Il est inutile de les écrire : on voil tout de suite que :
. HA Up (7 bis) VA — UB.
Le système ainsi conçu est done permanent en ce sens que la position relalive de tous ses éléments ne change pas. Mais il n’est plus permanent par rapport à l'obstacle qui engendre les tourbillons. Le mouvement transversal des tourbillons par rapport à ce dernier ne pourra disparaître que si l’on a :
VA = UB
+ PRE autrement dit si 0 vérifie la relation :
6 —=0 ou + (mod. 1).
On trouve ainsi que deux files rectilignes et indéfinies de tourbillons, régulièrement espacés, ayant des intensités + I et — I sur les deux files À et B respectivement, forment un système permanent el sans mouvement transversal par rapport à l’obstacle, si :
19 06 —0, c’est-à-dire si l’on a une double file symétrique;
20 0—--, correspondant à la double file alternée.
e 1. °- de EE — te B h h re Le e ®e - — —A sg: 16 = or, Lee Loe Fig. 31 Fig. 32
Pour toute autre valeur de 6, la rue de tourbillons se déplace perpendiculairement au mouvement de lobstacle. Quant à la vitesse longitudinale 4, elle ne s’annule que si l’on a : A —0. Supposant par contre À <0, on trouve :
pour 6 —0 DE Coth SE
8 ; 5 Ne TRE I TI rh pour — no LAES D
formules obtenues déjà par Th. von KarMAN (chap. I, loc. cit.). : < 1 Je suppose que 0 est égal à 0 ou TS: La composante v de la vilesse sera
alors nulle; quant à la composante longitudinale x, elle sera de même signe que le produit [.h. C’est pour cette raison que le système de deux files, composé de tourbillons de même signe + I sur toutes les deux files À et B ne pourra être un système permanent. En effet, comme on passe de À à B en changeant h en — h, tout en devant conserver cette fois + I, le produit IA et par conséquent u changerait de signe.
Un tel système de tourbillons a l’apparence d’être une conception artificielle; effectivement, il ne pourra pas être engendré par le moyen expérimental habiluel, de faire mouvoir un obstacle dans un fluide. On verra toutefois (chap. VI) que ce système est, théoriquement au moins, parfailement concevable, sinon dans un fluide libre, mais dans un canal rectiligne ou au voisinage d’une seule paroi solide. Dans de telles conditions, il pourra être permanent. Par conséquent son étude ne sera pas sans intérêt (voir chap. VI).
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La méthode précédente pourra être appliquée à l'étude de la permanence d’un système de tourbillons, représenté par la figure 32, pour différentes valeurs du paramètre 0. Si je désigne par z, l’affixe d’un tourbillon quelconque d'intensité + I de la file À, on pourra écrire le potentiel complexe du système en un point quelconque d’affixe z :
sin a Cr a)einei@ = 0h) (9) Fe) I _ 21 21 Mr
cos 51C — Z9) COS 5j ( — 2 —01— hi)
el en déduire la vitesse complexe en un point z extérieur aux tourbillons, par la méthode classique. On trouve :
df ; 1} T T :
D=uio= pale 4 G— 2) + cot GE — 2 —01—hD
(9 bis) T T ° +eDE— D +8 G A0 à]
Evaluons alors la vitesse complexe w—u—iv d’un tourbillon + I et — I de la même file A. Les affixes de tels tourbillons étant congrus à z et z +1 (mod. 27) respectivement, nous aurons :
3 d Il il I 7 w DS im EE) 2 | ot Gr +R i)
— 1857 Cl+ n à]
(10) Gaec (T no = Re . = 1) Se M [cot 7 C1+ hi) Vu B5TO!+ h | Par conséquent w(+ [=—1w(— I); ïil en résulte la condition, non
suffisante il est vrai, mais nécessaire de la permanence :
ou explicitement :
g G,.h)= cot 57 CI+ hi) +tg57Gl+hi)=0.
D'ailleurs une transformation facile, appliquée à g (6, A) nous donne tout
de suile :
à ( F) Sin tT | 5 — Dre
4 9 6, h) — 5) ] Ch T- — cos 276
avec un dénominateur toujours différent de zéro el ayant un numérateur qui ne s’annule que si l’on a :
li Deeet = ( (mod. 1) ;
or la condition À — 0 est contraire à l'hypothèse d’avoir deux files de tourbillons distinctes.
Je n’examinerai pas les systèmes de deux files de tourbillons encore plus abstraits; je remarque simplement pour conclure, que lorsqu'on a deux files de tourbillons à périodicité longitudinale égale à Z, les seuls systèmes permanents (qui n’ont pas de vitesse transversale par rapport à l'obstacle) sont ceux pour lesquels tous les tourbillons d’une file ont le même signe, par exemple + I sur l’une et — I sur l’autre; en plus, il faut avoir :
1° ou 6—0, la file À étant alors l’image de B par rapport à une paroi recliligne fictive, placée au milieu entre A et B;
20 ou 0 — condition qui correspond au cas précédent, mais avec un
décalage longitudinal relatif d’une demi-période de A par rapport à B.
Tous les autres systèmes de deux files de tourbillons sont non-permanents.
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4. L'’énumération de tous les systèmes permanents, formés de deux files, devient ainsi facile. Mais il serait aussi du plus haut intérêt à faire cette énumération pour un système de quatre files de tourbillons. L'importance de ce problème n’a pas besoin d'être justifiée; sa solution nous donnerait le moyen de concevoir tout l’ensemble des configurations permanentes, auxquelles on est conduit par le mouvement simultané de deux obstacles, aussi naturellement comme on obtient les deux systèmes fondamentaux possibles de deux files de tourbillons. On conçoit aussi que l’étude de la stabilité de ces « rues multiples » exige la solution préalable de ce problème d’énumération. Je ferai bien cette opération, mais je n’examinerai pas le problème de la stabilité: celui-ci fera l’objet d’un autre mémoire.
L'énumération en question est un problème d'analyse combinatoire. Je suppose d’abord que chaque file ne contient que des tourbillons de même signe, disposés à une distance consécutive égale partout à L. L'application du crilérium de la parité du produit I.h nous permet de prévoir l'égalité des vitesses
pue
longitudinales de À et A; d’une part, de B et B, d'autre part (fig. 33) et ceci entraîne la condition de permanence que voici :
L'ensemble A, et R, doit être l'image de À et B par rapport à une paroi ficlive rr’ ou son image décalée d’une demi-période longitudinale =.
Cette condition ne suffit pas. Il faut que les vitesses longitudinales de À et B soient les mêmes. Pour cela on peut montrer que la valeur absolue des
intensités des tourbillons ne peuvent pas rester les mêmes (voir chap. VI). Avant de déterminer le rapport des intensités sur les files À et B (qui est le
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même, bien entendu, que sur A, et B;), je remarque que la disposition relative des tourbillons sur À et B pourra être alternée ou symétrique; d'autre part à chacune de ces dispositions relatives peut correspondre une image À, et B, qui est elle-même alternée ou symétrique par rapport à À et B. Ce qui fait en tout quatre arrangements différents. Et comme les tourbillons des files À et B peuvent être de signes égaux ou opposés, on arrive en tout à huit arrangements différents possibles. Mais si l’on tient compte des conditions physiques suivant lesquelles les tourbillons prennent naissance, le cas des tourbillons de mêmes signes sur À et B doit être exclu de l’énuméralion. Par suite de cette restriction on. n'aura que quatre arrangements au total (fig. 34), (1), (2), (3) et (4).
On trouvera la détermination explicite du rapport des intensités sur les files À et B dans le chapitre VE qui formera la généralisation du problème de l'équilibre de deux files de tourbillons, au voisinage d’une seule paroi rectiligne indéfinie.
CHAPITRE V
ÉQUILIBRE et MOUVEMENT des TOURBILLONS ALTERNÉS dans un CANAL de LARGEUR FINIE ou à PROXIMITÉ d'une SEULE PAROI
1. L'importance de l’élude des tourbillons alternés dans un fluide, limité par des parois solides, ne peut échapper à personne. Celle étude constitue en effet la généralisation naturelle de tous les problèmes, qui se rapportent aux lourbillons dans un fluide libre. parmi lesquels il faut signaler les deux plus importants : le problème de la résistance à l'avancement d’un solide et celui de la stabilité des configurations permanentes. Pourtant cetie généralisation n’a été recherchée que dans un cas tout à fait particulier. Si on considère deux files de tourbillons alternés À et B dans un canal rectiligne indéfini, de largeur w, (/ig. 36), on sait que les physiciens n'ont éludié jusqu’à présent que le cas où les files À et B sont symétriquement placées de part et d’autre de l'axe de symétrie du canal (sur la figure 36 ceci correspond à a—0). Le problème de la stabilité, développé par L. ROSENHEAD (1), la vérification des résultats par cet auteur en collaboration avec M. ScHWABE (2), le problème de la résistance à l'avancement d’un solide, traité par L. RosEnNxrAap ({‘) et H. VizLaT (5), se rapportent tous à ce cas particulier.
Il est à demander alors, comment se fait-il qu'on n’a jamais étudié d’autres problèmes, plus généraux et en premier lieu celui caractérisé par a 0, c’est-à-dire par une position dissymétrique des files À et B dans le canal. De même qu'on se demande, pourquoi les tourbillons allernés, placés au voisinage d’une seule paroi rectiligne, n’ont jamais constitués le sujet d’une recherche.
Il me semble que la réponse à ces questions doit être cherchée dans la propriété, facilement vérifiable, des tourbillons (voir un peu plus loin) de n’admettre qu’une seule position de permanence dans le canal; celle position est précisément celle donnée par a—0. Il n’y a d'autre part aucune position particulière semblable, lorsqu'il s’agit d’un fluide, limité par une paroi rectiligne unique. Or la théorie de KarMAN, relative à la résistance à l’avancement admet comme point de départ que les tourbillons alternés sont permanents, au sens
(1) Philosophical Transactions of the Royal Society, t. 288, 1929, p. 275. (2) Proceedings of the Royal Society, série A, t. 129, 1930, p. 115. (3) Annales de l'École Normale Supérieure, 3° série, L. 46, 1929, p. 259.
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que j'ai attaché à ce mot au chapitre précédent; quant au problème de la stabilité. qu'on aborde par la méthode classique « des peliles oscillations » autour d’une position d'équilibre, suppose aussi l’existence de celle position d'équilibre.
On voit donc que les deux problèmes fondamentaux des systèmes de tourbillons ne peuvent même pas être abordés par les méthodes classiques, lorsque a <0. Faut-il alors renoncer à les étudier ? Il est certain que l'existence d’un système de tourbillons, pratiquement permanent dans toutes les positions dans un canal et en particulier pour a 0, est expérimentalement établie. Cette constalalion m’amène à poser les deux questions suivantes :
19 Etant donné un système de tourbillons dans un canal rectiligne, placé dans une position autre que celle de l’équilibre, quel sera le mouvement ultérieur résultant de celte position initiale ? En particulier pour une valeur finie quelconque de a, le système aura-t-il toujours la {endance à venir occuper sa position d'équilibre ?
20 Peut-on faire une hypothèse physiquement raisonnable, capable d’expliquer la permanence (constatée expérimentalement) des tourbillons pour a <0 ?
Les mêmes questions peuvent être posées bien entendu au sujel des tourbillons alternés dans un fluide, limité par une seule paroi.
Je donnerai la réponse à ces questions par l'étude systématique qui suit. Quant à l’application des résultats oblenus, aux problèmes de la résistance et de la stabilité, je les laisse provisoirement de côté, élant décidé d’ailleurs à les publier bientôt dans un autre mémoire.
2. Voyons d’abord comment on détermine le potentiel complexe d’une file indéfinie de tourbillons, placée entre deux parois rectilignes (fig. 35). Considérons un canal dont les parois, rapportées aux axes de coordonnées X’O’Y’ sont 4x’—0 el x’—w, el imaginons une file indéfinie de tourbillons, régulièrement espacés, d’intensités + I.
Je suppose que les tourbillons ont des affixes congrus à 7, (mod. 2w;), w; élant une quantité positive purement imaginaire. On sait que l'effet des parois solides peut être assimilé à l’action d'un système de tourbillons fictifs, placés à l'extérieur du canal et déduits des tourbillons donnés par l’application du principe des images. En faisant intervenir ces tourbillons virtuels, je suppose que le fluide est illimité dans tous les sens. Un tourbillon d'intensité + I et d’affixe 7, donne lieu ainsi à un système de tourbillons d’intensités + I, d’affixes congrus à 7, (mod. 2w,), plus un système complémeniaire d’intensités — L d’affixes congrus à — 7, (mod. 2w,;) (1); et comme j'ai toute une file de tourbillons dans le canal, en appliquant à cet ensemble le principe des images, j'arrive, au lotal, à une double infinité de lourbillons, couvrant tout le plan complexe. J’aurai :
1° des tourbillons + IT aux points congrus à 7, (mod. 2w,, 2w;):
2° des tourbillons — I aux points congrus à — 7°, (mod. 2w,, 2).
a () z', est la valeur complexe conjuguée de z’,; dans la suite je désignerai toujours de cette façon les quantités complexes conjuguées.
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Cette double périodicité (de périodes 2w, et 2w,) de la distribution des tourbillons dans le plan, fait penser que le potentiel complexe pourra être exprimé par des fonctions elliptiques. On verra effectivement que leur introduction sera d'une grande utilité et j'en ferai constamment usage. Les notations à leur sujet variant d’un traité à l’autre, ce qui pourrait donner lieu à des confusions, je me conformerai aux notations employées par TANNERY et Morxk dans leur traité classique (1). Les formules contenues dans ce traité ont d’ailleurs un système de numérolage commode, qui permel de s’y reconnaître facilement; pour abréger l'écriture, je me contenterai très souvent de ne citer que le numéro des formules. Ainsi « TANNERY-Mozk XXXI-5 » par exemple voudra dire: « Cinquième formule du groupe XXXI du traité de TANNERY et Morxk ».
Nous avons vu (équation 6 du chapitre précédent) que le potentiel complexe d’une file rectiligne de tourbillons, régulièrement espacés, de distances conséculives égales à 2v, est :
Dix log sin du, (z'— 25),
où 7, est l’affixe d’un tourbillon et z’ l’affixe d’un point quelconque du plan, extérieur aux lourbillons. Si on ajoute à cette expression le potentiel :
I 2 T ! FA | Ee log sin So (z'+ Z5),
correspondant aux tourbillons — I, d’affixes congrus à — 7, (mod. 2v,), on obtient comme résultat le potentiel /, (z’) d’un seul tourbillon + I, d’affixe Z'« placé entre les deux parois x = 0 et x’ =w, d’un canal; on aura :
() = hG)—=,E los
Si l’on tient comple maintenant de lous les autres lourbillons dans le canal, qu'on déduit du précédent par laddition de multiples entiers de 2v, à l’affixe 7°, le résultat de celte composilion conduira au potentiel complexe :
I sin Ja, (z'— 75 —2 mo) hi NZ GE log prod(m) = ee) CRE; sin ne (z'+ 7 — 2m)
où le symbole prod veut dire qu'il faut faire le produit de lous les lermes à (m)
() Éléments de la théorie des fonctions elliptiques, 4 vol. Paris. (‘) Nous employons pour des raisons typographiques, le symbole « prod » à la place du symbole IT utilisé habituellement.
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ou encore, en se rappelant la formule (TANNERY-MoLk X-1) de la fonction 3, construite avec les périodes 2, et 2v, :
: T N mu? Sin?
FT —> 9, : net D | M=—=> À 04 5 Ce PC U—=SIRS-- prod D; 2 w, À y = 1 to dE SIN? — w M ay 3 Ÿ avec :
=> r? 1 Il
É ÿin , n=1 SIN? — w3 1 (On *
As I T , = ; se ART RO GR EE EE + Po 0 Go + 89 +08 EE 1 s(z'+ 70)
es —
et finalement, en s'appuyant sur les relations qui lient les fonctions s aux fonctions % (TANNERY-Mozx, XXX-5) :
9 ul )
CU 12104 etats
on peut écrire l'expression particulièrement simple :
@) h@=S en,
2 1x re TA É.
Je fais maintenant le changement de coordonnées X'O'Y’ en XOY (19. 35 )TOU :
O7 A LÉ
moyennant quoi les parois du canal seront données par z—— tr — + Le la formule (2) devient :
Eve nr ÿ ? ÿ ?
OR x 4e) (3) MOTO A log 12, É 9 Zz +7 Me : 9 ZE 29 1 2 oO} 2 2 2 (O7
puisqu'on a par définition :
Imaginons alors deux files À et B de tourbillons alternés (fig. 36) et soient :
z l’affixe d’un tourbillon de la file B, d'intensité — I; et z—AR+o; l’affixe d’un tourbillon de la file À, d'intensité + I.
Le potentiel complexe d’un tel système s'écrit en vertu de {3) :
LAS Z = 29 Eh — 0, o,( D) o)y | L ( 2 oy
(4) MED 5x log -
O _ , ns AN +2, — R —0, 2 [O7] ? 2 oo!
ou encore, en tenant compte des formules (TANNERY-Morx, XXXIV-6) :
| Ÿ, (o — 3) nr RARE Ÿ, (v)
Te 1 :
| do (o == 5) haie 9 (0)
avec :
(4 bis) CO À x log
à une constante additive complexe près, sans importance.
8. Pour avoir les conditions de permanence du système, cherchons la vitesse des tourbillons de la file À et B. On a d'abord, par dérivation, la vitesse complexe :
d ; I À | ui TAG +7 —2G— 2)
(5) ( FZG—-7%+h)—2Z(+2—h)
dans laquelle j'ai fait usage des notations abrégées (1) :
| AO EE = [log s, (+)] (5 bis) Z. (&)=t a = 9 )| (« — 1,2 ou 3) « (0) = 4 u — ri du 1108 +1 GER : — 1, ‘
permettant d'obtenir la vitesse d’un tourbillon quelconque. On sait que pour calculer la vitesse complexe en un point tourbillonnaire 2,, il suffit de supprimer
d ; À ; : Re dans (S) le terme qui provient de ce tourbillon même, c’est-à-dire le terme A Il 1
D de On a ainsi pour la vitesse complexe de la file B : AE #0
2 (u — iv} = lim [+ er + —;| (6) CR RE.
= 24 (Go + 20) + Z3 (R) — Zo (Zo + 70 — À);
et une formule analogue pour la vitesse complexe de la file A :
j NE 2 ir df 1 œ \ Tél Re
| = 2 Er + 0h +0) 2h40) JE 7, GEAR
Ë ae mi : , F. Pour expliquer l’origine du terme — CRE rappelons que si la disposition Lé ° 1 des axes de coordonnées est directe, on a :
ri
"4 da LE: 04 ee LÉ
() Ces notations ne se trouvent pas dans le traité de TANNERY-Morx,
NC ce qui nous permet de déduire par un passage à la limite :
(8) im [25 Co + 91] = Guam 0) = 5
0 € 2 wy°
On a de même, en se rappelant la définilion de : Ca U = C (U + we) — vx (a = 1,2 ou 3)
(TFANNERY-Mozx, XII-5) :
M ce.
(9) ( Z, (— u) = — Z, (nu),
ce qui nous donne sans peine les trois formules :
TI
, 1 Z Qu + w3) = Z3 (u) — . Gi ©3 — 3 y) = Z3 (ù) — SH)
TL
| | (OU ZL, @ + 63) = Ze (0) — — (ny w3 — 3 41) = Ze (u) — 2 u Op 1 ri | Lo (U + w3) — Zy (u) — G. Cry 3 — 2 4) = Zi (u) — 1
qui nous serons très utiles bientôt.
Ainsi, on peut mettre l'équation (7) sous la forme :
(7 bis) = (u — iv)a = Zo (z9 + 20 — À) — Z3 (h) — 2, Go + Zo — 2 h).
Soit maintenant x —a la ligne médiane des files A et B; on a lout de suite (fig. 36) en tenant compte des formules évidentes :
h ie
| LT (a — iv) = 2, @a<+h) + Z3(h) — Zo (2 à) Gi) Eu ne — iv) = — 2, (2 a — h) + Z;(h) + 2 (2 a),
formules dont la seconde se déduit de la première en changeant + I en — I'et h en — h. Si on développe les seconds membres de (11), en tenant compte de (9), on trouve :
1 DE) 2 (a — i0)B ic (2 a + h + ©) +C (A + &a) nc (2 a — W9) — “ A,
pee
et d’une façon analogue pour (4 —iv)A:
: ne LE Qui =—t@a—h+o)—t(h+o)+t@a—e)— TR,
qui permettent de trouver explicitement ua, up, va et vp, à condition de séparer dans les seconds membres, les parties réelles et imaginaires. Pour cela on n'a qu'à appliquer la formule d’addition de & :
;l res / CG+D—tenre = TETE
aux fonctions € (h+w,), C(2a—w,), etc. On trouve ainsi les deux équations :
2 (a — it @a+h+o)+th—t@ a+ 0) Dane 2 PCR CCE) : Qu 9 She 0 pare) (12) sé 2x u—ivh =—{t2a—-h+o)+ith+ Q@a+u,) 2 RS Tapas) \ OR TE pee M iDinÉ Eee re
dont les seconds membres sont des quantités réelles, égales respectivement à 2% 2 7 ue TT VE él y VA; quant aux composantes u, elles sont visiblement nulles :
LA UR —1(Ù
La vitesse transversale des files de tourbillons est nulle. Mais pour que le système constitue effectivement une configuration permanente, il faut que les files À et B soient en équilibre relatif complet. La première condition pour cela ua — up = 0 est remplie. Voyons s’il en est de même de la seconde, concernant les vitesses longitudinales v.
Les formules (12) nous donnent après soustraction, l'expression :
a — 0) = — 1 (2 a +h+o)—{@a—h+o,) +26(2a + «w) LE P’ (2 A 07) p@a+o)—es qui se simplifie encore par l'application de la formule d’addition de la fonction € (TANNERY-MoLx, CIIT-1) :
t (a YF) TGS) ACCES PE | pa—pf et nous donne :
4 2T l 1 1 13 Ti AM = re 1) ( ) il (DA vB) P (2 a + 1) [= HE P (2 a re wi) À P (2 a Ev ©) PE =
Or pour que les files À et B soient à l’intérieur du canal, il faut que l’on ait :
R<+2a + uw,.
ne en résulte que ph > p(2a + w,). Et comme 2a + w, est réel, p@a+w,)=e,, l'égalité se rapportant au cas où l’on aurait a — 0; d’où a fortiori p (2a + wÿ) > ex.
Le crochet de (13) est donc une quantité posilive qui ne deviendrait infinie que si l’on supposait À —+2a—+w,, autrement dit que si l’une des files coincidait avec une paroi; hypothèse qui doit être écartée a priori. Quant à la quantité p°(2a+w,), elle ne peut s’annuler pour «a réel que si a —0.
Concluons : pour qu'un système de tourbillons alternés soit en équilibre dans un canal, ou en d’autres termes pour que la vilesse transversale absolue el la vitesse longitudinale relative des files À et B s’annulent à la fois, il faut et il suffit que a —0, autrement dit que la ligne médiane des files coincide avec l’axe de symétrie du canal.
Cette position d'équilibre est unique, comme le montre très nettement la formule (13). Mais il serait tout à fait prématuré d'en conclure — par intuition — que si un tel système de tourbillons se trouve dans une position initiale autre que a=ay=0, les tourbillons doivent avoir la tendance à revenir vers l’axe de symétrie du canal, uniquement parce que c’est leur seule position d'équilibre (1). Une différence fondamentale se présente ici lorsque &, est fini, par rapport aux résultats obtenus à partir des « petites oscillations ». Si on se bornait en effet à des oscillations infiniment petites autour d’une position d'équilibre, la discussion des équations différentielles du mouvement nous donnerait soit une période oscillatoire réelle et dans ce cas on dirait que le mouvement est stable, soit une période imaginaire correspondant à un mouvement instable. Mais il en est autrement dans le cas des oscillations d'amplitude finie. Je vais montrer un peu plus loin que les tourbillons alternés peuvent osciller autour de positions, autres que la position d'équilibre a—0, pourvu que ces oscillations ne soient pas infiniment petites.
Pour pouvoir traiter ce problème, j'appliquerai une méthode tout à fait opposée à la façon habituelle de procéder qui consisterait à chercher des solutions particulières périodiques et sinusoïdales des équations différentielles du mouvement. Ce dernier procédé a rendu de grands services et a permis notamment de trouver les critériums de stabilité des tourbillons dans un fluide limité ou en fluide libre. Cependant lorsque les oscillations ne sont plus infiniment petites, même le caractère sinusoïdal du mouvement disparaît et dès lors il serait erroné de leur imposer artificiellement la nature des trajectoires et le caractère cinématique précis du mouvement.
4, Je remarque que lorsque a <0, les tourbillons À et B ont la fendance à subir un décalage longitudinal relatif, tel par exemple qu'on voit sur la
(1) Voir à ce sujet L. RoseNHEAD, Proceedings of the Cambridge Phil. Soc., tome 25, 1929, p. 271%
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figure 37. En plus de la demi-équidistance w,, on a ici un décalage longitudinal relatif égal à 20w,. Nous savons jusqu'à présent que le mouvement ultérieur, résultant de la condition iniliale a=4a<0 Se manifestera par une variation de 0 à partir de la valeur initiale égale à zéro. Mais qu'arrivera-t-il lorsqu'on aura 0 -< 0? Visiblement le mouvement le plus général du système des tourbillons ne peut affecter que les paramètres a, h et 6, c’est-à-dire les paramètres qui caractérisent la position relative des files par rapport aux parois et par rapport à elles-mêmes, sans faire intervenir les tourbillons individuellement. Si on réussit alors à trouver une équation différentielle entre ces trois paramètres a, h et 4, l'intégration éventuelle de l'équation du mouvement nous permettra de discuter la variation de ces trois paramètres.
Reprenons l'étude faite précédemment et prenons comme point de départ la recherche du potentiel complexe correspondant aux valeurs non nulles des paramètres a, h et 6. Si je désigne comme tout à l'heure par :
z l’affixe d’un tourbillon — I de la file B,
et Zzo — À + (1 + 28)w, l’affixe d’un tourbillon + I de la file A,
Pts ar on écrit le potentiel complexe de la même manière que (4). On a :
de (£ 2 9, (£ — Z+h—(1+26) =)
Ge (EU)
ou encore, en tenant compte des formules XXXIV-6 de TANNERY-MoLk, déjà
citées :
| 9 (£ EX) s ) 2 D] ; k Je (14) LD = 55 log — 1 re :
ñ s 20) Les 2 u)y ù) ») w
f dd à 1 ac tor 1 sa 24 à 1:
formule qui n’est déterminée qu'à une constante additive complexe près.
tre
D'autre part, la vitesse complexe en un point z, extérieur aux tourbillons sera, en vertu des formules (5 bis) :
df ! I = LA DU GE 2) EL CR 0) 2% (eg —R— 20 0)
ce qui donnera, d’une façon analogue aux équations (6) et (7), la vitesse complexe des files À et B. Celles-ci s’écrivent respectivement :
| = Cu — iv}e = 2 (0 + 29) + Zs ( — 20 04)
(5) —_ ln 2h 20)
| ER nr AC hou) Ant A 200) — Z, (o + Z9 — 2 h).
Je pose encore :
et j'écris les équations (15) avec les nouvelles variables :
| LT (u — iv) = 2, Ga+h)+2,;(h—260;) —Z(@a—26 3), (15 bis) Fe | LG — iv)a = — 23 (Ch + 20 03) + Z (2 à + 20 05) — Zi (2 a — h),
dont la seconde n’est autre que la transformée de la première, en posant — I, — h et — 0 à la place de + I, + À et + 6.
Les formules (9) qui lient les fonctions Z, à la fonction € äe Weierstrass, permettent de mettre (15 bis) sous la forme :
/ LT Qu — io = t Ga + h+ 0) + Eh + —20) 0) — Ga + +209) 07) — TER,
LT (u—a=—t@a—h + wo) — EC (— h + (1 + 2 6) W4)
| +iCata+A+29e)—T TR,
forme très utile, parce qu’elle nous donne le moyen de séparer les parties réelles et imaginaires des seconds membres. Il suffit pour cela de se rappeler que o;
est purement imaginaire el de décomposer les fonctions £ où vw, intervient, suivant la formule d'addition de 6. On trouve ainsi sans peine :
fes 2 * LE (a — io) = € @ a + h + 0) + Eh —E@ a + w)— = h
7 Ana ph=p{i—26%e 2 pCa+uw)—p({i—26)e | 2
LE (u — iv) = —t@a—h Low) +th+L(Ca +) — de Ë
I PERS PIE 2) ee mIRC pPA+26)o; 2 ph—p(1+206)o 2 pCa+k+o)—p(l+20t)o;
et on effectue à partir de ces équations-ci la séparation des parties réelles el imaginaires. Les vitesses cherchées des files À et B s’écrivent alors :
L 4x 4x {ue L TU —=Tu=EpA+20 0% É: op (le 20)
DDC) =
nt @a A Le)tth CO) 1 (O7 Ne mots Léa) 2ph—p(1+20)o; 2p@2a+o))— p(i +20), ° DUT 2 ur T = {CG a—h+o)+{thR+iCa + &4) — . h ss 1 p'A 1 p@a+uw,)
\ D php ADe SpOd Lo) = ATCDES
La première conséquence à tirer concerne les vitesses transversales ua et up. Elles sont égales, quelle que soit la valeur de 6. Si 6 est nul, on a vu que les vitesses transversales sont nulles; si par contre 80 <0, on aura, en vertu de la première équation (17), des vilesses transversales différentes de zéro, mais égales sur les deux files. Conséquence : pendant le mouvement des tourbillons, la largeur h de la rue ne change pas. C’est pour cela que je pose tout de suite :
R — constante.
Les valeurs individuelles de la vitesse longitudinale v4 et vp des files A et B ne nous intéressent pas. Mais il est important de connaître la vitesse longitudinale relative va — vs. Nous avons, à partir des deux dernières équations DENGUTE
1 Ga —vB) = —{Ca+h+o)—{(@a—h +) +26 (a + v,)
: pa +) PCA +0) — p (A +20) w4
Se ou encore, en appliquant la formule CIIT-1 de TANNERY-MoIx :
p'« pa — pl
C(a+B)+T(a—B)—2ta—
avec a—=2a—+u, et 8 —h :
{ 27 + 1 \ [TN (LA — UB) = P (2 a + y) a Res P @ à se %1) (18) ee \ P (2 a + wi) = P (1 + 2 0) (Op: À Le crochet du second membre étant toujours positif, va — vp sera de
même signe que p (24a-—+w,), c’est-à-dire posilif si a est positif et inversement. 5. La discussion cinématique de la première équation de (17) et (18) sera grandement facilitée par lartifice qui consiste à éliminer le paramètre {emps et tâcher de trouver une définition géométrique de la courbe (a, 6). Cet artifice n'offre pas de difficultés. On-se rappelle que A = const. ; quant aux deux autres paramètres a et 6, l’examen de la figure 37 permet de les relier à la vilesse. On est amené ainsi à poser tout naturellement :
re da Ua = UB — 7; ( ) 2 63 do UA — DUB —= —— 1:
et à éliminer dt entre (17), (18) et (19). On arrive à l'équation différentielle, particulièrement simple :
20 2 p(2a + w,) da 203.p'(1+20)o3.d0 0 (eo) [ph—=p2a+o,)f [ph—-p(A+26)o} ”
dont l'intégration est immédiate. L'intégrale générale s'écrit :
1 1 a OO
ou encore, si l’on remplace la constante d'intégration C par les conditions initiales :
1 1 1 1 (21) ph—p@a+te) ph—-p(+26)e; ph—p(2040 +1) ph—e,°
J'ai obtenu ainsi l'intégrale du mouvement relatif des files A et B, en fonction de leur mouvement transversal dans le canal. Et ceci en supposant que ces mouvements sont finis. La discussion des équations (17) à Cal)Sesteires
ONE
instructive. Portons d’abord notre attention sur (17) et (18). Le crochet de (17) est négatif et ne s’annule jamais. Sa valeur :
pea+ow)—ph [ph — p ( + 26) es] [p @ a + eo) — p (À + 2 0) w3|
a un dénominateur visiblement positif et un numérateur négatif, puisque la condition :
h—w <2a< wy—h
exprimant le fait que les files À et B se trouvent effectivement dans le canal, nous donne nécessairement :
ph> p (2 a + w).
Quant au crochet de (18), il est positif, sans jamais s’annuler. Si je ; : dô à , considère maintenant l'équation (19), je vois que TT est de même signe que p(24a+w;), c’est-à-dire de même signe que a
0 croît si a > 0 et décroît si a < 0.
La variation de a peut être déduite à son tour de (17) ou de (20). On a
da vu que le crochet de (17) était négatif. Donc en vertu de (9), 7 F SSt de signe
. 1 : ; ROUE 1 ; opposé à celui de re p (1420), qui est réel et positif si n<0<n+ DÉ réel
Dre 1 : n et négatif si ICÉEES NEUTRE EEE nul Si 0—,
quelconque. Par conséquent, si l’on part des valeurs initiales a—a,-0 et
n étant un nombre entier
—0,—0, 8 croît et tant qu'il n'aura pas atteint la valeur D) (si jamais il en da net Fe sera ainsi), On aura PTS < 0, c’est-à-dire a sera décroissant. La conclusion est
: Al s :
inverse si — <P< 1 (Sil:y a Lieu).
a décroît si n<0< n+ _ et croît si n + = 0 n-+ 1, n étant un nombre entier quelconque.
Deux mouvements essentiellement différents doivent alors être distingués, suivant que 0 pourra ou ne pourra pas atteindre > en valeur absolue à partir de 0=0, —=0'et a= a > 0.
Re col ;
19 6 restant inférieur à z en valeur absolue, «a sera décroissant et atteindra la valeur zéro. Pour qu'il en soit autrement, il faudrait en effet, vue la continuité de la courbe (a, 0), donnée par (21), que la dérivée . s’ahnule et redevienne positive pour une valeur a positive ; or pareille éventualité ne pourrait avoir lieu que si l’on avait + P' (1 +2 6)0; — 0, autrement dit que pour | 6 | — 2
ce qui serait contraire à l’hypothèse.
NT
: 1 Soit 0 —0, <-- la valeur de 6, correspondant à a — 0: Pour la valeur zéro
d de a, on a en vertu de (18) et (19) 7 — 0er << 0. a devenant alors négatif,
: 2 dô x ; fl
fera changer le signe de > © même lemps que celui de p'(2 a + w,); Ti Sera ainsi négative, lant que a restera négatif. Or si 0 diminue, il en sera de même da e a |quien diminuant, passe par la valeur zéro pour 8 — 0 et devient positive sitôt que 0<0. | a| sera décroissante et s’annulera pour 0——6,, en vertu de
de
se “ : SL ee ; l'équation (21). a redevenant positif, di à positive, donc 6 croissant et on aura de nouveau a—@, pour 8—0. EL ainsi de suite.
La courbe (a, 8) aura l’aspect d’un ovale, parcouru en sens direct (fig. 38). Je désignerai ce mouvement par mouvement M.
c 2 à : : 1 2° Si 6, augmentant au début, à partir de 8—0, atteint la valeur TZ avant
er + Hat que a ne s’annule, a ne s'annulera jamais. En effet comme la dérivée I De
t da
s'annule que pour 8 — TS (n—entier) qui sont des racines simples en 6 de re ie _ 2-1 re 1
la dérivée — sera positive pour 0<8< - et négative pour The 0<Z1 (mod. 1)
dt Es : me 1 . a dô si toutefois 0 pourra dépasser la valeur DÉ Or il est facile de montrer que SF
sera {oujours positive, puisque le signe de cette dernière est le même que celui «y
de p'(2a+w,); et p'(2a—+w,) est positif puisqu'on a certainement 0 <a < D:
La courbe (a, 8) correspondant à ce cas aura un aspect sinusoïdal, et sera parcourue dans le sens des 0 croissants. Je désignerai ce mouvement par mouvement M' (fig. 38).
Tout revient maintenant à savoir quelles conditions donneront lieu à un mouvement M et quelles autres à un mouvement M’. Soit la condition initiale
& = &@e et 0, —0 correspondant à une courbe telle que 8 — np] correspondant à a—0 soit un de ses points. Je dis que a, —ac. est une valeur critique des conditions iniliales.
1 ; Exprimons en effet que le fait que a—0 et 0 — 5 est un des points de la
courbe critique. L’équation (21) nous donne :
1 _ 1 1 ph—p@a+uo) ph—e, tee ou :
@Rÿ — ee (22) p @ & + os rem
Cherchons d'autre part la condition pour que léquation (21) admette une solution réelle de 8 pour a—0, autrement dit pour que la courbe (a, 0) coupe l’axe a — 0 en un point réel.
Si l’on a a—0, (21) devient :
1 1 1 1 pPh—e ph—pA+209 ph—p@a+e) ph—e"
Or si 0 est réel et différent de 0 et ns , l'expression : 1 nl 1 1 PR—pP(+26)u ph— es Es Ph—e; ph—p (2 a; + w,) 1 1
= PR—p@a +) ph— P (2 &j + wi)
CRT es doit être positive et finie, autrement dit il faudra que l’on ait :
PC ae + 0) > p @ à + 0) OU :
0 < ay < ac.
Cette condition pour avoir un mouvement M est suffisante, car si l’on
suppose ÿ — TZ On a en vertu des équations (21) et (22) :
1 1 1 1 Ph—p@a+o) ph—-p@at+to) ph—e ph—p@Aa+u) ETS PR rt et rt
_ ph—p(@2ac+u) T ph—e,
permettant de conclure à l'existence d’une solution réelle en a;<0 (mouvement M') si p(2a+w,)—e,;, toutes les fois que l’on aura : P @ & + wy) > p (2 à + wy) c’est-à-dire pour :
os h
DER es ee
En résumé, étant donnée üne valeur critique a de a, solution de l’équa- Bon (22%
Si do de et 0, —0, on aura un mouvement (a, 8) de genre M;
Si do >@ce et 0 —0, le mouvement (a, 8) sera de genre M’.
pour a —a@,. Cette configuration initiale n’est autre que la double file symétrique.
G. Il faut encore examiner le cas où les conditions initiales seraient 8, —
1 , Fe va Comme 6, — Di correspond à une valeur &, positive de «a, on est certain d’avoir toujours un mouvement de genre M, à condition bien entendu qu’un tel mouvement soit possible. Il faut pour cela que la file B (la plus proche des parois) ait - . L4 - x (0) .
toujours une abscisse inférieure à re , Où encore que le maximum de a corres- 3 ; : oy — À pondant à 0—n—entier, ne dépasse pas Fo Ecrivant pour cela l'intégrale générale de (20) avec les nouvelles condiions initiales :
1 1 " l ph—p@a+e) p hR—p(+269u ph—p(24a; + w;)’
(OP h : 1 Fr < , , SEE et exprimant d'autre part Que Amax < 5» la valeur a de a, s’en déduira
par la condition ph > p (2 Amax + w,) (avec 0—n); par conséquent si lon pose :
(24) p@ae+w)=2ph—e,
rie
on aura une seconde valeur critique a’. de &, donnée par (24) telle que :
si 4 <d'e, On aura un mouvement de genre M, si dde, aucun mouvement permanent nest possible, parce que les tourbillons percuteront les parois au cours de leur mouvement.
7. Cette valeur critique a. est moins importante que la première ae. Cette dernière nous montre que si les tourbillons alternés se trouvent écartés de leur seule position d'équilibre (a—0) dans le canal, ils ont la tendance à y revenir si d@<@; par contre, ils n’y reviendront plus si l’on a & >@, c’est-à-dire si on les a trop écartés de leur position d'équilibre. D'autre part, on vient de voir que si & > &, les tourbillons alternés constituent un système mécanique, capable d’osciller autour de certaines positions qui ne sont pas de positions d'équilibre. La différence la plus intéressante entre les deux mouvements M et M est la grandeur de l’amplitude de l’oscillation transversale. Si a, <@e, amplitude du mouvement transversal est &, qui est finie ou infiniment petite, tandis que si
d > de, elle est égale à ca (4 — 4) où à, est solution de l'équation :
1 1 1 Php) ae pienp Cay+oy) ph—e
el aura par conséquent toujours une valeur finie.
Remarquons cependant que le mouvement M’ n'est pas une oscillation proprement dite. Dans ce cas en effet, tout en ayant une oscillation transversale dans le canal par rapport au paramètre a, 8 est une fonction constamment croissante et chaque période de a aura comme résultat de faire avancer la file A par rapport à B d’une période longitudinale 2w,. Si on retrouve tout de même, après une période oscillatoire, état initial du système, ceci tient uniquement au fait qu'il y a une infinité de tourbillons sur les files A et B.
c , da 2 wa dû De 47 La connaissance des vitesses 4h et Tr grue suffit pour caractériser la
nature du mouvement des files À et B. L’accélération n’est pas utile. Je l'indique tout de même sans discuter sa variation. Elle s'écrit :
Sr. d RP Ca+ 0) —p( +290
= 5 y! 2 p° (el +2 6) Re =—p@at+o)|r a AU er men (25)
a æ 6 plPGa+o)—pA +292
= 1) s\ 2p° CRE) = — p' (1 +20) w [: Ga +) + ne cou
et sa connaissance pourra être ulile dans d’autres recherches, qui n'ont pas pu trouver de place dans ce mémoire.
8. Un cas particulier intéressant est celui où les deux files de tourbillons A et B, d’intensités + I et — I sont confondues au début, c’est-à-dire lorsqu'on a
h=—0. La recherche du mouvement ultérieur se fait d’une façon analogue au procédé décrit au début de ce chapitre. Sans indiquer les calculs intermédiaires qui ne constituent pas une nouveauté, j'écris simplement les résultats. Je montrerai notamment que la largeur de la rue (qui est nulle) sera encore conservée au cours du mouvement. Introduisant en effet un écart longitudinal relatif 2 0w, des deux files À et B, initialement égal à zéro, et gardant toutes les notations précédemment employées, on trouve un potentiel complexe :
es Z = 2 (] ») Et er Fa) (Er = (26) PC) = 9 ir log (° + «) a —)() %) É see < 2 w 2 œ)4
on a d'autre part, par quelques calculs faciles, les vitesses complexes :
0) _ [LG (2 a — 2 063 — 69) — C (2 a + wo) — (1 — 29) w;]
Le pCa+oe)—p(Ai—26) Air p (2a+o)—p (1—26)e;
(27) G@— iv 351 a + 200 — 0) + 12 a + 4) + EI + 26) wo | | I pOa+o)—p'(1 +26);
_ Airp Ca+o)—p (+20);
ou encore, en séparant les parties réelles el imaginaires :
as hein HN) RRe \ He pCa+oy)—p(A +26); (28) Re OL M rt) DUR 7 pCa+uwy)—p(A +26) 03 On voit bien que :
dh
Je pose encore :
(29) Dm Eee EEE et HTC 7
et j'élimine le temps dt entre (28) et (29), ce qui me conduit à l'équation ditfé-
rentielle :
4 ri p(2a + 04) — p(1+20)o; Il p'A +20)o;,
< 2r pa + bee tr
RE RP CCD Pa
dt da
dont l'intégration est immédiate. L'intégrale s'écrit : (80) pCa+e)—p( +26) 0; =p(@ 00 +1) — 6; après avoir remplacé le second membre par sa valeur déduite des données initiales a — a, et 8, = 0.
Le maximum de 6, correspondant à a —0 étant solution de l'équation :
PO + 2 6max) 63 = € + 63 — p (2 @o + wi) et comme on a certainement pour @ réel 6, — p (24, +w,) <0, on trouve : P (1 + 2 Ümax) Wa ere es
, 1 ce qui entraîne Ümax < %, COndilion toujours remplie. Par conséquent le mouvement de genre M est toujours possible et ce n'est que celui-ci qui est possible.
. . . 1 . . . (07 On voit d’ailleurs que pour avoir 6max = %, il faudrait que l'on ait & =,
autrement dit que les tourbillons coïncident au début avec la paroi tie
canal, ce qui est évidemment impossible.
9. Parmi ces mouvements d'amplitude finie dans le canal, il y en a encore un, qui mérite d’être signalé. C’est le cas d’une rangée unique de tourbillons, de même intensité + I, d’abscisse initiale x —a,. Pour plus de généralité je suppose que les tourbillons ayant un rang de même parité ont un décalage longitudinal relatif 260w, par rapport aux autres. J’apellerai ua — iva la vitesse complexe des tourbillons de rang impair (ou pair) et up — ivs celle des tourbillons de rang pair (ou impair). À l'instant initial, tous ces tourbillons se trouvent sur une file confondue, d’abscisse & et je suppose d'autre part qu'à un instant ultérieur
; =. : : R ; déterminé, les tourbillons À et B ont une abscisse a — -- et a + T respectivement. Je n'écris pas le potentiel complexe qu’on obtient par la méthode indiquée plusieurs fois; je me contente de reproduire les calculs, à partir de l'évaluation des vitesses. On a de différences essentielles par rapport au cas des tourbillons de signes opposés sur À et B. On trouve en effet facilement que :
I — 1] il 4 HT (= +26), à pCa+o,)—p(i+26) = | P(+26)3,
LE ph 2 ph—p( +20,
= ge |-th—t@a +o)—1@at+e R) —
T 1 p @ a + w,) de 2pCa+e) pÜr2)0 lo |
Er Éerrevor PCA Ed) = pATE20) = | PA +26) 03,
il p'h 2ph—p(+26);,
== |th—t( A+o)—{2a+o, + h) +
1 P' a + w1) 2 x 21p @ a en A0 NT e) |.
se
On voit d’abord que ua = — us. Comme la somme ua + up est nulle, on conclut que la ligne médiane initiale des files de tourbillons a, reste constante pendant le mouvement. En particulier si l’on a eu au début a—a,, les tourbillons s’écartent de part et d'autre de &, avec la même vitesse transversale, en valeur absolue. Pour que cette vitesse transversale soit différente de zéro, il faut que l’on ait p'(1+20)0,-<0 pour 0 réel, c’est-à-dire 0 <0 (mod. o,), autrement dt il faut qu'à l'instant initial les tourbillons ne soient pas régulièrement espacés avec la même période longitudinale w, sur la file æ—a,. C’est pour celle raison que j'ai supposé l'existence d’un décalage longitudinal relatif des tourbillons d’un même rang de parité par rapport aux autres.
On trouve d'autre part, en écrivant la vitesse longitudinale relative, que :
I »)'A LOL ET [2 cea+e mn +i@cto +]
ou encore, en tenant compte de la formule CIIT-1 de TANNERY-Morx, relative à la fonction & :
! os 1 1 ; Se RE Te [= —p2a+o) ph—p(i+26) "| pr)
On voit que si l’on admettait la condition initiale 8, —0, on aurait non
û "Det
dt
R, = 0 aurait entraîné hk = 0, d’où un passage à la limite, opéré sur (32), aurait
donné va — vp —0; en d’autres termes, on aurait eu alors un système per-
manent.
: : ; AU seulement ua — up = 0, mais aussi va — vB — 0, puisque la relation —-
Appliquant la méthode déjà exposée, qui consiste à éliminer le paramètre temps entre les équations :
dh | Fr 2 uB le es urren] »' (1 +26) (33) D Tr ÊÈ= (+29 pCa+o)—p(1+20); PCT OP
2 w3 dû se LA | il RE 1 | D dl cp ph—p(@2a+u),) ph—p({i+26)os Dee on arrive à l'équation différentielle des trajectoires :
— p'h dh p'hdh — 2 63 p' (1 + 29) w; do ph— p (2 a + «w) il ph — p( +26); 2 (DE: p' (1 ci À 6) O3 dû .
NT péa tu) PO +20
dont l'intégration est immédiate. Rappelons que a —constante; nous aurons :
1 1 ee 1 _ On Gao) pCa Eu) pl r20e 0 pOa po) pr 28)
puisqu'on a comme condition initiale A, —0 et 0—04.
RAD
La discussion du mouvement (A, 6) devient alors simple. Comme À part dô avec la valeur initiale zéro, on a (T), —\1} 1Veh 1e: dl De P ë Or pour 0€ <% ; rP (1 +20) w3 > 0, donc < 0, ce qui donn
do j pour l'instant ultérieur h << 0, ainsi que p'h>0 et Te 0. Par conséquent
si 0 croît à partir de 6,, la quantité h, qui est zéro au début, est décrois-
CU De . ee , :
sante ; la dérivée er: redeviendra positive si 0 aura atteint et dépassé la
valeur LÉ Pour qu'il en puisse être ainsi, il faut que | hmax | vw, — 24, autre-
ment dit ph => p (6, — 2a). Or cette condition est toujours vérifiée, puisqu'on a en vertu de (34) :
Re = RE =0; P Œmax) — pa +o) pOa+e) —p(+26%)0; > 1 s dh See une fois > et par conséquent re > 0, hÀ << 0 augmentera et atteindra la valeur zéro pour 8—1—8,, en vertu de (34). À ce moment-là, À partira avec
es dé Re us ; une valeur positive et da Une valeur négative; et ainsi de suite.
ï Par conséquent le mouvement de ce système est toujours possible; la trajectoire (A, 8) a la forme d’un ovale, et est parcourue en sens indirect. Les demi-axes de l’ovale sont :
6) = (1 269 ettr avec :
Phi =2p(2a + 0) — p(1 + 2 0) ox.
On voit que À, est d'autant plus grand que a est plus petit et 0, (supposé compris entre 0 et1/2) est plus voisin de zéro. À, serait maximum pour a—0 et 0, — 0, si le mouvement pouvait avoir lieu pour de telles conditions initiales.
Je ne discuterai pas cette configuration avec plus de détail, parce que son intérêt est surtout spéculatif.
10. Par contre le problème fondamental de ce chapitre relatif à la double file alternée de tourbillons, mérite une discussion numérique. Par suite de la longueur des calculs intermédiaires, je n’examinerai qu'un cas particulier simple. Je prends un canal éfroil par rapport à 2w,, en choisissant un module K=sinc=—sin 700.
Je prends :
vw; = 10 et h=3
sans rien présumer sur la stabilité d’un tel système, Comme :
k — sin 70° — 093969 et X — sin 20° — 0,11696
ESS
je trouve, en désignant les intégrales complètes de LEGENDRE de première espèce par K et K':
di 1 Lee | J ei ne Dons \ Le — 1,6200 (1).
va — x?) (1 — K£ x?) J Va — ax?) (1 —k°2 x?)
Faisant usage d'autre part des formules :
a DU 2k2— 1 Vies COR AE qu'on déduit facilement des relations :
ej Fete; —0 et pes on trouve :
J'ai ainsi les éléments nécessaires pour le calcul numérique de la fonc-
tion p. Ceci se fait le plus facilement au moyen des fonctions de JAcoBI sn, cn et dn, auxquelles la fonction p est liée par la relation classique :
P (a | QE Wa) — €: + snÊ (a €, — 3 k)
Cette formule me permet d'évaluer p, lorsque x est une variable réelle. Par contre le calcul de p pour un argument imaginaire nécessite une transformation. d’ailleurs très simple, moyennant quoi, son calcul se ramène à celui de la fonction p avec un argument réel. Nous avons, en écrivant iu à la place de u:
Ep ues ë sn? (iu Ve, — es, k) or, si l’on tient compte de la formule (2) :
. Sn (v, k') ln (v,k')
SUD DE
et de la relation évidente sn? + cn? — 1, on trouve (?) :
1 1 sn? (iv, k) TE CN) LE
Si l’on substitue alors l'expression de sn (iv, k) dans la formule de p (iu), nous obtenons :
er ——C
DORE Cr À sr? (u € — € k)
() Voir JAHNKkE-EMDE : Funktionentafeln, Leipzig 1933, p. 150. (2) Voir APPELL-LACOUR : Principes de la théorie des fonctions elliptiques, Paris 1922, p. 161,
(3) APPELL-LACOUR, loc. cit., p. 166.
formule à laquelle on aurait pu arriver encore par la construction de toutes nos fonctions elliptiques avec les demi-périodes £ el w,i, suivie d’une transformalion homothélique, avec un rapport d’homogénéilé égal à EVA (voir Tanxery-Morx, VII). |
Je peux maintenant calculer la valeur crilique &@e de &, donnée par (22).
Jai d'abord:
lu = == PT sr (A Ve — es k) cr® (h VE — C3, k)
>h—e,; — ph —e; —(e, — e;) = (e e2) ) 11 €g 1 3) la De (h Vies ya k)
puis :
1 1 1 ; = L Le — care a sn (h Ve, — €, k) L: Te ne (h Nr ne a. ;
ph—e ph—e, de même, on a la formule :
1 Nu snÊ [ (2 de + w4) Ve, — €%, k| sn? (h Ve, — € k) Ph—p@& +0) 4 —6 sn [Sa Fo) Ve, —e:, k] — sn (h Ve, €, k)
Si je substitue ces deux expressions dans celle de (22), on trouve :
(35) sn° [C2 de + vw) Ve, — es, k| — sn? (h Ve, — 3, k) [1 + cn? (h Ve — es; k) |. Pour À —3, w, —10 et k—sin 70°, on trouve successivement : sn (hVe, — es, k) — 0,64149 sn | (2 ac + 63) Ve, — e3, k] — 0,8085 — sin 5357! d'où (2)r:
(2 ae + 1) Ve, — es = F (k, #) — 1,0903 24e + w — 4,3532.
Or, 24e +uw, équivaut à w—2a, puisque (TANNERY-Morx, LXXII) sn(2K—u)—snu, d'où la seule solution géométriquement acceptable pour w + 2 ac = 4,3532 et w, — 10:
(36) de = 2,8234.
Ecrivons maintenant l'équation des trajectoires (21), en remplaçant les fonctions p par leur expression suivant des fonctions de JAcoBr. Nous avons :
sn? [ca + 20) w; Vanne, — 3, k| — sn? (2 op + y) Ve es a k| (37) sn [a + 20) w3 Ve — es CR k| — sn [C2 a + wi) Vases — €3 K |
» sn | (2 a + w4) Ve, — C3, k| — sr (h Ve — € k) sn° [C2 y + wy) Ve, — €3, k| — sn (h Ve, — 3, k)
(1) JABNKE-EMDE, loc. cit., p. 139,
Cette expression pourra être mise sous deux formes différentes, dont chacune est plus commode que l’autre pour les calculs numériques, suivant LE 2? L * qu'il s’agit de & << 4 où à > ae respectivement.
À titre d'exemple, je prends pour le mouvement M : a —2 el pour le mouvement M': a, =—3.
Mouvement M.
Pour a = 2, on a w, — 2a, = 6 ou :
6 Ve, — = 606 K
sn |[(w, — 2 ag) Ve, — es, k] — sn (0,6K, k) — 0,92335. On a trouvé d’autre part pour À = 3 :
sn (h Ve, — e:, k) — 0,64149.
L'équation (37) se mettra alors sous la forme : sn [Ga + 26) 62, Ve et, k|
sn? [2 ao + w)Ve, - 3, k| — 25m (h Ve, 3, k) | sn2| (2 a + w)Ve, - €», k |
+ sn! (h Vei-es, k)
NES Re TR Re sn? [«2 o + wy) Ve, — C3, k| — sn (2 a + w,) Ve, — 3 k|
0,02955 sn? [(2 a + y) Ve, — es, k] + 0,16934 0,85257 — sn? [C2 a + w) Ve, — C3, k|
et permettra de déterminer la courbe M par le calcul de 6 en fonction de a.
Or si u est réel et si nous posons sinv=sn(u,k)=sn L «2 a + w,)Ve, — C3, k| avec k=sin 70° et K—2,5046 d’une part :
W9 Ve, —e,=1K" ,; sinpu—sn{[(1 +26) K',K]
: ASIE 20)IKQUR — digg ER = sn IA) AN EE
avec k’ —sin 20° et K’— 1,6200 d'autre part, on peut dresser le tableau ci-contre :
| a u/K ul y sin y sin?v | —teu U sin & 10]
Tous les calculs numériques, concernant les fonctions elliptiques ont été faits en utilisant les tables de JAHNKE-EMDE.
ne Mouvement M.
On a :
es K dors >» Of — 245 = 4 ; 4 Ve, — ex —4 ous sn [Co — 2a) Ve, — es, k] —sn (0,4 K, k) = 0,77288.
La valeur de À, K, K’, k et k’ sont les mêmes que tout à l’heure. Résolvant l'équation (37) suivant a, on trouve :
sn? [C2 a + y) Vey — €», k|
not (A Ver — C3, k)— sn [2 po + vw) Vo CR k| sn? [Ga + 2 6) Ve. — 3 k| (39) | 2sn (h Ve,-es, - Ca, LE sn [2 do + y) Ve,-es, - C3 k | — sn? [a + 20) wVe, - € K | __ 0,16934 — 0,59643 sn? IRL OVER — es k] 0,22659 — sn? [(1 + 2 0) w: Ve, — es, k]
On procède alors comme pour le mouvement M; on pose :
sin v = sn (v, k) avec v = (1 +26) K gv = sn [Ha ave. es, k]
sin ® = sn [C2 a + wy) Verre €, k|.
On calcule le tableau suivant :
Dans le résultat final, concernant le mouvement M et M, il ne faut retenir que quatre chiffres au plus, le dernier chiffre pouvant d’ailleurs varier d’une unité. Celle précaution se justifie par les nombreux calculs intermédiaires (interpolations, etc.) que je devais effectuer pour arriver à la relation (a, 0},
Les relations relatives aux deux genres de mouvement M et M’ sont traduites graphiquement par la figure 38, après avoir dilaté un peu l’échelle de la variable 0. Les courbes M et M’ confirment la discussion algébrique, que j'ai faite auparavant, à partir des formules (17), (18), (19), ClNert22)
La conclusion principale à laquelle j'arrive est ceci
Si une double file de lourbillons alternés se trouve à l'instant initial à une distance inégale des parois d’un canal, les tourbillons ne sont pas en équilibre. Ils doivent osciller transversalement dans le canal, en synchronisme avec l’oscillaton longitudinale d'ensemble caractérisée par la variable 6.
Comme la viscosité agit, il serait trop demander à la théorie ci-dessus esquissée, de traduire exactement ce qui se passe dans la pratique. Sans faire l'étude du rôle précis, joué par la viscocité, cette tâche dépasserait beaucoup nos connaissances mathématiques actuelles, on peut dire que même en tenant compte de la viscosité, il faut qu'il y ait une fendance à ces mouvements M St M
Quel que soit le genre M ou M’ du mouvement, les tourbillons alternés ont toujours, à l'instant initial, la tendance à se rapprocher du milieu du canal ; si ce rapprochement peut se faire de telle sorte que pour a — 0 on ait encore
Fig. 39 Fig. 40
ROZ à , dans ce Cas les tourbillons ont
effectivement la tendance à venir occuper
ee x r . Q 1 SNS = 1 o le milieu du canal, à un écartement longitudinal relatif Sr 6 près. Si par
contre &, est tel, que a — 0 entraîne ou une solution |[6| —-- où aucune solution
réelle en 6, dans ce cas cette tendance à se rapprocher d’une position médiane dans le canal ne se manifestera plus.
Ainsi l'hypothèse paraissant si évidente que l’oscillation des tourbillons doit avoir lieu autour de leur position médiane d'équilibre, du moment que c'est leur seule position d'équilibre dans le canal, est une hypothèse fausse. C’est un exemple pour montrer qu'on ne peut pas appliquer sans précautions les résultats, concernant les oscillations infiniment petites, aux oscillations d’amplitude finie.
Dans la pratique, il ne peut s’agir que de voir si les tourbillons alternés produits par le déplacement d’un obstacle dans un liquide ont effectivement
la tendance à se mouvoir transversalement ou non. Je reviendrai encore plus loin sur cette question importante (chap. VII). Mais je peux indiquer dès à présent que la tendance au mouvement transversal n’a pas élé constatée au cours des expériences. Je reproduis ici deux figures (/ig. 39 et 40) extraites de deux films différents, qui représentent la surface libre de l’eau, enregistrée par la méthode des rayons aberrants. L’occultation est circulaire (voir chap. Il) ce qui a comme effet entre autres, de faire apparaître les tourbillons d'une façon qui ne rappelle nullement l'aspect des films de H. BÉNARD, fails avec une occullation rectiligne. Les tourbillons correspondent ici aux sommets des angles de la ligne brisée blanche, à droite sur les figures. L’obstacle est une lame à faces planes et parallèles, d'épaisseur 2 mm, arrondie aux deux bouls, se mouvant dans son propre plan, de bas en haut sur les figures. La vitesse de
Fig. 41
l'obstacle était 18,6 cm/s; la température de l’eau 19,5°C. On avait d’autre part w,:—7,75 cm, a—288 em (/19..39) et 0; "7,75 em, a—1,88 cn (fi9 040) respectivement.
Il est inutile d'ajouter de figures extraites d’autres films. De quelle façon que j'aie fait varier les paramètres dans mes expériences, le résultat était le même : l'existence d’une vitesse transversale n’a pas été constatée d’une façon nette. Je remarque à ce propos que dans chaque expérience il peut y avoir des fluctuations; celles-ci sont inévitables. L'absence des vitesses transversales veut dire alors simplement que celles-ci ne dépassent pas l’ordre de grandeur des fluctuations.
12. Les conclusions auxquelles je suis arrivé dans ce chapitre se retrouvent d'une façon analogue, lorsqu'il s’agit d’une double file alternée de tourbillons, au voisinage d’une seule paroi solide. On aurait pu y arriver à partir des résullalts précédents, par un passage à la limite lorsque la période 2w, ainsi que la grandeur a deviennent indéfinies, la différence w, — 2 a restant constante. Je ferai cependant cette étude directement, parce que ce n’est pas plus compliqué el les résultats auxquels j’arriverai me serviront au chapitre suivant.
Soit y—0 la paroi solide et imaginons une double file À et B de tourbillons alternés, de largeur A et d'une distance moyenne de la paroi égale à a (fig. 41).
SU
Si je désigne par z, l’affixe d’un tourbillon de la file B, qui a une intensité — | el par z + D] +ih celui de la file A, d’intensité+ I, en appliquant le
principe des images à la paroi y—0, on écrit le potentiel complexe en un point z, extérieur aux tourbillons :
(40) fo) = I sin F(2—2— 4 —ih) sin L(:—7) DST |
Tv
SET — (l sin + (z Gi ACT i n) sin né (z — 25)
La formule donnant la vitesse complexe en un point z, extérieur aux
tourbillons s’en obtient par dérivation. On a ainsi : T l :
je SEE. (z —Z 4) — T Z — % re — Cot + (z — Z6) ;
ce qui permet de calculer la vitesse des tourbillons mêmes sur les files A et B, par un passage à la limite classique. On trouve
ee. 0 TN AR OC A 7 IE | (u— iv) — ue (% +) = a leot (-5-in)
+ cot + (z5— ne cot — = (20 3-3 +ih) |
| : df I 1 (42) CORRE ne E En. 1 | | — Paul R
Z=to+ +ih
Il T — l rs T AE 5] [cot + (ao a+ z + ih )—cot+ (2 +2ih)
— cot — r(s+in)l
Zo — 29 — 2io 2Yo + h—=2a
ou après avoir posé :
| (a— iv} — sal Th È Nénie |
| 1 se a
et finalement, en séparant les parties réelles el imaginaires :
| = 97 [Th © — Coth + ( 2a— h) + Th * |
UN — : [ru L + Coth SE @a+h)—Th |
DR =— 0h —\Ù,
UA = UB
il faut que la ligne médiane des tourbillons y —a soit solution de l’équation :
here 1 7 à (49) Th 2 = 7 | Coth + @a— h) + Coth = Ga + n)| — AT UN POP TU € Ch ï EE Ch ET
R , ; DRTRe Or, du moment que 0<5 <a, le dénominateur du second membre esl
Fig. 42
R Ne é positif et ne peut s’annuler que pour a — D: La dérivée suivant a du second membre :
Axa 2rh 1e 1 Cher CRE
Te 4ra 2rh \2 (cn Ch )
. ‘ ; ; s \ fie est une quantité toujours négative. Si l’on fait alors varier a de TZ À + oo, le
premier membre de (44) croît de 0 à 1, tandis que le second membre décroît de + oo à 1. D'où la seule solution de (44) : a=+oo.
Le système ainsi constitué ne peut alors être en équilibre que pour a = +- Co.
14. Ainsi, si l’on suppose que la double file alternée se trouve à un moment donné à une distance moyenne finie de la paroi y — 0, le système ainsi constitué aura la tendance à se mouvoir; on peut caractériser ce mouvement par la variation de deux paramètres a el 6 (07 élant le décalage longitudinal relatif de la file À par rapport à la file B) en fonction du temps. D'une façon analogue à ce qu'on a constaté à propos des tourbillons alternés dans un canal de largeur finie. je peux montrer que quel que soit 6, la largeur À de la rue reste constante pendant le mouvement. Considérons pour cela un système analogue au précé-
dent, mais avec un décalage longitudinal relatif 61 des files A et B à l'instant L: on aura ainsi une file de tourbillons d’affixes z, (mod. /) d'intensités — I et
des tourbillons d’affixes 2, + (+5 )r +ih (mod. 1) d’intensités + I (fig. 42)
Le potentiel complexe de ce système s’écrira :
A: 1 A a _, Sin (2 — Zj — (6 + 2) | — ih) sin TC — Z0)
(45) fG)= 5; — log > See ve , SIN (z — Z) — ( + + 7) L + in) sin TG — 29)
Je ne refais pas les calculs intermédiaires qui conduisent à la détermination de la vitesse des lourbillons. Ces calculs sont identiques à ceux développés aux pages précédentes et feraient double emploi. J'écris tout de suite leur expression :
, e : Sh 4 uB=5ST | — Coth-7(2a-—h) + Dh - + Ch + cos 2 x0 Chers ee cos 2 rb L rh 4xa (46) I Sh 1 Sh I
nd ua = 37 | Coth — (2a + h) + :
2; ! Ch ue + cos 270 Ch 2 a +- cos 2 x0
Dr 1 1 a VA = VB — 57 EE - sin 2 ré.
| br 08 276 Ch —— + cos 2 ri
On voit d’abord que la quantité À reste constante, puisque PA — vB, quel que soit 0.
Je pose alors
= URL di (7) ) re dû
ce qui me donne les deux équations :
l _. = . pes — — — Me _ | Sh _ Ch ne CH Ch _. + cos 2 r0 (48) | sin 2 xû
Huerel 1 ti LR Eros al eg oh : 4 il £ FE “ae cos 2 x Ch: F + cos 2 LUE
que je disculerai plus loin. Auparavant j'élimine le temps df, en écrivant :
ge — mi) (ce ) É l "
QU — € à (ch 2 + cos Hi CHE COS 2 x (ch * 2 1) ou (l sos 1 (cn HET H, sin 2 +6 Ou :
À ra sin 2 x6 dû 2 Sh l da Br 2 [4 D) h (ch 27% + cos 2 x) (cn n hs
et ceci est une équation différentielle, ayant comme intégrale générale :
25h 4, Ch2F + cos 2 #5 = 2
On a alors facilement l’allure des trajectoires (a, 0) et en particulier celle qui passe par le point a=a, et 8—0 du plan (a 8). Ayant déterminé la constante d'intégration C, on a l'intégrale particulière :
/ 1 1 1 rh 4 ra 2 rh
Ch 2
de = cos 2 xô CI
, + To RCE LE
qui me sera très utile pour la détermination de la valeur critique a de &, analogue à celle trouvée à propos du canal de largeur finie.
Considérons les expressions (48). On a d’abord, pour des raisons géomé-
te à Ju : 3 AE d6 triques évidentes 0<h<2a; il s’en suit que quel que soit 6, la dérivée m7 est +e $ da positive et ne peut s’annuler que si a=—+co. D'autre part + le signe et les Re ne du mêmes zéros que sin 270. Par conséquent la dérivée ui € s’'annulera que si
1 A À 1 da 010 (mod. se en particulier si 0<8< TZ On aura Fr > 0. Ainsi si a aura a,
1 db da
atteint la valeur + © avec 6 —, ET restera nulle et di tendra vers une cons-
tante. Le système de tourbillons aura atteint ainsi une configuration asymplo-
tique. Si par contre a est encore fini quand 0 aura atteint la valeur DÉ 0 conti- : À da _. : 1 see nuera à croître tandis que 4 Sera négalive lant qu'on aura < DT Etain
de suite. Dans ce cas, on aura un mouvement analogue au mouvement M’, tandis que le premier cas correspondra à un mouvement M.
La détermination de la valeur crilique &, se fait à parlir de l’équation (49) en cherchant les racines en 0, après avoir posé a——+oo. Si ces racines sont réelles, c’est-à-dire si l’on trouve |cos2r6| Z1, on a un mouvement M, tandis que le cas |cos270| = 1 correspondra au mouvement M’. Or nous avons pour == CO;
| 2 CHA es —9 Ch - Ch? À | COS 270 — Tree SEX Ca l ; ou encore :
2 rh\?2 G + Ch — | (50) sin? T0 — 4 | 9 ( + CI +) ce qui permettra de conclure qu'il y aura des racines réelles de 9, tant que le second membre de (50) — quantité essentiellement positive — sera inférieur à l’unité.
Si je définis donc une valeur a, de & par la formule sin? r0 — 1 ou :
9 rh\2
Ar (: Ch E ) Ré)
(51) Ch =? — : i
on pourra prévoir que toutes les fois que 4 <&,, on aura un mouvement de genre M’, c’est-à-dire à aspect sinusoïdal en (a, 8), tandis que la condition initiale TROT pour 8, —0 donnera lieu à un mouvement M, asymptotique à Omax, cette dernière valeur de 8 étant d’ailleurs donnée par l’équation (50). Si on est dans le cas M’, a oscillera entre & et max, Celle dernière quantité étant solution de l’équation :
>. 9 xl ER PR CELA LT A Cha (52) Ch AT ne (l l (l l rte ONE] ET ce oo F-
16. Si on avait à l'instant initial 0, — T7 au lieu de 0, —0, c’est-à-dire si on
avait au début une configuration symétrique et non la double file alternée de
DEN DE
tourbillons, on aurait nécessairement un mouvement M’. Mais pour que ce mouvement existe, il faut exprimer aussi la condition que la file B ne viendra jamais percuter la paroi y —0 au cours du mouvement. L'intégrale particulière corres-
pondant à a—a, pour 8 — Tu
1 1 1 1 + He — 23h à
D 10 CH - op a CHE 4% eo L
Je à re. h 3 conduit à une solution en à, vérifiant l’inégalité az pour 0= 1 (mod. 1), si:
1 À 1 4 ra A 2 Pt EL Ch Ch SB—— Ch Ch —— l l l l l condition qui est toujours vérifiée. Par conséquent, en opposition avec ce qui se passe lorsque la largeur du canal est finie, la configuration symétrique au voisi-
nage d’une seule paroi donne toujours lieu à un mouvement, qui est de genre M’.
On peut calculer à partir de (48) les composantes de l’accélération, dont la connaissance pourra être utile dans certaines recherches. On trouve
| a 4 ra 2 rh do _2rP eo ae : 2 sin 27 Pme t DE) DO) EX ) 2 rh - 2 — cos 2 x8 | cos 2 x0 — Ch æd a x [2 l sh +7 dé —_ _B 4 7 “ | (ch 7% + cos 2 56) (ch? + cos 2 ni) à
17. A titre d'indication numérique, je prends (sans rien présumer sur la stabilité) : | |
RUE
Ch#=Y2 ( h—1,7627 ().
La valeur critique a, de à, est donnée par l'équation (51). On trouve :
. () Sans rien présumer sur la stabilité relative à cette valeur particulière de h, que j'ai choisie arbitrairemen
(2) Pour les calculs relatifs aux fonctions hyperboliques, voir L. Porn : Formules et Tables numériques (Paris, 1925).
se
Je choisis trois valeurs particulières pour les conditions initiales 0 — 0 :
(a) Cie ee se (8) CHE Te Se (D Ch 5% 9
el je calcule dans chacun de ces cas les valeurs correspondantes de a et 0. On peut résumer ces calculs par le tableau que voici :
(2) Oo @
a — RE , EE il cos 2 rx | Ch = a | ch LE a Ch Æ a
0,00 1,00000 | 5,0000 1,146 7,0000 1,317 9,0000 | 1,444 0,05 0,95106| 5,0124 1,148 7,0497 1,320 011136 (e . 1,447 0,10 0,80902 | 5,0521 1,151 72211 1,322 9,4488 | 1,468 0,15 0,58779| 5,1180 1,158 7,5190 1,353 10,250 1,509 0,20 0,30902 | 5,2331 1,169 8,0558 1,388 11,739 1,577 0,25 0,00000 | 5,4000 1,185 9,0000 1,444 15,000 1,699 0,30 || 0,30902| 5,6430 1,208 10,789 1,535 95,195 1,960 0,35 ||— 0,58779| 5,9914 1,238 || 14,704 1,690 477,54 | à 3,495 0,40 || 0,80902| 6,4060 1,272 25,944 1,974 0,45 ||— 0,95106| 6,8174 1,304 86,733 2,578 Re 0,50 ||— 1,00000! 7,0000 1,317 DES re pour 0 — 0,3525
L’allure de la courbe est traduite graphiquement par la figure 43 et confirme la discussion algébrique faite à partir des équations (48), (49) et (51). Mais au point de vue expérimental, on se rend facilement compte, par l'examen des deux figures 44 et 45, que le mouvement transversal des tourbillons n’est pas net, ou tout au moins ne dépasse pas l’ordre de grandeur des fluctuations de la position des tourbillons. Par conséquent la confirmation des résultats relatifs au mouvement des tourbillons au voisinage d’une seule paroi est aussi peu satisfaisante comme dans le cas d’un canal. Ce sera le but du chapitre suivant de donner une explication de l’absence pratique du mouvement transversal des tourbillons.
18, Nous avons vu que les résultats auxquels nous sommes arrivés relatifs à une seule paroi sont analogues à ceux qui se rapportent aux tourbillons dans un canal de largeur finie. En particulier, j’ai constaté dans les deux cas, l’existence d’une valeur critique de la position initiale des tourbillons par rapport aux
PS
parois, par suite de laquelle les tourbillons peuvent effectuer deux genres essentiellement différents d’oscillations. Je les ai désignés par oscillations de genre M et M’ respectivement et celles-ci se retrouvent dans un canal de largeur finie de la même façon qu’au voisinage d’une seule paroi rectiligne. Pourtant deux différences fondamentales doivent être signalées. La première différence est ceci: dans un fluide limité d'un seul côté, le mouvement M n'est pas périodique. La seconde différence concerne la possibilité du mouvement d’une double file symétrique; tandis que celui-ci n’est possible dans un canal que sous certaines conditions, faute de quoi les tourbillons peuvent percuter une paroi, entraînant alors automatiquement l'interruption de tout mouvement, il
Fig. 43
ny à aucune condition supplémentaire à remplir dans un fluide limité d’un seul côté par une paroi solide : dans ce dernier cas le mouvement (M') d'une double file symétrique est toujours possible.
19. Avant de terminer ce chapitre, je voudrais examiner brièvement le mouvement d’une file unique de tourbillons, régulièrement espacés, d’intensités soit alternativement positives et négatives, soit tous de même signe. Ce système est placé à l'instant initial à une distance a —a, de la paroi 0) É
Le premier cas se déduit sans difficultés des équations (48), (49) et (51), a ? GREEN TES A 2x A a CP — lorsqu'on fait tendre À vers zéro. Comme la valeur critique &, se réduit ici à
ie Me 4 ra Zéro puisqu'on à pour À —0, en vertu de (51) Ch I — 1, on se trouve toujours
dans le cas M. À reste nul pendant le mouvement et 6 ne peul jamais dépasser ;.
E | RON Ve ns n effet la dérivée ar St positive et tend vers zéro pour 8 — "y Où éventuelle-
Fig. 41. — Images successives extraites d’un film, reproduisant la surface libre de l’eau par la méthode oplique. Les fluctuations de la position des tourbillons ont une grandeur comparable à la variation de l’écartement relatif des files
Le ment pour 8< --si a—+0co. Or pour que a devienne infini (pour A—0)
RE
avec 0< +, il faut que l’on ait en vertu de (49) :
D LA mes a SET PAR D EE Ch 1 ef OÙ:
Sh 27% — cot 79
5 , l ce qui montre que pour que la valeur asymptotique de 0 atteigne +, il faut
que & soit zéro, autrement dit il faut que la file des tourbillons soit infiniment
Fig. 45. — Les conditions expérimentales sont celles de la fig. 44, sauf le paramètre a, qui est un peu plus grand. Les fluctuations ont la même importance relative
près de la paroi y—0. Pour toute valeur initiale positive de &,, la valeur
, Tete À asymptotique de 0 restera inférieure à DÉ
20. Lorsqu'on a une file de lourbillons de mêmes intensilés, on procède comme dans 1e cas d’un canal de largeur finie, en choisissant les paramètres du mouvement de la même facon. Je suppose qu'à l'instant £ la configuration est celle de la figure 42 au changement de signe des intensités près sur la file B. A l'instant initial, on a bien entendu à — &, h = 0 et 6—0.
Les composantes de la vitesse à l'instant # s’écrivent alors :
T UD — : SR = + Coth Fé @a—h) 2 2 4 cos 2 16 Ch ET + cos 2x6
. _- Er sin 2 ré.
F Ch l + cos 2 x Ch—7 + cos 2 7
(54) | ; L = … Sh F- N EL ds RE nr 4 1) HA 9] 2 rh Todd re Ce Ch I + cos270 Ch 1. + cos 2 rô
I 1 1 = DA — — sin 2 x.
ci | Ch 277 + cos 2 #0 SEE
On retrouve d’abord le résultat va + vp — 0, exprimant l’immobilité de la ligne médiane des files A et B, quels que soient a, À et 8; on a donc, pendant tout le mouvement, a—const. La vitesse longitudinale relative ua — up s'écrit :
I 2 Sh 2 _ Z , Ua —UB= 57] ——,5—— + Coth —+ (2a+h)—Coth—(2 a — h) Poe :
(55) nl + COS 27 I 1 1 rt : ne , “HO Tir des en LE qu 2 | sn FN Si on pose maintenant :
_dh FN A di (56) ri URI di
on peut discuter les équations (54), (55) et (56), dont l’analogie avec celles de (31) et les suivantes est frappante.
: RL Tout d’abord si À est zéro, He 0; donc si on a au début 6—0, 6 restera
; . dR ; zéro el on aura aussi Fr Un tel système est permanent, comme il fallait
sy attendre. Pour qu’il y ait un mouvement à partir de A, —0, il faut que la valeur initiale de 8 soit différente de zéro. Or supposons qu’elle soit positive et
DO el dh inférieure à Comme 0<h<2a, dr à le même signe et les mêmes racines
que — sin 2x0. Par conséquent À, nul au début, décroît si 0 <0 — _ passe par
Le 1 k 1 dô un minimum pour 0 — D Puis croil, lant que a. 02 0Or nn 0 pour À = 0. Donc 0 est une fonction croissante si À est négalif et inversement. Pour que le
£ x : 1 Aus mouvement soit possible, il faut que 6 — D conduise à une valeur de |h| compa-
lible avec l’inégalité 0 <|h| <2a. Or il en est certainement ainsi. Si l’on élimine en. effel df entre les trois derniers groupes d'équations, on obtient une équation différentielle entre 0 et À, dont l'intégrale générale :
1 l 11e 4 ra 2rh— . da , c ae Ch Sr Ch DE + cos 2 x
Ch
nous donne, en tenant compte des condilions initiales À, —0 et 06—0, < 0:
1 1 1 + ne À == ; Ch == CH 2 Ch = Ro. Che à 1 | Ch a. + cos 2 rh,
el permet de calculer le maximum de |h| en posant 0 — 3 - On trouve :
1 2 1 (58) — — Ai HE EE Et _. 1 CRIE + cos 2%
ce qui nous montre bien que le mouvement est toujours possible. Le raisonnement est analogue à celui que j'ai développé à propos du canal de largeur finie et nous montre que la courbe est un ovale ayant des demi-axes :
(l 5 ( =) 05) er | Amax IP
Je n’insiste pas davantage sur celte question, dont l'intérêt est surtout spéculatif.
CHAPITRE VI
ÉQUILIBRE de DEUX FILES de TOURBILLONS d'INTENSITÉS INÉGALES dans un CANAL ou à PROXIMITÉ d'une SEULE PAROI
4. Si un obstacle se meut dans un fluide libre avec une vitesse uniforme et si l’on suppose qu'il a un plan de symétrie, qui contient la direction du mouvement, il est de toute évidence que les tourbillons formés derrière l’obstacle auront les mêmes intensités, en valeur absolue, sur les deux files; les circonslances seront les mêmes lorsque le mouvement de l’obstacle s'effectue suivant l’axe de symétrie d’un canal rectiligne. Mais il en est tout autrement lorsque l'obstacle se meut à une distance inégale des parois, ou encore si le fluide n'est limité que d’un seul côté par une paroi solide. On conçoit facilement alors que les tourbillons détachés de l’obstacle doivent être soumis de la part des parois à des influences inégales, ce qui a comme résultat la formation de deux files de tourbillons d’intensités inégales.
Le mécanisme précis de la naissance des lourbillons nous est inconnu. Des explications d'ordre qualitatif, comme la théorie de « l’enroulement de la couche limite », nous suggèrent cependant que le rôle essentiel est joué par les gradients de vitesses aux flancs de lobstacle, gradients qui proviennent de l’adhérence du fluide à Fobstacle et aux parois solides. Mais l'obstacle et les parois contribuent d’une façon très différente à la détermination des intensités des tourbillons et leur rôle doit être précisé si on veut comprendre la cause de l’inégale distribution des intensités sur les deux files.
Supposons un système de coordonnées lié aux parois et un liquide immobile, rapporté à ce système. Si le nombre de Reynolds relatif à l'obstacle n'est pas (rop voisin du critérium et le canal pas lrop étroit, la théorie de L. PRANDTL (1) nous apprend que la couche limite ne s'étend que sur une très petite épaisseur des flancs de lobstacle et cette épaisseur est certainement plus faible que la distance qui sépare l'obstacle de la paroi la plus proche du canal. S'il en est ainsi, les parois peuvent être regardées, au moment même de la
() Voir Handbuch der Experimentalphysik, t. IV, fase. 1 (Leipzig 1931) p. 241 et suivantes.
formation des tourbillons, comme étant à très grande distance de l’obstacle. Leur rôle étant alors négligeable, on peut admettre que tous les tourbillons ont la même intensité au moment de leur naissance. Mais une fois qu'ils se sont détachés de l’obstacle et portés à l’aval dans le fluide libre, les parois immobiles interviennent aussi et leur action amorlissante exercée sur eux sera inégale sur les deux files, conformément à leur distance inégale des tourbillons. Il est certain alors que plus la paroi est proche, plus celle action est importante et les tourbillons de la file la plus rapprochée d’une paroi seront plus amortis que les autres.
L'exactitude de ce raisonnement qualitatif est très probable. Si les tourbillons alternés avaient en effet les mêmes intensités, en valeur absolue, sur les deux files, ils devraient effectuer des oscillations transversales dans le canal (1). Comme l'expérience n’a pas révélé ces oscillations, l'hypothèse des tourbillons d’intensités inégales sur les deux files devient une nécessité.
Il s’agit de savoir laquelle des deux files contiendra les tourbillons d'intensité plus grande. Deux hypothèses essentiellement différentes peuvent être faites à ce sujet :
1° L’épaisseur de la couche limite de l'obstacle est négligeable par rapport à l’espace intermédiaire entre l’obstacle et les parois. Dans ce cas les parois n'interviennent pas dans la formation même des tourbillons; elles n’exercent sur eux qu'une influence amortissante, quand les tourbillons se trouvent déjà dans le fluide libre. Cette hypothèse entraîne la conséquence que la file la plus proche d’une paroi contiendra les tourbillons d'intensité moindre.
2° Si l'épaisseur de la couche limite est égale ou comparable à la distance qui sépare l'obstacle de la paroi la plus proche, la présence de celle-ci augmertera le gradient de la couche limite d'autant plus fortement qu’elle sera plus près de l’obstacie. Dans ce cas Tes parois contribuent elles-mêmes à la formation des tourbillons et augmentent leur intensité. Le rapport des intensités sur les deux files sera l’inverse de celui trouvé dans le cas 1°.
Le but de ce chapitre est de montrer que la théorie confirme la première hypothèse, au moins dans les grandes lignes. Cette théorie n’a pas la prétention d'être précise; j'étais obligé en effet de faire des hypothèses simplificatrices, admettre par exemple que l’on a deux files de tourbillons indéfinies dans les deux sens, que la viscosité est négligeable, etc. N’empêche que même dans ces conditions approchées, les conclusions ont un certain intérêt, ne serait-ce que provisoire, en attendant que les difficultés mathématiques soulevées par une théorie plus rigoureuse, soient surmontées (?).
2. Considérons un canal rectiligne indéfini, de ligne médiane æ—0, ayant
« ù + ; comme parois X=+ à et soit x—a 0 la ligne médiane des tourbillons
(fig. 46). Cherchons les conditions dans lesquelles deux files de tourbillons
(1) Voir chapitre V.
(2) L'action de la viscosité sur les tourbillons alternés a été étudiée récemment par S. G. HooKkER dans un mémoire paru aux Proceedings of the Royal Sociely, série À, t. 154 (1936) p. 67.
alternés À et B peuvent être en équilibre relatif; je suppose que les tourbillons ont des intensités + I, sur la file À et — I, sur la file B. En faisant le raisonnement identique à celui du chapitre précédent, on peut écrire le potentiel complexe f (z) de ce système :
= —. 1], 108 me ,
NE ) 9, (Rte)
ou z, est l’affixe d’un tourbillon quelconque de la file A, z, + h + w, celui d'un tourbillon quelconque de la file B et z la valeur complexe conjuguée de z,. Les fonctions % sont construites avec les demipériodes w, et «4.
La transformation indiquée par la formule XXXIV-6 de TANNERY-Morx permet d'écrire encore:
FE) == VI lo — | D at 1200 : Ë s =) | 2 2 0) 1] (2) k | RES ) Ÿ | I l “ 4 2) c)4 | ; mie o$ | | 5. leg ut | e) | Te | et c'est cette formule-ci qu’on va utiliser pour
calculer la vitesse des tourbillons sur A et B. Les calculs intermédiaires ne présentent aucune difficulté et sont analogues à ceux que J'ai développés au chapitre V; je me contenterai d'écrire tout de suite l’expression des vitesses. On arrive aux formules :
2x (u— io) = — 1 [tu (+2 — À (0+2)] | + L ÉTERACEEES Se EX +2 + 2h) | (3) É Le 2ir(u—iv}B—=L [e (= + 29 + 2h) — LC +7 + 2h) | w)4
\ a Ë R— & (co +20 +4) + SE (x +2) |
qui se simplifient, si on y fait figurer la variable a, donnée par :
Zo F5 = 2% —=2a — h.
On obtient ainsi :
2rva—— I, [e @a—h)—"t (2a —n|+ L [en + ou (2a + h) |
4 5 3 COL SERRES À [c (2 a +D—TL@a+b|+1 [&i—u2a + @a—n| [O7 = 27)
NUE
Ces formules nous montrent que la vitesse transversale des tourbillons est nulle, quelles que soient les valeurs L, et — [,. Quant aux vitesses longitudinales, elles sont en général différentes sur les deux files. Pour qu’elles y soient égales, ce qui est nécessaire pour que le système de tourbillons soit permanent, il faut
que le rapport des intensités y — 7 satisfasse à la condition :
; | L ___p(a,h) @) To 1:
avec :
(6) o (ah = Ca—h)—K2a+th.
Si on se rappelle maintenant le groupe de formules XII de TANNERY- Mozs, permettant de passer des fonctions &, à la fonction 6, on trouve :
8 Ch) = ta —R + 0) + EC 2a + 03) + LCR + 07)
ou encore, après avoir appliqué la formule d’addition de la fonction £ (TANNERY- Mozx, VII-3) :
5 +3 1 P' (o3 + w — 2 a) — Di (oz + h) (7) “ (a, h) ue D P ce + à À a) —)p FE h) d
Pour pouvoir discuter la variation du rapport des intensités y, en fonction de la ligne médiane x—a des tourbillons par rapport à l’axe x —0 du canal, il nous faut connaître la variation de (a, h) en fonction de a. La dérivée du second membre de (6) s'obtient, en tenant compte de la relation élémentaire :
(,u——pute,) où a—=1,2ou3:
ovw(a,h (8) DEC) 2 pp (us + 2 0) — p (ou + 24 — R)]
Or. on connaît la variation de la fonction p pour les arguments intervenant dans (8). Comme :
w9 + 2a = — w; + quantité réelle
| w, + 2a — h — quantité réelle
on a tout de suite :
| e LP (a + 9) £ € e <p(o+2a—h) P (os +2a) — p(o, +2a— h) L— (e — &)
d'où :
oo(a,h (9) ER ee es) < 0.
N'oublions pas d'autre part les conditions géométriques : (NE-6 <a R <T vw (10) -
h—w, L2a<wy—h
qui découlent de l’hypothèse qu'aucune des files À et B ne coincide avec la paroi P ou P'; ceci étant admis, la fonction + est décroissante dans tout l'intervalle de a, fixé par la seconde inégalité de (10). On a d’ailleurs les valeurs particulières :
_ 1 p'(o; +h) O1) ? QC D HE F7 Cp (wa + h)
positive et finie puisque le numérateur et le dénominateur le sont, ensuile :
Pl un nt P'@s+th+Ee)—p(o+h) _ 1 ps; +h) (12) 1 ( D =, h)= ; lim P (o: ñ + ë) tp (os 25 DE 2 p'(os au h)
dont le signe dépend exclusivement de celui du numérateur p” (w,+h) et finalement :
R—», — pos + hR+HE) — p'(o3 + h) 1
o SAT RE I De a A SO re à = + > (rs ( PQ n) 2 =" P (os + h HE) — po; + h) ie £ Ds: e— 0
La connaissance de ces trois valeurs particulières de + nous montre d'abord que :
Y = l'poura D EE
(Or nr
Mais l'examen de la valeur de 4 , h}nous apprend que y tend
vers 0 par des valeurs posilives ou négatives, suivant que la fonction p" (w;, + h) est négalive ou posilive respectivement; et cette dernière éventualité ne dépend que de la valeur de A, c’est-à-dire de la largeur de la rue de tourbillons.
: Boat nc % ä Cl 1° Supposons que y lende vers zéro pour a— j Par des valeurs
positives; pour qu'il en soit ainsi, il faut que p”’ (w, A) soit négative. Comme
la fonction + est loujours positive, ayant une dérivée négative, le rapport o(a,h) É LE RNRS
de restera loujours posilif; il décroîtra régulièrement de 1 à 0, 1 ,
20 Si p'(w; +h)=>0, y tend vers zéro par des valeurs négatives, lorsque
lorsque la variable a parcourt l'intervalle (0. A),
0) = h = F. : 5 E ‘ C0 a tend vers ——-—. y étant une fonction continue négative au voisinage de OS h a: GE r ) .
eos el posilive pour «a voisin de zéro, elle devra s’annuler au moins une
DS js y — R : .< fois dans l'intervalle (o. en vertu d’un théorème classique relatif aux
fonclions continues.
o(a,h AD, s’annule dans
Or on peut montrer que lorsque la fonction ÿ = ——=———- : o(— a, h)
_ CV h à Are . .
l'intervalle (o, ME, elle ne s’y annule qu'une seule fois. Pour le faire voir,
transformons l'expression (7), en utilisant une relation de la théorie des fonctions elliptiques (voir TANNERY-Morx, tome 3, p. 96-97) que voici :
Si trois grandeurs u,, uw et u, satisfont à la congruence :
U, + Uo + u3 = 0 (mod. 2w,, 202), on a identiquement :
pu, pu
1 pa pu |— 0.
lp opus Posant alors w=w; th, u=vw;+w —2a et u=w +2a—h, l’expres-
sion (7) se transformera par l'emploi des identités CIIT-9 de TANNERY-Morx, déduites du développement du déterminant ci-dessus, en :
(14) (9) (a, h) —— 5) EE (o, + 2 a 7; = P (oz # h) ,
dont la discussion est facile. Comme on a les deux inégalités : D ET) ez LP (oz + h) Le, le dénominateur de (14) vérifiera la relation PC +2a—h)—p (os; + h) 2 e —e
et sera par conséquent une quantité posilive et finie, sauf peut-être aux extrémités de l'intervalle de variation a. Les seuls zéros de & et par conséquent de y seront alors ceux du numérateur de (14) dans lequel on fait varier «a de 0 à
Da h no Posons :
(15) d(a)—= per L2a—h)— p'(e: + h)
et désignons par a* la valeur (positive) de a, pour laquelle : Ÿ (a*) —=(|) &
comme à est une fonction continue de à, s’il y avait une autre racine de % dans : OL 5 : OS l'intervalle (o. es on aurait, par suite du théorème de ROLLE, pour une
valeur intermédiaire entre ces racines: à’ (a) —0. Or la dérivée : g'(a)—=2p" (vw, + 2a — h)
est essentiellement positive, puisqu'on sait que la fonction p" d’une variable purement réelle est toujours réelle et positive.
; un Par conséquent à (a) s’annule ou non dans l'intervalle (o, ut), suivant que p” (w;+h) est positive ou négative. Si Ÿ (a) s’annule, elle ne s’annule que
à eye V0 :
pour une seule valeur de a* comprise entre 0 et TT. donnée par :
On peut exprimer la condition relative à p" (w,+h) autrement. On sait que l’équation :
a deux racines z, et z qui vérifient l’une et l’autre les conditions («) ou (B) :
(a) OÙ LA L'O + w avec PA = + LB
Œ) <a<ote avec pa V
Nous sommes visiblement dans le cas (8). On se rappelle d'autre part que si h est réel et croît de O0 à w,, p (w3+h) croît de e; à e,, tandis que p" (w;+h), positif au début, décroît, passe par la valeur zéro et reste négatif.
Dire par conséquent que p” (w;+h)=>0, veut dire simplement que h <z,, ou encore en vertu de (8) :
P (oz + h) + 1/2 <0,
avec une inégalité inverse, si l’on voulait exprimer p'(o3 + h) < 0.
En résumé, élant données deux fonctions
CA L (2) — D: (o, +2a — h) — P’ (o, + h)
et supposant que a varie de 0 à _— :
1° Si x(h)> 0, c'est-à-dire si AZ RhR*, avec x (h*) —=0, y décroît régulièrement de 1 à 0 (fig. 47). Dans ce cas, quel que soil à, il est toujours possible de choisir les valeurs absolues des intensités + I, et -- I, des tourbillons alternés pour avoir un système permanent. Le fait d’avoir trouvé y <1, sitôt que a <0, montre que l'intensité des tourbillons B (fig. 46) est inférieure à celle des tourbillons A, autrement dit les tourbillons les plus proches d’une paroi ont une intensité relativement moindre.
20 Si x (R) <0, c’est-à-dire si h <h*, avec y (h*) — 0, il existe une valeur critique a* de a, donnée par l'équation d (a*) — 0 et telle que si 0<a<a*, 7
décroît de 1 à 0"et reste négatif si-a<a< BE (fig. 47). [ est vrai que pour 0<a<a* le rapport de la valeur absolue des intensités des deux files est de même nature que dans le cas x (h) > 0, c’est-à-dire [L, <1;, mais si a > a*, il n’est plus possible de choisir 1; et — [, de quelle façon que ce soit, puisque les conditions de la permanence nous conduisent à une double file alternée de tourbillons avec le même sens giratoire sur À et B.
4, Pour avoir une idée de la grandeur réelle de a*, je vais faire une application numérique sur un exemple particulier, identique à celui que j'ai traité au chapitre précédent. Le lecteur est prié de vouloir bien s’y reporter.
La valeur critique positive a* est donnée par la racine réelle de l’équation :
Œ) pe +2a —h)—p'(03 + h)—0.
Or on peut remarquer que l'expression :
PC + 24° — h) + p'(o; + h)
est toujours positive, puisque c’est la somme de deux grandeurs positives. On peut donc multiplier équation (E) par cette expression, sans que l’on introduise de solutions étrangères. Tenant compte de la relation :
ID es ” ” PAT pi Ar 0e peer 0 3
on [rouve :
p? Co + 2a° — h) — p (03 + R) = 4 pe +24 — h) — 4 (oz + À) — ga p (4 + 24° — h) + gp C3 + R) = 0 aont le second membre est divisible par :
4 [p Co + 24° —R) — p (3 + h)].
Cette division est légilime, parce que cette quantité est toujours positive. Après
l'avoir effectuée, on arrive à l'équation du second degré en p (e, +24 — h):
CE) pe Co + 2a° — R) + p (oi + 24° — hp (os + h) + pt (os + h— = 0, qu'il nous faut résoudre pour avoir a*. Rappelons pour cela les formules (TAnxNERY-Morx, VII-9) : ,
€) (es — €)
ph — e;
P (o2 L h) —= € Le
EUNS
e, —e 1 — sn° (h Ve, en e,, k).
PR
Les valeurs numériques (indiquées au chapitre précédent) de e;, €, el e; nous donnent :
sn (h Ve, — €, k) — 0,64149 P (o3 + R) = ex + (eo — e3) sn? (n N PRES as k) — — — 0,020336, P?(o3 + h) = 0,00041355,
et (TANNERY-Morx, VIT-6) :
Ces valeurs nous montrent bien que hk<h*, avec y (h*) —0, puisqu'on a pour les demi-périodes w, et w,; données :
7 ar = p Cs +) + = 0, GIE
sn (h* Ve, — ez k) — 0,6961 — sin 44° 07,
ce qui me conduit, par l'emploi des tables de JAHNKE-EMDE, à la relation :
h* Ve, — e, — 0,8460 ; d'où finalement :
On a donc bien pour hk=3, hR<Rh"*.
L'équation (E,;) devient alors :
CE’) p? Co, + 24° — h) — 0,020336 . p (w, + 2 a° — h) — 0,00076265 — 0 dont la solution positive en p est seule à retenir, puisque p (wo, +2a* — h) > e,.
On a”:
Or la transformation en fonctions de JAcoBr nous donne :
; ; nes LE ee __ 0,062730 sn LG + 2e — he es = 0007
d’où :
sn [(oy-+ 2a* — h) Ve, —e:, k] — 0,99822 — sin 86° 35’. On trouve alors par l'emploi de tables de JAHNKE-EMDE (loc. cil.), p. 139 pour k=—sin 70° et y —= 86357:
(op Da h)Ve, ee, — 2,531].
PA D TS Rs ARE ER 4 Comme a*> —, facile à vérifier à propos de la valeur de y. je prends 2 1 pour argument :
Ds Ve, TC
cl ceci me conduit finalement à la valeur cherchée de a* :
Un 216; h
valeur légèrement supérieure à CE
5. Il est tout naturel de se demander maintenant dans quelles conditions la double rangée symétrique de lourbillons peut constituer un système permanent.
Le raisonnement que je vais faire ne diffère pas sensiblement du précédent. Je . , c»4 ; % .
suppose toujours que les parois du canal sont x—+ = ,les coordonnées des
tourbillons + I; (file A) or iys (mod. 2w,) et celles des tourbillons —
J (file B) a+ 5 + iy) (mod. 203).
Sans refaire les calculs intermédiaires, j'écris tout de suite l'expression de la vitesse complexe :
2 ir (ü — iv}s = [e Ga-Eh} a Ga + n|
HIT RG — 0) — & Ba op + Ga — »| (17) 2 in (u — iv)a = I, [s (h — 63) + Q (2 a + 63)
— LG a+ n |-- ï, [ce @a—h)—#(2a — n| DA A formules qui me donnent d’abord la condition évidente : HA —UR 0,
puis la condition relative à l'égalité va = vp, qui s'écrit :
__ LE ___G@,h) GE er ES AT ET) en posant :
1 Q@, h) = — ©, (a —h) + Ca — vs) — 3 (R — 03) (GE) 1 p@a+e—h)—ph
2 pCa+o—hR)—ph
Pour que le système de la double file symétrique soit permanent, il faut (O7 CE h RO.
que y reste positif pour toute valeur de a comprise entre 0 et
1 x 270 (19) TS GT on —= P (2a + 4) nu | a + OT h)
est une fonction réelle et continue dans l'intervalle de a, donnée par hR—w, L<2aLw, — h,
puisque le second membre de (19) est la différence de deux fonctions, qui sont elles-mêmes réelles et continues.
; 0 à Si 24+w, =+(2a +, —h), (mod. 2u,), est nul. Seul le signe moins
est acceptable à cause de A:<0; on a donc :
LPC eee Re
a do, (a, h) À rh M0 10 NM QE 4?
09, (a, h) : R (or —h
un Ua on
; Le x Un y : oy — 3 : .
Ainsi si a croît de —5—+ à =—, :, croît passe par un maximum, puis 2 0) T1 ) 5 décroîl. Comme il nous faut connaître le signe de ®, il est indispensable de : hi :
savoir la valeur de +, pour a—0 et a — 7° Ce dernier correspondant au maximum de w,. On a tout de suite, en appliquant la formule CIII-9 de TANNERY- Morx, à l'expression :
1 po —h)— ph TN ph
pi (0, h) —
qui est déduite de (18 bis) après avoir posé a—0,
(20) AODE THE
et cette formule nous montre que # (0,h)<0 quel que soit À Low, puisque ; ; 1 p'h<o et ph>e,. Quant au maximum de vw, donné par a— q> on peul
meltre %, sous la forme d’un quotient de deux fonctions :
(21) o (+ x) En)
où :
Œbe | h LE) Co, — 3) — ph.
. : 2 Le dénominateur de (21) s’annule si (et seulement si) A — rer Onae 29 D Dan (22) FO) SOsuivantquen St:
d'autre part f (A) est une fonction continue si À 0, cette dernière condition devant être supposée de toute évidence.
On détermine ensuite la variation de ÿ, (A) en écrivant la dérivée :
1 h M HD == 5 P Co, — 5) — p'h, qui est visiblement négative puisque la fonction p” est positive pour toute variable réelle; elle est continue toutes les fois que h 0 (mod. 2w,); f (h) est donc une fonction décroissante, lorsque A croît de 0 à w,; en particulier on aura :
hi @=+= (23) ñ (5) =0
BG@D= p (SE) <0.
En définitive, si l’on tient compte des relations (21), (22) et (29)
2 w Si 0 <S h A sh Ch) 0, UD A0 et Dimax 0;
@n À sh TL, fi (h)=/f(R)—0, lim max =
N| En Sd DÉS PTE Le) ie D 2
ce R se OJE fl (R) a 0, [ (h) == 0Oet Dymax ee 0 ;
de sorte que quel que soit À, le maximum de #, est négatif. $, ne change jamais Ê : s R — OR En (0 feras R de signe si a varie de à jusqu'à — 5
Comme y est le quotient de deux valeurs particulières de 9, loujours négalives. y restera toujours positif. On peut résumer sa variation par le
schéma :
0 [O7 SE h a a ER ; 2 y 1 minimum | positif
dont l'allure précise n’a pas grande importance. Ce qu'il faut retenir pour notre but, c’est le résultat que y reste toujours compris entre 0 et 1.
La double file symétrique, placée dans une position a 0 entre deux parois rectilignes, est donc un système régulier, en ce sens qu'il est toujours possible de choisir + I, et — I, avec I, <I, de façon que l’on ait un système permanent; el ceci quel que soient a et h, pourvu que l’on ait 0<h<u, et
ny — À Da
6. Nous pouvons lirer la conclusion générale que loutes les fois que y a été trouve posilif, qu'il s'agisse d’une double file allernée ou symétrique de tourbillons dans un canal, avec a Z 0 et I, ZI, y est inférieur à l'unité. Ceci conlirme l’une des hypothèses, émises au début de ce chapitre, sur le rôle possible des parois, à savoir qu'elles interviennent non pas dans la création même des tourbillons (ce qui aurait conduit nécessairement à 71), mais exerçant leur influence, une fois les tourbillons détachés de l'obstacle. Cette hypothèse est d’ailleurs contenue implicitement dans la façon d’avoir posé le problème de la permanence, dans ce chapitre.
Il peut arriver aussi que la condilion de permanence conduise à y<0, notamment lorsqu'il s'agit de tourbillons alternés vérifiant les inégalités d (a) > 0 et x(A:=0, celle dernière exprimant l'étroitesse du canal par rapport à l'écartement relatif des files de tourbillons. Quelle que soit l'hypothèse que je fasse sur le rôle possible des parois, je ne pourrais interpréter physiquement
la possibilité d’avoir y <0, c’est-à-dire deux files de tourbillons ayant chacune le même sens giratoire. Peut-être y a-t-il d’autres moyens de produire deux files rectilignes de tourbillons que de déplacer un obstacle dans un liquide, comme nous avons procédé M. LuüNTz el moi (1) dans notre étude sur les files circulaires de tourbillons alternés. Mais lorsqu'il s’agit de moyens expérimentaux, dans lesquels on ne perd pas de vue qu'il s’agit essentiellement de sillages el non de configurations, créées par des moyens habiles mais artificiels, il est forcé d’avoir un sens giratoire opposé sur les deux files de tourbillons, qui se détachent derrière l'obstacle. Le résultat y < 0 ne saurait être interprété autrement qu'en disant que les tourbillons allternés, qui se forment dans ces conditions de a et h, ne peuvent pas être permanents.
7. Bien entendu, il ne suffit pas de prouver que 0<y<1 pour en conclure que le système de tourbillons en question existera effectivement. Il faut indiquer les conditions que doivent remplir ces systèmes, en plus de l'inégalité 0<7y<1, pour qu'ils constituent un système stable. On peut prévoir par intuition, après avoir lu les mémoires de Th. von KARMAN, H. LaAmB et surtout celui de L. ROSENHEAD (?) que la double file symétrique sera toujours instable, landis que la configuration alternée pourra être exceptionnellement stable, si l’on a
Un F(w,,a). La détermination de la fonction F constitue le problème de la
stabilité, résolu dans le cas du canal et pour a—0, par L. RosENHEAb. Le cadre restreint du présent mémoire ne me permet pas de faire l’analyse détaillée de ce travail. Je note, en attendant, que je ne crois pas que la méthode classique des petites oscillations soit capable de donner des résultats exempts de paradoxes, comme l'existence, non pas d’une courbe, mais d’une aire d’étendue finie, de stabilité.
8. Il me faut examiner maintenant les conditions de permanence d’une double file rectiligne (alternée ou symétrique) de tourbillons au voisinage d’une paroi unique. Les notations que je vais employer sont indiquées sur la figure 48. La file À contiendra les tourbillons + I;, la file B les tourbillons — L,. J’examine d'abord la configuration alternée et je pose pour simplifier l'écriture :
24 À MES et YPO cd
On trouve tout de suite, par l’application du principe des images, relatives à la paroi y —0, les composantes de la vitesse :
I I | ug=— 57 Cothr(s —s)+ 55 [Thrs+Th=s"], .
CD ire = Coth x (s° +s) + _. [Thrs—Th=rs"],
\ DIW=—= ba =}
(1) Publications scientifiques du Ministère de l'Air, n° 71. (2) Philosophical Transactions, série À,, t. 288, 1929, p. 275.
On voit d’abord que la vitesse d’éloignement des tourbillons alternés de la paroi y— 0 est nulle. Quant à la condition de la permanence qui s'exprime par uxA — up, on est conduit, d’une façon analogue aux raisonnements précédents,
à poser :
L @(s",s) 2 re Ce F2 ! r p(—s",s) avec :
(26 bis) o(s",s)= Th xs + Th xs* — Coth x (s* + s).
Fig. 48
On doit avoir en outre s*>= 50 pour des raisons géométriques évidentes. Nous voyons que la dérivée de o (s*,s) suivant s* :
Hog(s s)ee 1 1 () Le rose Che Ce (S +s) est positive, avec un point de discontinuité pour s*——s, où elle devient + co.
Si l’on suppose que es est une quantité infiniment pelite, on a en posant
o(—s+Ee,s) = — Cothre à — —
ce qui permet de conclure que si e tend vers zéro par valeurs négatives, on a : (28) p(—s—0, s) — + 00.
Le cas où e lendrait vers zéro par valeurs positives, ne nous intéresse pas, puisque ce n'est que pour des valeurs de s* satisfaisant à [s*| = s que je dois examiner la variation de +(s*,s) et ®(—s*,s).
Si je pose maintenant s*=+ co, je trouve w(s*,s) & Th=s. Ceci élant, je fais varier s* de s à + co :
® (—s*, s) décroît de + > à Th xs g (s”, s) croît de 2Thzrs— Coth2zxs à Thzs.
Il est essentiel de connaître le signe de la quantité : 2Th rs — Coth27s
que je désignerai par U (s); le signe de y en dépendra visiblement. Comme :
1+Th2zs
Coth2rs=— 0 —
on a, en mullipliant par 2Thzs, quantité positive puisque s l’est :
(29) 2 Tbrs U(S)= 3 Th? 7rs — 1.
On a ainsi :
U (s) = 0 SLS
This 1 ou s = (,2096 (1).
Si U(s)> 0, autrement dit, si sx 0,2096, y reste positif dans l'intervalle SES Ro:
si U(s)<0 ou s<0,2096, y peut s’annuler dans le même intervalle,
puisqu'il en est de même de w(s*,s).
Pour déterminer alors la racine de + (s*,s), un calcul facile nous montre que l’on a :
(30) (Thzs + Thzrs*)o(s*,s) — Th? rs* + Th rs" Th rs + Th?rs — 1
ce qui fait voir que la fonction #(s*,s) s’annule pour une valeur s*. de s*, donnée par l’équation :
= A ïl 2 T4 (31) Th xs Thrs +A/1——Th?xrs.
2 4 Je n'ai gardé que le signe plus devant le radical, parce que le signe moins aurait conduit à une valeur négative de s*. Il faut, bien entendu, que s*c soit réel et supérieur à s. La quantité sous la racine carrée est positive si 2 4 ; SMS :
NE 1,1547; ce qui est automatiquement rempli si U (s) <0. Quant à la seconde condition s* > sou Th x se. > Th rs > 0, l'équation (31) nous donne : V3
el celle inégalité n’est autre que la condition LACS EAU!
Th rs <
(1) Pour tous les calculs concernant les fonctions hyperboliques, voir L. Porix : Formules et Tables numériques, Paris 1925.
En résumé :
1 me 19S1 hrs = TER numériquement si s > 0,2096, y est toujours positif el inférieur à 1. L’allure de y (s*) est celle de la courbe I de la figure 49: si s* croît de $ à + co, y part de la valeur zéro et tend asymptotiquement vers + 1, par des valeurs croissantes ; 20 si Thns € V3 2 numériquement si $<0,2096, il existe une valeur
critique s*. de s*, solution de l'équation (31) et telle que SIPS ES ENS GÉTIESt
négatif, tandis que pour s* allant de se à + co, y est positif et tend asymptotiquement vers + 1, par des valeurs croissantes (courbe IT de la figure 49). 9. On applique le même raisonnement à la double file symétrique de tourbillons au voisinage d’une seule paroi rectiligne. Si je considère une file A 1 1 (y "4 +5) de tourbillons + [, et une file B (y = a —5) de tourbillons — KL,
on a d’une façon analogue au système de la figure 48 :
= _e [Coth x s + Coth x s*] — =. Coth x (s* — s)
DUR
[— Coth zrs + Coth x s*] + nu Coth x (s° + s)
HA
et on voil tout de suite que la vitesse d’éloignement des tourbillons de la paroi y —0 est nulle. D'autre part, on peut satisfaire à la condition de permanence uA — up, Si l’on pose, comme tout à l’heure :
(23) she
avec :
(33 bis) ÿ(s", s) = Coth rs° + Coth xs — Coth x (s* + s).
Le signe de la dérivée se détermine sans difficulté. Son expression .
; Leo (s;s) 1 il 34 nn qe Û \ ) T Ôs* Sh2 x s* fe Sh2 x (s + s)
nous apprend que :
dy (s', 5) dar 1) > ST (35) 0% (s”, s) . A S Den = OS —<— LÉ Pour s*——s, la dérivée de à est discontinue (la discontinuilé relative à
s*—0 ne nous intéresse pas). Il nous faut maintenant connaître les valeurs particulières d (s,s), ® (—s,s) et bd (+co,s). On a, après quelques calculs intermédiaires faciles :
VC) 3 Coth? rs — 1
PO ES Colliers
quantité toujours positive et finie, puisque Coth #s > 1. D'autre part d(—s,s) doit être considéré comme la limite de d(s*,s),
lorsque s* tend vers — s par valeurs croissantes. Supposant alors s*=—5s—e avec s > 0 et infiniment petit :
Ce © je 1 3 es
TE Ent ss, fs"; s)2tendeverseCoth rs "1.
Comme d(s*,s) et b(—s*,s) sont toujours positifs, il en sera de même de y. y est d’ailleurs zéro pour s*—s et égal à + 1 pour s*—=co. Et comme la différence : :
1 1 D'CS tr < — a ————— FOIE OR DER DS, SV (CS,s)—2Sh27s rs cena sx |
est négative si 0<s<5*, y restera toujours inférieur à l'unité. Si on fait donc varier s* de s à + co, y croît régulièrement à partir de zéro et tend asymptotiquement vers + 1 par valeurs croissantes.
140. La conclusion générale de l'étude, relative à une seule paroi, est complètement analogue aux résultats trouvés pour un canal. En particulier, je confirme encore une fois la première hypothèse émise au début de ce chapitre, que la paroi n'intervient pas dans la création même des tourbillons. Je trouve en effet y<1 dans tous les cas, alors que l'hypothèse contraire aurait entraîné y> 1. Quant à la condition exceptionnelle de la permanence 7<0, je fais la même observation que pour le canal, à savoir que dans ce cas, les tourbillons produits par le mouvement d'un obstacle dans un liquide, ne peuvent pas être permanents.
11. On peul ranger dans ce même ordre d'idées la recherche de la PEACE de quatre files de tourbillons dans un fluide libre. J’ai fait l'énumérafion LE différents systèmes permanents possibles à la fin du chapitre IV et je suis arrivé à quatre (fig. 34) (1); (2), (3) et (4), dont les deux premiers (1) el (2) se ramènent aux cas traités tout à l'heure, de deux files de tourbillons au voisinage d'une seule paroi. Ilne me reste ainsi à examiner que les configurations ( 3) et (4) dela figure 34, dont les deux files A,etB, sont les images de A et B, suivies d’un décalage longitudinal d'une demi-période 1/2. Les notations que je vais employer sont les mêmes que tout à l'heure et je suppose que les tourbillons de la file A ont l'intensité I, ceux de la file B l'intensité — [,. Pour que les systèmes soient permanents, il faut que les vitesses longitudinales des files A et B soient les mêmes. Si cette condition est remplie, il en sera manifestement de même des files A, et B;, pour des raisons de symétrie. Comme ces deux dernières files de tourbillons sont les images de À et B (à un décalage longitudinal près), les tourbillons B; auront l'intensité + I, et les tourbillons A, l'intensité — I.
J'examine d'abord la configuration (3) (fig. 34) et pour écrire les vitesses
j'utilise les formules (8) du chapitre IV, dont j'ai fait d’ailleurs usage plusieurs fois. Je trouve :
2lua =1,[-— Coth rs +Thzs|+I, Th r(s +s)
68) 2 lu — 1, [Coth rs + Th rs] — I, Th + (s* —s)
et de toute évidence va = 08 — (.
J'exprime la condition de permanence ua — up Ce qui me conduit à poser:
ER
*: TTResS
avec :
(37 bis) o (s,s)—=Thzs + Coth rs — Th x (s* + s).
On trouve tout de suite, par dérivation de (37 bis) :
3) T ds" Shzs Chz(s +5)
cette quantité est toujours négative et a une discontinuité pour s*— 0. où elle devient — co.
Si s* tend vers zéro, æ(s*,s) tend vers + co. de la même manière que Cothzs*, c'est-à-dire vers + oo où — ©, suivant que s* tend vers zéro par des valeurs positives ou négatives. On a d'autre part :
PCE =, S) = Thxrs:= 0
Ces données suffisent pour tracer la courbe + (s*,s) en fonction de se
seule particularité à étudier encore c’est le signe de + (s°,5 pour s*< (0. Comme
?(s*,s) doit couper l'axe +— 0, il est indispensable de savoir si la racine de
ES = B\ Ê RES Q r + x Q ® (s*,s) —0 correspond à une valeur de s* extérieure on intérieure à l'intervalle (—5,s). On voit facilement que :
ps, s) — Th'rs — Coth rs < 0
et il en résulte que + s’annule pour une valeur de s*, extérieure à (=—S$, Es).
L’allure de la courbe y en fonction de s* est donc celle de la figure 50 et ceci
Fig. 50
quelle que soit la valeur particulière de s. La valeur s*c est celle, qui annule le dénominateur de y dans (37).
Enfin le cas (4) de la figure 34 se prête à des observations analogues. On
peut écrire encore :
2lua —=L[—Thzs* + Coth xs] + I, Th x (s* + 5)
(39) 2 lug = 1, [Th xs* + Coth xs] — L Th x (s* — s)
et à partir de ces formules :
LV 6,5 0 ALLIER où l’on a posé :
(40 bis) (SC s)— Coth rs elhzrs Thr(s +5).
On calcule d’abord la dérivée de à (s*,s) :
OR CS 1 ju 1 (D RON 0s 0 | Chrs LcCh?z(s+s)
et on voit que cette dernière est continue pour toute valeur de s*. L'examen de (41) nous donne d'autre part :
dy (s*, s) AE Or
| — QG" SL 's — 5 ?
dy (s*, s) si LE S%
£ où < — © S S Er ER »
(42) | ss >0 Si — 5 dY (5°, s) Me: S > 0 si s — — | ds* FSU
Quant au minimum de %. sa valeur que je désignerai par As), est égale à :
EE A(S) —Y (—5s) = coin rs—2Thr Comme :
(41) È dA (s) + 1 1
ds | CSS ARE Ch? 7 S
et comme on trouve d'autre part les valeurs particulières : À (0) ==s."et "AN (5) == 0, il est certain que pour s > 0, on aura :
AS
Donc le minimum de à est positif, quel que soit s. Pour s — +, on a b (+ oo,s) —Cothzs > 0. d(s*,s) et b(—s*,s) sont donc positifs tous les deux et il en sera de même de leur quotient y. Pour avoir une idée de la valeur de cette dernière, on forme la différence :
F N £ : 1+Ch2z>s | = = PCs, 9 2 The fi LEURS 45) H()=y(6",s3—v(—Ss",s)—2Th JE ru |
el on voit qu'elle est positive pour s* >> 0. y sera donc une fonction décroissante, partant d'une certaine valeur positive finie pour s*—s et tendants vers + 1 par valeurs décroissantes lorsque s* tend vers + oo (fig. 51).
Ainsi, en faisant la comparaison des deux dernières configurations (3) t (4) avec celles de (1) et (2) de la figure 34, on voit que toutes les fois que
ut (D 1©
1, à été trouvé positif pour (3) et (4), sa valeur dépassait l'unité. Il est intéres- : L Re ; sant de noter, d'autre part, que JT, ‘St fini pour s*—s, alors qu'il était nul | lorsque À, et B; étaient des images de À et B. C'est précisément de cette façon
que se manifeste le décalage longitudinal de A, et B, par rapport aux images de À et B.
12. J'ai déjà insisté sur l'importance qu'il y aurait à étudier la s/abilité de quatre files de tourbillons avec des intensités inégales en valeur absolue sur deux d'entre elles. Je m'occuperai de ce problème dans une prochaine publication. En attendant, je voudrais remarquer que comme nous nous trouvons dans un fluide libre, l'inégale intensité des tourbillons ne peut provenir que de l’action amortissante de certaines liaisons et comme il n'y en a d’autres dans un fluide libre que l'obstacle, l’inégale intensité doit avoir lieu lors de la création même des tourbillons. Or si les deux obstacles sont suffisamment rapprochés l’un de l’autre, pour que leur action soit sensible sur les tourbillons, au moment de leur formation. les gradients des couches limites intérieures des obstacles doivent être
LA
Fig. 51
certainement moins grands que ceux des couches limites extérieures. Les tourbillons qui se détachent de l’obstacle auront alors des intensités (en valeur absolue) relativement moindres sur les files intérieures, autrement dit on aure nécessairement y ET
Par conséquent, parmi les quatre configurations permanentes, «a priori également possibles, on ne pourra avoir dans la pratique que l’une ou l’autre (1) ou (2), c'est-à-dire une configuration, dont deux files A, et B, peuvent être considérées comme les images des deux autres À et B, par rapport à une paroi médiane fictive 7x. Tout ceci à condition que les expériences conduisent vraiment à un système permanent. Sinon, le problème se posera d’une façon essentiellement différente. Le chapitre suivant aura précisément comme but d'examiner cette question de la non permanence des systèmes de tourbillons dans un cas particulier simple.
CHAPITRE VII
La THÉORIE des TOURBILLONS dans un FLUIDE LIMITÉ et l'EXPÉRIENCE
4. La théorie des tourbillons alternés, que j’ai développée aux deux derniers chapitres, est une théorie approchée sur plusieurs points. Elle est approchée d'abord par suite de l'hypothèse que la viscosité est négligeable et les files illimitées dans les deux sens. Mais ces deux approximations, qu'on fait d’ailleurs couramment en hydrodynamique, ne sont pas les seules. Une approximation
aussi importante concerne la valeur du rapport des intensités des tourbillons
Y=T . Au chapitre V j'ai supposé arbitrairement qu'il était égal à un et j'ai
étudié toutes les conséquences qui découlent de cette extension de l’hypothèse y=1, plausible pour a—0, au cas où l’on aurait a£0. Au chapitre VI j'ai admis que y doit satisfaire à la condition nécessaire pour que le système de tourbillons soit permanent; et on se souvient de ce résultat paradoxal auquel j'ai été conduit, qu'il n’est pas toujours possible de déterminer une valeur positive de . |
Au point de vue physique, il est peu probable que l'hypothèse I, —1I, soit vraie pour a<0, tout en ne connaissant pas d’une façon rigoureuse le mécanisme de l’action amortissante des parois. Mais comme il est certain que celles-ci agissent sur les tourbillons, surtout quand ils se trouvent déjà détachés de l’obstacle, 7 doit rester inférieur à l’unité. C’est ce que j'ai trouvé au chapitre précédent. La question d'ordre physique que je pose maintenant est celle-ci : y a-t-il une raison précise quelconque, par suite de laquelle y doit avoir exactement la valeur à laquelle je suis arrivé précédemment, exprimant la condition de la permanence ? Je dois répondre à cette question par la négative, non pas parce que je connaîtrais une autre valeur de y, qui différerait de celle exprimant la condilion de la permanence dans un canal, mais simplement parce qu’une valeur bien délerminée de y est incompatible avec le fait que cette valeur ne peut même pas être constante le long d’une file de tourbillons à l’aval de l'obstacle. y serait en effet différent de 1 en aval, à une petite distance de l'obstacle et tendrait nécessairement vers une valeur encore plus faible, au fur et à mesure que les tourbillons s’amortissent, puisque les facteurs d'amortissement agissent différemment sur les deux files el accentuent encore la raison, par suite de laquelle y devait être inférieur à l’unité, dès la naissance des tourbillons.
Pour jeter quelque clarté sur ce problème, je dois me contenter de ne traiter qu’un cas approché, ne serait-ce qu’en attendant la possibilité de faire des calculs plus rigoureux. Je me propose de chercher les conséquences qui découlent de l'hypothèse d’avoir une valeur de y positive et inférieure à l'unité, mais n'élant pas nécessairement égale à la valeur particulière, trouvée au chapitre précédent et que je désignerai par y’. Par définition, cette valeur y’ de y sera celle qui correspond à la condition de permanence, c’est-à-dire à la condition d’avoir équilibré le système de tourbillons dans le canal.
Dans la pratique, la valeur réelle de y pourra être ou supérieure ou inférieure à y. On doit avoir d’ailleurs dans tous les cas 071, où l'égalité correspond au cas où l’on aurait a — 0.
Si je détermine alors l’équation des vitesses des tourbillons alternés dans le canal par la méthode que j'ai développée aux deux derniers chapitres, je peux écrire avec les mêmes notations et sans refaire les calculs intermédiaires, en tout point semblables à ceux qu'on peut trouver dans les raisonnements précédents :
4r 4r UA = —— UR L 1 Se, 1 1 1 D Msr20ss = )(1+26)o3 pOa+o)—p ral Ü l J CE CCC a 1 Æ 1 | C2) ie die 22. ph—p@a+e,) ph—p(i+26)«; 2 : 1 l Dee) Lx pd 6,) É PCa+o)—p(A+206) = : AUNRIES oe
après avoir posé à —I, —[, et 2A=I, +]I,. Comme je suppose que L et — I, sont & priori quelconques, à la seule restriction près d’avoir l'inégalité I, 1, on trouve d’abord, par l'examen de (1) que ua us. On voit en effet qu'il n'y aurait qu'un seul moyen d’avoir l'égalité des vitesses transversales ua et up des files À et B (voir les figures 36 et 37 du chapitre V), c’est d’avoir KE =, c’est-à-dire y — 1, à moins que ua et ug ne soient nulles toutes les deux à la fois, hypothèse compatible avec IL - L, mais qui demanderait, en vertu d'un passage
: : 1 à la limite opéré sur le second membre de (1), d’avoir ou bien 8 — -ou6i—0,
c'est-à-dire une configuration alternée où symétrique.
La première conclusion à tirer est alors ceci: toutes les fois que y 1 ouy y (voir plus haut), on doit avoir ua ur, autrement dit il n'est plus
possible d’avoir une rue de tourbillons qui conserverait sa largeur. Le sens de la
a. (LIL + : Serie 3 variation de la largeur de la rue ARE découlera d’ailleurs de l'équation (3) qui
dh M : da , er nous fait voir que DE est de même signe que PTE du moment que 2 À est positif
et différent de zéro, ainsi que à, dont la valeur en fonction de y, I, (1— y) est
positive et différente de zéro, puisque 0<7< 1.
D'où la seconde conclusion : la variation de la largeur de la double file alternée de tourbillons s'accompagne nécessairement du mouvement transversal de la ligne médiane æ— a des tourbillons. Si A croît, c’est-à-dire si la rue s élargit vers l’aval, les tourbillons s’écartent de l’axe de symétrie du canal et inverse-
ment.
METEO da 2. Il s’agit de savoir dans quelles conditions les deux dérivées AT et ST
seront positives ou négatives. Portons encore notre attention sur (1) et rappelonsnous que [L,<I,. Comme on a en vertu de (1) :
on doit avoir évidemment |ua|<<|us|, inégalité à propos de laquelle il ne faut pas oublier que les vitesses transversales doivent être de mêmes signes. Deux cas doivent alors être distingués que j'appellerai cas (&) et (B), suivant qu'on aura l’une ou l’autre des éventualités :
d (@) DTA UE LE 0 fret —e > 0 dh da (8) 0 > ua > up = 0 et An D
Je remarque d'autre part qu'on a au début, par hypothèse, 8 — 0, c’est-àdire une configuration alternée tout à fait régulière. Comme d'autre part l'hypothèse plusieurs fois mentionnée A<+2a—+uw, avec a>0 entraîne l'inégalité ph>p(2a+w;)>e, on voit que le crochet du second membre de (1) est une quantité finie et négative. Le signe de ua et up sera alors donné exclusivement
1 : ) " par la fonction 4 p( +26) w3, qui est nulle au début, par suite de l'hypothèse que l’on a 6—0. Or si 6, partant de la valeur zéro, devient positif, la grandeur
1 : 1 — p (1 +26), sera posilive, tant que 0 n'aura pas atteint la valeur —. Cette i J 3 P ) Il D)
hypothèse d’avoir << est raisonnable, si je me borne à n’examiner que le mouvement initial du système, exprimant la {endance à un mouvement éventuel; une recherche plus poussée n’aurait qu'un intérêt théorique et ne contribuerait nullement à résoudre le problème pratique, posé dans ce chapitre. Dans ces conditions, on voit que si 0 croît (ou décroît) à partir de zéro, les vitesses ua et ug seront négalives (ou positives) respectivement. Ceci correspond au cas (8) que je peux traduire en disant que la double file alternée aura la tendance à se contracter et à se rapprocher de la ligne médiane du canal. Si par contre 8 décroît à partir de zéro, - P (1 +256)w, restera négatif, tant que 0 > a ce qui nous conduit au cas (x) dont la conséquence est l'inverse du cas (B). Le cas (a) exprime en effet la tendance de la rue de tourbillons à se dilater à l'aval de l’obstacle et à s’écarter de la ligne médiane du canal. À ces mouvements principaux je dois encore ajouter le fait qui est la conséquence de la variation de 6, à savoir que les mouvements («) et (8) s’accompagnent respectivement
J? u x r . . . 2 (] Ge d’une tendance à un décalage longitudinal relatif —+ des files À et B: ce 1 2 décalage est négatif dans le cas (x) el positif dans le cas (8). Pour prévoir dans lequel des cas («) ou (B) on se trouve, la théorie développée dans ce mémoire est tout à fait insuffisante. Néanmoins l'équation (2)
nous montre que si y Z y" on doit avoir g (y) > g (y) =0. On vérifie en effet
facilement que si 0<hA<w, — 2a, le facteur de Di dans (2) est négatif et celui de A positif. Or on voit tout de suite que si y (compris entre 0 et 1) croît, Ô €
— — | I, L'augmentation de y (compris toujours entre 0 et 1) aura alors comme effet sur (2) de faire décroître le coefficient du terme négatif et de faire croître celui du terme positif. I] en résulte bien que :
re LE : 2A y est positif et décroît, tandis que I —=1{—+7y est positif et croît.
Re dô ss à Ainsi, Si yY=> 7’, di Sea positive, donc 0 sera une fonction croissante du
temps, tout au moins au début de sa variation; et inversement si l’on a y <Y!. Il serait d'un très grand intérêt de pouvoir prédire laquelle des inégalités aura lieu relativement à y, dans un cas expérimental donné. Cette prévision nous renseignerait si on se trouve dans le cas (4) ou (B) suivant que l’on a y<<7y’ ou y> y! respectivement.
Tout ce que je peux dire à ce sujet, c’est que s’il existe une valeur critique a* de a, solution de à (a*) — 0, dont l'existence est elle-même conditionnée par l'inégalité y (A) < 0 (voir chapitre VI), toutes les fois que a > a*, y’ sera négatif. Comme y doit être positif, il est certain qu'on aura y>Yy, d’où g(y)>g (r) et = > 0. On sera dans le cas (6) avec toutes les conséquences qui en résultent.
Si par contre y (h) => 0, ce qui entraîne une valeur toujours positive de y’, quelle que soit la valeur particulière de a, rien ne peut m'indiquer, en me basant sur les développements précédents, si je dois avoir y < 7’ ou y > y’, autrement dit si je serai conduit à trouver une tendance des tourbillons à se mouvoir suivant la modalité («) ou (B). Seule l'expérience peut me donner des renseignements ace Sel
Je dois remarquer également que les éléments théoriques me manquent pour dire si la largeur À de la rue de tourbillons conduira à une fonction x (A) positive ou négative. La détermination de cette fonction exigerait au préalable la solution du problème de la stabilité que je n’ai pas abordé dans ce mémoire.
Sans faire la discussion relative à la valeur initiale, égale à DJ de 6, qui
caractériserait la configuration symétrique, peu intéressante dans la pratique parce que c’est une configuration instable, je peux résumer les développements ci-dessus en disant que du moment que la valeur réelle de y est différente de y et de l’unité, on doit avoir nécessairement une double file de tourbillons, convergente ou divergente à l’aval de l'obstacle, sans que je puisse prévoir d’une façon précise dans lequel des deux cas je me trouve; à moins que je n’aie x (h) <0
He
0) En h à) certainement le cas (B), c’est-à-dire une double file convergente, avec la tendance
à se rapprocher du milieu du canal.
et a ax avec d (a*) —0 (voir chapitre VI), conditions qui caractérisent
8. Je reproduis ici quatre bouts de films, donnant les images successives des tourbillons dans un canal, à la fréquence de quatre-vingts images par seconde. Tous les quatre films correspondent à un canal de largeur w, —7,75 cm; le liquide est de l’eau à une température de 1995 C. L'’obstacle est une lame à faces planes et parallèles, d'épaisseur 0,2 cm, arrondie aux deux bouts. Son mouvement avait lieu parallèlement à son plan médian de symétrie, avec une vilesse uniforme de 18,6 em/s. L’occultation est circulaire. On avait en outre pour :
les figures 52 et 53 a —2,88 cm;
la figure 54 a = 1,88 Cm;
la figure 55 a = 1,10 cm.
La pelitesse des images ne permet pas de voir d'une façon précise la variation de a el À en fonction de la distance de l'obstacle vers l’aval. Toutefois j'ai extrait deux images isolées des figures 52 et 54 el je les ai agrandies (voir figures 39 et 40 du chapitre V). Les mesures micrométriques effectuées sur ces images, révèlent un élargissement nel de la rue de tourbillons vers laval de l'obstacle. Si je désigne par Am la largeur de la rue, correspondant à un rang m, compté à partir de l'obstacle suivant les tourbillons consécutifs, placés alternativement sur les files À et B, je trouve un élargissement de :
—={,8 pour les tourbillons des Jigurest52tel 6542/5800 n Le — 8,8 pour les tourbillons de la figure 54 (a — 1,88 em).
L'indice m correspond au premier tourbillon du sillage, visiblement détaché de l'obstacle. Il est vrai que le premier cas, avec son élargissement ne dépassant pas 1:2 sur vingt tourbillons consécutifs, est peu convaincant puisqu'on pourrait l’attribuer à une fluctualion; mais les tourbillons de la ligure 54 présentent un élargissement considérable, dont la valeur égale à 8,8 sur vingl lourbillons consécutifs dépasse certainement les fluctuations de la posilion des tourbillons. Cet élargissement ne peut pas être attribué à une autre cause qu à celle qui découle de la valeur de y Z y’; en particulier, il ne provient certainement pas d'une accéléralion ou un ralentissement éventuel du mouvement de lobstacle. La vitesse de celui-ci a été mesurée au diapason et trouvée uniforme à moins de 1 % près sur un parcours utile de 30 cm. |
IT est inutile de reproduire d’autres films el d’autres mesures. L'élargissement de la rue de lourbillons à été constaté systématiquement et avec des valeurs sinon supérieures, mais sensiblement égales à celles de la figure 54 pour vingt tourbillons conséculifs. Je n'ai jamais trouvé une double file alternée en contraction. J'en lire la conclusion, en vertu de l'équation (2) qu'on a toujours 0<y<7y <1et non y=7Y. En d’autres termes ceci veut dire que l’action amorlissante des parois n’est pas seulement sensible, mais elle est même plus forte
que ne l’exigerait le maintien de la double file de tourbillons alternés dans un élat permanent.
4, Lorsqu'on a une double file alternée de tourbillons dans un fluide, limité par une seule paroi rectiligne, on peut écrire, sans changer les notations des chapitres précédents et sans indiquer en détail les calculs intermédiaires (voir figures 41 et 42) :
/ , She et ; = Il ——_—Û——— +], ———— —|1,0Coth —(2a—h) 7 Ch 27 + cos2x0 ChŸF€ + cos2x :
du Dee sr :
LT Rene at Jeu eo +R) Ch + cos270 Ch " + cos270 dE : SERRE TN sin 2x0 a — - =— = 7 0.
L L Eee DEL PUT Er
Si l’on tient compte alors des relations évidentes :
A 0 ne FT RUE
(5) LAN Eee
| = (LA + vB) —
on {rouve :
1 da 1 dh 6 FA RER de OR (6) Atuat Ô t dô Ô 27h / 1 1 TOP Sn Re dt 2 l Ch RSS Ch 74 —ch2rR om l l l CTI. 1 1 ANS h — l (en to 2 GE ar)
avec ê=[, —I, et 2A—I +I,. La discussion des équations (4) à (7) est en tout point analogue à celle de (1) à (3) qui se rapportent aux tourbillons alternés dans un canal rectiligne. On trouve encore que si y=>7 avec JE 0)
; dô on a g (y) >0 et par conséquent Tite. 0. On aura ainsi :
dô ë k H > DISC
dô .
STE
et dès lors si 0 part de la valeur zéro, sans atteindre
en valeur absolue (que je suppose, puisque je n’examine ici que la fendance des tourbillons à se mouvoir), VA où vB seront de même signe, en vertu de la dernière équation (4), que — sin 270. Si je considère alors les deux signes possibles de va et og et l'inégalité I, <I,, j'aurai («) ou (8), à savoir :
da dR
(2) DETVLA EE De TD et PT da dR
(8) 0 va vp PT 0 et ne . 0.
On arrive alors sans peine soit à l'éventualité (&) si y<Yy'soit à l’éventualité (B) si y > 7".
Ainsi, si y <7’, les tourbillons forment une double file ayant la tendance à se dilater, à s'écarter de la paroi et subir un décalage longitudinal négalif; si y > y, on a la conclusion inverse.
Comme dans le cas des tourbillons dans un canal de largeur finie, le signe de y —7Y ne peut pas être déterminé théoriquement, sauf dans le cas où y’ (correspondant à la permanence de la double file) serait négatif, c’est-à-dire lorsqu'on aurait (voir chapitre VI) :
pee le l V3 ets h JE avec :
Dre - 1 x h 3 3 OO =. hi j on D
Dans tous les autres cas, notamment lorsque ac << a ou encore si:
he i
A RE
Th
et alors pour n'importe quelle valeur de a, y’ sera posilif, comme y. Ce n'est que l’expérience qui peut nous indiquer alors si on se trouve dans lun ou l’autre deSLas y Ye OUT ET,
5. L'examen minutieux des films dont je reproduis trois bouts ci-contre (fig. 56, 57 et 58) (*) semblent indiquer une légère dilatation de la rue, celle-ci
(1) Ces films ont été faits dans les mêmes conditions physiques que ceux de ce chapitre, qui se rapportent au canal de largeur finie. La distance de l’obstacle de la paroi est respectivement : pour le film 56, a — 1,5 cm; pour le film 57, a = 2,5 cm; pour le film 58, a — 3,5 cm.
élant d’ailleurs moins forte que dans le cas du canal. Les fluctuations ne permettent pas de Lirer de conclusions certaines; mais il est tout à fait probable que la dilatation de la rue de tourbillons ne soit pas fortuite. En tout Cas, aucun des autres films (que je ne reproduis pas ici) ne montre une double file en contraction. Pal
A ce point de vue, les conclusions sont les mêmes que celles qui se rapportent au canal. Je peux dire notamment que par suite de l'inégalité y <#/, que les expériences révèlent systématiquement, la paroi doit exercer sur les tourbillons une influence amortissante plus importante encore que ne lexigerait la condition de la permanence de la double file alternée de tourbillons.
CONCLUSION
Les modifications que j'ai apportées au système d’occultation de l'appareil de H. BÉNARD, permettent une détermination plus précise du centre giratoire des tourbillons. Il est possible d'adopter un système d'occultation plus perfectionné encore, notamment une « sur-occullalion » circulaire, avec une fenêtre concentrique circulaire (dont je ne me suis pas servi dans le présent travail), qui ferait apparaître les centres tourbillonnaires sous forme d’un petit cercle lumineux. Il est probable qu’un tel dispositif expérimental serait mieux adapté au but poursuivi, que le système dont je me suis servi actuellement.
L'application de la méthode optique n’exige pas un liquide déterminé. On peut faire les expériences dans un liquide autre que l’eau, à condition qu'il soit suffisamment transparent. Les dimensions considérables de l’appareil de H. BÉNARD m'interdisaient pourtant l'emploi d’autres liquides, à cause du prix de revient excessif d’une grande quantité de la plupart d'entre eux. N’empêche qu'avec un appareil de dimensions plus modestes et en utilisant un liquide visqueux, l'emploi de la méthode optique serait d'autant plus intéressant, que la grande précision des mesures qu’elle nous permet, est compatible avec la plus grande régularité des phénomènes tourbillonnaires que l’on constate dans de tels liquides pour le même nombre de Reynolds.
IL est souhaitable que mes expériences soient refaites dans les conditions ci-dessus. L'emploi exclusif de l’eau ne me semble pas être suffisant pour obtenir et observer d’une façon nette, les phénomènes que j'ai étudiés dans ce mémoire. Les fluctuations prennent très souvent une importance relative exagérée, ce qui fait que dans beaucoup de cas, pourtant pleins d'intérêt, je devais me contenter d’une étude purement qualitative, alors que l’emploi d’autres liquides, plus visqueux et aussi d’une lension superficielle moins élevée, aurait probablement permis de faire une étude quantitative complète. Quant aux conclusions qualitatives qui se trouvent développées surtout au septième chapitre, elles sont nettes et la dilatation de la rue de tourbillons alternés semble être systématique et due à la position dissymétrique des tourbillons par rapport aux parois du canal. Comme la dilatation s'explique par certaines valeurs particulières de l'intensité des tourbillons, inégale sur les deux files et comme celle inégale intensité est le résullat de l’action des parois, la théorie n'expliquerail pas une telle dilatation dans un fluide Libre. Si les observations de À. FAGE et F.C. JonANSEN (4) sur la dilatation de la rue de tourbillons
() Proceedings of the Royal Society of London, série À, t. 116, 1927, p. 170.
alternés dans l'air (pratiquement) libre sont exactes, il sera nécessaire de perfectonner ma théorie élémentaire, en faisant intervenir probablement deux files de tourbillons, illimitées d’un seul côté seulement.
Cet exemple montre que les développements théoriques de ce mémoire sont insuffisants. En attendant qu'on les pousse plus loin (!), j'ai énoncé un certain nombre de résultats.
D'abord (chapitre V) l'exemple d’un système mécanique, capable d’effectuer des oscillations entre certaines limites de l’espace, à l’intérieur desquelles aucune position d'équilibre n’est comprise, pourvu que ces oscillations aient une amplitude finie. Ce résultat n'aurait qu’un intérêt théorique, s’il n’entraînait pas la conséquence si importante, que les tourbillons alternés, produits dans un canal, ailleurs que dans leur position médiane d'équilibre, ne doivent pas y retourner nécessairement. Et effectivement ils ne semblent pas avoir cette tendance à effectuer le mouvement vers l’axe du canal.
— I à Ensuite il faut noter l’étude concernant la valeur de y — Le relative à un
système de tourbillons permanent. Le premier résultat à ce propos que les parois agissent sur les tourbillons non pas en contribuant à leur création, mais en les amortissant, est hors de doute et découle de l'inégalité I, <1,, comme je J'ai montré au sixième chapitre. Cette étude m'a montré également l'existence de certains paradoxes, tels par exemple que la possibilité d'avoir 7ÿ<0. La conclusion que j'ai tirée à ce sujet que les tourbillons ne peuvent alors plus constituer un système permanent, est juste mais insuffisante; il me faudrait montrer aussi dans quelles conditions expérimentales je serai conduit à une telle
valeur paradoxale de y. J’ai laissé cette question en suspens, puisque l'élément
_—— : : 2 , ; ih ; principal qui me serait nécessaire, la connaissance de non fonction de a et w; D
me manque en ce moment.
Je ne me dissimule pas les difficultés pratiques de la solution de ce dernier problème. Déjà les problèmes de l'équilibre et du mouvement des tourbillons dans un canal pour a 0 sont relativement difficiles par rapport aux résultats élémentaires correspondant à a —0. Quant au problème de la détermination de ih pire ne , ; — — F(a,w,) avec a - 0, les complications exagérées doivent bien nous faire [0]
réfléchir, si la méthode classique des petites oscillations est pratiquement applicable. Je crois bien que si l’on ne veut pas se borner à des cas particuliers trop restreints, comme l’a fait Imaï-Isao (2) à la suite d’une de mes publications, la méthode des petites oscillations, au moins sous sa forme classique, doit être remplacée par une méthode meilleure. C'est ce que je ferai — je l'espère bien — après la publication de ce mémoire.
(1) A ce propos je signale un mémoire paru récemment de S. G. Hooker, où l’auteur étudie la variation de la largeur des files de tourbillons sous l'influence de la viscosité. Cf. Proceedings of the Royal Society, série À, t. 154 (1936), p. 67.
(2) Comptes rendus, t. 202, 1936, p. 1908.
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