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INTRODUCTION
On sait que la théorie générale des fonctions analytiques d’une variable complexe s’est longtemps occupée presque exclusivement de la détermination des points singuliers d’une fonction et de l’étude de la fonction au voisinage d’un tel point. C’est seulement au début du siècle, sous l'influence des théorèmes de MM. Landau et Schottky, eux-mêmes issus de la théorie des fonctions entières, d’une part, de l’étude de la représentation conforme, d’autre part, que s’est développée la branche de la théorie qui s’occupe de rechercher les propriétés d’une fonction analytique dans les domaines où cette fonction est holomorphe ou méromorphe.
Les questions qui se présentent dans cette théorie peuvent se ranger en deux catégories, découlant respectivement des deux sources que nous venons de rappeler : d’une part, on étudie la répartition des points où la fonction prend une valéur déterminée; de l’autre, on recherche la nature des domaines engendrés par les valeurs de la fonction, en s’attachant en particulier à préciser les conditions auxquelles ces domaines ne se recouvrent pas eux-mêmes, ou recouvrent
RS
toute portion du plan au plus un nombre déterminé de fois. Quant aux hypothèses faites sur les fonctions étudiées, elles ont trait, en général, soit aux coefficients de leur développement autour d’un point du domaine considéré, soit à des limitations globales imposées aux fonctions dans ce domaine.
Ce travail est consacré à l’étude d’un certain nombre de questions, appartenant aux deux catégories précédentes, et relatives à deux familles particulières de fonctions, à savoir Les polynomes et les fonctions bornées dans un domaine; dans toutes les questions traitées, je me suis attaché à donnerdes résultats quantitatifs aussi précis que possible.
Dans le premier Chapitre, je poursuis l’étude, commencée par M. P. Montel et poursuivie par M. M. Biernacki, de la détermination des limites supérieures des modules d’un certain nombre de zéros d’un polynome, lorsqu'on fixe le nombre des termes et certains coefficients. Ce Chapitre est divisé en deux parties : dans la première, j'indique un procédé général pour le calcul de ces limites, et j’applique ce procédé à la détermination exacte du plus petit cercle de centre origine contenant toujours un zéro, pour quelques types particuliers de polynomes. Dans d’autres cas, je donne simplement l’ordre de croissance de ces limites par rapport au degré du polynome; en particulier, pour le polynome le plus général
P(x)=i+ax+ar +... +aæt+ a; +... + anæ",
où les p coefficients a,, a,, .…., a, ont des valeurs fixes, les autres étant arbitraires, je détermine, dans tous les cas, l’ordre de croissance exact par rapport à n de la limite supérieure de la racine de plus petit module.
Dans la seconde partie de ce Chapitre, j'étudie en détail un cas particulier du même problème, à savoir, la détermination du nombre minimum de racines de l'équation quadrinome
IH PE a, x a; x 0
situées dans le cercle unité lorsque, p, n, et n, étant fixés, a, et a, varient arbitrairement. J’emploie à cet effet une méthode déduite du « principe de l’argument » de Cauchy, qui me permet d'obtenir une limite inférieure du nombre cherché. Les propriétés arithmétiques des degrés p, n, et n, jouent dans cette question un rôle prépondérant.
Le second Chapitre est consacré à l'étude des polynomes univalents.
EN es
Je démontre d’abord la proposition suivante : Le rayon d'univalence
d’un polynome 3 + 4,2 + 432 +... + 4,2"
est égal au rayon du plus grand cercle de centre origine, où ne pénètre aucune racine de l'équation
sin 2 0 , Sin 30 sin 7 0 a; 2? +, ..+ an2tt ==
n 9 se sin Ÿ
lorsque l’angle 0 varie de o à x. Comme applications, je montre d’abord comment un certain nombre de résultats obtenus antérieurement par des procédés divers sont des conséquences immédiates de cette proposition; je considère ensuite les polynomes à coefficients réels, et j'obtiens dans ce cas de nouvelles propriétés du rayon d’univalence. Enfin, j'étudie complètement le problème suivant : Déterminer le maæinum du rayon d’univalence R(a) du polynome
BP QT (p<n)
lorsque a varie arbitrairement. Lorsque p —2, je donne les valeurs numériques de ce maximum pour toutes les valeurs de .
Dans le troisième Chapitre, j’examine un certain nombre de problèmes relatifs aux fonctions bornées. Je résous d’abord la question suivañte : Déterminer le minimum o, du rayon du plus grand cercle de centre origine, dans lequel toute fonction de la forme
f(z)=23+ar+...+anr+...,
et telle que | f(z)|£M dans le cercle unité, prenne p fois au plus la méme valeur. Pour p =1, je montre de plus que toute fonction de la famille considérée représente le cercle |z]<o, sur un domaine étoilé par rapport à l’origine.
Je démontre ensuite quelques inégalités auxquelles satisfait la dérivée d’une fonction bornée, et j’en déduis une relation entre les domaines (D), (D') que font correspondre à des cercles concentriques
|z|Sr, |s/Sr'<r, les fonctions fa) et f’(z), f(z) étant une
fonction holomorphe, bornée ou non, dans le cercle unité. Enfin, j'utilise aussi ces inégalités pour préciser un résultat récent de M. P. Montel,
hi
qui constitue un complément au théorème de Rolle pour une fonction analytique, réelle sur un segment de l'axe réel, et bornée au voisinage (‘).
Dans les démontrations de beaucoup de propositions de ce travail, je n’ai pas craint de faire un large appel à l'intuition géométrique; j'estime qu'il n'y a pas lieu de se priver d’un aussi précieux auxiliaire, d'autant qu'il ne s’agit, dans la théorie qui nous occupe, que de courbes analytiques, et même le plus souvent algébriques; il n'y a done pas à redouter que l'emploi de la géométrie puisse être une cause d'erreurs, puisqu'il est toujours possible de présenter le raisonnement sous forme algébrique.
Je suis heureux, en terminant, d'exprimer toute ma gratitude à M. P. Montel, pour le bienveillant intérêt qu'il n’a cessé de témoigner à mes recherches, et les précieux conseils que je lui dois.
LES ZÉROS DES POLYNOMES
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Les travaux numérotés de 1 à 9 contiennent l'essentiel de ce qui a été publié jusqu’en 1929 sur le sujet de ce Chapitre. On trouvera une bibliographie très complète des travaux publiés de 1900 à 1928 sur tout ce qui concerne les zéros des polynomes à la fin d’un article de M Van Vrecx, On the location of the roots of polynomials and entire functions (Bulletin of the American Mathematical Society, t. 35, 1929, p. 672-683).
1. Nous nous occuperons, dans ce Chapitre, du problème suivant : Déterminer des régions du plan complexe contenant toujours des racines de l'équation algébrique
(1) 1+ an Zu + An, L+... + an L'k= O0 (NN)
lorsque, certains des coefficients restant fixes, on fait varier arbitrairement les autres. Les seules régions du plan que nous considérerons sont les cercles de centre origine; autrement dit, nous chercherons
nee
des limites supérieures des modules d’un certain nombre de racines de l'équation (1).
Ce problème, considéré pour la première fois par M. Landau [la et 1b] à la suite de ses recherches sur le théorème de M. Picard, a été récemment repris et étudié d’une manière approfondie dans les travaux de MM. P. Montel [6], Van Vleck [8] et Biernacki [9].
La position du problème a été déterminée par M. P. Montel, qui a montré ([641, p. 21) que si l’on met l’équation sous la forme
(2) LH GE + Al +... pl + pra PTE. Gp PTE O, et si l’on se donne 4,, a,, ...,a,(a,=<o), ul y a toujours p racines de l'équation inférieures en module à un nombre fixe o(a,, a, ...,a,, k)
ne dépendant que des coefficients donnés et du nombre de termes du polynome.
M. Van Vleck [8] a apporté un complément important à cette proposition, en montrant qu’elle subsiste si l’on se donne les p coefficlients dj, @, ..., Ap_is Aprm (Apimz£ ©), et de plus que, dans aucun autre cas, la donnée de p coefficients de l’équation ne limüte supérieurement les modules de p racines.
Ces théorèmes ne font pas intervenir les degrés des termes qui suivent æ’; la limite exacte de p racines peut cependant en dépendre a priori. J'entends par « limite exacte » la valeur |æ|—p telle que toute équation de la famille considérée ait p racines de modules inférieurs à p, et qu’on puisse trouver une telle équation ayant moins de p racines inférieures ou égales en module à 9 — €, € étant un nombre positif arbitrairement petit. Pour l’équation
(3) 1+2P+ a du axe +... + ax O,
M. Biernacki a donné ([9], p. 547), comme borne supérieure de p, la valeur
P. ue n nm} e R=/ le LU.
Ni —p sp Ni—p déjà obtenue par M. Fejér [3] comme limite supérieure du module d’une racine. Si l’on ne fixe pas n,, nr, ..., n, cette borne est la meilleure possible, car elle est atteinte pour n, =p+1,m, =p+2,.….,
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n,=p + k. Mais si l'on fixe les »,, R n'est la limite exacte dans tous les cas que pour # = 1.
Nous nous proposons, dans ce qui suit, d'indiquer la marche à suivre pour obtenir la limite exacte des modules de 1, 2, ..., (p—1) ou p racines, et de faire effectivement le calcul pour un certain nombre de types de polynomes.
2. Nous partirons du théorème fondamental suivant, démontré par M. Biernacki ([9], p. 555) : Sr p est la limite exacte des modules de 1, 2, ..., (p—1) ou p racines de l’équation (3), lorsque les a; sont arbitraires et les degrés n; fixes, il existe toujours une équation de cette forme pour laquelle la limite est atteinte, et qui a au moins (k +1) racines, distinctes ou confondues, de module ©, à moins que, pour une telle équaton, on n'ait a;—=0. On constate d’ailleurs immédiatement que la démonstration est encore valable pour l’équation plus générale (2). M. Biernacki a indiqué qu’on pourra probablement supprimer l’alternative a;—0 où a,,<0 qui figure dans ce théorème, et a montré qu'elle disparait effectivement pour l’équation quadrinome; nous verrons qu'il en est bien ainsi également dans les exemples que nous traiterons.
De ce théorème, et de la remarque évidente que, si la limite exacte o de À racines (1<A<p) est atteinte pour une équation des types (2) ou (3), cette équation a au plus (} — 1) racines de modules inférieurs à o, il est aisé de déduire une méthode pour le calcul de p.
Posons pour simplifier n;= n. Par la transformation x — 7 où [Ë] = 0, l'équation (3) devient
(4). hs _ ÉPYREP + by a + by. Lune br 0,
les b, étant arbitraires. Il s’agit de trouver la plus grande valeur de |Ë] telle qu'il existe une équation de cette forme ayant (h — 1) racines au plus extérieures au cercle unité.
D’après le théorème de M. Biernacki, considérons en premier lieu le cas où il y a au moins (Æ + 1) racines de (4) de module unité lorsque la limite est atteinte, et supposons d’abord qu’il y ait exactement(k+ 1) racines de cette nature, soient y, = e"h(A =1, 2, ..., +1). Nous
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désignerons par 5,, 5», ..., 64,, les fonctions symétriques élémentaires de ces racines, et par (D) le domaine de l’espace (6,,0,,...,0,,,) à (k+-1) dimensions, défini par les inégalités
O<Û LT, O<0,<2T; Tes OCR AT Soient alors Yriyr(u =1, 2, ..., n— k# — 1) les racines restantes de l'équation (4), u,,u,. ...,u,__, leurs fonctions symétriques élémen-
taires. Par hypothèse (h — 1) au plus de ces racines sont extérieures au cercle unité, les autres sont intérieures, aucune ne pouvant étre sur la circonférence. Ces conditions s’expriment par un nombre fini » d’inégalités où figurent algébriquement les v; et leurs quantités conjuguées ([ 11], p. 135), soient
4) d > 0 (USSR pe
Lorsqu'une ou plusieurs de ces fonctions à, s’annulent simultanément, les autres restant positives, une au moins des racines y,_, devient en module égale à un, et réciproquement.
Ceci posé, écrivons les relations entre les coefficients et ls racines de l’équation (4), et considérons en particulier celles qui correspondent aux coefficients nuls. On obtient un système de (n — #— 1) équations linéaires en w,, U:, ..., u, y :
Uj+ 9 —=0, U3 + UT + T2 —= 0,
Un=k10r + Un-k20kr—= O0.
Le déterminant de ce système est une fonction des 6; qui ne peut être identiquement nulle au voisinage d’un point quelconque du domaine (D). En effet, c'est un polynome en y,, y:, ...,yxs; en fixant toutes ces variables, sauf y, par exemple, on aurait un polynome en y, qui s’annulerait en tous les points d’un arc du cercle unité, donc serait identiquement nul. En répétant le raisonnement, on voit que le déterminant serait identiquement nul, en considérant y,, ya, …, Yx+ Comme des variables arbitraires: on en déduirait que l’équation (4) a toujours une racine infinie quels que soient ses coefficients, ou que l’on peut se donner arbitrairement (4 + 2) de ses racines au moins,
Eng ie
ce qui ést absurde. On peut donc résoudre le système (£) en tous les points de (D), à l'exception d’un continuum (T°) à # dimensions au plus.
Ayant ainsi les w; en fonction des 6;, portons-les dans les inégalités (5); on obtient un système d’inégalités en 6,,0,, ...,0,.,,
(6) D > 0 (URL)
St ce système est compatible, il définit une portion (A) à (4 + 1) dimensions du domaine (D). Soit (F) la frontière du domaine ouvert (A); le domaine fermé (A + F) sera défini par les inégalités
(6) ®,2 0 CUT RNA)
On déduit alors de la relation
(—1)PEP—= UpE Up +...
l'expression de |£| en fonction des 6;, en tout point non situé sur (T°). Cette fonction reste bornée dans (A + F— T°) d’après le théorème de M. Montel; soit M, son maximum. D'autre part, sur (T°), le système (£) ne peut avoir de solutions où certains des w; seraient infinis, les conditions (5) restant vérifiées; car, si l'équation (4) a une racine infinie, elle en a p au moins, et les conditions (5) expriment que À—1<p racines au plus sont de modules supérieurs à un. Nous devons donc supposer que le système (Z) est indéterminé, ce qui donnera pour [Ë| une fonction des 6; et d’un certain nombre des w; qui restent arbitraires, l’ensemble de ces variables devant naturellement toujours vérifier les inégalités (ou, à la limite, égalités) qu’on déduit de (5). Soit M, le maximum de |£]sur (T°) dans ces conditions (‘); si M est le plus grand des deux nombres M,, M, ce sera la limite exacte cherchée, d’après le théorème de M. Biernacki, pourvu que cette limite soit atteinte lorsqu'il y a au moins (#£ +1) racines de même module.
Pour achever le raisonnement, 1l faudra donc faire les calculs ana-
(:) Si dans l'expression de ?? sur (T), on laisse fixes les 0;. on obtient une fonction holomorphe des u; qui restent arbitraires; le maximum du module de cette fonction ne peut donc être atteint que lorsque ces quantités atteignent la frontière de leur domaine de variation; par conséquent, lorsque M, est atteint, il y a au moins (À + 2) racines de (3) ayant même module.
MO ES
logues pour les équations obtenues en annulant successivement
ay, x, .… dans (3) jusqu’à l'équation quadrinome 1+ XPH AXE AL —= 0 incluse. On obtient ainsi une suite de nombres M, M', M’, ... dont le
plus grand donne la limite cherchée.
3. Nous avons supposé les inégalités (6) compatibles; cl se peut qu’il n’en soit pas ainsi, autrement dit, que l’un au moins des 4, doive nécessairement s’annuler comme conséquence du système (Ë). Dans ces conditions, la valeur exacte de o ne pourra être atteinte si a, £ 0, que pour une équation ayant au moins (£ +2) racines de module ep ; il est alors plus commode, pour calculer cette valeur, de reprendre la méthode précédente, en supposant qu’il ya exactement(k + 2)racines de module o, puis, si les nouvelles inégalités sont encore incompatibles, en supposant qu'il y en a(# +3), et ainsi de suite, jusqu’au moment où l’on arrive à un système d’inégalités compatibles.
D'ailleurs, en pratique, même si le système (6) est compatible, il arrivera que les calculs seront trop pénibles pour être poussés jusqu’au bout, on pourra simplement obtenir une borne supérieure de 5; au contraire, il se peut que les calculs soient plus simples en supposant qu’il y a plus de (4 + 1)racines de module s, si cela est possible, naturellement. Les valeurs ainsi obtenues donneront des bornes inférieures de p.
Il importe donc de connaître a priori, d’après la forme de l’équation (4), les valeurs possibles du nombre des racines de cette équation, de module égal à un, pour lesquelles les inégalités (6) sont compatibles. Sans pouvoir donner de critère général résolvant la question, je vais toutefois indiquer quelques propositions sur ce sujet, dans le cas simple où À = 1.
4. Supposons donc que l'équation (4)ait exactement (n —/)racines de module un, les { autres racines étant intérieures au cerele unité, et différentes de zéro ('). Les-conditions (5) prennent ici la forme sui-
() On peut toujours faire cette supposition, puisque l'hypothèse contraire sera certainement examinée lorsqu'on fera a; = 0.
MEET OE
vante ([ 10 |, p.134) : ilest nécessaire et su f fisant que les l déterminants
I Oo e) RON EU EU ee Us U, I eo) SAR SO O Uy RÉ RNA ES ee" U u, I Der CU TO (eo) U, SM LT 0 du — Uy Uy_ Us I O O O U} y (e) 0 (a) I UM Us Uy Ur, U, re) OO 1 u, Us Un Urvu FR srl ee O, (a) Er Re 1 (ÉD TO EE re
sotent tous positifs ('). Remarquons que à, n’est autre, au signe près, que le résultant des polynomes
féa)i=at + ua... uw et
= — — M ÉRE UT) = ua ua. ua Li=xt (£).
; Dit
Nous utiliserons les relations
(7) Ou —Tni-pOnl (DE OL ES 0e rlrayec TR)
qui résultent immédiatement de la définition des c;. Tirons-en tout de suite une conséquence évidente : on ne peut avoir l— 0 que si le terme de degré p figure effectivement dans l'équation (4), puisque £ 0.
La forme mème des relations (7) nous amène à porter notre attention sur l’existence de lacunes symétriques dans l'équation (4); nous entendons par là deux lacunes équidistantes des termes extrêmes, autrement dit, telles que les termes de degrés
RER EE EE A ETES Sri el
D PAT EM RTS PRESENT (r<2)
manquent simultanément dans (4) (?).
(‘) z désigne, comme d'habitude, le nombre conjugué de x. (2) D'après cette définition, ou bien deux lacunes symétriques n'ont aucun
DO Supposons qu'il existe deux lacunes symétriques. Nous distinguerons plusieurs cas :
1° r<s. Supposons d’abord {= 5, et écrivons les équations du système (2) correspondant aux termes des lacunes, soient
Or + Ori + Oro lg +... + Gr + Ur 0,
Cris + Ori +... + Gr + Ur = O0,
(8) À Ts + Orula E.n + OUss EE Us— 0,
Ts + Ts +... HO, + Gi Us— 0,
eee cie pilou aus ss e elelelfetentele) cheierene eh esse ie toites
Op Cri Un UN CE gr UC eus 0!
l'Gn-sUier E On-s User - On rs US —=0,;
On—sUs-r + On-s-1 Us-r +... Pan On—r—s-1 Us — O,
(9) { On=s + On-s—sili +... + On-osls— 0,
Creer Online CramOnes-nus= 0;
| On—r—s+1 + On=r-sUi +... + Onyr-ospi Us 0.
Prenons les conjuguées des équations (9), et appliquons les relations (7); il vient, après multiplication par 5,_, £ 0, Due ouai CUUIO Pie eu en Où
Cr Us EOrUs AT ME QUE RE Us=r = 0),
CU EE QU EISO
GÉAUS TO Ur 01e 10;
MO PU. Om OPUS 10, — 10;
(8) et (10) forment un système de 25 équations linéaires homogènes, satisfaites par les (r+s) quantités 1, 0,, 6:, ..., o,,,,. Tout déterminant d'ordre (r + s) extrait du tableau des coefficients est done nul.
terme commun, ou bien elles sont confondues, et r=—n#%7/—5$+}1; nous dirons dans ce dernier cas que la lacune est autosymétrique.
DAT RENE
Or, ce tableau
te RE, ME tree MU OO ; Re RO) Ur Us CH Us U, 10 : 4 SLRTO Ux ÈS I O O O U, uw, 1 0
O O 11 01e L TRS NES UE u 0 (e) HSE RTE TÉL D RE RO) (e) l U, Us O O O 1 DELL O O O NE 1 u, MR EN NE E erel A lLe
n'est autre que le résultant de f(x) et f*(æ) dont on a enlevé les (s —r) premières colonnes. En développant le résultant suivant ces (s —r) colonnes, on voit qu'il est nul; es conditions (5) ne peuvent donc étre toutes vérifiées.
Il en est de même sir£l<s; on considérera seulement les / premières équations des systèmes (8) et (10).
On a donc certainement, dans ce cas, l<roul>s.
2° s<{r. Supposons encore {= s et procédons comme ci-dessus ; on obtient un système
Dre m0 = SU. 1 Op Us —— 0.
(11) —- — Gore eee Or 10,
Cr ls On US Re CO rs)
D RU e Eye e dy EC 0
de 25 équations linéaires et homogènes à 25 inconnues 5,.,,0,4,,,...
qi
Gr. Le déterminant de ce système est le résultant de f(x) et f” (x). Donc, ou bien les conditions (5) ne sont pas vérifiées, ou bien on a
Os rs Ne je Tr+s—i 0.
Si {<< s, on raisonnera de même en ne prenant que 2/ équations; on arrive également aux mêmes conclusions lorsque, dans le premier cas, on suppose l<r.
En définitive, on voit que lorsque l'équation a deux lacunes symétriques, les conditions (5) ne peuvent être vérifiées que sa 15, ou si l'est inférieur au plus petit des deux nombres r et s, et que l'on a
(6) GO 0 ON 0e — OL
». Ilest parfois possible de lever l'alternative qui subsiste dans ce résultat. Par hypothèse, l’un au moins des termes de degrés (r — 1)et (n—7+ 1) figure dans l’équation (4); supposons qu'un seul d’entre eux y Jigure effectivement, soit par exemple le terme de degré (r— 1). Alors, le terme de degré (n — r + 1) ayant son coefficient nul, on a
(13) Os + Oral Hire + Ori + Ori Ui—= 0.
Si les conditions (12) sont vérifiées, comme, par hypothèse, uw, 0, on a 6,-7, — 0. Donc, le coefficient du terme de degré (r—1) doit être aussi nul, en vertu de la relation conjuguée de (13). On raisonne de même lorsque c’est le terme de degré (7 — 1) qui ne figure pas dans (4).
Par suite, s5 r—p+1, et si le terme de degré p ne figure pas dans l'équation (4), on a certainement l> 5, puisque ££ 0; il en est de même si, dans cet énoncé, on remplace l’hypothèse r =p+1 par PES —p. |
En général, on peut continuer à appliquer le procédé qui vient d’être indiqué jusqu’au moment où l’on rencontre deux termes symétriques figurant dans (4). Par suite, st l'équation (4) n'a pas de termes symétriques, on a nécessatrement | > s. 1 en est ainsi, en particulier, si l'équation (3) a la forme
1 + XP + a GPTI + a RP + ax aP FI 0,
lorsque p n’est pas un multiple de q. On voit alors que sig p,ona
l2g; sig >p, l'est au moins égal au plus grand des deux nombres pet(q—p).
Si l'équation (4) a des termes symétriques, soient À et (n — 2) les degrés des premiers que l’on rencontre; si À 24, on déduit donc de (12) que l’on a aussi
(14) Ti —1+1 O1 …. Ty, — O.
Mais si À <{{, on a rencontré, dans l'application de la méthode, l'équation TE OU +... OUI, EU—=O,
où tous les os sont nuls, d’où w,—0, ee qui est contraire à l'hypothèse. Donc, s5 l <ret s, on a nécessairement [£X, et, dans ce cas, il faut ajouter aux relations (12) les équations (1), qui en sont une conséquence. D'ailleurs, en opérant de même à partir du terme de degré (r+s—1), on déduit encore de (12) que l’on a
(ay) CR ga cui 0,
si les degrés des premiers termes symétriques qu’on rencontrede cette manière sont pet (n —11).
Parmi les inégalités (5), nous n'avons utilisé, dans les raisonnements qui précèdent, que la dernière, de o:on peut se demander s’il est possible d'aller plus loin en utilisant les autres inégalités. Il en sera bien ainsi dans le premier exemple que nous allons traiter; toutefois, il est assez douteux qu’en général l’utilisation de toutes les inégalités donne de nouvelles conditions pour /, car dans le cas simple où r= s$ — 2, le calcul montre qu’on peut prendre / = 3 et choisir &,, u, u,, de facon à rendre les inégalités (5) compatibles avecle système (£).
6. Nous allons maintenant appliquer les considérations générales qui précèdent à quelques types de polynomes.
(D) TEE DAT Lie TC Eh re Une Con An Le 0:
1° Cherchons d’abord la limite des modules de deux racines. L’équation (4) correspondante a au plus deux racines de modules différents de un. Le système (2) devient ici ( Hell 0;
, lUrn-3 + Una 0.
nes
Le déterminant est 6,_, = 9, 6,, ; ils’annule done avec 5,. Supposons d'abord 5, “0; en prenant la conjuguée de la deuxième équation (16), on à
Le ER S 9 \ UT, + U, = 0, d'où Uy= — »
et comme Hie0 NA EEE
Il y a donc toujours une racine de (4) au plus extérieure au cercle unité, les conditions (6) disparaissent, on peut faire varier les 0; arbitrairement.
On a
REC = Go Gi EU 0 0) + Es gi Il serait aisé de trouver les conditions dans lesquelles cette quantité atteint son module maximum, mais on peut se dispenser de tout calcul, en remarquant qu’en prenant tous les 6; nuls, il vient
gr — (n—92)(n—3)
ME De n(n—3).
Lee
Er RÉ; j ee ; à Or la quantité ven n'est autre que la limite de M. Biernacki; c'est donc la valeur exacte cherchée, et il est inutile d'examiner les
2° Passons à la recherche de la limite du module d’une racine. Il | a deux lacunes symétriques, et l’on a r=s = 1; donc {= 0 ou l— 2.
Si {= 2, (£) se réduit au système (16). Lorsque 5, <o on voit, comme ci-dessus, que |#,|= 1. Les conditions (5) ne peuvent être remplies (‘); on a donc nécessairement
= oMmMavecio 0), ou Pro:
Supposons d’abord {= 0. On a
ET À avec == 0.
(1) C’est le cas auquel nous avons fait allusion plus haut; ici
È 2) —luu, —u, à
re
En général, posons
n Le > ermib,
D'après les formules de Newton,
AY
avec SPA
Le problème revient à chercher le maximum de |s, | lorsque s, — 0. On a évidemment dans tous les cas |s,|£n. Si n est pair, cette valeur maxima est atteinte ; il suffit de prendre
Le problème est plus délicat lorsque n est impair. On peut évidemment supposer s, réel et positif, en ajoutant au besoin un même angle à tous les 0;. Il s’agit donc de trouver le maximum de
+) cos 20;
So
avec les conditions
7 It 7
(17) D'cosh— 0, D sinb— 0, Ÿ sin20,—
NE À
Appliquons la méthode des multiplicateurs de Lagrange : 4,, Ha, Ds étant des constantes, nous annulerons les dérivées par rapport aux 0, de
RU a FRS pa D cos fa + pe D sin@ + DDAELELS N—1 A1 NM
ce qui donne pour tous les 4, la même équation
(18) ®(8) =— 2 sin20 — p sin0 + u, cosû + 2u,cos20 — 0.
ET Te
D'ailleurs, si l’on forme
DXICIETT
on obtient 214,5, =0, et comme $, < 0, 4; = 0.
Ceci posé, l'équation (18) a au plus quatre racines distinctes en 6; donc, lorsque le maximum est atteint, les 0 prennent quatre valeurs disanctes au plus (d’ailleurs, comme n est impair, il y a au moins trois valeurs distinctes). Soient 0,,0,,0,,0, les solutions de (18), n,, nr, n;, n, les nombres des 0, qui sont respectivement égaux à ces valeurs, avec
NE + += N
Comme trois des n; au moins sont différents de zéro, il y en a deux au moins qui ont la mème parité, soient », et », pour fixer les idées. Laissons fixes », et n,, et donnons à », et n, toutes les valeursentières non négatives, satisfaisant à (19). On peut considérer s, comme une fonction de 0,, 0,, 0,, 0, et des variables n,, n., liées par (19); cherchons les conditions pour que cette fonction admette un maximum lorsqu'on généralise le problème en supposant que z, et n, puissent prendre des valeurs quelconques (*). Il faut alors ajouter à (18) l’équa-
tion Vs ce qui donne On on. q /
IH
f(8) = cos20 + p, cos0 + pu, sin6.
Comme Ÿ(0)= f’(0) on voit que, dans notre problème généralisé, lorsque le maximum est atteint, il existe une valeur a telle que l’équation f (0) — a = o ait deux racines doubles.
S'il en est ainsi, on peut, en posant { — tang -» écrire identique-
ment
f (0) AN An
(') Nous nous inspirons ici d'un procédé employé par M. Biernacki ([9/, p. 641) dans l'étude d’une question analogue.
Lay Le
À étant une constante. Un calcul élémentaire montre alors qu’en dehors de £, et £,, les autres racines de la dérivée sont
GREEN On CEE = lang - He) 1, —=— cot is ee É
On a done nécessairement
Ds ——*, D ER De T.
2 2 Mais comme u, — 0, l’équation (18) ne peut admettre les racines 6, et 0, + x quesi sin20,— 0.
d'où 0—="0 où 6, => (en supposant que 0, est celui des deux angles
0, et 0,, compris entre o etz). On entire, d’après (19), ri = mr. Revenons alors au problème proposé; pour chaque système de
valeurs entières de n, et n, lorsque n, et n, sont fixés, s, a un maxi-
mum ®(n,), lorsqu'on fait varier les 0; lorsque n, prend toutes les
valeurs entières de o à n —(n, + n;), D(n,)a, d'après ce qui précède,
un seul extremum à l’intérieur de cet intervalle, pour
Nb k 2
(nombre entier d’après l'hypothèse du début). Rien ne prouve d'’ailleurs a priori que ce soit un véritable maximum, mais on en déduit qu'on peut se borner, pour la recherche du maximum, à ne considérer que ce cas, et celui où l’un des 2; est nul. D'ailleurs, comme, dans ce dernier cas, les trois autres n; sont différents de zéro, il yen a deux de même parité, soient encore n, et r,; on peut recommencer le raisonnement, et l’on retombera sur le cas précédent (avec nr; —0 ou n, =0), ou sur le cas où l’un des trois 7»; est égal à un (puisque c’est la plus petite valeur qu’ils puissent prendre); et, si l’on se trouve dans ce dernier cas, les deux autres n; sont nécessairement égaux, puisqu'il existe, d’après (17), un triangle ayant pour côtés n,, nm, 1, d’où Ni 2 Ra— 1, M2 — 1, Ce qui n’est possible que si r, —n,, ces deux nombres ayant même parité.
Une fois ramenée ainsi à l’étude d’un seul cas, la recherche du maxi-
a joe
mum se réduit à un problème d’algèbre élémentaire. Comme on passe T : re
du cas 0, — 0 au cas 0, — 5 en ajoutant Sa tous les 0, donc en chan-
geant s, de signe, on peut se borner, par exemple, à étudier le cas
0e 5» en cherchant alors le maximum de {s,|. On a donc, = 7 — 6, et, d’après (17),
EE
est maximum avec »,, donc pour n, — » ce qui donne
n(n—3 SE REED de Het Dans le second n—9n,) n° Sn an 1) == D more n, 7
minimum avec n,; d’ailleurs, on doit avoir (relation entre les côtés d’un triangle)
Ty = ON SOI; ou n, 2 d'où, sin—4p+i,n =p+i,
Es 3 4PTI Pa RAD 2) dE p+i). p +1 ”
Es n +3
etsin=4p+3,n =p+1,
La comparaison entre ces expressions montre que, finalement, le
- n(n —3) maximunmt de | Sa | a pour valeur Sn CE lorsque $, = 0. — 1 :
En revenant à la recherche de la limite du module d’une racine de (1), on voit qu'on obtient les valeurs
ne Re : n(n—3) . : :
(20) D — Si 7 est pair, EX OÙ /1CSLUIMHAI, 2 DL) Pour être assuré que ces valeurs sont bien les limites exactes, il reste à étudier les cas {= 2 [le déterminant de (16) étant alors nul] BL == 0:
Si {= 2 avec 5, —0, on en déduit u, = 0, d'où y,;—=—7,, la
valeur absolue de ces deux racines restant arbitraire et égale à V! HAE done, pour satisfaire aux conditions (5), il faut|w,|£r, On a dans ce cas
5, et w, étant des variables indépendantes; le maximum est atteint lorsque | ,| = 1, donc, lorsque toutes les racines ont même module; on retombe ainsi sur le cas précédent.
Il reste à examiner l'hypothèse 4,= 0; on est ramené au type de polynome que nous allons étudier comme deuxième exemple.
LE) [+ LA? + Ad +... + And! O0.
Pour la limite de deux racines, on est dans le cas étudié par M. Van n(n —1)
Vleck et M. Biernacki; la valeur exacte est "4
Cherchons la limite du module d’une racine. Le système (£) se réduit ici à la seule équation
Ti, + —=0O et les conditions (6) à 1alSr.
On a ensuite + Ss — 1%.
C2 __— ep s De MT Ar
Pour obtenir le maximum de |£|, donnons à s, une valeur fixe «, de module compris entre o et 1, et qu’on peut toujours supposer réelle et
positive; |æ?+ s,]a dans ces conditions un maximum, fonction de «, dont la plus grande valeur, lorsque & variera de o à 1, donnera la valeur maxima de |2EË*|. | Remarqnons d’abord que, puisque s, [= |0,|£1 etfs, [Sn —1,on
a toujours HERVE Si x est pair, cette valeur est la limite exacte,
étant atteinte pour
Pour 7 impair, 1l faut refaire un raisonnement analogue à celui du paragraphe précédent, en considérant ici la fonction
n—1 2 AE 2 s—|a+s, [| «+ > cos 26, “| > sin26; Jet NA 1
On trouve comme précédemment que les 0 prennent quatre valeurs distinctes au plus lorsqu'il y a maximum. On aura ici
mr La =
et comme n est impair, 1l y a toujours deux n; de mème parité (même si les deux autres sont nuls). On trouve alors, comme ci-dessus,
0, +0, 9, + 0, j == =#) res | De Us
Mais il n’en résulte plus aussi immédiatement que 0, est nul : cet angle satisfait seulement aux relations
no) TT \ (21) > sin20) |cos20,—[ «+ D ans 0 == 0) he] PE
(22) D'cosb= a,
NA n—1
(23) Ÿ'sin—0.
IN
TA SUR à \ ÿ ns On a ainsi trois équations par rapport aux deux inconnues SES
CN
et - Quel que soit «x, elles admettent la solution 8, — 0, ce qui
entraine 2,—n,; mais, pour qu’elles aient d’autres solutions communes, il faut que à vérifie une relation algébrique, non identiquement nulle, à coefficients entiers | on formerait aisément cette relation à l’aide d’un raisonnement géométrique simple, en remarquant que l'équation (21) s'écrit arg(a?+s;)— 20,, à x pres]. Cette relation n’est donc satisfaite que par des valeurs isolées de «; or, il est bien évident que le maximum de 3 est une fonction continue de «; ces valeurs ne sauraient donc convenir. Comme dans l’exemple précédent, on est ramené à chercher le maximum de z dans le cas où 0, — 0, Ü,=7T,n,—n,,ou dans le cas où n, = n,—=o et où n, (ou »,) prend la plus petite valeur compatible avec les relations (22) et (23): mais ici, comme afI, On ne peut Avoir A+ A—=/A—I que Si
JÉRESGE NN, —= Ts —
* en vertu des relations entre les côtés d’un triangle; on retombe alors sur une particularisation du premier cas. Il reste donc à chercher le maximum du module de
2 Te En 7 (ann) M ee hr nñ,
En procédant comme dans le premier exemple, on trouve sans diffi-
culté que ce maximum est égal à (7 — 1) et est atteint pour x — 0, : ME :
A= 10; —=0: dou la-yaleur \ —— pour le maximum de |£[. Cette
valeur étant atteinte pour 4,— 0, il faut vérifier que c'est aussi la limite du module d’une racine de l'équation
+ L° + AL +... + An XI —=O.
Mais comme (n — 1) est pair, ceci résulte du début du paragraphe.
11 reste encore à voir si les limites relatives aux équations obtenues en annulant successivement 4,_,, 4,_, .. ne seraient pas supérieures à celles qu’on vient de déterminer; il n’en est rien, d’après la forme même de ces limites en fonction du degré de l’équation.
Ainsi, la limite supérieure du module d’une racine de l'équation (W)
est égale à / E( À ('); sin est impair, elle est atteinte pour a, = 0.
(!} Nous désignons par E(x) la partie entière du nombre positif x.
La comparaison de cette limite avec les valeurs (20) montre que ces valeurs sont bien les limites exactes d’une racine de l’équation (à).
GAL + GA +... + AA
Cherchons d’abord la limite de deux racines. Les calculs exacts étant trop compliqués, nous nous bornerons à calculer la valeur asymptotique de cette limite lorsque 2 croît indéfiniment. Onaïci £+1= n— 2, ce qui donne, pour le système (È)
( Ge lli=iO (24) Ty ol + Tia 0:
Le déterminant est égal à o,; supposons-le d’abord différent de zéro. Les conditions (5) doivent exprimer qu’une au plus des deux quanuités y:1, YA est extérieure au cercle unité. D’après les formules données par M. Cohn ([11], p. 135), ceci s'exprime par l’unique condition |
RSR ETC ENT On en déduit tout de suite une limite de |#,| en fonction de |, |, car
lu lP—i<lul(Gi+lu
d'où (25) lu Si+fal (1).
D'autre part, d'après les formules de Newton, on tire de (24)
THE Ne Sy SOUS, d’où 6 6 . ‘( - :)< S3 | SA — 2 : | s | Do ES [< ) et par suite |aISG+e) Vn et aussi lus SRE VR
Dee ue ; I (nous désignons par € une quantité tendant vers zéro avec =): u
(1) I est d’ailleurs aisé d'obtenir directement cette inégalité; car si |»,|<1,
on a Ÿ
Yral=|M=pPhlSr us], d'où Lust ln Sr ul
Comme
PCs EU, + ui — —< A
on a, en vertu des inégalités précédentes, jointes à |s,[£n — 2,
(26) HÉAIVÉ
Si l’on suppose 5, =o, il faut, pour que (24) soit indéterminé, que 6,—0. On a alors w, —0o, et uw, est arbitraire sous la condition |u,|<1. D'où
et l'inégalité (26) est encore valable.
Nous allons voir que ve est la valeur asymptotique cherchée. Cela
résulte du calcul de la limite d’une racine. Comme l'équation (IH) est un cas particulier de l’équation (11), cette limite est inférieure ou
/ x 6 n , ,. . : NS égale à VEG): d’autre part, l'équation particulière (11), dont toutes
: PRE , « n les racines sont, en modules, supérieures ou égales à VE = Ja tous
ses termes de degrés impairs nuls; c’est donc une équation (HD) particulière. On voit donc, sans autre calcul, que la limite exacte d’une racine
de (I) est égale à Vel) Comme cette valeur est une borne infé-
rieure pour la limite de deux racines, la limite de deux racines de (NW) est asymptotiquement égale à la limite d’une racine. D'ailleurs, un calcul exact montre que pour nr = 4, 5 et 6, ces deux limites sont rigoureusement égales.
Les résultats précédents subsistent intégralement lorsque, dans l'équation (II), on assujettit à s’annuler un nombre quelconque de termes de degrés impairs. Il est assez remarquable que l'annulation du terme de degré trois dans (ID) suffise seule à ramener la limite de deux racines, de la valeur de M. Biernacki, à la racine carrée de cette valeur (au facteur indépendant de » près), et que l’annulation d’un nombre quelconque d’autres termes de degrés impairs n’amène plus de modifications sensibles.
RCE
On a des résultats moins précis lorsque, dans (11), au lieu d'annuler le terme en +, on annule un terme quelconque de degré impair (2p +1) indépendant de ». La seconde équation (24) est alors remplacée par
api + Copé + Oops Us —= O.
Mais si l’on tient compte des formules de Newton (')}), et de l'inégalité (25) toujours valable, on déduit de l'équation précédente linégalité : ; | Si PPS CES, h | S2 f PATTES | Sep | ); étant un polynome de degré au plus égal à 2p, par rapport à l’ensemble des variables |s, |, |s, |, ...,[s,,|; comme |s,|<n — 2 quel que soit ”, -2p.
| s |< Kn?P+, K étant uve constante ne dépendant que de p; on arrive d’ailleurs à une inégalité de même forme quand on suppose le déterminant de (È) nul. On a donc, au lieu de (26), l'inégalité
pour la limite de deux racines. La limite d’une racine est toujours
égale à VE(: }: Si l’on annule de même dans (IT) un terme de degré
pair 2p indépendant de n, on a encore pour la limite de deux racines, l'inégalité
mais ici la limite d’une racine est seulement inférieure ou égale
Il est ) ailleurs aisé d’en donner une meilleure borne supérieure.
(!) Cet usage des formules de Newton dans ce numéro et dans le suivant s'apparente à un procédé de M. Van Vleck ([8], p. 108), déjà employé auparavant, d’ailleurs, par MM. Carmichael et Mason, dans un article du Bulletin of the American Mathematical Society, & 21, 1914, p. 14-22.
SAONE et
On doit en effet, supposer ici [u,|<2, |u,|<1 dans la discussion du système (2). D'où }s,|<2. D'autre part, dans l’équation
Top + Top U; D Topo Us — O0,
où l’on exprime les o en fonction des s, le premier terme seul contient un terme de degré p par rapport aux variables autres que s,, à savoir le terme en s7. On en déduit donc, comme ci-dessus,
P=1 ls ISKn 7,
d’où, pour la limite d'une racine, l'inégalité
K’ r= Ve
Par contre, on n'obtient plus de bornes supérieures meilleures que pour l’équation (II) générale, lorsqu'on annule un terme de cette équation, dont le degré croît indéfiniment avec r, comme le montre l'équation (1).
9. Pour terminer la première partie de ce Chapitre, nous allons chercher l’ordre de croissance par rapport à n de la limite o du module d’une racine de l’équation la plus générale
(IV) P(z)=i+axz+at +...+ apæ + Gp LP +... + An L*— 0,
où l’on a fixé les p coefficients a,, a;, ..., a,. Nous supposerons d’abord a, <0; on peut alors prendre a, — 1 par une transformation
linéaire sur æ. Considérons la transformée de l'équation en y — =; æ
avec |Ë| —+, et désignons par S,, S:, ..., S4, ... les sommes des puissances semblables des racines de l’équation en y; on a, quel que soit 1,
(27) Pos ES DR
Écrivons les p premières formules de Newton pour l'équation en y,
eo e
sous la forme
S + + Gp FE + Papy = 0.
PERS SES DE . 2 : ne En éliminant + mt Em entre les m premières équations précé-
dentes, il vient, pourm=—=1,2, ...,p,
de se S,— D, (a )S?,
suste Riel elelee selles
(E) a D,, (a, ds; , An), ñ AU ES OM Det SNL TPS 0 000 0 :
D D, (a, Agy ap)S}, où IPS", 1 O O 24» I 1 DÉRPE PEL O Dao Na.) =) a ttd I RE DM HDI RE NC RS TRE
Ces déterminants sont d’ailleurs liés par la formule de récurrence (28) By D, — de Do + A3 Ds +... + (— 1)" am + (— 1)" man.
Soit alors ®, le déterminant de plus grand indice qui soit différent de zéro. On a, d’après (27),
k (29) Is (3)
(*) Cette expression n’est autre que le coefficient de æ#-1 dans le développe- F !, au signe près, comme il résulte immédiatement de la démonsæ
tration des formules de Newton.
ment de
PC
et, si tous les ® sont nuls,
Nous allons montrer que ces inégalités sont les meilleures possibles, à un facteur constant près. Il suffit évidemment pour cela, de trouver une famille d'équations pour lesquelles a,, a,, ..., a, ont les valeurs fixées, dont le degré n croit indéfiniment, et telles que le module de racine du plus petit module de chacune de ces équations croisse avec 7 au moins comme la puissance de » qui figure dans l’inégalité (29) ou l’inégalité (30) correspondantes.
Examinons d’abord le cas général où ®,<0. Considérons la famille
des polynomes = Q> AA ze Un(e] 1 + ae | )
Jè
Q,,(æ) étant un polynome de degré p
QATAR DE AE, DEP choisi de sorte que les p premiers coefficients de II, ,(x) soient égaux à a,, 4, ..., a, On voit immédiatement que les coefficients «;” sont bien déterminés, en fonction de 4,, 4,, ..., a,, et que, à partir d’une certaine valeur de n, ils sont aussi voisins que l’on veut des coefficients du polynome Q,(x) de degré p, tel que ef” ait ses p premiers coefficients égaux à a,, a,, ..., 4,. En particulier, les modules de ses coefficients ont une borne supérieuie K indépendante de n. Or, pour toute racine de Il, ,(æ),
REALA A ET et, d'autre part,
(Qur(æ)|SKpiælr dèsque |æ|2r,
d’où
ce qui démontre dans ce cas la proposition.
90e Passons maintenant au cas extrème où
Dr :—=0 0.
Remarquons d’abord que si .
BD, . 0; 4— 0, la formule (28) donne D— (— 1 as Ami + = D) Man.
Le cas que nous envisageons n’est donc PAIE que Side de DoUR M 00:25" D dou
d— —) CRE 31° tes Ap—=
Nous allons nous restreindre ici aux équations dont le degré est un multiple de 2?-". Soient alors
Considérons le produit
Di (1+ 0) (1+03)...(1 +0).
En le développant, on trouve 2?! termes de module un, distincts ou non. Choisissons notre équation en y qui correspond à (IV), de sorte
qu’elle ai
Sr De TN CR LE CARO AVES 0 (ES RD) et SE n RACE us 0 = mr cosrcosx...cos—;, 2/ Â 6 2p
ce qui démontre encore que, dans ce cas, l'inégalité (30) est la meil-
leure, à un facteur constant près. " Nous allons combiner les deux méthodes précédentes pour étudier
DR es
le cas plus compliqué où D, <0,
Din Pre 0,—=0.
Nous considérerons ici des équations de degré » = 27-“km, m pouvant croître indéfiniment.
Pour former ces équations, prenons (# — 1) nombres &;, 43, ..…., œ, Jixes, mais quelconques, et soit IL,4:(æ&) le polynome de degré 4m formé comme il a été dit plus haut, dont les ( # + 1) premiers termes sont
I+HL+ ar +...—+ ayx
: ne k et dont toutes les racines sont supérieures en module à o — (2) ,
K ne dépendant que des «. Multiplions chacune de ces racines par les 2P—" termes (de module un) du développement de
me (i nn we) (a Se Ge) 6 QG are Dar
les w ayant la même signification que ci-dessus; soient æ,,æ,,..,,æ, les nombres obtenus. Nous allons considérer l’équation (e) de degré n
… TZ ZT æ à ayant pour racines les nombres —; =, ..., —; elle est bien de la VD£k VO} TD} forme HER rS—0;
Montrons qu’en choisissant convenablement les «, on peut amener cette équation à être du type (IV), a;, ..., a, étant donnés et satisfaisant aux conditions
D., ® Le state ®, O:
Ceci va résulter de ce qu’en vertu de (28), s1 l’on se donne arbitrairement les valeurs de D,(a;), D,(as, as), ...,®(a,, ..., a), les valeurs de a,, a,, ..., a; sont bien déterminées. Il suffit donc que les valeurs de ,, ..., ®, relatives à deux équations de la forme (31) soient égales pour que les valeurs des p premiers coefficients de ces équations soient égales.
Or, pour l’équation (e), le relations (E) s’écrivent (avec les mêmes notations que précédemment, sauf que & a ici une valeur arbitraire,
sans rapport avec la limite des racines) :
de ge SEE ne) qe ns D > 5? DUB Z I (A) Do RUES De AE k+1 ) : ( D) pts, a) S?, LOP* D el Mn UD oi Dit Te ; 1+0%.,)...(1+0) Se ii E= (as ao k St;
Choisissons maintenant les x de sorte que
Re EE o, D rt -( D)
D(a; a, if, ds, ..., œi)
Ce choix est possible et donne pour les x des valeurs finies, puisque le coefficient de D;(&, &:, ..., «;) est différent de zéro; de plus l'est indépendant des raisonnements précédents. On obtient bien ainsi une équation du type désiré, dont toutes les racines sont supérieures en
module à Euh
M étant un nombre fini ne dépendant que des valeurs a,, a;, .. La proposition est complètement démontrée.
On voit donc que l’ordre de croissance du maximum >. module de la
Pare
plus petite racine de (IV) est égal à 7 k étant l'indice maximum pour
lequel ®,£ 0 (en prenant ®, — 1). On peut considérer cette famille de polynomes comme d’autant plus exceptionnelle que k est plus petit, et, à ce point de vue, la famille la plus exceptionnelle est la famille des polynomes
- ei L” ; T° x?
P,(x) =1+ x - nr Fe 2 dpWi ie + ana,
Ne: ANSE
Par une transformation linéaire, on peut encore exprimer les résultats qui précèdent sous la forme du théorème suivant : Un polynome
P(t)= a; +az+...+E apaP+ apart La, où les coefficients a, a,, 43, ..., a, ont des valeurs fixes (a, 0), les autres coefficients étant arbitraires, prend toute valeur c au moins une fois, dans un cercle de rayon K(a,, a,, ..., a,, c)n?, à l'exception de (p — 1) valeurs distinctes au plus, racines de l'équation du C}d» (asc) a: dy— CP tan F(Gs .dn "ap €) =4, | RE ) D (do co ane Re moe a ai a/,
Ces valeurs sont prises au moins une fois dans un cercle de rayon
K(@s, di, ..., a) n°7, si le polynome n'a pas une forme particulière ; mais si les coefficients sont choisis de sorte que les équations
E=—-0; 0, Re F;= 0
aient h racines communes distinctes (h<£k — 1) qui ne soient pas racines de F;-, = 0, le polynome prend au moins une fois chacune de ces valeurs
dans un cercle derayon K,_,(ao, &, ..., ay)n . L'ordre de croissance de ces limutes par rapport à n ne peut être amélioré.
Nous avons supposé jusqu'ici a, ;<o. Si l’on prend au contraire Didi re Qi, dy -— 1} ll estvatsé de voir que-la”seule modification sensible qui soit apportée aux résultats précédents est que l’inégalité (30) est remplacée par
Les inégalités (29) où # > q restent inaltérées, etles mêmes méthodes que ci-dessus montrent que ces inégalités donnent encore la meilleure limite possible, à un facteur constant près.
10. Revenons maintenant à l'équation (3); nous allons nous arrêter sur un aspect particulier du problème posé au début de ce Chapitre.
Srqgrer
Il est bien évident que la plus petite valeur possible pour la limite du module d'une ou plusieurs racines de (3) est l'unité; on est donc conduit à rechercher dans quel cas l'équation (3) a effectivement toujours une racine au moins dans le cercle unité, et, si cela est possible, quel est le nombre minimum de ces racines. Ce problème a été résolu par M. Herglotz [5], puis repris à l’aide d’une méthode différente par M. Biernacki ([9], p. 573), dans le cas de l'équation trinome,
(33) 1E PH QD t— 0.
Si n n’est pas multiple de p, il y a au moins E (£) racines dans le
cercle unité, et cette limite est la meilleure possible ; si » est multiple de p, il existe des équations de la forme (33) n'ayant aucune racine dans le cercle unité. Remarquons d’ailleurs que ce résultat peut se déduire très aisément d’une règle générale donnée antérieurement par M. Bohl [4] pour calculer, en fonction de a, le nombre exact des racines de l’équation (33) situées à l’intérieur d’un cercle quelconque de centre l’origine.
M. Biernacki a, de plus, montré ([9], p. 583) que, dans le cas particulier où p << n, < n; < 2p, l'équation quadrinome
1+ XP + dd + a,æ— 0
a toujours une racine au moins dans le cercle unité. Nous allons indiquer quelques cas relatifs à ce problème, en considérant plus spécialement le cas de l'équation quadrinome.
11. Remarquons d’abord que, en vertu de ce qui précède, on a une condition nécessaire pour que l’équation (3) ait toujours une racine au moins dans le cercle unité; à savoir, qu'aucun des degrés n; ne soit multiple de p (ce qui entraine p > 1). Nous allons montrer de plus qu'il faut qu'aucune des différences (ni —n;) (i,j — 1,2, ...,#) ne soit égale à p. I suffit pour cela d'établir que l’équation quadrinome
(34) 1 + PH GAP + a Lt —= 0 peut avoir toutes ses racines extérieures au cercle unité.
Ceci va résulter de ce que l'équation (34) peut avoir toutes ses racines égales en module à un nombre » supérieur à 1. La transformée en
SAS UE
y = avec|é| —p,
(35) + EP y'p + b,yP + = 0,
a dans ce cas toutes ses racines de module un; il suffit de voir que cela est possible pour une valeur de |£| supérieure à un. Or, M. I. Schur a montré ([106 |, p. 136) que pour que l'équation
f(t)=t+ax+...+ax"—=0o
ait toutes ses racines distinctes et de module un, il est nécessaire et su ffi-
sant que Gin = dia) (Eh Dr en)
et que les racines de f(x) — 0 soient toutes intérieures au cercle unité. Ces conditions, appliquées à (35), s’écrivent
bye avec el 1 et MERE de plus, l'équation dérivée, débarrassée de ses (p — 1) racines nulles, (36) LH) Den 0 doit avoir toutes ses racines intérieures au cercle unité. Par une rotation convenable sur y, on peut supposer que e£? — £r; l'équation (39) peut donc s’écrire
Ni -— Vo 2p D) D PU ie"
EP VON
Or, lorsque y décrit la circonférence |y| = 1, le point 3 —+o(y) décrit une courbe (T°) qui possède, ainsi qu’on s’en assure aisément, les propriétés suivantes (') : lorsque y décrit la circonférence dans le sens positif, 3 tourne constamment dans le sens négatif autour de l’origine
et |3| varie entre les bornes m — FE etM = 1(m<°M). Donc, pour que (36) ait toutes ses racines intérieures au cercle unité, il faut et il suffit que le point ; soit extérieur au contour apparent de (1) [j'appelle ainsi le lieu du point de (T) le plus éloigné de l’origine sur chaque rayon vecteur ]; c’est en effet le seul cas où arg| — | ne varie pas
(*) Ces propriétés seront établies, dans un cas plus général aux n°° 15 et 19.
lorsque y décrit la circonférence | y | = 1. Mais il existe certainement des points de ce contour apparent intérieurs au cercle |z| = 1, puisque le maximum de |z| ne peut être atteint que pour y*-* = 1, donc en(n—2p) points. Il y a donc des valeurs de £, de module supérieur à un, pour lesquelles (36) a toutes ses racines intérieures au cercle unité, ce qui démontre la proposition.
Remarquons en passant que sip = 1, la courbe (T°) coincide avec son contour apparent; la plus grande valeur possible de |£| est alors
—; cette valeur est d’ailleurs ici la limite exacte d’une racine puisqu’elle coincide avec la limite de M. Biernacki. On pourrait d’ailleurs le voir autrement; l'équation (34) a dans ce cas une lacune autosymétrique pour laquelle r — 2, s = n — 3; comme, d’äprès le théorème de M. Biernacki, on ne peut avoir / > n — 3 lorsque la limite est atteinte, il faut nécessairement que {= o ou {= 1. D'ailleurs, si {= 1, on a, d’après (12),0,— 0, d’où |£|—|y,|<1; la limite est donchien atteinte pour {= 0. |
12. Revenons au problème posé au n° 10; remarquons qu’on peut le considérer comme complémentaire de celui que nous avons étudié dans la première partie; il s'agissait alors, étant donné un entier h, de trouver un cercle qui contienne toujours un nombre de racines au moins égal à h; ici, au contraire, c’est Le cercle qui est donné, et le nombre minimum de racines intérieures qui est inconnu. Il semble donc naturel de s'adresser, pour attaquer ce problème, à des formules analogues à celle de Cauchy donnant le nombre des racines d’une équation dans un contour; et de fait, c’est au fond une transformation de la formule de Cauchy qui va nous fournir notre méthode d’investigation.
Nous avons exposé cette méthode, en vue d’autres applications, dans un travail antérieur | 12] auquel nous renverrons pour les démonstrations. À quelques modifications de détail près, la règle fondamentale à laquelle nous sommes parvenus, et qui va nous servir de base, peut s’énoncer de la manière suivante :
Considérons l'équation
(37) LR ROUE) 0;
arret
que nous supposerons n'avoir aucune racine sur la circon férence du cercle unité. Par hypothèse, 9(3) est une fonction méromorphe dans le cercle unité (C) et sur sa circonférence. Elle fait correspondre à (C) un domaine (A) étalé sur une certaine surface de Riemann (2) à un nombre fin de feuillets; nous supposerons que les points Æ 1 ne sont pas des points de ramification de cette surface ().
Dans chaque feuillet, traçons le segment L, joignant les points + 1, et divisons la partie de (A) qui se trouve dans ce feurllet en un nombre fini de domaines, à l’aide de lignes auæiliaires l, ne coupant pas L,, de sorte que chaque domaine partiel rentre dans l’une des quatre catégories suivantes :
1° Ou bien le segment L est complètement extérieur au domaine : Ou bien le segment L est complètement intérieur au domaine ; 3° Ou bien la partie (Y) de la frontière du domaine qui fait aussi partie de la frontière de (A) coupe L en un seul point N, la portion du segment L allant de N au point + 1 étant intérieure au domaine partiel [ou, d'une maniève analogue, (y) coupe L en un seul point M, la portion de L qui va de M à — 1 étant intérieure au domaine]; 4° Ou bien (y) coupe L en deux points M, NIR(N)< R(M)| ( ) tels
que le segment MN soit intérieur au domaine.
Attachons alors à chaque domaine partiel un indice à égal à zéro pour les domaines de première catégorie, à un pour les domaines de deuxième catégorie. Pour les domaines de troisième et quatrième catégorie, désignons par P et Q les points de la circon férence de (C) auxquels la foncüono(3z)
() Dans les applications, la fonction 6(:) dépendra en général d’un certain nombre de paramètres arbitraires, et les deux restrictions que nous faisons sur cette fonction sont en général vérifiées sauf pour un nombre fini de valeurs de ces paramètres : on étudiera donc simplement ce qui se passe pour ces valeurs en s'appuyant sur la continuité des racines en fonction des paramètres. Au besoin, si 6(z) ne contient pas de paramètres arbitraires, il est toujours possible d’en introduire un, comme nous le verrons plus loin (n° 13).
() R(z) ou R(M) désignera, dans tout ce qui suit, la partie réelle de Ia variable z ou de l’affixe du point M.
rage fait correspondre les points désignés par M et N, et posons
R(P)— R(M) nn AQ—RIN) 4, [R(P) —&(M) |’ 9 JR(Q)—R(N)|
Nous ferons alors correspondre aux domaines de troisième catégorie l'indice
ou NS 1— lp OR ro)
suivant qu'on est dans l’un ou l’autre des cas définus ci-dessus. Enfin, pour les domaines de quatrième catégorie, nous prendrons
s—lo—b.
Ceci posé, le nombre des racines de l'équation (37) intérieures au cercle unité est égal à
(38) Mr 420, la somme étant étendue à tous les domaines partiels.
Il est facile de généraliser cette règle lorsque, au lieu de prendre o(3) holomorphe dans (C), on suppose que cette fonction admet, dans (C), p déterminations se permutant entre elles, et n’a d’ailleurs dans (C) d’autres singularités que des points critiques algébriques ou des pôles. Il faut alors remplacer le cercle (C) par p cercles superposés situés sur p feuillets de la surface de Riemann (S) sur laquelle o(z) est uniforme. On raisonnera comme ci-dessus sur chacun de ces cercles, entaillé par des coupures le long des lignes de croisement de (S); on constate aisément que ces coupures n’interviennent pas dans l’évaluation finale de 91. Si (A) est encore le domaine que ®(3) fait corres-
(1) Ces formules n'ont plus de sens lorsque R(P) —R(M)ouR(Q)=@R(N); une racine au moins (et une seule en général) vient alors sur la circonférence, au point P ou OQ suivant le cas.
RC UT
pondre aux p cercles situés sur (S), on a, au lieu de (38), la formule (39) AN = p + Eà,
la sommation étant étendue aux domaines partiels de (A). C'est de cette formule que nous allons faire usage dans l'étude des équations de la forme
(40) es D RO (NEO,
®(3) étant holomorphe dans le cercle (C); enposant 7 = 1, on obtient
bien en effet une équation du type (37), et 1 est une fonction à p déterminations se permutant autour du seul point critique t = o.
13. Considérons d’abord le cas où, dans l'équation (40), on a 9(0o) = o et où, de plus, le domaine (A) est étoilé par rapport à l’origine. Nous entendons par là que, lorsque le point z décrit la circonférence (C) dans le sens positif, le rayon vecteur joignant le point Z — o au point Z= 9(3) tourne toujours dans le sens positif. En choisissant comme lignes de croisement de la surface (È£) des demi-droites issues de Z — 0, ou dont le prolongement passe par ce point, on voit, d’après cette définition, que la partie du domaine (A), située dans un feuillet quelconque, forme un domaine étoilé, au sens ordinaire (‘).
Nous allons chercher, dans ce cas, à obtenir un minimum pour 91. Considérons, au lieu de (40), l’équation plus générale
où nous supposerons d’abord que À est un paramètre réel pouvant varier de o à +. Il est alors évident, en vertu de notre règle et du fait que (A) est étoilé, que, lorsque À croît à partir d’une valeur À, telle que|À,®(z)|< 1 dans le cercle unité, le nombre des racines de (41) intérieures au cercle unité ne peut décroitre; en effet, pour À = À,, tous les domaines partiels sont de quatrième catégorie; lorsque À croît, les points Q et P ne dépendent pas de À, R(M) croit et R(N)décroit, donc I, ne peut que croître et 1, que décroitre; d'autre part, le passage
(:) C'est-à-dire que si M est un point intérieur au domaine ou sur sa frontière, il n’y a aucun point du segment OM extérieur au domaine.
eee
d'un domaine de quatrième catégorie à un domaine de troisième catégorie se marque en faisant 1, = + 1 ou I, = — 1, et le passage à un domaine de seconde catégorie en donnant simultanément à I, et I, ces. deux valeurs. Pour avoir le minimum de 9, nous pouvons donc prendre À suffisamment petit pour que la plus grande de toutes Îles quantités | R(M)|, | R(N)| soit inférieure à la plus petite de toutes les quantités [R(P)|, | R(Q)| différentes de zéro. Remarquons d'autre part que, comme (39) s’écrit
Rp +22 br) =p + = Slo— 2El
et qu'ici les points M et N sont bien définis, indépendamment de la décomposition de (A) en domaines partiels [ puisque les points N sont ceux situés sur le segment (o, — 1) et les points M ceux situés sur le segment (0, + 1)], on peutassocier ces points d’une manière arbitraire, sans tenir compte de cette décomposition. Nous associerons alors à chaque point N le premier point M que l’on rencontre lorsque t parcourt (C) dans le sens positif, en partant du point Q. Les indices que nous évaluerons sont ceux que donne la formule D Here
lorsqu'on l’applique à deux points associés.
Prenons alors pour un arc QP correspondant à deux points associés la détermination comprise entre o et 27, et désignons par w, et w, les points d’affixes &, = + à, &, — — à sur la circonférence (C). En tenant compte du choix de À, on voit que :
PTS à = +1 si QP contient w, au sens large, et ne contient pas w, au sens strict (!):
NI
VTT 0 = 0 si QP contient w, au sens large et w, au sens strict; AE N Ê . 5 0—=—1 81 QP ne contient pas w, au sens large, et contient w, au
sens strict.
(t) Nous dirons qu'un arc contient un point au sens strict si ce point est intérieur à l’arc, au sens large si le point est intérieur à l’arc ou éonfondu avec une de ses extrémités.
Re On a donc, quel que soit À réel et positif,
ALES l, étant le nombre des arcs QP contenant w, au sens large, l, celui des FT
arcs QP contenant w, au sens strict. Il est d’ailleurs évident que ce résultat est encore exact si l’on prend une détermination quelconque
ae pour QP (étant entendu que si un arc contient un point # fois, il est compté # fois dans l'évaluation de Z, ou L,).
Dans tout ce qui suit, nous désignerons par 0 l'argument de z, par 5 = p0 l'argument de t— z?, et nous poserons
le
Prenons alors pour chaque arc QP sa détermination naturelle : nous entendons par là la variation de 3 lorsque le point o(e") va de Nen M le long de la frontière de (A). en tournant dans le sens positif et sans passer deux fois par la même position. Dans ces conditions, on peut
. , . K = à encore dire que /, est égal au nombre des points Z(%) situés dans le demi-plan inférieur ou sur l'axe réel du plan des L; de même, L, est égal au nombre des points Zi(— z) situés dans le demi-plan inférieur du :
plan des Z (à l'exclusion de l'axe réel).
Si maintenant on donne au paramètre À des valeurs complexes, cela revient à faire tourner le domaine (A) autour de l’origine; il faut donc remplacer l'inégalité (42) par |
l'étant le minimum de (1, — L;), lorsqu'on remplace, dans la définition de ces nombres, le demi-plan inférieur du plan des Z par un demi-plan limité par une droite arbitraire pivotant autour de l'origine.
Il résulte d’ailleurs de la démonstration que l'inégalité (43) est la meilleure possible, car elle se transforme en égalité pour une valeur convenable de À.
14. On peut encore donner l’énoncé suivant, plus simple d'aspect,
ER T es
mais moins précis : St, paru les p points Z,(S) (k= 0,1, ..., p—1), il y en a toujours l, au moins situés d'un même côté d'une droite issue de l'origine (y compris les points situés sur la droite) lorsque © et cette droite varient arbitrairement, le nombre des racines de l'équation (41) tntérieures au cercle unité, est au moins égal à 21,, quel que soit le paramètre À. En effet, on a /, 24 et 4 Sp —L4,. Mais le fait que la limite obtenue est un nombre pair montre que certainement cette limite n'est pas toujours atteinte.
En faisant des hypothèses supplémentaires sur 9(3), on peut arriver à de meilleures limites. Supposons par exemple que p soit impair, et (3) une fonction paire, alors tout point d'affixe ARS est confondu
avec un point d’affixe Z(—T); on a done 24%, d'où A 2p.
Supposons maintenant que p soit parr el 9(3) éëmpaire ; on a dans ce cas 1,2E et L£E puisque les points d’affixe Z,(2) sont symétriques deux à deux par rapport à l'origine : donc iei encore 2t2p. On peut
résumer ces deux propriétés en disant que st 3/9(:) est une fonction umpaire, On a toujours
15. L'application de ces propriétés à l'équation trinome donnerait immédiatement le résultat de MM. Herglotz et Biernacki. Nous allons les utiliser dans l'étude de l'équation quadrinome. Nous supposerons l'équation ramenée à la forme
(45) 1+5/V+ a su asso (2p LR < Ra),
P, ñn, et, étant premiers dans leur ensemble, x, et 7, pouvant être tous deux pairs (ce dernier cas se produit lorsqu'on pose æ = +? dans l'équation
(46) 1+ 2 + aa + ads — 0,
où p est impair, p, 2, et m, premiers dans leur ensemble: pour revenir à l'équation en x, il faudra diviser par 2 le nombre de racines trouvé ).
ETS De L’équation (45) est bien du type (4o) avec
g)=— -|a,3"1P ESS PEU MIE o(z) La + ds | Nous poserons
a; : da , p 2= (2 dE Cr ne — es —(D1Cu, A 2, DES CCE Ci
La frontière du domaine (A) est comprise entre les cercles
[ZI= pi + Pa et FZ1=)p:— pi |- Il s'ensuit que si{o, —9,[> 1, tous les domaines partiels de (A) sont de première ou de seconde catégorie, suivant qu'ils ne contiennent
pas ou contiennent l origine. Donc, pour bp, — 9, >1,on a 9T— n,, et pour pif: >1, 2 —n,.
16. Pour appliquer les résultats obtenus ci-dessus, nous pouvons
considérer — comme fixe, 4, comme un paramètre variable. Il nous
- faut d’abord déterminer pour quelles valeurs de = le domaine (A,) que fait correspondre au cercle unité la fonction Ÿ: (z) — ump pet z"sP
est étoilé. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que
etg (ei).
D D nl ES
lorsque 0 varie de o à 27. On trouve, par un calcul facile, que cette condition est équivalente à
EGu—p)—(R—plp]l1—p]20, c’est-à-dire (48) p21 ou p<
Nous commencerons par supposer que l’une ou l’autre de ces conditions est vérifiée.
Il résulte alors des n° 13 et 14 que, tout d'abord, s n, et n, sont
rie
tous deux impairs, on a
Ip.
S'il n’en est pas ainsi, il faut étudier la distribution, par rapport à une droite (D) issue de l’origine des p points
Zr(3) CAE OR RS DEL)
lorsque S et (D) varient arbitrairement. Dans l'expression de Z;(3), nous supposons à fixe; mais il est clair qu’il revient au mème, pour la recherche du nombre /,, de laisser « fixe et faire varier la droite (D), ou de laisser (D) fixe et faire varier «. Supposons donc que (D) soit l'axe réel; il nous faut évaluer le nombre minimum des quantités
D AT
g £ € SEE Die À Êr= A RE lire + p sin Len p) ee ne 1
P CR 0 Tir Di al) qui sont de même signe, lorsque S et « varient arbitrairement, p ayant une valeur quelconque satisfaisant à (48).
Voici un procédé donnant une borne inférieure de ce nombre ne dépendant que de p, n, et n, : formons l'équation (E) de degré p ayant les £; comme racines; si l’on pose
un calcul simple montre que l’on a
Soi 90,
sauf s'il existe deux nombres entiers L, et 14, positifs ou négatifs, de parités différentes, et tels que (49) Pal + Mol = 0 (mod p), [l+lplSah +.
Supposons d’abord que
n,7%40 (modp), R;7Æ 0 (modp)
et soit 2g +1 le plus petit nombre impair tel qu'il existe deux entiers u., et ba, solutions de (49), avec [u|+|u,|= 29 +1 (on a 9 > 0,
Ets
d’après l'hypothèse sur 7, et n,). On a donc
Die By Dim te y 0
et, par suite, d’après les formules de Newton,
A — d3— A3 —...— Ag_i = 0;
a; étant le coefficient de £?- dans l'équation (E). D’après le théorème de Descartes, l'équation (E) à donc au plus p — q racines d’un signe déterminé, et comme toutes les racines sont réelles, au moëns q racines d'un signe déterminé. D'après le théorème du n° 14, on a, par suite,
17. Ilest parfois possible d'améliorer cette limite en utilisant la proposition plus précise du n° 13. Rangeons les solutions de la congruence (49) suivant les valeurs croissantes de |[u,|+{u|, et supposons qu'il n'existe aucun couple de solutions tel que|u,|+|1| soit un nombre parr inférieur à 2q +1. Soient alors x°, x? les premières solutions que l’on rencontre pour lesquelles, ou bien
h=|\p{|+lp,
est un nombre pair (h?2q +1), ou bien in, + un, est un multiple pair de p.
On voit alors aisément que les sommes $,, d'indice impair inférieur à À ne changent pas lorsqu'on augmente © de +, et que les sommes d'indice pair inférieur à k ne dépendent pas de S.
Pour appliquer le résultat du n° 13, donnons à $ successivement les
valeurs + = et — = et soient (E,) et (E,)les équations ayant pour
racines les £, correspondants. Il résulte de la remarque précédente que ces équations ont les mêmes coefficients jusqu’au terme en &” "+! inclus. Si s est le nombre de variations de la suite
Ag Tog+1s Uoq+2) ……. Ah ‘
il résulte immédiatement du théorème de Descartes que l’une des équations admet au plus p — h + q + 6 + 1 racines positives, et l’autre
NAS
en admet au moins g + #; donc,
LSp—=hREqEr+x, L>2q +9
et
Considérons encore le cas où Non, — 0 (mod p).
L'expression des points Z,(3 ) montre que ces points sont les sommets d’un polygone régulier de p côtés centré à l’origine. On en déduit que,
si p est pair, I2E, LSE d’où
Sip est impair, RER p<ise d’où
sauf lorsque n, et n, sont tous deux impairs, puisqu'on a vu qu’alors A? p.
Ces dernières limites, résultant de la considération directe des points Z.(3), sont les meilleures possibles, d’après le n° 13.
Au contraire, il est aisé de donner des exemples où les limites (50) et (51) sont inférieures aux limites exactes. C’est ainsi que si
n,—=2p +1, N,—2p #2, la formule (50), seule applicable ici, donne 912 2. Or, en posant
Ck
-On à Ex SIN + p sin (2x + d),
d ne dépendant que de 3 et «. La fonction f(t)= sint +psin(2t+d) est évidemment positive lorsque sin£ et sin(2t+ 4) le sont, donc,
soit dans un intervalle de la forme (us to + =) soit dans les deux
RP DES
: T : ‘ intervalles (0,4,) et (4 +7, x); en fout cas, il y a au moins
EE): valeurs de Ÿ; pour lesquelles {, > 0, quels que soient S
et «; d’où
limite meilleure que la précédente dès que p212.
18. Nous avons jusqu'ici laissé de côté le cas où 2, ou n, est multiple de p. Si n,, par exemple, est un multiple impair de p, la considération des points Z,(S) montre que
N2p si A, — p est pair, A 2>p—1 si n,— p est impair.
Ces limites sont les meilleures possibles; on en a d’analogues lorsqu'on intervertit n, et n, dans les énoncés.
Lorsque n, ou n, est multiple de 2p, on sait que l'équation (45) peut n’avoir aucune racine intérieure au cercle unité. ;
Il est seulement possible ici de donner une limite inférieure de 9t en fonction de £. C’est ainsi que lorsque », est multiple de 2p, on trouve.aisément que pour pe >1,0ona
Dr 22E( 2e), Si 2T
Yo — 2 ArC COS —-
De même, si », est multiple de 2peto<1,ona 226 (2%), D. OUT:
avec o— 2 arC COSP.
En résumé, on peut dire que l’équation quadrinome (45) a toujours une racine au moins dans le cercle unité lorsqu'on suppose vérifiée l’une des conditions (48), sauf lorsque n, ou n, est muluple de 2p.
EN On
19. Passons maintenant au cas où le domaine (A,) n’est plus étoilé, ce qui correspond aux valeurs de £ telles que
n,—p ee Ne D
Il nous faut d’abord étudier de plus près la forme de la courbe (F,), frontière de (A,), définie par l’équation
Z — R ei — ptu—plid es peilta=plèon, Posons, pour simplifier, D TD, EDIT L
IL est immédiat que, lorsque 6 augmente de —=T—, R reprend la Mo — M;
A 2M,T . s même valeur et @ augmente de ===; on peut donc se borner à LS 1
étudier la portion de la courbe décrite par Z lorsque 0 varie dans un intervalle d'amplitude —T—: On à Mi — M Bi + pt + 3p cos, d® p(b + cos).
dô R° 0. ;(m,= mi) p(p°= 0x1) say DIE FR? <
où d—(m,— m,)0 + &.
Traçons la courbe de variation de @ en fonction de 0; on peut sup-
; : , ? : 3 : S à 2T CRE poser, pour simplifier, « = o et 8 variant de o à ne Y varie alors te 1
; de de o à 27. Lorsqu'on change 4 eh 275 — +, “ne change pas; la courbe de variation de @ est donc symétrique par rapport au point
T 7 A) Ma — M
PAPERS \ mi M
AL ||: Re
à d® , d° Comme TS annule pour une seule valeur dé cosŸ, et que x sl négatif pour o [4 € 7; on construit aisément la courbe (fig. 1).
D'autre part, R? ne change pas lorsqu'on change Ÿ en 27 — 4, et décroît constamment de (1 + 0}? à (1 — c)? lorsque Ÿ croit de o à 7. La portion de la courbe (F,) que nous considérons est donc symé-
———— ; pour les valeurs de 0 com- M — M
prises entre les abscisses des points C et C’, elle présente une boucle, vue de l’origine sous un angle inférieur à x ('), et coupée en deux points au plus par tout rayon vecteur. Il est d’ailleurs aisé d’avoir une limite supérieure pour l'intervalle de variation de 0 qui correspond à une demi-boucle; on a, en effet, sur la figure 1, AC£AB, OB étant la tangente à l’origine, de coëfticient angulaire
trique par rapport à la droite ® —
dÔ\ _m,+m,p € Du Ma d0 J6.: 1#6 2
(:) En effet, cet angle est égal à la différence du maximum et du minimum de ®, doñc inférieur à la différénce des ordonnées des points D et D'(/£g. 3), soit
T Mi + Map MT = Lee
Ms; — M, 110 Mo mi I1+P
2AD=a|
Il vient donc, par un calcul facile,
On constate aisément (‘) que la boucle contient, sur son axe de symétrie, un point de ramification V de (£), correspondant à une racine de ®, (z)— 0, différente de z — o.
Le domaine (A,) présente donc (m, — m,) boucles de cette nature, distinctes ou confondues en projection sur le plan simple, chacune d’elles se trouvant sur un seul feuillet de la surface de Riemann (2), si l’on prend pour ligne de croisement issue du point V la demidroite VS qui joint ce point au point double de la boucle (fig. 2). On peut alors prendre comme domaines partiels de (A,), les (m, — m,)
boucles entaillées par les coupures à deux bords VS; d’après ce qui
(*) I suffit de calculer le rayon vecteur R, du point double S; on trouve sans difficulté __ sin(m, — m;,)y EE sin 773 @
9 étant le plus petit angle positif solution de l'équation
SIN M — p SiInMap — 0.
m; ; rte UT : My; — m Comme p> —, on voit que + est inférieur à —, et, paresuite, Ro 2r, m m, = à 2 M “ te UC Or, le rayon vecteur du point V est au plus égal à =". M
précède, il reste un domaine étoilé (A'), ramifié m, fois à l’origine, et qu'on décomposera en domaines partiels comme il a été expliqué antérieurement.
On peut raisonner sur (A) comme nous l’avons fait au n° 13; la somme des indices des domaines partiels de (A') sera encore supérieure à /, — /,, avec la première définition de ces nombres; mais on ne peut plus en déduire une limite ne dépendant que de la répartition des
” 11% T A , , ù points Z,{- Lil — - : .HSs ; po L(T) et i( par rapport à l’axe réel. Il se peut, en effet (Jig. 2), qu'entre les points associés N et M se trouve une coupure VS,
, : T que la boucle correspondante coupe l'axe réel et qu’un point Z(5) se trouve sur la portion M'N' de cette boucle située au-dessus de l’axe
PRES $ ee
réel. Cependant, l’are QP correspondant contient évidemment le point w, au sens large, donc doit être compté dans /,. Il faut, par conséquent, modifier le résultat du n° 13 de la manière suivante :
Soient }, le nombre des points A(7) situés dans le denu-plan in/fé-
rieur ou sur l'axe réel; 5, le nombre de ces points qui se trouvent sur des boucles dont le point double est dans le demi-plan supérieur; +, le nombre
des points L, (£) situés dans le denu-plan supérieur (axe réel exclu) sur des boucles dont le point double est dans le demu-plan inférieur; on a
= k— ci T;.
Il vient de même LR — 02 + To
avec des définitions analogues pour À,, 6, et Tv, relativement aux points Zi(- =): Si, d'autre part, on désigne par y», v,, y, le nombre des boucles dont l'indice est respectivement — 1,0,+ 7, il vient finalement, d’après (44),
(52) C2 D PM haine) (or Fu) eV
20. Pour utiliser cette inégalité, on cherchera une borne inférieure pour (A1— À,) par les mêmes procédés que dans le cas où (A,) était étoilé; on pourra appliquer, en particulier, les formules (50) et (51)
[où il faut remplacer 97 par (p + À, —X,)]. Avant de liiniter de même les autrés termes de (52), indiquons quelques cas où cette formule se simplifie.
j s : EME À : . 2 eur T Supposons d'abord n, et n, impatrs; si p est impair, les points Zi(E)
T à À et Z(— 2) sont confondus, d’où À, — 5,2 À — Go, Ti = To, €t, par
suite, (53) N2p+v-—
Si p est pair, les points Z, (£ ) sont deux à deux symétriques par rapport à l’origine, ainsi que les boucles: donc À, — 5, + et, de même, À» — C5 + To <£. La formule (53) est encore valable. |
On peut, d’ailleurs, dans ces deux cas, donner pour »_ une limite supérieure plus avañtageuse que (n, — n,). Considérons, par exemple; une boucle dont le point double est dans le quatrième quadrant (nous dirons, pour abréger, « une boucle du quatrième quadrant ») et dont l'indice est égal à — 1 (fig. 2);onadonc
Si p est impair, il existe une autre boucle confondue en projection avec la première, et pour laquelle les points P, et Q', correspondant à M’ et N', sont respectivement symétriques de P/ et Q’ par rapport à l’origine ; donë,
L'indice de cette seconde boucle ne peut être que o ou 1. Si p est par, il existe une boucle symétrique de la première par rapport à l’origine, coupant l’axe réel en M et N°, respectivement symétriques de \ et M'; les points P' et Q’ qui correspondent à M' et N' sont respectivement confondus avec Q’ ét P'; dône,
RO NRA (PIE T0 MN
lu =+ Le
Cette nouvelle boucle est encore d'indice o où 1. Ainsi, lorsque n;
= Me
et», sont impairs, à toute boucle d'indice — 1 correspond une boucle
d'indice o ou tr, donc DES LES et comme VS ne Ne
Rene + 2 Finalement, st n, ét n, sont impatrs etst2p > n, —n,,0on a
ONE) D EEE A Fe 2
Sans faire d’hypothèse sur la parité de n, et n;, nous allons montrer que s1 l’on désigne par h le minimum de(p+À,—X;)étsih2n; —n,, on a
(54) HER EURE nY Remarquons, en effet, que les points M, N où une bouclé coupe l’axé réel sent toujours sur la même demi-boucle; d’après ce qu’on a vu
. RTS plus haut, on a done, pour l'arc Q’P' correspondant,
AO RS OURS REC, puisque M, > mi > p.
My + Ma 2
Considérons alors une boucle du quatrième quadrant (fig. 2),
contenant sur l’are M'N' un point Zu - 5) | d'après l'inégalité précé- “à
dente, elle ne peut en contenir plus d’un et ne contient pas non plus de points A(E)| L'arc P'Q’ correspondänt contient le point w,, donc R(P')<o, 1,5 — — 1. La boucle ne peut être que d'indice o ou r. Il en est dé même pour toutes les boucles des troisième et quatrième quadrants contenant les +, points Lie ) situés dans le demi-plan
supérieur. On voit également que les boucles des premier et second
quadrants, contenant les 6; points Z(=) du demi-plan inférieur, ont
aussi comme indicé o ou ï. Donc, commé toutes ces boucles sont
distinctes, di BE VE Ve,
Sn FREE
d’où Ti TV SN, —n,
et, en portant dans (52), on en déduit l'inégalité (54).
21. Revenons maintenant au cas général où nous ne faisons aucune hypothèse a priori sur p, n, et n,; pour utiliser la formule (52), nous allons chercher un maximum pour lexpression (o,+ 7 + v_); on aura ensuite
A > Min(p + À; — À) — Max(o, + T, + v-), ce qui donnera une limite pour 9 si le second membre est positif.
Pour rechercher ce maximum, nous nous placerons dans le cas le plus défavorable, celui où toutes les boucles coupent l’axe réel en des points de module inférieur à un. On constate aisément que ce cas peut effectivement se produire lorsque 9 est assez voisin de 1. Dans ces conditions, 6, est inférieur au nombre maximum des points Zi(=) situés sur les moitiés droites des boucles du premier quadrant, augmenté
ë : T : 2 CORRE du nombre maximum des points Z(=) situés sur les moitiés gauches des boucles du second quadrant; de même, +, est inférieur à la somme : s se T se Fe Ë du nombre maximum des points Z(— :) situés sur les moitiés droites des boucles du troisième quadrant, et du nombre maximum des points Za( — :) situés sur les moitiés gauches des boucles du quatrième
quadrant.
Pour avoir le maximum de » , remarquons que si l’on désigne par R, la longueur de la tangente à une boucle issue de l’origine d® do découpés sur l’axe réel par les boucles des premier et quatrième quadrants contiennent tous le point B d’affixe R,; de même, les segments découpés sur l'axe réel par les boucles des second et troisième quadrants contiennent tous le point B, d’affixe — R,. Soient B, et GB, les points de la circonférence (C), situés respectivement dans le premier et le quatrième quadrant et qui se projettent au point B; soient, de même, f, et 6, les points de (G) qui se projettent en B. |
(valeur de R correspondant à la racine de = — 0). les segments M'N'
si ES
Ceci posé, pour qu’une boucle du premier quadrant ait pour indice
— 1, tl est nécessaire que l'arc @ P' correspondant contienne le point 8, ; donc, le nombre des boucles du premier quadrant d'indice — 1 est au plus égal au nombre des points Z;[argB,] situés sur les moutiés droites des boucles du premier quadrant. On raisonne de mème sur les boucles des trois autres quadrants; on voit donc finalement que nous pourrons obtenir un maximum pour (6,+7,; +v_), une fois que nous aurons résolu le problème suivant : Déterminer le nombre maximum y des points Z,(3) situés sur les moitiés droites (ou gauches) des boucles d'un quadrant donné; pour fixer les idées, nous supposerons qu'il s’agit des moitiés droites des boucles du premier quadrant.
Pour résoudre ce problème, nous procéderons de la manière suivante : soit 0, la valeur de l’argument de z à laquelle correspond,
sur (l,), le sommet d’une boucle; les sommets de toutes les autres
2kT boucles correspondent aux valeurs 0, +=; # prenant (m, — m) Cr 1 valeurs entières, deux à deux incongrues [mod(m,—m,)]; nous
déterminerons successivement :
1° Les valeurs de # pour lesquelles la boucle est dans le premier quadrant;
2° Les valeurs de Æ pour lesquelles la moitié droite de la boucle contient un point Z,(2).
Le nombre maximum des valeurs de la première suite congrues [mod(m, — m,)| à des valeurs de la seconde sera le nombre » cherché.
2T 2M,T ee 1° Lorsque 0 augmente de ———, @ augmente de ————. Si m, Mo — Ma Mo — M et m», sont premiers entre eux, les (”, — m,) boucles sont distinctes sur le plan simple; s’il n’en est pas ainsi, en désignant par d le plus
grand commun diviseur de m, et m,, et en posant
== As Haas,
il y a(u — u.) boucles distinctes sur le plan simple, chacune d'elles étant la projection de d boucles sur la surface de Riemann. Si, à un nombre entier #, correspond à une certaine boucle, les nombres cor-
ue
respondant aux boucles confondues avec elle en projection sont de la forme # + (ue — p)æ,, æ, prenant les valeurs o, 1, ..,, (d—1); ces nombres étant évidemment deux à deux incongrus [mod(m — m;)], on obtient bien ainsi toutes les boucles considérées.
Ceci posé, 11 y a r=E(ER)+e boucles, distinctes en pro-
jection, situées dans le premier quadrant; e peut prendre l’une des valeurs o et 1. Supposons qu’à la valeur 0, de 0 corresponde le sommet pour lequel ® a la plus petite valeur positive; cherchons le plus petit angle positif qu'il faut ajouter à 0 pour passer de ce sommet à celui dont l'argument est immédiatement supérieur, c’est-à-dire pour
augmenter @ de pi Pour cela, désignons par A le plus petit BEI L à x
entier positif tel que
Ap= A'(p— tu) 41 (A' étant entier).
, ’ » s À L'angle cherché est égal à —=7=, car la valeur correspondante dont - Mo — M, augmente O est
2ÂAMR _ SAUT
= Ne Mo IN, Poe ur
Il en résulte que Les valeurs de k correspondant aux boucles du premier quadrant sont de la forme
(55) (Hi — Hdi + A,
æ, prenant toutes les valeurs entières comprises entre o et (d—1}), x, toutes les valeurs entières comprises entre o et(r — 1). En effet, A est premier avec (u:—u,) et r <l — L,; ces valeurs sont donc bien deux à deux non congrues [ mod (m1, — m,) ||. |
2° Les moitiés droites de toutes les boucles correspondent à des intervalles de variation de 0 contenus, d'après ce qu'on a vu plus haut, dans les (m7, — m,)intervalles :
Le ANR MR 2 UE s 0 L 1 79 4 = ?
My M, Mat M, Ie — In,
DT te
intervalles que nous désignerons par à (‘). D'autre part, les points 3 /
Z4,(S) correspondent aux p valeurs He de 0, À prenant p valeurs entières deux à deux incongrues (mod p). I s’agit de déterminer les valeurs de # pour lesquelles l'intervalle 3 correspondant contient un de ces points (on sait d’ailleurs qu’il peut y avoir un seul
point au plus dans chaque intervalle). Pour cela, remarquons que si
F . Ë 24 0, se trouve dans un intervalle #, toutes les valeurs 8, + es seront
également dans des intervalles 3 pourvu que
2 de MST re
EE um et aq! entie SE P M; — mm; (g 4 À )
Désignons donc par d' le plus grand commun diviseur de pet (m;—m,), et posons.
p—d'&, MM = dy:
Si l'intervalle 3 correspondant au nombre entier Æ contient un point 0,, il en sera donc de mème des intervalles correspondant aux nombrés k + yæ,, æ, prenant les valeurs 0,1... (d'— 1); ces intervalles sont évidemment tous distincts, puisque les entiers # correspondants sont deux à deux incongrus [ mod (#1, — m,)]. Les points 6; qu'ils contiennent sont tous situés dans la même position vis-à-vis de leurs extrémités ; nous dirons, pour abréger, que ces intervalles sont équivalents entre eux; il est clair qu'il n’y a pas d’intervalles Ÿ correspondant à d’autres valeurs de #, qui leur soiént équivalents.
Soit, d'autre part, B le plus petit entier positif tel que
Bo = B'y—1 (B' entier),
ce qu’on peut écrire
Bb 1 LEE A su UE ou 11 B 1 PSV RENE PRE te P Me — M D(/Ma=r Mi)
(*) Lorsque p tend vers 1, on constate d’ailleurs que les intervalles de variation de @ tendent vers les intervalles 4; si l'on ne tient pas compte des valeurs de p, il est donc impossible d'obtenir une meilleure valeur du nombre v.
Comme B’ est premier avec &, nous pouvons prendre comme nombre les p entiers de la forme & æ;, + B'x,,x, variant de 0 à (d'— 1), x, de o à m— 1. D'après la relation précédente, on voit que la différence
< à 2T : s entre deux valeurs 0, est, à un multiple de es Pie multiple de LR 1
———. Il y a donc autant de systèmes d’intervalles Séquivalents & (M, — M) ÿ
—— peut contenir de points dont les Mi + Mo
qu'un intervalle de largeur
distances mutuelles sont des multiples de = » SOIÉ
DL. [ee | | TE As S=El ———— 1|+1h avec n — 0 OÙ N —=1I.
Soit alors #, une valeur de # pour laquelle l'intervalle 3 contient un point 6, tel que
2K,T T 2T Ôz 0, + : LÉ " Me — M, M + Mo D(M:— M;)
Il résulte de ce qui précède que les valeurs de k pour lesquelles les moi-
tués droites des boucles correspondantes contiennent des points Z,(S) sont de la forme
(56) KP yx, EBZX,,
æ,; prenant toutes les valeurs entières comprises entre o et(d'— 1), x, toutes les valeurs entières comprises entre 0 ets — 1.
Finalement, on voit que le nombre v est égal au maximum, lorsque k, prend toutes les valeurs entières de o à (m, — m,), du nombre de solutions dishunctes de la congruence
(57) (e— Bt, + Am ya; —Ba,=k [mod(m,— m,)]
qui satisfont aux conditions
OS A, OS 4, ON UT DSL IS
Remarquons d’ailleurs, d’après la manière même dont nous avons
obtenue cette congruence, que v est toujours inférieur au plus petit %
des deux nombresrd et sd.
RE AN Re
22. Nous pouvons maintenant revenir à la recherche des maxima dev, 5, et r,. Pour »., il faudra résoudre quatre problèmes du type précédent, correspondant respectivement :
1° Aux moitiés droites des boucles du premier quadrant et au point B,;
2° Aux moitiés gauches des boucles du second quadrant et au point 6. ; ù
3° Aux moitiés droites des boucles du troisième quadrant et au point G, ;
4° Aux moitiés gauches des boucles du quatrième quadrant et au
point B,.
Remarquons que chacun de ces problèmes se subdivise en plusieurs, selon que l’on donne aux nombres & et n qui figurent dans les valeurs derets les valeurs o ou 1. Mais les nombres e; et n;(') relatifs à ces quatre problèmes ne sont pas complètement indépendants; tout d’abord, un au moins des &; est nul et l’on a de plus
Eyrt Eos + Ë = Me — (mod4),
et, Si (1H — 14, ) est pair,
Ei — Es; Es — €, ;
d’autre part, les points B; sont deux à deux diamétralement opposés sur la circonférence (C). Si l’on peut avoir
(ag Etre 2g'" P MM, c'est-à-dire st y est pair et © impair, les points 0, relatifs à f, se déduisent des points 0, relatifs à $, par une translation d’un multiple
2T de; donc Ma — M;
M N3 et Un==smre
S'il n’en est pas ainsi, la translation, par laquelle on passe d’un de D PRE NAN EP Re
(1) Nous donnons aux lettres &, n, r,s l'indice du point 5 auquel elles correspondent.
LE | NE
ces systèmes de points à l’autre est égale à — à un multiple
er cer en po ie) (M, — M;) 2T
© (73 — M, D (No — IN Si + s=2E| Ge 2 FM nee | 2e) +,
2(M, + M) Mi + Mo
de près ; on en déduit la relation
fo étant égal à o ou 1; la même relation est valable pour ”, et ,. Pour le maximum de (5, + 7,), on aura les quatre mêmes problèmes à résoudre, à la seule différence près qu'ici 6, et B, sont confondus en w,, 8, et 6, en w,. Aux relations précédentes entre les e; et les ni viennent s'ajouter celles qui correspondent à ce fait nouveau: on peut remarquer que s, + s, sera le nombre des points situés dans les intervalles 3 + 4’, J' désignant les intervalles déduits de 3 par la
3 T e translation ————; par suite, M, EM»
D(M—Mm D(m, — m Si Se—2À, PAST) +m+=E (M 1) re 2(M, + M) M + M
Env out)
et l’on a la même relation en », et n..
Donnons, pour terminer, un exemple auquel nous appliquerons la méthode précédente. Nous prendrons l'équation 1 2 ape oz 0;
On aici DS EN n}==19;
on peut appliquer la formule (53). Il suffit de trouver le maximum
de vy_.Ona m8; Ma 10:
d’où AR, Em ET, Le
rt
un des r; est égal à 1, les trois autres sont nuls. Un seul des quatre nombres »v; est donc différent de zéro: d’ailleurs d — 1 et
ASE Ape EE |+n=
donc on ay— 1, et, d’après (53), | MEME rer
CHAPITRE Il
LES POLYNOMES UNIVALENTS.
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1. Nous dirons, avec M. P. Montel, qu’une fonction analytique f(z) est p-valente dans un domaine (D) du plan des 3 lorsque, quelle que soit la valeur a, l'équation
MEET
a au plus p racines dans le domaine (D), et qu’il existe une valeur de a au moins pour laquelle l'équation (1) a exactement p racines intérieures à (D) (les racines étant comptées avec leur ordre de multiplicité); on dit encore que p est l’ordre de multivalence de la fonction dans (D). En particulier f(z) est univalente dans (D) si elle v prend une fois au plus toute valeur. Comme l’ordre de multivalence est invariant par une représentation conforme, on peut se borner, pour
ent Eu
étudier les fonctions p-valentes dans un domaine simplement connexe, au cas où ce domaine est un cercle centré à l’origine, en parti-
culier le cercle unité. | En supposant f (3) holomorphe dans le cercle unité, et représentée
par le développement en série de Taylor,
(2) IC) = bar EL Fans Er.
on est amené naturellement à se poser le problème suivant : (A) Quelles sont les conditions nécessatres et suffisantes que doivent remplir les coe fficients de la série (2) pour que f(z) soit au plus p-valente dans le cercle unité? ([18]), p. 83). Ce problème est actuellement loin d’être résolu, même pour les fonctions univalentes. Dans ce dernier cas, on a seulement pu obtenir des conditions nécessaires, sous forme de limites supérieures pour les modules des coefficients : en général, on peut montrer que si f(z) est univalente dans le cercle unité, on a
(3) la l<( + = Jen.
Pour |4,|et |a,|, on a les limites plus précises
(4) la l<S2, ass,
; : : z = et ces linutes sont atteintes pour la fonction DE. ([18], p. 74 et 80).
On peut encore poser le problème précédent sous la forme équivalente suivante : (B) Les coefficients de la série(2) étant donnés, déterminer le rayon R du plus grand cercle ayant pour centre l'origine, et où f (2) est au plus p-valente. [R est dit rayon de p-valence de f(z)|. En effet, si l’on savait résoudre ce problème, il suffirait d'écrire R21 en remplaçant R par son expression en fonction des coefficients de (2) pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes cherchées:; et réciproquement, R est la plus grande valeur du nombre positif r pour laquelle les coefficients de la série
ARTE EN
ple, les inégalités (4) donnent, pour le rayon d’univalence, les inégalités correspondantes
Remarquons enfin qu’on peut, sans diminuer la généralité des problèmes précédents, se borner au cas où f(3) estun polynome. Cela résulte du théorème suivant, dû à M. P. Montel ([17], p. 253): St une suite de fonctions holomorphes f,(z), f:(z),..., f,(z),..., au plus p-valentes dans un domaine (D), converge uniformément vers une fonction f(z) différente d'une constante, f(3) est au plus p-valente dans (D ); réciproquement st une suite de fonctions holomorphes f, (32), fa(3);..., fn(z)... converge uniformément vers une fonction f(3) au plus p-valente dans le domaine (D) toutes les fonctions de la suite sont, à partir d'une certaine valeur de n, au plus p-valentes dans tout domaine (D') complètement intérieur à (D).
2. Nous nous proposons, dans ce qui suit, d'étudier quelques aspects du problème (B), en nous limitant à la recherche du rayon d'univalence R d’un polyonme
f(z)=3+a23+...+ans.
Nous commencerons par transformer la définition de R. Considérons, dans ce but, l’ensemble des valeurs que prend f(z) sur la circonférence (C) d’équation|z|—R. Tout d'abord, si « est une de ces valeurs, les autres racines de l’équation f (3) — x —o ne peuvent être intérieures au cercle (C). En effet, si z, est la racine située sur la circonférence, 3, une racine intérieure à (C}), la relation f(6,) = f(G) établit une correspondance continue entre les points €, voisins de z, et les points €, voisins de z, ; il serait alors possible de choisir €, intérieur à (C)et assez voisin de z, pour que €, soit également intérieur à (CG); f(z) ne serait pas univalent dans (C).
Ceci posé, je dis que R est caractérisé par le fait que sur la ctrconérence (C), le polynome f(z) prend deux fois au moins une certaine valeur «, en des points distincts ou con fondus, et qu'aucune circon férence |:l=7r<R ne possède cette propriété. La seconde partie de cette proposition est évidente d’après la définition de R. Pour établir la première,
Gas
il suffit de remarquer que si, pour tout point z, de la circonférence (GC), la racine z, de l'équation f (3) — f(z,) —0 la plus rapprochée de (C) reste toujours extérieure à cette circonférence, il en sera encore de même pour la circonférence |z[—=R +€,e étant un nombre positif suffisamment petit; f(z) sera donc univalent dans le cercle! 3| <<R+E, ce qui est en contradiction avec la définition de R.
On peut donc définir R comme le rayon de la plus petite ctrcon/férence ayant pour centre l'origine et sur laquelle f (3) prend deux fois la méme valeur, en des points distincts ou confondus. Écrivons alors que l'on a f(3,) = f(z:) pour deux points distincts de même module
pe, Re — peile,
ou, en posant 6, +0, per ÿ ë OT
p ù 9 7 9 pour :
3, = æéen 1 A) I vient
x (ei — eù) He ad? (ei — e—2iô Vase ana (erid ent) — 0,
d'où, en divisant par 2x sin0 0,
sin 20 ,sin30 L -+ GE D 2r4
- A ANG ; sin 0
a sinn0
rod :
sin ô
Inversement, pour toute valeur de 0 différente de o et r, correspondent à chaque racine x de cette équation deux points 3, ets, de module |x |, où le polynome prend la mème valeur. D'ailleurs si l’on fait tendre 0 vers zéro ou 7 l'équation tend respectivement vers f'(æ)= 0 ou f'(—æx)—0. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Le rayon d'univalence du polynome f(3) est égal au rayon du plus grand cercle, ayant pour centre l'origine, où ne pénètre aucune racine de l'équation associée
nes
(5) A ee ur Le , Sin 30 e sinô
= + A3 EL ——— FNSSInD : sin 9
+, 1, ant 0
lorsque À varie de o à r.
Remarquons d’ailleurs que l'équation (5) ne change pas lorsqu'on
move
change 6 en —6, ou lorsqu'on change 0 en x — 0 et x en — x. Il est , . k G n RAUTES donc équivalent, pour notre problème, de faire varier 0 de o à 20 de o
arou deoù 27; on pourra se placer dans l’une ou l'autre de ces hypothèses, suivant qu'elle facilitera plus ou moins les raisonnements.
3. On peut encore énoncer le résultat précédent en disant que la condition nécessaire et suffisante pour que f(z) soit univalent dans le cercle unité est que ce cercle ne contienne aucune racine de l'équation (5), quel que soit 8. Or, nous avons rappelé (Chap. I, n° 4) les conditions nécessaires et suffisantes, données par M. I. Schur, pour qu'une équation ait toutes ses racines intérieures au cercle unité ou sur la circonférence : en les appliquant à l’équation aux inverses de (5), on obtient (7 — 1) inégalités
9,(8)>0 (V==r, 2, nn),
les 3,(8) étant des polynomes trigonométriques en 8 à coefficients réels, ne contenant d’ailleurs que des cosinus. On voit donc que le problème (A) serait résolu pour les polynomes univalents s1 l’on savait exprimer qu'un polynome trigonométrique est positif, par un nombre fini de conditions rationnelles par rapport aux coe ffictents de ce polynome. C’est malheureusement un problème qui n’est pas encore résolu : on sait seulement mettre les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polynome trigonométrique soit positif, sous la forme d’une infinité d’inégalités contenant les coefficients du polynome (vor, par exemple, [| 10 a], p. 229). Le procédé que nous venons d'indiquer ne peut donc fournir que des conditions nécessaires, en nombre aussi grand que l’on veut, pour que le polynome f(z) soit univalent dansle cercle unité, ces conditions n'étant naturellement pas toutes indépendantes si leur nombre dépasse une certaine limite.
D'ailleurs, l'expression de à,(0) étant très compliquée dès que v dépasse les premières valeurs entières, la méthode précédente conduit à des calculs inextricables. Si l’on se borne à chercher des conditions nécessaires pour que f(z) soitunivalent dans le cercle unité, on peut en obtenir de plus simples de la manière suivante : M. 1. Schur a établi
([108 |, p. 136) que l’on peut encore exprimer la condition nécessaire et suffisante pour que l’équation
COCA CT de one CARTE ND)
ait toutes ses racines intérieures au cercle unité, en disant que la forme hermitienne
— = = 2 a FE a ) | An Ti Ai Lan FE. ET) | À=1 nm —Y ALI E Li Lits +... + GRR Er) À —1
doit étre définie positive. Lorsque, dans cette forme, on annule tous les
F ; 5 : n +I PE .
æ; à l'exception d’un seul, on obtient les E( ) conditions nécessalires
an [+ | ns +. 4er n+ Fes sa nn
En appliquant ces conditions à l'équation aux inverses de (5), on aura des Inégalités plus simples que à,(8)20. En particulier, si l’on fait 0 — o [ce qui revient à appliquer les conditions (6) à l'équation aux Inverses de f’(3) = o], on obtient
nas 2
| an + (1) au PH (
"ea
mundo tue ele teens ele NP Se fojienelere se Quels ie cs te Letieul es la bee y le oleliasele, = nilreteere «a ele
ce qui donne entre autres, en utilisant (4),
ICE
1 17 an | —» PRE 7 Ù n n I
| An |
Pour n<{6, cette limite de |a,_,| est d’ailleurs tre élevée, car, en
faisant (—" = dans l'équation (5), on voit qu'on a toujours lee
EN OT Re.
4. Revenons maintenant au problème de la détermination de R. Nous allons voir d’abord que la considération de l'équation (5) permet de coordonner certains résultats déjà connus.
En premier lieu, comme le module de la racine de plus petit module
d’une équation dote Lite ln DO
est au moins égal à la racine positive de l'équation ltol—|miæ—[|æ|axt...—|æ|æt—= 0.
on voit que l'on a R2R,, R, étant la racine positive de l'équation 1—2|a|xr—3|a|x...—n|al|æt1—o,
sin 0
nÿ M. Alexander [13], qui a montré de plus que f(z) représente le cercle |z|<R, sur un domaine étoilé par rapport à l’origine.
en vertu de l'inégalité
£m. Cette proposition est due à
5. Cherchons maintenant à comparer les rayons d’univalence R et R’ de deux polynomes
JU) =3+as+...+ as",
g(z)=z+b,z+...+ biz.
Nous utiliserons le théorème suivant, dû à M. Szegô ([15], p. 35) : St les racines d’une équation
A(x)=a+Ciax + Car +...+a,2t— 0
sont toutes situées dans un domaine circulaire (K) (*), et st l’on désigne par li, ho, ..., À, les racines de l'équation
B(x) = 6,+ CiB,x + C,z+...+ B,xt—o, toute racine € de l'équation « composée »
C(x) = a+ Club + Ciofin? +...+ a,B,x"—= 0
(‘) Rappelons qu'on entend par domaines circulaires l’intérieur d’un cercle, l'extérieur d’un cercle et le demi-plan.
est de la forme E— À k,
où k est un certain point du domaine (K).
L'application de cette proposition aux équations associées de f(3) et g(z) donne immédiatement le résultat suivant :
On a, entre les rayons d'univalence des polynomes f(z)et g(z), la. relation
A|R<RS
À étant la racine de plus peut module de l'équation
x 2 2 As U77 (8) Y(a)=recoi rue CA SSD AE EUR TT 0, ; de b, br u la racine de plus petit module de l'équation 3 bot pare aa (9) tte) Si Ci, Da + Qi, at... + ge = 0:
L'une ou l’autre de ces équations n’a plus de sens lorsqu'un des coefficients a; ou b, devient nul. Cependant, si l’on suppose que
DUR, =. A}; =—=0 et bi DE T bi 0,
les autres coefficients étant différents de zéro, la proposition subsiste
encore, en remplaçant, par convention, dans les équations (8) et (9)
bk,
° ak, . . .
les expressions 5e ta Par o. Si, en dehors de ces coefficients, il y a
encore d’autres coefficients a, nuls, mais aucun autre b,, l'inégalité RZ]X|R’ subsiste seule; de même, on peut seulement écrire R< ne s’il y a d’autres coefficients b; nuls, mais aucun autre a,. Enfin, on ne peut plus rien affirmer s’il y a des coefficients a, et b, d'indices différents simultanément nuls.
6. Ce théorème a été déjà établi sous une forme légèrement différente par M. Szegô, dans le Mémoire précité (p. 55); son auteur n’en a d’ailleurs fait aucune application. Nous allons voir pourtant que cette proposition contient, entre autres cas particuliers, deux résultats sur
ETC PE
le rayon d’univalence des polynomes, démontrés antérieurement par d'autres moyens.
Prenons d’abord =) DENÈSE Er bn Cri, DL:
Il vient
g(3)=2(i1+ 23)! et b(z) =
on obtient, sans difficulté, R'— = Donc, st 3, est la racine de plus petit module de l'équation ee — 0, f(3) est certainement urivalent dans le cercle ARE On retrouve un théorème énoncé par M. Alexander ([13}, p. 16), qui a montré de plus que f(z) représente le cercle [31< Le sur une région étoulée par rapport à l’origine.
Posons maintenant
2 C5 ; LVE TA Rs n— | V2, b,= b= Et Du D Il vient + z)t— < s)= € Libre et Y(z) = f'(2).
On ic RQ Sin 73 par suite, st 3, est la racine du plus petit module de
f'(z)= 0, f(x) est univalent dans le cercle|z|<|3z, | sin proposition
établie par M. Kakeya ([14], p. 13).
Comme autre application, prenons
J(:) = _ g(3)= F'(2), où
F(z)=z2+a,z+...+ az". On à
x(x)=2+3C,3 + 40,3 +... + (nr Hit Æ= = LG + 2) (1 +3) (ns +2), d’où R'> 2R
PPS
Je signale encore les deux résultats suivants, que le lecteur démontrera sans difficulté (!}. Si l’on prend
82) = f(2) + anu2"tt, on trouve R'<2R lorsque n est pair,
T SARA R'<2R cos > lorsque n est impair.
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Si l’on suppose que les coefficients de f(z) et g(z) sont tels que Faxl =] 0x] (ÉRET R on trouve
— R° Pre
(V2—1)R£RES En faisant des hypothèses plus restrictives sur la nature des polynomes f(z) et g(z), il est parfois possible d'obtenir des inégalités plus serrées que (7) entre R et R’. Supposons par exemple que f et g soient de la forme
(a) hote Cr GPS des An se re ans tPp+, 83) = 2 + b,zP+! SE ba +... + b,ztt-0Pp+1,
On voit alors, en posant 3? —1 dans les équations associées de f(z) et g(z), que l’on a ici
LAPRERS
| pe |P
À et pr ayant la même signification que ci-dessus. Au théorème de M. Alexander correspond l'inégalité plus précise
R>R;]2,|, où Re D
Po
3, étant, comme ci-dessus, la racine de plus petit module de ) =D;
La méthode de M. Alexander s'applique d’ailleurs encore dans ce cas,
(*) Les deux résultats analogues concernant les zéros de$ polynomes sont démontrés respectivement dans [15], p. 46, et [11], p. 144.
SAN
et montre de plus que (2) représente le cercle |3[<R, sur un domaine étoilé par rapport à l’origine.
De même, au théorème de M. Kakeya, correspond l'inégalité
R, étant le rayon d’univalence du polynome particulier
sue f a+wy ds.
et z, la racine de plus petit module de f'(z) —0.0na d’ailleurs, d’après la proposition de M. Alexander rappelée au n° 4,
1 Pp = nr I P n>(r) 2( log2) :
8. Nous allons maintenant porter notre attention sur les polynomes f(3) à coefficients réels; nous supposerons, pour simplifier, que — +?
Il résulte alors de la définition que nous avons donnée de R que la fonction des deux variables réelles x et 0
- sin20 , sm30 , Sinn0 o(x, 0)=1+ ax EAU ET 7 Lu ETES
sin ÿ sin Ü U ]
ne peut s’annuler pour aucun système de valeurs de x et 8 telles que O<0<2, EH EU PR TL 1
Cette fonction reste donc positive quelles que soient les valeurs de æ
et 0 comprises dans ces intervalles. Par suite, l'expression
(x, 8) = 2 sin? 00 (x, 0) =1+ a,x cos0 + (a,x?— 1) cos20 +...
+ (arr? — ayx)at cos (k —1)0 +...+ anætt cos(n + 1)6
reste non négative pour les mêmes valeurs. Or, si l’on donne à x une valeur fixe quelconque comprise entre — 1 et + 1, (x, 0) est un polynome trigonométrique non négatif en 0, de la forme
1 + À cos + À, COS 20 +... + Anys COS(n + 1)8
L'emorer
et l’on sait alors que l’on a nécessairement ([ 16], p. 71) (10) lAkl<2 CRD tee Em), En appliquant ces inégalités à Ÿ(æ, 4) et en faisant tendre æ vers 1, il vient (11) |& |<2, | —1|<2, dx dr i£2 CRE 9 EP, d’où, par récurrence, (12) Fal< A4, quel que soit #.
Ces inégalités ne dépendent pas du degré du polynome considéré; elles subsistent donc pour toute fonction holomorphe univalente dans le
cercle unité, et réelle sur l'axe réel. Elles ne peuvent d’ailleurs être améliorées si l’on ne restreint pas la classe des fonctions auxquelles
elles s'appliquent, puisque les limites sont atteintes pour f(3)— Rene
Par contre, la même méthode fournit des inégalités plus précises pour des catégories particulières de fonctions univalentes : par exemple, si f(z)est ëmpaire, o(x, 0) est une fonction des variables réelles 0 et : — x?, qui reste positive pour
OS0< 27 et EU EE,
En procédant comme ci-dessus, mais en remarquant qu'on peut faire tendre ici t vers +1, on obtient, au lieu de (11), les inégalités
fase tes del CREED SSSR ou encore (13) [a |S1, Fdersa | + | Gex |S 0,
limites qui sont encore atteintes pour la fonction particulière
LS
De même, si l’on ne considère que les polynomes f(z) de degré au plus égal à n, on peut améliorer les inégalités (11); cela résulte de ce qu’on peut remplacer les inégalités (ro) par d’autres plus précises, où
y Cie
figure le degré du polynome trigonométrique correspondant, ainsi que l’ont montré M. Fejér ([16], p. 79), puis MM. Szäsz et v. Egerväry (Math. Zeitschrift, t. 27, 1928, p. 644); on a, par exemple, pour un polynome trigonométrique de degré m,
[A |<2 cos »
ce qui donne ici, pour le polynome f(z),
|a, | <2 cos
DE à
9. On peut aussi appliquer les inégalités (10) à o(æ, 6) même, qui est également un polynome trigonométrique en 4. On trouve ainsi, en posant |
f(s)= LOIS =
fa) = eee)
3 + d7° + a,zles deux séries d’inégalités | æ Max Ji(æ) ST 0Lx<1 Ja(x) Ma Tera Le (14) Fe M CN ‘ ER TC ER EN CE ] te, Ye re nt, P Max HO ARE ae ter 0<æ<1 f(x) | VA Maxi = L<:
0x1 f(x) &Æ + dx Max |1— 2" |<i G4r) LæS1 f(x) Are d'etc ele dise etrarx +: 6) /o"le) p Lars: ave , FA FE es d?P+1 Mode ee meer") ee 0x1 f(x)
ele l ere later sus ler cernes 2 4es a Mpleelie A7 que eh ooate
LOTUS
Ces inégalités sont encore valables pour toute fonction univalente Z
réelle sur l’axe réel, et les limites sont atteintes pour f (3) = Des. Lorsque f,(:)—=0, c’est-à-dire lorsque f (3) est 2mpatre, les inégaee É : ATEN: : (æ) (2
lités (14") sont identiquement vérifiées; mais en posant ee HE):
on peut alors substituer à (14”) le système d’inégalités
Max. |r— —— |<r, —1SIS+HI F(&) F Max 1 RE l < EEE PAU SIC (147) Caro RAS PO CAE D PL A ; l 4 P Ne 1 [+ ail +. + dpt > ru F(4) F
où les limites sont encore atteintes pour f (3) — - La première
de ces inégalités donne
(15) [FC 1) 12
EN R
Cette dernière inégalité n’est autre qu'un cas particulier du théorème de Kæbe-Bieberbach sur les domaines couverts par les fonctions univalentes ([18], p. 75). La méthode de M. Bieberbach permet aussi de montrer que tout point de la frontière du domaine couvert par une
fonction impaire univalente dans le cercle unité est à une distance >= de l’origine ([19], p. 26, ex. 148), ce qui contient encore les inégalités (15) comme cas particuliers.
10. On peut se demander si, en exprimant les conditions néces-
HET de
sarres et suffisantes pour que d(æ, 0), où æ est fixe, reste positif quel que soit 0, on ne parviendrait pas à résoudre le problème (A) pour les fonctions univalentes à coefficients réels. Il est aisé de voir qu’il n’en est rien. é
En elfet, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un polynome trigonométrique ou une série de Fourier uniformément convergente
1+ À cos 0 + À, cos20 +...+ À, cosnÜ +..:
soit positif ou nul quel que soit 0 s'expriment sous forme d’une infinité d'inégalités ([10a], p. 229), dont les n premières ne contiennent que les z premiers coefficients, quel que soit 2; de plus, il n'y a pas d’autres conditions entre ces » coefficients qui ne soient pas conséquences des précédentes. Comme les n premiers coefficients de L(æ, () ne dépendent que des 7 premiers coefficients de (3), on voit que notre méthode ne pourra donner entre ces n premiers coefficients d’autres inégalités que celles qu’on déduira des 7 conditions qui viennent d’être rappelées.
Or, pour n — 3, un calcul simple montre que les conditions qu'on obtient pour a, et a, sont les suivantes :
Mais, d'autre part, la méthode de M. Bieberbach fournit la condition
nécessaire | a; — d3 | < 1,
qui n’est pas une conséquence des inégalités (17), ce qui montre bien que le procédé indiqué ne saurait donner toutes les conditions nécessaires et suffisantes.
11. Nous allons maintenant appliquer la définition que nous avons donnée du rayon d’univalence, à la résolution du problème particulier suivant : Trouver la valeur maxima du rayon d'univalence R(a) du polynome
(18) ÆCe a) VEN Er (a
HV
br
lorsque a prend toutes les valeurs possibles. L'existence de ce maximum
THÈSE DIEUDONNÉ, (to)
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résulte immédiatement de la première inégalité (4) qui donne R(a)£ 2. L’équation associée (5) s'écrit ie
( j sinnd rs 1C I 2æ&Cos0 + a D 9) sin Ÿ ou 1 + 2% cosÜ sinnÜ (es .
ani sin Ü
L'équation (19) ne doit jamais avoir de racines à l'intérieur d'un cercle |æ|<r<R(a) quel que soit 0. Par suite, si l’on désigne par (1%) la courbe qui correspond à la circonférence (C) d’équation æl sd
par la transformation +2 x cosb
AL
sin ee
le point X, = — a doit être toujours placé, par rapport à ([%),
de sorte que de de (X—X,) augmente de —2(n —1)7 lorsque l'argument de x augmente de 27. Dans ce qui suit, nous fixerons a et r et nous étudierons la variation
simultanée de la courbe (1) et du point X, lorsque 4 varie de o à _
Au Chapitre précédent, nous avons fait l'étude d’une famille de courbes dont les courbes (1) ne sont qu’un cas particulier (n° 19); en se Do aux résultats alors obtenus, on voit d’abord que si
2rcosb > ?
n la courbe (1%) tourne au plus (nn 2) fois dans le
sens te Fe de tout point du plan; il y a donc toujours une racine de (19) intérieure au cercle (C). Il nous faut, par conséquent, (UE 1
an) ce qui donne déjà pour R(a) une limite meilleure que celle de M. Bieberbach.
: NI Si 2r cos0 =
TX .
supposer 27 cos0 <= pour toutes les valeurs de 0, soit r <<
I / =» la courbe présente une seule boucle contenant
ou non l’origine, suivant que 2rcos0 < 1 ou 2rcos0 © 1; son sommet a pour aflixe
(20) Xi pont k
rr-1
pre et son point double
(21) Your CR sas eu Co)
RO OT EMI RE
Vi— 4rcoso, cosÿ + 4r°cos°b,
o, étant le plus petit angle positif qui satisfait à équation (22) sin (7 —1)® — 2r cos sin(rn — 2)9 — 0.
La seule région du plan des X telle que la courbe (F5) tourne (n —1)
fois dans le sens négatif autour de chacun de ses points est le domaine (D;) intérieur à cette boucle. Il nous suffit donc d’étudier la
variation de ce domaine et du point X, lorsque 4 varie de o à = Le point X, se déplace sur une droite (d) issue de l’origine et faisant un angle égal à arga (à x près) avec l'axe réel. Chaque domaine (Ds) découpe sur cette droite un segment MN à l'intérieur duquel doit se trouver le point X, (fig. 3). Je dis tout d’abord que sir —R(a),ily
aura une valeur au moins de Ü pour laquelle le point X, sera sur la . frontière de (D,), en l’un des points M ou N (ON <[ OM). Sinon, la distance de X, à (To) aurait, lorsque 0 varie, un minimum positif, fonction continue der; en remplaçant r par r +e, € étant un nombre
ÉArQEE
positif suffisamment petit, le point X, variera encore en restant constamment intérieur au domaine (D;) correspondant; la valeur de r considérée ne peut done être égale à R(a).
Supposons donc que pour un certain nombre de valeurs de 6, soient ®’, 0”, ..., 00, le point X, vienne sur la courbe (1) correspondante. Montrons que, st a n’est pas réel, on peut le faire varier d’une quantité da telle que R(a + 0a) > R(a). Nous utiliserons la remarque suivante : soient D, et 0, deux valeurs de 6, telles que
2rcos0, > 1, DACOS ee
considérons les courbes (F5) et (1) correspondantes, et les points d’intersection N, et N, de ces courbes avec la droite (d). Il est évident, puisque la courbe (1%) n’a jamais de points d'inflexion ('), que l’on a (fig. 3)
Ve Ver
Faisons alors tourner la droite (d) d’un petit angle 59 dans le sens négatif, et soient Net N, les points d’intersection de la droite (d') ainsi obtenue avec (l, )et (ls, );ona
ON
ON
re COUV, 00 — BE — 1 — cot V, do.
ON
Ceci posé, considérons parmi les valeurs 0’, 4”, ... celles pour lesquelles 2rcosû © 1, et telles de plus que, pour ces valeurs, X, vienne coincider avec l'extrémité N du segment MN correspondant. Désignons par 6, celle de ces valeurs pour laquelle l'angle V correspondant est le plus grand, soit V, cette valeur maxima. Faisons alors varier Pargument de a d’un angle négatif — 29 et, en même temps, faisons varier le module de a d’une quantité
d|al—=—|a|(i—es)cotV, ôv,
e étant un nombre positif suffisamment petit. Dans ces conditions, il est évident, d’après la remarque précédente, que pour la nouvelle
: n —-1 (:) Bien entendu, lorsque 2r cosÿ < :
ere
valeur de a, le point X, n’est jamais sur la frontière du domaine (D) correspondant, et l'on a bien, par suite,
R(a + da) > R(a).
12. Nous supposerons donc dans tout ce qui suit que a est réel; pour fixer le signe de X, et X,, nous nous placerons dans le cas où est pair ('). Prenons dans un plan deux axes de coordonnées Owr, et
traçons les courbes (X,), (X,), (X,) obtenues en portant en abscisses RP es RUE) RCE)
M mer
u—2cosû, en ordonnées v = —
a «a «a respectivement et en faisant varier 0 de o à = D'après les raisonnements précédents, la première de ces courbes doit être comprise entre les deux autres et avoir au moins un point commun avec l’une d’entre elles.
La courbe (X,)est une droite dont le coefficient angulaire a le signe de — a; il en résulte, d’après la forme de la courbe (X,) (fig. 4), que
Fig. 4
si a > o cette droite ne peut couper l'axe Ow qu’en un point d'abscisse
: raie < ‘ 5 ne sb: ne négative ou supérieure à 2; cette abscisse étant égale à - © 0,0n doit
(:) Lorsque 7 est impair, les résultats qui suivent subsistent en changeant simplement le signe de « dans les formules et les énoncés,
donc avoir
Cette valeur est d’ailleurs effectivement atteinte pour le polynome ILE) 22
Supposons maintenant a<o. La droite (X,) doit être alors tout entière au-dessous de la courbe (X,), ce qui n’est possible que si elle coupe l'axe réel en un point d’abscisse supérieure au plus grand zéro de X,(u),
T Un = 2 COS — + n'
On a donc la limite supérieure
HA
(23) r = 2 COS — n Cherchons si cette limite peut être atteinte pour une valeur particulière de a. Il est d’abord nécessaire pour cela que la droite (X,) soit tangente à la courbe (X,) au point ,, ce qui donne
Co RdX, OT ANA JE
Comme dX, __ dX, dû ncosnô sin0 — cosô sinnô AE NN ie. 2 sin° Ü ?
il vient DT SIN n DENT ETT T AZ — — sin? — COS ?—:
US Le n n ñn
Lorsqu'on donne à à cette valeur, la droite (X,) est bien située au-dessous de la courbe (X,) pour toute valeur de u £u,. En effet, comme X,(u)est un polynome en uw ayant toutes ses racines réelles, sa dérivée seconde est positive dès que u Du, ,, u,, étant la plus
; dx : à grande racine de = — o; il suffit donc de montrer que
X,(u)<X,(u) pour oSu< uns (fig. 4).
ET Or, on vérifie sans peine que
RU re) Er 2 IX, Ce) |;
quel que soit u, ce qui suffit à établir la proposition.
Il reste maintenant à examiner si la courbe (X,) est constamment au-dessus de (X,). Cherchons d’abord le sens de variation de X,(u); il nous faut pour cela connaître le sens de variation de l'angle 9, défini par l'équation (22) en fonction de 0. Or, si l’on pose
Vi a (ro; Ys=2r.cos0 sin(n — 2), on à :
dy; F4 dy») a | (S Pr (PE Jau=atr or cos 0.
Lorsque r< ï je dis que
2 COS — | nr dy; S (S —— —— , do ]?=< do @=0
quel que soit 0; il suffit de montrer que
ER
MT ou > 2 sin? — ; T LATE 2n cos — rm
or, pour n = 3, les deux membres de cette inégalité sont égaux, et pour a >3,on a
I T2 sn Es PO n "1 2 n°? an
Lorsque © croit à partir de zéro, on a donc d’abord y, <y,; #, reste, par suite, toujours compris entre o et Te De plus, lorsque 4 croit, pour chaque valeur de 9, y, est une fonction décroissante de 6; par suite, , est une fonction croissante de 0. Il résulte alors immédiatement de la formule (21) que X,(u) est une fonction décroissante de u; comme |X,(u)|<X, (2), pour que la courbe (X,) soit au-dessus de la courbe (X,), il faut et il suffit que
LL RO RS
En explicitant cette condition, pour la valeur de a donnée par (24), on trouve, lorsque n > 3, l'inégalité
à ; CS T WT (26) 2 COS DS 9 COS = COS»
, étant ici la plus petite racine positive de l’équation (29) cos? sin(n — 1)? — sin(n — 2)g=—0.
Pour 7—53;0n 2 X,(2)=X, (2); la condition (25) n’est pas vérifiée.
Afin d'examiner à partir de quelle valeur de n l'inégalité (26) est Te
vérifiée, cherchons une limite inférieure de +,. Je dis QUÉ
est une telle limite : il faut montrer que
V2 Tr Te — cos — > sin 2 nie l 4(n — 1) ou Tr. T :
28 COS — 2 COS > — 5 GE = To 0 0 à sin > > 2| sin? sin? Ê (nn —1)T7 2n S(rn —:1) Or, l'inégalité : T TA sin 2 ; tre) con
qui entraine la précédente est vérifiée pour n—6, et, par suite, pour n >6, car, si elle est vérifiée pour une valeur de n, elle l’est
: d ; T c 2e aussi pour les valeurs plus grandes, --|#°sin : P Y plus grandes, > Re étant positive
On constate directement que l'inégalité (28) est satisfaite pour n = à et qu'elle se réduit à une égalité pour n = 4. Pour que l'inégalité (27) soit satisfaite, il suffit donc que l’on ait
É T is 2 COS TH COS COS ER = n )
T (nr —1) ou encore
A A AETT ARTS SO 2 9 SIN 2 SIN) — HR on an
et, a fortiori,
On constate que cette dernière inégalité a lieu pour n — 10, et, par suite, pour la même raison que ci-dessus, lorsque nr > 10. Lorsque n = 7, 8, 9, on vérifie directement l'inégalité (27) en calculant une limite inférieure plus précise pour +,, dans chaque cas. Pour R—=4; 5,06 0n4, au contraire,
: Te 2 TE D'COSYS = à COS —— cos — + rt [12
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : Le rayon d’univalence du polynome Ja) =z+2+ as" (n27)
est au plus égal à r, — . Cette valeur est effectivement égale au
2COS — rayon d'uruvalence du polynome particulier
: T T oi sin? = cos?—? es n n
faits) = 2 + + (— 1) na gn,
Les deux points du cercle |z|=—7r, où ce polynome prend la même valeur sont
on
13. Il nous reste à chercher le maximum de R(a) lorsque 3£n<6. Reportons-nous à la figure 4; nous savons que lorsque le maximum est atteint, ou bien la droite (X,) est tangente à la courbe (X,), ou
SON
bien on a X,(2)— X,(2). Je dis que ces conditions doivent être simultanément vérifiées lorsque le point de contact de (X,) et (X,) n’est pas sur l’axe Ou. En effet, si (X,) n'est pas tangente à (X,), on peut, en diminuant a d’une quantité assez petite a, faire en sorte que X,(2)> X,(2)et que (X,) reste complètement au-dessous de (X, ); on aura donc R(a—3a)>R(a). On raisonne de même si (X,) est tangente à (X,)en un point d’abscisse comprise entre w, et 2, sauf qu'il faut ici augmenter a d’une petite quantité. Si (X,) est tangente à (X,) en un point d’abscisse comprise entre uw, , et u,, le raisonnement s'applique encore, en diminuant a, méme si l’on a, de plus,
Xs(a) = X, (2);
Ces considérations montrent donc que la recherche du maximum de R(a) revient à trouver quatre nombres 4, r, u, ®, satisfaisant aux équations
sin(r —1)9,—2rsin(n—2)9,—=0,
1 —4rcos®, Erin,
GTI °(E) axe At du — ar?
dX I NT DRE du arr?
avec les conditions
COS — U 2 O<« PRE SU
(29) 5 LU<?, he ee
Les polynomes pour lesquels le maximum est atteint prennent la même valeur en deux points distincts de la circonférence | :| = 7, et, de plus, leur dérivée s’annule en deux points de cette circonférence.
An — NON
dx Xe (= meer. otre o(w) me Les équations (E) donnent n I I : + I COS Po — /, D) = — HI —;
QT
d’où = s T = =D) = a (on a bien 20087 < V3 <a) et I rl a V2 5 D a de mu cv
On en déduit a — 3; on vérifie effectivement que le polynome re fts)=s+z + = prend aux points ANR JE in DNNIDEEES DIN D —— V e* el ER Ven x l RAS ; la même valeur a, = — . et que sa dérivée a de plus ses deux zéros eue 212 situés sur la circonférence |:[= — PART CRETE ’ dx X,(u)=u—2u, Tr. = JU? —2 au
La première équation (E) s'écrit
4 cos'@,— 4r cosy, —1—0,
d’où or +V4r +4 it CG — (7 PU ui, Par suite, 5 Re nn RS Me ET D , DU sue en PER EE X,() = Vieérorarpri=Ÿ r5 Ù
Les autres équations (E) donnent
VER 4 ar SUR EE De Ge?
QU
Posons r— coig 2X et bar
Il vient 4 b = tangÀ, TEE 1 — tang? À 2 DUT SERA a b tang? À tang? } D lang / d'où u° res k a =(=) ou EH —\10 2 2 valeur qui est bien comprise entre 2cos> = 2 et 2. On en tire & > V6 — a 2 = Es — 0,697 ANNEES 707 2 V216 2
et cette valeur est égale au rayon d’univalence du polynome
ee CU fL(z)=i+ rs — 4 —— Jits, me ES) mi
3° n—5etn— 6. Posons en général, b = ar”-' et remarquons que la seconde équation (E) peut s'écrire, d’après (21), sous la forme
L sin(n —2)9, RE — b smo®
Comme, d'autre part, la première équation (E) donne
sin(z —1)®
27 — sin(r —2), on à aussi F__n sin(n—1)9, b = Sing, Si l'on pose 1 2 2 COSPo— À et =? de 20
on voit que les formules précédentes définissent, dans le plan (&,) une courbe unicursale (y), dont les coordonnées s'expriment par des polynomes en t de degrés (n —3) et (nr — 2) respectivement. Mais, d'autre part, les deux dernières équations (E) donnent pour Ë et n des polynomes en u de degrés (n — 1) et (n — 2) respectivement, autre-
COTE
ment dit, définissent dans le plan (Ë, n) une seconde courbe unicursale ('). Les points d’intersection de ces deux courbes satisfaisant aux conditions (29) donneront les valeurs de a et r cherchées.
En procédant de cette manière, on voit que pour n = 5 et —6,0on obtiendrait &# par la résolution d'équations en «? du 6° et du 8° degré respectivement.
Un calcul approché donne, pour x — 5,
_ res J u —1,066, F— 0, 0199 <
CO0S
pour n — 6,
Nous avons ainsi complètement résolu le problème posé au n° 11.
14. Cherchons maintenant à déterminer de même le maximum du rayon d’univalence R(«) du polynome
ts, a) = 3+ Paz (n>p).
En posant __ sinpÜ __sinnô sing ” cine
l'équation associée s'écrit
1 + ua”!
== ap.
En opérant comme ci-dessus, nous sommes conduits à examiner la position du point X, — — av par rapport à la courbe (1%) correspondant à la circonférence |æ| = r par la transformation
FORTE
1° Supposons d'abord que (p — 1) ne divise pas (n —1). Désignons par d le p.g.c.d. de (p—1)et(n—1), et posons
p —1=d®, n —1—= dy.
Il résulte alors de l’étude faite au Chapitre précédent (n° 21) que la courbe (T,) présente & boucles distinctes, recouvertes chacune d fois et se déduisant de l’une d’entre elles par des rotations de ie (£=0,1,...,0—1) autour de l’origine. Pour que l'argument de (X — X,) puisse augmenter de —2(n—1)7 lorsque l'argument de x augmente de 27, il est nécessaire et suffisant que X, soit un point intérieur à toutes les boucles. Je dis que ceci ne peut se produire que si les boucles contiennent toutes l’origine. En effet, dans le cas contraire, chaque boucle est tout entière d’un même côté de la perpendiculaire à son axe de symétrie menée par l'origine; si X,<0 est un point. commun à toutes les boucles, 1l en est de même de tous les points
2hiT
X,e ® ; tous ces points sont en particulier situés à l’intérieur d’une boucle déterminée, ce qui est impossible si & > 1, car ils ne peuvent être tous d’un même côté d’une droite quelconque issue de l’origine.
Mais si toutes les boucles contiennent l’origine quel que soit 6, on a nécessairement
sin Ü Mur PRES ou ES
sin pô *
et par suite,
Cette valeur est d’ailleurs égale au rayon d’univalence du polynome particulier
2° Soit maintenant N=i=h (per),
h étant un entier au moins égal à 2. Faisons, dans l'équation associée, le changement de variable y x? '; on est ramené à étudier la position du point X, —= — av, par rapport à la courbe (T5) déduite de la
HN TRE
circonférence | y| = 9 —7?-! par la transformation
En reprenant les transformations du n° 11, on voit qu’on peut se limiter au cas où a est réel: le problème consiste alors à déterminer la plus grande valeur de £& pour laquelle la courbe (X,) du plan (4,+) définie par
: sin pÜ sin 0 (X,) u= ©? 2
= — ) DRE 5 sin ÿ sin Ü
——. \ Ye . , lorsque 6 varie de o à 5 se trouve située entre, d’une part, une courbe
(X,) (formée de deux droites symétriques par rapport à l'axe ov), d’équation
; [u|—1 (X;) | (ae RE et, d'autre part, une courbe (X,) d’équation
(X2) p—=g(lul),
oùg(|u|) est une fonction décroissante de |z|, qui prend pour |u|=p la valeur
: sing ro 0 COSO, + p°p° CDN —= : | 00 Do g(p) ap sin(h —1)®, a P' PA
©, étant le plus petit angle positif qui satisfait à l'équation (30) sinko — pop sin(k—1)9 —=0.
On constate aisément que le point le plus éloigné de l’origine où la
courbe (X,) coupe l’axe Ou, correspond à Ü = -; par suite, on doit avoir
(1) : pE ——.
Il faut ensuite examiner si cette valeur peut être effectivement atteinte. On voit comme précédemment que la courbe (X,) doit être
AOÛ
tangente à (X,) au point où elle coupe l’axe Ou, ce qui exige
PT
PT ñn
ARS COS — Sin ñn EME == STE
TT ? SIN COS ! ñ
UE n
: AT n sin” — n
Un calcul assez long mais qui ne présente pas de difficulté sérieuse montre ensuite que la courbe (X,) tourne sa concavité vers les v positifs lorsque 0 varie de o à la valeur qui donne le premier minimum dev; cette portion de courbe est donc bien au-dessus de (X,). On trouve qu'il en est de même pour le reste de la courbe (X,) tout au moins dès que dépasse une certaine valeur indépéndarte de pl'}; on peut prendre par exemple 210. Pour que la limite (31) soit atteinte, il reste enfin la condition g(P)2n,
a ayant la valeur calculée ci-dessus; en explicitant, on obtient l’inégalité
(32) COS D < LÈTe 2p n [4] /è 0
Or, en utilisant l'inégalité
‘ , , , T kr . à a on constate sans difficulté que l'on a Po2y y dès que 229; d'autre
part, quel que soit 2, le second membre de (32) est supérieur à fm.
me 2h"
Pour que l'inégalité (32) soit satisfaite, il suffit donc que l’on ait
(Te E (où _ T RAP EES A0 FN RE SE Nm 32 h° 6144 h" Dh
(1) I suffit d'établir : 1° que les extréma de w (ou #) sont, en valeur absolue, inférieurs au premier minimum de cette fonction; 2° que cette dernière quantité est inférieure, en valeur absolue, à &# (8,), 0, étant la valeur de 6 qui correspond au premier minimum de #.
ge
et l’on constate que cette inégalité est vérifiée dès que 2213. On peut se demander si, en faisant un calcul plus précis, on ne trouverait pas que l'inégalité (32) est vérifiée quel que soit À tout au moins à partir d’une valeur de p suffisamment grande; mais il suffit de prendre h = 2 pour voir que, dans ce cas, l’inégalité (32) n’est jamais vérifiée, quelle que soit la valeur de p.
Nous pouvons donc résumer cette discussion dans la proposition suivante : le rayon d'univalence du polynome
J(s,a)=3+ 27 + az" (np)
est au plus égal à
I DA : ï x J (:) st(n —1) n'est pas multiple de (p — 1); [ 1 4 T PA) sin — - stn —1—=h(p—1).
a (Ps x) sin — n
Cette valeur est d’ailleurs atteinte lorsque h est supérieur à un certain nombre entier h, <12 (ce nombre pouvant à priort dépendre de p).
Lorsque 2<h<h,, la limite exacte est comprise entre les précédentes ; on l’obtiendrait par des raisonnements analogues à ceux que que nous avons faits pour p — 2. On peut constater que sa détermination se ramène à la résolution d’une équation algébrique dont le degré croit avec p.
Remarquons enfin que la limite supérieure
TT — SIN PEN n
est encore valable pour un polynome à un nombre quelconque de termes, de la forme
J(z)=2+ast+ ant +. + ape PE dues EURE + am ar
ë : T : à NS Il suffit, pour le voir, de faire 0 — = dans l'équation associée.
THÈSE DIEUDONNE. 12
QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS BORNÉES
Bibliographie.
Ajouter aux Mémoires cités aux deux Chapitres précédents :
[20] E. Lanpau. — Der Picard-Schottkysche Satz und die Blochsche Konstante (Sitzungsberichte der Akademie der Wissenchaften zu Berlin, Phys. math. Klass, 1925, p. 467-474).
[21] P. Monrez. — Sur les zéros des dérivées des fonctions analytiques (Bulletin de la Société mathématique de France, t. k8, 1930, p. 103-126).
1. Nous nous proposons d’exposer dans ce Chapitre quelques propriétés des fonctions analytiques, bornées dans un domaine simplement connexe, que nous pouvons toujours, à l’aide d’une représentation conforme, supposer être le cercle unité (C). Nous nous occuperons donc de la famille (,) des fonctions analytiques /(z) telles que | f(z)ISM pour [:|<1; commençons par en rappeler quelques propriétés classiques (vozr, par exemple [ 18 |, p. 102 et suiv.). On peut encore dire que les fonctions de la famille (%,) font correspondre au cercle (C), par la transformation Z = f (3), un domaine (D) intérieur au cercle (T') défini par |3]<M dans le plan des Z. On en déduit immeédiatement la proposition fondamentale suivante: La fanulle (&,) est invariante par toute transformation biunivoque des cercles (G) et (T') en eux-mêmes, c’est-à-dire par tout couple de transformations de la forme
(1) HN eee ) | az —1 (2) 2 A0 NE LES 0) az — M:
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Parmi les fonctions de la famille (#,), on est naturellement amené à considérer celles qui prennent une valeur donnée en un point donné
du cercle (G); grâce aux transformations (1) et (2), on peut toujour ramener l'étude de ces fonctions à celle de la famille (F,) des fonctions f(z) telles que
|f(z)|<M dans (C), FLO 0:
On peut préciser davantage l'étude de ces fonctions en tenant compte de la valeur de leur dérivée à l’origine, ce qui revient, après multiplication par un facteur constant, à considérer la famille (E,) des fonctions holomorphes dans (C) dont le développement a la forme
J(z)=3+ar +...
et telles que If) IS M:
On pourrait encore particulariser les fonctions étudiées en se donnant d’autres coefficients de léur développement, mais nous nous bornerons dans ce Chapitre aux trois familles qui viennent d’être définies.
La propriété essentielle de la famille (F,) réside dans la remarque
que st f (3) estune fonction de cette famulle, LE) est une fonction de la
famille (F,) etinversement, ce qui n’est autre que le lemme bien connu de Schwarz, énoncé sous une forme légèrement différente. Cette proposition, jointe à l’utilisation des transformations (1)et (2), contient en germe la plupart des propriétés des fonctions bornées à l'intérieur de (C). En particulier, l'application alternée du lemme de Schwarz et des transformations (2)a permis à M. I. Schur de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction dont on donne les coefficients du développement en série de Taylor appartienne à la famille (,) ([ 10a ], p. 221).
Indiquons encore quelques conséquences des généralités précédentes. Le lemme de Schwarz, sous la forme
f()IEMr, où r=1s|,
exprime une relation entre les valeurs de f(z) aux points o et z; l’application des transformations (1) et(2) permet d'en déduire plus généralement une relation entre les valeurs d’une fonction de (F,) en deux points quelconques z,, z, intérieurs à (C) ([ 18}, p. 105). En particulier, si l’on fait seulement une transformation sur la fonction,
on obtient, entre autres, l'inégalité
FAN HÉCONEMY LC)I2M je
If Co) M
fait tendre z, et 3, vers un même point 3, intérieur à (C), on à, à la limite,
(qui n’est d’ailleurs intéressante que pour r < 1 De même si l’on
(1) FRE NES Fer
Pour 3—o cette inégalité se réduit à la seconde condition de M. Schur: |
(5) J'osM PE,
la première étant évidemment
Rappelons enfin que, dans le lemme de Schwarz, l'égalité ne peut avoir lieu que si f(z) =Me'°3; on en déduit des propositions analogues pour les inégalités qu'on en tire par application des transformations (1) et (2); c’est ainsi que, pour (3), (4) et (5), l'égalité ne peut avoir lieu que si
PCA) = Met, avec | x |<1.
Zz —1
2. Nous allons tout d’abord déterminer la valeur minima », du rayon de p-valence d'une fonction de la fanulle (E,). L'existence de ce minimum résulte immédiatement des considérations suivantes : La famille (E,) étant une famille normale, s’il existait une suite de fonctions de cette famille f, (23), /,(z),..., /,(z),..., telle que /, (3)
ne soit pas univalente dans le cercle [3/£>; 1l serait possible d'en
extraire une suite convergeant uniformément vers une fonction f (3) de la famille (E,); cette fonction ne pourrait être univalente dans aucun cercle de centre de l’origine, ce qui entraine que 3 = 0 serait un zéro multiple de cette fonction, hypothèse contradictoire avec la condition f(0)— 1.
0 ven
En posant n —p +1, 0, peut encore être défini comme le nombre minimum tel qu'on puisse trouver nr points a,, a,,...,a, (‘) de modules au plus égaux à o, et pour lesquels
(7) TR TVERS) En (di) à,
f(z) étant une certaine fonction de la famille (E,). Supposons donc qu’il existe 7 points de cette nature, et cherchons
les conditions qu’ils doivent remplir. Faisons sur f(z) une transformation du type (2) en posant
FC MU) a),
F(z) est une fonction de la famille (#,) et l’on a Forte = (20:
On peut donc écrire
F(z) (z — di) (3 — @ (2 -10.)
a nr HAUTE Casse pub (asz»)
o(z) étant de nouveau une fonction de la famille (F,). Supposons d’abord que l’un des a, soit nul, par exemple a, = o [ comme f'(o) =1, un seul au plus de ces nombres peut être nul]. On a, dans ce cas,
LA
d’où F9) DDR ER et, par suite, d’après (6), on a la condition
(9) lea... anl> à
(!) Si q de ces points sont confondus en un point a, il faut remplacer les 4 équations (7) correspondantes par
FATREETR VARIE AA RES LC EX
mais cela ne change pas la forme de la fonction F (2).
Inversement, si cette condition est remplie, il est possible de trouverune fonction ® (3) de la famille (#,) pour laquelle © (0) soit donné par (8); par suite, en remontant la série des calculs, il existe bien une fonction de la famille (E,) qui s'annule aux points a, —0, &, Dre
L’inégalité (9) donne immédiatement
I n—l (10) Mas | ae! 2)
et cette limite est atteinte lorsqu'on donne à 4,, a,, ..., a, des valeurs
_et, par suite, o(3)=Me", — 6 étant la somme des arguments de
Oùen tiré
7 | égales en module à ( ) - Dans ces conditions, il vient |9(o)| = M
3. L'étude de ce cas particulier étant achevée, supposons maintenant qu'aucun des a, ne soit nul. Les valeurs de #(0) et o’(o)sont alors déterminées en fonctions de a,, &;, ..., a, et «. On a d’abord
FO) == did are).
FCOÏE—= Et US fe A 7 RE [se +e0) {a =)
puis
k=1 comme le montre un calcul facile. Posons, pour abréger,
PAT PRE OT de AO
Il vient alors
SANT, Er
2(3), appartenant à la famille (,), doit satisfaire aux conditions de M. Schur, en particulier, les inégalités (6) et (5) doivent être vérifiées, ce qui donne les conditions
(12) Iæ|<SM}A{, one : | œ |?
rs NE ae 4 Me Re TEA Inversement, si les nombres 4,, 4, ...,a,, à Vérifient ces inégalités,
il est possible de trouver une fonction #(2) de la famille (F,), pour laquelle 9(0) et 9’(o) ont les valeurs données par (11), et par conséquent, en remontant la suite des calculs, il existe bien une fonction de la famille (£,) qui prend la valeur & aux 7 points a,, @, ..., a. Lorsque À >< o, les inégalités (12) et (13) sont donc les conditions nécessatres et suffisantes que doivent remplir a,, a,, ..., @,, & pour qu'il existe une fonction de la famulle (E,) vérifiant les relations (7).
Remarquons encore que si les deux membres de (13) sont égaux, on a nécessairement
Le
avec RAS
o(3) = Me = LEA de même, si l'inégalité (12) est remplacée par une égalité, on a
o(z) = Me.
A. Ceci posé, considérons pour le moment a,, 4, ..., a, comme fixes, « comme variable. Les inégalités (12) et (13) définissent, dans le plan des «, deux domaines (A;), (A) limités par les courbes (F,), (l:) obtenues en égalant les deux membres dans chacune de ces Inégalités [d’ailleurs, (T,) est un cercle centré à l'origine, (F;) une quartique bicireulaire, comme on le voit en développant les deux membres de (13), après les avoir élevés au carré]. On peut donc encore dire que la condition nécessaire et suffisante pour que les égalités (7) soient possibles est que les domaines (A,) et (A) aient au moins un point commun.
Supposons cette condition remplie. Deux cas sont alors possibles : tout d’abord, (A,) et (A,) peuvent avoir un point intérieur commun &,, auquel cas il existe un cercle (y) de centre «, et de rayon à, dont tous les points sont à la fois intérieurs à (A) et (A,). Je dis que le
PER PnLee
minimum ©, ne peut pas être atteint dans ce cas; en effet, les courbes
l',yet (T,) varient d’une façon continue avec les points 4,,a:,...,4,; 1 y 9
faisons varier ces points en diminuant le module de chacun d’eux
d'une quantité € > o assez petite pour que la plus courte distance d’un
point quelconque de chacune des nouvelles courbes (1), (,) à (°,)
ie 0 et (F,) respectivement soit inférieure à -: Le cercle de centre «, et de
Ô : RASE 2 ; rayon = est donc tout entier intérieur aux nouveaux domaines (A),
(A,); par conséquent, les relations (7) sont encore possibles pour les nouvelles valeurs de a,, a, ..., a,, ce qui démontre la proposition.
Le minimum o, ne peut donc être atteint que si les domaines (A) et (A,) n’ont en commun qu’un nombre fini de points, situés nécessairement sur les courbes (F,) et (F,); ceci entraine, d’après ce qui précède que @(z)==Me. En portant cette valeur dans (11), il vient la relation entre a,, &, ..., 4
PNEU
°, est donc le plus petit nombre positif tel que l’on puisse trouver nnombres a,, a, ..., a, liés par la relation (14) et de modules au plus égaux à o,. Pour obtenir cette valeur, nous procéderons comme suit :
Posons Ar Tex CR PE en)
L'équation (14), décomposée en partie réelle et imaginaire, est équivalente aux deux relations
g(rs Fo, se, Un, Gi, Oo, On)
== (re : Tr) —1— Mrr, LE Dr 2 )cos (6 + Q — wy) —o, (15) | LA
TANT a ie RO tt OA)
LE \ ER = Mr, r, ... n > (r- sin + Q — w;) = 0, k
Q => Gp "
À Hal
POULE
Faisons sur les variables «w, la transformation linéaire
0e 07 HR EN Dale
dont le déterminant n’est pas nul. Les deux équations (15) permettent alors d'exprimer deux des quantités 6;, 0; par des fonctions continues des (272 — 2) autres variables
Pr UE D I A Ne
pourvu que l’on ait
ou, comme aucun des 7; ne peut être égalàonià rt, (16) sin(6; —0;) 0.
Ceci posé, considérons un système quelconque de points a;,a:,...,a, satisfaisant à la relation (14), et soit r, le plus grand des modules de ces points. Faisons décroitre r,, en laissant les autres r, fixes, ainsi que les 0;, sauf deux de ces variables, 0; et 0, qui seront déterminées par les équations (15) en fonction der,, tant qu’elles satisferont à (16). Si cette dernière condition est constamment satisfaite, il arrive un moment où r, devient égal au plus grand des r, restants, soit r, par exemple; à partir de ce moment, nous ferons décroitre simultanément r, et7,, de manière que ces deux variables sotent constamment égales: nous laissons toujours fixes les (27 — 2) autres variables, sauf 6; et 6, qui seront déterminées par (15) en fonction de l'unique variable o—=7,=7,. Au moment où o deviendra égal au plus grand des 7, restants, soit r,, nous imposerons à r,, 7, r, les conditionsr, —7, =r, = 6 et nous continuerons à faire décroitre la valeur 2, en donnant toujours à 6;et 6; les valeurs tirées de (15). On peut continuer ce procédé jusqu’au moment où l’on a0;—Ü;ou0;—0;+ +; on prendra alors comme nouvelles variables deux autres 0, (l’un d’eux pouvant être égal a 6; ou 6) qui vérifient la condition (6) et l’on poursuivra comme précédemment, en déterminant constamment ces variables en fonction de o
par les équations (15). Il est clair que l’on arrivera ainsi à l’un des deux cas suivants :
1°Ou.bien 7, = rat — 7,07 1es pOINIÉ0 47.204000 sur une circonférence de centre z = 0;
2° Ou bien sin(8; —0;)— 0 quels que soient z et j, c’est-à-dire que les points 4,, a,, ..., a, sont sur une même droite issue de l’origine.
De chaque système de points a,, 4, ..., a, vérifiant la condition (14), nous pouvons donc déduire un autre système, de l’un des deux types précédents, le plus grand des modules de ces points étant au plus égal au plus grand des modules des points du système, d’où l’on est parti. On peut donc se limiter à ces deux cas pour la recherche de p,.
DOTOS OIL TE Pie. 2e = ln 0 (11) CCTILAIOIS nm p?r — — Mpr(e— DE p K==t
ei est donc un nombre réel, et l’on a évidemment | Ze |£n; comme K=—=1 l'égalité précédente peut s’écrire
ES Ce SR ne — ÿeix, Mp"=1(1— 0°) ) on a donc es O7
RE NA EEE Le 02 Mo DE p?) sn
#) ce qui montre que p, est au moins égal à la racine, comprise entre o et 1, de l'équation
(17) IH A+ A+. Han Mnari— 0,
2° Supposons tous les points 4; sur une même droite issue de l’origine ; cette droite est nécessairement l’axe réel, sans quoi on déduirait
de (15) ù
DRE ee A 6
ce qui est absurde. L'équation (14) peut donc s’écrire ici
L d I (18) (Ua Me) — Ma an. a > (a sl
KA
Or, il est bien évident que le minimum du plus grand des modules des
nombres &,, 43, ..., 4, supposés réels et liés par la relation (18), est au moins égal au minimum du plus grand des modules des nombres complexes a,, a, ..., a,, liés par cette même relation. Pour obtenir
cette dernière quantité, on peut recommencer le raisonnement fait sur l'équation (14), avec la différence qu’il y a toujours ici correspondance continue entre les points a; lorsqu'on les suppose tous à distance finie (!); on peut donc toujours se ramener au cas où tous ces points ont le même module r. En posant
Dr Op —) Les 1è où 2 a le même sens que ci-dessus, et nm C MS st, k=—=1 æ est déterminé par l'équation (19) DRE CA GEI 1 — 0,
ui s'écrit encore q & le CEE
anti — "s s C + a!
Lorsque æ décrit une circonférence (y) ayant pour centre l’origine, (l I + can # ® « / d \
gt! et décrivent deux circonférences (y,) et (y,). Lorsque le
rayon de (y) est très petit, ces circonférences sont extérieures l’une à
l’autre; il est clair par suite que l’on aura la plus petite valeur possible
de ren écrivant que lorsque (y) a pour rayon 7, (y:) et (y:) sont tan-
(:) Car la relation est analytique en à,, a,, ..., a,, etil est inutile ici de la décomposer en parties réelle et imaginaire.
gentes extérieurement; un calcul simple montre que le minimum der est atteint lorsque |c| prend sa plus grande valeur, c’est-à-dire pour c—Mn. L'équation (19) débarrassée du facteur (x? — 1) se réduit alors à l’équation (19).
D'ailleurs, la racine de (17) comprise entre o et 1 est inférieure à la
nt à 1 NE ; Ne P e limite (55) donnée par l'inégalité (10). Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante ('): Le rayon de p-valence des fonctions de la Jfamulle (E,) est au moins égal à la racine ©,, comprise entre o et 1, de l'équation réciproque
Q7) ln ee AU Can DL re à
Lorsque la limite est atteinte, on a
it a, D — (ll DCE
et comme o(z) = Me”?iŸ, il vient
RME ; id p+A1 5 RS x id p+1 F(s)= Met ( ER ) = Met (ie - DER El VE CR Z=F(3) transforme le cercle unité en le cercle (l) recouvert (p + 1) fois, le point de ramification unique Z= 0 correspondant à 3 — p,e'Ÿ. Comme
a FO) ME et il vient finalement CA mul 220 mm 2 1 (2 rt co
Au DUR pet )r+1 FE (DZ HE eiÿ }P+1
f(&)=Mi
f(2) transforme également le cercle unité en (P recouvert (p-+ 1) fois, le point de ramification étant ici
J(ppeŸ) = à.
6. Remarquons que la première partie du raisonnement qui nous a donné la valeur de &, s'applique, non seulement à la famille (E,), mais
D ee em mn
() M. Landau m'a communiqué une intéressante démonstyation purement algébriqué de cette proposition.
encore à toute famille de fonctions de (&,), ne ren fermant pas de constante. On formera comme ci-dessus la fonction o(3), on explicitera les conditions auxquelles.elle est soumise et l’on écrira que ces conditions sont compatibles avec le fait que (3) appartientà(#,); les inégalités qu'on obtient ainsi délimitent la région de p-valence des fonctions de la famille considérée.
En particulier, si l’on considère une famille de fonctions de (F,) dont on fixe les valeurs, ainsi que celles d’un certain nombre de leurs dérivées, en un certain nombre de points de (C), on verra, comme ci-dessus, que les limites de la région de p-valence ne peuvent être atteintes que pour les fractions rationnelles de la famille, qui font correspondre à (C) le cercle (T°) recouvert un certain nombre de fois.
7. Revenons à la famille (E,), et considérons en particulier le cas où p —1; on a alors
(20) p—M —ÿyM:—:,
et les fonctions pour lesquelles la limite est atteinte sont de la forme
(eiŸ — M)
(21) PCM Se
Ce résultat a déjà été obtenu par M. Landau ([20}, p. 471-472) en utilisant la formule de Cauchy donnant le nombre de zéros de fCz)—a—o à l’intérieur d’un cercle. En voici une troisième démonstration, plus simple que la démonstration générale, et qui m'a été également communiquée par M. Landau.
Reprenons la formule (12), qui s'écrit ici
12/<M}aa |.
Supposons que l’un des deux nombres a,, a, au moins soit de module
. ’ . * # à ; à ù 3) inférieur à soit a, par exemple; la formule (4), appliquée à . au point 3 — a, donne 3 ee 1—Mla,l NUM le een
Comme par hypothèse |a, [<o,, [a |£e,, p, est donc le plus petit
nombre satisfaisant à l’inégalité M Mp>M
pi c’est-à-dire la racine comprise entre o et 1 de l'équation xæ'—2Mx+1—o; on retrouve bien la valeur (20).
Remarquons que », est aussi la limite inférieure du module des racines de f’(z) —o pour les fonctions de la famille (E,), la limite étant atteinte pour les fonctions de la forme (21). Mais, de plus, nous allons montrer que toute fonction de la famulle (K,) représente le cercle |z|<o, sur un domaine (A) étoilé par rapport à l’origine ("). Il
suffit d'établir que f'(s «re Re (25?)
pour la 70 \ ou encore, en posant —— = (2) que
ETES
inégalité qui sera vérifiée a fortiori si l’on a
so'(z)|.
Or, d’après les inégalités (3) et(4), appliquées à o(z) pour
1—Mr 3) |2 | g( )12M INR - 1— Mr\° M— M°| —— sa 1 M?—|o(3)} x (+) M(M? —:1) FOIE He er — M 7e nn" | 7e (M — r}° (*) C’est le troisième exemple que nous rencontrons — les deux précédents
étant fournis par les deux théorèmes de M. Alexander (Chap. IT, n° 4 et 6) d'une famille de fonctions pour laquelle le rayon d'univalence, le rayon d'étoilement et le module minimum des zéros de la dérivée ont {a méme limite inférieure. Il serait intéressant de chercher s'il s'agit d’une simple coïncidence, ou si, en général, lorsque deux de ces limites sont égales, la troisième leur est égale.
et par suite
zo'(z)|_ (M —:i)r o(3) < (Mr) G=Mr) Comme l'inégalité (M—:i)r
LA
(M—r)(i—Mr) se réduit à r’—9Mr+120, c'est-à-dire à r<o,, la proposition est démontrée (!). Il est d’ailleurs aisé d'obtenir la plus courte distance d de l’origine à la frontière du domaine (A). On a, en effet, d’après (3),
Se. 1— Mr LG) Mr 1— Mo, ae à et comme, pourr—0,, Me = p,, il vient BE a (22) | d>Mp?—=M(M—YÿM—:) ().
La limite est encore atteinte pour les fonctions de la forme (21), au point correspondant à la racine de f'(z) = o.
8. D'une façon générale, on a, pour toute fonction de la famille (F,) en un point où la dérivée s’annule,
FOIE
C'est en effet une conséquence immédiate de la formule (12). On peut d'ailleurs aussi le voir directement, en calculant des limites pour le module de la dérivée d’une telle fonction; il suffit d'appliquer la for-
mule (3) à la fonction + —, il vient
(‘) La démonstration de cette proposition, ainsi que celle des inégalités (24), est un peu plus simple que celles que j'avais d'abord données dans ma Note aux Comptes rendus du 2% mars 1930; ces simplifications m'ont été indiquées par . M. Landau.
(2) Ce résultat est dû à M. Landau (loc. cit.).
d’où HAT Lfta)| M272—=1 C3) .
et NES if) | M?r— | f(2)/ [J'(e)2 : Mr no ou encore | (24) (|f(s)|—Mr) (M + |f(z))) <|f'()1< (f(&)| + Mr?) (M = |f(2)D ga | Mr(i— 7?) el 3 S Go :
et la première de ces inégalités redonne bien (25) lorsque f'(z) = 0. Les inégalités (24) se transforment en égalités pour les fonctions de la forme He re ete — où VASE
Si l’on pose æ — se", la première inégalité est atteinte pour 3 = te",
, , . I t étant reel et compris entre o et=» la seconde pour z — te", avec
TION
La seconde des inégalités (24) permet aussi de donner une borne supérieure pour |f'(3) | indépendante de la valeur de | f(z)|, et valable pour toute fonction de la famille (F,). Le second membre de cette inégalité est en effet maximum pour
M(i— 7° Lite) bre
cette valeur ne peut être atteinte que si 2r, c'est-à-dire si
r>ÿ2—71. Sinon, le second membre de la seconde inégalité (24) est maximum pour |f(z)| = Mr.
Par suite, on a pour toute fonction de (F,),
SAUT E
On constate sans difficulté que la seconde de ces limites est atteinte, au point (supposé réel) z = a > V2—1, pour la fonction
: 341 (26) fa) Lara) Lea E Poser
On pourrait évidemment obtenir par le même raisonnement des limites analogues à (24) et (25) pour les fonctions de la forme
p(3) étant une fonction arbitraire de (#,); nous ne nous y arrêterons pas.
9. Indiquons plutôt comment, des inégalités (25), on peut déduire des relations entre les domaines que font correspondre au cercle unité une fonction holomorphe quelconque et sa dérivée.
__ Soit donc f (3) une fonction holomorphe dans le cercle unité, et supposons d’abord que f(o) = o. Cherchons d’abord une limite inférieure du module des zéros de f’(z). Considérons la fonction holo-
morphe F(z) = 4È 2) US Àz,
À étant une constante que nous laissons pour le moment indéterminée. Lorsque f'(z)— 0, on a F'(3)— À. Soit M(r) le maximum de |F(z)] sur la circonférence |3|—=r<1. D'après la première inégalité (25), on a, pour |z| <(Ÿ2—:1}r,
HELENE
Donc, s’il est possible de choisir la constante À telle que
f'(z) ne s’annulera pas dans le cercle [| < (2 — 1}r. L'inégalité(27)
(1) L'expression donnée dans ma Note du 24 mars 1930 est erronée.
donne pour Kat r Lf(z) Az] M(r)S TA Fr
ou
Si l’on désigne par (D) le domaine que la fonction ne fait correspondre au cercle |3|<r, il est clair que la condition nécessaire et suffisante pour que l’on puisse trouver une valeur de À satisfaisant à cette inégalité, est que l'angle sous le lequel on voit, de l’origine, le domaine (D), soit inférieur à x.
On peut raisonner de mème pour l'équation /’(3)— a, a étant un nombre quelconque; il suffit de remplacer f(z) par f(z) — az. Enfin, en utilisant la seconde inégalité (25), qu’on peut écrire
; avec tango — 7,
il vient finalement le résultat suivant :
f(3) étant une fonction holomorphe dans le cercle unité, soit (D) le domaine que fait correspondre au cercle |3|<r <{1 la fonction
Fey ET),
(D') le domaine que fait correspondre au cercle|z3 <r'<r la dérivée f'(2):
10 Se 2 £Y2— 1, (D') est intérieur au plus petit domaine convexe contenant (D ); DOPST re RES ë <{1, (D') est intérieur au domaine (A), lieu des points d’où l’on voit le domaine (D) sous un angle au moins égal à 27 — 8 avec
r' T à tangÿ= — (asuss)
La seconde partie de cette proposition ne peut être améliorée, comme le montre l’exemple donné par l'égalité (26). Par contre, comme la première inégalité (25) ne se transforme en égalité que pour f(3) M, c'est-à-dire lorsque les domaines (D) et (D’) se réduisent à un point,
il n'apparait pas aussi immédiatement que la première partie du théorème précédent donne également la meilleure limite possible. L'exemple suivant montre pourtant qu’il en est bien ainsi : pour la fonction
le domaine (D) correspondant au cercle unité est le demi-plan à droite de l’axe imaginaire, et pour 3 — ÿ2—1 on a f'(3)= 0.
10. Comme autre application des inégalités (24), indiquons rapidement comment on peut les utiliser pour démontrer et préciser dans certains cas le théorème suivant, établi par M. Montel dans un Mémoire récent ([21], p. 106):
Soit f(z) une fonction holomorphe dans une ellipse (E) de foyers —1 et +1, réelle lorsque 3 est réel, telle que | f(z)|<1 dans (E) et s'annulant aux points —1 et +1; soit de plus f(o)—a,<o. Il existe alors un nombre réel 0(a,) compris entre o et 1, tel que f'(3) ait au moins un zèro dans l'intervalle (— 0, + 4). Ce nombre dépend aussi évidemment de la grandeur de l’ellipse (E).
Pour démontrer eette proposition, faisons une représentation conforme de l’ellipse (E) sur le cercle unité, en conservant le centre et les axes de symétrie. Nous avons alors une fonction (3) holomorphe dans le cercle unité, réelle sur l’axe réel et satisfaisant aux conditions
[f(z)ISx, NO) ae o (on peut toujours supposer a, > 0),
+ © étant les deux points de l’axe réel qui correspondent aux foyers de (E). Il faut chercher une limite supérieure du module minimum des zéros réels de f’(z) compris entre — p et + p.
En posant
Wa) p
f(z)=— 272 È Eros Vue
(3) est une fonction de la famille (F,), assujettie à la seule condition ENS d’être réelle sur l’axe réel.
TE : — o s'écrit alors
L’ équation
28 » » 9 2 2 “a WG +] @=php# 1) où a iQ À — ©, == - n< k ° E PRE (o<kS1)
On peut supposer Ÿ'(o) > 0; le cas L'(o) = 0 donnerait une racine de. f(z) = 0 à l’origine, et si d(o)<o, on 'posera 3, == U(z) = ,(3,); on est ramené à l'équation (28) entre z, et 4,(z,), et l’on a
} Wi(o)=— 4" (0).
(3) commence donc par être positif lorsque 3 croit à partir de z—o. Je dis que si 3, est la plus petite racine de (28) comprise entre o et »,- Y(z)20 Poe 0£3<3,. Sinon, comme Ÿ(z) est une fonction continue, d(z) s talent pour une valeur 3, au moins telle que o< 3, € 3,, et comme Ÿ(o)— 0, on aurait aussi, d’après le théorème de Rolle, une racine de d'(z —. 0 au moins ie entre o et 3,; si z, est la plus petite de ces racines, on a
W(z)>0o pour OS ef
où l’on a posé, pour abréger,
7(3) Kz AE [Y(z) + S [kb(z) +1] RUE a pt) (ptzt 1) Comme y, et y, sont continues pour o£3<3,, il y aurait une racine de (28) inférieure à 3,, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Soit alors Y,(3) la limite supérieure de y,(z) en un point de l'intervalle o {3 <{1, lorsqu'on suppose en ce point Y(z:)> 0, Ÿ pouvant être d’ailleurs une fonction quelconque de (F,), réelle sur l'axe réel. Il résulte de ce qui précède que si l'équation
Yi(z)—y;(2)=0
a une racine € comprise entre o etp, f'(3)—o aura toujours une racine de module inférieur à €, ce qui démontrera le théorème de M. Montel.
Or, il est aisé de calculer Y,(3) en se servant de la seconde inégalité (24) qui donne ici
(d + % (1— Ÿ) 2) (+ 0) (td +1)
Por
et comme |Ÿ|<{z, Y,(z) sera le maximum du second membre lorsque Ÿ varie de o à 3, 3 restant fixe. On trouve ainsi
Cr) — rO<Z<@ Y,( ) (z3+k)(kz +1) pour 05 =, 1+ À ke Nkes) VE) Fest (y = ) pour «a <z<f (= —— pour B<z<i
où x désigne la racine comprise entre o et 1 de l’équation
2 (PR RER Berre ke LS 2 2 ms
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Un calcul immédiat montre alors que l'équation Y,(3)—7y,(z2)—=oa bien toujours un zéro € et un seul compris entre o et £, quel que soit p comprisentreoet1.
2 HÉAN ob
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11. La valeur Ÿ que nous venons d'obtenir n’est pas en général la limite exacte du module minimum des zéros de f'(3). Cela tient d’abord à ce que, pour que cette limite fût atteinte, 1l faudrait que y1(O = Y,(Q), et l’on sait que cela ne se produit que pour
; z(1+ 3x) VON
avec æ >1 ou æ <— -; mais la seconde hypothèse est à rejeter, car
U(z) ne serait pas positif pour o£3<€. Donc, au point &,
DE) SE
Comme nous avons fait varier Y de o à z pour obtenir Y,(z), on voit aisément qu’à partir d’une certaine valeur de z, la valeur de Y, correspondra à une valeur de Ÿ inférieure à 3°, qui ne peut donc convenir.
Pour obtenir la limite supérieure exacte de y,(z) en un tel point, il faudrait d’abord trouver la limite exacte de [Ÿ/(z)| en un point de l'axe réel, lorsqu'on suppose que la fonction Ÿ(z) de la famille (F,) est positive entre o et 3.
Une autre raison pour laquelle € peut ne pas donner la limite exacte est que l’équation (28) peut, a priort, avoir des racines comprises entre o et — 0, et de module inférieur à €, quelle que soit la fonction Ÿ(3).
Indiquons toutefois, en terminant, un cas où C donne la limite exacte : il suffit que { x et en même temps o <<, ce qui aura lieu lorsque, k étant fixé, b est pris assez petit. La fonction qui donne la limite est alors obtenue en faisant V(z) = 3.
Vu et approuvé :
Paris, le 8 mai 1931.
Le Doyen DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, C. MAURAIN.
Vu et permis d'imprimer :
Paris, le 8 mai 1931.
Le RECTEUR DE L’ACADÉMIE DE Paris, S. CHARLÉTY.
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