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RECREATIONS M\THEUATtQUËâ
Pythagore avait fait de l'unité la représentation de la divinité qui contient tout et de qui tout découle. Ponr lui, l'unité, la mcfiade est incréée; c'est Dieu, principe actif, opposé à la dyade, a, principe passif.
Plotin, philosophe de l'Ecole d'Alexandrie, déclare dans sa dernière ennéade, que le an est l'intelligence universelle.
Au point de vue scientiGque, le nombre i ne jouit d'aucune propriété remarquable.
On a discuté longuement pour savoir si Vunilé est un nombre ci on peut consulter h ce sujet la Logique de Port Royal, mais ce n'est là qu'une affaire de mois et on peut trancher la question par Tanecdole amusante de Chamfort reproduite par Rebière dans son ouvrage Mathématiques et maihémaiiciens, pensées et curiosités,
— Un major de place avait indiqué Texercice pour telle heure. Il arrive et ne voit qu'un trompette : « Parlez donc, messieurs, pourquoi n'êtes-vous qu'un ? » . —
Le nombre deux. — C'est le premier des nombres pairs. Il était regarde comme fâcheux par les anciens si l'on s'en rapporte au fameux
numéro dcus impara gaudet
qu'un écolier, aussi peu fort en lalin qu'en arithmétique, avait ainsi traduit :
le nombre deux se réjouit d'être impair...
traduction qu'un arithméticien à peu près de la même force défendait par le raisonnement suivant :
Tout nombre premier est impair, or 2 est un nombre premier, donc il est impair I
La prévention que les anciens avaient pour le nombre 2 s'étendait à tous les nombres qui commençaient par le même chiffre a. C'est pour cela que les Romains dédièrent à Pluten le second mois de l'année ; et le second jour du même mois, ils expiaient les mânes des morts.
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Pour Pyfhagore, le nombre 2 est le symbole de la justice, ou pour mieux dire, il considérait la justice comme un nombre divisible par 2. D'après ce philosophe, ce nombre, la cfuac?^?, représentait ces êtres passifs ou plutôt ces phénomènes éphémères produits par le nombre I qui Tengendrait, ayant seul Texistence- réelle. Il concluait en disant que le nombre impair est le type des choses parfaites, en opposition au nombre pair qui représentait les choses imparfaites.
A propos du nombre deux nous dirons quelques mots de Y arithmétique binaire que Ton doit à Leibnitz. Dans ce système dont la base est le nombre deux on peut écrire tous les nombres avec les caractères i et o, en adoptant la convention, analogue à celle de la numération écrite du système décimal, que tout chiflre placé immédiatement à la gauche d'un autre représente des unités deux fois plus fortes. Il en résulte que, dans ce système, les nombres
un, deux, trois, quatre, cinq^ ...^ dix, onze, w.., etc. s'écriront:!, 10, 11, 100, ici, ..., ïoio, ioii, ..., etc.
Dans l'arithmétique binaire les opérations ordinaires sont réduites à leur expression la plus simple. L'addition se réduit à ceci : i et i font deuXj je pose o et je retiens i. La table de multiplication n'existe pas, elle se réduit à i multiplié par i domie-i ;• la multiplication se fait, en résumé, par le déplacement transversal du multiplicande. Aucun tâtonnement pour la division.
Le système binaire est incommode à cause de la grande quantité de caractères qui sont nécessaires pour figurer \irf nt)mbre même peu considérable ; ainsi le nombre haitj par exemple qui s'exprime par un seul chiffre dans le système décimal, s'écrit 1000 (avec quatre caractères) dans le système binaire.
Aussi Leibnitz en imaginant larithmctique binaire., n'était pas dans rintentipn d'en rendre Tusage populaire ; il prétendait seulement que dans les recherches difficiles elle aurait des avantages que ne présente pas le système décimal, et qu'elle conduirait à des •spéculations plus élevées. Le P. Bouvet, missionnaire e^ Chine, à qui Leibnitjt avait écrit l'idée de son Arithmétique binaire^ lui manda
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qu'il était très persuadé que c'était là le véritable sens d*un ancienne énigme chinoise portant le nom de Je-^kim ou Jeking (livre des mutations), et attribuée à TEmpereur Fohi, le plus ancien législateur de la Chine.
Celte énigme consistait en 64 petites figures composées chacune de six lignes horizontales superposées, les unes entières, les autre» brisées par le milieu. Ce symbole était apparemment compris dans le siècle où vivait Fohi et plusieurs siècles après lui, mais le sens s'en était perdu malgré les efforts et les recherches des plus savants lettrés, qui ne voyaient dans le Je-kim que des allégories puériles et chimériques.
Or, si l'on représente l'unité par un trait horizontal simple ,
et le zéro par un trait brisé ; si on convient de plus, d'écrire
les unités des divers ordres non pas de droite à gauche, mais de bas en haut ; conîme enfin les zéros placés à la gauche d'un nombre n*en changent pas la valeur, on trouve que les caractères chinois, composés de six lignes et représentés ci -dessous, peuvent-étre interprétés de la manière suivante :
Caractères chinois du ::i::zz:z iii::=z ^zi^izzr i^nnrr :^zzzr:: : r
Je-kim • • • « ' "•"-•-—" - :::;::;i:zzi • ^^•- —
Traduction dans le
système binaire. . OOOOOO OOOOOI OOOOIO OOOOI I OOOIOO OOOIOI
Valeur dans le système
décimal .,,«0 I a 34 5
Ajoutons cependant que l'accord est loin d'être fait au sujet de l'explication des Tables des 64 koua du prince philosophe Fohi et de leur signification arithmétique.
Nous venons de donner l'explication de Ed. Lucas, Récrierions Mathématiques t. I, a^ édit. p. i49-i5i, mais il y a lieu de renvoyer également aux ouvrages suivants :
lo Les tomes YIII (i885) et XXIII (iSgS) des Annales du Musée Guimet sont consacrés à une étude des koua. Leur titre est t Le Yi^^ King, ou Livre des changements de la dynastie des Tsheou, traduit
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pour la première fois du chinois en français, par P.-L.-F. Pbilasire (Paris, E. Leroux).
L'auteur, ancien chargé d'affaires à Hué, avait résidé plusieurs années en Cochinchine (décédé le ii septembre 1909).
Selon lui, Fou : Hi serait un mythe, personnification masculine des phases de la lune.
a<> Du même, au tome I des AnnaleM susmentionnées, un article sur l'Exégèse chinoise.
S^ Mariage, — Numération par huit; nous renvoyons pour cet ouvrage au nombre huit.
4^ The Mônist (janvier 1896). — Ghinese philosophy, par le D' P. Garus.
5^ Hatamen. — Oracle japonais (Revue de Paris, i*" décembre 1906, p. 589-604),
A son avis, le Yi-King est un livre sibyllin, rempli d'obscurités.
L'auteur énumère les 8 trigammes de Fou-Hsi, et les oracles que les devins en déduisent.
Nous pouvons conclure comme Brocard, à qui nous avons em* prunté les quelques renseignements ci-dessus (^) que « là où les commentateurs orientaux, connaissant à fond les nuances de la langue chinoise, ont énormément de peine à tirer quelque chose du Yi'King, la mentalité européenne demeure absolument im-puissante. »
Le nombre trois, — Trois est le nombre vénéré dès l'origine des civilisations.
Les Indous croyaient à une trinité divine composée de Brahma, le passé ou le créateur, Vichnou, le présent ou le conservateur, et Siva, le futur ou le destructeur, c'est ce qu'on appelle la trinité indoue ou Trimourti (').
La trimourti de Brahma se rencontre dans le symbolisme qui a
(*) Intermédiaire des Mathématiciens , tome XIII, 1906, p. 72, 73. (') Miswm en Cochinchine de Lagrée, p. 6i,
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présidé à TiSrectlon des temples. Au moat Grôm, à Angcor Thôin,ctc., tous les sanctuaires de l'époque Khmer sont précédés de 3 epceintes, élevés sur 3 terrasses et otfreat la réunion de 3 tours émergeant de la luxuriante végétation qui les enserre et des lianes gigantesques qui croissent sur leurs ruines.
Fait qui paraît digne d'être remarqué : la tour principale est plus élevée que les deux latérales qui l'accompagnent, et lorsque le Wat ou Pagode se compose de plus de 3 tours comme à Baîon, ce qui est excessivement rare, eelles-ci s^étagent en pyramide et la silhouette générale du monument est inscriptible dans un triangle. Il y a là» évidemment, une règle mystérieuse que letuçLe de ces moaupienls n'a pu jusqu'à présent approfondir.
Mais ce nombre 3 est non seulement la règle générale adoptée pour l'élévation du monument, il est aussi la base de son ornemei>.^ tation.
L'entrée principale du sanctuaire d'Ângcor Thôm (^) e^t flanquée de trois têtes colossales d'éléphants, en pierre, qui prennent appui sur leurs trompes comme sur trois colonnes, La base de ces coloimes se forme naturellement de l'extrémité de la trompe qui se recourbe et rejette des branches de lotus ; à Tangle de la tour et près de§ éléphants, sont placées trois têtes de paon qui, étagées et euveloppéeii par une aigrette finement sculptée, servent d'antéfixe à la cornichf de ce curieux monument.
Au fronton de toutes les pagodes indo-chinoises, sur l'architrave qui couronne la porte, se trouve l'emblème de la triade brahraique où se rencontre l'éléphant tricéphale que monte le sage Boudha.
L'imagination déréglée ^$ peuples de l'Hindoustan ne s'est p^nt arrêtée à la représentation d'une triade ; elle s'est complue à repré-r senter U sucpessipn de ces triades divines» et à spulpter ces staitues
(*) On représente la Triqaourli par trois lôles sur un seul corps. La première, avec une longue barbe, figure Brahmâ; d'une main il porté la chaîne des êtres, de l'autre il tient l'urne contenant Tcau qui féconde la terre. A sa gauche est Vichnou, à la physionoonie jeune et aimable; à sa droite Siva, avec une expression de barbarie féroee.
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de géante sur les épaules desquels viennent s'étager neuf tètes colossales, symbolisant les sphères superposées des cieux. Groupes sur deux files de cînquante^quatre statues (6 X 9), des géants forment la balustrade de la chaussée d*Angcor-Thôm ; statues qui semblent conserver leur rigide symbolisme et leur alignement mystérieux en tenant un cordon de pierre en forme de serpent que terminent neuf tètes groupées en éventail.
Les Perses après avoir admis le principe de la dualité, le bien et le mal, Ormuz et Ahriman, éUient arrivés à l'idée d une trinité.
Cette même idée se retrouve chez les Egyptiens : la trinité des bords du Nii comprenait ûsiris. le père; Isis^ la mère et Orus, le fils, constituant à eux trois le principe du bien. C'était la triade d'Abydos. A Thèbes, ^le se composait de Ammon, Mouth et Kliom ou Khnousou.
C'est peut-être en l'honneur de cette trinité que la théocratie égyptienne fit élever les pyramides, ces trois triangles gigantesques de l'espace. Cependant, le nombre 3 parait avoir été considéré comme défavorable dans ce pays; ainsi les rois d'Egypte n'expédiaient jamais une affaire le troisième jour de la semaine qui était regardé comme funeste.
De l'Inde et de l'Egypte la vénération pour le nombre 3 passa en Grèce où Pythagore en popularisa le culte. Il faisait naître la triade de Faction de la monade sur la dyade et, pour lui, 3 était le symbole des choses parfaites ; comme chez les Indous il représentait le temps qui comprend le présent, le passé et l'avenir. Les successeurs de Pythagore allèrent encore plus loin ; ils avancèrent que le nombre, au lieu d'être le symbole numérique d*une vérité réelle, était le principe mèm^ des choses. Ils appelaient Ip nombre 3 l'harmonie parfaite.
Aristote ne reconnaissait que 3 couleurs fondamentales, rouge, vert, violet.
On s'explique dès lors aisément pourquoi les anciens, imbus de ces idées^ avaient divisé l'univers en 3 parties : ciel, terre, enfer; pourquoi ils avaient 3 grands dieux : Jupiter, Neptune, Pluton;
8 r£gr£ations mathématiques
3 grandes déesses, Minerve, Junon, Venus; pourquoi 3 Parques (*), 3 Furies, 3 Juges aux enfers, 3 Grâces, 3 Harpies, 3 Gorgones, 3 sibylles. Diane avait 3 visages, Cerbère 3 tètes, Gérjon 3 corps. La Pythie jeûnait 3 jours avant de monter sur son siège aux 3 pieds. ' Dans la mythologie des peuples du Nord on trouve trois déesses remplissant exactement le même rôle que les Parques : ce sont les Nornes, déesses du passé, du présent et de l'avenir.
Suivant la légende le dieu Odin s'étant approché un jour d'une belle piscine, vit trois cygnes merveilleux. «11 leur adressa la parole, leur demandant s'ils possédaient le secret de la sagesse. Les cygnes plongèrent tout à coup sous Fcau, et h. leur place apparurent trois femmes, belles toutes trois, quoique à trois étages différents de la vie. C'étaient les Nornes. La première, nommée Urda^ savait le passé; la seconde, nommée Vérandi, voyait sous ses yeux se dérouler le présent heure par heure, minute par minute, et quand aujourd'hui était devenu hier, sa sœur ainée recueillait le jour défunt et l'inscrivait sur son registre. Enfin Skalda, la troisième, la Norne de l'avenir, jouissait du don précieux de voir clairement s'agiter devant elle les germes des événements futurs et de pouvoir prédire avec certitude l'époque et les conséquences de leur éclosion. »
Les Romains considéraient le nombre 3 comme ayant un pouvoir mystérieux et occulte. Dans les sacrifices on apportait le plus grand soin à faire certaines opérations trois fois, ou trois fois trois fois.
Le nombre 3 devait être regardé comme particulièrement agréable aux mânes, car, pendant les fêtes des Lémuries qui leur étaient
(') Clotho qui présidait à la naissance et qui tenait k la main le fuseau sur lequel s*enrouIait le fil de la vie; Lachésis qui filait les jours et les évoncments de la vie, et enfin Atropos, l'ainée des trois sœurs, qui tranchait avec ses fatals ciseaux le fil de l'existence. Elles avaient reçu le nom d' Epargneuses (Parques vient de parcere, épargner), probablement parce qu'elles n'épargnaient personne.
Pour une raison semblable les Furies, Tisiphone, Mégère et Alecton qui exécutaient les arrêts de Pluton et de Miaps étaient appelées EwnénideSy c'est-à-dire doucesr
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consacrées à Rome, on leur offrait des sacrifices pendant 3 nuits consécutives.
A la fêle célébrée en l'honneur de Paies on avait coutume de sauter 3 fois par dessus un feu de paille allumé pour la circonstance. Cette coutume s'est conservée en certains pays de France au moment des feux de la Saint- Jean.
Les fêtes en F honneur de Mars s'appelaient Triciyes parce qu'on sacrifiait 3 victimes à ce dieu.
Cette vénération pour le nombre 3 passa des payens aux chrétiens. Jésus aimait à le citer; il disait qu'il détruirait le temple et le relèverait en 3 jours. Des Pharisiens lui ayant dit un jour : « Maître, nous voudrions bien voir de vous un prodige dans le ciel ; » Jésus répondit : « cette génération perverse demande un signe et il ne lui en sera pas donné d'autres que le signe du prophète Jonas, car, de même que Jonas fut 3 jours et 3 nuits dans le ventre de la baleine, de même le fils de l'homme sera 3 jours et 3 nuits dans le sein de la terre.
Les disciples du Galiléen l'imitèrent ; on lit dans l'Apocalypse : les 3 animaux qui avaient chacun 6 ailes (3 de chaque côté) ne cessaient jour et nuit de dire : saint, saint, saint (3 fois saint) le Seigneur tout-puissant. Dans le même ouvrage on voit que, quand l'ange sonna de la trompette, la 3^ partie de la terre fut brûlée, la 3® partie de la mer fut changée en sang, la 3® partie des navires périrent; que la 3* partie des eaux et sources fut changée en eau d'absinthe et la 3« partie des hommes tués par les animaux apocalyptiques.
Une légende, répandue dans la Rome moderne, veut que les cardinaux meurent par trois; le hasard a justement donné raison en 1893 à cette croyance populaire; les cardinaux Théodoli, Battaglini et G. d'Annibale sont morts à quelques jours d'intervalle.
Le chiffre 3 serait donc fatal aux princes de TEglise.
Un homme à qui ce nombre 3 ne semble pas avoir été néfaste est l'ex-chancelier de l'Empire d'Allemagne, l'ennemi acharné de la France f le prince de Bismark. Sa deviufe était ; In irinitaie robur
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(ia feree règne dans la trinité). On a voulu y voir «n sens prophé* tique et on s'est amusé à rechercher le rôle que le nombre 3 a joué dans la vie privée et dans la carrière politique de cet homme d*£tat.
Voici ce qu'on a trouvé : Bismark a eu 3 enfants, Herbert, Wilhem et Maria ; 3 domaines, Frîedrichsruhe, Varzin et Schœnhausen. Il a pris part à 3 grandes guerres (Danemark, Autriche, France) et signé 3 traités de paix. Il a été le créateur de la Triple- Alliance, l'organisateur de l'entrevue des 3 empereurs; il a servi 3 souveraine : Guillaume I*', Frédéric II, Guillaume II, et combattu 3 partis politiques. Enfin, sur toutes ses caricatures, Bismark était représenté avec 3 cheveux sur le crâne, seuls survivants d'une chevelure autrefois très luxuriante.
De la religion le 3 passa dans la théurgie et la magie. Les sorcières qui sacrifiaient à la triple Hécate le faisaient entrer dans leurs incantations. Dans le Macbeth de Shakespeare, le roi se présente devant 3 sorcières; la première dit : 3 fois le chat a miaulé; la seconde : à 3 reprises le jeune hérisson a gémi 3 fois et elles font assister Macbeth à 3 apparitions. C'est à cause de ce nombre qu'on attribuait un pouvoir occulte au trèfle, trifolium, qui a 3 feuilles.
Cette préoccupation des esprits d'employer le 3 se retrouve presque partout. Les francs-maçons se servent à chaque instant des 3 points (.*.); leurs travaux, dans leurs assemblées, sont réglés par des coups de maillet au nombre de 3.
Les enfants dans leurs jeux emploient ce nombre, à l'exclusion de tout autre, pour attirer l'attention ; ne crient-ils pas : une, deux, trois I (sous-entendu fois).
Il est temps, croyons-nous, d'arrêter cette longue dissertation historique qui pourrait facilement être étendue, mais le lecteur qui désirerait la poursuivre, pourra consulter avec fruit la brochure de A. TEsprit intitulée : Histoire des chiffres et des ï3 premiers nombres éditée chez Mendel (Paris, 1893), et dans laquelle nous avons beaucoup puisé.
Un italien, chanoine de Bergame, s'est également avisé de recueillir, dans une compilation aussi bizarre que mal assortie^
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toutes les singularités qui appartiennent au nombre 3 ; U y en a de philosophiques, de poétiques, de fabuleuses, de galantes et enfin de dévotes.
Lie nombre quatre. — Pythagore, s'il faut en croire Stobée et d'autres écrivains, est l'auteur du poënie qu'on attribuait généralement à Orphée et qui renferme la Légende sacrée. Ce poëme débute, en effet, par l'invocation d'un principe tout pythagoricien : « Salut, nombre fameux» générateur des Dieux et des hommes ! » En voici les principaux dogmes, parfaitement d'accord avec l'enseignement de l'école pythagorieieiine. L'intelligence s'efforce vainement d'épuiser la série des causes et des effets; mais la raison, qui cherche l'unité dans la variété des choses, nous oblige de nous arrêter à une cause première. C'est là ce que Pythagore appelait la cause primordiale, créée d'elle-même, auiogène : c'est le Dieu qui a pour corps l'univers, et qui est à la fois un et quadruple ; son nom est teiraciys ou quadri-^ nité. Il se nommait ainsi, parce qu'il contenait en lui-même : i^ l'éther, principe actif ou mâle par excellence, appelé aussi monade; 2° la matière, principe femelle ou passif, qui s'appelait aussi dyade, parce qu'on la supposait composée d'eau et de terre ou de poussière suspendue dans l'eau, état chaotique de la matière, universellement répandue dans l'espace ; 3° le temps, qui s'appelait trinitéj parce qu'il renferme le passé, le présent et l'avenir; 4° la loi universelle ou l'inexorable destin; elle devait embrasser tout l'univers, l'espace, le temps et la matière : c'était le contenant, tô içeptfcjç^ov, la reine Tetraclys (^).
Le nombre 4 était donc en grande vénération cheK les disciples de Pythagore qui faisaient ce serment : <( Oui, je le jure I par celui qui a i}i)iiiné à notre âme le Tetractys, la source ou racine de l'éternelle nature... »,
Le chiffre 4 0t le carré qui en est la forme absolue ont toujours été considérés dans la vieille Asie comme la représentation idéo-
^ (*) HcEFER. — Histoire des Mathématiques, 4* édit, 1895, p, 90,
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graphique de la terre. C'est sur cett« figure que s'élevaient tes lours astronomiques des Chaldéens et des Syro-Arabes, et le plan de tous les temples antiques était quadrangulaire. Gr&ca à sou emploi, la porte de la Gella se trouvait orientée et le soleil venait, à son lever, saluer la statue déesse du sanctuaire. C'est au développement de ce principe symbolique que l'on est redevable des bermès grecs et des doubles bermès de Brabma, ainsi que de U décoration des tours des monuments kmers dont les quatre faces sont décorées do têtes gigantesques qui ont les yeux fixés sur les quatre points cardinaux.
I^ ca&ba des Arabes, ou sanctuaire qui renrermùt la faoïeuse pierre noire d'origine aérolitbiquc, était carrée, ainsi que l'étymologie du mot l'indique.
La Cbine dévoile dans ses rites (3 3o5 av. J.-C.) la figuration de la terre a La terre est représentée par la couleur jaune, sa figure spéciale est le carré, u — Les couleurs fondamentales correspondent aussi aux quatre points cardinaux {*).
11 a été publié une arithmétique tétractique, c'est4i*dire Ji base
Enfin le nombre quatre figure dans de nombreux dictons populaires : être tiré h quatre épingles, se mettre en quatre, couper un cheveu en quatre, faire le diable à quatre, n'y aller pas par quatre chemins, etc..
Le nombre cinq, — Si l'on considère ce fait physique que
nous avons 5 doigts à chaque maïn, on est fondé à supposer que la
numération, à l'origine, a dû être pentenaire. On en trouve une
preuve dans le récit que le lieutenant Mage a publié de son voyage
Soudan ; cet officier a relevé le nom des dix premiers nombres
: plusieurs tribus de cette partie de l'Afrique, et il suffit de jeter
x>up d'teil sur le tobleau ci-après pour voir que le système pen-
I RoHge {S), N«r (N), Vert (E), B
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ienake ôSt Celui de ces peuples noirs : c'est-à-dire qu'à partir de 6 ils disent : 5 et i, 5 et a etc., ou quelque chose d'analogue (*).
ikfanière de compter en langue
Woloff
Penlh
Diallouké
Soasoni
Ben
Go
Kédé
Killing
Niare
Didi
Fiddi
Firing
Niète
Tati
Sakkha
Sakhan
Nienète
Naï
Nani
Nani
Diouroum
DioX
Soulou
SottU
Diouroum ben
Die gom
Ghéeni
Senm
Diouroum niare
Diedidi
Soulou fidé
Solo firé
Diouroum nièle
Diedati
Soulou méseré
Solo Massakha
Diouroum nîenète
Die naï
Soulou ménémi
Soloma nani
lO
Foucq
Sapo
Nafou
Fouh
La même remarque s'applique au Cambodgien.
Le système de numération Khmère est quintésimal.
Il résulte de ce fait que, dans beaucoup de langues de l'ancien et du nouveau monde, il y a coïncidence entre les mots main et cinq : cette influence se serait même fait sentir sur la forme du chiffre romain Y.
Le Protée d'Homère comptait par cinq les phoques qu'il conduisait.
Au point de vue philosophique, le nombre 5 n'avait guère de valeur que chez les Egyptiens. Diodore de Sicile nous apprend qu'ils représentaient le monde par le nombre 5, parce qu'il y a cinq
(*) A. L*EspiuT. — Histoire des chiffres et des i3 premiers nombres. Pari», Mendel| iSgS*
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éléments : terre, ean^ air, feu et éiher; et, selon Plutarque, lé mot Ttevxe (cinq) viendrait de irav (tout) en raison de cette conception.
Junon, qui présidait au mariage, protégeait, selon Pythagore, le nombre 5, parce qu'il est composé de 2 , premier nombre pair et de 3 premier nombre impair. Ces deux nombres réunis donnent Femblême ou l'image du mariage. D'ailleurs le nombre 5 est remarquable, ajoutait-il, par une autre propriété, c'est qu'étant multiplié toujours par lui-même, le dernier chiffre à droite du produit est toujours un 5.
Hésiode considérait comme néfaste le 5" jour de chaque mois ; chez nous, c'est le 6"" jour de la semaine, le vendredi.
A propos du nombre cinq nous dirons quelques mots du pontagramme, Tun des symboles que les pythagoriciens employaient pour se reconnaître et qui était aussi appelé quelquefois le triple triangle. — to xpiTcXouv tp^y^vov.
Le pentagramme qui est tout simplement un pentagone régulier étoile était considéré comme symbolisant la santé, et les sommets étaient probablement désignés par les lettres du mot ôyCeia, la diphtongue ei étant remplacée par un 6. La figure consiste en une simple ligne brisée à laquelle on attribuait une certaine importance mystique.
Jamblique, k qui nous devons la révélation de ce symbole, raconte qu'un Pythagoricien étant en voyage, tomba malade dans une auberge où il s'était arrêté pour passer la nuit ; il était pauvre et fatigué, mais l'aubergiste, homme compatissant, le soigna charitablement et fît tout ce qui dépendait de lui pour le ramener à Ia santé. Cependant, en dépit de ses soins, l'état du malade empirait. Comprenant qu'il allait mourir et ne pouvant payer à l'aubergiste ce qu*il lui devait, le Pythagoricien demanda alors une tablette sur laquelle il traça la fameuse étoile symbolique ; puis, la présentant à son hôte il le pria do la suspendre à l'extérieur de façon que tous les passants pussent la voir, en l'assurant qu'un jour ou l'autre sa charité serait récompensée. Le voyageur mourut, fut enterré convenablement et la tablette exposée comme il l'avait demandé»
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tJn long intervalle de tecnpj» s'était déjà écoulé lorsqu'un jour le symbole sacré attira Tatlention d'un cavalier qui passait devant Fauberge ; mettant pied à terre il entra dans l'établissement et après avoir entendu le récit de Thôtelier le récompensa généreusement*
Telle est l'anecdote de Jamblique et il faut reconnaître que »i elle n'est pas vraie^ elle est tout au moins intéressante (^).
On raconte qu'aujourd'hui encore, dans certaines campagnes d'Alsace, la figure symbolique du pentagramme est placée au mur dès qu'une femme est malade.
. Le pentagramme était gravé sur certaines monnaies grecques, ainsi que sur des pierres employées au moyen âge contre les sorcelleries et contre les maladies. Ces pierres portaient le nom d*abraxas, nom que l'on a fait venir de l'hcbreu, du grec » du copte, etc.; quelques auteurs pensent que c6 nom ne signifie absolument rien et qu'il est simplement formé de la réunion de lettres numériques donnant le nombre 365.
Ces pierres abraxas, qui proviennent de la Syrie, de l'Egypte, de l'Espagne, et qui étaient des talismans, portaient, outre le mot abraxas, des figures fantastiques : têtes de lion, de coq, de serpent, et enfin le pentagramme.
On voyait quelquefois aussi gravé ce mot magique : ahracadahra, qui avait, paraît-il, la propriété de préserver des maladies. Mais ce mot n'avait toute son efficacité que si les lettres étaient disposées en triangle de manière qu'on pût le .lire dans tous les sens (^).
CAD
(^) Histoire des Mathématiques de W.-W. Rousb-Ball. Traduction française de L. Frelrd. Paris, Hermann 1906.
(*) A.LéVT. — Curiosités scientifiques. Hachette, i884«
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Ce mot, qui vient probablement du mot abraxas, était gravé 6ur une pierre ou écrit sur un morceau de papier carré. « Il fallait, dans ce dernier cas, plier le papier de manière à cacber Técriture et le piquer en croix avec un fil blanc. Puis le malade suspendait cette amulette à son cou et la portait pendant neuf jours. Au bout de ce temps il devait aller en silence, de grand matin, sur le bord d'une rivière qui coulait vers Torient, détacber de son cou le morceau de papier et le jeter derrière lui sans l'ouvrir ! »
Lucas mentionne la figure mystérieuse et magique formée par le mot A6RAGADA6RA, mais en récrivant sous la forme suivante :
Li.vi.Li.Li.lj A..iV./V..i\../V,.iV.
qui, pense-t-il, représentait pour les initiés, les propriétés du triangle arithmétique et des combinaisons.
U montre que le nombre de manières de lire le mot ABRACA- DABRA en commençant par la ligne supérieure et descendant après chaque lettre à Tune des deux lettres voisines de la ligne située immédiatement au-dessous est égal à 2^^, Q)
i et 5 sont les deux seules sommes consécutives de deux carrés d'entiers consécutifs dont le produit égale une somme de deux carrés d'entiers consécutifs,
(*) LccAS. — Théories dc$ Nombres, Paris, Gauthier- VîUars, i8qi. T. I p. i3.
La question revient h résoudre Féquation
[aj3 4- (x + ly] [(x -h jY -4- (a; 4- a)"] = y^ -{- {y ~{- i)\ Cette équation peut s'écrire
4a;* 4- i6x^ -h 24ic* -h i6x -|- 5 = a;^* + aj' h- i,
ou, en retranchant i des deux côtés et divisant par a,
a(r* + 8a;^ -f- iaa;' + 8a5 + a==;y'(y-i- i), ou enfin
a(aj-+- iy=y(y 4- i).
Les facteurs y et (y -h i) étant premiers entre eux, il faut que Fun soit une quatrième puissance, et l'autre le double d'une quatrième puissance.
On peut donc poser
y = m* et y -f- I = a n*
d'où
x 4- I = mn.
Il en résulte
I = a n* — m* ou 1 4- m* = a A*.
Mais la somme de deux bicarrés n'est jamais égale au double d'un bicarré, à moins qu'ils ne soient égaux ; donc
m = n=i, X ==: o, y=i, d'où la solution
Nous n'avons pas à examiner l'hypothèse j^ = a m* et j 4- i == ri* qui conduirait à considérer des entiers négatifs;
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i et b sont les deux seuh nombres entiers joaissant de la double propriété d'être à la fois somme des carrés de deux nombres consécutifs et d'avoir pour carré la somme des carrés de deux nombres consécutifs.
Proposons nous, en effet, de trouver un nombre qui soit, ainsi que son carré la somme des carres de deux entiers consécutifs.
Il s*agit de résoudre Téquation
qui peut s'écrire
= [r + Cr -^ ^^^] [ï — iy-^ v/=~îj
si le premier membre est le carré d'un nombre premier, ses deux facteurs sont premiers entre eux, ainsi que les facteurs du second membre, qui sont alors nécessairement dei carrés. On doit donc avoir
ou
( y + (7 ^~ ^ — i==2x-4-i— ax(x-i-i) / — I
[y — (y ~^.A ^ — i==2xH-i-i-2x(x-hi) y/— i
Le premier système donne
d'où
a?2 = I , ic = db I
cb = -^ î donne [(— ly H- o^]* = o« -h I* ou bien (o^ + 1^)2 = o^ -h t*
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Le second système (2) conduit à des valeurs irrationnelles de x. D'autre part
Le nombre six. — Le nombre 6, au rapport de Vitruve, devait tout son mérite à l'usage où étaient les anciens géomètres de diviser toutes les figures, soit qu'elles fussent terminées par des lignes droites, soit qu'elles fussent terminées par les lignes courbes, en six parties égales; et comme l'exactitude du jugement et la rigidité de la méthode sont essentielles à la géométrie, les Pythagoriciens, qui eux-mêmes faisaient beaucoup de cas de cette science, employèrent le nombre 6 pour symboliser la justice, marchant toujours d*un pas égal, ne se laissant séduire ni par le rang des personnes» lii par Téclat dos dignîtéa, ni par Tâttrait des richesses.
Le nombre 6 est le premier des nombres désignés sous le notn de nombres parfaits et que nous étudions un peu plus loin.
Comme ouriosité relative au chiffre 6, nous citerons le nombre formé parla réunion de trois six, 666, qui désigne dans VApocalypie^ suivant les procédés cabalistiques du temps, un personnage ayant exercé à Rome Tempire souverain, ayant succombé & une fin violente, et devant revenir ultérieurement, à la tète d'une formidable coalition et en qualité d'Antéchrist, pour réduire Rome en cendres. Tout indique que le personnage désigné ne pouvait être que Néron (^).
A la fin du $ecûnd siècle, la signification du nombre 666 n'était pas eiicore tout à fait oubliée. Quelques uns y savaient encore lire le nom de Néron. Mais, plus tard, le sens du passage donnant la description de l'Antéchrist se perdit, en même temps que celui du
(^) Goniùltèr rintéreasant Artiele de Mauricb Virils dans la Grande Encyclopédie, Tome III, p. 34o-34i»
I %aBrcr Ta^èse. Les pron.:TTir-3iiCi:a tt£ date d'Irénéc et, z IL. i LMtuwa^ c'cd-4-dire le pape.
«t préâcnté le docteur Les pîéiisles anglais, ^î- .. i - ^v -r-rrr ^ :scm. de Bonaparte, etc. = . -. s- TirrzL s*ç3B& 3i3L BciBB à Strasbourg, rr. ..TUT- & 3c:ia. Frftsdhe à Halle, ont
■•^ .; :. 1= T"^ in^xesunt mémoire de
" - -•■•--. -«f^Tranfi. PSms, 1870) que
:- ->*. — A ÀTc^e dê^nation de Rome
^— A 2t ^^.^ ccmme l'Antéchrist, —
-27^;i -^li Î3:" it ca partie même, jusqu'au
B a été si bien accueilli
> jt..^ ::'.'*-^w jtt 3>«n« k tnœ de cérémonies - .> .-ïs^ti.ii' «i î^t'Oii 7 «ilds et sacrifiait 7 vic-
, r .-:-**• >. .r^oML "iQKt f* que ooas trouvons chez ^. • ^ % *\c«iican:^ ja pefqJes dérivés.
• âtfefe^ :uM» ^ pibis assjriens, s*élevait,
-« . ..'?-.f. -.^ «lïm* -iJ^tt oa fjnande k sept étages,
^ ^ ^-^\ «O!» .^iJL j« i«afes«r« H disposés en retrait
^ »>-*-î^ .•..•t\ ^cr««^«u» Txta stec coloré difiéremment
• «««^ ' .^xstt^ iiufei «CL icçutfe ks couleurs sacrées
-\x«or» ^«lir Les XamÊellts Annales de
^- « *.^^«#wv .« ir k kf y i è ' mmikématiqaes de
des sept corps sidéraux superposés de manière à commencer en bas par celle du moins important, et à Gnir, en haut, par celle du premier de tous. Blanc (Venus), Noir (Saturne), Pourpre (Jupiter), Bleu (Mercure), Vermillon (Mars), Argent (Lune) et Or (le Soleil). C'était, ajoute F. Lenormant [Histoire ancienne), l'antique pyramide à étages du premier empire sémitique de Chaldée, adoptée par les Assyriens, et très légèrement modifiée dans sa forme, par une extension moins grande de sa base et un retrait un peu moins prononcé des étages les uns sur les autres^ de manière à être plutôt désormais une tour qu'une pyramide.
Dans la vallée de Mina où se passait, dès la plus haute antiquité, un des actes principaux du pèlerinage des peuples syro-arabes, se dressaient 7 pierres sacrées ou bétyles.
C'étaient également des bétyles ou pierres aérolîthiques les 7 termes entre lesquels Hérodote dit que les Arabes de son temps prêtaient leurs serments pour leur donner un caractère plus solennel et plus saint.
Le nombre des pierres sacrées, dans ces deux exemples, est important à noter, car c'est celui des planètes. Il prouve que le culte des bétyles avait, chez les arabes antiques, une liaison étroite ^vec le côté sidéral et planétaire de la religion. Il en était de même dans le bassin de TEuphrate et dans la Syrie.
Les Chaldéens d'Ereth avaient eux aussi leur temple des sept pierres noireSy dont nous parlent les inscriptions cunéiformes (*).
Lorsque vint Mahomet, il ne laissa subsister que trois des pierres debout de la vallée de Mina, prétendant qu'elles marquaient les trois places où le diable était apparu à Adam. Ayant ainsi réduit le nombre des pierres, il décida que le nombre des cailloux que Ton jetterait désormais h chacune d'elles serait de sept; prescriptions que les pèlerins suivent encore de nos jours et qui a maintenu le nombre total au chififre sacré de 21 ou 7 X 3.
Dans la mythologie brahmique, Indra est le chef de sept autres
(*) F. Lb:toriiart. — Histoire ancienne.
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Yasous et de sept iwacgas ou sphères célestes » et Tolympe védique xnenlionne que le nombre des adityas a été porté à i a afin de leur faire représenter les douze formes solaires ou signes du zodiaque.
On sait que Pythagore accordait une place importante au septe^ naire ou période de sept années.
Dans le songe de Scipion, Giceron dit textuellement ! « il n'y a presque rien dont le nombre 7 ne soit le nœud. »
On connaît les sept merveilles et les sept sages des anciens.
On voit les Athéniens envoyer chaque année sept enfants pour être dévorés par le Minotaure.
Dans Rome, la ville aux 7 collines, on croyait que le Styx faisait 7 fois le tour de Tenfer divisé par Virgile en 7 demeures ; dans les jeux du cirque, le vainqueur dans la course des chars était celui qui avait fait 7 fois le tour de la borne surmontée de 7 dauphins et de 7 œufs.
C'est surtout chez les Hébreux et plus tard chez les Chrétiens que le nombre 7 prit un caractère sacré. Dès les premières lignes de la Bible on voit Dieu créer le monde en 7 jours ; le 7® jour de la semaine était le sabbat, jour de repos; la 7" année était consacrée au repos de la terre, et les 7 semaines de 7 années précédaient le jubilé qui se célébrait tous les 5o ans. De Pâques, la grande fête juive, il y avait 7 semaines jusqu'à la Pentecôte.
L'ancien testament parle des 7 vaches grasses et des 7 vaches maigres, des 7 plaies d'Egypte. Les amis de Job offrirent un sacrifice de 7 veaux et 7 béliers. Abraham fit présent de 7 brebis à Abimelech pour les immoler. Les trompettes font tomber les murailles de Jéricho en en faisant 7 fois le tour. David, dans la translation de l'arche sainte, sacrifie aussi 7 victimes. On connaît le chandelier à 7 branches qui brûlait dans le temple, les 7 psaumes de la pénitence (*).
(1) A. l'Esprit. — Histoire des chiffres et des i3 premiers nombres, Men-> del, 1893, p. 79.
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L'Historien Josèphe raconte qu'un nommé Jésus, fils d''Amanns, annonça la prise de Jérusalem en répétant sans cesse pendant 7 ans : malheur à Jésusalem !
Remarquons avec le poëte qu'il y a 7 lettres dans le nom de Jéhovah.
Bt dans rimmensité sept lettres tombèrent.
(V. IIuGO. — Conlemplations.)
C*est avec ces antécédents que ce nombre entra dans la religion chrétienne où la plupart des choses vont par 7. On compte 7 péchés capitaux, 7 sacrements, 7 dons de l'esprit, {*) 7 douleurs de Marie, les 7 parties de TOffice, ou heures canoniales.
On connaît 7 princes de l'Enfer ; Aziel, Ariel, Marbucl, Méphîslophélès, Barbuel, Aziabel et Arifel.
Saint-Pierre demande à son maître : « Lorsque mon frère aura péché contre moi, combien de fois faut-il que je lui pardonne ? » et Jésus de répondre : < Je ne vous dis pas jusqu'à 7 fois, mais jusqu'à 77 fois 7 fois ». — C'est-à-dire toujours.
Remarquons que ce nombre 7 s'employait dans le sens d'une quantité indéterminée, mais considérable ; ainsi on lit dans le livre de Ruth : (( Ce vous est plus avantageux que d'avoir 7 enfants )). Ce qui veut dire : que d'avoir un grand nombre d'enfants (^).
Ce sens de beaucoup, donné au 7, se retrouve aussi chez les Arabes ; on connaît leur proverbe : Avant de parler, tourne ta langue 7 fois dans ta bouche ».
Puisque nous parlons des Arabes, disons que Mahomet admet 7 cieux et les houris qui les peuplent ont toutes des perfections ou des qualités marchant par 70. Il leur suppose 70 robes, 70 tentes, 70000 esclaves, etc. Le Coran ordonne de jeûner pendant le 7* mois de Tannée.
L'enfer de Mahomet est divisé en 7 étages destinés à recevoir autant de sortes de damnés, dans l'ordre suivant, à partir du
(^) Les rabbins comptaient 7 degrés de félioité céleste. (*) A. l'Esprit. — Ouvrage déjà cité.
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premier étage : mahométans, juifs, chréUens, sabeens, mages, idolâtres, hypocrites.
Dans la liltératare, le 7 joue un certain rôle et nous renvoyons à ce sujet au chant X de V Enfer de Dante et à la scène 3 de l'acte i de Macbeth.
Sept est le seul nombre entier qui, augmenté de i, donne le double d'un carré, et dont le carré, augmenté de i , donne également le double d'un carré.
Soit N un nombre entier tel que Ton ait :
N = ax* — 1.
Il vient en élevant les deux membres au carré
N2 = lix^ — 4ic' + I = (2ic« + 0* — 8x* ou encore
N^ = 2 (3 a;* 4- I — a a?)* — (3 X* 4- I — 4 ic)*. Si donc Ton pose (i) 2x^+1 — 3a;=j et 2x^-^-1 — 4^=1 (2)
on aura
et la seconde condition sera remplie.
Or (i) peut s'écrire
y = a;2 _^ j _|^ /ç2 — 2X =:^{X — iy -\' X^
et (3) donne également
,. = ?<l±2=(ïii)V('i=i)',
et le nombre N étant impair, il en résulte que y et y^ sont des sommes de carrés de deux nombres entiers consécutifs.
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Donc, d après ce qui a été démontré plus haut au nombre 5
il en résulte a; = a et N = 7.
Les équations (i) et (2) nous conduisent d'ailleurs aux mêmes valeurs
X = 2 et y = 5.
Le nombre huit. — Le nombre 8 était en vénération chez les Pythagoriciens, parce qu'il désignait, selon eux, la loi naturelle, cette loi primitive et sacrée qui suppose tous les hommes égaux.
C'est ce principe d'égalité qu'appliquait d'une si singulière façon Héliogabale quand il invitait à sa table 8 boiteux, 8 chauves, 8 borgnes et 8 bègues qu'il livrait ensuite aux bètes féroces.
Aux jeunes gens désireux d'étudier les divers systèmes de numé-^ ration, leurs avantages et leurs inconvénients, et en particulier la numération à base huitt nous conseillons la lecture d'un ouvrage fort bien écrit intitulé : Le système octoval ou la numération et les poids et mesures réformés par Colenne» a* édit. Paris, i845.
Nous ne pouvons mieux faire que de citer en passant un ouvrage publié en 1867 et dans lequel l'auteur, Aimé Mariage, s'efforce de démontrer que les nombres primitifs mentionnés dans les ouvrages chinois, dans la Bible, dans les livres d'Hésiode, d'Homère, d'Héro* dote, etc. , étaient exprimés dans l'origine suivant la numération à base huit, 11 estime établir que les heures, les jours, les semaines» les mois, les ans et toutes les périodes des temps anciens existaient suivant la numération octovale. L'auteur donne également l'explication, d'après ce système, des 64 combinaisons de lignes des 8 figures constituant le Je-kim dont il a été question plus haut au nombre deux, et il faut avouer que son explication semble assez naturelle.
Faisons encore remarquer, à propos du chiffre 8 que dans une
opération les multiplicateurs 8, 98, 998,...
peuvent être remplacés par 10, 100, 1000, ...
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plus forts de deux unités. On obtient alors le résultat exact en retranchant du produit obtenu, deux fois le multiplicande. Voici enfin quelques exemples curieux :
donne 9
Le nombre neuf. — Le nombre neuf était considéré avec crainte comme désignant la fragilité des fortunes humaines, presqu'aussitôt renversées qu'établies. C'est pour cela que les Pythagoriciens conseillaient d'éviter tous les nombres où le 9 domine, et principa^ lement 81, produit de 9 par lui*méme.
Le nombre 9 se retrouve dans les idées religieuses judaïques et chrétiennes : le 5® jour de la fête des expiations, les Hébreux devaient sacrifier 9 veaux. A cette superstition juive et païenne, la dogmatique chrétienne donne une plus grande force par suite de la croyance à la Trinité. Ce dogme, dit Larousse, fut violemment attaqué par les hérétiques et TEglise affecte, par cela même» do l'affirmer et d'en multiplier l'expression dans ses cérémonies. De là* par exemple, le Trisagion^ ou 3 fois saint, chanté dans la liturgie, les signes de croix répétés 3 fois; c'est en l'honneur de ce nombre qu'on dit 3 fois Kyrie eleison, 3 fois Chrisle eleison, 3 fois Kyrie eleison, soit 9 fois, c'est-à-dire 3 fois pour chaque personne divine. Ce doit être aussi l'origine des neuvaines, de none, office de la 9^ heure, etc.
Les anges forment 9 chœurs devant FËternel, et le Dante, nourri des idées religieuses de son époque, suppose 9 cercles dans Tenfer,
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Le livre sacré des anciens Persans prétend qu'il y a 99999 maladies produites par la puissance du diable.
Le 9 était aussi chiiïre cabalistique. Chez les anciens Gaulois,
File de Sein donnait asile à 9 prophétesses dites Vierges de Sein.
Shakespeare met le nombre 9 dans la bouche de ses sorcières.
A propos du nombre 9 faisons remarquer que multiplier un
nombre par 9 revient k le multiplier par 10 et à retrancher du
résultat le multiplicande.
De même les multiplicateurs 99, 999. 9999» ••• se remplacent par les nombres 100, 1 000, 10000, ... et des résultats obtenus on retranche une fois le multiplicande.
La division par 9 peut s'effectuer assez promptement au moyen du procédé suivant.
Soit» par exemple, à diviser 734 par g.
On écrit le nombre 724 en séparant, par un trait vertical 72 un chiffre à droite. 7
Au dessous on écrit, comme pour faire upe addition, le nombre 7a, le chiffre 2 étant placé sous le 4> à la droite du gg trait vertical.
EnQn, sous le a on écrit le dernier chiffre qui reste 7. On additionne les nombres ainsi écrits.
La partie à gauche du trait vertical représente le quotient. Si la somme des chiffres contenus dans la première colonne verticale à droite du trait est moindre que 10, elle représente le reste de la division, si elle est supérieure à 10, cette somme doit être augmentée de la retenue.
Dans notre exemple 80 est le quotient et 4 là reste. On a, en effet
734 = 72 dizaines -h 4 = 72 fois 9 + 72-1-4 73 = 7 dizaines -h 2 = 7 fois 9 H- 74-2.
Donc
724 = 7a fois 94-7 fois 9-+-4H-7-t-a=5 79 fois 9 H- i3 = 80 fois 9 -h 4.
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3 Prenons comme second exemple le nombre 8287.
2 En opérant comme on vient de l'expliquer, on trouve
^ giS pour quotient et 2 pour reste.
Un procédé identique s^appliqueau diviseur 9g, mais dans ^^ ce cas on sépare, par un trait vertical, deux chiffres (au ^
lieu d'un) sur la droite du dividende.
Prenons pour exemple, le nombre 56834* 574 07
On trouve "comme quotient 674 et pour reste 7 H- la retenue = 8.
574oi5
74 Divisons encore 66827491 par 99.
Le quotient de la division est 57401 5 et le reste 3 -f- la retenue 3 = 6.
On peut étendre le procédé aux diviseurs 999, 426348
9 999... etc. 426
Divisons pa? exemple le nombre 4268489 1 7 par 999.
On trouve pour quotient 426776 et pour reste 691 426775 -h la retenue i = 692.
Le même procédé de division peut être étendu à des nombres qui diffèrent très peu de 100, 1 000, ... etc., comme 98, 998, 996, ... etc.
Soily par exemple à diviser 67634 par 98.
98 = 100 — 2. Séparons par un trait vertical deux chiffres sur la droite de 67684 et multiplions 576 par 2.
Le produit 1162 s'écrit sous 67684 en plaçant les deux premiers chiffres à droite sous 84.
Additionnons les nombres qui se trouvent des deux côtés du trait vertical, on trouve d'une part 687 et de Tautre 108 qui s'écrit en plaçant le chiffre i sous le chiffre 7. Multiplions 1 par 2 et écrivons le produit dans la première colonne verticale. L'addition ûnale nous donne le quotient 688 et le reste 10.
Soit encore à diviser 864835 par 996.
Qg& = I 000 — 4» H faut donc séparer 3 cliififres à droite
et multiplier par 4 les nombres qui restent. Lc^quotîent de 867
la division est 868 et le reste So^, ï
Ces divers procédés de division sont, croj'ons-nous, plus curieux que pratiques.
Nous terminerons en donnant quelques résultats de multiplications par 9 présentant une symétrie et une simplicité remarquables.
+ 2 donne 11
HT
» IIIIIII
» IIIIIIII
» IIITIIIIl
» IIIIIIIIII
Autres résultats curieu:;
-j- 7 donne 88
Le Taïkhys amali al hissàb (^) (Résumé analytique des opérations du calcul) dlbn Al Banna, de Maroc, renferme, au chapitre de la
(*) La Traduction complète du Taïkhys amâli al hissàb dlbn al Banna le Marocain, par Aristide Marre, a paru d'abord dans les Atti delV Accademia pontificia dé Nuovi Lincei, t. XVII, i864. Elle a été publiée en t365, k
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multiplication des nombres entiers, quelques procédés d'abréviation à l'aide desquels on obtient rapidement, dans certains cas particuliers, le produit de la multiplication de deux nombres entiers. Comme ces procédés méritent d*être connus et ne se rencontrent dans aucun Traité d'Arithmétique (bien que le Talkhys les ait donnés il y a près de six siècles), il nous paraît utile de les exposer rapidement ici* .
Soit à multiplier par lui-même un nombre composé de phiflres tou4 égaux à g, par exemple 99999 par 99999.
Règle. — Il Suffit d'écrire le chiffre 8, de le flanquer à gauche d'autant de 9 et à droite d'autant de o qu'il y a de chiffres moins un dans l'un quelconque des facteurs, puis d'écrire à l'extrême droite du nombre qui en résulte, le chiffre i .
Cette règle appliquée à l'exemple proposé donne comme produit.
Autre exemple. Soit 9999999 à multiplier par 9999999. A gauche du chiffre 8, j'écris (7 — i) ou 6 chiffres tous égaux à 9 et à sa droite, 6 chiffres tous égaux à o, ce qui donne
9999 998000 oo<5
Puis à l'extrême droite de ce nombre, on pose le chiffre i, ce qui fournit le produit cherché
Autre exemple. Si l'on proposait de multiplier 9 par 9, le produit, en appliquant la règle, serait 81.
Dans ce cas, en effet, le nombre des chiffres de l'un quelconque des facteurs étant i, ce nombre diminué de i, devient égal à zéro,
Rome, à Vimprimerie des Sciences Mathématiques et Physiques, par les soins du Prince Balthàsar Boncompagni.
L -extfait que nous éontiùM ici est emprunté aux No»>eUeâ AHHàlts dé Malhémait^tiéS, lÉ-jg, p. sôa, 263. ,
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et cela signifie que le chiffre 8 apparatt ici sans son escorte habituelle de 9 à gauche et de o à droite, et seulement accompagné du chiffre i.
Soit maintenant à multiplier un nombre composé de chiffres tous égaux à g par un nombre composé de chiilres tous égaux entra eux, inais tous différents de g.
On applique la règle suivante : on fait d*abord le produit d'un
des chiffres du multiplicande par un des chiffres du multiplicateur,
le chiffre des unités de ce produit préliminaire sera le chiffre des
unités du produit demandé; quant au chiffre des ditaines de ce
même produit préliminaire, il devra être flanqué à gauche d^autant
de fois le chiffre du multiplicateur qu'il y a de chiffres moins un
dans l'un quelconque des facteurs proposés, et à droite d'un même
nombre de chiffres tous égaux à la différence entre le chiffre (9) du
multiplicande et le chiffre du multiplicateur. C'est à l'extrême
droite du nombre ainsi obtenu qu'on écrira le chiffre des unités du
produit préliminaire, et l'on aura ainsi le produit demandé.
Exemple proposé
Le produit préliminaire 9x6 étant 54, il suffit d*éorire à I4 gauche du chiffre (5) des dizaines autant de fois le chiffre (6) du multiplicateur qu'il y a de chiffres moins un dans l'un ou Tautra facteur, c'est-à-dire deux fois, et à sa droite deux fois le chiffra (0) qui exprime la différence 9 — 6, ainsi ;
puis de compléter ce nombre, en écrivant à l'extrême droite le chiffre (4) des unités du produit préliminaire (b4)i 6t l'on auru ainsi pour le produit cherché
Autre exemple. Soit 9999999 à multiplier par 3333333. Lé produit préliminaire est 9 X 3 == 27*
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On écrit à la gauche du chiffre 2, chiffre des dizaines du produit préliminaire (7 — i) ou 6 chiffres tous égaux à 3, puis à droite de ce même chiffre (2), 6 chiffres tous égaux à la différence (9 — 3) ou
6 des chiffres des deux facteurs. On complète le produit en écrivant à Textrème droite du nombre 3 333 33a 666 666 ainsi formé, le chiffre
7 des unités du produit préliminaire, ce (|ui donne le nombre
Autre exemple. Soit à multiplier 99 par 22.
Produit préliminaire 9 X a = 18,
Produit cherché 2178.
On peut remarquer que la première règle est un cas particulier de la seconde : celui où la différence entre le chiffre du multiplicande et le chiffre du multiplicateur devient nulle.
Le nombre dix. — Les disciples de Pythagore regardaient ce nombre comme le tableau des merveilles de TUnivers, renfermant autant de nombres impairs que de nombres pairs.
Pour marquer qu'une chose surpassait de beaucoup une autre, ils disaient qu'elle était 10 fois plus grande, 10 fois plus admirable. Pour marquer simplement une belle chose, ils disaient qu'elle avait 10 degrés de beauté. D'ailleurs ce nombre passait pour un signe de paix, d'amitié, de bienveillance ; et la raison qu'en donnaient les disciples de Pythagore, c'est c[ue, quand deux personnes veulent se lier étroitement, elles se prennent les mains l'une à l'autre. Or, disaient -ils, deux mains jointes ensemble, forment 10 par le moyen des doigts.
Il résulterait de ce raisonnement que 5 serait le chiffre représentatif de la discorde; car, lorsqu'on donne un soufflet k autrui, ce sont bien les doigts de la main qui se font sentir.
Mais il ne faut pas trop demander de logique aux philosophes, même à Platon qui, parlant de la fondation d'une cité modèle dont il bannissait les poètes, voulait qu'elle n'eût pas plus de 5 0^0 défenseurs, parce quié» disait-il, ce nombre est divisible pat les 10 premiers
nombres. On ne s'explique pas bien le rapport que les propriétés du nombre 5o4o pouvaient avoir avec la fondation d'une cité.
Le chiffre lo est rarement hiératique; cependant dans l'Apocalypse, on trouve la béte aux dix cornes ou lo rayons représentant les lo commandements de Dieu, le Décalogue de Moïse.
Dix est le seul nombre triangulaire égal à la somme des carrés de deux impairs consécutifs.
Proposons nous, en effet, de trouver les solutions entières de
??>^ = {2y - 1)» + (ay + i)» = 8/4- 2.
Multiplions des deux côtés par 8 et ajoutons i aux deux membres, il vient :
ou
(aac -h 8y 4- i) (aaj — 8;^ + i) = 17.
Donc
ao? H- 8y -h I = 17,
et
d'où l'on tire Alors
Le nombre onze. — Ce nombre ne donne lieu à aucune observation particulière.
Nous ferons cependant quelques remarques sur les multiplicateurs II, III, I III, ..., etc.
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Pour mullipliet un iiombré pAv i ï , dn peut opérer coniftïè il suit :
On suppose un zéro à la droite du multiplicande et uti zéro à sa gauche, puis commençant par Id droite, on ajoute lés chiffres, 2 à a, en tenant compte des retenues.
Soit, par eiempiè, 36a8 à multiplier par ti.
On suppose opérer sur le nombre dSGsSb et Ton dit : d et 8, 8 que je pose ; 8 et 2 font 10, je pose o et je retiens t ; 1 de rètetiuë et a, 3, et 6 font 9 que j 'écria; G et 3 donnent 9 que j'êcrià, et enfih 3 et o donnent 3 que j'écris.
Le produit est donc
De même, pour trtultiplier un nombre par 1 1 1 , on peut supposer deux zéros écrits à la droite du multiplicande et deux zéros écrits à sa gaucho, puis, commençant par la droite, faire successivement la somme de 3 chiffres consécutifs en tenant compte des retenues.
Par exemple, pour multiplier 3728 par m, on est supposé opérer sur le nombre 00373800 et l'orl dit. s
o 4- o -h 8 = 8 que je pose ; o + 8 -h a = 10,, je pose o «I je retiens 1 ; i et 8, 9 ; 9 4- 2 H- 7 = 18, je pose 8 et je retiens i ; i de retenue et7, 8;8 4-5 + o=lt,je pose i et je retiens i ; i et 3, 4;4-i-o4-o = 4 que j'écris.
Le produit est donc
On formulerait des règles identiques pour iiii, iiiii, ... etc.
Quand il s'agit de multiplier par lui-même un nombre composé de chiffres tous égaux à l'unité, oii applique avantageuseihént la règle suivante extraite du Talkhys (*).
Il suffit d'écrire le nombre des chiffres de l*un des facteurs, nombre qui pour que la règle s'applique doit être inférieur à 10, et de le flanquer symétriquement, à sa gauche et à sa droite, de la suite naturelle décroissante des chiffres moindres que lui. Par exemple,
(*) Voir la note de la page ag.
pour multiplier nui par uni, on écrira 5, nombre des chiffres de Tun quelconque des facteurs, et symétriquement à droite et à gauche de 5, la sUite naturelle décroissante des chiffres moindres que 5, c'est-à-dire 4> 3, 2 et i, ce qui donne comme produit
On forme ainsi le tableau suivant ;
III X III = Î232I
iiiiXiiii = I 234321
miixiii'i = 1 23454321
iiiiii'x iiiiii = 12345654321
IIIIIII X TIIIIII = 1234567654321
iiiiiiiT X iiriiiii == 12345678765432 I
IIIIIIIII X IIIIIITII = I234567898765432I
Garaotèt'e de divisibilité par onze. — Un nombre est divisible par 1 1 si en ajoutant les tranches de deux chiffres qail contient (en commençant p^r la droite)^ on obtient un nombre divisible par 11.
N étant un nombre entier quelconque dont les chiffres sont de gauche à droite
abcdefghkli
Partageons-le en tranches de deux chiffres, à partir de la droite, et écrivons ces tranches les unes au-dessous des autres afin de pouvoir les additionner :
kl
éd àb
La somme a pour expression
{l -h h -hf H- d H- 6) 4- 10 (fc + ^ -4- « -f- c -h a).
Gela posé, représentons par S celte somme, par S| la somme (l-hh-^f-hd-^b) des chiffres de rang impair, et par S^ la somme des chiffres de rang pair»
On a :
S = Si -i- lo.Sy = Si -h I i.Sp — Sp.
d'où
S I !• bp = bi — Sp.
Or, si N est divisible par 1 1, S» — Sp =: multiple de 1 1 et on a alors S = multiple de 1 1 .
La condition est donc nécessaire.
Elle est d'ailleurs suffisante, car si S. est un multiple de ii, on a Si — Sp = multiple de 1 1 et le nombre N est divisible par 1 1 .
Remarque. — On formulerait un théorème identique pour les diviseurs 9 et 99.
Le nombre douze. — Ce nombre se rattache à l'Astronomie à cause des 12 signes du zodiaque, que les anciens rattachaient aux 12 travaux d'Hercule.
L'ancien et le nouveau testament font mention des 12 tribus d'Israël et des la apôtres. Saint Jean parla de 12 mille hommes marqués du sceau dans chacune des 1 2 tribus. Il dépeint la femme apocalyptique comme couronnée de 12 étoiles.
Sur la montagne de Sion, il vit i44ooo personnes (t2 X 12000) marquées sur le front du nom de TEternel; la nouvelle Jérusalem avait 12 portes, S à chacun des 4 points cardinaux, gardés par 12 anges; les murs avaient 12 fondements; la ville était carrée et avait 1 2 000 stades de côté ; la muraille avait i44 (12') coudées de hauteur et au milieu était l'arbre de la vie avec 12 fruits.
La théologie reconnaît 12 vertus.
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Rappelons les la principales erreurs zoologiques populaires ayant une apparence de vérité :
La chauve- souris est un oiseau.
La baleiiie est un poisson.
L'écrevisse est un poisson rouge qui marche à reculons,
La piqûre de la vipère.
La langue de la vipère prise pour emblème de la calomnie.
Les deux ailes de Tabeille.
La souris est la femelle du rat.
La grenouille est la femelle du crapaud.
La guenon est la femelle du singe.
La corneille est la femelle du corbeau.
La colombe est la femelle du pigeon.
La perruche est la femelle du perroquet.
Le nombre 13 est particulièrement intéressant à cause de la discussion à laquelle il a donné lieu à propos de ses avantages comme base d'un système de numération.
Simon Stevin, de Bruges, avait imaginé le système de numération duodécimale, se rapprochant beaucoup plus de notre manière de compter les mois de Tannée, les heures du jour et les degrés de la circonférence. On a fait justement remarquer, à ce sujet, les avantages du nombre i!i comme base du système de numération à cause de ses nombreux facteurs.
Le choix presque unanime du nombre dix comme base de la numération, provient fort probablement de la conformation de la main. De même, la plupart des unités, chez les anciens peuples, dérivent ordinairement des dimensions du corps humain : ainsi, par exemple, le doigt, le pied, le pouce, la coudée, etc.
Il faut également remarquer que nos pères se sont souvent servis de la douzaine pour compter : le sou valait 12 deniers, le gros, 72 ('a X 6) grains; le carat est la vingt-quatrième partie (12 X 2) du fin d'une matière précieuse. Bien des peuples, les Anglais par exemple, ont des mesures se rapprochant du système duodécimal.
Le pied se divisait en i a pouces, le pouce en i ^ lignosi h ligpe en 13 poinls. On avait même été, dans ce spns, jusqu'au» unités de troisième ordre; après la douzaine venait la grosse (12 x 12 = i44)» mot et mesure qui s'emploient encore journellement dans le commerce, malgré toutes les défenses législatives.
Auguste Comte a remarqué que la structure de la main, composée de quatre doigts à trois phalanges, ou de douze phalanges, permet de représenter avec les deux pouces posés sur deux phalanges, tous les nombres jusqu'à i3 fois 13 ou cent cinquante six; alors les phalanges de la main gauche représentant les unités, celles de la main droite représenteraient les grosses.
Ce système, si ingénieux qu'il puisse paraître, n*a pas détrôné la manière ordinaire de compter sur les doigts qui date de Charlemagne, et il n*en reste plus guère aujourd'hui que la comparaison faite par Auguste Comte, des quatre doigts et du pouce de la main, au peloton des quatre hommes et du caporal (*).
Cependant Ch. Fourier et son disciple Transon ont fortement préconisé le système duodécimal naturel.
Le nombre treize. — Les Romains tenaient pour malheureux le lendemain des Ides, c'est-à-dire les i5 mars, i5 mai, 1 5 juillet et i5 octobre et le i3 pour les autres mois. Chez nous, cette superstition s'est accrue de ce fait d'ordre religieux qu'il y avait i3 personnes à table le jour de la Cène et que Jésus fut crucifié quelque temps après.
Bien des personnes ne veulent pas s'asseoir à une table où il y a i3 convives, parce que, dans ce cas, une des personnes présentes doit mourir dans l'année.
Autrefois un cultivateur n'osait même pas aller aux champs un i3. Quand des savants (?) annonçaient la fin du monde, c'était toujours pour un i3. Ainsi, un docteur écossais et un autre docteur
(*) Lucas. — Arithmétique Amusante, Paris, 1896, p. 161.
allemand avaient prédit qu'vin caificlysme épouvantable anéantirait notre pauvre Terre le i3 juin 1857.
Dans les livres cabalistiques le i3 correspondait au mot prince. On ne saurait trop réagir contre ces superstitions. Louis XIII, qui n'était pas superstitieux, ét^it le traigième roi de France de ce nom. Il s'appelait Luys de Bourbon, sa fempie Anne d'Autriche; chacun de ces noms avait i3 lettres et, lorsqu'ils furent mariés, les époux avaient chacun i3 an». Il choisbsait volontiers les vendredis et les i3 pour entreprendre quelque chose d'important, et le dernier souci de ce prince à son lit de mort, un jeu4i» fut de prier son médecin de faire tout son possible pour le prolonger jusqu'au lendemain afin de mourir un vendredi (*).
i3 est le seul nombre entier qui soit, ainsi que son bicarré, la somme des carrés de deux entiers consécutifs.
Un nombre N égal à la somme de deux carrés peut être représenté par a^ -h 6', ou, en introduisant les imaginaires
N = a2 -f- 62 = (a 4- 6 \/^^i) (a — 6 v^^^l") ; son bicarré
N* =r= (a» -h b^y = (a + 6 v/^^^)* {a — b v/^^^)S et, d^api^ès rbypQlhèsc)
N* = A^ ■+■ B2 = (A 4- B \nri) (A - B /^^),
On peut donc poser
A H- B sf^^ = (a 4- fc /=n)*,
A — B v'^nr = (a - 6 v^^nf)*.
(*) A. l'Esprit. — Histoire des Chigrén et des i3 Premiers Nombres, Paris, 1893, p. i34.
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Ces deux dernières équations donnent (0 A = a* — 6o'6* + fr',
(a) B = 4a'fc — ia6'.
Mais a et 6 étant deux nombres entiers consécutirs, ce» relations deviennent en y remplaçant 6 par o + i
(4) B = _8a' — 12a' — ia,
Ponr que A et B soient, comme a et fc deui nombres entiers consécutifs, il suffit qu'on ait A — B = i, ou, en tenant compte des équations (3) et (4)
4a* — laa» — 80 = 0.
Les racines de cette équation sont a ^ o, a = 3, a = — I, a = — I.
La valeur a ^ a convient seule à la question. 11 en résulte
6 = 3, A = — 119, B :^ — lao a' = 4, 6' = 9. N = a' + 6* = i5.
N* = A' + B*= 119»-)- iao»= a856i = t3*.
Le nombre quatorze. — Ce nombre a joué un grand rôle dans l'histoire de Henri IV,
Ce prince est né le 14 décembre i553, à très-peu près: i4 siècles, plus i4 décades d'années et i4 ans après Jésus-Christ.
La somme des chilTres de l'année de sa naissance donne l4-
'1 est mort le i4 mai 1610, et ce millésime est divisible par i4-
1 meurt assassiné à très peu près au bouldu quadruplede i4t>ns,
s 14 semaines, plus i4 jours.
Ion nom était composé de i4 lettres (Henri de Bourbon).
1 a été roi de France et de Navarre 3 fois i4 ans.
1 a été blessé par Cbâtel i4 jours après le t4 décembre, en
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Tannée iSg^. Si on ajoute les chiffres de 1694 et si on retranche du total la somme i -f- 4 = 5 de cette date i4, on retrouve encore le nombre i4>
Entre ce jour (i4 décembre 1694) et celui de sa mort, il y a l4 ans, i4 mois et cinq fois i4 jours.
C'est le i4 mars qu'il bat Mayenne à Ivry, dans le pays d'Evreux.
Enfin Ravaillac a été exécuté i4 jours après la mort du roi.
Louis XIV et le successeur de Louis XIII.
C'est le 14' roi de France du nom de Louis.
Son règne commence en i643, date dont la somme des chiffres donne i4*
C'est à i4 ans qu'il est majeur. Légalement il n'aurait du être majeur qu'en i652, date dont la somme des chiffres donne encore
Il gouverne lui-même en 1661, date dont la somme des chiffres fait toujours i4.
Il règne pendant 72 ans, et 7 X 2 = i4.
Il meurt à 77 ans et 7 -f- 7 = i4»
C'est un 14 que meurt son père, Louis XII 1.
C'est également un i4 que meurt son aïeul, Henri IV.
Nous arrêterons ici celte étude sur les propriétés attribuées à certains nombres en renvoyant le lecteur à un ouvrage du P. Bungus intitulé : De nameroram mysleriis et dans lequel toutes les rêveries, toutes les divagations des anciens sur ce sujet, se trouvent réunies.
On a fait des rapprochements curieux entre les dates de naissances de personnages ayant joué un certain rôle dans rhistoîre et les dates d'événements marquants et on est arrivé à des résultats parfois singuliers.
Si, par exemple, nous prenons Tannée i8o3, apogée de la période consulaire, dernier terme de la première République, date significative
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de la rupture du traite d*A miens qui rejette la France i^n$ i8o3
dix années de guerres continuelles et ouvre Tcre de la politique i
toujours militante de TEmpire, on voit que la somme des - 8
chiffres composant ce nombre i8o3 ajoutée à Tannée i8o3 ^
elle-même, donne une autr« date remarquable : _^
Restauration des Bourbons i8i5
Le même procédé appliqué à i8i 5, c'est-à-dire Taddition 5
avec i8i5 des chiffres qui constituent ce nombre, donne la '
date de la ^
Révolution de Juillet i83o
En ppérant de même sur i83o on arrive à i843, date de la mort du duc d* Orléans y c'est à-dire de la catastrophe qui ouvre la série des revers pour la famille d'Orléans.
IN 'abandonnons pas Tannée i83o sans ci ter pe fait curieux. A cette époque la chambre des députés, ponaposée de 4oa membres, était, comme toujours, divisée en deux partis. Le plus nombreux, qui s'éj;ai); dpclaré pour la révolution de juillet, se composait de ^21 membres; l'autre, d'opinion moins prononcée, n'en comptait que 181. La passion politique s'en mêlant, un anonyme s'avisa de désigner la première catégprie sous le nom de la queue de Robespierre et la seconde sous celui-ci : les honnêtes gens. Jusque-là ripn de remarquable et nous pourrions nous croire en 1907, maisvoici la singularité.
Ecrivons verticalement les deux phrases la queue de Robespierre, les honnêtes gens, en séparant les mots; mettons en regard de chaque lettre le numéro d'ordre qu'elle occupe dans l'alphabet.
Additionnons maintenant les nombres de chaque co- 221 lonne, on trouve pour résultats les nombres aai et 181,
c'est-à-dire précisément les nombres des membres de chaque parti.
ïr" j2
tr" 12
wiQ
Ci2l
tfl 5
?di8
Oi5
cd 2
tfl 5
Î3ii8
SJ18
Revenons à la date i83o. i
Ajoutons à cette date, la somme des chifTres composant la ^
date de la révolution de février i848, le total donne précisé- 4
ment une fiutre date historique celle du coup d'état. ^
I Louis Philippe I*' devient roi de France en i83o. 7 Ajoutons encore à cette date la somme des chiffres de 7 l'année de sa naissance 1773.
^ On trouve i848, date de sa déchéance.
Il y a ici douhle coïncidence, car faisons le même calcul pour sa femme, Marie- Amélie de Bourbon née en 178a i mariée en 1809 I 8
Avec Napoléon III nous arrivons à des résultats identiques :
Napoléon est né en 1808 i
Année de son mariage avec Eugénie de Montijo i853
Date de la déchéance 1870
Date de la naissance d'Eugénie de
Montijo i8a6 i mariée en (853 i
Date de son mariage avec Napoléon i853 i853
La date du a décembre iSSq, date à laquelle Napoléon fut nommé Empereur des Français, était ellc-mêraç fatale. On a en effet :
1862 -h i-f-8-h5-h2-hla date du jour (3 décembre) = 1870.
L'Empire a \écu 17 ans et 9 mois, il lui était impossible d'atteindre une durée de i8 années complètes. En effet, Napoléon est né en i8o8, etiH-8-+-oH-8 = i7. Eugénie de Montijo est née en i8a6 eti -h8-f-a4-6 = i7. Ils se sont mariés en i853 et, on a encore i-i-84-5-h3 = i7.
Le nombre géométrique de Platon, — Le VHP livre de la République de Platon contient, vers le commencement, un passage célèbre par son obscurité, devenue proverbiale depuis dix-huit siècles.
il est question d*un nombre satisfaisant à certaines conditions géométriques. La tradition sur ce passage étant perdue, un problème intéressant à résoudre consiste à retrouver le nombre et à interpréter les conditions mathématiques auxquelles il satisfait.
Ce nombre mystérieux, sur lequel les traducteurs et les commentateurs sont loin d'être d'accord, paraît lié à Tégalité
analogue à celle dite de Pythagore
Il s'agirait d'une période réglant les mariages et les naissances (d'où le nom de nombre nuptial ou de la grande année) au bout de laquelle le soleil, la lune et les planètes reprennent les mômes positions relatives dans le ciel.
Voici quelques-unes des valeurs proposées :
5o, somme des carrés des nombres 3, 4» 5 (Philon le Juif, d'après Jean Bodin).
1738. cube de 13 (Maffei, surnommé Volterranus, et Faber Stapulensis d'après Barocius).
8ia8 = a' (a'""*)» ^® 4* des nombres parfaits (Jérôme Cardan). ai 6 (Schneider, philologue allemand).
5o4o = I a» X 35 = (3 -h 4 -i- 5)2 X (a' 4- 3^) (Fries, philologue allemand).
864 = (3 -h 4 -H 5) 7a = le périmètre d'un triangle rectangle dont les côtés sont 3 X 7a, 4 X 7a et 5 X 7a (Vincent; Martin Théodore-Henri*
7500 (E. Zeller; J. Hunziker et Rothlauf).
3700 (Paul Tannery).
a 1600 = 6' X lo* (J. Dupuis).
760000= 19 X 4o X 1000 (J. Dupuis).
Nous renvoyons le lecteur aux mémoires de J. Dupuis sur le nombre géométrique de Platon. Paris, 1881 et i88a»
Simplilioations et abréviationB dans les calculs. — Simplifier, abréger les calculs, c'est à la fois économiser du temps et diminuer les chances d'erreur, deux avantages précieux que ne perdent jamais de vue les personnes qui ont l'habitude de manier les chiffres.
On ne saurait trop simplifier la pratique du calcul, on doit de bonne heure s'en faire une loi rigoureuse, on s'y rompt facilement et une fois le pli pris, on ne calcule plus sans abréviations.
Additions et soustractions simultanées. — Soit à retrancher de a5433« la somme des trois nombres 5836, 834? et 3931.
5836 On dispose l'opération comme il est indiqué ci-contre, 834? ensuite, faisant Taddition on écrit successivement dans 3921 l'intervalle laissé en blanc les chiffres 8, 3, 3 et 7 nécessaires * * • pour compléter le nombre 35433 qui se trouve sous le trait
35433 horizontal. L'ensemble de ces chiffres donne le nombre
73a8 qui est la différence cherchée»
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Supposoils, en second Heu, que de la somme des nombres écrits en A» on veuille soustraire la somme des nombres écrits en B.
On ajoutera d'abord les chiifres de la première 56243 colonne de droite du tableau (B) en disant : 8 et 4* i^ 84564 . et 3, i4 que Ton retranchera de la dizaine supérieure ^^^^ 20. Le reste 6 sera ajouté à la somme des chiffres dé la ^^^^ î'* colonne de dfoite du tableau (A) en disant : 6 et 8, 2942 t^, et 2f 16, et 4, 30, et 3, aSi On écrira 3 àU bas de 3654 (6) la colonne, et comme il y a ici 2 dizaines, de même ^i^^ que dans le courant de la première opération sur les |62oo3 nombres (B), on ne retiendra rien.
Passons à la seconde colonne, on dira : o et 5, 5, et 4* ^» 9 de 10 (dizaine immédiatement supérieure) reste i ; i el 4) ^> 6t 5, 10, et 6, 16, et 4. 20; 20 de 20 reste o, que j'écris sous la 2^ colonne; et comme cette fois 11 y a !i dizaines tandis qu'on tl'en avait qu'une en (B), on retient i qu'on ôtera de la colonne suivante en (B). On auraiti au contraire^ ajouté dette différence, si lé iioitibre des dizaines trotivé en (A) eût été itlfériéur à celui trouvé eh (B).
On continuera donc en disant : 2 (et non 3) et 6, 8, et g, 17, de 10 reste 3; 8 et 8, 11 ^ et 3, 1 3» et 5, 18, et 3, 20, je pose o et ne retiens rien, etc. Quand la différence ne pourra être ôtée dans le tableau (B), bn Tajoiitera eii (A) et on continuera Topération.
La démotistration de ce procédé ingénieui est, pour ainsi dird, résumée dans le tableau suivant :
170907 — 8904= i62oo3
La somme des nombres (A) et (B) peut se faire comme nous l'indiquons en (A') et (B').
Gela posé, retrancher la somma (B') de la somole (A^) revient
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évidemment à retrancher i4 unités de 17 unités, puis 9 dizaines de 19 dizaines, 18 centaines de 17 centaines, etc.
Or i4 = 3o — 6, par conséquent ôter 1 4 de 17, revient à ajouter 6 à 17, ce qui donne 28, puis à retrancher ao du résultat et il reste 3 unités. De même, ôter 9 dizaines de 19 dizaines, revient à ajouter I à 19^06 qui donne ao, et à enlever lo de ce nombre; il reste 10 dizaines, j'écris donc o dizaine et je retiens i centaine.
En passant à la colonne suivante, nous pouvons opérer de deux manières, ou ajouter la centaine de retenue à la 3' colonne de (A'), ou la retrancher de la même colonne de (B'), c'est cette seconde manière d*opérèr que nous avons adoptée. Nous disons donc i8 centaines moins i centaine = 17 = ao — 3.
17 -1- 3 = 20, et ao — 20 = o; nous écrivons o sous la colonne des centaines.
A la colonne des mille, 19 — 7=19 — (10 — 3) = 19 H- 3 — 10 = aa — 10 = la. J'écris 2 et je retiens i.
Comme je ne peux retrancher cette dizaine de mille des unités correspondantes de (B'), je l'ajoute aux i5 de (A'), ce qui me donne 16 que j'écris.
Quelques procédés d'abréviation dans la multiplication. — Pour multiplier un nombre de deux chiffres par un îiombre d'un seul, il est avantageux de commencer par le chiffre des dizaines.
Les décompositions suivantes expliquent le mode d'opérer.
57 X 6 = (5o -h 7) X 6 = 3oo -h 4a = 34a 29 X 5 = (ao + 9) X 5 = 100 -f- 45 = 145.
— Multiplication par 5, par aS (5*), par ia5 (5*) etc. Au lieu de multiplier par 5, on écrit un zéro à la droite du multiplicande et on divise par a le nombre ainsi formé
il a
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Au lieu de multiplier par a 5 (5'), on écrit deux zéros à la droite du multiplicande et on divise par ^ le nombre ainsi formé
Au lieu de multiplier par ia5 (5^), on écrit trois zéros à la droite du multiplicande et on divise par 8 le nombre ainsi formé
c looo „5 = -g-.
— Multiplication par un nombre dont le chiffre des unités est 5. Il est quelquefois avantageux de multiplier par le double du multiplicateur en prenant la moitié du multiplicande ou la moitié du produit obtenu.
76 X i5= 38 X 3o= ii4o
89 X 35 = ^89 X 70 = i633o = 3ii5.
— Multiplication de deux nombres contenant chacun deux chiffres et commençant tous les deux par Tunité.
On ajoute au multiplicande les unités du multiplicateur, on place un zéro à la droite du résultat et on ajoute au nombre ainsi formé le produit des chiffres des unités.
— Multiplication en réunissant les produits partiels exprimant des unités de môme ordre.
La méthode se comprend facilement avec quelques exemples : Soit à multiplier 47 par 23; le produit de 7 par 3 donne 21 ce
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# qui fait i unité, que l'on pose, et il reste a dizaines de rcle- 23 nue; les dizaines du produit proviennent encore du produit 12 de 4 dizaines par 3 unités et du produit i4 de a di-
'^ ' zaines par 7 unités; en tout 3 -f- 12 -h i4 == a8 dizaines; on pose 8 et Ton retient 2 centaines que Ton ajoute au produit 8 centaines de 4 dizaines par 2 dizaines ; le produit cherché est donc 1081.
On fait de même la multiplication de deux nombres de trois ehiOres. — Soit, par exemple, 632 h multiplier par 218. g^^
Les opérations successives peuvent s'énoncer ainsi : 218
unités : 2 X 8 = 16, je pose 6 et je retiens i ;
dizaines : i -|- 3 X 8 -h 2 X i = 27, je pose 7 et je ' ^^^
retiens 2 ; centaines : 2 + 6 X 8 4- a X 2 4- 3 X i = 67, je pose 7 et je
reliens 5 ; mille :5-H3X2H-t)X 1 = 17, je pose 7 et je retiens i ; dizaines de mille :i-4-6xa=i3 que je pose.
Le cas de deux nombres de quatre chiffres se traite de la même manière. Soit à multiplier 3a35 par aG53.
unités : 5 X 3 = i5, je pose 5 et retiens i.
dizaines : i-t-3x3-f-5x5 = 35,jc pose 5 et je ^6^3
retiens 3.
centaines : 3 -4- a X 3 + 6 x 5 -h 3 X 5 = 54, je pose 8082455
4 et je retiens 5.
mille :5 + 3x3-hax54-3x6-f-ax5 = 52,je pose a
et retiens 5.
dizaines de mille : 5 + 3 X 5 4- a X 5 4- n X 6 =£= 38, je pose 8
et retiens 3.
centaines de mille : 3 4- a X a 4- 3 x 6 == a5, je pose 5 et
retiens a.
millions : a 4- 3 x a = 8 que j'écris.
Le produit est donc 8 58a 455.
Et ainsi de suite. Lorsque les deux nombres n ont pas la môme quantité de chiffres, on complète le plus petit par des zéros. Récréations mathématiques. 4
Bo
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Avec un peu d'exercice, on arrive à opérer très rapideii^ent en employant cette méthode.
Nous avons déjà fait connaître des méthodes de multiplications abrégées par les facteurs
II, m, I m, .... etc.
et par les facteurs
9' 99» 999» *••» ®^* 8, 98, 998, ..., etc.
Quand le multiplicateur contient le chiffre i , on peut utiliser le multiplicande comme produit partiel.
Exemples :
Il résulte de là que les produits par 12, i3, i4, ..., 19 peuvent s'écrire sans passer par les produits partiels.
Quand le multiplicateur est décomposable en parties multiples ou sous-multiples les unes des autres, le produit peut être formé de^ produits partiels semblablement niultiples, ou sous-multiples, les uns des autres.
multiplication ordinaire
I PI ■■ I ■ ■■ ■—■M
multiplication abrégée
3590779^2 323î70^fi58 28726236tj6 4x8924289 1266772867
t3oi57q59569o£)49
|ÏT*—
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Le deuxième produit partiel vaut 9 fois le premier; le troisième » vaut 8 fois le premier ;
le cinquième d vaut 3 fois le quatrième.
— Multiplicatipii de deux nombres de 4^^^ cl^iffres ayant le même chiffre des dizaines.
Proposons-nous, par exemple, de multiplier 87 par 34.
Oi) multiplie )^ noq[)bre des dizaines du multiplicande par le multiplicateur augmenté du chiffre des unités du multiplicande, et on ajoute au produit ainsi obtenu, le produit des chiffres des unités.
37 X 34 = 3o X 4ï -i- 7 X 4 = i îï3q -^ r^S == ia58.
De même
Ce procédé est une application immédiate de la formule
(<| 4- t) (a -h c) = a (a 4- & -f- c) 4- bc,
— Multiplication de d^ux nombres de deux chilfrQ^ lorsque les deux chiffres de l'un des facteurs sont identiques.
Soit, par exemple, à multiplier 48 par 33.
On ajoute à 48 le chiffre de ses dizaines, 4i ce qqi dppne 5a.
On multiplie 5a par 3o et on fijouto au produit, le produit des chiffres des unités o X 3.
Ainsi
De même
63 X 44 = 69 X 4o 4- la = a 77a, 96 X 2a == io5 X ao -h la = aiia.
Ce procédé est une application de la formule
(lo . a-+-fc) U . c = (ii . a + è) 10 . c 4- 6c.
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— On obtient le carré d'un nombre de deux chiffres terminé par 5, en écrivant le nombre 30 à la suite du produit de son premier chiffre par le chiffre suivant.
Exemple :
75* = 7 X 8 X 100 + aS = 56a5.
La démonstration est intuitive :
(aby = (a X 10 -h 5)2 == a' X 100 -4- a X 10 X 5 X 2 + aS = a (a -f- i) X 100 4- 25.
On obtient le carré d'un nombre de deux chiffres dont le chiffre des dizaines est 5, en écrivant le carré du chiffre des unités à la suite de la somme obtenue en ajoutant à aS le chiffre des unités.
Exemple :
532 = (a5 -h 3) X 100 H- 9 = aSog.
(5a)2 = (5 X 10 -i- ay = 25 X 100 -f- a X loo -f- a« = (a5 + a) X 100 -h a*.
Procédé de multiplication russe Q), — Les paysans russes, quand ils doivent effectuer une multiplication, procèdent ordinairement de cette manière ; si, par exemple, il leur faut multiplier 35 par 4a, ils divisent le multiplicande par a, et en même temps doublent le multiplicateur, et si le multiplicande est impair, ils marquent le multiplicateur par un signe.
Si, par exemple, ils multiplient 35 par 4a, ils écrivent comme suit les nombres à côté l'un et l'autre
(*) Journal de Mathématiques Elémentaires, 1896. p. aa, a3 et 37.
Additionnant les nombres marqués du signe -f- on trouve le produit cherché 1470.
L'explication est simple : le produit ne change pas quand divisant le multiplicande par 2, on multiplie en même temps le multiplicateur par 2, Quand le multiplicande est pair, le produit n'a donc pas changé, tandis que si l'on a un multiplicande impair, dans le multiplicande suivant on néglige^, ce qui revient à négliger le multiplicateur précédent.
Ainsi
ji ^
Quelques procédés de divisions abrégées. — Nous avons déjà fait connaître des procédés de division par 9,99.999 ; .-. et par 98,996, ... etc.
Division par 5. — On multiplie le dividende par 2 et on sépare un chiffre sur la droite.
La moitié du chiffre ainsi séparé représente le reste de la division ; la partie à gauche de la virgule est le quotient.
Division par 26 = 5*. -r- On multiplie le dividende par 4 (2*) et on sépare deux chiffres sur la droite.
Le quart du nombre formé par les deux chiffres séparés donne le reste de la division, dont le quotient est représenté par la partie à gauche de la virgule.
Division par 126 = 5^. — On multiplie par 8 (2^) et on sépare trois chiffres sur la droite.
Le 8* du nombre formé par les 3 chiffres séparés représente le reste, le quotient est donné par la partie à gauche de la virgule.
pi vision par un nombre terminé par 5. Qn double le dividende
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et le ditlsewt. On eflectile la division, le qiiotieill IrdbVé ëfct le quotient cherché, mais le reste doit être divisé pat 2. Ainsi :
Le quotient est 4^ et te reste - = 3.
Remarques sur les diviseurs 9, 19, 29, 39, ..., 99, 109, 119, ... etc. — Si Ton divise Tunité par 9 et par une suite de notntres se terminant par 9, on aperçoit entre les différentes fractions déci— hiales consécutives une suite de relations doiit là loi est évideiile et d'où il ressort un procédé de division rapide.
En effet :
- = o,iti 11 ...
Le chiffre 5 une fois posé» on le divise par 2, ce qui donne a àvfec reste i, on divise 12 par 2, ce qui donne 6, on divise 6 par 2, ce qui donne 3, on divise 3 pat 2, ce qui donne 1 avec]reste i, oh divise II par 2, ce qui donne 5, avec i pour reste, on divise i5 par 2) ce qui donne 7 avec i pour reste, on divise 17 par 2^ ee qui donne 8 avec i pour reste, etc., elc<
Le chiffre 3 une fois posé, le reste étant i3i on dit, le tiers de i3 est 4 avec i pour reste, le tiers de i4 est 4 avec a pour reste, le tiers de 24 est 8, le tiers de 8 est 2 avec 2 pour reste, le tiers de aa est 7 avec I pour reste, le tiers de 17 est 5 avec 2 pour reste, le tiers de a5 est 8 avec i pour reste, etc», etc.
-^ == o,oî?564ïô256 ...
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LecbifFre a «ne fois poséi le reste étaht 22, on dit : le quart de il 3 est 5 avec 2 pour reste, le quart de 25 est 6 avec i pour reste, le quart de 16 est 4. le quart de 4 est i, le quart de i est o, le quart dé 10 est 2 avec 2 pour reste, etc., etc.
~- = Ojôiiiiin ...
— = o,oo84o3 ...
= 6,od3o25i25G28i4o7o35ï75879396o ...
ïfl9
— rz^ b,bo477 209 ' '
=^ O.OOlltl II ...
Dans le cas de - , chaque nombre décimal exprime le - du nombre
marqué par le chiffre antérieur : dans le cas de ~ , le - du nombre
marqué par le chiffre antérieur ; dans le cas de -^ , le i du nombre
marqué par le chiffre antérieur ; dans le cas de ^ , le > , etc. ;
dans le cas de — , le — du chiffre antérieur ; dans le cas de -- , le
— ; dans le cas de — ; le --, etc. ; dans le cas de — -; le :^; dans le II 119» la 199 ' 20'
cas de — , le — : etc. ; dans le cas de -— , le ' du chiffre précédent: 309» 21* ' 999 100 f
etc., etc.
Lorsque la fraction exprimant le rapport des deux nombres décimaux consécutifs du quotient a pour dénominateur un multiple de
10, comme dans le cas de — la fraction —, dans le cas de — la
fraction ^ , dans le cas de -^ la fraction -4- 1 il suffit évidemment
3o ' 1999 aoo *
de diviser par -, l, ... des tranches de 2, 3, ... chiffres.
Lorsque le dividende est plus grand que le diviseur, il est clair qu'il faut calculer d'abord la partie entière du quotient et le premier chiflre décimal, puis appliquer à ce premier nombre la fraction convenable.
Nous ajouterons ici une petite récréation, que nous empruntons au remarquable ouvrage de M. Laisant, Ylniliaiion mathématique. Si on demande quel est le plus grand nombre qu'on peut écrire en employant 3 fois le chiffre 1 et 3 fois le chiffre 0, au premier abord on serait tenté de dire que c'est le nombre 11 1000, ce n'est pas tout à fait exact. Le plus grand nombre que l'on peut écrire avec les chiffres 1 et o employés chacun 3 fois est l'unité suivi de dix
milliards de zéros. C'est le nombre 10**^ .
Le nombre 10^^ est égal à dix milliards. De même le plus grand nombre que l'on peut former avec le chiffre 9 pris 3 fois n'est pas
PREMIÈRE PARTIE
« Les hommes ne sont jamais plas ingénieux que dans l'invention des jeux ; Tesprit s*j trouve à ton aise... Après les jeux qui dépendent uniquement des nombres viennent les jeux où entre la situation... Après les jeux où n'entrent que le nombre et la situation viendraient les jeux où entre le mouvement... Enfin il serait à souhaiter qu'on eût un cours entier des jeux, traités mathématiquement. »
(Lbibritz : lettre â de Montmort^ 99 juillet 1715).
QUELQUES QUESTIONS D'ARITHMÉTIQUE ET D'ALGÈBRE
On a souvent remarqué l'intérêt excité par la recherche des relations qui existent entre les nombres d*une certaine forme. La plupart des ouvrages sur les .Récréations mathématiques contiennent bien des questions dont les solutions évidentes pour ceux qui ont quelques notions 4'ftlgè|>re présentent cependant, à beaucoup de personne^,
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un attrait, un plaisir, analogue à celui qu'éprouve un mathématicien en découvrant une proposition d'arithmétique supérieure. Nous consacrons le présent chapitre à ces problèmes élémentaires que nous ferons suivre de quelques remarques sur une ou deux questions relatives à la théorie des nombres.
Avant d'entrei* dans le cœur du siijét nous ajouterons que la plupart des questions élémentaires mentionnées ici et dans les deux chapitres suivants sont empruntées à une ou deux sources. La première est un ouvrage devenu classique, les Problèmes plaisants et délectables^ par G. G. Bachet, sieur de Méziriac, ouvrage dont la première édition parut en i6ia et la seconde en i6a4 '• nos références s'appliquent k l'édition de 1634* Plusieurs des problèmes traités par Bachét sont puisés dans les écrits de Alcuin, Pacioli dî Ëurgo, Tartaglia, ou Cardan, il est même possible que quelques-uns d'entre eux aient une origine orientale, mais nous n'avons fait aucune recherche pour vérifier cette assertion. La seconde source à laquelle il est fait âlltiâidn plus haut est un ouvrage d'Ozanam : Les Récréa^ tions mathématiques et physiques, La majeure partie de l'édition originale publiée en deux volumes à Paris, en 1694, est une compilation des ouvrages de Bachet, Leurechon, Mydorge, Van Etten et Oughtred ; cette partie est excellente, mais on n'en peut pas dire autant des additions dues à Ozanam. La Biographie universelle mentionne des éditions subséquentes parues en 1720, 1785, I74if 1778 et 1790; l'édition de 1778 a été publiée à Paris chez Ant. Joubert, elle com- ^ ^ urnes. En 1696, une édition fut publiée à Amster-
dam ; en 17^3, sii ans après la mort d'Ozanam, une nouvelle édition parut en trois volumes avec un quatrième volume supplémentaire contenant (entre autres choses) un appendice sur les jeux. Des éditions nouvelles furent publiées en 1741 et 1760 (le second volutiie de cette derhière porte là date dte 1749), 1770 et l'j^ô. On ^réleiid qiite l'éditioh de 1760 a été corrigée par Montucla sous la condition que iori hbth ne serait pas mis en évidence, mais l'éditiôii de 1790 est là plus récente dans laquelle il est fait itietition de ces cofrectiorts et encore l'éditeur ne désigne Pauteut qtië pdr
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M***. Montucla rectifia à peu près tout ce que les anciennes éditions renfermaient ditiicDtriect et ajouta plusieurs notes historiques, malheureusement il se fit un scrupule de retrancher la description d'un certain nombre d'expériences par trop communes et de banalités qui dé|)arent Kouvrage. Une traductioil anglaise de l'édition originale parut en 1708 et parVmt, ctoyons-nous, à qtiâtre éditions dont la dernière fut publiée à Dublin en 1790. L'éditidh de 1790, expurgée pât Moiitucla, fut ti^âdiiite pàt G. Hutton et cette traduction donna tiaiësâiifcé atix éditions de î8o3 et 18 14 et à celle de t84o (en Un seul volurtle). Leà références de cet ouvfage à'appliqueht aux éditiôtis de i8o3 et i84o.
Nous allons maintenant examiner quelques questions élémentaires sur les nombres ^Ui, depuis près de trois siècles, constituent le fonds de tous les ouvrages sur les récréations ou amusements mathématiques. Nous en parlons ici, noh à cause de l'ihtétét qu'elles présentent aU point de vue arithmétique, mais uniquement à cause de leur intérêt historique. Aux lecteurs qui, dès les premières lignes, n'y trouveraient pas Tàttrait espéré, nous conseillons de passer de suite à la dernière partie de ce chapitre.
Ces questions sont, à proprethent pdrler, des tours ou des amusettes et nous les présentons soUs cette forme ; nous pouvons encore ajouter que plusieurs d'entre elles sont insignifiantes et ne devraient pas être proposées, métne comme tours, à moins de bien dissimuler la façon d'opérer. Mais comme hotte intention n'est pas de faire deviner des énigmes, nous nous abstenons de faire allusion aux divers moyens de déguiser les opérations à efflectuér en nous contentant d'une simple énumération des calculs nécessaires pour arriver ttu résultât. Terminons en rappelant cette règle fondamentale qu'aucun tour, si agréable et si joli qu'il soit, ne souiTre Une répétition immédiate et que lorsqu'on se propose de le refaire, il est indispensable d'obtenir le résultat en suivant une autre méthode.
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DEVINER UN NOMBRE PENSÉ
Un nombre pensé par une personne peut se déterminer de bien des façons différentes quand on connaît le résultat d'une suite d'opérations effectuées sur ce nombre. Nous nous bornerons à présenter ici quelques méthodes pouvant être considérées comme types. Les personnes familiarisées avec l'algèbre n'éprouveront aucune difficulté pour modifier les règles données ou pour en imaginer d'autres analogues.
Première méthode (^). — i° Dites & la personne qui a pensé un nombre de le tripler ;
a° Le produit obtenu est pair ou impair ; s'il est pair, faites-en prendre la moitié ; s'il est impair, commencez par faire ajouter i avant de prendre la moitié ;
3° Le résultat de l'opération doit être multiplié par 3 ;
4^ Du produit obtenu faites retrancher 9 autant de fois que posssible et demandez combien de fois la soustraction a pu se faire : supposons que ce soit n fois ; (cela revient à faire diviser par 9 et à demander le quotient).
5° Vous pouvez alors affirmer que le nombre pensé est an ou an + I suivant que le résultat de la première opération est pair ou impair.
La démonstration est évidente.
Tout nombre pair étant de la forme an, la suite des opérations effectuées sur un pareil nombre nous donne successivement les résultats suivants :
io6n; a'>-6n = 3n; 3o3nx3=9n; 4» 25 = „
(*) 6agi|et. — Problèmes plaisants^ Lyon, 1624. PrqbUme I, p. 53,
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6° D'où le nombre pensé an.
Considérons, en second lieu, un nombre impair dont la forme générale est an + i| la suite des opérations nous donne encore : I® (an H- i) X 3 = 6n 4- 3 nombre impair;
ao i ( 6/n- 3 + i) = 3n -4- a ; 3« (3n 4- a) X 3 = gn -h 6 ;
4^ Ce nombre divisé par 9 donne pour quotient n et pour reste 6:
5® Le nombre cherché est donc bien an -h i .
Sôconde méthode (*)• — On invite la personne qui a pensé un nombre à effectuer la série des opérations suivantes :
I® Multipliez le nombre pensé par 5.
a^ Ajoutez 6 au produit ;
3® Multipliez la somme obtenue par 4 ;
4* Ajoutez 9 au nouveau produit ;
5^ Enfin multipliez par 5 la dernière somme obtenue.
On se fait alors donner le résultat de cette série d'opérations, on en retranche mentalement i65, et en divisant par 100 ce qui reste, on obtient le nombre pensé.
Soit, en effet, n ce nombre ; leropérations effectuées successivement nous donnent :
3» (5n -h 6) X 4 = aon -f- a4 ;
4" aon + a4 -H 9 = ao.n -+- 33 ;
5^ (ao.n -h 33) X 5 = loon -h i65.
Ce dernier résultat justifie la règle.
Troisième méthode (^)* — Comme précédemment, la personne qui a pensé un nombre est invitée à effectuer cette suite d'opé* rations :
(') Bachet donne uno règle semblable. Problhme IV, p. 74. (*) Bagiiet. — : Problème V, p. 8o,
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1° Multipliez le nombre pensé par un nombre quelconque, mais connu, a;
2° Divisez le produit par un second nombre connu, b ;
3<* Multipliez le quotient par un troisième nombre, c ;
^^ Divisez 1^ noi^yeavi résultat par un quatrième nombre, d ;
5° Faites encore diviser ce dernier résultat par le nombre pensé ;
6^ Au quotient, faites ajouter le nombre pensé et demandez le résultat final ;
7° En en retranchant le nombre r^, le r^ste obtenu e^t le
nombre cherché.
Car, désignons par n ce nombre inconnu, le résultai ^ quatre
premières opérations est de la forme n X r^; l'opération (5**) nous donne jj-i • et l'opération (6**) '* + r-j '
Retranchant alors de ce résultat ,^, op obtient hieu }e nombre
pensé n.
On donne aux lettres a, 6, c, d, des valeurs numériques quelconques; par exemple pour a = 12, 6 = 4, c = 7, et d = 3, on a :
O - TxJ "^ ''•
et il suffit de retrancher 7 du résultat obtenu après la sÎKième opération.
Quatrième méthode (*). — On demande à une personne de penser un nombre plus petit que 90, puis :
(^) EdacMional limes, i^' mai 1896, vol» J^LVllI, p. 334*
MVnsB un voiibbe pbisI 6â
1° Faites-le multiplier par lo et faites ajouter au produit un nombre quelconque mais connu, a, choisi plus petit que lo ;
â^ La iomaie obtenue est divisée par 3 et ofi prend note du reste de Topération, soit b ce reste ;
3° Le quotient précédent est multiplié par lo et on fait ajouter au produit un nombre arbitraire mais connu, c, plus petit que lo ;
4** Faites diviser le résultat par 3 et prenez encore note du reste de l'opération ; soit d ce reste ;
Soit également e le troisième chiffre, à partir de la droite, du quotient de la division.
Connaissant a» b, c, d et e, le nombre pensé se détermine sans difficulté.
Ce nombre est, en effet, de la forme Qx -{- y et, par hypothèse, on a :
aï <s 9 avec y *< 8.
Si r est le reste obtenu en divisant par g l'expression
a — 6 -H 3 (c — d), on a : a? = c et y = 9 — ''.
La démonstration peut se présenter comme il suit : Le nombre pensé étant gx •+- y, la première opération nous donne :
(g. a; -f-y) X lo -h p, ou go,x -f- loy 4- «,
ou encore
go.a; -h g.y + y -+- a.
et ce dernier nombre est de la forme mult. g -+- ( J -h a).
Le reste de la division par 3 sera, par suite, le môme que celui de la division de y -{- a par 3 et noua pouvons poser
j4-a = 3p + 6, (6 étant plus petit que 3).
doù
{9-^ -H r) X lo -h a = 90.1; -+- g.y 4- 3/? -i- 6.
La division par 3 nous donne pour quotient 3o.x -^ Sy -\- p et, pour reste, b.
On fait ensuite multiplier ce quotient par loet ajouter au produit 0, plus petit que lo, ce qui nous fournit Fexpression :
3ooac 4- Soy 4- lo.p + c,
que nous pouvons mettre sous la forme Sooa; 4- 3oy -f- g.p 4- /) 4- c.
Le reste de la division par 3 de ce nouveau nombre sera encore le même que celui de la division de /> 4- c par 3 et, si nous posons p 4-c = 3.qf4-rf, on obtient pour quotient, en eflectuant Topération, iooaî4- ioy-4-3p4-9et pour reste d.
Gela posé, de y << 8 et a << g, on déduit y 4- a << 17, il en résulte p << 5 ; de/) -< 5, avec c < 9, on déduit : p 4- c < i4 et g < 4.
On a donc
loy 4- 3p 4- g < 80 4- i5 H- 4.
ou
loy 4-3p 4- g<99;
c'est-à-dire que le quotient 100 a? 4- loy 4- 3 p 4- 5 n'a que trois chiffres ; son troisième chiffre, à partir de la droite, est donc bien x
En second lieu, les relations y4-a = 3p4-6, p4-c==3g4-fc nous donnent
d'où
a — 64-3 (c — d)4-yr= mult. 9.
Or, y étant plus petit que 9, le reste r de la division par 9 de
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Pexpression a — 6 -t- 3 (c — d) est le complément à 9 du nombre y
y 4- r == 9 d'où j = 9 — r.
(En raisonnant ainsi on suppose a — 6 + 3 (c — d) 5> 0, si celte expression était négative, on voit de suite que y = r; on peut d'ailleurs assigner à a et c des valeurs convenables pour éviter que ce cas se présente).
En résumé, notre méthode nous permet de déterminer x ç\.y et, par suite, de former le nombre pensé 9 ir -h y.
Cincniième méthode (^)* — Demandez à quelqu'un de penser un nombre plus petit que 60 ; puis :
i® Faites-le diviser par 3, et prenez note du reste de l'opération, soit a ce reste ;
2® Faites diviser le même nombre pensé par 4 et prenez note du reste de l'opération, désignons-le par h ;
3® Faites encore diviser le nombre pensé par 5 et notez le reste de l'opération, soit c.
Le nombre pensé est le reste obtenu en divisant par 60 l'expression koa -{- 45.6 + 36. c.
Celte méthode peut être généralisée de façon à s'appliquer à un nombre pensé quelconque. Soit a', 6', c'..., une série de nombres premiers entre eux deux à deux et dont le produit est p. (La règle donnée par Bachet s'applique au cas des trois nombres, 3, 4 et 5).
n étant un nombre quelconque plus petit que p, représentons par a, 6, c..., les restes obtenus en divisant respectivement n par d, 6', c'... Déterminons un nombre A, de la forme, multiple de a' -H T, qui soit en même temps multiple du produit 6'.c'.c?'...
De même, déterminons un nombre B de la forme mult. 6' -h i , qui soit divisible par le produit a'.c' .d',,, soient également C, D..., des nombres de la forme mult. c' -h i, mult. à! -h i..., déterminés
(*) Bachet. — Problème VI, p. 84- Bachet ajoute à la page 87 une note historique sur cette question.
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de la même manière. Nous nous proposons de démoniFer que n est égal au reste de la division par p, de l'expression A.a -|- B.6 -h C.c ■+• D.d -h ...
Posons N = A.a H- B.6 -i- Ce -+• D.d ♦.., et convenons de représenter par M (x) un multiple de x.
A = M (a') ~h I. par conséquent A.a = M (af) -+- a.
Dès lors, si le premier terme de N, c'est-à-dire A.a, est divisé par a', le reste de Topéralion est a.
Par hypothèse, B est un multiple de a'.c'.d'-.. par sqite B.6 est divisible par a'; il en est de même des termes Ce, D.d... etc. D'où cette conclusion que tous les termes deN, à l'exception du premier, sont des multiples de a!.
Donc, en divisant N par a', le reste de l'opération est a.
Or, le nombre n divisé par a' donne pour reste a;
On a, dès lors, l'égalité :
on trouve de même :
Mais les nombres a', 6', e' ..., étant premiers entre eux deux à deux, on a, d'après un théorème connu
N — n = M (a'.ô'.e'...) = M (p), ou encore
et comme n est plus petit que /), le reste obtenu en divisant N par/> est bien fi, c'est-à-dire le nombre pensé.
La théorie des nombres nous fournit des règles permettant de calculer A, B, G ...; mais si les diviseurs a', b\ c' sont choisis
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assez petits, les nombres correspondants A, B, C, .«*, se déterminent sans difQcuité après quelques tâtonnements.
La règle donnée par Bachet correspond au cas où
a' = 3, 6' = 4, c' = 5* p == 6o» A = Au, B = 45 et c = 36.
Si le nombre pensé est plus petit que 4ao, on peut prendre
a = 3, 6î^4, c = 5» d=57; A = a8o, B=io5, C =5 336 et D=i20
8i2tiéme méthode. — Deviner un nombre pensé entre o el î5 in-* clasivementf sans poser aacune question.
On commence par prier la personne d'ajouter i -au nombre pensé, puis de tripler la somme ; la suite des opérations à eflectuer se dÎTlse alors en 4 périodes qu'il importe de bien noter :
Première période. — On fait prendre la moitié du résultat obtenu et multiplier par 3, cette moitié ;
Deuxième période. — On fait prendre la moitié du dernier résultat et multiplier par 3 le résultat obtenu ;
Troisième période. — On fait encore prendre la moitié du dernier produit.
Quatrième période, — De nouveau et une dernière fois on divise par 3.
Ainsi qu'on le voit, on fait prendre 4 fois les moitiés des derniers résultats, mais si ces résultats sont impairs, on doit, avant de faire la division par 2, les augmenter de i.
Cela posé eiaminons ce qui se produit avec les i5 premiers nombres.
Représentons par N le nombre pensé.
On se prdpose dans la première période, de faire prendre la moitié de l'expression 3 (N + i).
La division par a ne pouyant se faire que si N est impair, il en
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résulte qu'on est Gxé, dès la première période, sur la parité du nombre pensé.
Montrons maintenant comment les opérations effectuées dans les trois autres périodes permettent de déterminer N,
Supposons d'abord N impair
N = I, 3, 5, 7, 9, I r, i3 ou i5.
Deuxième période. — On fait diviser par 2 le nombre - (N 4- 1) 3^
et le résultat obtenu est multiplié par 3.
Si la division peut se faire N + i est de la forme mult. 4 c'està-dire que l'on a :
N = 3,7, II ou i5
Si la division ne peut pas se faire, N = i,5, 9 ou i3. Donc après la deuxième période, le cboix est limité entre 4 nombres*
Troisième période. — 1° Supposons que la division par a de
1 (N + 1) 32 ait pu se faire, 4 (N 4- i) 3^ est entier et N = 3,7, ii
ou l5.
On a encore à diviser par 2 l'expression ^ (N H- i) 3'.
(a) Si la division peut se faire N -f- i est de la forme mult. 8 et N = 7 ou i5.
(6) Si la division n'est pas possible, on divise par 2 l'expression
^L:±-i X 3«-+. I et N = 3ouii, 2^
2° Supposons que l'expression X 3' ne soit pas divisible
par 2, on a à choisir entre i, 5, 9 ou 1 3, et on fait diviser par 2
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Le résultat est de la forme ^ , on le fait multiplier
par 3, ce qui donne
et c'est cette nouvelle expression que l'on se propose de diviser par a. Or, elle peut s'écrire
(c) Si la division est possible, 27 N 4- i est de la forme mult. 8 alors N = 5 ou i3.
(d) Si la division n'est pas possible, on fait diviser par a
^^ ^ — j h I et N = I ou 9.
Donc, après la troisième période^ le choix est limité entre deux
nombres.
. fN 4- 3' Quatrième période. — 1° L'expression 3-^ — est entière.
On divise par a.
Si la division peut se faire N 4- i est de la forme mult. de 16, etN = i5.
Si la division ne peut se faire, on divise par a,
et 9N 4- I est de la forme mult. de 16, d'où N = 7. a^ L'expression ^^ ^^ — n'était pas divisible par a.
C'est alors l'expression i [<^^ + i] ou (N 4^ i) 3» 4- a« <juHl a'agit de diviser par a.
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Si la division est possible ^ — ^H^-l représente un nombre
entier et 27 N — i est de la forme mult. 16, d'où N =3. Si la division n'est pas possible, l'expression
est entière, et 37 N 4- 7 = mult. 16, d*où N = n.
3" L'expression ^ ^ ■ 3 ^ représente un nombre entier.
On fait diviser ce nombre par a.
Si la division est possible 27 N 4- i = mult. de 16 et N = i3.
Si la division n'est pas possible - 1 ^ 1-^ h i 1
i •' ^ représente un nombre entier
ou
3N-h I =mull. de i6 et N 1= 5.
,oT. • I r(N -4-i)3»-h2.3 . ^"1 (27N + 5)+3a 4 L expression - 1 ^^ ^ h i 1 ou ^— ^ -^ ■
est divisée par 2. Si la division peut se faire
27 N -+- 5 = mult. 16 et N = I
Si la division n'est pas possible N = 9.
On ferait une analyse identique en partant de la supposition N pair.
Les opérations précédentes sont rappelées à la mémoire par l'un des huits mots ci-après. Chacun d'eux est composé de 3 syllabes et celles où se trouve la voyelle î indiquent les périodes où pour prendre la moitié on a été obligé de faire ajouter i .
La quatrième période fait connaître celui des deux nombres attribués à chacun des 8 mots qui a été choisi. Si on peut prendre la moitié sans faire ajouter i, c'est le Qombre coi^tQiiu dltn4 la premier^
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colonne, dans le cas contraire, c'est le nombre de la deuxième colonne.
pi lo ri , 8
bou li mie g i
in di go 10 2
me lo die 1 1 3
fi ga ro 13 4
do mi no 5 i3
mis tl gri * . . . . i4 6
ma te lot , 716
Exemple* — Supposons qu'on ait pensé le nombre 6.
Première période, — La division ne pouvant se faire sans ajouter I, le nombre pensé est Tun de ceux qui correspondent aux mots
pi lo ri o 8
in di go 10 3
fi ga ro 13 4
mis ti gri i4 6
Deuxième période, — La'division par 2 ne pouvant encore se faire, le nombre pensé est l'un des 4 qui correspondent aux deux mots.
in di go i4 6
mis li gri . . . , 10 3
Troisième période. — La division par 2 n'étant pas possible, le nombre cherché est Tun des deux nombres i4. 6, qui correspondent au mot mistigri.
Quatrième période . — La dernière division par 2 ne pouvant se faire, le nombre cherché est celui de la deuxième colonne, c'est-àdire le nombre 6,
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TROUVER LE RÉSULTAT D'UNE SÉRIE D'OPÉRATIOiNS EFFECTUÉES SUR UN NOMBRE QUELCONQUE (QUE L'ON NE CONNAIT PAS) SANS POSER AUCUNE QUESTION
Tous les probièmes de cette nature dépendent de la façon de combiner les opérations que Ton fait effectuer ; il s'agît, en définitive de conduire les calculs de telle sorte que le nombre pensé disparaisse et ne figure pas dans le résultat. Quatre exemples suffiront :
Premier exemple (*). — Une personne ayant pensé un nombre que nous désignerons par n, dites-lui :
1° De le multiplier par un nombre arbitraire, a ;
2° D'ajouter au produit un second nombre arbitraire, mais connu, b;
3° De diviser la somme obtenue par un troisième nombre, également quelconque, mais connu, c ;
4° Faites maintenant prendre la fraction - du nombre pensé et
5° Faites retrancher cette fraction du résultat de la troisième opération.
Ce résultat est et la fraction déterminée par l'opération
(4-) est ?3?-
La dîffiérence entre ces deux nombres est égale à
c ce
Elle nous est donc connue et nous pouvons l'annoncer.
(*) B4GHET. — Problème VIII, p. loa.
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Par exemple, si a = 6, 6 = la, c = /|, on obtient comme résultat final -7- = 3.
Deuxième exemple (*). — Invitez une personne A à prendre un nombre quelconque de jetons, n par exemple, mais sans désigner ce nombre, puis :
I" Dites à une autre personne, B, de prendre/) fois autant de jetons, p étant un nombre quelconque que vous choisissez ;
2° Dites à la personne A de donner à B, g de ses jetons, q étant un second nombre quelconque que vous fixez.
3** La seconde personne B devra ensuite passer à A un nombre de jetons égal à p fois celui que A possède.
Il reste alors entre les mains de B, ^ (p H- i) jetons : ce nombre vous est connu et le tour peut se faire, soit en mentionnant directement le résultat, soit de façon à exciter davantage la curiosité des spectateurs.
Le raisonnement est des plus simples : à la fin de ropération(a^), A possède, n — q jetons ; et B en a pn -f- ç ; à la fin de l'opération (3®), B a passé à A, /) (/i — q) jetons et, par conséquent, il lui en reste : p.n + g — (n — q) p ou p.q -f- 7 = (p 4- 1) 9. nombre connu.
Par exemple, si à l'origine A prend un nombre quelconque de jetons et si nous supposons p = a, g = 3, B devra prendre deux fois plus de jetons que A, puis A lui en passera 3.
B donnera ensuite à A un nombre de jetons égal au double de celui que cette personne possède et il lui restera :
(2 -h i) X 3 = 9 jetons.
Ce tour (comme aussi quelques-uns des problèmes suivants) peut
(») Baghet. — Probl. XIII, p. laS. Bacheta présenté également cette récréation d'une façon un peu plus générale, mais moins réalisable pratic(uement.
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également se faire avec une seule personne en convenant de repré* senter par A sa main droite et par B sa main gauche.
Troisième ôxemple. — Faites efTectuer la série d'opérations suivante :
1° Écrivez un nombre quelconque de trois chiffres ;
a<> Ëcrivez le nouveau nombre obtenu en renversant Tordre des chiffres du premier ;
3^ Effectuez la différence de ces deux nombres ;
4° Ëcrivez le nouveau nombre formé en renversant Tordre des chiffres de cette différence;
5° Ajoutez ce dernier nombre avec la différence obtenue plus haut (3°).
Le résultat de cette dernière opération est toujours 1089 quel que soit le nombre primitivement pensé.
Le tableau récapitulatif suivant explique avec un exemple notre règle.
(i®) 782 loo.a -h 10.6 -f- c On suppose e <C a.
(2**) 287 fooc H- 10.6 -4- a
(4'^) 594 ioo(io-hc— g) -4- 90 -h (g — c — i)
(S*») 1089 goo H- 180 -h 9
Remarque, — La question peut se généraliser et s'appliquer à un nombre écrit dans un système quelconque de numération.
Soit, en effet, 6 la base du système et représentons par m,nyp les unités du premier, du deuxième et du troisième ordres ; supposons d'ailleurs m < p.
On a successivement :
(1°) pXb^-^nx 6H-mou(p— i)62-h/i6 + (6— i)6-hm-+-6
(2«) mXb^-\-nXb-hp
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Ce résultat ne dépend donc que de la base du système de numération. Si 6 = 10, on a bien :
Cette généralisation nous donne le moyen d'étendre la récréation à un nombre de plus de trois chiffres.
Quatrième exemple (*). — La récréation suivante est du même genre et repose sur un principe identique : elle s'exécute avec des nombres complexes et, dans notre exemple, nous opérons sur les monnaies anglaises.
(i*) Écrivez une somme d'argent quelconque plus petite que la livres sterling, le nombre des livres étant différent de celui des pence :
(a*) Renversez cette somme, c'est-à-dire, faites écrire au-dessous de la première, la somme obtenue en intervertissant Tordre des livres et des pence :
(3*) Faites la différence entre ces deux sommes et
(4**) Renversez cette différence
(5*) Additionnez enfin les résultats (3*) et (4") et vous obtenez pour somme le nombre :
Prenons, par exemple, la somme i, i o 1 7* 5**, nous résumons, ci-après, les opérations effectuées (*) :
(i**) lo 17 5
(') Edacathnal Timet Reprints, 1890, vol. LUI, p. 78. (*) Bachbt. — Problème IX, p. 107.
Le tableau suivant explique la façon d'opérer et montre que le résultat final est indépendant de la somme écrite à Torigine.
c — a -h 12 nous supposons c <^ a a — c — i £ s d
'II ou la 18 II
Addition. — Citons encore une dernière récréation du même genre peu remarquée jusqu'ici, croyons-nous.
Faites écrire un nombre quelconque de trois chiffres tel que ses chiffres aillent en diminuant d^une unité de gauche à droite ; oa forme un nouveau nombre en renversant Tordre des chiffres du premier.
La différence entre ces deux nombres est constante et égale à
C'est une application de cette proposition générale :
Dans tout système de numération, la différence entre un nombre de
n chiffres y dont les chiffres croissent d*une unité de droite à gauche^ et
ce nombre renversé est constante.
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et l'autre impair, et invitons une personne A à choisir l'un d'eux, une seconde personne B prendra Fautre. Il s'agit de déterminer le nombre choisi par A.
Dites à A de multiplier le nombre qu'elle a pris par 2 (ou par un autre nombre pair quelconque), et à B de multiplier par 3 (ou par un autre nombre impair quelconque) le nombre qu'elle possède ; puis faites ajouter les produits obtenus et demandez le résultat. Si cette somme est paire, A avait en sa possession le nombre impair et, par suite, B avait le nombre pair ; si, au contraire, la somme est impaire, A avait pris le nombre pair et B le nombre pair.
La raison en est évidente.
Deuxième exemple Q)> — Le procédé que nous venons de décrire a été étendu par Bacbet à deux nombres quelconques premiers entre eux, mais tels que l'un d'eux au moins ne soit pas premier absolu.
Soient m et n les deux nombres en question premiers entre eux et représentons par p un diviseur de n .
Dites à la personne A de choisir l'un des nombres m ou n et à B de prendre l'autre. Soit q un nombre premier avec/). Faites multiplier par q le nombre pris par A et par p celui pris par B ; faites ajouter les produits et demandez le résultat. Suivant que cette somme est ou n'est pas divisible par /), la personne A a en sa possession le nombre n ou le nombre m.
On peut prendre comme exemple numérique :
m = 7, rt = i5, p = 3, ç = a.
(*) Bachet. — Problème XI, p. ii3.
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DE LA BASE DU SYSTÈME DE NUMÉRATION
Plusieurs des problèmes permettant de trouver deux ou plusieurs nombres reposent sur ce fait qu'un nombre entier quelconque peut s'écrire sous forme d'une somme de termes dont chacun est égal au produit d'un chiffre par la puissance de la base qui correspond à l'ordre des unités représentées par le chiffre considéré*
Par exemple dans le système décimal
Trois applications numériques suffiront pour fairo comprendre rapidement le principe de la méthode.
Premier exemple (^). — Un tour assez commun consiste k demander à un enfant de jeter deux dés sur la table ou de choîsÂr au hasard, dans un jeu, un domino marqué sur chaque moitié. On prie alors l'enfant de bien se souvenir des deux nombres sortis, puis de multiplier Tun d'eux par 5, d'ajouter 7 au produit, de doubler ce résultat et fmalement d^ajouter le second nombre. Si du nombre ainsi formé, la personne qui fait le tour retranche mentalement i4» elle obtient un nouveau nombre de deux chiffres qui sont précisément les deux chiffres sur lesquels l'enfant a opéré.
Supposons, par exemple, que les deux nombres sortis ou choisis soient a et b, ces deux nombres sont nécessairement plus petits
(}) Quelques questions semblables ont été données par Bachet dans le problème XII, p. 117; par Oughtred dans ses Mathematica Récréations (traduites ou tirées de l'ouvrage de Yan Ëtten portant la date de i633, Londres i653, problème XXXIV; et par Ozanam, part, i, chap. x.
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que 10 (puisqu'ils ont été obtenus 'avee des dés ou un jeu de dominos). Les opérations successiTement faites nous donnent :
5a ; 5a -4- 7 ; (5a -h 7) X 2 = lo.a -h i4 ; loa -f- i4 -f- 6 ;
et en retranchant i4 on a bien un nombre écrit dans le système décimal dans lequel 6 est le chiflre des unités et a le chiffre des dizaines.
Le tour peut se reprendre dans un autre système de numération si on juge utile de cacher le procédé.
Deuxième exeirple (0* — ^® même, si on fait choisir trois nombres a, 6, c, plus petits que lo, on peut les trouver en opérant comme il suit :
I® Faites prendre un de ces nombres, le premier par exemple a, et faites-le multiplier par 9 ;
a® Faites ajouter 3 au produit ; le résultat est a. a H- 3 ;
3° Ce résultat est multiplié par 5 et on fait ajouter 7, on obtient lo.a -h 22 ;
4** A cette somme faites ajouter le second nombre ;
5® Faites doubler le résultat obtenu ;
6® Puis dites d'ajouter 3 au nouveau produit ;
7* Enfin, faites multiplier par 5 et ajouter le troisième nombre.
Le résultat finalement obtenu est de la forme
Connaissant le résultat il suffit d^en retrancher mentalement a35 pour avoir le nombre écrit dans le système décimal avec les trois chiffres a, 6, c choisis à l'origine.
On peut appliquer une règle semblable pour déterminer le jour de la naissance et l'âge d'une personne. Le résultat obtenu est un nombre de six chiffres dont les deux premiers à gauche donnent le
(') Bachot donne quelques questions semblables dans le problème XII, p. 117.
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jour du mois de la naissance, les deux chiffres du milieu le rang de ce mois et les deux derniers à droite, l'âge actuel (supposé bien entendu moindre que loo.)
Troisième exemple (*). — La règle suivante pour trouver l'âge d'une personne est analogue.
Prenez le chiffre des dizaines de Tannée de la naissance ;
I** Faites-le multiplier par 6 ;
2® Dites d'ajouter a au produit ;
3^ Faites multiplier le résultat par a ;
4° A ce nouveau produit faites ajouter le chiffre des unités de Tannée de la naissance ;
5^ Enfin, faites retrancher la somme de iio et le résultat obtenu représente V^gQ de la personne en 1906 (•).
La démonstration algébrique de la rè^le est intuitive.
Soient a et 6 le chiffre des dizaines et celui des unités de Tannée de la naissance. Les opérations successivement effectuées nous donnent :
(i°)5a; (2°) 5a -4- 3; (3°)io.a-h4; (4") lo.a H- 4 4- 6 : (5°) iio — (lo.a -I- 4 H- 6) = 106 — (lo.a -+• 6),
et, cette dernière expression représente bien Vhge de la personne en 1906.
Il est facile de modifier la règle pour obtenir Tâgc à une époque déterminée.
(') Une question de même genre est traitée par Laisant et Perrin dans leur AlghàrCf Paris, 1892; et dans V Illustration du i3 juillet 1895.
(^) L'âge de la personne en 1907 s'obtiendrait en retranchant la somme de III, en 1908 il faudrait retrancher de 112 etc.
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AUTRES PROBLÈMES AVEC DES NOMBRES ÉCRITS DANS LE SYSTÈME DÉCIMAL
Nous mentionnerons encore ici deux ou trois autres questions dépendant du système de numération le plus répandu, c'est-à-dire du système décimal, et qui, autant que nous avons pu le vérifier, sont inconnues de la plupart des auteurs de livres de récréations.
Premier problème. — Prenez un nombre quelconque de trois chiffres, écrivez-le de nouveau en renversant l'ordre des chiffres, puis faîtes effectuer la différence entre ces deux nombres. Si alors, on nous donne le dernier chiffre de la différence, il est facile de déterminer les autres chiffres.
Soient, en effet, c le chiffre des centaines du nombre choisi, d le chiffre des dizaines et u celui des unités.
Le nombre en question s'écrit dans le système décimal
loo.c 4- io,d -h «;
le nombre forme en renversant les chiffres est
loo.ii -h lo.d -H c,
et la différence est égale à loo (c — u) 4- (a — c) ou à 99. (c — h). Mais, (c — «) ne surpasse pas 9, et, par suite, la différence ne peut être que l'un des neuf nombres :
099, 198, 297, 396, 495, 594. 693, 79a ou 891.
Dans chaque cas, le chiffre du milieu est un 9 et la somme des deux autres chiffres est également égale à 9 : dès lors, connaissant le dernier chiffre, on aura immédiatement le premier chiffre qui est son complément à 9.
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Second problème. — Voici une seconde question présentant quelque analogie avec la précédente.
1° Vous faites prendre un nombre quelconque;
2^ Faites-le écrire de nouveau mais en renversant Tordre des chiffres ;
3** Faites effectuer la différence entre ces deux nombres ; 4** Cette différence est multipliée par un nombre quelconque que, comme les autres, vous ne connaissez pas ;
5° Faites biffer dans le produit un chiffre quelconque (pourvu que ce ne soit pas un zéro).
6° Demandez le nombre restant (*).
Alors en retranchant la somme des chiffres du nombre restant du multiple de g immédiatement supérieur à cette somme, on a le chiffre biffé.
C'est une conséquence immédiate de ce fait que le résultat de l'opération (3°) et. par suite, celui de l'opération (4°) est un multiple de 9. Or, la somme des chiffres d'un multiple 4e 9 est ellemême divisible par g.
Troisième problème. — Deviner plusieurs nombres pensés. " ' // s* agit de déterminer le$ nombres qui ont été pensés pç^r un certain
nombre d* élèves après s* être fait donnerie produit de chacun des nombres
pensés par la somme de tous les autres.
Nous allons exposer la théorie de cette récréation qui ne peut ôtr<3
faite que par unp personne exercée aux calculs de décomposition ea
facteurs premiers.
(<) Il serait pr<^fér&blO| à notre avis, de faire e(^ect^or la soipme des chiffres du nombre restant et de demander connaissance de cette somme, au lieu de demander le nombre restant. On retranche la somme des chiffres du multiple de 9 immédiatement supérieur. La récréation présentée ainsi surprend davantage les élèvesi
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Considérons le cas de cinq nombres a, h, e, d et e» supposons que Ton ait trouvé
a{b -\- c -h d-i- e) = ï8o, b(a-i- c -h d -h e) = 294, c(a4-6H-(i + e) == 4i8, d{a -h b -h C -^ e) = 444, e(a-f-6-hc-t-d) = 5io,
il s'agit de trouver les nombres a, 6, c, d, i.
On voit d'abord que les premiers facteurs a, 6, c, d^ c, doivent être croissants comme les nombres 180, 294» 4i8, etc. ; car, les les deux premiers produits, par exemple, revenant à
a6 -h a (c H- d -H e), a6 -f- 6 (c -H rf 4- e),
puisque le second est plus grand que le premier, il faut que 6 soit plus grand que a.
On remarque ensuite que si Ton décompose les nombres trouvés 180, 294, etc. en deux facteurs, de toutes les manières possibles, parmi ces décompositions, chacun en fournira une qui donnera les deux facteurs du premier membre de l'égalité où il se trouve.
On peut remarquer aussi que si l'un des nombres a, b, c, d, e est plus grand que la somme des quatre autres, cela ne peut avoir lieu que pour le plus grand, c'est-à-dire pour celui qui correspond au plus grand produit. Si donc Tun des nombres donnés, le plus grand excepté, fournit un produit jo.^jf, qui fasse connaître les facteurs du premier membre de l'égalité où il se trouve, le plus petit des facteurs/} et q sera le premier facteur a ou b, etc. , et Pautrc sera le second facteur (6 -i- c h- d -+- 0) ou (a -h c -h d -+- e), etc.
Remarquons enfin que la somme des deux facteurs de chacun des premiers membres étant la même dans toutes les égalités, les produits p-î, p'.q'» P-'V» etc. qui les feront connaître seront tels qu'on aura
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et c'est ce qui les fera distinguer parmi tous les produits de deux facteurs que fourniront les nombres donnés.
Ces remarques faites, cherchons les diviseurs des nombres donnés» le plus grand excepté, et écrivons les pour chacun deux, la moitié sur une première ligne, dans l'ordre croissant à partir de i, puis l'autre moitié sur une seconde ligne, dans l'ordre décroissant à partir du nombre lui-même ; en sorte que le produit de deux diviseurs placés l'un sous l'autre sera toujours égal au nombre qui commence la seconde ligne. Nous aurons :
Pour i8o,
Pour 294,
Pour 4i8,
Pour 444.
i48, III
Parmi les couples de facteurs dont le produit est 180 dans la première suite et 294 dans la seconde, nous devons en chercher deux dont la somme des facteurs soit la même ; on trouve facilement que ce sont les deux produits 4 X 45 et 7 X 43, d*où l'on conclut que a = 4 et 6 = 7.
On cherche alors dans les autres suites, quels sont les couples dont la somme des facteurs est aussi 49. et l'on trouve 11 X 38 et 12 X 37, d'où Ton conclut que c=iietd==:iJ.
On connaît ainsi les quatre premiers nombres 4» 7. il 6t 12 dont la somme est 34 ; le cinquième nombre e est donc 49-3^ ou i5.
Avec un peu d'exercice et en posant la condition que les nombres pensés ne dépasseront pas une limite iîxée, 20 par exemple, on arrive à déterminer promptement les facteurs cherchés.
AUTRES PROBLÈMES
Questions diverses :
A la suite de ces problèmes on peut placer un grand nombre de questions sur les nombres dont on trouve les solutions d'une façon empirique et qui ne présentent aucun intérêt mathématique spécial.
Nous citerons, par exemple les suivantes :
I. Avec les dix caractères 9, 8, 7, 6, 5, 4» 3, 3, 1 et o former des nombres dont la somme soit égale à Vanité, chaque caractère ne devant être pris qu^une seule fois, mais la notation fractionnaire étant admise
Voici une solution
70 ago
Si la somme des nombres formés devait être égale à 100, au lieu de I , une des solutions serait
a. Une question plus difficile consiste à former avec les neuf ca-* ractères 9, 8, 7, 6, 5, 4» 3, a et i quatre nombres dont la somme est égale à loo.
Voici deux solutions
NUMÉROTÉS
Toute collection d'objets pouvant se distinguer facilement les uns des autres, en particulier et principalement une suite d'objets portant des numéros consécutifs, se prête à des récréations reposant sur les propriétés élémentaires des nombres. Comme exemples, nous décrirons quelques tours connus, dont les deux premiers s'effectuent avec une montre et dont les trois derniers se comprennent mieux quand on les exécute avec un jeu de caries ; c'est d'ailleurs ainsi que nous les présentons.
Premier exemple (*). — Dans celte récréation on utilise la subdivision en heures du cadran d'une pendule ou d'une montre.
(') Bachet. — Problème XX, p. i55 ; Oughtred. — Mathemalical Récréations f Londres, i653, p. a8*
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Voici comment on opère : on invite une personne à penser une heure, soit m par eiemple, et à en désigner ou en marquer une autre, n. Parlant alors de celte dernière heure la personne doit, en marchant en sens contraire des aiguilles, toucher successivement les heures en complant mentalement m, mH-i.m-f-a, ... jusqu'à' n 4- 12 : L'heure sur laquelle elle s'arrête est précisément Theure pensée.
Supposons^ par exemple, que cette personne ait pensé Y et qu'elle ait designé l'heure IX ; elle doit alors toucher successivement les heures IX, VIII, VU, VI, V, ... en marchant en sens contraire des aiguilles et en comptant 5, 6, 7» 8 ... jusqu'à IX -h 12 ou ai, à ce moment elle se trouve sur l'heure pensée V.
L'explication de la règle est évidente, car on arrive finalement en comptant mentalement à la (n -h 13 — m)* heure, mais puisqu'on marche en sens contraire des aiguilles, on doit passer sur (n — m) heures pour arriver à l'heure m, et augmenter celte différence (n — m) de 12, ti'a pour effet que de faire faire un tour entier du cadran.
L'expression n -\- 12 — m étant toujours positive puisque m est moindre que 12, en faisant pointer à la personne les heures jusqu'à la (n -h 12 — m)"% nous donnons à la règle une forme générale s'appliquant à tous les cas, que n soit plus petit ou plus grand que m,
Deu^iètliô exemple. — L'exercice suivant est une autre façon bien connue d'indiquer sur le cadran d'une montre ou d'une horloge l'heure pensée par quelqu'un. Nous ne connaissons pas l'inventeur du procédé.
Au moyen d'une baguette ou de tout autre objet léger on touche successivement les heures d'une pendule en partant d'une heure déterminée, VII, et en marchant dans le sens opposé à celui des aiguilles. La personne qui a pensé une heure compte mentalement en même temps jusqu'à 20, mais à partir de l'heure pensée (ainsi, ri elld à choisi ou pensé l'heure X, elle dira mentalement XI lorsque vous touchez VII, XII lorsque vous frappez sur VI, et ainsi de suite). Lorsqu'elle arrive à 20, la baguette est sur l'heure pensée.
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Supposons, en effet, qu'on ait pensé l'heure n, le 8* coup est donné sur l'heure XII et il est compté mentalement parla personne comme la (/i -+- 8)™' heure, le coup compté comme (n -f- g)*' heure est donné sur l'heure XI ; et d'une façon générale, le coup compté mentalement par la personne comme la {n -+- p)"* heure est donné sur l'heure 20 — p. Par suite, si l'on fait /> = 20 — /i, lorsque la personne en est à la 20^ heure, la baguette marque l'heure pensée, n. Il va sans dire que l'on peut changer l'heure de départ (et c'est ce qu'il faut faire lorsqu'on reprend la récréation), mais dans ce cas l'heure finale doit également être modifiée. Si Ton part de IX« par exemple, il faut compter jusqu'à la 22® heure (12 -+- IX -h 1).
Extension de la récréation précédente. — * Il est évident que le même tour peut s'exécuter avec une collection de m objets comme des cartes ou des dominos, en supposant m <^ 20*
Supposons en effet, que ces m objets soient disposés sur une table dans un certain ordre numérique et qu'un des spectateurs choisisse celui occupant le n® rang.
Il est bien certain que si, partant de Tobjet occupant le rang 19 — m, on remonte en sens inverse de celui primitivement adopté de 20 — m rangs, on tombe finalement sur le m* objet; de sorte que si, en même temps que vous touchez l'objet occupant le rang 19 — m, la personne qui a choisi une carte ou un domino compte /i -+• I, lorsque vous toucherez l'objet du rang m (en marchant en sens inverse) cette personne comptera mentalement (n + ao — m), lorsque vous aurez atteint le (m — i)™' objet, la personne en sera mentalement au nombre (/i -h 20 — m -H i) et en dernier lieu, l'objet de rang n, c'est-à-dire l'objet choisi, sera touché lorsque la personne aura compté jusqu'à (n -f- 20 — n) ou 20.
Troisième exemple. — L^exemple suivant peut être considéré comme une variante de l'extension précédente ; il est très simple et» à notre connaissance, ne figure dans aucun ouvrage.
On présente un paquet de n cartes à une personne en l'invitant à
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en choisir une parmi les m premières et de bien se souvenir (sans toutefois le faire connaître) du rang qu'elle occupe à partir de la carte qui se trouve au-dessus du paquet. Pour fixer les idées, supposons que ce soit la x"*. En reprenant le paquet, on renverse Tordre des m premières cartes (ce qui peut se faire facilement en les battant) et on fait passer y cartes {y étant plus petit que n — m) du dessous du paquet au-dessus. Cette opération a pour effet d'amener la carte, primitivement choisie, au f j -t- m — x 4- i)"' rang à partir de la carte supérieure. Le paquet de cartes est alors remis à la personne qui a fait le choix d'une carte en la priant de les abattre une à une en comptant mentalement x + i sur la carte supérieure, x -h a sur la seconde carte et ainsi de suite jusqu'à (/ -h w -h i), la carte abattue alors est celle qui avait été choisie.
On peut modifier comme on le veut la fin de cette récréation et faire varier / et m chaque fois qu'on la reprend ; les personnes peu familiarisées avec l'arithmétique se rendront difficilement compte de la façon dont on opère.
Quatrième exemple (^). — Faites tirer une carte d^un jeu et faites la mettre sur une table (face couverte) en plaçant au-dessus autant de cartes qu'il en faut pour que leur nombre ajouté à celui des points de la carte donne m comme total. Par exemple, si la carte tirée est le cinq de trèfle, on devra mettre au-dessus sept caries additionnelles. Les figures peuvent avoir une valeur conventionnelle quelconque assignée à l'avance, mais, en général, on les considère cemme valant lo. On recommence l'opération avec Une autre carte et on forme ainsi un nouveau paquet. L'opération est reprise ainsi trois ou quatre fois seulement, ou, si on le désire, autant de fois que possible avec le jeu que l'on possède. Supposons qu'on ait pu former ainsi p paquets et soit t le nombre des cartes qui restent, il s'agit de déterminer la somme des points des cartes choisies qui se trouvent à la base des paquets.
(*) Un cas particulier de ce problème est traité par Bachet, problhme
XVII, p. isa.
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Cette somme est égale à 1 3 (p — 4) 4- r.
Car si x représente le nombre des points de la carte à la partie inférieure d'un paquet quelconque, le nombre des cartes du paquet sera i3 — x.
Supposons que Ton opère avec un jeu de 63 cartes, ce nombre doit être égal à la somme des cartes contenues dans chaque paquet, augmentée des r cartes qui restent, c'est-à-dire que Ton a :
52 = (i3 — a'^)-f-(i3 — x^)-h{i3 — 0^3) + ... -+- (i3 — Xy)-hr. 52 = i3 X p — (a^i + a^a 4- 0^3 +... Xp) -h r,
d'où l'on déduit :
^1 ~+" ^2 "+" ^3 +••• -H ar^ = i3.p — 62 -f- r== i3 (p — 4) 4-r.
Plus généralement, si on considère un paquet de m cartes et si dans chaque paquet la somme des points de la carte inférieure et du nombre des cartes placées au-dessus est égale à m, la somme des points de toutes les cartes à la base des paquets aura pour expression (m H- i) p -h r — n.
Dans un jeu d'écarté, n = 32 et on fait généralement m =3 i5, l'expression précédente devient alors
i6p 4- r — 32 ou 16 (p — 2) 4- r.
Cinquième exemple. — Faisons d'abord remarquer qu'en coupant un jeu de cartes on ne modifie pas la position relative des cartes à la condition de regarder le jeu comme non interrompu, c'est-à-dire de considérer la carte supérieure comme faisant immédiatement suite à la carte inférieure. La récréation suivante s'appuie sur cette remarque (*).
Prenez un jeu de cartes que vous abattez successivement, une à une, faces apparentes, sur une table, en ayant soin de bien noter la carte abattue la première et en priant une personne de faire choix d'une carie dont elle retiendra le numéro d'ordre. Ramasses alors le jeu que vous faites couper (mais non battre) autant de fois
(») Bacuet. — Problème XIX, p. i52.
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qu'on le désire et demandez à la personne le rang de la carte pensée. Abattez alors de nouveau les cartes, comme la première fois, faces apparentes, et aussitôt que vous voyez passer la première carte abattue à Tongine, comptez mentalement i, 2, 3,... au fur et à mesure que les cartes tombent jusqu'à ce que vous arriviez au numéro indiquant le rang de la carte choisie. La carie qui correspond à ce numéro est précisément celle qui a été pensée.
11 va sans dire que si toutes les cartes sont abattues avant d'atteindre le numéro donné, on ramasse de nouveau les cartes, on retourne le jeu et on recommence l'opération en continuant le comptage.
Voici une autre récréation à peu près du même genre.
On commence comme plus haut par abattre les cartes, faces apparentes, en priant une personne d'en choisir une et de retenir son numéro d'ordre h partir de celle du dessus. Supposons que ce soit la n"*. On lui demande alors à quel rang elle désire la voir sortir dans le jeu ; supposons qu'elle choisisse le m"* rang. En ramassant les cartes faites passer adroitement m — n cartes de la partie inférieure du paquet à la partie supérieure (c'est l'inverse si n est plus grand que m, c'est-à-dire que, dans ce cas, on fera passer n — m cartes du dessus du jeu au-dessous) et la carte choisie se trouvera au rang assigné.
Siiciéine exemple- — Deviner les cartes pensées.
On dispose sur une table les neuf premières cartes de même couleur, dé Vas jusqu'au neuf, d'un jeu de 52 cartes , en invitant plusieurs personnes à penser chacune une carie. Il s* agit de deviner les cartes pensées.
On prie la première personne d'ajouter i au double du nombre des points de la carte pensée, et de multiplier le résultat par 5.
Ce produit étant écrit sur un morceau de papier, ou mieux sur une carte (sans que, bien entendu, il vous soit montré) on invite la première personne à passer la carte à la deuxième personne.
Cette deuxième personne est priée, à son tour, d'ajouter au résultat écrit sur le papier, le nombre des points de la carte qu'elle a
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pensée, et de doubler le total obtenu, d'ajouter ensuite i au produit, et enfin de multiplier par 5 le dernier résultat.
Elle passe alors le papier à la 3"** personne qui ajoute» au dernier résultat, le nombre des points de la carte qu'elle a pensée, double la somme obtenue, ajoute i au produit et multiplie par 5.
On continue ainsi jusqu'à la dernière personne.
On demande le résultat final obtenu, on en retranche (à part soi) un nombre formé d'autant de 5 qu'il y a de personnes ayant pensé une carte et le chifTre des plus hautes unités de la différence donne le nombre des points de la carte pensée par la première personne, le chiffre suivant représente le nombre des points de la carte pensée par la a"* personne, et ainsi de suite.
L'explication est trop simple pour que nous nous y arrêtions.
Lorsque l'un des chiffres dans la différence est zéro (à l'exception du dernier à droite, qui l'est toujours), c*est que la personne dont le rang correspond au rang occupé par le zéro, s'e^t mêlée au jeu sans penser de carte.
On remarquera que le nombre que l'on retranche, constitué par autant de 5 qu'il y a de personnes ayant pris part à la récréation, est précisément celui que l'on obtiendrait par le calcul précédent, si toutes les personnes n'avaient pensé aucune carte.
Considérons, en particulier, le cas de 5 personnes. Si toutes ces personnes pensent la carte i, le résultat trouvé serait i66.665 eton a bien i66.665 — 55.555 = iii.iio.
Si chacune de ces 5 personnes avait pensé la carte a, le résultat final serait 277.775.
Si chacune d'elles avait pensé la carte 3, le résultat final serait 388885, et ainsi de suite.
On peut varier la récréation en commençant par faire quintuplet puis multiplier par a.
Enfin la même récréation peut se faire, dans une classe avec les neuf premiers nombres, ou encore avec des petits morceaux de carton sur lesquels les neuf premiers nombres sont inscrits et que l'on donne à choisir aux élèves.
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DU MOYEN-AGE
Avant d'abandonner ces quelques questions élémentaires, nous mentionnerons divers petits problèmes qui depuis quatre siècles déjà figurent dans presque toutes les collections de récréations mathématiques et qui, par conséquent, ont droit à une place dans un ouvrage de cette nature.
Premier exemple (*)• — La récréation suivante est un exemple d'une certaine catégorie de ces questions.
Trois hommes volent chez un marchand un petit fut contenant a4 litres de vin, ils n'ont en leur possession que trois mesures dont les contenances sont 5, ii et i3 litrcA. Comment s'y prendront-ils pour faire le partage en trois parts égales.
Les problèmes de cette nature se traitent par tâtonnements ; le cas présent offre plusieurs solutions. Nous en résumons une dans le tableau suivant :
Les contenances du fût et des trois mesures sont :
Les quantités de liquide contenues à Vorigine sont :••.••....•,.
I® On remplit a mesures et une partie de la trobième . . •
a® On reverse i6 litres dans le fût . , .
3® On opère un transvasement
4* On remplit la mesure de i3 litres. . .
la mesure de 5 litres
6* On obtient finalement
j3Iu
(*) Quelques problèmes semblables sont donnés par fiachet, appendice, prob, III. p. 206; prob. IX, p. a33, par Oughlred dans ses Récréations, p. aa, et par Ozanam^ édition de i8o3, vol. I, p. 74f édition de i84o, p. 79. Des exemples plus anciens figurent dans les écrits de Tartaglia, et dans la Tripartj^de Nicolas Ghuquet (écrit en i484).
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La solution suivante est peut-être un fftn plus simple :
I* On remplit (]oux mesures
2® On opère un Iransvasemenl
S** On acliève de remplir la mesure de i3 litres avec les 5 litres et on verse lo surplus dans la mesure de 1 1 litres . .
4° On remplit de nouveau la mesure do 5 litres
On transvase
«lit
oiit
,,iit
5 lit
Deuxième exemple. — Cette récréation consiste en un jeu bien connu qui n'exige que la présence de deux personnes A et B. L'une d'elles, A si Ton veut, commence par cboisir un certain nombre ne dépassant pas une limite déterminée, six par exemple ; B à son tour désigne un nouveau nombre ne dépassant pas six que Ton ajoute à celui pris par A. A cette somme A peut faire ajouter un troisième nombre remplissant toujours cette condition de ne pas surpasser six, et ainsi de suite. Celle des deux personnes qui, U première, atteint un nombre fixé à l'avance, cinquante par e^çemple, gagne la partie.
Il est évident que si le joueur A arrive le premier à la somme 43, quel que soit le nombre choisi par le second joueur B, A peut gagner à la prochaine fois. De même, si A arrive le premier à 36, B ne peut l'empêcher d'arriver également le premier, à 43. Il résulte clairement de là que la clef du jeu consisté à s'arranger de façon à atteindre le premier l'un des termes de la progression arithmétique.
Dans ces conditions celui qui ouvre le jeu peut toqjours gagner.
On vérifie également, de la même manière et aussi facilement que si les joueurs s'Imposent la condition de ne pas choisir un nombre supérieur m et que si n e^|; le ^omhf e qu'îl ^'^gj^ d'Atlelp^té
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le premier pour gagner la partie, les nombres que nous pouvons appeler « les nombres clefs » du jeu, forment les termes d'une progression arithmétique dont la raison est m + i et dont le plus petit est le reste obtenu en divisant n par m + i .
Le môme jeu peut se jouer sous une autre forme en plaçant sur une .table n objets quelconques (pièces de monnaies, jetons, allumettes, etc.). Les deux joueurs enlèvent chacun à leur tour, un certain nombre de ces objets mais sans que ee nombre puisse surpasser m et, celui qui prend le dernier objet, gagne.
On voit sans peine, que « les nombres clefs » sont les multiples de m -h I et le premier joueur qui a la faculté dé laisser sur la table un multiple de m -|- i peut toujours gagner.
Le jeu peut également se présenter avec cette condition que le joueur perdant est celui qui prend le dernier objet. Dans ce dernier cas, chacun des « nombres clefs » surpasse de i un multiple de (m -h i).
M. Loyd a également fait connaître (*) une variante qui revient à disposer n jetons en cercle et à inviter les deux joueurs à en retirer, chacun à leur tour, un certain nombre ne surpassant pas un nombre fixé à l'avance m, lequel est plus petit que n et plus grand que I. Les jetons retirés doivent être pris h la suite et sans laisser de vides. Pans ces conditions le second des joueiirs peut toujours gagner.
Généralisation récente de cette question, — Les jeux que nous venons d'exposer sont très simpjes, mais si nous ajoutons à la condition imposée aux joueur^ dans la première question cette restriction que chacun d eux ne peut ajouter le même nombre plus de trois fois, l'analyse du problème n'est plus si aisée. Il est difficile dans ce cas, de dire s'il y a avantage ou non à commencer à jouer. Gomme nous n'avons vu cette généralisation traitée dans aucun
(*) Tit-BitSf Londres^ 17 juillet et 7 août 1897.
ouvrage, nous allons la présenter ici pour compléter notre récréation.
Supposons que chaque joueur ait en sa possession dix-huit cartes, trois portant le nombre six, trois portant le nombre cinq, trois marquées quatre, trois marquées trois, trois marquées deux et enfin trois portant le chiffre un. Ils jouent alternativement : A commençant par poser une de ses cartes, puis B, et ainsi de suite. Celui qui le premier pose une carte telle que la somme des points ou des nombres inscrits sur toutes les caries posées égale 5o gagne la partie ; mais la partie est perdue lorsqu'on posant une carte, la somme totale de tous les points surpasse le nombre limite 5o.
Le jeu peut se pratiquer en comptant mentalement ou en inscrivant les nombres, au fur et à mesure, sur un papier ; les cartes ne sont donc pas indispensables.
Supposons que A et B jouent comme il suit :
8 17 25 34 43 jeu de A — 4 — i — 3 — 4 — 4 — 5
jeu de B — 3 — _6^ — 4^ — 5 — j4l..
Le jeu est arrêté à quarante- trois, B peut maintenant gagner, car il a toute liberté pour placer un trois, tandis que A n'a pas un autre quatre à poser à la suite ; si A joue un nombre moindre que quatre, B gagne à la mise suivante.
Voici encore une autre partie :
10 19 25 3i 38 45 jeu de A — 6— T— 3 — "2" — T — 2 — 2 jeu de B — 3— 6— 4— 1^— 5— ^—3.
A est alors forcé de jouer un et B gagne en posant le même nombre i . Le jeu peut également se faire en donnant à chaque joueur deux cartes de chaque espèce (c'est-à-dire portant le même numéro) au lieu de trois.
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Troisième exemple. — La récréation suivante est un peu plus compliquée.
Trois personnes P, Q, R choisissent trois objets que pour simplifier nous représenterons par les trois lettres a, e, i et la question consiste à déterminer Tobjet choisi par chacune des personnes (*).
On prend 34 jetons dont on donne i à P, 2 à Q, et 3 à R, puis les 18 jetons qui restent étant posés sur la table, on se met à l'écart et on invite : 1° la personne ayant choisi Tobjet représenté par a, à prendre une fois autant de jetons qu'elle en a déjà ; la personne dont le choix s'est porté sur Tobjet désigné par e, à prendre deux fois autant de jetons qu'elle en possède ; enfin 3° la personne ayant choisi Fobjet i à prendre quatre fois autant de jetons qu'elle en a déjà.
On demande alors combien il y a de jetons sur la table. Les trois objets a, e, i peuvent être distribués de six manières différentes entre les trois personnes P, Q. R et le nombre des jetons qui restent sur la table n'est naturellement pas le même à chaque fois. Les six restes possibles sont :
I, 2, 3, 5, 6 ou 7.
Bachet résume ces résultats dans la phrase mnémonique suivante :
Par fer César jadis devint si grand prince
En correspondance avec chaque reste on a un mot ou deux mots contenant deux des trois syllabes a, e, i ; par exemple, au reste 5 correspond le mot devint : la voyelle e contenue dans la première syllabe spécifie l'objet pris par P, la voyelle i de la seconde syllabe indique l'objet choisi par Q et, par suite, la dernière personne R possède l'objet a.
Oughtred (^) a imaginé cette nouvelle phrase mnémonique :
Salve
certa
animx
semita
viia
quies
(*) Bachet. — Problème XXV, p. 187.
(*) Mathématicall Récréations, Londres, i653, p. ao. Récréations mathématiques.
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Ësitensioii* — M. Ëourlet dans une très obligeante notice (^) sur la seconde édition de cet ouvrage a donné une solution plus élégante de cette question en retendant au cas de n personnes P,,, Pj, Pj, ... P„..i dont chacune fait choix d*un objet dans une collectioa de n objets comme des dominos ou dés cartes. Le problème consiste à déterminer le domino ou la carte choisie par chaque personne.
Supposons que les objets soient marqués successivement o, i, a, S, li,,,,n — i,au lieu d'être représentés par des voyelles.
Donnons un jeton àP, ; deux jetohs à Pj, et, d*une façon générale, k jetons à Pfc ; liotons le nombre des jetons qui restent sur la table. Cela fait, dites à la personne ayant choisi l'objet numéroté o, de prendre autant de jetons qu'elle en a déjà, et d'une façon générale, à la personne ayant prisTobjet portant le numéro h de prendre n^ fois autant de jetons qu'elle en a déjà : ainsi, en admettant que la personne P^ ait choisi l'objet munéroté h, cette personne devrait prendre h!*k jetons.
On compte alors le nombre total des jetons pris, (on l'obtient par différence), il a pour expressîoti générale tn^ . k.
Divisons ce nombre par n, le îeste de! Topération sera le liuitiéro de Tobjet pris par Pq ; divisons le quotient par n, le nouveau reste sera le numéro d'ordre de Tûbjet choisi par P, ; divisoris encore le quotient par n et le reste de l'opération nous donne le numéro que porte l'objet pris par P^ ; et ainsi de suite.
En d'autres termes, en écrivant le nombre Jln^k qui est l'expression du nombre total des jetons pris, dans le système de numération à base n, le (h -j- i)™* chiffre, en partant de la droite du nombre, représente le numéro d'ordre de l'objet choisi par la personne ï*;^.
Ainsi en appliquant cette méthode au problème de Bachet avec trois personnes et trois dominos, on devrait donner un jeton à Q, deux Jetons à R fet P ne recevrait rien ; on dirait ensuite à la personne ayant pris le domino marqué o ou a, de prendre autâht de
(*) Bulletin des Sciences Mathématiques» Paris^ i^Q^j voh XVll, pp. 105-1074
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jèlôtiii (Jti*élle éti a déjà, Ji la personne ayant ctioisi le domino marqué t oti e, dé prendre 3*, c'est-à-dire trois fois autant de jetons qu'elle eh possède, et enfin, à la personne qui a le domino marqué 2 ou î, de prendre â^ bii nelif fois autant de jetons qu'elle en a déjà.
En éottiptanl lés jelons au début de ^opération et en remarquant qli4l efi a été dorihé trois aux personnes Q et R, on peut déterminer le riotriblre tôUl des jelons pris par les trois personnes. En divisant alors ce nombre par 3, le reste de Topération sera le numéro du dOiiiinb choisi par P ; eh divisant le quotient par 3, le nouveau i*estô sera le numéro du domino pris par Q, et erifin le derniet quotient reptésetttera le riùtnérô du domino que R a choisi.
Ajoutoris encore que Ëachet a discuté le cas où n = 4, qui avait été primitivement traité par Diego Palomino en 1699 ; mais comme la méthode de M. Bourlét est générale, nous ne jugeons pas utile d'exattliner d'autres cas particuliers.
fiéblniàiiôn- — té dernier de ces anciens probletnes auquel nous fêtons allusion ici, consiste à disposer circulai rement un certairt tibihbrè d'hommes de telle sorte que, si en les comptant à partir de rtiil deux, oh tue loiis ceux qui occupent successivement le neuvième râhg, ceiix qui restent soient designés à l'avance. Lorsque la dédiriatiort était pratiquée d'une façon courante pour châtier des rëbôllëà oU deis troupes révoltées, la connaissance du procédé à suivre polit ârrlVét à un pareil résultat n'aurait pas été sans oiïrir de l^intérét et aurait permis aux chefs de se débarrasser à coup sûr des mauvaises têtes.
Hegesippe(*) raconte que Joseph sauva sa vie par un tel stratagème. Suivant son récit, après la prise par les Romains de la ville de Jotopat, Joseph et quarante de ses coreligionnaires se réfugièrent dans une eavernes A fton gtand désappoihtemeht Joseph cohstàta que, malgré ses exhortations, tous ses ëompagrioris, à rexceptiotl d'un seuU étaieilt dans rititëtition de âe tuer pour tie pas tohlbet
{*) De Bèilô Judaico^ livre lit, cha^Jltre, xvt et xvîfi. \ ■ - "
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entre les mains de leurs vainqueurs. Craignant d'exciter leur colère en cherchant plus longtemps à les dissuader d'accomplir un pareil acte de désespoir, il feignit de partager leur idée, mais il les engagea à procéder sans confusion et d'une façon régulière.
Il fut donc décidé que toute la troupe se placerait en cercle et que chaque troisième homme serait tué jusqu'à ce qu'il n'en restât plus qu'un seul qui devait alors se suicider. D'après la légende, Joseph se plaça avec son compagnon respectivement au 3i' et au i6" rang, et on se rend facilement compte, sur une figure, du résultat obtenu.
La question est généralement présentée sous cette forme : Un vaisseau portant comme passagers quinze chrétiens et quinze turcs est assailli par une tempête d'une telle violence que le pilote déclare que pour sauver le navire et son équipage il est nécessaire de précipiter à la mer la moitié des passagers. Pour choisir les victimes on décide que les passagers seront disposés en rond et qu'en les comptant à partir d'un point déterminé, chaque homme occupant le neuvième rang serait précipité par dessus bord. Le problème consiste à placer les passagers de telle sorte que les quinze chrétiens soient sauvés (^).
Toutes les questions de cette nature peuvent être résolus facilement en comptant, et il est impossible de formuler une règle générale. Dans le cas qui nous occupe et, en partant du passager compté le premier, les chrétiens doivent occuper les places i, a, 3, 4. lo, II, i3, i4, i5. 17, 30, 21, 25, 28, 29. Cet arrangement peut se retrouver par la position des voyelles dans la phrase suivante donnée
parBachet (*).
Mort tu ne failliras pas
En me livrant le trépas!
(1) Baghet. — Problème XXIII, p. 174. Le même problème avait été primitivement énoncé par Tartaglia.
(^) M. Bail donne comme phrase mnémonique le vers suivant : l^roçi .; mmber*^ , aid and art, never will famé départ
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OÙ a compte pour i. e pour 3, i pour 3, o pour 4 et u pour 5. Par suite (en ne considérant que les voyelles) on obtient Tordre suivant.
4 chrétiens, 5 turcs, 2 chrétiens, i turc, 3 chrétiens, i turc, i chrétien,!! turcs,2 chrétiens, 3 turcs, i chrétien, 3 turcs,3 chrétiens et i turc.
Bachet et Ozanam donnent d'autres phrases mnémoniques en français et en latin.
Quelques paradoxes arithmétiques et algébriques. —
Nous allons maintenant donner quelques exemples de démonstrations arithmétiques et algébriques (*) conduisant à des résultats mani-
(') De tous les paradoxes donnés dans le texte, le premier, le troisième et le cinquième sont bien connus. Le deuxième et le 'quatrième sont empruntés aux premiers principes d'algèbre de Laisant et Perrin, le sixième n'est pas connu, et le plus ancien ouvrage dans lequel nous nous souvenons ravoir vu est notre « Algèbre », éditée à Cambridge en 1890, p. 43o. Le septième est donné par G. G. Ghrystal dans son « Algèbre » éditée à Edimbourg* 1889, Vol. II, p. 169. Le dixième est dû à M. G. T. Walker et, aussi loin que nos recherches ont été faites, n'a été publié jusqu'ici dans aucun ouvrage ; le onzième est de d'Alembert. M. Chartres a démontré au moyen delà mécanique la relation 1=3 dans le n® de juillet 1891 du journal Knowledge, M. Bertrand a fait voir qu'on pouvait démontrer Tégalité i = — i en s'appuyant sur cette proposition du calcul intégral que^ si les limites sont constantes, l'ordre d'intégration est indifférent (*) ; c'est-à-dire que Ton pouvait poser :
dx =z \ \ (ùdx \dy
o étant une fonction de x et de y, mais si
Cp = (a?2 - ^^2) (x2 -f f^y2,
on obtient r = "~ t •
(*) M. Bertrand dans son calcul intégral parle do ce cas remarquable d'exception et l'exemple qu'il donne, analogue à celui traité par M. Bail, vient à Tappui de sa remarque. Voici d'ailleurs comment il s'exprime :
<( II faut toujours excepter le cas où les diflérentiellcs qne l'on intègre passent « par rinfini dans l'étendue des intégrations. Les intégrales, dans ce cas, n'ont pas
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festement impossibles. Les artifices employés dans ces calculs sopt si évidents que, lors de la préparation des deux premières éditions de cet ouvrage, nous n'avions pas jugé utile d*y introduire cette série de questions, mais plusieurs de nos correspondants qui ne partageaient pas notre façon de voir ayant insisté et réclamé pQttr leur publication, nous les insérons dans cette nouvelle éditiop en les présentant pour ce qu'ils valent en réalité.
Premier paradoxe. — C'est un des plus vieux, maïs non des plus intéressants : le voici en quelques lignes : Soient deux nombres égaux a et 6.
a . b = a^ , d*où ab — b^ = a} — 6'
« toujours de signiEcatiofi déieiroinée, et les tyorèmes plai)9je9quelli9« ^lles figorei^t, « n'étant pas eulBsamipent démontrés, peuvent conduire à des contradictions. « On n'a pas, par exemple.
« parce que pour a = o l'intégrale
rfe!^l£')^ devient- f'^^
« L'application pure et simple des règles ordinaires aux deux membres de « l'équation (i) donne, en effet, un résultat a)>surde. On a :
/ (a2 ^ x^ )dx X r^ (a2 — x^)d x __ I
(a;2 4- a2)2' = a2 + a;» f (a;2 + aa)2^ — i — a2»
« et
n Ç^ a 2 — a;2 ^ _ C^ dx _ ic
X Vo (^^M^W'^-^Jon^""^
« On trouverait de même
, rfa — — ""
«■et lés deux membi'es de (i) sont par conséquent inégaux.
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6 (a — 6) == (a -f- 6) (a — b) ; il en résulte
6 = a -f- 6 ou 6 = a6, ou enfin
Deuxième paradoxe. — On a identiquement 4 — 10 = 9 — i5 ; A est le carré de 3 ; 10 est égal à 2 fois le produit de a pas
^; de même, 9 est le carré de 3 et i5 est égal à deux fois le produit de 3 par-; complétons les carrés en ajovjtant aux deux membres le carré de - ou ^ » et nous aurons ainsi :
Extrayant les racines carrées des deux membres
et, par conséquent 2 = 3.
L'absurdité viept de l'omission du double signe en extrayant la racine.
Tf Qi9l^pi0 pfip||4exe. — Un autre exemple a»3ei! puéril est le suivait : ^QÎent ^ et 6 4pux nombres inégaux dont nous représenterons par c la moyenne arithmétique.
On a :
a -h 6 = 2 c, et
ou
a* — 6' = 2ac — 26^, ou enppre a' — soc c= 6* — 2 be.
io4 rÉcreatio:«s mathématiques
On déduit de là :
«2 — 2ac + c^ == 62 — 6» — 36c -+- c*
ou
(a — c)2 = (6— c)»; d'où
donc tous les nombres sont égaux.
Quatrième paradoxe. — Soient a et 6 deux nombres quelconques ayante pour différence. Alors
Multiplions les deux membres de cette égalité par a — 6, il vient
a* — 2ab -f- 6* = ca — c6, ce qui peut s'écrire
Divisant les deux membres par a — b — ^ c, on a : a == 6. Donc encore tous les nombres sont égaux.
Cinquième paradoxe. — Un autre exemple dont Tidée première appartient à Jean Bernouilli peut s'établir comme il suit : Nous avons évidemment
d'où, en prenant les logarithmes
2 log (— l) = log I = 0,
ou
log(— i) = o, — I = e%
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donc
On peut arriver d'une autre façon à la même conclusion. Représentons par x une quantité satisfaisant à l'équation
et élevons les deux membres au carré, il vient :
e^* = I, d'où 2X = 0, x = 0,
et
mais c* = — I et e* = i , donc — i = i .
Sixième paradoxe. — Voici encore un nouvel exemple ; Nous savons que :
log (i -\- x) = x X* "h « X» — ...
Si a; = i, la série résultante est convergente, nous avons alors :
log 2 = I — ~ H- 2 — - -h - — ^- H H
d'ot
ou
Groupons les termes ayant le même dénominateur et simplifions : .V 1 i I I 1 I I ,
Par suite 2 = 1.
lofi
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Septième paradoxe. — Voici un nouvel exemple différant peii du précédent :
Log 2 = i
Dans les exemples qui précèdent, Terreur de raisonnement est manifeste, m^is elle se dépoiivre peut-être mpina facilef¥ieB|; d^ns les trois exemples suivants :
Huitième paradf^ze. — Nous pouvons mettre Tidentité ^ — I = V^ — I sous la forme
d'où :
c'est-à-dire — i = !•
et (v/- i)-^ = (v^T)^
Neuvième paradoxe. — Nous avons également
Dès lors :
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c'est-à-dire :
Dixième paradoxe. — Dans la démonstration qui suit on s'appuie sur ce fait qu'une identité algébrique est vr^îe quels que soient les symboles qui y figurent.
Or, nous avons une identité.
(i) ^x — y = lYy — aï
dans laquelle î représente + y/ — 1 ou — ^ — i .
Mais une identité en a; et j est nécessairement vraie quels que soient )es pombres représentés par x et 7.
Posons tpnt d'jabord :
(2) x = a et y = b \fa — 6 =î y/ft — a .
Faisons ensuite :
(3) X = by y = a ^h — a=^l}Ja — 6 •
Or, puisque (i) est une identité, il s'ensuit que dans (2) et (3) le symbole i doit être le mênie, c'est-à-dire qu'il représente dans l^ft deux cas
H- ^— I ou — y/ I .
Par suite dp (3) et (3) nous déduisons :
OU
c'est-à-dire
108 RÉCiléATIOIlS MATBÉUATIQUE8
Onzième paradoxe- — L'arti&ce suivant est dû à d'Alembert (■). Lorsque quatre nombres sont tels que le produit de deui d'entre eux est égal au produit des deux autres, ces quatre nombres forment une proportion et si le premier terme de cette proportion est plus grand que le second, le troisième terme aéra également plus grand que le quatrième.
Ainsi, de a.d = b.c on déduit c^ j- et si on a : a > 6, on aura aussi c > d.
Posons maintenant a =^ d = i elb =^ c = — i, nous avons bien quatre nombres satisfaisant à la relation a.d ^ b.c et tels que a >■ (», on devrait donc avoir aussi c > d, c'est-à-dire — i >■ i , ce qui est absurde.
Dou2i6me paradoxe. — La théorie mathématique des probabilités conduit à de nombreux paradoxes dont il nous suffira de donner un spécimen (').
Supposons que l'on lance en l'air trois pièces de monnaie en observant et notant si chacune d'elles tombe « pile u ou h face ». La probabilité que les trois pièces tombent toutes c6té « face ii
est évidemment (-J , ou «; de même, la probabihté que les trois
tombent càté « pile n, est également!. Par suite, la probabilité
que les trois pièces tombent de la même manière (c'est-à-dire, soit
toutes cAté face, soit toutes c6té pile) est î ■ Mais, parmi les trois
pièces ainsi lancées, deux au moins tombent de la même manière ;
'enant la probabilité que la troisième pièce tombe, cAté face
et la probabilité qu'elle tombe, côté pile '- ; dès lors la proba-
de la voir tomber comme les deux autres est représentée
tpiacales ntalk^maiiqiia, Paris, 1761. vol. I, p. 30i.
'oir la journal anglais Nalare, i5 fâviier et 1" mars 1894, Tol. XLIX,
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par - . II semblerait donc résulter de là que la probabilité que les trois pièces tombent de la même manière est - et non > .
Nous laissons à nos lecteurs le soin de déterminer quelle est, de ces deux conclusions contradictoires, celle qui doit être rejetée. Nous pensons intéresser le lecteur en citant encore ce paradoxe. Effectuant la division de i par i + ^, on trouve la série :
I -f- ... que sa valeur est
Nous le résumons par curiosité : la somme des termes de cette série est égale à o ou à Tunité, selon que le nombre des termes est pair ou impair ; or, Tinfini n'étant ni pair ni impair, il s'ensuit qu'il n'y a pas plus de raison pour que la somme de la série infinie soit o ou I , et qu'ainsi d'après les règles du calcul des probabilités, elle doit être :
ou
Leibnitz avait déjà employé ce raisonnement [Œuvres de Leibnitz, tome III, lettre adressée à Wolf).
Un géomètre italien (le P. Grandi) au commencement du
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xviii® siècle, prenant ce résultat: à Id rigueur, a cru y trouver une
démonstration de la création.
Ceci nous rappelle que le P. Gratry prétendait démontret, non
par A + B, mais par 7- , que Dieu ou Tinfini peut créer quelque
chose dé rien, tarce que, dîsait-il, en multipliant — (Jui est la
représentation mathématique de l'infini, par o, on obtient -, c'està-dire une valeur quelconque.
Le père Enfantin traitait cette démonstration de très ingénieuse (?) mais il prouvait que le vaillani théologien aboutissait à démontrer le contraire de ce qu'il voulait établir puisque, disait-il j pobr faire quelque chose avec zéro, il fallait au préalable être en possession de A qui» dans le langage algébrique, désigne unô valeur parfaitement déterminée.
Chargé par un ami de faire des aumônes
Je dois distribuer cent francs à cent personnes. Et cent pièces en toutj les unes d'argent blanc ': Beaux éeas de cent souS, belles pièces d'un franc ; D'autres en cuivre rouge ^ à récents millésimes. Très brillantes encore et valant dix centimes, Tai trouvé deux moyens en bon calculateur be suiv^e exactement le vœu da donateur ^ Et, cominé il lé voulut, de faire dés largesses En donnant les cent Jrancs avec juste cent pièces. Quels sont ces deux moyens ? Dis-le moi, cher lecteur.
Réponse. — 18 pièces de. 5 francs, 2 de i franc et 80 de o,io c. ou 9 » 5 » 5i de 1 » 4o de 0,10 c.
2. l/n marchand possède 17 moutoris qii'itveUt donnef- à éeè itolsfitê dwis lé Gf^pmHiôti êUivanie : fô hiMé à Mné, te lierê M &ê6&nd, et U
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neuvième au troisième. On demande combien il revient de motitons à tihacun.
Solution fantaisiste^ — Ne sachant comment répartir exactement les 1 7 moutons entre ses trois fils, notre marchand va consulter le juge de paix de son canton, qui, après mure réflexion lui dît : a venez me trouver avec vos 17 moutons et un 18* que vous emprunterez pour un moment à Tun de vos voisins et je mé charge de vous tirer d'èiiibarras. » Voici comment il s* y est pris :
En possession de* 17 -h i = 18 moutons, il en donne la moitié
à Tainé des enfants, soît 9 ; au second des enfants, il donne le \de 18
soit 6, et enfin au troisièitie^ le neuvième de 18, c'est-à-dire 2.
Les 17 moutons sont donc ainsi répartis entre les trois enfants et le iharehand satisfait peut rendre le mouton emprunté,
3. Un chasseur affamé rencontre deux bergers qui consentent à partager avec lui des petits fromages quils allaient manger. Uun avait 5 frotndges et Vautre 3. En partant^ le ehbisseur leur laisse 8 francs pour payer les firoftlùges. Comment deit être partagée cette somme ?
Le premier berger dit qu'il prendrait 5 francs et laisserait les 3 autres à soii cdtnàtade. Ce deriiiet têpliqdà qu'il fallait d'abord partager également les 8 francs, 4 à chacun et que, lui, il rembourserait le prix d'un fromage.
Pour se mettre d'accord il vont trouver l'instituteur du village le plus voisin qui leur dit : vous avez partagé chaque fromage en trois patts égales, et vous avez mangé, le chasseur et vous, chacun huit partSi Vous, le premier berger qui aviez cinq fromages ou quinze parts, vous en avez cédé sept au chasseur. Vous, le second berger, qui n'aviez que trois fromages ou neuf parts, vous n'avez pu qu'en donner une au chasseur. Le premier de vous a donc gagné sept francs et le second un franc (*).
(*) Cette question et la précédente sont d^origihë âtàbe.
4. On trace sur le tableau 30 traits verticaux et on demande de les effacer tous, en cinq coups de torchon, de telle sorte quà chaque coup, on efface un nombre impair.
Interprétée à la lettre cette question est impossible, parce que 5 nombres impairs ne peuvent jamais faire un nombre pair.
Mais il y a une manière de s'entendre qui permet de résoudre la question. Il sufEt en traçant les traits de les numéroter comme ci-dessous.
1 3 3 4 5 6 7 8 9 10 II la i3 i4 i5 16 17 18 19 ao
Du premier coup de torchon on efface les 4 premiers traits avec les chiffres correspondants i, a, 3, 4*
Au a* coup, on efface les 4 suivants 5, 6, 7, 8, et ainsi de suite. On efface chaque fois un nombre impair, i ou 3 du premier coup, 5 et 7 au second.
5. Partager le nombre u en deux parties telles que la différence entre le carré de leur somme et la somme des carrés de ces parties soit égale a 56.
Le double produit des deux parties est égal à 56. Le produit des
deux parties vaut donc - 56 ou a8.
Il s*agit de partager a8 en deux facteurs dont la somme donne 1 1 . On reconnaît sans peine que ces deux facteurs sont 4 et 7.
6. Un marchand achète 1 1 moutons à 35 franco pièce. Il en perd un certain nombre et revend ceux qui lui restent en augmentant par tête le prix d^ achat d! autant de fois 5 francs quil a perdu de moutons. En opérant ainsi ce marchand na ni gagné ni perdu. On demande combien il a perdu de moutons.
Le prix d'achat des moutons est 35 X 1 1 ou 385 francs, c'est également le prix de vente des moutons qui restent.
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Le nombre des moutons qui restent est un diviseur de 385 et en effectuant la division on trouve pour quotient un nombre égal à 35 augmenté d'autant de fois 5 qu'il y a d'unités dans le nombre des moutons vendus.
Or, 385 ne contient qu'un seul facteur 5.
Donc le diviseur de 385 qui représente le nombre des moutons qui restent ne contient pas ce facteur 5, c'est-à-dire que ce diviseur est l'un des nombres i, 7, ii ou 77.
Il ne peut être ni 11, ni 77, il est donc nécessairement 7, Le marchand a donc perdu 1 1 — 7 ou 4 moutons.
7. Une fermière envoie ses trois filles au marché en leur disant: Voilà 90 œufs. Suzanne, V aînée, en à 5o dans son panier. Charlotte, la cadette, cna3o, et Marie, la plus jeune, en a 10» Vous vendrez chacune vos œufs le même prix et vous me rapporterez la même somme d'argent.
Comment s'arrangèrent les trois jeunes filles pour remplir les instructions de leur mère ?
Les jeunes filles commencent par vendre leurs œufs à raison de 7 pour I sou. Suzanne, l'aînée, en vend donc 49 pour 7 sous et il lui reste i œuf. Charlotte, la cadette, en vend 28 pour 4 sous et il lui reste 3 œufs. Marie, vend 7 œufs pour 1 sou, et il lui reste 3 œufs. A la fin du marché, les œufs devenant rares, les sœurs vendent ceux qui leur restent, à raison de 3 sous pièce.
Suzanne en a 1 qu'elle vend 3 sous.
Charlotte vend les a qui lui restent pour 6 sous.
Et Marie donne les 3 qui lui restent pour 9 sous.
Les trois sœurs ont donc reçu chacune 10 sous et les œufs ont été vendus le même prix.
LéC nombre un
Un I se trouvant à la tête De quelques numéros pos6; Autant que mille élait prisé Et de lui chacun faisait fête.
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Le lendetnaih) ^Iratigis cas I Notre I se trouve un peu plus bu ; Et dix fois moins considérable Chacun le trouve aussitôt.
De ce revers qu'il trouve inconcevable A son voisin il demande le mol.
« Amî, dit-il au g, comment de grice, « En un seul jour, puis-je être ainsi changé ?. » — « Ce n*est point, lui répohd le ehlAVe interrogé, Vous qui l'êtes, c'est votre place !
<( Gardes arec soin votre rang, « Car c'est ce rang que Ton honore I « Demain, si vous baissez d'un cran^ (( Vous vaudrez dix fois moins encore 1 a Ceci vous montre, cher lecteur.
Quelle est au juste la valeur D'un, premier de tous les nombres^ Quand il est seul, sans autres nombres.
C'est l'unité ; mais c'est bien différent Lorsque devant plusieurs on lui fait prendre rang.
9. Le voyage d^une pièce (Tor. — Si un homme gagne à voyager, il n'en est pas de même pour une pièce d*or. — Alfred de Vigny a voulu se rendre un compte exact de la perte provenant d'un change continuel. Il partait pour ce voyage d'au-delà du Rhin que foat aujourd'hui tous les personnages politiques et tous les penseurs. En quittant la France, il se rendit en premier lieu à Francfort. Là, il s'adressa à un riche négociant, auquel il était recommandé, et il le pria de lui changer une pièce de vingt francs en diverses monnaies du pays. Le poète prit cette monnaie et il la plaça dans une bourse particulière. Arrivé à Munich, il changea la monnaie de Francfort contre une égale somme de monnaie bavaroise. A Berlin, il changea l'argent de Munich contre l'argent prussien. A Vienne, il fit le même jeu, puis à Milan, puis à Naples, puis à Rome. Après avoir parcouru l'Italie, il passa en Suisse, descendit le Rhin, traversa la HoUande e^* la Belgique, changeant
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toujours la monnaie du pays qU*il quittait pour la monnaie du pays dans lequel il arrivait s'adtessant partout à des personnes dignes de confiance, et s'assuraht qu'on ne le trompait pas et qu'on ne lui retenait rien pour Pescomple. Tout en cheminant, la bourse aux vingt francs perdait sensiblement de son poids. De pays en pays, la monnaie devenait plus légère et moins nombreuse. A la fin du voyage, c'est-à-dire le i5 mars 1847, l'auteur de Stello changea les débris Je sa pièce contre de la monnaie de France, et savez-vous ce qui restait de cette pièce d'or qui n'avait rien dépensé ? 11 restait soixante centimes. Alfred de Vigny en prit occasion pour écrire sur son carnet l'aphorisme que voici ; pour un artiste voyageur, un napoléon ne vaul que douze sous,
10. Démontrer que sur la terre deux hommes au moins ont le même nombre de cheveux^
Un Anglais, le docteur Erasmus Wilson, à la suite de patientes investigations, est arrivé à déterminer le nombre de cheveux qui ornent Une tête humaine. Il a estimé que chaque pouce carré de la tête contient i 066 cheveux. Or, la superficie de la tête étant à peu près de lao pouces carrés, la tête entière est couverte en moyenne de 127920 cheveux.
Fartant de là, on peut avancer que toute personne a au moins I cheveu et au plus iSoooo cheveux.
Cela posé, considérons 1000 000 d'hommes, chiffre inférieur à la seule population de la France. Si vous ne voulez pas admettre que quelques-uns d'entre eux aient le môme nombre de cheveux, c'est que chacun d'eux a un nombre différent de cheveux. Il faut donc pour cela que l'un d eux ait un cheveu, un autre 2 cheveux, un autre encore 3 cheveux, et ainsi de suite jusqu'à iSoooo. Mais le i3oooi et les suivants, qu'auront-ils puisqu'une tête humaine ne peut pas avoir plus de i3oooo cheveux et moins de un.
Il faut donc nécessairement que quelques hommes et, par suite» au moins deux, aient le même nombre de cheveux.
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Il paraîtrait que cette question, fut posée et expliquée par Nicole « un des auteurs de la Logique de Port Royal à la duchesse de Longueviile, qui n'y aurait d'ailleurs rien compris.
On établirait de même, qu'il est nécessaire que deux oiseaux aient autant de plumes, deux poissons autant d'écaillés, deux arbres autant de feuilles, de fleurs ou de fruits^ et peut-être autant de feuilles, fleurs et fruits tout ensemble.
On peut encore dire que dans un livre, dont le nombre des pages est plus grand que celui des mots contenus dans chaque page, on trouvera certainement deux pages contenant le même nombre de mots.
Deux hommes peuvent-ils être a la fois oncle et neveu Vun dé Vautre (*),
Sans entrer dans des détails prolixes auxquels le lecteur suppléera
facilement, nous donnons trois * solutions de cette question amusante. H et ttj sont deux veufs qui ont chacun une fille Y h et F^.
Hj épouse la fille F^ de H et de ce mariage naît un fils A.
H épouse la fille F; de H^ et de ce mariage est issu un fils B.
Examinons la parenté de A et deB.
Fig I.
B fils de II est frère de F/» qui est la mère de A, donc B est l'oncle de A.
B est le fils de FJ, qui est la sœur de A, donc Best le neveu de A.
Au lieu de prendre deux veufs, on peut examiner le cas de deux veuves V et V^ ayant chacune un fils F^, F(j,
(*) Magfarlane. — Problem in relationship, Edinb, Proc, XV, 1888, p. 116-117. W. Ahrens, Mathematische unterhalungen und spiele. Leipzig, 1901,
Fig. a.
V épouse le fils Fi de V^ et du mariage nf ît un fils A.
Vj épouse de son côté le fils F^, de V et du mariage est issu un filsB.
A et B sont encore oncle et neveu.
Considérons, en troisième lieu, le cas d'un veuf V et d'une veuve Y' ayant le premier un fils F», et la seconde une fille F'.
V épouse la fille F„' de V et de ce mariage naît un fils B. V
V épouse le fils F», de V et de ce mariage naît un fils A.
B fils de V est frère de F„ qui lui, est le père de A, donc B est Toncle de A.
B fils de Fi sœur de A, est également le neveu de A.
II est évident que la question peut être variée en considérant les cas de parentés suivants ; Tante et nièce ; — oncle et nièce ; tante et neveu.
Mais le dernier exemple donné prête, en jouant sur les mots, à une curieuse facétie.
F« fils du veuf V a épousé V, c'est-à-dire la mère de la femme Fi, de son père ; mais la mère de la femme de son père est sa grand'mère ; donc F^ est marié avec sa grand'mère ; de plus, le mari de sa grand'mère est son grand^père ; donc enfin F^ est son propre grand-père.
Nous rapprocherons de cette question la suivante empruntée à l'ouvrage de Legouvé, soixante ans de souvenirs (tomell, p. 194,195).
Esi'il possible que deux hommes aient une même sœur et ne soient pas parents ?
L'explication est simple : un homme A se marie, B est sa femme pt de cette union une lÛle G eat issue.
A et B divorcent.
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A se remarie et a un fils D de ce secopd mariage,
]] se remarie h son tour et a un fils E,
D est frère de G par le
père, P est également frère de G par sa mcre et cependant D et E ne sont pas parents.
Le cas que nous citons r.. 3 était celui d'Euffène Sue
Fig. 3. o
et d'Ernest Legouvé.
M. Sue (A) s'était marié avec M"" Sauvan (B). Ils eurent une fille (G) Flore Sue.
Apres divorce, M. Sue s'étant remarié, eut un fils (D), Eugène Sue, le romancier connu.
M'^" Sauvan de son côté se maria avec M, Legouvé et eut comme fils Ernest Legouvé (E).
Eugène Sue et Ernest Legouvé avaient donc tous les deux pour sœur, Flore Sue.
Le problème des poids de Bachet (*). — L'un des plus difficiles problèmes proposés par Bachet consiste à déterminer le plus petit nombre de poids à employer pour peser un nombre quelconque de livres de i à 4o livres inclusivement. Bachet donne deux solutions qui sont :
1° La série des poids de i, 2, 4, 8, i6 et Sa livres ;
2° La série des poids de i, 3, 9 et 27 livres.
Si les poids ne peuvent être placés que dans un seul 4es plateaux de la balance, la première série donne la solution de la question, comme Pavait déjà fait remarquer Tartaglia en i556 (^).
(1) Bachet. — Appendice. Problème V, p. 21 5. Dans le problème de Bachet il s'agit de la livre, ancienne mesure de poids, mais le lecteur peut substituer le mot kilo au mot livre.
(*) Trattato de numeri e mesure, Venise, i556, vol. II, livre I, chap. xvi, art. 3a,
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lilaia, an admettant, œmme Bachot, que les poids peuvent être indifféremment placés dans les deux plateaux de la balance, la seconde série donne le plus petit nombre de poids pour résoudre la question.
Son raisonnement est le suivant : pour peser i livre, un poids de I livre est nécessaire. Pour peser a livres, il nous faut soit un poids de 2 livres, soit un poids de 3 livres ; mais si nous ne voulons prendre qu'un seul nouveau poids (en plus du poids de i livre déjà en notre possession) aucun poids supérieur à 3 ne pous donnera le moyen d'effectuer la pesée de 2 livres. 11 nous faut donc choisir entre les poids a et 3.
Or, si nous prenons le poids de a livres, nous pourrons peser I livre, 2 livres et 3 livres. Tandis que si nous prenons le poids de 3 livres, nous pourrons former les poids de i livre (3 — i) ou ra livres, 3 livres et (3 -f- i) ou 4 livres. Par conséquent, il est plus avantageux de prendre le poids de 3 livres.
De même, pour nous permettre de peser 5 livres, il nous faut un autre poids ne dépassant pas 9 livres, et avec un pareil poids il nous est possible d'effectuer toutes les pesées de i livre à i3 livres. C'est donc le poids de 9 livres qu'il faut choisir.
Le nouveau poids à prendre doit être a ( i -4- 3 4- 9) 4- 1 , c'està-dire a 7 livres, et nous pourrons alors faire toutes les pesées de 1 livre à 4o livres inclusivement.
En résumé, 4 poids seulement sont nécessaires, ce sont les poids de I livre, 3 livres, S* livres et 3^ livres.
On montrerait de la même manière que la série des poids l, 3| 8*1 3' ... 3""* livres nous permettrait de peser un nombre entier quelconque de livres depuis 1 livre jusqu'à (i 4- 3 4- 3* 4-
3' 4- ... 4- S"""*) livres, c'est-à-dire jusqu'à - (3"~*) livres et c'est
le plus petit nombre de poids avec lesquels ces pesées peuvent être effectuées.
Pour déterminer l'arrangement des poids nous permettant d'effectuer une pesée d'un nombre quelconque N de livres, il suffit
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d^écrire ce nombre N dans le système de numération à base 3, en ayant soin, au fur et à mesure que l*on obtient le» chiffres successifs, d'opérer de façon à n'avoir pour restes que o, i ou — i : ainsi, le reste 2 devra être pris sous la forme 3 — i , c'est-à-dire que Ton augmentera, dans ce cas, le quotient obtenu d'une unité en prenant pour reste — i. Cette règle est expliquée dans tous les traités élémentaires d*algèbre.
Bachet, dans son raisonnement, ne montre pas que son résultat soit unique ou qu'il conduise au plus petit nombre possible de poids demandés. Cette lacune a été comblée récemment par le Major Macmahon qui a discuté le problème bien plus difficile (dont celui de Bachet n'est, d'ailleurs, qu'un cas particulier) consistant à déterminer toutes les séries possibles de poids (qui ne sont pas nécessairement inégaux), permettant d'effectuer une pesée d'un nombre entier quelconque de livres (ou de kilos) de i à n inclusivement : 1° quand les poids ne peuvent être mis que sur un seul plateau; 2® quand les poids peuvent être placés indifféremment dans les deux plateaux. Il a aussi étudié les modifications qu'il est nécessaire de faire subir aux résultats quand on impose l'une ou les deux conditions suivantes :
a) Il n'est pas possible d'effectuer d'autres pesées avec les poids entrant dans chaque série ;
h) Chaque pesée ne peut s'effectuer que d'une seule manière, c'est-à-dire est unique (*) ;
Pour le premier cas, la méthode revient à décomposer en facteurs l'expression i -h a; 4- a;^ -f- ... -H a;", chaque facteur étant de la forme i -+■ x*^ -h x^ -h ... -\- a?*"^ ; le nombre des solutions dépend de la composition de n -f- 1 .
Pour le second cas, la méthode consiste à décomposer l'expression x-n 4- a;-"+^ -h ... 4- x-^ H- I -+- a; -f- ... -f- x'^-^ -h a?" en fac-
(1) Voir son article dans le Quarterly Journal of Mathematics^ 1886. Vol. XXI, pp. 367-873. Un aperçu de la méthode est donné dans le journal ffature, 4 décembre 1890. Vol. XLII, pp. ii3-ii4*
leurs de la forme x"^^ -+- ... -+- x"^ + i -H »« 4- ... + a'"'»; le nombre des solutions dépend de la composition de an + i .
Le problème de Bachet entre dans le second cas, n = 4o.
L'analyse de Macmahon montre qu'il y a buit manières de décomposer en facteurs l'expression
a;-*© ^ 3.-39 4. ... 4. I ^ .,. ^ a;39 + a-io^
tout d'abord, il y a l'expression elle-même dans laquelle a =;? i.
I ~— x^^ m = 4o; en second lieu l'expression est égale à -j-q. v et sous
cette forme, on voit qu'elle peut se transformer en un produit de
deux facteurs -^ v et —3^-; ^ par conséquent, elle peut
Xi I ~~~ Xj X (I """" X I
être décomposée en deux facteurs de la forme ci-dessus en supposant dans l'un a = i, m = i et dans l'autre a= 3, m = i3.
Comme troisième solution, on trouve une décomposition en deux facteurs dans l'un desquels a = i, m = 4» et dans l'autre = 9, m = 4.
Pour la quatrième solution, nous avons trois facteurs : dans le premier a = i , m -+- i ; dans le second a = 3, m = i , et dans le troisième = 9, m = 4.
Cinquième solution ; décomposition en deux facteurs ; dans l'un a = I, m = i3, et dans l'autre a = 27, m = i.
Sixième solution ; décomposition en trois facteurs ; dans le premier, a = i , m = I ; dans le second, a = 3, m = 4 et dans le second, a = 3, m = 4 et dans le troisième, a = 27, m = i.
Septième solution; nouvelle décomposition en trois facteurs : dans le premier, a = i, m = 4î dans le second, a = 9, m = i et dans le troisième, a = 27, m = i.
Enfin, huitième solution ; décomposition en quatre facteurs ; dans le premier, a = i, m = i ; dans le second, a = 3, m = i ; dans le troisième, a = 9, m = i et dans le dernier a = 27, m = i .
Ces résultats montrent qu'il existe huit séries de poids avec lesquels
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il est possible 4e peser un nombre entier quelconque de livres de i à 4o inclusivement en s'imposant les conditions 2^ (a) et (b) spécifiées plus baut.
Si nous convenons de représenter n poids égaux cbaoïin à p par la notation p^, ces huit solutions sont i
La dernière est celle de Bachet ; non seulement ^lle est celle qi)i utilise le plus petit nombre de poids ; mais elle est aussi la seule dont tous les poids sont inégaux (^).
Terminons ce chapitre en montrant sur trois exemples comment il arrive fréquemment que la solution d*un problème conduit à des résultats diflcrents de ceux qu'un examen trop superficiel avait laissé entrevoir.
I , — Deux commis sont payés à raison : le premier de 1 000 francs par an avec une augmentation annuelle de 20 francs, le second à raison de i 000 francs, comme le premier, avec une augmentation semi-annuelle de 5 francs. Sachant que les paiements se font tous les ans pour le premier et tous les six mois pour le second, on demande quel est celui qui gagne le plus.
G*est le dernier et en voici la raison :
A la fin de la première année le premier commis touche i 000 fr. tandis que le second a reçu 5oo fr, -f- 5o5 fr. ou i oo5 francs.
A la fin de la seconde année, le premier commis reçoit i 020 fr., et le second a touché 5io fr. h- 5i5 fr. ou ro25 francs.
A la fin de la troisième année, le premier commis touche i o4o fr. et le second a reçu 620 fr. -4- 626 fr. ou i o45 francs.
On voit donc, sans aller plus loin, que le second commis gagne tous les ans 5 francs de plus que le premier.
(*) C'est dans VArithmetica intégra de Stifel (Norimberge, i554) qu'on voit pour la première fois énoncer cette propriété des termes de la pro« {[ression i, 3, 9, 07, .,.
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Un homme parie - de sa fortune sur un événement à
chances égales (par exemple qu'une pièce de monnaie lancée en
l'air, tombe côté face ou côté pile). Il recommence toujours ainsi,
pariant à chaque fois - de ce qu'il possède. En supposant finalement
que le nombre de fois qu'il a gagné est égal au nombre de fois qu'il a perdu, on désire savoir s'il y a eu pour lui profit ou perte. — En réalité il a perdu.
3. — Voici encore une autre question bien simple pour laquelle nous avons reçu souvent des réponses erronées.
Deux gobelets de capacité égale sont remplis à moitié, le premier avec du vin, le second avec de l'eau. On prend dans le premier une certaine quantité quelconque de vin (par exemple une cuillère) que l'on verse dans le second gobelet, puis on prend dans ce dernier la même quantité du mélange obtenu, que Ton verse dans le gobelet contenant le vin. Comme résultat de celte double opération la quantité de vin enlevée du premier gobelet est-elle plus grande ou plus petite que la quantité d'eau enlevée du second P
Sur vingt personnes, dix-neuf répondront certainement qu'elle est plus grande, et cependant il n'en est rien.
QUELQUES PROBLÈMES TIRÉS DE L'ANTHOLOGIE GRECQUE
SoGRATE. — Polycrate, tyran de Samos^ demande à Pythagore le nombre de ses élèves.
Fortuné Pythagore^ rejeton héliconien des MaseSy dis-moi combien, dans ton école, tu as d*athlètes que ta dresses aux glorieux exercices de la philosophie, — Je vais te le dire, Polycrate : la moitié étudie- les belles sciences mathématiques; V éternelle nature est l'objet des travaux d'un quart; un septième s* exerce au silence et à la méditation; il y a de plus
(^) L'Anthologie grecque est une collection de petits poèmes nommés épigrammes dont l'édition la plus complète est celle qui a été donnée par Frédéric Jacobs(i 813-17) en 3 vol. in-8*. Parmi ces poèmes il y en a plusieurs qui renferment des énoncés où il s'agit de trouver des nombres remplissant certaines conditions. On trouve le texte grec, la traduction en vers latins et les solutions de 45 de ces épigrammes dans VHistoire des Mçithématiqaet de Heilbronner (p. 845).
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trois femmes dont Theano est la plus distinguée. Voilà le nombre de mes disciples qui sont aussi ceux des Muses,
Imitation en vers latins
Die, Heliconiàdum decus^ ô sublime Sororum Pythagora ! tua quot tyrones tecta fréquentent. Qui, sub te, sophiœ sudant in agoiie magislro ? Dicam; tuque animo mea dicta^ Polycrates hauri. Dimidia horum pars prœclara mathemata discit; Quarta immortalem naturam nosse laborat, Septima, sed tacite, sedet atque audita revolvit; Très sunt fœminei sexûs.
Il s*agit de trouver un nombre dont une moitié, un quart, un septième, en y ajoutant 3, fassent ce nombre lui-même. On trouve facilement que ce nombre est 28.
— Je suis une Minerve d'or massif. Le métal est un don de jeunes poètes; Charisius en a fourni la moitié; Thespia, la huitième partie; Solon, la dixième; Thémison, la vingtième. Les neuf autres talents et V œuvre même de ma statue t on les doit à Aristonice,
— HqH 1 du poids total = 7— du poids.
a o ïo 20 ^ ao ^
Les -^ du poids total = 9 talents et le poids cherché = Ao talents.
— Cypris dit à F Amour qui avait Vair chagrin : « Quel est, mon fils, le sujet de ta peine ?» — « Les Muses m^ont à Venvi pillé les pommes que f avais cueillies sur CHélicon, Clio m* en a pris le cinquième; Euterpe, le douzième] la divine Thalie, le huitième; Melpomène, le vingtième; Terpsichore, le quart; Erato, le septième; Polymnie m'en a volé trente; Uranie cent vingt; Calliope s* en est chargée de trois cents;
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et moly je viens vers toi, les mains presque vides, einporlanl ce qtioni laissé les déesses, cinquante pommes. »
F -h — -hi 4- — + V 4- i = Zr- et 3o H- ino -f- 35o 4- 5o =r>5oo 5 12 8 ao 4 7 oao
donc les ^ du nombre total valent 5oo.
Ce nombre est donc 5oo X — f = 336o.
— Le puissant Alcide demandait à Augias le nombre de ses bœufs. Le roi lui répondit ; « sur les bords de VAlphée, il y en a la moitié; le huitième de mon troupeau est à paître sur la colline de Saturne; le douzième est près de la borne de Taraxippe ; le vingtiêlne pâture aux environs de la divine Elis, J*en ai laissé le trentième dans les herbages d*Arcadie; tu verras ici le reste du troupeau, cinquante baufsi »
-t-oH 1 f--K- = -^-
OO
donc les — du nombre des bœufs = 5o.
Le nombre des bœufs = 5o X — tr = 24o.
— toi qui indiques si bien les heures j combien s* en est-il écoulé depuis ce matin ? Il reste deux fois les deux tiers des heures écoulées.
Les heures écoulées -f- les heures qui restent donneht la heures (^). Les heures qui restent valent les i des heures écoulées. Donc les Z des heures écoulées valent la.
Heures écoulées =12 X - = 5h.-, heures qui restent 6 h. -.
(') La durée du jour est divisée en la parties^ comme fàisaieni lèdaiicieiM»
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Trftduetion en Yen latins
Die quota nunc hora est ? Superest tantam ecce diei Quantum bis gemini cxacta de lace trientes.
— Je suis un lion de bronze; deux jets jaillissent de mes yeux^ un autre de ma gueule, un autre de mon pied. En deux jours , mon œil droit remplit le bassin, mon œil gauche en trois, et mon pied en quatre Jours. Pour le remplir six heures suffisent au jet d'eau de ma gueule. Si tous les jets, et de mes yeux et de ma gueule et de mon pied, coulent à la fois, en combien d^ heures le bassin sera-t-il rempli ?
En I heure, les yeux, la gueule et le pied coulant ensemble,
remplissent j^-\ 1 — ft' + ^ ^^ ~ôq ^^ bassin.
Dôiic le basàitt sera rempli en ^ d'hctire ou en 4 b. F.
Suf les trots statues de Xêthuéy iTAmphion et de leur mère, Enseirible, notis pesons ^0 mines. Si tu prends de moi Zéthus le tiers et d^Amphion le quart, tu trouveras six, et tu auras le poids de notre fnère,
X poids de Zéthus, y poids d'Âmphion.
X -\- y = 20 — 6 = i4 et
oâ
d'où
aî = 4a — y-+-v. y= 4 ou 8,
d'où X = lo ou 6.
Zéthus pèse 6 mines, Âmphion 8 minles.
Les Grâces portaient des paniers de pommes, et dans chaque paniei' il y avait le même nombre de fruits. Les neuf muses les rencontrèrent.
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et leur demandèrent des pommes. Elles en donnèrent à chacune une quantité égale, et les neuf muses et les trois Grâces en eurent toutes autant. Dites combien elles en donnèrent, et comment elles en avaient toutes un nombre égal.
Imitation latine
Aarea malaferuni Charités, œquaîia cuique Mala insunt calatho; Masarum his obvia turba Mala pétant. Charités canctis œqualia donant; Tune œqualia très contingit.habere, navemque. Die quantum dederint numerus sit ut omnibus idem ?
Le nombre total des pommes (ou des oranges suivant l'imitation latine) que possédaient le 3 Grâces est évidemment un multiple de 3. Âpres le partage, les Grâces et les Muses ont chacune le même nombre de pommes, donc le nombre cherché est encore divisible par 12. 3 étant facteur de la, nous n'avons à considérer que ce dernier nombre qui est le plus petit de tous ceux satisfaisant à la question.
Tous les multiples de 12 répondent également à la question.
Fais-moi une couronne d^or^ de cuivre, d^étain aussi et de fer, du poids de 60 mines. Que Vor avec le cuivre y entrent pour deux tiers, For et Vétain pour trois quarts, en même temps que Vor et le fer pour trois cinquièmes. Combien faut-il, dis-moi, que tu emploies d*or ? Combien de cuivre ? Dis aussi combien d*étain, enfin combien de fer, pour me fabriquer cette couronne de soixante mines.
Si X, y, z eiu sont les poids d'or, de cuivre, d'étain et de fer, on a :
C. Et moi, fai dix mines et le tiers de la part du seconde
Si X, yeiz représentent les parts de Â, B et C, on a :
i» = 7 + gZ, y = Z'^-^x, z= lo -^^y d'où
ac = 45 mines, y = S'j mines - et z = aa mines - •
— Ino et Sémélé distribuèrent un jour des pommes à douze jeunes filles, leurs amies, qu'elles avaient rencontrées. Aux unes Sémélé en donna un nombre pair, aux autres sa sœur en donna un nombre impair, et il lui en restait; car à trois de ses compagnes elle fit don des trois septièmes de ses pommes, et à deux autres du cinquième, Astynomé lui en enleva onze, et sa part fut réduite à deux. Sémélé, de son côté^ offrit à quatre jeunes filles les deux quarts de ses pommes, à la cinquième elle en remit le sixième. La part d^Eurychore fat de quatre, et Sémélé resta avec quatre autres pommes.
X = nombre de pommes d'Ino
y = » de Sémélé
j T aa
X X — w X — ii = a, ou a;— 2c^==ï3 d'où x = 35
.70 oO
y g^ — ^ — 4 = 4, ou y — ?y = 8 y = a4.
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— Cette tombe renferme Diopkante, merveille I elle dit malhémati^ quemeni combien il a vécu, Difiâ lui accorda U sîgsième 4^ sa vie pour son enfance ; il ajouta un douzième pour que ses joues se couvrissent du duvet des adolescents; en outre, pe(idant sept an^* il fit brûler pour lui le flambeau d* hymen, et après cinq ans de mariage il lui donna un fils, hélas ! unique et malheureux enfant, auquel la Parque ne permit de voir que la moitié de la vie de son père. Pendant quatre ans encore, consolant sa douleur par Pélud^ des chiffres, il atteignit enfin le terme de sa vie.
Il s'agît de trouver un nombre tel que son sixième, son douzième, son septiènie et sa moitié, joints enseiQ^lQ §t |§ tgut 9U|[(penté de 5 et de 4) fassent le nombre lui-même.
Ce noipbre est 34?
Traduction latine
//{f/ic Piophantus habii{ tnmlwn qui t^mporn ei^^
Illius^ mira dénotât arte tibi, Egit sex tantem juvenis ; lanugine maîas
V^stire hm fx^pH parle 4{iQ4çç(mt Septante i^qri post /i^q mi^tur, ç\ qmo
Formo8u$ quinto nasçitur inde puer, Semissem setath postquam attigit ille paternœ,
Infelix subita morte peremptus obit.
Quatuor œstater genitor lugere superstes
Cogitur, hinc annos illius Oisequere,
Imitation veraiBée
Passant, sous ce tombeau repose Diopkante, Et quelques vers tracés par [j^r^ ra^iOt ^awnto Vont te faire connaîtra à que.1 âgç il est mort ; Des jours assez nombreux que lui compta le sort, i> sifcième marqua le temps de son enfanee ; Le douzième fut pris par son adolescence.
Des ^ept parts de sq vie une encor s'écoulg.
Puis, s'étant marié, sa femme lui donna
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Cinq ans aprhs un fihj qui, du destin sévhre, Reçut de jours ^ hélas ! deux fois moins que son phre. De quatre anSy dans les pleurs, celui-ci survécut : DiSf si tu sais compter, à quel âge il mourut.
Solution
Représente par x le nombre en question Et, sans rien oublier, pose une équation Oh dans le premier membre on trouve le sixihme, P(|is \e douzième d'çp^ augmente du septième. Ajoutes -y neuf ans : le tout égalera L'incqniiue x, Xranêpoféi, ajo\\te,,.,t e{ coûtera. Tu verras aisément, sans qu'on puisse en rabattre. Que l'âge du bonhomme est bien quatre-vingt-quatre»
H. EuTROPE,
— Nous sommes ici trois Amours qui versons dans ce beau canal j'^qp des bains. A droite, moi, avec Veau qui s'échappe de mes ailes, je rem-plirai le bassin dans la sixième partie du jour, L'Amour de gauche, de Yurne quHl porte, le remplira en quatre heures. Celui du milieu, avec son arc dont Veau jaillit', y emploiera la moitié du jour. Cherche en combien dheures nous pourrions remplir le canal avec Veau de nos cfites, de Vçirq et dç Vurne^
Suppoions la journée da la heures.
Les 3 Amours coulant ensemble, remplirent dans un heure
— h V + /^ = — du canal, a 4 12
Le canal sera donc rempli en i heure et — .
Traduction latine
Qu^ jaculamur aquas très hic adstamus Amores', Sed varie liquidas Euripo immittimus undas.
Hpçstpr eg^; summis et qm mihi mai^a^. ai çiji^ Ipsum lympha replet solo sextante diei^
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Qaalaor ast horis laevus versa influit urna ; Dimidiatque diem mediuê dum fondit ah arca.
Die, âge, quam paucis Eutipum implebimus horit, Ex arca simul atque alis urnaque fluentes,
— A. Donne moi dix mines, et je deviens le triple de toi;
B. Et moi, si ta me donnes dix mines autsi^ je deviens le quintuple de toi.
Soit (3x -f- 3) le nombre de mines que possède A.
{Sx 4- a) -h 10 = 3(aj -f- 4).
Donc (x + 4) représentera le nombre de mines possédées par B. Par suite
x -h 4 -I- 10 = 5 (3 ce -h a)
d'où
ac = -
A possède donc 2 mines - et B, 4 mines - •
— A. Donne moi deux mines , et je deviens le double de toi.
B. El moi, si tu me donnes aussi deux mines^ je deviens le triple de toi.
Soit 2x\e nombre de mines de A
aa:-+-2 = a(rr-|-i)
donc le nombre de mines de B pourra être représenté par a? + i .
x-h I -i-a = 6x d*où a; = c •
Les nombres cherchés sont donc 1 mine ^ et i mine ^*
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Problème attribué à Archimède et dit « de bovine » ('). — La dernière épigramme grecque que nous croyons intéressant de citer renferme une question d'analyse indéterminée; elle a été découverte en 1778 par Lessing dans la bibliothèque de Brunswick et il l'a publiée dans le tome I, p. 4^1, de son ouvrage intitulé : Beitrage zar geschichete and litteratar : documents pour l'histoire et la littérature. Il y a neuf conditions à remplir.
Nous croyons inutile de donner le texte grec, nous nous conten* tons d'en reproduire une traduction vers pour vers et presque littérale.
Problème que, dans une lettre adressée à Eratostbène de Gyrène, Archimède a proposé à ceux qui s'occupent de ces matières à
O ami I calcule-moi le nombre de bêles à cornes de liélios, Mais penses-y sérieusement si tu prétends à la science. En quel nombre paissaient-elles dans les plaines de la Sicile^ Vile aux trois angles ? Elles se partageaient en quatre troupeaux 5 divers en couleurs, Vun était blanc comme du lait, l'autre brillait d^une couleur noire,
un autre était roux, et encore un tacheté. Chaque troupeau renfermait des taureaux en grand nombre et ils étaient les uns aux autres dans ces rapports : I. Les blancs étaient autant 10 que la moitié et le tiers ensemble des noirs plus tous les roux; ainsi remarque bien cela,
III. Considère les tachetés encore restants
i5 aa sixième et au septième des taureaux blancs ,
(*) Bulletin de Bibliographie, d'Histoire et de Biographie Mathématiques par Tbrqueii, l. I, i855, pp. ii3, 124, i3o, i65, 172 et tomo II i856, pp. hi 4a.
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. pluÊ aà nothbre total dés rOildf» il êt>M égàudbi Il y a encore les vaches. IV. Les blanches étaient du troupeau noir entier .
exactemeni le tiers plus le quarts 90 Y« Les vaches noires autant quun quûri et un cinquième de tout le troupeau tacheté^ lorsque ce troupeau paît ensemble avec lés tûuteûuûc, ' VL Les vaches tachetées faisaient un einquiêhié plus m sixième de
toute la partie rousse, 25 VII. Les vaches rousses autant quun demi-tiers et un septième de toute la partie blanche du troupeau. Ainsi, si ta me dis maintenant nettement le nombre des b^BS à cornes à part U nombre des taureaux bien nourris, [de Hélioëf
à part les vaches et combien de chaque couleur^ 3o on ne t'appellera pas maladroit ni inexpert dans les nombres,
cependant on ne te comptera pas encot^e parmi les savaiïts. Cût^ \)lens encore ce qu^on rencontrait chez les bétes à cornes dêHélioS, [et dis moi VIIL «Si la foule des laut*eaux blanbs se téunissuit MX rtoiV*, ils présentaient une s\irfuàè igale 35 en longueur et en largeur. Alors leut grande étendue
remplissait de son aire toutes lés plaines dt Vtlé ûuùè trôls ângléS, IX. Ensuite, si les taureaux roux réuhis aux tachetés se formaient avec un en tête et croissaient sticcessiveriieni dé «ri, lis formaient la figure d'un triangle, sans qti'il y eût ûVéù etiX 4o des taureaux d*une autre couleur et sans remaf*quef leur absente^ Si tu trouves cela et le mets dans tort esprit, si ta peux, 6 ami y indiquer la mesure de tous ces nombres, alors avance glorieux, triomphant; sois âohvalncu que tu es un homme accompli en cette science.
Nota. — Les chiffres romains indiquent les neuf conditions.
L'éplgramme est suivie d'une scolie grecque qui donne les nombres suivants sans dire comment on les a trouvés.
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«oient
Nombres
Nombres
Taureaux blanos
Vaches blanches
» noirs
» noires
» roux
» rousses
» tachetés
» tache très
lo B= 8393i8è6o = gN + R b = 576 5o8 800 = -j^ de 2*
4oS 827360
30 N= 5g644,,20 = JlT4-a
n= 391 459680 = ^ de 30
988 3oo 800
30 T= 5886448oo = 7^B4-R
t = 281 266600 = 5;: de 40
^69 9 1 o 4oo
r= 435 i37o4o = 7rde I*
7B';ô88oOO l'otal des 4 troupeaux
Céà ttottibres ïie Sont pas les plus siniplés, mais satisfont aux sept premières conditions. Le scoliaste ajoute que B + N est un carré Q) et ï H^ R un nombre triangulaire; ce qui serait conforme à la huitième et à la neuvième conditions; mais cela n'eiistepas.
(*) Le tidàihérliattciëti Vincent h'intefprétait pM aitisi la huitième condit!6h ; il Mippb&aU que Pàuteur de répigramme avait voulu dire simpleiiieni que si les bœufs blancs et noirs réunis étaient rangés en carré, en comptant tous ceux du circuit, la somme des premiers rangs sur tout le périmètre du earré, égalerait la mesure des plaines de la Sicile.
En deux mots, le quadruple de la racine carrée du nombre des boeufs bknds et oeirs eerait la mesure de la Sicile,
Vincent ajoute que eeUè oonditioii ne lui parail pis devbir éit9 ^Hu^ iti
Oa voit de suite que ces nombres sont tous divisibles pas 80 et en effectuant la division on trouve :
!«»■ troupeau B = 10 366 482 6=7 206 36o
a" troupeau N= 7460614 n= 4898246
3* troupeau T= 7858060 t= 35i582o
4® troupeau R= 4^49387 r= 5439218
Le total se monte à. . • 60889082 et comprend
Taureaux ••• ••• 29384443
Vaches ••••» • 31064689
rigueur, c*est-à-dire exiger une racine carrée exacte : quel que soit le nombre des hommes d^une troupe, on peut toujours proposer de les disposer en bataillon carré ou supposé tel : l'auteur dit simplement : « quand ils étaient placés de manière à avoir la même mesure en largeur et en profondeur ».
Voici d'ailleurs comment Vincent s'exprime en ne considérant que les nombres simples que nous donnons page i34 et qui ne s'appliquent qu'aux taureaux seuls Q.
« Je reviendrai tout à l'heure sur la manière de satisfaire à cette condi- « tion (il h*agit de la 8®) ; je dois auparavant examiner la suivante. Celle-ci « no comporte pas la môme tolérance que la précédente ; il j est dit exprès-
(*) Vincent pense, en effet, que tout ce qui est relatif aux vaches a été ajouté depuis le vers 1 7' jusqu'au a 6* inclusivement. Les vers là i6 lui semblent présenter un énoncé complet, auquel les vers 37 et 3o forment un épilogue convenable. Il pense que le rédacteur primitif n'avait pas songé à distinguer les sexes et prenait taureaa tout simplement pour bœnf. Le problème ainsi réduit a pour solution la plus simple ou principale les 4 nombres donnés à la présente page.
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ag 334443 = 6399 ^ 4657 deux nombres premiers qui ne divisent pas le nombre des vaches.
La huitième condition est que B + N soit un carré, or
En multipliant donc tous les nombres qui précèdent par
« sivement que les bœufs roux joints aux tachetés doivent former un c< nombre triangulaire, sans qu'il en manque ni qu'il en reste aucun.
« Or, tout nombre triangulaire devant être de la forme - x(a; + i)> il
« faut donc faire en sorte que le nombre 2 47i> qui représente la somme
« T + R> ou que le facteur 353, nombre premier qui est le septième de
« 2 47 1 > puisse être identifié à Vuti des nombres a:, a; -f 1 , ou à leurs moi-
« tics. Les hypothèses qui se présentent le plus naturellement sont celles-ci :
a:=ia
ix = 247i, a?+ 1=4943,
« Pour chaque cas, le nombre qui multiplie 2471 dans le produit -a: (a? -f i)*
« est le facteur par lequel il faut multiplier tous les nombres de la solution « principale.
« Ainsi dans la cinquième by^>othèse le multiplicateur sera toi.
« Maintenant, il faut, en revenant à la première condition supplément a taire, que le multiplicateur adopte puisse conduire à la mesure de la c Sicile, ce qui déterminerait complètement le problème. Deux nombres se présentent en premier lieu de manière à satisfaire approximativement à cette condîtioD. Ce sont les nombres i2 35495o et i2 355o5o. En
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on satisfait à la huitième coildition et l'on trouve :
!•' troupeau 6 = 46200808287018 è=« 32 116937723640
2« troupeau N ^ 33 249 638 3o8 986
3® troupeau T = 32 793 026 546 940 i= 15669127269180
4* troupeau R= 18492776362863 r = 24 24t 207 098 537
total 224571490814418
Comprenant : Taureaux. . . . ♦ . 130736249506807 Vaches 9383524i 3o8ôii
Il iie reste plus que la ilëuvlètttë cônditiotl à îrempliif j iJâVoif que
(( effet, d'abord chacun d'eux fournit un nombre triangulaire quand on u le mulliplie par 2471» puisque le premier donne pour produit
« et le second
247 loi • ^47 100
« Ensuite, si on les multiplie respectivement par 3828» ils donnent pour « produit
47294748600 et 4739^151400»
« dont lés racines carr(^es sont (à Une unité près)
217473 et 217474»
« et les quadruples de ces racines
869892 et 869896.
Vincent calcule alors, d'après des données puisées dans Strabom que la surface de la Sicile est de 857 000 stades carrées. Et il ajoute ;
(( On conçoit d'ailleurs que cette évaluation est nécessairement au-dessous
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fl + T égale lift feombrô Ift&ftgulnire ; hiaîà fi 4- N dëVftht toujours rester un carre, il faut multiplier tous les nombres
« de la vraie Valeur du territoire de Tile, à cause des 8iiiuosit(Ss du contour, « dont la formule Appliquée pour calculer la ëurfaôe fait abstraction.
u On peut dono considérer les deux nombres ci-dessus trouvés, 869 892 et « 869896 comme répréèenlailt ap[)roxim<itivement Taire totale de la Sicile, « conformément à Pcnoncé. En conséquence, on a pour solution de la « première et dé la troisième partiel de la question , les formulM
Ë = aaa6A,
!f ss: 1602^,
T=.ii58oi!r, 11= Sgifc,
« dans lesquelles k=z i2 355ooo=t:5o.
« On peut d'ailleurs arriver à un résultat plus f approché dé 867000 en « multipliant 2471 par 99, ce qui donne 24462^» et posant
« Alors, faisant
« on a pour la racine carrée 215&98 qui, mulliplié par 4» donne 86 f 182, « ce qui est bien près du résultat cherché.
« Enfin, on aurait un résultai trop faibU en multipliant 2 47^ P*^' 9^« ^^ « qui donne 2421681 et posant
(( Il faut alors faire
« la racine carrée est a i3 124 et le quadi-uple de celte racine donne 852 496. » Nous arrêtons ici les commentaires de Vincbht en renvoyant le lecteur qui serait désireux d*êlre instruit d'une façon plus complète sur cette question aux articles du Bulletin bibliographique visés plus haut et auxquels nous ftvoQs emprunté les renseignements ^ui précddenù
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trouvés par la quantité indéterminée a^ et nous devrons satisfaire à
(R + T) a2 == 5i 285802 909808. u^ = îi^dlj).
La quantité qui multiplie 4 est paire sans être divisible par 4 « donc le coefficient de a^ n'est pas un carré parfait ; par conséquent il existe une infinité de valeurs rationnelles et entières de u qui donnent pour radical un nombre entier nécessairement impair (^), et X sera entier et positif; il s'ensuit, en définitive, que la question a un nombre infini de solutions.
Si Ton n'avait égard qu'aux taureaux, on aurait pour satisfaire aux trois premières conditions.
R== 891, B + N=3828, ï-hR = 247i.
Plusieurs savants se sont occupés de ce problème.
Le recteur Christian Leist a montré non seulement l'exactitude des nombres donnés par le scoiiaste, mais a trouvé les nombres les plus simples donnés ci-dessus. Son travail est inséré dans l'ouvrage de Lessing.
En 182 1, à l'occasion d'une solennité académique, l'opuscule suivant fut publié : Allés griechisches Epigramm, mathematischen inhalls von Lessing erst einmal zum Dracke befordert jetzt neu abge— druckt und mathematisch und krisiisch behandelt ; Ancienne épigramme
(') Legbndre. — Théorie des nombres.
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grecque d'une teneur mathématique, publiée pour la première foi» par Lessing ; éditée de nouveau et traitée sous le point de vue mathématique et critique par leD' J. Struve, directeur du gymnase royal à Âltona et le D"^ K.-L. Struve, directeur du gymnase communal de Konigsberg père et fils. Altona : in-8 de ^7 pages.
Les calculs donnés dans cette brochure sont de Struve père qui émet cette opinion que le nom d'Archimède est une pure invention. En effet, cette épigramme est complètement étrangère à Tesprit des travaux qui appartiennent incontestablement au géomètre sicilien ; Struve père pense même que les deux dernières conditions ont été ajoutées depuis (^). C'est encore probable, car les solutions du scoliaste pour les sept premières conditions sont justes et on lui fait dire une chose fausse pour les deux dernières conditions. D'ailleurs» la neuvième et dernière condition consiste à résoudre en nombres entiers Féquation indéterminée
a n'étant pas un carré ; solutions que Ton ne connaît que depuis Pell (1666).
L'opuscule en question est terminé à partir de la page 38 par les observations critiques qui sont de Struve ûls, lequel déclare enfin ne rien comprendre aux vers 35 et 36.
Une autre solennité académique donna lieu à la brochure suivante de 12 pages in-4.
Ad memoriam Kregelio-Sternbachianam in auditoris Jureconsulto^ mm die XVII juli MDGGCXXVIII celebrandam invitant ordinam academix Lips. Decani Seniores celeriqae adsessores. De archimedis problemate bovino.
Un homme généreux, Charles de Sternbach, avait institué un prix d'encouragement pour l'étude à l'Université de Leipzig, et pour célébrer l'anniversaire du donateur, la production dont nous
(') C'est égalemeat ropinion de Vuceiit.
l4& RiQR#\TlONS MATHéMÀTiQUES
venons de donner le tftre, fut lue par son auteur Herjnann (Godefroy).
Cet auteur critique vivement Tœuvre des Slruve en blâmant certaines jovialités qui sont d'un goàt un peu hasardé, et il propose une exégèse qui amène des nombres complètement différents de ceux de Stvuve.
D'après lui, la sixième condition serait eellercl : Les vaches tachetées formaient les quatre cinquièmes plus les quatre sixièmes de toute la partie rousse. Alors les nombres suivants satisfont aux sept conditions s
i^f troupeau B = 48068018
6 = 47p8îC)4o = ^de^o
2« troupeau N = 34591 986
M = 47673o54 = ^de3»
3e troupeau T = 34116940
« = 7i8a3i8os=î^de4^
4® troupeau R== 19289363
r = 29730987 = ^ de I»
Le nombre des vaches est plus grand que celui des taureaux, tandis que c'est le contraire dans le calcul précédent.
Le changement le plus important est dans les vers 35 et 36 que Hermann lit et ponctue d'une façon différente et auxquels il donne ce sens : Quant à ce qui concerne les côtés qui circonscrivent de toutes parts, les plaines de la Sicile étaient remplies de briques ; c'est-àdire que chaque côté du carré B -h N doit être un nombre brique ;
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de sorte qu*on doit satisfaire, dit l'auteur do la brochure, à ces équ^tient i
(B -+- ri) ^ =5n 3 ^28. 3? == le carré d'un nombre brique == j^ (^y — ?)« (T i+» B)x =sa 2 471 » = un nombre triangulaire =^u (a -i- i),
(B-f-N-f-TH-R)aî== 6229 çc = un nombre triangulaire == -t;(t; H- i).
Pour satisfeire à la première équation 11 faut qvie Ton ait :
a;= igiijo* et, par conséquent»
Il est impossible de satisfaire simultanément à ces deux équations mais la troisième équation n^est pas exigée.
La seconde équation donne un nombre indéfini de solutions ; la première équation devient
Il suffit de prendre
j=p qt p>3828;
il y a donc une infinité de solutions.
Hermann croit que Tépigramme est d'Arcbimède, parce qu'elle est citée sous ce nom dans une scolie sur le Charmide de Platon et dans Touvrage de Héron d'Alexandrie sur la nomenclature des ▼ocables géométriques. Enfin cet auteur avance que Gauss se serait occupé de la question.
lîpS^elrp^an, dans son célèbre ouvrage sqr rbistoire 4e l'Algèbre fiben les Grec^ (0. coniacre les cinq dern lèves pages k notre pro-
(«) Die al§ebpa der Grekheny Berlin, 1842 ; in-8^
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blême. Adoptant ropinion de Klûgel et de Struve, îl fait ressortir rimpossibilîté d'attribuer une telle production à Archimède, et, d'après le mauvais goût que Ion remarque dans le style et la facture poétique, Nesselmann pense qu'on peut l'attribuer à un écrivain du XIV® siècle et même plus récent. Car Planude et Krephalas, auteurs du XIV* siècle, qui recherchaient avec ardeur de semblables bagatelles, n'ont pas admis ce problème dans leurs collections.
La huitième et la neuvième conditions sont, selon l'opinion d'Hermann et de Nesselmann, une superfétation postérieure à la solution donnée par le scoliaste.
DE BEHA-EDDIN MOHAMMED BEN AL-HOSAIN
AL AAMOULI (*)
i^ Diviser lo en deux parties» de telle sorte que si Von ajoute à chacune d*elles sa racine carrée, et si Von multiplie les deux somme$ Vune par Vautre, il en résulte an nombre donné.
a. Si, à un carré l'on ajoute lo, la somme doit avoir une racine carrée, et si Von en soustrait lo, le reste doit de même avoir une racine carrée.
(*) Le Khélasat al Hlsàb (Essence du calcul) jouit d'une réputation considérable dans la Perse et dans Flnde ; on lo regarde comme le traité par excellence.
L*auteur est né en Tan i547 de notre ère, il mourut en 1622.
L'extrait que nous donnons est emprunté à la traduction de M. Aristtob Ma-rre faite d'après la version allemande do NEssEUfAim publiée à Berlin en 1843.
(Voir les Nouvelles Annales de Mathématiques i846« p. 263 et suivantes).
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3. A Zaîd Von promet lo moins la racine carrée de la part d* Amrou et à Amrou 5 moins la racine carrée de la part qui a été promise à Xaîd.
4. Un nombre cube doit être partagé en deux parties, qui soient aussi des nombres cubes,
5. Dix est partagé en deux parties. Si nous divisons chacune d* elles par Vautre, et si nous additionnons les deux quotients^ alors la somme est égale à Vune des deux parties de dix.
6. Trois carrés en proportion continue, dont la somme est un carré.
7. Si à un carré on ajoute sa racine et 2, si ensuite de ce même carré on retranche sa racine et 3, alors on doit pouvoir extraire la racine carrée de la somme et du reste.
L'auteur ajoute expressément que ces quelques questions sont inaccessibles aux algébristes de son temps. Les unes sont impossibles les autres oonduisent à des équations de degré supérieur, qui n*ont aucune racine rationnelle ; ainsi la troisième donne l'équation finale :
x* -i- ao x^ -h X -h 95 =: o, La dernière question fournit les deux équations :
(c* -h a? 4- 2 = J'* et x^ — x — 2 -= z^
1 1 qui ne donnent pour x que la valeur négative ^ •
La quatrième est la plus intéressante, son impossibilité dépend du fameux théorème, énonce pour la première fois par Fermât, en 1657, et démontré par Eulcr. Ainsi les Arabes Tont eu quelques siècles avant nous.
Nous ne citons les deux questions suivantes qu*à titre de curiosité historique J elles se trouvent dans une ancienne arithmétique chinoise ayant pour litre Kin tschang, rédigée vers 3600 avant J.-G. et publiée, croit-on, vers ia5o avant J.-G. par Tsin-Kin-Tschaou.
1, Au milieu d'un élang ayant la forme d'un carré de 10 pieds de côté, croît un roseau y qui s* élève depuis lefondjusqu^à un pied au-dessus
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du niveau de Peau. Si l'on tire ce roseau vers le miliea d'un dés oâtés il atteint juale le bord de l étang. Quelle est la profondeur de Veau^
(Heis) OB = OC = OD -h I pied.
0B^ = ÔD' + 25, doncOB* = ÔD'-+-2 0D-|-i = OD* + a5
3 0D = 24 et 0D= 13 pieds.
2. Un bambou de lo pieds de haut se îroavê brisé à une œftatne
hauteur. Quand on ramène la partie supérieure vsrê la terre, et qu'on
lui fait toucher le sol, le sommet du bambou se trouve à B pieds dé la
base. A quelle hauteur est-il brisé ?
(Hiii)
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I. Trouver quatre nombres tels que leurs produits deux à deax augmentés de Vanité, soient des carrés (DIophante, Liv. IV prob. XXI).
Voici une élégante solution du problème, qui détermine quatre nombres entiers en fonction de deux nombres entiers indéterminés m et n.
Si Ton désigne par a, b\ c, d les quatre nombres cherchés on a :
d = 4 (wi-n -+- i) (m.n -f- m -f- i) (jnM^ -+■ m.n -f- an -+- i).
QUELQUES PtlOBLÈMES TIRÉS DBS AîfClBîïS AUTEURS l!\']
En effet :
ah -h 1 = (m./i 4- I)^
ac -h I = {m,n -f- m -4- i)*,
ad -h I == (â m'.n* -h 2 m'.n -4- ^m.n -i- a m + i)*,
6cl -f- I =3 (2 m^,n^ -h 3 m'.n* -h 6. m.n* + 4.m.rt» -{-
4n -h !)*♦ cd H- t = (a m^.n' -f- 4 /n^.w* -h 6 m./i' -h 2 m^.n 4- 8m. n H- 4.'i 4- 2. m + 3)^.
Ainsi, pour m=ietAi = 2, ona:
et
(Soltllioh due h M. Boije af Gennas de Golhembourg). Voir les Nouvelles Atmaleê de Malhêmatiqiies^ 1880, p. 278.
3. Vng homme a deèpendu (dépensé) le l de son argent. El puis eneores les u da remenant (du reslc). Et luy sont encores demourez
12 escné. Assauoir moult combien (On demande combien) il auoit au
cÔmancement.
(Chuquet) (*).
(*) Ces proUèmeft» énoncés en vicui fratlçais, sont eilraîU du plus aucien roeueil de proWniés que fournisse la Itiléralure tualhémaliquo française. Il s'agit du recueil de Maistre Nicolas Cruquet, écrit en i4S4 *onB le titre d' Inuetteions de nombres en gênerai lesquelz par la Rigle des premiers (par Val^hre) se treuuenty et qui fait suite k son Triparly en la science des nombres.
On trouve dans set ouvra^ bon nombre de problèmes devenus aujoiitd'Iiuî classiques et qui^ avant de passer dans les Alghbres de Cla.\iv8» en 1608, de Nbwton, en 1669, d'ËvLBR, en 1768* de Bertranb, en iSSi, et enfin des «uleura plus modernes, ont exercé plus d'un arithméticien et plus d'uQ al^ri&te de la Henfliasante et du Mo^ed Age. G'ej^t aux rechcrcbes
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Cet homme a dépensé les — h - ou les ^ de son avoir;
Les - de son avoir valent 12 ccus.
11 possédait donc au commencement 54 écus.
3. Une pièce drap est taincle en noyr le l et le i. Ei 8 aulnes qui est le remenant en gris. Assaaoir mott qnantes aulnes de long a celle
pièce.
(Chuquet).
• Réponse : 19 5 •
4. Ung marchant a este a troy s foires dont a la première il a double ses deniers et diceulx en a despendu, 5. A la seconde foyre il a triple son argent et a despendu, q, A la tierce il a quadruple son argent et si a despendu. 12, Etala fin luy sont demoarez, 8. Assaaoir mùVtqtiantes pièces il auoit au cômancement,
(Chuquet)*
Réponse : 4 deniers g.
d'ÂRisTiDS Marre que l'on doit la découverte des manuscrits oubliés da Père de l'Algèbre française, qui ont été publiés dans le Bulletin du prince B. Bo:vcOMPAG7fi. Les Inucncions de nombres contiennent beaucoup de ques« tiens empruntées à l'école italienne : les travaux de Léonard de Pise ou les écrits, aujourd'hui perdus, de ses premiers disciples, n'étaient point inconnus de Chuquet ; plusieurs de ces problèmes reparaissent chez Lucas Pacioli (i494)' ^ui> 1^^ aurait puisés aux mômes sources que Chuquet.
A côté des problèmes du premier degré, Chuquet donne aussi des questions d'analyse indéterminée, et enfin des Jeux et esbatements qui par la science des nombres se font. Parmi ces jeux, citons c le jeu du novenaîre pour scauoir le nombre que aulcune personne aura ymagine et quil tient en sa pensée » ; — le jeu du loup, de la chèvre et du chou, et celui drs « troys maryz » qui se trouvent déjà chez Alguin ; le jeu du tavernier, « lequel na que une mesure de troys pintes, survient ung aultre home aportant une mesure tenant 5 pintes, lequel demande au tavemier 4 pintes de son vin ; etc. » Citons enfin le a jeu » du patron de galère qui, ayant i5 chrétiens et i5 juifs sur son vaisseau, « est contraint pour la tempeste des undes de la mer de descharger sa nef de la moitié de ses gens, etc., etc. i>
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5. Ung charpentier a marchande de faire une maison en 3o jours i^ar tel si que (sous telle condition que) chascun jour qu il besongnera il
jgaugnera 5 escus. Et chascun jour quil se reposera il perdera 6 escus, Aduient que au chef des So jours que la maison estfaicte cellui charpentier a tant hesongne et sest tant repose quil na gangne ne perdu, Assauoir moult quantz jours il a besongne et quants jours il sest repose ?
(Giiuqubt),
Réponse : i6 — et i3 -^.
II II
6. Un père voulant encourager son fils dans la pratique du calcul, jait avec lui cet accord : pour chaque problème parfaitement résolu, le Jils recevra 8 sou^ de son père; mais il lui remettra, au contraire, 5 sous pour chaque problème non résolu. Apres 26 problèmes proposés, ils font leur compte, et il se trouve que le fils ne reçoit rien et ne doit rien. Combien de problèmes a^t^il résolus ?
(imité de Clavius).
Pour 5 problèmes résolus le fils reçoit 5 X 8 ou 4o sous. » 8 )) non résolus, le fils donne 8 X 5 = 4o sous.
Ainsi, sur i3 problèmes, si le fils en résout 5 et échoue dans la solution de 8 autres, il se trouve dans la même situation qu'au début.
Donc sur a6 problèmes, si le fils ne gagne ni ne perd, il aura résolu 5 X a = 10 problèmes.
7. Si je donnais 7 deniers à chacun des pauvres qui sont devant ma porte, il me resterait a4 deniers : si je voulais leur donner à chacun 9 deniers j il me manquerait Sa deniers. Quel est le nombre de ces pauvres j et combien de deniers ai- je ?
(Clavius)»
Les a4 deniers qui restent ne me permettent pas de donner
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a deniers do plui à chaque pauvre, il me manque en plus il denieri.
Ainsi, une fpis 7 deniers distrib\}és à chaque pauvre, si j'avais en plus a 4 H- 3a = 66 deniers, je pourrais en donner encore a à
chaque pauvre.
Le nombre des pauvres est donc — = a8 et j'ai a8 X 7 + 24
=K aao deniers.
8. Un maître promet 4 sôn serviteur de lui donner à la fin de Tannée 10 pièces d^or et un manteau. Au terme du septième mois^ il le congédie en lui donnant fe manfequ et a pièces d*Qr, Quelle était la valeur de ce manteau? (Clayivs),
Au bout de 7 mois il n*est dû que les -^ de 10 pièces et les -^ de la valeur du manteau.
Le serviteur recevant le manteau et a pièces d'or, il en résulte que les — de la valeur du manteau valent la différence entre les -^ de TO pièces d*or et a pièces d*or.
La valeur du manteau est donc de ^ pièces d'or l.
9. Deux marchands de vins entrent dans Paris, Vun avec 64 barriques et Vautre avec ao barriques, du même prix. Mais, comme il n'ont pas assez d^ argent pour acquitter les droits d'entrée, le premier paie avec 5 barriques et ajoute [xo francs. U autre acquitte avec a barriques et on lui rend iio francs. Quels sont les prix de la barrique et du droit d* entrée de chacune d'elles ? (*)
(*) Lb Verrier donnait à ce problômo le nom de problème pihge, car il faut remarquer que les barriques laissées à Toctroi ne paient pas d*en(rée. Ce problème se trouve déjà, à la forme près, dans les Jauet^oions de ncanbre$ de Chuquet : a Deux marchans viennent de ioyre dont lung diceuU si a. 20. sacz de layne pour lesquelz il a paye a la gabelle ung sac de layne el on lui retorne a 1. de monnoye. Et laultre si a. 60. sacz pour lesquelz il a paye deux saczs de layne et 6 l. auec. Assauoir mol't a combien est extime ohascun sao de lavne. » La répon$Q eiacte est ii i/a livi«|.
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X prix de la barrique, y droit d'entrée
4'où
09 =9 i|o franei et jr c^ 10 franoi.
io> i7(i homme pénétra dans an verger qui avait 3 gardiens et y fit une provision de pommes; ayant rencontré le premier gardien, il lui donna la moitié de sa provision, plus 2 pommes, rencontrant le second, il lai donna la moitié de ce qui lai restait, plus deux pommes; enfin, rencontrant le troisième, il dat lui donner la moitié de ce qui lai restait encore, plus deux pommes, et il sortit alors n^ayant plus qu*une seule pommé. Combien de pommes avait-il recueillies (^).
X pombrc de pommes recueillies.
JiO premier gardien reçoit - h- 3, le premier reste est donc a,
Le deuxième gardien reçoit -. — i +2 = y-f-i,le deuxième
Le troisième gardien reçoit g-' 1-35= -q 4--; le troisième
reste est y •— 3 ^- =0 — -
donc
^ — 2«=i, d'oùar = 36.
(^) Extrait du Liber augmenti et diminutionis, qui est la traduction d^une Algèbre composée au xn^ siècle soit par le rabbin Aben Ezra (logS-iiGS), soit par un ftrab« InauuM. Le Liber, augmenti a 6\é publié en Y 838 par LiBRi (Hist, des AfaM, en Italie, t. Il),
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1 1 . Une personne a un anneau d'or du poids de 5 milsquâl aveo un chaton en rubis. La valeur de Vor est de 4 ashya (ou deniers d'argent) pour i mîisquâl, et la valeur du rubis est de lo ashya pour I mitsquàl.
L* anneau, avec son rubis, coûte 24 ashya. Déterminer le poids de Vor dans Vanneau et le poids du ra6w, par Al-jebr wel muqàbala (par rAlgèbre) (»).
Réponse : Tor pèse 4 ? milsquâl et le rubis | mitsquàl.
12. Problème de THéritage. — // est ung père de famille qui a denffans on nescet le nombre. Et si a en son arche (arca, coffre) une somme de deniers dont on nescet le compte Et dit cellai père au pmier
de ses enffans va en larche etprens i.d, et — du remenant (du restant). Au second il dit va après ton frère et après ce quil aura pris prens 2. ds, en larche et la —partie du résidu Au tiers il dit va après tes frères et après ce quilz auront pris chascun leur porcion prens 3. ds. et la — partie de la reste Et ainsi dit aux aultres en augmentant tousiours
jusques au derrenier auquel il dit va en larche et prens tous les deniers que tes frères y ont laysse. Et ce fait les enffans se treuuent quilz ont autant de deniers lung que laultre, Assauoir moult quantz enffans cestui homme a, Quantz deniers auoit en larche et quantz chascun deulx en a eu,
(Chuquet).
Généralisons la question en supposant que chaque enfant prenne a, 2 a, 3a, ... deniers et la /i* partie du reste.
Première méthode de solution (Euler). — Soient x la somme totale partagée, y la part de chaque enfant et z leur nombre.
(*) Ce problème, extrait d'un très ancien manuscrit persan, a été publier
en 1884, par L. Rodet.
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On égale les parts des deux premiers enfanls
n — ira, y z= a -\ ==(a— i)a z = ~ = n — i,
Seconde méthode, — On égale les parts du dernier et du premier. az= a -^ — (az^ — a), p(ir suite z = n ^ i ou z=i.
Troisième méthode (Catalan). — On égale y y et Yp^^. H vient : pa + ^ - y- - y» -- - yy-i -P^ = (p+i)a
^— y. — ^ii — — — Jy — (p+ l) « .
D'où
yp == (« — «•
Le second membre étant indépendant de l'indice /), qui désigne le rang de la part considérée, toutes les parts sont égales^ conformément à l'énoncé.
On obtient x en reprenant le premier nombre de l'équation qui représente yp et on fait p = i (*).
i3. ilz sont qaalre homes qui ont deniers en telle proporcion que si le pmier et le second auoient» loo. deniers des deux aullres Hz auroient le triple de ce qui leur demeure. Et le second auec le tiers dit que sil auoit, io6. ds, du quart et du pmier Hz auroient le quadruple de leur reste. Le tiers et le quart disent que silz auoient, i45. deniers des deux aullres Hz auroient le quintuple de leur reste. Et disent le quart et le pmier que silz auoient. 170. ds. des deux aullres ils auroient le
(') Pour d'autres solutions, avec discussion complète de la question. Voir le journal MafA^sû (11® apnée 1891, pp. 112, i36 et 187).
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sextuple de leur reste. Assaaoir moult quantz deniers a nng okaseun
diceulx (*).
Equations du problème
aî-l-j'-l-ioo = 3 (z+«— loo)
jf-f-2r-4- io6 = 4(o4-a;— -io6) y4-«4-i45=5(a:-f-j — 145) n-h«4-l70=6(y-{-î— 170)
(Ghuquet).
OU x-^y — 3z — 3a=rr — 4oo,(i) • yH-«'— 4a — 4»=— 53o,(a)
z-i-«-5x— 5y= — 870,(3) B-f-« — 67— 62= — îi9o.(4)
Le système est indéterminé ; niais cette indétermination n*est pais absolue, c'est-à-dire que le système permet de déterminer trois quelconques des inconnues en fonction de la quatrième. Multiplions en eflet (1) par 5 et ajoutons (3), il vient :
z H- u = ao5.
Multiplions les deux membres de (a) par 6 et ajoutons (4) i
a -h a;= 190 Multiplions les deux membres de (3) par 3 et ajoutons (1) s
« 4-y =3= 2i5, Enfin y -\- z = a3o.
Ajoutons membre à membre ces quatre dernières équations, il vient
x-hy-\-z + tt = 420.
y z:^ 2^0 — 2, « = 305— ;ç, çp ::= z — l5 et
(') Celte question appartient à un type de problèmes qui se rencontre fréquemment chez Diophante. Ces problèmes diophantins ont inspiré des énoncés nombreux et variés à Ghuquet, à son contemporain Lucas Paciolz (Summa, i&94)> ^t surtout à leur prédëceasaur L^okard ds Pisb : ce dernier a traité des problèmes de ce genre, souvent tr^g compliquée* daai son FIq9 super tolationibus qaarumdam qurnimum» dans son De Qvil>^9 &\ <l9n9 son Liber quadratorum.
Voyez les Nouvelles Annales de Math, t. XV, i856, pp. i-ii et 42 7îi ôt Tre scritti inediti di Leonardi Pisano^ publié par le princ* Bonoompagnl, Florence, i854.
(^) Gomme response à ce problème, qui est le LXXVIII^ problème de ses Inucncions de nombres, Ghuquet donne : « le pmier a. 100. ds. Le second a. ii5. ds. L^ tiers a. it5. ds. et le quart 90-di. ou bien Le premier a« 80-ds, Le second a, i36. di. Le tiers-^S ds. Le quart |io. di. ete. ». Put*
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XiJ. Des singes s^ amusaient : de la troupe bruyante Un huitième au carré gambadait dans les bois ; Douze criaient tous à la fois Au haut de la colline verdoyante.
Combien d'êtres comptait la caste remuante ? (*)
Si X représente le nombre des «inges, on a Téqualion
d'où
— ^j = 12 ou X^ — '64^2^-4-768 =
X = l\S ou lu.
}5, Vois cette essaim de mouches à miel.
De la moitié prends la racine :
Dans un champ de jasmins cette troupe butine. Huit neuvièmes du tout voltigent dans le ciel.
Une abeille solitaire Bntend dans un lotus un frelon bourdonner :
Attiré par l'odeur pendant la mit dernière ^
Il t'était fait priêonmer.
Dis moi : quel chiffre atteint la troupe buissonnihe ?
il ajoute : « Et par ainsi appert que telles raisons ont responses necessre de deux en deux mais de vng a vng Hz ont telle response que l'on veult. » Il serait intéressant de connatlre la méthode employée par Ghuquet.
(^) Ce problème et le suivant sont empruntés à la Lilàvati ou traité d'arithmétique de Bhascara, auteur hindou du xu^ siècle. La traduction est de L. RoDBT (Journal Asiatiqucy janvier 1878).
Bhascara était aussi célèbre comme astrologue que comme mathomatieien. Celte science lui ayant fait connattre que le mariage de sa fille Lilavaii serait pour lui un événement fatal, il fit en sorte d'écarter tous les prétendants, et comme une sorte de consolation, non seulement il donna le nom de sa fille au premier livre de son ouvrage (Traité d'astronomie dont /( chapitres ont été traduits), mais il rédigea plusieurs problèmes qu'il pro> pose sous forme de questions qu'il est censé lui adresser. — Voir V Histoire des mathématiqaei de Rôuse Ballf édition française traduite sur la 3^ é^itio^ gnplaise par L. Freund, pp. 159-164. .
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Soit 2x' le nombre des abeilles :
X + 1-3 = 3 3;*, d'où x = 6.
Le nombre des abeilles est donc 73.
iG. Trouver un nombre carré (jat, augmenté et dimtuaé de 5, reile toujours un nombre carré (').
Celte question a son histoire :
La réputation de Léonard de Pise Était si grande que l'empereur Frédéric II s'arrêta à Pise en I335, pour présider une sorte de tournoi mathématique où on devait mettre à l'épreuve le talent de Léonard dont on lui avait dit merveille. Les compétiteurs avaient été informés à l'avance des questions dont quelques unes étaient dues à Jean de Palerme qui figurait dans la suite de Frédéric. C'est le premier exemple que nous ofTre l'histoire de ces défis si communs dans le xvi' et dans le xvii' siècles et dans lesquels on proposait à résoudre certains problèmes particuliers.
L'énoncé que nous avons reproduit est celui de la première question posée.
Léonard répondit à mailre Jean que le nombre carré est
") Voir lo Bulklin du prince Bohcohpjiom l. I, p. 173. (Tre scriUi intdili .eonarJo Pisano, publiés d'après un manuscrit de la Ubiiolbèque ambrone de MiUn. — In-S" do 12a pages et i planche,) e premier écrit est intitulé Floi (i-^i).
e deuïième De Aoibiu (44-54)e troisième Lifter quadratorum (5S 12a).
) Nous nous servons des signes actuellement en UMgt maliqui n'aient emplojiSs du temps de Léonard,
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17. Trois hommes ont en commun une somme inconnue i; la part du premier est - t; celle du second i, et par conséquent celle du troisième A t. Voulant déposer cette somme en lieu plus sûr, ils prennent au hasard, le premier x qui nen dépose que ~ x, le second y et nen dépose que ly, et le troisième z et nen dépose que l z; de sorte que la somme déposée se monte à~x-i->ly-\'lz,et lorsqu'ils retirent ce dépôt, chacun en prend le tiers; il s* agit de trouver les valeurs de x, y^ z ('),
Posons
Lo premier a gardé - xei reçoit u ; donc on a
de même pour le second
et pour le troisième
(<) C'est la troisième et dernière question posée par Zeil^ de Paleumb à LéoiîARD. (Voir la question précédente.) De tribus hominibus pecuniam communem habentibus. Léo^sABj} pose u = 7. Il en déduit :
U dit qu'il y a trois modes de solutions qu'il a donnés, in Ubro noslro quem de Numéro composui. C'est son traité de Abaco,
Les nombres sont écrits tantôt en chiffres romains, tantôt en chiffres arabes.
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On tire de là
X = t — au,
le problème est indéterminé.
i8. Une nnesse portait du vin cote à cote avec un mulet, et èerasé^ sous le poids j elle se plaignait fortement, A lors le mulet met fin à sesplcdnies en lui disant : a Quas-tu à te plaindre comme une petite fille, la mère? Si je prenais une de tes mesures, ma charge serait double de la tienne , et si tu en prenais une des miennes , fen aurais encore autant que toi. « Dis-moi, savant mathématicien, combien de mesures ils portent chacun?
Puisque le mulet» donnant une de ses mesures à l'ânesse^ se trouve également chargé que l'ânesse, il est évident que la différence des nombres de mesures que chacun porte wt égale à i.
Si le mulet reçoit une mesure de celles de l'ânesse, la différence entre les deux nouveaux nombres de mesures sera 4, mais alors le mulet aura le double du nombre des mesures de l'ânesse. 4 représente donc le nombre actuel de mesures portées par Tâncssé, et lorsque le mulet lui restituera la mesure enlevée, elle se trouvera en avoir 4 -H i, ou 5.
Le mulet de son côté, en avait 5 -I- a ou 7.
Traduction en vers latins.
Una cam muta vînam poHahat asella, Atque sua graviter sub pondère pressa gemebat, Talibiis at dictis mox increpat ipse gementem Mater f quid luges, tenerœ de more piiellœ ?
Dupla tais, si des mensuram, pondéra gesto; At si mensuram aceipias, sequalia porto.
Die mihi mensuras, sapiens geonieter, islas ?
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La solution du problème a aussi été exprimée en assez mauvais vers latins que nous donnons ici pour la singularité.
Unam asina accipUns, amitUns malus et unam, Si fiant aeqaij eerte utrique ante duobus, Distahant a se, Accipial êi malus at unam, Amittatque asina unam, tune distantiafiet Inter eos quatuor, Muli at cum pondéra dupla Sint asinœ, huic simplcx, mulo est distantia dupla, Erg€ habet hœc quatuor tùntum, mulusque habet octo, Unam asinœ si addas, si reddat mulus et unam, Mensuras quinque hœc, et septem mulus habebant,
Problème des bœufs de Newton
Sachant que 75 bœafs ont brouté en 12 jours V herbe d*un pré de 60 ares y et que 81 bœufs ont brouté en ib jours V herbe d*un pré de 7a aresy on demandé combien il faudra dé bœufs pour brouter en 18 Jours Vherbe JCun pré de 96 ares. On suppose que dans les trois prés Vherbe est à la même hauteur au moment de Ventrée des bœafs, et quelle continue de croître uniformément depuis leur entrée.
Remarquons d'abord que Pherbe qui croît en i jour sur t are équivaut à la quantité d'herbe qui recouvre actuellement une certaine superficie que nous pouvons désigner momentanément par s.
D'après l'énoncé, 76 bœufs ont brouté en la jours l'herbe d'un pré de 60 ares, et, en plus, la X 60 fois l'herbe qui recouvre la superficie s.
De même, 81 bœufs ont brouté en 1 5 jours l'herbe d^un pré de 7a ares, et, en plus i5 X 7a fois l'herbe qui recouvre la même superficie s.
De la première condition, il résulte qu^un bœuf broute en i jour
l'herbe d'un pré de — — w ares, et, en plus, -r de l'herbe con-
^ la X 75 '^ 70
tenue dans la superficie s.
De la seconde condition nous concluons qu'un bœuf broute en
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I jour rherbe d'un pré de -e-— 0— ares, et, en plus, ^- de Tlierbe
contenue dans la superficie s.
Mais ces deux quantités d'herbe sont évidemment égales ; d'ailleurs
60 na
^ est une quantité plus grande que —^ — 0- et la différence
13 X 70 ^ r D ^ 10 X oi
représente Therbe d'un pré de
are.
Au contraire, la quantité -^ est moindre que ^- , et la différence
81 75 9X5 représente l'herbe contenue dans une fraction de s égale à — -^«
Pour qu'il y ait compensation, il faut donc que les — -'-p des
valent — — — f d'arc, d'où cette conclusion que la superficie s est
égale à
En résumé, les quantités d'herbe qui poussent dans les trois prairies pendant le séjour des bœufs sont respectivement égales aux quantités d'herbe actuellement contenues dans les superficies de
= 00 ares,
^— i= 00 ares,
18 X 96 ,, '^ = i44 ares.
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La question proposée revient alors à la suivante :
Un troupeau de 76 bœufs broutent en 12 jours Vkerbe d*un pré de î 20 ares; un deuxième troupeau de 81 bœufs broutent en i5 jours Vherbe d'un pré de 162 ares; on demande, diaprés cela^ combien il faudra de bœufs pour brouter en iS jours Vherbe d*un pré de 2^0 ares, sachant di ailleurs que Vherbe est à la même hauteur dans les trois prés et qu'elle ne pousse pas pendant le séjour des bœufs.
D'après ce qui précède, les deux conditions énoncées rentrent l'une dans l'autre ; nous ne considérerons que la première et nous dirons :
Si 75 bœufs broutent en 13 jours l'herbe d'un pré de 120 ares, l'herbe d'un pré de même étendue sera broutée en i seul jour par un troupeau de 76 X i^ bœufs, et en 18 jours par un troupeau de
-^ = — bœufs! Si l'herbe d'un pré de 120 ares est broutée en
lo
'?& ^ 12 18 jours par un troupeau de ^ — « — bœufs, l'herbe d'un pré de
1 are sera broutée dans le même temps par un troupeau de
2 — g — X bœufs, et enfin, pour brouter, dans le même
18 lao ' ^
temps, l'herbe d'un pré de 2^0 ares il faudra un nombre de bœufs
représenté par
75 X 12 ,, 240 ^ — ^ — X -^ = îoo.
La réponse est donc 100 bœufs.
ao. Un moine entre dans une chapelle oà se trouvent les trois saints : saint Pierre f saint Paul et saint Jean.
S*adressant d'abord au premier il lui dit : « Bienheureux saint Pierre ! Je prie qu^il vous plaise de doubler Vargent que fai là dans mapockey et pour vous en marquer ma gratitude^ je ferai présent de 6 francs à cette église, » — Et ainsi fut fait,
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Se tournant alors vers saint Paal, il fit cette prière : « Grand saint Paul ! je prie quil vous plaise de doubler V argent que j'ai en poche, et je vous en marquerai nia gratitude, en faisant présent de 6 francs a cette église. » — Et ainsi fut fait comme la première fois.
Enfin le moine adressa la même prière à saint Jean qui lui accorda à son tour ce qui lui était demandé.
Le moine sortit de FEglise sans un sou. Combien avait-il en entrant ?
Le moînc vient de donner 6 francs à l'église après sa prière à saint Jean^ il avait donc en poche 3 francs après avoir donné 6 francs pour la seconde fois.
Donc aussitôt après sa prière à saint Paul il possédait 6 4- 3 = 9 f. et avant sa prière il avait 4fr' ^o.
Aussitôt après sa prière à saint Pierre, il se trouvait avoir 4*5o
+ 6 =: io»5o et en entrant dans l'église, il possédait - io,5o = 5f. a5
21. Un homme entre dans une église dvee une somme émargent entièrement composée de pièces de 3 francs; il donne aux pauvres autant de sous quil a de pièces de 2 francs; Dieu change les pièces qui lui restent en pièces de b francs. Le dévot dépense '] pièces de 5 francs et rentrh chez lui avec le double de ce qu*il possédait en entrant dans Véglise, Quelle somme d^ argent avait-il d'abord ?
Cette personne donne aux pauvres i sou par chaque pièce de â francs qu'elle possède, c'est-à-dire le ^ de ce qu'elle avait en
entrant dans l'église; il lui en reste donc les j^.
Ce reste est composé de pièces de a francs qui sont transformées en pièces do 5 francs, ou rendues 2 fois et - fois p!us grandes. Ce
qui lui restait devient, par suite, les 7^ X ^ ou les j| de la somme possédée primitivement.
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Le dévot dépense alors 35 francs, et il lui reste le double de son premier avoir ou les -| de ce premier avoir.
35 francs représentent donc les -^ de la première somme, d'où cette conclusion que la somme cherchée est égale à
35 X — = 5 X i6 = 8o francs.
aa. Partager un centime entre quatre personnes ^ en échangeant des pièces de monnaie, de manière que chaque personne reçoive le quart d*un centime.
Pour résoudre cette question, il suffit de se rappeler qu'un sou vaut 4 liards ou 5 centimes. Par suite, si Ton donne i liard à chaque personne, et si chacune d'elles rend t centime, on aura donné 4 liards ou i sou, et on aura reçu 4 centimes ou i sou moins i centime. On a donc laissé i centime entre les mains des 4 personnes et chacune en a reçu le quart.
a3. Problème du même genre
Un pauvre avec un soa, dans sa triste détresse Donne à vingt mendiants, dans un jour d'alîâtjresse : Il sut en partageant ce minime secours.
Offrir à chacun d'eux ane pih^e du cours; Comment donc s'y prit-il dans cette circonstance. Pour leur distribuer cette faible assistance ?
(Chavignaud).
Il suffit de supposer le pauvre en possession de 5 sous = 20 liards.
Il donne i liard à chaque mendiant et en reçoit i centime.
II a ainsi distribué ao liards ou 5 sous et reçu ao centimes ou 4 sous.
Il a donc laissé entre les mains des mendiants i sou et chacun d'eui en a le vingtième.
l6i AÉCaiATlOSrS MATHflCATIQITBS
Remarque. — Ce dernier problème est extrait de l'ouvrage suivant : Nouvelle Arithmétique appliquée au Commerce et à la Marine^ mise en vers par L. Chavignaod, ex-mattre de pension, ancien professeur de Mathématiques à l'Institut Rollin. 4* édit. Toulouse, imprimerie Delsol, in-8 de 9a pages; i843.
L'Epitre dédiée aux marins termine par ces trois vers :
Tradfùsant de Bourdon la docte ArilhméUque^
Je serai trop heureux^ si mes utiles vers.
En charmant vos instants, vous suivent sur tes mers.
L'auteur décrit toutes les opérations de l'arithmétique de Bourdon en vers techniques ; il débute ainsi :
Définitions.
Vutile Arithmétique*, en ses peintures sombres, Nous fait connaitre à fond ta scienee des nombres. Dans ses divers rapports les fait envisager.
Assembler, retrancher, composer, partager.
Donne des moyens sûrs à Vhomme qui s*exeree.
Et grave en son esprit les règles du commerce.
Les opérations sont généralement assez bien indiquées pour ceux qui les connaissent, et ces vers peuvent servir à certaines intelligences pour les retenir.
Voici encore le début de la règle d'escompte :
Lorsque le créancier veut faire une remise.
Le débiteur alors, et la loi Vautotièe, \
En retranche Vescompte au susdit commerçant.
Qui change son billet pour de Vargent comptant.
Cela suffit pour donner une idée de l'ouvrage. On a omis les extractions des racines.
Un Anglais nommé Guillaume Buckley a publié une Arithmetica memorativa en vers latins. Wallis a acheté cet ouvrage qui était joint à la Logique de Setoâ, publiée à Cambridge en i63i. Il ignore
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si ïArithméliqae est antérieure ou non à la Logique (Wallis, Opéra, t. II, p. 38). On y trouve le plus ancien exemple connu de l'extraction approchée de la racine carrée, au moyen des décimales, en ces quatre vers hexamètres :
Qaadrato numéro, senas prœfigito cyphras
Produeti quadri radix per mille secetar,
Integra dat qvotiens; et pars ita recta nuinebit
Radici ut verœ ne pars millesima desit (subintellige unius).
Pour la division, il indique cette disposition :
Au-dessus du diviseur, on tire deux traits laissant entre eux un certain intervalle, pour écrire les chiffres successifs du quotient ; on écrit le diviseur au-dessous du dernier trait et vers l'extrémité gauche ; on cherche le quotient qu'on met à la place indiquée ; on fait le produit et l'on écrit le résidu au-dessus du diviseur; on barre la partie du dividende employée ; ensuite on fait avancer le diviseur vers la droite^ et ainsi de suite. Ces diverses opérations sont résumées dans un seul vers :
Divide, multipUca, subduc^ transjerque seeantem. Voici la preuve :
Per divisorem, quotientem muliiplicabis; Prodacto reliquam, si qaodjuit, adde priorque Exhibet numerus, nisi te deceperit error,
Leslie, dans sa Philosophy ofarilhmetic (p. 387) donne des extraits de cette arithmétique.
Rappelons encore que Neper, dans sa Rabdologie, a inséré des vers numériques pour expliquer l'emploi de ses baguettes.
Un jour, le cuisinier d'an paissant personnage
Afin de contenter trois filles du village ^ Qui demandaient des œufs, leur dit en les voyant : Je vais donner tous ceux que j'ai dans le momei^.
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/{ donne la moitié d'abord à la première El la moitié d'un (euf, par^ faveur singulière; A la seconde il offre aussi du meilleur cœur^ La moitié qui lui reste^ avec même faveur De la moitié d'un œuf dont la fille s*empare ; Enfin continuant son partage bizarre.
Il donne à la troisième avec même amitié.
De son troisième reste encore l'hamble moitié. Plus la moitié à! un œuf : il eut donc Y avantage De tout distribuer. Dans cet heureux partage. Qui parait singulier, combien en avait^il ?
Et comment a^t'il eu Vesprit asez subtil.
Pour donner des moitiés à chaque jeune fille Sans en casser un seal, ni s'échauffer la bile ?
(C»iVIGNAUD).
Le cuisinier donne à la 3" personne la moitié de ce qui lui reste» avec un demi-œuf en plus, et il ne lui reste plus rien.
Ce demi-œuf représente donc évidemment ce qui lui reste après avoir donné à la 3' personne.
Mais il a donné à cette 3* personne la moitié de son second reste.
Ce second reste est donc nécessairement de i œuf.
Il lui reste ï œuf après avoir donné à la 2" personne la moitié de
son premier reste et un ^ œuf en plus.
Si donc il n'avait pas donne ce - œuf en plus, il lui serait resté
I œuf-. I œuf - représente donc la moitié du premier reste qui
est des Jors de 3 œufs.
Il lui reste 3 peufs après avoir donné à la première piersonne la
moitié de ce qu'il a et un - œuf en plus de cette moitié.
La moitié du nombre total des œufs est donc de 8 œufs \, Par suite le cuisinier possédait ùx\ coinrpençant y peijfs,
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I. On observe Vheure marquée par une pendule entre 4 «t 5 heures ^ puis entre 'j eiS heures; on constate que dans T intervalle de ces deux observations, les aiguilles des heures et des minutes ont échangé leurs positions. Démontrer qu'^à chaque observation les aiguilles étaient également inclinées sur la verticale.
Représentons par a et p les distances en minutes, comptées sur
la circonférence graduée, des extrémités des aiguilles à la verticale.
A la première observation, il est (3o + a) minutes après 4 heures.
L'aiguille des heures parcourt le -^ de cette distance et p==io — ^^-±-?^ d'où I2.p-f-a = 90.
A la seconde observation, il est (3o — p) minutes après 7 heures. L'aiguille des heures a parcouru — ^—^ divisions
la ru
Donc a = p.
a. Déterminer des nombres entiers^ pouvant être décomposés en 4 parties égixlfimer^t etUières et telles que les résultats obtenus en ajoutant 2 à la première partie, ^n retranchant 2 de la seconde partie, en multipliant par 2 h troisième partie, et enfin, en divisant par 2 la quatrième partie, soient égaux entre eux.
Représentons par N Tun des nombres cherchés et par a, b, c, d, les quatre parties. Il résulte des conditions imposées que Ton doit avoir :
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On en lire ces conséquences.
La 3* partie est égale à la première augmentée de 4-
La 3* partie est égale à la moitié de la première, plus i •
La 4^ partie est égale à 4 fois la troisième.
Il résulte donc de là que la première partie doit être un nombre pair, sa plus petite valeur est donc a.
On peut former le tableau suivant donnant les différentes valeurs de N et les diverses parties.
jre partie
2® partie
3^ partie
4® partie
ÏO
lO
Les diverses valeurs de N forment une progression arithmétique dont le premier terme est 1 8 et la raison ^ ou 9.
Les premières parties sont constituées par la suite naturelle des nombres pairs.
Les deuxièmes parties sont également constituées parla suite natu«* relie des nombres pairs en commençant par 6.
Pour les troisièmes parties on a la suite naturelle des nombres entiers en commençant par 2 .
Enfin les quatrièmes parties sont données par les termes d'une progression arithmétique dont le premier terme est 8 et la raison
Celte même question traitée en supposant que les 4 parties soient
telles que les résultats obtenus en ajoutant 3 à la première, en
retranchant 3 de la seconde, en multipliant par 3 la troisième et enfin en divisant par 3 la quatrième, soient %aux^ nous fournit le tableau suivant.
jre partie
a® partie
3« partie
4® partie
• En prenant la constante 4 au lieu de 3, on obtient ces nouveaux résultats.
TOO
On remarquera que les troisièmes parties sont toujours constituées par la suite naturelle des nombres entiers en commençant par a.
3. Partager le nombre 10 en deux parties, de manière qu'en ajoutant leur produit à la somme de leurs carrés ^ le total donne 76.
Le double du produit des deux parties augmenté de la somme des carrés de ces parties donne, comme on sait, le carré de la somme de ces deux parties, c*est-à-dire 10 X 10 ou loo.
Donc le simple produit des deux parties est éçal à 100 — 76 ou à
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Il suffit donc de décomposer a 4 en deux facteurs 4oiit la somme soit 10. On voit de suite que les deux facteurs en question sont 4 et 6. On a bien d'ailleurs
4* Trouver deux nombres entiers sachant que leur somme est un multiple de leur produit.
Soient a et a 4- ^ les deux nombres.
aaH-aî = <j.a(a-+-aî)
ce qui peut s'écrire
a (qa — a) -H rc (qa — i) = q.
Pour fd >• a, le i^' membre est plus grand que o.
Pour qa= i,\e i*' membre est plus petit que o.
Donc qa = a, par suite 9 = i ou a, et a = a ou i.
Dans CCS conditions, l'étfuation se réduit à or = o.
Les nombres demandés sont donc égaux entre eux et égaux à i ou
5. Trouver trois nombres entiers dont la somme soit igqle au produit. Soient a, a -i- x et a + j' les trois nombres
3a-+-x-f-j = a(a -{-x ) (a H- j) == a' -H à^x H- à^y -h axy.
d*où:
a (a* — 3) + (a? H- y) (a* — i) -+• axy = o,
Ppur ap> i le premier membre est plus grand q^e o, donc népp9sairement a = i .
L'équation se réduit alors kxy = a, d*ou a; = i et j = a, Lef 3 nombres cherchés sont donc i. a et 3.
6. Trouver un nombre de deux chiffres sachant quen Vécrivant 3 fois de suite et en écrivant ensuite le chiffre i, on Jorme un nombre de 7 chiffres qui est un cube parfait.
Soit X le nombre cherché (i) loooo X -\- i 000 a? -h 10 a; -{- I = loioio . a: -h i == N' (2) lo*' < N^ < 10^
D'après la double inégalité (a), N est compris entre loo et 100 ^/ïô ou 3l5.
N^ se termine par i, et il en est par suite de môme de N. L'égalité (i) peut s'écrire
loioioic = N» — I == (N — i) N (N + i) -h (N — i).
N — I est multiple de lo.
loioio et (N — i) N (N H- i) sont des multiples de 3o.
Donc : N — i = multiple de 3o.
Les seuls multiples de 3o compris entre 9g et ai 4, sont :
lao» i5o, 180 et a 10.
En prenant pour valeur de N, l'un de ces nombres augmenté de I , on constate que pour N = 2 1 1 seulement, la valeur de x est entière et égale à gS.
7. Trouver 4 nombres entiers tels que leur somme soit égale à la somme obtenue en ajoutant au produit du plus grand par le plus petit, le produit des deux autres.
Soient a, a -h a:, a -h y et a 4- ? les 4 nombres rangés par ordre de grandeur croissante.
Cette relation peut s'écrire
aa (a — a) + (a — i) (x -^ y -h z) -h xy =^ o.
En prenant a^ aie premier membre est plus grand que zéro.
Donc a = I et l'équation se réduit kxy = 2, ce qui entraine x= I et j = a.
L'équation étant indépendante de z, il en résulte que cette inconnue peut être choisie à volonté.
Les nombres cherchés sont donc i, a, 3 et i -f- un nombre indéterminé. Ce qui revient à dire que les trois plus petits des quatre nombres demandés sont i, a et 3, le plus grand pouvant être choisi à volonté.
8, Un nombre de ^ chiffres est un carré parfait, Trouverlces 4 chiffres sachant que les deux premiers sont égaux ainsi que les deux derniers,
X et j étant les deux chiffres différents du nombre cherché N, on a :
N = 1 000 X -h 100 X -^ loy -h y ou encore
N = II (100 . x + y).
N étant carré parfait, le facteur 100 . x -{- y doit être divisible par 1 1 , c'est à-dire que Ton doit avoir
X -^ y = mult. de
Mais xtly sont tous les deux moindres que 10. Donc :
x-|-j'=ii et y -=, \\ — X, Par suite ;
100 X -f- y = 100 x-hii — x=ii(9.x-f- i) et N =11*. (9 . X -i- i).
Le nombre 9 . x + i étant alors carré parfait, ne peut être ter-
mine que par Tundes chiffres i, 4, 5, 6 ou g, d'où il résulte que le chiffre des unités du produit 9 • a? ne peut être que o, 3, 4» 5 ou 8.
Les seules valeurs admissibles pour x sont dès lors, s, 5, 6 ou 7.
Pour a; = a, gxH-ï = 19 ce nombre n'est pas carré parfait, a; = 5, 90? 4- I = 46 »
a; = 6, gx -h I = 55 »
a? = 7, gx 4- I == 64 = 8*.
On a donc x = 7 , y = 4 et N = 7744.
9. Trouver un nombre de 4 chiffres ^ carré ^parfait, sachant que les deux premiers chiffres ainsi que les deux derniers forment deux nombres carrés parfaits.
Le carré parfait cherché N^ est de la forme
N a deux chiffres.
Le premier chiffre à gauche de N est évidemment x et comme x* est plus grand que 10, ce chiffre est au moins égal à 4. Ce chiffre ne peut pas, d'ailleurs, surpasser 4 ; autrement, dans l'extraction de la racine carrée de N', le premier chiffre à gauche du reste y* ne contiendrait pas le produit ax.
Donc X = 4 et le premier chiffre de y^ est au moins égal à 8, on en déduit y« = 8i et N« = 1681 , N = 4i.
Nous avons supposé, comme cela arrive généralement, que le premier chiffre de y* était au moins égal à ax. Dans le cas contraire, le second chiffre de N est zéro, de sotte que l'on peut considérer comme répondant à la question, les carrés des nombres.
4o, 5o, 60, 70, 80 et 90.
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10. Trouver 3 nombres entiers sachant qae leur produit est égal à la somme de leurs produits deux à deux.
Soient a, a -h x et a -{- y, les 3 nombres cherchés rangés par ordre de grandeur croissante.
a (a -h or) (a 4- y) = a (a 4- a;) H- a (a H- y) -h (a -f- x) (a -h y);
Cette relation peut sjécrire
Si Ton fait a >> 3» le premiermembre est plus grand que zéro* Si Ton fait a = 3, le premier membre devient 3 (ce 4- y) 4- axy et cette somme ne peut être nulle que si çû = y = o. Dans ce cas les nombres répondant à la question sont
Si a = I, le premier membre est plus petit qUe Eéro. Donc nécessairement a = 3.
L'équation se réduit alors à x/ =£ 4* Relation qui entraîne, soit x = i avec y = 4, Soit X = 2 avec y = 2.
On a donc les 3 systèmes de solutions 3,3,3
a, 3, 6 et a, 4, 4.
1 1 . Trouver les nombres dont les carrés s'écrivent toujours de la même façon dans tout système de numération analogue au système décimait dont la base est plus grande que 4*
(Nouvelles Annales 1871. p. 43 1), Soit
ax"' 4- 6ir"»~* 4- cx'''"- 4- ... -h k . x -h l un nombre écrit dans le système dont la base est a; ^ 4*
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Pour que son carré s'écrire de la même manière, quel que soit x, il faut et il suiBt que dans le développement de
(or»» -I- 6a;"»-» -^ cx"'-^ + ... -+- fca? -^ /)*
chaque coefficient soit inférieur à la plus petite base, c'est-à-dire à 5, ce qui aura lieu si ces trois conditions sont remplies :
i® Qu'aucun chiffre ne soit supérieur à a ;
a® Que la somme des produits de deux chiffres consécutifs et des chiffres qui en sont équidistants ne soit pas I> 2 ;
3® Que le carré d'un chiffre plus la somme des doubles produits des chiffres qui en sont équidistants ne soit pas supérieur à 4*
Voici les nombres de i, a, 3« 4» chiffres qui satisfont à ces con* ditions
1, a; 10, II, la, ao, ai ; 100^ loi, loa, iio, m, lao, aoo, aoi, aie; 1000, looi, looa, ioiO| loiti loia, loao, loai, iioo, I ICI, I loa, I iiOf I III, I aoo, i aoi, aooo, aooi, aooa, aoio, aoii, SOIS, aïoo, a loa.
la. Trouver an nonlbre entier tet quCen écrivant à sa droite le nombre iuivanty on obtienne un nombre de 6 chiffres carré parfait.
Soient x le nombre entier cherché» N' le nombre de 6 chiffres Carré parfait
looi a; -^ I =N' d'où 7XiiXi3.a; = N* — 1 =
N* étant un carré de 6 cniffres, N aura 3 chiffres et il en éera de même de x,
N est compris entre 3i6 et 1000,
N — I est au moins égal à 3i6 et N + i au plus égal à 1 000.
Aucun des deux nombres N -|- i et N — i ne peut contenir à la fois les trois facteurs premiers 7, 11 et i3 dont le produit est égal à 1 001 ; mais chacun d'eux peut contenir deux de ces trois facteurs, le second nombre étant alors divisible psir le troisième facteur.
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Il suffit donc de considérer tous les maltiples de l'un des produits
7X11 , 7 X i3 et II X i3,
qui sont compris entre 3 16 et 1000, puis de ne prendre dans chacune de ces 3 séries de multiples que ceux qui sont respectivement de Tune des formes
mult. i3 =h a , mult. 11 ih a et mult. 7 dba.
Les seuls nombres répondant à cette condition sont :
7.11.11 = 847 = mult. i3 -h 2 , 7.13.8 = 728 = mult. 114-2 , ii.i3.3 = 429 = mult. 74-2 et ii.i3.4 = 672= mult. 7 — a.
On a, par suite, les 4 solutions
a; = II. ' 7" — = 7i5, x = 8. 2 — H— = 528 10 ' II
x=3x*-^9^=^=i83 et X = 4. ^^Zî-^tJ = 328.
i3. Trouver un nombre de 4 chiffres égal au carré de la somme du nombre formé par ses deux premiers chiffres et du nombre formé par ses deux derniers chiffres.
Ce nombre est un carré parfait, désignons-le par N' et représentons par X ety les nombres formés par les deux premiers chififres et les deux derniers. On a ;
N* = loca? 4-y = (a; -f. y)« dôiic
m = x -hy et
Le produit des deux nombres consécutifs N — i et N étant divisible par 99 = II X 9 * i'un de ces deux nombres au moins est divisible par 9 ou par 1 1 •
D'ailleurs N* étant compris entre 1000 et 10 000, N ou N — 1 est compris entre 3o et 100.
Il suffit donc d*associer à un multiple de 9 compris entre 3o et loOy un multiple de 11 qui lui soit consécutif et soit compris entre les mêmes limites (sauf pour 99).
La série des multiples de 9 est 36, 45, 54f 63, 72, 81, 99 et celle des multiples de 11 33, 44» 55, 66, 77, 88, 99.
L'examen de ces deux suites nous montre que les nombres à associer sont 44 et 45, 54 et 55,
On ne peut donc prendre pour N que les valeurs •
45, 55 ou 99
dont les carrés sont aoa5, 3o25 et 9801.
Ce sont les 3 seuls nombres répondant à la question.
i4. Trouver un nombre de a chiffres tel qu'en V écrivant deux fois de suite et en écrivant ensuite le chiffre i, on forme un nombre de 5 chiffres carré parfait.
Soient u et d les chiffres des unités et des dizaines du nombre cherché.
Par hypothèse
dudui =y^ ou du X 1 000 -h d« X 10 -M = y*
On déduit de là
du X lOlO -h I =y>
d'où
du X ICI X îo = y" — I = (y -4- i) — 1).
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Le facteur premier loi doit diviser Pun des faeteurs du second membre. Soit
j -H I = loi.a, doù ;^ = iQi a — i
y^ ayant cinq chiffres, on a
ioo<y<3i7,
et les seules hypothèses à faire pour a sont
D'ailleurs y' se termine par le chiffre i , y doit dono se terminer par I ou 9 et les hypothèses a sz3 i ou 3 sont à rejeter. Il reste a = a qui donne y= 201 dont le carré est 4o4oi.
du = 4o, u = G
et
En supposant y --~ i 11=1 ici «, on voit facilement qu'il n'existe pas de valeur de a convenant à la question.
ib. Dans un système quelconque de numération les nombres ï3ï, I a 3a 1 , 1 a34 3a 1 , i a3 454 3a i , sont des carrés parfaits.
On peut remarquer de suite que, dans le système décimal, ces nombres représentent les carrés de if, m, i m.
Si, dans un système quelconque, à base b par exemple, on effectue le produit de 1 1 1 par 1 1 1 , le produit de chaque chiffre du multiplicande par chacun des chiffres du multiplicateur sera toujours i, il n'y aura pas de retenue à faire et le produit sera
II 100 -i- I no 4- III = ia3ai.
D'une façon générale ia3 n 3a i représente le carré du
nombre m ... m composé de n chiffres i , n étant, cela va sans dire, un chiffre plus petit que la base du système employé.
Il résulte de là que les nombres isS ri 3ai et ii ... i
(n fois le chiffre i) étant écrits dans le système 6, donneront, en les écrivant dans le système décimal, l'identité
5Jn-2 _^ 2 i2n-i ^ 36*«-* -f. ... -I- 36* H- a 6 -f- I =
(6n~l ^ bn-2 4. ^.. 4, 5 ^ i)».
Corollaire, --- Le nombre ia3/i5 6543ai est divisible par I233i dan9 tQut sy9tème de mméraiion dont la base est plus grande qv^e 6,
i6. Deux horloges H et U! sonnent C heure en même temps ; H avance de 3 secondes sur H'. Les coups de V horloge H se succèdent de 5 secondes en 5 secondes ; ceux de H' de 4 secondes en 4 secondes, et lorsque Vintervalle qui sépare deux coups ne surpasse pas une seconde, r oreille ne perçoit qu'un son. On a entendu i4 coups; quelle heure est-il ?
(Laisant)
Lorsqu'il y a coïncidence absolue entre un coup de l'horloge H et un coup de Phorloge H', l'oreille confond également le coup précédent de H avec le coup précédent de H', puisque rintervalle de ces coups est de 5* — 4' =^ i'. La même remarque s'applique au coup suivant des deux horloges.
Inversement, deux coups séparés par uii intervalle d'une seconde, sont évidemment précédés ou suivis de deux coups en coïncidence parfaite.
Il résulte de là que chaque fois qu'un coup de l'horloge H tintera en même temps qu'un coup de Thorloge H\ l'oreille ne percevra qu'un son pour les coups précédents et suivants des doux horloges, ce qui revient à dire que Ton n'entendra que 3 ooups au lieu de
3 X a ou 6. coups Chefchons donc le rang des coups en coïncidence parfaite et aup-
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posons que le n"® coup de riiorloge H coïncide avec le p"* coup de H'. Le temps employé par H pour sonner n coups sera évidemment égal au temps nécessaire à l'horloge H' pour sonner p coups, augmenté des 3 secondes d'avance de H sur H'. On peut donc poser l'égalité
5(n — i) = 3 -^ 4(p - I) doù p = ^ -, I,
5n Il résulte de là que la fraction -j- représente un nombre entier,
c'est-à-dire que n est un multiple de 4* D'un autre côté on doit avoir
5/1 p ou -j I < i4. d'où n < la
Les seules valeurs admissibles de n sont dès lors 4 ou 8. Pour
/i = 4. p = 4, et pour
Les 4°** et 8"* coups de Thorloge H coïncident avec les 4"* et g"^^ coups de H', ce qui montre que sur les i4 coups entendus il y avait 6 coups doubles.
Le nombre réel des coups est donc i4 + 6 ou ao, et il est 10 heures.
Remarque, — Nous avons dit que deux coups séparés par Tintervalle d'une seconde étaient précédés ou suivis de a coups en coïncidence parfaite« Ceci n'est pas absolument exact, car il peut se faire que l'une des horloges cesse de sonner à ce moment ; mais on vérifie facilement que ce n'est pas le cas dans le problème qui nous occupe.
17. Quelks sont les heures auxquelles on peut faire . permuter les
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deux aiguilles d'ane horloge de façon que la nouvelle position puisse se produire par le mouvement même de F horloge (*) ?
Soit X Tune des heures cherchées. Prenons pour origine sur le cadran la position des aiguilles à midi, et pour unité Theure ellemême, si bien que le tour du cadran tout entier est mesuré par la.
La position de la petite aiguille est indiquée par rr ; si le nombre^ indique la position de la grande aiguille, nous avons
(i) la X =y -h fc.ia.
Pour que la position résultant de la permutation soit la conséquence même du mouvement de Thorloge, c'est-à-dire réponde à une heure possible, il faut donc qu'on ait :
(a) î2 y = x -\- fc.ia.
Eliminant y entre ces deux relations, il vient
i44.a; == X -h fc.12 ou
(3) i43.x = m.i3, d'où X-
Pour obtenir toutes les heures cherchées, il faut donner à k les valeurs successives o, i. a, 3, ..., i4a, après quoi l'on retombera sur les solutions déjà obtenues.
(') Celte question a été proposée par Laisa^vt dans le Journal de Mathéma"tiques élémentaires. (T. VI, 1882, p. 168).
M. d'Ogàgue Ta également proposée sous une forme un peu différente dans les Nouvelles Annales (3« série, t. II, p. 384). Moret-Blaïic en a donné une solution qui est incomplète (p. 523).
Celle que nous présentons est de Laisaut {Nouvelles Annales 3^ série t. m, p. 383). ' '
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Cette solution comprend, en particulier, lenheuteèdeêaperposition des aiguilles, obtenues en donnant à k les onze valeurs
o, i3, a6, 39, 52, 65, 78, gt, io4, 117 et i3o,
Quant aux i3a autres résultats, ils se correspondent deux à deux, et les valeurs associées de h, que nous appellerons //et/c'sont telles que Ton a
fc' = la fc* (mod. i43).
d'où réciproquement
fc'sia//(mod. i43),
Par exemple à fc^ = 34, répondra k" = 12a. Ces deux valeurs donnent respectivement pour x, en faisant la conversion en heures et minutes
2**5i" -X et ioM4" —rn'
Si donc une horloge marque a^5i" -js et si à ce moment on fait permuter les deux aiguilles, elle marquera exactement
Si Tun des nombres fc', fc* s'écrit ap dans le système de numération duodécimal, Pautre s'écrira ^a. Il s'ensuit nécessairement que les nombres associés à eux-mêmes sont ceux qui s'écrivent tt, aa, ... c'est-à-dire i3, 26, .,., comme nous venons de le faire observer tout à rheure.
La solution du problème est donnécr en somme^ parla relation (3). Or cette relation est évidemment celle qui donnerait les heures de rencontre, sur un cadran, entre la petite aiguille et une autre marchant i44 fois aussi vite, c'est-à*dire ta fois aussi vite que Faiguillc des minutes.
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La question de réciprocité que nous nous sommes proposée se ramène donc à un simple problème de rencontre.
i8. Trouver tous les nombres carrés parfaits formés de fi chiffres pairs.
Tout carré parfait de 4 chiffres pairs est compris dans l'un des 4 intervalles
2 ooo à 3 ooo ; 4 ooo à 5 ooo ; 6 ooo h 7 000 ; 8 000 à 9 000
La racine qui est un nombre pair ne peut se trouver que dans l'un des intervalles correspondants
Remarquons maintenant qu'en multipliant un nombre pair par lui-môme, les chiffres à droite de chaque produit partiel sont pairs. Pour que le carré soit terminé par deux chiffres pairs, il faut donc que le chiffre des dizaines du premier produit partiel soit pair et cette condition n'est remplie qu'autant que la retenue précédente, fournie par le chiffre des dizaines du carré des unités, est un nombre pair. Il résulte de cette remarque que tous les nombres terminés par 4 ou par 6 sont à écarter.
Les nombres cherchés sont dès lors né-cessairement compris parmi les carrés des 10 nombres suivants
48, 5o, 52, 68, 70, 78, 80, 82, 90 et 92.
L'essai direct donne les 4 solutions 68» = 4624, 78» = 6084. 8o*£=64oo et 92» = 8464
Remarque. — On peut établir par un raisonnement analogue» qu'il n^exisle aucun carré parfait de 4 chiffres impairs.
19. Deux vases A et B, contiennent respecUvemeni a litres devin et b litres d'eau. On enlève c litres du vase A et on les remplace par de Veau;
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on enlève également du vase B, c litres, qui sont remplacés par les e litres pris dans A, On recommence cette opération une seconde fois, puis une troisième, et ainsi de suite jusqu'à n fois. On demande la quantité de vin que contient le second vase B au bout de ces n opéra-tions.
Représentons par q^, q^, g,,..., 9» les quantités de vin contenues dans le vase B, après i, a, 3,..., n opérations, si on pose
on trouve facilement
et d'une façon générale
pn_,« 40 -a)" -('-y]
a si a= 6
20. Trouver un nombre de quatre chiffres, carré parfait et telquele nombre formé par les deux premiers chiffres à gauche surpasse de i le nombre formé par les deux derniers chiffres.
En représentant par a le nombre formé par les deux derniers chiffres à gauche, le carré parfait en question peut s'écrire,
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soit p la racine carrée de ce nombre.
100 (a -h i) + a = loi a -f- loo = P' d'où
loi. a = p* ~ ïoo = (p + lo) (P — lo).
L'un des facteurs p-h lO, p — lo est divisible par le nombre premier loi. Mais p a deux chiffres au plus.
La seule hypothèse admissible est donc p-f-io=ioi
d'où P = 9i.
Le carré cherché est 8 281 .
2 1 * Trouver un nombre de trois chiffres qui soit égala la somme des six nombres de deux chiffres qu'on peut former en combinant de toutes les manières possibles deux des chiffres du nombre inconnu.
Soient c, d et n les chiffres des centaines, des dizaines et des unités du nombre cherché N.
N = c X îo -hd-hcX 10 -hVL'\-dx lO-l-a-H d X 10 -l-c + ux 10 -+-dH-uX 104-C
ou N = 22 (c -h d -ha). (i)
Le nombre N est donc divisible par 1 1 , c'est-à-dire que Ton doit avoir
a H- c — d = multiple de 1 1 .
Ou encore, puisque ces 3 chiffres sont moindres que 10,
*a + c — c/ = o ou II
L'hypothèse a H- c — d = 1 1 est à rejeter, car, en remplaçant dans la relation (i), N par 100. c -h io,d -h u
et d par a -f- c. 1 1 ,
il vient, tous calculs faits, a — 4 = 2c, d'où c = 2.
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Mais, d'après Tégalité (i), le nombre N eit pair ; par suite, les seules -valeurs de u donnant pour c des valeurs entières, sont :
u = 8 , 6 ou 4
on en déduit c = a, i ou o, et pour la somme a + c, les valeurs lo , 7 ou 4.
On ne pourrait donc, dam ce cas, retrancher 1 1 de a + c pour déterminer d.
Dès lors tt -t- c — d = o d*où u -{- c = d et, en opérant sur (i) comme nous venons de le faire
u ne peut être que Tun des chiffres o,a,4*6 ou 8 il en résulte pour c le» valeurs o,i,a,3 ou 4
et enfin pour d 0,3,6,9 ou la
En résumé, les trois nombres suivants répondent à la question
aa. Trouver un nombre entier de troU chiffres qui, divisé par le produit de ses chiffres ^ donne pour quotient le chiffre des centaines.
Soient c, d et u les chiffres des centaines, des dizaines et des unités du nombre cherché N.
d*où Ton tire
10 (c. ïo 4- d)
u étant en lier et plus petit que 10, on a nécessairement
lo- c + d
= io, ou 5 ou a*
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Nous allons examiner ces trois hypothèses.
I* Pour --^ = 10^ on a : d =s — 5 •
La plus petite valeur possible de c est 4.
100. c -+- I étant un nombre impair, il en est de même de c' — 10.
Les seules valeurs admissibles pour c sont donc 6,7 ou g.
Pour c = 5, d =? ~x^
pour czss'j^ d = 4— } ces trois valeurs ne eonviennent donc pas*
et pour c — 9, d = ^
2* Pour 3 = 5, on a : a = — s f— •
La plus petite valeur de c est 3.
Le dénominateur c* — 5 représente un nombre impair, comme 5o. e ^- 1 .
c est donc pair, et on ne peut faire que les 3 suppositions
c = 4 , 6 ou 8.
Ces valeurs de c nous donnent respectivement pour d les valeurs 201 3oi 4oi
— » -H — et -r- — qui sont inadmissibles, M 01 09 ^
3«Pour*AA=U_3, d = ='0•''■^-'
c est plus grand que i et doit être impair, les seules valeurs admissibles sont donc 3, 6, 7 ou 9.
Les valeurs S, 5 et 9 nous donnent pour d des valeurs fractionnaires.
Pour c = 7, on a d = , = 3 et alors u = — = 5.
Le nombre cherché est donc 735.
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a3. Trouver un nombre de 4 chiffres qui soit égal au cube de la somme de ses chiffres.
Soient m, c, d et a les quatre chiffres du nombre cherché N'
N' = I ooo. m -+■ loo. c -h lo. d -h B, et N =m + cH-d-ha.
N» — N = (N — I) N (N + i) = 9 (m. m H- II. c -h d).
L'un des trois nombres consécutifs N — i,NetN-f-i, dont un seul est divisible par 3, doit être un multiple de 9.
D'ailleurs N' étant compris entre 1000 et 10 000
N est compris entre 10 et a 3.
Parmi les nombres compris entre 10 et a a les nombres 17, 18 et 19 sont les seuls qui soient multiples de 9, ou multiples de 9 zb i.
On a 17' = 4 193, 18» == 583a, 19» = 6859.
Les nombres 4 91 3 et 583a conviennent seuls.
Remarque. — Si Ton se proposait la détermination de tous les nombres égaux au cube de la somme de leurs chiffres, on trouverait d'une manière analogue, les quatre autres solutions.
I» = I, 8' = 5ia, a6' = 17576, 37' = 19683.
On démontre qu'il n'y a pas de solution comprenant plus de 5 chiffres.
a4. Trouver un nombre qui soit égal à la somme des chiffres de son cube. (Laisant)
Le nombre et son cube divisés par 9 doivent donner le même reste ; un cube étant nécessairement de Tune des formes 9 m, 9 m — i , 9 m "h I, il en est de môme des nombres satisfaisant à la condition imposée.
Le cube d'un nombre de trois chiffres ayant au plus neuf chiffres, la somme des chiffres de son cube est inférieure à 9 X 9 ou 81 < 100.
Donc lc9 nombres demandés ne peuvent se trouver que dans les nombres d*un ou deux chiffres.
Le cube d'un nombre de deux chiffres ayant au plus six chiffres, la somme des chiffres de son cube est inférieure à*6 X 9 = 54.
Le nombre 53 dont le cube est terminé par un 7 étant à exclure, la somme ne peut excéder 5a ; de même les nombres 44t 45. 46 dont les cubes, composés de cinq chiffres, et terminés respectivement par 4, 5 ou 6, sont à exclure ; la somme des chiffres ne peut excéder 43.
En formant les cubes des nombres de Tune des formes 9 m — i , 9 m et 9 m + i, de i à 87, on trouve les solutions suivantes :
Nombres. . . i, 8, 17, 18, a6, 27.
Cubes. ... I, 5ia^ 4^93, 5832, 17576, 19683
Il n'y a pas d'autre solution.
Remarque, — U y a lieu de remarquer que la somme des 6 nombres qui précèdent augmentée de l'exposant 3, est égale à 100, carré de lo.
a5. Trouver un nombre entier qui surpasse de i le triple de la partie entière de sa racine carrée.
Désignons par x la partie entière de la racine carrée.
et par x* + y le nombre entier cherché.
Par hypothèse x^ -i- y = 3x -{- i.
Cette équation peut s'écrire successivement
Dou a: = -±^/-^— jr.
y est positif, et pour que x soit réel, il faut que l'on ait 7 < ~
iga RÉGRÉATIOIIS M4THiMikTIQUIS
De plus X étant un nombre entier, i/-^ j est un nombre de
la forme - (a m h- i).
m est un entier tel que l'on ait a m 4- i < 3«
Le3 leules valeurs admissibles pour m sont donc o et it
Par suite W y^^^Qu
X = db-oa-±-»ic = a. i.oouo.
3 X H- I = 7, 4 ou 10.
Les seules valeurs admissibles sont donc 7 et 10.
a6. Trouver iroU nombres entier$ consêcuiifi tels que lem* produit soit de Informe fe. x', /c étant un nombre premier.
Représentons par a le plus petit des trois nombres, on doit avoir
a (a -t- i) (a 4- a) = fc. x*.
1° Si a est impair, le premier membre se compose de trois facteurs premiers entre eux, et comme de trois nombres consécutifs un seul peut être un cube, il restera deux facteurs dont le produit donnera pour k un nombre non premier, sauf si a = i ; mais alors ni a 4- 1 ni a + a ne forment un cube.
a^ Si a est pair, il vient en posant a=i 2 a\
a', a' H- I et a a' 4- i sont premiers entre eux. Or x doit contenir a en facteur, car k noitibre premier, ne peut égaler 4*
Si a' = a a\ 8a" (a a' 4- i) (4 a" 4- i) = k. x» ;
a'', (a a" 4- i) et (4a'' 4- i) sont premiers entre eux ; donc, comme dans le premier cas, il ne peut y avoir de solution que si o" = i, et cela n'en donne point.
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Si a' = 2 a' H- I
le même raisonnement exige : a'' -H i = i, ce qui fournit la seule solution du problème
3 X 8 = /i-. ar5 = a. 3. 4.
[Voir Intermédiaire des Mathématiciens, Tome II, 1895, p. p, Soât 369 et Tome III. p. 327].
27. Déterminer trois nombres entiers dont le produit surpasse la somme d'une unité»
Représentons par a, b, c les trois nombres cherchés, on a par hypothèse
Ces trois nombres ne peuvent être tous les trois Impairs ou tous les trois pairs, car dans les deux cas les deux membres deTégalité (i) seraient de parités différentes.
Pour une raison semblable, deux des trois nombres a, b, c ne peuvent être impairs.
Donc en résumé, on peut poser
a=3p-hi, 6 = a/cetc:=: ak'.
Mettons alors l'égalité (i) sous la forme
on en tire
oc — I
a étant un nombre entier, on doit avoir
ou 6 + 0+ i>»6c'— i,ott6-Hc4-isï=6c — i.
La première hypothèse est à rejeter, car on en déduit, en remplaçant 6 et c par ta k et 2 fc',
3/c-ha/c'+i>4^. ^ — i»oua/f. /f'<fc + fe'4- 1; mais on a aussi k. k! '^ k, k, k!^^ k'
d où a /c. /f', > & -h A".
et ces deux nombres 2 k k!, {k -hk') étant entiers, leur différence est au moins i, c'est-à-dire que l'on a :
On ne peut d'ailleurs avoir à la fois
k.k = k,â:ouk!=i, et/c.fc' = /c'. d'oùfc=i,
car il en résulterait pour a la valeur fractionnaire s '
Ainsi 6-f-c-t- 1 =6c — i.etle nombre impair a est égal à i . De l'égalité précédente on déduit
c — I doit donc diviser 3, c'est-à-dire que l'on a :
ou c — 1 = 1, d'où c = 2 et 6 = 4.
ou c — 1=3, d'où c = 4 et 6 = 2.
Les nombres cherchés sont donc, en définitive
I, 2 et 4*
28. Trouver un nombre de 6 chiffres, carré parfait, et tet qa*en le retournant on ait encore un carré parfait.
Soient N le nombre cherché et N^ le nombre renversé.
QUELQUES QUESTIONS DIVERSES ig3
N^ étant carré parfait, le premier chiffre à gauche de N ne peut être que i, 4» 5, 6 ou 9,
La somme de deux nombres renversés composés d'un nombre pair de chiffres est divisible par 1 1 , donc
N -t- Nj = mult. de 11.
La somme de deux carrés n'est divisible par 1 1 que si ces carrés sont eux-mêmes divisibles par \ i , donc
N = mult. de 11.
et si p est la racine carrée de N, on aura aussi
p = mult. de 1 1 .
D'ailleurs 10° < N < 10® et comme le i" chiffre à gauche de N est i, 4. 5, ou 6, on a :
looooo < N < 200000 \ / 3i6 <; p <C 448,
400000 < N < 5ooooo f I 632 < p < 708,
5ooooo <; N < 600000 > d'où / 707 <1jP < 77^, 600000 < N << 700000 I I 774 <C p < 837.
Il faut prendre entre ces limites le nombre p divisible par 11 et dont le carré jouisse de la propriété énoncée.
Le premier chiffre à gauche de N ne peut être 5 car le chiffre des dizaines de N^ serait 2, et les deux premiers chiffres à gauche de N étant alors 62, on aurait 620000 < «^ < 53oooo d'où 721 <p<729.
Entre ces limites, le seul nombre divisible par 1 1 est 726 dont le carré ne répond pas à la question.
Remarquons que lorsque le dernier chiffre d'un carré est i,4ou 9, le chiffre des dizaines est pair, et que lorsque le dernier chiffre est 6, le chiffre des dizaines est impair. Si donc le 1®' chiffre de N est 1,4 ou 9 le second doit être pair, et si le premier chiffre de N est
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6, le second doit être impair. Cette remarque limite les recherches : on n'a à considérer que les nombres suivants :
3ig,33o,35a,4o7,439,638, 649,68a, 6Q3,836,g90
parmi lesquels 3 satisfont au problèo^e ; ce sont 33o, 836 et 990 dont les carrés sont 108900, 698896 et 980 loo.
29. Trouver la loi defonaation des ncmbrêi dont lês ooritÀ cqaI teiv minés par deux chiffres égaux.
(Brocard. — Nouvelles Annales 187 1, p. 44-)
Il est d*abord évident qu'il suffit de chercher kl nombres pro« posés parmi les nombres inférieurs à 100. En efTet, prenons un nombre supérieur à 100 ; appelons a le nombre formé par les centaines et p le nombre formé par les unités, de telle sorte que Ton ait :
On aura t
A2 = (a X 100 + p;« = a'.ioo» 4- a«.p,ioo -f-?'
Si donc p^ est terminé par 2 chiffres égaux, il en sera de même de A^ puisque la valeur de a ne peut influer que sur les centaines.
Si maintenant p est un nombre inférieur à a5 qui jouisse de cette propriété, nous aurons, jouissant de la même propriété les nombres
5o — p, 5o -4- p et 100 — p.
En effet, on a :
{5o =h p») = 2 5oo dz 100 p d= p»
Donc les deux derniers chiffres de (5o db P^' sont les mêmes que ceux de p. Il suiïït, en conséquence, de chercher parmi les nombres inférieurs à 25 ceux qui jouissent de la propriété demandée* Nous pouvons exclure immédiatement les nombres terminés par 5 dont le carré est terminé par 25, et les nombres terminés par un zéro, qui ont toujours leurs carrés terminés par 2 zéros. Il nous reste donc à essayer les nombres i, 2, 3, 4> 6, 7, 8, 9, 11» 12, i3^
i4, 16, 17, 18, tg, ai, :23, 23 et a4* Les trois premiers, n'ayant qu'un chiffre au carré, doivent être exclus.
Parmi les dix-sept nombres qui nous restent, nous n'avons que le nombre 12 dont le carré i44 soit terminé par deux chiffres égaux. Nous trouverons donc les nombres 12, 38, 62 et 88, dont le carré soit terminé par deux chiffres égaux et nous remarquerons que ces chiffres sont deux 4*
Donc
Tout nombre terminé par 12, 38, 62, ou 88 aura son carré terminé par 44 ; ces novfibres seuls ont leurs carrés terminés par deux chiffres égaux,
(Solution de M. Morel).
3o. Tout nombre entier est une somme de puissances de 2, chacune d^elles étant prise au plus une fois.
Considérons un nombre entier pair quelconque, 62 par exemple et proposon9«nous de l'exprimer au moyen de la numération biliaire qui n'admet que les deux caractères i et o. La base étant 2, on obtiendra, comme l'on sait, le chiffre des unités du premier ordre en divisant 62 par 2 ; le reste représente ces unités, et le quotient 3l nous donne le nombre des unités du second ordre. On aura le nombre des unités du 3™* ordre en divisant encore 3i par 2 ; le reste i représente le chiffre des unités du 2' ordre et le quotient i5 est le nombre des unités du 3^ ordre. Une nouvelle division de i5 par 2 nous fournit le chiffre des unités du 3" ordre et le nombre des unités du 4"* ordre, etc. Le tableau suivant résume ces diverses opérations.
Dividendes
Diviseur
Restes
Dividendes
Diviseur
Restes
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de sorte que le nombre 6 a s'écrit dans le système binaire
III IIO
Si l'on revient maintenant du système binaire au système décimal, on aura, en exprimant Tordre des unités de chaque chiffre
(m iio), = 0+ I X 2 -+- I X 2* H- I X a' + I X 2* H- 1 X 2* = 2 4- 2* -h a» -+- 2* -+- 2* = (62)1,^
Ce qui démontre bien le théorème pour le cas d*un nombre pair.
Considérons en second lieu, un nombre impair quelconque, 53 par exemple, sur lequel nous opérerons de la même manière.
Ce nombre 53, traduit dans le système binaire^ s'exprime par 1 10 ICI, et en revenant du système binaire au système décimal, on a
(iioioi), = I H- X 2 -h I X 2* -h qx 2' -h I X 2* -h I X 2*
= ao 4- 2« H- a* + 2*^ = (53)4,.
Remarque, — Cette propriété des nombres nous fournit l'explication d'une récréation donnée par Bachet dans ses Problèmes pkdsanis et délectables (Prob. X de l'édition Labosne) et exposée par Lucas dans son arithmétique amusante sous le nom de V éventail mystérieux.
Il s'agit d'inscrire des nombres sur différents cartons de manière que, connaissant les cartons où se trouve un nombre pensé, on puisse deviner ce nombre immédiatement.
Supposons, par exemple, que l'on veuille deviner tous les nombres jusqu'à 2^ ou 64.
On commence par écrire sur 6 cartons séparés et en tête de chacun d'eux les nombres 1, 2, 4* 8, 16 et 32. Cela fait on inscrit les autres nombres dans chacun des cartons qui contiennent les puissances de 2 dont il est la somme, par exemple 3 dans les cartons qui contiennent I et a, 5 dans ceux qui contiennent i et 4> 6 dans ceux qui contiennent a et 4, 7 dans ceux qui contiennent i, a et 4» et ainsi de suite comme le représente le tableau ci-contre.
Pour deviner un nombre qu'une personne a pensé il suffit de lui présenter les cartons en lui demandant de désigner ceux qui con-
igS
tiennent le nombre pensé. On détermine alors ce nombre en faisant la somme des puissances de 2 inscrites en tête des cartons désignés.
Pour varier le jeu, on pourra deviner des noms au lieu dedevinet des nombres; il suffira d'affecter un nom à chacun des nombres précédemment écrits, comme Paul, Emile, Louise, Emma, etc., et d'écrire le nom dans chaque carton à côté du nombre qui lui est assigné. La connaissance des cartons où se trouve le nom fera connaître le nombre qui lui est assigné (comme on vient de l'expliquer), et, par suite, il suffira de regarder dans l'un de ces carions quel est le nom qui se trouve à côté de ce nombre.
On peut aussi opérer sur des mots, des noms de choses, au lieu de noms de personnes.
Bachet ajoute « On pourrait faire un jeu senîblable avec les puissances de 3, mais il serait un peu moins simple. ».
Delannoy a donné dans ï Intermédiaires des Mathématiciens (T. XII, igoS, p. 119, 120), Ja solution pour les 3' — i = 26 premiers nombres (^),
On écrit ces nombres dans le système de numération ternaire :
lOO
lor
IIO
Il2
Un nombre quelconque est égal à une somme dont les termes sont des puissances de 3 ou le double de ces puissances, par exemple
(*) Voir aussi t. XII, 1906, p. i44-
qvMhqmn qubstio^is diverses
Inscrivons sur un premier carton les nombres dont le dernier chiffre dans le système ternaire est i ; sur un deuxième, les nombres dont le dernier chiffre est a ; sur un troisième ceux dont le deuxième chiffre à partir de la droite est i ; sur un quatrième ceux dont ce deuxième chiffre est 2 ; sur un cinquième ceux dont le troisième chiilrè a partir dé là droite est 1 ; enfin sur un sixième ceux dont le troisième chiffre est a. L'ensemble de ces six cartons est représenté dans le tableau ci-après.
Supposons que le nombre pensé soit 17, on le trouve dans le cinquième, le quatrième et le deuxième carton ; d'après la manière dont ces cartons ont été formés, le nombre pensé s'écrira donc laa dans le système ternaire ; par suite il sera égal à
Pour plus de simplicité, on inscrit les nombres i, 2, 3, 6^ 9, 18 au bas de chaque carton et Ton n'a alors qu'à additionner les nombres portés sur les cartons indiqués.
Si, au liéU de â6 nombres, on en prenait 3** — i, il faudrait a n cartons»
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Si. Un nombre de trois chiffres écrit dans un certain système de numération est doublé quand on renverse l'ordre de ses chiffres. Montrer que le nombre formé avec le premier et le dernier chiffres jouit de la même propriété et déterminer la base du système.
c, d et u sont les trois chiffres du nombre en commençant par les plus hautes unités.
Soit a la base du système deux fois le nombre c.a* -+- ef.at -|- a
donne u.at' -4- d.a 4- c.
Donc le chiffre a est plus grand que c.
Par suite
ad-f-i=(i-^-a ou d = a — i (2)
enfin
De (i) et (3) on déduit :
2 a.c -I- a = o.a, 2 a.c = n.a — a 2 ot.c -h 2 u = «.a — a -h a -t- C = a.a -h c, ou enfin
On a aussi
4e + a = 2a = a + c ou 3c = a — 2.
c étant entier, « est nécessairement de la forme mult. 3 + 2. Ou ne peut donc prendre pour a que les valeurs
5, 8, II, i4» 17. ao, etc.
3a. Hnix hicycUsles A et B parlant au même instant, Vun de Paris H Vanln* iVOrlMns^ parcourent en marchant d'une façon wdformf^ le prcmitr ^w a heures et U second en b heures, la distance d
qaî sépare ces deux villes. Us se remontrent sur la route m heures avant V arrivée de k à Orléans et n heures avant l'arrivée deBà Paris. Montrer que Von a :
;- est la vitesse de A, r est la vitesse de B. a b
Au moment de la rencontre A a marché pendant (a — m) heures et a parcouru
De même B a marché pendant (b — n) heures et a parcouru une distance
On a d'ailleurs
a — m = 6 •— n et
ou
(6 — n) (a -h 6) = a 6, h*z=zn{a-^ h)
d'où enfin
33. Expliquer pourquoi les produits du nombre i4a 867 par i, a^ 3, 4f 5 e/ 6 son^ composés des mêmes chiffres
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$e saivant dans le même ordre drealaire et pourquoi le proiaU par y eti eompoêê d^une saUe de 9.
Il suffit de remarquer que i4a857 constitue la partie périodique de la fraction décimale périodique simple à laquelle donne lieu la
conversion de la fraction ordinaire z
Dès lors
d'où
Îx3 = ^ = i5_7=:l?_i = I.42857142857I... - 1 =
d'où
De même
' X 4 = 4= 'OOQO 9996^ 10000 j.jg 7 7 7 7 7
5 ^ 100000 _ 99995 ^ 1^00000 _ gg ^ o,7i4a857i4285... 7 7 7 ,•♦.//
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Enfin
7 "*" 999999* 7 ^ "^ "" 999999 ~ ^ d'oâ
34. Un épicier possède une balance fausse dont il se sert pour V achat et la vente de ses marchandises de façon à réaliser un bénéfice surpassant de li ^/o le gain légitime qu'il réaliserait si la balance était juste. Si on intervertissait Vordre des plateaux dans lesquels les marchandises achetées et vendues sont pesées, le bénéfice serait nul. Déterminer^ d'après cela, le gain légitime pour 100 francs.
Soient p, p^ les poids apparents d'une certaine quantité de marchandises d'abord achetée, puis vendue, p est plus petit et p^ plus grand que le poids réel.
Soient q le prix d'achat de l'unité de poids, X le gain légitime par 100 francs.
Une marchandise achetée jo.ç est vendue pi lq-\ ^- V
On a donc
/ qx\ (rc H- II) ^
ou
En intervertistant l'ordre des plateaux, la même quantité de
marchandise qui coûte />,5, est vendue p. g ( i -+- )•
D'où
2o4 r£gb<atiohs iiath£iiatique8
De (i) et (a) on déduit
a; -+- II / , X Y j» »
I H = ( I ^ ) , d ou X = lo.
ICO \ 100/ '
Nous allons donner une deuxième solution du même problème, et calculer le rapport des bras du fléau dont se sert le commerçant.
Désignons par p le prix que le marchand payerait une certaine quantité de marchandises, s'il se servait d'une balance juste, et q le prix qu'il revendrait la même quantité de marchandise dans les mêmes conditions, enfin / le rapport du plus petit bras de levier de la balance qu'il emploie au plus grand.
Le bénéfice légitime pour cent du marchand est :
P mais en se servant de sa balance, ce bénéfice devient
j-pf
on a donc
pf p 100
ou en désignant ^ par z
— zf
f ^ I — 2 . II
zf z 100
ou
mais quand il se sert de sa balance dans Tordre inverse, son bénéfice devient
on a donc :
qP = p ou p = z = S
remplaçant dans (i)/' par z on a Téquation :
d'où on lire :
Si on a
on en déduit
HZ*
lOOZ
lOO
IO
IO
Quant à la valeur de / elle est égale à
environ
o,q5 ou — ^.
Ainsi en se servant d'une balance dont les bras du fléau sont entre eux comme les nombres 19 et 3o le commerçant augmente son bénéfice de 11 ^/q.
35. A deux de ses clients un marchand pèse avec une balance fausse, c est-à-dire dont les bras du fléau sont inégaux, un même poids de marchandise. Pour le premier, il met les poids marqués dans le plateau A et la marchandise dans le plateau B. Pour le second^ il fait Vinverse. On demande s*il gagne ou s*il perd.
Représentons par a et 6 les longueurs des deux bras du fléau, longueurs inégales par hypothèse.
ao6
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Soit p le poids de la marchandise demandé par les deux dienU.
Le marchand sert le premier en plaçant dans le plateau Â le poids p et dans le plateau B le poids q de marchandise déterminé par la relation
ou q^jT.p.
Le marchand sert le second client en mettant dans le plateau B le poids marqué/) et dans l'autre plateau un poids q' de marchandise déterminé par la relation
^- = -- , d ou fl' = p . - • p a ^ ^ a
Le poids total de marchandise donné aux deux clients est donc
iî - 1}
Or la somme d'une fraction et de son inverse ne peut être moindre que 3, donc
et le marchand perd puisqu'il sert un poids de marchandise plus grand que a p.
36. Trouver le plus petit nombre entier qui soit égal à quatre fois le produit de ses chiffres.
Le nombre cherché contient au moins 2 chiffres ; en les repré^ sentant par d et a, on a :
lo. d -h U == l\. d. «, d'où d =
La plus petite valeur de â est 3.
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De plus on à : u > 4 « — 10, dVù 8 a -< 10, c'est-à-dire que la plus grande valeur de a est 3.
Donc nécessairement u =3= 3 et on en déduit pour d, la Valeur
fractionnaire - qui ne convient pas.
Le nombre cherché a dès lors plus de 2 chiflres. Considérons un nombre de trois chiffres c^ d et a.
d. u — 100 < 10. d -h u < 100, d'où d, « •< 5o
mais 4* d. u étant plus grand que 100 ; on a aussi d. u ]> 35.
Le produit d. u est donc compris entre a5 et 5o.
D'ailleurs 10. d. -|- a est divisible par 4- d. a — 100, et, par suite, par 4 ; il en résulte que les seules valeurs admissibles pour a sont
a, 4} 6 et 8.
On en déduit pour les limites supérieures des valeurs de d a4> I3, 8 et 6 et pour les limites inférieures i3, 7, 5 et 4» On voit dono que la valeur a = a est à écarter et que
(A) pour n = 4» d peut prendre une des trois valeurs 7, 8, g,
(B) pour u = 6, d « des quatre valeurs 5, 6, 7, 8, 9,
(C) pour H = 8, d « des trois valeurs 4. 5, 6.
Examinons ces trois hypothèses A) u = 4 et d = 7, 8, 9. Les nombres 74 et 94 ne sont pas divisibles par 4. On ne peut avoir que d = 8, d'où c = 3.
d'où le nombre 384.
(B) a = 6 et d = 5, 6, 7 ou 8. Les nombres 66 et 86 ne sont pas divisibles par 4.
On ne peut avoir que d = 5 ou 7.
Pour d = 5, c = -^ et pour d = 7, c = -2-
(G) 1 1 = 8 et d = 4f 5 ou 6. On ne peut prendre que d = 4 ou 6.
Pour d = 4» c = — et pour d = 6, c = — •
Le nombre 384 convient donc seul à la question.
37. Trois vases cubiqaes A, B, G dont les capacités sont entre elle comme les nombres i, S, 37 contiennent chacun une certaine quantité d'eau dont les volumes, en litres, sont entre eux comme les nombres i, 2 et 3. On transvase du liquide de A en B, puis de B en C, de manière à amener le liquide au même niveau dans les trois vases. On fait passer ensuite 6 litres d^eau de G en B, autant de B en A, il se trouve alors que B contient deux fois plus de liquide que A et que dans ce dernier vase il y a deux litres de moins qu'à V origine. Trouver les volumes d'eau contenus primitivement dans les trois vases,
x = volume d'eau en A
2 a; = » en B ^ volume total 6 x.
3 a; = » en G
Quand le liquide est au même niveau dans les 3 vases, les volumes sont entre eux comme les bases, c'est-à-dire comme i, 4 et 9.
rfc. 11 A 6ic &x ix
Donc alors volume en A =
volume en B
f- 4 H- î i4 7 mx
volume en G = -^— •
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Après la seconde opération A contient {x — a) litres,
etC » -'- — 6.
Donc
X — aH-a(a; — a) h — ' 6 = 6 x
et a; = i4 litres.
38. Une équipe d* ouvriers s* est engagée à entreprendre un ouvrage dont Vexécution demanderait p heures si tous les ouvriers commençaient en même temps. Mais ils n'arrivent sur le chantier que Vun après Vautre et à des intervalles de temps égaux. Le travail est ainsi poursuivi jusqu^à complet achèvement. Sachant que le salaire de chaque ouvrier a été proportionnel au temps pendant lequel il a travaillé, et que celai qui a com^ mencé le premier a reçu m fois autant que le dernier, on demande le temps employé pour faire V ouvrage.
Représentons par x le nombre des ouvriers, par y le nombre d'heures pendant lesquelles le dernier a travaillé, et par z l'intervalle de temps (en heures) qui s'est écoulé entre l'arrivée du premier ouvrier sur le chantier et Tarrivée du second, entre l'arrivée du second et celle du troisième, et ainsi de suite.
D'après Ténoncé j -+• (oc — i) 2: = m. y (i)
Si T représente le travail fait dans une heure, le travail total aura pour expression
mais ce même travail est également égal à p. T. x. Donc
y -+- (y + z ) -f- (y-h az) + ...-+- [y 4- (x — i) z]=p. x,
Récr4ftkioiia mathématiques. i4
aïO RÂGHiATIONB ItATffilHATtQyiS
OU
[ay + (a; — i) z]-r= p* œ^ on encore 2y -h (x — i) 2: = 2/). Comparant à (i) on en déduit
et le temps total m, y a pour expression
39. Une certaine quantité de grain doit servir à la nourriture cTufi troupeau de n dindons. Cette quantité e$t eakalée dé façon à duret un temps déterminé si chaque dindon mange un boisseau chaque semaine. En faisant la distribution on constate que le troupeau diminue d*nn dindon chaque semaine et de ce fait le grain dure deux fois plus de tehipst On demande la quantité de grain en boisseaux et le temps qu'il a duré»
Désignons par x le nombre des boilseaux et par y le nombre des semaiaes quUls doivdbt durer; On a
- =E /i, OU X = fjjy,
Mais
n = le nombre des boisseaux donnés dans la i'^ semaine, n — I = )) a* »
Ainsi de suite jusqu'à la a/*"* semaine
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Par suite
n + (n — i)-+-(n--3) 4-... 4- (n— p+i) + ... 4- (n — 274-i)ï=ar
<l*où
y ïs=î *— «••
Alors
71 (n 4- i) X = — i ^ et 3 y = n 4- I .
4o. Trouver l'expression de la somme de toutes les fractions com* prises entre dëu^ nombres entiers donnés m et n et ayant 3 pour dénominateur.
Les fractions et les nombres entiers compris entre m et n sotit
La somme de tous ces nonlbfes êSt égale à / 3m4-i SU— i \ (3fi^i)*-^3m _( ffl4-y>)[3(ra-— m) — i]
Mais la tomme de tous les nombres entiers compris entra m et n est égale à
c, V / xi n — I — m (m 4- m) ^n — m — i) = \[m 4- i) -h (n — i)j ^ = ^ - ^^^ ^
Donc la somme des fractions a pour expression (m ^ n) [3 (yi -- m) -^ i] — (m 4- m) (y> ^ m — i) ^ ^^ _ ^^^
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4i. Trois hommes, Pierre, Paul et André vont à la foire avec leurs femmes. Les noms de ces trois femmes sont Catherine j Marthe et Suzanne,
Chacune de ces 6 personnes achète un certain nombre d'objets qu'elle paye chacun un nombre de francs égal au nombre des objets quelle a achetés,
Pierre a acheté a 3 objets déplus que Marthe ^ et Paul 12 de plus que Catherine. Chaque mari a dépensé 63 francs de plus que sa femme.
On demande quelle est la femme de Pierre, celle de Paul et celle d^ André }
X nombre des objets achetés par Tun des hommes. y celui des objets achetés par sa femme
x' — y"^ = Çii=:[x'\-y){x — y) = 63.1 = 21.3 = 9.7.
On peut par conséquent, poser
a;-4-j = 63 ou x -{- y X — j=i » X — y
ai
ou
D'où l'on tire les solutions suivantes :
aï = 3a y ==3i
ou
flc = la y = 9
ou
Mais Pierre a acheté a3 objets de plus que Marthe et Paul 1 1 de plus que Catherine ; donc
Pierre a acheté 3a objets Marthe 9 »
Paul 12 »
Catherine i »
Il suit de là que la solution x = 3a, y = 3i concerne Pierre et Suzanne; que la solution x =: la, y = 9 concerne Paul et Marthe,
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et enfin que la solution x = 8, y = ii intéresse André et Catherine.
Donc Pierre a pour femme Suzanne; Paul, Marthe et André, Catherine.
42. Trouver la somme de toas les nombres de la forme 121, isSai» ia343ai, etc., écrits dans le système de numération à base d.
121 = d« -j- ad -j- I = (d -h i)'
laSai =d* -j- ad' 4- 3d* -h ad -j- i
= d* (d -f- i)« -+- ad (d 4- i) -h I = (d» 4- d + i)«
i2343ai = d« 4- ad» + 3d* -h 4d» -f- 3d* -h ad 4- i
= d* (d' 4- ad -+- 1) 4- ad* (d'+ad-l-i) 4- d* 4- ad -f- i =
= (d* 4- ad* 4- i) (d 4- 0* = (d* 4- 0* (d 4- I)* — (ep4.d»4-d^i)»
et ainsi de suite.
La somme demandée a pour expression
jusqu'à d — I termes
ou
i^)' - (fer -H (fe)' ^ ... - (fe)'
ou encore
(d-1 ^)» {^*-^rf' + '»> + '<^ — ad»(l 4-d4-.,.4-d-«)4-d-l|
ou enfin
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hi. Montrer que le nombre ia3456543ai est divisible par iftSai dans tout système de numération dont la base est supérieure à 6.
Ecrivons ces deux nombres dans le système de numération h base d>6.
U34565432Ï = d*o 4. ad» -h 3cf» -h ^cT -h 5d« -h Gd^ + 5d*
rf' + 3(i»-f ad+i ^^Id^ + d^-Hd^-i-^^-f-i)' _( d' -^ l y
I232I ==d♦-^ad»H-3d«•^-i(^-+.IB«(da^-d^-I)8=^^^y. Donc
i^S^=(î^)Mfe-^)'= (^)*= (^- - ■)■
= un nombre entier f» iqq yoQ i,
44. O/i donne le dividende^ le diviseur et fe reste d'une dîvi^ionj comment peut-on trouver tous les chiffres du quotient en allant de droite à gauçh$ P
En commençant par vetrancher le rute du dividende, on voit que la question se ramène à la suivante : Trouver de droite à gauche les chiffres du quotient de deux nombres entiers divisibles l'un par raqtre,
Quatre cas peuvent se présenter ; le diviseur est terminé :
I® Par un chiffre pair significatif;
a° Par un 5 ;
3® Par un zéro ;
4"* Par un chiffre impair autre que 5.
On ramène le premier et le deuxième cas au quatrième, en divisant les nombres entiers donnés par la plus haute puissance, soit de a, soit de 5, qui divise exactement Iç diviseur.
Le troisième cas se ramène à un des trois autres, en divisant les
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deux nombrei par la plus haute puissance de lo qui divise le diviseur.
Tl résulte de là qu'on peut toujours amener le diviseur a être terminé par un chiffre impair autre que 5.
Cela posé : les produits des dix premiers nombres par un m^me chiffre impair autre que 5 sont teririinés par des chiffres différents.
Par suite, le^ chiffres des unités d'un dividende et d'un diviseur, divisibles l'un' par l'autre, suffisent pour déterminer le chiffre des unités du quotient, lorsque dans le diviseur ce chiffre est impair et autre que 5.
Enfin 91 d^nx nombres sont divisibles l'un par l'autre, le chiffre des dizaines du quotient est la chiffre des unités du quotient d'une division ayant, pour diviseur, le diviseur donné et dont le dividende s'obtient en suppriipant mx ?ér0 à la droite de 1^ différence entre le dividende donné et le produit du diviseur par le chiffre des unités
du quoli«{»t çorr9spQnd«nt,
Dividende DivilAVr
GhiCTres du quotlenl
173 86i 836 iioooo 5428433600 >i
Exemple { 69 627 363 46 » 2
Le (juotient est donc 32028
45 1 D^\i^ AoWojfan êmn^nt une certaine figure en mén^e temps et on a entmdu 19 co(ip«. Elle$ sont en avance l'une sur f autre de 9 secondes et les coups de lune se suceèdent de 3 secondes en 3 secondes tandis que ceux de Vautre sont espacés de 4 secondes. On demande Pheure sonnée, sachant que Voreille ne perçoit quun son quand les horlogêê sorineni dans la même seconde, e^esi^-dire que Voreille ne peut
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distinguer s'il y a eu an seul coup donné par une horloge ou deux coups donnés par les deux horloges y et quil en est ainsi pour le dernier coup de Vhorloge qui à Vavance.
Soit X rheure cherchée.
L'horloge qui a Tavance, c*est-à-dire qui a sonné la première et dont les coups sont espacés de 3 secondes, donne son troisième coup quand lautre horloge, qui sonne toutes les 4 secondes et qui est en retard de a secondes sur la première, fait entendre son deuxième coup.
Il y a ainsi, pour la première fois, superposition de a coups.
Après cette rencontre chaque quatrième coup de l'horloge qui a Tavance coïncidera avec un coup de l'autre horloge, puisque
4x3 secondes = 3x4 secondes.
(x — 3) représente donc le nombre des coups qui restent à sonner
à rhorloge qui a l'avance après que les deux auront sonné ensemble
pour la première fois.
— ^ h I représente le nombre de fois que les deux horloges
sonnent ensemble.
et a rr = le nombre total de coups donnés par les deux horloges, donc
— 5 h I ] = 19, d ou X = II.
46. Un impôt d* importation de p francs par quintal est mis sur les blés étrangers quand le prix du blé sur le marché français atteint qfr. le quintaL m et n sont les quantités, en quintaux, de blé français et étranger consommées dans une année. Du fait de V impôt, le prix du blé
s*est élevé à ç H- S fe quintal, mais la consommation est descendue à un
chiffre tel que la dépense annuelle est restée la même. En supposant que
la quantité m da blé récolté en France soit demeurée constante, trouver la valeur de p produisant le revenu maximum.
Par année libre d'impôt, la dépense totale s'élève k q (m -h n). Le nombre de quintaux frappés d'imposition est de
q{m-hn) ^^ qnd'-p.m 5_^P q-d-hp
Le revenu produit par Tirnpôt est donc de
P^-rf ^ p] ^"°''-
Soit X la valeur de cette expression :
l'équation
qnd — pm qd-^p ^
peut s'écrire
p'm — p (qnd — x) -^ qdx = o,
d'où
qnd — g? db ^{qnd — a?)' — 4 mqdx
^ am
Cette valeur de p n'est réelle que si Ton a
{qnd — x)* >- 4 mqdx.
X est maximum quand on a
4 mqdx = [qnd — x)*.
et dans ce cas
= * ou 2pm:={qnd — x)
^ am
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élevant au carré
4p'm' = (qnd — x)* = 4 mqdx,
ou en remplaçant x par qnd — apm; D'où Ton tire
p = gd(i±:yi+^).
47. Une personne parcourt d* une façon continue le périmètre d'un champ déforme carrée, en marchant avec une vitesse uniforme et toujours dans le même sens. Une ai^trû personnel su déplaça^ qvhc la n^nie vitesse uniforme ^ suivant la diagonale du champ, en revenant §iip §§ip€^ chaque fois qu'elle parvient à Vune des extrémités.
Montrer que, suivant les positions initiales des deux personnes, deux cas seulement peuvent se présenter :
I® ou elles ne se rencontreront jamais;
a** ou elles se rencontreront une fois, mais une foU seulement.
Désignons par p la personne qui se déplace suivant le périmètre du champ et par d celle qui parcourt la diagonale*
p marche dans la direction ABCD, A, B, C et D étant les sommets du carré dans leur ordre successif, AG est la diagonale parcourue.
Les deux personnes se rencontreront au sommet A, si d se déplace vers A et si, au même moment, p se trouve soit à la même dislance de A que d, soit à cette même distance augmentée de a.AG.
Ou plus généralement, si, au même moment, la distance de c( à A augmentée de 2 m.AC = la distance de p au sommet A augmentée de 4 ^ fois le côté du carré.
Les deux personnes se rencontreront encore en A, si (f se déplace vers G, et si, au même moment, la distance de p au sommet A est égale à la diagonale + la distance d^ dk e.
Ou, plus généralement, lorsque, au même moment, la distance
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de d au sommet c augmentée de (2 m -H i) fois la âiag;onale, égale la distance dep au sommet A, augmentée de 4 ^ fois le côté du c&Tfé ; m et n étant des nombres entiers.
Les deux personnes se rencontreront de la même manière au sommet C. Mais, lorsqu'elles se sont rencontrées une première fois, une seconde rencontre est impossible» puisqu'elles décrivent des espaces égau]^ çp des temps ^gaux et que le qôté et )a diagonale du carré sont des longueurs incommensurables.
De même les deux personnes ne se renèontreront jamaii si leurs positions au départ sont deux quelconques de celles où elles se trouveraient simultanément après Thypothèse d'une première rencontre en A ou en C.
48. — Trois cloches commencent à sonner en même temps et font entendre leurs coups à des intervalles respectivement égaux, pour chacune d'^elles à a5, 39 et 33 secondes* La première cloche cesse de sonner au bout d'un temps moindre quune demi-heure ; la seconde et la troisième continuent à tonner respêctiv^mÉni pendant 18 ieeondiBê pt ui teoondeSf puis cessent leur sonnerie.
On demande pendant combien de temps chaque cloche a sonné.
Représentons par 26 fie nombre des secondes pendant lesquelles la première cloche a sonné,
Le nombre des coups donnés par la première cloche sera
Le nombre des coups donnés par la deuxième cloche sera
Le nombre des coups donnés par la troisième cloche sera
aao RÉGRiATions hath£b(Atiques Les relations
IH -^ — = i-|-aî et IH 50 = i-h^
peuvent s'écrire
aga; — 18 = a5/, 33/ — ai = a5f,
d*où Péquation indéterminée
33y — aga? = 3<
On en déduit
et
y = ag m — ai.
D'ailleurs puisque a5 1 est moindre que 1 800 secondes, on a
a; < 6a et par suite m < 3.
On ne peut donc faire que les hypothèses
m = I, ou m = a.
Pour
On a aussi
agar — 18 = a5/,
pour X = g, t n'est pas entier pour
Donc les trois valeurs
/ = 48, X = 4a et j = 87
satisfont à la question.
La première cloche cesse donc de sonner au bout de 48 X a5 =^ I 200 secondes.
Les cloches ont donné respectivement 49 coups, 43 coups et 38 coups.
49. Deux lignes égales ayant une longueur commune de l mètres sont divisées respectivement en m et en n parties égales {m et n étant deux nombres premiers entre eux). On les place à côté Vune de l'autre avec leurs extrémités en coïncidence. Montrer que la plus petite distance entre
deux divisions ne peut être moindre que et quil y a deux groupes
de divisions qui sont à cette distance.
Cas où m = !i5o et ai = 243.
Soient d^ et d, les distances à * o
l'extrémité A de la x"* division de
la droite (i) et de la y*^* division de la ^ ^ B
droite (2). ^"8- ^'
d,=z-l, d.=^-l et d,-^d. = l(^—^Y d où nx — my = -f— {d^ — d^).
Or nx — my est un nombre entier dont la plus petite valeur numérique est i .
La plus petite valeur de -.- {d^ — d^) est donc aussi i , ce qui revient à dire que la plus petite valeur de d^ — d^ est
* mn
11 y a deux groupes de divisions pour lesquelles d^ — d ils sont donnés paf lés équations.
nx — my = ij et nx — Biy*»— i.
Application. Pour m = aSo et n = 243, nous aYoas à résoudre les équations indéterminées
243 aï — 2507 = ±: I.
En appliquant la méthode des fractions continues, on trouve avec la première
X = 107, y 5= io4,
et avec la seconde
X = 143, y = iSg.
5o. Deux cloches sont mises en mouvement en même temps pendant I heure, Vune sonne ^k^fois et Vautre 261 fois, le premier et le dernier coup de chacune tombant au commencement et à la fin de theure. Trouver ceux de ces coups qui s"* approchent le plus de la coïncidence et déterminer la position que doit occuper une personne sur la ligne droite joignant les deux cloches pour que les coups s' approchant le plus de la coïncidence, lui paraissent absolument en coïncidence. On prenàfa pour la vitesse du son â4o mètres par seconde,
La première partie de la question se trouve résolue par la précédente, puisque les coups de Id première cloche divisent l'heure en 243 parties égales et ceux de la seconde en 25o parties égales. Les divisions les plus voisines de la coïncidence sont donc : la ici*"® pour là première cloche avec la 107"* pour la seconde, oulaiSg*"* « avec la 143°*® «
Les coups qui s'approchent le plus de k coïncidence sont dohc : le io5"° pour la première cloche avec le 108°'® pour la seconde, ou le 140""" « avec le 1 44"*^ «
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Soient maintenant Bj et B, les positions des deux cloches, M le milieu de là droite qui les joint et P la position que doit occuper une personne pour entendre simultanément le io5°^** coup de B| et le loS"'* Coup de B^.
Fig. 5.
La cloche B^ donne son io5"* coup au bout de -y5 X 60 X 60 secondes après le commencement de l'heure.
La cloche Bj donne son 108"* coup au bout de i^ X 60 X 60 secondes.
En P le 105"® coup est entendu l^j- -\- -7^ x 60 X 60) se-
sècôndes après le commencement de l'heure.
Au même pôitil. le 108""^ coup de B^ est entendu au bout de
f ôT-^ H — c— X 60 X 60 ] secondes.
Ces deux témpï étant égàUx, on a :
5i;(B.P-PB.)6ox6«(I»-J-l»«)
ou
«mn 3 600 X 340 ,♦ , ^gn X « a 2 MP i^ — - — jl- d ou MP =:t tO* -•
De même, Q étant la position que doit occuper la personne pour entendre en même temps le i4o"^ coup de Bj et le 144"® coup de
Bj, onaMQ= lo™-.
Si la distance des deux cloches est inférieure à 20" ^ , les points P et Q n'existent plus.
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Si la dislance BiB, = 20" -, le son du io5"* coup de B^ arrive en
B, juste au moment où cette cloche donne son loS'^^coup; dès lors les deux coups seront entendus simultanément par une personne située en un point quelconque du prolongement de B^B^ au delà deB,.
Dans les mêmes conditions le i4o"* coup de Bj et le i44"*" coup de B, sont entendus simultanément par une personne située en un point quelconque du prolongement de B^B^ au delà de Bi.
5i. On marque n points sur une droite en observant la règle suivante : la distance des deux premiers points est égale à d ceniimètreSy la distance du 3" point au second est égale à d plus la m* partie de d, la dislance du 4* point au 3" point est égale à d, plus la m* partie de la distance du a* au 3*. D'une façon générale la distance entre les p* et (p -H i)* points surpasse d de la m* partie de la distanee des (p — i)* et p* points. Trouver d'après cela la distance des deux derniers points et la distance entre le premier et le dernier.
Appliquer au cas où m == n = lo et où d = i centimètre. Distance entre les points
1 et 2 = d,
2 et 3 = d H —
3et4 = d-+-~(i+-) = (ifn- --+--2),
m\ mj \ m m^r
(n— i)*etn«= dii -h - M-
La distance entre le premier point et le dernier point est donc
égale à
in}
Pour m=n=io et d=i, cette distance est égale à
lO
ou enfin
/ I lO* \ lO/ lO* — 1\ lO, V
— 1 Q | = - (Q ft ,, 1= — (q — O.IIIIIIIIl)
lO 1, 11111111=: 9,87654331
52. Deux forgerons A e/ B commencent en même temps à battre le fer sur V enclume, A frappe 12 coups en 7 minutes et B frappe 17 coups en 9 minutes. On demande de désigner les coups qui sapprocheroni le plus de la coincidence dans la première demi-heure de travail.
Supposons que le x* coup de A coïncide avec le y coup de B. Les
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temps mis depuis l'origine du travail pour arriver à ces deux coups étant égaux, on a :
^. 13 ^^ 17 X IIQ
Mais
IIQ I
Les fractions convergentes sont -, —, il, ^, iig.
Ces fractions en allant de gauche à droite s'approchent de plus en plus de la dernière — ^ , et -p- est celle qui en est la plus proche.
Mais A ne peut donner que 5i coups dans une demi-heure. La
fraction à prendre pour la valeur de - est donc — , c'est-à-dire que
pendant la première demi-heure de travail, le 11* coup de A et le lO'coup de B sont ceux qui s'approchent le plus de la coïncidence.
53. Trois mobiles A, B, G animés d'un mouvement uniforme parient (Tun même point d'une circonférence et les temps mis par chacun d*eux pour faire une révolution complète sont entre eux comme 3 nombres premiers,
A. etB pour se trouver de nouveau aa point de départ mettent 6 minutes de moins que A, et G et aS minutes de moins que B et G. On sait de plus que h eiB avant d^ arriver ensemble au point de départ, se sont rencontrée autant de fois que BetC avant d'arriver également ensemble.
Enfin les mobiles se retrouvent tous les (rois au point d^oà ils sont partis, i'',55"3o' après leur départ.
Calculer y d* après cela, les temps mis par chacun d'eux pour faire le tour de la circonférence.
Représentons par ka, kb et kc les temps en minutes mis par chaque
mobile pour faire le tour de la circonférence; a, b et o tont des nombres premiers par hypothèse.
Soit p le développement de la circonférence.
Dans l'unité de temps A et B parcourent, r- et rr ; la distance qui
les sépare au bout de l'unité de temps est
ka kb k a,b
Ces deux mobiles se rencontreront au bout d'un temps représenté par
Mais les distances parcourues respectivement pendant ce temps sont égales à
T . p et r , p.
Quand les deux mobiles arrivent ensemble au point de départ, ce qui se produit au bout du temps fca,6, À a parcouru la distance pb et B la distance p.a.
Les deux mobiles se sont rencontrés (6 — a) fois.
On fait voir de la même manière que A et G se retrouvent au point de départ au bout du temps k,a.c après s'être rencontrés (c -»« a) fois. Enfin B et G arrivent ensemble au point de départ au bout du temps fc.6,0 après s'être rencontrés (o — 6) fois.
D'après renoncé
kab rsr^kac — 6 ou ka(c — 6) = 6 kinb sac: k*bQ -^ a8 ou kb (o «-^ a) «a a8
kabc = ii5 -
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On en déduit - = — et comme a et c sont des nombres premiers.
C II
a = 3, c= II.
Par suite
Les 3 mobiles mettent respectivement i minute -, 3 minutes ~ et 5 minutes ^ pour faire le tour de la circonférence.
54. A midif un certain jour, une pendule et une montre sont mises à Vheure. On constate que la pendule, à un instant quelconque, indique l'heure avec une erreur égale à celle de la montre lorsque cette dernière marquera la même heure que la pendule, et que la pendule indique minuit une seconde axmnt la montre.
Trouver en fractions de seconde, V avance et le retard journalier de la pendule et de la montre.
Soient x Tavance de la pendule, en secondes et par jour y le retard de la montre »
Alors 864oo secondes (temps réel) = (864oo + x) secondes,
temps de la pendule, tt = (86 4oo — y) secondes,
temps de la montre.
J)ésignons par t une heure quelconque indiquée par la pendule. L'heure exacte est ^a, X t, et l'heure résultant de l'indication de la pendule est égale k t — ô-tt^ x t.
On voit de même que l'erreur de la montre est égale à
QUELQUES QUESTIONS DIVERSES 32g
D'après Pénoncé
86A00 v._ 86/ioo ^.__s ^ "" 86400 4- X ^ ^ — 86400 — 7 ^
d'où
. X 86400 864oo
^'^ 8é4oo — y "^ 86400 -h a; ~ ^'
Puisqu'il est minuit à la pendule i seconde avant la montre, on a également
(^) ( moo-y - 86400 + x ) X 43:.oo = i.
Les équations (i) et (3) donnent :
^ 86400 — I ^ 864oo H- I*
La pendule gagne i seconde ggy-r par jour et la montre perd ggT^ de seconde.
55. Deux mobiles A. eiB partent en même temps (Tun même point et marchent dans la même direction. Chaque fois que la distance qui les
sépare est un nombre pair de kilomètres, A augmente sa vitesse de 7 de kilomètre par heure, et chaque fois que cette distance est un nombre impair de kilomètres, 6 augmente sa vitesse de - kilomètre par heure. Quand A a 4 kilomètres d^ avance sur B, le chemin quHl a parcouru surpasse de i kilomètre l celui qu^il aurait fait si sa vitesse s'était maintenue uniforme; de son côté B a parcouru, à ce moment^ une distance de 3o kilomètres •
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Déterminer les vitesses de X et B au départ.
Soient x eiy les distances en kilomètres parcourues par A et B dans une heure.
Représentons par t^ le nombre d'heures qui s*écoulent depuis le
moment du départ jusqu'à ce que Â soit de I kilomètre en avance sur B.
par <, le nomhre d'heures qui s'écoulent depuis le moment où A est à i kilomètre en avance jusqu'à c0lai où il est an avance de a kilomètres, par t^ le nombre d'heures entre le moment où A est de 2 kilomètres en avance et celui où il est en avance de 3 kilomètres, et enfin par t^ le nombre d'heures entre le moment où A
est en avance de 3 kilomètres et celui où il est en avance de 4 kilomètres.
La vitesse de A pendant les temps t^ et t^ est de x kilomètres par
heure ; et pendant les temps t^ et t^ elle est de a; + j •
La vitesse de B pendant le temps t est de y kilomètres par heure;
pendant les temps t^ei t^, elle est dey -\ — et pendant le temps t^
elle est de j 4- I .
Diaprés Ténoncé
et
(«, + <, + <, + <t)j' + (t, + «») ^ + <4 = 3o -3. mais
QVILQUB8 QVSSTIONS DÎVBMSS a3l
et
Oa déduit de là Téquation
d'où en posant x — J' = ?
2' — -g- ^ 4- g = o 2=1 ou g
^ttr
%»\, <j=i, ig=a, <i==3i ^=4. y = 3 et x = 4.
56. Trotô mobiles se déplacent uniformément sur trois ronteê qui se coupent en et partant au même instant du point 0. Les routes par^ courues par k etB sont à angle droit et celle suivie par G est comprise entre les deux autres, La droite qui joint les positions de A. et C à un moment quelconque de leurs mouvements est parallèle à la route suivie par B ; de mêm^ la droite qui joint à un instant quelconque les positions deB et C est parallèle à la route suivie par A.
Quand le mobik G a parcouru 8 kilomètres déplus que A» il retourne
sur ses pas, et quand il a parcouru 5 kilomètres l de plus que B, il se
trouve en ligne droite avec A et B. Trouver les rapports des vitesses de A, B et G.
Soient x, y, z les vitesses respectives de A, B, G en kilomètres et . par heure.
D'après Ténoncé A, B et G se déplacent respectivement sur les côté» adjacent» d'un rectangle et sur la diagonale issue de 0.
Soit m la position de G quand ce mobile a parcouru 8 kilomètres de plus que A, les positions des deux mobiles A et B sont alors les pieds des perpendiculaires abaissées de m sur les directions OD, OE.
Soit N la position occupée par le mobile G lorsqu'en revenant sur ses pas il se trouve en ligne droite avec les deux autres mobiles qui occupent alors les positions A' et B'. Si le mobile G au lieu de revenir sur ses pas avait continué sa route, il se trouverait en m', point où les perpendiculaires élevées en A' et B' sur OD et OE coupent la diagonale.
Il en résulte que mN = mm!, c'està-dire que si G continuant sa route arrivait en m', il aurait parcouru 5 kilomètres ^ de plus que B.
Gela posé on a :
temps mis par G pour aller de en m r=
temps mis par G pour parcourir Om et revenir en N =
Nm == mm' = i ON = l Om, Om
mN = ^ Om mais z' = x' -4- y'
donc
4^' — ^yx H- a;2 ==
x^-^y^, Sy = tix, ^ = "3 ^ = "3"
Les vitesses sont donc entre elles comme les nombres 3, 4 et 5.
QUELQUES QUESTIONS DIVERSES a33
57. Les quantités de liquide contenues dans trois vases A, B» G sont entre elles comme les nombres 3, 2 et i et les prix par litre de ces mêmes liquides sont respectivement entre eux comme 1, a e^ 5. On prend une certaine quantité du contenu de A et on la verse dans B, la même quantité du mélange contenu alors dans B est enlevée de ce vase et versée dans G ; la même quantité est encore prise dans le mélange contenu dans G puis versée dans B ; enfin on puise toujours la même quantité dans B et on la verse dans A.
or
La valeur du liquide contenu alors dans A vaut les — de ce qu'elle était au début.
On sait également que, si la même opération était reprise mais cette fois-ci en enlevant i litre de plus à chaque fois ^ la valeur finale du liquide contenu dans A serait à sa valeur initiale comme 3 à a.
Trouver les quantités de liquide contenues dans chaque vase.
Soient 3 a;, a x et ce les nombres de litres contenus dans chague vase au début et j^, a y et 3 y les prix respectifs d'un litre de chaque liquide.
Soit z le nombre de litres enlevés la première fois.
Après le premier prélèvement fait dans A, les quantités de liquide contenues dans les 3 vases deviennent respectivement
Sx — Zf ^x-^y et x -^ z
et les valeurs de ces quantités de liquide sont
(Sx — zyy, {^x-hz)y et 3 xy + j— -^ (4 a; -h z) y
En même temps, la quantité de liquide contenue dans B redevient a x et la valeur de ces a x litres est
a ary (4 a; -+- z) y /o a . \
— «^^-^ L ou — î^v — (8 a;' 4- 2xz\
2x -+- z aa; + z ^ ^
234 HÉOBÉATtONfl MATHéMATIQtKS
Après le transvasement de ;? litres de C en B, la quantité de liquide contenue dans B devient encore a aj 4- « et la valeur de ce liquide est
/Q Q \ yz {fi X -^ z) (x -\^ z)
(8x* -hSaa 4- «•).
Après le transvasemobt de z litres de B dans A» la quantité de liquide contenue dans ce vase devient 3 a; et la valeur de ce liquide est
(3x — ^) y H 2^— (8ic« + 8xz -4- 2»)
SI
D'après Ténoncé, on a l'équation
3 (axH-2)' 27
ou
(7^4- Sx) (2 — x)
d'où x =
Remplaçons maintenant, pour tenir compte de la seconde oondi-
tion, z par z 4- i = u et — par - , on arrive à Téquation
(5 u 4- 6) (a — 2) =: o, d'où « = 24-1 = 2 et z = x= i.
Les trois vases contiennent donc respectivement 3 litres, 2 litres et I litre.
58. Deux bicyclistes A e^ B n'ayant à leur disposition qu'une bicy"
fil dette ont à parcourir ensemble et en 2 heures ^ un^ certaine distance
QUILQUBS QU18TI0NI DIVKMBS aS5
mesurée par un nombre entier pair de kilomètres. Ils conviennent alors de monter à tour de rôle et de kilomètre en kilomètre sur la machine qui est laissée à chaque borne kilométrique jusqu'à l'arrivée de celui qui marche à pied,
B monte le premier et sa vitesse à bicyclette est le double de sa vitesse de marche à pied; la vitesse de A à bicyclette est d'ailleurs la même qu3 celle de B. Les deux hommes se retrouvent ensemble à la 7* borne kilométrique; ils estiment alors quHl est nécessaire d'augmenter leurs vitesses ejt ils conviennent de faire en marchant - kilomètre de plus par
heure. C'est encore B qui monte le premier, mais cette fois-ci sa vitesse à bicyclette est le double de la vitesse de A marchant à pied; A à bicyclette a encore la même vitesse que B.
Les deux hommes arrivent ensemble à destination. On demande la distance parcourue et les vitesses initiales.
Soit a œ la distance totale en kilomètres.
En premier li^u A marche pendant 4 kilomètres et pédale pendant 3 kilomètres.
B marche pendant 3 kilomètres et pédale pendant 4 kilomètres.
Donc A parcourt 4 kilomètres à pied pendant que B parcourt 3 kilomètres à pied et i kilomètre à bicyclette.
Mais la vitesse à bicyclette est double de la vitesse h. pied ; donc A
parcourt 4 kilomètres à pied pendant que B parcourt 3 kilomètres ^
ou 2 de kilomètre. Les vitesses de marche de A et B peuvent donc être représentées par 8y et 7 y.
En second lieu, il reste à parcourir (a œ — 7) kilomètres*
Cette fois-ci A marche pendant (x — 3) kilomèti^es et pédale pendant {x — 4) kilomètres.
B marche pendant (a? — 4) kilomètres et pédale pendant (x — 3) kilomètres.
Donc, pendant que A parcourt (x — 3) kilomètres à pied, B parcourt (x — - 4) kilomètres à pied et i kilomètre en pédalant.
Mais la vitesse à bicyclette est le double de la vitesse de marche
de A. donc pf»wlant qiK A |Mmnirt (r — 3 } kilomètres oa
1 z — -^ I kQomrtKs, B |miuiuiI (i — &) kilamttres.
I«i TÎteas mit akn Rifiœlnmiait 87 H — et 77 + -- Les dûUDces puronroes soDt proportioniidks aox vitesses
Tcmpi total de la coane i 5 X — 3 y — 4 5^ 3j — 10
- 28/ (167 + I) On a donc
d'où y ^ -. Alors 3; ^ 8.
La distance parcourue est donc de 16 kilomètres. Les vitesses initiales sont 4 kilomètres et 3 kilomètres ~-
59. Déterminer an nombre de 10 chiffres tel que son carré toit 'erminépar ce* mêmes 10 chiffres dans le même ordre.
Si N représente le nombre cherché, on doit avoir
N' — N=p.io'<' ou N(N- i)=p.io".
Si p est un nombre premier, on ne peut faire que l'bypolhèse
Jf^p avec N — 1 ^ 10'*
d'où
N = loooooooooi,
ce qui donne une première solution.
Si p n'est pas premier, ce nombre peut toujours être décomposé en deux facteurs m et n et on a, dans ce cas,
N (N — i) = m.n.5*^2«o d'où
N = m.5*® avec N — i = n.a*® ;
ou
N = m.2^^ avec N — i = n.5*^
La première hypothèse nous donne
m.5*<^ — n.a*<> = i d'où
n.a*» = m.5*® — I et m = 84i.
Alors
Avec la seconde hypothèse
m.2*^ — n.5^^ = I et m =1745224 d'où
Remarque. — Si l'on remarque que toutes les puissances des nombres terminés par N sont de la forme
(Io*^x + ^y
et que Ton a
(io*\a; 4- N)y = N? (mod. lo^^).
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On en conclut ce théorème général :
Toutes les puissances des nombres terminés par Vun ou Vautre des groupes de dix chiffres 8 ai a 890626) i 787 109876, sont terminées par ces mêmes dix chiffres disposés dans le même ordre,
60. Déterminer deux nombres décimaux ayant la même partie déci' maie et tels que leur produit suit également terminé par cette même partie décimale.
Représentons les deux nombres par
et leur produit par c -h p.
a, 6, c étant les parties entières et p < i . Par hypothèse
(a-hp)(6 -+.p) = o -Hp,
d'où l'équation
qui donne
_ (a 4. fe — i) zh sfjcT^b — i)^ -i- 4 (6 — ab)
P = et
c'^ ah
p étant positif, le radical doit être pris avec le signe -f-. D'autre part p étant plus petit que i , on a :
_ (a 4_ t — i) 4- ^(a -i- 6 — i)^ -h 4 (c — ab) < 2
ou
ou enfin
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On peut preiidre a, ht e quelconques, pourvu que
c';> ab et c <C ab -+- a 4- 1.
Pour
X î.4i42i36 = 5,4i42iS
61. Une monlre a 3 aignilles égales des heures, minutes et secondes. Elles sont montées sur le même pivots Est-il possible quà un moment donné ces trois aiguilles aient leurs extrémités aux sommets d^un triangle équilatéral ?
Lorsque les 3 aiguilles ont leurs extrémités aux sommets d'un triangle équilatéral, ces extrémités sont respectivement distantes Tune de Vautre de ao divisions du cadran.
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Si donc, à ce moment, reitrémité de l'aiguille marque S divîûons à partir de XII, l'eitrémité de l'aiguille des minutes sera sur la division 6 + ao et celle de l'aiguille des secondes sur la division 9 +- 4o. Ou inversement, l'eitrémité de l'aiguille des secondes sera sur la di\'ision + ao. et celle de l'aiguille des minutes sur la division 6 + 4o,
Il est facile de voir que ces deux cas ne peuvent se présenter.
On aurait, en elTet, dans le premier
bo.n -t- 6 -t- ao = ia6 et 6o.n' + 9 + 40= 7206,
ii=3,ç + a et 719^3.5' + a, La relation précédente conduirait donc à la suivante :
or
(39 + a) (3n' + a) = multiple de 3 + i et
(35' -4- a) (3n + i) = multiple de 3 H- a.
La relation (t) est donc impossible.
On aurait de même dans le second cas
6o.n' + 9 + ao = 7ao9, d'où 60 n' + 30 ^ 7i9*« t
6o.ft' 4- 9 + 4o= 139, d'où 6o.n4-4o= 116.
On déduit de là la relation impossible
3m 4- 2 II
6a. Un champ rectangulaire est divisé par deux parallèles à deux côtés adjacents en 4 rectangles tels que le plus grand côté du plus petit d'entre eux coïncide avec le plus petit côté du rectangle donné. Le périmètre du plus grand de ces 4 rectangles vaut 4 fois celui du plus petit et les périmètres des deux autres rectangles sont dans le rapport de 3 à 2.
Si les deux parallèles avaient été tracées de telle sorte que les côtés du plus petit des 4 rectangles fussent doubles de ce quHls sont actuelle-' ment, la surface du plus grand des rectangles alors formés aurait été 4 fois plus grande que celle du plus petit des rectangles, et la dijfférence des surfaces des deux autres rectangles aurait été égale à 5 ares.
Trouver d'après cela la surface du champ en ares.
Représentons par x le plus grand côté du plus petit des 4 rectangles, et par y le demi-périmètre du champ.
D'après le mode de décomposition de la figure, le rectangle le plus petit est opposé au plus grand et la somme de leurs périmètres = le périmètre du champ.
Fig. 7.
Par suite - périmètre de B := ^, y
- périmètre de A = * y
Les côtés de A sont a; et i — x
ceux de G ^- -H x et J- — x
RéerMiions mathémati^es.
- périmètre de D = ^y.
- périmètre de G = ç. y
ceux de B, V — x et ^ -}- x;
ceux de D a: et J- — x.
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Dans le cas de la seconde eonstroction, les longoouriddi cdtés seraient :
pour k: 2X et 2 IZ — x); pour B : 2 ( v — xj et i;
pour C ; V et -/; pour D : aa: et -X.
D après los conditions de renoncé
a;>>v- — X ou 2a;>v-
il en résulte que la nouvelle surface de D est plus grande que celle deC, et que la nouvelle surface deC est plus grande que celle deB.
B et D seraient donc, dans ce cas, les deux rectangles e&trémes.
On Â donc
2x. ^ = 4. -^. (1"— a?j d'où yc=î^.
Les côtés de A et C seraient alors, pour k : ax et x pour C,
— et Sx.
On a alors Téquation
9 2x* = 5 d*où a' = 2.
Par suite la surface du champ :^ i4fic' «= 28 ares.
Bacciius et Silène
BacchaSy ayant vu Silène Aiiprhs de sa cuve endormi, Se mit à boire sans gène Au dépens de son ami.
QV^U^mê QUESTIONS filYBBMft 3^3
Ce jeu dura pendant le triple du cinquième Du temps qu'à boire ieul Silène eût employé : Il s'éveille bientôt^ et son chagrin extrême
DaM le reste dt» vin est aussitôt noyé,
SHl etH bu près de Bacchus même.
Ils auraient, suivant le problème.
Achevé SIX heures plus tôt :
Alors Bacchus eût eu, pour ton émt.
Deux tiers de ce qu^à Vautre, il laisse.
Ce qui maintenant m'intéresse
Est de savoir exactement.
Le temps qu^à chaque drôle il faut séparément
Pouf vider la cuve entière.
Sans le secours de son digne confrère.
Soient x le temps mis par Bacchus seul pour vider le tonneau et y le temps employé pal» Silène.
Tou« les deux buvant ensemble videront la cuve dans un temps marqué par
Bacchus boit seul pendant le temps f . J^> et dans ce temps il vide
3 y la fraction ^ — du tonneau, ô X
Il laisse à Silène
3y f)x — 3y ox ox
et celui-ci a mis pour boire cettô quantité de vin un temps égal à
5a; — 3y , i {bx — 3y) y
b , X 'y 5cc
D'après Ténoncé
5 «^ ox X -^ y
2^4 aÉGREATIONS BfATHÊMATIQUES
OU
(i) 3^' — 5xy* — Bx^y H- 3oxy -+- 3ox^ = o.
Of» I •«
Bacchus boit avec Silène, pendant ^ heures, et pendant
ce temps il vide une fraction du tonneau égale à — ^ — . On a donc la seconde équation
X -i- y 3 ' 55 ou
(2) 67^ 4- iixy — lox^ = G.
En résolvant ces deux équations (i) et (2), on trouve
X = ib et y == 10.
Vers 1848, un élève du lycée Charlemagne, adonné celte réponse comme il suit :
Dans cette occasion Silène eut tout l'honneur. En quinze heures Bacchus acheva la besogne ; Il n'en fallut que dix au digne précepteur :
J'en conclus qu'il était de moitié plus ivrogne I
Nous avons emprunté cette question à la Nouvelle Correspondance mathématique de Catalan (tome i", page 32).
Catalan indique en note que cet énoncé lui avait été communiqué par le savant professeur et philologue Vincent.
On en trouve une version un peu différente dans les Problèmes plaisants et délectables y de Bachet.
64. Un marchand se fait adresser une caisse de bouteilles de Champagne qu'il se propose de vendre de façon à gagner 10 °/^ sur le prix d'ac}iat.
Il charge un de ses garçons du placement qui s effectue en 3 jours.
Le premier jour le garçon détourne une honieille et verse à la caisse le produit de sa vente. Le second jour il détourne le gain réalisé sur la vente d'une bouteille et verse à la caisse Vargent qui lui reste. Dans la soirée t le marchand compte ce qui lai reste de bouteilles et estime que la vente de ce reliquat doit produire 261^ francs. Enfin le troisième jour le commis détourne encore une bouteille, le gain réalisé sur la vente d*une bouteille et verse sa recelte à la caisse.
Le marchand une fois ses comptes faits, constate que le gain réalisé nest que de ofr. 60 par bouteille et que les sommes portées comme gains journaliers sont égales.
Déterminer diaprés cela le nombre des bouteilles achetées j le prix d'achat et le nombre de bouteilles vendues chaque jour.
On sait d^ailleurs que le nombre de bouteilles contenues dans la caisse est un multiple de 5.
Soient x le nombre de bouteilles prises le premier jour. y 3 \e deuxième jour.
z » le troisième jour,
et 10 p. le prix d'achat, le prix de vente est alors 1 1 . p.
Bénéfices, c'est-à-dire différences entra les Sommes versées à la caisse sommes encaissées et le prix d'achat
des bouteilles portées comme vendues-
lei*'jour(a; — i) ii,p, (x — i) ii.p — x.iop=^x.p — ii./), lea* » yXii'P — Pi y-^^-P — p —y X lop =zy.p — p. Ie3* » (z — i)ïip — P (^ — i) iip — p — z.iop=zp — 13p.
D'après l'énoncé
x,p — II. p = y-p — p = z,p — i3.p.
ou :
X — Il =y — 1=2 — 13,
d'où :
y=:x — 10 et z^zx-i-i.
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Le nombro total dei boutoUles eit donc :
Le béoifiM total
= (as + y + P "^ 24p = 3/) (x — 1 1).
et le bénéfice par bouteille a pôuf expression
Spjx-^ II) __ /) (g^ u) 3x — 9 X -^ i
On a donc
d'où ;
(l) bp{x^ Il)iai3(flB*-.8).
En second lieu
Z»ltp ::=: a64 OU Z.p rt» 94
ou encore
Divisant alors membre à membre (i) par (9), on trouve
5(a?--ïi) _3 [x — i) flc— .3 a? 4- I 24 8
d*où l'équation
x^ — 4aa^ 4- 437 = o.
ar = 23 ou 19 , 3a; — 9 = 60 ou 48.
Le nombre des bouteilles est donc 60.
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Le nombre des bouteilles prises chaque jour est donc a;sss:!i3 , y s= i8 et ZCSS94* Le prix d'achat était de lo francs et le prix de vente 1 1 francs.
65. Deax tireurs A e/B, engagent une partie de tir en deux séaneei d* après les conditions suivantes ; chacun d^ eux a un nombre pair de coups à tirer fixé à l'avance ^ et chaque fois que Vun des deux touche le but, il doit recevoir de Vautre autant de francs qu'il y a d'unités dans le nombre de fois que le but a été manqué par ce même tireur.
Dans la première séance^ le iecond tireur B, a manqué le but autant de fois que le premier tireur A, Va touché dans la seconde séance, et le premier tireur a manqué le but le double du nombre de fois que le second tireur Va touché dans la seconde séance, A Ut fin de cette première séance le second tireur est redevable au premier d'une somme de 4 francs. Dans la seconde séance^ chacun d'eux touche le but le nombre de fois qui lui est le plus avantageux, et à la fin, le second tireur est rede-^ vable au premier d^une somme de 36 francs.
Déterminer d'après cela, le nombre de fois, que chacun des tirewrs a touché lebut^
On voit facilement que, dans la seconde séance, le cas le plus avantageux pour les tireurs a lieu lorsque chacun d'eux a touché le but autant de fois qu'il l'a n^nqué.
Soit alors x le nombre de fois que le premier tireur A, touche et manque le but dans cette seconde séance.
Soit également y le nombre de fois que le second tireur B touche' et manque le but dans cette même séance.
Dans la première séance, A a manqué 2 y fois le but et Ta touché 2x — iy fois, et B a manqué x fois le but et l'a touché 2y ^ x fois.
D'après l'énoncé on a les deux équations
(a» •-• aj) a.y — (ay — ») x a» 4
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aary — 4y* -h x' = 4 et x* — y* = 36.
Posons
X -h y = an , X — y = 2w
d'où:
x = H-|-t; cl y = « — v.
a (a* — V*) — 4 (o* — 2n.v -h v*) + u' -h aa.v -4- v* = 4
ou
lo.o.v — b' — 5i;* = 4
paiement
4,a.v = 36 d'où b.v = 9*
Donc:
a» -+- 5w* =86 . B« H- 5i;* db aa.v ^5 = 86rbi8v'S , u±v\/5 = q±}/E.
Donc
B = 9etv=f, d"où x=iocl3r = 8
Dans la p^emi^^e séanœ. le premier Urear à touché 4 fois le but el la manqué 16 fois.
Le second tireur a touché 6 f<MS le but et Ta manqué 10 fois.
Dans la seconde séance^ le premier tireur a touché 10 fois le but et Ta nunqué 10 fois.
Le second tireur a touché 8 Sois le but et Ta manqué 8 fois.
66. Vn ts»ctilifr desfftt les trois êiaga «Tsiic moùor; k nombre des
iNcuri^i (K^ntenn^ xttws k ivJAf cfn i* «si ^gel aax - de edai des
WMUYhr$ de resi{^*itr du S*» W la m^^iit dm pnmier de ces nombres s^rfhv^ %if a le jy)pfi4rm^ «Ai %>iii^nf k44l des wmndiet de VescaUer.
Une personne qui a l'habitude de mettre 1 3 secondes - pour monter
seulement la volée du 3* étage, se trouvant pressée, commence Vascension de V escalier avec une vitesse i fois plus grande que $,a vitesse habituelle,
en montant la volée du a**, sa vitesse n'est plus que les g de ce qu'elle était au départ, et en montant les \ de Vescalier du 3' sa vitesse diminue encore et devient les i de ce qu'elle était au début. Arrivée en ce point
cette personne est obligée de s'arrêter pendant 3i secondes pour se reposer, et elle termine Vascension en montant, en 5 secondes, i marche de moins que si elle montait avec sa vitesse usuelle. Elle constate alors que le temps mis pour faire Vascension est à celui quelle aurait mis si elle avait monté V escalier à son allure habituelle, comme 69 est à 5o. Trouver diaprés cela le nombre total des marches de Vescalier.
Soit X le nombre des marches que la personne peut monter dans une seconde avec sa vitesse usuelle. li - ,x représentera le nombre
des marches contenues dans l'escalier qui dessert le troisième étage.
-, li -.X, ou laa;, est le nombre des marches contenues dans
l'escalier conduisant au premier. (6x *- a) X 7 est le nombre total
des marches de l'escalier.
Par conséquent, le nombre des marches de Tescalier du deuxième étage, est égal à
(6x — a) X 7 — i3-x— lax ou à 16 -a; — i4.
Pour faire l'ascension de l'escalier, en temps ordinaire, la personne met 2-i < secondes.
Pour faire l'ascension de la volée du premier, la personne met -^ ou 4 secondes.
lax
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Pour monter Tescdlier du deuxième» elle met en secondes,
îSi « 3 a
Pour monter les ^ de l'escalier du troisième, il lui faut
= 2 secondes, et le ^ restant du même escalier exige, en secondes.
X — ? se
Or le temps total de l'ascension ainsi faite est égal aux ^ du
temps mis pour monter l'eicalier h la viteaae ordinaire»
On a donc l'équation
Cette galion devient successivement
i 5y _ 28 461 _483 6a; — 2 sTpTr — i) 55 10 ^So"* a: *
>(vî^ (x « "11) a 9 X — 2
a^^.^ "■ \r ox — i x (5x — i)'
QUEW0B6 QvniTiotis oimiuini a5i
Il en résulte
« — a = o, d'où « = a ; ou
-^ "^ ?J~n • d'<>* « *= M^ yftleuf fnadmiMiMe.
Par suite le nombre total des marches de l'escalier est
La volée du premier contient 24 marches, La volée du second en contient ig, et enfin la volée du troisième 27.
67. Les périmètres de trois rectangles A. B, C sont proportionnels aux nombres 2, 3 et 5; les surfaces de ces mêmes rectangles sont entre elles comme les nombres 2, i et j. Un rectangle semblable àB et dont la surface est égale à la somme dès surfaces des trois rectangles contient dans la mesure de son périmètre autant de foie un centimètre qtte la somme des surfaces de KetdeB contient de fois un centimètre carré. Le périmètre d*an rectangle semblable à A, et dont la surface est égale à r excès de la somme des surfaces de B et C sur la surface de A, contient 8 centimètres de moins que le périmètre d'un carré ayant pour surface la somme des surfaces des trois rectangles.
Déterminer d'après cela les dimensions des 3 rectangles.
Soient 9/), 8p et 5p les périmètres des 3 rectangles A, B, C, et a a, Sa et 7a leurs surfaces respectives.
La somme des surfaces des 3 rectangles égale 12 a ou 4 fois la surface de B,
Donc un rectangle semblable à B et ayant pour surface 12 a aura ses côtés 2 fois plus grands que ceux de B et pour périmètre 6 p.
D'après l'énoncé
(0 êp^Ha.
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Le côté d'un carre dont la surface égale la somme des surfaces de A, B et C, est égal à y^i2 a ou à a y^3a. Son périmètre = 8 y/Sa.
Le rectangle égal à B -h G — A a pour surface 8 a ou 4 fois la surface de A, et puisque cette figure est semblable à A, ses côtés sont deux fois plus grands que ceux de A et son périmètre = 4p.
Donc :
4p -h 8 = 8 v/3a, ou en tenant compte de(i)
5a H- 13 = 13 y/3a d'où a = i3 ou a =^ ^5' Désignons maintenant par x eiy les côtés de A.
a; + j' = p=-^=io x = oou4 aîy = 2 a = 34 ^ = 4 ou 6.
La seconde valeur de a, a = -^ ne convient pas.
On trouve de même pour les côtés de B, i3 centimètres et 3 centimètres, et pour les côtés de G, 3i centimètres et 4 centimètres..
68. Deux équipes de rameurs A. el B prennent part à une course. Les deux canots parlent en même temps, mais A a une avance de loo mètres. Le canot A doit atteindre un but D et le canot B un second but G.
Tout d* abord les vitesses des 3 canots sont dans le rapport de 4o àSg,
mais quand la distance entre A e^ B est leide la distance qu*il reste
à A à parcourir, la vitesse de ce canot diminue dans le rapport de 79 à 8o, de telle sorte que 3 minutes après^ la distance entre les deux canots surpasse de 3 mètres la moitié de la distance qui reste à B à parcourir. A ce moment de la course, la vitesse de B gai, jusqu'ici avait été uniforme, augmente de 8 mètres par minute, tandis que celle de A diminue encore de 6 mètres par minute et au bout d^une minute, B
QUELQUES QUESTIONS DIVERSES â53
atteint le bat G. k est alors à 3 mètres du but D. Trouver la distance CD.
Représentons par ^ox la vitesse initiale de A, en mètres et par 3g a; celle de B.
Soit de même y le nombre de minutes pendant lesquelles le canot B a accompli sa course totale.
{y — 3) sera le nombre de minutes pendant lesquelles le canot A a marché sans modifier sa vitesse.
Sgxy H- 8 représente le parcours total, en mètres, du canot B ; et le parcours total du canot A aura pour expression
hox(y — 3) + 2. 22î ^- (m _ 6) -f- 3.
La distance entre A et B, quand A change pour la première fois sa vitesse = ce (y — 3) -H loo et la distance que A a encore à parcourir est égale à
Par conséquent (i) a; (y - 3) -h lOO = g (79a; -+- i 790: - 3 j = i (22? _ i J
2 minutes après la distance entre les deux canots est égaie à X (y — 3) -h 100 et la distance qu'il reste à B à parcourir est égale à 39a; -h 8.
Par suite :
(2) x(y — 2) H- loô = - (390? H- 8) -H 3.
Les équations (i) et (2) nous donnent a? = 6 et y = 6.
Le parcours de A est donc de 240 x3 + 3X79X3 — 3 = 1428 mètres.
Le parcours de B est donc de 39x36-4-8=i4i2 mètres, et la distance CD = 1428 — i4i2 -h 100 =116 mètres.
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69. Lêi diêtanôês AB, BC et CA de trotê villages sont respectivement égales à 24 kilomètres, i4''4oo et 28*^,800. Pour aller de kenB la route est plane mais le village C est situé sur une montagne. Deux bicyclistes P elQ se proposent d'effectuer le parcours ABC, i,e$ vitesses
du premier P sut les rampes el les pentes sont respectivement les ^ et les s de sa vitesse sur une route phne^ tes vitesses de Q eh rampe et en pente sont respectivement les ï et les tdesa vitesse en plan.*
Pour effectuer le parcours AGB, P met 3o minuies de moins que Q pour effectuer le même parcours f mais en sens opposée
Q pour effectuer le parcours dans la direction AGB met i^,48 de plus que P pour effectuer le même parcours en sens opposé*
Déterminer les vitesses respectives deP el Q sur une route plane. On demande de plus de trouver le point ou se rencontreront les deux bicyclistes en supposant qu'ils partent en même temps de A, mais dans des directions opposées.
Représentons par 1 2 a; la viio^fte en kilomètres et par heure, de P sur une route plane ; sa vitesse en rampe sera gx et sa vitesse en pente 16 x.
Représentons par 5y la vitesse en kilomètres et par heure de Q, sur un plan : sa vitesse en rampe sera 4/ et sa vitesse en pente 67.
D'après l'énoncé on a ;
- ^ !i8,8oo , i4»4oo , 24 a4 , i4.4oo , 28,800 i
gx i6x 12a? 5y 4/ 6y 9
. 28,800 i4,4oo 24 24 i4>4oo 2 8,800 48
^ ^ i6x gx 12a; hy 6/ ~ 4/ 60
L'équation (i) nous donne
iSa 61
et l'équation (2)
QVBLQVU QUISTIOHft DfVmtSS 355
d'où
X = 1 et y =z 2,
Les vitesses de P et Q, sur une route plane, sont donc de 12 kilomètres et 10 kilomètres à l'heurf «
Supposons maintenant que P parte dans la direction ÂBC et Q dans la direction ACB.
P arrive en C en — -h - • ou en 3*',6 et Q arrive au village C
I2X gx » ^ o
dans le temps -y^ ou S^y6, c'est-à-dire dans le même temps. La
rencontre a donc lieu en C.
Supposons que Q parte dans la direction AB. P arrive en C en
-*-U 3c? 3^,a. Q atteint le village B en — ou a^.A^t arriverait quC en 9 ** 10
-^ ou iS8 de plus. Q rencontre donc P entre B et C çt à une
distance 2 de G donnée par réqttàtion
3,2 4- -g = 2,4 4- -^-^^^ dou 2;==5S^.
•yo. Deux écoliers A e/ B s* exercent à la course sur une piste circulaire de I kilomètre de tour. Ils partent ensemble dans le même sens. A prend immédiatement F avance et rencontre S fois B, il continue encore pendant 12 minutes, puis râvieni sur ses pas à la même allure; il croise encore 3 fois B, puis 6 minutes après la première rencontrey il reprend $a direâiion primitive et dépassa incor^ k fois B. Ils s* arrêtent tous les deux à la lo™' rencontfe, La durée de Vépreuve a été de 3 heures H A. a pcu'couruS kilomètres déplus que B. Déterminer les vitesses respectives des deux écoliers sachant d'ailleurs que A a réduit sa vitesse de i kilomètre pendant les deux dernières heures de course et que la vitesse de B a été également réduite de 1 kilomètre pendant la dernière heure,
X = nombre de kilomètres parcourus par A pendant la première heure de course
256 RÉGRiATIONS MATHÉMATIQUES
y = nombre de kilomètres parcourus par B pendant la première heure de course.
Distance parcourue par A en 3 heures
X H- 2(x — i) = Sx — a,
Distance parcourue par B en 3 heures
aj^ -f-;)^— I = 3/ — I.
3a? — 2 — 3/4-1=8, ou X — ^^ y = 3.
A gagne un tour sur B en Â d*heure. A rencontre donc B pour
la troisième fois à la fin de la première heure.
Pendant la première heure de course la différence des vitesses est égale à 3 comme dans la première heure, et puisque A rencontre B pour la dixième fois à la fin de la troisième heure,nous en concluons que les 4 dernières rencontres se sont faites pendant la dernière heure ; la première de ces 4 rencontres .'ayant lieu exactement au commencement de la troisième heure ou à la fin de la seconde heure.
Les rencontres 4} 5, 6 ont eu lieu pendant la deuxième heure de course.
Or I a minutes après la troisième rencontre, la distance entre A et B est égale à
ï = * de kilomètre.
La quatrième rencontre aura donc lieu au bout d'un temps marqué par :
La cinquième rencontre au bout d'un temps représenté par
a; -hy — I*
La sixième rencontre demande le même temps
6 minutes après cette rencontre la distance entre A et B est
égale à ~ •
A change alors de direction et la septième rencontre a lieu au bout dun temps représenté par
ou
Cette rencontre ayant Heu exactement à la fin de la seconde heure^
on a :
ou
d'où
JL . g +y— I
b{x-{-y — i) ' ac-hy — i ^^ 10 20
{x -f- y)^ — 1 6(x -h j) 4- 63 = o a;-f-y = 9 0U7 x = 6ou5 y=3ou2.
71. Quatre mobiles A, B, C, D, se déplacent (Tane façon uniforme et avec des vitesses en progression géométrique sur 4 droites parallèles équidistantes dont les extrémités sont situées m F G
sur 2 autres droites parallèles. Ils partent en même temps des extrémités situées sur une même droite , et quand ils arrivent à Vautre extrémité ils reviennent et ainsi de suite d'une façon continue.
Au bout d*un certain temps , les 3 mobiles B, C, D sont en ligne droite pour la première fois; au bout d*un temps double A, B, G sont en ligne droite pour la première fois; 36 secondes après A, C, D sont en ligne droite pour la seconde fois, et V espace qui a été parcouru par B surpasse de Récréations mftthématiques» 17
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i4 centimètres celai p<wcoara par A, quand ks 4 mobiles se retroavent en ligne droite.
Déterminer les vitesses des 4 mobiles.
Soient x, rx, r^x et r'x les vitesses de A, B, G, D en centimèlrés et par seconde, y la longueur commune des 4 droites.
Le fait que B, G, D, sont en ligne droite avant les â mobiles A, B, G montre que les vitesses de A, B, G et D vont en croissant, et il est visible alors que B, G et D seront en ligne droite pour la première fois quand B et G se déplacent encore dans le sens AM, tandis que D est à son premier retour.
Soit t le temps en secondes qui s*est écoulé depuis le départ jusqu'au moment où B, G, D sont en ligne droite.
Les distances des 3 mobiles aux points de départ sont respectivement
t,r,x, tr^x et ay — tr^x
et on a
tr^x — t.r.x = (ay — - t,r^x) — [tr'^x ou
(i) t.x^rij^ 4- 2r — i) = aj.
Pour trouver quand A, B, G sont en ligne droite, il suffit de changer x en -, il vient alors
(2) 2t.x{r^ H- ar — i) = ay
De ces deux équations on déduit r;=:â, c'est-à-dire que les vitesses de A, B, Gi D sont respectivement :
Xt ao;, iix et 8a;.
Les vitesses de A, G, D étant proportionnelles h i, 4, et 8, on voit sans difficulté que ces 3 mobiles se trouvent une seconde fois en ligne droite quand G est sur son premier retour de F et que D se dirige pour la seconde fois vers G.
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Soit f| lô temps en secondes qui s'est écoulé depuis le départ jusqu'à cette position des 3 mobiles Â, C, D. Les distances de ces 3 mobiles aux points de départ sont :
i^œ 3y — ii^tix et li.Sx — 2y, On a :
(^y — tiM) ^t^x^2 |(«i.8t — îxy) ^ (aj — i^./ix)\ d'où
Mais
et (i) donne
donc
i sa ^
loy 2y
^ ' 29a? 'JX
Enfin, d'après les rapports des vitesses A, B, G et D, on voit que ces 4 mobiles seront de nouveau en ligne droite quand A aura parcouru -Z . Par suite
et les vitesses cherchées sont respectivement
jcm^ 2°™, 4^™ et 8°'".
72. t/n instituteur dispose en cercle un certain nombre d'élèves et leur distribue des billes en marchant en sens inverse des aiquilles d'une-. .
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montre et de façon que chaque enfant reçoive une bille de plus que son voisin de gauche. Revenu à V élève servi le premier et qui, par conséquent, possède le plus petit nombre de billes, il invite le voisin de gauche qui possède le plus grand nombre de billes, à en donner i à son voisin de gauche, celui-ci à donner à son voisin de gauche 2 billes, ce dernier à remettre à son voisin de gauche 3 billes et ainsi de suite. Cette nouvelle distribution qui se fait dans le sens des aiguilles d*une montre, se continue aussi longtemps que possible. Au moment ou V opération ne peut plus être continuée dans les conditions indiquées, il se trouve que les nombres des billes possédées par le premier et le dernier élèves sont tels que Vun de ces nombres vaut lifois Vautre; trouver diaprés cela le nombre des élèves, le nombre des billes remis au premier enfant et le nombre total des billes.
Soit X le nombre des enfants.
Si y représente le nombre de billes remis au premier enfant, son voisin de gauche ou le x""* enfant en recevra
se -hy — I.
D*après les conditions du problème, le x"® enfant donne i bille au [x — !)"•, celui-ci en donne 2 au (a? — 2)°®, et ainsi de suite, de sorte qu'après un tour complet, il y a x billes en circulation et chaque enfant se trouve avoir i bille de moins.
Au bout de y tours, le premier enfant n'a plus rien, mais il vient de passer yx billes au x"' enfant, le deuxième enfant n'a plus qu'une bille, mais il vient d'en passer xy — i au premier, et ainsi de suite.
En continuant le mouvement de distribution, le x""* enfant donne (xy 4-1) billes au (x — i)"®, il lui en reste donc
(y -h X — i) — y -h x.y — (pcy -i- i) = x — 2.
Le [x — i)"® enfant donne [x.y -t- 2) billes au [x — a)"**, et ainsi de suite jusqu'au second qui en reçoit x.y -i- x — 2 et en passe x.y 4- a; — i au premier.
Or, celui-ci n*a plus rien, il ne peut donc en passer xy -f- x à son voisin et le jeu cesse.
On a donc alors, ou
ou
x,y -ha* — I =r [\{x — 2).
La première relation ne conduit à aucune solution entière. De la seconde on déduit
d'où
a;==7, alors
Il y avait donc 7 enfants, le premier a reçu 2 billes, le dernier 8 et l'instituteur en a distribué 35.
73. Un groupe de 5oooo électeurs doit nommer un membre d'une Assemblée. U élection est à deux degrés : ces 5oooo votants sont divisés en sections comprenant chacune le même nombre d* électeurs; cJiaque section désigne un de ses membres et cest le vote des membres ainsi choisis qui décide du choix du mandataire chargé de représenter les 5oooo votants.
Deux candidats X et B sont en présence; dans les sections qui désignent des membres favorables à A., la majorité représente le double de la minorité; tandis que dans les sections qui désignent des membres
favorables à B, la minorité ne forme que le ~ de V ensemble.
Il y a ballottage. Un troisième candidat G surgit^ il est accepté et élu par un nombre de votes surpassant de 3 celui attribué à K et de i4 celui attribué à B,
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Si C ne s'était peu présenté A« aurait été élu, mcds sa majorité n* aurait surpassé que de 19 le nombre actuel des votes attribués à G» Si les 5oooo électeurs avaient voté directement pour A et B, B aurait eu une majorité de 6 000 voix.
Trouver le nombre des sections?
Soit X le nombre des sections = le nombre des électeurs appelés à voter directement pour A et B.
= le nombre des votants dans cbaque section.
Soit y le nombre des sections favorables à A, le nombre des sections en faveur de B sera x -^ y.
Le nombre des votants dans les sections favorables à A = X y
et d'après Ténoncé, ces sections comptent
^^ looooo . A * y X 5oooo . „
y X — ô votes pour A et ''- q votes pour B.
Dans les sections favorables à B, le nombre des votants
/ V 5oooo
et il y a dans ces sections
votes pour B. et
votes pour A.
Soit enfin z le nombre des électeurs directs ayant voté pour C. On a
z 4- (2: — 3) -h (z — l4) = ÛC, y — (ac — J') =r= « — 19
et
yX— 5^ H-(aj^y)-^=:3^X-3^-h(aî-y)^^-^^ 6000
On en dé4uit
« «s= 100, j' = 6ô et 2 r= 89.
74. Vn régiment marche à la cadence de lao pas par minute; on demande quek sont les soldats qui poseront le pied droit sur lé sol en même temps que la musique.
Même problème en changeant la cadence,
(Lucien Léyt. — Journat de Mathématiques élémentaires, 1894* p- a 10) (^),
Suivant une observation de Catalan, il est nécessaire de spécifier la donnée numérique relative à la vitesse du son. En admettant» pour cette vitesse, 33o mètres par seconde, on voit que si la troupe formée en colonne, musique en tête, suit une route rectiligne, à la cadence de lao pas par minute, c'est-à-dire d*un double pas par seconde, les hommes — marchant ou simplement marquant le pas — poseront le pied droit, par exemple, à chaque seconde, et le pied
(*) Nous reproduisons la solution donnée par M. H. Brocaiid avec la note suivante du journal.
En nous adressant cette solution, M. Baogard nous informe que luimême a proposé cette question à des élèves du cours de physique dès 1877, puis en i885 et en 1888, etqu*il a fait mention de la même observation dans la deuxième édition de son cours lithographie à Versailles en 1879*80 (§ 58).^
Voici comment l'énoncé est formulé ;
« Dans une colonne de troupes en marche à la cadence de lao pas par minute, à quelles distances sont répartis les hommes se trouvant au même
pas que la musique. On prendra ^-^ — pour la vitesse du son. » (10 janvier i885).
Au § 8 de mon cours lithographie de i88oj je disais ceci : « Dans une colonne de troupes marchant à la cadence de la musique, les hommes qui
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gauche une-decû seconde après. A la cadence désignée ci-dessus, les hommes placés à des distances représentées par des multiples entiers de 33o mètres seront, pour un ohserrateur de Tensemble, au même pas que la musique. Si celle-ci vient à cesser de jouer» les hommes placés aux distances de 33o mètres, 660 mètres..., feront encore un, deux..., doubles pas. Le mouvement démarche — exécuté ou simulé — présentera donc l'aspect de pendules identiques échelonnés, battant la même durée, à la même phase de leur oscillation à tous les intervalles de 33o mètres et arrivant progressivement à leur point le plus bas.
La physionomie de ce mouvement mériterait, croyons-nous d'être étudiée au kînétographe.
Les développements ci -dessus exposés font voir que la longueur du pas, si elle était indiquée, serait une donnée étrangère à la question. La véritable donnée utile n'est donc point la longueur du pas, mais sa vitesse.
Un changement de cadence revient donc à dire que les hommes feraient le double pas en N secondes. Mais, en N secondes, le son parcourt 33o N mètres. Les hommes placés aux distances multiples de 33o N seront donc au même pas que les musiciens.
occupent los cxlrémilés de la colonne ne se trouvent point au même pas. C'est ce que l'on peut aisément observer lorsque la colonne a une centaine de m6tres de longueur ».
Le i3 décembre 1888, j'ai donné aux élèves la question suivante (je copie textuellement) :
« Dans une colonne de troupes en marche, à la cadence de 120 pas par minute, à quelles distances se trouvent : i® les hommes qui posent le pied gauche au môme instant que les musiciens; 2° ceux qui posent le pied gauche pondant que les musiciens posent le pied droit P
« Quelle phjfsionomie doit présenter la cadence du pas sur la profondeur do la colonne P
(( On admettra pour vitesse du son i kilomètre par 3 secondes et pour longueur du pas o",G6. »
Récemment, d'ailleurs, le môme problème a été proposé dans les Tablettes du Chercheur (i«' mars 1894)*
Afin de rester dans les limites de la pratique, il conviendra de réduire à quelques unités seulement les modiEcations à proposer pour la cadence.
Soit, pour fixer les idées, une vitesse de i3o pas par minute.
Le double pas est alors de o",923 de durée. Par conséquent les hommes posant le même pied que les musiciens seront à la distance que le son franchira en o%9a4> c^est-à-dire à 3o4™>59 et aux multiples entiers de cette distance.
Remarque, — Ce problème peut s'énoncer d'une autre manière :
A quelle distance se trouvent les auditeurs d'un orchestre jouant sur un rythme uniforme, pour que les sons de la musique semblent correspondre aux mesures marquées par le chef d'orchestre ?
En réalité l'occasion, est rare de pouvoir observer avec facilité sur une colonne suffisamment longue de troupes, le serpentement dont il vient d'être parlé ci-dessus, mais il est assez fréquemment donné de constater que, vu à certaines distances, un groupe de musiciens en marche est à un pas différent de celui qui correspond aux sons qui parviennent à l'oreille du spectateur, pour ensuite, à d'autres distances, se retrouver au même pas.
76. Disposer les neuf premiers nombres entiers aux sommets et sur les côtés dun triangle, de telle sorte que la somme des carrés des 4 nombres placés sur un côté soit constante ^ quelque soit le côté considéré.
En représentant par a, 6, c, 3, e, /, g, h et i les neuf premiers nombres disposés sur le périmètre d'un triangle et aux ^ sommets, de manière à remplir les conditions de l'énoncé, on a, par hypothèse :
«a -1- 62 -h c2 4- d* = s d^-he^-hp-hg^ = S
^8 -f_ Aï _|_ 1*2 4- a2 = S
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teh.™e.pUcé. ide. di,un<» T.pré.e»té« p^ d- »»^ P' e.Uer.d. 33o ■„«» «,o„l, pour u„ ob,e™l.u, 1=' ™ »*' même p.. ,u. 1. mu.ique. Si celle-ci vient » ""' ''"J°"";„ hommes pLcfa .u. di.tonce. de 33o mètre,. 660 ■""'•'•■■ '"° encore u„,d,u<....do„ble,p... Le moovem.atdem.-ch-»^'-
ou .imolé - pré.enler. donc l'aspect de P'»''"'" /?°'''°' "i?:' lonné., belUol la mémo durée, i 1. »«"• pb"« ■>» '""' .'"' „ à ton, le. intecUe. de 33o mitre, et .ra..nl progr«».vcoe,.
leur point le plus bas. , ., „„o_n
L. pl,,,ionomie de ce mouvement mériterait. ero,on,-n d'être étudiée au kinétographe. . ^
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textuelle m I
gauche au
gauciie pen
» Quelle
do la colon n
longueur du
Rt^cemmei;
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comme la somme S est divisible par 3, il en résulte, puisque a^ = 4 et d^ = 25, que Tun des carrés 6*, c* est de la forme multiple de 3 + I, et Tautre de la forme multiple de 3.
La même observation s'applique aux carrés e*,/* et h^, i*.
De plus, la somme 6^ + c^ étant impaire, Pun de ces deux nombres est pair et l'autre impair. On ne peut donc avoir que :
avec
6 = I ou 7, 3 ou 9, 4, 6
c = 6, 4. 3 ou 9, 7 ou I
et Texamen de ces diverses hypothèses nous montre que l'on a :
6 = 9 avec c = 4 ou 6 = 4 avec = 9
Les mêmes essais faits pour e', f^ avec les nombres qui restent I, 3, 6 et 7, nous donnent
ou
Enfin
e = i avec / = 6 e = 6 avec / = i •
avec
OU
i = 7 avec h = S.
La question admet donc la solution indiquée par la figure ci-contre.
Il faut remarquer que Ton a, en même temps
a -i- b -^ c -h d = d -h e -hf -h g
= g -]- h -hi-ha = 20.
On peut considérer comme une généralisation de la question qui précède la récréation suivante exposée par Laquière au Congrès de V Association française de Rouen (1880).
Placer un certain nombre des entiers naturels consécutifs aux points éC intersection d'une série de circonférences concentriques avec une série de diamètres, ainsi quau centre, de telle sorte que la somme des termes contenus soit sur une même circonférence, soit sur un même diamètre, reste toujours la même.
Soit n le nombre des couronnes ; m celui des diamètres, z le nombre central, £ la somme totale des termes, s la somme constante des termes d'une couronne ou d*un diamètre ; le nombre des termes sera : amn + i, et Ton aura :
relations qui déterminent s et z dans chaque cas particulier défini par les valeurs de m et de /i.
On en tire :
Le nombre m des diamètres doit donc être toujours supérieur au nombre n des couronnes si la série des entiers commence à l'unité, et toutefois exceptionnellement en nombre égal si Ton fait entrer le zéro» placé dès lors au centre, dans la série des nombres entiers naturels.
Les expressions de z et de s en fonction de m et n sont :
S s z (am/i -f- i) (m./i + i)
m/i-l-m — n m m — n m/i-hm — n
Il en résulte, en dehors de la solution z = o, que pour que le problème admette une solution, chacun des deux produits :
(am.n -h i) (m.n H- i)
et
(am.fi -h i) (m./i -h i)('w — n)
doit être divisible par :
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double condition qui détermine les règles de possibilité du problème
sur lesquelles nous reviendrons tout à l'heure. Premier cas. — mrs= n.
Il en résulte 2 = 0. Le «éro étant placé ati centre, on obtiendra une solution immédiate et évidente en jumelant deux à deux les nombres à égale distance des extrêmes dans la progression arithmétique des am./i nombres entiers de i à 2m. n^ tels que ^ et am.n — k^ et plaçant indifféremment à une case libre quelconque l'un des nombres de chaque groupe binôme et à la case diamétralement symétrique son complément.
Fig. II.
Il j a donc :
,mn
(mn) 1
solutions du problème.
2^ cas, — m = M 4- i..
Il vient
Le nombre central est alors le plus fort de tous, et l'on obtiendra comme ci-dessus 2"'" {mn) ! solutions en plaçant successivement dans un ordre absolument arbitraire tous les groupes de termes dont la somme est égale au nombre central, les deux termes du groupe occupant les deux cases symétriques par rapport au centre.
Le nombre central z joue dans chaque somme diamétrale le rôle des deux nombres placés aux points d^ntersection de ce diamètre avec chacune des circonférences.
Cette observation nous amène à remarquer que dans toute solu*
tion la moyenne des sommes des nombres symétriquement placés sera toujours forcément égale au nombre central.
Soit m = n -I- fJt et ^ la moyenne des sommes formées dans chaque groupe de nombres symétriques deux à deux par rapport au centre,
(d'où g = j il faudra que le nombre central z remplace
dans chaque diamètre fx doubles intersections diamétrales pour que s soit la même dans les diamètres et les couronnes ; donc
Conséquemment :
(m/i -+- i) 2 = (iB
ou bien, d'après les équations de condition :
Or
m — n = fJL ; donc jji = i ,
Conclusion. — Le problème n*est possible qu'avec un nombre m de diamètres égal & celui des couronnes, ou supérieur d'une unité seulement à ce dernier nombre n. Le chiffre central sera dans le premier cas zéro, dans le second le plus fort des nombres de la série.
On aura ainsi :
n = nombre des couronnes, m = n + I nombre des diamètres»
« = 2/1^ H- 2rt -H I = ft^ H- w^ nombre central.
S = [/i(rH- i)-h i]2: = 2 (ai* -+- n -h 1)* — («2 -H n -h i),
les nombres de i à m. n étant indifféremment distribués sous la seufe tx)ndition, après avoir plaeé arbitrairement l'un d'eui, de mettre le complémentaire à z sur la case symétrique.
Dans ces conditions les valeurs de s et z sont toujours entières, ce sont celles qu'entraîne la double équation de possibilité signalée plus haut, c'est-à-dire que :
(2/n.M + i) (m,n -H i) m et {2m.n H- i) (m.n -h i)./i
soient séparément divisibles par :
mM -h m — n = n' H- Hfx 4- fA.
En effectuant la division par le dénominateur des deux facteurs communs des numérateurs :
(an^ H- an.fJL -h i) (n* -h n.fx -+- i)
on voit que cette divisibilité est ramenée à celle de :
(2fx - i) (fi — i) ,x . (2fi — i) (|i — i) m.
(3JX— i)(jx--l)/l
par
qui est vérifiée par
jx = o, fx = i, |x= I.
76. Combien faudrait-il de caractères pour imprimer une table de multiplication étendue jusqu à N X N ? en particulier jusqu à (10^ — i) X (loî'— i)?C)
Soit n le nombre des chiflres du carré N^ Considérons les nombres
A = 10»»-* — I ; B = 10"-* — I ; C == io"~^; .... 999 ; 99; 9,
ainsi que les plus grands carrés contenus dans ces nombres
(1) Cette question a été proposée sous le n° i83, par H. Dbllag, dans V Intermédiaire des mathématiciens (t. I, p. 96).
Elle est également posée, pour N = 100* dans les Tablettes du Chercheur tous le n® 999 (1893, p. 192) et résolue dans le même recueil (iSgS,
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désignons par 8 la somme de ces carrés
et appelons P,, le nombre demandé des caractères d'imprimerie nécessaires pour imprimer une table de multiplication étendue jusqu'à N X N ; on trouve la formule suivante où la lettre E indique, comme d'babitude, la partie entière de la fraction devant laquelle
elle est écrite.
On démontre cette formule en constatant qu'elle est exacte pour les faibles valeurs de N et en faisant voir qu'elle est vraie pour N si elle l'est pour N — i . Pour ce dernier objet il y a deux cas à distinguer.
I** (N — i)* et N* ont le même nombre de chiffres.
Si Ton écrit les deux formules pour N et N — i , en observant qu'alors n est le même, ainsi que A, B, G ... et, par suite, la somme 8j on a
K=a+i ^ K=6-fi ^ ^
p. 233), par une analyse assez ingénieuse. L^auteur de la solution qui signe Un vieil X, trouve comme résultat 36296.
La solution que nous donnons est due à G. Moreau [Intermédiaire des Mathématiciens, t. II, 1896, p. 34i-343).
Pw
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d'où, en faisant la différence.
a» (N _ ,)« a un chiffre de moins que N». c'est-à-dire n — i. Le» formules donnant p, et P, _ , s'écriront ;
P. = nN» — »
Dans la première de ce» formules, le pyemiçr twrae de h quantité entre crochets se réduit à E (^). car il est clair que, dans <S6
cas, a est égal à N — i ; dans la seconde formule, le nombre A ne doit évidemment pas intervenir ni, par conséquent, le carré flS == (N — i)« qui alors doit être retranché de la somme s. En faisant la différence de ces valeurs de P„ et de P, _ j. on trouve,
comme dans Tautre cas, P,-P,_.=.(aN-i)-a[E(§) + E(g) + E@+...].
Cela posé si Ton se reporte par la p^î^nsée aux tables de multiplication étendues jusqu'à (N — i) (N — i) et jusqu'à N X N, il est visible que la différence entre ces deux tables est constituée par les nombres qui ae trouvent dans la dernière rangée et dans la dernière colonne de la table relative à N et que h différence entre ?> et
QUBLQUE8 QUS8TIOTI8 PIYBRSES Wjb
Pjj _ , est égale au nombre total de» chiffre» de ces aN — i
nombres ; or, le plus grand d'entre eux N*, a n chiffres et les autres, qui sont égaux deux à deux, sont les N — i premiers multiples de N : on peut donc écrira
P, — P^ _ , = n (2N — i) — 3 (Ri -+- 2R3 -+- 3R3 H- ..,)
Rj représentant combien il y a de multiples de N qui ont i chiffres de moins que N^. Mais, d'après la définition des nombres A, B, G... on reconnait facilement que Ton a
R.==eQ-.e(jj);...
il vient alors
['=(â)-''©]-<-'[^©-MN)]
ou, en réduisant,
PH-P--. = "(='N-i)-2[E(^) + E(g) + E(§) + ,..].
expression identique & celle qui a été trouvée précédemment au moyen de la formule que Ton se proposait de démontrer et qui est ainsi étiiblie d'une manière générale.
Remarque- ■»— Pour le cas particulier de N = 10, on a :
Pj,j = 3.100 — 90
rK = ïo K=io "1
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Pour N = 100, on trouve
P,oo = 5.1002 — (99« H- 3i« + if 4- 32)
K==ioo K= 100
K= 100 K=ioo
K=ioo
K=io
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Au début du chapitre premier nous faisions allusion à l'intérêt tout spécial, à l'attrait, que les mathématiques trouvent dans l'étude de certains théorèmes d'arithmétique dont voici un exemple en passant :
Tout nombre premier de la forme 4n h- i, peat, ainsi que ses puissances, être décomposé en une somme de deux carrés (*) et la décomposition de la première et de la seconde puissances ne peut se faire que d*une seule manière.
Ainsi
i3 = 3« -h aS i3« = la^» + 5^, iS^ = 46^ -h 9» ;
de même
et ainsi de suite.
Les propositions de cette nature sont traitées dans les ouvrages spéciaux sur la théorie des nombres et par conséquent, sortent de notre programme, mais il existe une ou deux questions d'arithmc-
(*) FBRMA.T. — Diophante, Toulouse, 1670, livre III, prop. 22, p. 127 ; ou Précis de Brassinne, Paris, i853, p. 65.
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tique supérieure présentant encore quelques points obscurs et dont nous croyons devoir dire quelques mots.
Nombres premiers- — La première de ces questions est relative à la possibilité de déterminer rapidement si un nombre donné est premier ou non. Euler et Gauss attachaient une grande importance à ce problème, mais ils échouèrent dans les tentatives faites pour trouver une méthode d'essai conduisant à un résultat absolument certain. 11 parai trait cependant que Fermât possédait des procédés lui permettant d'assurer, d'après sa composition, si un nombre donné (ou tout au moins un nombre appartenant à de certaines formes déterminées), était premier ou non. C'est ainsi que dans une réponse à Mersenne qui lui demandait s'il pouvait lui dire, sans y consacrer trop de temps, si le nombre 100895598 169 était premier, Fermât écrivait, le 7 avril i643, que ce nombre était le produit des deux suivants 898428, ii2 3o3, tous les deux premiers. Nous avons signalé dans une autre publication une méthode permettant d'obtenir ce résultat, et M. F. W. Laurence en a fait connaître une autre qui peut avoir été celle employée par Fermât dans le cas particulier visé.
Nombres de Mersenne (*). — Une autre preuve venant à l'appui de celte assertion que Fermât (ou quelques-uns de ses contemporains) disposait d'une méthode lui permettant de reconnaître si certains nombres étaient premiers ou non, résulte d'un passage des Cogitata Physico-mathematica de Mersenne qui furent publiés en 1644. On lit dans la préface de cet ouvrage que le nombre 2? — i est premier pour les seules valeurs suivantes de p non supérieures à 257 : I, 2, 3, 5, 7, i3, 17, 19, 21, 3i, 67, 127, et 257. Lenombre67 a probablement été écrit par erreur pour 61. Avec cette correction, la proposition paraît être exacte et elle a été vérifiée pour toutes les valeurs de p k l'exception de dix-neuf qui sont : 71, loi, io3,
(*) Pour les références voir le chapitre.
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107, 109. 137, 189, 149, î57, i63, 167, 178, i8î, 198, 199, 337, 339, 341, 357. Daprès Mersenne, parmi tontes ces valeurs, p = 367 donne seule pour 3^ — 1 un nombre premier ; pour les autres 2^ — i est un nombre compose.
Les démonstrations pour les cas p = 89, et p =^ 137 n^ont pas encore été publiées. Les facteurs de 3^ — 1 quand p = 89 ne sont même pas connus et leur recherche présenterait peut être de l'intérêt à ceux qui s'occupent de la théorie des nombres.
Le résultat auquel est arrivé Mersenné né peut s'obtenir d^utie façon empirique et il est inadmissible qu'il ait étudié chaque cas efî particulier d*où cette conclusion que celui qui le ptetniéf a mis en évidence cette propriété, que ce soit Mersenné où un autre, devait connaître certains théorèmeâ d^arilhttiêtiquè àupêrieufe qui n'ont pas été retrouvés jusqu'ici.
Théoi'ème de G^oldbach. -^ Geptoblèmeifitéresâàtltd'&rlthmétique supérieure s'énonce ainsi î
Tout nombre pair 3rt est la somme de deux nombres premiers.
On trouve cette question posée pâf Wafing dans Ses Meditaiiortes analyticœ (*). Elle est mentionnée pour la première foià, croyôns-
(') D'après Terquem» ce théorème empirique généralement attribué à GoLDDAGii, semblerait dÀ à Waring. Voici en efifet, ce quHl écrivait danb Ion Bulletin de Bibliographie, d'Histoire et de Bidgraiphiô tnathéinatlques, 1H59, p. a.
On lit dans la 3* édition (1783) des Mediiatiwei atxafytUœ, hii haut de Ik pago 379 ;
Oitmis par numeras constat a duobus primis nameris et omnis impar numerus vd est primai, numerus^ vel constat h tribusprimis nameris.
Il ofet évident que si un nombre pair est la somme de deut nombres premiorif tout nombre impair, premier ou non, est la somme de trois nombres premiers.
Ain»!, ce théorème, d*un énoncé si simple et dont la démonstration est bien plus difilcilo que colle du théorème de FerUat, appartient à WARinc et non à CiOLonAcit ; je l'ai dit par erreur {Nouvelles Annales, t. XIV, p. 1 1 1) d*aprèa la Correspondance mathématique et phjùque (Fuss).
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nous dans une lettre adressée à Goldbach, par Euler, le 3o juin 174^* où l'on voit que Qoldbach était Fauteur du théorème. Cette lettre a été imprimée par Fuss dans sa Correspondance malhémûtique et physique f 1. 1, p. i35 (Saint-Pétersbourg, i843).
Euler écrit qu'il considère le théorème comme tout à fait certain quoiqu'il ne sache pas le démontrer. Dans les Nouvelleë Annales dé mathématiques, p. 356 ; 1879^ Lionnet a publié un article très intéressant sur la question^ il arrive à cette conclusion que la proposition est très probablemeilt faussé pour de grands nombreSé
Georges Gantor a envoyé au Congrès de Caen (Association fran* çaise pour l'avancement deâ sciences* i8g4* p. 1 17 à i34) un tableau où se trouvent, pour chaque nombre pair inférieur à i ooO| touteê les décompositions de ce nombre en deux nombres premiers. Il fait cette remarque empirique que si Ton appelle N,n Is nombre de décompositions en une somme de deux nombres premiers dont an est sus* ceptible, on a pour toutes les valeurs de p, à partir de p =: 4 et y compris p 33 4»
c'est-à-dire que des maxima relatifs de N ont lieu de 3 en 3 pour les multiples de 6 dans toute Tétendue de la table»
Aubry a continué le travail de Cantor et a fait une table de décomposition des nombres pairs de 1003 à a 000; de son examen il résulte que dans ces limites , le théorème empirique de Goldbach se vériQe ainsi que les relations trouvées par Cantor.
Le travail le plus récent et le plus complet sur la loi empirique de Goldbach est celui de M. Robert Haussner (professeur à l'école supérieure technique de Karlsruhe), publié sous le titre Tafeln fur dos Goldbach*sche Gesetz (Halle, 1897).
Les tables dressées par M. Haussner vérifient le théorème jusqu'à
an = 5ooo
En résumé, on ne connaît pas de nombre pair ^ a qui ne soit que d'une seule manière la somme de deux nombres premiers, et
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l'on ne peut afBrmer avec certitude qu'il en existe un, à moins» sans doute, qu'il ne soit très grand, ce qui retardera d'autant la vérification désirée (*).
Théorème de Lagrange. (') — Un autre théorème qui, autant qu'il nous a été possible de le vérifier est encore à démontrer est le suivant :
Tout nombre premier de la forme lin — i est la somme d'an nombre premier de la forme 4^^ + i e( du doable d^an second nombre premier ayant la même forme 4« -f- i. »
En faisant connaître cette proposition Lagrange ajoutait qu'il ne l'avait obtenue que par induction.
Des nombres parfaits- — Il existe une classe de nombres qui jouissent d'une propriété singulière et curieuse et auxquels on a donné le nom de nombres parfaits.
On appelle ainsi tout nombre égal à la somme de ses diviseurs, abstraction faite du nombre lui-même.
6 est un nombre parfait, car ses diviseurs sont i, a et 3 dont la somme donne bien 6.
Le nombre 28 jouit de la même propriété, car ses diviseurs sont I, a, 4f 7 et i4dont la somme est aS.
('] Gomme références à consulter au sujet du théorème de Goldbagh, nous citerons une note intitulée : une polémique entre Goldbach et Ber- NOUiLU (Daniel) dans le Bulletin du P. Boneompagni, i885.
Des articles parus dans la Nouvelle Correspondance mathématique, 1879, p. 3o4 et i88o, p. 487.
V Intermédiaire des Mathématiciens, T. l. 1894, p. aoa; 1. 11, 1896, p. 179; t. III, 1896, p. 75; t. IV, 1897, p. 60; t. IX, 1902, p. 2^6; t. X, 1903, pp. 61, 166-168 et p. 283; t. XI, 1904, p. 83; t. XII, 1906, pp. 107-109, et p. i3i. Consulter aussi un article de M. Haussier : Ueber dos Goldbasch^sche Gesetz dans le volume V du Jahresbericht der Deatschen Mathe^ matiker-Vercinigang (Leipzig).
(*) Nouveaux Mémoires de r Académie royale des Sciences, Berlin, 1776, p. 356.
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Un nombre premier ne saurait être parfait, car il n'a pas d'autres diviseurs que lui-même et Tunité.
Une puissance quelconque (Tun nombre premier ne peut être un nombre parfait.
Considérons, par exemple, le nombre premier a élevé à la m"* puissance ; on ne peut avoir
puisque les deux nombres a"* et a 4- a^ -f- a' 4- -h a*"~* élant
divisibles par a, leur dilTérence i devrait l'être aussi. On sait d'ailleurs que l'expression
est égale à , quantité évidemment plus petite que a"*.
Forme des nombres parfaits. — Puisqu'aucun nombre parfait ne peut être de la forme a ou a"*, cherchons si un pareil nombre peut avoir la forme a*"6, a et 6 désignant des nombres premiers.
Le nombre a^b devant être égal à la somme de ses diviseurs, abstraction faite du nombre a^b lui-même, on a
ou
[a^-{- a» 4- ... + a*") 6 ou encore
d'où Ton tire
h — g^ 4- (i -h g -4- g' -h 4-fl^~0 _ g'^ + Q
en désignant par Q la quantité entre parenthèses.
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Or, 6 doit être entier et il résulte que le dénomitiateur doit être égal à I, car autrement le reste de la division de a*" -f- Qpar d** — Q
serait -h 2Q ou 2(1 -+- a 4-a* -f- a' -h H- a*"~*). et d étant un
nombre entier positif, ce reste ne se réduirait pas à zéro.
On doit donc avoir :
ou
a — I ou encore
Le nombre a étant plus grand que i , on ne peut admettre que la valeur a = 2, qui donne pour 6
On a, par suite
rt«».6 ii= a*"(i 4- 2 4- 2* 4- 2* 4- 4- 2**)
et pourvu que les nombres a et 6 soient premiers, cette valeur de a"*.6 jouit de la propriété énoncée.
Ainsi, on aura une suite de nombres parfaits en faisant la somme des puissances successives de 2, 2^, 2^^ 2*, 2' .... jusqu'à ce qu'on obtienne, comme somme^ un nombre premier, et en multipliant cette somme par la dernière puissance de 2 à laquelle on s'est arrêté, le produit satisfait à la question.
Si Ton observe que
on en déduit en désignant par N, un nombre parfait de la forme a"*. 6
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D'où la règle suivante plus Tacile & appliquer que la précédente.
On obtient une suite de nombres parfaits en formant la suite des
puissances de a, c'est-à-dire en écrivant la progression géométrique
et en prenant tous les termes qui» diminués de l'unité, sont des nombres premiers.
Ceux à qui convient cette propriété sont ;
4| 8, S2, 128, 8ig2, ..., etc.
car ces nombres^ diminués de l'unité» donnent les nombres premiers
En multipliant chacun de ces nombres par le terme de la progression géométrique qui précède celui dont il dérive, par exemple
3 par 2, 7 par 4, 3i par 16, etc., on détermine les nombres parfaits
6, 28) 496, 8128, ....« êtC;
La première règle que nous avons donnée est due à Euclide, qui renonçait ainsi (*) :
c. -Si, à partir de Vumié^ tant de nombres quon voudra sont sucéessivement proportionnels , en raison double, jusquà ce que leur somme soit un nombre premier, et si, avec cette somme multipliée par le dernier, on forme un nombre, coproduit sera un nombre par fait ».
Cette règle qui ne donne que des nombres pairs est tout ce qu' Euclide a laissé sur les nombres dits parfaits.
Il en est fait aussi mention dans Théon de Smyrne qui leur consacre le XXXII* chapitre de son livre sur Y Arithmétique (*J.
(^) Livre IX, proposition 36. Voir édition Peyrard, Paris, Pàtrîs; 1816,
4 vol. in-4°, t. II, p. 107.
(*) Voir édition d'Ismael Bouilkud : Lutetiœ Paiisiorum, Ludôyicus ob HEUQUEviiîLB, iû-4* ; i644«
284 RÉGRÉATIONS MATHÉMATIQUES
Presque toutes les Arithmétiques qui ont vu le jour avant la fin du XVI® siècle font mention plus ou moins longuement des nombres parfaits. Presque toutes commettent des erreurs, faute de savoir reconnaître si un nombre (5n par exemple) est premier ou non.
La question des nombres parfaits a préoccupé un grand nombre de mathématiciens, et plusieurs en ont cherché à*impairs (*).
Descartes écrivait à Frénicle, le 20 décembre i638 : « ... et je ne « sais pourquoi vous jugez qu'on ne saurait parvenir par ce moyen « à Tinvention d'un vrai nombre parfait; que si vous en avez (( une démonstration, j'avoue qu'elle est au-delà de ma portée et « que je l'estime extrêmement; car, pour moi, je juge qu'on peut <t trouver des nombres impairs véritablement parfaits, n
Quoiqu'il en soit la question de savoir s'il existe ou non des nombres parfaits impaire n'a pas encore été résolue scientifiquement, et on n'en connaît pas d'autres que ceux qu'on déduit de la formule
établie précédemment.
11 est d'ailleurs facile d'établir, à priori, que cette formule est l'expression générale des nombres pairs tels que chacun d'eux soit égal à la somme de tous les diviseurs, abstraction faite du nombre lui-même.
L'expression générale des nombres pairs est en effet
a, 6, c, étant des nombres premiers quelconques.
La somme de tous les diviseurs de ce nombre, y compris le nombre lui-même, est
(*) Sur la Théorie dos nombres parfaits on peut consulter les références bibliographiques données par Sethop, Brocabd, A. -P. Ericsson et E.-B. EsGOTT dans V Intermédiaire des Mathématiciens, t. II, 1896, pp. 52-54; t. VI, 1899, P* 'o^î *• ^^ï^» 1901» PP» ïo3, 176 et t. XIT, 1905, p. 19..
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On doit donc aToir l'égalité
a'».a*.6P.c1f ... = (i 4- 2 -1- 22 + ... -|- 2"') (i + a -+-a* -+- ... + a^)(H-6-f-63 + ...--h6^)(n-cH-c2-l-...4-c1^) — 2"'.a*.6P.c^..
qui peut s'écrire
ou encore
(am+i_,)aa.^p,j ...— aa.6P.J ...=(2»^'+* — i)(i + a -h a'-f- .., + a*) (i -f- 6 -h 6* -h ... 4- 6?) (i + c H- c^ 4- ... 4- c^) ...
d'où Ton tire
(i -f- a 4- a^ -h ... H- a*) (i + 6 + 6» + ... + 6?) (1+ c-hc* 4- ... 4-
Y, «.B Y _a^6P.cï
cT) =r ... =r a«.6P.cï ... 4- ^^ifî— iT •
Le premier membre de cette égalité étant un nombre entier, il en est de même du second membre; par suilc la fraclion
représente un nombre entier. Mais, le premier terme du second membre se trouve aussi dans le premier membre comme produit des derniers termes des expressions entre parenthèses ; il en résulte
donc que le quotient . — '—^ — '-^-^ doit contenir tous les autres
termes du premier membre développé.
Or, m est au moins égal à i ; le dénominateur 2*'*+* — i est plus grand que 3 et le quotient est, par suite, plus petit que
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Cette fraction ne peut donc représenter que l'un des termes du développement du premier membre, d*où cette conclusion que le nombre des termes du développement du premier membre est limité à a.
D'ailleurs ce nombre des termes a pour expression
11 en résulte donc l'égalité
(a+i){P-M)(T-hi) = 2.
Cette égalité n*est manifestement possible que si Pun des exposants a par exemple, est égal à i, tous les autres, ^, y, ... étant nuls. On a alors
d'où
Les nombres cherchés sont donc de 1^ forme
m étant tel que 2"*+* — i soit un nombre premier.
Nous donnons ci-après une table des neuf premiers nombres parfaits connys jusqu'à ce jour.
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Ainsi Ton voit que de i à 10, il n'y a qu'un nombre parfait ; il n'y en a également qu'un dans les intervalles de 10 à 100, de 100 à 1000 et de 1000 à 10 000; mais eette loi ne se poursuit pas, car on n*en trouve plus qu'un depuis 10 000 jusqu'à 800 millions. I^a rareté dtê nombres parfaits, a dit un auteur, est un symbole do eelle de la perfection.
On voit aussi que les nombres parfaits sont terminés par 6 ou a8 ; cette loi d'alternance n'est pas générale comme Boôce Tavait énoncé par erreur. D'ailleurs les anciens ne connaissaient que les quatre premiers nombres parfaits qui sont bien alternativement terminés par 6 et 28.
Remarques diverses, — i , En multipliant par 8 les nombres parfaits donnés par la formule générale
et, en ajoutant Puni té au produit, on forme les carrés des nombres de la forme (2*"+* — i). On a bien, en effet
2. Pour que le facteur 2**»+* — i soit un nombre premier, il faut que l'exposant m -f- i soit lui-même un nombre premier. On ne peut, en effet, avoir m -h i =p.g, car on en déduirait
2»»+i — I = 2PÎ — I = (2P)« — li' = [29)P .— IH
et le facteur 2*"+* — i , étant ainsi divisible par a^ — i et par 2^ — i ne serait pas premier.
Il résulte aussi de là que, sauf le cas où m = i, qui donne m -h 1 = 2, nombre premier pair, tous les autres nombres premiers m -h 1 sont impairs, et. par suite, m est pair.
La condition que nous venons d'énoncer est nécessaire^ mais elle n'est pas suftisante ; si nous faisons, en effet, m = 10, on a
am+i — I — 3*« — I = 23 X 89.
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Sachant que m + i est ua nombre premier, nous ne pouvons donc pas affirmer que l'expression 3"'+' — i le soit' également, et nous ne connaissons pas les conditions nécessaires et suffisantes pour que ce facteur soit premier; on est donc réduit à véri&er, pour les dilTéren tes valeurs de m qui donnent pour m + i un nombre premier si 3"<+' — I n'a pas d'autre diviseur que lui-même et l'unité.
3. 11 résulte de la remarque précédente que : Tout nombre parfait pair, antre qae G. est divisible par (i, et qœ toal nombre parfait pair attire que 6 et a8 est divisible par 1 6.
4. Tout nombre premier m + i plus grand que 3 est de l'une des formes (6q -+■ i) ou (6^ + 5), d'autre part, on a ;
a> = — I {mod. 9) 2*q ^ + I (mod. ff) par suite pour
m + I = 6^ -t- I . a"(a*+' — i) = i(a — i) = i (mod. 9)
nu- I = 6g + 5, a"'(a"+' — i)= i(a'— i)= 1 (mod. 9) donc : Tout nombre parfait pair, autre que 6, est an mallip^ de g augmeiilf de i.
1) en résulte que si l'on fait le total des chiffres d'un nombre parfait aulro que 6, puis la somme des chiffres du total, et ainsi de suite, on arrive k 10 ou à un multiple de 10 (Kbaft, Novi Comm. Petrop,, i;3il.
!). On a de m^me. pour le module 7, la congruence a* ^ 1 ; par suite pour
(m -h 1) == C-i + I, a-^a"+' — i) = 1(3 — 1) = + r (mod. 7) tm i- l) ^ ■- 6./ + 5, a-va-*' — i)= i(a> — i) = — i (mod. 7;
ne ; roiil n>>r;iF>rf parftiil pair, autre qœ a8. est an multiple de 7
\\> ni^iDo, {tanir lo utodule i3, la congruence a' ^ i, appliquée \ itumbivs d>>s f\tnn«is
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donne cette proposition : Tout nombre parfait pair^ autre que 6, est un multiple de iS augmenté de i, a, 3 ou 8.
On a encore a^ ^ — i (mod. 19) ; en appliquant ce résultat aux nombres d'Euclide pour les nombres des formes
(m 4- i)= iS.q -h 1,5, 7, II, i3, 17
il vient : Tout nombre parfait pair, autre que 6 et aS, est un multiple de 19 augmenté de i, 3, 3, 7, 10 ou i5.
On a enfin a^^ ^ — i (mod. a 5) ; en appliquant ce résultat aux nombres d^Euclide pour les exposants (m + i) des formes
(m -+- i) = ao.7 -h I, 3, 7, 9, II, i3, 17. 19
on trouve ; Tout nombre parfait pair, autre que 496, est un multiple de a5 augmenté de i. S, 6, 11 ou 16.
En combinant ce résultat avec le premier, il en résulte que : Tout nombre parfait pair, autre que 6 ou 496, est terminé par V ensemble des deux chiffres 16, a8, 36, 56, ou 76.
On trouverait de même les restes des nombres parfaits pairs pour les modules 11, a3, ag, 3i, 37, 4i* 43 et 1000 [Mathésis. t. IX).
6. Sur les nombres parfaits impairs, Lionnet a énoncé le théorème suivant (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1879, p. 3o6).
S'il existe des nombres parfaits impairs, ils sont donnés par la for^ mule
dans laquelle a désigne un nombre premier de forme (4^ -h i) et p un nombre impair, plus grand que i, non divisibh par a.
Le nombre n étant, en effet, décomposé en ses facteurs premiers, supposons que Ton ait :
et ce nombre étant parfait on doit avoir :
an = (i H- a H- a* H- ... H- a*) (i -h 6 H- 6« + ... -I-
b^){i -hc-f-c'-f. ... -hclf)
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OU en posant
I ^- 6 -l-fe» -f- ... 4- 6? = B
Or, n étant impair, un seul des nombres A, B, C| ... est double d'un impair, A par exemple, et les autres B, G, ,♦, sont impairs. Mais puisque a, 6, c, ... sont impairs, on a :
A^a-f-i B^P-i-i G^Y"^^-" (mod. 3)
il faut donc que p, y, ... soient pairs et que (a -+■ i) soit le double d'un nombre impair ; donc si Ton remplace a par 4« H- i et p, 7, ... par 2p, aY, ... il vient
d'autre part, a étant impair, on ne peut faire que les deux hypothèses a^-l-ieta^ — 1 (mod. 4) ; par suite, a est un nombre
premier de forme (4? H- i)»
D'ailleurs les nombres p, ^, ... ne peuvent être tous nuls en même temps; car on aurait, dans le cas contraire
2a* ;= ou a"(2 — a) = I
ce qui donnerait a = i et n = i . D'où résulte encore cette proposition : Il n existe aucun nombre parfait impair déforme (4g H- 3).
Enfin J. J. Sylvester a prouvé l'impossibilité de l'existence d*un nombre parfait impair qui ne contient pas au moins cinq diviseurs premiers distincts [Comptes rendus des séanoes de V Académie dis sciences, GVI, 632, 1888) et Stuyvaert a démontré qu'un nombre parfait impair s'il en existe, est la somme de deux carrés {Mathesis, XVI, i3a; 1896).
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En résumé Texistence de nombres parfaits impairs n'est pas établie ; il e^t seulement démontré que de tels nombres, s'il en existe, doivent être très grands.
Pes nombres amiables. — Deux nombres N et N' sont dits amiables lorsqu'ils jouissent de la propriété suivante :
La somme des diviseurs du premier nombre N, abstraction faite de ce nombre lai-même, est égale à N' et réciproquement, la somme des diviseurs de N', abstraction faite de N', est égale à N.
Par exemple, les deux nombres 230 et ^84 sont amiables, car le premier 220 est égal à la somme i-+-2H-4-f- 71 -+- i42 des parties aliquotes de 284, et réciproquement 284 est égal à la somme des parties aliquotes i, 2, 4> 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 et iio du nombre 220.
Le problème qui consiste à trouver deux nombres jouissant de la propriété que nous venons d'énoncer est plus qu'indéterminé.
Supposons, en effet, N et N' décomposés en leurs facteurs premiers, et soient
N = a^.b^.c'^ N' = af .6f'.cy'
en appelant S et S' les sommes des parties aliquotes de ces nombres on doit avoir
ai — I p^ ^ j c^ — i
d'où la relation
a« +' — I b^+' — I CÏ+' — I _ a- I ^ 6-1 ^ c- 1 ^
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Cette relation est trop générale pour qu'il soit possible d*ea dé* duire des formules donnant des couples de nombres amiables ; mais si nous assignons à N et N' les formes particulières plus simples
dans lesquelles a. b, c sont des facteurs premiers impairs, on peut déterminer des couples de nombres remplissant les conditions énoncées.
On a, en effet
(an+t — i) (a -I- i) = (2"+« — i) (6 4- i) (c H- i) = 2»(a 4- 6c)
d'où Ton déduit
et en éliminant a
en supposant a <i n.
On peut donc poser
I 4- 2"""* c = 2« — I -4- 2"+* et en déduire
avec les conditions que a, h, c soient des nombres premiers ; par suite a est impair, car autrement a serait composé.
Pour a = I , on trouve une première foi*me de nombres amiables en supposant
et
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l'on doDoe à n lei valeurs successives a, 3. 4, ■■■ en ne conservant e celles pour lesquelles les nombres a, b, c sont premiers, on uve les solutions
aao
ii5i
On ne peut supposer a =^ 3 ; car dans ce cas, l'un des nombres m c serait une différence de deux carrés ; il reste à étudier les cas
a = 5, ^. ... ce qui parait assez diFRcile.
Le mémoire classique d'Euler : De namer'u amicabilibus opaieala riiarg., p. aS ; 1730, — L. Eclibi Commentaliotut arilkmelicœ UeeUe Petropoliyol. 1. p. ioa-i45; 17^9) contient un catalogue
soixante et un nombre amiables de formes diverses et des înve^ ^tions ingénieuses à ce sujet. En outre, dans le vol. Il des }mmenl. arith, (p. 627-639) se trouvent deux compléments, dont m contient encore quatre couples de nombres amiables, Euler mentionne le couple 633a et 6368 (Comm. arith, vol. I,
iA5) qui peut s'écrire a'. 19.^1 et a'.igtf, mais dont la forma nérale n'est pas donnée.
Euler donne également le couple des a nombres impairs
3'. 7». 13.19.53.6959; 3',7*.i3.i9.i79.ao87.
La biblit^^phie du sujet jusqu'à Euler se trouve dans ses mélires. Au XII* siècle. Le Lasseur s'est occupé des nombres amiables a cons' "^ "' l'eiiste pas pour n <; 35 d'autres nombres liable
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(a, 6, c étant des nombres premiers des formes indiquées ci-dessus) que les trois couples qui figurent dans le tableau plus haut (*).
Théorème de Fermât sur les puissances binaires. "-^ Fermât a enrichi les mathématiques d'un grand nombre de propositions inconnues jusqu'à lui. Sauf deux exceptions, toutes ont été reconnues exactes par la suite. La première de ces exceptions constitue le théorème sur les puissances binaires qui s'énonce ainsi :
Tout les nombres de la forme a»» -+- i où m = 3*» sont premiers.
Il écrivait à Pascal :
« C'est une vérité de laquelle je vous réponds* La démonstration en est très malaisée, et je vous avoue que je n'ai pu encore la trouver pleinement ; je ne vous la proposerais pas pour la chercher si j'en étais venu à bout. »
Et à Mersenne, le 25 décembre i6l\o :
a Si je puis une fois tenir la raison fondamentale que
sont nombres premiers, îl me semble que je trouverai de très belles choses en cette matière, car déjà j*ai trouvé des choses merveilleuses dont je vous ferai part. »
On démontre facilement que a"* -H i est composé si m n'est pas une puissance de a.
Si, en effet, m était un nombre premier différent de a, et, par suite un nombre impair, -rexpression 2"^ -h i serait divisible par a* -t- I ou 3 et ne représenterait un nombre premier que pour la valeur particulière m = i .
Si m est un nombre de la forme a»&iC, les facteurs premiers a, 6, c étant impairs, on aurait
(*) Intermédiaire des Mathématiciens, T. VII, 1900, p. 38o. Encyclopàdie der Math, Wiss. (Leipzig, Teubner, 1898 et suiv.). T. I, p. 578.
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ce qui montre que a"* -h i est divisible respectivement par
Enfin, si un seul des facteurs premiers de m était impair, tous les autres étant égaux à 2» l'expression 2*'^+ i se présenterait sous la forme
et serait divisible par a*" -+- î et par a^ H- ï.
Ainsi si m n'est pas une puissance de 2, l'expression a"* -f- i représente un nombre composé, mais il ne s'ensuit pas que cette expression représente nécessairement un nombre premier, si m est une puissance de 2.
L'inexactitude de la proposition de Fermât a été signalée pour la première fois en 1782, par Euler (*), qui a montré que pour n = 5
Dans ces trente dernières années, il a été établi que l'expression 2*" H- I représentait un nombre composé pour
n = 6, 9, II, 12, 18, 23, 36 et 38.
Avec ces deux dernières valeurs les résultats contiennent plusieurs millions de chiffres. (*)
Avant Fermât, Stifel avant avancé que la formule 2"*"^* — i ne donnait que des nombres premiers, sans cependant en renfermer
(*) Commentarii Academiœ Scientiarum Petropolitanœ, Saint-Pétersbourg, 1738, vol. VI, p. io4; voir aussi Novi Comm. Acad, Scient. Pétrop., Saint- Pétersbourg, 1764» vol. IX, p. loi, ou Commentationes Arithmeticœ CoUeciady Saint-Pétershourg, 1849, ^^1- ^> PP* ^y ^^7*
(') Pour la coaiposition des facteurs et les références bibliographiques, voir le mémoire de A.-J.-G. Cunningham et A.-Ë. Westbrr inséré dans les Transactions of tlie London Mathematical Society ^ t4 mai, 1908, 2^ série, vol, I, p. 175.
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la totalité ; mais cette assertion a été également reconnue fausse car pour M = ^» on a
3>x4+i _ i=5ïT = 13.37.
La proposition de Fermât a d'ailleurs été modifiée comme il suit : « Tous les nombres, et les seuls nombres premiers, qui surpassent de Tunité les puissances de 2, sont ceux delà suite
De plus, Eisenstein a énoncé ce théorème dont il possédait probablement la démonstration :
« Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 2'" -h i. »
Les démonstrations de ces deux propriétés sont encore à trouver (*).
Parmi plusieurs autres, Euler a donné les trois formules suivantes (Mém* de Berlin pour 1772. p. 36).
qui fournissent respectivement, pour les valeurs entières successives de x,h partir de zéro, 17, 29 et 4o nombres premiers.
M. F-B Escott (2) a obtenu d'autres nombreuses formules donnant des nombres premiers pour un groupe étendu de valeurs de x. On peut citer les suivantes
47ic* H- 5aî H- I 670?^ -h 5a; — I
(*) A consulter : Annales de Gergonne^ t. XIX, p. 236. — Journal de Crelle, t. XVII, p. 87. — Journal de Sylvester, t. II, p. 238. — Bulletins de l'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg (nov. 1877 et janvier 1878).
(^) Voir Intermédiaires des Mathématiciens, T. V, 1898, pp. il4 et 184 ; t. VI, 1899, p. 10.
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La première formule peut s'écrire lii x^ -\- (2 x -{- i)(3aî-4- i). Elle donne donc, pour x = 20, un nombre composé (divisible
par 4i)-
La seconde peut s'écrire 710;* — (x — i) {lix — 1). Pour a; = ï8 elle donne un nombre composé (divisible par 71).
M. Escott fait d'ailleurs remarquer que la formule d'Euler
ne donne pas seulement des nombres premiers pour les valeurs positives de a;, 1, 2, S, .,., Sq, mais qu'elle en donne aussi pour les valeurs négatives — i, — a, — 3, ..., — 4o. Et en remplaçant x par X — 4o il obtient une formule donnant des nombres premiers pour
Il détermine par ce moyen, les formules suivantes fournissant des nombres premiers pour plus de 4o valeurs de x.
Quantité
Quantité
Formules originales
de nombres premiers
Substitution
Formules nouvelles
de nombres premiers
a;2 + aJ4-4i
2x2 — II20? + 1 597
x' + aia?^ I
2x2 4. 4oa? -f I
OJ — 37
a?2-f lyx — I
3o?2 — i4Ta?+ 1667
20j*H-3oo7— I
Mais ces formules et toutes celles analogues, ne peuvent repré-
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senter exclusivement des nombres premiers, car on a la proposition connue :
Le polynôme à coefficients entiers
f(x) = a -{- bx -\- cx^ -f- dx^ 4- ...
ne peut donner continuellement des nombres premiers, pour toutes les valeurs entières de x.
Lie dernier théorème de Fermât. — Consacrons maintenant quelques lignes à la seule autre proposition de Fermât n'ayant pai encore été démontrée ; on la désigne quelquefois sous le nom de dernier théorème de Fermât et elle s'énonce ainsi :
L'équation a:" -t- j" = z" ne peut être satisfaite pour aucune valeur entière de x, y, z, si n est un nombre entier plus grand que 2 (*).
Cette proposition est très célèbre parcequ'il n'en a pas encore été présenté une démonstration générale malgré les recherches des plus grands savants, mais il n'y a pas jusqu'ici, de raison pour douter de son exactitude.
Fermât paraît l'avoir démontrée premiètement (^) pour n = 3. et ensuite pour n = 4- Sa démonstration pour le premier cas a été perdue, mais celle pour le second existe Q) et une démonstration identique, pour n = 3 a été présentée par Euler(*). Ces démonstrations reposent sur ce fait que, si on peut trouver trois valeurs entières X, j, z satisfaisante l'équation, il sera également possible de trouver *rois autres valeurs entières, moindres que les premières, qui satis-
Q) On trouvera Ténoncé de Fkrmat dans son édition des œuvres de Diophante^ Toulouse, 1670, livre II, qu. 8, p. 61 ; ou dans le Précis de Brassir.ne, Paris, i853, p. 53.
(') Voir la lettre de Fermât citée dans notre Histoire des mathémaliqaes, Londres, chapitre xv.
(') Fermât. — Diophantus, note de la page SSg ; ou Précis de Brassiniîe, p. 127.
{*) Algèbre d'Euler (traduction anglaise, 1797}! vol» II, chap. xvt pé 247.
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feront encore à l'équation posée ; de sorte que, finalement, l'équation serait satisfaite par trois valeurs qui manifestement ne répondent pas à la question. Par suite, aucune solution en nombres entiers n'est admissible. On a remarqué que cette méthode ne s'applique qu'aux cas de n = 3 et /i = 4.
La découverte par Fermât du théorème général ne fut faite que plus tard.
Il est facile d'en donner une démonstration en admettant que tout nombre peut être décomposé en facteurs premiers (de forme complexe) et que cette décomposition ne peut s'elTectuer que d'une seule manière. Celte supposition a été faite par plusieurs auteurs, mais elle n'est pas vraie dans tous les cas. Il est possible que Fermât ait fait une pareille supposition, mais il est plus probable qu'il avait en sa possession une démonstration rigoureuse.
Ce qu'il y a de certain c'est qu'il afErmait posséder une telle démonstration — demonstratio mirabilis sane — et le fait que tous les théorèmes sur le même sujet, dont il avait, disait-il, une démonstration» ont été reconnus exacts par la suite, constitue un témoi- |[nage sérieux à l'appui de son afûrmation. Il faut encore tenir compte de cette remarque qu'en énonçant la seule de ses propositions dont ^inexactitude a été constatée, il ne manquait pas d'ajouter qu'il n'avait pas réussi à en trouver une démonstration satisfaisante*
Il faut aussi se rappeler que Fermât était un mathématicien de premier ordre dont toutes les recherches ont eu spécialement pour objet la théorie des nombres. Or, ce sujet d'étude, hien que présentant beaucoup d'intérêt et conduisant à decT démonstrations vraiment élégantes* est, au point de vue pratique, d'une faible importance, et, depuis son temps, il n'a été abordé que par quelques mathématiciens dont la plupart même n'en faisaient pas leur principal objet d'étude. Ceci explique pourquoi plus d'un siècle s'est écoulé avant que les résultats les plus simples énoncées par Fermât fussent examinés et vérifiés ; il eàt donc bien évident que la démonstration d'un théorème qu'il est arrivé à établir après avoir consacré son existence à de telles recherches, doit présenter de grandes difficultés.
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En i8a3, Legendre Q) démontrait le théorème pour le cas de n = 5; en 1882, Lejeune Dirichlet (*) présentait une démonstration pour n = i4i et en i84o. Lamé et Lebesgue (*) l'établirent pour n = 7.
La proposition parait être vraie dans toute sa généralité. En i S^Qi Kummer (*), au moyen des nombres premiers idéaux, démontra la proposition pour tous les nombres, à l'exception de ceux (si toutefois ils existent) qui remplissent trois conditions. On ne sait pas s'il existe des nombres remplissant ces trois conditions, mais cela paraît peu probable et dans tous les cas, il n'y en a aucun plus petit que 100. La démonstration est compliquée et fort difficile à saisir; sans aucun doute elle est basée sur des considérations complètement inconnues à Fermât. Ajoutons que pour démontrer le théorème quand n est plus grand que 4* il suffît évidemment de se limiter aux cas où n est un nombre premier, et Kummer débute dans sa démonstration en établissant que dans ces conditions l'un des nombres X, y y z doit être divisible par n.
Naturellement on a fait bien des conjectures sur la façon dont Fermât était arrivé à un tel résultat. Les méthodes modernes de Tarithmétique supérieure sont basées sur une notation, spéciale introduite par Gauss qui a montré que la théorie des grandeurs discontinues différait essentiellement de celle des grandeurs continues, mais jusqu'à la fin du xvni* siècle, la théorie des nombres était considérée et traitée comme une branche de l'algèbre; les démonstrations de Fermât que nous possédons encore ne s'appuient que sur les principes élémentaires de la géométrie et de l'algèbre et même certaines d'entre elles ne renferment aucun signe. Quelques
(*) Voir sa Théorie des Nombres^ Paris, i83o, vol. II, pp. 36 1-368 : voir aussi pp. 5 et 6.
(•) Journal de CrelU, vol. IX, pp. Sgo-SgS,
(^) Journal de Liouville, i84i» vol. V, pp. 195-216, 276-9, 348-9.
(^) On trouvera les références aux mémoires de Kummer dans le rapport présenté par Smith k PAssociation britannique sur l'étude de la Théorie des Nombres f Londres, 1860.
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auteurs en ont inféré que Fermât n'employait que des méthodes algébriques élémentaires; cela peut être vrai, mais la remarque suivante qui, pensons-nous, n'a pas encore été faite, conduirait à une conclusion contraire. 11 avait proposé, comme problème, aux mathématiciens anglais, de démontrer que l'équation x* -f- a == y* ne pouvait être satisfaite que pour une seule valeur entière de x et de j : la solution est évidemment a? = 5, y = 3. A ce sujet il avait rédigé une note (^) pour établir que le fait de trouver une solution en fractions à termes entiers n'offrait aucune difficulté et qu'il était en possession d'une méthode entièrement nouvelle — sane pulcherrima et subtilissima — qui lui permettait de résoudre en nombres entiers toutes les équations de cette nature. Son intention était de publier toutes ses recherches (^) sur la théorie des nombres, mais son ouvrage n'a jamais été complété et ses méthodes d'analyse nous sont très peu connues. Cependant une opinion personnelle, que nous nous risquons à formuler ici, est que la théorie des fractions continues joua un rôle important dans ses recherches ; nous ajouterons pour justifier cette conjecture que quelques-uns de ses résultats les plus abstraits — par exemple le théorème déjà énoncé plus haut : tout nombre premier de la forme 4 ^ H- i p^^t être décomposé en une somme de deux carrés — s'établissent relativement avec assez de facilité en faisant intervenir les propriétés de ces fractions.
Combien y a-t-il de chiffres dans la suite des nombres de 1 à N inclusivement ? ('). — Ecrivons les uns au-dessous des autres, les N premiers nombres.
N étant supposé avoir m chiffres, complétons tous les nombres du
(*) Fermât. — Diophantas, livre VI, prop. 19, p. 32o; ou Précis de
BRASSINIfB, p. 122.
(•) Fermât. — Diophantus, livre IV, prop. 3i, p. 181 ; ou Précis de Brassinke, p. 82.
(^) Ce qui suit est extrait d^une note publiée par M. d'OcAGNE dans le Journal de Scieneias mathematicaê de M. Gomes Teixeira (année 1886).
tableau en leur ajoutant des zéros sur la gauche, de façon h les composer tous de m caractères.
Enfin, ajoutons, en tète de cette liste une ligne de m zéros.
Pour avoir le nombre cherché, il faut évaluer le nombre total des caractères figurant au tableau ainsi formé et en retrancher le nombre de zéros qu'on y a ajoutés.
Or, le premier de ces nombres est évidemment
Passons au nombre des zéros.
De io"»~* à N, nous n'en avons point ajouté. Maintenant, audessus de 10"*"*, dans la première colonne de gauche, nous avons ajouté io"*~* zéros; au-dessus de io*'»~', dans la deuxième colonne, nous en avons ajouté lo*»""*; etc.; au-dessus de 10, dans la deuxième colonne de droite» nous en avons ajouté 10; au-dessus de I, dans la première colonne de droite, nous en avons ajouté i. Nous en avons donc ajouté en tout :
jQm-l ^ io"»-2 ^ ^^, ^ 10 ^- 1
c'est-à-dire
et le nombre cherché X est donné par l'égalité
Cette formule peut se traduire en langage ordinaire de la manière suivante :'
Poar savoir combien il y a de chiffres dans la suite des N premiers nombres, il suffit de multiplier le nombre N -h i par le nombre des chiffres qui entrent dans le nombre ^^ et de retrancher, d^ produit^ un nombre formé d'autant de i qu'il y a de chiffres dans le nombre N»
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Par exemple, dans la suite des 365 premiers nombres il y aura
3 X 366 — 1 1 1 = 1 098 — 111= 987 chiffres.
Examinons le cas particulier où N = 10"* — i. Alors
On a donc, dans ce cas, Xi en retranchant d'un nombre formé de m suivi de m zéros, un nombre formé de m fois le chiffre I, Le premier chiffre à droite de la différence sera évidemment un 9 ; avec Tunité de retenue, le chiffre suivant du plus petit nombre devient 2 et, par suite, le deuxième chiffre à droite de la différence est un 8; il en est de même des m — 2 chiffres qui précèdent, et le dernier chiffre à gauche est m — i (si m n'a qu'un chiffre), autrement les premiers chiffres à gauche constituent le nombre m — i .
Exemples ; le nombre de chiffres que Ton doit écrire pour faire le tableau des 99 premiers nombres est 1 89 ; pour les 999 premiers nombres, il en faut 2889; pour les 9999 premiers nombres, 38889, etc.
Dét^rminor dans la «uite naturelle des nombres, le k"»" cbiUre ^rit. — Représentons lei nombres 189, 2889, 88889, 488889, ... etc., par les notations symboliques % (i), % (2), % (3), % (4). ... etc.
Gela posé, il est facile de déterminer un nombre n tel que Ton ait :
et on en conclut que le chiffre inconnu de rang k appartient à un nombre de n chiffres que nous représenterons par N.
On a, d'ailleurs, le rang occupé, dans la suite des nombres de n chiffres, par le chiffre inconnu, en faisant la différence
fc — U (n — 2)*
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Pour avoir, le rang occupe, dans la suite des nombres de n chiffres par le nombre de n chiffres N. auquel appartient fc, il suffit évidemment de diviser
k — %(n — a) par n.
Désignons par q le quotient et par r le reste de cette division, il vient :
k — 1fb(n — 2) = g X n '^- r,
et nous distinguerons deux cas suivant que r est différent de zéro ou nul.
I® r ^ o. Le rang occupé par N dans la suite des nombres de n
chiffres est alors g -f- i , et r représente le rang occupé par le chiffre inconnu dans N (en comptant de gauche à droite).
Or, le premier nombre de n chiffres étant égal à io"~*, on a :
Tvr M-i «-i . 'f — °ïk>(n — a) — r
N = 10"^ -+- ûf = lo" * H ^^ f
ou encore
^ k -h n X fo"*""^ — U (n — a) r
Mais, la différence n X lo»**"* — % (n — a) est égale à un nombre composé de n fois le chiffre i , et il vient, par conséquent,
/f + iii"''^" ... II =n X N -hr;
d'ailleurs r est plus petit que n, d'où cette conclusion que N peut être considéré comme le quotient de la division du nombre
k-h iii"^°" ... II
par riy r étant alors le reste de cette division.
a<) r = o. Le quotient q est alors le rang occupé par le nombre de n chiffres N et le chiffre à déterminer est évidemment égal au dernier chiffre à droite (en allant de gauche à droite) de N.
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On a dans ce cas
ivr « 1 . «-1 . ^ — % (n — 2) N = 10**-"* -h q — I = 10" ' -— I H ^^ f
ou encore
^ _ fe 4- n X lo^""^ — U (n — a)
et si l'on remarque, comme plus haut, que la différence
n X 10»""* — U (n — a) est égale à un nombre composé de n fois le chiffre i, il vient *
fc-hiii'^f^"... ii=(N-h i)n, d'où
et le chiffre demandé est le premier à droite de Q — i . On voit donc, en résumé, qu'en posant
(i/i) = i, (2/1) = iT, (3/t) = iii, ...
et en général
(n/i) = iii'»''*»"... II.
On peut formuler la règle suivante donnée par M. d'Ocagne (*). Pour trouver le chiffre de rang k, on détermine le nombre n tel que
U(n — a)< fc < %{n — i)
puis on effectue la division de k -^ (n/i) par n; soient Q le quotient et R le reste :
I' Si R nest pas nul, le chiffre cherché est le R"»* (à partir de la gauche) du nombre Q ;
2"* Si R est nuly le chiffre chercJié est le premier (à partir de la droite) du nombre Q — i .
(^) Académie des Sciences, Comptes rendus, 1890, p. 190.
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Exemples : Soit à déterminer le 85642* chiCFre de h luite naturelle des nombres.
On a :
il suffit donc de diviser par fi la somme
Le quotient étant 19350 et le reste 3; le chiffre cherché est 3. Déterminons encore le millionième chiffre écrit dans la suite naturelle des nombre,
k = lOOOOQQ
et comme
on voit que
Donc M = 6. En outre
/c -f- (n/i) == I Qooooq -h I u I n = i n 1 1 u ;
en divisant ce nombre par 6, on trouve pour quotient i8§i85 çt pour reste i .
Le millionième chiffre est donc le premier, à gauche, du nombre i35i8q, o^est à^idire le chiffre i»
Autre exemple : Quel est le 1 234^6789* chiffre éerit )
Ici 71 = 8, et l'on a :
CHAPITRE IV
LS8 NOMBRBS D6 MGB8ENNE
L'une des questions énigma tiques de T^irithmétique supéirieure, à laquelle il a déjà été fait allusion dans le premier chapitre de cet ouvrage, est celle qui a trait à la découverte de la méthode, suivie par Mersenne. ou par ses contemporains, pour déterminer les valeurs de p pour lesquelles un nombre de la forme a^* --' i est premier.
Pour la commodité de notre exposition nous appellerons Nombre* dé Mer$êfuiê les nombres premiers de la forme 3' «^^ i et pour abré* ger iMMia les représenterons pur la lettre N.
Pious avons déjà présenté, d'une façon abrégée, Thiitorique de la question dans un mémoire paru en 1891 àdiU^lQ Messenger of mathê* maticSy nous le reproduisons ici avec plus de détails et en le complétant par un aperçu des méthodes pouvant être employées pour résoudre le problème.
Les résultats associés avec le nom de Mersenne se trouvent énoncés dans la préface de ses Cogîtala (*). Voici le passage en question.
(( Vbi fucrit operae pretium aduertere XXVIII numéros a Pelro Bungopro perfectis exhîbitos, capîte XXVIII, libri de Numéris, non esse omnes Perfectos, quîppe 30 sunt imperfecti, adeovt (adeunt ?) solos octo perfectos habeat... qui sunt è regione labulae Bungî, i, 2, 3, 4. 8, 10, 12 et 29 : quîque solî perfectî sunt, vt qui Bungum habuerint, errorî medîcinam facîant.
Porrô numerî perfectî adeo rari sunt, vt vndecim dumlaxat potu^
(♦) Cêgitakt Phjsieo Maihemaiieay Paris t644» praefttio generaîis, article 19.
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erint hactenus inueniri : hoc est, alii ires a Bongianis différentes : neque enim vllus est alius perfectus ab illis octo, nisi superes exponentem numerum 62, progressionis duplae ab i încipîentîs. Nonus enim perfectus est potestas exponentis 68 minus i . Decimus, po testas 358, minus i, hoc est potestas 267, vnitate decurtata, multiplicata per potes ta tem a 56.
Qui vndccim alios repèrent, nouerit se analysim omnem, quae fuerit hactenus, superasse : memineritque interea nullum esse perfectum à 17000 potestate ad 3 a 000; et nullum potes tatum interuallum tantum assignari posse, quin detur illud absque perfectis. Verbi gratia, si fuerit exponens i o5oooo, nuUus erit numerus progressionis duplae vsque ad 3090000, qui perfectis numeris seruiat, hoc est qui minor vnitate, primus existât.
Ynde clarum est quàm rari sint perfecti numeri, et quàm merito viris perfectis comparentur ; esseque vnam ex maximis totius M atbeseos difficultatibus, praescriptam numerorum perfectorum multitudinum exhibere; que madmodum et agnoscere num dati numeri i5, aut 20 caracteribus constantes, sint primi necne, cùm nequidem sœculum integrum huic examini, quocumque modo hactenus cognito, sufficiat.
Il est évident que le nombre N est composé si p n'est pas luimême un nombre premier et à la simple inspection on peut former deux, ou plus de deux, facteurs de N. Il suffit donc, dans ce qui suit, de se limiter aux cas ou les valeurs attribuées à p sont des nombres premiers.
Mersenne a avancé que les seules valeurs de /), non supérieures à 257, qui donnent pour N un nombre premier, sont i, 2, 3, 5, 7, i3, 17, 19, 3i, 67, 127 et 257 ; le nombre 67 a été, pensonsrnous, écrit par erreur, pour 61. En tenant compte de cette correction, nous n'avons aucune raison pour mettre en doute Texaclitude de la proposition mais elle n'a pas eucore été établie d'une façon complète.
Il y a 56 nombres premiers non supérieurs à 257. Pour les 9 valeurs de p moindres que ao, il n'est pas diiBcile de vérifie^ si N est
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un nombre premier ou un nombre composé : ce nombre est composé pour une seule des valeurs de p.
Pour 2 des 46 valeurs de p restantes (à savoir pourp = a3 et p = 37), la décomposition de N a été donnée par Fermât.
Pour 9 autres valeurs dep (à savoir p = ag, 43, 78, 83, i3i, 17g, 191» aog et a5i), les facteurs de N ont été trouvés par Euler, qui a également démontré que N était premier pour p = 3i.
Plana a décomposé N en facteurs pour p = 4i*
Landry et Le Lasseur ont découvert les facteurs de N pour les 10 valeurs suivantes dep : 47. 53, Sg, 7g, g7, 11 3, i5i, mi, aa3 et 233, mais leur analyse de la question n'a pas été publiée.
SeelbofT a montré que N était premier pour p == 61 .
Gunningham et Cole ont déterminé les facteurs de N, le premier pour p = ig7, et le second pour p = 67.
On a également avancé que N était composé pour p = 8g et premier pour p == 127, mais la démonstration n*en a pas encore été publiée ou le fait vérifié, du moins à notre connaissance.
On voit donc qu'il reste 2 1 valeurs de p pour lesquelles la proposition énoncée par Mersenne n'a pas été vérifiée. Ces ai valeurs sont ; 71, 8g, loi, io3, 107, log, 127, 137, i3g, i4g, 157, i63, 167. 173, 181. ig3, igg, aa7, aag, a4i et a57.
Suivant Mersenne, le nombre N est premier pour les deux valeurs, p = 127 et a57, qui sont comprises dans les ai ci-dessus, et est composé pour les autres valeurs de p, mais comme nous venons de le dire, il est probable que la forme de N est comme pour p = 8g et ia7.
On peut présenter les faits d'une autre façon. D'après Mersenne (en tenant toujours compte de la correction faite plus haut, c'est-àdire en écrivant 61 -au lieu de 67), sur les 56 nombres premiers inférieurs à a58, 44 donnent pour N un nombre composé et les la qui restent donnent pour N un nombre premier.
Parmi les 44 valeurs de p qui donnent pour N un nombre composé nous connaissons les diviseurs de N pour a 5 d'entre elles et la proposition reste à vérifier pour les ig qui restent.
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Sur les 13 valeurs de p qui, d'après Meftefiné, Ibftt et N uti
nombre premier, la proposition a été vérifiée pbûf ïO et têSlC à Vérifier pour 2.
D'après les tef rfiôs du defhler ftiembre de phrase de la citation faite plus haut OU & émis cette coujefitufë que les i^^Itais énoticés par Merseuné lui avaient été Communiqués et quil les a ftllt connaître sans se ptéoccupeï de la façon dont Ils avalent été obtenus. Le fait en lui-même Semble probable. Mctsenne était un bon tnathêmaticîen sans être un gênlê êîceptlonftel et U serait étrange qu'il eut réussi à établir une proposition devant laquelle ont éehoué dès hommes tels qu*Kuler, Lagrânge, Legëndré, Oauâs, Jacobi et d'autres mathématiciens de premier ordre. Mais &i la proposition est dUe à Fermât avec lequel Mersenne entretenait une Correspondance suivie, la question se trouve changée et riOU seulement on s^Cxplique l'absenoe de démonstrations, mais encore on n'est pas certain d'avoir attaqué convenablement le problème.
Les résultats connus en ce qui concerne la composition de N pour les diverses valeurs de p Sont donnés dans le tableau ci-après, sur lequel figure également, dans chaque Cas et lorsque N est composé, le plus petit diviseur de Ce nombre.
Les cas non encore vérifiés sont marqués d un afetérlsque.
Avant d'aborder l'eiamen des méthodes pouvant être employées pour résoudre le problème, il nous parait utile d'établir d'une façon plus complète quand et par qui les résultats donnée cl -dessus ont été trouvés.
Les diviseurs (lorsqu'il y en a) des valeurs de N moindres qu'un
million peuvent être Vérifiés facilement î ils sont Connus depuis longtemps et nous jugeons inutile de ttous y arrêter.
Les facteurs de N pour p=±n,û'S et 87 oUl été donnés par Fermât (*) quelques années avant la publication de Tôuvrage de
(*) Œuvres de Fermai^ Paris, voL II, 1894, p» 210 î ou Opéra Maihema-tica^ Toulouse, 1679, p. i64; ou Précis de Buassine, Paris, i853, p. 144.
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2o(i7 = 33xS9
536870911 = 233 X lio3 X 208g
23o5B4îoo92i 3693951
ioi4i2o48oi8258352i 1973625643007
649o37io73i68534335663iMii5a5iI
premier
composé
Ferai*!
Euler
premier
Euler
Domposé
Ferm*l
Plan»
Euler
Landrj
Lendrj
Landrj
premier
Seelhoft
composé
Cole
compose
Euler
Le Lasse ur
Euler
winport
Le Lasseur
MIIIIWSJ
Le Lassëur
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Le L>n«ir
Euler Eulir
Lé Lunuc Le Lasscur
Le Laseeur Euler
Euler
oompo-é
composé oompo.4
.ompo^
composé
Mersenne, dans une lettre datée du tS octobre i64o. Voici le passage visé :
En la progreasion double, si d'un nombre ctrr£, génénlemeot parliot, voua ôtei a ou 8 ou 3î, etc., les nombres premiers moindres de l'unité qu'un multipla du quaternaire, qui mesureront le reste, feront l'effet requis. Comme de a5, qui est un carré, âtez a; le reste 33 mesurera I* 1 !• puissance — i ; 6tez a de 49, le reste i-j mesurera la a3° puiisanco — i ; Aies 2 de 33.5, le reste aa3 mesurera la 37° puissance — i, etc.
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Les diviseurs de N pourp = 29, 43 et 73 ont été donnés par Euler en 1732 (*). Le fait que N représente un nombre composé pour les valeurs p = 83, i3i, 179, 191, 339 et 25 1 découle de cette proposition énoncée à la même époque par Euler : si 4 /i + 3 et 8/1 + 7 ^^^ ^^^ nombres premiers on a :
2*»»+» — 1^0 (mod. 8/1 + 7).
et démontrée par Lagrange(') dans son mémoire classique de 1775.
Cette proposition qui comprend également les cas de p = 11 et p = 23 constitue le seul théorème général sur le sujet qui ait été démontré jusqu'à présent.
Le fait que N est premier pour p = 3i a été établi par Euler (') en 1771. Fermât avait avancé, dans la lettre mentionnée ci-dessus, que les seuls facteurs premiers possibles de 2'' ih i , quand p éU\ïi premier, étaient de la forme np + i, /i représentant un nombre Qntier.
Cette assertion a été vérifiée en 1748 par Euler (*) qui a fait remarquer de plus que, l'expression 2^ di i représentant un nombre impair, tous ses facteurs doivent être impairs, et, par suite, si p est impair, n doit être pair. Mais si p est un nombre donné, n peut être défini d'une façon plus complète et Euler a montré que les facteurs premiers de 2'* — i (s'il y en a) étaient nécessairement de la forme 248/1 -h i ou 248 /i + 63, ils doivent également être inférieurs à V''2'* — i, c'est-à-dire plus petits que 46339- Dès lors,
(*) Comrnentarii Academias Scientiaram Petropolitanae, 1738, vol. VI, p. io3 ; ou Commentaliones Arithmeticœ Collectse, vol. I, p. 2.
{*) Nouveaux Mémoires de C Académie des Sciences de Berlin, 1776,
pp. 323-356.
(') Histoire de V Académie des Sciences pour 1772, Berlin, 1774» P* 36.
Voir aussi Théorie des Nombres de Legendrb 3* édit. Paris, i83o, vol. I, pp. 222-229.
(*) Novi Commentarii Academiœ scientiarum Pelropolitanœ, vol. I, p. 20 ; ou Commentationes Arithmeticœ Collectœ, Saint-Pétersbourg, 1849, vol. I, pp. 55, 56.
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pour vérifier si le nombre a^* — i est premier ou non, il suffit seulement d'essayer quarante diviseurs^
Les facteurs de N pour p = 4i ont été donnés par Plana Q) en 1869. Il a montré qUc ces facteurs premiers (s'il 7 en a) étaient de Tune des formes S^Sn + i ou 3!i8n + a47) ot compris entre laâl et ^2*1 — I, ou 1048578. Il résulte de là que pour constater si le nombres** — i est composé il suffit d'essayer 5i3 diviseurs; le dix-septième d'entre eux fournit les facteurs cherchés.
C'est là la façon d'aborder le problème qui avait déjà àïé employée par Ëuler en 1771, mais pour les valeurs de p supérieures k il celte méthode est très laborieuse. Plana (^) a fait connaître leà formes des diviseurs premiers de N quand p h'esl pas supérieur à loi.
Il paraîtrait que Lucas (^) a vérifié en 1876 et 1877 que N est premier pour p = 127, mais la démonstration n'a pas été publiée.
La découverte des facteurs de N pour p = 47, &3 et Sg paraîtrait due à F. Landry qui a établi également quelques théorèmes sur les facteurs (en supposant qu*il y en ail) des nombres de certaines formes. Au lieu de publier ses résultats, il proposa en défi, k tous les mathématiciens, la solution du problème généiaî. Ces détails se trouvent dans un mémoire publié à Paris, en 1867, et devenu rare. Nous en possédons un exemplaire dans lequel les diviseurs de certains nombres sont donnés et, à la page 8, il indique qu'il est parvenu à trouver les facteurs de a^ — i pour p = 47, &S et 69.
Il semblerait quHl a communiqué ses résultats k Lucas, car ce dernier les a mentionnés dans le mémoire rappelé plus bas (^).
(*) Gi ki k. PtAitA) Mêmorie délia Realé Academia d9H Scinntt de Totino, série 2, vol. XX, i863, p. i3o.
(*) Sar là Théorie des Nombres premiers, Tutiti, ig-je, p» 11; èï Htdhetthes sur les ouvrages de Léonard de Pise, Rome, 1877, P* ^^' mentionnées par lé lieulerianl-coldrtcl A. J. CuîrsiRGitAM, Proteêdinigs vf ihë LùAd&n Mathematiàal Society, 14 liov. iSgS, vol. XXViî, p. 54
(*) American Journal of Mathematics, 1878, vol. I^ p. 236.
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Les fiicteurs de N pourp = 79 et ii9 ont été donnéft pour la première fois par Le Lasseur, et ont été itietitiontiéB par Lttcas dans le mêmd mémoire
Un faèt^ur de N pour p = riSS» dé(iouvett plus tard par Le Lasseur A été entjoro thé par Lucas en 1682 (^).
Par là suite^ les diviseurs de N pour p k= g^v id>^ ait et aa3 furent déterminés par Le Lasseur et également rappelés pér Luoàs en i883 («).
Landry avait été conduit à penser que N était premier pour p = 6î, et en 1886, Seelhoff (*) présentait une démonstration qui prête à la critique. Mais le fait ayant été vérifié par d'autres màlhématidens (*), peut être regardé comme démontré.
Lucas semblerait avoir vérifié étt 18^1 (•) qUô le nombre N est composé pour p =: 89. mais sa démonstration n'a pas été publiée et, bien plus, On ne connaît pas les diviseurs de N pour cette valeur de p.
En 1896 A. J. C. Cunningham (*) a montré que le nombre 7487 était un diviseur de N pour p ±= 197.
Lucas aurait Vérifié en 1876 et 1877 C) ^^^ *^ nombre N n'est pas premier pour/) == 67; E. Fauquembergue (•) A confirmé le fait
0) Récréations, î882-i883, vol. I, p. 24i.
(«) Ibîd., vol. II, p. 2^0.
(*) P.-H.-H. BÊÈLHoFi-, ZÈiUthHfi far Mnihemaîik und Phjiik, t886, voL XXXI, p» 178.
(*) Voir Wbbbr-Wellstein, Encyclopaedie der Elemeniar-Maihematikt p. 48; et F.-N. Gole, Bulletin of the American Mathematical Society, décembre igoS, p. t36.
f ) Théori9 dêê Nombre»^ Paris, iSgi, p» 876.
(*) Proceedings of the London Mulhemmlicài iSoewt/, mars i4) 1B95, Vol. XXVI, p. flBî.
Ç) Sur la Théorie des Nombres premiers j Turin, 1876, p. 11 mentionné par le lieùtenadt-colonel GunKtitoHAif , Ptoceedin^s of the London Mûlhematical Society, i4 nov. 1895, vol. XXVII, p. 54 ei Recherches sur leê owtuges de Léonai^d de Pwe» Rome 167^, p. :2di
(^) L'Iniermédiaite des Mathématiùwnst Parisi sepL ^4) >*ol* ^t p- i4B*
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qui fut de nouveau mentionné par Lucas en 1891 (^). Les diviseurs ont été donnés par Gole en 1908 (^).
Bickmore dans le mémoire cité plus bas (^), a montré que 1 433 est un autre facteur de N pour p = 179; et que les nombres 1 9i3 et 5 737 sont également d'autres facteurs de N pour p = 239*
Nous allons nous occuper maintenant des méthodes au moyen desquelles ces résultats pourraient être obtenus. Il est impossible d'admettre que Mersenne ait iait reposer son affirmation sur une simple conjecture empirique, mais au bout de près de a5o ans, le procédé qui lui a permis de faire une telle découverte nous est encore inconnu.
Nous ne prétendons pas résoudre cette énigme. Mais il peut être intéressant de faire connaître quelques uns des procédés mis en œuvre pour la résolution de la question.
Le but que Ton se propose est de trouver un diviseur premier q (autre que N et i) d'un nombre N de la forme 2^ — i, lorsque p est premier.
On peut facilement montrer que q doit être de la forme 2pt-^ i. q doit aussi être de Tune des formes 8 i liz i; car N est de la forme 3 A^ — B^, A représentant un nombre pair et B un nombre impair; dès lors (*) tout facteur de N doit être de la forme 3 a* — 6*, c'està-dire de Tune des formes 8i± i, et 2 est résidu quadratique de q.
La théorie des résidus paraît» toutefois , n'être que d'un faible secours pour la question qui nous occupe, bien que la possibilité de trouver un jour une suite complète de solutions au moyen de cette théorie ne doive pas être négligée (^).
(*) Théorie des Nombres, Paris, sept. 1891, p. 876.
(•) On Ihe Factoring of large numbers. Bulletin of the American Mathematical Society, décembre igoS, pp. i34-i37.
(') G.-Ë. BiGuiORE, Messenger of Mathematics, Cambridge, 189$, \ol. XXV, p. 19.
(*) Lbgeudre, Théorie des Nombres, 3* édition, Paris, i83o, vol. I, § i43.
Dans le cas des nombres de Mersenne, B == 6 = i .
(^) Pour les méthodes permettant le calcul des indices, voir Bigilhore, Messenger of Mathematics, mai 1896, vol. XXV, pp. i5-2i ; voir aussi un
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Tout ce que nous savons actuellement en ce qui concerne les moyens de décomposer le nombre N en facteurs se résume dans cette assertion (*) qu'un diviseur premier de la forme apt -^ i peut être trouvé directement en appliquant les règles dues à Legendre, Gauss et Jacobi, quand ^ == i, 3, 4, 8 ou 12 et que tout facteur de la forme 2pA.l/ -+- i peut être déterminé indirectement par une méthode, due à Bikmore, quand <= i, 3, 4* 8 ou 12 et que V représente un nombre entier impair plus grand que 3.
Ceci montre bien le peu de progrès accompli jusqu'ici dans la recherche d'une solution générale du problème.
Première méthode. — Nous avons d'abord la méthode simple mais primitive qui consiste à essayer tous les diviseurs premiers possibles q de la forme 2/)< 4- i, et en même temps de Tune des formes 8 i ± i .
Les principaux résultats connus pour les plus petits facteurs peuvent être résumés en disant qu'un nombre premier de cette forme divise N,
quand t —
I, sip 11, 23, 83, i3i, 179, 191, 239 et 25i ;
quand t
3, sip 37,73 ou 233;
quand t —
5, SI p — 43 ;
quand t
i5, sip — ii3;
quand t
17, sip = 79:
quand t =
19, sip_ 29 ou 197;
quand t
25, sip— 47;
quand t =
4i, sip — 223;
quand t
59, sip = 97:
quand t =
i63, sip 4i ;
quand l ]
f525, sip — 59;
article du lieutenant-colonel Gunningiiam dans les Proccedings of the London mathematical Society, 1 895-1896, vol. XXVII, pp. 85-122.
(*) Transactions of the British Association for the Advancement of Science (Congrès dlpswicb), 1896, p. 61 4.
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(juandlnn 4isi/)s= 11,39,179011239; quand ^ as 8, si p =r 11; quand ^ = 13, si p = 389; quand t »c 36, si j» :?s 39 ou 21 1 ; quand I tes 60, 9\ p r=K. 53 ou i5i ; et quan4 t tzs 1 44^ 58o, si p ss 67.
Parmi les 35 c^« pour lesquels nous ^ftYona quç l'a^ertioR de Mersenno e»! exacte m ce qui concernci le caractères composé de N, tous à Texception de 3 peuvent être vérifié» par des essais do ce genre. Car, en négligeant toutes les valeurs de i ne dépassant pas un certain nombre, 6p par exemple, qui donnent pour q un nombre composé ou non dp Tune des formes 8 i it i , nou^ n'avon? seulement à essayer dans chaque cas, qu'environ 210 diviseurs.
Pour les 3 autres cas, Tun d*eux {p = 40 a été. vérifié par Plana
qui a avoué frauchement qu'il ét^it arrivé au résultat « par yn heureux hasard » ; la yérifîcation d'un autre cas (p = 5j^) est due
à Landry qui n*a pas expliqué comment il avait trouvé les facteurs de N ; et le troisième cas (p = 67) a été vérifié par Cole en cherchant les résidus quadratiques de N ce qui Va entraîné dans un travail des plus laborieux.
Parmi les 10 cas pour lesquels nous connaissons Texactitude i^ l'assertion de Mer senne en ce qui concerne la forme de N qui repré-» sente un nombre premier, tous à l'exception d'un seul, peuvent être vérifiés par des essais du môme genre, attendu que le nombre des diviseurs possibles n'est pas considérable.
Le cas faisant exception correspond à la valeur p =* 6 1 el Seelhoff ainsi que d'autres mathématiciens ont montré que le nombre 3 61 — I était premier.
Ainsi, nous pouvons pratiquement dire que de simples essais empî* riques nous conduiraient aussitôt à toutes les conclusions connues, à l'exception des cas. p ■= 4i, 5(), 6ï et 67, vérifiés respectivement par Plana, Landry, Seelhoff et Cole,
En fait, les quatre cas donnés ci-deasus étant négligés, UI19
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personne un peu familiarisée avee les calculs arithmétiques pourrait vérifier en quelques heures les conclusions formulées par tous les maibématîciens jusqu'à ee jour.
A mesure que p augmente, le nombre des diviseurs h essfiyer augmente lui-même à un point tel qu'il devient pratiquement im-^ possible d'appliquer le procédé à la recherche des grands facteurs lorsque p représente un grand nombre. C'est là un point important attendu qu'on a affirmé qu41 n'y avait pas de facteurs inférieurs à 5oooo dans les cas où la vérification n'a pas encore été faite. On peut raisonnablecneni en eopclure que la méthode dont nous veinons de parler, n'qsl certainement pas celle suivie pour la détermination des résultats à l'origine, et qu'elle n'est pas à utiliser ici pour trouver les diviseurs encore inconnus.
Il n'y a, bien entendu, rien d'impossible à ce qu'il existe des méthodes au moyen desquelles le nombre des valeurs possibles de t puisse être limité d'une façon plus complète, et si nous pouvions les trouver, le nombre des diviseurs à essayer serait naturellement réduit; mais il y a Uçu, tgutcfoia, de faire observer, que les valeurs de N ayant jusqu'ici échappé à toute vérification sont très grandes, par exemple pour /) = 257, N ne contient pas moins de 78 chiffres.
Il est à peine nécessaire d'ajouter que lorsque q est connu et n'a pas une valeur très grande, il est possible de déterminer si celte valeur représente ou non un facteur de N. sans qu'il soit utile d'effectuer la division.
Si on se propose, pftr excanple, de vérifier que q =3 18367 est un diviseur de N pourp =5? 4i. on peut procéder eomme il suit 2
Noos avons» par rapport au module q
2** = i6584 = 3017 = 7 X 43i, par conséquent
2iH2T^(3oi7)(-3i9) = i,
et enfin 2*^ ^ i.
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Seconde méthode. — JNous pouvons ramener le problème à la résolution d'une équation indéterminée.
Il est clair que Ton peut trouver un diviseur de N s'il est possible d'exprimer ce nombre sous la forme d'une différence de deux carrés, ou plus généralement de deux tV^'* puissances de deux nombres entiers u et v. Bien plus, si Ion peut mettre un multiple de N, mN par exemple, sous cette forme, il sera possible de trouver un diviseur de mN (avec certaines limitations évidentes en ce qui concerne la valeur de m), et ce diviseur fournira un facteur de N.
Ajoutons aussi que si la valeur de m peut être choisie telle que
— soit exprimable sous forme d'une fraction continue d'une certaine
forme, un certain continuant (^) défini par la forme de cette fraction continue est un diviseur de N.
Puisque N peut toujours être exprimé comme une différence de deux carrés, cette façon d'aborder le problème semble naturelle.
Si nous posons
N = n* + a = (/i -h fc)8 — (6« -+- a 6n — a),
nous pouvons utiliser les formes connues de u et de v, et obtenir ainsi une équation indéterminée entre deux variables a? et y, de la
forme
a:2 = (apj^ + H)2-.4(K~j)
H et K étant des nombres pouvant être aisément calculés.
Les valeurs entières de x et de y, y étant plus petit que K, détermineront les valeurs de a et v et donneront ainsi les facteurs de N.
On peut aussi traiter la question d'une autre manière, mais toujours au moyen d'une équation indéterminée. Les facteurs de N doivent, en effet, être de la forme apt -h i et Sp,s -f- i, par suite.
{2pi + i) {8ps + i) = N = 2i^ — I = 2 (2^-* — i) H- I.
(1) Voir J.-G. BiRCH dans le Messenger of Matheniatics d\i moîsd'oût 1902. Vol. XXII, pp. 52-55.
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Par conséquent
4« -4- * -+- opst = .
On peut donc poser, par exemple
4« -4- < -f- Spst = a 4- 8/)?.
Dès lors
4« -f- * = a -h 8p.x et «i = p — 05
X difiTère de p et / est impair.
Ces résultats nous conduisent encore à une équation indéterminée.
Dans les deux cas, à moins que p ne soit un petit nombre, les équations résultantes ne sont pas abordables.
Troisième méthode. — Une méthode connue conduisant à la solution des problèmes de la nature de celui que nous avons en vue, c'est-à-dire des problèmes ayant pour objet la décomposition des grands nombres en facteurs, est basée sur la théorie des formes quadratiques (*). La méthode est d'un emploi difficile, et nous n'avons aucune raison nous laissant supposer qu'elle a pu être utilisée par un mathématicien du 17' siècle. Nous nous contentons donc d'y faire allusion ici.
Quatrième méthode. — Voici encore une autre manière de traiter la question.
Le problème sera résolu si nous pouvons trouver un nombre
(*) Pour un aperçu de la question voir G.-B. Mathetvs, Theory of num~ hers, part. I, Cambridge, i8gr, pp. 261-271. Voir aussi la note de Coie dans le Balletin oj the Americcm mathematUal Society, sur la décomposition des grands nombres en facteurs, décembre, 1908, pp. i34-i37; et Qaadratic partitions par A.-J.-G. Guihiingham, Londres, 1904.
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premier impair q tel que Ton ait par rapport h oe nombre pris comme module
y eiz pouvant prendre toutes les valeurs possibles.
En admettant la possibilité de trouver des valeurs de q, y et 2 remplissant les conditions indiquées, on âutait
av (aP — i) = o
et, par suite 2^ ^i\ c'est-à-dire que q serait diviseur de N. Par exemple, par rapport au module aS, on a :
également
Par conséquent
gi6 .«^ aS ^ O et 2*^ -** I as o»
aans nous étendre plus longtemps sur ce sujet, nous po^vons dire que la détermination à priori des valeurs de g, j'. et ? noua entraînerait dans le domaine de Tinconnu.
Il eat possible (bien que peu probable selou nous) que la clef de Ténigme repose sur la détermination des règles permettant de trouver des valeurs de g, y et z remplissant les condition» ci-<lesjsuft
énoncées.
Par exemple, s'il était possible de connaître le reste de la division de 2* par un nombre premier q de la forme apf -h i.^ et si les restes étaient les mêmes pour x = u et x = v, nous aurions par rapport
au module q
et, pat conséquent Il Y a lieu cependant de prendre nale de ce M% que le CaMH
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(xrithmitiqne de Jaoobi et celui semblable dresié ptr Gunningham, s'ils étaient poursuivis suffisamment loin, nous permettraient de résoudre le problème par cette méthode.
Le eanên de Gunnlngham donne la solution de la congruence a' ^ R pour lo«is les modules premiers moindres que i ooo, mais il ne petit servir à la détermination des facteurs de N plus grands 4|ue t ooo. Il est cependant possible que pour de certaines formes de R ou de q, un tel canon puisse être oonstifuit tel qu41 nous conduirait à une solution du ptoblëme.
Cinquième méthode. — Il est à remarquer que les valeurs impaires dap indiquées par Mersenne sont des nombres premiers de Tune des quatres formes a^ rb i ou a? zb 3, mais on ne doit pas ea conclure que tous les nombres premiers de ces formes donnent pour N un nombre premier : par exemple, ce nombre N est composé pour
p=:a' + 3=ii ou pour p = a* — 3 = ag.
Cette observation a suggéré à plusieurs mathématiciens lidée qu'il serait possible de découvrir l'essai qu'il y aurait lieu de faire pour se rendre compte de la forme du nombre N quand p est de Tune des quatre formes précitées* Ceci bien entendu n'est qu'une simple conjecture. Il faut cependant dire à l'appui de cette opinion, qu'il est connu que Fermât (^) s*est occupé éeê nombres de cette forme.
Sixième mAUiQde. «— Le nombre N exprimé dans 1^ système de numération binaire est représenté par une suite de p chiffres i. On a dès lors pensé que la question relative à la détermination des facteurs de N pourrait avantageusement être traitée en faisant usage de ce systèn^e de numération, G. de Longchamps (*) a indiqué une
(1) Voir plus haut page agi.
(*) Comptes rendus de V Académie des Sci^nceSf P^irls, Nov. 1877, vol» LXXXX pp. g5o-d5a.
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méthode basée sur les propriétés du système, mais telle qu'elle est exposée elle ne pourrait être utilisée pour la recherche des grands diviseurs.
Nous inclinerions cependant à croire qu'il serait encore plus avantageux de faire intervenir le système de numération à base 4p ou à base 8/>. — Les nombres qui résulteraient de celte application étant alors exprimés par un nombre raisonnable et suffisamment petit de chiffres. En fait, si on adopte la dernière base mentionnée, sur les 35 cas pour lesquels les diviseurs de N sont connus, dans un seul seulement le plus petit facteur contient plus de a chiffres.
Septième méthode. — Nous avons réservé pour la fin l'exposition de la méthode qui nous semble la plus heureuse.
D'après le théorème de Fermât, si a; H- i est un nombre premier ^9 — I est divisible par a? -+- i . Dès lors, si api + i représente un nombre premier, nous aurons par rapport au module 2pt -h i
d'où
(aP ». i) (i 4- 2P 4- aV -1- ... 4- aC»'-*)/') = o.
Par conséquent, on connaîtra un diviseur de a^* — i • si on peut trouver une valeur de t telle que ap/ + i soit un nombre premier, premier avec le second facteur.
Cette méthode peut être employée pour établir le théorème d'Euler de I73a; car si nous posons < = i et si ap + i est un nombre premier, nous avons, par rapport au module a p >H i
(aP — i) (a^ -H i) = o.
Par suite, a*» ^ i , si a*» + i est premier avec ap + i. 1
Tel est le cas pour p = 4 'h + 3. Alors ap -h i est facteur de N
pour p = II, a3, 83, i3i, 179, 191, a39 et a5i, car pour ces
diverses valeurs ap 4- i est premier.
Le problème des nombres de Mersenne est un cas particulier du
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problème relatif à la détermination des facteurs de a'* — i . Cette dernière question a fait l'objet des recherches de bien des mathématiciens et un aperçu des conclusions auxquelles ils sont arrivés a été donné par Bickmore (^). Nous devons également mentionner la méthode générale suggérée par F. W. Lawrence (') pour la décompo* sition en facteurs d'un grand nombre quelconque : il est possible que Fermât ait employé quelque méthode analogue.
Enfin nous ajouterons qu'on a imaginé des machines {^^ permettant de vérifier si un nombre est premier ou non, mais il n'est pas venu à notre connaissance qu'il ait encore été construit de telles machines convenables pour des nombres aussi grands que ceux compris dans les nombres de Mersenne.
(*) Messenger of MathematicSf Cambridge, 1895-1896, vol. XXV, pp. i-44; également 1896- 1897, vol. XXVI, pp. i-38; voir aussi une note par M. E.-B. EscoTT dans le Messenger, 1903- 19049 vol. XXXIII, p. 49.
(•) Messenger of Mathematics^ Cambridge, 1894-1896, vol. XXIV, pp. 100-109; QuarUrly Journal of Mathematics, 1896, vol. XXVIII, pp. 285-3 II ; et Transactions of the London mathematical Society , mai i3, 1897, vol. XXVm, pp. 465-475.
(*) F.-W^. Lawrbncb, Quarterly Journal of mathematics, 1896, déjk mentionné pp^ 3fo-3ii ; voir aussi G. -A. Laisant, Confies rendus de VAssocia-tion française pour ^avancement des Sciences, 1891 (Marseille), vol. XX, pp. i65-8.
COMPTABILITÉ
D'UNE PERSONNE QUI DÉPENSE PLUS QUE SON REVENU
Méthodï pour se constituer a soi-même une Rehte Vugère
Pai* A* Hermana
Beaucoup de personjdes sont obligées de dépenser plus que leur revenu.
Un père de famille a 3ooo francs de rente ; il aura pendant lo ans à pourvoir à l'éducation de ses enfant^. Il y a pour lui nécessité de consacrer tous les ans upe certaine somme à cette éducation, mais il voudrait avpir encore au bout dp ces dix ans a 4oo francs de rente, quelle somme peut-il dépenser annuellement pour Téduca* tion dç ses enfants ?
Autre exen^pl^i un jçunç }iomipQ âg;é dç ao ^ns ^e trouve à la tête d'un capital de aoooQ francs pUcé en rentç 3 7^» U voudrait faire ses étudçs médicales qui dureront di? anS| et se réserver au bout des dix ans un capital de 5ooo francs, quelle somme de rente
devra-t-il vendre au çoï^mencement da chaque semeatrç pour subvenir à ses besoin??
Enfin le problème que nous abordons e^t Jie à la question des rept^s viagères. Beaucoup de personnes ayant un capital însulQsant pour vivre de leur revenu placent leur argent en viager. C'est là un acte grave, car il est irrévocable et peut amener des regrets dans l'avenir. Par e?:emple un coïpmerçant fatigué ou malade vend son fonds de commerce, et place son capital en viager. Privé de son capita}, il e»t dans Timpossibilité de se rétablir dans l'avenir, si sa santé se rétablit.
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Dans un très grand nombre de cas, il y a avantage pour une personne qui a un revenu insuffisant à différer le placement en viager. Si elle attend dix ans elle sauvegarde pendant dix ans les intérêts de ses héritiers, elle peut à un moment donné subvenir à des dépenses exceptionnelles, maladie grave, ou aide urgente à une personne aflectionnée. Enfin, il faut tenir compte de cette circonstance que si, dans dix ans elle possède un capital moindre, la compagnie d'assurance lui donnera un tant pour cent plus élevé eu égard à ce qu'elle est devenue plus âgée de dix ans. A.insi si une personne âgée de cinquante ans plaçait looooo francs en viager, la compagnie d'assurances lui servirait une rente viagère de 64^0 francs, mais si au lieu de dépenser 64ao francs, elle se contente de dépenser 6700 francs, il lui restera 10 ans après 68 16:2''^, a5, et si à ce moment elle place cette somme en viager, la compagnie lui servira une rente viagère de
En agissant ainsi, la personne qui a différé de 10 ans le placement en viager a reçu de la compagnie une rente annuelle moindre que si elle avait effectué ce placement dix ans plus tôt, mais elle a eu à sa disposition pendant dix ans un capital qui a varié entre 100 000 et 68 1 5a francs.
On peut encore se constituer d'une autre manière une rente viagère, s'astreindre à ne dépenser tous les ans, pendant 20 ans par exemple, qu'une somme égale à la rente viagère qui sera fournie par la compagnie eu égard au placement en viager du capital restant au bout des vingt ans.
Ainsi une personne âgée de 5o ans possède un capital de 100 000 francs. Si elle plaçait cette somme en viager elle aurait 6 420 francs de revenu, mais si elle veut se contenter de dépenser 5 060 francs par an, en plaçant ao ans après ce qui lui restera de capital, la compagnie d'assurances lui servira la même rente viagère de 5 060 francs qu'elle s'était constituée primitivement.
Par une diminution de i 48o francs de revenu elle a sauvegardé une grande partie de son capital pendant vingt ans.
Dans tout ce que nous venons de dire nous avons supposé le capi-
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tal placé à 3 7^, si le capital était placé à 3 - ou 4 7o* ^^ ^^^ ^'^
rien d'exorbitant, une personne qui différera de lo ans ou i5 ans son placement en viager pourra se constituer pendant cet espace de de temps une rente viagère se rapprochant beaucoup de la rente fournie par une compagnie à laquelle elle confierait son capital, et cependant avec ce qui lui resterait de capital la compagnie pourrait lui continuer cette même rente viagère.
Nous allons d'abord résoudre le problème suivant : Une personne possède un capital A placé au taux t pour franc, elle déplace au commencement de chaque période (3 mois, 6 mois) un capital a, pendant combien de temps pourra-t-elle faire ces prélèvements P que lui restera-t-il après avoir fait un certain nombre de prélèvements?
PREMIÈRE QUESTION
Dans ce qui suit nous nous abstenons pour le moment de faire aucune hypothèse sur la valeur de l'unité de temps adoptée, afin de laisser toute leur étendue aux résultats obtenus. Nous donnerons à cette unité non précisée le nom générique de période.
De plus, au lieu de considérer comme taux le revenu de loo francs pendant un an, nous prendrons i franc seulement comme capital de comparaison, et nous désignerons par t Tintérét produit par I franc au bout d'une période.
Cela posé cherchons à déterminer :
Le temps x [exprimé en périodes) pendant lequel il est possible à une personne possédant un capital A placé au taux t de dépenser périodique^ ment une somme a prélevée au commencement de chaque période.
Il est d'abord évident que la somme a dépensée périodiquement doit être supérieure 'au' revenu produit *dans une période par le capital A.
La personne considérée prélevant a au commencement de la pre-
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mière période, il lui rçste A •-* a et ce eapital est productif d'inté^ rets au taux t pour i franc. De sorte au^à la fin de la première période ou au commencement de la seconde, il est devenu
A -— o -4- (A — a)< =fl (A — a) (i"!- Ov^ sur ce nouveau capital on prélève encore a francs et il reste
Cette somme augmentée de ses intérêts pendant la seconde période, devient à la fin de cette seconde période ou au conimencement de la troisième
(A 'TT. a) (ï ^ t) ^a-i- [(A ^Q]ii -ht)^ç]i
= [(A - a) (n- /)-«](! 4-0 ou encore
(A -- a) (i 4- 0' «- fl (i H» 0-
De même à la fin de la troisième période ou au commencement de la quatrième, le capital restant est devenu :
(A - a) (i -+- ty — a (i -h /)2 -^ a (ï 4- f).
Sans pousser ces oalpuU plus loûi, on voit que l'on peut former le tableau suivant :
au commencement de
la I" période la 3® période la 3® période la 4* périodjB
Capital restant à la fin d^ chaque période u au eemmencement àe la période sulTjmto
(A - a) (1 -j- t), (A — a) (i -+. ty — a(i ^ t), (A — a) (n- ty -T' a(i -h 0' — «(i + 0.
(A — a) (i H- ty — a(ï + /)3 — a (i -h 0* — a(i -f- t).
la (a? — i)"" période a la £c** période a
{k — a){i -^ty-^-^aÇi -\-ty-^ — a{i +tY'* — ... — a(i 4- <).
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On peut donc poser l'équation
ou
Les termes entre crochets forment une pn)gi>eisiQtt géôtnélrique, Ii| somme de ces termes a pour expression
f)t après substitution Téquation pren4 la Forme
A (, + /)x-. _ a Ciif-=4 ^ 0.
OU encore
On tire de là
FT
ki a -r- <(A — » g)
9t enfin
Formule calculable par logarithmes qui nous donne / N loff a -«— loe fa — t(A — a)]
ti+0
En appliquant cette formule à chaque cas particulier on trouve x sans difficulté, mais les calculs peuvent être simplifies en rcmar-
aicniATlONA lUTBilUTIQUBS
quant que, le plus souvent, la somme a prélevée est une fraction déterminée du capital A dont on dispose.
Par suite, si nous prenons pour unité de temps 3 mois, et si le
prélèvement trimestriel a varie du — au j- du capital A, ce qui
pour A = looooo francs, représente une dépense trimestrielle variant entre i ooo francs et a 5oo francs, si de plus nous supposons que le revenu annuel de loo francs soit 3^',5o, la formule (i) nous permettra d'établir le tableau suivant :
Prélèvements trimestriels
Le taux de Tintérèt étant 3 - pour loo.
Valeurs de a en fonction de A
lOO
Valeurs de
Valeurs de o;
23 1 trimestres ou 67 ans 9 mois
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Prélèvements IrimestrieU (suite)
Valeurs de a en fonction de A
Valeurs de (i4.<)*-i=i,oo875*-i
o,22ia5
o,23ooo
Valeurs de x
T74 trimestres ou 48 ans 6 mois
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PréUvemenU trimestriels (suite)
Valeurs de a en fonction de A
Valeurs de (t-{J)-*=:i,oo875'^i
o,4o5oo
o,475oo
o,5oi25
Valeurs de œ
it5 trimestres ou 28 ans 9 mois
io4
tt
26 » 9 yt
GQMFTABIUT«
PrHè\>^rmnis irimeiiriôla (tuite)
YaWurs de a en fobctioa de A
Valeurs de (i4.<y*-i=i,oo8'75'-J
o,6i5oo
«»^J<Fli
Valeurs de x
ïf)
HefCSBSSBBBaaH
En prenant pour unité de temps, non plus 3 mois, mais 6 mois,
et en supposant un prélèvement semestriel a variant du ^ au —
du capital A, ce qui pour A = xooooo francs, représente une dépense semestrielle variant de a ooo francs à 5 ooo francs, la formule (i) nous fournira encore le tableau suivant. Le revenu annuel de loo francs étant toujours pris égal à 3^*^,50.
Prélèvements semestriels
Valeurs de a en fonction de A
JLa
Valeurs de (i-J-i)*-i=i,oi75*-i
o,23oo
o,3ooo
Valeurs de œ
ii3 semestres ou 56 ans 6 mois
gomptabiut£ Prélèvements semestrieh
Valeurs de a en fonction de A
is^
Valeurs de
(i-f-/)*-i=i,oi75'-i
o,44oo
o,58oo
o,65oo
Valeurs de x
58 semestres ou 29 ans
55 » 27 » 6 mois
Récréfttioiui mathéimtîquee.
as
EnQn, en prenant Tannée pour uniié de temps et en suppoiiant
que Tannuité a varÎQ du -^ au — da capital \, ce qtii pour
A= looooo franc», représente une annuité variant de 4ooa à loooo francs, la même formule (i) nous donne le ta)}leau ci-après.
Prélèvements annuels
Valeurs de a en fonction de A
•ÎT +
Valeurs de a en fonction de A
si
54 ans 48 »
Oyx6o
o,5io
o«3oo
Le taux 3^'',5o ^/^ pouvant être considéré comme un peu élevé aujourd'hui nous allons utiliser encore la formule (i) pour établir trois nouveaux tableaux en prenant S francs pour revenu annuel de xoo francs. Toutes les autres données restent d'ailleurs les mêmea.
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Prélèvements trimestriels
Le taux de l'inlérêl élant 3 Q|^
Valears de a en fonction de A
Valeurs de (i + <)*-i=i,oo75'-i
iA 9'
Valeurs de ap
o,3ioo
tt 45
ans
et 6
mois
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Prélèvements trimestriels (suite)
Valeurs de a en fonction de A
Valeurs de (i-j-()— 1=1,0075*-*
Valeurs de x
i3i trimestres ou 32 ans et 9 mois
ii3
io4
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Prélèvements trimestriels (suite)
Valeurs de a en fonction de A
Valeurs de (i 4- /)*-i=i ,0075—1
o,55oo
o,58oo
o,6too
Valeurs de x
90 trimestres ou 23 ans
22 » et 6 mois
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Prélèvements trimestriels (sultô)
Valeurs de a en fonction de A
JLa
Vftleurs de (,-|-<)'-i=,,oo75— 1
0|64oo
Taleun de «
62 trimesti^ otx 1 5 atis et 6 mois
II
QOlfPTAnLITi
PtéUvemtnti sêmeêirieU
•ssa
Valeurs de a en fonction de A
Valfun de (i4- «)'-!== i,oi5-*
o,3io
o,4oo
Vâlcars de 4
96 semestrts ou 45 ans
89 » 6 ftioii
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Prélèvements semestriels (suite)
Valean de a en fonction de A
Valeurs de (i4-«/-i = i,oi5-*
Valeurs de x
44 semestres ou 22 ans
21 » 6 mois
DEUXIÈME QUESTION
Une personne prélève une somme a au commencement de chaque période, que lui restera-t-il au bout de x périodes.
Sa solution est implicitement comprise dans celle de la question précédente.
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D'après les calculs déjà faits, le prélèvement périodique étant a il reste à la fin
ie la !'• période (A — a) (i -4- t),
de la a* période (A — a) (i -f f)^ — a (i -f- f).
4e la 3* période (A — o) (i -h </ -* a(i h- 0* — ^ (i -H 0»
4e la a;-* période (A — a) (t 4- 0' — « (' "♦- ^>'^* — a (i 4- <f "*
En désignant donc, d'une façon générale par R ce qui reste après iÉ prélèvèmeiits effectués au commeneement de chaque période^ on a la relation :
R = (A — a) (i 4- 0' — rt(i -+- ty-^ ■*- a(i + 0'"* — ... — a(l -t- </ — a(i +0
qui peut s'écrire :
La quantité entre crochets dans le second membre est égale à et en substituant, il vient :
(3) Ri=A(i -hf)*-^a(l ^i)iL±JtziJL.
Le calcul de R sous cette forme ne présente aucune difficulté.
Exemple i Goniidérons ie cas d'un capital A de 6ôôQ^t)ô ft'afics placé à 3 7o 6^ SU' lequel on prâlève anmieiletii^t, el fiti Çommeiieement de chaque année, une somme de âSooo franedi Gbéi^hons à déterminer ce qui reste au bout de 28 ans.
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Lft formule (3) devient m j remplaçant les lettres par leurs valeurs :
R = 5oôooo X i,o3****-si5ooo X t,o3 -^ ç-— -•
Un premier ^Icul effectué au moyen de« tables nous donne
i,o3^® == 3,287937, par suite
R = 5ooooo X 2,287927 — 26000 X i»o3 — — ^-^-^
ou, les calculs une fois effectués
R = 3849S francs.
On pourra doiœ encore prélever &5ooo franoa au oommtneemênt
de la 29""* année, mais il ne sera pas possible de faire un 3o"* pré- • lèvement de pareille somme.
Ce résultat est en concordance avec les indications du tableau de la page 345.
PROBLÈMES SUR LES RENTES VIAGÈRES
Premier problème. -*' Une personne qui possède un capital A et dont TÀge est x peut se constituer, en s'adressent k une Compagnie d'assurances, une rente viagère calculée d'après un certain taux Ta, variable avec x. Elle préfère ne pas aliéner immédiatement son oapital et se constituer elle-même en le plaçanl à 3 7o» une rente trimestrielle égale à celle qui lui aurait été payée par la Compagnie,
c'est-à-dire égale à -. — X T^*
Au bô\it de y années, elle s'adresse k la Compagnie et on demande de calculer la rente viagère qui lui sera alors assurée avec ce qui lui reste de son capital.
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Nous croyons inutile de reprendre les développements déjà donnés pour arriver à la formule
années, et / = -^ = 0,0075.
dans laquelle R représente ce qui reste du capital au bout de y
Nous allons appliquer cette formule à plusieurs exemples en supposant
A = 100 000 francs
en donnant à x successivement les valeurs 45, 5o, 55 ^ 60, 65 et 70 efc à y les valeurs 5, 10, i5 et 20.
Nous trouvons en nous servant du Barème de la Compagnie « Le Phénix » :
i4^e : 45 ans. — La compagnie assure une renie viagère de 'Z 800 francs
pour 100 000 francs,
pourj'= 5R = 84732^43.à5oansT6o = 6,42 Rente = 5 439'', 18 pourj'=io R=66983^36,à55ansTg5 = 7,25 Rente =4 856'', 2 2 pour y = 15 R=46382^87.à6oansT6o=8,4o Rente==3896^I6 poury .= 20 R= 22 463'',o6,à 65 ansT^g =10,02 Rente= 22 5o'',8o
Age : boans. — La compagnie assure une rente viagière de &k^o francs
pour 100000 francs,
pouryr?: 5R=82 366'',3i,à55ansT55= 7.26 Rente= 5 971^66 poury=io R=59729'%i6, Tgo= 8,4o Rente=5oi7'%25
poury=i5 R==346o4^45, T63= 10,02 Rente=3467'%37
poury=2oR= 543o^oo, T,o=ii,83 Rente= 64a^37
Age : 55 ans. — La compagnie assure une rente viagère de 'j^ho francs
pour 100 000 francs.
pour y = 5 R = 76 873f'.43 Rente = 6 457'^37
pour y= 10 R =: 5ooi9'',23 Rente =: 5oi I'^93
pour y=i5 R = 1 8 836'% 56 Rente = 2 228'%36
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Age : 60 ans. — La compagnie assure une renie viagère de 8 4oo francs
pour looooo francs,
pour y = 5 R = 70648^^,37 Rente = 7 078^^,97
pour y = 10 R = 43 565*^',72 Rente = 5 o35*^'",53
Age : 65 ans. — La compagnie assure une rente viagère de 10 020 francs,
pour y = 5 R = 61 879^', 1 5 Rente = 7 32o'',3o
pour y= 10 R = 17 6i3^',8r Rente = a 344^%4o
Age : 70 ans. — La compagnie assure une rente viagère de 1 1 83o francs. pour y = 5 R = 52 o8i^*'.43 Rente = 6 932^^,04
Deuxième problème. — Nous allons reprendre cette question en supposant que la personne se constitue, pendant les y années une rente trimestrielle sensiblement égale à celle qui lui serait payée par la compagnie, par exemple une rente égale approximativement
aux — de celle de la compagnie.
Age : 45 ans. — La compagnie assure une renie viagère de 5 800 francs. Supposons que la personne se contente d'une renie de 5 200 francs,
ponry= 5 R = 8797o".=.9 '"".^^^^-1:*'" 5647".69
poury = lo R = 74ooi^%58 » 5365f',ii
poury = i5 R = 57 781^34 » 4853f%63
pourjr==20 R = 38946^65 » 8902^45
Age : 5o ans. — La personne se contente d'une renie de 5 'joo francs, [La compagnie lui en assure 6 1^20 francs).
pour y = 5 R==85 263^74 Rente = 6 i8if%63
pour 7 = 10 R = 68 152^^23 Rente = 5 724'', 79
pour ^=15 R == 48282^^6l Rente = 4887^92
pour y = 20 R = 25 2 io'',33 Rente = 2 982^^,88
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Age : 5B ans, — La personne se contente d*une rente de 6 boo francs.
(La compagnie assure 7 25o francs),
pour 7^=3 5 R = 8o933",26 Rente = 6 798^89
pour 7 = 10 R = 58 793",36 Rente = 5 Sgi^'.oS
pour j =15 R == 33 o84%65 Rente ;= 3 9I3^^9l
Age i 60 ans, — La personne se oonknt^ d'une rente de 7 5qo /r(wcs.
{Ia cwipagnic aasHr0 &àOQ francs),
pour 7=5 R .= 75 620^'', 16 Rente = 7 667^^, 1 3
pour 7 =10 R = 47094'',56 Rente ^= 557i'',28
Age : 65 ans, — La personne se contente d^une rente de q 000 francs.
[La compagnie assure 10020 francs),
pour 7 «=» 5 R ;=s 67 4ôo^',5i Renie ==* 7 jy^'j&S
pour y sac 10 H =c «9 54fi^'*49 Rente «= j ^hn^'M
Age : 70 ans, — La personne se contente d'une rente de 10 000 francs,
pour 7 = 5 R = 61 987f%4i Rente == 8 25o'',52
Troisième pr^lémm* -^ Bioua allons admettre mtiiilenaiii ^e
la personne se constitue elle-même pendant y années une rente, en prélevant chaque trimesiFo» une somme a calculée de telle sorte que la rente viagère qui lui serait assurée par la compagnie, au bowt do y année»* avec ce qui reste du capital, représente précisément la somme 4 a dépensée chaque année.
On a alors epi représentant par x Tâge de la personne
[a X 1,0075*^^ - a X 1,0075 ^0Q7»"^-î "[ X Tx+,^ ^
L ' O;0O7& J IQO ^
d*où Yoa tire
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Age : a; = 45 a^*- — Rente assurée par la compagnie : bSooJhines.
pour y =z i 4a = 5 53a^',:io
pour / =; 10 l^a==b a35^%30
pour j' = i5 4a = 5q66'S56
pour y = 20 4a = 4 854^%:i4
i4^e : 5o ans. — Rerde assurée par la compagnie : 6 ^^o JHxncs. pour 7 ^= 5 4 a =5? 6 o45^%84
pour y = 10 4a = 5 7i/',48
pour j = i5 4a = 54o3^'",o8
pour y = 20 lia = 5o6o^'^,56
Age : 55 ans. — R^nie aêturée pow la compagnie : 'j 25o francs,
pour y = b 4a = 6 705^"^, 1 2
pour y = la 4a = 6 aig^^GS
Age : 60 ans. — Renie assurée par la compagnie : S l^oo francs.
pour y s= 5 4a = 7 543'^48
pour y == 10 4a = 6 6go^^ga.
Dans tout ce qui ppccède, nous avons supposé qu'une personne qui dépense une aornoie a pendant une période, par exemple pendant un trimestre, prélève cette sonime a sur sa fortune au commencement du trimestre ; mais elle peut procéder autrement. Si à un moment donné il lui reste une somme Âp elle peut vivre pendant une période, en prélevant au commencement de la période sur A^ une somme Xj,, et payer le restant de let dépenses à b fin de la pé^ riode avec les intérêts que rapportera la somme A^ — Xj, pendant cette période. Nous allons reprendre le problème fondamental avec cette nouvelle manière de voir.
Une personne pçssèdc une fortune A ; cette fortune rapporte t
par franc pendant une période déterminée (si la fortune est placée à
o t5 3 ^/q ca sera -^ par trimestre)» die prâève au commencement de
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chaque période une somme variable sur son capital de manière à pouvoir dépenser dans chaque période une somme a. On demande :
Pendant combien de périodes elle pourra effectuer ces prélèvements, que lui restera-t-il après avoir effectué p prélèvements.
Quels sont les valeurs des divers prélèvements.
Désignons par a^j, x^, ..., x^ les prélèvements qu*elle effectue du commencement de la i*^ de la a® de la ...p^ période.
La somme qu'elle pourra dépenser pendant la i'® période se composera du i^' prélèvement x^ et de l'intérêt du restant de sa fortune pendant cette période
On a donc
x^ -h (A — x^)t = a d'où
Désignons maintenant par Sp — 3, Sp — i, Sp, la somme des prélèvements effectués au commencement de la p — a* période et de la p — !• période, de la p" période.
On aura :
(i) Xp^i -h (A — Sp^j — ^p-i)^ = a
(2) Xy H- (A — S,,.j — Xp)t=: a.
Mais :
retranchant (i) de (a) il vient :
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Le reste de la fortune R après p prélèvements sera
ou en désignant par g
R = A - xJiH- g + 9» ... -h 9''-»] = A - a:,|^|^J.
La fortune de la personne sera épuisée quand on aura R = o ou quand on aura
on en déduit :
^ logg
le nombre maximum p de prélèvements qu'elle pourra effectuer sera le plus grand nombre entier contenu dans le second membre de cette formule.
Si une personne possède une fortune de looooo francs placée à 3 °/o et qu'elle veuille dépenser i ooo francs par trimestre, le premier prélèvement qu'elle aura à effectuer sera
0,75 1000 — looooo -^-^
et chacun des prélèvements successifs s'obtiendra en multipliant le
précédent par p •
Le second sera
Récréations mathémathiques. a3
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Pour terminer, nous allons appliquer les formules à la solution du problème suivant :
Une personne âgée de 5o ans a une fortune de looooo francs, placée à 5 ^/q. Si elle plaçait sa fortune en viager, une compagnie d'assurances lui donnerait 6430 francs de revenu. Par des prélèvements trimestriels elle se constitue cette rente de 64ao francs. Trouver ce qui lui restera lo ans après, et la rente viagère que lui donnera une compagnie d'assurances si à ce moment elle place en viager le restant de sa fortune.
Le premier prélèvement x^ qu'elle devra faire sur sa fortune, sera égal à
a — kt ï6o5 — lOOooo X o.oiaS «c /
le reste R de sa fortune au bout de 10 ans sera
R = looooo — 359,49 I ^ — ^-— I = 81 45o,3a.
Comme à 60 ans la compagnie d'assurances donne 8,4o de revenu, son revenu sera de 6 85 1,82. Elle aura donc gagné un revenu annuel de plus de 4oo francs à attendre 10 ans avant de placer sa fortune en viager.
Résolvons encore le même problème en supposant que le taux de l'intérêt soit de 4 Vo*
Dans ce cas, le premier prélèvement x^ sera égal à
1 6o5 — looooo X 0,01 606 n
Le resle R de sa fortune au bout de 10 ans sera
R = looooo — 611,11 I 2 I
= looooo — 611. II X 48,9847 = looooo — 26934,83 = 70,065,17
cette somme placée à 8,4o Vo rapporte 5845 fr. 87.
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Dans ce cas, elle perd 674 francs de revenu annuel pour avoir attendu 10 ans.
Pour ne pas allonger outre mesure cette note je n'examine pas
le cas où la personne aurait sa fortune placée Ji 4 ^ ^/o* ^^^^^ on
voit facilement par ce qui précède que c'est dans le voisinage
de 4 - ^/q qu'il faudrait que l'argent soit placé pour qu'en plaçant
le restant de sa fortune en viager à 60 ans, elle ait le même revenu de 6420 francs qu'elle* s'était constituée elle-même de 5oan8à 60 ans.
On voit donc, et c'est la conclusion de cette trop longue note^ qu'on commet une lourde faute en plaçant prématurément sa fortune en viager, puisqu'il suffit de pouvoir placer son argent à un
taux voisin de 4 - ^/o pour pouvoir différer de 10 ans le placement
en viager. Pendant ces 10 ans on reste en possession de la plus
grande partie de sa fortune. Ce taux de 4 ^ 7o '^'^ ^^^^ d'exagéré et
ne constitue pas uii placement qu'on pourrait appeler dangereux. Il faut bien se rappeler qu'une compagnie d'assurances est une entreprise industrielle, très sûre, je veux bien, mais qui n'offre pas plus de sécurité que certaines autres entreprises industrielles, ou certains fonds d'Ëtat qui donnent ce revenu.
Pour que cette note ait toute sa portée pratique, il serait utile de dresser pour une personne âgée par exemple do 40 ^^ns possédant une somme de 100000 francs placée à 4 Vo» ^^ V^^ '^ constituerait à partir de 4o ans une rente viagère égale à celle qui lui serait donnée par une compagnie, la rente viagère qu'elle aura au bout de 5 ans^ 10 ans, i5 ans, ao ans, en plaçant le restant de son capital en viager.
Ce tableau devrait être dressé pour tous les âges compris entre 3o ans et 60 ans et pour tous les taux variant de 3 à 5 7o-
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