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PRÉFACE
C'est une vérité généralement admise, qu'on ne peut bien posséder les théories peu nombreuses, mais fécondes , qui constituent la Mécanique rationnelle , si Ton n'en a fait des applications attentives et variées : aussi à-t-on publié en France et à l'étranger plusieurs recueils de problèmes de Mécanique qui ont rendu d'incontestables services et obtenu un légitime succès. Je dois dire un mot sur ceux de ces Ouvrages qui sont le plus connus chez nous» et expliquer dans quel but je viens présenter au public studieux un nouveau livre sur le même sujet. Les Recueils de M. William Wal ton et du P. JuUien sont très-soignés et très-riches; mais cette richesse même me semble avoir un double inconvénient : l'étudiant n'a pas le temps de porter son attention sur tous les exercices relatifs à un même sujet et hésite sur le choix qu'il doit faire; puis, pour ne pas avoir un livre trop volumineux, on a dû choisir
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ces solutions nettes, mais succinctes, qu'aiment les Anglais, et éviter les discussions complètes auxquelles nouS' nous livrons dans renseignement français pour pousser aussi loin que possible la solution des problèmes; j'ajoute qu'à côté de questions trèsélémentaires on en trouve d'autres, trop développées pour être de simples exercices. M. Arwed Fuhrmann a donné des problèmes bien choisis, mais peu variés, et généralement trop simples pour faire l'objet d'une composition écrite. Le Cours complémentaire de Mécanique de M. Vieille est excellent ; malheureusement il est trop peu étendu.
Il m'a semblé qu'il pouvait être utile d'écrire un Livre destiné spécialement aux candidats à la Licence et à l'Agrégation, et j'espère leur rendre quelques services en publiant le résumé des conférences que j'ai faites précisément pour eux à l'École des Hautes Études de Paris. Les questions que j'ai traitées se rapportent aux diverses parties du Cours de Mécanique rationnelle et de Cinématique ; un grand nombre d'entre elles sont empruntées aux Recueils déjà publiés, aux collections savantes et aux compositions proposées à Paris pour l'Agrégation ou la Licence (celles-ci sont simplement désignées par la mention : Licence i8...). J'ai développé un petit nombre de questions de Cours pour lesquelles j'ai cru devoir recommander un certain mode d'exposition ; quant aux
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problèmes, j'essaye d'en donner des solutions qui puissent être imitées pour des exercices analogues ; dans la plupart des cas, j'explicite et je discute cette solution aussi complètement que je le puis ; par des exemples répétés, je cherche à convaincre l'étudiant de cette importante vérité, qu'une équation différentielle définit souvent avec plus de netteté que son intégrale la nature d'un mouvement ou d'une trajectoire, de même que la construction de certaines courbes est facile quand on connaît l'expression des coordonnées d'un de leurs points en fonction d'un paramètre variable qu'on se gardera d'éliminer. Si j'ai apporté tous mes soins à éclaircir les points délicats, j'ai, pour abréger, omis les indications auxquelles tout le monde suppléera, j'ai laissé au lecteur le soin de faire plusieurs figures faciles ; d'ailleurs quelques résultats de calcul simplement énoncés, et des exercices placés à la fin de chaque Chapitre fourniront encore de nombreux sujets de travail. Pour ne pas trop augmenter l'étendue de ce Livre, je n'ai consacré que quelques pages au mouvement d'un solide dans l'espace, et je n'ai pas parlé de THydraulique, à laquelle on emprunte si rarement des sujets de composition dans nos concours. Suivant l'ordre du Cours professé à la Faculté de Paris par M. Darboux, auquel je dois bien des indications précieuses, j'ai relégué dans un dernier Chapitre les théorèmes généraux de la Mécanique, ceux
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du travail Tirtuel et de d'Alembert, qui fournissent des solutions si régulières de tous les problèmes, mais avec lesquels la Mécanique n'est plus qu'une question d'Analyse ; je donne plusieurs applications des équations de Lagrange et le théorème célèbre de Jacobi sur l'intégration des équations canoniques. Je m'estimerai heureux si les personnes qui étudient la Mécanique peuvent tirer quelque profit de la lecture de ce Livre, auquel j'ai donné tous mes soins, et je recevrai avec reconnaissance toutes les observations qui me permettraient de l'améliorer.
ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL
Cas où le point est libre.
1 . Tout système de forces agissant sur un point matériel peut être remplacé par une résultante, dont la projection sur un axe quelconque est égale à la somme des projections des forces données. Si le point est entièrement libre, il y aura équilibre quand la résultante sera nulle ^ et pour cela il faut 6t il suffit que les projections des forces données, faites sur trois axes parallèlement à trois plans qui se coupent, aient une somme nulle. Si toutes les forces agissent dans un même plan, il suffit d'égaler à zéro la somme de leurs projections sur deux axes pris dans ce plan.
Quand trois forces P, Q, R concourantes se font équilibre, elles peuvent être ' représentées en grandeur et en direction par les côtés d'un triangle (principe de Stévin) : chacune est égale et opposée à la résultante des deux autres; elles sont alors liées par les relations de la Trigonométrie,
Ds S.-G. — Kee. 1
RECUEIL D*EXE&CICES
convenablement modiBées,
sm(Q, R) sin(R, P) sin(P, Q)' F=Q--*-E»-h2QRcos(Q, R)
Souvent le point considéré est attaché à un fil dont l'extrémité est sollicitée par une force connue, ou fixée en un point invariable. Dans le premier cas, le fil se dirige suivant la force qui le sollicite, et sa tcusion est égale à cette force si Ton regarde le fil comme de masse négligeable \ dans Tautre cas, la tension est inconnue a priori; mais, en exprimant que l'extrémité est fixe, on a une condition qui, jointe aux autres conditions de l'équilibre, permettra de déterminer la tension du fil et la position du point matériel. Quand un fil sans masse , en équilibre ou non, passe sur une poulie ou dans un anneau qui ne donne lieu à aucun frottement, les deux brins du fil ont la même tension, autrement le fil se mouvrait du côté où il est le plus tendu avec une vitesse infinie, ce qu'on ne peut admettre.
S. Déterminer la position d'équilibre d'un point M, attiré vers des points fixes avec des intensités proportionnelles à la distance.
Soient x,j^, z les coordonnées rectangulaires de M ; X|, jr\t Z\^ '^t» yt-i ^î, . . . celles des points fixes -, rt, r,, . . . les distances de ces points â M. L'intensité de la force exercée par le premier de ces points fixes a pour expression X, r^ -, et, comme elle est dirigée suivant la droite dont les cosinus
directeurs sont -'^ -,..., ses projections sur les axes
sonx\[x, — x),'k,[j^—yr)^l^[z,— z). On a des résultats analogues pour les autres points, et les équations d'é-
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qailibre sont
d'où
iiJTi-f-^iJfj-h...
A| ~T~ A Zj ■~T~ • • «
Aj ■^~ Aj-T" • • •
Si X|, A|, . . . sont proportionnels aux masses des points attirants, on en conclut que la position d'équUibre est au centre de gravité du système de ces points : en tout autre lieu, le mobile est attiré vers ce centre comme si toutes les masses attirantes y étaient réunies.
3. Position d'équilibre d'un point M, attiré vers les trois sommets d'un triangle par des forces constantes, mais qui sont entre elles dans le même rapport que les côtés opposés aux sommets dont elles émanent respectivement.
On peut désigner les trois forces {^fig. i) par V = \a
Fig. I.
suivant MA, Q = XA suivant MB, R = > c suivant MC. La relation
P'=Q^-ha»-l- 2QRcos(Q, R)
donne, en divisant tout par X*,>
a»=ô»-hc2-f-2Ôrcos(P, Q).
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Comparant avec la relation qui lie a^b^ c et A, on en
conclut
(Q, R) = EMF = 7r — A.
De même FMD = tt — B, DME = tt — C. Le point M est à Tintersection des segments capables des angles tt — B, TT — C décrits respectivement sur AC et AB. Soit A le plus grand des angles du triangle^ s'il est aigu, les deux seg~ ments se coupent à l'intérieur du triangle, car leurs tangentes en A, faisant respectivement avec AC et AB les angles B et C dont la somme est ^ A, les segments empiètent Tun sur l'autre. 11 est aisé de voir qu'alors M est le point de concours des hauteurs de ABC; car les quadrilatères inscriplibles AEMF, FMDB donnent
AFM -f- AEM = ir, AEF r-r AMF = ABC.
La dernière égalité prouve que EF et BC sont antiparallèles \ les angles AEM, AFM sont donc égaux \ nous venons de voir qu'ils sont supplémentaires : ils sont donc droits, et BE, CF sont des hauteurs.
Lorsque A est obtus, les deux segments capables n'ont d'autre point commun que le sommet A; or le point attiré ne saurait y être en équilibre, même en supposant à la force P telle direction qu'on voudra; car les forces Q et R, dirigées suivant AB et AC, peuvent se représenter respectivement par des droites AC'= XAC, AB'=XAB ; si l'on construit leur parallélogramme, la diagonale partant de A ne sera pas égale à B'C, c'est-à-dire à X BC ou P ; les trois forces ne se détruiront pas, et il n'y aura aucune position d'équilibre. Si l'on eût cherché les coordonnées de M, on aurait eu des équations compliquées de radicaux, qui n'auraient pas admis de solution quand A est obtus.
Position d'équilibre d'un poids C attiré vers deux
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points égaux Â, B, situés sur une horizontale, par des forces "variant en raison inv^erse de la distance.
Soient a, b^ c les côtés de ABC -, P le poids du mobile C^ les attractions qu'il reçoit de A et de B peuvent se repré-
XP IP senter par --r-> — » X étant la distance pour laquelle l'attraction serait égale au poids. Egalons à zéro la somme des projections horizontales et verticales des forces agissant sur C,
W >P XP . IP
-=-cosA cosB = o, -7-sinA-< sinB — P =:^ o.
r» 1 7 sinA sinB ,, .
Kemplaçons a et 6 par c -:—- » c -r—^ » et réduisons :
smC smC
« ^ /smA sinB\ sia2 A = sin 2B, a ( -.— =r -î- ~ — - ) == -.
\sinB sinAJ si
sinC
Il y a deux solutions :
A=B, sinC=:-r
Cette solution n'est acceptable que si c<[ '-iX^ ABC est isoscèle, C étant susceptible de deux valeurs supplémentaires.
1 A= B, sinC^i,
/ c = A(tangA-h cotA) = -r-^ — .-> sin2A= — • ' ' sin2A c
Il faut que c soit ]>2X^ à cette solution correspondent deux triangles rectangles symétriques par rapport à la verticale issue du milieu de AB.
Il y a toujours deux positions d'équilibre, et pas davantage.
Ce problème est un cas particulier du suivant :
Trouver les positions d' équilibre d'un point (x^ j) attiré "vers des centres fixes [Xi^ ji^ Xj, j^i- • • •)? situés dans un plan, avec des intensités réciproques à la dis* tance.
Les coordonnées étant rectangulaires, m, désignant la masse du centre Xf^ j^/, les équations d'équilibre sont évidemment
Zà {.T — Xi)' -4- (jr -^ j,)^ ' Z#(:c — j^i)- -h (j — J/j«
Ces équations ont une interprétation remarquable : ajoutons-les, après avoir multiplié la seconde par — yj — i ,
Posons
ce qui revient à définir chaque point du plan par une valeur de l'imaginaire z ; Féquation précédente s'obtiendrait en égalant à zéro la dérivée de la fonction
Pour en déduire notre cas particulier, nous supposerons d'abord C attiré par A et B et par un point H situé sur la perpendiculaire au milieu de AB; on prend cette droite
pour axe des y^ AB pour axe des x^ alors z, = -? z^ = j
z^^ssi-hyj—i^ faisons m,c=mi=i, et choisissons m», de manière que pour l'origine les attractions de A et de H
soient dans le rapport de — - à P-, — == — , mj= r-î
puis on fera tendre h vers l'infini. En multipliant les masses
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par X, on a
Egalant à zéro F' (z),
Remplaçons z par x -^-jsj — i, et séparons les parties réelles et imaginaires :
Divisant par h et faisant h infini,
on en déduit les quatre positions trouvées géométriquement.
5. Un fil flexible, inextensible et sans niasse est fixé à l'une de ses extrémités B : il porte en C un poids P qui y est attaché à une distance connue a deB] puis il passe sur une très-petite poulie A située à la même hauteur que B-, enfin il porte un poids Q à l'autre extrémité, qui est libre. Quelle est la figure d'équilibre? Cas rfe P = Q.
La tension du cordon CA est, comme on Ta remarqué au commencement, égale à celle de AQ, c'est-à-dire à Q : le point C est donc en équilibre sous l'influence d'une force Q dirigée suivant CA, d'une force verticale P et d'une force inconnue T qui n'est autre que la tension du cordon CB. Chacune de ces forces est proportionnelle au sinus de Tangle des deux autres :
cosB sinC ces A
Soit AB = c, on a, dans le triangle ABC,
. _. rsinB
SinC = — , — =r: tf
I I — cos'B y û^ -f- c- — lac cosB
Égalons cette valeur à celle qu'on déduit de (i), et réduisons^ il vient
(2) aacP^cos^B — (fl»P^-h c»P=-+- c'Q-)cos'B -f- c"Q»=r o.
Les équations (i) exigent que B soit aigu, et aussi A si Ton veut que T soit positif; cette dernière condition exige
que c soit ^ a cos B, ou cosB «<; - • On ne peut donc prendre que les racines de l'équation (2), qui sont positives et moindres que - et que l'unité. Le premier membre de l'équation (2) est positif pour cosB=o, négatif et égal à — P*(a — c)* pour cosB='i; il s'annule toujours pour une valeur de cosB comprise entre o et i; quand c est >■«, cette racine est acceptable et donne une figure d'équilibre.
Lorsque c est <^ a, il faut que la racine soit <[ - ou que le
premier membre de l'équation soit <]o pour cosB = -',
le résultat de cette substitution est c* — ; — • (Q* — P*) ^ les
deux premiers facteurs étant positifs, il faut Q <[ P : il y a alors une figure d'équilibre 5 mais, si Q ]> P, l'équilibre est impossible^ le point C serait tiré jusqu'en A, et AC ne serait pas rectilîgne comme on l'a supposé.
Dans le cas de P =:-- Q, l'équation pourrait être résolue,
car elle admet la racine --, mais il est plus simple de remarquer que les équations ( i ) donnent alors
sinC = cosB, d'où C = - zh B.
Le signe -h exige c'^a^ alors
a COS2B
, cosB= — (a -h v^a^-r bc)
c cosB 4 ^
Si l'on prend C = B, ABC sera rectangle en A, c <; a-,
alors T est nul, comme l'exige la verticalité du fil AC.
Si le poids P était porté par un anneau dans lequel pas* serait le fil, on aurait facilement
T = Q, sinA=sinB = -TT-
Trouver la position d'équilibre d'un point non pesant attiré vers deux centres fixes par des forces variant en raison inverse du carré de la distance.
Les trois sommets d'un triangle attirent un point situe dans le plan du triangle avec des intensités proportionnelles à leurs masses et à l'inverse du carré de la distance, autrement dit suivant la loi newtonienne. Quel doit être le rapport des masses des points attirants pour que le point mobile se tienne en équilibre dans une position donnée? (Fchrmaiin.)
Un fil est attaché à ses extrémités A, B, en deux points d'une horizontale : détarminer deux points C, D de ce fil où il faudrait attacher deux poids donnés pour que, dans la figure d'équilibre, la droite CD fût horizontale et à une distance connue de AB. (W. Waitok.)
Cas où le point doit rester sur une surface on une courbe.
6. Quand un point sollicité par des forces F, F', . • • •» est assujetti à rester sur une surface ou une courbe rigide Cl polie, il peut être en équilibre sans que la résultante des forces soit nulle ^ il suffit qu'elle soit normale à la surface
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OU à la courbe \ autrement dit, les forces représentées par les projections de F, F', . . . soit sur le plan tangent, soit sur la tangente, se font équilibre.
Soient X, Y, Z les sommes des projections de F, F', . . . sur trois axes rectangulaires^ pour que le mobile soit en équilibre au point x^ y^ z d'ulie surface fj (x, j^, jc ) = o, on doit avoir
?* fr ?*
Le point doit-il être en équilibre en un point d'une courbe sur laquelle les déplacements dx^ dy^ dz sont liés par les deux équations de la courbe, on a
(2) Tidx ^Ydy-^Zdz=zo.
On peut résoudre les mêmes questions en traitant le point comme un point libre, pourvu qu'aux forces extérieures F, P, . . . on adjoigne la réaction de la courbe ou de la surface^ on n'en connaît pas la grandeur a priori, mais on sait qu'elle est normale : elle est d'ailleurs égale et opposée à la résultante des projections de F, F', . . . soit sur la normale à la surface, soit sur le plan normal a la courbe. J'appellerai seulement l'attention sur le cas où le point est en équilibre sur une surface dans laquelle il ne peut pénétrer, mais dont il peut s'éloigner extérieurement. La résultante des forces F, F', . • • ? qui est alors normale, doit être dirigée vers la partie de l'espace où le mobile ne peut pénétrer^ et Ton sait (Calcul dijfférentiel de M. Bertrand, p. 94) que la portion de normale allant vers les points extérieurs, pour lesquels © (x, ^, ^) > o, a pour cosinus directeurs
VÎ" Vîy VÎ'*' V^-t-V(îx/H-(?yj'-hV?*j'
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Aa lieu de donner la surface ou la courbe sur laquelle le point est obligé de rester, on peut demander quelle doit être leur nature pour que le point y soit partout en équilibre sous Taction de forces données; appelons, pour abréger, ces lieux surfaces ou courbes de niveau. Les équa* lions (i) et (a) doivent y être satisfaites pour tous leurs points; mais, au lieu de définir les surfaces par les équations simultanées (i), il revient au même de les regarder comme déterminées par l'équation différentielle totale (2) ; elle peut n'être pas intégrable : alors il n'y a pas de surface de niveau pour les forces données. Quant aux courbes, cette équation (2) ne suffirait pas à les définir : il faut se donner une surface sur laquelle elles doivent se trouver. Lorsqu'il s'agit de courbes planes situées dans le plan xy^ on fera z = G dans les équations qui précèdent.
7. Un point pesant est placé sur une ellipse dont le petit axe est ^vertical et exerce sur ce point une action répulsive horizontale proportionnelle à la distance du point à l'axe : position d'équilibre, pression correspondante.
Les composantes de la force qui sollicite le point sont
X = Xjr, T= — p.
L'équation de l'ellipse -^-{^j-^ = i donne La condition Xdx-hYdjr=z o devient
La solution jc = o montre qu'il y a équilibre si le point est aux extrémités du petit axe; la pression sur l'ellipse est
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le poids du corps. L'autre solution
donne deux positions d équilibre si Xa']>pJ. La pression exercée sur la courbe a pour composantes
ces composantes sont de même signe que les cosinus directeurs de la normale extérieure - cj-'^., — y^ : le point est donc appuyé contre la partie concave de Tellipse.
8. Tromper dans un plan vertical une courbe de nii^eau pour un point pesant, repoussé de l'axe des y, qui est vertical, par une force X jc.
En tous les points de la courbe, on doit avoir
\xdx — pdy -=. o; intégrant,
On a des paraboles égales, ayant pour axe Taxe des r \ la pression est dirigée vers l'extérieur et égale à ^X*x*-f-^*.
9. Trouuer dans un plan une courbe de niv^eau pour un point repoussé de l'origine avec une force proportion^ nelle à la distance et sollicité par une force constante di^ rigée suivant la tangente et dans le sens qui fait un angle aigu avec le rayon vecteur.
Soient F la force constante, — la force émanant du pôle;
, Tidx -r^dy Ta! Fr ,
leurs composantes sont — r -r-? — F -p- et — ? -^ ; la con- ' as as a a '
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dition d'équilibre devient, après avoir divisé par F,
\a ds 1 \a ds)
djr = o.
On aurait aisément l'intégrale en prenant des coordonnées polaires^ mais, si Ton écrit l'équation sous la forme équivalente
iLe dr
elle exprime que la distance de Torlgine à une normale quelconque de la courbe est égale à a; la ligne cherchée est donc la développante d'un cercle ayant pour centre le pôle et pour rayon a. La pression normale est égale à
y ^ /fj- dxy ir dr\^ F y
elle est proportionnelle au rayon de courbure de la développante.
10. Position d' équilibre d'un point pesant assujetti à rester sur une hélice dont l'axe est vertical; un point de l'axe repousse le mobile awec une intensité réciproque au carré de la distance.
Prenons le centre de répulsion pour origine, l'axe de l'hélice pour axe des 2, et appelons a le rayon du cylindre qui contient l'hélice. Si la force répulsive est P à la distance c, ses composantes seront, pour la distance yja^ + 2' ,
Vc^x Pc^j Vc^z
Pour tous les points de l'hélice, on a
xdx -¥ ydy rr:o;
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la condition d'équilibre se réduit a Z = o, ou, divisant parP,
Posons a*-f- «*= u, nous aurons Téquation
/(u) = «=» — e*U ^-«'c'rr O.
On ne peut admettre que les racines >a*. Or f{a*) et f( 00 ) sont positifs ; pour qu'il y ait une position d'équilibre, il faut que la racine positive de Téquation dérivée soit > a et rende f{ii)<^o] cette double condition est comprise
dans rinégalité c^^ -a^yJZ. Si elle est vérifiée, il y aura
deux positions d'équilibre, et non quatre, parce qu'à chaque valeur de u il faut faire correspondre la valeur de z qui est positive. La pression exercée sur la courbe aura pour composantes
Elle est dirigée suivant la normale principale de Thélice, et, comme le reste, indépendante du pas.
1 1 . Tromper sur une sphère une courbe de nweau pour un point pesant, attiré vers l'extrémité d'un diamètre horizontal par une force réciproque au cube de la distance.
Prenons pour origine le centre de la sphère dont le rayon est a, et faisons passer Taxe des x par le point attirant \ les composantes de l'attraction peuvent se représenter par
Vc^ia — x) — J?c*jr
La condition d'équilibre en un point de la coiu*be cherchée
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sera
Pc'
^^ r; [fa — x)dj: — ydr ^ zdz] — Vdz =1 o.
Or
(a — x)^ -4-^*-h3'= 2a(a — x) et xdx -h ydjr -hzdz = 0;
donc
/^a(a — xy
Les courbes cherchées sont à double coui-bure et se projettent sur le plan des x^ suivant des portions d'hyperboles équilatères dont une asymptote touche la sphère au point attirant. La pression sur la courbe se calcule aisément pour chaque point :
12. Position d'équilibre d'un point pesant assujetti à rester sur la sui^face d'un ellipsoïde dont le petit axe est vertical. Le point est attiré "vers une extrémité de l'axe moyen par une force proportionnelle à la distance, et qui serait égale au poids du point s'il était au centre de la surface.
Prenons pour axe des x le grand axe, Taxe moyen pour axe des y, l'autre pour axe des z] l'équation de l'ellipsoïde sera
Les composantes de la force qui sollicite le point x^ y^ z sont
X=— — , T— — P:i-— -, Zziz-P- — h h h
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Par suite, les équations d'équilibre sont, en multipliant
b par -
y — b zA-b
Ce sont précisément les conditions pour que la normale à Tellipsoïde en x^j^ z passe au point S dont les coordonnées sont o, i, — i. Le résultat pouvait se prévoir, car les valeurs de X, Y, Z montrent que la force attractive et la pesanteur se composent en une attraction aussi proportionnelle à la distance et émanant de S.
Les équations (i) se réduisent à une seule en faisant jr = o 5 mais on ne trouve alors que deux systèmes de valeurs réelles pour x^y^ z\ car on ne peut mener que deux normales à la trace de l'ellipsoïde sur le plan yz par notre point S qui est extérieur à la développée de cette trace. Dans Tune des solutions, la valeur de z est négative \ dans l'autre, positive^ comme la composante Z de la pression sur rellipsoïde est toujours négative, il en résulte que dans la première position le point est pressé contre le côté concave de la surface, dans l'autre, contre le côté convexe.
En supposant j:^ o, les équations (i) donnent deux nouvelles positions d'équilibre à Tintersection de l'ellipsoïde et de la droite
_ b^ __ bc'
Ces points sont réels si a*(a" — i i*) [o? — c-)->i* c*, a' — J-j*; le point y sera pressé contre le côté convexe de la surface; ■«n sorte que, si le mobile était posé dans l'ellipsoïde, il n'aurait qu'une position d'équilibre.
Trouver les surfaces de nweau pour un point dont
le poids est P, et qui est attiré vers un point fixe O par une force constante Q.
Prenons pour origine le point O, et pour axe des z une verticale dans le sens de la pesanteur \ les composantes de l'attraction du point O sont
en sorte que l'équation des surfaces de niveau sera
d'où
xdx -4- Ydy -h zdz
Pdz-^q — ~~£~l—- = o,
Les surfaces de niveau sont les lieux des points tels que leurs distances à l'origine et au plan z = c soient dans un rapport constant : ce sont des surfaces de révolution aulour de l'axe des z, et leur méridienne est une conique ayant pour foyer l'origine, pour directrice la droite z = c\ ce sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, selon que P sera <C Q, = Q» !> Qî mais il ne faut prendre que les points pour lesquels z — c est > o, c'est-à-dire ceux qui sont au-dessous du plan z = c\ les autres correspondent au cas où Q serait négatif, c'est-à-dire au cas où le point serait repoussé de l'origine. Lorsque l'on a un ellipsoïde ou un paraboloïde, il faut que c soit négatif, et toute la surface répond à la question ^ dans le cas de l'hyperboloïde, c peut être quelconque, et la partie utile est toujours la nappe inférieure de l'hyperboloïde.
La pression exercée sur la surface est dirigée suivant la partie de la normale qui va rencontrer l'axe des z^ sa gran- Dk s.-g. ~~ Rec, ^
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deur est
v/X^H-Y'-f-Z> = 4 /p»-+-Q'— 2PQ —
Sur Tellipsoïde, elle va de P -+- Q, au sommet supérieur, à Q — P, au point le plus bas 5 dans Thyperboloïde, elle va
de P -;- Q ou de P — Q à y^P* — Q% selon que c est ^ o.
Un corps pesant place sur un plan incliné est tenu en équilibre par deux forces égales à la moitié de son poids, Tune horizontale, l'autre suivant une ligne de plus grande pente, toutes deux tendant à faire monter le mobile : quel est l'angle du plan avec l'horizon?
C est 2 arc tang - •
Un ûl de longueur donnée passe sur une petite poidie et se termine par deux poids qui reposent sur deux plans inclinés, la poulie étant située à une distance connue au-dessus de leur intersection : figure d'équilibre.
Positions d'équilibre d'un point pesant, assujetti à rester sur une spirale logarithmique et repoussé du centre par une force constante. (FUHR.MANN.)
Un point pesant est obligé de rester sur une hyperbole équilatère dont une asymptote est verticale; quelle force horizontale faudrait-il lui appliquer pour qu'il soit partout en équilibre sur l'hyperbole? (Fublemaïw.)
Trouver sur un cylindre X'-\-x^=z a* une courbe de niveau pour un point sollicité par une force dont les composantes sont
Surface de isiveau pour nn point sollicité par une force dont les oMT^santes parallMes à trois axes rectaagûhiires sont a:r -4- «,
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6/ + p, C2 + 7 ; en déduire le cas où le mobile est attiré vers des centres fixes, proportionnellement à la distance.
Position d'équilibre d'un poids P assujetti à rester sur un ellipsoïde à axe vertical, et attiré vers le centre par une force con* stante Q. On trouve, a^b^c étant les demi-axes,
Q^ _ Qj _ Qz-f- P y/x' H~ J-' -f- 8'^ X y ~^ z
II faut annuler ou x ou jr, et les points cherchés sont à l'intersection de l'ellipsoïde et de certaines droites partant du centre; mais, le radical devant être pris avec le signe -f-, on reconnaîtra que, sur chaque droite, il n'y a qu'un point d'intersection admissible, le second répondant au cas où Q serait répulsif.
Cas où il 7 a des frottemenU.
14. Lorsqu'un corps M est posé sur une surface naturelle qui n'est jamais parfaitement polie, une force tangentielle quelconque ne sufiit pas pour le faire glisser ; elle doit dépasser une certaine limite qui est celle de la résis* tance de la surface au glissement; cette résistance est la force de frottement. On dit que l'expérience montre que la force de frottement est fN^ proportionnelle à la pression normale N; mais il faut bien entendre qu'il s'agit de la valeur maximum qu'elle puisse atteindre, alors que le glissement est près d'avoir Heu; si le corps n'est pas près de glisser, la force de frottement n'est qu'une fraction, inconnue a priori, de fN^ mais égale et opposée à la rësul-* tante tangentielle des forces extérieures. Le frottement au départ, /"N, est dirigé en sens contraire de la direction où le mouvement tend à se produire. Lorsqu'il y a mouvement, l'adhérence des surfaces glissantes produit encore un frottement proportionnel à la pression normale, mais le rap^ port est exprimé par un coefficient moindre que celui du
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frottement au départ. L'angle qui a pour tangente les coefficients précédents est dit angle de frottement : c'est l'angle de la normale à la surface et de sa réaction. Observons dès à présent que, si deux surfaces, toutes deux mobiles, glissent l'une sur l'autre, elles sont soumises à des forces de frottement égales et opposées, dont la direction est celle du glissement relatif, c'est-à-dire qu'elle est parallèle au plan tangent commun.
15. Trousser sur une parabole dépolie dont Vaxe est vertical le point le plus bas ou puisse rester en équilibre un corps pesant, attiré vers le foyer par une force réciproque au carré de la distance, et qui est égale au poids quand le corps attiré est au sommet : le coefficient de
jrottement est ^ •
Soient p le demi-paramètre, r la distance du foyer au point cherché, a l'angle que la normale en ce point fait avec le rayon vecteur et avec la verticale ] en prenant le poids du corps pour unité de force, l'attraction du foyer
sera ^^ ; projetons les forces sur la normale et sur la tangente, on aura, si le point considéré est la limite des positions d'équilibre,
N = cosa( I 4- ~)> pN résina ( I— Z_ j.
On trouve aisément que f = ^ ^ •, remplaçons-le par cette valeur, et éliminons N :
sina(i — cos^a) — ^cosa(i 4- cos^a) =r o
ou
5tang»a — Slang^a + lotong^a — 6tang*a— 6 = o.
U y a la solution tanga := i; si on la supprime, il reste Téquation
5 tangua -+- atang'a •+- 1 a tangua -4- 6taDga H- 6 = o,
qui n'a plus de racines positives. Le point cherché est 'à Tiatersection de la parabole et de l'horizontale menée par ]e fojer, où la tangente fait un angle de 4^ degrés avec Taxe.
16. Etant donné un point pesant sur un plan dépoli, incliné d'un angle i à l'horizon, déterminer l'intensité de la force ayant une direction quelconque donnée, qu'il faut appliquer au corps pour qu'il soit sur le point de glisser.
Prenons pour axe des x la ligne de plus grande pente du plaît dans le sens descendant, pour axe des y l'horizontale du point (O), pour axe des z la portion de la normale au plan située au-dessus ; définissons la direction donnée par ses cosinus directeurs a, |3, y. Soient F la force correspondante, P le poids du corps ; les composantes des forces extérieures auxquelles il est soumis sont
X=:Psin/-f-Fa, Y=Fp, Z r.:- F7 — Pcos/.
Le corps étant posé sur le plan exerce sur lui une réaction — Z dirigée en-dessous; la composante, située dans le plan,
qui lire le point, est y/X*-i- Y*; on a donc, si l'équilibre est près d'être rompu,
^(Fa-T-Psini)»-hF^P» =/(P cos/— F7).
Pour étudier la manière dont varie F quand sa direction change, portons sur chaque direction une longueur proportionnelle à la valeur correspondante de F, P étant représenté à la même échelle par une longueur a ; le lieu
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des extrémités de ces droites représentatives a pour équation
(i) ^(x -♦- asin/)^-h^'=::tang^(aoos/ — z).
C'est la nappe inférieure d'un cône droit : le sommet a pour coordonnées — asini, O, acosi^ Taxe est perpendiculaire au plan, et fait avec les génératrices l'angle ^- (La nappe supérieure répondrait au cas où le mobile serait en dessous du plan.) Lorsque ©>^i, le point O est à l'intérieur du cône; pour les directions au-dessus du plan, F aura une seule grandeur, et il en sera de même si F est dirigée audessous du plan, mais fait avec Taxe du cône un angle ]>y, si l'angle est <[y, la demi-droite correspondante ne coupe plus le cône, et, pour ces directions, le problème est impossible. Soit maintenant <f <! ^; l'origine est en dehors du cône, en sorte que certaines droites ne le rencontreront pas, et pour celles-là le problème est impossible; d'autres le coupent en deux points, et la force correspondante a deux valeurs. Il faut remarquer que, dans chaque cas, le glissement se fait dans la direction indiquée par les composantes X, Y; cette direction n'est pas liée d'une manière évidente a priori k a, (3, y, mais elle est parallèle à la trace du plan méridien qui contient l'extrémité de la droite représentative de la force.
Du point O on peut mener deux normales au cône, et l'une a une longueur minima ; elle fait avec le plan l'angle (j), et est au-dessus si ç > i, au-dessous si (p <^ i ; c'est la force minimum qui mettra le corps sur le point de glisser. La seconde normale n'est minima que parmi les droites comprises dans le plan méridien de l'origine ; elle fait l'angle (f au-dessus du plan, et c'est la direction la plus avantageuse pour faire remonter le corps suivant la ligne de plus grande pente.
Si, dans une direction donnée, on applique une force rc-
présentée par une droite qui se termine à l'intérieur du cône, il n'y a pas mouvement^ car, pour l'extrémité de cette droite, le premier membre de l'équation (i) est moindre que le second-, la composante tangentielle est <C^f' Si l'extrémité de la droite qui représente la force est extérieure au cône, il y aura mouvement dans le sens de la droite dont les projections sont X et Y.
Lorsqu'on donne la grandeur de F et qu'on dierche sa direction, on voit que cette force doit se trouver sur un cône ayant O pour sommet et pour directrice l'intersection du cône étudié précédemment avec une sphère dont le centre est O, et le rayon égal k la droite qui représente F.
17. On donne un paraboloïde xy ^=. az rapporté à trois axes rectangulaires, l'axe des z étant vertical; un poids P est placé sur sa surface dépolie, et repoussé de V axe des z par une force horizontale, proportionnelle à la distance du point à l'axe, et qui serait égale à P pour la distance a; lieu des points où P est près de glisser,
Pj-
La force qui sollicite le point a pour composantes — -9
— j — P^ il suffit d'écrire qu'elle fait avec la normale en j:,j,z l'angle de frottement
2P^-+-.zP
COSç = p -_— —
2 *> fÊ f _1_ y»î
ixy -\' <v 'i.az-^a
x^ -f-7* -f- a^ x^ -4- /» H- fl»
La courbe cherchée est donc à l'intersection du paraboloïde équilatère avec un paraboloïde de révolution ayant même axe ; c'est une courbe gauche à branches infinies.
Un poids place sur un plan incliné dépoli est près de remonter suivant une ligne de pente sous l'action d'une force horizontale donnée : calculer Tangle du plan avec l'horizon.
Déterminer sur un ellipsoïde à axe vertical la zone sur laquelle on puisse poser un point pesant sans qu'il glisse (cette xone est quarrable).
Un poids est posé sur un plan dépoli et tiré par un fil situé dans le même plan vertical que la ligne de pente du point donné ; le fil passe sur une très-petite poulie et soutient à sa seconde extrémité un second poids qui pend librement : figure d'équilibre.
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COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES
18. Quand on a un système de forces parallèles, mais qui n'agissent pas toutes dans le même sens, on pourra les traiter de la même manière dans les calculs, à condition de donner le signe + à celles qui ont une direction, le signe — à celles de direction opposée. Il y a généralement une résultante parallèle aux forces données, égale à leur somme, et dont le moment par rapport à un plan quelconque est égal à la somme des moments des composantes-, désignons celles-ci par P, P',. . . et les coordonnées de leur point d'application par x,j^, z\ x'^j^ -2'^..., nous aurons, pour déterminer la grandeur de la résultante et les coordonnées de son point d'application,
M R-2P ^-^^^ ,^2Pr ,_2P^ (I) R-2P, ^i-~-2F' -^'""Xp"* ^'""'Ip'
le point Xi,j^i, 2:1, centre des forces parallèles, est indépendant de leur direction.
Lorsque ZP = o, il ne s'ensuit pas qu'il y ait équilibre ;
il faut encore que les centres des forces parallèles qui agissent dans un sens et dans l'autre soient sur une droite parallèle à leur direction commune. Soit
f — -I — f une droite à laquelle ces forces sont parallèles -, les condi-
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tions d'équilibre seront
2P.r iVx 2P«
(2) 2Pir:0,
Si la première conditiou est seule satisfaite, on a un couple.
Pour que l'équilibre ait lieu quelle que soît la direction (a, p, y), il faut que EPor, SPj^, SPz soient nuls; quand ces conditions sont remplies, si Ton change non pas la direction des forces, mais l'orientation du corps où elles sont appliquées, il y aura encore équilibre, et le système est dit asiatique.
Il peut arriver que les forces parallèles soient contenues dans un même plan
A.r -h B j -f- Cs H- D = o ;
les deux dernières équations (2) se réduisent à une seule, et 11 est bien remarquable, dit M. Duhamel [Sciences de raisonnement)^ qu'elle ne dépende pas de D. Pour le voir, il suffit de former la fraction suivante, égale aux trois fractions (a) :
A2Px-+-B2Pjr^-C2Pz ~Ta^Bp-f-C7 '
le dénominateur est nul à cause du parallélisme des forces et du plan \ il en est de même du numérateur» parce qu'on peut l'écrire
2P ( Aar -h B j -4- Cz) = — D2P = o.
Les trois équations (2) se réduisent à deux conditions et une identité.
19. Les propositions établies pour la composition des forces parallèles peuvent conduire à des théorèmes pure-
ment géométriques, et c'est un des cas nombreux et intéressants où deux parties différentes de la science se rapprochent et se prêtent un mutuel appui.
Appliquons aux sommets À, B, C d'un triangle trois forces P, Q, R égales et parallèles; on peut trouver le centre O des forces parallèles en remplaçant Q et R par mie force a P appliquée au milieu de BC, puis composant celle-ci avec P^ O sera donc sur la médiane issue de A, et aux I de sa longueur à partir de A -, mais il serait aussi bien sur une autre médiane ^ donc les trois médianes se coupent conmie l'on sait.
De même appliquons aux quatre sommets d'un tétraèdre quatre forces égales et parallèles, et cherchons leur résultante en composant d'abord trois d'entre elles en une seule, puis celle-ci avec la quatrième^ ou bien, en composant les deux premières, puis la troisième et la quatrième, et enfin ces deux résultantes partielles, on arrive aux théorèmes connus de Géométrie. Dans un tétraèdre, les droites menées de chaque sommet au centre de gravité de la face opposée se coupent en un point qui les divise dans le rapport de 3 à I : ce point est au milieu de la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées.
Soient encore appliquées aux sommets A, B, C d'un triangle des forces parallèles P = tangA, Q = tangB, R = tangC; deux d'entre elles ont une résultante appliquée au pied de la hauteur tombant sur le côté dont elles tirent les extrémités^ donc la résultante des trois forces est appliquée au point de rencontre H des hauteurs, et égale à
F = tangA -h tangB 4- tangC - = tangA tangB tang C,
d'après un calcul de Trigonométrie bien connu. Considérons maintenant trois autres forces appliquées aux mêmes
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de ces forces parallèles; si l'on considère les forces OAi X Pt î 0A| X Pf, . . . dirigées suis^ant OA, , OAj, . . ., leur résultante sera dirigée suii^ant OG et égale à
OG(Pi-hP,-f-..)-
En effet, considérons trois plans coordonnés rectangulaires passant en O, et écrivons que la somme des moments des forces parallèles par rapport à chacun de ces plans est égale au moment de leur résultante ^ on a trois équations de la forme
(a) 2PxOAcosAOX=: (P.H- P,-f-. . .)OGcosGOX
Ces équations expriment précisément que les forces concourantes P X OA ont pour résultante OGSP. En particulier, si le point O était en G, les forces P.OA se feraient équilibre.
Remarque. — Si Ton ajoute les trois équations (a), après les avoir élevées au carré, on trouve la relation numérique
(P) OG {2P)2=2P'0A H-a2P.P,OA,xOA,cosA,OA,. Si au second membre on ajoute et Ton retranche
2(oâ,Voa/)p,p„
on a une relation utile dans l'étude du mouvement des systèmes :
OG (2P)^=2p2P0A — 22P,P,xA,Aa .
22. ^ux quatre sommets d'un tétraèdre OABC on applique des forces parallèles proportionnelles cluzcune à l'aire de la face opposée; déterminer le point d'application G de leur résultante.
Soient a, |3, y, (ù les aires des quatre faces; Xo^ Xi, jts,
SUR LA MÉCÀiriQDE RATIONNELLE. 3l
Xi^ X les distances de O, Â, B, C, G à un plan (P)^ on
aura
Faisons coïncider le plan (P) avec ABC, Xi, or,, Xs seront nuls, cooTo deviendra six fois le volume du tétraèdre, et X = 6 V : (o) -h a H- p -f- y) sera le rayon de la sphère inscrite^ le centre des forces parallèles n'est autre que le centre de cette sphère, et la valeur générale de x permet de déterminer les coordonnées de ce point géométrique.
La formule (jS) du paragraphe précédent donne, pour la distance du centre de la sphère inscrite à un sommet quel> conque O,
Ôk ôb' ôc'
40G = Œsîn'BOC-hîîIsinAOBsinAOCcosBOC).
On trouve par la même méthode le centre de trois forces parallèles appliquées aux sommets d'un triangle et proportionnelles aux côtés opposés.
23. Un "vase hémisphérique très^mince, de poids R, repose par sa partie convexe sur un plan horizontal et porte deux poids P, Q aux extrémités A, 6 ^/e deux rttyoTis perpendiculaires : position d'équilibre.
Les poids P, Q se composent en un poids P -h Q appliqué en un point G facile à déterminer sur AB ; le poids du vase est appliqué à son centre de gravité, au milieu M du rayon perpendiculaire à la base*, la résultante des trois forces devant être détruite par la réaction du plan fixe sera dirigée suivant le rayon OH qui passe au point d'appui, le plan MOG sera vertical, en sorte que OG sera la ligne de plus grande pente de OAB. Soit a l'angle qu'elle fait avec le plan horizontal ; les moments de R et de P + Q par rap-
port au plan passant par OH et perpendiculaire à MOG se détruisent^ donc
OM X Rsina -- OG(P -+- Q)cosa = o, tanga = -— -^t_9. D'ailleurs, par la formule (^),
OG (P + Q)^=:OA XP'-+-OB XQ', si 1 on fait OA ==. OB = a, OM = -, il vient
tanga = - \/P^+~Q^
24. Quand ou considère un corps parfaitement rigide s'appuyant sur un plan par plus de trois points, la Statique laisse indéterminées les pressions aux points d'appui ^ cette anomalie disparait si Ton tient compte des déformations légères éprouvées par le solide et des actions moléculaires qui en résultent : il y a des cas simples où le problème peut se résoudre aisément ^ en voici un exemple :
Une table horizontale qui reste parfaitement plane est soutenue par n pieds verticaux A A', BB',. . . d'égale longueur, reposant sur un plan horizontal rigide; la table est chargée de poids qui, avec son propre poids, ont une résultante verticale^ appliquée en un point connu : trouver les charges des appuis, en admettant qu'ils se raccourcis^ sent de quantités très ^ petites proportionnelles à leurs charges respectit^es.
Prenons pour plan des xjr le plan de la table quand les pieds sont dans leur longueur naturelle « et pour axe des s une verticale quelconque dirigée de haut en bas. Je détermine la position des points d'appui par leurs coordonnées primitives Xi, j'i,..., j:„, yn* Quand on charge la table et qu'on laisse les pieds se raccourcir, les x et les j* des points
d'appui ne changent pas sensiblement, mais leurs ordonnées deviennent Z|,. . . , 2?„. Soient Qi, Q,,. . . les pressions qu'ils supportent^ on a, par hypothèse,
mais, par hypothèse, la table reste plane et coïncide avec un plan z = ax H- bjr -I- c^ on aura donc
Soit a:, y le point où est appliquée la force P-, elle est égale à la somme des Q,-, et son moment par rapport à OXZ
et OYZ est la somme des moments de ces réactions^ donc
P=: X2(ûJr;-!- byi-i- c) m aX2.r,H- 0X2^,4- n\c^ Vx = a\^^l -4- ^X2jr,/, -f- cX2^/, P^ = flX2j-//i-f- 6X2j? -h cX2x«.
Nous avons trois équations pour déterminer a, &, c, et par suite les Q,-. On peut choisir l'origine et les axes, de manière à annuler Sj:,, Sy,-, Sa:,j^,-, Torigine étant le centre des moyennes distances des points A, 6,..., et les axes étant ce qu'on appelle les axes principaux du système. Il \îent alors
P = /iXc, VJT—all.rf, P/ r= bllyf.
S'il s'agit d'une table rectangulaire soutenue aux coins et dont les côtés soient 2a, 2b^ les axes seront les médianes, et l'on aura
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CENTRES DE GRAVITE
25. Le centre de gravité d'un corps est le point d'application de la résultante des actions de la pesanteur sur ses diverses parties, ces actions étant considérées comme parallèles. Quand il s'agit d'un corps continu, on le décompose en éléments infiniment petits, qu'on suppose homogènes ^ et, si dp est le poids de l'un d'eux, on a, pour les coordonnées du centre de gravité,
_ f^tdp _ frclp _ fzdp
les intégrales s'étendent à tout le corps, qui peut se réduire à une surface ou à une ligne dont les éléments seraient doués d'un poids spécifique. Le poids d'un corps est proportionnel à sa masse \ donc, m désignant la masse d'un système, son centre de gravité a pour coordonnées
j?, =r — f xd/Hy /, = — / ydm, 2, = — 1 zdm, m J mj mj
Étant donné un système quelconque, même soustrait à l'action de la pesanteur, même non solide, ces équations définissent un point bien déterminé, qui n'a plus de rapport avec la pesanteur, mais que l'on continue d'appeler centré de granité du système, et qui a des propriétés importantes. ^
Il suffit de rappeler les simplifications qu'apporte dans la
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recherche du centre de gravite l'existence de lignes ou de surfaces diamétrales.
Centre de graTité des lignes.
26. Centre de grav^ité d'un arc homogène de chaînette commençant au sommet*
La chaînette a pour équation
y part de la valeur a pour x = o, et croit indéfiniment. La chaînette étant homogène, la masse, d'un de s'es éléments peut être mesurée par sa longueur \ alors
I xdm= I xds=: — \J''—e'^)
d'où
, .djT I / rfx\
L'abscisse du point cherché est la même que celle de Tintersection de la tangente au sommet et de la tangente à Textrémité de l'arc \ l'ordonnée est la moitié de l'ordonnée à l'origine de la normale menée à l'extrémité de l'arc.
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Centre de gravité d* un arc de ooi^dioîde
r=a(i -hcosO)* On a
ds=id9 y^2a'(i-f- cosô) = 2a cos - 9c/ô, 5 = 4fl ( sin - 9 — sin — 0. ) ,
r cos ô cff
.C( 0 3 30 I 5G\^^ tf • I la cos — i- - cos 1 — cos — dO
Jq,\ 2 2 2 2 2 /
a* 1 4 sin 4 sîn — 4-
.30 .30. I . 59 I . 5» sm sin h •= sin sin —
\jrds =z I rsinBds = 8û* 1 cos* - sin ~ = -^ a^ I cos* — — cos* - }•
Il est aisé d'en tirer Xi et yi ; pour la moitié de la courbe, de fi = o à 6 = ir, on a
28. Centre de gra\fité d'un arc d'hélice ordinaire commençant sur le plan des xy^ et oii la densité est représentée par e"".
Soient a le rayon du cylindre sur lequel est l'hélice, 27rA le pas^ on a, pour chaque point de la courbe,
4r=iacos-7> r = asin-7* h -^ h
La masse de l'arc considéré est
= I — I €-^*dz = y^a" 4- A» 5
h J^ ck
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I xdm=z -T V«' 4- A* 1 e-^CfM-rdz
I zdm = ^!^ — ^- — f z#r*«^z = ^--— — i — (i 4- c»)d^« |.
On aura immédiatement x^^ y^^ z^. Si Tare est prolongé indéfiniment, les résultats se simplifient et deviennent
Sla^-k-h^ ac^h} ach i
ch I -+- c' A' I -f- c' A* c
29. Déterminer une courbe plane passant par l'origine, et telle que la densité soit une fonction donnée f [s) de l'arc, et que l'ordonnée du centre de gra\dté d'un arc, compté à partir de l'origine, soit une autre fonction donnée tf [s). Cas oii f[s) =0^", ff[s) = «5**.
(Agrégation, '^7^*)
Ou voit immédiatement que la dourbe satisfait à Téqoation
^[s)rf[s)ds=ryf{s)ds, Bifférentions;
y est dès lors une fonction connue de 5 donc
b) iir=:^Vï— +"(*)•
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Si Ton peut intégrer, il n'y aura plus qu'à éliminer 5 à l'aide de l'équation (i) pour avoir l'équation finie de la courbe. Quelquefois on peut résoudre l'équation (1) par rapport à s^
et îl suffit d'intégrer
(3) dr = dj^^u'^{jr)-l.
Dans le cas particulier proposé, l'équation (i) devient
m -+- tt -4- T c
Y z= ^ . as^ = - s^.
en prenant, pour abréger, la nouvelle constante c. L'équation (2) donne alors
Cette différentielle binôme pourra s'intégrer quand
ou i — seront des nombres entiers ; ces deux con-
2fji — a 2 ^
ditions reviennent à dire que jx doit être de la forme — • — »
n étant entier. Le second procédé ne donne pas d'autre cas d'intégrabilité.
Soit /i = i«, alors |ui = 2, j == - ^*. Nous appliquerons
l'équation (3)
rfx -• /■-^'•r
2 4:7 C'est une cycloïde ayant son sommet à l'origine et touchant
l'axe des x 5 le rayon du cercle générateur est — •
Soit 72 = 2 , /x = - 5 nos formules deviennent
^ =z -xCS^i dxzizds ^i — €*$,
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Intégrant,
C'est l'hypocjcloïde à trois rebroussements , enveloppe d'une ^oite de longueur x-^ qui glisse sur l'axe des x et la
droite x = 5-; •
• Pour /i = oo,fx = i, on a une droite.
On ne peut donner à tz de valeurs négatives, car \i serait
dr , .
I, et ~- infini pour ^ = o, ce qui est impossible.
Centre de gravité des surfaces.
30. Centre de gj'ai/ité de l'aire comprise entre un arc d'ellipse, le diamètre qui aboutit à une extrémité de Varc et la corde conjuguée passant par l'autre extrémité.
En prenant pour axe des x le diamètre donné, pour axe des j la tangente à son extrémité, l'équation de l'ellipse est de la forme
On décompose Taire donnée en une infinité de bandes élémentaires parallèles à Taxe des j^ ; la masse de chacune peut être représentée par^rfx, et son centre de gravité a pour
coordonnées a: et -^. L'aire considérée est, 6 désignant Tangle des axes,
_ftsinôr û — A , — -*|
= I a* arc cos (« — A ) y 2^/1 — /i^ •
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Si Xi, y^ sont les coordonnées du centre de gravité,
Je . I h^ b^ xsmBdx i/ 2 — X o \ a a^
= I a* arc cos ^ (^ah — nn
aa L a 6^
— a(a — h) ^lah — h^ j, Ar, = / -(2 — ar -orM sinfi«2r = 7- ( «A* — -5- ) •
On en déduit pour ^15^1 des valeurs assez compliquées, mais qui s'adaptent, en se simplifiant, à plusieurs cas particuliers ; ainsi, pour le quart d'ellipsCi on fera h =• a, et l'on
aura
itab ^a ^b
4 itr OIT
Si l'on veut passer au cas de la parabole, on fera b^ = ap^ on développera suivant les puissances négatives de a, qu'on
fera ensuite infini ^ mais il est bon de remplacer arc cos
par 2 arc sm i / — -, on a
A=ismôy'^[^2a»arcsiny/A_(«-_^)^2^^,__j J
et ainsi pour les autres \ à la limite, en faisant \]^ph = ^^
Centre de graidté de l'aire comprise à l'intérieur
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d'une parabole et d*un cercle représentés p€tr les éguations
Le cercle passe au sommet de la parabole et touche son ai[e \ il rencontre la courbe en un point dont l'abscisse est 4a, et le segment considéré est biconvexe. Pour évaluer les intégrales qui servent à déterminer le centre de gravité de l'aire, le mieux serait de la décomposer en bandes infiniment étroites parallèles à OX; mais, pour donner un exemple des précautions à prendre dans le calcul des intégrales multiples où l'expression analytique des limites change, je décomposerai en éléments dxày^ et j'intégrerai d'abord par rapport à y. J'ai une expression de la forme
X=ffda:djr=:Ç(y^y)dx;
X ne varie pas seulement de zéro à 4^? mû^ de zéro à 5 a, parce que le rayon du cercle est 5 a, .et l'arc qui limite le contour est ]> un quadrant. Dans tout l'intervalle, on aura
mais jr^ sera yJiGax quand x ira de zéro a 4»? et
5a 4- Y^aSa* — a:' quand x est compris entre 4a et 5a; donc
A = — à' arc sm 7 :? «%
en prenant l'arc sinus terminé dans le deuxième quadrant, laô^Sa'ia'^, ou, en parties du rayon, a, ai 43. L'intégrale fxdxdjr se calcule de même et donne
A jr, = 2-=- a».
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Enfin
Jr»5a
dx ^aôa' — j:%
A/i = a^ arc sin ~ ^ a'.
L'arc sinus est le même que dans la première intégrale. On a sans peine Xi et j^i.
32. Centre de gray^ité d'une demi-boucle de la lemniscate de Bernoulli
rrnz a vâcôsaO.
On fait varier fi de zëro à j \ alors /• = o, et l'aire de la courbe est
ir w
f 1 rdrdB:=za^ j cos^9dê = -a',
TT
Ax, = 1 1 /-'cosÔ€/r£fô = - a* 1 v^a cos9(cos29]'€/G. On intègre en posant u= ^ sin 9, d'où
^2 COSÔ rfô = £ftf, COS2 9 = 1 — U*j
Aj, = 1 i r*sinO£/r<fe = ^ a» / ^ 8in9(cos2 0)' €A.
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Posons ^ cosfl = u^ ^ siaOdd = — du^ cosaS = «• — i ^
A/. = I a»f («'- l)^du = a* fi L(i h- y/i) - ^ V^].
On en conclut
^• = 7^» Ji = «^L(n- V^)— |v^ •
33. Déterminer une courbe plane telle que le centre de graK^ité de l'aire comprise entre les axes, la courbe et
l'ordonnée x = A ait pour abscisse Xi = r •
La courbe cherchée satisfait à l'équation
II) -. / ydjoz= I xydx.
Différentions et réduisons \
ydx7= — .r»7;
Diflerentions encore ^
a^yzrz (aax-4- 3x')j-f .r'(a-t- x) -»-'>
d'où
I dy a^ — 2rt.r — 3jp' a — 3.r
y dx x*[a -h xj x'
L'intégration donne évidemment
La courbe présente un point d'arrêt à l'origine^ du côté des X positifs, elle part de l'origine tangentiellement à OX, s'élève an-dessus de cet axe, et lui devient asymptote pour
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X infini. Quand x décroit de zéro à — « j J" croît de — oo à zéro. De ce côté de l'axe des x^ il était impossible a priori de satisfaire à l'énoncé du problème ; mais il n'y a pas contradiction avec nos calculs, car, si x est <[ o, la valeur trouvée pour j^ rend infinies les intégrales de l'équation (i), et celle-ci devient illusoire.
34. Etablir la relation qui existe entre les aires des quatre triangles ayant pour bases les côtés d'un quadrilatère et pour sommet commun le centre de gra\dté du quadrilatère.
Prenons [fig* a) pour axes les diagonales A A', BB^, et faisons OA = a, OM=a\ 0B = 6, OB'==i', A0B = 9. Joignons B, B' au milieu M de AA'^ il est clair que le centre
de gravité G se trouve sur une parallèle à BB^ qui coupe MB et MB' au tiers de leur longueur à partir de M \ et, comme
OM = - (a — a'), l'abscisse de G est - (a — a') \ par ana-
logie, son ordonnée sera ^ ( J — V), Maintenant Faire du triangle GAB est
-sin9
= i àn^iab Jr iib' -f- ba!), O
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L'aire de GBA' se calcule de même, A' ayant pour coor» données — a, o,
GBA'= p = g sm^{ab -4- ba' -f- a'b'); de même
GB' A = ^ = g sinÔ(aé + ab'-\-a'b').
Ott tire de ces équations, en posant a-f-(34-7-hî = S,
U suffit d'égaler le produit des deux premières et des deux dernières quantités; on a, en divisant par 12 coséc*0,
ou
Les quatre aires ne peuvent donc être prises arbitrairement.
35. Centre de grayité de la portion de surface du paraboloïde
qui se projette sur le plan des xy entre les parties positives des axes et l'ellipse
-;-4-7-=i, « = o. ( FuHaiiAxrv.)
Le long de la courbe à double courbure qui limite l'aire
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proposée, la normale au paraboloïde fait un angle constant avec Taxe àesz (licence, 1874)9 ^^ calcule les intégrales du problème en remplaçant x, j- par les variables
x= au sin^^ jrz= bu cosff]
on a tous les points situés à l'intérieur du quart d'ellipse
donné en faisant varier u de zéro à i. 9 de zéro à -; on
découpe le plan eu petits parallélogrammes qui ont pour aire, d'après les formules connues pour le changement de variables dans les intégrales multiples,
/dr djr d.T dY\ , , • . .
flff = I -; ; ; \ dU dff =1 OO U du OO.
\r/f du du dtf J ' *
La normale au paraboloïde en x, y fait avec l'axe un angle y tel que
On peut calculer l'aire courbe et ses moments par rapport aux plans coordonnés : .
JC^ r' f ^^^ / r- \
\ I «e/«i/!yyi -+- «'= "^ (a V^ — 0'
A.r,= a*^ I j u*dudff^Tiff\/i-hu'=z—-[3^ — L(i + v^^
Aj'.^flè» I / ttVtt/3?(pcosç^i-+-a'=^[3v^— L(ï-f- ^2/]» A 2,= -ab I 1 a*(asin'f -h b cos'if)dud^^i -+- u*
8VB LÀ MicÀHIQVE mÀTIOHNELLE. 49
36. La distance du centre de gravité de t' étire d*une figure sphérique à un plan est quatrième proportionnelle à l'aire de la figure, à sa projection sur le plan et au rayon R de la sphère.
En effet, prenons le plan de projection pour OXY, le œntre pour origine; on a
A2,=: I / X — rfjr^ = Rproj. de A.
On en déduit que la distance du centre de gravité d'un triangle sphérique ABC au plan du grand cercle BC est
R II — h cosC — c cosB a A-f-B-hC — ir '
cette formule et les deux autres analogues font connaître le point cherché.
Considérons une demi-boucle de la surface de Viviani
:r' H- J'' -4- a* = R^ jr* -t- 7* — R j: ~ o ;
son aire est ( 1 1 R', et ses projections sur les trois
plans coordonnés sont, comme on le voit sans peine,
on en déduit
_ gR _(3ff — 8m _ irR
Centre de graTlté des solides.
37. Centre de grai^ité du volume homogène engendré par la révolution de la boucle d'une strophoïde autour de l'axe.
Di S.-G. — Ree. 4
5o UECUEIL d'exercices
Prenons Taxe pour axe des or, et le point double pour origine-, l'équation de la courbe est
Le volume est
z=n I I — a^^-l-2fl.r — 2û^H J</xz=2irfl*f La— ^j-
Le centre de gravité est sur l'axe des a:, et, x^ étant son abscisse, on a
r** a — x^ fin ^ \
Vx,= f ir.r^ dx^=zva* ( — — 2L2 ) ,
d'où
in — 24 L 2 o , 365 ^
38. Centre de gray^ité du volume engendré par le secteur parabolique compris entre deux rayons vecteurs et tournant autour de l'axe de la parabole.
Le rayon vecteur correspondant à l'angle 9 est
^ i-f- cosO
et, si a et P sont les angles polaires des rayons qui limitent le secteur, on a
V =2ir / \ T^ûn^mdrzzzlp^JÎ- î . \ _ 1,
t/« Jo ^ [(H-cosp)^ (n-cosa)*J
Vx,=:2it I I r^sinOcosO^e^r
J K Jo
La (1 -+-0086)' 3 (n-cos9)'J
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dott
__ I 3(i-hcosa)(i-f-cosp)('cosa-f- cosp) — 2(cosa — cosp)' '"^ 4 (' + co8a)(i -4- cosp)(a-h cosa-f-co8p)
39. Centre de grav^ité du volume compris entre les trois plans de coordonnées rectangulaires et les surfaces des cylindres elliptiques
La surface courbe qui limite Tespace compris à l'intérieur des cylindres au-dessus du plan xy est la voûte d'arète, et les lignes d'intersection des deux cylindres sont contenues dans les plans ay = ± hx. Nous ne prenons que le quart du volume compris sous la voûte \ des plans horizontaux y déterminent des sections rectangulaires dont les côtés ont pour longueur
On aura de suite le volume Y et l'ordonnée z du centre de gravité
Vz, r= I — (c* — z^)zdz z=z -rabc^^ z,: J «' 4
Pour prendre les moments par rapport au plan des j^z, 3 faut diviser le volume en petits prismes de base dx dj^ parallèles à OZ^ mais la hauteur de ces prismes n'a pas la même expression aux divers points du plan xy\ pour les points compris entre Taxe des x et les droites x = a et ajr = hx^ le volume des petits prismes est limité au second cylindre parallèle à OY -, au contraire, c'est au premier cy-
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lindre que se terminent les parallèles menées à OZ par des points compris entre Taxe des y , les droites j^ = 6 et ay = i& x. On partage Tintégrale définie en deux
hx ay
Vx,= \ dx\ rfj-- y^»— .jJ-f. [ dy \ dx^JLs]h^ — yn
Pour la première, on intègre d'abord par rapport à y*, ^^ dans la seconde c'est par x qu'on commence, et l'on trouve, en écrivant y^ par analogie,
40. Centre de gra\fité du volume compris entre le plan des xy^ le plan des zx^ la sphère de rayon a dont le centre est à l'origine, et le cylindre
X» 4- ^* — ax ^ o«
Le volume ainsi défini et la surface sphérique qui le limite ont été étudiés pjir Viviani. Prenons des coordonnées semi-polaires r, S et z ^ sur la base du cylindre, on a r = a cosd, et les formules ordinaires conduisent à des quadratures qui ne présentent pas de difficulté :
rdrJà^ — r*=rr —^ a*.
lO
Va:,— j jr'cosB^a^'-r^dBdr= ^a\ Vj, = r /V» sine y/ a'— F^dBdr = ^^
On en déduit de suite Xi, j^i, «i.
SUR Ll MÉCAKIQUB RATIOHNELLE. 53
41 . Des solides terminés par deux faces planes parallèles, et tels que l'aire de la section faite par un plan par rallèle à la base s'exprime par une fonction entière et du deuxième degré de la distance du plan sécant à la base.
La définition précédente comprend un grand nombre de corps remarquables par la simplicité avec laquelle on peut déterminer leur volume et la distance de leur centre de gravité aux bases. Soient a A la hauteur d'un de ces corps, z la distance de la base inférieure à un plan parallèle horizontal, pour fixer les idées, et
A=: mz^-hpz H- q Taire de la section déterminée par ce plan. Le volume est
(mz' -hpz-h q)dz = - (8/wA' -f- &ph + 6^).
On peut l'écrire
V= -^[(4/wA»-f-2/>A-l- q) -^ ^{mh^ -h ph -^ q) -V- q].
Les trois parties du crochet représentent Taire de la base supérieure, de la section moyenne et de la base inférieure ; désignons-les par 61, Bi, 60, et nous aurons
V=g2A(B.-4-Bi-l-4B,).
La distance du centre de gravité à la base inférieure est
5,= -- I [mz^'+'pz -h q)zdz
= ^' (6inA»+ 4/,A + 3) = Il (B. + aB,). On aura de même la distance à la base supérieure et leur
ascDBiL d'sxebgices
rapport
z\ Bp-f-aB,
Dans la classe des solides cpie nous considérons rentrent les segments de surfaces du second ordre, et les polyèdres limités par des bases parallèles, et latéralement par des triangles ou des trapèzes dont les sommets coïncident avec ceux des bases. Pour le montrer dans ce dernier cas, prenons le plan de la base inférieure pour plan des xy \ les arêtes latérales sont représentées par les équations
le polygone déterminé par un plan sécant parallèle à xy a des sommets dont les coordonnées sont fonctions linéaires du z du plan ; ce polygone se projette en vraie grandeur sur ocy^ et Ton sait que Taire d'un polygone est une fonction entière du second degré des coordonnées des sommets, et par suite de z. Puisque le nombre des faces latérales est quelconque, on peut les supposer infiniment étroites, et avoir le solide limité par deux faces parallèles et une surface réglée quelconque.
Ce résultat est très-souvent utile, surtout si l'on connaît à l'avance une ligne sur laquelle doive être le centre de gravité. Indiquons seulement quelques applications. Le centre de gravité d'un demi-ellipsoïde divise le demi-axe dans le rapport de 3 à 5. (Volume et centre de gravité d'un tas de pierres). Quand deux surfaces du second degré se coupent suivant deux coniques situées dans des plans parallèles, le volume compris entre ces deux surfaces (tel serait le volume engendré par la rotation d'un segment de conique autour de l'axe) a son centre de gravité au milieu de la droite qui joint les centres des coniques communes. Que deux ellipsoïdes homothé tiques soient coupés
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suivant des courbes réelles par deux plans parallèles, le volume compris entre les deux plans et les deux ellipsoïdes a son centre au milieu du diamètre commun^ car les aires annulaires déterminées par des plans de section parallèles sont équivalentes.
42. Volume et centre de grai^ité d'un prisme ou d'un cylindre tronqué.
Je prends pour axe des x l'intersection des plans des deux bases, pour axe des y une perpendiculaire abaissée du centre de gravité G de la base inférieure, pour axe des z une parallèle aux génératrices faisant l'angle i avec le plan XOY j enfin soit z z=icy l'équation du plan de la base supérieure ^ on a, en étendant les intégrales à la base inférieure,
V -zz-.JJcy sin idxdy
Le volume est égal à l'aire de la base inférieure multipliée par la hauteur du point d'intersection de la base su^ périeure avec la parallèle aux génératrices, menée par le centre de gravité de la base inférieure : c'est aussi l'aire de la section droite multipliée par la droite qui joint les centres de gravité des deux bases.
Le centre de gi^avité G du tronc est dans le plan zz:=.^cy qui passe par les milieux des génératrices \ on a, potu- sa projection sur le plan XY parallèlement à OZ, en appelant A Taire de la base, 13 \y du point G,
^i== / j cjrjrdxdx9\ni=z — j îxydxdy, ri= ^ / I cy^djrdysini = ~ 1 j yd.rdy.
On verra dans la Dynamique que le point ainsi défini est le centre de percussion de la surface de la base par rapport à l'axe OX.
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Trouifer le centre de gravité des systèmes sutponts :
Arc de cyclolde, de spirale logarithmique, de parabole, de la courbe qui se projette sur le plan des jtjr suivant la parabole Y^= ^ax^ sur xz suivant une cjclolde ayant O pour sommet, OX pour axe, a pour rayon du cercle générateur. (Fuhrmanit.)
Aire comprise entre la chaînette et deux ordonnées, la cissolde et son asymptote, la spirale d'Archimède et deux rayons vecteurs, entre la cardiolde et son cercle directeur, de la courbe
xj'^=z b^(^a — ar)*
Aire comprise entre un arc d'ellipse et deux rayons vecteurs. Sèment et secteur circulaires.
Aire d*une zone de parabololde de révolution, aire engendrée par la révolution d*une boucle de lemniscate autour de Taxe, aire d'un tronc de cône ou de cylindre de révolution limitée à deux génératrices.
Volume engendré par la rotation d'une parabole autour de la tangente au sommet, segment de parabololde de révolution limité par un plan méridien et un parallèle. Volume entre un parabololde hyperbolique, le plan tangent au sommet et les plans projetants de quatre génératrices qui forment un quadrilatère gauche. Demi-octaèdre régulier où la densité en chaque point est proportionnelle au carré de la distance au centre.
Faisons tourner une chaînette autour de son axe» et considérons le volume compris entre la surface de révolution, un cylindre quelconque parallèle à Taxe de la chaînette, et le plan engendré par la rotation de la base de la courbe : ce volume a son centre de gravité sur la même ordonnée que la portion de la surface de révolution intérieure au cylindre, et la hauteur est moitié moindre.
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ÉQUILIBRE DES CORPS SOLIDES
Compositloii d'un système quelconque de forces.
43. Des forces quelconques F«-, agissant sur un solide invariable, peuvent toujours être transportées en un point arbitraire O du solide, et donner une résultante constante R, pourvu qu'à cette résultante on adjoigne un couple dont le moment G dépend du choix de O. Prenons ce point pour origine de trois axes qui feront entre eux les angles X, pi, v^ soient X/, Y,-, Z^ les composantes de F/ parallèles aux axes, Xi^ ji^ Zi les coordonnées de son point d'application \ on aura, pour les composantes de R,
X = 2Xf, Y = 2 Y,-, Z = 2Z
et, pour les moments des couples situés dans les plans coordonnés, et dont la résultante est le couple G,
L sin^ = sin^I (j^/Zj — «,Y/)
Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que R et G soient tous deux nuls, ou que la somme des projections des forces sur trois droites non parallèles à un même plan soit nulle, ainsi que la somme de letu-s moments par rapport à trois droites formant les arêtes d'un trièdre, ou enfin que X, Y, Z, L, M, N soient nuls.
Pour que le système donné puisse se réduire à une force unique, on voit géométriquement que R doit se trouver dans le p]an du couple G \ pour l'établir analytiquement, on
cherche un point x^j^z^ tel qu*en y appliquant deux forces, l'une R', égale et parallèle à R, l'autre R^^, égale et de sens contraire, le couple (R, R") détruise G ; il ne restera que la force R'. On aura
/ L~jZ -I- zY :--o, (i) • M — zX-hxZ-o,
( N — xY-;-rX:-.o;
il suffit d'ajouter ces équations multipliées par X, Y, Z pour éliminer jc^y^z:
(2) LX^MY-i-NZi=ro.
Quand cette équation est vérifiée, les équations (i) se réduisent à deux, qui représentent une droite confondue avec la résultante unique R^ On peut avoir les équations de h droite sous la forme ordinaire, en ajoutant les deux dernières équations (i) multipliées respectivement par Z et
— Y; il vient
x(Y»-hZ'; — NY^-MZ.--:X(Yr-f-Z2).
On en conclut aisément qu'en posant X' -h Y* -i- Z* = S'
(S' == R* si les axes sont rectangulaires), la quantité
— (Xx -h- Y^ -i'ZiZ) a trois valeurs égales
' - i (NY - MZ) X- ^, f LZ - NX) 3 - ^ (MX-KT'
Ce sont les écjuatîons de la résultante.
La condition (2) exprime que R est dans le plan du couple G,Lx^Mj^Nz==o,ïlja intérêt a vérifier ce fait par le calcul, dit Duhamel {Sciences de raisonnement)-^ voici sa démonstration, un peu simplifiée. Prenons sur OX une longueur OA :^ i ; on peut réaliser le couple
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Msinjx par une force Fi égale à M agissant suivant OZ, et une force F« égale et de sens contraire agissant en A ; de même N sinv serait donné par une force F^ = îf agissant suivant le prolongement de OY, et une force F4 agissant en A, égale et de sens opposé à Fs *, enfin on obtiendrait le couple L sinX à l'aide d'une force F5, égale à M, agissant suivant le prolongement de OZ et une force égale et de sens
contraire ¥s agissant sur Taxe des^ à une distance OB = jn'
Fj et F, se détruisent 5 F, et F* donnent une résultante en A, parallèle au plan desj'z^ et dont les composantes suivant OY et OZ sont N et — M ; Fs et Fg donnent en B une force égale et de sens contraire à la précédente j le plan des résultantes partielles est le plan du couple : il est parallèle à ces forces et à la droite AB, dont les équations sont respectivement
Le plan parallèle mené par l'origine est La:-f-lVl7'-i-Nz=o.
Pour avoir Taxe central, supposons que l'axe G du couple fasse l'angle 0 avec R, et décomposons ce couple en deux autres, l'axe de Tun étant dirigé suivant R et égal à Gcos9 = K, l'autre ayant son axe G sinô = H perpendiculaire k R. Transportons R en un point G de la perpendiculaire au plan (G, R), tel que R X OC = H, et que l'observateur ayant ses pieds en O, sa tête en G, voie R à sa gauche, G à sa droite^ le couple provenant de cette translation détruit H.
Supposons nos axes de coordonnées rectangulaires : les formules de la Géométrie analytique nous montrent que les cosinus directeurs de OC sont
NYj-MZ LZ — NX MX— jrr "RG^ê" ' RG sin 9 ' RG sin 0
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On a immédiatement les coordonnées de C, et l'on tronve que les équations de l'axe central ont précisément la forme (3) , où U sera l>on de remplacer S par R. Quant i K, il
estGcose= i (LX + MY + NZ).
Si du système R et K on veut revenir à une force R appliquée en un point O quelconque a la distance h de CC, Taxe du couple résultant de la translation des forces en 0
aura pour longueur G = ^K'-i- A* R*, et fera avec CC un
angle dont la tangente est -— • On sait d'ailleurs que cet
axe est, parmi toutes les droites qui passent en O, celle par rapport à laquelle les moments des diverses forces du système ont une sonune maximum G ; la somme des moments par rapport à une droite inclinée sur OG de l'angle f serait G cosf .
44. On peut remplacer la force "R et le couple K, c'est-à-dire toutes les forces du système, par deux forces P, Q, dont l'une agit sur une droite quon peut choisir arbitrairement, sauf les droites parallèles à V axe central.
Je dis d'abord que la perpendiculaire AB commune à P et Q doit rencontrer CC à angle droit; en effet R étant égale à la résultante de P et de Q est dans un plan parallèle à ces deux droites \ elle est donc perpendiculaire sur AB en direction \ elle doit d'ailleurs la rencontrer, car la somme des moments de P et de Q par rapport à toute droite est égale à celle des moments de R et des deux forces qui constituent le couple K \ on peut choisir le plan du couple perpendiculaire à ce, de manière que les forces qui représentent ce couple rencontrent AB, aussi bien que P et Q ; il ne reste plus que R, dont le moment par rapport à AB doit être nul et qui doit rencontrer cet axe.
Cela posé, prenons sur une perpendiculaire en C à CC
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deux longueurs CA = a, CB = & en sens contraire, si a et & sont positifs; je remplace R par deux forces parallèles R^, R'^ appliquées en A et B,
je réalise le couple K par deux forces égales et de sens contraire, appliquées en A et B, perpendiculaires au plan
ABCC. et toutes deux égales à F = j- • R' et F ont une
résultante P en A, faisant l'angle a avec R ; R* et — F ont en B une résultante aussi perpendiculaire à AB, et faisant avec ce un angle /3 dans un sens opposé à a \
taiig.= ^. tai.gP = ^-
Les droites d'action de P et de Q sont conjuguées.
Le tétraèdre construit sur P et Q a un volume constant. On sait que le volume du tétraèdre est égal au produit de deux arêtes opposées par le sinus de leur angle et le sixième de leur plus courte distance. Ici
V = g PQ(a -+- ^)sin(a H- p)
= — g — (PsiQaQcosp -f-PcosaQsinp).
Or
Pcosa = R', P8in« = F = Qsinp, Qco8p = R'',
Cette proposition est un cas particulier d'un théorème de M. Môbius.
Si l'on a deux systèmes de forces équiv^alents P, Pi, P«7 -7 Q, Qji Qtî ., ^ somme des tétraèdres ayant
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poitr arêtes opposées les forces d'un système prises deux à deux de toutes les numières possibles est égale à la somme analogue dans l'autre système; seulement, en considérant la perpendiculaire commune à deux forces, et supposant l'une d^ elles fixe, selon que Vautre tend à faire tourner la perpendiculaire dans le sens des aiguilles d'une montre ou en sens contraire, on regardera le ^volume comme positif ou négatif
Pour démontrer le thëorème de Môbius, on égale U somme des moments des forces Pi, Psv-) P^^^ ^^^ forces Q, Qi 5 Qs, . • • P^ rapport à P \ maïs le moment d'une force telle que Q par rapport à P est sîx fois le volume du tétraèdre construit sur PQ divisé par P; en appelant (P, Q) le volume dont je parle, on a
On aurait de même
(Q^ P) + (Q. p. ) ^- . . . = (Q. Q. ) + (Q, QO -<-.•• •
Ajoutant, les termes (P,, Qy) se détruisent, et, divisant par 2,
Si une force P' rencontre P en un point M, la force Q' conjuguée de P' est dans le plan [l qui passe par M et la droite Q. En effet menons par M une droite quelconque MM' qui rencontre Q : la somme des moments de P', Q' par rapport à cette droite est la même que celle des moments de P et de Q ^ celle-ci est nulle, ainsi que le moment de P' -, il doit en être de même de celui de Q' ^ cette droite
Sun LA MtCÀHIQUE RATlORIfELLE. 63
rencontre donc toutes les droites MM' et est contenue dans le plan (i. Ce plan est dit plan focal de M ; M est le foyer de fL,
Quand on point se déplace sur une droite, son plan focal tourne autour de la droite conjuguée.
45. Une force P peut toujours être remplacée par trois autres agissant suis^ant trois droites données dans un même plan avec elle ou en général par six forces Fi , F, , . . . , F, , iuivantdes droites A], Ajv*-) Ae données dans l'espace,
La première partie est très-facile à établir ^ pour la seconde, il suffit d'écrire que les forces F/ et la force — P se font équilibre : on remplace, dans les six équations d'équilibre, X,- par F,- cosa.-, Y,- par F,- cos^,,..., et Ton prend pour Xi^ji^ Zi un point à volonté sur A/, a/, |3,, . . • étant donnés, on a six équations linéaires pour déterminer les F. I^ problème sera possible tant que le déterminant du sjstène d'équations ne sera pas nul \ s'il est nul, les droites Al,..., A« sont tellement choisies qu'on peut trouver six forces difierentes de zéro agissant suivant ces droites et se faisant équilibre. M. Gayley dit que de telles droites sont eninvolution. Si Ai, A^, . . . , As ont une transversale commune qui ne rencontre pas Ae, le système n'est pas en involution, et il le devient si la transversale coupe les six droites \ car, en prenant les moments par rapport à cette transversale, une des six équations d'équilibre est vérifiée d'elleinême. De là ce théorème de Géométrie :
Quatre droites ont généralement deux transversales communes, mais cinq droites n'en ont aucune. Soient, par exception, cinq droites a^h^ c^d^e qui admettent une transversale C^ i, c, d^ e en auront une autre a'^ de même a, c, ^1 e auront une seconde transversale h\ et ainsi de suite : il s'agit de prouver que les droites a', i', c\ d\ e' ont une transversale commune. En effet menons une droite t' autre que a
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et coupant i', c', d\ e', puis une droite / coupant t et t'^ a, i, c, <i, e, /sonteninvolution, et l'on peut diriger six forces F suivant ces droites, de manière qu'elles se fassent équilibre; si if ne rencontre pas a', on peut décomposer chacune des forces F en six autres suivant a'^ b\ c\ d'^ e\ /^ on aurait six forces en équilibre suivant ces droites 5 or ce serait impossible si t' rencontrait cinq d'entre elles et non la sixième.
46. Quand trois forces agissant sur un solide se font équilibre, elles sont dans un plan et chacune est égale et opposée à la résultante des deux autres.
Cette importante proposition résulte de ce que toute droite qui rencontre deux des forces données P, Q doit rencontrer la troisième R pour que la somme des moments par rapport à cette droite puisse êtne nulle. Faisons tourner la droite autour d'un point de P, de manière qu'elle rencontre Q ^ elle décrit un plan dans lequel se trouve R; mais P s'j trouve aussi, parce qu'elle doit être rencontrée par une infinité de droites qui coupent Q et R : le reste est alors évident. Je propose au lecteur de déduire ce résultât des six équations d'équilibre.
On trouve de même que, si quatre forces se font équilibre, elles sont situées sur un hyperboloïde à une nappe.
Équilibre d'un seul solide.
47. Conditions d' équilibre d'une barre pesante et homogène dont les extrémités reposent sur deux plans inclinés parfaitement polis qui font a\fec l'horizon des angles a, ^.
Je dis d'abord que l'intersection des plans donnés est horizontale, et la barre dans un plan perpendiculaire à cette mtersection. La barre n'étant sollicitée que par son poids P et par les réactions normales N, N' des deux plans, ces trois
forces sont dans un même plan^ or ce plan est vertical, puisqu'3 contient P ; contenant des normales à chacun des plans, il est normal n leur intersection, qui est par suite horizontale^ enfin, les extrémités de la barre étant dans ce plan, elle y est tout entière. Soient donc (fig- 3) OA, OB
les droites suivant lesquelles ce plan coupe les deux plans donnés, AB la barre, x son angle avec Thorizon -, les réactions normales N, N' s'exercent suivant AC, BC, et leur point de concours doit être sur la verticale du milieu de AB. On a
CM_sinCAM CM _ sînCBM AM "" sinMCi' BM ~ sinBCM*
Mais
AM = BM, ACM == a, CA3I = - — a — x,
MCB = 6, CBM = - — p -^ r -,
donc
d'où
cos(a -f- jt) ces (fi — x)
sina sinfi
taDg^r = — ( cotct — cotp).
On calculera les pressions N, N' dont la résuUani.
De S.-G. — Rec.
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ëgale el; opposée à P :
N _ N^ _ P SîÎBCM ~' doÂCM ^ sinACB'
PsinB ^„ Psina
sin{a-hp) sm(a-hp)
On aurait pu aussi égaler à zéro la somme des projections des forces N, N', P sur une horizontale et une verticale et celle de leurs moments par rapport à un point de la barre; j'emploie cette méthode dans Texercice suivant.
48. Une barre pesante et homogène AB est articulée en A à une charnière qui lui permet de se mouvoir dans un plan ^vertical; à Vautre extrémité B agit une force Q
faisant avec la direction ÂB un angle donné a \ quel est le rapport entre Q et le poids P pour que la barre soit en équilibrée et fasse avec l'horizon l'angle 0 : pression sur la charnière.
Soient X, Y les composantes horizontale et verticale de l'action exercée par la charnière, sa la longueur de la barre. Projetons sur une horizontale et sur une verticale les forces qui sollicitent AB :
X-4-Qcos(ô-}-a)— o, Y— Ph- Qsin(ô -h a) — o
Egalons à zéro les sommes des moments par rapport au
point A
2aQsina — aP cosÔ = o.
Des trois équations obtenues résulte la solution du problème, et la discussion en est fort simple.
49. Condition d'équilibre d'une planche elliptique homogène m/iintenue dans un plan ^vertical et reposant sur deux chevilles G, H situées à la même hauteur.
Il y a avantage a exprimer que les trois forces qui solli-
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citent ]e solide sont concourantes \ les réactions des appuis s'exercent suivant les normales en G et H à Tellipse, le poids est vertical et agit au centre. Il faut donc que la droite qui va du centre au point de concours des normales en G, H soit perpendiculaire à GH. Prenons pour axes coordonnés les axes de Tellipse, de longueurs 2 a et 2&, et soient Xi,j^i, Xj, ri les coordonnées de G et H. Les normales en ces points ont pour équations
a^jrjTi — h^yx, — {a'—b- ]XyX, = o.
Faisons une combinaison ne renfermant plus de termes constants, nous aurons la droite qui va du centre au point de concours des normales
a^x{xi—x,)xtX^— ^'7(/i~ J=)'^i^="- o.
La condition pour qu'elle soit perpendiculaire à GH est
D peut j avoir trois sortes de positions d'équilibre ^ si Ton fait Xi— ^Ji:s= o, le petit axe est parallèle à GH5 ce sera le grand axe si j^, — j^2= o ^ enfin, en annulant le troisième facteur,
•Il tl! - — ^
on exprime que G et H sont aux extrémités de deux diamètres conjugués. La possibilité de chacune de ces solutions dépend de la longueur ae de GH : la première exige e<^ J, la deuxième e <]a^ pour la troisième, il faut que ae
soit compris entre a ^-2 et b ^, distances minimum et maximum des extrémités de deux diamètres conjugués. 11 peut y avoir quatre positions d'équilibre distinctes.
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80. Déterminer quatre forces P, Q, R, S agissant à chacun des sommets d'un tétraèdre perpendiculairement à la face opposée, de façon qu elles se fassent équilibre.
Soient a, A, c, rf les aires des faces du tétraèdre ABCD; chacune est ëgale à la somme des projections des autres sur elle-même :
' a — b cosGD — c cosDB — r/cosBC := o,
\ h — c cosDA — rfeosAC — a cosCD ~ o, (i) {
c — ci cosAB — a cosBD — b cosDA = o,
d — a cosBC — b cosCA — c cosAB = o.
Projetons les forces P, Q, R, S sur chacune déciles successivement, et observons que Tangle de deux d'entre elles est supplémentaire du dièdre formé par les plans auxquels elles sont perpendiculaires; nous aurons quatre équations ne différant des précédentes que par le changement de a en P, i en Q, ... ; on en conclut
Chaque force est proportionnelle à Taire de la face à laquelle elle est normale.
Pour que l'équilibre soit assuré, il faut encore prouver que la somme des moments des forces par rapport à trois droites formant trièdre est nulle. Considérons Tune des arêtes du trièdre A, AB par exemple. Les moments de P et de Q sont nuls ; pour évaluer le moment de R que je représente par ^c, j'abaisse CH perpendiculaire sur le plan A6D, et dans ce plan HI perpendicidaire à AB; le moment de R
3V est ^cxHI, mais, V étant le volume du tétraèdre, c= -— ;
CH
3VX le moment devient — — -HI = 3X cotAB. On verra que le
moment de S est le même en valeur absolue, mais de signe
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contraire. La somme des moments des forces par rapport à AB, AC, AD sera nulle de la même manière.
Remarques. — Puisque quatre forces dirigées suivant les hauteurs d'un tétraèdre peuvent se faire équilibre, ces hauteurs sont sur un hyperboloïde.
Le déterminant des équations (i) égalé à zéro donne la relation entre les six dièdres d'un tétraèdre.
Équilibre de plusieurs corps.
51 . Une enveloppe sphérique homogène, de centre C et de poids P, est placée sur un plan incliné quelle touche en A, et renferme à son intérieur un petit corps M de poids Q, qui est attiré vers un point O du plan incliné avec une intensité proportionnelle à la distance ; position d'équilibre du système.
Je dis d'abord que C et M sont dans le plan vertical qui contient la ligne de plus grande pente du point O^ car supposons M lié invariablement à la surface sphérique : l'équilibre n'est pas troublé. Or le système est en équilibre sous l'action de trois forces, l'attraction de O qui s'exerce suivant OM, la résultante verticale de P et de Q, enfin la réaction normale du plan en A : ces trois forces sont donc dans un plan qui est vertical et contient les droites OM , AC normale au plan donné ^ OA est donc une ligne de pente de ce dernier plan.
Soient maintenant OA = x, ACM = 0, N la réaction du point M sur la sphère, les coordonnées du point M par rapport à OA et à une perpendiculaire en O sont
x — Rsinô et R(i — cosG);
les composantes de l'attraction de O sont de la forme À(x — R sinô), XR(i — cosô) ^ on a pour l'équilibre de M,
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en désignant par a Tangle du plan donné avec l'horizon,
— > (.r — R sin 9 ) -f- Q sin a -h N sin 0 =: o,
— > R ( I — cos 0 ) — Q CCS a -h N cosÔ = o.
La sphère est sollicitée par trois forces, N, P et la réaction en A, qui se coupent en C; projetons sur OA
Psina — N sinÔ = o.
Eliminons N entre cette équation et chacune des deux premières :
(P -h Q) sina — X(a? >- R) sinO = o,
Psina cosO — Qsindcosa — XR(i — cosO)sinO = o.
La première donne x quand on connaît d, et cet angle est déterminé par la dernière^ prenant pour inconnue
tang - 0 = u, elle devient
Psinaii^H- 2 (XR -r- Qcosa)w^-4- sQcosau — Psina = o.
Cette équation et sa transformée en — u ont chacune une variation ^ il y a précisément une racine positive et une négative, et la substitution de i et de — i montre que la première racine est entre zéro et i, la seconde entre — I et — 00 ^ il y a deux positions d'équilibre : pour Tune B est <^ 90*^, pour Tautre, il est entre 180 et 270 degrés. Si P est beaucoup plus grand que Q, u se rapproche de i et de — 1 , d de 90 ou de 270 degrés.
52. Une tige AB, de poids P, est mobile autour de son . extrémité A, et soutenue à Vautre par un fil de niasse négligeable et de longueur l] ce fil passe sur deux trèspetites poulies C et D, la première située verticalement au-dessus du point A, et se termine en H oà il soutient l'extrémité d'une chaine pesante, de longueur X, parfai-
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tementjlexible, et dont l * autre extrémité est attachée en un point fixe E sur la ^verticale de la poulie D. On donne la distance AG = h du point A au centre de gravité de la barre AB et le poids q de l'unité de longueur de la cliaîne £H, et l'on demande la position d'équilibre du i>rfème (Agrég., 1871.)
Soit I rextrémité inférieure de la chaîne \ la longueur HI que le fil a à porter s'obtient en évaluant de deux manières la longueur Dl :
DI = DH-hHIr=DE-l-X— HI, HI = - (DE -4- 5i — J>H ),
et la tension du fil sera T = ^^(DE-h X — DH). Le fil
devant tenir la barre AB en équilibre, le moment de sa tension par rapport à A est égal au moment du poids de AB \
T X AC sinAGB = Vh sinCAB.
Mais, dans le triangle ABC,
sinCAB CB ^ ^ PACB
5 donc T =
sinACB AB' AB X AC
D'ailleurs BC = / — DC — DH; donc on a, en reprenant la première valeur de T,
ly(DE-4-^-DH):z.^A^(/^DC-DH),
d'où
_ 2P^(/--CD)— <yAB.AC(DE^->) *" 2PA — <7AB.AC
La valeur de DH donnera la forme du système. Pour que le problème soit possible, il faut que DH soit positif et inférieur à DE 4- X, et aussi kl — CD — ( AC — AB), en prenant pour cette parenthèse sa valeur absolue. Un cas re-
inarquable est celui où Ton a
aP^zrr^AB.AC, / — CD=:DE-+-)l;
DH est de la forme ^» c'est-à-dire que le système sera en
équilibre pour toutes les inclinaisons de la droite AB. On trouve là le principe d'un système de ponts-levis, dits à contre-poids variable, dû au général Poncelet.
53, Trois sphères égales, de poids P, de rayon a, sont attachées à un point fixe O par des fils de longueur /; sur ces trois sphères, on en pose une autre de poids Q et de rajon h ; déterminer les conditions d'équilibre du système en supposant les centres des trois sphères soutenues dans un plan horizontal.
Soient A, A', A'' les centres des sphères de rayon a, B le centre de la quatrième ; il peut arriver que les sphères A, A', A" se touchent, et que chacune soit en équilibre sous Faction de son poids, du fil qui la soutient, de la pression N exercée par les deux sphères de même espèce et la pression Ni de la sphère B ^ ou bien les sphères ne se touchent pas et les forces N n'existent plus.
Soient, dans le premier cas, a et (3 les angles de OA et de BA avec la verticale; les points A, A', A'' forment un
triangle équilatéral dont le rayon est ^; on a
— -» sin B := _.
Les pressions exercées par A' et A'' sur A se composent en une force N ^3, horizontale, passant au centre A et située dans le plan AOB; pour l'équilibre de A, il faut annuler la
somme des projections des forces qui le sollicitent sur la perpendiculaire à OA dans le plan A06 :
P sin ff — N, sin ( p — a) — N y^ cosa = o.
L'équilibre de B s'obtient en projetant les forces qui le sollicitent sur une verticale : Q — 3Ni cos(3 = o. Substituons Ni dans la précédente :
^ . Q sin(8 — a) ^^ ,- P sma — ^ ^-^—^ ~ — N V3 cosa -: o.
3 cosp
Pour que l'équilibre soit possible dans les conditions supposées, il faut que N soit positif, ce qui donne
SPsinacosp — Q(siQpcosa — cospsina)> o,
j [/»— («-+-^)':Q»— 2[3(a4-6)»— 4a>]PQ j _3[3(«-f.^,)î-4a']P'<o.
n faut que Ton ait / > a -f- A ; on aura en outre
(a-\- b) ^3"^ la;
sinon la sphère B passerait entre les sphères A, A', A'', et ne pourrait être soutenue. La seule condition pour que l'inégalité (i) soit satisfaite est que Q soit inférieur à la >aleur positive qui annule le premier membre.
Supposons que les sphères A ne se touchent pas, et soit 2x la distance de leurs surfaces, en sorte que les côtés du triangle A A' A'' soient 2(aH-j:)^ les formules trouvées pour le premier cas se modifient d'une façon très-simple ;
on trouvera
sina = — ^^ — _ — > sm B :== — ^ '- j
3 cosp 3cosp
On en tire
{a -hxj'nr 7 (a-f- b)
4^ ' 4 p»-f-2PQ
On reconnaît que, P étant constant, a-hx diminue quand Q augmente^ pour Q = o, on a
tfH-j?=: — («-+•©), dou 8=:-:
B est dans le plan A A' A" ; Q pourra augmenter jusqu'à ce qu'on trouve j:=: o, et alors il a précisément la plus grande valeur qui satisfaisait à l'inégalité (i); quand Q est inférieur à cette limite, il y a deux positions d^équilibre \ audelà, il n'y en a plus.
54. Un segment de paraboloïde de résolution dont l'axe est ^vertical et le sommet en bas repose sur deux plans également inclinés, qui le tiennent en équilibre; si on le suppose partagé en deux moitiés par le plcui vertical qui contient l'intersection des deux plans fixes, quelle hauteur peut-on donner au segment sans que les deux parties se séparent? ( Waltow ) .
Soient O le sommet du paraboloïde, A le point où son axe coupe la base du segment, OA =• ^, C, C les points de
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cx>nUct avec les deux plans, i l'inclinaison de chacun de ces plans ; je prends OÂ pour axe des z^ le plan de séparation des demi-segments pour plan des^z, et une perpendiculaire en O pour axe des x. Le centre de gravité du volume OAC est situé dans le plan xz, et Ton obtient son abscisse en décomposant le volume en tranches parallèles à ZOY ^ on trouve aisément
Les coordonnées du point de contact C sont p tangi, zéro,
-/?tang'i^ la réaction normale du plan rencontre la verti-
cale du centre de gravité en un point H dont le z est
z := - p tang'/ — (a:, — p tang/)cot/
r= - p^i -f- tang*/j ^ - ^iph cot/.
YT
Les deux parties exercent l'une contre l'autre une pression qui est nécessairement horizontale, et dont le point d'application est entre O et Aj la pression exercée sur lun des solides doit faire équilibre à son poids et à la réaction du plan sur lequel il s'appuie; ces deux dernières forces ont une résultante qui passe en H, et qui, pour une valeur convenable de la réaction du plan, est horizontale; mais, pour qu'elle puisse détruire l'action du second solide, il faut que z' soît ^ o ;
— < -r--(2tangi -h tang^/).
On a ainsi la hauteur maximum compatible avec l'équilibre.
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55. Déterminer la forme d'équilibre d'un polygone plan ABCDEF dont chaque côté est sollicité par une force qui lui est perpendiculaire, appliquée en son milieu et proportionnelle à sa longueur.
Cette équation, résolue par Fuss (Mémoires de V académie de Saint-Pétersbourg, 1817), peut être traitée simplement en partant de ce théorème.que, si trois forces se font équilibre, elles sont concourantes et dans le même plan. Le côté AB est en équilibre sous l'action de la force XAB qui lui est normale, et des deux réactions R, R' exercées par les côtés voisins AF, BC ] ces deux forces doivent concourir en un point I sur la perpendiculaire au milieu M
\ AB de AB: AIB est isoscèle, et R — R'= — ^.'— ,^t- Or élevons
en B une perpendiculaire à IB qui rencontre IM en O 5 on
voit que R = XBO, BO = —* Pour une raison analogue, la
perpendiculaire au milieu de BC coupe BO en O', tel que XBO'= R^ donc BO = BO', et les droites menées par les sommets perpendiculairement aux réactions mutuelles des côtés qui y aboutissent concourent en un point O équidistant des sommets. Le polygone ABCD. . . est inscrit dans un cercle, et les réactions des côtés les uns sur les autres sont égales et tangentes au cercle.
Si Ton imagine un vase dont les faces latérales soient des rectangles articulés suivant leurs droites d'intersection qui sont verticales, et dont le fond soit formé d'une membrane extensible^ si Ton verse un liquide dans le vase, chaque face latérale éprouve une pression normale proportionnelle à son aire, et la section droite est un polygone inscriptible dans un cercle.
56. On donne dans un plan vertical un assemblage ABCDE /orme de quatre barres égales, pesantes et homo-
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gènes, articulées entre elles en BCD; les extrémités A ef E sont attachées par des charnières à deux points fixes d'une horizontale; on demande la forme d'équilibre, (Couplet, Des charpentes.)
J'applîque la méthode de Varîgnon pour l'équilibre du polygone funiculaire : je mène par un point O [fig. 4) ^ï^e droite Oi parallèle au côté AB du comble et proportionnelle à la pression qui s'exerce sur chaque section droite de cette barre. Comme le poids P de chaque barre peut être
Fig. 4.
!rf
remplacé par deux poids |P appliqués à ses extrémités, le polygone ABCDË est dans les mêmes conditions que si des forces verticales P étaient appliquées à ses sommets mobiles; si donc par le point b je mène une verticale bc proportionnelle à P, Oc représentera en grandeur et en direction la pression du côté BC 5 de même, si cd = de = P, Orf, Oe .seront parallèles à CD et DE. Cela posé, je dis que Oc et Od font des angles égaux avec T horizontale OH; car, si l'on avait cOH>HOrf, on aurait aussi AOH>HOe; la projection de ABC sur une verticale serait plus grande que celle de CDE, et A et E ne seraient pas sur une même horizontale.
Alors iH= 3cH; si donc « et (3 sont les angles de AB
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et de 6C avec Thorizon, on aura
tanga:= 3 tangp.
Il suffit d'écrire que AE est égale à la projection du polygone sur rtiorizon pour avoir une seconde équation entre a et (3
/ =1 /? ( cosa -H ces p ).
Posons tang^ = x^ et éliminons et :
Quand x croît de zéro à oo , le premier membre décroit de 2 à zéro ^ il y a donc une et une seule solution quand l'écart AE est moindre que deux fois la longueur d'une barre.
57. Position d'équilibre de deux poids égaux assujettis à rester sur une parabole dont l'axe est vertical, et se repoussant auec une intensité ini^ersement proportionnelle à leur distance.
Soient A, B les deux points, x^ y^ ^' ^j' leurs coordonnées, j:*= npy Téquation de la parabole. En écrivant pour les deux points la condition X rfx-f- Y ^(y rrz: o, on trouve deux équations de la forme
Remplaçons ^-^ ex. f par—, —, et débarrassons les frac-
^ ip Tip
lions du facteur x — x* qui ne peut être nul ; il vient
Retranchons la première de la seconde, et simplifions encore la fraction :
On a d'abord la solution x'= — x^ et, en substituant dans Tune des équations (i), on trouve
Si Ton cherche une autre solution, on divise par x + x\ et il reste
dans ce cas, ajoutons les équations (i) après avoir multiplié la première par x', la seconde par x\ on en déduit
jcx' =z — 2/?';
on connaît la somme et le produit de x et de x^ Cette seconde solution est réelle toutes les fois que [>} — agp ^ o-
tipdlibre en te^iant oompte du frottement.
58. Une tige pesante OA, parfaitement mobile autour de l'extrémité O, s'appuie en A contre un plan vertical dépoli ; déterminer la position de la barre quand elle est sur le point de glisser.
Soient a la longueur de OA, 9 son angle avec la perpen* diculaire OP abaissée sur le plan fixe, ^ l'angle du plan
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AOP avec rhorizon, N la pression normale, fN la force de frottement dirigée suivant la tangente en A au cercle que A peut décrire sur le plan fixe. Prenons pour axe des z la verticale de O, pour axes des x OP, pour axe des jr une perpendiculaire aux deux premières ^ les coordonnées de A sont acosd, asinOcos^, asindsintp-, les composantes delà force de frottement X = o, Y = — /N sintp, Z =/*N cos^}/. Nous n'avons qu'à égaler à zéro la somme des moments par rapport à OZ ;
— ^N sin>|/cos9 -h aN sin9cos>|; = o, tang^' = j^^ë^'^
il y a toujours une solution indépendante de l'épaisseur de la barre.
59. Une tige homogène AB peut tourmer dans un plan vertical autour de son milieu C, et porte à une de ses extrémités B un poids Q 5 une autre tige OE, mobile autour d 'une de ses extrémités O, appuie sur l'extrémité h. de la première tige; le point O est situé verticalement au-dessus de C à une distance CO = CA = a 5 déterminer la position du système quand le point A est près de glisser sur OE, en remontant vers O ou dans le sens opposé.
Le poids P de OE peut être considéré comme appliqué en son centre de gravité à une distance A de O. Soient a l'angle COE=CAO, f le coefficient de frottement; quand le point A sera près de glisser vers E, la barre AB éprouvera en A une action N normale à OE, faisant avec
AB Tangle a, et une action /N faisant l'angle a en
dessus; prenons, par rapport à C, les moments des forces qui sollicitent AB :
Qsin2a — Ncosa +/Nsina == o.
Prenons par rapport à O les moments des forces qui agis-
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sent sur OE i
2Ntf COSa — P^ dna = o.
Eliminant N :
sina[4tfQcos'a — P^(cosa — /siiia)]=:0.
On a la solution évidente a = o et une autre qui dépend d'une équation du quatrième degré. Quand le glissement doit se faire vers AO, on ckangey*en — f,
60. Une tige pesante et homogène AB s'appuie par son extrémité A sur une horizontale, et touche en un point variable M une courbe située dans le plan ^vertical qui contient la droite fixe; les coefficients de frottement sur cette droite et sur la courbe sont égaux. Déterminer la courbe de manière que, dans toutes ses positions^ AB soit sur le point de glisser.
Prenons pour axe des x un point O de l'horizontale fixe, que nous choisirons plus tard, et désignons par 2a la longueur de AB, par P son poids, a son inclinaison sur OX, N et N' les réactions normales en A et M, f l'angle de frottement. Projetons les forces sur une horizontale, une verticale, et prenons les moments par rapport à A :
/N = N'{sina —/cosa), P = N -H N'(co8a -h/sina),
aPcosa=: -; — t sma
/ étant l'ordonnée de M. On tire de ces équations , Psinfcosf _- Pcosysin(« — f)
sma sma
aa sin2f
jr = -; sin*a cosa.
C'est une équation différentielle de la courbe cherchée;
Di S.-G. — Xee. O
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maiS) pour la construire, il est commode d'exprimer x et jr en fonction de a, et de faire varier ce paramètre au lieu de l'éliminer. En posant aa = Tisinsf , on trouve
y=zn sin* a cosa, dy=zn[Z cos*a — i) siua /fo, ii!r = dy cxAoi =:/i(3cos*a — i)cosa€/a, a: = (2 — sin'a)/2sins.
Nous plaçons ainsi l'origine à l'extrémité A de AB quand
elle est horizontale. La courbe est symétrique par rapport
aux deux axes, parce que, si l'on change a en — a, j' ne
change pas, et x se change en — x\ si Ton remplace a par
?r — a, c'est x qui ne change pas. Il suffit donc de faire
it I
varier en de zéro à — ; quand ol varie de zéro à arc eos -^^
X ^Xy augmentent tous deux en partant de zéro, pour atteindre, le premier la valeur ^n \/^' l'autre - n i/o* En
ce point, il y a rcbrousscment, et quand a varie depuis la valeur précédente (54^440 à 90 degrés, x et j- diminuent, le premier jusqu'à n^ le second jusqu'à zéro.
En se reportant aux valeurs de N et de N' qui doivent être positives, on voit que la seule partie utile de la courbe est celle qui répond aux valeurs de a supérieures à f .
Quand f varie, on obtient des courbes homothétiques : l'équation de l'une d'elles serait, en coordonnées polaires,
H — (36cos*ô — 37 cos*ô — S)/?*/*-!- 16/1* sin*ô = o.
61 . Quels dow-ent être les coefficients de frottement du Jer sur le fer et sur le sol pour que quatre boulets spkériques, disposés en pile triangulaire, soient sur le point de glisser?
Soient P le poids commun des quatre sphères, O le centre d'une des trois sphères inférieures, O' ^elui de la sphère supérieure^ la droite 00' fait avec Thomon un angle a
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dont le cosinus est -^ ^ soient encore A et B les points de
contact de la sphère O avec Of et avec le sol, N, N' les réactions normales en ces points, ff les coefficients de frottement aux mêmes points. L'équilibre peut être rompu, soit parce que les sphères O glissent sur le sol aux points B, la sphère O' roulant en A, soit qu'il se fasse un glissement en A et un roulement en B-, il faut considérer le cas où l'un et l'autre de ces mouvements sont prêts à se produire; mais la direction des deux glissements de O' sur O ou de O sur le sol se trouve par raison de symétrie dans le plan vertical de OO'. Projetons sur l'horizontale de ce plan et sur une verticale les forces agissant sur O, et prenons les moments par rapport au centre :
K(cosa — /sina) =/'N', P -f- N(sina -h/cos«)= N', d'ailleurs N' est évidemment égal à ^P; on en conclut
62. M. Kui^tis a signalé une formule qui permet de trouver aisément l'équation d'équilibre d'un solide sur lequel agissent une force extérieure et deux réactions; il sutBt d'écrire que ces trois forces sont concourantes, car on pourra disposer ensuite des grandeurs des réactions pour compléter les conditions d'équilibre. Or, si, dans un triangle ABC, on mène une droite AD qui coupe BC en D. on trouve sans peine
/ \ .^« DCcotCAD — DBcotDAB DBcotC — DCcotB
i) cotADB = =r= = ^ •
BC BC
Soit une échelle BC, s'appuyant en B sur une horizon-
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taie, en C contre un mur vertical : cherchons son inclinaison a, connaissant les angles de frottement f , (f* en B et C, et la position D du centre de gravité.
Les réactions concourent en un point A sur la verticale de D, et^en prenant la première expression (i), on a
BDcotf — DCtang/ ^"g"= . BC -'
Soit une enveloppe mince en forme de zone à une base de centre O, touchant en H un plan horizontal dépoli^ une barre AB dont le centre de gravité est G s'appuie en A sur l'intérieur de la calotte, et pose en C sur son bord; connaissant le centre de gravité P de l'enveloppe et le rapport X de sa masse à celle de la barre, calculer les inclinaisons 6 et ^ de OC et de AB.
Écrivant que le cenlre de gravité de tout le système est sur la verticale de H, et appliquant à AB la seconde expression (i), on a les équations d'équilibre
AGcos+ — OAcos(9 -h 2>(') = XOPcos(0 -♦- POC), AG cos 4» cos(ô 4- 1}> -*- y' — <f)= 2OA cos(ô H- •]/] cos (p'cos(ô -h 2 4* — f )•
Position d*équiribre d'une plaque triangulaire placée à l'intérieur d'un hémisphère.
Équilibre d'une baiTe s'appuyant d'un bout sur la surface interne d'un hémisphère, de l'autre contre un plan vertical.
Équilibre d'une tige pesante s'appuyant d'un bout contre un mur vertical, de l'autre soutenue par un fil qui est attaché en un. point du même plan. Examiner le cas où ce plan est dépoli, et le mouvement près de naître dans un sens ou dans l'autre.
La ligne des gonds d'une porte fait l'angle a avec la verticale; ({uelle force normale faut-il appliquer à la porte pour que son plan
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&sse l'angle p avec le plan vertical de la ligne des gonds? Le moment du poids par rapport à cette droite est P^z sina sinp.
Composer trois forces agissant respectivement suivant les côtes AB, BC, CA d'un triangle et ayant pour grandeur, la première -9
la deuxième -r» la troisième -• b c
Composer des forces représentées par les côtés consécutifs d'un polygone.
Équilibre de deux sphères égales, polies, tangentes entre elles, et placées entre deux plans inclinés dont cliacun touche une des sphères.
Un cylindre creux est posé sur un plan horizontal ; une tige s'appuie sur la surface interne et sur le bord du cylindre ; quel est le poids minimum de celui-ci qui soit compatible avec l'équilibre?
Une sphère est posée sur un plan horizontal et attachée par un &1 à un point de ce plan ; en ce même point est articulée une tige pesante contenue dans le même plan vertical que le centre et appuyant sur la sphère, tension du fil.
Une tige horizontale BCD porte un poids à son extrémité D ; elle est articulée au point B d'un plan vertical, et en C à une tige oblique CA, dont le bout A est lui-même articulé au point A du plan considéré ; charges des articulations et de la barre AC dans celte sorte de potence.
Une planche rectangulaire pesante est posée sur un cylindre droit horizontal dépoli; quel poids doit-on attacher à son bord pour qu'elle glisse?
Déterminer dans un plan vertical une courbe telle, qu'en la supposant polie, une tige pesante et homogène qui s'appuie d'un bout contre elle, et de l'autre sur une horizontale dépolie, soit dans toutes ses positions sur le point de glisser. C'est une ellipse
^* -h (x — jr cotf )'= a*;
mais U ne faut prendre que l'arc pour lequel l'angle de la tangente avec l'horizontale est <Cit — y.
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Positions limites d'équilibre d'un cylindre elliptique bomogèoe reposant sur deux plans dépolis dont Tintersection est horiaootale.
Déterminer la position la plus élevée qu'on puisse donner à une tige horizontale dans une sphère dépolie sans qu'elle glisse. Si 7a est la longueur, le plan horizontal passant par la tige doit être au-
dessous du centre, à une distance >> ^R' — a*
COSf
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ÉQUILIBRE D'UN FIL FLEXIBLE
63. Considérons un fil parfaibement flexible et inextensible ^ chaque élément ds est sollicité par des forces extérieures dont les composantes, suivant trois axes rectangu*^ laires, sont TLds^ Ydsy Zds\T désignant la tension eu un point du fil, on a les équations d'équilibre
(i) </T— -+-Xrfy=o, <fr-i^H-Yûfj=o, </T--^ -hZdtf=o. as ds ds
On pourrait en déduire y^ z^ T en fonction de x, ce qui résoudrait la question.
Si Ton ajoute les équations ( i ) après les avoir multipliées
dx dy dz j dx ft
respectivement par —, — » ~ ou par a— ï"*? ou enfin
par djrd*z — dzd^jy. ,.^ on arrive i trois conclusions, qu'on peut aussi obtenir en projetant les fondes qui sollicitent l'élément ds sur la tangente^ la normale, la binormale :
I® dT! = —[^dx-\'YdY-k'Zdz)'^ lorsque le second membre est intégrable, on peut en déduire T en fonction d une constante et des coordonnées d'un point quelconque du fil.
Ids a® p étant le rayon de courbure, est égal à la composante normale des forces qui sollicitent l'élément ds\ cette relation peut servir à trouver le rayon de courbure de la courbe funiculaire.
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3^ La résultante de ILds^ Yds^ Zds est dans le plan oscillateur à la courbe.
64. Forme d'équilibre d'un Jîl flexible, homogène, non pesant, dont les extrémités sont fixées, et dont les éléments sont repoussés d'une droite fixe AB par une force perpendiculaire à cette droite et proportionnelle à la. distance du point à AB. L'hélice peut satisfaire aux conditions de la courbe funiculaire. Cas oà les extrémités du fil sont dans un plan qui contient AB. Cas ou elles sont enA^B^etoùla longueur du fil dépasse peu la distance AK. (La partie principale de ce problème a été proposée pour l'agrégation, i84a-)
Prenons un système d'axes rectangulaires dont A soit l'origine, AB l'axe des x ^ les équations d'équilibre ont la forme
(I) rfT-^ = o, dT-f'-^mWds = o, rfT-^-t-»*xd> = o. ^ ' as as as
La première donne T — = C. Il est aisé de reconnaître
que le système est satisfait si le (il a la forme d'une hélice tracée sur un cylindre dont Taxe est AB et le rayon R. Soit OL l'angle des tangentes avec AB; on a
d,r. dr «sina dz rsina
~-=:Cosa, -r-= y — = :^— - — •
ds ' ds K ds R
Substituons dans les équations générales, on aura
-, C y sin'a , ^ z sin*a
cosa R'cosa "^ ' R'cosa
Ce système est vérifié en faisant C = — ~ -> ce qui
sm* a *
donne la tension en chaque point de l'hélice.
J'ecarte le cas de C = o, qui donne pour tous les points T=o, avec ^ = z = o ou bien dx=^o. Quand C n'est
iir pas nul, T et — ne changent pas de signe-, on peut, en choi-
os
sissant le sens de ds^ prendre leur produit positif et écrire
inai$£fT= — (ù^{ydy-^zdz). Posons j^=7-cos 6, z=rsin9, nous aurons
Ajoutons enfin la deuxième équation (I) multipliée par — ^ et la troisième par — y
ds ds \ ds ds j ds 2
L'élimination de T donne les équations de la courbe funiculaire
ds
dx
On voit que a: et 9 vont sans cesse en croissant d'une extrémité à l'autre du fil. Si ces deux bouts sont dans un plan passant par AB, 0 sera constant ou croîtra de 27iir. Plaçons-nous dans le premier cas, seul admissible si un bout du fil est sur AB-, le fil est dans un plan passant par cette droite; en le prenant pour plan des j^, nous ferons r =zjr^ et nous aurons
(II) c»^=:a>-J^ dx^dz ^"''^
dx ^(aa — ^>)«— c<
Si la seconde extrémité du fil est sur AB, il j a un point
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ds où — = i^ donc a^^ c^. On voit qu'alors^ va en croissant de o à \Ja* — c*; le radical est alors > o, puis il change
de signe •, y décroît jusqu'à — ^* — c*, et croît ensuite, etc. On peut mettre dx sous une forme plus simple, en posant
jr = ^a} — r* sin», dx z=z -
c'df
v/a^-hc>y/i-^l;^sin»t
L'expression de ds se forme à l'aide de (II)
ds
= dfa Vu' H- cH / I sm*© — dx.
On a ainsi des intégrales elliptiques de première et de deuxième espèce. Comme, au point B, 7^= o, y doit varier de o à Ttir, et la courbe présente n branches égales, tour à tour au-dessus et au-dessous de AB. En général n peut être choisi à volonté. Pour déterminer a et c, on exprime que, pour f ss nrc, 5= a/ et x= aA, ce qui donne aisément
sin'^
\la}-^c
dmk J
mais ce sont deux équations transcendantes. La courbe est
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quarrable. Soit n =r i :
^a' — c^ sinf</f
L'aire engendrée pour la révolution autour de AB est aussi quarrable.
Pour le cas où / surpasse peu /i, je pose a* — c*= e*, et j'ai
On remplace 2c"h- e' — j-* par 2c', et il vient
, dr c//r . ^ v^ «jp = — = — '_._ » jr z=t6in »
ttf =: rfj: i / I H COS* — - — zrz: dx{ l -h '*'^«* ^ - • • ' •
COS' h
Les conditions données par le point B sont
On en déduit les constantes c et s, et Téquation de la courbe
devient
r = — i/>i (/ — h) sin — *- •
nn^ ^ ' 2/*
C'est une sinussoïde. La tension est 65. Déterminer la forme d'équilibre d'un fil pesant
OU la densité varie en Jonction donnée de l'arc, ou déduire cette loi de variation connaissant la forme de l'arc. Exercices sur la chaînette.
Ces questions peuvent se traiter à Taide des équations générales (i); mais il peut y avoir avantage à introduire l'angle a de la tangente au fil avec Thorizon (Casey, Cambridge Messenger, III). De ce que le plan osculateur esl toujours vertical, il s'ensuit que le fil est dans un plan vertical. La première équation (i) donne
Tcosa = T,
pds étant le poids d'un élément, la composante normale de ce poids est égale à T multiplié par l'angle de contingence
Tdx = pds cosa.
Combinant avec la première, où t est la tension au point le plus bas,
dot _ dlamsa r
T — — = pds. p =zr -^^— == •
ces* a "^ ds pcos*a
Quand la chaîne est un cercle,
Rt
la densité est réciproque au carré de la distance au diamètre horizontal.
Pour la cycloïde, convexe vers le bas.
a a cos'a
Pour la parabole à axe vertical de demi-paramètre c,
c T cosa
* cos'a c
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Pour l'hyperbole équilatère y* — x* = a*,
(cos2a) Soit donné p constant :
-, p=z — (cosaa)*
ces a
:=pdsco&aL-=pdXf /?« =tL tang I ^ H — )
. , . T sîna</a T T ^ \i 2/
tf/=€ttsuia= ; — 9 r= — ^^ '
p cos'a pcosoL p
2tang
Si Ton pose - = a, on a
pois
ci)sa=:-, tanga = -V^ — e **/,
^=:atanga, T= ^=PY^
° cosa ^"^
Ces formules donnent immédiatement la solution de quelques exercices sur la chaînette, que j'emprunte au P. Jullien :
« Un fil homogène est attaché en deux points d'une horizontale dont la distance est 2a : quelle doit être la longueur du fil pour qne la tension aux deux point» d'attache soit égale au poids total? Quel est l'angle a de la tangente en ces points avec la verticale?
/— _4fL * — * » Un fil homogène, dont les deux extrémités pendent librement,
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est posé sur deux chevilles à la même hauteur, et dont la distance est 2a; pour une longueur totale donnëe du Ql, déterminer la longueur qui est courbée en chaînette : les deux houts libres sont égaux. En appelant 2 /la longueur du fil, le paramètre c de la chaî-
nette qu'il forme dépend de l'équation l = ce*^^ et l'arc courbe a
pour longueur c\e^ — e ^ /.
9 Un fil homogène a une extrémité fixée en un point d'une tringle horizontale, Tautre est portée par un anneau enfilé sur la tringle et dont le poids est n fois celui de la demi -chaîne; le coefficient de frottement sur la tringle est fx, et la longueur du fil / : quel est Técart maximum de ses extrémités pour qu'il puisse y avoir équilibre ? On trouve
alin -+-i)L —. ri —
66. Un Jîl Jlexible et inextensible, pesant, est fixé a ses extrémités; outre son poids, chaque élément supporte une charge proportionnelle à sa projection horizontale; déterminer la loi suiv^ant laquelle varie V épaisseur du fil lorsque la tension en chaque point est proportionnelle à l'épaisseur; forme de la cliaine, sa longueur^ son poids. Ce serait le problème d'un pont suspendu, sauf l'allongement du câble, application numérique pour m,ettre en ésndence la nature des constantes : il s'agit d'un cdble en fer, dont le poids spécifique e^t 7,7 ; les deux points d'appui sont à 100 mètres l'un de l'autre sur une horizontale, laflèdie de l'arc est de 10 mètres. Le poids supporté par la chaîne est 3 00 kilogrammes, par mètre de projection, enfin la tension doit être de n kilogrammes par milli" mètre carré de section.
Le^ équations du problème sont de la forme suivante :
rfT-7-=o, ^T -j pas — qojrz^o.
as as
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p étant le poids d'une longueur égale à Tunité avec repais* seur correspondant à l'élément ds^ q la charge additionnelle pour une longueur dont la projection est Tunité. On doit avoir T= a/?. En appelant c la valeur de p au point le plus bas, les équations précédentes donnent
»— -=c, acd -i c— flaar==o
^ ds dx dx
OU
z=. djf.
dr*
Intégrant, en prenant pour axes la tangente et la normale au point le plus bas,
r rr^ — aL cos - I / ■= •
■^ . ay e
U n j a qu'une branche utile, symétrique par rappoi't à OY^ pour x= o, j^ est nul^ elle croît jusqu'à Tinfîni pour
X = - a 1/ ; au delà jr est d'abord imaginaire. Pour
rectifier la courbe, on a
ds = dx 1/
Je pose = «, tanc — = ;
2a{z*'hl)dz
, fl(lH-2*)'^ dz . {n^—\)zdz
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Pour or = o, on a
d'où la valeur compliquée de 5
S:=zaljZ-\- aLt == — : — • :
Le poids est moins compliqué, car il est égal à
/—■ je /g -h c
Dans l'application numérique, considérons une portion du câble de i millimètre carré de section -, le poids de l'unité de longueiu* serait le poids de i centimètre cube de fer, 0^^,0077-, la tension étant de 11 kilogrammes, a est égal à
= mètres. L'équation (I) doit être vérifiée
pour X = 5o", j^ = 10"; c va être déterminé par Téquation
35o /3oo 4- c
L cos i / = — 0,007.
loooo V ^
Pour résoudre rigoureusement cette équation, il faudrait passer au logarithme décimal, chercher Tare correspondant en fonction du rayon, et en déduire c; mais, comme l'arc est petit, en le désignant par u, on peut prendre
L cosu = u*, ce qui nous donne
Un mètre de fer ayant l'épaisseur de la chaîne au point
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le plus bas pèse aS"'*, 7 •, il occupe un volume — ^ = 3^^', 7 5
la section est donc 87 centimètres carrés.
On peut achever les calculs approches, mais sans logarithmes. Calculons d'abord
= '-r-'Thî(?)"'-?'*-]
80 35 •/ o,oi4\ ,
Au point le plus haut, — est égala ^n- (0,402)".= 1,078;
la section de la chaîne sera de 4^ centimètres carrés. Le poids de la chaîne sera
!ia^c{q -î- c) cang — \/ ^ 1007
X 28,7 X 0,402 — 3oooo = 2964*'.
g I g* iÊf
Dans aucun cas, - %/ ne peut atteindre - -, il faut
toujours avoir
x^l — a\^l < - a ou x < 2240".
67. Forme d'équilibre d'un fil homogène et pesant, posé sur la surface d'un cône droit dont l'axe est vertical et le sommet en bas. (Vieille.)
En supposant le cône parfaitement poli, sa surface exerce sur chaque point du fil qui la touche une réaction normale Di S.-0. — Bte, 7
dont les composantes sont
— N— , — N^> N 1 , V= v^J^Tj^+^^âng^;
a est le demi-angle au sommet du cône. On a les équations
d'équilibre
_, a. ^-^ N ^ as V
On en déduit
,r^àz . N
a.T--- zzzpds — - ztang'3</.9.
as V
dT—pdz, T=/>(z — a).
Multiplions la première par — y^ ^* seconde par x, ajoutons et posons x = r cosd, y = r sind, nous aurons, en tenant compte de la valeur de T,
La Géométrie donne
z=zr cota, ^*=: r'^ô'H — : — l/H;
siD^a
donc
• , ziz c^dr
(I) smarfO=:
r ^r*(rcota — ay — c*
Cette équation n'est pas généralement intégrable^ mais, comme z doit être ^ a pour que T soit positif, r cota ]> a-, la quantité sous le radical ne s'annule que pour une valeur ri supérieure à atanga; si donc r est d'abord croissant, il croit indéfiniment^ s'il décroit d'abord, il atteindra un minimum r^ pour augmenter ensuite à l'infini. On peut
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voir que la projection du fil, définie par Tëquation (I), a des asymptotes passant par le centre^ car, en supposant ô = o pour r = Ti, quand r devient infini 0 devient égal à
siii « J^ y^r' (/ cota ^âf-T^ '
le dénominateur étant de Tordre de r*, 6, est fini. Quant à la distance du pôle à l'asymptote, c'est la limite de rsm{Oi — B) pour r infini; or
lim 7* sin ( G, — 0 ) -- lim — = lim
,. c'rsina = lim .- -> ;:^ o.
^r^[r col% — a)' — c*
On peut intégrer (I) quand a = o; le miDimum de r est Tj = c^tanga*, si pour cette valeur 9 est nul, on aura
• ^ . I c* tança . c* tança
Osma = -arccos -^^» r»=: -—-^ — -•
2 /' cos2(9sma)
11 est aisé d'en conclure que le fil suit la transformée d'une
hyperbole équilatère dont le demi-axe est =» et
y^sinacosa
dont le plan serait enroulé sur le cône, le centre de l'hyperbole étant au sommet du cône. Pour réaliser ce cas, supposons que les extrémités du fil soient attachées à des hauteurs égales, en des points pour lesquels r == /•', 6 = dz ô'j et soit 2/ la longueur ; on doit avoir
,, c' tanga cosa /'"' r'^dr
"~cos2(0'siïr)' "" sîâ^ X ^Hi^ V^ «"i^^t^-^ '
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la première dëtermine c' et la seconde / à Vaide d'une intégrale elliptique.
On peut encore intégrer (I) quand le polynôme sous le radical admet un facteur double^ alors
4 c* =r a» tanga, r, z- ^■— a tanga
et
a* tang a <fr
cosa^O =
r['ir — a tanga) ^(ar— atangaj' — aa^ tang'a
(ao a\ dr
d'où
I aJi 2r-+-ûtanga
0 cosa = -^ arc cos arc ces = ;
^2 arcota — a arv^a
quand 7* va de r^ à oo , 9 croît de -r (^ — i) séca.
Pour déterminer la pression exercée en chaque point sur le cône, ajoutons les équations d'équilibre multipliées respectivement par x^y^ — z tang' a,
(II) xd.T.— '^yd,T-^ — zUknQ^%d.T:~=KV€is—pztàn^otds. Or Téquation du cône donne
dx dy ^ dz
d'où
,ti.r dr ^ ,<^^
ard'-r — hra-7 ztang^atf —
ds ds ^ ds
= — -- [da^^dx^— dz^ tangua) = ( ^ \\ ds.
ds^ ^ ^ ' \cos'a r/5» /
Tenant compte de ces relations, on tire de (II)
z=pz tang'a — p(« — a) --^ T"- ,~:ï;;,*
Remplaçons dB par sa valeur générale en fonction de dr^
z par r cota, et V par 1 nous trouvons
^ ^ ^ cosa
N =»sina-^-7 ^^— N— •
/^(r — atanga)
Pour r infini, N =p sina 5 pour savoir s'il est positif tout le long du fil, on cherche le signe du numérateur pour r=^ri\ comme r\ (r^ cota — a)* = c*, le numérateur a le signe de r,(ri — a tanga) — {r^ cota — a)* ou de a H- ri(tanga — cota).
Or r, =. - tanga (a -f- ^a*-h4c' cota) j pour que N puisse
être <[ o, il faut
2a -4- tanga (tanga — cota) (a 4- ^fl*-f- 4 c' cet a) < o»
ce
qui exige en tous cas « <C 7'
68. Forme d'équilibre d'un fil dont chaque élément est soumis à une pression normale proportionnelle à sa diS" tance à une droite fixe; ce serait la forme transversale que tend à prendre vers son milieu une enyeloppe cylindrique fiexib le dont les bords sont tenus par deux tringles horizontales, et dans laquelle on verserait un liquide pesont. (Resal.)
Traitons rapidement ce problème pour donner un exemple de discussion de courbe définie seulement par des relations entre les coordonnées et un paramètre variable. Je
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prends pour axe des x Thorizontale sur laquelle sont les extrémités du fiU l'axe des y étant dirigé vers le haut, et j'appelle a l'angle de la tangente avec l'axe des x. Le fil étant soumis à des forces normales, la tension est constante; nous avons, en projetant sur la normale les forces qui sollicitent l'élément ds et observant que la courbe est évidemment plane,
ds (i) T—=Td(f.z=i — pyds.
Multiplions par sina, posons T = a*/? et appelons p la valeur de « pour j^ = o,
(2) a*sinarfa= — ys\xiot.dsz=: — ydjr^ y=z — a^^[cosx — cosô),
d'où
asinada, _ . acosotdct.
dx = -^ dn =z: cotoidjr =
\/9. ( cos a — cos p) y/a ( cos a — cos
adoL
ds = — ~:
^2(cc)s« — cospj
On ne pourrait avoir x qu'à l'aide d'intégrales elliptiques-, mais on voit que, a croissant de zéro à J3, ;^ va constamment
ir
en augmentant : il en est de même de a: si p <[-• Si
P^-» X augmente d'abord pour diminuer ensuite 3 le
vase se rétrécît au sommet. J'appelle 2c la distance des extrémités du fil, 2 a sa longueur, et j'ai entre J3 et a les équations
, r^ ado. C^ acofiada
Jq v/2(cosa — cosp) J^ v^2(cosa — cosp)
Posons, pour transformer ces intégrales,
cosa = I — . 2 sin' -> cos S = i — 2 sin* - > sin - = sin - sîny,
SO& Ui MÉCANIQUE HATIONMELLE. Io3
d'où
ir w = 2a I "f\/t — sin' - sm'y — a I ■
— ne contient que l'inconnue sin-/3, et on la calcule
ne contient que l'inconnue sin
par approximation à l'aide de Tables des fonctions elliptiques complètes. Si Ton se donne (3, on trouve le rapport
^7— ; soit p = -> on a
/ ^?t/i sin*ç =:i ,35i, —— = 1,46.
On voit que, dans les conditions du problème, le minimum de c est zéro^ (3 est alors environ i3o degrés. Si |3 est plus
grand, quand a va de - à (3, j? devient négatif, et le fil présente un point double au-dessous de Taxe des X] si même on avait ^ = tt, la courbe s'étendrait à l'infinf pour être asymptote à l'axe des x. Pour obtenir toute la courbe définie par l'équation (2}, il faudrait faire revenir a de |3 à zéro^ mais, en changeant le signe du radical, on a une branche symétrique de la partie utile par rapport au point qui est sur l'axe des x-^ puis a va de zéro à — /3, y redevient nul, et la courbe forme une suite illimitée de branches superposables. Enfin remarquons que nous n'avons pas
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toutes les courbes contenues dans (i), car on eût pu disposer des constantes d'intégration de manière que la courbe ne coupe pas OX.
69. Un fil élastique, homogène à l'état naturel et pesant, est placé sur une cjcloïde dont la base est horizon^ taie, et la convexité uers le haut; une extrémité est atta" chée au sommet, et l'autre^ qui est libre, atteint le point le plus bas; quelle est la longueur naturelle du fil, et la loi suivront laquelle varie la tension P
Prenons pour axes la tangente et la normale intérieure au sommet^ la cycloïde est représentée par les équations
« = «(« -f- sinw), yz=a[i — cosa);
la lons'ueur d'un élément est ds= ^acos-udu^ et soa
poids de la forme
nap cos - udul [i-^ — ]t 2 \ Q/
Q est la tension qui doublerait la longueur naturelle de l'élément. Projetons les forces qui le sollicitent sur la tangente, inclinée à l'horizon de -•
dT 4- pr —apsinudu = o.
Intégrant, comme T == o pour u = ir,
(Q -h T)'=: 2apQ{i -f- costt) H- Q»,
qui donne la loi de la tension; quant au poids du fil, c'est
C^ 7.ap0 1 .
P = ( ^ ^ cos - udu
J*^^ y^apOcos^udu , — -- / Lap -, — = 2VûpQarcsm 1/ -. -• 0 v^Q^-f-4fl/?Qcos4« V ^<^p^^
On en déduit la longueur naturelle en divisant par p.
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Fonne d'équilibre d'un fil homogène dont les extrémité sont fixes, et dont chaque élément est repoussé d'un point fixe avec une intensité inversement proportionnelle au carré de la distance.
Étant donnés trois axes rectangulaires dont l'un, OX, est horizontal, trouver la forme d'un fil pesant ayant une extrémité fixée en 0, Tautre en un point quelconque : chaque élément est soumis i une force ^':r parallèle à OX et sa masse est proportionnelle à sa projection sur OX. (FuHRMAinr.)
Trouver la force qui sollicite chaque élément d'un fil qui a la forme d'une demi-ellipse à axe vertical, et où la tension est proportionnelle à la projection de l'élément sur l'axe vertical.
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ATTRACTION DES SYSTÈMES
Calcnl direct de rattraction.
70. Pour calculer rattraotion d'une masse quelconque sur un point A, on n'a qu'à décomposer la masse attirante en éléments et à chercher la résultante de leurs actions par les règles de composition des forces concourantes. Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires de A; Xi,j^i,Zi celles d'un élément attractif dm à la distance ude A\f{u) dm la grandeur de son attraction ; on a, pour les projections de la force qui sollicite A,
les intégrations s'étendant à toutes les molécules attirantes.
Je rappelle un résultat très-simple à établir, mais utile dans beaucoup de problèmes : quand l'attraction varie en raison directe de la distance, deux corps quelconques agissent l'un sur l'autre exactement comme si leurs masses étaient concentrées en leurs centres de gravité respectifs.
71. Attrax^tion d'une couche sphérique homogène sur un point matériel.
Newton a démontré que, lorsque l'attraction est inversement proportionnelle au carré de la distance, une couche de densité constante, comprise entre deux sphères coneen-
triques, est sans action sur un point intérieur, et attire un point extérieur A, comme si sa masse était concentrée en son centre O. M. Thomson a donné de cette seconde propriété une démonstration très-simple.
Par raison de symétrie, l'attraction doit être dirigée suivant AO [fig* ^)'i et, si nous partageons La couche en élé-
ments, tels que dm au point M, l'attraction sera de la forme
A = I I '^-^ cosMAO.
AM
Pour former nos éléments d'une façon avantageuse, considérons le point B, conjugué de OA, tel que OA xOB = R*, et imaginons des cônes infiniment étroits dont le sommet est en B5 l'un d'eux, dirigé suivant BM, intercepte, dans une sphère de rayon i, la surface efoD, et par suite dans une sphère ayant aussi pour centre B, mais pour rayon BM, l'aire
B.\I éfa>-, mais cette sphère coupe la sphère donnée sous l'angle BMO, et, comme elle est orthogonale au cône considéré, celui-ci intercepte dans la sphère donnée un élément
BM dfcdsécBMO. Si donc 6 est la densité de la couche, il
. vient
A =ffi^sd^ BM* sécBMO 2^^^ •
AM
mais MOB, M OA sont semblables comme ayant l'angle O
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commun compris entre côtés proportionnels ; il en résulte
1 ««^ «.^ BM OM angle BMO = MAO, ttt = 7^ ' ° AM OA
. f,f, OM , 4'^R'«» ^y-
OA OA OA
La réciproque de la première proposition s'établit aisément; parmi les lois d'attraction qui ne dépendent que de la distance, la loi de la nature est la seule pour laquelle une couche sphérique homogène soit sans action sur un point intérieur tel que B. La distance des points de la couche au point B varie entre BC et BC. Soit dsm.Q,f[u)dm Taltractîon d'une masse dm à la distance u\ on peuti dit M. Bertrand, choisir les dimensions BC, BC de telle manière que le produit u^f[u) varie dans le même sens que u^ ou en sens contraire, pour les valeurs de u comprises entre BC et BC; admettons que les variations soient de même sens, et considérons simultanément l'action de M et celle de l'élément M' qui agit en sens opposé \ d'après la valeur qu'on a trouvée pour l'élément M, la composante de son attraction suivant BC est
fBM dtù ^,^,,. ,,«^ ces BMO ^ '
celle de l'élément M' découpé par la seconde nappe du cône dtù donne
«BM' ^M ^, , éBM' eltù
— ^rrT^/ BM' COsM'BCz=~ i?^^^
CCS BMO cosBMO ^ '
mais BM', faisant avec BC un angle obtus, est > BM, et, suivant ce qu'on a dû admettre,
BM^V(BM')>BmV(BM);
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raction dirigée vers BC' remporte sur celle qui est dirigée vers BCy et, comme il en est de même pour tous les couples d'éléments dans lesquels se divise la couche, le point B se trouverait attiré vers le centre. Il faut donc, pour qu'il n'y ait pas d'action,
Pour l'action sur un point extérieur, la réciproque n'est pas exacte.
72. attraction d^ime droite homogène CC sur un point A, l'attraction variant suivant la loi newtonienne. Application,
Abaissons AP perpendiculaire sur CC\ et décrivons de A comme centre, avec AP = a, pour rayon un arc de cercle qui rencontre AC et ACJ en H, H^ Un élément MM^
de ce attire A avec une force ^ ^ ; mais soient I, l' les
AM
points de rencontre de l'arc HH' avec AM et AM\
AP 005 MAP -J
l'attraction de MM' est égale à celle de l'arc élémentaire PP' supposé de même densité que la droite dounée. L'attraction totale est dirigée suivant la bissectrice de l'angle HAH'= 2 a et égale à
2 I — cosô^ô= — î—sma.
Si la droite était de longueur infinie, son attraction serait dirigée suivant AP et égale à -^-^ • Cherchons la position d'équilibre d'un point M dans le
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plan d'un triangle ABC dont les cotes sont homogènes et attirent suivant la loi de Newton. Soient a», a^, ayles angles BMC, CM A, AMB^ Pt^t^ 1^» distances de M aux
c6tés; Tattraction du côté BC est de la forme -sîna, et
fait avec l'attraction de CA Tangle a H- (3 ^ écrivons que chaque force est proportionnelle au sinus de l'angle des
deux autres :
sina sinp siny
/?sui(p-4-7) 5'sin(7-+-a) rsin(a4-p) comme a -h j3 -|- y = tt, on aura
73. Une droite rigide a ses extrémités A, B engagées dans des colliers fixes qui empêchent tout mou^emeni] un point C attire chacune des parties de la droite suivant la loi newtonienne; déterminer le point ou la barre tend à se rompre. (Université de Cambridge^ i854-)
Soient H le point demandé, CO = c la perpendiculaire de C sur AB ^ x Tabscisse d'un point de la droite à partir de O-, a, — i, A les abscisses de A, B, H 5 P, Q les composantes normales des réactions qui sjexerccnt en A et B. La somme des moments de P, Q et des attractions par rapport au point H est nulle •, mais, si Ton considéré seulement les forces qui agissent sur la partie HA, ce sont elles qui tendent à rompre la droite en H, et cela avec une énergie proportionnelle à la somme de leurs moments. Cette somme est évidemment de la forme
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Si Ton suppose que H coïncide avec B ou si l'on fait hz=z — 6, S doit être nul , parce qu'il comprendra les moments de toutes les forces qui agissent sur AB :
Tirons P, et nous aurons pour la valeur générale de S
f* r / T- c' -+- aA a — h f ,- c* — «6 \ 1
H faut avoir la valeur de h qui rend S maximum; on égale à zéro -^ et Ton trouve, en réduisant.
h ^a»-|-c>— v/6* H- c» CA — CB
h^ a-i- b AB
cosCIlO = -. — ri —- •
sm^(A-f-B)
Le point H est entre les pieds de la médiane et de la bissectrice menées du sommet G dans le triangle ABC; en effet leurs distances au point O sont respectivement
_„^ csinj(A — B) csinfA — B) i,^ ^.
ccotCHO— ^_!J ^ — . \ . Jj ctang-(A — B),
V^sinA sinB asinAsinB ''2'
et la première expression est comprise entre les deux autres.
74. Attraction d*un ellipsoïde homogène sur un point intérieur, l'attraction étant inversement proportionnelle à la quatrième puissance de la distance.
Soient x^jr^ z les coordonnées du point attiré A, et
l'équation de rellipsoïde. Posons
^«=*-h iicosO, ^,=74- ttsinOcosi|<, 2 = Zi + if sinOsin^»;
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on peut écrire, pour les points à la surface de l'ellipsoïde,
* /jccosô rsin6cos4> zcosôsinMi
La composante de Tattractlon suivant OX est
X=fA I d^ j dB I — sm0cos9;
0 ne variant que de zéro à -9 on doit, pour cliaque valeur de
0 et de v{/, faire varier u depuis zéro jusqu'à la racine positive u' de l'équation (i), et l'on retranclie le résultat obtenu en faisant varier u de zéro à la racine négative u" prise positivement. Pour éviter l'infini qui répondrait à m = o, on intégrera entre une valeur très-petite t et u' ou — u"\ on retire ainsi de l'ellipsoïde une sphère, évidemment sans action, ayant A pour centre et e pour rayon, et cette sphère peut être tout entière dans l'ellipsoïde quand A est intérieur \ l'intégrale relative à u sera
on a la somme des racines de l'équation (i), et, en substituant, il vient
/or» J> z« \_
Y et Z s'obtiennent par analogie. C'est Lejeune-Dirichlet qui a remarqué la possibilité d'exprimer en quantités finies l'attraction d'un ellipsoïde sur un point intérieur quand l'attraction est réciproque à une puissance 2 m de la distance, /n ^ I . L'attraction sur un point de la surface est Infinie, et, pour les points extérieurs, on la déduit du point intérieur à l'aide du théorème d'Ivory, généralisé par Poisson.
Calcul à l'aide du potentiel.
7d. On sait que les trois compbsantes de l'attraction exercée sur un point sont les dérivées d'une même intégrale, qu'on appelIeyb/zcfzo/{ potentielle, tant que du moins le point ne fait pas partie de la masse attirante. Soient F (a) une fonction dont la dérivée f{u) exprime la loi d'attraction, et U = — SSS^[ " ) dm \ on démontre qu'on a
dx djr dz
Si, par le point attiré, on mène un arc infiniment petit ds^ dont les projections soient dx^ dy^ dzy la composante de Tattraction suivant la direction ds sera
dV dx dV dy dV dz _dV ^
dx ds dj ds dz ds ds
le dernier quotient n'est pas une dérivée partielle, mais le rapport à ds de la dilTérentielle de U répondant à ce déplacement du point X, j^, z.
Les surfaces sur lesquelles U est constant sont dites surfaces de nweau; l'attraction en un de leurs points leur est normale.
76. Calculer l'action d'un anneau sur un autre situé dans le plan et à l'intérieur du premier et passant par
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son centre; l'attraction est en raison inuerse du cube de la distance. (Waltok.)
Soient O et A les deux centres, R et a les rayons, e, e'ies densités, M un élément de Tanneau attiré, 6 l'angle MOA, en sorte que la masse de M soit aae'rfOj je pose
OM = aa cosô = /-,
et je cherche la fonction potentielle de l'anneau attirant^ ici F(m) = îi-- donc
U=uLaKgs'dBl = — i- .
L'attraction est dirigée suivant OM, et sa valeur — se
calcule sans difficulté, car U varie seulement avec r. Faisant la somme de toutes ces attractions multipliées respectivement par cosfl, on a pour leur résultante, dirigée suivant OA,
TT
Jo (R'— 4a'cos'e*)' mais
TT
'de
R»- 4a» cos^Ô 2R V^R»— 4a»
11 suffit de diflTérentier cette équation par rapport à 4 a*, considéré comme im simple paramètre, pour avoir l'intégrale qui figure dans F :
Un point est en équilibre au centre d'un octaèdre
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régulier dont les six sommets, de masses égales, l'attirent proportionnellement à la puissance n de la distance; dé^ terminer les valeurs de n pour lesquelles l'équilibre est stable. (Licence, i864-)
J'écarte légèrement le point A de sa position d'équilibre, et je cHerche si la force à laquelle il est soumis tend à le rapprocher du centre O. Soient a:, y^ z les coordonnées très-petites du point A, a la distance de l'origme à un des
sommets 5 ici F (u ) = — - — 1/"+' , et, si l'on pose 71 -H 1 = 2/7,
— ^U = (a* — 2aar-h r»)/»4- (a^-4- 2ûar-i- r^)P
On développe chacun des termes par la formule du binôme, en abrégeant les calculs par symétrie, et l'on trouve, en rapprochant les termes du même ordre de grandeur.
Les composantes de la force «jui sollicite A se trouvent par une simple dérivation; on a, par exemple,
rfU r r'
X=— =-^f.a:aV-^^p + n- (jt, _ j) (4^ _ 5)-
Si 2/? -h I > o ou 71^ — 2, X est de signe contraire à or, de même Y à j^, Z à z, et le mobile est ramené vers l'origine^ si 72 <[ — 2, le mobile est tiré dans le sens opposé à l'origine, et l'équilibre est instable^ pour 2/7 = — i,
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n = — 2, ou la loi newtonienne, le premier terme disparait, et il faut avoir recours aux suivants :
cette expression pouvant être positive 5 le point s'éloigne de plus en plus dans certains cas, équilibre instable.
Du potentiel proprement dit
Quand l'attraction est réciproque au carré de la distance, la fonction U devient le potentiel proprement dit
Une couche sphérique homogène étant sans action sur un point intérieur, son potentiel est constant à l'intérieur, et, en se plaçant au centre, on trouve que ce potentiel est 4îrRe<iR, R étant le rayon, rfR l'épaisseur, e la densité. A l'extérieur, il dépend de la distance r au centre, et est
' Pour un point qui fait partie d'une sphère homogène de rayon a, le potentiel est
Quand le point attiré fait partie de la masse attirante, on
dV ^ . ,
a toujours — = X , La démonstration , très - simple
pour un corps homogène, est délicate quand la densité varie. Voici, un peu abrégée, celle qu'a donnée M. Bouquet : soient A {Jîg. 6) le point attiré. A' un point à une distance très-petite, a, de A sur une parallèle à OX^ V, V les po-
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tentiels relatifs à A, A'; on cherche lim • Imaginons
une très-petite sphère dont le centre est A : son attraction
sur A est négligeable ^ la partie de qui se rapporte au
reste de la masse attirante est très-voisine de X, et il suffit
Fig. 6.
de prouver que la partie qui se rapporte au petit volume
considéré, — ^ \ est négligeable. Définissons la position
d'un point quelconque par ses distances r, r' à Aj A\ et l'angle ^ que fait le plan mené par AA' et ce point avec un plan fixe. On peut décomposer un de ces plans azimutaux en parallélogrammes MM', dont les côtés répondent aux valeurs r, /• -+- dr^ r', r'-f- rfr'; l'aire de cet élément est
drdr^ rr'drdr' ... j a A/ -i
-r-^- = — — , et, quand il tourne autour de AA, il
«mM a X MP ' ^ '
donne un élément de volume - rr'drdr'dà. Donc
V, — V, = - r C Ct{r^r')drdr'd^<iinit j jdrdr\
Si étant la densité maximum dans la sphère, et /' — r <^a. L'intégrale double est
j dr l dr'-^ I d, \ rf/'=.aflR-«'.
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Donc — î î <^ aTrRci est négligeable quand R est trèspetit.
Il me semble possible de rendre satisfaisante la méthode qui conduit de ce résultat à l'égalité
„ <f'V rf'V d'W ,
Soient toujours x^ y^ z le point attiré, .Ti, y^^ z^ un point de la masse attirante, non homogène ; en faisant
j:, rtiarH- «cosô, /"in: j^ -f- a sinô cos\[», Z| = z -h il sinô sini(>, on aura
' I I f sin0cos9^u^0<Ap, o J o «/ o
A, V est toujours égal à — — h -i — ^T'^ ^^* intégrales précédentes dépendent de x^y^ z, à cause de i et de Ui à la surface, lequel varie avec x^ y^ z pour chaque valeur de 9 et ^. Les limites de 0 et de ip ne dépendant pas de x^y^ 2, on peut difTérentier, sous le sigaeffddd^^
à^\=ffsinBdBd^
XlcosO— / fi£^tf + sin9cos>p^ f «rfu-h---]*
Soient So? ^i 1^ densité pour u = o et u := Ui ^ la parenthèse peut se développer :
I du [cosQ-- — h smO cos* - — H sm 0 sm>p -— ) ■4- f, ( cosô ^ — h smO cosip 3 — H • • • ) ;
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mais, SI
f=:F{x„^„ Zi) =Y{x -huco&Byy -^usmBcos^,, . ),
on a
di dF A d¥
dx liar, djr df,
de dF dY
— - = C5os0 -z h sinO cos^' -; h • • • ;
du ax, djTf
le coefficient de du^ sous le signe f^ est par conséquent égal
à -r-' et rintégrale à «i — «o- Pour former le coefficient de f «
du ^
dans la partie tout intégrée, écrivons l'équation de la surface
î(jPi,^i, 3i) = f (xH- tfiCosO, ^ H- «I sinOcos^p. . .) = o.
On a, par la règle de^ fonctions implicites,
^_ ?'t t^l~ Tr»
dx cosOf^ H- sin 9 cos>|içy^ -H . . . <(r c^s ^?xj -+-...'
il en résulte, en substituant, que le coefficient de £i est — I , et il reste
79. Composer les attractions exercées par un anneau home gène A sur un anneau très -petit B ayant même centre, et dont le plan fait ai^ec celui du grand l'angle a.
Il est facile de voir, par des raisons de symétrie, que les forces appliquées aux divers points du petit anneau se réduisent à un couple dont l'axe est l'intersection des deux plans. Prenons pour axe des x la partie de cette droite qui est dirigée vers le nœud ascendant, Taxe des j^ étant dans le plan du grand anneau. Soient x, y^ z les coordonnées d un élément dm de B, r le rayon de B, t la densité de A ;
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son potentiel par rapport à dm est
Jq \/R' — 2R(j:cosç+^sinç)-h/*
= ^'Kt^dm I I H 7— h • • • j 1
it\iitdm TvyLgdm 0'K\udm
Si dm ^=r€'d(fi^ on trouve, pour le moment du couple cherché,
L = 2(rZ — «T)=— 3-i- — ^5
= 7/*M/?i--sinacosa.
Le plan de B est sollicité de manier^ à se rapprocher de celui de A.
80. Déterminer le potentiel d'une musse sphérique indéfinie, la densité étant e"'" à la distance r du centre.
V est fonction de r seul, en sorte que
dY
dx
dY dr X dY
dr dx r dr
d'Y f\ ,T'\dY x^ Ibr} ^ \r '"r*) 'dr '^ 7^
dx^ ^ dr' ^ dz'
2 dY d'Y ,
r dr dr' ^
On multiplie par r*, et le premier membre devient la dé-
dY rivée de r* — > qui doit être nul pour /• = o :
dr
Telle est la valeur de l'attraction dirigée vers le centre.
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Intégrons encore
pour r =: 6, on a directement
on en conclut que c est nul, et Ton a le potentiel pour un point quelconque.
Ed supposant l'attraction newtonienney calculer l'attraction de l*aire comprise entre la lemniscate r=za ^cos 2 0 et le cercle de rayon
a sin^, sur le point double de la lemniscate : fx ( L cot - ^ — cosf j '
Attraction d'une lame rectangulaire sur un point quelconque.
Déterminer la forme d'un solide de masse donnée, de manière qu'il exerce sur un point une attraction maximum. La composante de l'action d'une molécule dm de la surface estimée suivant une direction fixe doit être constante, quelle que soit la position de dm.
Relation entre les potentiels d'une couche sphérique sur un point extérieur et intérieur.
CINÉMATIQUE.
MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL
Vitesse et accélération.
Je me bornerai à quelques remarques sur la vitesse et raccélération. Un mouvement qui ne peut être défini par des formules analytiques connues peut être utilement représenté par certaines courbes : prenons des abscisses X = at^ des ordonnées j- = cs^s étant le cbemin parcouru an temps t, a la longueur qui représente Tunité de temps, de rapport par lequel sont multipliés les espaces, on a la combe représentative des espaces; la vitesse est égale à
~— ; i accélération tanfi:entielle -r-- = ttî or -r-r est
l'inverse du paramètre de la parabole osculatrice à la courbe figurative et dont Taxe est parallèle à OY. Dans le procédé de M. Morin pour étudier la cbute des corps, la courbe est elle-même une parabole, a = R&), c = i, et l'accélération
est .
L'accélération totale y est égale au carré de la vitesse
divisé par la demi-corde qu'elle-même intercepte dans le
cercle osculateur de la trajectoire.
On sait qu'elle est dirigée dans le plan osculateur et que
sa projection sur la normale principale est - ; soit i l'angle de y avec la normale, on a
rr-7C0S^, y =^ • C. Q. F. D.
p pcos/
Considérons la parabole décrite par un projectile dont h vitesse horizontale est a-, la vitesse à un moment quelconque est .f puisque son angle avec l'horizontale est
égal à celui de la normale et de l'accélération, toujours verticale : la corde interceptée dans le cercle osculateur en chaque point par la direction de la pesanteur, c'est-à-dire
par le diaïhètre correspondant, est donc —• Au sommet
cette corde est 2» = — : donc elle est, en sénéral, — -?
quatre fois la distance du foyer au point d'où elle part : le centre de courbure en un point d'une parabole se projette sur le diamètre correspondant à une distance double de la distance focale. (Maclaurin.)
Dans le mouvement d'un point libre, la force qui agit et l'accélération dépendent si simplement l'une de l'autre^que la plupart des questions se rattachent aussi bien à la Dynamique qu'à la Cinématique. Je traiterai ici les problèmes où l'on étudie un mouvement connu a priori, et je renverrai à la Dynamique la recherche du mouvement produit par une force donnée, ou, ce qui est la même chose, répondant à une accélération connue. Rappelons les formules qui donnent les composantes de la vitesse et de Taecélération en coordonnées polaires.
Soient, dans le plan, r le rayon vecteur, 6 son angle avec l'axe polaire-, les projections de la vitesse sur le rayon vecteur et sur une perpendiculaire sont ~ et r-r-\ on les
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appelle vitesses de glissement et de circulation : leur résultante est la vitesse. Les projections de raccélération to* taie sont, sur le rayon vecteur,
Ir-
sur la perpendiculaire,
I d [ ^d^\ '^^^7dt\-dty
Dans l'espace, appelons r le rayon vecteur, fl son angle avec une droite fixe OZ, ip Tangle du plan méridien mené par OZ et le point avec un plan méridien fixe, et projetons : 1° sur le rayon vecteur \ 2** sur la normale extérieure au cône droit d'angle B\ 3° sur la perpendiculaire élevée au plan méndien du côté où ^ augmente ; nous aurons, pour les projections de la vitesse,
dr d^ . d^
pour les projections de l'accélération,
d^r d^ . ^dli"
' dt^ dt* dt^
' r de\ dt) dt^
' 7smd dt\ dt]
Ces projections ont pour résultante soit la vitesse, soit l'accélération.
82. Etant donnés {fig> 7) deux axes rectangulaires, ^ point M situé d'abord sur l'axe des x se meut de telle iorte que son ordonnée et V angle de son rayon vecteur
ia6
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sur OIÇ. croissent proportionnellement au temps, et que le mobile vienne sur OY à la distance a de l'origine; trouver la trajectoire, la ^vitesse en chaque point, V accéléraJÙon et le rayon de courbure.
L'équation de la trajectoire en coordonnées polaires
s'obtient immédiatement; l'angle décrit par le rayon vec teur étant - quand l'ordonnée est a, on a
aa
d'où r=
fTsinO
C'est la quadratrice de Dinostrate : le rayon vecteur est ii bord — 9 et il croit jusqu'à devenir infini pour d = ir; il
a une asymptote (j^= 2a), puis une branche allant i cette asymptote à l'asymptote j^ = 4^9 et ainsi de suite. Soit (ù la vitesse angulaire du rayon vecteur : la proje tion de la vitesse de M sur une perpendiculaire à ce raj( est gdOM; sa projection sur OY est
dy 7,a d9 ^_
-r = — -3- = «OB.
dt ?r dt
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On n'a pas ainsi deux composantes de la vitesse^ mais si, en M, on élève une perpendiculaire sur OM égale à a)OM, une parallèle à OY égale à eit>06, et si, aux extrémités de ces droites, on leur mène des perpendiculaires, celles-ci se coupent en un point Y tel que MY = i/ ^ la figure ainsi formée a ses lignes perpendiculaire^ et proportionnelles à celles du quadrilatère OMCB^ il en résulte que la vitesse en M est perpendiculaire à OC, et égale à uOC, ce qui donne la tangente à la quadratrice.
L'accélération est parallèle à l'axe des a: ^ or a: = — 0 cot 9 :
donc
y=z—-=^*^ -r-~(Ocote — l) = — -T-rr ( x).
Conmie M CH est le complément de 0, on voit aisément
que
smO \ ir / sm'ô \ n J
HC
en faisant l'angle COE égal à CHO^ d'ailleurs CO est parallèle à la normale en M^ donc la perpendiculaire DE sur EC coupera CO en un point D tel, que CD sera égale au ^amètre du cercle osculateur en M. En 6, la valeur de y
^t-î- — , et Ion trouve p = - OB.
I2l8 RBGUEIL d'exercices
La cjoadratrice n'est pas rectifiable, mais l'aire de AOB peut se calculer au moyen d'intégrations par parties :
TT
-rd9 — La.
0 ir
83. Un point parcourt ai^ec une vitesse constante une lemniscate de Bernoulli; trousser son accélération et en déduire le centre de courbure en chaque point de la courbe.
Étant donnés (fig- 8) deux foyers F, F| dont la distance est âa, la lemniscate est le lieu des points M tels que
Fîp. s.
MF.MFi = a*. Prenons pour axe des x et des ^ FF, et la perpendiculaire en son milieu O ^ l'équation de la courbe sera
(l) (a:»-hJ^')*-4-2a^(/2 — .r2)=:0.
Je désignerai par des lettres accentuées les dérivées par rapport au temps. Comme on a v^' = a/* 4- j^'*, il vient
jc'x" -{-y' y -- O, —y — X
On est conduit à calculer xx'-k-yy eljx' — xy''^ si l'on
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différentie Féquation (i), on en conclut
Je suppose le sens du mouvement tel que le radical doive être précédé du signe +9 et je tire de ces formules
/x' — ;r/= — ( X» -4- ^» ) ', XX^—xy= .(j.j/_|_jj')^.r'-f-j'.
Les premières équations en x"^j" donnent alors
On en conclut
Mais, si Ton remplace x' et y' par leurs valeurs (3), et si Ton observe qu'en faisant MF = r, MFi = r^, on a
=r\-^ — -r^rr
L'accélération totale peut se décomposer en deux autres
suivant MF et MFi : faisons un parallélogramme
Db S.-G. — Ree, Q
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sur MA = MF et MB = MFi ; la diagonale MC est dirigée
suivant la normale, puisque Taccélération est centripète.
On a vu y = — - OM5 le rayon de courbure est donc
en faisant l'angle EF^M = Fj MF.
84. Quand un mobile se meut dans un plan et que son accélération totale est constamment dirigée vers le centre de courbure de la déx^eloppée de la trajectoire , l'aire comprise entre un rayon de courbure fixe, une autre variable et l'arc de la développée correspondant croit proportionnellement au temps. (NicolaÏdès.)
Soient ds Tare infiniment petit parcouru par le mobile à partir d'une position M, p le rayon de courbure correspondant ; la difiërentielle de Taire considérée est - p ds^ et il s'agit de prouver qu'elle est égale à dt multiplié par une constante. Supposons -r- positif; il faut que le centre de
courbure de la développée soit, par rapport à la normale en M, du même côté que ds\ l'arc infiniment petit de la développée est égal à — dp\ son angle de contingence, égal
à celui de la courbe, est — ; son rayon de courbure est p,r=.-L^', on a
ou
7/ __ pi p<^ — __ îi 7c p v^dt ds
dû d9 ds ,
-^ H n= O, Vù=zù -rr '=c, ûds = cdt.
0 V ^ ^ dt ^
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Si -7- <^ o , c'est dans le premier membre de la formule (1) qu'on a le signe — ^ mais la suite est identique.
80. Etudier le mouv^ement d'un point qui décrit une hélice sur un cylindre vertical dont la base est une ellipse horizontale : le point se déplace de telle sorte que l'aire décrite par la projection horizontale du rayon vecteur issu du centre croisse proportionnellement au temps.
Prenons pour axes des x et des y les axes de l'ellipse, pour axe des z Taxe du cylindre ^ on peut représenter Vx et Vy du mobile par
T=zacosf^ X = ^ sin^\
Taire élémentaire décrite par la projection du rayon vecteur-(xrf;^ — ydx) étant proportionnelle à dt^on doit aYoir (f = ûi)t, Cl) étant constant. Alors
dx , a dy b
dt ^ h '^ €lt ^ a
Soient M la position du mobile, m sa projection sur le plan xy^ p la distance du centre de Tellipse à la tangente en m \ la projection horizontale de la vitesse est
Comme la trajectoire doit couper les génératrices sous un angle constant i^ on a
dz abfù ah tù
= coti et v:=
dt p p sm /
z ne peut s'exprimer en fonction du temps qu'à l'aide d'une intégrale elliptique, ce qui était évident a priori,
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Les projections de raccélération sur les axes sont
— - — M*x — — = — » y. = — — ^ — • coït ,
dt* ' dt^ •^' dt^ a}b'
Taccélération rencontre Taxe du cylindre, et sa projection horizontale est proportionnelle à la distance du mobile à Taxe. Soient a, P, i les angles de la tangente avec les axes, X, p, V ceux de la normale principale*, on a
d^x dv v^ ^ d^Y dv ^ v^
-— = -p COSa H COSX, -r-r = -r- COSB H COSp,
dO dt 0 ^ dt^ dt ^ p '
Or
prsmi - pxsini dv pw'(«*— ô*)J7' cosa = ; j cosB= — 9 -r- = , , > . — : •
On peut tirer des équations précédentes cos>
1 fd^.v dv \ p*xsin*i
cosfi p*ysin^i cosv
p== , . ,.» C0SX=:-- ^^ C08f*=— 7--> COSV = 0.
En supposant i = -> la trajectoire devient l'ellipse de
base, dont on trouve ainsi le rayon de courbure ^ il a avec le rayon de courbure de l'hélice une relation analogue à celle qui lie le rayon d'un cercle au rayon de courbure d'une hélice qui se projette suivant ce cercle. La normale principale de l'hélice elliptique est parallèle à la normale correspondante de l'ellipse de base.
86. Démontrer qu'on peut régler la loi du mouvement d'un point sur une hjperbole de manière que l'accéléra^
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tion totale soit la résultante de deux accélérations dirigées suivant les rayons vecteurs et im^ersement proportionnelles aux carrés de ces rayons; étudier le moui^ement.
Soit l'hyperbole
en dijETérentiant par rapport au temps, on a deux relations entre les composantes de la vitesse et de raccélération suivant les axes :
Supposons que le mobile soit sur la branche de droite, et nommons e l'excentricité de l'hyperbole, r, r^ les rayons vecteurs \ on a
rz=.ex — a, Tx'=^ ex -^ a\
on doit avoir aussi, par hypothèse,
„ X — ae .r -f- ae
X Z=. U. 7- lA ; r- 5
^ ^[ex^aY ^(ex-^af
n faut que ces équations soient compatibles avec l'équation (i) et avec ses conséquences (2)^ or, si, dans la seconde équation (a), on remplace j' et y par leurs valeurs (i) et (a), puis or" et j^'' par leurs valeurs (3), on trouve
x'» x'^x^ yix r ^ — tf^ x-|-ûtf"j
a»" "" a«(x' — a») "" «^ L(ex— - a)» (ex -^ a)*]
^\a^ ^ ) \_{ex — a)* ~^ {ex h a)\\
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OU
Cette équation doit être compatible avec la première du groupe (3) : on s'en assure en difTérentiant la valeur de x^ par rapport au temps, et, divisant les deux membres par 2 j/, on retombe sur l'équation (3).
La loi des positions du mobile sur la courbe sera donnée par l'équation (4)
On en conclut
Au sommet, la vitesse est a i/— 7 — - — r» en sorte qu'un
point animé de cette vitesse initiale et soumis à des forces produisant l'accélération donnée décrira l'hyperbole. La valeur de t s'obtient à l'aide d'une quadrature
Intégrant — - par parties et réduisant, on trouve
dx
On a une intégrale elliptique de première espèce, mais elle disparait pour e = ^JZ\ alors
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87. Etudier le moux^ement d'un point qui décrit a^ec une vitesse constante une loxodrome, cest-^-dire une courbe tracée sur une sphère et coupant tous les méridiens sous un angle constant X. .
Clierchons l'équation de la trajectoire en coordonnées polaires. Soient a le rayon de la sphère, M, M' deux points infiniment voisins sur la loxodrome, P le point de rencontre du parallèle de M avec le méridien de M'^ MPM' peut être assimilé à un triangle rectiligne rectangle *, or M'P = a dOj MF = a sînflrfij;, MM'= ds^ angle MM'P = X-, on a donc
MP sinBd^ éfô
^ ^«g>=S7p--^ë~' s-iirô=^*'^+-
Intégrant et désignant par a la valeur de 9 pour tj/ = o, on a pour la loxodrome
tang - 9 = tang - nef^^^"^.
La courbe forme sur la sphère une infinité de spires qui s'approchent indéfiniment du pôle et du point diamétralement opposé. Comme dsco%k=.ad9^ d'après le triangle MM'P, on voit que la courbe est rectifiable, et sa longueur
d'un point asymptote i l'autre est finie et égale à — r»
La vitesse v est constante et a une direction connue ^ elle
donne
dB fCOsX , ^d^ PsinX
dt a dt a
Si Ton se reporte aux valeurs des composantes de l'accéléraiion rappelées au commencement de ce Chapitre, on trouve qu'elles sont ici
7r = 7 7» = cotGsin^X, 7in= - cotôsinXcosX,
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d'où
7 = - V^i -}- cot*0 sin^X.
L'accélération devient infinie quand le mobile s'approche d'un de ses points asymptotiques. Dans toutes les positions elle est centripète ^ soient donc O le centre de la sphère, C le centre de courbure, P le pôle, A le point où OC coupe la sphère, et <f la mesure de l'arc MA. Le théorème de Meunier prouve que OCM est droit. Or
— 7r I tango
cosOMG = smcp = — '— = i tango = ■-. .-■
7 Vï -+-cot»0sin»X «n*
L'angle AMP = X ; donc le triangle AMP est rectangle
en P, et l'on a la règle suivante pour construire le rayon de courbure en un point M de la loxodrome :
On mène le méridien PA perpendiculaire au méridien du point M, et on le prolonge jusqu'à sa rencontre en A avec l'arc MA normal à la courbe : le centre de courbure est au pied de la perpendiculaire abaissée de M sur OA.
Accélération centrale.
88. Quand un mobile parcourt une trajectoire plane, il peut arriver que l'aire décrite par les rayons vecteurs issus d'un point O du plan croisse proportionnellement au temps; c'est un cas particulier très-important ; l'accélération totale est toujours dirigée vers le point O, et la réciproque est vraie. En voici une démonstration géométri<Jue assez précise : il est clair que la vitesse aréolaire est - up^ p étant la
distance du pôle à la tangente k la trajectoire :
Soient {fig* g) deux tangentes infiniment voisines CP, CQ, sur lesquelles je prends CA, CB égales aux vitesses
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correspondantes; abaissons les perpendiculaires OP, OQ,
on a
CAxOP = CBxOQ;
les triangles CBA, OPQ sont semblables :
angle CBA = OPQ = OCQ,
les points O, Q, P, C étant sur un cercle; AB est parallèle
Fîg. 9.
à CO. Or à la limite AB prend la direction de Taccélération totale, CO celle du rayon vecteur du point où la tangente est CP.
Pour la réciproque, on suppose que AB fasse un angle infiniment petit avec CO; ABC, QPO seront semblables, parce que leurs angles sont infiniment près d'être égaux, et Ion aura, en négligeant des infiniment petits du second
ordre,
CA X OP = CB X OQ
Soit - c* l'aire décrite dans l'unité de temps ; en prenant des coordonnées polaires, on aura
d'où
r'dBz^c'dt,
dt'
, dr^ , dB^ dt* dt*
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Eai prenant 6 pour variable indépendante, remplaçant dans yr dt par —3- » et comptant comme positive raccéléralion dirigée vers le pôle, on a
dr
Cette dernière expression se retrouvera comme cas particulier du théorème des forces vives. Soit {x Tangle de la tangente avec le rayon vecteur, Taccélération centripète est
— =7sma;
or c* = p^' = \^r sin/x \ donc
psinft /?'psinp r'p sin'^x
Cette expression a été donnée par Newton \ en la rapprochant de la précédente, on a l'expression générale da rayon de courbure
On voit que dans une conique p sin^jui = —
89. Un mobile parcourt une ellipse de manière que l'càre décrite par le rayon vecteur issu d'un point 0 croisse proportionnellement au temps; exprimer l'accélération du mobile.
Considérons le cercle dont la projection est Fellipse donnée^ o est la projection d'un point O du cercle, la posi-
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tion m du mobile est la projection d'un point M du cercle. Soient M' le second point de rencontre du cercle avec OM,
DD'le diamètre parallèle à OM, ^C* Taire décrite par OIM
dans l'unité de temps, P Taccélération de M; on trouve, a et i étant les demi-axes de l'ellipse,
e 8C*a* C* DD'
'"^"^^^ aOM MM' ^^' Om' MM'*
Soient i l'angle de MM' avec sa projection mm\ dd' la projection de Diy, -c* la vitesse aréolaire de m ^ on a
dd' om mm' C a
^ ' DD' OM MM' ' c» b^
d'où
c* dd
om mm
Cette expression, donnée par M. Withworth (Cambridge and Dublin Messenger, 1871), se simplifie dans descas particuliers. Prenons o au centre, dd'=mm!=^i2om^
Prenons o au foyer; soit 6 l'angle de mm* avec l'axe focal, on a
mm =: , dd =. 9 7 = — - — = «
a(i— ^'cos'O) I— tf^cos'Ô b^ ~
£nfin, quand o est sur l'ellipse.
om
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90. Un point décrit la podaire. Heu des projections du centre d'une ellipse sur ses tangentes, de manière que la vitesse aréolaire par rapport au centre soit constante,
- c* ; exprimer pour chaque position la vitesse et l'accé-
lération du mobile : rayon de courbure.
En prenant pour axe le grand axe de l'ellipse, l'équation de la podaire sera
r^=za^cos^O -f- ^»sin*9.
L'expression du carré de la vitesse dans cette espèce de mouvement donne
, «*cos*ô -f- b*sm*B
(a'cos»0-f-6'sin»9)*'
en ajoutant au numérateur a*i* sin* 6 -f- a' J* cos* 0 — a* ft*, il vient
(a»cos'9-h 6»sin*0)» \ . r* 7*1
La formule qui donne le plus vite l'accélération est
-7— — cM 2
dr \ r*
Comme il est évident que, 6 croissant de zéro à ->
r*=a^ — (a* — A*) sin*9 décroit de a* à i% pour croître
ensuite, y varie de (aa* — i*) — à (aJ*— a^Tr; elle est
d'abord positive, et la courbe concave vers le pôle-, mais, si a*^ ai', y devient négative et la courbe tourne sa convexité vers le pôle : il y a une inflexion, et la podaire a udc partie rentrante. Pour calculer le rayon de courbure, nous
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prendrons
91. {7h ^oi/i< 5e meut de manière que sa vitesse soit woportionnelle à la puissance n — i du rayon vecteur , H que la vitesse aréolaire de ce rayon soit constante : iétemdner la trajectoire et l'accélération.
On a, par hypothèse,
9 = \f^\ r»dB = c^dt;
raccélération est
L'équation difierentielle de la trajectoire est fournie par la râleur de i^*
crdr I e*
dSz=i f ndB= d -.
Intégrant,
«(0 — a) ==ArCCOST^ — » '*=r tt r-
^ . -' Xr« Xcos/i(Ô — a)
Ces courbes dérivent de la droite par une transformation ipéciale. M. Roberts a remarqué que, si Ton change a en ^,Ies courbes se coupent sous Pangle |3 — a; si l'on suppose ti = a, -j > — I , on a une hyperbole équilatère,
luie parabole, une cardioïde, un cercle passant au pôle ;
laccélération est proportionnelle respectivement aux puis-
Wûces I , — 2, — 4? — 5 du rayon vecteur. Pour /i = ->
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y est constant, et la trajectoire est une courbe du sixîème ordre, avec trois asymptotes se coupant au pôle sous des angles de 120 degrés.
Le cas de /i = o, la vitesse étant réciproque à r, donne une intégrale différente \ on a
c'dr O-T-''—
rfO= — ■ - r=rjC •xï-ë*.
La trajectoire est une spirale logarithmique, et l'accélération réciproque au cube de la distance au pôle.
La position du mobile sur sa trajectoire est donnée dans tous les cas par la formule
r»rfÔ z=L c'dt, qu'on intègre en remplaçant r par sa valeur en 0.
Un point A parcourt uniformément une droite ; un autre mobile M se meut de manière que la tangente à sa trajectoire rencontre toujours le point A et que MA soit de longueur constante. Trouver la trajectoire du point M, sa vitesse, son accélération, le rayon de courbure de la trajectoire. La trajectoire se nomme tractrice; en appelant a la longueur AM, c la vitesse de A, et prenant la droite que suit ce mobile pour axe des x^ on trouve
la développée de la trac trice est une chaînette.
Trajectoire d'un mobile qui se meut uniformément, de manière, que la tangente rencontre toujours un autre point qui parcourt une droite avec une vitesse constante, accélération, rayon de cosr^ bure. La courbe décrite est appelée courbe du chien, l'animal étant supposé se diriger vers son maître; l'équation est algébrique, sauf le cas où les deux vitesses sont égales, n étant le rapport de la
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Vitesse du chien k celle du maître, a l'angle de sa direction arec la droite suivie par le maître, x ^ distance à cette droite, on a
p = ii_^coséc*a.
Un mobile parcourt uniformément un cercle pendant que le plan de ce cercle tourne autour d'un de ses diamètres avec une vitesse angulaire égale à celle du point sur le cercle ; étudier le mouvement résultant dans l'espace.
Déterminer la loi du mouvement rectiligne d'un point, sachant
qu'on a
a étant une constante; accélération.
Un point parcourt une hyperbole de manière que la vitesse aréolaire par rapport à un des foyers soit constante. Déterminer raccélération et la loi de mouvement. Prouver que si, par un point fixe, on mène des droites égales et parallèles aux vitesses, le lieu de leurs extrémités est un cercle.
Si Ton pose
on aura, en supposant ^ = 0 pour u=.i, et appelant e l'excentricité,
2 \ uj à'Ji-he'
équation analogue à celle de Kepler.
Mouvement d*un point sur le limaçon de Pascal, en supposant que le rayon vecteur issu du point double tourne uniformément : tangente, rayon de courbure.
Accélération des divers ordres.
d2. Si par un point fixe on mène des droites égales et parallèles à l'accélération d'un mobUe aux époques t et t+ àty OA et OA^, l'accélération du second ordre ou sur-
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accëlération est représentée en grandeur par la limite de
AA
-— > et en direction par la direction limite de AA'. On passe
de la même manière aux accélérations des ordres suivants. n est aisé de démontrer que la projection de Taccélération d'un ordre quelconque sur un axe ou sur un plan est égale à l'accélération de même ordre dans le mouvement de la projection du mobile; d'autre part, il est visible que les accélérations successives dans un mouvement rectiligne sont égales aux dérivées successives de l'espace par rapport au temps. Si donc on rapporte un mobile à trois axes coordonnés, l'accélération du n'^""' ordre a pour composantes
On en conclut par exemple que, dans le mouvement elliptique représenté par les équations
x=zacosfùt^ j^=r6sin«f,
les accélérations d'ordre impair sont dirigées suivant le rayon vecteur et proportionnelles à ce rayon \ celles d'ordre pair seront parallèles et proportionnelles au diamètre conjugué; il est facile de compléter l'énoncé.
Soit à calculer les projections de l'accélération d'ordre n^ y„, sur la tangente à la trajectoire, sur sa normale principale et sur l'axe du plan osculateur ou binormale (de Saint- Venakt). On y arrive à l'aide des formules de M. Serret; mais on peut employer une méthode géométrique régulière que j'exposerai, parce que son point de départ peut être utilisé dans d'autres questions sur les lignes à double courbure.
Menons en un point O d'une courbe la tangente OT, la normale principale ON et la binormale OB : prenons un arc infiniment petit OM = ds dans le sens de OT, et suppo-
sons que M soit par rapport au plan osculateur en O du côté oppose à OB.
Considérons la tangente, la normale principale et la binormale en M, et clierchons, à moins d'infiniment petits du second ordre, les cosinus des angles que ces droites font avec OT, ON, OB5 pour cela je leur mène en O les parallèles or, ON', OB'î si Ion prend 0B= BB', BB' sera dans le sens de la normale principale. En négligeant les infiniment petits du second ordre, on peut regarder OT' comme situé dans le plan TON, et il est facile de déduire de la figure le tableau des neuf cosinus :
OT. ON. OB
or, I, ~, o,
ON', î I, ,
OB', O, ^, i;
f désigne le rayon de courbure, /• le rayon de torsion .
Soient donc à l'époque t Taccélération d'ordre jx, 7^, et ses projections sur la tangente, la normale et la binormale que nous désignerons par y^t^ y^„, y^^-, à l'époque i-f- rff, cette tangente et ces normales ont changé de direction, comme l'indique le tableau, et les projections de l'accéléra» lion sur ces nouvelles droites sont y^^ -f- dy^^^, . . ^ on en conclut les projections de cette accélération sur les premiers ues, et, en divisant par dt les accroissements subis par ces projections dans le temps dt^ on a
7iM..,.- 7 ;^7M+ -^ + 7 ;^7f>
I ds dyy,,„ , I ds
DiS.-G. — iW. vo
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Quand on doit prendre des dérivées de p ou de r par
- dp dp ds
rapport au temps, on prend -f- = -*--—!»••• ^ puis on rem-
ds
place -^ par m, et l'on a les composantes de y^ en fonction
, dv d^v dp
On a, pour l'accélération ordinaire,
dp V
on en tire, à l'aide de nos formules générales,
d^ di
dv
"dt
dp
ds'
d^v - v^ dv V* dû
^''' dt^ p* dt f ds
La valeur de y,,, peut être transformée et donner lieu à quelques remarques. L'enveloppe des plans normaux à la trajectoire est une développable appelée surface polaire^ dont les génératrices sont les axes des cercles de courbure de la trajectoire. Considérons le plan P osculateur en 0,1e centre de courbure C^ le centre de courbure au point M infiniment voisin de O se projette sur P en C'^ CC est un élément de ligne de courbure de la surface polaire, sa longueur est dp\ Tangle des deux plans tangents à la polaire en C et
ds C est égal à l'angle de contingence de OM, soit — *, donc
od ^
—f est le rayon de courbure R de la surface polaire en C,
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et Ton peut écrire
dans le cas d'une trajectoire plane, R est le rayon de cour* bure de la développée.
Dans le mouvement elliptique que nous avons considéré, l'accélération du second ordre est tout entière tangentielle*, 7{^„ est nul, et l'équation précédente donne le rayon de courbure de la développée
a étant l'angle du rayon vecteur de l'ellipse avec la normale, puisque ^ et - sont les composantes de l'accéléra* tion^i. Aux sommets, R = o.
93. En désignant par c, c' les cordes interceptées par l'accélération du premier ordre dans le cercle et dans la parabole osculatrice à la trajectoire, la composante normale de y,, ou suraccélération normale, est
y7,M^^ — p^* (Resal, Cinématique.) Soient (Jig- lo) OT, ON la Ungente et la normale à la
trajectoire, OFG un arc de la parabole osculatrice dont OA
lO.
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est un diamètre, OG la droite suivant laquelle est dirigée Taccélération y, a l'angle AON, ç l'angle GON, GP parallèle à OT. Puisque raccélération fait l'angle cp avec la normale, on a
d'où
T^=y.[^^st-^)
La relation (A) précédemment trouvée pour l'ellipse s'applique à la parabole, et l'angle a a conservé sa signification^ il en résulte
V* , 3v* wel[^ — a)
7i.«= 3 ~ (tongfp — tanga^ = —^
p' ' p' cosfcosa
Le triangle GOP donne OP GP c' GP* OP.c'
005^ sm[(f — aj cosa sin'(f — a) cos^cosa
Or — — - = p' =^ = 0 cosa, p' et p désignant le para-
2OP ' cos'a * •> r r n r
mètre relatif au diamètre OA et le paramètre principal de la parabole. On a donc
9 p cosa c' sin(^ — a) / âp
sin*(^ — a) cosfcosa cos^cosa V ^'^^*?
p» V c'cos^j» p v^ac'pcosf ^sjc^
94. Déterminer dans le moui^ement plan les projections de la suraccélération sur le rayon vecteur et sur sa perpendiculaire,
Il suffit d'exprimer -jj- et -^ en fonction de /• et de fl,
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et de les projeter sur le rayon vecteur et sa perpendiculaire^ on trouve
__^d^rdB drd^B ^» d*B
^''^-^^"dF di'^^di'dF'^''do'^' de'
Composition des vitesses.
98. Etant donné un système de points de repère S et un point M, dont la position par rapport à S varie avec le temps, on dit que M a un mouvement relatif, si le système S est lui*mèine mobile par rapport à un second système $i; on peut déduire des deux mouvements précédents quel est le mouvement de M par rapport à Si : ce sera composer les deux mouvements. On appelle vitesse d'entraînement du point M la vitesse par rapport à Si d'un point qui coïnciderait avec M à l'instant considéré, mais qui resterait en repos relatif par rapport au système S. Supposons Si fixe ^ le mouvement résultant que nous étudions sera un mouvement absolu ; on a ce théorème fondamental : la vitesse absolue est la résultante géométrique de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement ^ la vitesse relative s'évalue en négligeant le mouvement de rotation de S, qui ne devient sensible que si Ton considère les accélérations. On généralise aisément pour le cas de plusieurs mouvements composants.
96. La méthode de Roberval pour le tracé des tangentes aux courbes consiste à les regarder comme les trajectoires <i un mobile et à déterminer la direction de sa vitesse \ on y parvient souvent en considérant le mouvement comme résultant de deux ou plusieurs autres.
Soit proposé de mener la tangente à la strophoïde ^ étant
IDO
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donnés {fig* ii) un point O et une droite AB, si l'on mène une sécante OC et qu'on la prolonge d'une longueur
CM = CA, OA éunt perpendiculaire sur AB, le lieu de M est la strophoïde.
Le mouvement de C peut être obtenu en supposant qu'il glisse sur la droite OM pendant que celle-ci tourne autour de O avec une vitesse angulaire co \ la vitesse d'entraînement est a>OC perpendiculaire à OC; la vitesse relative
parallèle à OC est — ^ -; la vitesse résultante est -^»
dirigée suivant AB; mais le triangle formé par ces trois vitesses est semblable à OAC comme ayant ses angles égaux. Avec une unité de temps convenable, on aurait
AC-4-0C = 0M
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si donc on élève OV perpendiculaire à OM et égal à OP, la droite M V représente en direction et en grandeur, vu notre unité de temps, la vitesse de M ^ on a une construction simple de la tangente.
97 . Déterminer la tangente au lieu des points M {Jig* i a) , tels que le rapport de leurs distances normales à deux courbes C e^ S soit une constante n.
On peut regarder le point M comme glissant sur une nor-
male AM à C, tandis que cette droite se déplace en restant toujours normale : la vitesse de glissement sera -— - qu'on
peut prendre égale à AM avec une unité de temps convenable. La vitesse d'entraînement est inconnue^ mais on sait qu elle est perpendiculaire à AM, puisque le mouvement d'entraînement fait décrire des courbes parallèles à C^ la vitesse s'obtiendra en joignant M à un point convenable de la tangente à C en A ; mais on peut aussi bien produire le mouvement de M en le faisant glisser sur une normale variable à la courbe S. Or MA = /iMB donne
rf.MA=«/.MB;
donc la vitesse de glissement sera BM avec notre unité de temps : la vitesse d'entraînement sera parallèle à la tangente à S en B, et la vitesse absolue s'obtiendra en joignant
M à un point convenable de cette tangente. L'extrémité de
la droite qui représente cette vitesse est donc au point V
commun aux deux tangentes. Les triangles rectangles MA\\
M6V donnent
co8AMV = /îCosBMV;
on en conclut aisément que, si des rayons lumineux s'échappaut normalement de la courbe C se réfractaient sur la surface lieu du point M, et si l'indice de réfraction était /i, les rayons réfractés seraient normaux à S', car cosAMV n'est autre que le sinus de l'angle d'incidence, etc. La courbe S a été nommée par M. Quetelet V anticaustique de C.
C peut se réduire à une droite et S à un point ^ le lieu de M est une conique dont nous savons ainsi mener la tangente. Supposons /i> I, la courbe est une ellipse^ si des rayons lumineux arrivant parallèlement à MA et dans le sens de cette droite se réfractent sur une surface elliptiqce dont Texcentricité soit égale à l'inverse de Tindice de réfraction, ils iront converger au foyer de la courbe; si l'on veut les recevoir en ce point, il faut limiter la lentille elliptique par une surface sphérique intérieure décrite du foyer comme centre. Une autre disposition, préférable pour concentrer en un point des rayons parallèles, consiste dans l'emploi d'une lentille plan convexe, la partie convexe AiMB {Jig» i3) étant formée par la rotation d'une hyperbole dont
Fîg. i3.
le foyer est F et la directrice PQ; l'excentricité sera égale
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à l'indice de réfraction. La tangente s'obtient en joignant M au point Q, où la directrice rencontre la perpendiculaire au rayon MF.
98. La méthode de Roberval proprement dite n'est pas toujours facile à appliquer; cependant je citerai cooime exercices, outre les cas les plus connus, la détermination de la tangente à la cissoïde et à la courbe de Viviaui, considérée comme lieu d'un point qui parcourt uniformément un cercle, tandis que celui-ci fait un tour autour d'im de ses diamètres, d'un mouvement aussi uniforme. L'étude des vitesses simultanées revient à une question de Géométrie infinitésimale; j'en donnerai un seul exemple, la recherche, d'après M. Mannheim, du point où une droite, mobile dans certaines conditions, touche son enveloppe, et l'application du résultat obtenu pour construire le centre de courbure d'une épicycloïde.
Considérons une droite qui tourne autour du pôle O dans un plan, et qui fasse avec l'axe fixe un angle 0. Soient sur cette droite trois points M, M', M" décrivant des courbes C, C, C'' ; la perpendiculaire menée au point O sur OM est rencontrée en N, N', Wpar les normales à C, C, C" aux points M, M', M''. On a, d'après une formule de Géométrie,
0N=--, op^'=-^, ^«"=-5r-'
d'où
Supposons les courbes C, C, C telles que MM' et M' M'' aient un rapport constant X ; il en sera de même de leurs différentielles, et par suite de NN' et N'W; si donc on savait mener les normales en M, M', M'"^, et qu'on voulût trouver le point O autour duquel tourne la droite MM'M^,
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OU, simplement, auquel elle rencontre sa position infiniment voisine, c'est-à-dire touche son enveloppe, il n'y aurait qu'à chercher une perpendiculaire à M M' M''', telle que les segments déterminés sur cette droite par les normales connues aient un rapport donné.
Soit [fig* i4) un cercle de rayon Ci A = Ri, qui roule sur \kXk cercle fixe dont le centre est C et le rayon R \ un point M
lié au cercle Ci engendre une épicycloïde. Cherchons la tangente en M par la méthode de Roherval \ le mouvement du cercle d peut s'obtenir en supposant que son centre tourne autour de C avec une vitesse od.CCi, tandis que le cercle tourne autour d'axes de direction fixe, menés par C|
ce
avec une vitesse angulaire — w --i • La vitesse relative de
M sera perpendiculaire àTWCi et égale à w.CCi ^'ï la vi-
tesse d'entraînement est w.CCi perpendiculaire sur ACiî le triangle formé par ces vitesses et leur résultante est semblable à MCi A et a ses côtés perpendiculaires \ la vitesse résultante est perpendiculaire à MA, et cette droite normale à l'épicycloïde.
La normale MA se meut dans des conditions où la méthode de M. Mannheim donne le point O où elle touche
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son enveloppe ; en efiet, menons CM' parallèle à MCi jusqu'à la rencontre de MA. On a
AM' "" CM' "" R
donc CM' est constant^ le lieu de M'est un cercle ayant son centre en C aussi bien que le lieu de A, et les segments déterminés sur la normale par répicycloïde elle-même et les deux cercles restent dans le rapport de R à Ri . Les normales aux courbes C, C, C" sont ici MM', AC, M'C^ il s'agit de trouver un point O tel, qu'en y élevant une perpendiculaire sur MM', on ait ON : NN':: R, : R. Menons en A une perpendiculaire sur MM', et supposons que les droites CO et MCj la rencontrent en des points T et Ti ; les triangles semblables CNO, CAT, d une part, CNN', CfATi, de l'autre, donnent
R X ON = R, X NN
donc
ATr=AT,.
De la la construction de Savary : prolonger MCi jusqu'à ce qu'elle coupe en T la perpendiculaire sur AM en A; TC coupe la normale au centre de courbure. Si l'on prend AM pour axe des x, AT pour axe des j^, on voit aisément que la différence entre les inverses des abscisses de C et Ci est égale à la somme des inverses de AM et de AO ; faisons donc AM = n, MO = jo, MACj = 9, on aura
II /i I \
R R, ^ \n p — nj
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MOUVEMENT DUNE FIGURE DANS UN PLAN
Da centre instantané de rotation.
99. Quand une figure plane se déplace infiaiment peu dans son plan, un de ses points reste immobile^ les vitesses de tous les autres sont normales aux droites qui joignent les points correspondants au centre instantané de rotation, et proportionnelles à ces mêmes droites. Le mouvement fini de la figure peut s'obtenir en la liant à une courbe Si, lieu de ses points qui doivent être successivement centres instantanés, et faisant rouler S sur la courbe S, lieu des centres dans le plan immobile. Les points où une ligne L touche son enveloppe sont aux pieds des normales abaissées du centre instantané sur la ligne mobile.
Le centre de courbure de la roulette décrite par un point de la figure mobile s'obtient par la construction de Savary ' (98), sauf à remplacer la roulante Si et la base S par leurs cercles osculateurs de rayon R| et R. Le centre de courbure de l'enveloppe d'une ligne L entraînée dans le mouvement s'obtient en appliquant la même construction au centre du cercle osculateur à L au point où elle touche son enveloppe. Soient n la longueur d'une normale menée du centre instantané I à un point M de L, (f l'angle de cette droite avec la normale commune à S et Si en I, px le rayon de courbure de L en M, |D celui de l'enveloppe de L^ on a, en supposant p compté de M vers I, pi en sens contraire, R
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et Ri opposés,
^ ' \n-hp, p-^n/ ^ R R,
Quand Tune des lignes change de sens, on change son signe, mais la construction de Savarj s'applique toujours.
Dans cette formule, la base et la roulante n'interviennent que par la somme de leurs courbures *, le premier membre n'est pas altéré si l'on change R et Rj, la somme de leurs inverses restant constante. Faisons, par exemple, R infini, avec Ri = a, et l'on pourra traiter pendant deux instants consécutifs le mouvement comme un mouvement cycloïdal-, a est dit rayon de roulement, et la formule (i), appliquée à la trajectoire d'un point M avec pi = o, donne
n — /zcosf
Prenons sur la normale aux deux surfaces roulantes en I une longueur II' égale à a ^ le point l' est le centre instantané du second ordre, et le cercle décrit sur 11^ comme diamètre est le cercle des inflexions. Soit P le point où IM rencontre ce cercle \ le rayon de courbure de la trajectoire de M est troisième proportionnelle à M P et à IM : ce rayon est infini quand M se trouve sur le cercle, c'est-à-dire que la trajectoire présente un point d'inflexion, d'où le nom du cercle, qui souvent est plus facile à déterminer que les centres de courbure de la base et de la roulante \ on peut ensuite en déduire le rayon de courbure d'une roulette quelconque. Enfin, si, dans la formule (i), on fait |9|^ infini, et si l'on
remplace 5- -i- ^ par -9 on a, pour déterminer le rayon R R| €t
de courbure de l'enveloppe d'une droite entraînée,
p — /i = acosf.
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Le centre de courbure est sur la circonférence symétrique de celle des inflexions par rapport au point I. Quand un polygone se déplace d'une manière quelconque, ses côtés enveloppent des courbes dont les centres de courbure sont à chaque instant sur un cercle passant au centre instantané du premier ordre.
100. Théorème de Bobillier. — Quand un triangle de forme in^fariable ABC [fi g' i^) se meut de manière que deux de ses côtés AB, AC restent tangents à deux cercles, l'enueloppe du troisième côté est aussi un cercle.
Soient E, F les centres des deux cercles donnés, G, H les points de contact avec AB, AC^ les points G et H du
triangle se mouvant pour un instant suivant les tangentes aux cercles, HE, GF sont normales à leurs trajectoires, et le centre instantané de rotation du triangle est à leur point de concours T. L'angle EIF est constant, n — A, en sorte que le lieu S de I dans le plan est un segment capable de îT — A décrit sur EF. TVaçons tout le cercle dont il fait partie, abaissons la perpendiculaire IP sur BC : ce sera une normale à l'enveloppe de BC, et elle rencontre le cercle EIF en un point O; mais l'arc EO est constant, comme mesurant deux fois l'angle EIO égal à B. Toutes
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les normales à l'enveloppe cherchée passent en un même point O \ cette enveloppe est un cercle dont O est le centre. Le «dernier théorème du paragraphe précédent se vérifie. Enfin les normales aux trajectoires de A, B, C sont lA, IB, IC. Il est aisé d'avoir le lieu du point A, soit le lieu du sommet d'un angle constant qui glisse sur deux cercles. Par E et F je mène des parallèles à AB et AC qui se coupent en un point A'; les droites EA', FA' forment avec ABC une figure invariable, et LA' est un diamètre de la circonférence EIF, puisque lEA', IFA' sont droits. La courbe S^, lien de I par rapport à ABC, est un cercle dont le centre est A', le rayon lA' double du rayon de S. On sait que, si mi cercle roule sur un autre de rayon moitié moindre, en l'englobant, tout rayon tel que A^ A du cercle mobile passe en un point fixe sur le petit cercle ; de plus la distance AA' est constante, et le point A' reste sur le cercle EIP; le point A décrit donc un limaçon de Pascal.
101 . On donne {fig^ 1 6) un point O et une droite AB', un angle droit EMB, dont le côté MB est égal à la distance OA deO àBy se meut de manière que le point B reste sur
Fig. i6.
la droite AB et que le côté ME passe toujours en O, lieu du sommet M, sa normale, son rayon de courbure : déterminer les courbes qu'il faut /aire rouler Vune sur l'autre pour produire le moui^ement.
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Les triangles OAB, OMB sont égaux ; OM = AB, et, si Ton prolonge OM jusqu'à ce qu'il coupe AB en K, OKB sera isoscèle, OK = BK^ donc MK= AK, et le lieu de M est une strophoïde.
Le point B se déplaçant sur AB, le centre instantané I est sur BI perpendiculaire à AB; quant au point O considéré comme faisant partie du côté ME, sa trajectoire sera tangente à OM, et il suffira de mener OI perpendiculaire à OM pour achever de déterminer le centre I.
Les triangles OMH, HAB sont égaux*, donc OH= HB, et OHBI est un losange. Puisque OI == IB, le lieu S de 1 dans le plan est une parabole ayant O pour foyer, AB pour directrice. La même égalité prouve que, par rapport à la figure mobile, le lieu Si de I est une parabole dont le foyer est B, la directrice ME. Ce sont ces deux courbes égales qu'il faut faire rouler Tune sur l'autre pour produire le mouvement : la tangente commune en I est la diagonale IH du losange. Comme on n'a pas immédiatement les centres de courbure des paraboles, nous chercherons le cercle des inflexions pour arriver à la courbure de la strophoïde.
Le cercle des inflexions a pour diamètre une perpendiculaire à IH, et il passe au point B qui décrit une droite : il est aisé d'en conclure que son diamètre «est II' et que le centre instantané du second ordre est le point l' pris sur AB ; I' est aussi le centre du cercle de roulement. Comme les deux paraboles S, Si sont égales, et qu'on a
le rayon de courbure de la parabole qui a O pour foyer, AB pour directrice est âlI', et II' est la direction de la normale.
La normale à la strophoïde en M est MI \ le centre de courbure s'obtient à l'aide du rayon de roulement II' par la
SVft LA MtCAHlQUB RATIOlflIBLLV. l6l
construclion de Savarj*, on joint l'M qui rencontre en T la perpendiculaire en I à IM \ puis on mène en T une parallèle à n' qui coupe JVQ au centre de courbure C. Si Ton cherchait le point P où MI rencontre une seconde fois le cercle des inflexions, on aurait
On sait que le milieu du côté MB décrit une cissoïde, dont le cercle directeur a pour centre A et pour rayon
- MB ; on aura par là un moyen de trouver le centre de
courbure de la cissoïde.
102. Étant donnés {fig^ 17) deux cercles égaux qui se coupent à angle droit, une droite AB égale à la distance
Fig. 17.
des centres O, O' se déplace de manière que ses extrémités glissent sur les deux cercles; lieu du milieu M de AB, centre instantané, raj-on de courbure; mouvement général à' me bielle.
Soit a le rayon des deux cercles ; 00'= AB ^^a^JoL. Les triangles OAB, OO'B sont égaux, comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun^ donc OAO'B est un trapèze ^scèle. OM étant médiane dans le triangle OAB, nous
Di S.-G. — Bec.
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avons
2 0m' = oaV Ob'— 2Am'= obV
On démontrerait de même que aO'M = O'A ; donc
Le trapèze OAO^B étant inscriptible, on a (théorème de Ptolémée)
OB.O'A = 00'.AB — 0A.0'B=2a'— tf»;
donc enfin
OM.O'M
Le lieu de M est une lemniscate de BemouUi, dont O, 0' sont les foyers.
OA, O'B sont respectivement normales aux lieux de A et de B^ leur point de concours I est le centre instantané. Il est évident que AI = A'I^ donc
01 — O'I = a, BI — AI = a.
Le lieu de I dans le plan est une hyperbole ayant O, 0' pour foyers ; le lieu de I par rapport à AB est une hyperbole égale, ayant A, B pour foyers, et, comme la distance focale est égale à la diflérence des rayons vecteurs muhi-
pliée par ^, ces hyperboles sont équilatères.
Pour trouver le rayon de courbure au lieu de M, nous pouvons nous servir du cercle des inflexions ] soit P le point où il coupe lA ^ le point A décrit un cercle dont le centre
est sur le prolongement de lA et le rayon (99);
le point P se trouve entre A et O, et Ton a
lA ^^ lA
AP AO
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On détermine P comme troisième proportionnelle ^ et puisque le diamètre du cercle des inflexions est sur la normale à l'hyperbole, bissectrice extérieure de Tangle OIO^, il suffit d'élever PI' perpendiculaire à AP jusqu'à la rencontre de cette normale pour avoir le rayon de roulement II' ; la construction de Savary, modifiée par le mouvement cycloïdal, donne le centre de courbure de la lemniscate en M.
Le mouvement que nous venons d'examiner est un cas particulier du mouvement d'une bielle AB réunissant deux manivelles OA, O'B. En général, un point M. de AB décrit un lieu du sixième ordre ; car soient x^y ses coordonnées, MA=a, MB = i, 9 l'angle de BA avec l'axe des x\ les coordonnées de A et de B sont respectivement
X — a cosO, X — «sinô, a:-|-6cosô, ^H-^sinÔ.
Exprimons que chacun de ces points est sur un cercle \ ou a deux relations de la forme
PsinQ -h QcosO = R,
P, Q étant des fonctions du premier degré, R du second degré en x eijr\ si l'on en tire sind et cosd, et qu'on égale i 1 la somme de leurs carrés, on a une équation du sixième degré en x et y.
Le centre instantané est encore le point I commun à OA et O'B; on aura, comme dans le cas de la lemniscate, les points où OA, O'B rencontrent le cercle des inflexions, et l'on en déduira le centre de courbure du lieu de M.
Voyons quel est à cbaque instant le rapport des vitesses angulaires co, cd' des manivelles \ la vitesse absolue de A est (o.OA^ celle de B, co'.O'B : ces vitesses sont proportionnelles aux distances de A et de B au centre instantané,
OA.» AI » O'B.AI 0'B.w'""Bi* i?"" OA.Bl'
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La transversale ÂB, qui rencontre 00' en C, détermine «ur les côtés de 010' six segments tels que
O^B.IA,OC _ Ci _ O^C
OA.IB.O'C ^^' '^ w'"" oc'
Les vitesses angulaires sont dans le rapport inverse des distances des centres au point où le lien coupe la ligne des centres ou à ce lien lui-même. Quand deux cames sont en contact, le mouvement est le même pendant un instant que si les centres de courbure correspondant dans chacune au point de contact étaient réunis par un lien rigide égal à la somme des deux rayons de courbure ^ les vitesses angulaires sont dans le rapport inverse des segments déterminés par la normale commune sur la droite des centres.
Des roulettes.
103. Considérons une courbe Si, qui roule sans glisser sur une courbe fixe S appelée base. Si est dite la roulante; le lieu engendré par un point M lié à Si s'appelle roulette. Le centre instantané est au point de contact I de S et de S|, IM est normale à la roulette, et le centre de courbure s'obtient par la construction de Savary. Pour trouver l'équation de la roulette, comptons sur S et Si les arcs s et Sik partir de deux points Â et A] qui ont coïncidé à un moment jusqu'au point de contact actuel I *, la valeur de s détermine les coordonnées Xi , yi du point I par rapport à des axes fixes et l'angle a de la tangente k S avec l'axe des x; de même, pour la valeur de 5], on connaît la longueur IMet l'angle |3 qu'elle fait avec la tangente à Si eu I; les coordonnées de M sont
(l) j:=x, + IMcos(a 4- p), j z=:yt-h IMsin(a -h p).
U n'y aura qu'à éliminer s et Si qui sont égaux, ou plus
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généralement les paramètres qui fixent la position de 1 sur S et Si . L'enveloppe d'une ligne entraînée par Si se trouverait de même, sauf à remplacer IM par la normale IP à l'enveloppée.
Quand la base est une droite, on peut, sans rectifier la roulante, trouver Téquation différentielle de la roulette. Prenons la droite S pour axe des x-^ l'angle jS est MIX : la nature de la roulante donne une relation entre cet angle et IM = r : F(r, (3) = o î d'ailleurs Vy de M est r sin^, et
l'angle de la tangente à la roulette avec OX est ç = P •
On a trois équations qui, par l'élimination de r et J3, donnent une relation différentielle entre y et cy. Pour l'enveloppe d'une ligne entraînée, la modification est la même que dans le cas général.
104. Une cardioïde représentée en coordonnées polaires par r = a (i — cosô), roule sans glisser sur une crcloïde dont le cercle générateur a pour rayon a, de manière que les points de rebroussement des deux courbes se correspondent; roulette décrite par le pôle de la cardioïde, env^eloppe de son axe.
Soient (Jig, i8) M le pôle de la cardioïde, MXt son axe;
S est l'angle IMX|. On trouve aisément que Tare
MI = 5, = 4^ ( 1 — ces - d ] »
l66 RECUEIL d'exercices
et que Fangle de MI avec la tangente IT est P = tt •
Soient maintenant C le centre du cercle générateur de la cycloïde correspondant au point I et ICN = u ^ on a
4^ ( I — cos-« j
Comme 5 = j| , on a m = 9. On sait enfin que Tangle de IT
avec OX est = a. Comme CIT = CTI = -j les
points M, I, C sont en ligne droite. Les équations (i) deviennent
xz=:a(u — sina) -4- a(i — cosifjcosf u\
=:- a[u — 2sinii -+■ sinucosu)^ jr z=r. a{i — cosa)-l- a[i — cos«) sin ( u] = a{i — costt)^
L'élimination de u donnerait un résultat compliqué, et il est plus simple de garder les deim équations et de faire va^ rier u. On a
/ir =LJ — aa(i — cos«) cos udu^ df = 2a[i — cosw) siaudu^
_^-^tang«.
Quand u varie de zéro à -> a: décroit de zéro à a ( ah
y croît de zéro à a; la courbe part de A tangentiellement à AN et s'éloigne vers la gauche au-dessus de AN \ u allant
de - à Tt^x croîtra jusqu'à n a, j^ jusqu'à 4 ^ ? puis la courbe
aura une partie symétrique de celle que je viens d'indiquer
par rapport à l'axe de la cycloïde : elle est rectifiable et
quarrable.
Pour Tenveloppe de l'axe de la cardioïde, abaissons IP
perpendiculaire à cet axe ; on aura
IP = a[i — cosO)siiiO=: a(i — cosujsiutf, PIT=: - (w — «)•
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Les coordonnées du point P seront, d'après les équations (i),
x = a[u — siEitf+ (r — cosa)sinu cos2u]9 X =a[i — cosii) (i — siiiasin2K),
doù
</r == a sin u sin2 tt ( 4 cosu — 3) du^
dy =:^6iQllCOS2£l(4c08li — 3)</«;
X etjr partent de zéro et commencent par croître jusqu^à
ce que cos u = y • Là est un point de rebroussement ] x et
j diminuent, le premier jusqu'à u= - » le second jusqu'à
« = y, puis ils croissent, sauf j^ entre u = -y- ^^ u = tt-,
alors la courbe présente un nouveau rebroussement, qui coïncide avec le sommet de la cycloïde.
105. L'enifeloppe d'une droite L, entraînée par un cercle Ci t/uî roule sans glisser sur un cercle jixe C, est une développante d'épicycloïde.
Soient I le point de contact, Oi Ai le rayon de Ci qui est parallèle à L, IP la perpendiculaire sur Oi Aj, enfin A le point de la circonférence C qui a coïncidé avec Ai -, on sait que P décrit une épicycloïde \ car il se trouve sur le cercle ayant lOi pour diamètre, et l'arc IP est égal à AI, parce ({u'il mesure l'angle inscrit lOi Ai, tandis que lAi mesure le même angle, mais placé au centre d'un cercle de rayon double; donc arcIP = lAi = LA, et le point P appartient à
un cercle de rayon - Ri roulant sur C. La développée du
lieu de P est une épicycloïde intérieure au cercle C-, or l'enveloppe de Oi Ai et celle de L ont les mêmes normales : elles ont donc la même développée.
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106. Une parabole roule sans glisser sur une parabole égale et symétrique; lieu du sommet de la parabole mobile, enveloppe de Vaxe.
L'identité de la base et de la roulette simplifie le problème^ la roulette décrite par le sommet mobile s'obtient en doublant les rayons vecteurs de la podaire du sommet de la base : c'est une cissoïde dont la droite x= — p est l'asymptote. Pour avoir l'enveloppe de l'axe, considérons le point de contact I d'une tangente et le pied P de l'ordonnée de ce point ^ on est amené a chercher le lieu symétrique de P par rapport à la tangente en I. Soit a l'angle de la tangente avec l'axe ^ les coordonnées d'un point du lieu sont
yzrz^p cota cos' a, a? = - cot'a — 2/> cos'a.
Ou construit la courbe à l'aide de ces équations plus aisément qu'avec l'équation finie
\%X^ H- \TLx}y^ H- Sa/?** -h lOpxy^ — p*y^z=: o.
107. Une ellipse roule sans glisser sur une droite fixe; lieu décrit par un foyer, courbure de ce lieu; em^eloppe d'une directrice.
Je prends {fig- 19) pour axe des x la droite fixe et pour origine le point O qui coïncide à un instant avec le som-
Fig. 19.
met A le plus voisin du foyer F que l'on considère. Soient
3a, 2 & les axes, e rexcentricitë; le centre instanlané est au point de contacl de l'ellipse avec OX et la tangente au lieu de F, perpendiculaire à IF, fait avec OX Tangle a égal à FIN ; on a une relation entre j^ et a, en écrivant que le produit dee distances des deux foyers à OX est &*,
j^(2acosa — y] =: ô'.
Puisque cosa = —9 c'est une équation différentielle de la
courbe^ mais il vaut mieux tirer de cette équation la valeur de y
Iy"=.a cosa zti y/û* cos'a — ^*, , . , / . ûcosa \
a^ = — asina^al i it — ' — ]•
\ ya'cos'a — b^j
ot est d'abord nul quand le sommet A est sur OX , puis il
augmente jusqu'à la valeur «i = arc cos-9 qu'il ne peut
dépasser. Il diminue ensuite jusqu'à zéro et — «i, pour revenir à «i, et ainsi de suite. Quand a croît de zéro à oci, U faut prendre dans les équations (i) le radical avec le signe — \ dcL est ^ o, et, comme la dernière parenthèse a le signe du radical, dy^o^ y croît de a(i — e) k b : c'est le moment où le sommet du petit axe est sur OX, et la roulette présente une inflexion. L'angle a revenant de «t à zéro, il faut prendre le radical avec le signe +, et, conmie rf« < o, djr reste }> o^ jr croît de A à «(H- e); la moitié de l'ellipse a alors roulé sur OX, et le reste du lieu est symétrique de la première partie par rapport à l'ordonnée ^i la termine.
La valeur de x peut s'obtenir sous forme d'intégrale dliptique
, / , â'cosa \
= — cosaoa ( a rc -i=== j ]
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X va toujours en croissant. L'arc ds est intégrable :
( 2 ) dï = -; — = — a £foe =p
Il faut faire attention au signe du radical *, ainsi l'arc compris entre le point le plus bas et fe point d'inflexion est
S.= / ( — fl-4- -;=^=^L==\da==('^'-ai\a; Jo \ v'a'cos'a — ^V ^^ ^
l'arc du point d'inflexion au point le plus haut est
donc Si -+- St = TTû : c'est la demi-circonférence de la podaire du foyer par rapport à l'ellipse.
L'équation ( 7, ) donne une propriété remarquable de la courbe *, si l'on y remplace le radical par sa valeur
(i) y — acosa,
et si l'on nomme p le rayon de courbure de la roulette, il vient
ds rt'cosa ay r i i
da ^ jr — acosa acosa — y FI p a
Si donc on fait tourner la roulette autour de OX^ elle engendre une surface de révolution dont les rayons principaux de courbure sont p et FI ; la somme des courbures principales de cette surface est constante. (Delaunay.)
L'enveloppe de la directrice est le lieu du pied P de la perpendiculaire abaissée du centre instantané sur cette droite. L'angle de la normale IJN avec l'axe NA de l'ellipse est le supplément de l'angle a que la tangente à l'enveloppe fait avec OX. On sait que la disiance du centre de l'ellipse
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à cette tangente est
^3) ^ = y'a*co82a-h ^sin*a;
si l'on désigne par Xt l'abscisse du point I par rapport aux deux axes de l'ellipse, la distance du centre au point d'in*
tersection de l'axe focal et de la tangente en I est —5 done }=-co8DNI= — — cosa-, enGn IP= Xi, Mais
y = IPcosa-, remplaçant IP par Xi= - -I- -r cosa,
et enfin d par sa valeur (3), on a l'équation différentielle de l'enveloppe
acosa a' ces' a
^a^ cos'a 4- ^' sin'a Pour avoir la variation àej^ je différentiel
,, , . . r» (?.ô*-+-a»<?»cos'a)acosa"| 4) dy=z — a sma^(x | — h ^ 3— |«
L (fl*cos*a-f- ^'sin'a)* J
Comme l'angle analogue à IND est d'abord égal à zéro, cl commence par avoir la valeur tt pour décroître constamment jusqu'à zéro quand le sommet A^ est venu sur OX. Pour savoir le signe de ^^, cherchons si la quantité entre crochets (4)^ /^l^)? peut s'annuler; on aurait, en rédui-.
sant,
a*tf* cos^a -h a^e^b^ cos'a — *6* = o.
On n'en tire pour cos'a qu'une valeur positive
A«(^-,) (,_eM(v/5-i) cos'a = , , — = ~ '-^ \
sî cette quantité est <^ i , ou si l'on a
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/'{oc) s'annule pour une valeur «<> de a, et il faut évidemment prendre cos«o<C ^' Comme /(a) est > o quand^
a <[ -> il sera <] o pour a^ a© ', or — sinadcc est toujours
positif^ donc, lorsque a varie de tt à o^o^y diminue d'abord, tandis que x croît, puisque dx = cota^^ quand a passe par «0 pour devenir moindre, dx et dy changent de signe ; il y a rebroussement, puis x décroit, tandis que^ augmente. La courbe, d'abord au-dessous de OX, le coupe pour
a=r -, puis passe au-dessus, et l'ordonnée devient a -{- -
pour a = o ; puis vient une branche symétrique de la précédente, et ainsi de suite.
A.U contraire, si e < 5 -j- ne change pas de signe;
y croît sans interruption de a àaH — ;j: décroit d'à-
bord pour croître quand a <^ - La valeur dx = coi xdy
n'est intégrable qu'à l'aide des fonctions elliptiques, mais ds est plus simple. On a en général
dy a , 2 — e* — tf'sin'a
as = -H — ■•::= dx — a cos aaa ;
sma e . , • , xt
cependant, quand a décroît de ir a ao, il faut changer le signe \ car, dy étant négatif, on a
ds :rz -
sma
Lorsque dy ne s'annule pas, on a sans peine l'arc de développée répondant au roulement de la demi -ellipse, l'intégrale du terme en cos a est nulle, et il reste Si = — ; dans
ira
e ira
le cas du rebroussement, — est l'arc depuis le point de rebroussement jusqu'au point le plus haut, moins l'arc
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compté jusqu'au point inférieur \ ce dernier est
- /*"• . r^ (' — e*)cosa cosa 1
S,= 1 fli/a U 4- i 1 j -h j.
' L^ (i — c»sin>«)' (i— <?»sin»«) J
a(i — r*)sina, ^ir — a* — arc sin ( ^ sin a^ )
V^i — tf'sin*a, ^
L*arc total de Tenveloppe est H aSi.
Si Ton remplace l'ellipse par une parabole, on obtient le lieu de F en remarquant que le pied de l'ordonnée est sur la tangente au sommet. Projetant cette ordonnée sur l'axe de la parabole avec lequel elle fait l'angle a,
— =r cosa,
équation d'une chaînette dont le sommet est à la distance -au-dessus de OX. D'ailleurs les points F et P sont symétriques par rapport à OX, dans le cas de la parabole ; l'en- Teloppe de la directrice est une chaînette.
108. Théorèaces de Steiher. — Considérons une courbe conuexe et fermée S, un point M de son plan, la roulette R engendrée par M quand S roule sur une droite fixe, la roulette Ri engendrée quand S roule sur une courbe égale et symétrique, enfin la podaire P de M par rapport à S : I® un arc de R est égal à l'arc correspondant de V\ a® l'aire de R, limitée par la base e4 les normales extrêmes, est double de l'aire de P et moitié de l'aire rfe Ri .
1** Soient {fig- 2o) lA, FA' deux tangentes successives de S, s Tangle de contingence, AA' l'arc de podaire^ on a ÂMA'=:e, et, comme MAA'I sont sensiblement sur un cercle dont AI est le diamètre, arcAA= s MI; mais que la courbe roule sur AI considéré comme fixe, M décrit un
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arc de cercle MM' égal à MI'x MI'M'^r eMI= AA'; donc, etc.
a® L'aire de R, comprise entre Tare MM', les normales aux extrémités et la droite fixe, est sensiblement
MirM'=Bar-4--«m',
surf. K = surf. S H — 2c MI 9
la somme s'étendant à tous les angles de contingence de S', mais
surf. P = 2MAA'= - 2«MÎ\
Cette aire peut aussi s'évaluer comme la somme d'éléments dont l'un se compose du secteur Mil' et du triangle
Fig. 70.
IAâ'^ on prend ainsi Taire de la courbe et celle qui est entre la courbe et la podaire ; donc
surf. P = 2Mir -hl^lXi;
ajoutons à l'expression précédente
asurf. P =r 2Bar -4- - 2t (ma' + ÂÏ' ) = surf. R.
Si l'on fait rouler S sur une courbe symét rique fixe,
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quand le point de contact se déplace de I en I', S tonme de 2C^ l'arc décrit par M est MM'^s a MM', et la surface
MM'II' est Mil' -H «MI . Pour avoir Taire intérieure à Rj, il faut ajouter à la somme de ces élcAieats Taire de la base^ donc
surf. R, = 2 surf. S + 2c MI = 2 surf. R.
Cette élégante démonstration est développée dans le Cours de Calcul intégral de M. Bertrand.
109. Étant données la base et la roulette, trousser la roulante qui a engendré cette roulette; exemples.
Par chaque point I de la base, on peut mener une normale IN à la roulette, et Ton a une relation entre la longueur r de IN et son angle fx avec la tangente à la base (i=y*(r) \ prenons dans le plan de la roulante N pour pôle, cette courbe étant tangente à la base en I, la relation précédente donne pour chaque valeur du rayon vecteur son angle avec la tangente à la courbe cherchée^ comme
tang;x= -—9 on a l'équation différentielle de la roulante.
La base et la roulette sont deux droites faisant entre
elles l'angle a\ /ul est constant, égal à a. La roulante
coupe tous ses rayons vecteurs sous un angle constant : c'est une spirale logarithmique.
La roulette est une parabole dont Taxe est la base; la sous-normale de la parabole étant constante, r cosfx = p, les normales de la roulante sont k une distance constante du pôle; on a une développante de cercle.
La base est un cercle et la roulette une tangente au cercle ; soit a le rayon : on trouve sans peine
, . , ard^ .. [a-^r)dr
^dr^^r^d^ r^nar-^F»
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En faisant 6 ^=^ o pour /* = a, Tinlégrale est
0 = 1 — \/ arc sm •
L'équation différentielle montre plus clairement la forme de la courbe \ puisque dO =2 o pour r = a, la courbe est tangente au rayon vecteur. Du côté où /* croit, 0 prend des
valeurs négatives et est égal à 1 pour r=ma: c'est
un sommet de la roulante; du côté des angles positifs, r décroit et s'annule pour 0 infini, la courbe est asymptote au pôle. Quant à la tangente au cercle, il n'y a que la portion à une distance a de part et d'autre du point de tangence qui puisse être décrite comme roulette avec le cercle pour base.
Accélérationa dans le mouTement épicydoîdal.
110. Quand une figure se meut dans un plan, les accélérations des divers ordres de ses points sont soumises à quelques lois qu'on peut trouver à l'aide d'un changement de coordonnées. Soient X|, yi les coordonnées absolues d'un point M de la figure, x, j- les coordonnées relatives à deux axes rectangulaires faisant partie de la figure mobile, p, ç les coordonnées absolues de l'origine mobile ; on a
x, = xcosy — XSJnf -4-/?, ^, = j:, siny -h ricos^ -h y,
ou, en posant cosf = a, sin^ == &,
.r, =raj: — bjr -h p, ^,=: bx -h ay -h q-
Pour avoir les composantes de la vitesse ou des accélérations successives, on différentie par rapport au temps
Il y a un point A dont les coordonnées relatives sont a« et
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3s pour lequel ces deux composantes sont nulles; on le nomme centre des accélérations du n — i**'"* ordre. Faisons
J — p, — ^i. sin 0», 6<») =r»« sin>,.
Les composantes de l'accélération d'ordre n — i prennent la forme
x<»)= «,rs cos(9«-f- X,), x^C^=^ ••« '•«sin(ô,-+- X,).
L'accélération d'un point quelconque M est proportionnelle à sa distance au centre A des accélérations de cet ordre ; de plus, AM faisant avec OXi l'angle 6.+ f) fait avec l'accélération d'ordre n — i un angle constant et égal à X„ — f , quel que soit le point M.
Soient donc A et B les centres des accélérations d'ordre n — 1 et p — I par exemple, la vitesse comptant comme accélération d'ordre zéro dont le centre est le centre instantané de rotation. Les points pour lesquels y,,., et y^^t ont un rapport donné sont sur un cercle conjugué à A et B, car leurs distances à ces centres ont un rapport constant. Les points où les deux accélérations font un angle donné t sont sur deux segments capables des angles e =t= X„ if: X^ décrits sur AB comme corde. En particulier, les points où l'accélération est tangentielle ou normale à la vitesse sont sar des cercles passant au centre instantané de rotation \ on ne peut rien conclure sur l'accélération en ce dernier point, où la vitesse a une grandeur nulle et une direction indéterminée.
Ces théorèmes peuvent s'établir en considérant les binômes
^n)^p)^j^nYp)^ A,.^-= 7,_,7^_. cos(7«.„ 7^-0»
^n)yp)_^nYo^= B,,..=:r 7,,. 7^^, sin (7.«„ 7^. )•
Db S.-G. — Bee. 1 2
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M. Jordan remarque que ces binômes sont les premiers membres de l'équation d'un cercle passant par les centres de 7„_i et de y^-i- On en conclut, outre les propositions précédentes, que le cercle est lé lieu des points où Â^,^, 6„,p ont une valeur donnée, aussi bien que ceux où A„^^= XA„/^p/, .... Si) au contraire, on donne
7„_, cos (7,_„ 7^., ) = -^' =3 >, ou 7*^1 sin (7„_, ,7^, ) = V,
un point M du lieu est tel qu'il existe un rapport constant entre sa puissance relative à un cercle qui passe au centre A de Tordre p — i et la longueur MA. Soit B le second point où. MA rencontre le cercle considéré : la puissance par rapport au cercle est MA X MB 5 il faut donc que MB soit constant *, le lieu de M est une conchoïde du cercle AB, dont le point double est A. Tel est le lieu des points où l'accélération tangentielie ou centripète a une valeur constante.
Supposons qu'à l'époque t les axes fixes et les axes mobiles coïncident, que l'origine soit le centre instantané, et l'axe des x tangent aux courbes lieux des centres instantanés; /?, y, p\ q\ cy sont nuls. L'accélération du point 0
^ ds de la figure mobile est dirigée suivant OY et égale à a>-i-»
ils étant le déplacement du centre instantané pendant ie tempt dt\ en effet, la vitesse de O, nulle à l'époque ^, est est <ùds k l'époque f 4- rft; d'ailleurs
m de.
Si l'on calcule x' et j^' , on trouve dans ce cas
n , dtà ^ ds dvi ^
Le centre des accélérations du premier ordre est donné par
SDl
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les formules
dt
ds
""di
dr
et Ton pourra vérifier les théorèmes généraux.
On £aiit rouler une courbe successivement sur une droite et sur une courbe égale et symétrique ; les rayons de courbure d'une roulette pour les deux cas et la normale forment une progression harmonique ; les rayons de courbure de l'enveloppe d'une droite entraînée et sa normale sont en progression arithmétique.
Une droite entraînée par un cercle qui roule sur une droite a pour enveloppe une développante de cyclolde ; si la roulante est une chaînette et la base une droite, l'enveloppe sera une développonte de parabde. ( Bcsast.)
Enveloppe d'un cercle tangent à une droite qui roule sur un cercle fixe, de la tangente au sommet d'une cyclolde qui roule snr une droite. (Besaht.)
Roulette décrite par le pôle d'une épicyclolde qui roule sur une droite (ellipse); par le pôle d^une spirale logarithmique qui roule sur un cerde (développante); par le centre d'une hyperbole équilalère qui rouk sur une droite. (Besast.)
La portion de tangente à l'hypocyclolde à trois sommets com* prise à rintérieur de la courbe a une longueur constante. ( Besaitt.)
Meuveoient d'une parabole qui glisse sur deux droites rectangulaires»
la
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MOUVEMENT GÉNÉRAL D'UN SOLIDE
Gaa où il y a on point fixe.
m. Etant donnés trois axes rectangulaires définis par les angles qu'ils font av^ec un système d'axes fixes susceptibles de coïncider ai^ec les premiers, déterminer l'axe autour duquel il faut faire tourner le premier système pour l'amener sur le second et la grandeur de la rotation, (Cayley.)
L'axe cherclié 01 est le lieu des points qui ont des coordonnées égales par rapport aux deux systèmes. On a en général, entre les deux systèmes de coordonnées d'un point, des relations de la forme
Faisons x = oti , . . . ; on a trois équations sans partie constante qui admettent une solution différente de zéro, car leur déterminant est nul.
Si Ton considère le groupe de la deuxième et de la troisième équation, ou celui de la première et de la troisième, ou de la première et de la deuxème, on a tour à tour
mais on a des résultais plus symétriques en multipliant
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membre à membre d'une façon convenable :
Telles sont les équations de Taxe 01^ soit A son angle avec OX :
Dans le triangle sphërique isoscèle XIXi, Fangle I mesure la rotation, et Ton a
fl = cos' A -f- 8iQ*A cosi, I, i-Htf — acos'A i-f- tf -f- ^' -f- c*
COS' -I = — -r- = 2
112. Mou\^ement d^ une figure sphérique, — Le mouvement d'un solide autour d'un point fixe est détermine par celui de la figure qu'il intercepte sur une sphère de rayon i ayant son centre au point fixe. Le déplacement d'une figure sur la sphère est soumis à des règles analogues à celles qu'on a établies pour le plan ; quant au centre de courbure d'une roulette sphérique, il suffit de faire la perspective sur un plau tangent au pôle instantané pour reconnaître que la construction de Savary s'applique, sauf la substitution d'arcs de grands cercles à des droites. Cependant toutes les propriétés des figures planes ne se reproduisent pas dans les figures sphériques^ ainsi, quand un cercle plan roule dans Imtérieur d'un cercle de rayon double, un point de la circonférence mobile décrit un diamètre du cercle fixe^ il n'en saurait être de même sur une sphère , car un cercle de rayon sphérique r a une circonférence égale à sir sinr-, un cercle de rayon double a pour circonférence air sinar, qui est moindre que le double de la première. L'épicycloîde ne se confond pas avec un arc de grand cercle \ elle
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passe au centre âa cercle fixe et a des rebroussements snr sa circonférence.
Les droites de l'espace et du corps mobile qui doivent être successivement axes instantanés forment deux cônes qui roulent l'un sur Fautre •, soient C et Ci leurs cônes droits osctdateurs suivant la génératrice du contact OI ; a, ai les demi-angles au sommet, (ù la vitesse angulaire du c6nc mobile Ci, ds la quantité dont se déplace le pôle instantané pendant le temps dt^ R, Ri les rayons de courbure principaux des deux cônes ; on a
(l) «rtr= — - H-— - =::a>(cota H- cota,).
Abaissons EP, IPi perpendiculaires sur les axes de C et de Cl, et nonmions f , (f^ les vitesses angulaires de ces droites dans Tintérieur des deux cônes ^ on a
IP = sinor, IP| usinai, iU:^f8madtz:=:tfiànatdt;
ces valeurs transforment l'équation (i} dans la suivante :
«> = ^ 008 oe -}- ^1 costti ;
elles donnent eu outre
ç fi yCOSa -f- ^1 cosa, u
smai sina sina, cosa -h . . . sîn(a-4-a|]
Si Ton prend sur les axes des cônes des longueurs f et cft mesurant les vitesses de préeession du plan méridien qui contient l'axe instantané, leur résultante est o)» Quand oo envisage le mouvement de la Terre autour de son centre de gravité, on sait que <f est ^ o et o» <^ o ; donc Q doit rouler à l'intérieur de C. D'ailleurs, ea prenant l'année pour unité de temps,
ff r= 5o", 2, W :zr -- 36o» X 366, ft^, a = 23» 27' ;
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en prenant sina au lieu de sin(a — oct ), on trouve
— smdci = nTî ^ •
En multipliant par le rayon terrestre, on obtient environ 2j centimètres pour le rajon du cercle que le pôle décrit sur la surface terrestre.
Détermination €maljtique des éléments du mouvement
Considérons trois axes fixes OXi, OYi, 0Z| et trois axes mobiles OX, OY, OZ liés au solide^ on sait que les relations entre les coordonnées absolues et relatives sont de la
forme
Xx z=. ax -h a* y •^- a'* z^
z, = ex -f- c* y -+- ifz, \ji& projections de la vitesse sur les axes fixes sont
dx^ da da da „ dh
dt dt -^ dt dt •^' dt
On pi-ojette ces trois composantes sur OX, puis sur OY et OZ) et l'on pose
pdi=z a'da! -f. b"db' -f- c"dc^ = — [a'da" -+- b'db" -h c'dc"), qdtzzzada"-^ bdh' -^^ cdxf ^ r€U=a^da-h V db -h<fde;
il en résulte, pour les projections de la vitesse sur les axes mobiles,
Ys=qz — rjr^ \^z=rx^pz^ V^—py — qx.
L 'interprétation de ces équations est bien connue \ le mouvement à l'époque t est une rotation résultant de trois rotations p, y, r autour de OX, OY, OZ.
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On peut avoîr les dérivées -r^" ' ^^ fonction de /?, ^, r,
en formant les valeurs de V,,, V^^, V,, comme éunt les sommes des projections de V,, V^, V, sur les axes immobiles. On a ainsi
Cette valeur doit être identique à la valeur (i); en égalant les coefficients de x,^, Zy et faisant de même pour V^,, V.^ on a
eifi
dt ^
da' dt
af'p — ar^
da' dt "1 *^'
- = cr-c'q.
On peut remplacer les neuf cosinus par les trois variables d'Eider, Tangle B du plan ary avec le plan Xij^'i, les angles 9 et ^ de l'intersection OP des deux plans avec OX et OXi \ les valeurs de f , ({/, 9 en a, &, c,. . . donnent leurs dérivées par rapport au temps en fonction de p^ q^ r. On évite ces calculs en regardant la rotation instantanée &> comme résultant de trois autri»s -r> -r? -r» autour de OZi, OP.OZ-,
de dt dt 17 I 7
/; est la somme des projections de leurs axes sur OX, . • o
p =1:= sm0 sinç--î- -f-cos©--)
'^ ^ dt ^ dt
d-h dB
q == sinO cosf - — sin y — »
r=: -i -f- cosô---»
dt dt
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Résolvant par rapport à dO^ d^^ d^y
dB d'il /7 8În9 + <7COSf
-'^ -^ ^ ' ^ <// sinO
= r — cotO(/>8inf -h^^cosy )•
A l'époque r, Taxe OI de la rotation Instantanée a pour projections sur OX, OY, OZ, p, ^, r; à l'époque t -f- dt^ les axes OX, . . • sont venus en OX^ . . . , et Taxe de rotation est une droite OF, dont les projections sur OX', . . . sont p -f- dp^ q -\-dq^r '\'dr\ mais, OX ayant été amené en OX' par une rotation autour d'une droite infiniment voisine de 01', on a
rox = rox';
de même rOY= l'OY', l'OZ == l'OZ', et les projections de or sur OX, OY, OZ sont encore p 4- dp^ q 4- dq^ r-hdr, La rotation OI' est la résultante de OI et de U',
en sorte que lîm — peut s'appeler accélération angulaire y,,
rxv ^P ^^ ^^
et ses projections sur OX,. . . sont ~-> -y^'T*
En difTérentiant les formules (q) par rapport au temps, on trouve les projections de l'accélération sur les axes fixes \ en projetant ces trois composantes sur chacun des axes mobiles successivement, on a les composantes de l'accélération
suivant ces axes. Tenant compte des valeurs de ^ ' • • • » ajoutant et retranchant p^x^ on trouve
dr dp
L'accélération peut être envisagée comme résultai trois parties : la première, perpendiculaire au rayon
résultant de vec-
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leur OM et k la direction de raccélëratioo angulaire, égale à 0]VIy»sin[OM, y«); la deuxième partie, dirigée suivant OI, égale à co*OM cosMOI-, la troinème suivant MO, égale à a>*01\f ^ ces deux dernières pouvant être remplacées par une seule, a>*OMsinMOI dans le plan MOI et perpendiculaire à 01.
Mouvement dans l'espace.
114. Le mouvement le plus général d'un solide peut être considéré comme résultant d'une translation et d'une rotati<m autour d'un axe mené par un point O choisi à volonté. Soient OX, OY, OZ trois axes liés au corps, />, ^, r les composantes de la rotation 01 suivant ces trois droites, u, t', w les composantes de la vitesse Yo absolue du point O^ les composantes de la vitesse d'un point M seront
La rotation p^ (f'^r est indépendante du choix du point O; mais u, u^ sv en dépendent, et l'on sait qu'on peut choisir une origine C au lieu de O, de sorte que la vitesse de G soit dirigée suivant Taxe de rotation CC^ Pour avoir les équations de cet axe, il suffit de chercher le lieu des points dont la vitesse Y est parallèle à OI :
en combinant ces rapports, on trouve que chacun est égal à — et aussi a
pU-\-qV-hTW »VoCOs(«, Vo)
Pour tous les points de CC, Y est égal à
"[pu 4-yi' + tiv),
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OU k la projection de Vo snr OI. En comparant les deux dernières fractions (1)9 on trouve
A' — <y<p = Fpz -^pqy — (r» ■+• ^*)ar =/> (/?ar -4- g^ -h ra) — •»**,
ce qui permet d'écrire les «équations de Taxe de rotation et de glissement
•»'x -f- TV — qw »*j- -4- pw — ru v?z -h qu — pp
Les projections de l'accélération sur les axes mobiles s'obtiemient en ajoutant aux expressions trouvées dans le cas d'un point fixe les projections u^ i^\ w' de l'accélération du point O.
il5. Les composantes de la vitesse et de l'accélération se simplifient si l'on prend pour axe des x Taxe de rotation et de glissement, pour axe des z la perpendiculaire commune à cet axe et à sa position infiniment voisine, pour axe des ^ une perpendiculaire aux deux premiers^ la vi* tesse de l'origine à l'époque t-{- dt sera dans le plan des xjT] donc w' est nul, et il en est de même de i^, w, 7, r,
dr ^ X % y dp dtà - . ^ i dq ,
^î pest égal a w, ^ = ^ = «', et je fais-^ = ^^ avec ces coordonnées, les valeurs générales deviennent
Les composantes de la vitesse mettent en évidence le mouvement hélicoïdal; les points où la vitesse est la même sont snr un cylindre droit.
n existe un centre des accélérations, k moins que fùq' ne soit nul ^ le lieu des points dont l'accélération totale est K est un ellipsoïde dont le centre est le centre des accéléra-
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lions; Téquation, rapportée à ce point, serait
^'»z»-i- (»y -h »'z)'-f (qx — t»y 4- «>«)'== K-.
Comme le rectangle j^z manque, Tellipsoïde n'est pas de révolution : les cas particuliers se discutent aisément.
Le lieu des points où l'accélération a une directiou donnée est une ligne droite.
Les points où Taccélération est normale à la vitesse sont sur un hjperboloïde
w«'(/'-f- z') — tàq'arjr ■+- [uq' — <dv')z -f- uu'z=0.
Le plan des^z est un plan cyclique; le plan des xz coupe la surface suivant deux droites parallèles : selon qu'elles sont réelles ou imaginaires, l'hyperboloïde est à une ou à deux nappes.
Les points dont l'accélération est tangentielle sont à l'intersection des surfaces
ç'wz* — ca*i/j ■+- (««' — ««') z -4- up'= o, ^q'jrz -4- uq*x M- («tt' — utù')jr -f-c»'ttz = O;
la prenlière est un cylindre parabolique parallèle à l'axe des X, la seconde un paraboloïde dont l'axe a la même direction-, les deux surfaces ont une génératrice commune à l'infini dans le plan 2; = o : elles se coupent suivant une cubique gaucbe et non suivant une courbe plane.
116. Le mouvement infiniment petit d'un solide peut être regardé comme résultant de deux rotations autour d'axes non situés dans un même plan. En effet, soient AB la perpendiculaire commune aux deux axes , AP == p^ BQ =:: q les droites qui représentent les deux rotations, 0 leur angle. Menons AQ' égale et parallèle à BQ \ les ro-
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tations p et q' ont une résultante ÂR = («>, et
sin(M,^) sin(w,^) sin9
Décomposons p et q chacune en deux rotations, l'une parallèle, l'autre perpendiculaire à ÀR ; les rotations parallèles à AR ont une résultante tù = p cos (^j w) 4- y cos(y, w); l'axe de cette rotation rencontre AB à angle droit en un point 0 tel que, si l'on fait OA = a, OB = 4, AB r=: c, on ait
<7C0S(^, w) /? cos (/?,») tt
</' -f- pq cos 0 /?' -i- /;^ cos 0 "^ w*
Les rotations perpendiculaires à AR donnent un couple équivalent à une translation dont la vitesse V, parallèle à
w, esl
Virr ocsinfo, «) :=^c— sinô.
Il j a une infinité de manières de choisir les axes des deux rotations , de manière que le mouvement hélicoïdal résultant coïncide avec le mouvement élémentaire du solide. Les droites AP, BQ sont dites conjuguées; le déplacement de chacune d'elles peut être obtenu par une simple rotation autour de la conjuguée, en sorte que les plans normaux aux trajectoires de ses divers points passent par la conjuguée. De là résulte la construction indiquée par M. Chasles pour l'axe central, lorsqu'on connaît la direction des vitesses de trois points A, B, C : on mène en A, B, C les plans normaux aux vitesses de ces points^ les deux premiers se coupent suivant une droite (x(3, les deux derniers suivant ^y\ AB et a|î, BC et ^y forment deux systèmes de droites conjuguées. Menons donc la perpendiculaire commune à AB et
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à a^, puis cdle de BC et jS^; Taie central doit rencontrer ces deux perpendiculaires à angle droit ^ il est donclear plus courte distance.
£XEBGIC£S.
Étant donnés trois axes rectangulaires, un solide se déplace de manière que deux de ses points A, B glissent sur OX et OT, tandis qu'un plan contenant A et B et Hé an corps passe par un point fixe H de OZ ; trouver à chaque instant l'axe central. Soit C le quatrième sommet du rectangle dont les trois autres sont O, A, B; le mouvement du solide peut résulter d'une rotation autour de b parallèle k OZ menée par C et d'une rotation autour de AB : on prend pour variable l'angle de AB avec OX, et Ton compose les deux rotations.
En supposant que le centre de la Terre décrive un cercle d*un mouvement uniforme, tandis qu'elle tourne autour d*un diamètre qui reste parallèle à lui-même, trouver pour chaque position Taxe central, la vitesse de rotation absolue et de glissement, le lieu des axes centraux dans la Terre et dans l'espace.
Les tangentes aux trajectoires des divers points d'une droite farment un paraboloide ; les projections des vitesses sur la droite sont ^alea.
Quand une droite est tangente à la trajectoire d'un de ses points, il en est de même poor la conjuguée, et les deux points considérés sont sur la plus courte distance des deux droites.
MOUVEMENT D'UN POINT LIBRE
MonTement rectiligne.
117. Soient m la masse d'un point matériel se mouvant en ligne droite, F la force qui le sollicite suivant cette droite, x sa distance à un point fixe pris sur la droite, u sa vitesse à l'époque t^ on a les relations suivantes :
_ «fjr F __ ^i' _ d^X _ d^v dt m dt dfi dx
Qa oa donne entre F, t, x et v une relation qui caractérise le problème avec les circonstances initiales, on est ramené à Yme simple question d'Analyse.
118. MouxfemenL d'un point matériel M tiré du repos par une action attractii^e émanant d'un centre fixe O et inversement proportionnelle au cube de la distance. (Licence, 1860.)
Le mobile reste sur la droite qui va de O à sa position initiale A. Soient OM = x , OA := a , mfA* l'attraction i IWté de distance^ l'équation du mouvement est
dO '^ ;r»'
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inultipiions par aaj:, ou remplaçons — - par — -— j on a rintégrale des forces vives
d'où
riz xd.r yi
(2) ~ =:^dt.
On prend d'abord le signe — , parce que x commence par décroître, et Ton a l'intégrale seconde
(3) v^:rp=^'.
La constante d'intégration est nulle, puisque ar — x^ csl nul pour t = o. Cette intégrale ne peut être constammeni
vérifiée, car elle exigerait que t ne dépassât point —3 ce
qui serait absurbe; elle est du moins vraie jusqu'à ce que t atteigne cette valeur avec a: = o, car jusque-là (a) ne donne pas de difficultés. A cette époque, M arrive en O avec une vitesse infinie et se trouve soumis à une force infinie : il v aurait de l'indétermination*, mais il est naturel d'admettre que M dépassera O et que l'intégrale des forces vives aura toujours lieu. En n'étudiant que le mouvement défini par cette convention, on voit que, x devenant négatif, il faudra prendre le signe 4- dans l'équation (2), et l'on aura une nouvelle intégrale avec une constante indéterminée
(4) — v^a»— jr'=:i — -Î-C.
La constante C n'est plus nulle ^ quand M est venu en O,
a} X est zéro et t == — ; donc C = — aa, t étant toujours
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compté k partir de Torigine du mouvement ; daus sa seconde période, le mouvement est donc défini par la loi
Cette nécessité de changer non-seulement le signe du radical qui entre dans l'intégrale, mais aussi la constante arbitraire, ne se rencontre pas généralement, témoin le mouvement d'un point attiré proportionnellement à la distance : cela tient à ce que, lorsqu'il y a à changer le signe d'un radical dans l'équation difierentiellc , le radical est ordinairement nul, ainsi que le terme qui en résulte dans l'intégrale, et celle-ci n'offre pas de discontinuité à laquelle on est forcé de parer à l'aide d'un changement de constante arbitraire. J'en aurai un exemple en suivant encore notre mobile^ l'équation (5) montre qu'il parcourra une distance
0A'=: a en sens contraire de OA dans le temps — ; alors
a: = — a, et (a) prouve que dx doit devenir ]> o, et le radical reprendre le signe — ; le retour de A' vers O serait défini par l'équation
Comme on a x = — a avec t = - — ^ C est égal à — la,
et la troisième période du mouvement est définie par la loi
f ut
il suffit de changer le signe du radical dans l'équation ( 5) ^ mais, quand nous repassons au delà de O vers A, le radical doit changer de signe sans s'annuler : nous revenons à la
(orme d'intégrale (4), or ici x est nul avec ^= — ; il
De S.-G. — Ree. 1 3
194 RECUEIL D^EXEEGIGES
iaut que C soit — 4^9 ^^ la loi du mouvement jusqu'au troisième passage en O est donnée par la formule
zp sjo}— a^z=z — 4^"^ ~î
alors nouveau changement de constante, et ainsi de suite.
H9. Mous^ement d'un point M attiré vers deux centres fixes OetQ awec des intensités im^ersement proportionnelles au carré des distances, le mobile restant sur la droite OC , ce serait le cas d 'un corps se moui^ant entre la Lune et la Terre,
Prenons le point O pour origine et la masse du mobile pour unité. Soient OC = c, a et 4 les distances respectives auxquelles les attractions de O et de C sont égales à g. Dans le cas actuel, c'est Téquation différentielle du problème qui change selon la position du mobile : si celui-ci est entre O et C, on aura
Quand le mobile est au delà de C ou de O, on a respectivement
Ht
Plaçons-nous dans le premier cas, et soit Vo la valeur initiale de s^ pour o: = x© : on a pour intégrale première
La seconde intégration qui donnerait t en fonction de x conduit à une intégrale elliptique 5 mais il suffît de discuter les valeurs que ^ peut prendre pour se faire une idée nette du mouvement. En égalant ^'^ à zéro, on a une équation du
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second degré, outre la solution x = ±: x) ; quand x est très* près de zéro ou de c, y(x) est > o ^ il faut voir si l'expression peut devenir négative, et pour cela substituer la valeuï' Xj qui annule /'(x) 5 on a
iW ^1 __ g — -^1 _ g
et
Si cette valeur est ]>- o, le mobile ira sans s'arrêter depuis son point de départ jusqu'à O ou C, selon le sens de la vitesse initiale, dépassera ces points avec une vitesse infinie, et son mouvement sera déterminé par une des deux autres équations qu'il faut substituer à (i) en dehors de l'espace OC. Supposons, au contraire, /'(xi) <^ 05 si le mobile est lancé dans la direction de O vers C, et si x^ <^ Xj , le mobile s'arrête pour la plus petite valeur de x qui annule i^*, puis il revient vers O qu'il dépasse avec une vitesse infinie. Le cas limite est celui où f{xi) est nulle; on peut alors transformer l'équation (2), en retranchant du second membre y (Xi) qui est nulle; en tenant compte de (3), on a
dt* cx[c — x)
On n'a qu'une irrationnelle du second degré; mais, sans expliciter l'intégrale, on voit que x variera de x© à x^ pour n'atteindre cette valeur (ju'après un temps infini. Examinons l'hypothèse où les points O et C seraient les centres de la Terre et de la Lune; a est le rayon terrestre, soit
636o kilomètres; b est environ -a, c= 60a. Imaginons
que x^ soit égal à a; pour que le mobile atteigne la position de repos correspondant à x = X| = 54 a, il faudrait
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le lancer avec une vitesse telle que
»; = 2ga ( I -h 5 = s ^ ) > t'. = 7000 met.
env.
Avec une vitesse moindre, le point retombera sur la Terre.
120. Mouvement vertical d'un point pesant, en adinettant qu'il éprouve dans l'air une résistance proportionnelle au cube de la vitesse.
Supposons que le corps monte, l'équation de son mouvement sera de la forme
(•) Tt=~«-n-'
Séparons les variables et décomposons en fractions simples :
^gdt _ SX-'rfp _ dv (p— ^k)dv
X """^ if^-hp" """"ji-hX- "^ j,a _ ^,/ -f. >t» *
Zgt __ [ç^^k]\Jv^—s>k'^ /•'
Jl arc tang —7; ^7^ 4—
djf!
Si dans (i) on remplace dt par — -^ on en tire
3gdr 3 kvdv dv f <' -4- X* ) dv
d*où
X» X^»-4-i^ i'-f-X p>— pX^h-^*'
^' "" {p.-hX)v/f' — pX-f-X»
V 3 arc tang —7; y-, ^—-7
^ *'2X«— X-(p-4-P,)-f- 2PP«
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D suffit d'éliminer u entre (a) et (3) pour avoir une relation entre x et t^ et il y aurait avantage à remplacer ces équations par leur somme et leur différence. Le résultat est compliqué ^ mais, si l'on donne à u des valeurs arbitraires entre (/q et zéro, on aura autant de valeurs simultanées qu'on voudra de t et de or ; en faisant i^ = o, on trouve, pour la position la plus élevée du mobile,
x= — (h^L^ Î-- h v'S arc tang -fî^ — ).
Le cas du corps descendant se déduit sans peine du premier en changeant g en — g^, Ar en — h\ on trouve qu'avec le temps \f s'approcbe de plus en plus de A:, et que x croit indéfiniment.
Pour voir ce que devient t quand on fait k infini, écrivons-le ainsi :
/=--| -L h -L r H-V^arctang -— ^~
La partie qui reste finie est •, un développement ana-
logue donne -^ pour les termes finis de la valeur de x\
mais, si Ton voulait avoir Iovlx^tl série ordonnée suivant les puissances négatives de Ar, il vaudrait mieux ordonner de la même manière réquation différentielle primitive-, ainsi pour t
Sclt = ; = dv -J^ ; -7- H" . • • j
et l'on intègre aisément.
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121 . Un point matériel est attiré "vers un centre fixe O as^ec une intensité fonction continue de la distance, et il se meut dans un milieu homogène dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse; déterminer la loi d'attraction de manière que le mobile partant du repos arrive en O dans un temps T indépendant de la distance initiale a. ( W. Walton.)
Soient y (x) la fonction cherchée de la distance x, kv^ la résistance de Tair ;
Faisons
Jo Soit a la valeur de u qui répond k x =-a] on a
X Jo •/o
On n'a qu'à intégrer la valeur de dt tirée de (1) pour avoir
Jo S/OL — U
o V'^ changeons de variables en posant u = az^ nous aurons
r^ )fôif^[7.L]dz r^ \fôïz.9{az)dz
Jo v/i— « Jo )/z — z-
Pour que T ne dépende pas de ce, il faut que ^'azrf{az) soît une constante ; autrement elle serait croissante ou décroissante tant que la variable az serait comprise entre zéro et une valeur finie h. Donnons à a deux valeurs différentes
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moindres que h\ les éléments de l'intégrale dans un des cas seront tous plus grands ou plus petits que dans l'autre et T ne sera pas constant. On a donc
La seconde équation (2) devient
la constante d'intégration étant choisie de manière que u s'annule avec x. En diâerentiant la première équation (2),
^e'^f[x)dj:=zdu=zer**dx^ = tf "** ^rr^—dx,
d'où
Quant au temps de la chute, c'est
\dz
=:itX.
Lorsque k est nul ou qu'on néglige la résistance de l'air, on voit sans peine que f{x) se réduit à -^•
Mouvement curviligne.
122. Ce mouvement se détermine d'une manière générale en exprimant que les diverses composantes de l'accélération, multipliées par la masse du mobile, sont égales aux composantes analogues de la force motrice qui agit sur le mobile. On a, pour déterminer les trois coordonnées en fonction de ^, trois équations différentielles du second
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ordre ^ rintégration donne six constantes qu'on détermine à l'aide des valeurs initiales des coordonnées et de leurs dérivées par rapport au temps. Il sera souvent utile de considérer l'intégrale des aires et celle des forces vives quand elles ont lieu.
Je rappelle dès maintenant une proposition générale qui est vraie pour un système matériel placé dans des conditions quelconques : un problème de Dynamique n'a qu'une solution ^ un système placé dans des circonstances données prend un mouvement nécessaire et fatal. Si donc on trouve pour les différents points une loi de mouvement qui satisfasse aux équations différentielles du problème et aux conditions initiales, le problème est résolu : le mouvement possible est seul possible.
123. Mouvement d 'un point attiré vers une droite fixe par une force ins^ersernent proportionnelle au carré de la distance et ayant une vitesse initiale a parallèle à cette droite.
Le mobile reste dans le plan qui passe par sa position initiale et la droite attirante*, prenons celle-ci pour axe des Xy et une perpendiculaire par la position initiale pour axe desj^', les équations du mouvement sont
intégrales premières :
res :
d^r c" dO ~ /»'
dy
éliminant rft, on a, pour la trajectoire,
àx V «'jjû "~ « V /• V y
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Si Ton avait = i, la trajectoire serait un arc de cy-
cloïde, sinon c'est la courbe déduite de cet arc en dilatant
les abscisses dans le rapport de a^j o à y^ac*^ le temps que met le mobile pour arriver à la base est
Par raison de symétrie, le mobile passera au-dessous de la droite en gardant sa vitesse parallèle à OX, et décrira une cycloïde dilatée, égale à celle dont il a décrit une
moitié.
124. Moui^emenl de deux points qui s attirent propor^ tionnellement à leur distance et à leurs niasses, et dont l'un est libre, l'autre obligé de rester sur une droite fixe. Cas ou la niasse du point libre est triple de la masse du second, et oà la droite fixe exerce un frottement, les vitesses initiales des deux points étant nulles, (Licence, i865.)
Prenons la droite fixe OA pour axe des x avec deux autres axes rectangulaires j soient fz la masse du point assujetti à rester sur OA, m celle du point libre, s Tabscisse du point h ^t^i « les coordonnées de m, c' le coefficient d'attraction pour deux unités de masse à Tunité de distance. Les équations du mouvement s'écrivent immédiatement, en divisant parles masses.
df" ^ -'' dt^
Les deux dernières sont des équations linéaires du se
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cond ordre à une seule inconnue et à coefficients constants; leurs intégrales ont une forme connue
y = Acosct^ -h A'sinc/y^, a = B co^ctyj^ -f- B' sincf ^p.
On pourrait les écrire sous la forme équivalente
^ = acosc^fA(/ — a), z z=z b c<ysc ^ it,[t — p).
Il en résulte que m se meut sur un cylindre elliptique dont Taxe est Taxe des x^ la projection de son rayon vecteur sur le plan yz décrivant des aires proportionnelles au temps ;
la durée d'une révolution est ■
Cy^
Quant aux deux premières équations ( i), je les remplace par les deux combinaisons suivantes :
^ dt^ dt' ' df" dt^ ^ ' ' ^ '
Les intégrales ont encore une forme connue
lis -^ mxzzzQ -f- G'r,
X — j = H cosct^m -f- p -h H' sinct^m -h fi.
La première exprime que le centre de gravité de (a et de m projeté sur OX se meut uniformément^ les valeurs de s et X prouvent que ces points oscillent autour de ce centre
air
de gravité dans un temps -
Dans le cas particulier proposé, je prends pour origine la position initiale O de fz, et pour plan des xy celui qui passe par la position initiale M de m-^^G fais <jl = i , m = 3. Le point m ne sort pas du plan des xy. Quant à fx, il éprouve de la part de m une attraction dont la composante suivant OX est 3c* (j: — j), et la composante normale 3c'j^; celleci est détruite par la rigidité de OX, mais elle donne lieu
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à une force de frottement en sens contraire de la vitesse de fi et égale à la valeur absolue de 3c*^. Les équations différentielles du mouvement seront d'abord
fit g.
Soient a el b les coordonnées initiales de m, {b^o)\ réqoation (4) admet pour intégrale
j = A costf^ H- B sincr;
mais, comme pour t = o, on a j^ = 6, — = o*, u vient
A=:ft, B = o et j = 6 cosc^
Dans l'équation (a) je remplace j^ par cette valeur; puis, en l'ajoutant à l'équation (3) multipliée par 3 ou en la retranchant de la même équation, je forme les combinaisons suivantes :
dt^
= — ^c^[x — 'f) -H 3c'/6 cosc^
Intégrons, en tenant compte de ce que, pour t = o, on a
5 -+- 3a: = 3ycoscr-i- 3 (a — 6/), X — sz=i bfcosct -f- (a — bf) co%2.ct^
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d'où
5= 7 (a— ^/)(i — cos2cr),
X =z j[a — bf) -h b/cosct -h y [a — bf) cos^ci.
Ainsi j^ diminue d'abord jusqu'à devenir nul pour t = — i
et, dans la même période, s augmente de zéro à - (rt — bf).
Mais il faut porter notre attention sur l'équation (2), où entre la force de frottement 5 elle est écrite dans Thypo-
thèse ou j^ et -7- sont positifs. Quand Tune des deux quantités changera de signe, il faudra dans cette équation changer le signe de ijc*j\ il en résulterait de la difficulté pour suivre les points dans la suite des temps*, ici les données
ds sont tellement choisies que y et -j- changent de signe en
même temps, en sorte que l'équation (2) sert encore pour le retour de /x vers le point O 5 t croissant de — à - » 5 revient à zéro, jr va de zéro à — i, et x arrive à la valeur finale a — ^bf] alors met fi sont immobiles, et nous nous retrouvons dans les conditions initiales, sauf le chani^cmenl de a en a — 2 bf. L'équation de la trajectoire du point m s'obtient en éliminant t entre les valeurs de x et de ^ :
C'est une parabole dont l'axe est parallèle à l'axe des x, et le sommet a pour coordonnées
,__ d^-^iahf ,_ h^f
ïï» r=—
le paramètre est -
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Une condition indispensable pour que les choses se passent comme il vient d'être dit, c'est qu'au départ la composante suivant OX de l'attraction subie par le point [i soit plus grande que la composante normale multipliée par /-^ cela revient à dire que a — bf soit ^ o, sinon fi ne bougerait pas, et m se mouvrait sur la droite OM. Quand m sera arrivé à l'extrémité de l'arc que nous lui avons vu parcourir, si û — ai/* — bfona — 3 i/est encore > o, ^ se remettra
en marche pour une excursion d'amplitude - (a — 3 bf)^
Jm
et m parcourra un arc de parabole dont l'extrémité finale aura pour coordonnées a — ^bf ex,b \ \i. fera i excursions, tétant le plus petit nombre pour lequel
a — (2/-f- \)hf<Z,o\
ensuite fx sera immobUe et m oscillera en ligne droite de part et d autre de O, sa distance r étant réglée par la formule
/•=:r, cosrf.
On aura un problème facile en prenant notre cas particulier avec y = o.
125. Mouvement plan d'un point matériel M attiré ep, raison directe de la distance par un centre d'action C (fui parcourt un cercle avec une vitesse angulaire constante w, cas ou r attraction est égale à la distance multipliée par w*, et oà M est primitivement en repos au centime du cercle.
On écrit de suite les équations du mouvement, où les lettres ont un sens bien clair,
d^ jc d^ Y
— = ^>{Rcos»r— x), ^ = fx»(Rsin»/— ^). Les intégrales donnent la position du mobile à chaque
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instant :
a:= -~ -cosw^ + Acosur-h Bsinctr,
r = -;: -sinwr -hCcosut -husinat.
On peut se faire une idée nette du mouvement de M en imaginant un point P dont les coordonnées seraient
j?, =r -f -coswf, 7,= -^ -smw/;
ce point parcourt un cercle concentrique à Torigine et de
rayon — ^» avec une vitesse angulaire (ù. Par rapport à
ce point P, les coordonnées de M sont
(2) 5= a: — jr, = AcosfA^-l- Bsinfif, >i = Ccosftf -h Dsinfxf.
L'équation de la trajectoire relative est celle d'une ellipse
(3) (Au — CÇ)^-f- (Bu — DÇ)'= (AD — BC)».
M parcourt cette ellipse avec une vitesse aréolaire constante, tandis que l'ellipse a un mouvement de translation, tel que son centre décrit uniformément un cercle de rayon
R'= -^' L'ellipse (3) devient un cercle si
AC-+-BD=:o, A'-hB»=C»-l-D% d'où ^— — l=±i.
Pour interpréter ces relations, je désigne par r la grandeur initiale de PM, par 6 son angle avec OX, par sv la vitesse relative initiale de M, par cp l'angle de cette vitesse avec OX -, les équations ( 2 ) montrent que
A=rcosO, C::=rsinO, B=:-cos«, D= — sin«:
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donc
/cosO ==rr: — sinç, rsinO =dz —cos©,
taDg9== — coty, w=.^7\
la vitesse relative initiale est perpendiculaire à la droite PqMo et égale à cette droite multipliée par fx. M se meut
comme s'il était lié à un cercle de rayon 9 roulant intérieurement ou extérieurement (selon le signe admis dans les dernières relations ) sur un cercle de rayon R' ( 1 ± - j •
L épicycloïde décrite par M sera allongée ou raccourcie
selon que r \ — • On ne pourra, toutefois, avoir le mouvement donné par le roulement d'un cercle dans un autre de rayon double^ car il faudrait o) = |x, et, pour ce cas, les intégrales (i) ont une forme illusoire^ c'est le cas particulier proposé, n est permis d'écrire les équations (i), dans le cas général, sous la forme
H- A' cos^f 4- B sin|Ar,
cos«>^ —
'COS^t
sin«r —
ÛXï\Lt
Que [L tende vers cr>, il est aisé de trouver la limite de ces expressions
x= -R6»/sin«>/ + A'cos»^ -t- B siuttf,
Y = Rwfcosw^ H- C'cosûo^-4- Dsin6»r.
Le mouvement est celui d'un point se déplaçant sur une ellipse analogue à l'ellipse (3), mais dont le centre décrit une spirale d'Archimède avec une vitesse angulaire con-
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stante od. Si au début x, y et leurs dérivées sont nulles, on connaît les constantes, et il vient
X = - R«i>rsinb>f, y ■=. Rwrcos»^ H — Rsinw/.
Le point M peut être regardé comme oscillant sur une droite de longueur R, qui reste parallèle à Taxe des j, tandis que son milieu décrit une spirale d'Arcliimède dont
l'équation serait r ^:=z -[^-^ — j-La courbe que décrit M
présente à Torigine un rebroussement où la tangente est l'axe des x, puis le rayon vecteur grandit constamment^ car son carré est
7 R'(«*/* — ifùi slnurcosttf + sin'wf );
la dérivée de cette expression est R*û)*£sin*€0£, toujours positive.
Le milieu P de la droite sur laquelle oscille M est tou-
TT
jours dans un azimut en arrière de - sur celui où se trouve
le centre d'attraction G \ mais on a un exemple bien remarquable de la modification profonde et singulière qu'un fait analytique peut apporter à un mouvement.
1S56. Un corps pesant est soumis à l'action d'une force ^variable, mais toujours tangentielle ; déterminer la loi de cette force de manière que la vitesse soit constante] trajectoire du mobile.
Ce problème s'appliquerait, dans une certaine mesure, à une fusée lancée dans l'air.
Prenons pour axes des x et des j- l'horizontale et la verticale du point de départ, et désignons par a l'angle de la vitesse avec l'horizon, par a la grandeur constante de cette
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vitesse et par F la force inconnue. La trajectoire est contenue dans le plan vertical qui passe par la vitesse initiale. Projetons les forces qui sollicitent le mobile sur la tangente et la normale à sa trajectoire; on doit avoir
F — mgsinoL = o. m— = mg^cosa;
la première fait connaître F et la seconde donne, f étant la valeur initiale de tf ,
a' dscosoL dx «' . gx
— = pCOSa= ; = — j x-=. — (• — a], a = 9 — = — •
ensuite
dy ( g.r\ «' ^'(f-Ç)
Le mobile s'élève d'abord, atteint une hauteur maximum
— Lsécç pour x = — -9 puis redescend indéfiniment et
devient asymptote à la droite x=:— (yn — j; la courbe
est symétrique par rapport à la verticale du sommet. Résolvant son équation par rapport à (p, on trouve
y y fi'tî? • £^X
e^* ^= cos ^ -h tangf sin — ;
on en déduit l'angle de projection nécessaire pour que la trajectoire passe en un point donné, x est nui poiu*
^ = 2 — y 5 le jet est maximum pour cj> = - • La position du mobile à chaque instant se déduira de la relation
-r = a cosa
dt
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Mouvement d'un point pesant sur un plan incliné dépoli
La pesanteur se décompose à chaque instant en une force m^sini, dirigée suivant la ligne de plus grande pente, et une force normale au plan, qui donne lieu à une force de frottement mjgcosi^ dirigée en sens contraire de la vitesse du point. Ces forces ont des valeurs constantes, que je dé-
signe par my et mny^ n est égal à -^ ,'^ elle est donc ^i,
selon que Fangle de frottement est supérieur ou inférieur à l'angle du plan avec l'horizon. Nous avons un cas particulier du mouvement d'un projectile dans un milieu résistant, où l'on supposerait la résistance constante.
Prenons pour axe des x l'horizontale du point de départ, pour axe des^ la ligne de plus grande pente, en remontant^ désignons par 9 l'angle de la vitesse avec l'axe desj^ et par a la valeur initiale de 0^ la vitesse u a d'abord la valeur a. Projetons les forces qui sollicitent m sur la tangente et la normale, et divisons par m :
II) -— = — 7cos0 — /17, -=7sinO;
^ ai p
' . ds vdt j
mais û = — = — ; donc
^ d^ dO' ♦
pdB
7sinO
Remplaçons dt par sa valeur dans (i), nous en déduirons
dv ^ ^^ ndB sina /tang|a\»
^ ^ V smd smd \tang|0/
L'équation (2) montre que 6 va sans cesse en augmentant, sans que (> s'annule, jusqu'à d = 7r^ l'équation (1)
prouve que, si a est <^ -» j' diminue d'abord jusqu'à ce
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qu'on ait cos0= — n. Nous ti*ouvoiis tout de suite une division essentielle dans la discussion du problème, selon que R est ^ I . Dans le premier cas, u ne cesse de diminuer, et ré(]uation (3) nous montre que, pour 6 = ir, i/ = o •, le mobile s'arrête donc en un certain point et il y reste immobile, car l'hypothèse est précisément que le frottement est plus grand que la force accélératrice. Au contraire, pour n <C 1 1 V passe par un minimum et augmente ensuite indéfiniment quand 9 s'approche de tt. D'ailleurs la formule (2) nous donne la relation, entre 9 et t.
asmatang"ya
7 sin'ô tang"-|-6
Pour abréger l'écriture et avoir une intégrale plus simple,
je pose
- sma tang" - a = ac, tang- 0 = 1/,
et je désigne par e la valeur tang - a. Nous aurons
Selon que n sera ^ i , quand 9 sera égal à ir ou u = 00 , t prendra une valeur finie ou croîtra indéfiniment^ le temps au bout duquel le mobile s'arrête, dans le premier cas, est
CI CI
Nous calculerons dx et dy par les relations
«=ptff8mô=— sin^atane*"-a ^-— :-n=2yc' du.
7 ® 2 sm»Otang*"-^ô ' uV^^
dx^pdtcosB=fc* —Es* *'"'
d'où
^ ' ^ 2/I-hI \f'*^' «*"-^7 2/Z — I\I»»-» «"-7'
X gardera une valeur finie tant que n sera ^ -9 j^ ne sera
fini que si /i > i ; donc, quand /i esl ^ i , le mobile s'arrête en un point dont les coordonnées sont données par les formules (5) et (6), où Ton fait u infini; quand n est compris
entre i et -9 la trajectoire a une asymptote verticale à une
distance donnée par Téquation (5); enfin, si nS-j la tra-
jectoirc présente une branche parabolique. A gauche de OY, on peut supposer que la courbe définie par les équations (5) et (6) soit prolongée : on trouve que, pour i/ =0,
X (il y sont infinis, -- ayant une limite infinie; il y a donc
toujours de ce côté une branche parabolique à axe vertical. Les résultats obtenus pour le cas où la résistance du milieu es^ ki^ sont notablement modifiés.
Elans le cas de n = i, les équations (3), (4)9 (5), (6) deviennent
/8in|a\» c [ i i\ ^ u « . , i
y = fl( ... 9 r=-{-- : -hcL-» c = -sm*-a,
ysinyôy ?. \«' U'J I 72
L'élimination de u entre ;r et^ est irréalisable; mais on n'en voit pas moins clairement la forme de la trajectoire, branche hyperbolique à droite, branche parabolique à gauche. Pour 6 = TT, la limite de u est a sin' - a.
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128. Moui^ement d'un point matériel M attiré vers un centre fixe O par une force -j" ^ '' étant la distance OM, c une constante; la distance initiale est a, la vitesse ini-
Cl*
iiale — fait l'angle aigu a ai^ec la droite MO ; enfin le
centre O est entouré d'un milieu non homogène exerçant
, . , 3mcosoL , une résistance mesurée par 1^'.
Soit yi l'angle de la tangente avec le rayon vecteur ; on aura
rdB , dr ds dr
tangf* = — - , dsz=z. , p =
dr costt ^ dh-^diL . dr
* sin^ h cos|A^fA
Projetons les forces sur la tangente et la normale a la trajectoire, qui est évidemment plane, et divisons par m^
. . dv d^i^ r* St^cosa «'^ r' .
^ ' dt ds c^ ^ r p cl '^
La seconde donne, en remplaçant p par sa valeur,
..(,+,cot^^)
La première équation (i) peut s'écrire
d.v^ 2r' Gf'cosa
dr c*
COSpi
On y remplacera j'* par sa valeur tirée de l'équation ( a), et -^ par la valeur obtenue en diiTérentiant cette formule^ il
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vient, après réduction,
d^yi i-h sîna fA rf/x* 6 cosa -+- 7 cospi d'j,
6sina , ,
= — r- (cosa + costt).
r*cos»ft ^^
On ne peut intégrer cette équation ; mais, comme on aperçoit l'intégrale particulière cos/x = — cosa, yL = it — a, on devra essayer si elle peut vérifier les équations (i) du problème, en tenant compte des conditions initiales. Or les équations (1), ou leurs transformées (2) et (3), donnent, par fx = ir — a,
d,v^ tr* 6r'
c' dr c* /• '
la seconde est conséquence de la première et elles sont compaliblcs; |x étant constant, la trajectoire est une spirale logarithmique, et la loi du mouvement est donnée par la formule
r' dr ï T ^cosa
c dt cosa. r a c
Ainsi le mouvement donné par l'intégrale particulière satisfait à toutes les conditions du problème; il aura donc réellement lieu.
Forces centrales.
Quand la force qui sollicite un point passe constamment par un point fixe, la trajectoire est plane, le principe des aires a lieu, et les simplifications qui s'offrent dans la valeur de l'accélération se reproduisent quand on considère les forces. Si la force motrice rencontre toujours une droite fixe, c'est pour la projection du mouvement sur un plan perpendiculaire à la droite que le théorème des aires est vérifié.
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129. Mouvement d'un point attiré vers un centre fixe C avec une intensité proportionnelle à la distance; étudier les variations de la trajectoire quand on change la direc^ tion de la vitesse initiale.
Prenons pour origine le point de départ, pour axe des z la droite OC, et pour axes des x et des^ deux droites quelconques passant en O. Les équations du mouvement ont une forme bien connue
Je désigne la vitesse initiale par X|x, et ses composantes suivant les axes par Xfxa, X^x^, Xfxy ^ les intégrales di:^ problème sont
x = >asinp./, ^=:Xpsinfx^, z = c(i — cosp/) -4- XYsiiifir. Les équations de la trajectoire s'obtiennent en éliminant f
On reconnaît une ellipse passant en O et ayant son centre en C.
Cherchons le lieu i'ormé par les trajectoires quand ou suppose la vitesse initiale constante en grandeur, mais prenant toutes les directions dans un plan donné. Je choisis ce plan })our plan des xy^ je prends la projectioi^ de OC pour axe des x et une perpendiculaire pour axe desj^^ on aura
7 = 0, a»-hp«=l.
L'élimination de a, P, y entre ces relations et les équations (i) donne
La surface formée par les trajectoires considérées est un
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ellipsoïde dont C est le centre, O un ombilic^ le plan donné le touche en O, et le plan ZOX est principal.
1 30 . Mouvement d ' un poin t M sollicité par deux forces émanant d'un centre d'action O, l'une, attractive, pro* portionnelle à la dislance, l'autre, répulsive, en raison inverse du cube de la distance. Cas ou, à l'instant initial, la vitesse est perpendiculaire à la droite qui passe en 0, et les deux forces se font équilibre, (Licence, 1869.)
Le mouvement a lieu dans le plan qui passe par 0 et par la vitesse initiale; en prenant O pour pôle et employant la valeur de raccélération qui convient dans le cas des forces centrales, où r*rfô = c*rf«, nous avons
dr ^ r»
Multipliant par a^r, on en déduit l'intégrale des forces vives
Désignons par e l'angle de Tq et de i^o 9 on a
€^z=i 7*0 ('«sine;
si l'on divise l'équation précédente par r*, on peut récrire
SI dr* I
Le second membre est positif pour r=ir^^ mais il devient négatif quand r est très-grand ou très-petit; r doit donc rester entre deux limites a et &, et, quand elle les atteint,
BVK LA MÉGÀIÎIQDB UÀTIOVHELLE. 217
dr est nul ; la vitesse est perpendiculaire au rayon vecteur ^ les valeurs correspondantes A et A de cette vitesse sont telles que oA = i/r = c* = To i^o sin«.
Si Ton prenait pour origine des temps l'époque où le rayon vecteur atteint un de ces maxima ou un de ces minima, l'équation des forces vives garderait la forme (i), où
l'ou ferait r© = a, i^o == ^^ ' = - »
Posons, pour simplifier l'écriture, X* -4- a* A* = n^a* :
[rû^^^a^Y
Nous prendrons — pour inconnue, et, en admettant qu'elle
commence par décroître, c'est-à-dire que a soit un minimum, nous aurons
— rfO = -=========== — -^1:^3:;-^.
£n supposant 0 = o pour r = a, on aura, sans constante
d'intégration.
—7- = arc cos h
doù
p; -7 = -1 cos» -p -f- ~ sm« -7-
Cette courbe est comprise entre deux cercles concen-
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triques au pôle et ayant pour rayons a et -; l'angle d'un rayon vecteur minimum avec le maximum qui suit est
moindre que -; la courbe est fermée et algébrique si -
est commensurable. II est aisé de voir que, en appliquant
le plan de la figure sur un cône droit dont le demi-angle au
sommet ait pour sinus -» le pôle étant au sommet du cône,
la transformée de la trajectoire se projettera sur un plan
perpendiculaire à Taxe du cône suivant une ellipse dont les
. . ah h
demi-axes sont — et - •
n ft
La trajectoire se réduirait à un cercle si le maximum et le minimum de r étaient égaux, a/x = n ou fL*a*=X*-+-a'/i'. Il faudrait que la vitesse initiale fût perpendiculaire au rayon vecteur et moyenne proportionnelle entre ce rayon et l'accélération du mobile à cette époque^ c'est la relation qui existe constamment dans le mouvement circulaire uniforme.
La trajectoire présente un point d'inflexion lorsque la
valeur de r pour laquelle l'accélération serait nulle -~. est
fi
comprise entre les limites a et - entre lesquelles varie la
f* distance du mobile au pôle.
La loi du mouvement sur la trajectoire est donnée par le principe des aires
— dû rVe ah
dtz=z =
a* h rO h
adQ
I H r- tang' -r- h cos* -7-
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L'intégrale devient, en faisant t=zo pour 6 =: o,
tang-T- = — tangfAf.
Le temps employé pour décrire l'arc compris entre un
maximum et un minimum de r est — et ne dépend point
de X.
Dans le cas particulier proposé, X^ est égal à fA'a^^ on prendra la forme (2) pour l'intégrale des forces vives, a représentant le rayon vecteur initial, h la vitesse initiale^ n' sera égal & fA*a'+ A', mais la trajectoire sera toujours représentée par l'équation (3) ; a est le minimum de r, car
l'autre limite - est > a. Pour r = a, le rayon de courbure
de la trajectoire est infini sans qu'il y ait inflexion^ seulement la tangente a un contact du troisième ordre.
431. Un mobile est attiré tfers un centre fixe avec une intensité fonction de la distance au centre d 'action ; IroU" ver quelle doit être la forme la plus générale de cette fonction pour que la trajectoire soit toujours une courbe fermée, quelle que soit la direction de la vitesse initiale, dont la grandeur doit seulement ne pas dépasser une certaine limite.
Soit y{r) l'attraction du centre fixe qu'on prend pour pôle^ le mouvement s'effectue dans un plan, et l'équation des forces vives, avec la forme qui convient aux forces centrales, donne
Posons - = u, f^f(r) rfr = y (a), et nous aurons
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Si la trajectoire est une courbe fermée, u devra rester entre certaines limites finies ^ supposons qu'il commence par décroître, il diminuera jusqu'à ce qu'il atteigne une valeur a pour laquelle le second membre de (i) changerait de signe -, il faudra que u aille ensuite en croissant jusqp'à une valeur b pour laquelle (i) changerait encore de signe ; n reviendra ensuite à a, et ainsi de suite. Dans tous les cas la trajectoire sera formée d'arcs superposables et comprise
entre deux cercles de rayons - et -• Les changements de
signe du second membre de (i) ne se feront qu'en passant
par zéro et jamais par l'infini; car alors, — étant infini, la
courbe serait tangente au rayon vecteur, et le principe des aires ne serait plus vérifié. Prenons pour Uq la valeur mî-
nimum a, -^ = a', et 1 équation (i) devient
Pour u = A , -,- est nul : donc
L'angle de deux rayons vecteurs maximum et minimum qui se suivent est
duJ^ih] — î> ( fl ) (a)6.=
(^) Si ç) (u) = Jiu* + /A, la méthode semble en défaut; mais il est aisé d« Toir que la trajectoire peut être dans ce cas une S2>irale.
SUE LA MÉCÀHIQUB RATIONHBLLE. 221
Pour que la trajectoire soit fermée, il faut et il suffit que 6f soit commensurable avec it\ cela implique que Tintegrale (2) soit indépendante de a et i^ sinon, en faisant varier très -peu ces quantités, 0| varierait d'une manière continue, et ne serait pas toujours commensurable avec ir. Faisons a=zc — A, J = c4-A, u=c-i-Az, et supposons h excessivement petit; on développera f (c — A),. . . par
la formule de Taylor, on divisera haut et bas par h^ixh et, négligeant les termes qui contiendront encore A, on trouvera
' X. V(i- »')[?' W -«?"(«)! LT'('^)-^y'WJ *
Le coefficient de tt doit être commensurable; si on le rcprésente par -♦ u vient
Intégrant,
Substituons cette valeur dans l'intégrale qui représente dj > les constantes A et B disparaissent, et, en divisant haut
et bas par yj^(b) — ?(a), on obtient
Je reprends les valeurs a = c — A, i = c-HA, 7< = c + Az, mais je fais c = 15 je développe les différents termes par la formixie du binôme, et j'obtiens pour la quantité entre crociets, après avoir divisé par (2 — /i*) A les deux termes de
aaa eegveil d'exercices
la fraction qu'elle comprend,
-f-iH A(2* — i)— ^ ^^*{a'-f-i)
= 2AU-i- I -4- ^-— ^A(«»— l) + . . . j
donc
\hz^ ■! ^A«[3 — /î^-f-(/i*-4-l)»»]+.J'^
On sait que la première intégrale définie est égale à ir, h deuxième à zéro, la troisième à ->
Or nous avons dit que d doit être indépendant de À ^ il faut
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donc que les coefficients des diverses puissances de ce paramètre soient nuls. Considérons celui de A'; nous trouvons que n} doit être égal à i ou à 4) soit /i = i ou tz = a ; selon celle des deux valeurs qu'on adopte, on trouve
<p'(ll)=A ou ç'(tt)=:~-,
mais
donc, suivant le cas,
/(r)=---l ou /(,)=- -r.
Les seules lois d'attraction qui donnent des trajectoires toujours fermées, et par suite un mouvement tel que le mobile revienne dans un même azimut après des temps égaux, sont la loi de Newton et l'attraction proportionnelle à la distance, et cette dernière ne saurait guère se réaliser pour des corps éloignés. La loi newtonienne est la seule qui convienne aux mouvements périodiques de tous les astres, même des étoiles doubles où l'on ne peut guère constater que la périodicité.
Cette proposition est due à M. Bertrand [Comptes rendus de V Académie des Sciences, 1873), et j'ai reproduit en partie sa démonstration. La formule (3) avait été donnée par Newton pour les mouvements presque circulaires, et la lenteur extrême du mouvement des périhélies planétaires confirmait l'exactitude de la loi de la gravitation universelle.
132. Sur les constantes du mouvement d'un corps attiré vers un centre fixe suiv^ant la loi de Newton; mouv^ement sur une trajectoire paraboli(/ue; théorème de Lambert,
Soit ^ la valeur de l'attraction à la distance /': la loi du
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mouvement est donnée par Téquation des aires et celle des forces vives
On en tire
L'intégrale du second membre est un arc cosinus, et en résolvant par rapport au cosinus, on aura l'équation delà
trajectoire
K hirh — a -v— -f- 1 co5(e — «)
On reconnaît la section conique dont le pôle est un foyer j si l'on égale les termes de notre équation aux termes correspondants de 'l'équation ordinaire des com'ques, on a de quoi déterminer les éléments de la trajectoire
On en déduit
La trajectoire est une ellipse, une parabole ou une bjper-
bole selon que e' = i, ou selon que -jA est <" o, = o
ou > o. Quand la trajectoire est elliptique, en appelant T le temps d'une révolution, on a
2»ra*i/i — e* T '
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— est le moyen mouvement, vitesse angulaire moyenne,
que Ton désigne par n ^ donc, en nous reportant à une formule précédente,
Si Ton applique cette dernière formule à la Terre, en supposant le Soleil fixe, et si Ton prend pour unité de temps le jour solaire, pour unité de longueur le rayon moyen de 1 ecliptique, on trouve
Mais, si Ton prend la seconde pour unité de -temps, le rayon terrestre pour unité de longueur, on trouve à peu , près
c'est environ g divisé par le rayon terrestre exprimé en mètres et multiplié par le rapport de la masse du Soleil à celle de la Terre, 356ooo5 on retrouve l'identité de la pesanteur et de l'attraction universelle.
Quand la trajectoire est parabolique ou que 7.f\i=-r^v\^ on trouve le paramètre
P=J^— 7j7 = 2roSin-(r„P,).
L'angle du périhélie avec le rayon vecteur initial se déduit de Técpiation de la parabole en y faisant r ^=:r^^ fl = o-,
on a
p I -4- cosa = — •
Pour avoir la position du mobile' sur sa trajectoire, je suppose que l'axe polaire passe au périhélie, en sorte que
De S.-G. — Ree, 1 5
226 RECUEIL d'eXERGICËS
d désignera Tanoinalie vraie. Le théorème des aires dous donne
Intégrant et faisant t = o pour 6 = 0,
Il ne sera pas commode de résoudre par rapport à 9, mais on construira des Tables qui donneront t en fonction de 0, et par interpolation on en déduira l'anomalie vraie du mobile à chaque instant.
Le théorème de Lambert consiste en ce que Tintervalle de temps employé par le mobile pour aller d'un point à im autre de la parabole peut s'exprimer sans faire intervenir le paramètre, et seulement au moyen des rayons vecteurs extrêmes et de la corde de l'arc parcouru. Soient actb ces rayons extrêmes, di, d, leurs anomalies vraies, a, (3 les tangentes des moitiés de ces angles, c la corde de l'arc parabolique^ l'équation (i) donne, pour le temps que le mobile met à passer d'une position à l'autre,
T=gy/^[3(p-«) + ?'-«•]
Le carré de la corde de l'arc parcouru est d'où
(a •+- ô)' — c'=:4tf^cos'
^ C05» ^ ?.* =:p* ( I -f. ap)«.
cos'— cos' —
Nous connaissons le produit de a-f- i-f- c et de rt -f- 4 — c\ nous aurons facilement leur somme
ia-h2b= -^^ H ^— =/>{2-f-a»-hP');
COS' — C
a-f-i-+-c et a-f-4 — c sont racines de Téquation du second degré
«» — />( a -+-a»-f-P')tf -4-/i*(l-f-aP)^=0;
donc
«-^*±c=;,(.-H"i^')zhWP-a)y';7(ÎIi)'.
On peut former dans la partie rationnelle la quantité sous le radical, et écrire
On a un carré, et, si Ton veut mettre en évidence la racine prise en valeur absolue, on devra écrire, en supposant
d'où
= jp' (p — a) (3 -4- a» -f- ap 4- P').
Comparant à l'équation (a), nous avons l'expression chercliée
Si fit— 9, est>7:, 4/1 + ' (S -h «)' est < i((5- «)% et Ton aura
Ces formules donnent une expression remarquable de Taire d'un secteur parabolique, qui est égal à -c'T ou
-Ty/pflJL^ Paire du secteur est donc
En adoptant pour unité de temps le jour moyen, pour unité de longueur le rayon moyen de l'écliptique, nous avons trouvé
^//^ =0,0172; donc
Celte formule est employée dans la recherche des orbites paraboliques des comètes; si Ton connaît le temps qui sépare les deux passages de l'astre dans le plan de l'écliptique, ou en d'autres termes aux extrémités d'une corde focale, on en conclut la longueur de cette corde ; c étant
égal à a -4- J, la formule devient
'i T = 27Ji5'»Xc\
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Mouvement rectiligne d'un point attiré par une force proportionnelle à la distance vers un centre d'action qui parcourt d'un mouvement uniformément accéléré la droite que le premier point suit paiement. (Rigcati.)
Un corps pesant tombe sans vitesse initiale d'une hauteur a sur an plan horizontal parfaitement élastique qui le fait rebondir avec vitesse égaie à sa vitesse d'arrivée; le mouvement a lieu dans l'air
dont la résistance est —^ \ à quelle hauteur remontera le mobile
après avoir rebondi n fois? ("W. Walton.)
Les formules du mouvement dans l'air montrent que, si l'on désigne par a/., et ai les hauteurs d'ascension après le / — i'*"* et
/''*• bond, on a
On en conclut
S/ig
^3 („^,)tf*»_„ TIC*' — (n — i]
Un point matériel décrit une parabole sous Taction d'une force perpendiculaire à l'axe, proportionnelle à la distance du point à cette droite, et sous l'influence d'une seconde force parallèle i\ Taxe; déterminer la loi de cette force et du mouvement du mobile sur la parabole, connaissant la vitesse c au sommet.
La force donnée étant — X-^r, l'autre est ^A^x»
Un centre fixe attire avec une intensité proportionnelle à la puissance/! de la distance; déterminer n de manière qu'un mobile parti de l'infini ait à la distance c du centre la même vitesse qu'il aurait
à la distance -7 si sa distance initiale eût été c. r = ~* (Walton.)
Étudier le mouvement rectiligne défini par l'équation
—--- = a H- àt — ex.
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Un point pesant, lance horizontalement dans un milieu non homogène, dont la résistance est proportionnelle à la densitë et au carre de la vitesse, décrit un quart de cercle dans un plan vertical; comment varie la densité du milieu? (P. Juixibn.)
Mouvement d'un point pesant qui tombe dans un milieu résistant où la densité varie en raison inverse de la distance à un plan horizontal.
Mouvement d'un projectile dans Pair en supposant la résistance proportionnelle au cube de la vitesse ; étudier toute la courbe qui lui sert de trajectoire ; montrer qu'en le supposant en mouvement avant l'instant où Ton compte les temps il a dû avoir une vitesse infinie en un point qui est à distance finie.
Si un fil dont chaque élément est soumis à une force connue F dessine une certaine courbe dans un plan, un point matériel pourra décrire la même courbe sous l'action d'une force F' ayant la même
direction que F aux points correspondants et égale à -. — -.9 / étant
Tangle que F et F' font avec la tangente à la courbe. Ainsi un point lancé parallèlement à une droite dont il est repoussé avec une force proportionnelle à la distance peut décrire une chaînette.
(P. SEmmiT.)
Une bille pesante est lancée horizontalement à partir d'un point d'un plan incliné parfaitement élastique. Quand elle retombe sur le plan, elle rebondit avec une vitesse égale à sa vitesse d'arrivée, mais symétrique par rapport à la normale au point d'incidence ; trouver l'angle d'incidence au /i'^' bond et sa distance au point de
départ. La tanfi[ente de l'angle cherché est -.• (Bot-
*^ ^ o I — 2/2tang'r ^
dovk)
Mouvement d'un point attiré vers un centime fixe par une force
_ 2C*(a'~hb^) Zc*a^¥
a, b, c étant des constantes, r la distance au point fixe ; cette dis-
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tance est d'abord a, et la vitesse initiale — perpendiculaire au
rayon vecteur. (Licence, 1870.)
On emploiera l'intégrale des forces vives, où les constantes se détruiront, et l'on verra que la trajectoire est la podaire d'une el~ Hpse relative à son centre.
Mouvement d'une bille placée -sur un plan horizontal et attaché à un fil élastique légèrement extensible dont la réaction est proportionnelle à l'allongement ; la vitesse initiale est perpendiculaire
au fil. (Waltow.)
Mouvement d'un point attiré vers un centre fixe par une force
- 4- £ ; la trajectoire est la projection d'une ellipse dont le plan
serait enroulé sur un cône, quand ft est assez petit. Clairaut avait pensé que telle était la trajectoire de la Lune.
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MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE FIXE
Cas où la courbe est donnée et parfaitement polie.
133. Imaginons un point assujetti à rester sur une courbe fixe qui ne produit pas de frottement 5 on peut décomposer la force extérieure F qui sollicite le mobile en une force P, dirigée suivant la. tangente à la courbe, et une composante normale Q. La première produit l'accélération tangentielle
(i) m— =:P, d^ mv'z=Pds;
^ ' di 2,
Q, composé avec la force normale N, qui représente l'ac-
tîon de la courbe, produit l'accélération centripète m--
Comme l'une des équations (i) ne contient que le temps et le paramètre qui détermine la position des points sur la courbe, on peut dire qu'elle donne la loi du mouvement. La seconde proposition fait connaître l'action de la courbe,
résultante de w— et de Q pris en sens contraire 5 cette
réaction fait en général un angle fini avec la normale principale. La pression supportée par la courbe est égale à cette réaction changée de sens.
Si l'on rapporte la courbe à trois axes rectangulaires et qu'on nomme X, Y, Z les composantes de F, X, fi. v les
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angles de N avec les axes, on a
m —-- = X 4- N cosX,
h) [ ;„^-r^T-;-Nco8fi,
dH m -— - =r Z + N cosv, dt^
avec la condition dxcosl -f- dj cosjùt -f- dz cos v = o. On en conclut l'équation des forces vives
d - mt'» =Xdr-h Ydj 4- Zrfz.
L'intégration est possible si X, Y, Z ne dépendent que des coordonnées x^ jr^ z^ et, en définitive, d'un paramètre unique^ alors les équations (2) donnent les composantes de N, et le problème est résolu.
134. Mouvement d'un point dont la niasse est l'unité, assujetti à rester sur la courbe d'intersection d'un cylindre parabolique et d 'un cône
et solUcité par une force dont les composantes rectangulaires sont
le point est d'abord placé à l'origine et lancé vers le haut sur la branche qui est en aidant du plan xz^ av^ec une vitesse ak.
Ce problème se traite très-facilement à Taide des équalions générales (2). On tire des équations de la courbe
Iv^-*.
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d'où
</jr = - dZy djr :=:dz\/ — ? ds ^ dz.
L^équation des forces vives est ici
On peut intégrer sans même remplacer x, j^, dx, ày par leur valeur en r, paramètre le plus propre à définir les points de la courbe,
1 p» — 1 «a/ï = aX-'x» -4- 2 X^'r' + h^iiaz -h 3z»).
Remplaçant j:, ^ et i^ = — par leur valeur en z,
ds" [a-^zY dz" /•» ,
dt^ à" dr à"' ^
d'où
dz
= kdtf a -^ z=: ae^'.
Le mouvement se fera toujours dans le même sens, avec une vitesse croissante. Il nous reste à calculer les compo-
i^T 1 M r A ^^^ dW d^z
santés de J\, et pour cela il tant connaître -^ï -y^ j ^, • Ona
dx dx dz X-3(a-+-z) d^x d /dx\dz X*(a-h«)(a-4-22]
lû'^dz dt"^ a ' 'dÔ'~''^\dt)di~^ a '
^=— =(a-+-z)(a-h3z), —~ = Ir'(a-^z);
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par conséquent
Nc0SfA= .. [n}-\- \a% — 3z'),
Ncosy = — ^'(tf -i-5«).
D est aisé de constater que cos\dx -h . . . = o ^ quant à l*angle de N et de la normale principale, on en aura facilement le cosinus, mais il est très-compliqué.
1 33. Un point matériel, assujetti à rester sur une ellipse, est attiré "vers les deux foyers par des forces inx^ersement proportionnelles au carré de la distance et vers le centre par une force proportionnelle à la distance; démontrer que la pression exercée en chaque point de l'ellipse est inversement proportionnelle au rayon de courbure; déterminer la vitesse initiale qui annulerait la pression; mouvement correspondant. (Question de licence, i865, généralisée.)
Je suppose la masse du mobile M égale à l'unité, et je d&igne par r, r\ u ses distances aux foyers F, F' et au ceotre O, par jix, (i\ X les attractions de ces trois points â Tunité de distance, par ^^ et co les angles de la normale en M avec MF et MF' d'une part, avec MO de l'autre. On sait que le travail d'une force attractive émanant d'un centre fixe est égal et de signe contraire au produit de la force par i accroissement de distance du mobile au centre. Le théorème des forces vives donne ici
I dr , dr'
d'où
(I) ^_.;=af.(i-i) + v(p-^) ->(«•-«:)•
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Soit N la réaction normale de la courbe, supposée positive quand elle est dirigée vers le centre de courbure^ nous avons
C U tÂ
- = N H- — , cos^ -h ~- cos-J; -h Xtt cosw;
d'où, en tenant compte de la valeur de u* tirée de l'équation (I),
/ 9. COS;|;\ fu^ \
Pour évaluer les termes variables en fi et fx', je rappelle les relations
b^ ... rr'
a cos*>ji
û= —^ rr' cos^'i/ = b\ p coSt^ = — ;
• ^ orkcS.fj ' ITT ^ J
cos\|; 2r — pcosi|/ 2flr — rr' i i cosi|»
'« rfTr»"'* j^ M »•'<» ^ î
rp r^ r'p ar'p ap r p
Pour calculer les termes en A, je désigne par p la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente en M; on sait que u coso) =p et p^p = a^b^ ; donc
La dernière transformation est fondée suir les théorèmes
d'Apollonius, d'où résulte que — est le diamètre conjugué
de OM. Les calculs précédents donnent à la valeur de N la forme proposée
fX. '■* r; 'a J
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n a été dit que, si N est positif, c'est que le point tend à sortir de Tellipse. Pour qu'elle soit nulle ou que le point décrive librement la courbe, il faut avoir
Pour avoir l'équation différentielle du mouvement dans ce cas particulier, je reprends l'équation (I), en l'additionnant membre à membre avec Téquation (U),
Déterminons les points de l'ellipse par leur anomalie excentrique 9 *, on a
T-=ia[\ — tfCOSy), r'^:: a(i -+- ccoso),
là = a^ cos' ç -+- 1^ sin^ ^ , às^rr: a^[i — <?' cos- ? 1 ^^'.
Substituant dans l'équation précédente, on lui donne, après de simples réductions, la forme suivante :
On ne peut effectuer l'intégration^ mais, comme -y ne peut
s'annuler, on voit que le mouvement sera continu.
L'équation (EL) est remarquable : si l'on y annule tour à tour fx' et X, fx et X, fji et /x', on reconnaît que t^J est la somme des carrés de trois vitesses initiales avec lesquelles le mobile décrirait librement l'ellipse sous l'action de F seul, ou de F', ou de O. Nous avons un cas particulier d'un jhéorème général : lorsqu'un mobile, partant d'un point donné avec des vitesses dirigées suivant une droite donnée, peut, sous l'action de forces qui donnent lieu à l'intégrale des forces nves, décrire une certaine courbe, il la décrit encore si
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toutes les forces agissent à la fois, pourvu que la vitesse initiale soit dirigée suivant la droite donnée, et que son carré soit la somme des carrés des vitesses correspondant à l'action individuelle de chaque force. Il suffit d'écrire l'intégrale des forces vives avec toutes les forces pour y lire ce résultat.
Une autre proposition, qui comprend le cas proposé, consiste en ceci : soit un mobile soumis à l'action de certaines forces, qui, avec une vitesse initiale donnée, décrit une courbe plane; si l'on change la vitesse initiale et qu'on oblige le mobile à décrire la même courbe, il exercera une pression inversement proportionnelle au rayon de courbure. En effet la valeur de N, qui était nulle dans le premier cas, se complique seulement d'un terme provenant
de "• Or la valeur de v'* ne diffère de ce qru'elle est dans le
P premier cas que par l'addition d'une constante A, qui rend
i36. Un mobile M, non pesant, assujetti à rester sur une circonférence de cercle, est attiré "vers un point O de cette courbe par une force fonction de la distance; déterminer cette fonction de manière que la pression exercée sur le cercle soit constante; nature du mouvement produit,
(Licence, 1868.)
Prenons la masse du mobile pour unité, le point O pour pôle, le diamètre OÂ pour. axe polaire; désignons par a le diamètre, par r la distance OM et par ç(r) l'attraction du centre O. La vitesse est donnée par le théorème des forces vives
(I) d.v^=i^if9[r)dr.
La réaction normale N du cercle fait avec r un angle égal
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à S, et, comme le rayon de courbure est -9 on a
— =:N -+-cose(p{r), f'= h - '•?(n>
puisque a cos 9 = r. Différentions et comparons à l'équation (2}
d,i^=z-f[r)dr'\ rif'[r)drz=z — 2(f[r)dr :
c désigne une constante-, l'attraction varie en raison inverse de la cinquième puissance de la distance. On peut alors intégrer l'équation (2), qui donne
La pression exercée sur le cercle est égale à N, mais dirigée en sens contraire *,
a ar\
Quand N est positif, c'est que le mobile tend à sortir du cercle; si N est négatif, il tend à j pénétrer. Je tire c de cette relation pour le substituer dans l'équation (3), en même temps que les valeurs
d& /NX
vz=za—-y p,=ao>, /-p^izacosa, c = «*cos*a ( ««' |:
al \ 2/
elle devient
On ne peut intégrer dans le cas général; mais on voit
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que, si N est ^aaw* ou c<^o, le mobile n'atteindra jamais le point O et oscillera entre les points dont l'angle polaire est ±6', où Ton a
cos^ô ~ I — - I cos^a.
Qand N <^ aaw', c'est-à-dire quand la force est attractive, le mobile arrirera en O avec une vitesse infinie; mais il n'atteindra pas toujours le point diamétralement opposé. U n'y arrivera pas si
h (««' Jcos*a<^0, N<C — 2fl«*COt*a;
mais, lorsque N sera compris entre aaw* et — a a w* col* a. dt
-— ne s'annulera jamais, et le mouvement sera continu.
Les seuls cas où l'équation (4) s'intègre à l'aide des fonctions élémentaires sont celui de N = aaw* et de N =o : le premier répond à une attraction nulle et donne un mouvement uniforme; le second, où le point suit librement le cercle, donne à l'équation (4) 1^ forme simple
d^ cos' a
dt cos-ô ^
Le mouvement est continu, périodique, et la durée de la révolution sur le cercle est
irfl»
61 ces' a
137. On donne, dans un plari 'vertical, une cycloïde dont la base est horizontale et la cons^exité tournée vers le bas; le rayon du cercle générateur est a. Un fil stms masse, de longueur 6a^ est attaché par une de ses extrémités à l'un des points de rebroussement de la cycloïde; le fil est d'abord vertical et se termine par une
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masse m à laquelle on donne une vitesse horizontale ^8g^a ; moui^ement du point m, tension duJiL (Licence, i864*)
Je prends pour origine le point O, où le fil est attaché -, pour axe des x l'horizontale, et pour axe des j' la verticale descendante. Soit Â la position initiale de m^ le fil OA s'enroulera sur la cycloïde, une portion OP s'infléchîssant suivant un arc égal de la courbe, l'autre partie PM étant dirigée suivant la tangente. Les coordonnées du point P peuvent s'écrire
Xyz=ia[u — sînu], ^, = fl(i — cosu). Un calcul connu donne
donc
arcOP = 4a ( I — cos - ] ; PM = 2 a f I -i- 2. cos - J •
D'ailleurs - est l'angle de PM avec OY ou de la tangente à
la trajectoire avec OX. Je le désigne par ç. En projetant sur les axes l'arc OP et la tangente PM, on a les coordonnées du point M
a:=fl(2(p— sin2<p) -4-2a( m-2 cosf) sinç == a (2Ç-+- 2sinf 4-sina <p),
jrz=a[Z-^ 2COSf -*- COS2^).
Sans effectuer l'élimination de cy , qui donne un résultat irès-compliqué, on peut reconnaître la forme de la coixrbe.
On a d*abord
rf' = 2acosç(n-2cosç)£/y, ^^ = — aa(n-2Cosç)siii^eî^.
Dans la cycloïde, on fait toujours croître u-, on fera, de
même pour 9-, x commence par croître, j par décroîtra-,
Pourç = ^, rfor devient négatif -, alors x diminue i^Scïyi.'î
De S.-G. — Ree.
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ce que f soit égal à -r--, dx et dy chaDgent de signe a ce
moment; x tly vont augmenter, et Ton a un point de re-
broussement Bj a: = a( ^ TtH — V^)» J==^ -au situé sur
la cjcloïde, tandis que tout le reste de la courbe est en dessous. Â partir du rebroussement jusqu'à 9 == ir, a: et j^ augmentent pour atteindre 2 a xr et 2 a. La partie qui suit est symétrique de celle que je viens d'esquisser, par rapport à la verticale du second point de rebroussement de la cycloïde \ mais le poids m n'atteint pas même le point B, car le théorème des forces vives donne
Or ds^= 2a(i + a cos<^)d(f\ il vient alors
t»' = 4«'(l H- 2C0Sy)*-~ = ^g^{l •+• 2COSy-+- 2COSf );
d'où
^ ' V « \/cOS9fl
^COSy(H- COSf )
On voit que <f ne peut croître au delà de - ] pour cette valeur^
le mobile s'arrête et va rebrousser chemin pour exécuter des oscillations symétriques; les coordonnées du point d'arrêt sont x = (7r-i-2)a, j^=2a; la tangente est verticale; l'arc parcouru est
2a(l -+- 2C0S^)rff = a(ir -4-4)o
Pour intégrer l'équation (I), on prendra pour variable tang - 9, ce qui laisse un radical ; mais, comme f reste com-
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pris entre =h -» on posera tang - cp = sinfji; d*où
zcosuduL cos'u.
^•= rV-» COSf= r-r-'
•^ i-4-sin'/Ji H-sin*pt
Substituant dans Téquation (I),
/g 3 — sin»tt ,- . 4 ^^f* r j
y « I -h sinV ^ «^ 1-+- sin'fA ^ *^
i/5/=42^'ct*ng(V'^**D6p) — f*V^^
= 4arcsîn ( ^asin-f | — ^arcsinl tang-^ )•
Le temps d'une demi -oscillation s'obtient en faisant
-'Vl('-^)
La tension correspondant à une position quelconque du fil est la résultante de la force centrifuge et de la composante normale du poids ; or p = PM, et nous avons trouvé l'expression de ^' ^ on en déduit
4cos9 H- Scos'flp
N = m l — t g cos^ J =
I -i- 2 cos
Cette tension est d'abord ^ mg et diminue jusqu'à zéro.
138. Deux points pesants se meurent sur un cercle ver-tical dans des conditions telles, que leurs ^vitesses au point le plus bas sont égales; montrer que la corde gui joint les positions simultanées des deux pendules enveloppe un cercle ayant pour axe radical avec le cercle donné l'horizontale mesurant la hauteur d'où il faudrait /aire tomber les mobiles pour leur donner leurs vitesses réelles,
(Jacobi.) i6.
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Soient [Jig' ai) À et B deux positions simultanées des mobiles, A^, B' des positions infiniment voisines, P le point
le plus bas du cercle, yj^gh les vitesses en ce point, HHThorizontale située à la hauteur h au-dessus : les carrés des
Fig. ai.
vitesses sont entre eux comme les distances de A et B à HH' ou comme AS : BS, S étant le point de rencontre de AB et de HH'. D'ailleurs la similitude des triangles A A'M, BB'M montre que le point M, où AB touche son enveloppe, partage la corde dans le rapport de AA' à BB', c'est-à-dire des vitesses correspondantes ; donc
SA _ Im^ _ (SA-^SM)»
SB"^iS' ""{SM-SBf
Développons et réduisons; nous pourrons diviser par AB et écrire
sm"=saxsb.
Le cercle qui passe en M, H et H', ou qui admet avec le cercle donné HH' pour axe radical, est donc tangent à AB; quand cette droite se déplace infiniment peu, le cercle qui la touche et passe en H et H' vient à une distance de M qui est du second ordre infinitésimal au moins : c'est dire qu'il
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se confond avec le premier et constitue ^'enveloppe de la corde AB. Pour construire ce cercle, il sera nécessaire de connaître h et une position particulière de AB.
La propriété que je yiens d'établir est l'interprétation mécanique d'une forme que Jacobi a donnée à l'intégrale de l'équation d'Euler^ on sait que cette équation peut
s'écrire
M df _ d^
Jacobi prend deux cercles dont les centres sont O et C, les rayons R et r; il considère une tangente mobile AB au second cercle et remarque que, si l'on désigne par sRcp et iR^f les arcs PA, PB interceptés sur le premier cercle par la tangente variable à partir de l'extrémité P du diamètre commun, les variations des angles f et ^ satisfont à une équation de la forme (a). En effet, d'après une remarque faite dans la démonstration géométrique, si M est le point de contact de AB avec le cercle C, et si OC = a, nous aurons
iRrff _ AM __ yAc'—Mc' __ V^R^-h<»'-f-2aRcos2y — r» 2Kd^ ~" BM ~~ J^'Z/^' ~ ^R» 4- a' 4- 2 ûR côs 2>|; -^»
Je remplace cos2f par i — 2 sîn*y, cos2^ par i — asin'^j/y
et, en divisant les deux radicaux par ^{R-h a)* — ;•*, je trouve précisément entre </cp et d^ une relation de la forme (a), avec la valeur du carré du module,
4aR
Toute équation entre f et <)i, exprimant la propriété de la corde AB, sera l'intégrale générale de l'équation (a) si elle renferme ime arbitraire*, ainsi prenons l'équation de
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ÂB et écrivons qye sa distance à C est r
(7) ûcos(4>-4- (f) -hRcos(4» — f) = /:
c'est l'intégrale cherchée. Mous n'avonS) en réalité, qae
deux paramètres, ^ et ^-, réquation (|3) détermine Tun
d'eux, mais il en reste dans l'intégrale précédente un tout
a fait arbitraire.
Revenons à nos pendules, que je suppose en A et B; en
P, leur vitesse était >J^gh^ et l'équation des forces vives prend la même forme pour les deux :
d'où
V " - ^sin'y V ' ^ X '^'''*
f et i{/ sont liés par une équation de la forme (a) ^ donc la droite ÂB enveloppe un cercle analogue à celui que Jacobi a considéré -, on a
i;t\ 2R_ 4flR
^^ h "-(aH.R)»-H'
On obtient une seconde relation entre a et r en considérant Tinstant où A et B sont sur une même horizontale^ on peut regarder op comme égal à — a et (p = a, et l'on a
évidemment
Rcos2a = r — a^
comme l'indique aussi l'équation (7). Si donc 2T est l'intervalle entre les époques du passage des deux mobiles en P, il est clair qu'il faudra un temps T à l'un d'eux pour parcourir un arc 2 Roc à partir de P, et a sera déterminé
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par Téquation
et l'on pourra adjoindre i (d), pour déterminer z et a,
^ / T J2gh' . , T v/i^ \ r — /i = R cos'am— ^î--^ sm»am ~~- )•
Supposons A^aR, le mouvement des pendules sera continu. Soit T le temps nécessaire pour parcourir tout le
cercle ', si, à des intervalles de temps -j on lance n mobiles
da point P avec la vitesse ^2gh^ ces mobiles forment les sommets d'un polygone dont les côtés enveloppent toujours un même cercle ] d'où ce théorème, du au général Poncelet : Si deux cercles sont tels qu'on puisse construire un poly^ gone inscrit dans l'un et circonscrit à l'autre, il existera une infinité de polygones ajant la même propriété.
Le temps d'une petite oscillation est donné par les formules précédentes. Soit 29 l'angle maximum du pendule avec la verticale, on aura
h=. 2Rsm'9, et, si l'on pose sin'p = sinS sinu, il viendra
smô V/ ~ ^f = %
V R ^i — sin'Osin'u
dt i/^ = rftf f i-f. - sin'ô sia»« -+-...)>
Cas OÙ il y a des résistances de milienz et de frottement.
Les résistances du milieu, étant des fonctions de la vitesse, n'empêchent pas l'équation du travail, d.y* = Vds^ de donner la loi du mouvement sur la courbe; seulement, comme P dépend de ^, l'intégrale du premier ordre ne se trouve plus à l'aide d'une simple quadrature*, on a une équation différentielle à intégrer. S'il y a une force de frottement proportionnelle à la pression normale, il faut calculer cette pression, résultante de la force centrifuge et de la composante normale des forces extérieures ; en la reportant dans l'équation du travail, on est encore ramené à une équation différentielle en v*.
139. Un point pesant est lancé ai^ec une vitesse horizontale j^oi à partir du sommet d'une cjcloïde dépolie dont la base est horizontale et la convexité tournée vers le haut; le plan de la courbe est vertical. Mouvement du mobile; point où il quitte la courbe en le supposant posé au-dessus.
En prenant pour axes la tangente au sommet et l'axe de la cjcloïde, les coordonnées d'un de ses points ont la forme
connue
x = /i(u + sintt], jr = a{i — cosic).
On sait que la tangente fait avec l'axe des x l'angle -9 et que
ds= ^acos-udu. p = Aacos-u.
Soit N la réaction normale de la courbe dirigée vers le haut, y*N sera la réaction tangcntielle, et, en faisant la masse du mobile égale à l'unité, nous aurons, comme dans les cas précédents, les deux équations du mouvement
(I) d^i^=(gsin^ ^/Ji\ds, !l'=g^cos^ — N.
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Eliminoiu N,
/- = ^ I sm - « — /cos - u I
a ds '' p \2 2/
oa
-— fi^=z 2ag[9inu — /(i -i- cosw)].
L mtégrale de cette équation linéaire est donnée par une formule générale
nuis
= tf^" I •'î •+- nag j (sin« — /— /cosi/)ff~-^"rftf I ;
/, , sinu — fcosu . e-J" cosudu = ^ e-J'^
/*-f. • j co8tt4-/sini/ ,
En posant f= tangcf , cette expression prend une forme remarquable
(n) f^z=z (ir; — 4fl^sia»f )<?««•»«? -*- ^agûn^ U'— -«)•
Avant de discuter cette formule, je rappelle que nos é(|nations (I) sont établies en supposant la réaction de la conrbe dirigée vers l'extérieur, et N > o-, si N devient négatif, quand le mobile reposera simplement sur la courbe, il la quittera, et quand il ne pourra s'échapper, conmie une I)ille enfermée dans un tube cjcloïdal, il faudra écrire la première équation (I)
I his] d^s^zzzlgsm-u -^/N^ ds.
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et la formule (II) ne sera plus exacte. Or nous avons
If = if cos -u :
la formule (U) s'applique seulement tant que
v^ <C gp cos '- u<C^og cos' - u.
Il faut que i^l soit <C i^g^ sinon le mobile quitterait tout de suite la courbe. La formule (II) commence par être applicable tant qu'on a
— 4fl^sin»^~^tfj<o.
Distinguons deux cas selon le signe de »^| — /^agsin*^: s'il est positif, la formule (II) montre que y^ ne s'annule pas 'j mais l'inégalité (lU) cesse d'être satisfaite quand u dépasse une certaine valeur moindre que it\ alors le mobile s'échappe s'il en est libre, ou sinon il faut modifier les équations du mouvement comme il est dit (I bis).
Soit v] — 4^é'sin*cp<[o5 la formule (II) montre que*'* s'annule pour une valeur de u moindre que acp, car le second membre, positif pour u = o, est négatif pour - u = 9 *, mais le deuxième terme du premier membre de la formule (III) est moindre que le troisième, à cause de f <^-;
l'inégalité sera toujours vérifiée; le mobile restera sur la courbe jusqu'à ce que v^ devienne nul, et l'on arrivera â un repos indéfini.
Soit \^l — /iagsin*(f=o. Le mobile s'arrête pour tt= af, sans que l'inégalité (UI) cesse d'être vérifiée ; mais le poini de repos est une position d'équilibre instable -, u peut dé-
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passer la Talenr 39 sans que i^ devienne imaginaire^ la vitesse est toujours donnée par la formule (II), du moins
jusqu'à II = f H- -9 valeur pour laquelle N est nul, et le
mouvement change de nature. On peut exprimer t en fonction de u'y car, avec la valeur actuelle de v\^
v=z^a cos - ir — = ±: 2 ^Jag sin 1 f « J •
On met le signe + ou — selon que le mobile est au-dessus ou au-dessous du point d'arrêt. Prenons la première hypothèse^
y a siii(f — ^u) siû(ç — •£«)
Développant et intégrant,
vl=
_ sm© a cosfL -T— 7 —. — r -*- « sm».
sm(7 — la) '
U faudra un temps infini pour arriver au point d'arrêt.
Le cas de y = o se déduit aisément de nos formules ou se traite directement.
140. Mouvement d'un point pesant sur une hélice dépolie, tracée sur un cylindre droit vertical, de rayon R \ la tangente à V hélice fait l'angle a as^ec l'horizon.
Nous ne connaissons pas la direction de la réaction normale N de la courbe^ nous savons seulement qu'elle est dans le plan normal, et nous désignerons par |3 l'angle qu elle fait avec la normale principale 5 celle-ci n'est autre, on le sait, que la normale au cylindre. Supposons la masse du mobile M égale à l'unité, son point de départ sur l'axe des x, et sa vitesse initiale ^0 dirigée vers le bas; les arcs descendants seront comptés comme positifs. Écrivons les
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composantes de raccélération suivant la tangente, la normale principale el la binormale,
(i) -~ — =g^sma--/N, - = Ncosp, grcosa — Nsmp=:o. Conmie p = — --> on en tire
tangp = -^ — , N» = g'» cos»a H ^-— ,
ou
-^ = ^ sina — /cosa y ^' ^- gi c^s'a
rf.f* 2</^cosa
g'R tenga — / )Jg^ R* -t- t^ co8*a ^
Pour intégrer, je pose Y/g^'R*-l-i'*cos'a = gfR -h wf^'oosa, et j'obtiens
(i — tt^jcosa !i,ds cos'a 2 ( 1+ w*) </a
R (i — tt')[tanga — /— (tanga -f-/)"']
La définition de u montre qu'il est compris entre zéro et I , et l'expression de »^* en fonction de u prouve que ces deux variables augmentent ou diminuent ensemble . Lorsque /"est >• tanga, l'équation (3) montre que du est toujours négatif, ds étant [> o ^ u diminue depuis sa valeur initiale Uo, déterminée par ^o? jusqu'à zéro; alors ^ est aussi nul et M s'arrête. Au contraire, si tanga ]>/*, le mobile ne s*arréte
plus. Soit /i = i/ -—- ^, la valeur de f'* correspondante
i u = A sera
/== -^ — ^ tangua — /».
/cos«^ ® "^
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Lorsque Uo sera <^ A, du sera d'abord ]> o ; u augmentera jusqu'à A, et la forme de la difTërentielle prouve qu'il n'atteindra cette limite que pour ^ == oo ^ si u^'^h^u diminue jusqu'à A, qu'il atteint seulement à l'inGni. Enfin, si uq = A, le mouvement sera uniforme avec la vitesse constante k.
On peut trouver la valeur de u en fonction de j : il faut, dans l'équation (3), remplacer le coefficient de du par deux fractions simples relativement à u' :
z/dscos^oL ^tangadu 7. du
R tanga — /— (tanga -+-/) «* l — m*
Dans le cas où/* est ^ tangoe, on a pour intégrale
a/jcos'a (i-f-«»)(i — u)
R "~ (1 — iri)(i-+-tt)
2 tani^a («,— «) i//» — tangua
*" arctang ^ ^^"^ ^
^/>— lang'a ®/--tanga-i-(/4- tanga) i/a.
Pour avoir l'arc parcouru jusqu'à ce que le mobile s'arrête, il suffit de faire dans cette formule u == o. Lorsque /'est <^ tanga, l'intégrale ne renferme que des logarithmes; elle est compliquée et ne pourra conduire à la valeur explicite de 5 en fonction de f ; mais on peut prouver que la courbe qui représente la loi des espaces en fonction du temps a une asymptote : ce sera un nouveau cas où l'équation difierentielle d'une courbe ou d'un mouvement peut suffire pour en étudier les propriétés. Prenons égales les
longueurs qui représentent l'unité d'espace et de temps.
ds Puisque, pour 5 = oo , lim --- = A:, k sera le coefficient angulaire de l'asymptote; l'ordonnée à l'origine sera
mais l'équation (a) peut s'écrire, en nous rappelant la
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valeur de A^*,
ds R grRtenga -f-/v^^*R'-H<^cos'a
5T? ~" cosa /»cos^a(^* — s^) '
[gYi tanga h-/ ^^R*-t-<^cos*a)
Rtf^f'
/«cos»a(X^-»- it'p 4- Xv^-f- i^)
U est donc fini et déterminé.
L'hypothèse de /*= tanga ne donne pas beaucoup de simplification; on trouve que v diminue toujours jusqu'à zéro, valeur qu'il n'atteint qu'avec s infini.
Le moilvement ascendant se traiterait absolument de la même façon : on compterait les arcs montants comme positifs et l'on n'aurait qu'à changer ^ en — g") il y ^ toujours arrêt; et il n'est pas moins évident que le mouvement ascendant et le mouvement descendant ne peuvent pas être compris dans une même formule.
Détermination de la courbe par les propriétés données
du mouTement.
On peut demander sur quelle courbe un point, sollicité par des forces connues, doit être assujetti à rester pour que son mouvement satisfasse à des conditions données. Il faut donner deux conditions relatives à la courbe ou au mouvement; car on aura ainsi deux relations qui, avec les trois équations du mouvement et la condition de perpendicularité de la tangente à la courbe et de sa réaction, permettent de trouver en fonction du temps les coordonnées du mobile et les composantes de la réaction. En général, on écrira les équations du mouvement comme nous l'avons fait dans le
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cas prëcëdent, et rélimination de la réaction et du temps fera connaître la courbe.
141 . Déterminer dans un plan vertical une courbe telle quun point pesant, assujetti à la suii^re, exerce une prèsnon dont le rapport wec la composante normale du poids soit une constante X^ cas oii l'on peut intégrer jusqu'à la fin. ( Licence, 1 865 , 1 87 1 . )
Je prends pour origine le point de départ, l'axe des x étant horizontal, Taxe des j^ dans le sens de la pesanteur^
je désigne par ^^gh la vitesse initiale et par N la réaction de la courbe, comptée comme positive quand elle agit dans le sens du rayon de courbure. Si la masse du mobile est égale à l'unité, on a
On mettra le signe + ou le signe — selon que la courbe tournera sa convexité vers le haut ou vers le bas : dans le premier cas, la pression exercée sur la courbe, égale à
^^-7-9 sera dirigée vers le centre de courbure, en sorte que
N devra être représenté par — ^S^;j~) dans le second cas,
la pression, étant encore vers le bas, sera opposée au centre
dx de courbure, et N, dans le sens de ce rayon, sera ^g'j-'^
donc
^ /. K dx
Remplaçons u* par sa valeur tirée de l'équation des forces >îves, et X — I par /i.
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àr maïs, en faisant -7- = p et supposant d'abord dx de même
signe que dsy j'ai
ds v^i4-/>» "^ V ^ / ^^p
L'équation de la courbe est donc, en divisant par g^,
Intégrant et désignant par 0 la constante A(i +/'«)'')
On ne sait intégrer cette différentielle binôme que lorsque
ou sera entier: ces deux cas sont com-
pris dans la formule /i == -j |ui étant entier. Voyons quelques
valeurs simples de |ui.
Soit (X = — 2 : alors /i = — t , X = o 5 l'équation (i) devient
dxz=i± /^-^^ , 4c(A -h j^ - c) = [* - 2 v^c(A-c;]'.
C'est une parabole à axe vertical que le mobile suivra librement, en sorte que la courbe, ne réagissant pas, n'éprouvera aucune pression.
Soient /x = — i, n = — 2, X = — i-, la pression sur U courbe est égale et opposée à la composante normale du poids ^ Téquation (i) devient
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C'est nne chaînette, cjur on déduit de l'équation précédente
La loi du mouTement sur la chaînette se déduit de Téquatien des forces vives ; on a
On sera conduit à une intégrale elliptique de deuxième espèce; mais on voit que j' grandit indéfiniment avec f .
Soient fA = i,n = a, X = 3; la pression est triple de la composante normale du poids; l'équation (i) nous donne
C'est un cercle dont le mobile parcourt la moitié inférieure. Soient yL = ^i n=:i, X = a; la pression double de la composante du poids
La courbe est une cycloïde tournant sa convexité vers le bas *, la base est sur l'horizontale jr = — A, et le diamètre du cercle générateur est c ; quant au mouvement sur la cycloïde, il est bien connu. Dans toutes les courbes brachistochrones, la pression est double de la composante normale des forces extérieures lorsque l'intégrale des forces TÎves existe.
Enfin, si l'on fait fi infini, on a
H = o, X = I ; Di S.-G. — ilM. 1 7
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le mobile doit rester sur une droite, et son mouvemeut est uniformément varié.
1 42 . Déterminer dans un plan vertical une courbe telle quun point pesant, obligé de la suivre et ayant primitiuement une vitesse horizontale yj^^gh^ exerce une pression constante. En déduire la courbe sur laquelle il faut faire enrouler le fil qui soutient un pendule simple restant dans un plan vertical pour que la tension soit constante.
(Agrégation, i84i-)
Je prends pour axe des x l'horizontale du point de départ O, pour axe des y la verticale montante. Je désigne par a l'angle de la tangente avec l'axe des x^ et par ng la réaction normale , comptée positivement quand elle sera dirigée vers le centre de courbure ; enfin je fais la masse du mobile égale à l'unité. Le théorème des forces vives et l'expression de l'accélération centripète nous donnent
(i) «/»=2g'(A-~j), -=«^±:^cos«.
Supposons que la trajectoire doive d'abord être concave vers le haut, il faudra prendre le signe — \ en effet, tant que cos<x est ^ o et que la courbure ne change pas de sens, la composante normale de la pesanteur est en sens contraire du rayon de courbure \ elle devient de même sens que lui quand cosa <^ o ; mais cela fait précisément que, dans l'accélération centripète, elle donne toujours — ^cosa. On conclut des équations (i)
h^y ,, .sina^a
n — cosa = 2 =2 (A — Y] — ; •
P ^ ' dx
Il est évident que n est ]> i ^ les variables se séparent, et l'on a, en intégrant,
(A-.^)(/i-cosa)»=^(/i-i)% y = h^( """' Va;
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d'où
sina^a , . cosa^/a
•^ ^ ' (/i — cosa)» ^ ' (/i — co8«)>
On peut intégrer la valeur de dx en prenant pour variable
tang-a-, mais, sans efiectuer ce long calcul, on peut se
rendre compte de la forme de la courbe. Quand a varie de
zéro k -9 X eiy augmentent régulièrement; pour a = -)
la tangente est verticale; ensuite j^ continue à croître, mais X décroit jusqu'à ce que a soit égal à ir *, au point correspondant A, la tangente est horizontale,
X a une certaine valeur a\ puis, a continuant à croître, la trajectoire est l'arc symétrique de l'arc OA par rapport à la verticale de A, et le mobile revient toucher l'axe des x à une distance a a de l'origine \ puis tout se reproduit comme d'abord. Sans calculer la valeur générale de x, il est aisé d'avoir a. On a, en efTet,
Jo /» — cosa»
Or
*' da
^ « — cosa ^n»— I
Difierentions par rapport à n,
Jr^ da -A
0 (»— cosa)» ^ '
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diffërentions par rapport à -9 puis divisons tout par n*,
* HCOSada ^ . ^ .-f 3/iirA r r-=3«ir(ii* — 1) ', a= ; •
(/i — cosaj» ^ [n-^iYyfn^'-i
La courbe sur laquelle ou doit faire enrouler le fil d'un pendule pour que la tension soit constante n'est autre que la développée de la précédente. Soient x^^jr^ les coordonnées du point correspondant au point x, j^^ on a
r, = r -4- p cosa = r -h a cosa
*^ n — cosa
. r 3 cosa— /i , .7\
L (/i — cosa)»^ 'J
d'où > ni .,, sînacosarfa _ ^,, . sin'a^/a
-^ ^ ^ (« — COSa)< ^ ' (/i — cosa)*
On a d'abord un point Oi, correspondant à O, où la tangente est verticale \ puis j^ diminue jusqu'à a = - pour
augmenter quand a varie de - à fr ; quant à Xi, il croit toujours^ il y a un point de rebroussement A|, correspondant i A, avec tangente verticale^ puis la courbe forme une suite indéfinie de festons égaux. Il est clair que Tare Oi A| peut seul servir à l'enroulement du fil pendulaire.
Supposons qu'au point O la courbe doive passer au-dessous de sa tangente, c'est-à-dire que a diminue à partir de zéro^ on devra prendre
~- =zng -^ g cosa et p = r
Des calculs analogues à ceux du premier cas nous donnent
«-+- cosa= 2[r— A) sma-7-9 r = à — h[ ) •
' <(r V" "*" cosa/
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La constante n est seulement assujettie à être ^ — i. Si on la prend '^t^jr reste fini, on a la même courbe que dans le premier cas^ toutefois l'origine en est le point le plus haut, au lieu d'être le point le plus bas. Lorsque n est compris entre i et — i , on peut le représenter par — cos|3, et si ^ est Tangle compris entre zéro et — ir, dont le cosinus soit — 71, on voit que, pour az=^^jr et aussi x sont infinis; la direction asymptotique fait l'angle |3 avec Thorizontale, mais l'asymptote est rejetëe à l'infini; en effet son ordonnée à lorigine est
-f-rfa
_(n-n)»A ffi cos|(p — «)</«
Jrp cos|
2« Jo sin'i(p-«)«n*HP-H«)
Comme la quantité sous le signe y*, multipliée par (f3 — a)*, reste finie pour 0^ = |3, l'intégrale est infinie. Pour 71 = o, on a
pour R = I , on trouve l'axe des x.
143. Trouver une courbe plane telle qu'un point obligé de la suivre t et partant d'un point donné O {fig» 2ia) de
cette courbe, sous l'action d'un point A qui l'attire pro^ portUmnellement à la distance, arrive en un point quel" conque M de la courbe dans le même temps que s'il s'était mû sur la droite AM. (Ossiàk Bohxst.)
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Soient M, M' deux points de la courbe infiniment Toisins; le mobile doit parcourir les arcs OM , OM' dans le même temps que les cordes OM, OM^ Soit P le point où arrive le mobile qui suit la corde OM' à l'instant où celui qui suit la courbe passe en M, tous deux étant partis ensemble de O ^ nos deux mobiles doivent parcourir dans le même temps, l'un la droite PM', l'autre Tare MM'. Comme le théorème des forces vives a lieu, les vitesses en P et en M diffîrent infiniment peu; il faut donc PM'=: arcMM'*, le triangle PM'M est isoscèle et M'= w — aM'PM.
D'autre part, il est aisé de démontrer que, si Ton considère des mobiles, partant ensemble du point O, attirés vers le point A et suivant des droites issues de O, le lieu de leurs positions simultanées ou courbe synchrone est un cercle doul le diamètre OC est dirigé suivant OA \ les points O, P, M, C
sont donc sur un cercle, M'PM = OCM = 6 en prenant OA pour axe polaire ; il en résulte
M'=:2Ô, -— -=:tangaO, r* = c*sin20. a/
La courbe demandée est une lemniscate de BemouUi, angente à OA, et dont le paramètre est quelconque.
144. Des tàutochrones. — Tromper sur une surface donnée une courbe sur laquelle un point, sollicité par des forces connues, doit se moui^oir pour qu'il arrive en un point A de cette courbe dans un temps constant, quel que soiCle point d'où il part sans vitesse initiale.
Le mouvement d'un point sur une courbe est déterminé par la composante tangentielle de la force motrice, comme le mouvement sur une droite l'est par la force agissant suivant cette droite. La recherche des tautochrones se ramène à celle de la force qui doit agir sur un point assujetti à rester
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sur une droite pour qu'il arrive i un point donné A de la droite dans un temps constant. On a trouvé que, s'il n'y a pas de résistance de milieu, la force doit être une attraction proportionnelle à la distance MA^ donc, sur une tautochrone, la force tangentielle en un point quelconque M est proportionnelle à l'arc AM. On a une équation difierentielle qui, avec la connaissance de la surface sur laquelle doit se trouver la tautochrone, suffit à la déterminer. Le point A est une position d'équilibre; autrement il ne fan* drait qu'un temps très -court pour y arriver en partant d'une position inGniment voisine.
Cherchons dans un plan la tautochrone pour un mobile attiré vers un point O du plan par une force inversement proportionnelle au carré de la distance. Je prends O pour pôlci OA pour axe polaire \ le cosinus de l'angle que la force
dirigée suivant le rayon vecteur fait avec la tangente à la
dr courbe est — -j- ; on a donc, pour l'équation de la tautochrone,
.=,,(i-i)=îri
r^ as ^\a ri ra
ds=kl-^ — J</H-H/VÔ%
y na r — a %r*
aa — a/ir'{r— a) ,, 2/ir*(r— a)
r doit rester compris entre a et une valeur r^'^a-^ pour r=:a^ la tangente est perpendiculaire au rayon vecteur; pour r = r\ elle se confond avec lui et il y a rebroussement, en sorte que la courbe ressemble à une hypocycloïde.
Le temps que le mobile met pour arriver en A est - V^.
Nous avons trouvé que, lorsqu'un mobile se meut en ligne droite dans un milieu dont la résistance est A:v% pour qu'il arrive au point A de cette droite dans un temps cori--
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stant, il doit être attiré vers le point A par une foroe qui, a la distance 5, est
le temps de la chute étant -X. Donc, pour qu'un point
assujetti à se mouvoir sur une courbe dans un milieu résistant arrive en un point A de cette courbe dans un temps constant, il faut que la composante tangentieile de la force extérieure ait une valeur telle que F. Supposons le mobile sollicité simplement par la pesanteur et la courbe dans un plan vertical ; prenons pour axe des x la tangente au point le plus bas, pour axe des j* la verticale ascendante; nous aurons en chaque point de la tautochrone
Comme j- doit être compris entre — iet+i,5ade6 limites-, il faut
ce qui donne, du côté des x positifs, un point d'arrêt à tangente verticale. Si l'on donne i s des valeurs négatives, on pourra aller jusqu'à — oo quand \^gk^i\ il y aura une branche infinie au-dessus de OX avec des abscisses négatives. Si, au contraire, X'g^Ar <] i , 5 ne pourra aller à — oo , et Ton aura un second point d'arrêt. Quant au mouvement sur ces courbes, il est donné par l'équation du travail
a étant la valeur initiale de s. Une nouvelle int%ration
SrE LA MÊCAJffIQVE KÂTIOSVEIXE. a65
donne
I — ^-*'= (l — ^*) COS-»
Le mobile descend pendant un temps ëgal à - X et remonte
pendant un temps égal, et l'arc négatif s^ qu'il décrit est donné par l'équation où l'on fait t r= ttX. Pour le mouvement ultérieur, il faut changer le signe de hv'^ dans l'équation du travail, et la courbe n'est pas tautocbrone du c6lé des arcs négatifs.
145. Cas PARTicuLisa de la brachistochkone. — La brachistochrone est la courbe que doit suivre un point sollicité par des forces connues pour arriver d'un point à m autre dans un temps minimum.
On peut éviter l'emploi du calcul des variations quand la courbe cherchée doit être dans un plan avec la force extérieure et qu'il existe une fonction des forces, c'est-à-dire une fonction f (x,^), telle que les composantes de la force soient
Le théorème des forces vives donne, dans ce cas,
en supposant la constante des forces vives contenue dans cette fonction f ^ de plus, la force qui sollicite un corps placé aux différents points d'une courbe f = const. est normale à cette courbe, dite courbe de niveau.
Nous résoudrons d'abord un problème d'Analyse. Étant donnés deux points A et B qui se trouvent dans deux régions du plan séparées par la courbe C, quel chemin doit suivre un mobile pour aller de A en B dans un temps miuimum, sachant que, dans la région où se trouve lA, le
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mobile aura la vitesse (^, dans l'autre région la vitesse v'? Soient x,, j^i, x„ j^, les coordonnées de A et B, x^jr celles du point M où la ligne parcourue rencontre C; il suffit d'égaler à zéro la différentielle du temps nécessaire à parcourir le chemin AMB, ce qui donne
Cela exprime que les cosinus des angles que la tangente à C au point M fait avec AM et avec MB sont proportionnels aux vitesses dans les deux régions ; or ces cosinus sont les sinus de ce qu'on appelle les angles d'incidence et de transmission.
Cela posé, imaginons une série de courbes de niveau très-r approchées, et cherchons à déterminer une ligne polygonale joignant deux points donnés P et Q, ayant un sommet sur chaque courbe de niveau qu'elle traverse, et telle que ce soit la ligne brisée qu'il faut suivre pour aller de P en Q dans un temps minimum^ on admet que chaque côté soit parcouru avec la vitesse qu'un mobile, partant de P sans vitesse initiale et soumis aux forces données, aurait sur la surface de niveau où se termine le côté considéré. Soient M un sommet du polygone situé sur une courbe G, A et B deux points infiniment voisins de part et d'autre de M, i et î -f- di les angles de AM et MB avec la normale en M, |/ et j' 4- dif les vitesses avec lesquelles AM et MB sont parcourus. On doit avoir
sin / • sîn ( / •+- di ) cos i di v V -^ dv dv
Si maintenant nous supposons que les courbes de niveau soient inâniment rapprochées, le polygone deviendra une courbe*, la loi suivant laquelle le mobile la parcourra ne sera autre que celle qui résulte de l'action des forces don*
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nées, et nous aurons la bracUstochrone. Or l'équation de condition donne
sin/ cos idi dv sini cos idi
p di» dt ^ vdt
mais, la force motrice F étant normale à la courbe de niveau, i est l'angle de F avec la brachistochrone; alors -7-
est — cosi : d'ailleurs \fdt est l'arc de courbe et di l'angle
de contingence^ la condition devient
Fsinf z=im — '
La force centripète est égale à la projection de la force extérieure sur la normale; mais il suffit de faire la figure pour voir que c'est sur la normale portée en sens contraire du rayon de courbure; autrement dit, la pression exercée sur la brachistochrone est double de la composante normale de la force F. Cette propriété caractéristique donne, dans tous les cas, la courbe cherchée.
Dans le cas où les courbes de niveau seraient des droites parallèles, comme i + di serait l'angle d'incidence pour la courbe qui suit celle que nous avons considérée, on peut
dire que est constant, ce qui donne une équation différentielle du premier ordre, tandis que la propriété précédente donnait une équation du second ordre. Pour un point pesant, on a, en prenant au point de départ ^ = o,
y/ngX ds c 2C-
ce qui caractérise une cycloïde où la tangente au point de départ est verticale.
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Soit à déterminer la bradustochrone pour un point at* tiré vers un centre fixe O par une force inversement proportionnelle au carré de la distance. Désignons par a la
distance initiale et par •— l'attraction à la distance r\ le
carr^ de la vitesse sera généralement a fil 1 ; nous
aurons donc
■^smi=r aa ) -.
Si la distance du pôle à la tangente est p, on aura
. . p rdr p (i i\ 4P
8in£=:^, p=:— j d'où — il = 2 ( ) -^
r ^ dp ^ r* , \r aj rdr
donC) c étant une constante,
dp adr ,/l i\ o — r — 2— = -7 : =idr[—\ ), />»=c*
p r[a — r) \r a — rj *^ r
Au point de départ p = o, la courbe touche le rayon vecteur^ d'ailleurs
La courbe présente encore des festons analogues k ceux d'une hypocycloïde, mais elle est d'ordre plus transcendant. Les constantes se déterminent à l'aide des deux points extrêmes qui sont donnés.
(Pour Ut Exercices y voir le Chapitre suivant,)
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MOUVEMENT SUR UNE SURFACE FIXE
146. Un point assujetti k rester sur une surface peut être traité comme un point libre, à condition d'ajouter aux forces extérieures la réaction de la surface^ cette réaction est normale quand la surface est polie ; s'il y a frottement, elle est dans le plan qui passe par la normale et la tangente a la U^ajectoire, et fait avec la normale un angle égal à Tangle de frottement. Supposons la surface polie et les coordonnées rectangulaires^ on aura des équations de la forme
Quand N sera positif, c'est que l'action de la surface sera dirigée vers la région extérieure à la surface, celle pour laquelle/(x,^, z) > o.
Les trois équations du mouvement, jointes ày*= o, font connaître a:, j^, z, N en fonction du temps. Il sera bon de chercher si Ton peut appliquer quelques-uns des théorèmes généraux, comme celui des forces vives ou des aires ^ enfin, dans certains cas, on définira la position du mobile sur la surface par deux coordonnées curvilignes, en fonction desquelles on transformera les équations du mouvement.
La force centripète est la résultante de la réaction nor- Btale et de la projection des forces extérieures sur le plan i^rmal à la trajectoire^ autrement dit, la pression suppor-
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tée par la surface est la résultante de cette projection et de la force centrifuge : elle est égale à la projection des forces extérieures sur la normale à la surface, augmentée de
m. - cosd, 0 étant Tangle de la normale avec le plan oscu-
lateur. Cette dernière projection est, d'après le théorème de Meunier, égale au quotient de la force vive par le rayon de courbure de la section normale à la surface qui passe par la vitesse. La pression N ne dépend donc pas directement de la position du plan osculateur.
147. Moui^enient d'un point pesant obligé de rester sur un cylindre droit vertical et attirée vers un centre A par une force proportionnelle à la distance. (Licence,
Je prends pour axe des z l'axe du cylindre et pour axe des X une horizontale passant par A ; on a pour Téquation de la surface
Faisons la masse du mobile M égale à Tunité, OA = a, et appelons [i* l'attraction à Tunité de distance ; les équations générales du mouvement nous donnent
Ajoutons les deux premières multipliées respectivement par arfx, arfy,
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Posons X ^ R cos9, ^ = R sin 9, et désignons par 6» et a les
dt
valeurs initiales de -r et de d^ cette intégrale peut s'écrire
(a) R— =R«»-|- 2fA*a(co80 — - cosa).
Quant à la troisième équation (i), elle s'intègre séparément :
(3) 2= (a -f-^) cosui-f.-(-T^ I sinttf— ^.
La projection de M sur Taxe des z fait des oscillations dont
2ir
la durée est — au-dessus et au-dessous du point dont
l'ordonnée est — •^« L'équation (a) prouve que le rajon vecteur de la projection de M se meut par rapport à OA, comme la tige d'un pendule de longueur ~-< par rapport à
la verticije *, le mouvement sera alternatif ou continu selon
que
R»* — 2f»'a(i 4-cos«)^o.
Dans le second cas, le temps d'une révolution est I rfô^(aji*acosO -I- R»*— 2p*acosa) *;
s'il est commensurable avec — » la trajectoire sera fermée \
mais elle ne peut être plane, car ce serait une ellipse, et 0 devenant une fonction connue de z s'exprimerait conmie loi par des fonctions élémentaires de < ^ or c'est incompatible avec la forme de l'équation (2} qui exige une intégrale elliptique.
Quand a = o, on peut appliquer le théorème des aires
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sur le plan xy] d'ailleurs Téquation (3) donne
et, en prenant pour origine du temps une époque où dz = o^ (3) devient
si fA = 0), la trajectoire est plane.
Pour calculer N, j'ajoute les deux premières équations (i) multipliées respectivement par x et 7, et, comme
je tire
mais
dx dy d^x d^y dx^ dy"^
dt ^ dt ' dO -^ dt^ dt^ dn
= — R'— 4- p'(R'— aRcosO).
Remplaçant — par sa valeur (a) :
N = pi'(R-h2acosa — 3acos0) — R«'.
Cette force diminue avec cos9-, il suffit de donner a cette variable ses valeurs extrêmes pour reconnaître si N peut s'annuler.
148. Mouvement d'un point assujetti à rester sur un cône droit et attiré vers l'axe par une force qui lui est
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perpendiculaire et proportionnelle à la distance du mo^ bile à l'axe. Cas où la ^vitesse initiale est perpendiculaire à Vaxe et le demi-single du cône égal à 3o degrés, (Licence, 1869.)
n est facile de résoudre ce problème à l'aide des équations du mouyement sur une surface \ mais on y arrive plus rapidement par une considération souvent utile dans les questions sur le cône. Définissons la position d'un point M sur le cône par sa distance r au sommet, et par l'angle co que la génératrice sur laquelle il se trouve ferait avec une génératrice fixe si l'on développait la surface sur un plan . Soient ^ l'angle des plans méridiens passant par les deux génératrices considérées, B le demi-angle au sommet du cône^ la distance de M à l'axe est r sinS, et l'on a
Le mobile n'étant sollicité que par la réaction N de la surface et l'attraction de l'axe fi' r sin 9, qui toutes deux rencontrent l'axe du cône, le théorème des aires a lieu pour la projection sur un plan perpendiculaire
r'sin'ô-T- = r'sinO --- =rC.
dt dt
L'équation des forces vives est intégrable, et donne, la masse de M étant i ,
Les deux équations entre r et co sont celles du mouvement d'un point attiré vers un centre O par une force /i*rsin*fl, r et ûD étant les coordonnées polaires \ on sait qu'un pareil point décrit une ellipse dont O est le centre. Si donc on développe le cône sur un plan, la trajectoire du mobile proposé aura précisément pour transformée cette ellipse, ce
Db S.-G. — Bee, l8
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qm en définit la nature dans l'espace \ le mouvement du point sur la trajectoire est tel que l'aire décrite par les rayons correspondants de la transformée croisse proportionnellement au temps. On détermine l'ellipse, puisqu'on en connaît un diamètre OMo, la tangente à son extrémité qui fait avec OMo l'angle de Vo avec ro', enfin i^^ est égal au produit de [i sin 6 et du diamètre conjugué de OMo 9 on aura les axes a a, ai et leur direction.
La projection de la trajectoire sur un plan normal à l'axe est, p étant le rayon vecteur,
— -— = -— cos*(4^sinC) -4- 7- sin' (4^ sin 9);
elle est transcendante quand sinO est incommensurable; pour 0= 3o°, c'est une courbe du quatrième ordre.
Soient, en un point de la trajectoire, a l'angle de la génératrice avec la tangente, R le rayon de courbure de la section menée par cette tangente et la normale au cône ; la
pression N est (1^) ^ diminuée de l'attraction estimée
suivant la normale au cône, /x'rsinOcosfi. La formule d'Eu- 1er sur la courbure des surfaces donne
I sin' a
R rtangO
N = — u*r sinO cosô = , . ,^ — u}r smO cosO.
rtangrO ^ 7*sm*9 ^
149. Etudier le mouvement d'un point pesant sur un paraboloïde de re'i^olution dont l'axe est ^vertical et la cons^exité tournée "vers le bas; discussion générale, (Licence, 1861, 1872.)
Partons cette fois des équations du mouvement sur les
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surfaces. On peut écrire réquation du paraboloïde
(l) x'4-jr» 2/?-5 = 0;
et, si la masse du mobile M est Tunitë, les équations du mouTement deviendront
, A= ^x^-hjr*-i- p\
Ajoutant les trois premières multipliées respectivement paf 2dx, 2djr^ ^dz^ et tenant compte de l'équation (i}) on a Tintégrale des forces vives
dr* dy^ dz^ , , ,
Si Ton multiplie la première équation (a) par — y^ la deuxième par x, et qu'on les ajoute, on a
d'^Y d'^x dy dx ^
C'est l'int^rale des aires appliquée au mouvement de la projection sur le plan XY, et cette équation pouvait être écrite à l'avance, puisque les deux forces qui agissent sur M, la pesanteur et la réaction de la surface, ont un moment nul par rapport à l'axe des z.
La nature de la surface et la forme des intégrales premières conduisent à prendre des coordonnées semi-polaires r, 6 et z. Appelons a la valeur initiale de r, et e l'angle de la vitesse initiale v^ avec la tangente au parallèle, les intégrales des aires et des forces vives deviennent
,^, dr^ dB^ dz^ ^ , , dB
f^> dP'^'^'dF^-^dr^'*'^^^^''^'^' ^'5j = c— ^^.cos.;
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de plus réquation de la surface donne
Éliminons r et d entre les équations (3 ), faisons u\=zigh^ et tenons compte de ce que a'= ^pz^^ nous trouverons
(4) ^! = — ^^— [— a' -4- [z.^h]z - hz. cos'il.
^^' dO 7.Z -r-p V ■ / • J
z doit rester compris entre deux limites égales à
?^±J^±^^(z.^hY-^Az.hsmU,
Pour que ces limites se confondent, il faut la double condition Zo= A, e = o^ dans ce cas, le mobile parcourra uniformément un parallèle de la surface avec la vitesse
yj2,gz^\ comme la longueur du parallèle est TLit^^pz^, le
temps de la révolution sera 2ir i/-: il est le même pour tous les parallèles (^).
(') Sor une surface de révolution quelconque à axe Yertical, on peot donner à un mobile pesant une vitesse horizontale k,, telle qu'il reste sur le parallèle où il est d'abord; il faut et il suffit que la résultante de la force centrifuge et de la pesanteur soit normale à la surface. Soient r le rayon du parallèle, y l'angle de la normale avec la verticale; la condition est
g cosy = — " sin y ; r
le temps de la révolution sera
T= — = !iwY/-tanBy.
Pour que ce temps soit le même pour tous les parallèles, il faut que r tangy soit constant; or, en appelant dr et dz les variations correspondant à un petit arc de méridienne,
tangyss-^) Tàr-=.cdz\ dz
la méridienne est nécessairement parabolique.
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Dans le cas général, le mobile monte jusqu'à une certaine hauteur p, puis redescend jusqu'à une hauteur plus faible a pour remonter à la hauteur (3 pendant un temps égal à celui de la descente^ il exécute des oscillations périodiques entre deux parallèles de la surface. Avant d'ache- ?er l'étude de ces oscillations, je calculerai la réaction N de la surface. Ajoutons les trois premières équations (2) multipliées respectivement par x, /, — /^^ on en déduit
mais, en difTérentiant deux fois l'équation (i), on trouve
d^x d\r d^z __ dx^ dy^ _ dz^
^'dF '^^Idi^^^'dÔ '~""dr'"dF'^d?'^*^'
Le second membre est donné par nos formules précédentes; substituant dans N et réduisant, on trouve
Comme elle est toujours négative, il en résulte que le mobile appuie toujours sur le côté concave de la surface.
Revenons à l'étude du mouvement. Nous ne restreignons pas la généralité du problème en prenant pour origine du temps l'époque où z a sa valeur minimum a, le maximum
étant p = A = -^ ; l'équation (4) donne
(5) dr=±±J-^
On prend le signe + jusqu'à ce que z atteigne |3, puis le signe — quand z décroit, et ainsi de suite; le temps d'une demi-oscillation est
Posons z == a coâ'u + /3sin*u, nous aurons des intégrales de forme connue
^ ces' a.
Pour aroir la projection de la trajectoire sur XOY, je
remplace dans l'équation (S) z par — 1 dz par — el dt
r*d9 r*dB r^dB ., .
par — r- = = — ■: il vient
(6) cf9=±2^ v^pT^ht;^ ^.
'^ y(/-'— 2/>a)(2/>p — r») Nous avons, u étant la même variable que tout à Theure, r' = 2/7 { a cos'tt -h p siii'u },
\l p -f- 2acos*tf -f- 2psin'u^ acos'2f 4- psiii'u
r oscille entre yj^pa et sl^p^\ Tangle de deux rayons maximum et minimum qui se suivent est supérieur à -)
car c'est
V/^ -h 2 a ces* 1/ -h 2 pâli* « .
acos'tt -f* psin'ic
SUH LA MÉCAlflQUE RATIOUJIELLE. ^79
Nous retrouvons le même théorème que M. Puiseux a démontré, au tome VU du Journal de Liouyille, sur le pendule sphérique ; la différence d'azimut de deux plans
de hauteur maximum et minimum est ^-; mais la dé-
monstration est compliquée dans le cas du pendule sphérique (*).
Lorsque ^ est très-voisin de a, on voit que l'angle des
deux rayons vecteurs a pour limite - \/ •
Les petites oscillations s'étudient très-facilement sur le paraboloïde. Je fais !kpa = a*^ 2p^ = b* dans l'équation (6); puis, dans l'équation (5], je remplace z par la variable r, et j'introduis les mêmes paramètres a et &-, on
(*^ Voici, sauf quelques modifications, la démonstration que M. Puiseux
donne de cet important théorème. Faisons le rayon de la sphère égal à i ,
appelons $ l'angle du pendule avec la verticale, f l'azimut du pendule, et
ils do
«apposons qu'à l'instant initial on ait 9 = a, 57 = o, 2t^^^ J ' ^^^
équations des aires et des forces vives donnent sin*6^ = «iîn*fc, ^■+-«i*>*^^ = w*sin'«-+- a^Ccos6 — cosa);
d'où
, zhùiBm*aLd$ aa = ■ - ■ — — zrzizr - •
sin9^^cos5 — co8«)[a^sin'0 — <u*8in*«(co8d +cos0e)]
1^ quantité entre crochets s'annule pour une valeur de 0, fi, que je suppose <a; on a
ignn*fi = «• sin* u (cos/8 -h cosa), — -^ == ^f~^ ;
'^ cos^-t-cosa sln'/3 '
^ _, ^_^ — sin a sinfidB
nn$^{eoB6 — co8a)(cos^— co8 0)/iH-cosaco8/3-4-cos9(co8a-hco8/9) *
Comme eos0 est <cos)8, fi étant le minimum de 0, si l'on remplace dan® le second radical cos6 par cos/3, on diminuera df, et l'on aura une limt
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trouve sans peine
ahdr
i-pî
abdr ah rdr
d'où
(7) 20 = arccos 1 arccos -, —
*" II 2/?» *» — a'
«» "" 6^ L'équation (5) donne
rdr irpM-r'
Si l'on se borne à la partie principale en négligeant r* à
de l'angle des plans qui donnent 5 = a ou 5 =: ^, savoir :
« sinasin/9 /*■ <^9 _
^* ^1 -i- a cos a cos^ -+- C08*/3 J^ sin B ^( ces Ô — co» a) (cos j8 — cos^) En posant cos 6 = cos a cos' « + cos ^ sin' «, l'intégrale définie devient
/* a</ii w / I I \
I — (cosacos*«-*-cosi8 8În*«)* "~ 4 I « /8 . « • /^ 1
^ '^ V cos - cos - sin - sin - /
a— ^ wcos i-
sin a sin /3 '
d'où
ff cosj(oe — /8) . A I -H cos g cos /8 H- sin /8 sin «^
'* ^i -h a cosec cos^ + cos*^ ''Va 1 -•- 2 cosacos^ -i-oos»;8 *
mais iH-acos«cos)8-H:os'^ est visiblement <a(i+coso(co8/8H-sin«siD^}t donc f 1 > —
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€Ôt^ de p', on a
arccos
Ainsi qu'il conyient dans une méthode d'approximation, on remplacera le deuxième terme du second membre de Téquation* (7) par sa partie principale, et l'on aura
abt s r» û» h^
28 ; i/- = arccos ;
2/7' y /> II
d'où
Dans une première approximation, la projection du mobile décrit une petite ellipse dont le centre est à l'origine ^ une nouvelle approximation exprime que cette ellipse n'est
pas fixe, mais qu'elle tourne autour de son centre, dans le
même sens que M, avec la vitesse angulaire j— , i/-- Il
serait facile, en développant quelques termes de dt^ d'avoii* le temps que le mobile met pour passer d'une position à one autre ; mais la forme d'intégrale elliptique que nous ayons trouvée serait plus convenable pour cet objet.
Le cas où la vitesse initiale serait dirigée suivant la tangente au méridien et où le mobile ne sortirait pas de ce méridien se rapporte au mouvement sur une courbe ; il se déduirait des calculs précédents en y faisant c' et a égaux à zéro. Au lieu de m'y arrêter, je préfère donner l'équation de la tautochrone sur le paraboloïde ) on a, comme U a été dit pour toute tautochrone,
dz s . \ j àzsfc
ds e ^^f^z-^z.)
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Remplaçons ds par sa valeur, éliminons m et faison& 2/7Zo = a*, nous aurons
La courbe forme une suite de festons dont les parties les plus basses correspondent kr^=^a^ les rebrousse ments à la valeur qui annule le numérateur de dr. Pour a = o, en faisant cp — P* = A*, on a
dr
dB = — v^A» — r\ pB = AL -r= + ^A» — r\
en supposant 6 = 0 pour r = h\ en ce point la courbe touche la méridienne, et elle revient au pôle en tournant indéfiniment autour de lui.
150. Déterminer toutes les surfaces telles qu'un corps pesant, abandonné sans vitesse initiale en un quelconque de leurs points et obligé de rester sur la surface, glisse toujours le long d'une ligne de plus grande pente.
Posons, selon l'usage, pour un déplacement sur la surface^
dz:=pdx -^ q djTy dp =r rdx 4- sdjr^ dq = sdx H- tdjr.
Les équations du mouvement sont, en désignant le temps par 9, puisque t vient d'être pris dans un autre sens.
dB^ " ^
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Des deax premières on tire
mais, la trajectoire devant être une ligne de plus grande pente sur laquelle
(2) qdx^pdjr=zOy
on a, en divisant par dQ et difierentiant,
dx dy d^.T d^y dp dy dq dx
L'équation (i) devient
dpdy — dqdx'==.Oy (r — t\dxdy -h s\^dy'^ — cb:') = o;
et, si Ton tient compte de l'équation (2},
(3) [r-- t)pq-\- s[q» -^ p^]^0.
Cette équation, ayant lieu pour tous les points de la surface cherchée, est son équation aux dérivées partielles. On aura one intégrale dji premier ordre en l'écrivant
rp -i- sq ps 4- qt
J. ^ =:: £. i. ou
dx
dy
"^ dz
dy
dz dx
oc c'est un théorème général que, si deux fonctions des mêmes variables ont leurs dérivées partielles proportionnelles, l'une de ces quantités est fonction de l'autre^ donc
Tout le long d'une section horizontale quelconque, la normale à la surface fait un angle constant avec la verticale; il s'ensuit, d'après un théorème de Joachimstahl, que ces
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sections sont des lignes de courbure; mais nous le déduirons de l'équation qui détermine ces lignes ou plutôt leur projection sur le plan des ocy :
— [(l 4-/?')f — />îr]^'=0.
Si Ton y remplace s par sa valeur tirée de l'équation (3) et si Ton divise par (i + y*)r — (i-l-p*)f, on a
d'où
±^^P ou ^=:?.
dx q dx p
Le premier système, ou pdx"{-qdy = o, comprend les lignes de niveau 5 l'autre système est formé, comme l'indique l'équation (2), des lignes de plus grande pente. Je dis que chacune de ces lignes est contenue dans un plan vertical, ainsi que les normales, à la surface aux divers points de la ligne considérée. En effet, au point M d'une ligne de pente, la tangente MT à cette ligne et la normale à la surface sont dans un même plan vertical, comme étant toutes deux perpendiculaires sur la tangente à la ligne de niveau en M; au point infiniment voisin, la tangente M'T' et la normale M^N' sont aussi dans un plan vertical; mais, si celui-ci était distinct du premier, il ferait avec lui un angle infiniment petit du premier ordre, et leur intersection serait verticale; or les lignes MT, MN du premier plan coupent les lignes M'T', M'N' du second, sauf des quantités du troisième ordre , et les deux points de rencontre ne sont pas sur une verticale; donc c'est un seul et même plan qui contient les tangentes à la ligne de pente et les normales à la surface. J'ajoute que ces lignes de pente sont superposables, puisque l'angle de leur tangente avec Thorizon, égal à l'angle de la normale à la surface avec la ver-
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ticale, est donné par une fonction commune de Z] on peut donc écrire dx = ^'(^) dzy x = vj^ (z) -f- c, j: et « étant des coordonnées dans le plan de Tune d'elles; Téquation est la même pour toutes \ les éléments correspondants sont à la même hauteur. La surface peut être engendrée par une courbe plane quelconque dont le plan se déplace en restant vertical; en considérant le cylindre enveloppe du plan, on peut obtenir le déplacement de la courbe en enroulant son plan sur 'le cylindre. Les surfaces de révolution, les surfaces canaux à directrice horizontale, les cylindres horizontaux sont des cas particuliers de nos surfaces. Quant à la loi du mouvement, elle est la même que pour un point pesant sur une courbe donnée dans un plan vertical.
151. Lignes géodésiques sur les surfaces de re'^olution et sur l'ellipsoïde.
Lorsqu'un point assujetti à rester sur une surface fixe n'est soumis qu'à des forces dirigées suivant la tangente à sa trajectoire, comme des frottements ou des résistances de milieux, l'accélération centripète n'est produite que par la réaction de la surface, en sorte que le plan osculateur est constamment normal à la surface. Cette propriété caractérise les lignes géodésiques, lignes de longueur minimum, du moins entre certaines limites ; mais le point de vue auquel nous nous plaçons donne un moyen de trouver ces lignes comme trajectoires d'un point libre de toute action extérieure. Les équations générales du mouvement deviennent, dans ce cas particulier.
d^:r N df dt^ ~ Adx^
d^y ^-N df
dO ~" A dy^
d^z _^df dt^ *" ù £fe'
on en tire
v^ — const..
et, si l'on peut former une autre équation indépendante
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de N, on n'aura qu'à éliminer t pour avoir une équation différentielle de la trajectoire.
Soit le point placé sur une surface de révolution
et faisons - = 3^ ^ les équations deviennent
On en tire les équations des forces vives et des aires en coordonnées semi-polaires
dr^^r^de^-^dz^_, .>^=c«=«A.
*^"^ dt^ dt
Éliminant ^t.
Telle est l'équation des lignes géodésiques. Si Ton appelle p l'angle que leur tangente fait avec la tangente au méridien du point de contact, on a
Cette tangente est infinie pour r = n, et ne peut devenir nulle que pour r = oo . Sur un ellipsoïde aplati, d'axes aa et si, l'équation des lignes géodésiques devient
On peut supposer que r parte de la valeur n^ la courbe est tangente au parallèle, elle traverse l'équateur pour r z=za\ l'angle avec le méridien est alors minimum, puis r redescend jusqu'à la valeur n pour croître ensuite^ quant à 9, il
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augmente sans cesse ^ la courbe oscille entre denic parallèles équidistants de Tëquateur.
Sur le paraboloïde, r augmente constamment de n à oo .
Soit donné Tellipsoïde à trois axes inégaux
Nous supposons a ^ & ]> c^ les équations du mouvement
sont
'dF'^ ^' 'dF'^ ï^' dF^ c»'
Ajoutons ces équations multipliées respectivement par
\ dx \ dy \ dz ^ â' di^ T^ di^ ? di'^
I ilx d*x J dr d^r \ dz d*z
, a^ di dt^ b^ dt dt^ e" dt dO
\ \a* dt b* dt'^ & dt)'
Multiplions, au contraire, par ~» t;> -j» et ajoutons
X d'^x Y d^Y z d^z /.r* y' z*\ ^ a» dt^ "^ ô« J/» c» dt^ ~ \a^ ô* cV '
mais, en différentiant deux fois l'équation (i), on a
X d*x / I ^£r* i <fy' \
l^^'dF'^ '^\7^dF'^'PdF'^"'j'
réquation précédente devient
\a' dt^ b* dt* ) \a^ )
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Éliminons X entre cette équation et l'équation (a),
I dx d^x ^ I dy d'*y a» dt dO "^ 6» dt dO '^"
X dx y dy
• 7^ dt'^ b^ dt'^"'
I dx* ^ I dy^ a} dO ^ h" dt^ "^""
Les deux fractions sont des diâférentielles exactes, et Ton a l'intégrale
l}_dj^^}^dy^.l_d^\(^^fz^_^, \a} dt^ ^ b* dt' c" dt^J \x^ b^ c* ) ~ '
On a aussi l'intégrale des forces vives
dx^ dy* dz*
dt* ^ dO ^ dt* '
de sorte qu'il suffit d'éliminer dt entre ces dernières équations pour avoir l'équation différentielle des lignes géodésiques
,^, [dx* dy* • dz*\ /x* y* z*\ Â* , ,
Cette équation ne renfermerait que j: et j^ si l'on tirait z et dz de l'équation de l'ellipsoïde ; mais on ne peut séparer les variables. Pour être ramené aux quadratures, il faut recourir aux coordonnées elliptiques. Considérons les deux surfaces homofocales à l'ellipsoïde (i)
(5) -if_+ j:!_ + _jL=,.
a* — p 0* — p. c* — fjL
Si l'on donne à X toutes les valeurs depuis c* jusqu'à £', on a des kyperboloïdes à une nappe homofocaux à l'ellipsoïde, et qui le coupent, on le sait, suivant des lignes de
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courbure; pour X = c', Thyperboloïde se réduit au plan dès ay^ et à celui des zx pour X r= &* ^ les intersections avec Tellipsoïde se projettent sur le plan des ay suivant des ellipses concentriques, dont la dernière, pour X == &', se réduit à la droite qui joint les projections des ombilics. Donnons, au contraire, à |u toutes les valeurs depuis b* jusqu'à a*, l'équation (5) représentera des byperboloïdes à deux nappes dont l'intersection avec l'ellipsoïde se prpjette suivant des hyperboles ayant leur axe transverse suivant OX; pour fx = a', cette hyperbole se réduit à une droite double dirigée suivant OY. Dans l'espace, ces intersections forment le second système de lignes de courbure de l'ellipsoïde. On obtient ainsi sur la surface deux séries de lignes orthogonales qui forment un système de coordonnées définies par les valeurs de X et de ju(. Il est d'ailleurs aisé de repasser de ces coordonnées aux coordonnées ordinaires : il suffit de résoudre les équations (i), (4) et (5) (Binet a donné un procédé élégant qu'on trouve exposé dans Yjàlgèbre de M. Bertrand) 5 on trouve
n suffit de substituer ces quantités et les différentielles ix, dj-^ dz dans l'équation (3) pour obtenir l'équation différentielle de la trajectoire en coordonnées elliptiques. Un calcul direct, que des considérations de symétrie peuyent abréger, donne
a* b* c* à'b^c'' De S.-G. — iKec. 19
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Ou a encore
<lx =
d'où ^ *-(a'-X)(6»-X)(c»-X)"^(a«-p)(6'-^)(c»-^)
(X~fx)^X> _^ (p-^)^f*'
Il suffît de substituer ces valeurs dans Tëquation (3) pour avoir sa transformée en coordonnées elliptiques. On pourra diviser par {x — X qui n'est pas nul en général, autrement X et fA seraient égaux à b* qui les sépare, et la trajectoire serait l'ellipse qui a pour axes le plus grand et le plus petit de l'ellipsoïde. L'équation des lignes géodésiques sera, en posant 71* A* = a* i'c*/:*,
a— a')(X— 6»)(X— c')(X— /?') (^— a>j(pi— 6»](^— c»](^— /!']
Comme X est compris entre i* et c*, (x entre a* et i', la constante /i* doit donner des signes contraires à X — n* et fx — 71* 5 on a nécessairement fx > ti* ]> X ; ti* se déduit d'ailleurs de l'équation (3), connaissant la position et la vitesse initiales. Si ti* <^ i', X devra varier entre n} et c*, fx entre û* et i* -, la ligne géodésique sera comprise entre les deux lignes de courbure données par l'hyperboloïde à une nappe répondant à X = n*. Si, au contraire, 7i*>i*, X variera entre i* et c*, {i entre a* et 7i'^ la ligne restera entre les deux branches de la ligne de courbure située sur l'hyperboloïde à deux nappes pour lequel jx = ti*. Si ti* = c*, X sera toujours égal à c«, et la ligné géodésique sera l'ellipse prin-
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cipale située dans le plan des xy-^ si n* = a*, ce sera l'ellipse du plan des yz. Le cas de n*= b* est remarquable^ les iAtégrales ultra-elliptiques se réduisent à des intégrales elliptiques^ mais surtout, comme X finira par s'approcher de b*y l'intégrale du terme en d'k croîtra indéfiniment^ il devra en être de même de celle en c/fx, et par conséquent ft tendra aussi vers &*, et la ligne géodésique passera par un ombilic, puis elle ira à l'ombilic diamétralement opposé, et ainsi de suite. Le mouvement sera, dans tous les cas, uniforme, et, en tenant compte de (6), on trouve
le temps s'exprime par deux intégrales ultra-elliptiques.
Mouvement d'un point assujetti à rester sur une parabole j^= a/7x et sollicité par une force dont les composantes sont
la vitesse au sommet est/?c. (FuHRMAirir.)
Dans la gorge d*une poulie dont le plan est vertical, on a enroulé un fil dont une extrémité pend librement et se termine par une molécule pesante ; on imprime à ce poids une vitesse horizontale dans le plan de la poulie, et Ton demande son mouvement : cas des petites oscillations. (YikilIe.]
Déterminer dans im plan vertical une courbe sur laquelle doit ghsser un point pesant pour qu'il descende de hauteurs égales dans des temps égaux; la tangente au point de départ est verticale. Si le mobile tombe d'une hauteur p dans T unité de temps, la courbe a pour équation gP'^c^^z Sg'j*. (P. Juilirn.)
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Un point matériel est attiré vers un centre O avec une focce proportionnelle à la distance, et sa vitesse initiale est dirigée vos le point O ; sur quelle courbe doit-on l'obliger à se mouvoii* pour que sa distance au point O décroisse uniformément ? La courbe a une équation intégrable et est asymptote au point O.
Déterminer dans un plan les courbes tautochrones pour un mobile attiré vers un point du plan avec une intensité proportionnelle à la distance. La courbe peot être une hypocyclolde ou une droite, ou une spirale logarithmique, ou une spirale formée de deux branches symétriques, s' éloignant indéfiniment du centre d'attraction. (P. Jullibn.)
Déterminer la brachistochrone pour un point attiré vers un centre fixe en raison directe de la distance. On peut employer le procédé élémentaire que j'ai indiqué pour un cas semblable, et l'on trouve une hypocyclolde. (Euler.)
Déterminer dans un plan vertical une courbe sur laquelle doit se mouvoir un point pesant pour que la pression soit proportionnelle à la puissance /z de sa distance à une certaine horizontale. On arrive à une difierendelle binôme intégrable quand n est l'inverse d'un enti<»*. (Varignow.)
On a une ellipse dont le grand axe a a est vertical; un point pesant placé dans l'intérieur, à l'extrémité du petit axe, est lance verticalement avec une certaine vitesse p, ; déterminer f , de sorte que le mobile, après avoir quitté l'ellipse, décrive une parabole qui passe au centre. On aura le point où le mobile quitte l'ellipse en écrivant que la pression y est nulle; on trouve
**• = , j^ €' (P- JniLiKN.)
Mouvement d'un point pesant sur une cydoide située dans un plan vertical et dont le sommet est au point le plus bas ; on sq>pose que l'air exerce une résistance proportionnelle à la vitesse La cycloïde est encore ici tautochrone. Pour de petites osdlIiK tions, le temps d'une double osciUation est à peu près le même
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que dans le vide» mais les arcs d*écarl décroissent en progression géométrique.
On laisse glisser des corps pesants sur différentes droites issues d*tui même point, Tair exerçant une résistance proportionnelle au carré de la vitesse ; quel est le lieu des points sur les différentes droites où les mobiles ont une vitesse commune?
Déterminer dans un plan vertical une courbe AMB, telle qu'un mobile pesant, lancé du point A avec une vitesse convenable et soumis à une résistance proportionnelle au carré de sa vitesse, atteigne un point quelconque M avec une vitesse égale à celle qu'il aurait en tombant verticalement dans le même milieu d'une hauteur verticale égale à l'arc MB. L'équation de la courbe, en plaçant l'origine en A, est de la forme
^{ j: -4- j) = I — ir^\ ( W. Waiton.)
Trouver les lignes géodésîques sur un béliçolde droit à plan dvrecteur, ou surface de la vis à filet carré. On peut écrire l'équation de l'héliçolde
« = ûarctang-j ou z=aB,
en prenant des coordonnées semi-polaires. On trouve aisément
d^x d^y d^r dB^ dr^ , , ,,£/«» ^,
dû ^-^ dO dt^ dt^ dt^ ^ Ut^
d'où
dt^ a»+r»\ dO)
On peut intégrer :
il «ufiRt d'éliminer dt pour avoir l'équation différentielle des projections sur xy*
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Mouvement d\in point pesant assujetti à rester dans un tore dont l'axe est vertical, la vitesse initiale étant tangente au parallèle inférieur; cas où cette vitesse est petite. On trouve que le point n'artîve jamab à la partie où les courbures sont de sens contraire.
Un point lié à un point ù%e par une tige sans masse est attiré vers un centre éloigné ; les petites oscillations ont une durée proportionnelle à la distance da centre attractif; loi de l'attraction.
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MOUVEMENT RELATIF
Accélération dans nn monYement composé.
1S2. Étant donnés le mouvement d'un point M par rapport à un système S et le mouvement de S par rapport à un système fixe, la Cinématique permet de trouver raccélération absolue de M. M. Bouquet a exposé pour cette recherche une méthode que je résume sommairement, parce qu'elle a l'avantage d'être fondée sur la considération la plus naturelle, celle des vitesses. Je négligerai tout de suite les infiniment petits d'ordre supérieur à ceux que je considère, et, poiu* exprimer qu'une droite AC est la résultante de ÂB et de BC, j'emploie la notation adoptée par quelques géomètres :
(AC)s(AB)-f-{BC).
Soient V, Ur^ w, les vitesses absolue, relative et d'entraînement de M, y, 7^, 7, les accélérations de même nom pour lepoque t] si v' est la vitesse à l'époque t'=t + dt^ nous écrirons avec notre notation, et en négligeant ce qui disparaît à la limite, (i^') ^ (v») H- (ydt).
Soient Â, B les points de S avec lesquels M coïncide aux époques t et t -h dt] on peut regarder le mouvement élémentaire de S comme formé d'une translation et d'une rotation autour d'un axe AI 5 soient û> la vitesse de cette rotation, a l'angle ABL Menons AE et AR égales et parallèles
2g6 KEcvBiL d'exercice*
à i', et i^rj (u) ^ (AE) -h ( AR) -, quant à u'j ce sera la résultante de la vitesse relative ul à Tépoque £', représentée par AR', et d'une vitesse d'entraînement AE', qui est la vitesse absolue à l'époque t\ non plus de A, mais de B^
donc
jV)=s(.) + (yA)^(AE') + (AR').
AE' est la résultante de la vitesse AE'^ de A à l'époque t\ et de la vitesse que donne à B la rotation autour de AI^ mais la distance de B à l'axe est AB sina = Urdt sina, cette seconde vitesse E^E' est égale à (ùi^^dtsina et perpendiculaire au plan ABI, à droite de AB, par rapport à AI ; donc
(AE') = (AE") 4- (£*'£'.) = (AE) -f- [y.dt) -4- [f^Prdtsma).
Quant à RR', ce n'est pas yrdt^ parce que, pendant le temps dt^ la rotation autour de AI a amené AR dans une position AR^', et l'observateur, entraîné avec S, juge que l'accélération de M, c'est-à-dire son accélération relative,
est -—5^-7 mais, comme la distance de R à AI est i^^sina,
l'arc RR'*^ sera précisément égal et parallèle à E'^E'; donc on aura
( AR') s (AR'') -h (R"R') = (AR) -4- [yrdt) -f- («Pr^-fsina).
Remplaçons, dans l'expression de (1^'), AR' et AE'par leurs composantes, et supprimons (1^} dans le premier membre et, dans le second, sa valeur ( AR) + ( AE) ^ tout devient divisible par dt^ et l'on a
(A) (7) = (7.) H- M 4- (2««vsina).
L'accélération totale est la résultante des accélérations d'entraînement et relatii^e, et d'une accélération complémentaire perpendiculaire au plan de l'axe instantané et de la vitesse relative, et dirigée à droite de cette vitesse.
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Ce théorème, dû i Coriolis, donne aisément les composantes de l'accélération en coordonnées polaires. Suf^sons qu'on mobile M parcoure un rajon vecteur pendant que ce rayon tourne dans un plan autour du p&Ie O^ Taccélé-
ration relative est --7--» dirigée suivant OM: Taccélération
ai'
d'entrainement a une composante — r — suivant OM, et
une autre r— ■ perpendiculaire; l'accélération complémentaire est, dans le plan du mouvement, perpendiculaire à
OM et égale à a ■— — • On connaîtra donc les deux com-
^ dt dt
posantes de y suivant OM et sa perpendiculaire,
rf»r^ ^ £!f drd9__i d ^dB
dt* ^dô^ ^ do'^^di'dt^rJt^ "^^
En faisant tourner le plan considéré autour de la droite qu'on prenait d'abord pour axe polaire, on aura le mouvement dans l'espace, et le lecteur retrouvera, par l'application du théorème de Coriolis, les composantes de l'accélération en coordonnées polaires.
L'égalité (A) peut se mettre sous la forme
(®) (7O = (7) — (7*) — (awi'rsina).
L'accélération relative est la résultante de l'accélération ^solue, de l'accélération d'entrainement prise en sens contraire, et de Taccélération centrifuge composée \ celle-ci est ^ale à acdi^^sina, perpendiculaire à l'axe instantané passant par le mobile et à la vitesse relative, mais dirigée à gauche de la vitesse relative pour un observateur placé dans le sens de Taxe de rotation ; autrement, l'observateur dirigé suivant cette accélération, le sens positif allant des pieds à la tète, verrait la vitesse relative à gauche de l'axe de rotation.
Pour calculer les composantes de raccélération centrifuge composée suivant trois axes rectangulaires faisaoïl partie de S, je rappelle le problème de Géomëtrie qui consiste à chercher les cosinus directeurs X, jx, v d'une droite perpendiculaire à deux autres dont les cosinus directeurs sont a, i, c, a\ h\ c\ et qui font entre elles l'angle a. On doit avoir
aX H- ^p -4- <?v = o, a'X -4- ô'p-+-c'v = o;
on en déduit une suite de rapports égaux
\ UL V dti ±1
hc' — ch' ca' — ac' M ^ ha* J2{bc' cb')* ^^'^
Si l'on ne prend la perpendiculaire que d'un côté du plan des deux droites, de teUe manière que l'observateur dirigé suivant cette demi-droite voie, par exemple, (a, &, c) à sa gauche, (a', b\ c') à sa droite, on peut choisir le signe convenable^ ce signe reste le même, quelle que soit la position des trois demi-droites par rapport aux axes, car les trois fractions ne sauraient changer de signe à la fois. Faisons coïncider la droite a, i, c avec OX, la droite %, fi, v^ afcc OZ5 la droite a', b\ c' sera dans le plan XOY et fera un angle aigu avec OY-, alors v = i, « = !, i'>o, &=oî
donc — 7-7 est positif, et il faut le signe -h. Pour nous
Vr dt Vf dt » MM
ffiÇfSlïïCL
\ dt ' dt)
Les composantes cherchées s'obtiennent en multipliant cej cosinus par a ox^^ sina \ ce sont
/ dy dz\ [ dz dx\ / dx dr\
H''^"^5?j' ^[^dt-'-di)' K^^~^^)'
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Question djrnamiqne.
153. Considérons un mobile de masse m et dont les coordonnées relatives soient x^ j^ z\ multiplions par m 1 égalité (B) du Chapitre précédent-, mjv est la force qui donnerait à une masse m un mouvement absolu identique au mouvement relatif de M-, m y est la force véritable qui sollicite M, et my, est la foice qui donnerait à une masse m Taccélëration que possède le point A de S qui coïncide avec M; prise en sens contraire, on peut l'appeler ybrce d'inertie d'enlratnement. Le mouvement relatif est identique au mouvement absolu que produirait la force effective à laqueQe on adjoindrait la force d'inertie d'entraînement, et la force centrifuge composée, produit de la masse par l'accélération de même nom. Ces deux dernières forces sont fictives et sont dites forces apparentes; leur introduction ramène toute question de mouvement ou d'équilibre relatif aune question de mouvement et d'équilibre absolu. Soient X, Y,Z les composantes de la force réelle, Xi, Yi, ZTi celles de la force d'ineWie d'entraînement-, les équations du mouvement relatif sont
m — - = X -+- Xi -f- 2/w
(dy dz\
îldeux antres données par permutation tournante.
On remarque que la force centrifuge composée disparait lans trois cas : quand il y a équilibre relatif, quand le mouvement d'entraînement de S est une simple translation, ^n quand la vitesse relative est parallèle à l'axe de la ro- 3tion instantanée. Quand elle existe, son travail est nul, îtelle n'intervient pas dans l'équation des forces vives.
154. Equilibre du régulateur à boules quand on né-- \lige la masse des tiges.
3oo
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L'appareil consiste essentiellement en un arbre vertical OA (fig* ^3) tournant avec une vitesse uniforme &>, et portant une tige horizontale AC, à rextrémité de laquelle est articulée la barre CS qui porte Tune des boules;
Fig. a3
cette droite doit rester dans le plan mobile OAC. En uo point H est articulée une seconde tige dont l'autre extrémité B glisse sur Taxe OA et est soumise en B à une force verticale F provenant des organes que le régulateur esl chargé de soulever. Soient AC = a, CS = /, CH = c, BH = k BIS = 9, ABH = f , m la masse d'une boule. La tige Hl exerce sur CS une force dont les composantes sont X pij rallèle à AC, Y à AB.
La seule force apparente à introduire est la force d'inertij d'entraînement, ici force centrifuge^ la résultante des fo centrifuges sur les molécules de la boule est la même que la masse était concentrée au centre : elle serait appH au centre de percussion de la sphère par rapport à 0 mais je néglige l'écart de ce point avec le centre de la bo On égalera à zéro la somme des moments par rapport i de cette force centrifuge, du poids de la sphère et de
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force appliquée en H, ce qui donne
mllgsmB — (/sinO — a)o»^cos8] -+-c(Y8inO -hXcosô) =o.
ÉcriTons que la somme des projections verticales des forces agissant sur BH est nulle, ainsi que celle de leurs moments par rapport à B :
T — F = o, Xcosf — Tsiny = o.
Éliminant X et Y, on a, pour l'équation d'équilibre,
(i) w/r^sinO-— f/sinô— û)w*cosO]-f-<?F — -^ • =o.
*■ ^ ' cosy
Pour avoir une autre équation entre 6 et f , je projette le contour ACHB sur une horizontale
(2) a — csinO + AsÎDf = o«
Kinfluence de la masse des tiges sera faible, parce que leur poids et la force centrifuge qu'on leur applique agissent en sens contraire pour faire varier 9 et se neutralisent en partie. La résolution rigoureuse du système (i) et (a) n'en reste pas moins très -compliquée^ mais on négligera d'abord a et F, et l'on aura une première valeur approchée
COS01 == ~77 9 on emploiera ensuite la méthode des approximations successives.
L'appareil est ordinairement disposé de manière que cp £frère peu de 9^ supposons-les égaux, et par suite
sin(ô4-ç) . ^
COSf
et posons !iFc=mly'^ l'équation (i) devient
(3) (g'-f-7)siûÔ— (/sinô — a)*i'co5Ô = 0.
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Faisons varier o)* de $c«>*, et calculons la variation de 9,
[[g -hy)cosB -f-(/smô — a)«»'sin9 — /«"cos^Oj^O = (/sinG — a)cosô^«'.
Substituons à g" + y sa valeur tirée de (3), et calculons d9,
(/sinô — a) sinOcos9^M'
La sensibilité de Tappareil sera excessive si le dénominateur est nul, a = /sin'6', dans ce cas, C sera le centre de courbure au point S d'une parabole qui aurait OÂ pour
axe: car le rayon de courbure est de la forme » .^ 5 et lor-
donnée du centre decourbure — ~ = — jE?tang'fl= — osin'fl, ce <jui est la relation entre AC et SC.
155. Moui^ement d'un point pesant placé dans un tube droit qui tourne uniformément autour d'un axe horizontal; pression sur le tube, (Agrégation, i8do.)
Prenons Taxe de rotation pour axe des jc, la perpendiculaire commune à cette droite et au tube pour axe des^, et une perpendiculaire aux deux autres pour axe des >. Soient a la plus courte distance OA, cp l'angle du tube avec OX, r la distance AM du mobile au point où le tube coupe OZ, m la masse de M, tù la vitesse angulaire avec laquelle le système des axes et du tube tourne autour de OX. Si l'on commence à compter le temps à partir du moment où OA est en sens contraire de la pesanteur, le poids du mobile aura pour composantes
X := o, Y = — mg sinwf, Z = — mg cosur
Les composantes de la force d'inertie d'entraînement sont X, = 0, Y, = m»^j^ = mwVsin^, Z, = i7ia&>*;
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enfin la force centrifuge composée sera parallèle a Taxe des
^ dr .
z, égale à 2mci> >7- sin(p, et, en supposant cp aigu et positif,
du même sens que OZ quand --- <^ o . On pourra décomposer
Y et Yi en deux forces, les unes suivant l'axe du tube, les autres perpendiculaires ; les deux premières sont les seules forces tangentielles et ont pour somme (Y + Yi) siny . L'équation différentielle du mouvement est donc
m -— = mw'rsin^f — mgsinwtsintf;
c'est une équation linéaire à second membre, dont l'intégrale est
»*(i-f-sm'ç)
dr
On détermine A et B par les valeurs initiales de r et de — >
A4-B = r,, (A— B)wsiny -h
gsipy _ ,
«(H-sin'ç) •
En général Â est différent de zéro, et le mouvement finit par avoir lieu toujours dans le même sens et avec une vitesse de plus en plus grande. Si A et 6 étaient nuls, ce qui exigerait
«(i-f-sm'y)
le mouvement serait simplement oscillatoire.
La pression exercée sur le tube est égale à la somme des composantes, normales au tube, de la pesanteur et des forces apparentes ; sa projection sur OZ est
dr .
mtû^a — m^cosoa^ — 21»» — siny;
dt
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sa projection sur le plan des xy et dans le sens de la normale au tube, située du côté des x positifs, est
m^sîneafcosf — mw^rsinf cosf.
Si A est différent de zéro, ces projections augmentent indéfiniment avec le temps.
n est remarquable que le mouvement relatif ne dépende point de a ; la force centrifuge augmente avec cette quantité, mais non pas sa projection sur Taxe du tube. En supposant ç) = -, on aura le cas d'un tube qui décrit un plan
vertical en tournant autour d'un point du plan \ il n'y a pas de simplification essentielle.
156. Mouvement d'an point pesant assujetti à rester sur un pleut incliné qui tourne avec une vitesse constante (ù autour d 'une verticale.
Je prends pour axe des z Taxe de rotation, pour origine le point où cette droite perce le plan, pour axes des xel des y deux horizontales, la première située dans le plan. Soient i l'inclinaison constante de la surface sur l'horizon^ N sa réaction comptée positivement au-dessus du plan, 1 1^ masse du mobile M \ il suffit d'écrire les équations générales du mouvement relatif
, . ^*.r dy
(i) — - = w'x-i-aw-— j
^ ' dt* dt
d^Y . dx d^z
(a) — =»»^ — Nsmi — aw— , _=:Ncosi — ^.
Si l'on remplace z par j^ tangt et qu'on élimiiie N entre les équations (2), on a une équation qui, avec (i), indique comment se meut la projection horizontale de M
d'^y dx
(3) —ç z=z ft)'j cog*/ — g' sin/ cosi — 2» — cos'/.
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Pour intégrer les équations simultanées (i), (3), on pose
x=ze", 7 = X^'-f-^taiigi,
r et X étant des constantes qui vérifieront les équations
On en tire
(i) \ = et r<~ (i— 3cos»0/''w'-4-»*cos»/ = o.
Cette équation admet quatie racines, deux à deux égales et
de signes contraires ^ r* sera réel quand cos'i sera' <^ -*, les
signes que prennent dans ce cas les coefficients de (4) prouvent que les deux valeurs de r ' sont ]> o, et les quatre de r réelles. Les intégrales du mouvement ont la forme
( x=Atf»'-t-Bé??'-f-A'<r-*'4-B'e-P', I 7 = -^tangi-f-A ^-i-
En général X et^ augmentent indéfiniment, a moins que A et 6 ne soient nuls \ faisons dans les équations précédentes et leurs dérivées A, B et £ nuls :
g= A -t-B , J«=- 1-A hB — -^ — »
01^ 2ab> 2p6A
ft)î __ a' «* — B' a:'=.-A'a~B'B, y\ = ^^ ^-hB'îî ^
En élimiuant A' et 6' entre ces quatre équations, on aura deux conditions auxquelles doivent satisfaire les données initiales du problème pour produire ce mouvement
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particulier ; le mobile tendra vers le point du plan
i^^ = o,x = lgVingij,
qui serait d'ailleurs une position d'équilibre relatif. Quand cos*t> -, les racines de Téquation (4) sont
imaginaires, et les intégrales du mouvement deviennent, avec des constantes réelles,
X = <?*'(Acosp/ + B sinp r) -+■ c^»'(A' cospr 4- B' sinf/),
+ (B«-Ap-«^^^)sinp.]4.....
En général Â et 6 ne sont pas nuls, et, pour des valeurs très-grandes de ^, les parties principales de x et / sont de la forme
elles définissent un mouvement en spirale : le rayon vecteur augmente à Tinfini, et Tangle polaire croît de 21:
dans le temps — • Si A et B sont nuls, le mobile tend vers
une position limite, définie comme dans le premier cas, mais il n'y arrive qu'après une infinité de circonvolutions.
Le cas de cos^i = - se déduirait des formules (5) par la
méthode que d'Alembert applique à l'intégrale d'une équation linéaire dans le cas où l'équation caractéristique a des racines égales. On peut aussi faire tendre dans les formules (6) |3 vers zéro, cos|3^ vers i, sin^t vers j3t, et poser
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Bj3 = C, B'P = C; on trouve à la limite, a étant — >
jr = (A+Cf)^«'-4-(A'-f-C'0^*S
/= -^ tang/ + Aa 4- C Aa — C -+- C ^ —
Le rayon vecteur augmente, en général, à l'infini, mais sa direction tend vers une limite déterminée.
Le cas où t = - ? c'est-à-dire où le plan contient Taxe
de rotation, doit se traiter à l'aide des équations (i) et (2) ; comme j^ et ses dérivées sont évidemment nuls, elles se réduisent au système très-simple
dr ' dt dO ^
Les intégrales sont, en tenant compte des circonstances initiales,
6)X, -4- t\ , « JT, — J\ . / I ,
ar= *- ttf-'H • ^<r-*', 2=rZa-t-z,r gt\
La trajectoire relative a une branche infinie dont la tangente tend vers l'horizontalité, mais elle n'a pas d'asymptote.
157. Un point matériel libre M est attiré vers un point 0 d'un plan horizontal par une force fonction de la distance F = f (r) •, il se meut de manière à se trouver constamment sur une spirale logarithmique S qui aurait son pôle en O et tournerait autour ai^ec une vitesse uniforme ». Déterminer la loi de la force F et la nature de la trajectoire. (Licence, 1874.)
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Il est naturel de traiter ce problème comme une question de mouvement relatif, bien qu41 soit possible et même plus court d'employer d'autres considérations. Si nous imaginons un plan horizontal qui tourne autour de O avec la vitesse (O, nous savons que la trajectoire relative est la spirale
L'axe polaire est le rayon vecteur initial OA, dont la longueur esla\ei[Â^<^-j désigne l'angle sous lequel la courbe
coupe ses rayons vecteurs. Supposons que la rotation o) ait lieu dans le sens où croît 6 et que la masse de M soit l'unité; les forces apparentes sont a)'r, dirigée suivant OM, et
ds 2 0) -7-5 perpendiculaire à la tangente, de manière à faire
ir
lération suivant OM et suivant sa perpendiculaire :
avec OM l'angle fi. Écrivons les composantes de l'accé-
/ X d^r dB* ^ , . . ds
^'^ ^-^5^="*''-?('')'^2«smp-,
-, ï d dO ds
^ ' r de de '^ dt^
mais ds cos/Jt = rf/*, et ( 2) devient
, r/e ^ /dû \
de \de )
c'est l'équation des aires par rapport à des axes fixes. Si l'on y remplace rdB par tangfze^r, on en déduit
dr dr le \
' dO ' \r2 ] dl r \ r' )
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L'équation (i) donne, en tenant compte de ce qui précède,
— w^rcot'a.
sin'ft
L'action du point O se compose d'une répulsion en raison inTerse du cube de la distance et d'une attraction proportionnelle à cette distance.
La loi du mouvement s'obtient en intégrant (3), où les variables se séparent :
c — a*« 2fr»rcotu = L •
Pour avoir la trajectoire absolue, en y représentant par 9 l'angle polaire, écrivons
d'où
4 açcotf*-— L — = L — > /-'= r — ^ .
L'équation (3) montre que, si h est la valeur initiale
de --»
dt
cz=: €Ûi tangp -h a'».
Quand c^a*ci) (f peut varier, dans la courbe (4)^ de
— oo à + 00 , r croissant alors de zéro à i / - ; A étant^ o,
le mobile s'éloigne de son point de départ A pour tourner indéfiniment dans un cercle dont il s'approcbe de plus en plus.
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Quand c est compris entre zéro et a'co, tf ne peut varier que de la valeur négative qui annule le dénominateur (4)
jusqu'à H- 00 5 r décroit de oo jusqu'à i/-î A étant <^ o,le
mobile tourne encore autour d'un cercle dont il s'approche, mais extérieurement.
Enfin, quand c <[ o, ç peut varier de — oo jusqu'à la valeur positive qui annule le dénominateur, r allant de zéro à l'infini ; mais le mobile ne décrit que la portion de courbe qui se rapproche du pôle.
Pour c = o^ la trajectoire est une droite, et pour c = a'ûi) c'est un cercle; mais, malgré la variété des cas examinés, nous n'avons pas le mouvement le plus général que puisse produire la force cp(r) dans toutes les circonstances.
158. Influence de la rotation de la Terre sur les mouvements à sa surface.
L'effort qu'on fait pour soutenir un corps pesant ne doit détruire que l'attraction du globe diminuée de la force centrifuge correspondant à la rotation diurne, l'effet delà translation du globe étant négligeable; or la résultante de ces deux influences est cette force apparente que l'on appelle la pesanteur. Pour traiter les mouvements à la surface de la Terre comme des mouvements absolus, en tenant compte de la pesanteur, on n'aura plus à s'inquiéter de la force centrifuge, mais il faudra introduire la force centrifuge composée. Si l'on prend pour axe des x la tangente au méridien dirigée vers le nord, pour axe des^ la tangente au parallèle vers l'est, pour axe des z la verticale montante, et si Ton appelle n la vitesse de rotation de la Terre, dont l'axe positif est dirigé vers le pôle sud, 1 la latitude, les composantes de cette rotation sont — n cosX, zéro et — n sinX;
or 71= ô^s7 = 0,0000729. Les équations du mouvement
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d*im point sur lequel agit une force X, Y, Z seront
m--— =X — 217111 sm A -7-?
dt^ dt
I) < m — —r = Y -f- 2iii« l sinA -r cosA -7- |>
d^z ^ ^ djr
m —-— z= — me -f- Z -h am/i cosa -7- •
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'un point libre, et que X, Z, Y soient nuls \ le point de départ sera à Torigine des coordonnées, et les composantes de la vitesse initiale seront a, by c. On peut écrire immédiatement les intégrales premières des équations (i)
dx
-7- = « — ^nr sin>,
dt -^
[2] { — = ^ -f- 2/i(j:sinX — zcos>),
dz
-7- = c — gt-h2njr cosX.
at
On aurait aisément les intégrales générales de ces équations, mais elles représentent un mouvement compliqué \ et, pour reconnaître l'influence de la rotation de la Terre, il vaut mieux faire des approximations successives. Supposons que le point parte sans vitesse initiale ^ si l'on néglige R, on tire de (a)
Tenons compte des termes en 72^ en y remplaçant x, j^, z par ces valeurs et intégrant, on aura pour seconde approximation
a: = 0, jr zn -^ ngt* C0&\^ z == gt\
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Une troisième approximation donne
^ gi* sinX cos>,
L'effet le plus sensible est une déviation vers Test et une plus petite vers le sud.
Quand a, J, c sont de grands nombres, la première approximation donne
Une deuxième approximation donne des résultats utiles en balistique
.x:=:at — nbt* sinX, z=zct gt^-^ nbO cosX,
/= ô^-h 71 ( a sinX — c cosX) ^'-|--/ig'^*cosX.
Ajoutons quelques mots sur le pendule sphérique \ l'origine étant au centre, les équations du mouvement sont
— — = — — 2/ismX-7-5
dO m R dt
I \ ! d'^r N r I , ^dx ^ dz\
(2) K -TT = « -+- 2/1 ( SmX -3 COsX -— ) y
^ ' \ dt^ m R \ dt dt]
I dH N a dy
\ dt* ^ m R dt
Multiplions par ndx^ ^dy, ndz et ajoutons^ les termes en n qui représentent le travail de la force centrifuge composée disparaissent, et l'on est conduit à Téquation des
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forces vîves
Le pendule ne peut jamais décrire un cercle horizontal, comme c'est possible en négligeant le mouvement diurne ; en efiet Téquation des forces vives prouve que la vitesse serait constante. On aurait, en supposant x = a^ y = o^ z=zZq pour t -•= o,
x=za cos6»^, jr^=^a siuM^, z = s,. Les deux premières équations (2) donnent
N=:mR{»»— 2/tusinX], et la troisième
N=: ( — g -r- 2/ïû«COS>COSwr);
ces valeurs sont incompatibles.
Considérons encore le pendule abandonné sans vitesse, et faisons d'abord avec la verticale un petit angle a. Soient ^Tangle du fil avec la verticale à l'époque f, ^ l'azimut du mAdien du pendule. L'équation des forces vives devient
.3] R — =2^(cosô — cosa).
Eliminons N entre les deux premières équations (2) ;
d^y d^x , ^ tlx ^ dy\ ^ dz
dr -^ do \ dt '^ dt] dt^
on néglige le dernier terme qui contient, outre n, le facteur très-petit — » et l'on peut intégrer, ce qui donne, en introduisant 9 et i{/,
'4; sin'0-7- = 2/isînX(sin*0 — sin'a).
dt ^ '
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J'élimine dt entre les équations (3) et (4) et je sépareles variables :
n sin^ //O ( cosô -4- cos a ) ^R ( cos 0 — cosa )
sin6^2g'sin*6 — /i^R(cos6 — cosa)(cosG4-cos«)'sin'X
0 ne peut surpasser a-, dO est d'abord <[ o, et, comme (4) prouve que d^ est aussi négatif, on prendra d'abord le signe -l-. Pour que le dénominateur de d^ soit réel, il faut que 6 reste supérieur à une valeur positive j3. En développant les sinus et cosinus et se bornant aux termes principaux, on a
tandis que 0 diminue de a à ^ pour revenir à a, ^ décroît de
C'ndBsm'k /Rfa'— ôM . , /R
f , 1/ — h ;rr-v = if — /îwsinÀi/ -•
Au bout d'un temps double, l'azimut du pendule augmentera de 2 7r7zsin^i/ — ; comme le temps d'une osciUaUOD
complète qui paraît s'effectuer dans un plan est ar i/->
il semble que le plan d'oscillation tourne du nord vers l'est avec la vitesse n sin X, ce qui a été vérifié par Foucault.
Mouvement d*une petite bille enfermée dans un tube circulaire qui tourne sur un plan horizontal autour d'un point O de sa cir* conférence ; la bille est d'abord en repos absolu, et se trouve au point diamétralement opposé à O. (Walton.)
Mouvement d*un point posé sur un plan horizontal parfaitement
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poli et attaché par un Ql inextensible à un autre point qui pai court oniformément un cercle du plan. (Eulsk.)
Mouvement des boules d'un régulateur quand on les a écartées de leur position d'équilibre ; on suppose la tige qui porte les boules articulée en un point de l'axe de rotation, et l'on n%lige sa masse ainsi que le poids à soulever par l'appareil.
Établir le théorème de Goriolis par les formules de transformation de coordonnées ; montrer par cette méthode que la suraccélération absolue est la résultante de cinq autres : i** la suraccélération relative; 2® celle d'entraînement; 3^ Sak'i-vsino», Vr perpendiculaire à Vr dans le plan de cette vitesse et de l'axe instantané; 4^ 3 7*1^ sine», 7, perpendiculaire à «i et à 71.; 5^ 3Pr7«* sint^^, 7«* perpendiculaire à Vr ^^ y»; 7« désigne l'accélération angulaire [voir n® 113].
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AU MOUVEMENT DES SYSTÈMES
La recherche du mouvement d'un système de points matériels peut toujours se ramener à la détermination du mouvement individuel de chaque partie du système : si les différents points sont libres, on connaît les forces qui sollicitent chacun d'eux, et Ton en déduit les équations différentielles de son mouvement^ s'il existe des liaisons, on introduit des réactions qui en représentent les effets , et les points peuvent être traités comme des points libres; on introduit de nouvelles inconnues, mais les conditions qu on exprime donnent un nombre correspondant d'équations, et Ton peut toujours déterminer la position des parties du système et les réactions : il n'y a jamais qu'une solution.
Dans bien des cas, il suffit d'un très-petit nombre de données pour déterminer la position d'un système, et les théorèmes généraux sur les mouvements des systèmes pourront les faire connaître : il faift, pour procéder ainsi, choisir les quantités les plus simples qui fixent la position des mobiles considérés, et les principes généraux, en nombre égal à celui des inconnues, qui peuvent s'appliquer à la question. Je rappelle ces principes.
Le centre de gravité d'un système quelconque se meut comme un point où toutes les masses seraient concentrées, et les forces extérieures appliquées, en conservant leur
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grandeur et leur direction. Les forces intérieures provenant de l'action des parties du système les unes sur les aatres n'influent pas sur le mouvement du centre de gravité général. Un principe équivalent au précédent consiste en ce que la dérivée par rapport au temps de la somme des projections des quantités de mouvement sur un axe est égale à la sonmie des projections des forces extérieures^ autrement, la somme des impulsions des forces projetées sur l'axe égale la variation de la somme des quantités de mouvement estimées suivant le même axe.
La somme des moments des forces extérieures par rapport à une droite est égale à la dérivée par rapport au temps delà somme des moments des quantités de mouvements Si la première somme est toujours nulle, la somme des masses des points multipliés par la projection sur un plan perpendiculaire a l'axe de l'aire décrite par le rayon vecteur issu d'un point de l'axe croit proportionnellement au temps. Quand cela arrive pour tous les axes passant par un point, il y a un plan invariable, plan du maximum des aires, sur lequel la somme des produits considérés est maximum.
Enfin la demi-variation de la force vive du système est égale à la somme des travaux des forces qui y sont en jeu. Ici les forces intérieures peuvent intervenir^ seulement leurs travaux se détruisent quand le système ne se déforme pas, et en général quand les déplacements se font conformément aux liaisons, que des corps polis glissent les uns sur les autres, etc.; mais les déformations intérieures peuvent donner des travaux : quand deux points se repoussent avec une intensité P, si leur distance augmente de rfr, il y a un travail P dr ; quand deux surfaces dépolies glissent l'une sur l'autre, il y a un travail élémentaire résistant égal au produit de la force de frottement par l'arc de glissement.
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serait le centre de gravité de MP rectifié, arc OA'^t^, wl la masse de MP, /' la distance rectifiée d'un de ses points à A^ Appliquons le théorème des forces vives à un déplacement infiniment petit de MP^ on a, en prenant les intégrales le long de MP,
D'après Tcquation (i),
donc
, I . erdr , , ,
se
La tension est indépendante du temps et toujours négative c'est-à-dire que la chaîne tend partout à se replier et à raccourcir.
La pression N dl exercée par un petit élément MM' sur le tube s'obtient en évaluant la force centripète pour cet élément^ soient p le rayon de courbure de la cycloïde, a sou angle avec la verticale \ la projection de la tension en M'
sur la normale en M est sensiblement égale à T — *, on aura donc
f* dl cp» — T tdl- =:^dl — gtdlcosa. + T — > N = h ficos».
N est toujours positif : c'est dire que le fil appuie toujours sur le côté concave du tube.
161 . Un fil flexible et inextensible est enroulé sur un cylindre mobile autour d'un CLXe horizontaly et porte à
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ses deux extrémités deux poids P ei Q^ déterminer le mouvement du système en supposant que P eC Q aient une vitesse initiale a, mais que les fils qui les soutiennent restent verticaux; on suppose que l'air oppose au mou^^e* ment de V et de Q une résistance proportionnelle au carré de la vitesse, (Licence , 1869.)
Soient P celle des deux masses qui descend d*abord \ X la quantité dont elle est descendue au bout du temps t ^
Pj q les masses respectives, a m la masse du cylindre^,
R son rayon, eo sa vitesse angulaire, - la somme des forces
résistantes que Tair oppose au mouvement de P et de Q. La force vive du cylindre est y»* r' rf/w, ou «' multiplié par le moment d'inertie par rapport à Taxe, c'est-à-dire
am X - R* w' = m R* «• ; mais, puisque le fil s'enroule sans
glisser sur le cylindre, Rco est égale à la vitesse commune j'de P et Q, et la force vive du cylindre est mu^. Appliquons le théorème du travail à un déplacement infiniment petit du système
Supposons p^q^ et faisons
^^S' (p — ^) = ^'» p -f- (? -4- m =r ^; on aura
icixd.v^ . ^ X' — f* 9.x ,. , , — —
Si a<^h^u croit constamment, pour devenir égal à h quand x est infini ^ si au contraire a >> Xr, la vitesse décroîtra pour devenir égale à Ar à la limite : le mouvement aura lieu indéfiniment dans le même sens, tant du moins que le permet la longueur du fil. On peut avoir x en fonction du
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temps, car la dernière équation donne évidemment
dt = dx [x-' -f- [a- — ;t») ff~^J ,
ht _ k&^ -4- V /*'<?^ I* -f- fl' — k" — =r L ^— ; ?
Revenons à réquatîon (i) dans le cas où;7<y, et faisons cgi^p — y ) = — A' ^ on aura, comme dans le premier cas,
La vitesse est d'abord égale à a, mais elle va en diminuant et s'annule quand
CfA fl' -+- /*
(fl'-+- X'^jff <^»'=X», x =
On sépare les variables comme précédemment, et ron trouve
dtz=i€F^dx [a* 4- >t' — X»c^> J , d'où
= arc sm -^=^= — arc sm
La valeur de x pour laquelle (^ s'annule rend le premier
terme du second membre égal à -9 et l'on a pour le temps que P mettra à descendre
CUL k
tzn -f- arc cos -»
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Â partir de ce moment, c'est Q qui descendra^ on ne pourra plus employer les formules précédentes, mais la quantité dont Q descend se calcule par les formules du premier cas, en changeant p en ^, et faisant a == o. Supposons en dernier lieu p = ^^ l'équation (i) devient
d,\^ 'Xdar , ~
=. ; dou f = ^e ^i*;
la vitesse diminue indéGniment, mais elle ne s'annule que pour X infini \ en remplaçant v par sa valeur, il vient
é"'^ dx == adt, f = ^ (/i^ — i/.
La tension de l'un des cordons se calcule en appliquant l'équation du travail au déplacement infiniment petit d'une des masses qui le terminent. Soit le cordon qui porte le poids P,
d,p^=i7,pgdr — 2TeLe — 2 — dr.
La valeur de T s'obtient aisément, mais n'a rien de remarquable.
162. Un fil inextensible et sans masse passe sur deux très-petites poulies A er B situées sur une horizontale ^ et porte à ses extrémités deux poids égaux P. ^iu milieu de AB on pose sur le fil un poids Q, et on l'abandonne sans vitesse initiale. Quel est le mouvement du système? Cas où Q est beaucoup plus petit que P.
Le poids Q tend à suivre la verticale de son point de départ, et, comme l'action du fil est symétrique par rapport à cette veiticale, rien n'en fera dévier le mobile. Soient donc z la quantité dont il descend et x celle dont montent en même temps les poids P, AB = 2a, ^ la masse de Q,
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p celle de P. Le théorème des forces vives donne immédiatement
Or X est égal k l'accroissement de la distance de Q a la poulie A :
(jr-4- a]dx
X = ^à* 4- z' — a, z=ir ^x'H- 2rtx, efa=
Remplaçons z dans l'équation des forces vives
j: est d'abord ^ o pour que y^xM- îi^J^ soit réel; mais, pour que le second membre de l'équation précédente reste positif, on doit avoir
Quand 2p est <^ ç^ l'inégalité est toujours satisfaite, et le mouvement se continue indéfiniment dans le même sens, et, quand x devient très-grand, on a sensiblement
dx*
c'est dire que le mouvement se rapproche du mouvement uniformément accéléré. Lorsque 2p^ q^ x a uue limite
supérieure . ^^ ^ à laquelle correspond la valeur
Pour étudier ce cas, il convient de transformer l'équation (i); or les inégalités (2) montrent que — - — est
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compris entre zéro et -r-i* Posons donc
d'où
Substituant dans l'équation (1)9 il vient, après quel<jues rédactions,
i-f- 2t(2 H- •)«'-f-i*a* «te*
(l — t' «»)»(« — tt^P ^* dÔ ""*'
On ne peut effectuer la quadrature, mais on reconnaît que u partant de zéro croîtra jusqu'à i pour décroître ensuite jusqu'à zéro, revenir à i , et ainsi de suite : la durée de ces oscillations est constante. Si Ton néglige les termes en f*, on a une valeur approchée de t en a:
_ ^ /flf I -t- 2ttt' ,
dl=K/ duy
V g ^Jir:^'
^= i/ — I f i-f- y j arccos(i — 2tt) — • ^u — a' U
La durée d'une demi-oscillation est
T = Vf(-|-)-
La tension F du cordon se trouve en appliquant le théorème des forces vives à un déplacement infiniment petit de Tua des poids P;
dx^ , , d \ dx^
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La dérivée de -r— se déduit immédiatement de la valeur
donnée par (i) : elle est d'ailleurs très-compliquée-, je dirai seulement qu'elle est nulle pour a: = o et égale à
quand x atteint son maximum.
163. Une planche très- mince, de forme quelconque, est posée sur un cylindre droit horizontal sur lequel elle ne peut que rouler sans glisser; déterminer la loi de ses oscillations quand on l'écarté de sa position d'équilibre.
On reconnaît d'abord que, dans la position d'équilibre, le centre de gravité G doit se trouver sur la génératrice de contact. En effet, le moment de la réaction du cylindre par rapport à cette droite est nul ; il en doit être de même du moment du poids ^ cela exige, ou que G soit sur la génératrice, ou que la planche soit verticale. Or cette dernière position ne peut être une position d'équilibre ^ car il faudrait que le coefficient de frottement sur le cylindre fut infini. Soit A le point du cylindre qui coïncide avec Gdaus la position d'équilibre. La planche roulant sur le cylindre sans glisser ni pivoter, le point G ne sort pas de la section droite menée par A et décrit une développante de celle section. Prenons pour axes l'horizontale et la verticale menées par le centre de cette section, et désignons par a l'angle du rayon OA avec la verticale, et par 6 l'angle du même rayon avec celui qui va au point de contact variable I; l'angle de ce rayon 01 avec la verticale ascendante est a -H ô.
Pour évaluer la force vive, cherchons celle qui correspondrait à une masse égale à la masse m de la planche ac-
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cumulée en G. Le mouvement de cette planche est une rotation instantanée avec la vitesse -r autour de la gênératrice I, et, comme lA = R0, la première partie de la force vive est mR*6' — • Il faut y joindre la force vive correspondant au mouvement relatif au centre de gravité, qui est encore un mouvement de rotation \ si k est le rayon de gyration de la planche par rapport à Taxe mené en G parallèlement à la génératrice I, la seconde partie de la force
vive est mA* — • D'autre part, l'ordonnée du point G, qui
fera connaître le travail de la pesanteur, s'obtient en projetant 01 et IG sur la verticale :
^==Rcos(0 + a) H- R0sîn(9 -h a).
L équation des forces vives est donc, H désignant une constante,
(i) m(R'0»-l-X-») — — H—2mgrR[cos(0 + a)H-0sin(ô-+-a)].
On ne peut effectuer l'intégration; mais, si l'on appelle o) la vitesse angulaire pour d = o, il est facile de voir si la planche pourra devenir verticale. Avec cette donnée, l'équation ( I ] prend la forme
(R»0»-t- k^) — =X''«»-f-2^R[cosa — co8(9 -4- a)— ô sin(ô -h a)].
Le second membre décroit quand B augmente de zéro à
a. Pour que la planche atteigne la verticale, il faut
donc
k^(ù* -h ag'R ( cosa ) - ^»
3a8 RECUEIL b'eXBIICIGES
Quand cette inégalité n'est pas vérifiée, la planche s'arrête pour une valeur de 6 égale à |3 ^ l'équation (i) peut s'écrire
j^j , (R«e^-h^')5^.==2R^[cos(p-h«)+p8in(p + «)
— C08(6 -^a) — Osm(0 4-a)]«
Pour que le second membre reste positif, il faut que 6 varie entre j3 et une valeur comprise entre zéro et — (3, car, pour 6 = o, la quantité entre crochets est > o, comme étant plus grande que
cos(p-*- a) -f-sinpsin(p-ha)— -cosa,
qui est (i — cos^)cos(^ -h oc)] pour 9 = — 13, elle devient
2psinacosp — 2 sin a sin p <^ o.
Il est remarquable dans tous les cas que le mouvement ne dépende pas de la forme de la planche, mais seulement de A*. Quand (3 est très-petit, et par suite 9, on peut déve-
lopper — par la formule de Taylor, et, en se bornant aux
termes principaux, avoir
it«— =:R^(p«-.e»)cosa, 0 = pcos-5^-| -•,
les petites oscillations sont isochrones entre elles et à celles
d'un pendule de longueur :=r • En observant le temps
d'une de ces oscillations, on peut en déduire soit R, soit k. Si l'on veut calculer la réaction normale N et la réaction tangentielle T du cylindre, on projettera sur OI et sur la tangente en I l'accélération du centre de gravité multipliée par m ^ ces projections sont égales aux projectioos correspondantes du poids mg^ augmentées de N sur OI, de T sur
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la tang^ente. A l'époque t,'la vitesse de G est ëgale àR9^ et parallèle à 01; à l'époque t + dt^ elle est
et fait l'angle d9 avec 01. La différence entre les projec* lions de ces vitesses, divisée par dt^ donne les projections de l'accélération, et l'on trouve
wRO— = T 4- m|^8iii(0 -f- a).
— s'obtient en différentiant l'équation (2) par rapport au
temps, et divisant ensuite par 2 -^ •
Quand on ne suppose pas le glissement absolument im- . possible, il faut, pour que le mouvement ait lieu comme il a été dit, que T reste <^fN'^ sinon il y a glissement, et l'on a tout un autre problème à résoudre.
Mouyement du centre de graTité.
164. Une chaîne homogène, attachée à une masse m en l'une de ses^ extrémités A, est en partie pelotonnée sur un point B d'un plan horizontal; on a communiqué à m une certaine ^vitesse i^o? de manière qu une portion de la chaîne s'est déroulée; cette portion est en ligne droite et dans le prolongement de la vitesse du point Â. On admet que la portion restante se déroule sans effort, et l'on demande le mouvement du point A. [Smith' s prize, 1870, soli^ed by professer Caj-lejr.)
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Le mouvement cherché est évidemment rectîligne. Soient X la distance de A à B à l'époque t, t/ la vitesse de A, a la valeur initiale de x^ (i la masse de l'unité de longueur de la chaîne, a-h b sa longueur totale. Puisque la chaîne se déroule sans résistance, la projection de la quantité de mouvement sur la direction AB sera constante \ donc
(i) ç[nx -{- m) = if^liLa -^ m),
dx
et, comme i/= — -^ on intègre immédiatement
fAor'-f- 7.mx — fAfl' — 7,ma = ^(fiût H- /»)«*# t.
Cette équation donne le temps que la chaîne met à se dérouler :
L'éq]^ation (i) montre que, après ce temps, la vitesse est l'o —7-^ — T. ; la force vive correspondante est
Ce n'est qu'une portion de la force vive initiale \ la perte est due aux petits chocs que produisaient les divers éléments de la chaîne passant d'une vitesse nulle à une vitesse finie. La chaîne, une fois déroulée, prend un mouvement uniforme.
La tension au point C, qui est à la distance c de Textrémité A de la chaîne, se calcule en appliquant le théorème des forces vives à un petit déplacement de CA :
rf( ttc H- m) r» = — aT^, T = ^--^^- — , -'-^- ,-; ^ i\ .
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Quand toute la chaîne est dëroulée, il est évident que le mouvement devient rectiligne et uniforme, la tension nulle.
165. Une tige rigide dont la masse est négligealle porte à ses extrémités A et B deux masses égales à m\ la masse A est assujettie à glisser sur une droite PQ parfai-^ lement polie faisant l'angle i avec l'horizon, Moui^ement du système en supposant sa position et sa ^vitesse initiales, telles que AB ne sorte pas du plan vertical de la droite PQ^ pression exercée sur PQ et tension de AB.
Je prends PQ pour axe des jC, et *ço}jr axe des y une perpendiculaire située dans le même plan vertical et dirigée vers le bas^ je pose AB= a a, je désigne son milieu par C et son angle avec l'axe des j^ par Q\ j'appelle x l'abscisse de C5 quant à son ordonnée, c'est j^ = a cosfl.
Le centre de gravité G du système se meut comme un point de masse a m, auquel serait appliquée une force verticale ^mg et une force — N parallèle à OY5 les équations de son mouvement sont donc
I,' -—--=gsini\ 2/7Î -r— = 2/W^COS/ — N.
La première s'intègre immédiatement
djc , I .
-~- =c-h gtsini^ x=zx9'\- ct-\ — g^smi,
La projection de C sur PQ a donc un mouvement uniformément accéléré. Quant à d, on peut le déduire du théorème des forces vives. La force vive du système est celle qui correspond à la masse 2m concentrée en C, plus celle qui correspond au mouvement relatif autour de C. La seule force qui donne du travail est la pesanteur, et son travail est le même que si toute la masse était réunie en C : si donc
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a et a) sont les valeurs initiales de d et de 3-9 on aura
ami -r- -f-fl»sm'e-— ■ -f-«*-;:r 1
-H l^mg]\^x — a?i)sini-4- a(oo80 — cosa) cos/].
Remplaçons — par sa valeur; tout ce qui dépend de la valeur de x disparait (^), et il vient, en divisant par 2 ma,
(2) a[\ H- sin*ô) — = a(i 4-sin'a)»'-f- 2^cos/(cosO — cosa).
Posons a(i-Hsin'a)«* — agf cosicosa = a^&cosi, on
aura
, , cfÔ' . cosô -I- A
(2) û-7T=afi'cos/ T-r»
^ ^ de^ ^ i-h sm*ô
Nous n'avons pas eu à dire dans quel sens on comptait les valeurs positives de 9; il en résulte que le mouvement relatif autour de C est symétrique par rapport à une droite perpendiculaire à PQ, et qu'on peut supposer que 0 soit d'abord croissant. La constante h est, par sa forme même, > — I ; mais elle peut être ^ i . Si A >> i , rffl ne pourra s'annuler, en sorte que 6 croîtra indéfiniment, les révolutions relatives de A6 se faisant dans un temps constant. La trajectoire du point B sera une courbe sinueuse, comprise
(*) Cette réduction pouvait se prévoir; car, si l'on cherche le mouTemeat relatif k deux axes dont Tun coïnciderait avec PQ, l'autre lui serait perpeodiculairo et passerait par C ; les forces apparentes qu'il faudrait introduire seraient deux forces •• m^sini, parallèles k PQ, appliquées à A etB; mais ces forces se réuniraient en une seule — 3 mg^ sin 1, appliquée en C, et dont le travail détruit précisément celui de la composante de la pesanteur suivant PQ.
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entre deux droites parallèles à PQ, à une distance a a, de part et d'autre ; mais les points de rencontre de la courbe avec PQ deviennent de plus en plus espacés.
La valeur A = i ne permet pas d'intégrer l'équation (2) ; mais, en l'adoptant, 0 croîtra jusqu'à ir, pour n'y arriver qu'après un temps infini.
Quand A <[ i , on peut le faire égal à — cosp, et 6 oscillera entre les valeurs ^ et — (3 pendant des intervalles égaux, mais plus longs que ceux d'un pendule simple, de longueur a, oscillant entre les mêmes limites. Quand |3 est très-petit, on peut, dans la formule (a), négliger les termes du deuxième ordre par rapport à ceux qu'on a dans chaque membre, et, se rappelant que h = — cos|3, on a
dB , , /gcosi a .0
-- =zdti/^ , /= 4/ arcsin-;
y^pa—ôl V ^ V é^COSi p
les oscillations très -petites se confondent avec celles du
pendule de longueur :•
* ° a»si
On peut aller jusqu'à la limite, — i , de A. Son expression montre que cela exige une double condition, ot) = o, a = o, c'est-à-dire que, à l'origine, AB soit perpendiculaire à PQ et animée d'une vitesse de translation parallèle à cette droite. Dans ce cas, B doit rester constamment nul; AB est toujours perpendiculaire à PQ, et se déplace d'un mouvement uniformément accéléré.
La pression exercée sur la droite PQ est donnée par la seconde équation (i)
yrr:2iw{^C0S/ — ^-- j = 2/?lf g'COS/ -f- fl COSÔ — +asmO-— J.
L'équation (a) donne ^; eu différentiant ses deux mem-
bres et divisant par ~» on trouve Substituant dans la valeur de N et réduisant,
COS'O H- 2 A C08Ô H
^ = =""^«'" — (T^^ilS^ôT —
Le numérateur est positif quand cos6 Test lui-même,
puisque /i ^ --• i . Si on le regarde comme un trinôme du
deuxième degré en cos6, on trouve que les deux valeurs
qui pourraient l'annuler ont pour produit 2 *, Tune au
moins est inadmissible, et, pour que l'autre soit acceptable,
elle doit être comprise entre zéro et — 15 le numérateur
doit être négatif pour cos6 = — i, ce qui doune /i>-«
C'est donc seulement quand la rotation relative autoiir de C est continue et assez rapide que N peut devenir négatif.
La tension F de la barre ÂB s'obtient en exprimant que N est la résultante du poids de A estimé suivant O Y et de la composante de F suivant la même direction; on a ainsi
N :^ mg ces / H- F cosO,
d'où
„ N — ms cosi .4^-1-6 cosO — cos'0
cosO ^ (i-f.sm'e)'
Le numérateur diminue quand 9 augmente; si /i<^i, 9 ne peut augmenter que jusqu'à la valeur |3. dont le co« sinus est — h\ or, pour cette valeur, le numérateur es!
cosp(2 — cos'jS); si donc j3<;-> F est toujours positif)
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({aand j3 est ]> -y F devient nul et négatif. H en sera de
même quand h sera > i, mais <C 7" ^^ résumé, F ne peut
devenir négatif que si h est compris entre zéro et j*
166. Sur un plan horizontal, parfaitement poli j repose lui parallélépipède rectangle; dans la section verticale médiane, on a creusé un canal de forme connue dans /e- (fuel peut glisser sans frottement une petite masse m. On suppose que le prisme soit d'abord immobile et qu'on laisse tomber m en un point connu du canal, et l'on demande le moui^ement du système, en admettant que le prisme aura un mouv^ement de translation parallèle au plan du canal; cas ou ce canal est une cycloïde convexe vers le bas, et oii l'on néglige le ca/Té du rapport de la masse m à la masse M du prisme, (Licence, 1871 .)
Prenons des axes coordonnés dans le plan du canal, l'origine au point de départ de m, OX horizontal, OY dans le sens de la pesanteur ; les coordonnées relatives du point /rt soni liées par l'équation du canal ^(j:, 7) =0. ConsidéroQs, au contraire, des axes fixes qui auraient coïncidé avec les axes mobiles à l'origine du mouvement, et désignons par Xi la quantité dont le point O du prisme s'est déplacé borizontalement ^ les coordonnées absolues de m sont x-f-x^ et j. Cela posé, le problème n'a que deux inconnues, Xi, et lune des quantités j:,j^ ou un paramètre qui les détermine. Or le système du prisme et de m n'est soumis qu'à Tactîon de la pesanteur et à la réaction verticale du plan fixe ; le centre de gravité, d'abord immobile, restera sur une verticale, ce qui donne, après une simplification évidente,
.1) Mx, -f- /n(ar 4- J?i] = o,
l^ théorème des forces vives fournit la seconde équation
nécessaire
dx^
^^«? dx dx, dx^ \d^ ^ dt dt df' ^
^ntgy.
dx Il suffit de remplacer -~ par sa valeur obtenue en dîfféren-
tîant (i) pour avoir une relation entre x^y et t, c'est-à-dire pour déterminer en fonction de t le lieu occupé par m dans le canal -, on a ainsi
Connaissant j: et j)^ en fonction de t, on a jTi à Taide de l'équation (i), et le problème est résolu. Quand le tube est cycloïdal, on peut écrire
x^a(tt — sinu], y-z=.a[\ — cosk); et, si Ton pose m = Me, l'équation (a) devient
a\ (i — cos«)'-*- sin'tf 1 -z-^ =2g^(i — cosa).
Je divise par i — cosi/, et je sépare les variables,
(3) dtv/^=,±du\/ 1 L..sin'-tt.
Ou est conduit à effectuer une intégrale elliptique de deuxième espèce^ mais la forme de Téquation montre que u, qui croît d'abord, ira jusqu'à uir, sans dépasser cette limite si le tube est formé d'une seule branche de cjcloïde-, du deviendra ensuite négatif, et u décroîtra jusqu'à zéro pour croître de nouveau. Le temps de ces oscillations est constant, et la moitié correspond à la descente, Tautrc
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moitié à la montée de m. Les coordonnées absolues de m
sont
la trajectoire absolue est la cycloïde donnée, dont on aura réduit les abscisses dans le rapport de i à i + s. Le prisme a un mouvement oscillatoire en arrière, avec une amplitude ésale à •
La pression exercée par m sur le prisme s'obtient en écnyant que c'est elle qui produit l'accélération horizontale du prisme. Comme elle fait, avec ia partie positive de l'axe
des or, l'angle tt a, on aura
I „^^i ni d^x — N cos - a = M -yr- =: rr
ma r, .d^u du^'A
mais l'équation (3) peut s'écrire
I du^ g
i-i-t dt^ û(l-f- scos'jw)'
d*où
2 d^u ^csin^ttcos^tf
l-ht dfi a (i-H •cos'y II)*
Substituant dans N et réduisant, on trouve une valeur essentiellement positive
. I 2 + t4-«COS'7"
N=:mffsm-a ~, —: — —-•
^ a (H-fcos»7«)»
Quand on néglige le carré de e, l'équation (3) devient
Ree. — Db S.-G; 22
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imégrable :
Le temps d'une oscillation est 4^(i — 7) \/~* L'équatîon (4) donne, par le retour des suites,
On peut dire que c'est l'expression de la loi du mouvement. Les coordonnées x^y^ Xx s'obtiennent en y remplaçant u par sa valeur et développant par la formule de Taylor suivant les puissances de e.
Principe des aires.
167. Étant donnés trois points matériels A, B, C, qui s^attirent en raison directe de leurs niasses et en raison ini^erse du carré de leurs distances j on demande de leur donner une position et des intesses initiales telles, que les trois points restent constamment en ligne droite ; quelles sont alors leurs trajectoires ? (Licence, i858.)
Le système n'étant supposé soumis à l'action d'aucune force extérieure, son centre de gravité O se meut uniformément sur une droite, et le mouvement relatif par rapport à des axes de direction constante, menés par O, se traitera comme un mouvement absolu, sans que l'on ait à introduire des forces fictives. Dans ce mouvement relatif, le plan du maximum des aires reste invariable ; or, les trois mobiles restant sur une droite qui tourne autour du point 0, le plan du maximum des aires est k chaque instant celui de deux positions infiniment voisines de la droite ABC ] il faut
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donc que cette droite reste dans un plan fixe, que nous prendrons pour plan de coordonnées, avec O pour pôle et la position initiale de ABC pour axe.
Soient à l'époque f, r, Tj, r, les rayons vecteurs de A, B, C ; 0 leur angle polaire commun -, X, ^, y leurs masses respectives; le principe des aires est applicable à chacun des corps séparément et donne
r»£/0 = à'dt, rJr/O = b^dt, r\d^ = d^dt-,
on en déduit
Les rayons vecteurs conservent des rapports constants, et les trajectoires sont des courbes homothétiques. Les vitesses seront toujours parallèles et leurs rapports seront les mêmes que ceux des distances des points au centre de gravité O, c'est-à-dire qu'ils seront invariables. U faut donc que, à l'origine, A, B, G soient en ligne droite, animés de vitesses parallèles et proportionnelles à OA, OB, OC; c'est, bien entendu, des vitesses par rapport au centre de gravité qu'il s'agit.
Mais ce n'est pas tout : si je désigne par u' la valeur commune des rapports (i), on aura
Pour que le point O soit le centre de gravité, il faut que les trois points ne soient pas d'un même côté par rapport à O. Supposons que A et B soient d'un même côté, C de côté opposé \ on devra prendre les deux premiers signes -+- et le troisième — ] on pourra aussi prendre r, = cm, à condition de prendre ô -f- ir pour angle polaire de C. Pour que O soit centre de gravité, il faut
(2) "ka-^^tb — vczzro.
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L'équation des aires se réduit, pour les trois corps, a
Cherchons les composantes de l'accélération des trois corps suivant leurs rayons vecteurs : en appelant y l'attraction des unités de masse à l'unité de distance, on a pour le point A
di" df^ ('••— '•ij' i^-^^^Y
ou
On aurait de même pour B et C, B étant entre A et C,
\dF '^dFj^' TT^iib-^cY" (a^byy
\di^ de) tt»L(a-t-c)« (^-+-c)'J
Pour que ces équations soient compatibles, on doit avoir
, [a-by^ [a-f^cY _[b-^cY [a^by _[a-^cY [b-^cY
L'équation (a) est une conséquence de celles-ci 5 car, si Ton y remplace a, t, c par les quantités proportionnelles (3), elle est identiquement satisfaite. D'ailleurs, en tenant compte de cette équation (a), on trouve que le système (3) se réduit à une seule équation, où n'entrent pas les masses,
Étant données les positions initiales des trois corps, l'é-
quation (a) permet d'en trouver le centre de gravîtë, et l'on peut s'assurer si la condition (4) est remplie. Dans ce cas, les trois mobiles décrivent des coniques homo thé tiques ayant O pour foyer commun, et les lois de leurs mouvements relatifs sont tout à fait analogues à celles du mouvement des planètes. Quant aux trajectoires absolues, ce sont des sortes d'hélices sur des cylindres à base du second degré, courbes que M. Léopold Hugo a proposé de nommer ovhélites.
168, Une barre AB, de poids P, de longueur a a, homogène, s'appuie par ses deux extrémités contre un plan horizontal et un plan vertical parfaitement polis; elle est dans un plan perpendiculaire à leur intersection en O, et primitis^ement maintenue en repos. Un animal M, de poids Q, peut se mom*oir le long de cette tige, qui lui fournira une réaction longitudinale pour accélérer son moui^ement. Quelle doit être la loi de ce moui^ement pour que AB, abandonné à lui-même, ne glisse pas le long des plans qui le soutiennent? L'animal est d'abord immobile à V extrémité supérieure B de la perche. ( W. Waltow.)
On suppose que l'animal puisse se donner un mouvement continu. Soit x le chemin BM qu'il a parcouru, à l'époque f, sur la perche, l'angle de AB avec l'horizon étant oc. Les réactions des plans d'appui se rencontrent en un point C, quatrième sommet, du rectangle formé sur AOB. La dérivée du moment de la quantité de mouvement de lanimal et de la barre par rapport au point C est égale à la somme des moments des forces agissant sur le système. Le seul point en mouvement est M \ les réactions des plans ont un moment nul', l'action que M reçoit de AB est une force intérieure, et l'on a
— a8m2a-7-- = aPcosaH- (2fl — jrjQcosa
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d*a: ex P-+-aQ
dt* 2asino( 2Qsina
Intégrons en tenant compte de ce que, pour t = OyXetdx sont nuls,
Q \ V aasina/
d.v Pn-aQ^ / «^ . - / g
i/-^—sinti/- V 2 sma V !
dt O V 2 sma y 2asiDa
M devra parcourir un espace 2 a — ■— — ? ce qui ne peut
s'interpréter qu'en supposant à AB un prolongement rigide, mais sans masse, au delà de Â. Si P est négligeable par rapport à Q, le maximum de la vitesse est environ
"■• î pour a = 2°*, a = 60®, c'est près de 7 mètres par
seconde.
La réaction longitudinale de la barre sur M se calcule en écrivant que cette force avec la composante de Q produit Taccélération de M; il en résulte
F=: - -T-T- — Qsma = r--^cos/4/— ? Qsuia.
g dO 2 sma y 2 sma
Cette force, d'abord positive, devient bientôt négative^ le travail correspondant à la descente de M est d'ailleurs négatif. Puisque la force vive est nulle au commencement et à la fin, il faut que le travail de F soit égal et de signe contraire au travail du poids Q; ce travail est donc
— 2fl(P + 2Q)sina=/F££r.
Pour avoir la réaction verticale exercée par le plan horizontal, il suffit de prendre les moments des forces extérieures et de la quantité de mouvement par rapport au
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point B; le moment de la quantité de mouvement est nul,
et Ton a
Pa -+-QjT
(Pfl -f-Q*)co8a — 2aNcosa = o, N
aa
La réaction du plan vertical se trouve d'une manière analogue
169. Une tige homogène ÂB, de masse fi^ de longueur 2a, est assujettie à tourner autour de son milieu O dans un plan horizontal; sur cette tige peut glisser un anneau M, de masse m, attiré vers O par une force proportionnelle à la distance. Déterminer le moui^ement du système, connaissant, à l'origine du temps, la ^vitesse angulaire de la barre o)^ la distance c de M. à O et la vitesse u de glissement de M sur AB. Cas où jx = 3 m, c = a, u = o .
(Licence, 1870.)
La position de la barre est déterminée à chaque instant par Tangle 9 qu'elle fait avec sa direction initiale, et la position de M sera connue si Ton donne sa distance r au point O. Les forces extérieures sont Tattraction de O et la réaction du même point sur la barre \ la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à ce point est constante, ou, si Ton veut, le théorème des aires est vérifié. Le moment de la quantité de mouvement de AB est
Tt r'^^=^^'"di'^
le principe des aires donne
L'éqoaûon des forces vives est aussi applicable^ si Tattrac-
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tion de O sur M est représentée par k*mr^ son travail esc -h^m[c^ — r*), et l'on trouve
dr^ f ï \ Jô' / I \
Eliminant -J-- entre ces deux équations et séparant les variables, on trouve
On ne pourra pas effectuer l'intégration, mais les équations (i) et (2) donnent une idée très-complète du mouvement; la première montre que dB ne peut s'annuler ni changer de signe : la tige tourne donc toujours dans le même sens et d'autant moins vite que r' est plus grand. Le dénominateur de la seconde doit rester positif, et pour cela me doit pas devenir infini. H y a deux cas à distinguer selon le signe de la partie indépendante de r :
Pour r = c, le dénominateur y*(r) est égal à
f/?2c'-h^fjtaM a*,
pour r = 00 , il est <^ o ; il y a toujours une racine r' comprise entre c et 00 , mais, pour r= o,y(r) = H. Si donc H<^o, il y aura une racine r'^ <C^c\ le mobile M restera compris entre deux cercles, dont le centre est en O, et dont les rayons sont r', r"-^ la trajectoire sera formée d'une suite de branches superposabieS) allant d'ua cercle à l'autre en
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les touchant aux points communs. Si H ^ o, il n^j a pas de racine entre c et o; r à partir de r' pourra décroître jusqu'à zéro, et même prendre des valeurs négatives jusqu'à — r'\ les branches dont se compose la trajectoire sont limitées au cercle de rayon r'^ et elles passent toutes à rorigine pour revenir toucher le cercle. Enfin, quand H = o, r pourra croître jusqu'à r', et diminuer ensuite jusqu'à zéro, mais il n'y arrivera qu'après un temps infini, parce que le coefficient de dr contient r en facteur commun au dénominateur, ce qui rend infinie l'intégrale qui a zéro
pour limite. D'ailleurs — tend vers ( i H j w; la courbe
décrite est une spirale asymptote au pôle.
Un cas très-simple est celui où r'= r^'-^ et, comme ils sont généralement séparés par c, leur valeur commune est c^ f{c) doit être nul, ce qui exige u = o; ensuite le produit des racines dey(r) = o doit être c*^ donc
dans ce cas, l'anneau décrit un cercle d'un mouvement uniforme.
Cette discussion s'applique sans modification au cas particulier proposé^ seulement une des racines de f[r) = o est c, ou a : nous n'avons qu'à récrire les équations (i) et (2) avec les simplifications de forme qui résultent des valeurs numériques adoptées, on a
— di= ^
Quand Cl) = A, la quantité sous le radical est — t*(r* — af)^\ on voit que r doit toujours rester égal à a, et le lieu de M
est on cercle. Si A: <[ u) ^, le lieu est une courbe lobée
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comprise entre deux cercles concentricpies de rayons a et a K/--^ 1- Les branches passent à l'origine lorsque
^ ]> b> ^a . En6n, pour A: = &) ^a , la trajectoire est une spirale dont Tëquation s'obtient en éliminant dt entre les deux équations du mouvement :
zha^drJ^ a a^dr fa* \"T
dB = — = ;iL — ( -: — I 1 •
Il faut prendre le signe — , parce que r ne peut que décroître à partir de a ; on peut mettre l'intégrale sous Tune ou l'autre forme
Cherchons la pression N de l'anneau sur la barre dans le cas particulier, qui du reste ne diffère pas essentiellement du cas général. L'accélération du mouvement angulaire de AB est due à cette pression. Si donc on prend par rapport à O le moment de l'impulsion de cette force et celui des quantités de mouvement, on a
a'^ dt
Mais
//0_ ^a^tàrdr ^a^fiirdt^(Â^'-2tù^)a'-i'2a^oi^i^ Âh\
donc
Comme le centre de gravité de la tige est immobile, et
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qa'elle n'est sollicitée que par cette pression N et la réaction du point O, cette réaction est égale et parallèle à N, mais de sens contraire.
170. On donne un cône droit dont taxe est vertical et le sommet en haut; un point pesant M assujetti à rester sur la surface conv^exe est attaché à un Jil flexible, inextensible et sans masse qui passe dans un très-petit trou O au sommet du cône, pour s'enrouler sur une poulie C et se terminer par un poids M^\ troui^er le moui^ement du système en supposant que M' soit d'abord immobile^ et que, par suite, M ait une vitesse horizontale c,
(Licence, 1872.)
Soient r la distance OM, Q l'angle dont on a tourné le plan méridien qui contient cette droite, f le demi-angle du cène, m, m\ afi les masses de M, M^ et de C. Le point M est soumis à la pesanteur, à la réaction du cône et à la traction du fil ; ces trois forces étant dans le plan méridien de M, leur moment par rapport à Taxe est nul, et le théorème des aires a lieu pour le mouvement de la projection de M sur un plan horizontal ] a étant la valeur initiale de r, on a
II r*sm® -7- = cai
' ^ dt ^
Appliquons à tout le système le théorème des forces vives) la pesanteur est la seule force extérieure ou intérieure qui donne un travail ; la force vive de M est
Idr^ d^^\
mP»ou m^— H-r>sin>— j
dr^
celle de M' est ^' "^j^^ ^^ c^Ue de la poulie est le produit de son moment d'inertie par le carte de sa vitesse angulaire
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Cl); R étant le rayon de la poulie, on a ainsi - R*X2fi<<>*)
mais Ra> est la vitesse d'un point de ia circonférence sur
dr di
dr laquelle s'enroule le fil, ou -7- On a en définitive
( m -f- m'-h /x) — -4- mr»8in'ç-r /nc*= ig (mcosç — m') [r — a].
Éliminons dt entre cette équation et (1), puis séparons les
variables
, . . ,^ Hz acdr Jm -f- m' -h f*
(2) s\n(fd^z= — ^=^'
r^mc*[r^ — a*) -è- 2^r'(mcos^ — ^')[^ — **) On peut intégrer quand m cosf est égal à m'; on trouve
r = flsëc ( 0 sin » i / -, ) •
Il suffit de multiplier r par sin^) pour avoir en fonction de 6 le rayon vecteur d'un point de la projection horizontale de la trajectoire du point M; c'est une courbe dont le rayon vecteur est a sinf pour 0 = o, et devient infini pour
, m -h m' -h ti
ce lieu se déduit de la ligne droite en augmentant les angles polaires de ses divers points dans un rapport constant; il y a une asymptote à distance finie du pôle. La loi du mouvement s'obtient en remplaçant dans [2) dO par sa valeur (i) endt :
dt =
rdr ^m -^ m' -^ \k
^mc^[r* — a*) + 2g[mcxiSf — m!) [r — fi)r* Dans le cas particulier que j'ai pris, on intègre et Ton
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trouve
1 Jm-k-m* -^}k /-T L .
il faat un temps infini à M pour parcourir sa trajectoire; il est bien entendu qu'il sera arrêté si la longueur du fil ^t finie ^ mais cette impossibilité ne peut être prévue par nos équations, qui nous indiquent du moins Tépoque où elle Tient à se produire.
Revenons au cas général, et posons r sin f = p , a sin 9 = a , m -t- m'-+- fx = X -, Téquation (a) nous donnera la projection horizontale de la trajectoire \ on peut l'écrire
(3) </9y8inf = — ^
P V'ip — ") [^S ["^ ^* ? — ''*') P* "*■ ''"^ sin y (p H- a)]
Quand /ncos9 — m!<^o^ la quantité entre crochets s'annule pour une valeur positive, (3, de p et pour une valeur négative \ dO n'est réel que si p est compris entre a et ^', la projection est donc comprise entre deux cercles ayant ces rayons, qu'elle vient toucher alternativement. Ces deux cercles se confondent et le mouvement de M est uniforme quand g" (m' — m coscp) = mc^cL, Si de l'identité
2g-(mcoSf — /n')p'-f- mc*sinç(p 4- a) = o
on tire ag(mcos(f — m!) pour le substituer dans (3), elle prend la forme
sin ^ ■ '
iin9£/ô = dz 4/ -====1
p) V^ap-Hp(a-hP)
qu'il est aisé de ramener à la forme type des intégrales elliptiques de troisième espèce, en posant
p = a sin*a + p cos'tt.
35o ncusiL B'sxncicEs
Dans le cas où m cosf — m'^ o, la quantité entre crochets sous le radical (3) est positive pour toutes les valears positives de p ; ce rayon vecteur doit donc être toujoors }> a, et il grandit indéfiniment, mais cela exige un temps infini. Comme le coefficient de dp amn dénominateur de
l'ordre de p ' , l'intégrale prise de|& = aàp = oo sera finie, et à p infini répond une valeur finie 0i de 6] j'ajoute que l'asymptote correspondante passe au pôle, car la distance de ce point à l'asymptote peut s'écrire
lim p ( 0, — 0 ) = lim -^ = lim —- := lira p' -r- •
Or p' y- est nul pour p infini, puisque le numérateur est
de degré inférieur au dénominateur.
Dans ce dernier cas, il peut se faire que la quantité entre crochets soit un carré parfait, on trouve alors
aSsmy = 2a 4 / ^ _»
V ^ pliiOL-h p)\/p— a
On peut intégrer
1 ^ /m . / û — ai /f. a
- H / -r sm » =: arc tanff i / ' arc tan": i / i •
mais cette intégrale, tout en précisant la valeur de 0 qui répond à une valeur donnée de p, ne nous montre pas les propriétés de la courbe plus nettement que son équatiou différentielle.
La tension du fil ne varie pas depuis le point M jusqu'à la poulie, elle serait donnée par Texpression de l'accélération de M suivant le rayon vecteur-, mais il est plus facile de la calculer en appliquant le théorème des forces vives à un petit déplacement du système formé de C et du poids
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M\ Les forces extérienres qui soUicitent ce sjstèat^ sont la tCDsion T du fil COM et le poids de M'^ le déplacement du point d'application est pour toutes deux dr\ donc
Mais
(to4- m'-f- f*) -77 =fnc* — mc^—^ H- 2^(mcosf — /»') [r — a).
On n'a qu'à dîfTérentier, substituer et diviser par adr^
(m-f-m'-f- p) T = m^[(m'-+-fit) cosf -f-m'] -h /7i(/n'-+-p)
La tension du fil CM' serait moindre que — rit* -r-*
^ 2 dr^ dt*
Quant à la pression N exercée par M sur le cône, on Tobtient en calculant la composante de la force qui sollicite M, estimée suivant la normale extérieure au cône;
— «ïrsinycos^— = N — mg suif,
/ rt*C»COSf\
N = TOSinf (g- , . , )
Ces calculs s'appliquent au cas où op sera égal à 90 degrés, c est-à-dire où le point M sera posé sur un plan horizontal.
171 . Mouv^ement d'une barre pesante et homogène AB, dont une extrémité A reste sur un plan horizontal, tandis que V extrémité B suit une verticale. Il n'y a pas de frottement, et, à l'origine, la vitesse du point B est nulle. Cas particuliers.
Prenons la verticale donnée pour axe des z, le sens positif étant dirigé de haut en bas, le plan horizontal pour plan XOY, et dirigeons Taxe des x vers la position initiale
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de A. Soient 2 a la longueur de la barre, C son point milieu, 0 l'angle COZ, ^ l'angle du plan COZ avec ZOX ou l'azimut du plan qui contient AB. Le triangle AOB étant rectangle, la médiane CO est égale à a, et l'angle de AB avec la verticale 7t — Q.
Le théorème des aires s'applique à la projection du mouvement sur OXY. Si l'on désigne par dm la masse d*un élément M sur AB, par r la distance BM, la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à OZ est
r» sin* e ^ «&n = I a»i» sin» » -r i
tù étant la valeur initiale de -r- et a celle de 0,.on a donc
dt '
(i) 8in'ô-v- = «sin»a,
^ ' dt
Le théorème des forces vives nous donne une seconde équation; le travail des réactions est nui, et il ne reste que celui du poids mg appliqué en C. Quant à la force vive, il est bon de la calculer comme étant la somme de celle qui correspondrait au cas de la masse concentrée au centre de gravité C, et de celle qui est représentée par le mouvement relatif autour du centre de gravité. Or, dans le temps dU
Tare parcouru par C est a ^/dQ^-h sin'ôrf«(*'*, le mouvement de AB autour de C est une rotation mesurée sur la sphère
de rayon i par l'arc yJdS^-h sin' 6dt|/*, et, le moment d'inertie
par rapport à C étant m — 9 on a tous les éléments de l'é-
quation des forces vives. Au commencement, -r- est nul;
donc
/ , I \ /rfô» . dV\ L
= imga[QO%^ — cosa).
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Eiiiilinant dtj puis d^ entre cette équation et l'équation (i), on a tour à tour une équation de la trajectoire du point C et la loi du mouyement.
daat'sin^a
=:sin*9(coB9 — cos«)
X [3g'(i — co»'9) — a<iH*8in'a(co8a + cos9)],
aann'e —
= (cos9 — cosa)
X [3^(i — cos'ô) — 2a«>'sîn'a(cosa 4- cosô)].
La quantité entre crochets est <[ o pour cos9 = i et > o
pour cosO = — I ; elle s'annule pour une valeur |3 de 0 com-
dB dB . / 1 .1
pnse entre zéro et ir, et, pour que ;t- et — soient réels, il
faut que d reste compris entre a et (3. L'équation (i) montre que ^ va toujours en augmentant dans le même sens; quant à 0, il part de a pour aller à jS, revenir à a, et ainsi de suite ^ les accroissements de £ et de ^ correspondant à ces oscillations sont constants.
Pour étudier les diverses valeurs de /3, reprenons notre trinôme entre crochets en cos9, et désignons-le pary(9)-,
on a
/{a) z=z [3g — ^a»^cosa) sin'a.
^^ / (*) <C Oj C® V^^ exige a<[->onaP^a; d'ailleurs
/(-) =3^— saoï'sin'
a, COSa.
Quand / ( - | est ]> o, j3 est compris entre a et - 5 C reste
sur la sphère décrite de O comme centre avec a pour rayon, entre deux petits cercles horizontaux au-dessous du plan Dk s.-G. — Mec, 23
des 3cy. Quand y*(a) etyf-j sont <[o, |3 est >-» mais
inférieur à it — a, car f(T^ — a) est toujours positif-, les deux cercles entre lesquels C reste compris sont Tun audessous, l'autre au-dessus de XOY. La dislance OÂ, d'abord égale à aasina, croit jusqu'à aa, puis décroît jusqu'à 2asinP^ ensuite elle revient à aa, puis à aasina, et ainsi de suite. D'ailleurs, quand le point A atteint une de ces limites, la tangente à son lieu est perpendiculaire au rayon
vecteur. Quand « est > -> (3 est toujours inférieur à a et
même à tt — a, et la nature du mouvement est la même que dans le dernier cas, si ce n'est que le minimum de 0 est p et non plus a.
Si l'on avaity*(<x) =:= o, /3 se confondant avec cr, 0 devrait être constant, et AB décrirait uniformément un cône droit autour de OZ.
En tirant la valeur de 3 g^ de ridentitéy((3) = o et substituant dans l'équation (2), on peut obtenir d^ sous une forme simple et symétrique
sinasin6</0
sin ô y'(cos 6 — cos a) (ces p — cos ô) y/cos ô (cosa -f- cos p) 4- 1 -h cosa cos
On peut reconnaître que la différence d'azimut de deux
plans pour lesquels 0 atteint des valeurs extrêmes est }> —
Posons cos 6 = cosa cos* u -f- cos {3 sin*u^ il vient, par une simple substitution,
a sin a sin 6 du
[i — (cosacos'a-hcos psin'i/)*]^ I +2 cosa cos p+cos'acos^tf+cos'psin^
La différence d'azimuts cherchée s'obtient en intégrant de M =: o à u = -^ en supposant « <C P? la quantité sous
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le radical est <^ 1 + 2 cosa cos^ + cos*a, et
j^ I — (cosacos'tf -4- cos^sin'ir) sina sinf '
donc
cosifP — «) /n-cosacos6-hsinasmB
il»,>ff — '3>" ^ ^-^K 7 -« ,->
v''i-*-2cosacos{H-cos»a V 2-i-4cosacosp-h2COS»a
et il est évident que la quantité sous le radical est ^ j*
Les réactions de Taxe des z et du plan des xy se calcul<>ront en exprimant que ces forces, appliquées en C avec le poids mg^ sont égales à la masse multipliée par l'accéléralion du point C; mais les résultats sont bien compliqués.
Cas particuliers, — Supposons co = o, la barre ne sort pas du plan vertical XOZ \ le point G reste sur un cercle vertical, et la loi de son mouvement, aussi bien que celle dn mouvement de AB, est donnée par l'équation (3), qui prend la forme
ycosO^-cosa V 2a
fl diminue de a à — a pour revenir à a, et ainsi de suite \
OC oscille comme un pendule de longueur-^ a. Soient Z
et X les réactions du plan horizontal fixe et de l'axe OZ, X et ^ les coordonnées de C ; on aura, par le théorème du mouvement du centre de gravité,
dt^ dt^
'«-^-:r=X, m-— r=ZH-in^;
mais a: = asind, r = acos9, et l'équation du mouvement
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donne
-— =.-^(cosô — cosa), -7-7 =— -T^smô.
Ces expressions permettent de calculer X et Z, et Ton trouve
X=-^ siii6(6cosa — gcosO),
nts lér=-j- (6cosacosO — gcos'ô -- i).
X est toujours de signe contraire à 6 et Z toujours négatif.
Un autre cas simple es^ celui où Ton suppose la barre
non pesante : en faisant g ==^0 dans Téquation (a), on en
tire
sinotdB -^z — = rfi[i, tangacotO = cosip.
sin'ô \/cos'a — sin^a cet' 9
On en déduit que le lieu de A est une ellipse dont les axes sont 4 A sina et 4^9 et la surface engendrée par AB se compose de deux surfaces du quatrième degré.
172. Deux masses m, m\ posées sur un plan horizontal, sont réunies par un Jil flexible, de longueur im^ariable /, et qui passe sur une très-petite poulie en O'^ la masse m est attirée "vers O ai^ec une intensité im^ersement proportionnelle au carré de la distance; on- imprime à m^ m' des vitesses connues, et l'on demande le mouvement gui en résultera; cas oit la vitesse initiale de m! est nulle.
(Licence, 1873.)
Soient r, r' les distances Om, Omf\ 5, 6 'les angles de ces droites avec un axe fixe \ a^ a* les valeurs initiales de r, r'\
w, a>' celles de -r» -;-; u la vitesse initiale de glissement du ' dt dt^ ^
fil sur le point fixe O. Le théorème des aires est applicable
«Hcavement de chaque point en particulier :
dB
«'^iïss ;r<rurre't::r;t'; ^^^ ^--^ ^^-^
paraîtra, et, si L IpS Cl' ' '""" '" ^' '"" » l'unité de distance.'^fn aura "" "'"'^ "" '»
W^^dT»-
au
Remplaçons— **' i
aurons ^' ^ '" °" "'^""' " '' ^^ ' " ^^ --
('»^^'«')~ = im + ^'^u'+,na'^,:lz:^
Le second membre Put T.r^«-*T
■■ sont na., «....:'-'!' P"'"^^ P^""- '• = «. «, " « et «'
r est suffisamment
«^, comprises entréVet TT '°"^7" ^"""^ ^"'"""' «
jeetoire de ^ sera fo^éf dw" f "^' '^°"^^^"^- ^^ *^^- «»cles de rayons « H > ,? ^*"'' *=°'"P"' ^"^^^ ^«*
-.1. , .™°* « «t 8, Qu'elle tnn/«>.» olf^ .:
.ira ''" ""i" ? "' °^«"'f ï«"î
voism de o ou de /• îl *^ « j
et A . ' y ^ ^Oï^c tou oi
J-oi.l^rse^^S-f--]emp
«»cles de rayons JTT > ,? ^*"'' -
«UedeTn'annpf ^' 1"*"^ '**"*'*'^ alternativement: '-« et /l ad"""' "°^°^« «"''^ 1«« <=«"=!«« <!« rayonj
-leur commL soÏ r " "^' '^'^^ ' ^' '* ''"*' ^'^^ ^«'^ que r - , . *"' *^® *ï"» exige u = o, et, en outre
- a annule la dérivée du second membre de l'équal
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tion (i) ^ en observant que a'= l^^a^ cela donne
mvra — m' tù'Hl — a] — i» — = o.
n y a une infinité de manières de réaliser cette relation, et alors les deux points se mouvront uniformément sur deux cercles.
Si Ton suppose o) = o, le second membre de l'équation (i) est > o pour les valeurs de r entre o et a; r aura une limite supérieure moindre que l\ mais, après l'avoir atteinte, il décroîtra jusqu'à zéro, et, si m peut dépasser le point O, il s'échappera, et l'on aurait à étudier le mouvement de deux points liés par un fil et dont l'un est attiré vers O, problème bien plus difficile que le proposé.
Dans le cas particulier proposé, ii et ci>' sont nuls. Je
reprends l'équation (i), en y remplaçant dt par
(2) rfey/
m _j_ à^tùdr
Le radical s'annule pour r = a et pour r = ri = - ^ ^
Si Ti ^ o, /• restera compris entre a et ri, sinon il ira de a jusqu'à l'infini. On peut, du reste, intégrer la valeur de 0, et, en prenant les cosinus des deux membres, on trouve, pour la trajectoire de /n,
Cette courbe est la transformée d'une conique ayant son foyer au pôle et où Ton aurait augmenté les angles polaires
de tous les points dans le rapport de ^m -f- /»' à ^m. On trouvera la position de m en fonction du temps de la même
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façon que pour le mouTement des planètes ; en général cela revient â remettre dt dans l'équation (2) et à intégrer sa valeur
m rdr
Fn -f- nt
D est entendu que, si r dépasse /, m' traverse le point O, et les conditions du problème sont tout autres.
173. Mouvement d'une droite pesante assujettie à rester sur la surface, parfaitement polie, d'un hyperboloïde de réxfolution dont l'axe est vertical.
Notre droite coïncidera successivement avec chaque génératrice d'un même système, et sa position sera connue si Ton donne l'angle ^ de sa projection sur le plan du cercle de gorge avec un diamètre OX de ce cercle, et la distance r comprise entre le milieu M de la droite et le point G, où sa direction perce le plan. Soient a le rayon du cercle de gorge, ^ l'angle des génératrices avec l'axe de la surface, qu'on prend pour axe des z •, l'angle de OC avec OX est, en comp-
tant ^ dans un sens convenable, — h 4^9 ^^ ^^^ coordonnées
rectangulaires de M seront
x-=. rsinOcos\|» — ^sin^*, i) i ^ = rsinO sin^p 4- acos>p,
z =rcosO;
z et r sont positifs au-dessous du cercle de gorge.
Comme les réactions que la barre reçoit aux divers points où elle touche la surface sont dirigées suivant les normales correspondantes, leur moment par rapport à OZ est nul, et la somme des moments des quantités de mouvement est constante. Cette somme est égale au moment relatif k la
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masse concentrée en M, plus celui qui correspond au mouyement relatif autour d'une yeil^icàle qui serait entraînée avec M -, la première partie est
la seconde est, en appelant m/r* le moment d'inertie de la barre par rapport à son milieu, mh} sin*6-^5 donc
,d^ dr
(2) (a*-i- X'sin'e H-r^sin^e)—^ — asinô-- =: p.
La force vive s'évalue comme il a déjà été fait, en deux parties : l'équation du travail est
dO ^ ' dt^
drd^ — aflsinO-— -f — as'/'cosô = h, dt dt ^
Multiplions par a* H- (r* -f- /r*) sin*9, et retranchons membre à membre de l'équation (2) élevée au carré, on élimine d^^ et il reste
(3) (H4- k^) sin* e^[ = («»-+- X»sin>e 4- r'sin'O) [h + a^rcosO) — p'.
Le second membre étant du troisième degré, s'annule au moins pour une valeur de r; on peut compter le temps à partir de l'instant correspondant. Désignons par r^ etft»
les valeurs correspondantes de r et de -^j et posons, pour
abréger,
a^rcsinÔ, a^cosÔ = 7 sin'ô,
les équations (2} et (3) prennent une forme simple, eu donnant à A et à /x les valeurs qui rendent les deux membres
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identiques quand £ = o,
(4) (r. + c'+*')^-cJ = (rî+c'+A')«.
Si To^» o, le trinôme entre crochets,y(r), est >• o pour toute valeur de r supérieure à Tq ^ r ne peut donc varier que de r^ kco 'y mais, quand ro<] o, il peut arriver que /(r) s'annule pour une ou deux valeurs de r plus grandes que ro5 dans le premier cas, qui répond Sif(^o) <Co, ou 7+- aoi)*ro<[ o, '^ devra varier entre To et la plus petite des deux racines dey*(r) = o. Si les deux racines sont réelles ^^^''o'i r variera encore de r© à la plus petite, et la droite ne sortira pas d'une certaine zone comprise entre deux parallèles de l'hyperboloïde. Dans le cas où l'une des racines de y* (r) = o est To, et l'autre ^r©, ce qui exige
M et tous les points de AB décrivent uniformément des parallèles. Quand y*(r) ne s'annule pas pour r]>ro, r va
de To à 00 . -^ s'obtient en remplaçant, dans (4)î ^ P^^r sa
valeur tirée de (5) ; mais, quand r est très-grand, on a sensiblement dr = dt \jryy r^d^^=^cdr\ donc ^ tend vers une limite !Gnie, et le mouvement de M devient à peu près uniformément accéléré.
Quand Cl) = o, ou quand la barre part du repos, on peut intégrer (4)?
- V ^' -H c* = arc tang --==:= — arc tang
on en déduit la forme de la trajectoire de M.
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Mouvement d'une barre pesante et homogène dont les extrémités doivent rester sur un cercle vertical poli; pressions exercées. L'équation des forces vives détermine Tinclinaison de la droite, et le mouvement du centre de gravité donne les réactions, qui sont normales au cercle.
Une barre pesante et homogène AB peut se mouvoir dans un plan vertical autour de l'extrémité A; l'autre extrémité s'appuie sur une face d'un prisme triangulaire dont la base repose sur le plan horizontal parfaitement poli qui contient A ; le prisme ne peut se déplacer que parallèlement au plan vertical dans lequel se meut AB ; mouvement qu'il prend sous la pression de la barre.
Deux points A, B sont liés par une tige sans masse mobile autour de son milieu C ; chacun d'eux est attiré vers un point 0 avec une intensité inversement proportionnelle au cube de la dis^
tance ; CO est égal à - AB, et le mouvement initial est tel que h
barre reste dans un plan passant par CO, mouvement du système. Le théorème des forces vives conduit à une équation iniçgrable.
(Walton.)
Mouvement de deux points pesants qui se repoussent avec une intensité réciproque au carré de la distance et dont les vitesses initiales sont dirigées suivant la droite qui les joint. Le centre de gravité décrit une parabole, et la droite qui joint les deux mobiles conserve une direction constante.
Un prisme triangulaire repose par sa large face sur an plan horizontal parfaitement *poli, et ne peut prendre qu'un mouvement de translation perpendiculaire à ses arêtes; deux petites masses réunies par un fil qui ne sort pas d'une section droite du prisme sont posées chacune sur une des faces inclinées et abandonnées à elles-mêmes ; déterminer le mouvement du système et la tension du fil.
Une aiguille AB de masse m peut tourner autour de son extrémité A dans un plan vertical; déterminer la loi suivant laquelle
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un insecte de masse m doit se déplacer sur AB pour que cette aiguille puisse ayoir un mouyement de rotation uniforme; Tinsecte est supposé en A quand AB est horizontale. On écrit que la dériree de la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à Taxe autour duquel tourne la droite est égale à la somme des moments des poids; on tient compte de ce que la vi* tesse angulaire est une constante «•,' et Ton arrive à une équation de la forme
, / T « -*- '■X gsm»t=z 2«» Ir — aL | ;
le momrement n'est possible que pour une demi-révolution.
W ALTON
Déterminer le mouvement d*un disque circulaire non homogène assujetti à rester dans un plan vertical et posé sur une horitootale de ce plan ; on suppose : i^ que cette droite est parfaitement poiie; 2* qu'elle soit assez rugueuse pour empêcher tout glisse* ment On doit chercher où se trouve à chaque instant le centre da disque et son centre de gravité; on peut appliquer le théorème des forces vives, et lui adjoindre pour le premier cas celui du mouvement du centre de gravité.
Un fil inextensible et sans masse, assujetti à rester dans un plan lK)rizontal, s*enroule par une de ses extrémités sur un treuil vertical de masse M, puis passe sur une très-petite poulie C, et se termine par une masse m attirée vers C par une force réciproque au carré de la distance; déterminer le mouvement du système en supposant que M = 6/n, et que la vitesse initiale de m soit moitié de celle qui conviendrait au mouvement parabolique, à Ton supprimait le fil. (Licence, i865.) Se traite comme le problème l'j'i.
Une droite homogène assujettie à rester sur un plan horizontal peut glisser sans frottement dans un petit anneau qui tourne luimême et permet à la droite de prendre toutes les directions ; la miroite se termine à une extrémité par une masse attirée vers l'anûcau, en raison inverse du carré de la distance, mouvement du système.
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Un tube droit, mobile dans un plan horizontal, peut tourner autour d'un de ses points qui est fixe ; le tube contient un certain nombre de petites billes qui peuvent s'y mouvoir librement ; déterminer le mouvement du système, en supposant qu'on imprime au tube une certaine vitesse et que les billes y soient d'abord en repos relatif à des distances connues. En exprimant que la cornposante tangentielle de laccëlération pour chacun des points est
nulle, on a
I d^r I d}rx dO^
r dO~~ r, dt^ dV^
on en conclut que les distances des billes au point fixe conservent des rapports constants, et l'on n'a plus que deux inconnues distinctes. (Walton.)
Un tube circulaire homogène, assujetti à rester dans un plan vertical, repose sur une horizontale sur laquelle il ne peut que rouler sans glisser ; il contient une petite bille pesante qui glisse à l'intérieur sans frottement; déterminer le mouvement du système quand on l'abandonne sans vitesse initiale. On peut appliquer le théorème des forces vives et celui sur les moments des quantités de mouvement par rapport au point le plus bas du tube.
MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE
Des moments d'inertie.
174. J'ai rappelé (159) les propriétés les plus simples des moments d'inertie^ ajoutons qu'en un point quelconque d'an solide il y a trois axes principaux d'inertie perpendiculaires entre eux; en les prenant pour axes coordonnés, on a, m étant une des masses du système,
"Lmyz = Imzx = Imxy = o;
Tellipsoïde central est un ellipsoïde dont les axes sont diriges suivant les axes principaux et égaux à l'inverse de la racine carrée des moments d'inertie correspondants ou à l'inverse du rayon de gyration \ le rayon de gyration par rapport à une droite passant à notre origine est l'inverse du diamètre de l'ellipsoïde qui coïncide avec elle. Soient ^) B, C les moments principaux d'inertie, le moment relatif à une droite qui fait avec les axes les angles a, P, y est
1 = A cos'a -h B cos* p H- C 005*7 ;
^i A, a, 6,0 désignent les rayons de gyration correspondants, k^z=L a'cos'a -f- è'cos'P -t- 0*005*7.
Considérons un ellipsoïde, réciproque du premier, dont les îxes soient 2 a, 26, 2 c*, le rayon de gyration relatif à une droite passant au centre est égal à la distance du centre au
plan tangent perpendiculaire à la droite. Ce second ellipsoïde a été remarqué par Mac Cullagh.
175. Hayon de gyration d'un arc de cercle homogène par rapport à dwerses droites menées par le centre du cercle.
Soient OX Taxe de symétrie, OY la parallèle à la corde, OZ la perpendiculaire au plan \ ce seront les axes principaux, et en appelant a, i, c les rayons de gyration, 2^ Tangle au centre de l'arc donné, on aura
^ _«,ar-«ny
Pour un demi-cercle © = - ; a* = i* = - R*.
Le carré du rayon de gyration relatif à la droite qui fait des angles oc^ |3, 7 avec les' axes est, par conséquent,
K'=: 1 R« Ti -h cos»7 -4- (cos'p — cos»a) ?î:!i?ll •
176. Moments d'inertie de Caire d'une ellipse autour de ses deux axes et de la normale à son plan, menée par le centre; cylindre elliptique.
Soient a, (3 les demi-axes, A, B, C les moments demandés, on a
Pour calculer A, j'intègre d'abord par rapport à a:, et je trouve
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Posons / = P cosf , J^ = P smfd<fy et nous aurons
Xir 1 r^ I
On en conclut immédiatement
B = ^ira»p, C = A-f-B = 2irap(a>H- p>).
Les rayons principaux de gjration sont - P, - a , - ^«'-f-P* .
Ce dernier serait le rayon de gyration d'un cylindre ellipti({ue droit autour de son axe ; quant au carré du rayon relatif au grand axe de la section moyenne du cylindre, c'est, en désignant la hauteur par a A,
177. Moment iï inertie d'un ellipsoïde homogène par rapport à ses axes et à la diagonale du parallélépipède rectangle circonscrit.
Je désigne par a, |3, y les demi-axes et je pose
h=:fffx^dxdydz, h!=Jy^dm, h^ri^Jz^dm.
Dans A, si on laisse x constant, l'intégrale relative à ^ et à z est Taire de l'ellipse suivant laquelle l'ellipsoïde est coupe par le plan parallèle au plan yz à la distance x ; donc
On trouverait de même h! et V^\ et, comme les moments principaux d'inertie sont h! -^h"^..,^ on en déduit les
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carrés des rayons de gyration
Le carré du rayon relatif à la diagonale du parallélépipède circonscrit est
fl^a' _2 p'7'4-7'a'4-a'p»
Le rayon de gyration d'une sphère autour d'un diamètre
estRy/ï-
179. Moment d! inertie d'un triangle ÂBC par rapport à diverses droites; conséquences pour un polygone régulier j pour une pyramide régulière.
Prenons pour origine O le centre de gravité du triangle, pour axe des x la médiane OA, dont la longueur totale est m, pour axe des j une parallèle à BC^ soit 6 l'^gle des axes \ le moment d'inertie relatif à la médiane est
Iz= r dxfx'^shk'Bdj' J am
OLX
a, (3, y sont les côtés du triangle \ sa surface est S = - ma sinfi;
donc
Les moments d'inertie par rapport à OÂ, et, par analogie, les moments relatifs à OB et OC sont inversement propor-
en
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ûonnels aux carrés de ces droites; l'ellipsoïde central en O coupe le plan du triangle suivant une ellipse E homothétique à Tellipse E' circonscrite à ÂBC et ayant son centre
O5 le rapport de similitude est mi/ -^ • 0 ''^ = ^ \/"^î le demi-diamètre de E' parallèle à BC est--; celui de E
sera — ==9 et le moment d'inertie correspondant V = -~ •
Le moment d'inertie autour d'une perpendiculaire en O au plan du triangle sera
^(x^-f-^-h ax^oos9) mBdxify
— sin'ô ""2 \24 18/ 36
Le carré du rayon de gyration, relatif à une normale au plan menée par Â, est
a» 'w* 4 • > , ï , —,- + -ô H- - /»»= - mM- -7 ot\ 24 10 9 2 24
Considérons un polygone régulier de n côtés, dont l'apothème est m, l'aire S, le côté a et le rayon du cercle circonscrit R; par le centre de ce cercle, menons deux diamètres rectangulaires OX, OT et une perpendiculaire OZ*, le moment d'inertie autour de OZ est la somme des moments des triangles ayant O pour sommet :
il \ 2 24/ \ 2 12/
Les moments autour de OX et de OT sont
De s. -G. — Bec. 24
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nous avons comme pour une aire plane quelconque A -h B = C j ici il est clair que A = B 5 chacun vaut - C.
Soit maintenant une pyramide régulière dont la hauteur est h, et dont la base a pour côté a, pour rayon R, pour aire S \ le résultat précédent donne le moment d'inertie autour de la hauteur
Le moment relatif à une droite menée par le sommet perpendiculairement à Taxe se calcule en observant que cette droite est parallèle à un diamètre du cercle circonscrit à la base d'une de nos tranches, et qu'elle en est à une distance égale à celle du sommet à la section^ donc
On en déduit les moments d'inertie des polyèdres réguliers et du cône droit.
179. Moments d'inertie d'un tore autour de son axe ou d'un diamètre de son équateur.
Soient R le rayon du cercle générateur, a la distance de son centre à l'axe *, x^y^ z les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque M, u sa distance au centre P du cercle générateur dans le plan duquel il est contenu, ^ l'azimut de ce plan, 6 l'angle de PM avec l'axe du tore 5 le système de coordonnées u, ^ et 0 est souvent utile quand on considère un tore, et donne
.r = (a -f- MsinÔ) cos^J>, 7=r (a -h « sinô) sin>J», z = «cosÔ.
On pourra découper le plan du cercle en petites surfaces
ududO qui, en toTarnant autour de OZ, engendrent des volumes [a -i-usinO) ududOd^'^ on a pour le volume du tore
I d'^ I dB j i{</£r(a + ttsinO] =2ir'aR'.
Le moment par rapport à Taxe du tore est, en intégrant entre les mêmes limites,
C =fff{a.'i'USUiBYududBd^ = aic^aR» («"+ t RM • Les moments autour de OX et de OY sont
A=fff{r-^z^)dxdydz = B=fff{at^^z^)dxdjrdz=:^^', Ar=B = - fff[[a -{- tt8iaô)*-f-2a'cos'd](a -{'UsaiB)ududBd^
= aK'«R'(ia«+|R>)
180. Condition pour qu'une [droite soit axe principal et inertie .
Supposons qu'une droite OZ soit axe principal par rapport à l'un de ses points O -, prenons deux droites OX et OY qui forment un système de coordonnées rectangulaires avec OZ, et nous devrons avoir
'Lmxz = o, 2,mjrz = o.
Quand ces conditions ne sont pas vérifiées, on peut cliercher si OZ est principale par rapport à un de ses points O' ^ si OO' = A, on aura, par analogie avec les conditions précédentes,
J,mx[z — h)=zOj Itm[z — h)jrz=::o.
Soient ari,^!,^?! les coordonnées du centre de gravité, M
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la niasse totale ^ ces relations deviennent
En écrivant que ces équations donnent la même valeur pour h^ on obtient la condition demandée
Une droite ne peut être axe principal pour deux de ses points, sans Fètre pour tous et passer au centre de gravité. Cherchons la condition pour qu'une arête ÂB d'un tétraèdre soit axe principal en un de ses points. Du milieu M de l'arête opposée CD, j'abaisse MO perpendiculaire sur AB, et je prends OM pour axe des x^ AB pour axe des z avec un axe des y perpendiculaire \ le plan ZOX étant diamétral pour le tétraèdre, j^i = o et Ton doit avoir 2/nj^z = o. Divisons le volume du tétraèdre en petits prismes parallèles à CD^ le milieu de chacun de ces prismes est dans le plan ZOX, et ses éléments ont deux à deux des y égaux et de signes contraires^ si les arêtes du prisme ne sont pas perpendiculaires à OZ, les éléments dont Vy est ]> o auront un z toujours plus grand ou toujours plus petit que ceux dont Vy est <^ o, et la somme ne sera pas nulle. H faut donc et il suffit que CD soit perpendiculaire à la direction de AB.
181. Etant donnés les axes principaux OX, OY, OZ, relatifs au centre de grai^ité et les rayons de gyration correspondants a, J, c, trouver le rayon de gyrationpour une droite quelconque MR passant par un point M 5 axes principaux pour ce point ; discussion et coTiséquences,
Soient Xi, 7^1,^1 les coordonnées de M par rapport à OXYZ, r la distance OM , 0c, |3, 7 les cosinus directeurs de l'axe MR5 pour une parallèle OR' à MR, le carré du rayon de gyration serait a* a* 4- 4'/3' 4- c'y*^ il suffit d'y ajouterle
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carré de la distance de M à OR', et l'on a
aXi + ^^1 + yzg est la distance de. l'origine an plan P, mené par M normalement à MR. Imaginons une surface homofocale à l'ellipsoïde £ dont les demi-axes sont a^b^Cj ëcriTons son ëquaticm
et déterminons X de manière que cette surface soit tangente au plan P,
la condition de contact s'obtient en identifiant cette équation ayec celle d'un plan tangent à la surface (a), et éliminant les coordonnées du point de contact-, on trouve
X n'a qu'une valeur X^; il y a donc une seule surface du système (a) qui touche P, et, si l'on remplace dans (i) ax, -+- jSj-i -f- yzi par sa valeur, il vient
En M passent trois surfaces homofocales (a), répondant anx paramètres X,, X,, 1, • soit X, <[ X, <^ Xj -, à X = Xi correspond un ellipsoïde et, pour X<^X|, (a) représente un ellipsoïde qui enferme le point M ; de même, pour X ^ X,, (a) représente un hyperboloïde à deux nappes et M est dans sa partie concave^ donc, si X est <[Xi ou ]> X,, on a des surfaces auxquelles on ne peut mener de plan tangent P par M. Le minimum de k* est r* -H X^^ alors MR est normale à l'ellipsoïde homofocal de £ qui passe en M; le maTîn^wm de k* cst r*+ X, et l'axe MR du moment maxi-
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mum d'inertie est la normale à Thyperboloïde à deux nappes -, ces deux normales sont deux des axes principaux pour le point M^ le troisième est donc la normale à Thyperboloïde à une nappe ( 2 ) qui y passe, et le rayon de gyration correspondant est r*+ Xj.
Puisque pour chaque point les axes principaux sont les normales des surfaces homofocales à E qui y passent, et que les rayons de gyration principaux sont égaux à r* augmenté du paramètre qui définit ces surfaces, on est ramené à discuter Téquation
Pour que deux des moments principaux d'inertie en M soient égaux, il faut que l'équation (3) ait une racine double ^ si a, 6, c sont différents, cela donne trois lieux différents pour le point M -, ce sont les focales de l'ellipsoïde E.
x, =: o, ■/ * , + -T — ^ = I , ellipse imaginaire; o' — a' cr — a* *^
^•=^' ^^.-^?rzhr^ = '' hyperbole;
z, = 0, a ' t "^ A» '^ = '^ ellipse.
Les trois moments principaux ne peuvent devenir égaux en certains points, que si b est égal à c ou à a. Soit i = c, pour que les trois racines de (3) soient égales, il faut que leur v.aleur commune soit &, et alors
Pour i = a, on trouve deux points imaginaires.
Le lieu des points pour lequel un des rayons principaux a une valeur k s'obtient en écrivant que l'équation (3)
SUR LÀ ICéCAiriQUE AàTIONirELLE. 3^5
admel la solution X = A' — r*.
jr
a^— A»-f-r» ^|2— it'-f-r» c'— ^^-hr
Si A est supérieur à a, i et c, on a la surface des ondes de l'optique ^ sinon on en a une variété qui est comme elle du quatrième degré, mais possède des nappes infinies.
Veut-on trouver les points pour lesquels les rayons principaux aient des valeurs données h^k'^h"^ on a le système d'équations
^^ ..a _i_ 1.3 /-• ^^ .ii _i_ /-» i^3 • »
On résout ces équations par le procédé de Binet (voir n® 151 ), et Ton trouve
et
Cette équation fait connaître r, et les précédentes donnent ensuite x^j^ z. On voit que A'-h A"-!- A:"' doit être
Chaque propriété des familles de surfaces homofocales donne une propriété des axes principaux, et réciproquement. Ainsi un plan quelconque est tangent à une surface du système \ il est plan principal pour le point de contact et pour ce point seulement. Toute parallèle à un des axes de E est normale à celle des surfaces qui se réduit au plan des deux autres axes de E^ elle est axe principal au point où elle perce ce plan. Le lieu des normales qu'on peut
mener d'un point fixe aux surfaces homofocales est un cône du deuxième degré : c'est le lieu des droites qui sont prin cipales pour un de leurs points.
Monvement autour d'un axe fixe.
182. Considérons un système d'axes coordonnés rectangulaires et un solide dont deux points A et B sont fixés sur l'axe des z \ le solide ne peut que tourner autour de OZ, et il est soumis en A et B aux réactions des appuis dont nous désignerons les composantes par Xi,T,,Zi, Xt, Yt, Z). Soient a et i les z des points A et B, X, Y, Z une des forces extérieures, appliquée en x^yyZ\ il suffit d'écrire les tliéorèlnes généraux sur l'accroissement des projections et des moments des quantités de mouvement du système, pour avoir six équations d'où l'on déduit le mouvement du corps et les réactions aux points fixes. Ces équations sont de la forme
2 TO -3—= 2X -h X, -4- X a, ai*
Soient 6 l'angle dont le corps a tourné à l'époque t^ (ù la
vitesse angulaire —^ et cii)'= — , oti, j^i, Zi les coordonnées
du centre de gravité G, M la masse totale, I = M/r' le moment d'inertie autour de OZ, 'Lmyz = a, "Lmxz = |3; on a, en observant que chaque point décrit un cercle autour deOZ,
dt "■^' dO
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et les équations du mouvement donnent
X| -+- Xa -h 2X -4- M(6)**, -+- «'j-») = o,
T| -4- Y, -4- 2T -4- M («'j-i — 6»'x,) = o, . Z, 4-Z, -f- 2Z=o, ^ aY, -f- ô Y, — 2(jZ — «Y) 4- »*a — 6»'p = o,
«X, -h ÔX, — 2 (arZ — zX) -f- »»p -4- »'a = o,
M>fr»»'=:2(a:Y— j^X).
La dernière donne la loi du mouvement ; les première, deuxième, quatrième et cinquième, Xi, Xj, Yi, Y, ^ la troisième donne la somme Z| + Z,, mais Z| et Z, ne peuvent être déterminés isolément, ce qui tient à l'hypothèse d'une rigidité absolue du corps mobile.
Supposons que les forces extérieures se réduisent à un couple dont le plan soit perpendiculaire à l'axe : on a Z| + Zf = o, et il est naturel d'admettre que Z^ et Z, sont nuls séparément-, les réactions des points d'appui sont perpendiculaires sur l'axe, et leurs composantes données par les équations
X,-f X,-f-M(w*x, -4-»'/,) =0, aX, H- ôX, -l-»»p-4-w'a = o, Y, -h Y, -f-M(»*7i — »'a:,)=ro, aYi 4- ôY, -f-w^a— w'P = o.
Pour que les deux réactions aient une résultante R, il faut et il suffit qu'elles soient parallèles^ XitYittXttYi} cette proportion conduit à l'égalité équivalente
X, -h Xi aX| -h ôXa w'ari -4- w'^i »'p 4- «'a
Y| 4- Yj aY| 4- bYt w'^i — w'ar, «'« — »'P
EfTectuant les calculs, cette dernière donne
(û»*4-»'*)(a7,— pjr,) = o;
il faut
«:p!î«iîj^it
c'est-à-dire que Taxe fixe est axe principal pour Tun de ses points O. Supposons que l'on prenne ce point pour origine des coordonnées, oc et ^ deviendront nuls, et les équations où ils entrent donneront
iiX, -r ôX, = o, aYi -+- ôY, = 0^
les moments de X^ et de Xt, de Y^ et de Y, par rapport à 0 étant égaux et de signes contraires, la résultante passe en ce point, et est contenue dans le plan principal conjugué à l'axe de rotation. On peut faire passer le plan des zx par le centre de gravité, yi est nulle, et les projections de K sont
X, -f- Xa r=— Mw^r,, Y, -f- Y, = Mw'xi.
Cette force, composée avec le couple accélérateur dont le moment est MA:" w', donne une force unique, égale et parallèle à R, rencontrant l'axe des x en un point dont l'abscisse
est = y'^ — •/ ^*^*^ ^^ centre de percussion du solide
relativement à l'axe fixe.
On peut demander que la réaction d'un des points fixes Â soit nulle : c'est dire que l'action de l'axe se réduit à une force unique appliquée en B ^ l'axe doit être axe principal pour ce point. Si les deux réactions étaient nulles, l'axe serait un axe principal passant au centre de gravité : dans le premier cas, c'est un axe permanent de rotation, dans le second, un axe naturel ou spontané.
183. Un parallélépipède rectangle homogène pesant est fixé par les extrémités P, Q d'une de ses arêtes^ qm est verticale : quelle vitesse faudrait-il lui donner pour que le point fixe inférieur Q n'éprouvât aucune pression?
Si l'on prend pour origine le milieu O de PQ, et pour axes des parallèles aux arêtes, dont je désigne les longueurs
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paraa, ai, ac, ona Xi = a, 7^, = i, i?| = o, a = /3 =0, elles équations (A) deviennent évidemment
X, 4- X, + M (»'fl -+- »' 6) = o, Y, -+- Yî H- M( «»6 — w'fl) = o, Z, -4- Z, — Mg' = o,
c(Y. — Y,)-t-ÔMg^r=:0, c(X, — X,) H- Mûg^=:0, w' = 0.
La vitesse angulaire conserve la valeur constante ci), et si Ton veut que X, = Yj = o, on déduit des équations précédentes
X, -i- Ma«' = Y, -f- M tw» = cYt -hJAbg=z cX, -4- tilag = o.
Pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit (^e c(«)'=: g^- la réaction en P a pour composantes —9
—9 Mg\ sa direction prolongée passe au centre du parallélépipède.
184. Déterminer la forme d'un pendule composé, assujetti à certaines conditions, de façon à rendre minimum la longueur du pendule simple synchrone.
Etant donnée une certaine quantité de matière, on peut en former un pendule composé qui oscille aussi vite ou aussi lentement qu'on voudra^ il suffit d'en former une trèslongue aiguille et de la faire osciller autour d'une parallèle à son axe qui en soit très-voisine, ou d'une perpendiculaire à cet axe. Mais, si Ton impose certaines conditions à la forme du pendule, le problème de rendre minimum le pendule synchrone admet une solution finie. On sait que, si a est la distance du centre de gravité à l'axe de suspen*
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sion, k le rayon de gyration autour d'une parallèle à l'aie menëe par ce centre, la longueur du pendule synchrone
est / = a -i y la forme du pendule étant donnée, / ne
peut être minimum que si a = Xr; alors l=^!ih^ et l'on est ramené à former un corps de masse et d'espèce données, tel que son moment d'inertie, par rapport k un axe de direction donnée passant au centre de gravité, soit minimum. Il faut pour cela que, si l'on enlève ou qu'on ajoute une masse infiniment petite en des points quelconques de la surface, sans que cette surface cesse de remplir les conditions géométriques qui lui sont imposées, le moment d'inertie autour de l'axe choisi éprouve une variation infiniment petite, indépendante de l'endroit qu'on a creusé ou renforcé : sinon, en enlevant de la matière aux points les plus sensibles pour la rapporter en d'autres moins sensibles, on diminuerait le moment d'inertie, qui, par suite, n'eût pas été minimum.
Supposons que le pendule cherché doive être un cylindre droit, d'épaisseur h et de masse m, 'oscUlant autour d'une parallèle à ses génératrices, et considérons la parallèle OX par le centre de gravité O. Si l'on veut retirer une petite quantité de matière sans altérer la forme du pendule, il faut que cette petite masse soit répartie uniformément le long d'une génératrice : pour que la diminution correspondante du moment d'inertie soit constante, il faut que toutes les génératrices soient équidistantes de l'axe; la base du cylindre sera un cercle, et Taxe de suspension passera au milieu du càté du carré inscrit.
Demandons que le pendule soit de révolution autour d'un axe qui coupe à angle droit l'axe de suspension. Soit OX la parallèle à ce second axe par le centre de gravite : la masse dm qu'on enlève doit être répartie uniformément le long d'un parallèle de la surface ; si y est le rayon, z la
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distance du plan du parallèle à l'axe, la variadon du mo-
ment est
(..4-i^-jrfm.
Pour que ce soit une constante, il faut que l'équation de la surface soit
c'est un ellipsoïde de révolution aplati dont le volume, égal
au volume donné, est ^ irc* 5 et l'on a A:= c i/^-
185. Une planche rectangulaire homogène est fixée aux extrémités A ef B d'une de ses arêtes qui fait un angle i avec la verticale; moux^ement de la planche quand on récarte de sa position d'équilibre; réaction des deux
gonds.
Je prends AB pour axe des z, son milieu O pour origine, la perpendiculaire à AB contenue dans le même plan vertical que cette droite pour axe des x et une perpendiculaire à ces deux droites pour axe des jr-^ soient aa = AB, ac la largeur de la planche. Le poids mg est appliqué au centre de gravité G, et ses composantes sont
X = mgr sin/, Y = o, Z = — wig' cos/ ;
on a évidemment
I «=2mj^3=::0, P =z ZntJeZ = O.
J'appelle 0 l'angle du plan de la porte avec ZOX et Xi, Y|, Zi^Xj, T„ Zt les composantes des réactions de A et de B.
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Les équations générales deviennent
X, -+-Xa -f- mg sini -{-me {»^cosB -f-w'sinO) =o, Ti 4- Y, H- 77u:(u*sin0 — u'cosO) =0, (i ) ^ Z, -+- Zj — mg CO81 := o,
a[Yi — Yj) -f- c/w^cosisinO = o, û (X, — X,) 4- cmg cosi COS0 =r o,
- mc*«' = — cmg sinô sini.
La dernière donne, en multipliantpar (*idt=zdOet intégrant, 2c(w* — ftij) = 3g'[cosO — cosO,) sini.
Les oscillations sont isochrones à celles d'un pendule de
longueur—^; — ;• Les premières équations (i) nous donn^
ront Xi, Xt9 Ti, Y^^ mais, il est un peu plus simple de chercher les composantes des réactions dans le plan de la planche, parallèlement à OG, et suivant, une normale à son plan^ je désigne ces composantes par Pj, P,, Ni, N^et je pose
ac ^ '
A est <^ — I si la rotation est continue. On a d'ailleurs P = X cosO -4- Y sinô, N = YcosO — X sinO;
si donc on ajoute la première et la deuxième équation (i!i après les avoir multipliées par cos0 et sind, ou par — sinS et cosd, on a
^ -^ mg sin / , w ^ « , X
N, 4- N, =r: -7 mg sini sinO.
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Ajoutons au contraire la quatrième et la cinquième après
, . ,.^ sin9 cosO cos9 sinO
avoir multiplie par et > ou par et : on
trouve
^ ^ cmgcosi
On peut ainsi calculer immédiatement les P et les N. Comme Ni = Nt, sans que Pi soit égal à P^, les deux réactions n'ont pas de résultante, à moins que cosi ne soit nul, c'est-à-dire AB horizontal ^ alors
P.r=P,=:-^(3A — 5cosO), N, = N, 3= -casino. 4 ^
tr Ni
Sici>o = o et 6o == -> A est nul et--^ = — • — tanfi^d: la tan-
2 Pi lO ° '
gente de Tangle de la réaction avec le plan de la porte est proportionnelle à tangd.
i86. Oscillation d'une aiguille aimantée mobile autour d'un CLve horizontal qui passe par son centre de gras^ité O ; influence du frottement qui s'exerce sur l'axe quand l'eu-guille oscille dans le plan du méridien magnétique.
L'influence de la Terre sur une aiguille symétrique par rapport à son centre de gravité peut être représentée par J action de deux forces F égales, parallèles et de sens contraire, appliquées en deux points P, P', symétriques par rapport à O5 l'angle i de ces deux forces avec l'horizon est la déclinaison, et le plan vertical qui leur est parallèle est le plan du méridien magnétique. F peut être remplacée par une composante verticale F sini, et une composante horizontale Fcos / ^ si donc l'axe de l'aiguille fait l'angle a avec le méridien magnétique, Fcos i se décompose en deux autres, Fcos i sin a, dans le plan où peut se mouvoir l'aiguille, Fcosicosa parallèle à Taxe : l'aimant sera en équilibre quand l'angle i'
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de P^P avec l'horizon est tel qae
cotf'=: sînacot/.
Écartons PP' d'un angle 9 de sa position d'équilibre^ si PP'= a/, l'aimant est soumis au couple
aF/ siQ9 v^sin^i -4- cos*i sin'a ; en appelant mk* le moment d'inertie, on a
m^*»' = — 2F/ sinO ^i — cos'i cos*a, m^'(w'— wj) = ^¥l{cosB — cosô.) ^i — cos'icos'a.
L'aiguille prend un mouvement pendulaire, d'où* l'on déduit l'intensité des forces F. Supposons l'aiguille assujettie à rester dans le méridien, a = - • Soient p le rayon
de l'axe de suspension, a a la distance des points d'appui, dont le milieu est en O ^ je prends cet axe pour axe des z, l'axe des pétant suivant la direction d'équilibre et l'axe des X perpendiculaire aux deux autres; et je désigne par 6 l'angle de OP avec OY, le sens des angles positifs étant
tel que pour OX, 6= • Les composantes du poids sont
— mg sini, mg cosi et o, tandis que F est parallèle à OY. Par raison de symétrie, les points d'appui n'ont pas à fournir de réaction parallèle à OZ; leurs actions, égales entre elles, ont pour composantes X et Y; la force de frottement en chaque point d'appui est donc sinf ^X* -f- Y*. Comme Xi^jfi ^d <3c, (3 sont nuls, les troisième, quatrième et cinquième équations générales deviennent des identités, et les autres donnent
aX — mg sin/ = o, a Y -f- mg cosi = o, mX^»«'=— aF/sine-f- apsiny^X*-!- Y*,
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Le signe du dernier terme est pris en supposant que 0 parte d*une valeur initiale positive X pour décroître. On tire de nos équations
~ = — cet/, a v^ïë» -h Y* = mg.
La réaction de chaque appui est toujours verticale et égale â la moitié du poids. L'équation du mouvement devient
iiiX*'ft>' = — 2F/ sinO -♦- mgf sinf •
Pour que le mouvement naisse, il faut
d F / sin 1 ^ m^p sin f ;
s'il en est ainsi, intégrons en multipliant par 2(ùdt=^ a ^9, mJk^»^=:z 4F/(cosa — cosX) -h 2mgp[9 — l] sîof.
Cette formule est applicable jusqu'à ce que 0 ait atteint une valeur ^i pour laquelle o) s'annule. A cause de la petitesse de psincp, \ ne diflfère pas beaucoup de — X\ écrivons que a>* s'annule pour 0 = — X -+- /i,
aF/[cos(\ — h) — cosX] — m^p(aX — A) siof =o.
Développons cos(X — h) par la formule de Taylor, et obligeons les termes du deuxième ordre :
aF/A smX — a/w^^pX sm« = o, A = ^J. ^ ^ :
si X est peu considérable, -r-r diffère peu de i , A est sensiblement constant, et l'on voit que l'amplitude des oscillations décroit suivant une progression arithmétique; quand
le sinus de cette amplitude est devenu ■< ^ ^> l'aiguille s'arrête, faisant eu général un petit angle avec OY.
Ds S.-G. — Â9C. a5
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MottTament autour d'un point fixe.
187. Considérons un solide assujetti à tourner autour d'un point O et sollicité par des forces quelconques^ le mouvement élémentaire est une rotation autour d'un axe instantané 01, et il suffirait de connaître la grandeur et la direction de la droite OI = o) qui représente cette rotation à chaque instant pour être ramené à une question de Calcul intégral. Menons trois axes rectangulaires fixes OXi,OY|,OZ|*, la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à OXi est de la forme
la dérivée est égale à la somme des moments des forces extérieures, mais elle est diilQcile à calculer à cause des £ qui } figurent et qui varient avec le temps. Aussi Euler a-t-il cherché les projections )», y, r de OI sur les axes principaux OX, OY, OZ relatifs au point O^ ces axes sont mobiles, mais aussi il suflit de connaître leur position à un instant donné pour avoir celle du corps. Supposons les systèmes OXYZ. O X| Y| Z|, disposés de manière que OX représente l'axe de la rotation de OY vers OZ, et ainsi de suite ^ Euler considère la trace OP du plan XY sur le plan Xi Y|, et désigne par ^ Tangle dont il faut faire tourner OXj dans le sens positii pour Tamener sur OP, par (f l'angle dont OP doit tourner pour aller sur OX, enfin par 0 Tangle du plan XY ave< Xi Yj . L'angle 9 s'évalue en prenant les parties des deux plans que décrirait d'abord dans chacun d'eux une droite qui se mouvrait dans le sens positif à partir de OP; quand 0 esi entre o et ir, c'est que la partie considérée de XY vient par rapporta Xi Y| du même côté que OZj. On a calculé (113^
les relations entre w, 7, r et les dérivées -^9 -7-» -r» Q^^
'^ ' dî di dt ^
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110113 désignerons par (f ^ ^\ 6'^
J /> = 4»'sinf sinô-h fi' cosç, ^ = ^^'sinOcosf — O'siof, '*' j r = ^' + f cos9.
Mais, pour trouver py q^r en fonction de t^ on me per<* mettra de résumer une méthode très-ëlégante exposée dans les leçons de Bour à TEcoIe Polytechnique. Il considère une droite OR, appelée axe du. couple résultant des quantités de mouvement, et dont les projections sur OXi, OYi, OZi sont
Transportons les forces extérieures en O, elles sont détruites, mais on obtient un couple résultant des forces extérieures, dont Taxe est une droite OG ; la projection de OG sur un axe est égale à la somme des moments des forces par rapport à cet axe. Le théorème sur la variation des moments des quantités de mouvement
peut s'énoncer en disant que la vitesse du point R est représentée en grandeur et en direction par OG.
Cela posé, soient A, B, C les moments d'inertie autour de OX, OY, OZ-, la somme des moments des quantités de mouvement par rapport* à OX est A^, . . . , c'est-à-dire que les coordonnées du point R sont, à l'époque /,
x = Ap, jr = Bq, z=zCf\ A l'instant t + dt^ les coordonnées relatives sont
A(p-h'dp), n{q-hàq}, C{r-^dr);
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mais, par une formule connue de Cinématique) les composantes sur OX) OY, OZ de la vitesse absolue de R sont les sommes des composantes de la vitesse d'entrainemeut et de la vitesse relative, c'est-à-dire, suivant OX,
dx dp
— 4-73 — r/ = A — -4-yCr— r^q.
11 sudBt d'égaler ces composantes aux projections de OG sur les mêmes axes ou aux sommes L, M, N des moments des forces par rapport à ces axes, pour avoir les équations d'Euler
On remarquera que dp^ par exemple, se compose de deux parties :
d^p = "^ qrdt, df p = J ^'î
la première est celle qu'on aurait sans l'intervention des forces extérieures et eu vertu de l'inertie du solide : l'autre est due aux forces extérieures qui communiquent ainsi une
rotation i», dont les composantes sont - dt^ -^ dt^ ~ àt.
L'axe de cette rotation est dirigé suivant le diamètre OH de l'ellipsoïde central conjugué au plan du couple G; ce diamètre fait avec l'axe du couple un angle dont le cosinus est
^"•=gs;(a^¥-^c)^'-
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Le moment d'inertie autour de OH est
f fit donc dco=r— -cos9^ la rotation communiquée par un
couple pendant le temps dt est égale à l'impulsion du couple multipliée par le sinus de Tangle de son plan avec le diamètre conjugué dans l'ellipsoïde et divisée par le moment d'inertie autour du diamètre.
Les équations (i) et (s) forment un système très-complexe de six équations simultanées, car L, M, N dépendent de ^, 0, (f . Ce système se simplifie quand deux moments A et B sont égaux. Remplaçons dans (s) ^, f, r et leurs dérivées par les valeurs tirées des équations (i) :
(d dB' \
H- (C — A) (f H- f cose) (f sin« cosf — 9' ûaf) = L,
+ ( A — C)r(f sine siuf -^ 6' cosç) = M,
Ajoutons les deux premières, après les avoir multipliées respectivement d'abord par coscf et — sinq), ensuite par sin^ et cosf ^ la première combinaison donne au second membre L cosf — M sinf , la seconde L sinf -h M cosf ; ces quantités sont les projections de OG sur OP et sur une droite OQ qui lui serait perpendiculaire dans le plan XY, c est-à-dire la somme des moments des forces par rapport à OP et OQ i désignons-les par P et Q, et nos équations
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deviennent, après quelques réductions simples^
— — f >sinÔ cosOj -h C((p' H- f cos9)f sinO = P, (3) I A^sinô^-f-ae'f cosO^ — CÔ' (f -4-f cosO) = Q,
Nous avons trois équations du second ordre, qui ont été données sous une forme équivalente par M. Resal^ (f ny entre que par sa dérivée, et les moments P, Q s'obtiennent plus aisément que L et M.
188. Déterminer le mouvement d'un anneau homogène en supposant que son centre coïncide auec celui d'un autre anneau très- grand par rapport au premier, et dont toutes les molécules attirent celles de Vanneau mobile sui\fant la loi newtonienne : il ninten^ient pas d'autre force^ et le petit anneau est primitivement animé d*un mouvement quelconque autour de son centre immobile.
On a vu (79) que l'action du grand anneau sur l'anneau mobile S se réduit rigoureusement à un couple dont Taxe est la ligne des nœuds, et que le moment de ce couple est approximativement
— -r//npt~ smôcosô;
y* étant le coeflicient d'attraction, meX^ les masses du petit et du grand anneau, a et R leurs rayons, 9 rinclinaison du plan de S sur celui du grand anneau. Le centre O de S reste immobile ; nous le prendrons pour origine, et le plan du grand anneau sera notre plan Xi Yj , l'axe des Xj étant suivant la position primitive de la ligne des nœuds; noas
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conservons les variables <p, 0 et f . On a ensuite
on pose
et Ton peut substituer dans les équations (3); divisant par -ma*, il vient
-y + 4'''^o&cosO 4- a^^'f sîû^ -♦-XsinÔcosd = o,
Je désigne par C) t^» t? les valeurs initiales de 9', ^' et o',
otpar a celle de 0-, la troisième équation (4) donne tout de
suite
.5) ç' 4- 4»' cosO = n -+• Çcosa = A;
substituons la valeur de fs^' dans les deux autres équations ( 4 )
4''*sinOcosd+ ih'^' sinO H- X6inOcosO = o,
sin$— 7- -4- 2*yo'cosô— 2AÔ' = 0.
Si Ton multiplie la dernière par sin0, elle s'intègre et donne 9 ) '^' sin*0 -h 2 A cosO = Ç sin'a -î- 2A cosa = K.
Tirons-en la valeur de ^' pour la rapporter dans (6),
-r-= -7-77 (K — 2ACOSO)» :— - K.— 2Acos9) — XsinOcosO.
dt sin»d^ ' siuô^ '
En multipliant par 20' dt = 2i/0, le second membre devient
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întegrable, et, en remplaçant K par sa valeur, on a
' sin'ô ^ '
En général, 0 ne doit pas atteindre zéro ni tt, pour que le second membre reste positif, c'est-à-dire que le plan de l'anneau mobile ne vient jamais coïncider avec celui de l'anneau
fixe, n n'y a exception que si le terme en -r— disparait, ce
qui exige ?^ = o et A = o, ou î[ = yj = o -, il faut que l'anneau n'ait reçu ni mouvement de précession ni de rotation autour de son axe de figure^ alors l'équation (8) devient
e' = -r-i = t'-4-X sm'a — sin»9] =8» 4-^ •
L'équation (7) montre que dans ce cas ^'est nul; l'anneau oscille autour de sa ligne des nœuds comme un pendule de
longueur |- = . . .. > niais dont l'angle d'écart serait à
chaque instant double de l'inclinaison du plan de S.
Cherchons les conditions pour que les valeurs entre lesquelles 0 doit rester compris soient égales entre elles et, par conséquent, à a : le second membre de l'équation (8) doit s'annuler ainsi que sa dérivée pour 6 = a; il faut d'abord que c soit nul \ puis, en se reportant à la valeur
de — > dt
aÇA — P cosa •+- X cosa =: Ç' cosa •+- 2îïÇ -+- \ cosa = o.
On doit donner à l'anneau un mouvement initial de précession dont la vitesse \ est l'une des racines de l'équation précédente \ ces racines sont de signe contraire à i}, et ne sont réelles que si r? ^ X cos'a; mais, si «j est grand, Tune des racines est très-petite en valeur absolue, l'autre très-
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grande. L'équation (7) donnant pour t^' une valeur constante, l'axe de figure décrit uniformément un cône droit autour de l'axe de Tanneau fixe.
La discussion complète des équations (7) et (8) est longue, et je me bornerai à un cas particulier intéressant, celui où ( et ^ sont uuls, tandis que 19 a une grande valeur. On tire des équations (7) et (8) simplifiées
^Jtnfcosa — cosO) ^ stn»0
,j >(cos*g — cos'«)8in*0 — 4^^*(^s^ — cos«)»
9 diminue à partir de « jusqu'à une valeur qui en diSere très*peu ; on posera 9 = a — x^ et l'on développera par la formule de Taylor en ne gardant que les termes les plus influents; on trouve ainsi
it' = : — j x'*=5^«sin2a — in^x*,
^ sinoL
On intègre aisément la seconde, et, en résolvant par rapport
a or, on a
>sin9a. ,
X = — —- (l-COS2ur),
Su d'où
,, iLcosa, , . >/cosa >cosa .
+ = II — COS2JJ/), + = 1 7---sinaii/.
raisons , , = n, et nous aurons
9 =« — n sina -h /isinacosau^, ip = — a/iuf -h /isinauf;
6 et ^, qui font]connaitre la direction de l'axe de figure, ont une partie moyenne et une partie périodique. Sur une sphère de rayon t, le pôle moyen de l'anneau décrit un
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petit cercle d'un mouvement uniforme pendant le temps — ; mais le pôle vrai tourne autour de ce pôle moyen, de
façon que sa trajectoire relative est un petit cercle de rayon
/zsina, et sa trajectoire absolue une épicycloïde sphérique
ordinaire, car, pour 6= «, y- est nul, ce qui indique un rebroussement ^ la période de ce mouvement de nutation
est -9 beaucoup plus petite que celle de la précession
moyenne. Ainsi, selon l'expression de Lagrange, le mouvement primitif du corps a transformé en mouvement de précession le mouvement oscillatoire que le couple tendait à lui imprimer.
Si Ton veut avoir la position de Taxe instantané à une époque quelconque, on recourra aux formules (i) dans lesquelles on peut faire (f = o, car cet angle n*a apparu jusqu'ici que par sa dijQl'érentielle -, il vient, eu égard aux résultats précédents,
/?=0' = — 2/iqsinasin2nt,
g = •];' sinô = — 2/îi) sina(f — cosauf),
L'axe instantané décrit, par rapport au système mobile formé de OP, OQ, OZ, un petit cône de révolution dont OZ est une génératrice, et dont le demi-angle au sommet est 2 7iy2sina^ cet angle est très-petit, mais beaucoup plus grand que Tangle d'écart du pôle vrai et du pôle moyen.
189. Moui^ement d'un solide de réi'oluiion pesant, animé d ^une grande vitesse, autour de son axe dejigure^ lorsqu'un point O de cet a^e est fixe, et tjuun autre point ^est sollicité par uneforceF perpendiculaire àl'axe*
Nous prenons pour origine le point fixe, pour axe des «i
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une verticale montante, et les antres axes comme précédemment. Soient a la distance OA du centre de gravité k 1 origine, U et V les composantes de F parallèlement à OP et OQ, et OB = A, P sera égal à mga sînfl — i V, Q à AU, et, d'après les formules (3), on aura
A I -^ 4*'* sin$ cosô j
-hC(y'H-4»'cosô)+'sinO = /n^asm9— 6V,
A ( sinO -i -+- 2e'ip'cosO ] — Cô' (f -f- 4»'cos9) = èU,
d{f' -4-ip'cosô) =0.
La dernière donne de suite ©' 4- ^' cos6 z=:h^ h étant une constante. Quand cette quantité est très-grande, ou que la vitesse autour de Ta^ce de figure est considérable, Teflet de ta force F est singulier. Supposons qu'elle se réduise à V, oa que U soit nul, les quantités
ChB\ CAf8ine-+-^V
conservent des valeurs finies -, 0' reste très-petit, tandis que ^' prend une valeur finie, sensiblement proportionnelle à V et à l'inverse de A; la force qui tendrait à soulever Taxe du corps ne lui donne en réalité qu'un mouvement de précession. Au contraire, si l'on cherche à donner un mouvement de précession, en appliquant une force qui se réduise à U, les quantités C/iYp' et C/i6'+ AU restent finies^ on ne réussit qu'à diminuer 0 ou à relever l'axe de figure. Si l'on demandait la force nécessaire pour obtenir un mouvement de précession sans nutatiou, on ferait 6'= o dans (E), et Ton en déduirai t
6V = sin e ( mga H- Af ' cosG — CAf ), 6U = A sinO ^ ;
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y aurait ane valeur considérable, tandis que U serait fini et indépendant de la vitesse de rotation qui entre dans h.
Quand on suppose F =s o, et qu'on tient compte de la valeur de tf' -i-f^'cosdy les deux premières équations du mouvement deviennent
)A( -T >|»'*8inôcosÔ ) -4-CA^|»'sinô=mg^«smO,
I A ( sinÔ-^ -h 2$'f cose) — C/iO' = 0.
La seconde, multipliée par sin 6, est intégrable, et donne une intégrale de la forme
{H') A+'sin'Ô -h CA cosS = AÇsin'a -h Zh cosa.
Multiplions-la, au contraire, par asinde/'sp, et ajoutons-lui la première multipliée par a^9, on a l'intégrale des forces vives
( H'') A(9'*-|- sin^e^»") -♦- !imgacosO = A(t'4- psin'a) 4- nmgacosa.
Ces deux équations donneront le mouvement dans le cas le plus général ] on peut en déduire les conditions pour que 0 conserve une valeur a\ mais celles-ci résultent plus simplement des équations (H)^ la seconde donne J^'= o, 4^'=2[t et la première
A cosaC^ — Ch% H- mga = o;
il 7 a deux vitesses de précession correspondantes, Tune grande, l'autre petite.
Supposons le corps animé seulement à l'origine d'un mouvement de rotation autour de son axe ^ on fera e = 2[ = ^ dans,(H') et (H'^), et, si l'on élimine dt entre elles, on trouve
d^^ Oh* ( co» a — cos 0 )
</&* sin>0[2//i^ Aâ sin'l> — C'A'(cos« — cos9]\
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La fonction entre crochets, positive pour 0= o, néga* tive pour 0 = ir, s'annule pour une seule valeur, P, de 0 comprise entre zéro et ir^ |3 est ^a selon que a est positif ou négatif. Sur une sphère dont le centre est en O, Taxe de figure décrit une courbe comprise entre deux petits cercles, dont les distances sphériques au point le plus haut de la sphère sont les arcs a et P ; la courbe est tangente au second cercle, tandis qu'elle aborde le premier par des points de rebroussement où la tangente est orthogonale au cercle. Quand h a une grande valeur, |3 est très-voisin de «, en
sorteque, si a= -<• Taxe de figure décrit à peu près un
plan horizontal^ mais, à mesure que les résistances passives diminuent la vitesse de rotation, l'axe dévie de plus en plus de ce plan.
190. Sur quelques propriétés du inouv^ement d'un solide qui tourne autour d'un point fixe sans être sollicité pai' aucune force extérieure; équation de Vherpoloïde,
Je prends les axes principaux d'inertie pour axes des x. à&sj et des z-^ soient p^ q^ r les composantes de la vitesse angulaire ai, I le point d'intersection de l'ellipsoïde central (E) avec l'axe de cette rotation, p la distance 01. L'axe OG du couple des quantités de mouvement est invariable dans l'espace, mais ses projections Ayt;, B^, Cr sur nos axes mobiles changent avec le temps, tout en satisfaisant à la relation
le théorème de la conservation des forces vives donne en
outre
» A/?» 4- B^»-*- Cr»= H.
Poinsot a indiqué une représentation très-simple du
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mouvement; le plan tangent à (E) au point I est parallèle au plan invariable, c'est-à-dire perpendiculaire à OG, et
rencontre cet axe à une distance constante —- de Ton-
gine, a> étant égal à p \/H. Le solide se meut de manière
que Tellipsoïde central reste toujours tangent à un plan
fixe, le point de contact a une vitesse infiniment petite,
mais il est le centre d'un pivotement.
Poinsot a déduit des équations (i) et (a) d'autres con-
séquences secondaires, faciles a établir; ainsi la somme
des carrés des distances des sommets de (E) à Taxe du
couple OG est constante. En effet, cette somme est
i sin'GOX -t- i sin^GOY -+- i sin'GOZ ABC
On aurait encore une somme constante en multipliani le carré de chaque distance par le moment d'inertie correspondant.
Le plan tangent à (E) au point I, étant perpendiculaire
à OG et à une distance ~- de l'origine, a pour équation
Ay?.r H- B 7/ -4- Crz = ^H ;
la somme des inverses des carrés des longueurs quMl în-
tercepte sur les axes à partir de l'origine est^r; si l'on
multiplie ces carrés respectivement par A, B, C, la somme des inverses devient égale à i .
Considérons l'ellipsoïde réciproque dont les axes sont égaux aux rayons de gyration principaux; ce sera la figure polaire réciproque de E par rapport à une sphère de rayon
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Tp= y m étant la masse du solide ; le point G^ où il est coupé
par Taxe du couple des quantités de mouvement est le pôle du plan tangent en I à E-, OG' est égale à la longuetu*
constante G l/—* Que Ton projette les axes a^b^c de
lellipsoïde réciproque sur le plan invariable, la somme des aires décrites par les projections de ces droites croîtra proportionnellement au temps* En effet) en vertu des rotations pdt^ ifdty rdt, a décrit dans les plans XOZ et
XOY les aires -a*yrf^, -a*ré/f ; la somme de leurs projections sur le plan invariable est
et la somme des trois projections donne
-^rH(A-+-B-4-C)~G']=-r?(fl>4-*>-+.c']- -l.//. aGiif •■ ^ ' -^ 1 LG ^ ' m\
Poinsot a donné une image très-nette du mouvement en disant que le cône S, lieu des droites 01 prises dans le corps, roule sans glisser sur le cône Sj, lieu des droites de l'espace absolu qui coïncident successivement avec 01. La directrice de S est une courbe U, lieu des points I de l'ellipsoïde dont le plan tangent est à une distance donnée du centre; soit K Tin verse du carré de cette distance, les équations de la poloïde U seront
(3) Ax*-^B7»-f-C«'=i, A»x»4-B»7»-hC»2»=K.
L'équation de S s'obtient en combinant les précédentes
A(A — K)j^»-t-B(B-"K)^»-hC(C — K)«»=o.
Soit A > B > C5 lorsque K = A ou K = G, le cône se
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réduit à une droite et la poloïde à un point ^ les axes majeur et mineur de l'ellipsoïde central sont axes permanents de rotation; si K = 6, S devient un système de deux pians réels et la poloïde se compose de deux ellipses passant par l'axe moyen; cet axe peut être un axe permanent de rota* tion, mais, avec les mêmes valeurs de H et G, il peut arriver que le point I se déplace tout le long d'une des ellipses. Ces courbes partagent la surface de l'ellipsoïde en quatre fuseaux tels que, pour une valeur de K quelconque, la poloïde se compose de deux ovales renfermés à l'intérieur de deux de ces fuseaux opposés par le sommet, en sorte que le point I reste dans celui de ces espaces où il s'est trouvé a l'origine; la poloïde est symétrique par rapport aui trois plans principaux, et se projette sur eux suivant des coniques. K est toujours compris entre A et C; selon qu'il sera ^ B, la poloïde sera dans l'un ou l'autre couple de fuseaux opposés.
Dans l'espace absolu, le lieu de I est une courbe plane Ui, appelée herpoloïde, directrice du cône Si. Soient Pie plan sur lequel roule l'ellipsoïde central, T le point où il rencontre OG, p la longueur de OI, ds l'arc infiniment petit dont I se déplace pendant le temps dt^ soit sur U, soit sur Ui \ p el ds sont les mêmes pour les deux courbes ; la relation qui les lie dans la poloïde sera une équation différentielle de l'herpoloïde. Ecrivons
cette équation, jointe aux équations (3), détermine x,j,>2^ en fonction de p :
, BCû>-f-K — B— C , CAp«-*-K — C— A
Prenant la racine, difTérentiant et élevant au carre, on^
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trouve
dx^ =
(A — B)(A — Cj(BCp»H-K — B— C)
En ajoutant les trois quantités analogues, on aurait ds^ en fonction de pe\,dp\ or, si dans P on prend T pour p6le^ si Ton fait TI = u, et qu'on appelle 9 l'angle de TI avec une droite fixe, on aura
Jv
l'équation qui donne ds^ deviendra, en éliminant ds et p, une ëquatioA différentielle entre u et 0, conduisant à une intégrale elliptique. Sans effectuer la quadrature, on voit que,rherpoIoïde étant le lieu des points où P est touché par une orbe de la poloïde qui roule sur lui, cette orbe étant formée de quatre parties superposables, et p devenant tour a tour maximum et minimum aux sommets qui séparent ces parties, u est en même temps minimum ou maximum, et l'herpoloïde se compose d'arcs égaux, compris entre deux cercles dont le centre est en T, et que la courbe vient toucher alternativement.
Pour K = A ou K =3 C, l'herpoloïde se réduit a un point; mais, pour K = B, c'est une courbe dont l'équation peut être explicitée. Les valeurs de Jx',... se réduisent aux suivantes :
CByVp'
-(A-B)(A~C)(Bp'-i)'
•^''" (B -. A) (B — C) (ACp' -h B — A — G)*
«-(C-A)(C-B)(Bp^^i)'
_ (ABCp»-h B'-- AC ~ AB ■- BC)pVp*
'^— (Bp»— i)(ACp'4-B — A — C) Dt S.-G. — Bê€. a6
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Faisons les substitutions (4), en supposant K = B, on obtiendra, après quelques réductions, Téquation différentielle de l'herpoloïde
V'(A — B)(B — C) — ABC II
Posons (A — B) (B — C) = ABC«*; on voit que u ne peut dépasser a, mais qu'il peut aller jusqu'à zéro; supposons 9=0 pour u = a, rintégrale est
La courbe est une spirale qui tourne indéfiniment autour du point T : quand le pôle I s'approche de ce point, la vitesse de rotation est sensiblement constante^ mais, comme le cône S, réduit ici à un plan, doit rouler sur Si, lequel se replie suivant une infinité de spires, I n'arrivera en T qu'après un temps infini.
Monrement quelconque d'un solide.
191 . On chercli^ d'abord le mouvement du centre de gravité, puis le mouvement relatif à des axes de direction constante dont l'origine coïncide avec ce centre ^ ce mouvement s'obtiendra en traitant le centre comme un point fixe, et en ne tenant compte que des forces extérieures, parce que les forces apparentes disparaissent. Veut-on, par exemple, connaître le mouvement d'un solide pesant, abandonné dans l'espace, et dont les molécules soient attirées vers un centre fixe proportionnellement à la distance (Licence, 1867), les attractions et la pesanteur ont une résultante unique appliquée au centre de gravité^ rien de plus facile que de reconnaître que ce centre décrit alors une ellipse; quant au solide, il tourne iiutour de son centre
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de gravité comme autour d'un point fixe et sans forces extérieures ] ce mouvement relatif s'effectue donc suivant les règles de Poinsot.
192. Mouvement (Vun cylindre pesant homogène, abandonné sans "vitesse initiale sur un plan incliné dépoli, de manière que ses génératrices restent toujours horizontales; on tient compte de la résistance au roulement.
On peut réduire le cylindre à sa section médiane par rapport à laquelle tout est symétrique *, les réactions du plan pourront être remplacées par une force dont la composante normale est N, et la composante tangentielle H, dirigée dans le sens montant. La résistance au roulement se traduit par ce fait que la réaction N s'exerce à une petite distance 8 en avant du point de contact géométrique, et qu'elle a, par rapport à l'axe du cylindre, un moment — Nî, en vertu duquel elle tend à diminuer la vitesse de rotation. Soient i l'angle du plan avec l'horizon, m la masse du cylindre, a son rayon, y*= tang(p le coeflQcienf de frottement, x la longueur parcourue parallèlement au plan par le centre de gravité, 6 l'angle dont le cylindre a tourné autour de son axe, cette rotation constituant le mouvement relatif^ on a l'équation du mouvement du centre de gravité et celle du mouvement autour de l'axe :
wi -~ =m"'sm/— H, -ma'— -=Ha — N^.
di' ** 2 ift^
D'ailleurs, N est égal à mgcosiy puisque le centre de gravité ne se déplace pas dans le sens de la normale au plan. Pour qu'il y ait roulement, il faut à la fois
(i) m^sini>H, aH>N^}>^/7ig'cosi,
Comme la limite extrême de H eslfmgcosi^ pour que la
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seconde inégalité ait lieu, il fanif^ -9 ce qui est le cas
ordinaire dans la nature. Mais, quand f<^ -t il ne peut
naitre de mouvement de rotation; si alors tasïgi<if^ le centre de gravité restera lui-même en repos ; si tangi ^/, on a un glissement simple
d^jc I
-~ =^(sîn/ — /cos/), ar= -g{smi — /cos/)r*, 0 = o.
Soit maintenant y >> -» pour que les deux inégalités {i}
puissent être satisfaites, il faut tangi]>-; sinon il j a
encore arrêt; au contraire, si cette inégalité est vérifiée, il peut y avoir roulement simple ou roulement compliqué de glissement. Pour qu'il y ait roulement simple, il faut qu'on ait
dx dB d^j: d^B ^
Tt'^^Jt^ dF'~'^dii' on peut alors déduire des équations du mouvement
di
- = - l^sin/ ^cosi j> Hzrz'-mg ( sin/ -h 21 -ces/ j
Mais H doit être <CS"^S ^^^h '^ f^^^ donc
tangi<3/— a-;
si cela a lieu, le centre du cylindre prend un mouvement uniformément accéléré, Taccélération étant réduite à peu près dans le rapport de a à 3, parce qu'une partie de la pesanteur sert a accélérer le mouvement de rotation.
Quand tangi sera supérieur à 3/* — a -9 H sera égal a sa
sua LÀ MÉCASIQUB aàTIOlIlfBLLB. ifoS
limiefingcosi^ et l'on aura roulement avec glissement^
il est remarquable que le mouvement du centre de gravité soit indépendant de à dès qu'il y a glissement.
193. Déterminer le mouuement d'une sphère homo" gène, posée sur un plan horizontal, assez rugueux pour empêcher tout glissement; les molécules de la sphère sont attirées "vers un point O du plan a^ec une force propor^ tionnelle à la distance; on néglige la résistance au roulement. (Licence, 1874.)
Je prends le point O pour origine, le plan donné pour plan des xy^ une verticale pour axe des z\ soient x^y^ a les coordonnées du centre S de la sphère, m sa masse*, les attractions de O sur les divers points de la sphère ont une résultante appliquée en S, et dont les projections sur les axes sont — fi"mx, — /**/«/, — [i^ma. Au point de contact C de la sphère et du plan, la sphère éprouve une réaction dont les composantes sont X, Y^Z^ on a, pour le mouvement du centime de gravité,
tit^
— iwp'ar
-hx,
dt^
— m^^jr
mg-hm
pi'fl —
Pour étudier le mouvement autour de S, on pourra mener par ce point des axes Sxi, Sj^i,S2i parallèles aux axes fixes, sans être obligé de prendre des axes liés au corps mobile ; cela tient à ce que toute droite passant au centre d'une sphère est axe principal, et le moment d^inertie correspondant invariable. Soient ;;, f , r les composantes de- la
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rotation autour de Sxt ... ; X, Y sont les seules forces dont le moment ne soit pas nul, et le théorème sur les moments des quantités de mouvement donne trois nouvelles équations :
^ ' 5 dt 5 dt ^ dt
Il faut encore deux équations pour pouvoir déterminer nos inconnues x, j^, X, Y, Z, p^q^r\ on les obtient en écrivant que la vitesse du point C est nulle; ses projections sur OX et OY sont les sommes des projections de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative par rapport au système Sjti^i z^ ;
dx r/j
(3) -^aq:=o, ^^^ap = o.
Ces équations permettent de remplacer les deux premières du système (2) par les suivantes :
éliminant X et Y entre ces équations et les deux premières du groupe ( i )
Ce système connu montre que le point S, ainsi que le point C, décrit une ellipse dont le centre est sur OZj comptons le temps à partir du passage à l'un des sommets, et supposons qu alors j^ soit nul, a: = c, v^ = A, les intégrales du mouvement seront
XZ=zC
cosj^fy^^, r = ^y/|sin^fy/^
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Les équations (3) donnent
quant à r c*est une constante. Il résulte de ces formules que si Ton mène par l'origine une droite qui, à chaque instant, représente en grandeur et en direction l'axe de la rotation instantanée, le lieu des extrémités de cette droite sera une ellipse horizontale.
Les équations (4) et (5) nous donnent les composantes horizontales de la réaction du plan
La résultante de ces deux forces est dirigée suivant OC et
égale à -u'toOC; pour que le mourement ait lieu sans
glissement, comme on Ta supposé, il faut qu'elle soit inférieure à Z multiplié par le coefficient de frottement
Si l'inégalité n'est pas toujours vérifiée, il y a glissement, et le problème est plus compliqué.
194. Mouvfement d'une sphère homogène, posée sur un plan horizontal dépoli, qui tourne uniformément autour d'une, "verticale . { Waltow . )
Prenons pour axe des z l'axe de rotation, et pour axes des X et des j- deux droites rectangulaires, fixes dans l'espace, et passant par le point où OZ perce le plan. Le problème est analogue au précédent, si ce n'est que fx est nul, et que la vitesse de C, au lieu d'être nulle, est égale à celle du point du- plan qni coïncide avec lui. Le système (S) sera
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remplacé par le suivant :
d.T. dy
Le système (5), donné par Télimination de p^ 9, X,Y, devient
d^a: dy d*y dr.
dO dt ' dt^ dt
Intégrant,
7 ^^ ■+■ 2*»r = 7^'. 4- 2«jo 7 ^ "" '^^^ ^ '■^'« "" *••'"
Posons jr_j,_ 2 îi!=j.,^ j:_j:^4.2^=j.^^ cequi
revient à transporter l'origine en un point connu A, on aura
L'intégration de ces équations ou leur interprétation géométrique prouve que C tourne autour du point fixe Â avec
une vitesse angulaire - f#>; la trajectoire apparente de C sur
le plan sera épicycloidale *, X et Y ont une résultante constamment dirigée vers A et de grandeur invariable.
Forces instantanées.
195. On nom me ybrctf^ instantanées ou percussions des forces énergiques qui agissent pendant un temps très-court. Leur efliet sur uu système matériel se calcule comme celui des forces ordinaires, sauf quelques simplifications; on peut négliger, pendant la durée de la percussion, le déplacement des points du système et l'action des autres. forces dont l'intensité est finie. Considérons une grande force F agissant, pendant un temps très-court 6, sur un solide^ le centre de
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gravité O prendra une vitesse parallèle k F,
Fdi.
Cette intégrale est la mesure de la percussion P. Pour connaître le mouyement autour du centre de gravité, rappelons-nous {voir n? 187) qu'un couple G, agissant pendant un temps dt^ donne une rotati un autour du diamètre 01 de rdlipsoïde central conjugué du plan du couple. Cette rotation est égale à l'impulsion du couple multipliée par le cosinus de l'angle de son axe avec 01 et divisée par le moment d'inertie autour de OI.
Cela posé, soit RS {/ig» ^4) 1^ force instantanée^ on
peut choisir son point d'application S de manière que l'angle OSR soit droit ^ le plan du couple G sera ORS, sa grandeur FxOS, et ces éléments seront regardés comme constants pendant le choc. Si donc le diamètre 01 conjugué de ORS fait l'angle 0 avec la normale è ce plan et si MK' est le moment d'inertie relatif k OI, le couple communique au solide une rotation autour de OI
F X os C089 A = ^-^jîi^i
Cette rotation te compose avec la translation v pour don»
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ner un mouvement hélicoïdal. Pour que le mouvement résultant soit une simple rotation, il faut que RS soit perpendiculaire à OI et, par suite, au plan lOS. Menons ST perpendiculaire à 01, on aura
ST=:OScose=:a,
et, si Ton prend HT = — » la rotation résultante se fera
autour de Taxe HK parallèle à 01. Je dis que cette droite est axe principal d'inertie par rapport à H. En effet, menons en O trois axes rectangulaires, OX parallèle à ST, OY à SR, et 01 5 Féquation de l'ellipsoïde central en O sera de la forme
Ax*-f-Bj*H- Cz*— 2Djs — 2Esx— aFxj-rm.
Comme le plan conjugué de OZ ou 01 passe par OY, il faut que D == £ myz soit nul \ quant à C, il est égal à MK*. Les équations de OS sont
^ = 0, Cz — Ear = o;
les coordonnées de S sont donc a, o, -^^ celles de H, = — --_, o, -;^ • Menons au point H trois axes OX',
a Ma C *
OY^, OZ' parallèles aux premiers -, nous aurons, en nous rappelant les propriétés du centre de gravité,
Jmj^'z' z^'^my \z - ^ j =^rnxz - ^ J/nj = o,
Si l'axe HK était fixe, il n'éprouverait pas de percussiou, ce qu'on peut vérifier par l'expression générale de la charge supportée par un axe fixe.
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Considérons un cube complètement libre et cberchons où il faudrait lui appliquer une percussion pour le faire tourner autour d'une de ses arêtes AB. L'ellipsoïde central, relatif au centre de gravité O, se réduit à une sphère^ le plan conjugué de la direction AB lui est perpendiculaire et passe en son milieu C-, aa étant Tune des arêtes, le moment
d'inertie autour de OI, parallèle à AB, est xMa'-, il faut
que la percussion soit perpendiculaire au plan ABO, et
qu'elle rencontre CO en un point S tel, que OS =30^^
la vitesse de rotation sera
■ ■ ■ ■- — Il » I
196. Une barre homogène OA, de niasse /n, de lon^ gueur a a, peut tourner sur un plan horizontal autour de son extrémité 0\ à l'autre extrémité est articulée une batre égale AB, qui se meut aussi sans frottement sur le plan horizontal. On suppose les deux barres primitivement en ligne droite, et l'on applique une percussion P perpendiculaire en un point S de AB^ déterminer le mou-i^ment initial des deux beurres et les réactions en O et A qui se produisent au moment du choc.
Soient OX la droite qui coïncide d'abord avec OAB, s la distance AS, a, j3 les vitesses angulaires de OA et de AB après le choc; le moment de la percussion par rapport à O est égal à la somme des moments des quantités de mouvement des deux barres. Pour calculer la partie de cette somme relative à AB, je remarque que son centre de gravité a pour vitesse naa -k a(3; le moment de la quantité de mouvement, en y supposant la masse concentrée, est 3nui(aaa + a^); il faut y ajouter la somme correspondant au mouvement relatif autour de ce centre, 7 ma' |3.
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(l) ^ma*a H- 3/7ta>(2a + P) H- ^ ««'P = P(aa -t- s).
La somïue des moments des quantités de mouvement de AB par rapport à A est égale au moment de la percussion?, car la réaction de OA en A a un moment nul^
Les équations (i) et (2) donnent les vitesses angulaires initiales
Rien de plus facile que de discuter ces formules. Par exemple, pour que a et ^ soient égaux ou que les barres
restent d'abord en ligne droite, il faut 5 = — a. La percussion Q, que AB reçoit en A par suite de sa liaison avec OA, s'obtient en exprimant la vitesse du centre de gravité deAB
X P-»-Q ^ 3* — 4«« SI
(2a H- |i)« = -> Q= Z_p=:_ ';rnuia.
La percussion R, que reçoit O, se tire de la vitesse du centre de gravité de OA
aaL=z (Q-+- R), R = — ~/7ïaa = -Q.
Pour avoir le mouvement ultérieur du système, on exprioie que la force vive et la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à O restent constantes; 6 étant l'angle AOX, vp l'angle de AB avec OA prolongé, on
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trouve, après de simples transformations,
dO i6 — 9 ces' 4»
dH _ ng-f-Sp — (a-4-3co8>|i)4>\ dt 2(5 -H Scos^») '
j- s'annule pour des valeurs ^i, — <pi, comprises entre
et -; ^ doit osciller entre ces valeurs; quant à 0, il peut ou
oscOIer ou croître indéGniment ; on discute aisément dB en remarquant que (!k -h i cos^) f^' est maximum en valeur absolue pour ({^ =s o.
197. Une barre très^mince se meut sur un plan horizontal parfaitement poli; le centre instantané de rotation coïncide avec l'un de ses points. A, lorsqu'elle rencontre un obstacle fixe M; déterminer la grandeur de la percussion et le mouifement ultérieur de la barre.
(Agrégation, 187 a.)
Soient i', \f' les vitesses du centre de gravité O avant et après le choc; u, tù' les vitesses de rotation correspondantes; mK* le moment d'inertie autour de O; a, x les longueurs OA, OM. On suppose A k gauche de O et M à droite quand x est positif; v^ est perpendiculaire à la barre et égal k atù. Après le choc, en supposant la barre dé* poorvue d'élasticité, M reste momentanément en repos et est centre instantané de rotation; s^' est perpendiculaire sur AO et u'=i — tù'x. Le moment de la quantité de mouvement par rapport à M est constant :
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d'où
Soit B le point conjugué de A, à droite de O, et tel que OA X OB = K" ^ quand M est à droite de B, w' est de sens contraire à a>, v' de même signe que ^-, quand M est entre O et B, (ù' est de même signe que co, çf' de signe contraire à 1^; il y a une sorte de réflexion. En discutant la valeur de i^', on trouve qu'elle est maxiihum ou minimum, égale
à (rt dz y^a"-l-K*) — pour jr = — azç. y^a'-t-K*. La gran-
deur de la percussion reçue par Tobstacie est mesurée par la variation de la quantité de mouvement de la barre projetée sur une perpendiculaire
« / f\ K}mv(x -^a]
Elle atteint un maximum - mw {a -f- ^a* 4- K*) pour
Si Ton avait supposé la barre parfaitement élastique, il aurait fallu adjoindre à l'équation (i) la condition que la force vive reste constante :
et l'on aurait pu calculer u' et o)', qui, dans les deux cas, ne varient plus.
198. Etant donné un système en équilibre grdce à certaines liaisons, on suppose ifue quelques-unes de ces liai' sons viennent à être détruites, et l'on propose de calculer les réactions qui représentent les liaisons restantes aussitôt après la rupture de l'équilibre.
Ces questions se rattachent aux forces instantanées.
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M. W. Besant en a trahé plusieurs dans le' tome IV du Journal de Cambridge; il prend les équatiobs du mouve<ment du système aussitôt après la rupture des liaisons, en y négligeant les termes de Tordre du carré des vitesses; ainsi, pour le mouvement dans un plan, on réduit les composantes de l'accélération suivant le rayon vecteur et sa
normale à -7-- et à r -r— : on traite comme nulle. Taccéléra-
lion centripète, etc.
Considérons une planche elliptique dont le plan est vertical et dont les foyers, situés à la même hauteur, sont soutenus par deux chevilles; on en retire une, et Ton demande la pression P supportée par l'autre immédiatement après. Soit o) la vitesse angulaire du disque après un temps très -court; l'accélération du centre peut être regardée comme simplement tangentielle et dirigée vers le bas
dv d^ _ •
m -7- = mae —r = me — P.
dt dt *
Prenons le moment de la quantité de mouvement autour da point fixe
mgae = [a^é^ -f- K*] m— =1 ma^ -. — -7- ;
éliminons -7-9 et nous aurons dt
Elle est inférieure ou supérieure à la charge d'équilibre - mg^ selon que ©* < ^ •
Soit encore un fil dont les extrémités A et D sont fixes, et qui porte deux masses m, m' attachées en B et C, de manière que BC soit horizontal; on coupe la partie CD^ et
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l'on demande les tensions initiales T, T' des cordons ÂB et BC. Le point B décrit un arc de cercle normal à AB; on peut regarder d'abord son accélération suivant AB comme nulle, et l'accélération totale y comme perpendiculaire à ce rayon. Si donc 0 est Tangle de AB avec la verticale, on a
T — T'sinO — iwgrcosO = o, /117 = m^sinO — T'cosO.
L'accélération relative de C par rapport à B est tout entière perpendiculaire à CB; son accélération totale, qui est la résultante de la précédente et de l'accélération de B, aura ycosO pour projection sur CB; T'=m'ycos9. On tire de cette relation et des deux premières
m(m -h m')/f cosO ^ m/n'/o' sin • cos 9 ^
m-i- m' cos'd m -{-m' cos'9 '
la vitesse initiale de C sera dirigée suivant la résultante de T' et de m' g.
Moment d'inertie d'un secteur spliérique à une base autour d'une droite passant au centre de la sphère et perpendiculaire à l'axe du solide, p étant le demi-angle au centre, la densité étant 1.
1= -^ R*(4 — 3 cosp — cos*p). (Waltok.)
Un pendule a la forme d'une lentille biconvexe» soutenue par une tige droite dont la masse est négligeable ; déterminer le poÎDl de la tige où il faudrait placer le centre d'une sphère donnée pour accélérer le plus possible les oscillations du pendule composé.
Une tige rigide, très-mince et homogène, est suspendue en l'un de ses points autour duquel elle peut osciller librement, comme un pendule conique; appliquer les formules du mouvement d'un solide autour d'un point fixe à l'étude de son mouvement.
Une chaîne mince et homogène est partiellement enroulée sur
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k gorge d'une poulie mobile autour d'un axe horizontal dont le rayon est donné; le bout libre de la chaîne est vertical et se termine par un poids; déterminer le mouvement du système quand on permet à la poulie de tourner et à la chaîne de se dérouler; on néglige la roideur de la chaîne, mais on tient compte de son poids et du frottement de Taxe de la poulie sur les tourillons.
Mouvement d'une sphère pesante abandonnée sans vitesse initiale à l'intérieur d'une sphère creuse dans laquelle elle ne peut que rouler sans glisser.
Un cylindre est posé sur un plan horizontal dépoli ; quel sera le mouvement du cylindre si Ton vient h faire tourner le plan avec une vitesse uniforme autour de l'horizontale qui coïncidait primitivement avec l'arête de contact du cylindre ? Époque où le corps se détache du plan. On décomposera l'action du plan sur le cylindre en deux parties, l'une normale au plan, l'autre suivant ce plan, et l'on écrira que le point du cylindre qui est sur le plan a une vitesse relative nulle. Le cylindre se détache quand la réaction normale du plan est nuUe, à une époque donnée par l'équation
9cos«>r— 2 (c"' 4- <?-• •') = 5 — • ( W. Waltok.)
Mouvement général d'une sphère sur un plan horizontal dépoli, en obligeant la résbtance au roulement. ( Gomous.)
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4l8 RECUEIL d'exercices
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA MÉCANIQUE
Principe des ritesses Tirtaelles.
199. Nous allons étudier très-rapidement certaines équations générales auxquelles les géomètres ont ramené la résolution de tous les problèmes de Mécanique; c'est une méthode moins directe que l'emploi des considérations mécaniques proprement dites, mais elle est remarquable par sa généralité et sa puissance. On peut dire que toute la Statique est comprise dans le principe des vitesses virtuelles, énoncé par Bernoulli : dans un système en équilibre, la somme des trai^aujc des forces qui y sont appliquées est nulle pour tout déplacement ^virtuel des points du système, compatible auec les liaisons. Toutefois, quand quelques points du système sont simplement posés sur des surfaces, etqu't)!! leur donne un déplacement virtuel du côté où ils sont libres, la somme des travaux virtuels devient négative. On emploie indifféremment dans cet énoncé les mots de traitait "virtuel, moment virtuel, vitesse virtuelle.
Soient (îx, (îy , âz les projections rectangulaires du déplacement virtuel donné à l'un des points du système ; X, Y, Z les composantes de la force extérieure qui le sollicite; on a, en faisant la somme relative à tous les points, dont le «nombre est 71,
1 {X9x -f- Yfy -f- ZSz) = o;
àx^ dj^ dz sont tels que les liaisons soient respectées.
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Quand celles-ci s'expriment par des équations
[i] F(ar,^,2,jr„. ..)— o, F,= o,..., F*=o,
on a, f prenant toutes les valeurs depuis i jusqu'à Ar,
[9.) —^^x-^'fy^ ^2_|_ ^X, -f-. .. — O.
dx ^/ ^« ^^i
On peut tirer de là k variations en fonction des autres, et, les substituant dans (i), on égale à zéro les coefficients de celles qui restent, en nombre 3 n — k.lï revient au même d'ajouter à (i) les équations (2) multipliées respectivement par des indéterminées Xi, X„. . ., et d'annuler les coefficients de toutes les variations ; on a le même résultat que si un point quelconque x, jr^ z était libre, mais qu'on lui ait appliqué k forces, les composantes de l'une d'elles
, ^ ^ //F/ . dYt . dF, eiantX_,X,-^,>,_.
Quand la position du système est déterminée par des variables ^i, ^„. . ., ^r, on peut transforhter (i) en fonction de ces variables, et annuler le coefficient de chaque variation indépendante. Enfin en donnant des déplacements virtuels convenablement choisis, on peut obtenir des équations particulières d'équilibre contenues dans l'équation (i), et faciles à former.
200. Position d'équilibre d'un point ^ placé sur un plan incliné P, et attiré vers un point O proportionnellement à la distance; pression sur le plan.
Prenons O pour origine, avec un axe des z vertical; soit l'équation du plan P
^COSa +-2 8iQa — /?r=0;
Téquation des travaux virtuels est évidemment
Jy ajoute X [cosaix -^ sinadz]^ et j'annule le coefficient
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de chaque S-^ — lt}x -h X cosa = o, fi^jr =0, — p'z — mg -h X sina = 0.
Ces équations avec celles de P donnent les coordonnées de la position d'équilibre, et la valeur X de la pression, qui est normale au plan,
Xcosa Xsina — mg X = u'o-hmg^sma, xz=: --, jr=^o, z=: ; --
201 . Une tige AB de poids P repose sur une cheville horizontale C et s' appuie par son extrémité inférieure A contre un mur vertical; il ny a pas de frottements. Déterminer la position d'équilibre et les réactions.
On connaît la distance OC = c de la cheville au mur, et la distance AM = a du centre de gravité de la barre à son extrémité appuyée ; il s'agit de trouver Tangle 9 de AB avec la verticale. Le plan vertical qui contient la tige est perpendiculaire au mur : faisons remonter A le long de ce mur \ la seule force qui donne un travail virtuel est la pesanteur qui agit en M ^ la hauteur de M au-dessus de OC, a COS0 — c cot0, ne doit pas changer
sin>9
— asin9 = o, sinô = i/-
Pour avoir la réaction R de la cheville, supprimons cet appui, introduisons la force R et faisons tourner AB de ^9 autour de A ^
sinG
ûPsinO^e— -?^^e = o, R= — sin»0 = Piy-=i=
sinO c y ^
La réaction N du mur s'obtient à l'aide d'une translation virtuelle horizontale;
N^jr ~ R cosô^j: = 0, N = R cosÔ = P colO. 202. Trois points A, B, C, assujettis à rester sur un
cercle, se repoussent auec une intensité proportionnelle à la distance; position d'équilibre.
Soient a, ^, y les trois masses, R le rayon; on a
BC = 2RsinA;
pour une variation JÂ, le travail virtuel des forces exercées par B et C Tune sur l'autre sera
2/P7 R sinÂ X ^ 2 R sin A ;
Téquation du travail est, en divisant par nJK^a^y^
sinaA.^ sinsB ^„ sinaC ,,_
I. iA-\ >,— ^Bh *C = o
mais A -h B -+- C = ir, 5C = 5A -H JB ; donc
sin 2 A sin 2 B sin 2 C « P 7
2Â+2B+2C=2ir; construisons un triangle dont les côtés soient ot, {3, 7, ses angles seront les suppléments de A, 6, C ; mais cette solution n'est possible que si « <C P ^~ 7 ^ !3<^y-f-a, 7<^a-f-p. L'équation ( i) peut toujours être satisfaite en posant sin 2 A = sin2B = sin 2C = o, deux des angles 2 A et 2 B étant égaux à tt, et le troisième à zéro; on a mie position d'équilibre qui convient dans tous les cas.
203. Condition d'équilibre du genou, (Licence, 1860.) Le genou se compose essentiellement de deux barres OA, AB articulées en A ; Textrémité O est articulée en un point d'une droite fixe OX, tandis que l'autre extrémité B est assujettie à glisser sur OX. Une force F dans le plan OAB agit sur un point C de OA, tandis qu'une autre force R pousse le point B dans le sens XO ; étant donné l'angle (f de F avec OA, trouver la force R qui peut lui faire équilibre.
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Soient 9 T angle AOX, et OB = a: ; si Ton donne à x Faccroissement dx^ à 0 l'accroissement d$^ le théorème du travail devient
— F X OC sinç^Ô — R ^x = o.
D'ailleurs on a, par la Géométrie,
AB = OA -+- x' — 2 j:OA cosô, xSj: — OA(cos0^j; — jrsinô^O) = o;
éliminons $x et o9 entre cette équation et celle du travail virtuel, et nous aurons
R_OC(.r-~ OAcos0)sin<p F"" .T X OA sinô '
la machine est d'autant plus puissante que 6 est plus petit: dans les appareils à frapper les monnaies OA = ÂB = OC.
fv ■9 F
o = 6 : alors R = - cot9.
204. On imagine une pile triangulaire de boulets splièriques parfaitement polis, dont la base serait retenue par trois murs verticaux formant prisme triangulaire; déterminer la pression exercée contre chaque mur.
Soient n le nombre des boulets qui forment un côté de la tranche inférieure, a leur rayon ^ écartons virtuellement tous les boulets de la tranche inférieure de manière que la distance des centres de deux globes contigus deviennent 2(a-Hc), et que le centre O du triangle circonscrit à la base ne bouge pas. Les côtés du triangle formé par les centres des boulets qui sont au périmètre de la tranche inférieure augmentent de 2(n — i)e, et chacun de ses côtés doit s'avancer à rencontre du mur de — =^-fi ^ si donc on remplace
la fixité des appuis par l'adjonction d'une force F qui produise le même effet, au recul des parois correspondra un
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trayail virtuel — {n — i)eF^'3. D'autre part, soient D le centre d'un boulet de la deuxième tranche reposant sur trois de la première dont les centres sont A, B, C ^ I le centre de ABC ^ la hauteur de D au-dessus du plan ABC
était d'abord y 4^' — AI ; AI augmentant de aAI = -y=j la distance de D à ABC diminue de
telle est la cjuantité dont chaque tranche se rapproche de celle qui la supporte. En tenant compte de l'abaissement des diverses tranches et du nombre de leurs boulets, en appelant P le poids de l'un d'eux, on a le travail virtuel de la pesanteur
■... + (« — oj
— («— 0^(^ >4-l)(/?-f-2) Pf
En égalant ce travail au travail résistant des parois, on en tire
Pour une pile à base carrée, on a, dans des circonstances analogues,
205. Un point pesant M est attiré vers deux points A et B proportionnellement à la distance; il est porté par une tige sans masse qui peut tourner autour du point 0, milieu de AB", position d'équilibre; reconnaître si l'équilibre est stable ou instable.
Pour décider de la stabilité de l'équilibre d'un système, on peut supposer les divers points légèrement écartés de leurs positions d'équilibre, chercher les forces auxquelles ils sont alors soumis et la nature de leurs mouvements, en se bornant aux termes principaux des équations que l'on obtient-, on voit si les points tendent à osciller auteur de leurs positions d'équilibre ou à s'en écarter de plus en plus. Mais Lagrange a établi une règle qui suffit souvent: supposons que le travail correspondant à un déplacement virtuel quelconque du système soit la variation exacte d\ d'une fonction dite Jonction des forces : quand V passe par un maximum, il y a équilibre stable ^ quand il est minimum, l'équilibre est instable.
Dans le cas proposé, on peut admettre que, pour l'équilibre, M doit être dans le plan vertical qui contient AB. Appelons 6 l'angle dont OM a tourné en partant de la direction OA et commençant par passer en dessous; aies distances OÂ, OB; c la longueur OM , X et fx les attractions de A et B sur M à l'unité de distance, P le poids de M; on a pour expression générale du travail virtuel
^V=— XAM^AM — pBM^BM -H P^(csinO)
= Pccosô^ô — ^^(xÂmV ftBM*) ;
mais AM =fl*-hc* — aaccosO, BM =a*-f-c*-f-aaccosfiî
donc
9V = [a[fi'-'k) sinO -h P cos9]c9B ;
p dY s'annule pour tango = — ,- : : on a deux valeurs de 6,
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a et ir + a. Pour savoir si l'équilibre est stable, comme la fonction Y existe et ne dépend que d'une variable, prenons
(^Vr:r[«(p — \)cosO — Psinô]c^e»=:[a(p—X)cotô~-P]csinOW;
la parenthèse se réduit à — — (f* — X)" — P pour les valeurs ,
de 0 répondant i l'équilibre. Si donc on prend 9 = a <[ ir, J* V est <::^ o, V maximum, équilibre stable -, pour fl = ir 4- «, V minimum, équilibre instable.
Principe de d'Alembert.
206. Dans tout système en mouvement, il y a à chaque instant équilibre, en vertu des liaisons, entre les forces extérieures appliquées au système et les forces d'inertie, c'est-à-dire les forces égales et de sens contraire à celles qui donneraient à chaque point supposé libre le mouvement qu'il a réellement; pour le point de masse m et de coordonnées x, j-, z, les composantes de la force d'inertie
sont
dl* dO dt^
Ce principe, l'un des plus importants de la Mécanique analytique , ramène la Dynamique à la Statique. En exprimant l'équilibre idéal qu'il indique à l'aide de l'équation du travail virtuel et considérant tous les points d'un système en mouvement, on a
)x, djf^ Sz sont les projections rectangulaires d'un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, telles qu'elles existent à l'instant indivisible t. Si les liaisons changent
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avec le temps, ces déplacements peuvent être irréalisables. Quand les équations de condition sont
/i(^"a:,jr, 3, ■»!,. . .) =o, /2 = o, ...» /« = o,
on a des relations de la forme suivante :
df ^ df ^ df ^ df ^ dx djf dz dXi
Ajoutons à l'équation (i) les équations analogues à la précédente, multipliées par ^i v? ^n) et annulons le coefficient de chaque variation,
d^x . df^ , -i ^fn
^ dy df, d/,
dt^ dy dy
La liaison y*= o produit des réactions dont les composantes, appliquées au point {^x^y^ ^), sont Xy]J, X^', X//, et ainsi aux autres points.
207. Le lecteur pourra appliquer le principe de d'Alembert aux problèmes que j'ai développés sur le mouvement des systèmes; je prends seulement un calcul qui sert à trouver les pressions exercées sur deux points fixes par un corps tournant autour de la droite qui les joint 5 ce sont les résultantes des forces extérieures et d'inertîe. Je me borne à composer ces dernières. Reportons -nous aux notations du n® 182 : les composantes de la force d'inertie du point m sont, la rotation ayant lieu autour de Taxe des z^
dH
dt^
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Si Ton transporte ces forces à Torigine, on a une résultante
et un couple dont les composantes, situées dans les plans coordonnés, sont
208. Un point matériel M est renfermé dans un tube circulaire horizontal dont le centre reste fixe et dont le rayon augmente proportionnellement au temps; le point étant mis en moui^ement, déterminer sa trajectoire et sa pression sur le tube.
Le rayon du tube peut être représenté par r=za-hbt'^ la pesanteur est la seule force extérieure qui agisse, et l'équation de d'Alembert devient, en prenant Taxe du cercle pour axe des z^
Les coordonnées du mobile sont assujetties aux relations
Prenons les variations, en regardant t comme constant,
«^.r-H^J^ = 0, Jz = o.
Ajoutons à l'équation (i) ces équations multipliées respectivement par X et V, et égalons à zéro le coefficient de chaque variation,
(3) lx = m — , \jr = m — y V=mg + m — .
Eliminant X entre les deux premières, on obtient
d^Y d*x dy dx ^
dt^ -^ dt^ ' dt -^ dt
On remplace x, y par les coordonnées polaires r, 9, et Téquation précédente devient
c^^=zr
dt ^ ' dt
Intégrant et faisant 6 = 0 pour t = o, on trouve
, = til L_\, _L_ = l = _if9-ilV,
h\a a-\-btl a-k-bt r c* \ ah)
la trajectoire est une spirale hyperbolique dont l'asymptote
fait l'angle — avec Taxe polaire, et le pôle est à Torigine.
Les équations (3) font connaître l'action du tube sur le mobile. Comme 2^ = 0, on a d'abord X'== nig\ puis, en ' combinant les deux premières,
/ i/x dr\ îdxd^x dr d^r\ d(\ \
\ dt -^ dt ] \dt dt* dt dt^ ) dt\ik j
OU, en tenant compte de ce qui précède,
^ dr d \ f , c*\ ma dr m^
dt dt 1 \ r^j r» dt r^
La pression exercée sur le cercle sera égale et de sens contraire à la force qu'on vient de calculer^ elle a une composante verticale égale au poids de M, et une composaote
— dirigée suivant OM prolongé.
209. On donne deiix petits poids égaux. A, B, assajettis à rester, le premier sur un plan incliné P, le second sur une verticale D, et s' attirant proportionnellement à
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la distance; déterminer leurs mouvements sans tenir
compte du frottement. Cas particulier : l'angle i de P
avec l'horizon a pour sinus j > les positions initiales de A
et B sont celles qui conviendraient à l'équilibre, et la vitesse initiale de A est telle, que ses projections sur une horizontale et sur une ligne de pente de P soient égales chacune à la vitesse initiale c de B. (Licence, 1 874*}
Je prends pour origine le point d'intersection de D et de P, pour axe des x la ligne de plus grande pente qui y passe, pour axe des j^ une horizontale de P, et pour axe des z une normale au plan dirigée en dessous ^ je suppose les masses de A et de B égales à Tunité, et j'appelle y} leur attraction à l'unité de distance \ les coordonnées de A sont ■^îJTî ^1 celles de B x'^ o, z'. Il est facile d'écrire l'équation de d'Alembert, où manquent iz et $j\ qui sont nuls \
;0 { -+-rp'(^-^')-+-^sini— -^J^o/
-t- \g cosi — p'z'- -^ j $z'= o.
Au lieu de prendre la relation z' =z x'coti, que la figure rendrait évidente, il vaut mieux considérer la distance OB = r, qui donne x'= rsini, z'= rcosi, dx'= siniJr, iz*z=. cosiâr. Égalons à zéro les coefficients de Sxy Sj- et dr dans l'équation (i), et nous aurons les équations générales du mouvement
~ = p»(rsin/ — ;r) -h g Uni, ^ = — f*'r.
— =^-h^'(xsin/--r).
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Soient a, P, p les valeurs de x^y^ r qui conviendraieni à rëquilibre*, on peut les calculer à Taide de l'équation du travail virtuel, qui n'est autre que Téquation (i), où Ton
aurait supprimé -jy» • • • 5 on en conclut un système d'équations correspondant au système (a) :
(3) p*{psini — a)-f-g^sin/=o, p = o, p'(asîni — p)-f-^r=o.
Ces équations donnent a, j3 et jO. Posons
et retranchons les équations (3) des équations (a)^ -j-^=fA»(r,sm/-x»), ~- = — p>jr„ _. = ^»(ar.sini~/-.;.
On remplace la première et la dernière par celles qu'on obtient en les ajoutant ou en les retranchant membre à membre,
_L_ L = - p»(i _ sin/) [x, 4- r, ),
^i ^=-;i»(i4-smO(^.~r,).
Toutes nos équations s'intègrent séparément, et donnent pour les inconnues qu'elles renferment des valeurs périodiques. Dans notre cas particulier, oti, j^i, ri sont nuls à l'instant initial \ leurs dérivées par rapport à t ont alors la
valeur commune c, et, comme i — sini = j> on trouve que
les intégrales générales se réduisent ainsi :
c . Ac . i
7i=:-smpif, a:, 4- Tin; — sm-u/, a:, — r, = o. P pt 2
L'équation de la trajectoire de A s'obtient en éliminant fit entre les valeurs de Xi et de ji : fx*j?J = 4c'(arJ — j]).
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Prenons des coordonnées polaires u et 0 avec le point a, |3
pour pôle,
sc'cossO
oos<6 ^
c'est une courbe du quatrième ordre, qui ressemble à une lemniscate de Bemoulii.
210. Déterminer le mouvement d'une chaîne homo^ gèncjjlexible, très-mince, mais pesante, placée sur deux plans inclinés dont l'intersection est horizontale, et devaut rester dans un plan perpendiculaire à cette inter^^ section.
Soient OP, OQ les deux lignes de plus grande pente sur lesquelles glisse la chaîne \oi^^ leur angle avec Thorizon \
la longueur de la chaîne, e la masse de l'unité de longueur, X la portion OA de chaîne qui est suivant OP5 la longueur OB, suivant OQ, sera égale à / — x. Pour un déplacement virtuel ^x, la somme des travaux des forces d'inertie et de la pesanteur sera
I tgxmïoL — tg[l — xjsinB — '«"jr K^*
Égalons ce travail à zéro, divisons par tdx^ et faisons ^(sina -f- sinjS) = la^ :
-— — à^x -4- ^ sin p = o.
Les intégrales sont
dt ^ '
irsinS /sin6 . ^, « __,
à* sma-+-sinp
on peut toujours supposer, en prenant pour notre premier
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plan incliné celui sur lequel la chaîne descend d'abord,
dx que la valeur initiale de — soit ^^o !> o*, les constantes sonl
déterminées par les relations
— = A — n^ ar, ; r—z = A -f- B,
a sma + sin^
On a toujours A >• B. Si A >> o, la vitesse ne s'annule pas, et toute la chaîne passe sur OP^ ensuite son mouvement devient uniformément accéléré^ mais, si A <^ o, la vitesse s'annule quand Ae*' = Be""***^ alors on a
/sinB
sm^H-sma
La chaîne n'est pas tout entière sur OP*, après s'être arrêtée, elle rebroussera chemin et continuera indéfiniment son mouvement sur OQ. La tension en O est à un instant quelconque
d^x tgxil — ;i:)(sina -f- sinB) f^arsma — tx-^ = -^-^ LL îli;
son maximum a lieu quand a: = -9 alors
T = jcg^/(sina-t- sinp).
Pour que la chaîne fut en équilibre, il faudrait avoir
/sînfi sina + sinp
et la tension en O serait
sWsinasînâ
i^xsma = -? , . ^\
sma + smp
cette tension est moindre que la précédente.
SV% LA MÉCiHIQtJE EATIOmELLE. 4^3
tqnatioiiB de Lagrange.
211 . Supposons que la position des diverses parties d^un système puisse être déterminée par certaines quantités, ?i9 7t) • • - 9 Çn\ les coordonnées des points du système sont liées à ces variables par les relations
(l) ar=/(f,^„^„.. .,^«), r=/{^^if-)
Lagrange a donné une formule pour transformer en fonction des inconnues q l'équation générale de la Dynamique, fournie par le principe de d'Alembert,
Uoe simple substitution, sans artifice, donne au second membre la forme
Pour transformer le premier, considérons la demi -force vive du système, où Z s'étend à tous les points,
Noos désignons par des lettres accentuées les dérivées par rapport au temps, et par d la caractéristique des dérivées partielles. Le premier membre de l'équation (a) peut s'écrire
Calculons le coefficient de dçi^ savoir :
Ree. — Db S.-G. 20
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Je différentie la première équation ( i ) par rappcM't au temps :
Commey*et ses dérivées partielles ne renferment pas les q[^ cette égaillé donne
bx ^jr'
bqi ~" Iq'i '
donc la somme que j'ai représentée par Â^ devient
Î)T Ix' Î)T
^ ba:f "bq^ "^q'^
puisque T ne contient les q' et les q que par Tintermédiaire de x\y^ z\. . .. On arrive à la valeur de B,- en différentiant l'équation (3) par rapport à qi
^qi
:>q.^qi^''^'
^qn^qu"
^qi^q
"de
^qi'
donc
^'^ bT d ^ _^ DT Jj:' _ DT
Connaissant les deux parties du coefficient de âq^^ on a immédiatement la transformée de l'équation (a) (les £ se rapportant ici aux q) ;
Généralement les qi sont variables indépendantes, et les coefficients de leurs variations doivent être égaux dans les deux membres ; il en résulte les équations de Lagrange, qui donnent une solution uniforme des problèmes de Djna-
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mique. Qaand il existe une fonction des forces ou que X= r— j • - • > on a Q,- = -— 5 et les équations de Lagrange deviennent
On peut garder la même forme quand X^x + Yd[;^ + . - . n'est plus une variation exacte \ alors — est un symbole
tel que ^ dqt soit le travail virtuel correspondant au déplacement dqi^ ce qui peut donner le moyen de le calculer directement.
Quand la fonction V existe, elle ne dépend point de t ; si Ten est aussi indépendant, on peut, des équations (4)) tirer l'équation des forces vives ^ ajoutons ces équations multipliées respectivement par dqi^ dq^^ . . . ,
DT ^ . Î)T mn DV
2»wS-2*S=2g^.='"
OU
Comme T est fonction homogène du second degré des q\ on a
et l'équation (5) devient
ndT — £fT = dV, T — V = const.
212. J'applique d'abord les équations de Lagrange a deux problèmes qui ont été traités autrement, et j'engage le lecteur à multiplier ces applications. Reprenons le
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problème 155-, je choisis des axes fixes : OXi suivant Taxe de rotation, OYi horizontal et perpendiculaire à OXi, 0Z| vertical. Les coordonnées du mobile M s'obtiennent aisément^ en se reportant aux notations du n^ 155, on trouve
a:,= rcoSff,
jri=^ rskktf coscj^ — asinoif,
z^ = rsin^ sin«»^ •+- acostùt,
La masse de M étant i , la demi-force vive est
d'où, en revenant à la caractéristique d^
dT , . dl
-T-T ^=^ r — ao» sino, -;- = r»' sm'o.
dr ' dr
D'ailleurs, pour un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, la pesanteur donne seule un travail
^V = — gàz^ =. — ^^rsin^ sinuf.
Les équations de Lagrange se réduisent à une seule
rw'sm'f -h ^sin^smft»^ ==o;
c'est précisément l'équation différentielle qu'on a trouvée et intégrée. La méthode actuelle, très -avantageuse pour tcouver le mouvement, ne fait pas connaître les réactions, qu'elle a justement pour effet d'éliminer.
Reprenons aussi le problème 170^ la force vive a été calculée
aT = (m -H m' -h fx)r'* + mr» sin'f 6'»,
— = (/7i_|-m'4-p)r', — =:mrsin'çr»,
^T dT
^r-mr'sin'yG'. — =. o.
Sun LÀ MÊCÀBIQUE hàtiohrblle. 4^7
En outre, JV = ^(iîicos<y — m')ir\ donc
dV , ,. rfV
— =g{mcos,-m), --=o.
Les équations de Lagrange sont au nombre de deux : (m-t- /n'-h fA)-T /nrô'*sin'y=^(/?icosf — m'), — -/•*ô'=o;
la seconde donne l'équation des aires, et, en la combinant arec la première, on retrouve celle des forces vives.
2i3. Un tube circulaire très-mince est assujetti à rester dans un plan vertical et à rouler sans glisser sur une horizontale de ce plan; une petite bille M peut se mouvoir sans frottement à l'intérieur du tube. Déterminer le mouvement du système en supposant nulles les vitesses initiales du tube et de la bille*
Je prends pour axe des x l'horizontale fixe, pour axe des j" la verticale qui passe par le point de contact initial de Tanneau avec OX. Soient, à l'époque t, C le centre du cercle, CI le rayon qui va au point de contact avec OX, A le point de la circonférence qui a été le point de contact primitif, a le rayon de l'anneau, 0 l'angle ICA, f Tangle ICM; je suppose CM et CA situés de part et d'autre de CI. L'abscisse de C est a9^ les coordonnées de M sont
(i) j: = a(e-l-siny), j = a(i — cosf);
m étant la masse de la bille, sa force vive est
m{x'»-4-y») = ma' ( 0'* -4- ^'*-H 2ÔYcos<p).
Le mouvement élémentaire de l'anneau est une rotation autour de I avec la vitesse 6'^ fx désignant sa masse, le moment d'inertie par rapport à une perpendiculaire à son
438 RficuEiL d'exeecices
plan, menée au point I, est ajuia*; donc, tout de suite,
Nos variables q sont ici B et cp, et les dérivées partielles
^ =:ma'(0'4- <p'cosç) -f- 2/xfl»ô', — =0,
wT , . «T , , ,
-—7 = ma^ ( cp -h 0'coso), -7" = — /wa'ÔYsm*.
Comme le tube ne glisse pas sur OX, le frottement qui se développe en I ne produit pas de travail virtuel pour ud déplacement compatible avec les liaisons, et dV se réduit ici à — mgdy=i — mga sincp Jap. Les équations de Lagrange deviennent
d /dff' d9'\
-- [m(ô'-4-ç'cosç)H-2pô'] = o, ^[-j- -hcosy — I -hgsin^=o.
On en déduit l'intégrale des forces vives -, a étant la valeur initiale de 9,
(2) /na (Ô'* -f-f'*-|- 2 O'f'cosy)-!- 2 paô" — 2m^(cosf — cosa)=o.
Quant i la première du groupe, elle s'intègre toujours une fois; mais, s'il n'y a pas de vitesses initiales, l'intégrale se simplifie :
(3) /n(G'-i- ç'cosç) + 2fiô'=o.
On peut alors intégrer une seconde fois ;
(4) m(G -f- sin^ ) -f- 2piô = /?isina.
Si l'on élimine 6' entre les équations (2) et (3), on trouve
(5) e^~ my^cosy^ ,_.^.. /^g" (m4-2fA) (cosy-cosg) ^ ' m-h2u ' V^ msin^y4-2f*
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Il est éTident que f diminae d'abord, il décroîtra jusqu'à
- /i . 1 / ^ /% 2msin« — a; pendant ce temps , d ira de zéro a 7i = » valeur tîrée de l'équation (4) pour y = — a; x décroît de asîna à a ^sinaj y va de a(i — cosa) à zéro, puis
revient à sa valeur primitive. Dans un intervalle de temps égal au premier, f , S, Xj y varient dans un sens opposé, et l'on a une suite d'oscillations. La trajectoire de M s'obtient en éliminant (f et 9 entre les équations (i) et (4}
c'est une ellipse tangente à OX et dont le grand axe est vertical \ mais il n'y a de parcouru que l'arc au-dessous de la droite jr = a ( i — cosdc) .
Le temps d'une demi-oscillation s'obtient en intégrant la seconde équation ( 5 ) ^ on est conduit à une intégrale transcendante^ mais, si l'on suppose que a et cp soient assez petits pour négliger leurs carrés et que m ne soit pas beaucoup plus grand que afx, on trouve
dt V
g[m + 2fx)(a' — y») 2fia
t,= f ^dff=:iri/^ ^.
21 4. Vnjîl sans masse, fixé à l'une de ses extrémités O, porte deux petits poids A, B, attachés à des distances différentes du point O^ déterminer les oscillations du système, quand on l'écarté de sa position d'équilibre, de manière que les deux portions du fil restent tendues et ne sortent pas d *un plan vertical donné.
(Agrégation, i844)
Soient a el h les longueurs OA, AB; f et ip les angles qu'elles font respectivement avec la verticale; m, n les masses de A et B -, on a
La pesanteur est la seule force qui donne un travail virtuel
9y = — mga sînffSff — ng(asïntf9f -t- b sin^^^^ )•
Les équations de Lagrange deviennent, après de simples réductions,
— ^^\Zr) ^^^^(4* — ç) -f- (/n -h «jg'sinf =:o,
d^^ d^9 (doY
^'dF^^'d^ cos{4, - ç) - « ^^ j sin(>li - y) H- ^sin^l» = o.
On a l'intégrale des forces vives, mais on n'aperçoit pas d'autre intégrale première rigoureuse. Dans le cas des petites oscillations, en négligeant les termes du troisième ordre par rapport à ç, ^^ 9', ^j;', cp", ^(/', les équations deviennent
(m-t-/i)fl^ -^r nb-^ ^ [m -{- n)g^ = o, ^ ^ \rf»+ d^f
Cherchons à y satisfaire par des valeurs (p = e^, <p=Xc^*:
ar*
on doit avoir \ = -r-- j et
br^-^g
(2) (m-f- n) [ar^ -^ g) [br^ -h g) —nabr^zno.
L'équation en r' admet deux racines, l'une inférieure a — ^ et à — •—> l'autre supérieure à ces deux quantités,
S1TR LA MÉGAiriQUB KATIONNELLE.^ 44 <
mais encore négative. Si ces racines sont -^rj, — rj, les intégrales du système (i) seront
f = A cosr, r -h B sinrj r -H C CGsr^r 4- D sinr^r,
^= 1— (Acosri^4-Bsinr|f) h î-— fCcos/,< -t-Dsînr,f).
Quand les vitesses initiales sont nulles, il en est de même de B et de D ; et, si ael^ sont les valeurs primitives de (p et tjf, on a, pour déterminer A et G,
^ Aar\ Cari
g--brl g—br\
Pour que les deux portions de fil oscillent comme des fils de pendules simples, il faut que A ou C s'annule; soit G. Les conditions précédentes donnent alors
substituant — r\k r* dans l'équation (a),
(m -h /î)aa*-h [m-^ n)[b — «)«P — /îiftp» = o.
On a toujours pour - deux valeurs réelles de signes con-
traires \ la positive est <^ i; pour toutes deux, -
ç = a cosTi f, 4* = P cosri t
Les oscillations des deux fils se correspondent, mais leur amplitude est différente; leur durée
— = 2iri/- (£»4- aï)
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est comprise entre les durées d'oscillation des pendules simples de longueur b et a-h b.
J'indique seulement un problème tout à fait analogue aa précédent :
Un tube circulaire, mince et homogène, peut se mouvoir dans un plan vertical autour d'un point de sa circonférence; il renferme une petite bille qui peut se mou\foir sans frottement à l'intérieur ; déterminer les oscillations du système quand on l'a écarté de sa position d'équilibre.
Soient jx et m les masses du tube et de la bille, O le point fixe, G le centre du cercle, R son rayon ^ on peut déterminer la position du système par l'angle S de CO avec la verticale et l'angle f de CM avec OC prolongé. On trouve aisément
?.T= 2 pR» Ô'» -+- m 14 cos» i ^0'> -f- f » -f- 4e>' cos* - A K\
^V = -— p^R sine Jô — mg'R[sin0^9 H- sin(9 -f- ç) (^ô -f- ^y)],
et l'on en déduit deux équations analogues à celles du pendule double.
21 S. Une sphère est animée d'une très^-grande vitesse de rotation autour d'un de ses diamètres, qui peut tourner dans un plan horizontal autour de son milieu; déterminer le mouvement que prendra l'axe sous l'influence de la rotation de la Terre.
La force centrifuge composée ne produit pas de travail effectif, mais elle peut donner un travail virtuel, parce qu'elle n'est pas normale aux déplacements virtuels des points où l'on doit l'appliquer. Pour évaluer ce travail plus aisément, composons toutes les forces centrifuges composées appliquées aux points d'un solide de révolution qui tourne avec une vitesse relative ci) autour de son axe. Je
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prends le centre de gravité poui* origine, l'axe pour axe des z, deux droites perpendiculaires pour axes des x et àesy^ soient p^ q^r les composantes de la rotation d'entrainement; celles de la vitesse relative d'un point sont — Gdj, oi)x, o. La résultante de translation des forces centrifuges composées a pour projections [voir n^ 113)
X ^=f7. r»xdm = o, Y =^f7,rv^ydm = o, Z z=zJ^fA[ — qy — px)dm=^o.
Les projections de l'axe du couple résultant sont
L = — 2â*J*é/m[^(gj -hpje) -i- arf ] ^=- — tiq^J'y^dm^ M= HêiJ'dmlzrx -h x(qjr -^px)\=z • npfùjx^dm^ N = o;
'^Jx^àm et 'xfy^dm sont égaux chacun au moment d'inertie fx par rapport à un des rayons de l'équateur. Le couple a son plan parallèle à l'axe de la rotation relative o) et à celui de la rotation d'entraînement. On peut le former avec une force juico, agissant suivant OZ, et une force égale, parallèle, mais de sens contraire, appliquée au point de| coordonnées p^ 9, ^î c'est-à-dire à l'extrémité de l'axe de la rotation d'entrainement.
Cela posé, prenons pour axe des x la tangente au méridien terrestre dirigée vers le nord, pour axe des y la tangente au parallèle dirigée vers l'est, pour axe des z la verticale montante^ soient OA le rayon de la sphère qui reste horizontal, vp l'angle XOA, f l'angle dont la sphère a tourné autour de OA à l'époque t. Le mouvement apparent du solide résulte des rotations i^' autour de OZ et ç' autour
deOA^ T =-jtJi(cj>'*-H^p'*). L'axe instantané ne coïncide
pas avec OA, mais on peut négliger leur écart si 9' est très-
grand. Soient n la vitesse de la rotation diurne, X la latitude^ le couple résultant des forces centrifuges composées peut être formé approximativement par une force f 'fA suivant OA, et une force F, égale et de sens contraire, agissant au point M de coordonnées — /icosX, o, — n sinX^ à une rotation i(f correspond un travail nul, car F est normale au déplacement de M^ la rotation S^ fait décrire à M un arc ncosXdtp parallèle à OY, mais de sens contraire, et Ton a un travail virtuel fif'ncos'ksm^d^. Les équations de Lagrange sont
~ z=z o, -i /!• cos> sm4> = o.
de dt ^ ^
La vitesse de rotation f ' autour de OA est constante; quanl à 4^9 îl varie suivant la loi d'un pendule simple de longueur — ,- — r ; OA tendra à se rapprocher de la partie sud de la méridienne, et ses petites oscillations auront lieu dans
le temps - A Paris, pour une vitesse de 4o tours
V«y' cosX
à la seconde, le temps d'une oscillation complète est d'environ 56 secondes, ce qui a été vérifié par Léon Foucault.
Équations d'Hamilton et de Jacobi.
216. Les équations de Lagrange conduisent & un autre système d'équations de forme remarquable, dans le cas. commun à beaucoup de problèmes de Dynamique, où il existe une fonction des forces. Y, et où les liaisons sont indépendantes du temps. Conservons les notations du n® 206 et posons, en outre.
N~r — /'Il r~ — pji •••5 c— ;
si Ton tire de ces équations les valeurs des q' et qu'on les substitue dans T, la demi-force vive sera exprimée par une fonction connue des q et des p. Quand nous prendrons ces quantités pour variables indépendantes, nous désignerons les dérivées partielles par la caractéristique d^ réservant la notation d pour le cas où les variables indépendantes sont les qi et les q[. La différentielle totale de T peut s'exprimer de deux manières :
D'autre part, les liaisons étant indépendantes du temps, les dérivées des coordonnées des points du système par rapport au temps s'expriment par des fonctions linéaires homogènes des q*\ T est donc une fonction homogène du deuxième degré de ces mêmes q\ et le théorème relatif à de pareilles fonctions nous donne
Prenons les différentielles totales
ld1z=^ lpidq\ 4- 2 q\dpi,
rajoute membre à membre les équations (i) et j'en retranche la précédente; il reste
Le» différentielles éunt indépendantes, le coeflScient de
chacune doit être nul :
^qi ~ dqi
(^) "fi-Tt-d^;
Revenons aux équations de Lagrange : la fonction V étant indépendante des 9' et des p, on a
D^/ dqi dpi
une quelconque des équations de Lagrange devient
dpi dl _ dV
dt dqi dqt
On considère la fonction V — T, et Ton pose, avec Hamilton,
(3) V — T=iK^i,^a,. . .,^., p,,/?i, . . .,/?«) =H,
Les équations de Lagrange, modifiées comme on vient de le faire, et les équations (2) nous donnent les équations du mouvement sous la forme canonique
dp, __ dn
dp^ rfH
dt dq,^
dt '^ dq^^
dq, ^H dt dp^
dqt dYL dt "" dpt'^
dpn
rfH
dt '
~ dq^
dt "
dp^
Les systèmes d'équations simultanées de cette forme, où Ton pourrait supposer que H contient explicitement la variable f,'ont donné lieu à d'importantes découvertes, faites notamment par Poisson, Cauchy, Hamilton, Jacobi, MM. Bertrand et Liouville; je me borne à exposer le théorème le plus célèbre, dû à Jacobi, en me restreignant au cas de nos problèmes où H ne contient pas t explicitement
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et garde une valeur constante, — X. Jacobi prend l'équation aux dérivées partielles
oà ^ désigne la fonction (3 ), dans laquelle on a changé les p dans les dérivées partielles de la fonction inconnue S : Si l'on peut trouver une intégrale de cette équation avec n — I arbitraires autres que celle quon peut introduire par simple addition, soit
S = F [^19 qjy • . • , q^y «Il «1» . . . , oc»— 19 X),
on aura immédiatement les intégrales générales du système (4)9 qui seront
./r» d¥ d¥ dY
Pi, Pt, . . . , j3„_|, e étant n nouvelles arbitraires.
Ces équations renferment le nombre voulu, an, d'arbitraires, et nous allons voir qu'elles conduisent au système (4). Différentions la première du groupe (6) par rapport à t, puis intervertissons Tordre des dérivations^ enfin, tenons compte des équations (7) : on a successivement
-^ d^Y dqj ^ d^T dqi y^^idqt
^ 2d doL^dqi Ht '^ 2ià dqidoLy, lÛ "^ J^Jdâi "dt ^
on obtient ainsi un groupe de n équations
/ox V ^P' ^^' ^ V ^P' ^^^ ^ X}^Pt ^^i
'^> 2^^:57=° 25c^dr=°' 2dxÂ = '-
D'autre part, puisque S = F est une solution de (5), on a
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l'identité
/ dV dF \
DifiSérentions par rapport à a^ ««,..., a„_i, X, etrempla-
dF çons — par pi^^ et ainsi de suite on a n équations
^ d^ dpt "«^ d^ dpi 1^ ^i|f dpi
^dpidât'^^^'"* 2d dpi dat^t " °' 2à'^i'dk "^^ '
Ce groupe ne diflere du groupe ( 8 } que par le changement
des -^ en -r^; comme tous deux sont linéaires, par
dpi dt
rapport à ces quantités, celles-ci doivent être respectivement égales, ce qui donne les n premières équations (4)- Différentions la première équation (7) par rapportât, et transformons comme nous Tavons fait pour les équations (6), on a
^' — V ^^ rfy/ '«^ <^F dqi _yçdpi dqi
dt JLdqtdqi 'dt JLdqidq^ 'dt ^dq^^ dt '
On peut remplacer -J^' par — ^ 9 d'après ce que Ton a déjà vérifié ; il vient alors
dt ^ dpi dqt
Mais différentions l'identité (9) par rappoit à ^i, et remplaçons les — par les pi,
d^' , yr/>|i àpi _^ dqi "^ ^ dpi dqx
La comparaison de ce résultat avec l'égalité précédente
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justifie la première équation de la seconde moitié du système (4)9 ®^ P&^ suite les autres analogues.
Quant à l'intégrale F, on n'a pas de méthode générale pour l'obtenir^ mais, en choisissant convenablement les inconnues du problème , on peut séparer Téquation (5) en plusieurs autres à une seule variable indépendante, et trouver une intégrale avec n — i constantes, comme on le verra aux applications qui suivent.
217. Je commence par un problème tout à fait simple, mais pour lequel on pourra former sans aucun embarras toutes les équations précédentes, et y lire des résultats bien connus. H s'agit de déterminer dans un plan vertical le mouvement d'un point pesant de masse m. Je prends»pour q^ et ^, les coordonnées rectangulaires de m. Taxe des q^ étant dirigé dans le sens de la pesanteur. On a
d'où Ton déduit
p, = mq\, p^r=:zmq\, T == — (/^J ^^7^)
D'ailleurs V = mgq^^ donc
n = mgq^^ — [p]-hp\]
Les équations canoniques sont
dt'~ ' dt'^ ^' dt '^ m' dt'^m
Rien de plus facile que de trouver et de reconnaître les intégrales de ce système \ mais voyons celles que fournit le
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thëorème de Jacobi. L'équation en S est
Cherchons à y satisfaire en prenant S =y(yi) H- 9(^1); iJ . suflSt que l'on ait, en désignant par a une constante arbi-
traire.
?''(^i) = a/n^ê^l^iH- a), /'*(<?,) = 2m(X — mga).
On a par de simples quadratures /(çi) et ?{yi), et leur somme , ^
Les intégrales (6) et (7) deviennnent
La première donne la trajectoire parabolique, la seconde la loi du mouvement et les deux autres les dérivées pi et pt ] on peut vérifier que
R=imgqi [2m(X — mg'a) -4-- a^m^'^j-f- «]]= — 1.
Les constantes X, ^, |3, e se déduisent des circonstances initiales.
218. Etudier dans un plan le mouvement d'un point M attiré "Vers deux centres fixes F ei Fi, a\^ec des intensités réciproques au carré des distances» 1
SUR LA MÉGÀiriQUE RATIONirELLE . ^Sl
Supposons la masse de M égale à ronitéetFFi= ^c] on peut définir la position de M en se donnant ses coordonnées Xj jr par rapport à la droite FFi et à la perpendiculaire en son milieu, ou les demi-axes focaux ^, ^i de l'ellipse et de l'hyperbole qui passent en M et ont pour foyers F et Fi^ ces deux systèmes de coordonnées sont liés par les relations
on en conclut immédiatement
T=i(*'»-f-/')=i2;=4î"+i$ii4gr.
Les dérivées partielles sont
On pourra exprimer T en fonction dep et de pi\ d'autre part, avec des notations dont le sens est bien clair, on a
mais les propriétés focales de l'ellipse et de l'hyperbole donnent
La fonction H d'Hamilton deyient
î=F?i î±îi a?*— 3, a?'— ?î
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Les équations canoniques forment un système compliqué^ sans les écrire, nous chercherons leurs intégrales par le théorème de Jacobi. L'équation aux dérivées partielles est ici, après de légères transformations,
Posons, comme précédemment, S =zf(q) -h ç(yi), et écrivons, en nous bornant aux signes supérieurs,
l'intégrale F, renfermant une arbitraire a, est ici
■fW
La loi du mouvement est donnée par la formule
dF
dF
l'équation de la trajectoire est ~ = P •, elle renferme deux
intégrales elliptiques : aussi sera-t-il aussi commode de la remplacer par sa différentielle
dq
dqt
SUR LÀ MÉGAlfIQt7E EATIONNBLLE. 4^3
Si l'on connaît les circonstances initiales, on aura la valeur ixiitialede H égale à — X^ puis le rapport de 9'. ^ ?'t.o ^^^^ nera, i Taide de l'équation précédente, la valeur de a. Pour qixe la trajectoire ait des branches inlBnies, il faut que q poisse devenir infini; pour qu'elle coupe l'axe FFi, il faut que ç ou qi devienne égal à c*; enfin elle se réduira à une ellipse ou une hyperbole si l'un ou l'autre des deux radicauiE n'est réel que pour une seule valeur de q ou de qi .
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PRÉFACE
La Science des Déierminants est l'un des instruments les plus puissants que l'Analyse mette à la disposition des Géomètres; le mécanisme en est fort simple, les méthodes sont presque élémentaires, les résultats sont d'une fécondité remarquable. Née de la résolution des équations du premier degré à plusieurs Inconnues, elle en abrège les procédés, en généralise les formules et donne à celles-ci une expression figurée, à la fois simple et précise, serrée et commode, qui rend la combinaison de ces formules sûre et rapide.
VAlgèbre, qui a donné naissance aux Déterminants, tire ainsi le premier fruit de son œuvre, au seuil même d'opérations souvent fort laborieuses; mais cet avantage n'est pas le seul tribut que l'Algèbre lève sur cette science nouvelle, éclose dans son domaine : elle y trouve des ressources bien
autrement précieuses pour l'élimination d'un ordre supérieur et pour la détermination des solutions communes aux équations de degrés élevés. Ces parties, si épineuses dans la pratique, ont été simplifiées avec art et précision, et des calculs presque inextricables sont devenus d'une facilité merveilleuse et même originale.
En Géométrie analytique y pour évaluer les angles, les lignes, les surfaces et les volumes en fonction de certaines données, on établit les relations qu'on sait exister ou qu'on découvre entre ces données, entre la quantité cherchée et entre d'autres éléments auxiliaires de la figure, convenablement choisis. Les relations ainsi établies constituent les équations de la question, et les éléments qui y entrent, indépendamment des données, forment autant d'inconnues auxiliaires ^ qu'il s'agit
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d'éliminer. Cette élimination, par les procédés ordinaires, esi souvent longue et compliquée; elle se hérisse quelquefois de difficultés presque insurmontables. De plus, la suite des opérations introduit dans les^équations résultantes, pour beaucoup de cas, des facteurs étrangers qui en embarrassent le maniement et masquent les liens apparents qui existent forcément entre les données et ki solution.
Ce double inconvénient disparait par l'emploi des Déterminants. Non-seulement les opérations deviennent simples et aisées, non -seulement les multiplicateurs étrangers sont écartés; mais les facteurs utiles apparaissent presque spontanément et sont immédiatement mis en évidence; mais encore l'expression de la solution forme tableau, pour ainsi dire, et présente une symétrie remarquable dans la disposition de ses éléments connus.
Les caractères qui distinguent entre elles les lignes et les surfaces d*un même degré, ceux qui embrassent les figures d'une même famille, ainsi que les conditions auxquelles ces figures peuvent être assujetties, se traduisent, dans l'AnalYse, par certaines relations entre les coefficients de leur équation générale. C'est encore la Science des Déterminants qui conduit à la détermination la plus rapide, qui fournit la représentation la plus succincte et la mieux figurée de ces relations de condition.
Les Déterminants donnent aussi le moyen de trouver les fonctions qui ne sont pas altérées par une transformation linéaire des variables; la découverte et l'étude de ces fonctions sont peut-être le principal objet de cette science, dont le champ ne cesse de s'étendre et de se féconder. En Géométrie, celte transformation correspond à un changement d'axes de coordonnées; les fonctions obtenues expriment donc des propriétés absolument indépendantes du choix désaxes. On comprend dès lors toute l'importance que doit prendre cette branche de l'Analyse dans les investigations géométriques.
L'importance des Déterminants se manifeste par des progrès incessants; elle est partout reconnue et proclamée, dans les
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Journaux scientifiques comme dans les Hémoires et les Cours publics. Chaque année voit apparaître de nouvelles publicalions sur cette féconde théorie et sur ses nombreuses applications. Plusieurs auteurs s'efforcent, en même temps, de donner à cette science une forme plus simple, une rédaction plus élémeniaire, une direction plus pratique, afin de la mettre à la portée des jeunes esprits. .
Dans beaucoup de pays, en Angleterre, en Italie et en Allemagne^ la théorie des Déterminants est prescrite dans l'enseignement et introduite dans les écoles. £h France, elle a pénétré dans les lycées de Paris; elle se trouve enseignée dans beaucoup d'élablissements de province ; elle est admise avec faveur et reçue avec avantage dans les examens d'admis* sion à rÉcole Polytechnique et à l'École Normale; elle appartient de droit au Cours de Mathématiques spéciales.
Les professeurs, pour se maintenir à la hauteur de leur mission, sont forcés de consulter les Mémoires et les Traités spéciaux; ils sont contraints de puiser dans des publications êparses; ils sont obligés de faire des extraits séparés', d'établir un lien uniforme entre ces extraits, de les revêtir d'une forme simple et élémentaire, afin de les faire cadrer avec les matières de leur enseignement. Cette tâche, toujours laborieuse, souvent difficile par l'absence, l'éloignemeni ou la variété des sources originales, absorbe leurs loisirs ou dérobe à leurs fonctions une partie du temps qu'ils doivent aux ^oins immédiats des élèves.
Les élèves eux-mêmes, restreints aux notes fugitives de la classe, sont embarrassés dans l'étude de leurs leçons par les parties qui leur ont échappé ou qu'ils ont mal saisies; ces points d'arrêt ébranlent leur confiance, en provoquant des efforts en pure perte.
Un Livre, pouvant servir de guide et d*aide-mémoire, aura donc un côté à la fois utile pour les élèves et avantageux pour les maîtres^ surtout s'il renvoie, en même temps, aux sources premières, aux documents complets, où la Science est traitée avec tous ses développements.
C'est afin d'abréger le travail des Professeurs, de faciliter
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i*étude aux Élèves que nous avons entrepris la rédaciion de cet Ouvrage. Nous y avons suivi les procédés les plus élémentaires» adopté les notations les plus simples, exposé les principes les plus essentiels» qui suffisent en Algèbre et en GéométriCy dans l'étendue du programme ofQclel. Si nous avons modiBé plusieurs démonstrations usitées, c'est pour les simplifl er, les abréger, les rendre accessibles aux jeunes commençants. C'est surtout pour eux que nous avons entrepris ce travail; c'est aussi à eux que nous l'adressons parliculièrement.
La première idée des Dcierminanls est due à Leibiutz. [Lettre de Leibnitz à L'Hospital, du 28 avril i63g,el OEuvres mathématiques de Leibnitz, publiées par Gerbardt, t. II, p. 239). Mais l'importance de ces fonctions a été signalée surtout par Crambr, dans son Introduction à l'Analyse des courbes afgébriques, 1750; Cramer peut être regardé comme le second inventeur des déterminants. Ce Géomètre a trouvé la loi de formation des Déterminants au moyen des formules que fournil la résolution de deux équations du premier degré à deux inconnues, et de celles que donne la résolution d'un système de trois équations à trois inconnues. Bezoot a étendu celte loi à un nombre quelconque d'équations linéaires, renfermant autant d'inconnues, en même temps qu'il a donné une méthode rapide pour la résolution de ces équations [Hiitoire de l'Académie royale des Sciences, 1764).
Dans les travaux de Laplagb et de Vandermonde ( Histoire de V Académie royale des Sciences, 177?, a* partie), dans ceux de Lagrangb [Sur les Pyramides, 1773, et Noui^eaux Mémoires de r Académie royale de Berlin, 1773), la loi de Cramer se trouve conOrmée et plusieurs propriétés des Déterminants sont énoncées et mises au jour.
L'illustre Gauss, dans ses Disquisitiones aritfimeticœ, 1802, a perfectionné et étendu le calcul algébrique, au moyen des Déterminants. Plus tard, Binet [Journal de l'École Polytechnique, XVI' cahier, 181 3) ei Caocby [Journal de V École Polytechnique, XVll* cahier, i8i5) ont énoncé de nouvelles propriétés et ont donné, dans les applications, au moy)en des
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DéterminantSy une facilité inattendue à des calculs fort compliqués.
Ce n'est cependant qu'en 1841 que Jacobi, dans son Mémoire De formatione et proprietatibus delerminaniium y posa les bases d'un Traité concernant la Théorie des Déterminants, et rendit cette science accessible à tous les mathématiciens.
Depuis cette époque» la Science des Déterminants a été Tobjet de recherches incessantes de la part des géomètres , les progrès ont été rapides. Elle s'est signalée surtout par ses applications curieuses et variées à la Théorie des nombres, à celle des Équations» à l'Analyse en général» à la Géométrie et à la Mécanique.
Ces applications sont consignées, d abord en partie dans les écrits de Jacobi [Mathematische tVerke) et de Cagchy [Exercices d'Jnalyse et de Physique mathématique]; ensuite dans les Mémoires publiés par MM. Caylet [Memoirs upon quanlics), Stltbster [Philosopkical Magazine)^RES8E, Bobchàrdt, Malm- ST£iN, J0ACHIMSTBAL [Journal de Crelle).
L'emploi le plus heureux et le plus efficace des Déterminants a éié fait par M. Hermitb» dans ses savantes et profondes recherches sur la Théorie des nombres, et dans ses travaux d'Analyse. Il en a publié les remarquables résultats dans les Journaux de Crelle y de Liouville, etc.
M. SAUioNa puissamment contribué à la propagation de cette science par la publication d'ouvrages spéciaux et par lesappli- Cillions à la Géométrie qu'il a données dans son Traité : On the Itigher plane curves.
Les fonctions de Cramer étaient d'abord appelées résultantes; la dénomination de déterminant, empruntée à Gauss» a été Introduite dans la Science par Cauchy» qui lui a substitué plus tard le nom de/onction alternée. L'usage a fait maintenir le nom de déterminant.
Paris, mars 1877.
AVIS ESSENTIEL AU LECTEUR
Le lexle couranl de ce Traîlé forme la pariie la plus élémentaire de la Théorie des Déterminants; il comprend, en outre, toutes les applications de cette science aux diverses matières qui constituent le programme des Mathématiques spéciales. Le lecteur peut en faire une étude suivie, en négligeant tout ce qui est imprimé en petits caractères.
Les autres articles, non revètns d'astérisques, peuvent être lus ensuite; ils complètent le cours. Sans être indispensables, ils fournissent des résultats utiles et intéressants, dontrÉiève saura apprécier l'importance.
La partie en petit texte, qui est affectée d'astérisques, ne présente aucune difficulté. Elle résume plusieurs applications curieuses des Déterminants à l'Algèbre et à la Géométrie analytique; celles-ci reposent sur des méthodes, à fa fois simples et rapides, qui trouvent un emploi fort avantageux dans beaucoup de branches des Sciences exactes.
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES DÉTERMINANTS
S I. Définition et notation des déterminants. — § II. Transformation des déterminants. — $ III. Les déterminants mineurs. — § IV. Développement des déterminants.
§ I. — Définition et notation des déterminants.
1. Première définition des déterminants. — Étant donné le produit 0,6203.../» de n quantités ai, b^, Cs, ...»/^i si Ton fait entre les n indices i, 2» 3, . . . , n toutes les permutations possibles, en maintenant les lettres fixes, et que Ton donne à chaque résultai le signe +'ou le signe — suivant que le oombre des inversions entre les n indices est pair ou impair, la somme algébrique des résultats obtenus est dite le déler^ minant des n* quantités du tableau
j ^1» vi, C|, * • • > «I, I a^, Otf C>, • • • y «a»
'; \ a^ Oif C'if • * •» 'if
I ûj»> "n» ^*/l> • • • » •«•
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Ces n* quantités sont appelées les éléments du déterminanu Nous désignerons ce déterminant par A.
2. Inversion des indices. — Vinversion entre deux indices se comprend d'elle-même. Pour plus de clarté^ nous dirons que deux indices présentent une inversion^ toute» les fois qu'ils ne se suivent pas dans leur ordre numérique, c'est-àdire chaque fois que le premier indice est supérieur au suivant. Ainsi la permutation
ai bj Ci di
n*a pas d'inversion. La permutation
04 6i Cl dt
présente au contraire cinq inversions : une entre a« et chacun des trois éléments suivants 6„ Ci, d^ ce qui fait trois inversions; et une inversion entre (3 et chacun des deux éléments suivants Ci et dt, ce qui fait encore deux inversions; donc en tout cinq inversions.
3. Permutations paires et permutations impaires. — Une permutation est dite paire ou impaire^ suivant qu'elle présente un nombre pair ou un nombre impair d'inversions entre les indices.
Deux permutations sont dites de même parité, lorsqu'elles sont toutes les deux paires ou toutes les deux impaires; si l'une est paire et l'autre impaire, elles sont dites de parités différentes,
4. Théorème fondamental sur les inversions. — Lorsque l'on permute entre eux deux indices dans une permutation^ la permutation change de parité, en d'autres termes, on altère d'un nombre impair le nombre des inversions entre les indices.
Nous distinguerons deux cas, suivant que les indices intervertis appartiennent à deux éléments consécutifs ou à deu\ éléments quelconques de la permutation.
I*» Considérons la permutation P = Atfa/pB, où A désigne le produit des éléments a, 6, ,.,, d qui précèdent l'élément e, et B le produit des éléments g,h,.,,,l qui suivent Télé-
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meni/; les éléments a, b, ,.., d sont affectés d'indices quelconqueSy mais différents de a et ^y ainsi que les éléments
Si Ton intervertit les indices a et ^y nous aurons la permulativi P'= Aep/.B; or je dis que les permutations P et F sont de parités différentes.
£n effet, il est aisé de voir que les éléments de A, comparés entre eux et avec les suivants, présentent le même nombre d'inversions dans P et P'; et que les éléments de B, comparés entre eux et avec les précédents, présentent aussi un même nombre d'inversions dans P et P'. Mais l'un seul des deux produits e^fp et e^f^ présente une inversion; par suite, l'une des deux permutations P et P' présente une inversion de plus que l'autre; donc ces deux inversions sont de parités différentes.
Nous en concluons que, si dans une permutation on fait avancer ou reculer un indice d'un rang, la permutation change de parité.
2? Supposons actuellement que, dans la permutation P, on intervertisse les indices des deux éléments e et e', de rang r et r'y qui sont séparés par m éléments.
On amènera l'indice de l'élément e au rang r', en le faisant reculer de m + 1 rangs, ce qui produira m ■+• i changements de parité; puis on amènera l'indice de l'élément e' au rang r, en le faisant avancer de m rangs, ce qui produira encore m changements de parité. Par suite, la permutation P aura subi en tout un nombre m + 1 + m ou un nombre impair 2/R + 1 de changements de parité; donc la permutation résultante sera d'une parité contraire à celle de la permutation P.
5. Composition du déterminant A par rapport à la position des n^ éléments dans le tableau carré (i) de ces éléments. — Il n'est pas difficile de reconnaître que chaque terme du déterminant A contient un élément et un seul de chaque colonne dans le tableau carré (i) des n^ éléments; car chaque permutation, formée au . moyen du terme-^type a^btc^...iml>^^ l'inversion des indices, renferme chacune des n lettres a, 6, c*, ..., /et ne la renferme qu'une fols.
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Chaque terme de A contient aussi un élément et un seul de chaque ligne horizontale du tableau carré (i) desn' éléments; car chaque terme, formé au moyen du même termetype par l'inversion des indices, renferme, comme indice, chacun des n premiers nombres entiers i, 2» 3, ..., /i et ne le renferme qu'une fois.
Réciproquement^ tout produit de n facteurs, qui ue contient qu'un élément de chacune des n lignes horizontales du tableau (i) et aussi qu'un élément de chacune des n colonnes verticales de ce tableau, pourra être considéré comme un terme du déterminant A, s'il est affecté du signe + ou do signe —, suivant que le nombre des inversions entre les indices y est pair ou impair : car ce produit est nécessairement l'un de ceux obtenus par la permutation, de toutes les manières possibles, des indices dans le produit axb^c^ ... /,.
On en conclut que le déterminant peut aussi recevoir la définition suivante, qui nous paraît la plus élémentaire.
6. Définition ordinaire des déterminants. — Éunt données n' quantités
^H 0\f Ctf ...y f|,
Û2, Oj, Cl, ..., Ij, ^.»» va, Cj, ..., fa,
Onj *^nf ^ny • • • » 'm
représentées par des lettres munies d'indices, qui sont disposées en un carré de n colonnes verticales distinguées par les lettres et de n lignes horizontales marquées par les indices, le déterminant de ces n* quantités ou éléments est la somme algébrique de tous les produits possibles que l'on peut former avec ces n* cléments, pris n à n, de manière que chaque produit ou terme ne contienne qu'un élément de chaque ligne et aussi qu'un élément de chaque colonne.
Terme principal du déterminant. — Le produit
Cil *^t Ci ... /m
des n éléments a„ b^, Cs, ..., /«, qui sont disposés en diago^
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nale» de gauche à droite, constitue le terme principal du déterminant; les lettres s'y suivent dans leur ordre alphabétique et les indices y sont rangés dans leur ordre de grandeur croissante.
Ce terme est ainsi appelé parce qu'il sert à former, en valeur absolue, tous les termes du déterminant, en y maintenant les lettres dans leur ordre alphabétique et en opérant entre les indices toutes les permutations possibles.
Car, de cette manière, chaque terme obtenu, ne renfermant qu'une fois chacune des n lettres a, i, c, ..., / et qu'une fois aussi chacun des n indices i, 2, 3, ..., /i, ne contiendra qu'un élément de chaque ligne et aussi qu'un élément de chaque colonne.
De plus, comme nous l'avons déjà prouvé au n" 5, tous les termes du déterminant auront été formés, puisqu'on aura effectué toutes les permutations possibles entre les n indices
Oir pourrait aussi, dans le terme principal, maintenir les indices dans leur ordre numérique et opérer toutes les permutations possibles entre les n lettres a, b, c, ..., L
8. Règle des signes. — Le terme principal d'un déterminant est toujours affecté du signe +.
Si les lettres, dans les différents termes, sont maintenues dans leur ordre alphabétique, les autres termes seront affectés du signe -+■ ou du signe —, suivant que les indices y présentent un nombre pair ou un nombre impair d'inversions .n»l).
Ainsi, si n = 3, le déterminant défini au n"* 6 sera formé avec 3' ou 9 éléments; les produits a^btCi et aib^Cx seront deux termes de ce déterminant. Dans le terme a» fr, c„ les indices se trouvant rangés dans Tordre 2, 3, i, forment une inversion entre 3 et i et une autre inversion entre 3 et i ; ils présentent par suite un nombre pair d'inversions; donc ce terme devra être affecté du signe -4-. Dans le terme asfriCi, au contraire, il y a une inversion entre chaque indice et les suivants; il contient, par suite, trois inversions et devra être affecté du signe — .
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Si, au contraire, les indices se suivent dans leur ordre numérique, les différents termes du déterminant seront affeciés du signe + ou du signe —, suivant que les lettres y présentent un nombre pair ou un nombre impair d'inversions.
Ainsi, dans les deux termes a^hiC^ et a^btCi du déterminant formé avec 3' ou 9 éléments, rangeons les indices dans leur ordre numérique; ces deux termes s'écriront Ctas6, et Cl 63^3. Le premier C| a^ b^ de ces termes présentera deux inversions, Tune entre c et a, Tautre entre c et fr; il sera affecté du signe +. Le second terme Cx b^a^ présentera trois inversions. Tune entre c et 6, une autre entre c et a et la troisième entre i et a; il sera affecté du signe — .
9. Définition IV. — Chaque terme du déterminant de n' éléments est le produit de n de ces éléments, ou le produit de n facteurs; on dit, pour cela, que le déterminant est du n'*"** degré ou du n""»' ordre.
Le déterminant du n'*™« ordre contient autant de termes que l'on peut former de permutations avec les n indices 1, 2, 3, ..., n ou avec les n lettres a, 6, c, ..., /. Le nombre des termes de ce déterminant est donc égal au produit
10. Définition V. — Les termes d'un déterminant sont séparés en deux classes : la première classe ou la classe paire comprend les termes positifs; la seconde classe ou la classe impaire renferme les termes négatifs.
Dans un déterminant, le nombre des termes affectés du signe -f- est égal au nombre des termes affectés du signe — ; car, si dans un ternie positif on permute entre eux les deux derniers indices, on formera nécessairement un terme qui aura une inversion de plus ou de moins que le précédent; ce terme sera donc négatif.
11. Exemples. — i* Pour avoir le déterminant du second ordre, composé des quatre éléments
û.» bi,
As, bi,
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dans le produit ab on donne aux deux lettres a e\b les indices respectifs i et a, puis 2 et i, tels qu'ils se suivent dans les permutations 12 et 21 que Ton peut former avec les indices I et 2; on donne le signe + au premier résultat ax 61 et le signe — au second a-t 6,. On trouve ainsi «i fta — a^ bx pour le déterminant demandé.
2« S'il s'agit de former le déterminant du troisième ordre^ qal est composé des neuf éléments
tfiy bxy Cl,
J, \ Ou bu Cu
ûa» 6>, C'if
on écrit la lettre c affectée de l'indice 3 à la droite de chacun des deux termes aibt, —atbi du déterminant du second ordre, ce qui fournit les deux produits aibid et — athxCi; puis on fait avancer l'indice 3 d'un rang dans chacun de ces produits, ainsi que dans les deux produits résultants, et l'on a soin de changer le signe du produit à chaque pas de l'indice 3. On obtient ainsi le déterminant demandé du troisième ordre
ill 1 Oi bt Cj — ût 6s Ci -+• ùi 6| Ci — at 6| Cj 4- at b^ Ct — a^ bt Cj.
12. Remarque. — Supposons que les neuf éléments disposés en carré (I), qui composent notre déterminant du troi* sième ordre (II), soient les coefficients respectifs qui multiplient les inconnues dans un système de trois équations du premier degré à trois inconnues j;, /et z; ce système sera nécessairement le suivant :
OiX -h bijr -^CiZ =: k,,
tfa a? H- ft|/ -^ dZ =: ki,
où les termes connus A*,, h et A*, sont quelconques.
H est aisé de voir que notre déterminant (II) est précisemeot le dénominateur commun des valeurs que fournissent pour les inconnues x,jrei z les formules générales de Craf^r. On sait que le géomètre genevois avait donné ces for-
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mules» dès 1 760, dans son Introduction à l'Analyse des courbes algébriques. Aussi la fonction (II) est-elle souvent appelée ie déterminant des premiers membres du système linéaire (III).
13. Notation ordonnée de Cauchy. ^ On représente le déterminant de /i* éléments, en plaçant entre deux traits verticaux, entre deux barres, le tableau carré de ces éléments.
Ainsi le déterminant déflni ci-dessus (1,^, 3 et 4-), que nous désignerons toujours par la lettre grecque A, sera représenté par la notation
fli bi Cl ... /,
t'a Ci ... «j
(IV
an b.
Cette notation offre de grands avantages dans récriture ei la combinaison des formules. Elle a été employée, pour la première fois, par Cauchy dans son Mémoire Sur le nombre de valeurs qu'une fonction peut acquérir {Journal de l'École Polytechnique^ XVIP Cahier, i8i5, p. Sa); elle a été suivie depuis par Jacobi dans tous ses écrits [De formatione et proprietatibus determinantium, 4, et Journal de Crelle, 1. 15, p. ii5 et suivantes).
D'après celte notation, on a (11)
= atbi — a, 6,,
Ox
ft.
= fli bi C3 — âi 6s Ct ■+- Ui 6, Ct — «1 bx Ci -+- at 6, c, — ^a ^
14. Notation à double indice de Leibnitz. — Dans la suite, sauf avis contraire, nous représenterons toujours, comme ci-dessus (1)? les éléments de chaque colonne verticale par la môme lettre, et nous donnerons le même indice aux lettres d'une même ligne horizontale: rindice marquera toujours le rang de la ligne.
Ce mode de représentation des éléments se prête avec avantage aux démonstrations élémentaires.
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Cependant la notation ordonnée» qui est la plus usitée en Mathématiques supérieures, consiste à représenter tous les éléments par la même lettre, à laquelle on donne un double indice : le premier indice désigne toujours le rang de la ligne horizontale à laquelle appartient l'élément, tandis que le second indice marque le rang de la colonne verticale où se trouve Télément.
Le déterminant du troisième ordre (i3)
s'écrira ainsi
{VI
Lorsque le déterminant est d'un ordre supérieur au neuvième, on a soin de séparer par une virgule les deux indices de chaque lettre.
La notation précédente est due à Leibnitz; elle se trouve indiquée dan^ ses Œuvres mathématiques, qui ont été publiées par Gerbardt, t. Il, p. 289, et se lit dans la lettre que Leibnitz a écrite à L'Hospital, le 28 avril 1693.
15. f^usieurs auteurs, dans remploi de la notation de Leibnitz, placent en exposant V indice ePordre des colonnes. Ainsi, pour marquer la place d'un élément dans le tableau (IV) de Cauchy, ils afifectent de deux indices superposés la lettre qui représente les éléments ; Tun de ces indices est inférieur et l'autre supérieur. L'indice inférieur indique le rang de la iigne à laquelle appartient l'élément, tandis que l'indice supérieur désigne le rang de la colonne où se trouve l'élément.
Le déterminant (VI) du troisième ordre sera ainsi représenté par la notation générale
VU
(Vffl)
al
«""* ordre s
'écrira
al al
al
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Cette manière de représenter les éléments pourrait s'appeler noiation à indices superposés, tandis que la précédente (14) pourrait se nommer notation à indices consécutifs,
i6. Formation des termes du déterminant dont les éléments sont à indices superposés. — Le terme principal du déterminant (VUl) est encore le produit
a\a\al • • • <i
ayant pour facteurs les éléments de la diagonale principale.
Ce terme sert toujours à former tous les autres termes du déterminant A.
Pour les obtenir en valeur absolue, on peut :
1*" Supposer fixes les indices inférieurs et opérer toutes les permutations possibles entre les indices supérieurs; ou encore,
2** Maintenir à leur place les indices supérieurs, et effectuer tontes Ifô permutations possibles entre les indices inférieurs.
Quant au signe de chaque terme, on intervertit Tordre des éléments dans ce terme, de manière que les indices inférieurs se suivent dans leur ordre numérique, et Ton donne au terme le signe + ou le signe —, suivant que les indices supérieurs présentent un nombre pair ou un nombre impair d'inversions.
On peut encore amener les indices supérieurs dans leur ordre natun^, en intervertissant Tordre des facteurs, et évaluer le nombre des inversions que présentent les indices inférieurs.
17. Règle des signes ponr les déterminants dont les éléments sent à indices superposés. — Lorsque les deux séries d'indices se suivent cTune manière quelconque dans un terme ^ il faut donner à ce terme le signe -h ou le signe — , suivant que la permutation des indices inférieurs et la permutation des indices supérieurs sont de même parité ou de parités différentes.
Soit, en effet,
la valeur absolue d'un quelconque des termes du déterminant (VID), chacun des produits t\ v^ n, . . . %y u^ w, w^ . . . w. constitue Tune des n permutations que Ton peut former avec les n premiers nombres entiers
Dans ce terme, je permute entre eux les deux éléments
et j'appelle T' le produit résultant; la permutation des indices inférieurs a changé de parité (4), ainsi que celle des indices supérieurs; donc,
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si )es deux permutations des indices sont de même parité dans T, elles seront encore de même parité dans T'; et, si ces deux permutations sont de parités différentes dans T, elles seront aussi de parités différentes dans T'.
n s*ensuit que , si Ton intervertît d'une manière quelconque Tordre des facteurs dans T, la parité relative que présentent la permutation des indices inférieurs et celle des indices supérieurs n'est pas altérée.
Or, si Ton ramène les indices inférieurs dans leur ordre naturel, la permutation de ces indices devenant i.!i.3.../i sera paire; donc le terme T devra être affecté du signe h- ou du signe —, suivant que la permutation résultante des indices supérieurs sera paire ou impaire. Il s'ensuit que le terme T sera positif ou négatif, suivant que les permutations des indices inférieurs et des indices supérieurs sont ou non de même parité.
17 bis. Notation abrégée des déterminants. — Afin d'abréger les écritures dans les démonstrations et de simplifier Texpression des formules, on représente souvent les déterminants par ie terme principal mis entre parenthèses, et on laisse au lecteur le soin de rétablir les autres termes.
Ainsi les déterminants du a**"*, du S**"*, ..., du n***"* ordre pourront être désignés par les notations succinctes
Cette notation a été suivie par M. Baltzer(')etM. Salmon (^). A cette notation on substitue fréquemment )a suivante :
A = 2 ±: /ii fti C3 . . . /„, qui est usitée en Mathématiques supérieures.
§ II. — Transformation des déterminants.
18. Théorème I. — Lorsque, dans un déterminant, on change les lignes en colonnes, et vice versa, le déterminant ne change ni de valeur ni de signe.
(* j Baltzei, Théorie eC application des déterminants, p. 26; 1861. (') Salhon, Leçons d'Algèbre supérieure, p. i; 1868.
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Ainsi, si l'on a
«I fri c, d^
«1 bi Ci rfj
«i 63 Ci di
Azr.
et A' =
A' sera ideniiquemeni égal à A.
En efiety considérons un terme quelconque du premier déterminant A, par exemple le terme
pour trouver le terme T' dont les éléments occupent dans A' les cases que les éléments de T occupent dans A, il suffit de remplacer dans T les lettres a, b, c eid par les lettres c, a, d et b, dont le rang dans l'alphabet est marqué par les indices 3, i, ^ em, et de substituer aux indices 3, i, 4 et 2 de T les indices i, 2, 3 et 4 qui désignent le rang des lettres a, b,c et d dans l'alphabet. On trouve ainsi que la valeur absolue de T' est d ^2 d^ 64 ou a^ 6« Ci d^, en ramenant les lettres dans leur ordre alphabétique. Le produit a^ 64 c. </, présentant trois inversions doit être affecté du signe — ; on a donc
T' = — Ct b^ Cx di*
Or il est évident que le terme T' est l'un des produits négatifs que l'on obtient par la permutation, dans le terme principal OthiCidi, des indices i, 2, 3, 4 de toutes les manières possibles; donc le terme T' se trouve dans A avec le signe -• On prouverait de la même manière que chaque terme de A' se trouve avec son signe dans A. Puisque les deux déterminants A' et A sont de même ordre, on en conclut que A = A'.
19. Dans remploi de la notation à indices superposés, les deux déterminanls A et A' afTeclent les formes
rt'
IS
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Dans le déterminant A prenons un terme quelconque
composé des éléments soulignés. Dans le déterminant A', je souligne les éléments qui occupent les mêmes cases et j'en forme le terme
Ces deux termes sont négatifs, parce que la permutation des indices inférieurs et celle des indices supérieurs y sont de parités différentes.
Le terme T' est contenu dans le premier déterminant A, car il est formé de quatre éléments appartenant à des lignes différentes ; d'ailleurs il porte le signe que lui donne la règle du n** 17.
20. En général, changer dans (VIII) du n"" 15 les lignes en colonnes et les colonnes en lignes, c*est permuter les indices supérieurs avec les indices inférieurs; par conséquent, les signes se maintiennent dans les nouveaux termes.
D'ailleurs chaque terme du nouveau déterminant se trouvera dans l'ancien, puisque les deux séries d^ndices de ce terme seront deux des permutations que l'on peut former avec les n premiers nombres entiers
21. Théorème II. — Lorsque^ dans un déterminant^ on permute deux lignes ou deux colonnes, le déterminant conserve sa valeur absolue, mais change de signe ( Laplagb, Histoire de V Académie de Paris^ l. Il, p. 297; Vandermondb, ibid., p.5i8).
Considérons les trois équations linéaires [III) à trois inconnues du n*" 12; le déterminant des premiers membres en est
«I bt c,
Ui bi Ci Oi bi Ci
Si nous permutons entre elles la première équation et la iroisièmCy ce système prendra la disposition
a^x -h bijr-^ CiZ=: kz,
Ui X -^^ bi jr -h Cl z = ktf et admettra pour les inconnues les mêmes valeurs que dans le
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précédent. Paf conséquent, le déterminant
ûi 63 Cl
(2) ai fti Ct
de ce nouveau système, qui est du même degré que (i ), a même valeur absolue que ce déterminant (i}. Mais le terme principal ai btd de (i) est positif, tandis que le terme principal a» 6s Ci de (i)f positif dans (2), présente trois inversions par rapport à aibiC^; il est donc négatif dans (i). Donc les deux déterminants (i) et (2] sont égaux et de signes contraires.
Démonstration générale. — Supposons que, dans le déterminant A
(IV du n"* 13), on permute entre elles les deux colonnes où se trouvent
les éléments e et hj et désignons par A' le déterminant qui en résulte.
Soit
T = --i.-A^.B/ipC
un quelconque des termes du déterminant donné A; si nous y permutons les deux indices a et p, nous obtiendrons aussi un terme T^ du déterminant A; mais, dans les deux termes T et T,, les permutations des indices sont de parités différentes (n'' 4) ; donc ces deux termes sont affectés (le signes contraires. On a par suite
Cela posé, dans A permutons entre elles les deux colonnes e elh\ le terme T, deviendra
T'==pA/*pB£r.C,
ou, en ramenant les lettres dans leur ordre alphabétique,
T'=qrA^.B//pC.
Or les deux termes T et T' sont visiblement égaux et de signes contraires; donc chaque terme T du déterminant A correspond à un terme égal et d'un signe contraire dans le déterminant A' ; donc les deux déterminants A et A' sont égaux et de signes contraires, ou bien A = — A'.
Nous avons vu au nM8 qu'un déterminant ne change pas lorsqu'on Y change les lignes en colonnes et vice versa; par conséquent, tout déterminant change aussi de signe, lorsqu'on y permute entre elles deux lignes quelconques.
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22. Corollaire I. — Lorsqu'on permute entre elles deux lignes, puis deux colonnes, le déterminant reprend son signe.
En général, si^ dans un déterminant, on fait/? changements de deux lignes et q changements de deux colonnes, le déterminant sera muliiplié par (— i)''-*"?.
Il s'ensuit que, si l'on permute circulairement un certain nombre p de lignes ou de colonnes, le déterminant change ou non de signe, suivant que le nombre des lignes ou colonnes permutées circulairement est pair ou impair.
Car une permutation circulaire de p lignes équivaut à/? — i changements de deux colonnes, et a, par conséquent, pour effet de multiplier le déterminant par (— i)^-**.
En particulier, si Ton permute circulairement les n lignes d'un déterminant du n'^""* degré, celui-ci change ou non de signe, suivant que n est pair ou impair.
23. Corollaire II. — Un déterminant ne c/uinge pas si l'on permute les colonnes et les lignes de telle sorte que les éléments de la diagonale restent les mêmes, quel que soit d'ailleurs l'ordre de ces éléments.
En effet, supposons qu'on veuille que les éléments de la diagonale soient par ordre
flî, al, al. ..., a\.
On amènera Télément a\ à la première place, au moyen de a — i permutations de deux lignes et de a — i permutations de deux colonnes; ce qui produira a(a — i] changements de signe ou un nombre pair de changements de signe; par suite, le déterminant conserve son signe. On amènera de même l'élément a\ à la seconde place de la diagonale par un nombre pair de permutations de deux lignes et de deux colonnes, et ainsi des autres éléments; donc le déterminant conserve sa valeur et son signe.
23 bis. Corollaire in. — On peut amener au sommet du déterminant on élément at? en transportant au premier rang la ligne et la colonne qui se croisent à l'élément a\ et en multipliant le déterminant par
* 24. Définition. — Échanger les diagonales d'un déterminant, c'est disposer les lignes ou les colonnes de manière que la seconde diagonale (celle qui, en descendant, va de droite à gauche) prenne la place de la première, et vice vcrsâ.
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Pour échanger les diagonales d*un déterminant, on peut pennater entre elles les lignes extrêmes, en même temps que toutes les lignes équidistantes des extrêmes.
On peut encore échanger entre elles les colonnes extrêmes, en même temps que toutes les colonnes équidistantes des extrêmes.
* 25. Théorème III. — Lorsquùon écJiange les diagonales iTun déterminant de l'ordre /i, le déterminant conserve sa valeur absolue; nuits il change ou non de signe, suivant que le plus grand nombre pair contenu dans son degré n est simplement ou doublement pair.
Car, si 2// est le plus grand nombre pair contenu dans /i, on aura opéré p permutations de deux lignes ou de deux colonnes; le déterminant résultant sera par suite égal au déterminant donné multiplié par (— iV; ce dernier aura donc été multiplié par -— i ou + 1, suivant que/» est impair ou pair, c'est-à-dire suivant que ap est simplement ou doablement pair.
Ainsi l'on a
tf
rf.
26. Théorème IV. — Lorsque, dans un déterminant, deux lignes ou deux colonnes deviennent identiques, le déterminant se réduit à zéro. (Yanbermondb, Histoire de l'Jcadémie de Paris, l. II, p. 552 ; 1772.)
En effet, si I oii permute entre elles deux lignes, par exemple, le déterminant A change de signe (21); mais, si les deux lignes sont identiques par leur permutation, là valeur du déterminant A ne sera pas altérée; celle-ci restera donc la même en changeant de signe, ce qui exige qu'elle soit égale à zéro.
Autrement, soit A le déterminant donné, et désignons par A' le nouveau déterminant que Ton obtient en permutant les deux lignes identiques; nous avons (21)
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mais, les deux lignes étant identiques, le déterminant ne change pas el l'on a
ajoutant membre à membre, on trouve*
Deuxième démonstration. — Considérons un terme T = db A^.B^^ C du déterminant A, qui contient Télément e^ de la ligne de rang a et l'élément g^ de la ligne de rang p, où a est plus petit que p. Ce déterminant contiendra aussi le terme T^ = =}= Â«^ B^.C, qui sera de signe contraire au précédent (13). Or, si les deux lignes de rang a et de rang ^ deviennent identiques, on aura a = p, ce qui transformera nos deux termes dans les suivants :
T=r±:A^.Bg^.C et T, = q=A^.B^.C;
par suite, il viendra T = — T^. Il s*ensuit que les termes de A seront deux à deux égaux et de signes contraires; donc on aura A =r o. Ainsi Ton peut écrire
27. Théorème V. — Lorsqu^on multiplie ou que Von divise tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne par le même facteur^ le déterminant est multiplié ou divisé par ce facteur.
En effet, dans le déterminant donné, chaque terme contient toujours un élément d'une ligne ou d'gne colonne et n'en contient qu'un seul (6); tous les termes sont ainsi multipliés ou divisés par ce facteur et ne le sont chacun qu'une fois; par suite, le déterminant est multiplié ou divisé par ce même facteur.
Donc on a
mbi
mbi
mbi
Oz
Ct
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et
fti : n c,
a, hx
bt' n Ct
Ci 6,
Cj
b^\n Ci
28. Corollaire I. — Lorsque les éléments d'une ligne ou d'une colonne sont divisibles par un même facteur, on peut supprimer ce facteur commun dans cette ligne ou cette colonne et l'écrire en coefficient hors barres.
Ainsi l'on peut écrire
Ui
Ct
Oi
29. Simplification de certains déterminants. — La propriété que nous venons d'établir permet de donner à certains déterminants une forme plus avantageuse.
Ainsi, dans le déterminant
Ar=
bc a a' ca b 6* ab c c^
multiplions les trois lignes respectivement par a, b, c; le déterminant sera multiplié par le produit a.b,c = abc^ et il
viendra
abc a' a*
abc b^ b*
abc c' c*
abc/i =
divisant actuellement la première colonne par abc, on divise le déterminant abc A par abc, et Ton obtient
A ou
bc a a' ca b bab c c'
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On verrait de même que
bcd
cda
dab
abc
30. Corollaire II. — Lorsque les éléments de deux lignes ou de deux colonnes ne diffèrent que par un facteur constant, le déterminant est nuL
Car, d'après les n°* 28 el 26, on a
mai
ma.
ma^
Cz
Il s'ensuit que
a oc
éx»
Ui
Oj
a Xo o,
âf
ce
a"Xo 0.
31. Corollaire III. — Lorsque Von change le signe de tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne, le déterminant change de signe.
Car cela revient à multiplier le déterminant par — i (27). Ainsi il vient
Dans le premier déterminant on a changé les signes des éléments de la seconde ligne, et dans le second les signes des éléments de la troisième colonne.
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32. Remarque. — Lorsqu'un déterminant est égal à zéro, on peut donc multiplier ou diviser les lignes et les colonnes par dei quantités constantes, positives ou négatives, sans alté^ rer l'équation que l'on obtient en égalant à zéro le déterminant donné,
33. Au n« 29, nous avons transformé un déterminant en un autre équivalent de même ordre, dans lequel les élémenis de la première colonne sont égaux à Tunilé. Celle transformation est toujours possible. En général :
Théorème V. — Tout déterminant est égal, à un facteur prèSy à un déterminant de même ordre, dans lequel les éléments d'une ligne ou d'une colonne quelconque sont égaux à l'unité.
Considérons le déterminant
abc a' b' c' a" b" c" I
et supposons qu'il s'agisse d'y transformer la première ligne. MulUplions chaque colonne par le produit des élémenis de la première ligne qui appariiennent aux autres colonnes; en d'aulres termes, mulliplions Tes trois colonnes par les produiis respectifs bc, ca et ab; le déterminant sera mulliplie par le produit bc.ca.ab = a^b^c' (27) ; il vient par suite
abc bca cab a'bc V ca c'ab a'bc V'ca c"ab \
divisons mainienanl la première ligne par le facteur commun abc, le délerminanl sera divisé par abc (28), de sone que Ton a
abcL =L
a'bc b' ca c'ab a" bc b" ca cT ab
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donc on trouve que
ai
jt
abc
a' bc 6' ca c' ab a"bc b"ca c^ab
34. Remarque I. ~ Il est aisé de voir que, sî le détermiDant est du /?*■• degré, le diviseur du nouveau déterminant sera rf^'^^c^^ . . . f-^, •
35. Remarque IL — Si les élémenis de la ligne ou de la colonne à transformer avaient des facteurs communs, on prendrait pour élément commun le plus petit commun multiple des éléments de cette ligne ou de cette colonne.
Ainsi Ton aurait
Le plus petit commun multiple des éléments delà première ligne étant 12, on a multiplié les quatre colonnes par 3, 4* ^ et 12.
Le dernier déterminant peut encore être simplifié : il sufGt d'y diviser les trois dernières lignes chacune par 2 et de multiplier hors barres par le produit 2.2.2 = 2'; on trouve qu'il
se réduit à
36. Le théorème précédent et la remarque II ont une grande importance; on en fait presque toujours usage dans l'évaluation des déterminants tant numériques qu'algébriques.
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§ III. — Les déterminants mineurs.
37. Définition I. — On appelle déterminant mineur d'un déterminant donné celui que forment les éléments conservés, lorsqu'on supprime, dans ce déterminant donné, un certain nombre de lignes et le même nombre de colonnes.
38. Définition IL — Les déterminants mineurs, que l'on obtient par la suppression d'une ligne et d'une colonne, soDl dits du premier ordre; ceux que donne l'omission de deux lignes et de deux colonnes sont appelés du second ordre; et ainsi de suite.
39. Un déterminant du n^^ degré a /i' déterminants mineurs du
premier ordre; ^ ^^~'^ déterminants mineurs du deuxième ordre, etc.
40. Notation. — Nous désignerons par Ae, le déterminant mineur du premier ordre qui est relatif à l'élément «i, c'està-dire le déterminant mineur que l'on obtient en supprimant, dans le déterminant A, la ligne de rang i et la colonne qui contient les éléments représentés par la lettre e.
41. Propriété essentielle des déterminants. — Chaque terme d'un déterminant contient toujours un élément d'une ligne et d'une colonne et n'en contient qu'un seul (6). Par conséquent :
Le déterminant A est une fonction linéaire et homogène des éléments d'une même ligne et d'une même colonne.
42. Développement d'un déterminant suivant les éléments de la première colonne. — Considérons le déterminant du quatrième ordre
Ut bi Cl rfi
Oi b. Ci d
a^ bi Ci di
Ui 64 c, di i
et proposons-nous de le développer suivant les éléments fl., «ï» aj et a^ de la première colonne.
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Dans ce déterminant, un certain nombre de termes contiennent l'élément d et ne le contiennent qu'une fois (M); soit Pi l'ensemble de ces termes et dans le polynôme Pi mettons le facteur commun ai en évidence. Si nous appelons Ai le quotient de Pi par ai, nous aurons P, = Ai ai et le quotient Al ne contiendra aucun des autres éléments a^, a,, a^ de la première colonne.
Si nous représentons de même par A3, A, et A4 les coef- Qcients des trois autres éléments a^, a^ et a^ de la première colonne, nous aurons
11 s'agit de déterminer les expressions des coefficients A., A3, Aa et A4. Or je dis que le coefficient Ai est précisément le déterminant mineur
6i C] dt
63 Ci di
64 Ci di
que l'on obtient en supprimant dans le déterminant A(^^ la ligne ai, bi, Ci, di et la colonne ai, as, ag, a4 qui contiennent réiément a,.
£n effet, tout terme du déterminant Aa,, étant multiplié par ai, fournira un produit qui se trouvera dans le déterminant A^*^; de plus, ce produit s'y trouvera avec le signe qu'il a dans le déterminant A^^^, puisque, en plaçant l'élément a, devant ce terme de A.,, on n'y introduit aucune inversion.
Nous avons donc A, = Aa..
Nous obtiendrons la valeur du coefficient A, de l'élément a„ en amenant cet élément aa à la première place par la permutation des deux premières lignes. Cette permutation donne
— Af'î =
Ct
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et ici le coefOcient de a^ dans le second membre sera
6, Ct dx
Aii,= ftj Ca da 64 Ci rf|
on a donc
On verrait de même que
A3 — -h A., et A4 = — A«,; donc nous avons
A(^^ z= ax Aa, — a, A«, H- «8 A„, — ^4 A.,. L'inspection de ce développement nous fait voir que :
Théorème I. — Le coefficient d'un élément quelconque de la première colonne est égal au déterminant mineur que Von obtient en supprimant dans le déterminant donné la ligne et la colonne qui contiennent cet élément. Le déterminant mineur devra être affecté du signe -h ou du signe —, suivant que Vêlement est de rang impair ou de rang pair.
Démonstration générale de ce théorème. — Supposons que ie déterminant A (IV) du n*" 13 soit développé*
Nous pouvons grouper ensemble les termes qui contiennent rélémenl a^ de la première colonne et y mettre cet élément en facteur commun, nous pouvons de même mettre en évidence l'élément a^ dans l'ensemble des termes qui le contiennent ; puis en faire autant pour les autres éléments de la première colonne.
Si nous désignons par A,, A,, A3, « . . , A^ les coefficients respectifs de ces éléments a^, a^^ n^, . . ., a^, ces coefficients ne contiendront aucon des éléments de la première colonne, et nous aurons
( I ) A = A, flr, -h Aj Oj H- A, ^3 -H . . . H- A„ <3f^.
Puisque A = 2 =b a^ ^, C3 . . . (,, il est évident que cette formule donnera la partie A, a^ du second membre précédent, si Ton suppose que l'élément a^ reste invariable dans le terme principal a^b^c^.,. /. et que Ton n'y fasse porter les permutations que sur les indices 1%, 3, . . ., /z des autres lettres b, c, ...,/: car aucun des produits résultants ne contiendra aucun des éléments a^, a^y . . . , a„. On a dans ce cas
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d'où l'on tire
OU bien
Dans le déterminant A permutons entre elles les deux premières lignes, ce qui revient à permuter entre eux les deux indices i et 2 : le déterminant A change de signe, et notre formule devient
" ■* — "ï •'i * 3 • • • *ii »
celle-ci donnera la partie A, <7,, si Ton y suppose a^ constant et que Ton ne fasse porter les permutations que sur les indices i, 3, ..., a des lettres 6, r, ...,/. On trouve ainsi que
A,/7, =— r/,2dz^,c3 ... (,;
d'où l'on tire
Dans la formule (:i), transposons les indices si et 3; le second nombre change de signe et la formule devient
A= ï-b^jô, c,^^ ... /,;
celle-ci donnera la partie k^a^à» (i], si Ton suppose que l'élément a^ reste invariable et que Ton ne fasse porter les permutations que sur les indices 1,2,4; • • • l 'z des autres lettres ^, f, £/,...,/. On a donc
d'où Ton tire
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En conlinuant dj la sorte, on trouve en général que
Substituons les valeurs de tous ces coefficients dans régalité (i), nous obtenons pour le déterminant A Texpression
A = fl, A
43. Corollaire. — Puisque, dans un déterminant» on peut changer les lignes en colonnes et vice versa, il s'ensuit que le coefficient d'un élément de la première ligne se détermine de la même manière que le coefficient d'un élément delà première colonne. Ainsi Ton a
A(<î = a, A«, — bi A*. -4- c, Ac. — rfi A^,.
44. Calcul du coefficient d*un élément quelconque du iéterminant. — Proposons-nous de calculer le coefficie'nt D, de rélément dt qui, dans le déterminant du quatrième ordre (42), se trouve à l'intersection de la troisième ligne et de la quatrième colonne.
Nous pouvons amener la troisième ligne au premier rang, en la faisant permuter d'abord avec la seconde ligne, puis avec la première; nous effectuons ainsi 2 ou 3 — i permutations de deux lignes consécutives, et produisons par suite 3 -— I changements de signe dans le déterminant A(^^ (42). De même, dans le nouveau déterminant A'(^\ nous amènerons la quatrième colonne au premfer rang par 4 — 1 permutations de deux colonnes consécutives, ce qui produira aussi 4 ~~' changements de signe dans ùi"^*K
L'élément d^ se trouve donc amené à la première place par (3 — 1)4- (4 — 0 ou 3-1-4 — 2 ou, ce qui revient au même, par 3 + 4 changements de signe ; donc le coefficient Di de di
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îsi égal au déterminant mineur qui lui correspond, multiplié par;— !)»-*-<; il est égal à — AÎ/,\ Nous en concluons en général que :
Théorème II. — Le coefficient de l'élément qui occupe la x'^' place dans la P'*^ colonne est égal au produit de (— i)^-*-^ mr le déterminant mineur que l'on obtient en supprimant la ligne de rang a et la colonne de rang p.
45. Démonstration directe de ce théorème. — Soit en effet e^ Téémeot qui se trouve à rintersection de la ligne de rang a et de la colonne le rang 6.
On amènera la a**™" ligne au premier rang, en la permutant d'abord avec la li^e qui la précède immédiatement, puis avec la ligne qui la précède îBcore d'un rang, . . . , enfin avec la première ligne; on aura ainsi effectué t — I permutations de deux lignes consécutives, ce qui aura produit t — I changements de signe dans le déterminant A, de sorte que ce déterminant A est égal au nouveau déterminant A' multiplié par (— i)'"', c'est-à-dire que
^=l-i)«-A'= (-!)•- [«A.-M..+ ^.^.— ••+(-')"-'/Aj.
Dans le déterminant A' nous pouvons aussi amener la p^"^ colonne au premier rang par p — i permutations de deux colonnes consécutives, ce ipii produit encore p — i changements de signe. Le déterminant A" qui en résulte sera par suite égal au déterminant A' multiplié par (— i)^"'.
Dans le déterminant A' l'élément e^ occupe la première place.
Mais, puisque A = (- i)*'' A' et A' = (- i)^"* A», il vient
A = (- i)*-' (- i)?-' A''= (- i)«'-P-»A', DU
Donc le coefficient de e^ est égal à
46. Règle pratique pour déterminer le signe du coefficient d'un élément. — On peut se dispenser de calculer le signe de la puissance (— 1)*'^^ en procédant de la manière suivante :
Partant du premier élément principal A(*^ du n^' 42, on chemine sur la première ligne jusqu'à la colonne de c/s» et, en
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commençant par le signe +, on change le signe en passant de chaque colonne à la suivante. On dira ainsi + sur a„ — sur ft,, -h sur c», — sur J, ; puis, partant de ce dernier signe, on descend vers (/s, en changeant le signe au passage de chaque ligne à la suivante, en disant + sur dt, — surdy Le coefficient de rf» devra donc être pris avec le signe — .
On serait arrivé au même résultat en descendant d'abord sur la première colonne jusqu'à la ligne qui contient d^, puis en cheminant sur cette ligne jusqu'à l'élément ^3.
47. Théorème III.— Lorsqu' on multiplie les éléments d*itiu ligne ou d'une colonne par les déterminants mineurs y pris alternativement avec le signe -h et le signe — , qui sont relatifs aux éléments correspondants d'une autre ligne ou colonne ^ la somme algébrique des produits obtenus est égale à zéro.
En effet, supposons que, dans le déterminant du quatrième ordre A^^^ du n"" k2, nous remplacions la quatrième colonoe des d par la deuxième des b, le nouveau déterminant aura deux colonnes identiques et sera égal à zéro (26).
Or, si l'on ordonne A^*^ par rapport aux éléments de la quatrième colonne, on aura
AC*)=:~ d, D, -^ d,D, — d, D, + d^ D4,
et, comme la substitution des b aux d change ce développement en
— 6, Dt -h b, D,— 6,D3 + *4 D4,
on voit que
ou
6,Di — ftjDï-hftaDs — ft4D4 = o
Ui 63 C2
«1 bi c,
«1 Ai C, '
a^ 63 Cs
«3 fts Cs
-T- 63 Ut 63 Cs
03 6s Cz
«4 ft| Ci
mO.
Cette identité est immédiatement évidente pour le déterminant du troisième ordre [ V) du n** 13; car, si nous y mul-
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iplions les éléments de la première colonne par les détermîlants mineurs relatifs aux éléments de la troisième colonne, )ris alternativement avec le signe -h et avec le signe —, nous )bienons l'expression
fli
ft.
ft.
= a, («163 — «8*j) — ûi(a, 63 — ^^361) -+- Û3(ûift3 — ajfti)»
|ui s'annule d'elle-même.
Nous trouverons une application de ce théorème dans la résolulion des systèmes d'équations linéaires à plusieurs Inconnues (121).
48. En général, considérons le déterminant du /i***"" ordre A du n** i , H développons-le suivant les éléments de la ligne de rang a; nous iTons ( 45 )
Dans ce développement, remplaçons les éléments en évidence a^, ^., ^; •..,/« de la ligne de rang a par les éléments correspondants a^,b^, Cy -.., i^ de la ligne de rang p ; les deux lignes de rangs a et 6 deviendront identiques dans A; par suite, ce déterminant s'annulera ; donc la faleur /
que prendra son développement devra aussi se réduire à zéro.
§ IV. — Développement des déterminants.
49. Définition. — Développer un déterminant, c'est former la suite des termes composant le polynôme qui est égal au déterminant.
50. Méthode pour développer les déterminants. — Pour développer un déterminant, le moyen le plus simple qui se présente à l'esprit consiste à ordonner ce déterminant par rapport aux éléments de la première colonne (1»2).
Les coefficients de ces éléments sont eux-mêmes des dé-
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terminants; on peut aussi les ordonner chacun par rapport aux éléments de leurs premières colonnes.
En continuant de la sorte, on finira par arriver à des coefficients qui sont des déterminants du second ordre. Ces déterminants, étant des binômes, se développent immédiatement.
Il suffira ensuite d'effectuer les multiplications indiquées, pour avoir le déterminant développé en polynôme.
Ainsi Ton a (&2}
Ct
— fll
fta
bi
-f-Oj
Oi 6| Ci
Ci 63 Ca
«3 bi Ci
= «I [bi Ci — bi Ci) — fla (6, C3 — 6, c) -h Oi (6i C2 — 6îC, = ai6,C3 — OibiCi — aibiCi-hCibiCi-^- a^biCi—aibiCi'
En appliquant la même règle au déterminant du quatrième degré du n^ 42, on trouve qu'il peut s'écrire
• tf, Afl — a, Aa -h a, Aa — 04 A, ,
où
Ao.^
Aa,-
Ct
Ct
di
Ct
Ct
di
Cj
Ct
dt
bi Ci di -^ 6, c, di — 64 Cidu
bi Cs di 4- 6a C4 rf, -f- 64 Cl rfi 6, C4 di — 6, c, rf4 — 64 Tadi,
6i c, di H- fr, C4 «/, -+- 64 c, rf, il Ci di — bi Cl di — bi Cx </„
bx Ci di -h bi Cs rfi -h 6j Cl di b, c*3 rf, — 62 C| rfs — 63 Cl dx*
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Nous voyons ainsi que le déterminant
<i, bi Cl dx
a, 6, Ci di
as bi c» di I ûé 64 Ci di Cl bt C4 di H- «1 63 C4 c?a — a, 63 Ca (/< -}" a, 64 d di ai 6, C3 rfi -4- «j 6| C4 di — «2 6, C4 rf, -f- «r, 63 c, d^ a, 64 C3 rf, -4- a, 6, c, rf, — - «3 61 ^4 rfa -+- fls 62 c?4 rf,
fls 64 Cl C?, — «3 64 ^2 rfi — «4 i» Ca rfj -f- «a 6, C3 ^4 Û4 6a C, rfs — «4 6, C, rfa -t- «4 63 Ca rf|.
aibiCsdt
Oi 64 C3 fi^ û» 64 C, C?a fla i, C, rf* ^4 ij C3 rf,
51. Comme exercice, nous appliquerons la méthode précédente aax exemples ci-dessous :
ar* y
"xY—y^"
x"y — y^ X -H xj' — yx\
i -4- c^-h a(a'- bc) + 6(a(?-h b)
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= aaSa!'
H- ihVh"- ab*- a'h'^-cfV",
- 1 4- a^ -f- 6' + c»-T- (aa'4- 66' 4- ce'/.
OÙ (k)9 = XX' -h /i/x' + w'.
b* -i- c* -h d* — Sabcd
— 2 «'6'— la^c^—ia-d}
— 26'c?' — 26*rf»— ac'rf'.
IX
c" V b oT
ab'c^ -^a&V' -ha'b^c ^a'ch ^a"bc' -^a^'cV -^c^b'^d'—i^c'V -^(^'lf&-^a''(fV-^arb'c'''-<fc'V '¥a"b''c-^arcrb'hcrb(f —oTcb' -^ aV (f -- ac" \f -\-cfb& ^cfcV -vaVc" --ac'b" -^-c^b'c ^dd^h.
aa' a!' -f- a 66' 6" — ab^ —a'b''-- tfV' 4- c»(6»— a^a") -4- c''(6'»— if a] H- c"=^( 6"»— aa!) -r- 2c'c''(a6- 6' 6'; -i-2c''c(a'6- — 6''6) -+.2cc'(a^6''- 66'; .
52. Règle de Sarrus pour développer les déterminants dn troisième degré. — Le savant et modeste proresseur de la
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Faculté de Strasbourg a imaginé un moyen pratique d'écrire immédiatement le développement des déterminants du troisième ordre. Son procédé, fort simple, se trouve exposé dans les Éléments d'Algèbre de Fincï, a* édition, 1846, n^ 52, p.gS. Nous le ferons comprendre, en rappliquant au déterminant
fli bx Cl
as 62 Ca
«s fcj Cj
Sous les trois lignes de ce déterminant, on répète d'abord la première, puis la seconde ligne; on obtient ainsi le tableau suivant :
a\ b^ Ci
ai 4, C2
Gx 61 ^1
€h Ot Cl
On forme ensuite les six produits des éléments disposés trois par trois en diagonale, en prenant avec leurs signes les trois produits dont les diagonales vont, en descendant, de gauche à droite, et avec un signe contraire les trois produits dont les diagonales vont, en descendant, de droite à gauche. On trouve ainsi le polynôme
fli bi Ci 4- «2 63 c, -h «3 61 Ca — Cl bi «s — Ct 6s ai — Cs 6, ai,
qui n'est autre que le développement
ai 6, Cj — ai 63 Cï H- ai 63 c, — Ot 6| c» -+- a^ 6, c, — as 6iCi
du déterminant proposé.
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Sk. L'application de la même règle donne encore
COSC
COSC I
= it*a^,
= — (a*-i- A'— ^ab cosc).
55. Décomposition d'un déterminant du n'^""* ordre en une somme de produits, formés chacun d'un déterminant da pième ordre et d'un déterminant du (n — />)**"*• ordre. — Au lieu de développer un déterminant suivant les éléments d'une ligne ou d'une colonne, on peut, d'après Laplace (M, le développer suivant les déterminants mineurs compris dans p lignes ou p colonnes quelconques.
Pour fixer les idées par un exemple, considérons le déterminant du quatrième ordre
ai Oi C\ di
di bi Ci dt
Oi bi Ci rfs
Ui b^ Ci di
et proposons-nous de le développer suivant les déterminants mineurs compris dans les deux premières colonnes.
On prendra chacun des déterminants formés par deux lignes quelconques de ces deux colonnes, et on le multipliera par
(') Laplace, Histoire de l'Académie de Paris, t. II, p. 294.
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le détermioani que forment les autres lignes et colonnes. On donnera à chaque produit le signe + ou le signe — , suivant que les éléments de chacun des facteurs sont séparés par un nombre pair ou un nombre impair de lignes. Ainsi Ton a
a, i, a, bi
Ci rf,
C4 rf*
ûi Al
Ci rf, Cl d*
ai A,
Ct dj c, ds
Ci d, C4 d,
c, rf,
C3 da
c, d, Cl dî
ce qu'il est aisé de vérifier.
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CHAPITRE IL
COMBINAISON ET PROPRIÉTÉS DES DÉTERMINANTS SATISFAISANT A CERTAI'NES CONDITIONS.
§ I. Addition et soustraction des déterminants. — § II. Propriétés des détei^ minants ayant un ou plusieurs éléments égaux à zéro. — § III. Calcul abné^ des déterminants numériques et algébriques.
§ I. — Addition et soustraction des déterminants.
56. Théorème I. — Dans un déterminant, lorsque les éléments d*une ligne ou d'une colonne sont chacun la somme de deux éléments, le déterminant peut se décomposer en une somme de deux déterminants.
En effet, le déterminant
a, -f- «i fr, c,
«a 4- «a 6a Ci
ai H- «3 6j Ci
étant ordonné suivant les éléments de la première colonne, peut s'écrire (42)
A = {at-hax] [bid) — (a, -h a,) (6»Cs) -f- (ûa -+- a») (6,Ca';
or le second membre peut se décomposer dans les deax
parties
aiihiCi] — fls(6, Cs) -f- «3(6,0,) I
et
«1(6^^3) — (Xj[biCi] -h «3(61^»)»
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qui sont respectivement égales aux deux déterminants
ai 61 Cl
Os bj Cj
a, bi Ci
et
«1 fri c,
^3 &2 Cs
«3 63 Ca
donc on a
Ui -h ai bi Cl Oi -*- a» 6, Ca as H- «3 6, C3
Oi bx c,
^3 62 Ci
Os b^ C3
«1 6| Cl
as 63 C5
La décomposition se ferait d'une manière analogue, si les éléments de toute autre colonne que la première, ou si ceux d'une ligne quelconque étaient chacun la somme de deux éléments.
Si les éléments d'une ligne ou d'une colonne étaient chacun la différence de deux éléments, le déterminant pourrait se décomposer en une différence de deux déterminants.
On verrait de même que
ai-f-
ai — a', bx
a^-^- at — a j 6, c»
«s-f-as — «3 *s ^3
ai 61 C|
a, bx
a^ bi Ci
oci bi
a, 6a Ci
Cs
«3 As C?3
ique.
«1 -Ha, fc| — (3i f 1
«1 bx Cl
ûi -h aa bt P, Ca
bi i
ai bi Ci
ûj-fa, ^3 Pi Ci
aj
ft, <
ûa
aa Pa Ca
«3 Ps C3
58. Théorème IL — Réciproquement, lorsque deux déterminants ne dijffèrent que par une ligne ou par une colonne.
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ces deux déterminants peui^ent se composer en un seul déterminant.
Considérons les deux déterminants
ai 6| C| a^ bi Cj
«1 Pi y.
a^ bi Ci ai 63 Ci
qui ne diffèrent que par leurs premières lignes; on peut les ordonner suivant les éléments de ces premières lignes [tô
et les écrire
A =a, (6a C3) — b^{a2Ci) -f 0,(0,63), A' = «,(6203) — (3, (OîCa) H- 7.(0263).
Ajoutant ces deux expressions dans le sens vertical, on obtient
A-f-A'= (a» -4- a,) (62 C3) — (6, -4- PO (o^Ca) -i- (c, -4- y,) (ai6, ,
ou le déterminant
ce dernier est donc égal à la somme des deux déterminants
proposés.
La différence des deux déterminants donnés A et A' serait
de même
ûi — «1 6, — Pi Cl — y,
Qi 63 Ci
a, -t-ai
Ci-t-y,
Oi
ai
On reconnaît» à l'aide de ce principe, que les deux déterminants
sont égaux et de signes contraires; car on a, en ajoutant les
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premières colonnes,
a a b a' af b'
ci' a" V
d'oùroniîre A=:— A'.
De même les deux déterminants
ûl
ûî
Ot
Ct
Cz
Ct
sont égaux et de même signe; car, puisque
il vient
bi
Oz
Ct
at
Oa
ai
d'où Ton tire A = A'.
59. Théorème III. — Lorsque les éléments d'une ligne ou d*une colonne sont égaux à la somme des éléments corres^ pondants de deux ou de plusieurs lignes ou colonnes, multipliées respectivement par des facteurs constants, le déterminant se réduit à jséro.
En effet, on a, par exemple (56},
ffifl, -+• nbi ai 6| mCi -f- nb^ fla bj mai + 'i^a a^ b^
mui Ux bx mUi Oi bi ma^ a^ 63
nbi ax bx nbi a^ bi nbi az 63
* or on sait que (26)
mai ci\ b\
mai a-i hi
ma^ ai 6,
nbt ai bt
nbi a^ bi
nbi Oi Ô3
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rrr n
di «1 il
a^ a^ bj
Os Oi bs
bi ai 6,
bi a-i b,
bi a, bi
donc le déterminant proposé, qui est la somme de ces deux ■déterminants, se réduit à zéro.
60. Théorème IV. — Un déterminant ne change pas, lorsqu'on ajoute à chaque élément d'une ligne ou d'une colonne ceux de plusieurs autres lignes ou colonnes^ multipliées respectivement par des facteurs constants. (Jacobi, Journal de Crelle, t. 22, p. 371.)
Car les deux déterminants
tfl
bl
Oi -f- mbi -4- nci
bl
a, -h mbi -4- nCi
Oz
a^ -f- mis H- nCi
ayant pour différence le déterminant (56)
mbi -+- nci bl c, mbi -r- fiCi bt Ci
mb,
ne.
qui est nul en vertu du théorème précédent, sont égaux entre eux.
Si les éléments de la colonne ou de la ligne que Ton remplace avaient été multipliés par un facteur k avant leur augmentation, le déterminant eût été multiplié par k (27).
Corollaire I. — D'après cela, on a
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car nous pouvons ajouter la seconde colonne à la troisième, puis diviser celle-ci par a-hb -hc : nous trouvons ainsi que
;59el27)
I a a-hb -!-c I b a-h b -^ c I c a-^' b -^ c
62. Corollaire IL — L'égalité précédente nous permet de mettre en évidence un facteur du déterminant
Ar.
En effet, nous avons trouvé au n*" 29 que
bc a a' ca b b^ ab c c'
Si nous ajoutons au second membre le déterminant du n"* 61, qui est nul, après avoir multiplié les trois lignes respectivement par a, 6, c, nous obtiendrons l'égalité
bc
a a' ab-h ca
ca
b 6' 6c -h ab
ab
c c* ca -4- bc
bc
ab -^ ca a a^
ca
bc T- ab b 6*
ab
ca-A- bc c c'
bc-hca-^- ab a «* bc-h ca-h ab b 6' bc -hca-^ab c c^
ÉLÉMENTS ÉGAUX A ZÉRO
63. Dans l'évaluation des déterminants, on rencontre des exemples dans lesquels un ou plusieurs éléments sont égaux à zéro. Celte particularité permet de simplifier leur développement et d'en calculer la valeur avec plus de rapidité. On s'appuie dans ce but sur les principes suivants.
64. Théorème I. — Lorsque, dans un déterminant^ tous les éléments^ moins un, d*une ligne ou d'une colonne viennent à s'annuler, le déterminant se réduit au produit de Vêlement conservé, pris avec le signe convenable [hh), par le déterminant mineur, que Von obtient en supprimant la ligne et la colonne qui contiennent cet élément.
En effet, nous avons trouvé au n"" 42 que le déterminant A(^) du quatrième ordre, étant ordonné par rapport aux éléments de la première colonne, peut s'écrire
A(*> = a, A.^ — a, Aa, -h ^3 A., — a* A«,;
si les éléments de la première colonne se réduisent à zéro, sauf l'élément ai, on aura «,= 0, as = o et «4 = 0; il viendra donc
Si l'élément, qui est seul différent de zéro dans une colonne ou dans une ligne dont tous les autres éléments sont nuls, n'est pas le premier élément du déterminant, on peut le ramener à la première place par des permutations successives de deux lignes et de deux colonnes (21).
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Ainsi Ton a
a, bi Cl «1 bi c, o 6, o
(Xi bt Ci 65 o o bt fli c,
bi a» c.
= -ft.
a. Ci
On peut encore déterminer le signe du coefficient de Télément conservé, en faisant usage de la règle pratique, qui se trouve exposée au n® M.
Le théorème précédent est de la plus haute importance dans le calcul des déterminants; il est d'une application constante. Il a été énoncé et démontré pour la première fois par Jacobi, dans le Journal de Crelle, t. 22, n^ 11.
Exemples
UL
at o
ai
Oi
bi b, o o
61 Cl bt Ca
<?4 Cl rf,
Ci di d, rf.
Ot bt Ci Oi b. Cl a, b, c.
ai bi Cl ai bt Ci
«4 64 Cé
= abc — (a -f- 6 -4- c)X'-h aX'.
66. Théorème n. — Lorsque, dans un déterminant, les éléments de la première ligne sont égaux à V unité, et que chaque élément de toute outre ligne est égal à la somme des éléments qui^ dans la ligne précé^ dente, sont au-dessus et à gauche de cet élément, ce déterminant est égal à l'unité.
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Dans le déterminant
qui satis/ait à ces conditions, retranchons chaque ligne de la suivante, et faisons de même pour chacun des déterminants qui en résultent; nous obtiendrons successivement
d'où
67. Théorème III. — Tout déterminant peut être mis sous la forme d'un déterminant plus élevé.
Car, en vertu du théorème précédent, on a évidemment
ai
fr.
at
ai
O Ct
Ci Yx
C7 yi
Ci ra
Cz
Les éléments j:„ ar„ jr,; ji, /a, Tz\ m,, «„ w, et i',, i',, Ca, v^ qui ne se trouvaient pas dans le déterminant primitif, peuvent recevoir des valeurs quelconques.
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68. Théorème IV. — Lorsque tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale s* évanouissent, le déterminant se réduit à son terme principaL
Considérons, par exemple, le déterminant du quatrième ordre
M^ bt Cl di
o bj Cs d, o o Ci di
Tous les éléments, moins un, étant nuls dans la première colonne, on a (64)
62 C] âfa
o Ci rf, o o ^4
= aiA«,.
Dans le déterminant A«^, tous les éléments, moins un, de la première colonne étant aussi égaux à zéro> il vient de même
mais
éï Ci di o Ci rfa o o ^4
Ci di o di
= bi
Ci di
Cid,;
par suite, on obtient A«^= btCid^; donc on a
A = ai biddi,
* 69. Théorème V. — Lorsque, dans un déterminant, les éléments de la première ligne sont respectivement égaux aux éléments correspondants de la diagonale et jqiùen même temps tous les éléments situés audessous de la diagonale sont égaux et de signes contraires aux éléments respectifs de cette diagonale, le double déterminant est égal au produit des éléments de la diagonale, multiplié par une puissance de a marquée par le degré du déterminant, (DosTOR, Archip der Mathematik una %«X, t. LVI, p. aSg.)
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Soit le déterminant du quatrième ordre
-fl -b
qui remplit ces conditions, et où les éléments a, ^ et 7 sont des quantités quelconques.
Conservons la première ligne, puis ajoutons cette ligne à chacune des trois suivantes; le déterminant ne change ni de valeur ni de signe (60), et
il vient encore
abc d
00 ac rf-+-7
Dans ce déterminant, tous les éléments situés au-dessous de la diagonale sont égaux à zéro ; par suite, le déterminant se réduit à son terme principal (68); donc il vient
2A= 2a.2^.2c.2^ = i^.abcd.
70. Théorème VI. — Lorsque, dans un déterminant, un élément est égal à zéro, ce déterminant est égal, à un facteur prèSf à un déterminant de même degré, dans lequel les autres éléments de la ligne et de la colonne qui contiennent ce zéro sont égaux à l'unité.
En effet, nous avons d'abord (27 et 28), en multipliant la seconde et la troisième ligne par a^ et a,, puis en divisant la première colonne par a^as,
Ar=
*i Cl
Ui bi Ci
Ui fts Cz
a^bi
a^bi a^bi
ai Ci
aaCa
multipliant actuellement la seconde et la troisième colonne
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par Cl et 61, puis divisant la première ligne par 61 c,, on ob*
lient
0 fri Cl
1 ûz 6s ûi Ci
I Ci bi Oi Ci
0 btCt
1 Oi 62 Cl I /la &3 Cl
As 6| C] Al fr| C3
I ciibiCi CibiCt
1 Aa 63 C| As 6| Cs
donc il vient A = Ai*
Si le déterminant avait été du quatrième ordre, on aurait trouvé que
c, rf,
Oi bi
c, di
ÛJ *3
C3 di
a^ûib^Cidi atO^bzCxdx
dza^bxCidi a^a^biC^di
a^ûibiddi
chOi^ibtCtdi
QiQibiCxdi
aiOib^Cxdi
ajûibiCidi
diCiibiCidi
Il est aisé de deviner la manière d'opérer qui fournit ce dernier résultat. On pourrait aussi facilement en déduire une règle générale pour transformer de la sorte un déterminant d'un ordre quelconque ayant un élément nul.
71. Définition I. — Dans un déterminant, deux éléments sont dits conjugués, lorsque chacun d'eux occupe, dans les lignes horizontales, la même place que l'autre dans les colonnes verticales, et réciproquement.
Ainsi, dans le déterminant
Ui 6| Cl
Ui bt Ca
fls ^3 Ci
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les éléments a, et bi sont conjugués; il en est de même des éléments a^ et ci, bt et C2.
72. Définition IL — Un déterminant est sjrmétrique, lorsque les éléments conjugués y sont égaux. Tel est le déterminani
abc b ^ a c a y
73. Théorème VIL — Lorsque, dans un déterminant, les éléments du terme principal sont des zéros, et que les éléments de la première ligne sont respectivement égaux à leurs éléments conjugués de la première colonne, ce déterminani peut se transformer exactement en un autre de même ordrcy dans lequel, les éléments de la diagonale étant nuls, les autres éléments de la première ligne et de la première colonne sont tous égaux à Puni té.
En effet, nous avons d'abord (70)
Arr-
a 0 z' jr
a 0 caz* abjr
abc
b bcz 0 abx*
abc
c bcy cax 0
où nous avons multiplié les trois dernières colonnes par les produits respectifs bc, ca, ab; divisé la première ligne résultante par abc; puis divisé hors barres par abc.
Dans le second déterminant Ai, divisons les trois dernières lignes respectivement par a, b, c et multiplions hors barres par le produit abc; nous aurons
A, =■ abc
I cz
i by
cz'
ax
bjr ax'
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donc 11 vient
o cz
by
cz'
o ax
by
ax'
On verrait de même que
II
I ce
o oo' 66' ce' aa' o ce' 66' 66' ce' o aa!
cd 66' aa' o
7&. Corollaire. — Dans Tégalilé (I)» posons
x = x'^=^ay ]rz=zyz=:by z = z'.= c;
elle deviendra
:ui)
75. Définition III. — Dans un délerminant, la diagonale {uî contient les éléments du terme principal est dite vide >u pleine, suivant que ces éléments sont nuls ou différents le zéro.
76. Théorème VIII. — Tout déterminant, à diagonale pleine^ peut ■e décomposer en déterminants à diagonale vide.
Dans le déterminant Â du n"" 13, remplaçons les éléments principaux f„ ^,, C3, ...,(, par autant de zéros; nous obtenons le nouveau déterlinant
EKwroR. — Diterm.
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OÙ manquent tous les termes qui contiennent, comme facteurSi on ou plusieurs des éléments a,, ^3, ^„ ...,/„ de la diagonale.
Appelons C^ Tune des combinaisons 1 à / de ces n éléments évanouis et A^'i-') le déterminant mineur à diagonale vide qui lui correspond; il est évident que C< Ai«-«) sera Tun des termes supprimés. Par conséquent, l'ensemble des termes supprimés sera la somme zC^à^'*-*), où il faudra donner à / successivement les valeurs i, tii, 3, . . ., /i.
On obtient ainsi la formule
A(«)r= Ai«)4- 2C,Af«-*)-4- 2C,Ai«-«)-+-2C3Ai«-3)
2C A(*t-rC,
attendu que A</)= o.
Si nous appliquons cette formule au déterminant du troisième ordre, nous voyons que
77. Les déterminants à diagonale vide se présentent dans un grand nombre de formules. Nous donnons ici plusieurs d'entre eux, que nous retrouverons plus loin dans les applications.
- 7, abc y /
= a^4- 6*+ c^-— aft'c* — ac*fl'— 2a'i'
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1 o ad
bb'
\ ad o
bb'
! bh' cd
aal
cd bb'
ad
— ^bV cd — ^cdad — 2.ad bb\
_ I dd''^b'b'''^dd'—ib^b'*c^d^ "~ I — ^c^d^a^d^-- là'd^b'b'K
78. Théorème EL. — Dans un déterminant, lorsque le premier élé^ ment est zéro et que les autres éléments de la première ligne et de la première colonne sont égaux à l'unité, on peut augmenter ou diminuer d'une même quantité les éléments de chaque ligne dans le déterminant mineur y que Von obtient par la suppression de la première ligne et de la première colonne (Sylvesteb, P/ûlosophical Magazine , iSSa).
En effet, dans le déterminant
multiplions la première ligne successivement par les trois quantités \ , À", et ajoutons les produits respectifs aux trois autres lignes; nous
obtenons le déterminant
1 fl'-f-À» b'-i-y
qui est équivalent au déterminant A.
79. Corollaire I. — On peut de môme augmenter ou diminuer d^une même quantité les éléments de chaque colonne du déterminant mineur, c'est-à-dire que
fl'-H a
If
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Corollaire II. — On en conclut que
I a -ha-+'\ è-t-f-hX
c -hy-h\
I a'-i-a-i-y ^'H-p-hV
I a'-hct-hl" b'-^p-i-y
c^-^7-hX'
Calcul abrégé des déterminants numériques et algébriques.
81. Nous avons indiqué au n^ 50 la méthode générale, au moyen de laquelle on peut développer les déterminants. Cette méthode, dans la pratique, est souvent trop laborieuse pour être employée.
Un procédé bien plus simple consiste à ramener le déter^ minant à un autre de degré moindre; on traite ce nouveau déterminant de la même manière; et ainsi de suite.
Pour ramener un déterminant à un autre dont l'ordre soit abaissé d'une unité, on le transforme en un déterminant équivalent, dans lequel les éléments d'une ligne ou d'une colonne soient égaux à l'unité; il suffit, pour cela, d'opérer comme aux n"» 33 et 35.
Dans le déterminant obtenu, d'une ligne ou d'une colonne on retranche toutes les autres; on arrive ainsi à un déterminant dans lequel une ligne ou une colonne a un élément égal à l'unité et les autres égaux à zéro; ce déterminant est égal à plus ou moins le déterminant mineur qui a cette unité pour coefficient (64).
Pour mieux faire comprendre ce procédé, nous allons l'appliquer à une série d'exemples tant numériques qu'algébriques.
Exemple I
— On a successivement
7 lo 3
Le second déterminant se déduit du premier, en retran-
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chant des éléments de la première colonne, puis de ceux de la seconde, deux fois, puis trois fois les éléments correspon* dants de la troisième.
Le troisième déterminant s'obtient au moyen du second, en retranchant la somme des deux premières colonnes de la troisième.
Enfin le quatrième déterminant se déduit du troisième, en retranchant la première colonne de chacune des deux suivantes, et en changeant les signes des deux dernières colonnes résultantes.
Le déterminant donné est donc égal à
On aurait pu arriver au même résultat, d'une manière plus rapide, en opérant comme il suit :
On remarque de suite que les deux dernières colonnes sont divisibles Tune par 2 et l'autre par 3; effectuant ces divisions, on trouve que (28)
Dans le second déterminant, on retranche 7 fois et 5 fois ia dernière colonne des deux précédentes; on voit ainsi que le déterminant donné revient à
Exemple IL — On trouve par les mêmes procédés que
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Le second déterminant s'obtient en divisant, dans le premîer, la première colonne par 4 et la seconde ligne par 5.
Le troisième déterminant se déduit du second, en retranchanty dans celui-ci, 3 fois, 5 fois et 7 fois la seconde ligne des trois autres. 11 vient ainsi
Retranchant maintenant 2 fois et 3 fois la première ligne des deux autres, on obtient
IZI
= — 2(2.4) =— «fi-
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Dans le premier déterminant, on a ajouté la première ligne à chacune des trois autres; on a ainsi obtenu le second déterminant, qui, en vertu de n^ 64, revient au troisième.
Dans celui-ci, on a retranché la troisième ligne de la deuxième; on a ainsi trouvé le quatrième déterminant qui, par suite de n** Gb, est égal au cinquième multiplié par 2.
8S. Exercices numériqiies.
IO
5 —10 II
= — io5o,
17 i5 II i3 i3 12
87. Carrés magiques (']• — Les règles que nous venons d'employer s'appliquent avec avantage aux déterminants dont les éléments sont les n' premiers nombres entiers, disposés en carré magique. Dans ces déterminants, les sommes des éléments appartenant aux mêmes colonnes, aux mêmes lignes et aux mêmes diagonales sont égales entre elles et à
(* ) Toir les Problèmes plaisants et délectables de Bachet de Méziriac, 3* édition» revue par A. Labdsne, p. 88 et suit. Paris, chez Gauthier- ViUars.
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Ainsi on trouve facilement que
Dans le premier déterminant, à la première colonne, on a ajouté la somme des deux autres et Ton a divisé le résultai par i5; puis, dans le second déterminant, on a retranché la première ligne de chacune des deux suivantes.
Considérons, en second lieu, le déterminant
qui est formé par les 4' ou 16 premiers nombres entiers, disposés en carré magique.
Pour en calculer la valeur numérique, de la première ligne retranchons la quatrième, et de la deuxième retranchons la troisième; il nous vient
8 10 II 5 i3 3 2 16
8 10 II 5
où nous avons divisé les deux premières lignes, l'une par — 12 et l'autre par 4*
Or le dernier déterminant est évidemment nul, puisque les deux premières lignes y sont identiques; donc on a A =o.
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89. Soit encore à calculer la valeur numérique du déterminant
la
ai
qui est formé par les 25 premiers nombres entiers, disposés en carré magique.
A la première colonne ajoutons les quatre suivantes, puis retranchons la première ligne des quatre suivantes, nous obtenons successivement
Nous pouvons actuellement diviser la première ligne par — 6 et la seconde colonne par 2; il nous viendra, en changeant les signes dans la dernière colonne,
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Dans le premier de ces déterminants» nous ayons ajouté a fois la première colonne à la seconde, nous l'avons retranchée de la troisième et ajoutée à la quatrième; puis nous avons changé les signes de la seconde et de la troisième ligne dans le troisième déterminant.
Dans celui-ci tous les éléments, moins un, sont nuls à la seconde colonne; par suite il vient
90. Les déterminants algébriques peuvent se développer suivant les mêmes règles. Nous allons en fournir plusieurs exemples.
Exemple I. — On a successivement
o a-+-fr — c i — c — a o 26 b -r- c — a
(a-^fr — c)(a — fr — c) — 2ft(C'
a* -h fc'H-c*— 26c — 2ca— aoft.
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Dans le premier déterminant, on a retranché la dernière colonne de chacune des deux précédentes; on a ainsi obtenu le second déterminant, qui, en vertu du n® 64, se réduit au troisième. Dans celui-ci, on a retranché la première ligne de chacune des deux suivantes; on est ainsi arrivé au quatrième déterminant, qui se réduit au cinquième.
Exemple IL yj
o — aa'
o f^—a^—b* — afr'
(a' 4- 6*— c'-4- 2ab) (a"-+- 6*— c^- 2û6)
[{a -{- by— c»] [(a — by— c']
— (a4-6-4-c)(6-+-c— a)(o+a— fr)(a-h6
On retranche la seconde colonne du premier déterminant de chacune des deux suivantes; on obtient ainsi le second déterminant, qui se réduit au troisième. Dans celui-ci, on reu*anche la première ligne de chacune des deux suivantes; on trouve ainsi le quatrième déterminant, qui se réduit au cinquième.
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Exemple III
Dans le premier déterminant, on ajoute toutes les lignes; la première ligne devient ainsi divisible par a -4- 6 -4- c, qu'on met en facteur commun hors barres.
Dans le second déterminant, de la somme des deux premières colonnes on retranche la somme des deux dernières; la première colonne devient divisible par 6-4-c. — a, qu'on met en évidence hors barres.
Dans le dernier déterminant, que nous représentons par A', ajoutons la seconde ligne à chacune des deux dernières, nous obtenons
oc c a-+'b
Exemple IV
à" {b-hcy a* h" b" (c-i-aY
= [a-^b-h cy
= — a(fl-t-ô-4-c)'
a-hb'—c
(a-hby—c* o c*
b*^(c^aY b*—(c-haY {c^aY o c'
b-^c — a a^ c — ac
Dans le premier déterminant, on a retranché la dernière colonne de chacune des deux précédentes, ce qui a fourni le second déterminant, dont les deux premières colonnes sont divisibles par a-hb-+-c.
Dans le troisième déterminant, on a retranché la somme des deux premières lignes de la troisième, et Ton a divisé la troisième ligne résultante par — 2.
Dans le quatrième déterminant, que nous représenterons par A', ajoutons la troisième colonne aux deux précédentes multipliées respectivement par c eia; nous obtenons
acA' =
o o — ac
a-h b c a b-hc
1 b-hc
= — ac
{b-hc)a
= — fl'c'(<l-t- A-H c)
a-*rb -^ c c a -hb -hc b -h c
= — a^bc^{a-+- b-i- c).
Donc il vient
{a-^by
(b^cY
(c-^ay
= ^abc{a -hb-^cy.
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Exemple V
bb'-h ce' ha'
ab' -' -'
ac'
cc'-haa bc'
ca' cb'
aa'
bb'
abc
abb'-h ace' baa^ caa*
abb' bcc'-k- bad cbb'
ace
bec
caa
cbb'
abc
o — !ibcc^ — ncbb'
— lacc' o — 'jLcaa'
— Q.Mf' — ibaa' o
= i^aa\bb',cc'.
Le second déterminant se déduit da premier, en multipliant les troL^ lignes respectives par a^ b eic et en divisant hors barres par le produit a.b,c = abc\ le troisième se tire da deuxième, en retranchant* de chaque ligne la somme des deux autres; le quatrième s'obtient au moyen du troisième, en divisant les trois lignes respectivement par — a6r, ^ica ei —^ab et en multipliant hors barres par leur produit — 8a'^c'. U valeur du quatrième déterminant étant égale à — %a'b*c'y on trouve que A = x^abc.a'b'd ,
Exercices algébriques
ni. -
a-\-h \J— I — c 4- rf ^— I
-hdyf^i
= a* -4- 6» -f- c* -h rf*.
-Aa-f-B6-+-C.
a I cosd b cosd I
=:aa! -^bh'— (û6'4- ba!) cos5.
I X — a y —b i x' — a y —b I ar"-a f—b
coaBiHi.i8on n PKOPMtrts bbs stnuuRAHTS, ne.
sin'A
xu.
ICC*
a' (sinA csinA 6sinA I cosA csinA cosA i
fc'
= a'— (b'-h c"— 26CCOS A).
ab
ca
ab
bc
ca
bc
= (a_c)(6 — rf)(a-6-f-c-d).
tf — 26c — a— 1 -f- 6* — 2ca — b — ï -f- c* — aaft — c — 1
al p'
ji
ab' — ba' -h a' b" — b' oT + a" A"- 6* a' -h cCb - Va.
LiTU I. — chàpitm II. — coumAisoNt ne.
xm.
abc
rf»
rf'
abc
rf»
rf»
a^ 6* cr< rf*
(a_6)(a_c)(a-rf)(A-c)(6-d)(c-rf).
(a + b + e-{-d) X (o— é)(a- X(6-c)(ft-
[ab + ac + ad + bc + bd + cd)
[abc ■+■ abd ■+■ acd H- bcd)
PRODUIT DE DEUX DÉTBRHlIfANTS.
PRODUIT DE DEUX DÉTERMINANTS
S 1. Multiplication de deux déterminants. — § II. Carré des déterminants. —
S III. Les déterminants multiples.
§ I. — Multiplication de deux déterminants.
96. Lemme. — Lorsqu'un déterminant de degré pair 2/1 est décomposé en quatre déterminants de degré n par deux traits, l'un horizontal et l'autre vertical, menés par le milieu, si les éléments de Vun de ces quatre déterminants sont égaux à zéro, le déterminant proposé sera égal au produit des deux déterminants mineurs qui sont adjacents au déterminant mineur à éléments nuls.
Il s*agit de prouver qu'on a, par exemple,
nr I
Ui 6, i
Pour cela, permutons entre eux les éléments de la première
et (in la troisième colonne, puis ceux de la deuxième et de la
quairièmey le déterminant conserve son signe (21 ), et Ton a
encore
D08TOR. - Déterm,
PRODUIT DE DBCX DÉTERMINANTS
OU
^=«4\ — «i\-+-«cV
Les trois déterminants mineurs Â. , A^ , A peuvent aussi être ordonnés par rapport aux éléments de leurs quatrièmes colonnes ; on trouve ainsi, pour le premier de ces déterminants,
OU
= P(Ps7.-?.7s) = P
On verrait de même que
Pt 7.
Pc 76
et A. = P
Ps 7s
SI nous substituons ces valeurs dans Tégalité (i), il nous viendra
ou
( I Pe 7«
A = Px
i Pe 76
P4 7* Ps 7i
Pe 7«
= PxQ,
ce qu'il fallait prouver.
Il est facile d'étendre cette démonstration à un déterminant de degré pair quelconque, satisfaisant à l'énoncé.
98. Théorème. — Le produit de deux déterminants de même ordre peut se mettre sous Informe d'un déterminant de cet ordre. Les éléments des produits sont les sommes des produits que ion obtient^ en multipliant les éléments de
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chaque colonne dans Vun des déterminants par les éléments correspondants de toutes les colonnes successives de Vautre,
Ainsi Ton a le produit de deux déterminants du second ordre
«1 bx
ai
ai 02
Pour le démontrer, prenons l'identilé
bi
bi
Dans ce dernier déterminant, à la première colonne, ajoutons ai fois la troisième plus a^ fois la quatrième; puis à la deuxième ajoutons 6i fois la troisième plus (2 fois la quatrième colonne; nous obtenons
OiXi-h atOCi biai-^ biXi ai a,
«.p.-i-aaPi ftiPi-+-*2P2 Pi p,
mais ce déterminant est égal au produit des deux déterminants (96)
aiCCi-haiXi biOCi-^ biCCi
a, [3, -h «2^1 fciPi-+- fciP*
dont le dernier est égal à i ; donc on a
a, a, -h a, «2 bxXi
aiP.+ asP» *.Pi4- 62P2
ce qu'il fallait prouver. .
99. On obtiendra le produit des deux déterminants du troisième ordre,
«1 Pi 7i
«3 Ps 73
PRODUIT DE DEUX DÉTERMINANTS
en opérant d'une manière analogue sur le délerminant équivalent à ce produit
qoi est du sixième ordre.
On ajoutera à la première colonne la somme des produits des trois dernières colonnes par les éléments respectifs a^^ r?,, ^3; à la seconde colonne la somme des produits des trois dernières colonnes par les éléments respectifs 6,, ^,, ^3; à la troisième colonne la somme des produits des trois dernières colonnes par les éléments respectifs r,, r,, c^. On obtiendra ainsi le déterminant équivalent
fl,a,-^«,a.
-^-'^saa
bA
Kix
Wu
Or ce déterminant est égal au produit négatif des deux déterminants mineurs du troisième degré, disposés en diagonale (97), dontTun
^gal à — %; donc on a encore
«i«i-^^2«2-^''ja3
r.a.H-^rjJc^-i-c^a,
û^lP|-^2p2-^^3P3
LIVRE I. — CHAPITRE III
V Académie de Berlin^ 1773, p. 285, et Gauss dans ses Disquisitiones arithmeticœ, iS'], i58 el 268; ils l'ont énoncée el démontrée dans des Mémoires qui ont été publiés en même temps dans \e Journal de r École Polytechnique, XVP Cahier, p. 286, et XVII" Cahier, p. 81 et 107.
101. Remarque I. — Le produit A de deux déterminants d et i peut s'écrire sous quatre formes, en général différentes (Cauchy, Journal de l'École Polytechnique, XVII" Cahier, i8i5, p. 83).
En effet, on peut composer :
i^ Les éléments de chaque ligne de S avec les éléments de toutes les lignes de d;
2? Les éléments de chaque ligne de 8 avec les éléments de toutes les colonnes de d;
3^ Les éléments de chaque colonne de à avec les éléments de toutes les lignes de d;
^ Les éléments de chaque colonne de S avec les éléments de toutes les colonnes de d.
Ainsi l'on a le produit des deux déterminants du second ordre
«1 il
(ni)
Uiai-h 6i{3i
ajai-4- 6a{3,
Utai-hbiPi 1
a.ai-f-aaPi
«laj-HOïPj
bioci-h 6,p,
biOCi-h- 6,p,
ûiai-*- biai
UiOCt -+■ btcci
aSi-hb,^,
tf,ai-h atUi
6, ai -h biCCi
Si Ton effectue et qu'on développe ces quatre produits et que l'on supprime dans chacun d'eux les termes égaux et de signes contraires, on trouve la même quantité
ûr «,62^,4- atocibt^i — aaai6i(3a— ataib^^t :=a,b,[ a, (3, — aj (â, ) — fla Ai ( «i Pj — aï(3, ) z=z (aibi— Utbi) («1^2— aj(3i).
PRODUIT DE DBUX DÉTERlIUfAlTTS.
i02. Remarque II. — Si Ton avait à faire le produit de deux déterminants d'ordres différents, on transformerait celui de moindre degré en un déterminant de même ordre que l'autre (67).
Ainsi Ton a
*3«S-+-^3Pl
103. Exemples. — Nous donnons ici> comme exercices, quelques produits de deux déterminants :
ABC
Bj -H C X'x
X jr I
kx kx'
B'r H- C A''x -f- BV H- C"
By -h c k''x' -t- By -T- c*
kx'-r-By-h c A'x" -t- By H- c; a^ot" h- by -t- c
ol'
I ^Vp» -2^ — 2p
1 (P^i^ —id — 2^
o (a--by
a'-^OL^
ab -+- ap ^7c H- a7
ab H- ap
flc -+- a7
bc-\-^ c*-}-7*
aa' -f- aa'
^a' -f- pa' ca' -h 7a'
flA' -f- aP'
^ô'-f-pp' c6'-h7P'
ac' -h 07'
C' H- P7' *CC' H
fl>-i-a'
cP-i
o (c— ûO'-+-(7"-^)
(fl--rfj'-i"(a-^)^ (^,-^)3_h(P_^)2 {c^d)--h(y—$y
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é-hdc-i-d c-^d c-\-d-
ab-^
bad-
[€-\-d (c-hd (c-^d
= . (b-T-c-hd-'a)(c-+-d-ha~-b)[d-i-a-hb—c){a-^b'f-c^d)
a-hb-hc- -b -a-d^
— il-^c-i-h-
— (a-KÔ-^-f^ (a-T-b i-r-
I —I -1 H i —1 1 1 I —I I II-
Dans ravant-dernier déterminant» on a changé les signes des trois dernières lignes, ce qui change le signe du déterminant.
Le second et le dernier déter<minant étant identiques, on en conclut que
{b-hc-i-d — û) (c-hd-\-a-r-b) (d-ha-hb—c) {a-hb-hc — rf; .
/ [b -f-c-hrf— a)
\ x(rfH-a-+- i — c)
f X(a-h^ -f-c — rf;.
104. Application. — Nous pouvons appliquer la régie de la multiplication de deux déterminants du second ordre à la démonstration d'un théorème d'Euler.
PRODUIT DE DECl DATERVIUANTS.
Dans ridentité (I) du n"* 98, posons
a,^-+-fl'-AV-i,
fl,~-t-c ^-rfv^-l,
«,— -+- c' -hd'^—i^
p^-^a'^bW-i;
Doos aurons, pour les deux facteurs du premier membre,
bW'^i d)/^i
dy/-i byf^i
= rt»-h
tandis que le déterminant du second membre aura pour éléments
a'^b'y/ i)-f-(c -f-rfy^ 1) (c'
''.?,-^,?,=--( a-^byj^x)[-
. c'-h ^V-i) -^ (c -t- r/ ^-l) (él'
^.^.^^«,-( c-^dy/ i)(
K\-^b,^,•^{^c^dy|-^){-
. c'~^dy/-i) -^{a-by/~x) («'
rf-v/i
bW-
rf-yC
AV
OU bien
«.«,-^«iaa =
(flû ^^-+- ce' dd) -+- («^' -^-^^^'-F cr/' -t- rfc') v-i,
- [ac' -+- i»rf'- ca'-db') -^ {ad'-bc' - c^>' -h rf/z') v/-i,
(flc' -f- bd-ca'- db') -h (flr/- ^c'- c6'-+- da') v/-i,
(««' - ^6' -+- cr' - rZ/f) - [ab' -+- bd-^cd'^ de') \/~i.
Ce déterminant sera par suite
A -H B v^ C H- D v/— ^ -Ch-Dv/^ A — By/^
DS
X^aa'— bb' -h ce' - dd', B ^ ab' -^ ba'-+- cd' -+- de', C = ac'-+- bd'^ ca'- db', D -= or/'- ^c' — cb' -t- ^a'.
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Notre identité deviendra ainsi
= (r/a'- bb' -h cc'^ddy-h (ab'-i- ba'-h ccf-h dc'y -^{ac'-hbtt~ca'—db'y-h{ad'~-bc'-cb'-^da')\
ce qui démontre ]e théorème suivant :
\ Le produit de deux sommes de quatre camés est lui-même - la somme
de quatre carrés (*).
Il reste à remarquer que Tégalité précédente peut s'écrire de plusieurs manières ; car on a évidemment le droit de changer le signe de l'une quelconque ou de plusieurs des huit quantités a, b^c^ d\ a\ b\ c\ d.
Ainsi, en y changeant les signes de b et de d\ elle devient
= {aa'^- bb'-r- ce' -^dd)^-^ (ab' - bd- cd -^ de' Y -+- [ac'-^ bd- cd— dby-h [ad'- bc'-^ cb — dd )».
§ II. — Carré des déterminants.
Dans la formule [I) du n^" 98 posons
nous trouvons ainsi le carré du déterminant du second degré
CLx hx
0,1 bi
ou
{axb^-^a,bxY={a]'hal){b]-hb\) — {axbx-ha^b,y. Ce résujtat, qu'on peut écrire
prouve que :
Le produit de deux sommes de deux carrés est lui-même la somme de deux carrés.
( * ) yoir les Propositions relatit'es à la théorie des nombres, par M. E. Catalan {Nouvelles Annales de Mathématiques, q*^ série, i874f t. XIII, p. 533).
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106. Si nous introduisons nos mêmes hypothèses dans les formules (III) lu a** 101 , nous verrons que le carré du déterminant du second ordre peut se mettre sous les trois formes suivantes :
a,a^-hb,b.
a\-ha\
b]^bl
107. Le carré du déterminant du troisième ordre s*obtient de même par la formule (11) du n*" 99, en y posant
«i=ûi» pl=^» 7.=^.»
n vient, par suite,
a]-hb\-^c\
al-hbl-^c]
a^f^-hb,b,-hc,c^
al-fbl-^ cl
Nous voyons, par ces résultats, que le carré d'un déterminant est un déterminant symétrique.
§ III. — Les déterminants multiples.
108. Lorsque, dans un déterminapt, tous les éléments de la première ligne ou de la première colonne sont égaux à l'unité, on peut en simplifier la notation par la suppression de cette ligne ou de cette colonne et par le dédoublement de chacune des deux barres qui comprennent le déterminant.
Ainsi les deux notations
De môme les quatre déterminants
compris dans la notation
(II
fl, 6, c, e/,
sont liés entre eux par quatre relations, dont la première, par exempki
«•(^^i^'s) - ^li^i^i^i) ■+■ ^il^i^^a) ~ ^i(«i^2^3) = o
exprime qu on a
fl, ^, <^2 ^2
ce qui est évident.
110. Définition. — De pareils déterminants peuvent se désigner par la dénomination de déterminants multiples.
Une notation, analogue à (I) et (ir, peut être employée pour représenter'/! + 1 déterminants du n^"*' ordre, dont chacun ne diffère de tous les autres que par une ligne ou par une colonne.
PRODUIT DB DEUX DÉTEIWINANTS
111. La règle donnée au n"* 98 pour la multiplication des déterminants rdinaires peut aussi s'appliquer au produit des déterminants mulpies.
Ainsi la somme des trois produits de déterminants que Ton peut forler, en multipliant chacun des déterminants de la série
ar le déterminant correspondant de la série
*e5t-à-dîre la somme
«1 Pi 7.
«2 Pi 73*
C, fl,
It
SI égale aa déterminant
fl.a,
în effet, considérons le déterminant du cinquième ordre
tous pouvons le décomposer en produits de deux déterminants, dont UD est du second et l'autre du troisième ordre. Nous trouvons ainsi que
«I Pi 7i
«I Pi 7.
Si nous ordonnons les déterminants du troisième ordre suivant les Béments de la première ligne, nous verrons que
«I Pi
Pi 7i
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Changeant les lignes en colonnes dans les premiers facteurs, on a enfi
Nous pouvons obtenir une autre forme par l'expression de À. Dans 1 déterminant (1), aux deux premières colonnes, ajoutons les sommes de trois dernières colonnes multipliées, d'abord par a^y 6,, c,, ensuite pâ ^3, ^2, r, ; nous trouvons que
ou
«1*1 -+- ^Pï -+- ^i7i ''2 a, ^- ^aPi -^ ^2 72
r, a, -+- ^'j p, H- c,7, fl, a^ -+- ^, P, -H c,7, r, a, -H 6, p, -h c, 7, fl,a, -4- ô^p^ "^ c,7.
Or le second facteur est égal à — 1 ; donc A est égal au premier facteoi changé de signe.
On voit ainsi que la somme des trois produits (2) ou j
(fc,c,-c,A,)(P,7, — 7,P,)-l-(<-,ff, — a,r,)(7,a, — a,7j j
est égale à la différence des deux produits
- (^i«2-+-^p2<^i72) (^2«i-+- ^ïP. ^-<^2 7.)-
Hâ. La règle précédente nous conduit immédiatement à une formol^ que Lagrange a donnée dans son écrit Stir les pyramides (1).
Supposons que le second déterminant multiple soit identique avec 1^ premier. En posant
«i = «i» Pi = ^» 7. = <^i,
dans l'égalité précédente, on obtient de suite h formule de Lagrange
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Cette formule fournit Texpression du sious de l'angle des deux droites
fl, ^, f,' fl, 6, c/
sachant que le cosinus de l'angle de ces droites est pour des axes de coordonnées rectangulaires.
EN DÉTERMINANTS
113. Lorsque le premier membre d'une équation algébrique se trouve mis sous la forme d'un déterminant , le développement de ce déterminant peut mettre en évidence une ou plusieurs racines de cette équation. Ces racines ellesmêmes peuvent s'obtenir souvent sous forme de détermi* nants.
Ainsiy dans l'équation
ttxX
dt bi c, di bi Ci dt ft, Cs
le premier membre se décompose dans les deux déterminants (56)
GiX 6| Cy
QiX bi c, -h a^x bi Ci
dont le premier est égal à (28)
di bi Cl di bi Ct
rf, ft. Ci
c, «2 bi Ci Ci 6, Ci
DoCTOft. — Déterm,
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cette équation revient donc à
fr.
Ct
On verrait de même que l'équation
donne
Cz-+-
az-h
bz -4-
Ap-^Bq Aa-\-Bb
-hD
lli. Le premier membre de Téquation
a} — x ah — ^cosÔ ab^x cos Q b^'-x
se décompose dans les quatre déterminants (56]
a^ ab ab b'
— X ab — a:cos0 b^
a' —xcos9 ab — X
— x — j;cos7| — arcosô — jT (
dont le premier est nul (30), dont les deux autres admettent les facteurs —bx et —ax^ et dont le dernier esi divisible par x^; notre équation revient par conséquent à la suivante :
— bx
— ax
Pour résoudre Téquation
=rO,
où l'inconnue x occupe la diagonale, nous diviserons d'abord les trois dernières colonnes par x et nous multiplierons par x la première ligne; le déterminant aiira été divisé par x^, de sorte que l'équation deviendra
Divisant ensuite les trois dernières colonnes respectivement par a, b, c, puis multipliant les trois dernières lignes par les mêmes quantités, on obtient
et, en développant,
d'où il vient
jt/ o,
Si a, b, c sont les trois arêtes coniiguês d'un parallélipipède rectangle, x sera la diagonale de ce parallélipipède.
L'équation
se résout immédiatement en développant le premier membre suivant les éléments de la première colonne; elle devient ainsi
-hx
et se réduit à
abc — X (bc -h ca-hû6) =
d'où l'on t
ire
Si a, bj c sont les rayons des trois cercles exinscrits à un triangle donné, x sera le rayon du cercle inscrit dans ce triangle.
Dans le premier membre de l'équation
axa
tous les éléments sont égaux entre eux, à l'exception de ceux de la diagonale, qui sont égaux à l'inconnue.
On retranchera la première ligne de chacune des trois suivantes, ce qui donne
BÉ80LUT10N liïïS tQOATlQlCS ALfitBBIQUBS.
OU, en divisant les trois dernières lignes par x — a,
(ar — a)»
Mais il est facile de voir que ce déterminant est égal à â; -i- 3a; par conséquent, notre équation revient à
[x — aY {x-h3a)=o; donc trois racines sont égales à a et la quatrième est — 3a/ 118. Dans le déterminant de l'équation
à la première colonne ajoutons les trois suivantes; cette équation devient
x-ha-hb-hc abc
b -+- c-^Xrha c X a
c -f-fc+a+ar b a X
dont le premier membre est divisible par a? h- a -+- 6 -+- c.
Si Ton avait ajouté les quatre colonnes multipliées respectivement par I, I, — I et — I, on aurait trouvé que le déterminant est aussi divisible par x-ha — b — c. On verrait de même qu'il est encore divisible par x-hb — c — a et par x-t-e — a — b.
Par conséquent, le premier membre de notre équation est divisible par le produit
,*-t-a-+-fc-hc)(j7-f-6 — c — a){x-hc — a — b)(x'i-a — b — c). Or le premier terme de ce produit est x*, de même que celui
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de notre déterminant; donc l'équation donnée revient à
{x-ha-hb-hc) [x^b — c — a) [x-hc — a — b) [x-{-a — b — c
et admet les quatre racines
Xi = b -^c — a, Xt = c-ha — 6,
* 119. Le premier membre de l'équation
a tous ses éléments égaux à Tinconnue, à Texception de ceux de la diagonale.
Retranchons la première ligne de chacune des trois suivantes : il nous vient
et, en développant suivant les éléments de la première colonne,
3C X JC
OC — X o
on en tire immédiatement
a [b — x) (c — x) (ri — x) — x(x — a) [c — x) [d—x] — x(x — fl) (A — x) (</ — x) — x(x — tf) (& — x) (c — x) =*o,
puis, en ajoutant et retranchant x(x — 6) (x — c) (x — rf),
-h(x — 6){x-c){x-</) I _ -h (x — c) (x — <f) (x — tf )
■4- (x — rf) (x — /l) (x — 3)
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES
Posons
(x-fl)(ar — 3){j: — c)(x — rf) =ff(x),
le facteur entre crochets sera égal à <f'(x) et notre équation deviendra
ff(x)—Xff'(x) = 0,
ou encore
i j*— a(fl H- ô -I- c -4- d)x^-h (ab-hac-+- ad~hbc-\- bd-^ C€l)x^ — abcd= o,
' 120. Proposons-nous encore de résoudre Téquation
{a-^xY [b-hxy (c-^-xf =0.
{^a-^xf (2Ô-i-x)^ (:ic -h xf
Des deux dernières lignes retranchons la première multipliée respectivement par I et 8; nous obtenons, en divisant chaque fois par x,
xM 3fl*-h3ax-*-x'
3ft=
b' Zbx
3cx
iika^-h6ax-h x^ la^'-h 6ftx-f-x' lac'-h 6cx-h x'
retranchons maintenant la seconde de la troisième et divisons par 3 la ligne résultante ; il nous vient
3ax
3ft'-4- 3bx -h X
3b'-hbx
à" * 3c*-H 3cx -H x^ 3c' -h ex
enfin retranchons la dernière ligne de la deuxième, puis divisons par x;
nous trouvons
3x* 2a -^x làb -h X ac-hx =0.
3û'-Hflx 3^'-^^x 3c'-f- ex
Cette équation peut encore se simplifier. Retranchons la première colonne de chacune des deux suivantes et divisons par 6 — a et ç — a ;
nous obtenons
û* à'-h ab-^ b^
5x^(6 — fl)(c — fl)
a*-h ac-h c'
3û'-+-flx 3a-^ Zb-h X 3^-i-3c-+-x
retranchons la seconde colonne de la troisième et divisons par c — b;
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nous avons
fl»
a^-i-ab-h A*
aa -+- X
3a*-Hûx
3a-hZb-hx
Cela fait, à la première colonne ajoutons à la fois la seconde multipliée par — a et la troisième multipliée par ab\ puis de la seconde retranchons la troisième multipliée par a-i- b; nous trouvons l'équation
qui revient à
abc — (bc -hca-+- ab) a-h b -^ c
3a^{b — a)[c — a) [c — b)[(a -hb-^ c)x^-i- Z{bc -+- ca-^ab)x -+■ Sabc] ~ o.
Les trois premières racines sont nulles et les deux dernières sont fournies par Téquation du second degré
(a-h b -i~e)x^-h 3(bc-h ca -h ab)x-\- 6abc = o.
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES
S I. Résolution des équations linéaires non homogènes. — $ II. Résolution des équations linéaires homogènes. — $ III. Résolution d'équations linéaires en nombre différent de celui des inconnues.
§ I. — Résolution des équations linéaires non homogènes.
lâl. Proposons -nous de résoudre le système des trois équations du premier degré à trois inconnues
iaiX -\- bijr -i- CiZ = kit dX -t- b^X -f- Ca Z =: Afa, OiX -+- 63/ •+- CzZ=: Ar,.
Appelons A ie déterminant du système des premiers membres de ces équations, c'est-à-dire posons
a, fc, c,
Arrr Oj bi C,
Ui bi Ci
A6n d'obtenir la valeur de l'inconnue x qui satisfait au système (i), multiplions ces trois équations respectivement par les déterminants mineurs (fcjCs), — (ftiC,), -h (fti<?>), pris alternativement avec le signe -h et le signe —, qui correspondent aux éléments at, Oj, a^ de la première colonne du déterminant A, et ajoutons; nous obtenons Téquaiion
x[ai[biCi) — 02(6,^3) -4-a3(ft,c,)]
, j -+-r[*i(*«^») — b^{b^c^) 4- bi[btc,)]
-+- z[ci{biC3) — Ci{biCi) -4- 03(6,6-2)] = Ar,(ft2C3) — kiibiCy) -+- ki{biCi),
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Or nous savons que (42 et 47)
bi(b\Ci) c, (62C3)
bilbid)
c^ibtCi)
ai[biCi) bi(biCi)
03(61 Ca)
d'ailleurs il est évidem que
kxibiCi) — ki{biCi) -+-A-,(fr,C2) — (kib^Cy); par conséquent notre équation (3) se réduit à
£kX ou («iftiCa) X^— (A-ifta^a)
et donne
Ct
(Ar,6,c,)
Pour avoir la valeur dej» il suffirait de multiplier les trois équations (i) respectivement par les déterminants mineurs (tfaCs), — («iCj), -h(a,Ci) des éléments 6,, 6j, 63 de la seconde colonne de A, et d'ajouter. On aurait la valeur de z en multipliant (i) par les déterminants mineurs (a^bi), — (^163^ + (^162) et en ajoutant. On trouverait ainsi que
fli kl Cl
a, /tj c.
(«i/fiCa)
at kt C3
(«léaC»)
Ux bi c*i
«2 6, Cj
As 63 Os
[ajttki]
[Ox b. Ci)
ft.
At 6| Cl
as 6, Cj
On étendrait facilement cette méthode à un nombre quelconque d'équations linéaires non homogènes à autant d'inconnues.
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L'inspection des valeurs (I) et (II) nous fournit Ténoncé suivant :
Régie. — Étant données n équations non homogènes du premier degré à n inconnues, dont les seconds membres sont des quantités connues, la valeur de chaque inconnue est égale à une fraction ayant pour dénominateur le déterminant des inconnues et pour numérateur la valeur que prend ce déterminanty lorsqu'on y remplace les coefficients de l'inconnue par les termes connus.
Cette solution a été indiquée pour la première fois par Leibnitz [Lettre à LHospital du 28 avril 1639}, P^^^ découverte de nouveau par Cramer [Analyse des courbes algébriques, l'jSo; Appendice, p. 658).
Exemple II
Sx
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On trouve îcî
A= (a.tjc,) =
(a, ki bi) =
r:=23, {ktbiCi)
rrrga, (a.ftaCa)
de sorte que
ii5 ^
12&. D'après la règle du n'' 121, le système des qualre équations
atX-^bijr-hCiZ-^d^u^ktf •
fournit pour les qualre inconnues les valeurs (Uï\ - (IftbiC^d^) [a.k^c^d^] (a^b^kid,]
[a.biddi)
(aibiC^dt)
[aibzCi
(a^b'-Cy
Exemple III. — Pour le système des quatre équations
x-hy-hz = d, on a, en désignant par D le dénominateur commun et
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par N„ N^, N„ N, les numérateurs respectifs des valeurs des
inconnues.
1 rf I I o
aa — 6 — c — rf, Ny
de sorte que
=z:ib
rf~
=:arf — a — b — c;
126. Considérons en général un système de n équations non homogènes du premier degré à autant d'inconnues
fl,a?H-Ô,^-HC,Z-+- . .
. -hl^U = A^
ou
a^x -\- b^jr-h c^z -h .
ou
a^x -+- ^3^-+- CjZ H- . .
. . -h/jl« = ^-j
ou ou
et soit A le déterminant des premiers membres de ces équations, que nous supposerons différent de zéro,
Pbor avoir la valeur de x, multiplions ces équations, à partir de la première, par les déterminants mineurs A« , A^, A , . . . , A^, respectivement pris avec le signe + et — i , qui correspondent aux coefficients <7j, <7„ tfj, - - • } ^. de Tinconnue x. Si nous faisons la somme des
WV»K II. — CHAPITRE II
produits, il nous viendra Téquation
Le coefficient de l'inconnue x est égal au déterminant A (42) ; les coefficients de toutes les autres inconnues sont nuls, puisqu'ils s'obtiennent en remplaçant dans A la première colonne successivement par chacune des autres colonnes (47). Le terme connu est ce que devient A, lorsqu'on y remplace les a par les /* qui représentent les termes connus dans le système (4). On a donc, en faisant usage de la notation abrégée 17 bis),
Toutes ces fractions ont môme dénominateur A; le numérateur de cliaque fraction est le déterminant que l'on obtient, en remplaçant dans A les coefficients de l'inconnue correspondante par les ternies connus. Cette composition est bien conforme à la règle du n** 121.
127. Les valeurs (FV) €les inconnues satisfont toujours au système [\ des équations proposées.
En effet, pour avoir les inconnues, nous avons formé les équations
S.\~S,A„^^S3A^^-...-~(-,)-'SA, = o,
D'abord il est évident que toutes les valeurs des inconnues, qui vérifient le système (4), satisfont à ce dernier système (5).
Je dis que réciproquement toutes les valeurs des inconnues, qui satisfont à ce dernier système (5), vérifient le système donné (4 ).
En effet, multiplions les équations (5) respectivement par a,, — b,y -f- c,, ..., ( — 1 )""'/,, et ajoutons verticalement; dans le résultat les
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coefficients de S,, S3, . . ., S, s'annulent (47), et il reste
[''.\-^\-+-^.\-----(-0"-'AMs.==o
ou
et, comme À est différent de zéro, il s'ensuit qu'on a S^ = o.
On verrait de même que les valeurs des inconnues qui satisfont au système (5) annulent aussi les polynômes S,, S,, . . . , S,; par suite, les valeursfournies par le système (5) ou par son équivalent ( IV ] vérifient les équations ( 4 ) •
Donc les valeurs (IV) satisfont au système donné (4).
128. Nous avons supposé jusqu'ici que le déterminant A des coefficients des inconnues n'est pas nul.
Voyons maintenant ce qui arrive lorsque le déterminant A se réduit à zéro. Dans ce cas, généralement, les n^ déterminants mineurs de A ne sont pas tons nuls.
Admettons que le déterminant mineur A^ , par exemple, soit différent de zéro.
Soit g l'inconnue qui, dans les équations (4], est affectée des coefficients e. Dans le système (5) se trouve l'équation
où le coefficient A^ de S^ n'est pas nul ; par conséquent cette équation peut remplacer l'équation S^ =: o dans le système (4).
Si dans cette équation (6) nous ordonnons par rapport aux inconnues X;/, . . . , elle deviendra
x(fl,A,^-fl,A,^-4-...)-H7(6,A,^-^,A,^-h...)^z(c,A,^-c,A,^H-...)-h...
mais les coefficients des inconnues, autres queÇ, s'annulent (47) et celui de \ est égal à A; par conséquent notre équation(6) se réduit à
f;, AÇ = X.A,^-X-,A,^+... + (-i)--'^A.-
Or nous avons supposé que A = o ; par conséquent, si le second membre
de (7) est différent de zéro, cette équation est impossible. Donc dans ce cas le système proposé (4 ) est impossible. Si au contraire le second membre ( 8 ) s'annule, l'équation (7 ) se changera
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en une identité ; par suite l'équation Sj = o du système (4), qu'elle remplace, est une conséquence de toutes les autres équations ou d'une partie d'entre elles; donc le système (4 ) se réduit à un système de/?-— i équations
à n inconnues.
Dans le système réduit (9] faisons passer dans le second membre 1<^ termes e, S, <?,Ç, . . . , <?._, Ç, ^f^., Ç, . . . , ^„Ç, qui contiennent l'inconnue ç.Si nous traitons Ç comme une quantité connue , nous aurons un système de n — i équations k n — i inconnues, dans lequel le déterminant A' des inconnues est précisément A, . En effet, dans à' n'existe aucun des éléments e qui servent de coefBcients à Ç; de plus il ne s'y trouve aucun des coefficients a^y b^y . . . , /^ de l'équation S^ = o qui a été supprimée; par conséquent A' peut se déduire de A en y supprimant la ligne et la colonne qui contiennent l'élément e^; donc on a A'«= A, .
Puisque A^ est supposé différent de zéro, il s ensuit que le système des équations (9) admet, pour les inconnues •r,j^, z, . . . , une solution et une seule.
Ces valeurs de j:, j, z, . . . , étant exprimées en fonctions de |, le système des équations (4) est nécessairement indéterminé-, car à chaque valeur arbitraire donnée à S correspond un système de valeurs pour
JT, J^, Z, . . . .
Donc, lorsque le déterminant A est égal à zéro et que Vun au moins A^ des déterminants mineurs est différent de zéro, le système des équations (4) ^st impossible ou indéterminé, suivant que le polynôme
/-A, - X- A^ ^ . . . -h r— i)"-»^.A, est ou non différent de zéro,
129. Si les /s' déterminants mineurs du premier ordre étaient tous
nuls dans A, l'un au moins des — - — ;— ^ déterminants mineurs du second
ordre sera en général différent de zéro.
Dans ce cas on verrait, d*une manière analogue, que le système 4) est ou impossible ou indéterminé, et que, s'il est indéterminé, il se réduit à 72 — 2 équations à n inconnues.
En général, si tous les déterminants mineurs de A, jusqu'à l'ordre/i-/' inclusivement, étaient nuls, le système (4) se réduirait, dans le cas de l'indétermination, k n—p équations à n inconnues.
130. Résolution d'un système de n équations linéaires à n inconnues, dont une seule n'est pas homogène. — Supposons que dans les équations (1) du n'' 121 les seconds membres
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soient nuls, à l'exception d'un seul, ki par exemple. Le nu* mérateur de la valeur (I) de â; se réduira à
I A"t 6, cr, I
et il viendra
On verrait de même, au moyen des valeurs (H), que
A.j^— — /r.Aft,, A. 2 = A-.Ac..
On en lire
VI j^ -_"?!_— L — ^
^ A«,~-AA."'Âe. ""a'
L'inspection de ces valeurs nous fournit l'énoncé suivant :
Lorsque^ dans un système de n équations linéaires à n in'connues^ les seconds membres de n — i de ces équations sont nuls, les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux muU iiplicateurSydans A, des coefficients qui affectent les inconnues dans l'équation non homogène.
La résolution des équations proposées se trouve ainsi ramenée à celle des équations (V).
§ II. — Résolution des équations linéaires homogènes.
131. Condition pour que n équations homogènes du premier degré à n inconnues soient compatibles. ~- Les équalions (i) du n° 121 seront homogènes, si l'on a en même temps
kx r= fra = /l's = O.
Si ces conditions sont remplies, le système (i) du n® 121 se réduira au suivant:
IUiX -h bijr-i- CiZ = 0, OtX -T- b^y ■+- CiZ = o, ^ a^x -h kiX -H c, 3 ~ o.
DosTOE. — Déterm, ^
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Les égalités (V) du n** 130 subsistent, quel que soiti^i; elles auront donc encore Heu si ki = o, ce qui exige que Ton ait
A = o ou bien
a, bx c, I
Donc, pour que n équations homogènes du premier degré à n inconnues soient compatibles^ il faut et il suffit que le déterminant des inconnues soit nul.
Si ce déterminant A était différent de zéro, il faudrait que Ton eût à la fois x ■=zy = z = o.
Nous voyons en même temps, par les égalités (V) du n* 130, que :
Les valeurs des inconnues sont proportionnelles aux multiplicateurs, dans A, des coefficients qui affectent les inconnues dans l'une quelconque des équations proposées.
132. La condition (I) peut d'ailleurs se déterminer directement de la manière suivante :
Multiplions la première des équations (i) par le déterminant mineur (620,), la seconde par — (friCa) et la troisième par (biCi) et ajoutons; nous formons ainsi l'équation
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qui fouFDit la relation (I), à moins que Ton n'ait à la fois
X zzzyznz = 0.
133. Lorsque cette condition (I) est remplie» on peut obtenir directement le rapport des inconnues Xy y et t.
En effet, éliminons successivement ze\ x entre les deux premières des équations (i); nous obtenons les égalités
(c, a, — a, c^)x — (6, Cl — e, i,)/ = o, (a, ht — fti a,)/ — (c, a^ — a, c,) 2 r= o,
qui donnent
^ bxCt — Ci 6j Ci Ai — «i Ci Qx bt — 6, Ai
Or la relation de condition A == o, revenant à l'égalité (3) A=aibiCi— dCibi-h CiûTii, — 6,atCs+ ftiCiO, — C|6,a3 = o, peut s'écrire l = a,[biCt — Cibi) -4-é3(Cia, — a,Ca) -h Cs(a, 61— 6,^2) = 0;
en la comparant aux équations (2), on voit de suite que les inconnues sont proportionnelles aux multiplicateurs, dans A, des coefficients a,, A,, c» qui affectent les inconnues dans la troisième des équations (i).
Multiplions par Ci l'expression (3) de A, après l'avoir augmentée et diminuée de Cib^aii nous en tirons l'égalité
, ^ 61 Cl — C| 61 c, a-i — cLid /ïi ftî — Al /7,
4' T-:. znr — zrz r~r— tt ir^^
bx Cl — Ci 6a Cl a, — ai Ci ai b^ — 6| «j
et celte dernière par extension. Si nous multiplions actuellement les rapports (2) et (4) par ordre» nous obtenons aussi
les égalités
bi C3 — C| bi Cl «3 -^ ai Ci ai b^ — bt a^
qu'il suffit de comparer à l'expression (3) de A, mise sous la forme
tfî( Ai c, — c, éa) -h Al ( c, «3 — «1 Cs) 4- Ct(ai A, — A, a»],'
lOO
DE CELUI DES INCONNUES
13&. Condition pour que n équations non homogènes dn premier degré, kn^-i inconnues, soient compatibles. — Soii donné le système des quatre équations à trois inconnues x,
a, j: -h bjjr -+- c, z 4- A"» = o,
GiX -\- 63/ -4- Cs 3 -f A*3 = O,
ûtX -h bijr -4- C4 2 -h Ar* =: o,
que nous supposerons simultanées, c'est-à-dire admettant pour X, Xt z un même système de valeurs. Nous pouvons rendre ces équations homogènes, en y remplaçant les inconnues par leurs rapports à une quantité arbitraire u; elles de*
viennent ainsi
UiX -f- bty -\- c,3 -h A'.iimo,
a^x H- b^x ^- Ca^ -\'kiU:=Oy
OiX -f- 63^^ -\-CiZ -hkiU = o,
OiX -\- b^jr -h CiZ -^ ktU = o.
Celles-ci, en vertu de la condition établie au n"* 131, ne| sont compatibles que si le déterminant des inconnues est nul, c'est-à-dire si Ton a
If,
Ct
lu
Donc :
Pour que n équations non homogènes du premier degrés à n — I inconnues, soient compatibles, il faut et il suffît quon
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obtienne zéro pour la valeur du déterminant des mêmes équa^ tions rendues homogènes,
i35. Deiudème méthode pour résoudre un système de // équations non homogènes du premier degré, à n inconnues. — Soit à résoudre le système des trois équations à trois inconnues
la)
fl, x -h b^jr -\- c^z -\- d^= o, a^x -^ b^y -^ c^z-h <i^= o,
Nous pouvons adjoindre à ce système Téquation du premier degré à trois inconnues
ax
où les coefficients a, ^, 7 et ^ sont encore indéterminés.
Si nous supposons que Téquation ( 3 ] soit satisfaite par les valeurs des inconnues x^jr^ z qui vérifient le système (2), nous aurons un système de quatre équations (3) et (2) à trois inconnues jt, j, z, lesquelles équations devront admettre les mêmes valeurs pour ces inconnues.
Or ces équations, d'après la condition établie au numéro précédent, ne Seront compatibles que si leur déterminant
e^t nul, c'est-à-dire si
ou Ton a
aD.— ^D„
7D^— Oi
di
dz
Tj
Cj
11 s'ensuit donc que, les coefficients a, p, 7, $ devant satisfaire à la relation de condition (4)) si trois d'entre eux, a, ^ et 7, restent indéterminés, la valeur du quatrième S sera fournie par l'équation (4) et se
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trouvera exprimée en fonction de «, ^, y et des coefficients donnés des équations (2).
Cela étant, éliminons 9 entre (3) et (4) ; nous obtenons l'égalité
Celle-ci, devant être satisfaite quels que soient a, p et 7, exige que ron ait ^ ^
Ce qui fournit, pour les inconnues, des valeurs qui deviendront identiques avec celles du n** 121, si l'on a soin de remplacer d^, d^, d^ par
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LES RÉSULTANTS
$ 1. Résultante de deux équations algébriques. — § U. Méthodes d'élimination entre deux équations. — § lU. Calcul des racines communes à deux équations. — § lY. Calcul des racines doubles d'une équation. — § Y. Les différences des racines d'une équation. — § VI. Résolution de l'équation du troisième degré. — § VIL Résolution d'un système de deux équations à deux inconnues.
§ I. — Résultante de deux équations algébriques.
136. Définition. — Étant donné un système de n équations non homogènes entre n — x variables, si Ton combine ces n équa* lions entre elles, de manière à éliminer lesn — i variables, on obtient une équation R = o, dont le premier membre ne eoniient que les coefficients des n équations données. Le premier membre R de cette équation résultante a été nommé par Bezout le résultant ou l'éliminant du système donné [Histoire de l'Académie de Paris, 1764, p. 288), et Téqualion elle-même R = o porte le nom de résultante [œquatio finalis genua).
C'est en cherchant la résultante de n équations du premier degré à n — i inconnues ou celle de deux équations algébriques à une inconnue que Leibnitz a découvert les déterminants (OEuvres mathématiques de Leibnitz, publiées par Gerhardt, t. II, p. 289 ]•
La résultante forme une relation entre les coefficients du système donné; elle exprime la condition pour que les équations proposées soient compatibles, c'est-à-dire pour qu'elles puissent être satisfaites par un même système de valeurs attribuées aux inconnues.
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137. Résultante d*un système de deux équations dn premier degré à une inconnue. — La résuUante des deux équations
s'obiient en éliminani la variable x entre ces deux équalions. Or, en vertu du théorème du n** 134» ces équations ne seront compatibles que si le déterminant de leurs premiers membres est nul. On trouve ainsi Téquation
I — o, ou «6' — 6a' = o, ' a' b'
qui est la résultante demandée.
138. Résultante d'un système de deux équations du second degré |à une inconnue. — Pour avoir la résultante du système des deux équations
ax"" -^^ bx-r- c — o, a'x^-h b'x -\- c' — o,
on multiplie la première par a', la seconde par a, et Ton retranche le premier résultat du second; on obtient ainsi l'équation
( ah' — ba)x — ( ca' — ac' ) ^- o ;
elle donne pour x la valeur
ca' — a&
^^ ab'- ba''
qu'il sufOt de substituer dans Tune des deux équations donnéesy pour avoir l'équation résultante
( ca' -ac'Y "■ ( ab^ —ba')[ b& -cW) — o.
Cette équation exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations proposées soient compatibles, c'est-à-dire pour qu'elles aient une racine commune. La racine commune est
ca* — ac' bc' — cV aO' — ba' va' — ac'
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139. Résnltante d'un système de deux équations algébriques i une inconniie. — Soient données les deux équations
(2) r (x) --^ b,a^ -H b.af-' f- b^x^'^ h- . . . -h ^„_, x -+- ^, ==. o,
Tune du degré m et Tautre du degré n, n pouvant être égal à m. Nous allons déterminer la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux équations aient une racine commune.
Âdoaettons qu'on connaisse les m racines de Téquation (i) et soient 2„a,, ...,a^ ces racines. Si toutes ces racines sont finies, le coefficient a^ sera différent de zéro et Ton aura
Ponr que Tune des racines a,, a,, . . . ,a^ satisfasse à Téquation (2], il faut et il suffit que Fun des résultats
soit nul, ce qui exige que Ton ait
Réciproquement, si ce produit est nul, Tun de ses facteurs se réduit Qéoessairement à zéro; par suite, Tune des racines de Téquation (i) satisfait à l'équation (2).
Ainsi, pour que V équation f[x) = o, doni les racines «,,«»,.- .,a|„ sont différentes de V infini ^ ait une racine commune avec V équation ^fj) = o, il faut et il suffit que le produit
soit égal à zéro.
On verrait de même que l'égalité
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que Tune des racines ^M Pr • - • 1 ^«t supposées finies, de l'équation (p(x) = o satisfasse à l'équation/(x) = o.
1 iO. Cas où les deux équations admettent 1 une ou toutes les deux des racines infinies. — Supposons que la racine a, soit infinie. Au lieu de
substituer a, dans l'équation 7 (x) = o, on remplace l'inconnue par — dans
l'équation aux inverses /"y f - j — o.
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Le premier membre résultant ^^-^ i ayant ses deux termes infinis, est
indéterminé ; on calculera donc la vraie valeur R^ de ce rapport et Téquation R, = o exprimera la condition pour que la racine a, satisfasse à l'équation <p (x) = G.
Il s'ensuit que, si l'équation /(x) = o admet plusieurs racines infinies a,, o,, ..., ttj, pour qu'elle ait une racine commune avec TéquatloQ ^ [x) = o, il faut et il suffit que l'on ait
Or on sait que
selon que m est pair ou impair, de sorte que
gîg;...xî ^^
par suite, la condition précédente revient à l'égalité
où l'on peut diviser le premier membre par le produit
fit
qui est fini et différent de zéro; donc l'équation
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations données (i) et (2) aient une racine commune (* ). Mais nous avons trouvé que Téquation
( ' ) Cette démonstration suppose que toutes les racines oCj^i, ocj^,, ..., x^, quin« sont pas infinies, soient toutes différentes de zéro. Si l'une ou plusieurs d'entre elles étaient nulles, on conçoit qu'en modifiant les coefficients de (1) et de {2) on puisse rendre ces racines différentes de zéro (144, i^). Or le théorème est vrai pour des racines très-petites; donc il existera encore, à la limite, pour das racines nulles.
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ex|>rijiie la condition pour que les équations données aient une racine o}mmunei lorsque Téquation (i) n'admet que des racines finies ; comme dans ce cas le coefficient a^ est différent de zéro, on voit que cette deuxième équation de condition est une conséquence de la première (3). Donc, quelle que soit la nature des racines «,,«,, , . ., x^de Véqua^tian f(jc) = o^ la relation
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations /(x) == o et f (x) = o admettent une racine commune. On verrait de même que la relation
exprime la ^ême condition , et cela quelles que soient les racines
?iî Pi»- • • » ?■ de l'équation «p(ar) = o.
14^1. Les deux produits R et R, ne diffèrent que par un facteur constant^ attendu qu'ils expriment chacun le résultaol du système des deux équations (i) et (2).
Pour le prouver, d'ailleurs, prenons les deux identités
<p [x] =^b.[x- 3.) [x - ?,). . . (^ - p«), f[x) =ia.[x— a,) ':r — a,) . . . [x — a«);
dans la première, remplaçons x successivement par les racines atf as, . . ., a» de Téquation f[x) = o, et dans la seconde remplaçons x successivement par les racines Pi, (S^, . • . , P« de l'équation 9 [x) = o. Si nous faisons chaque fois le produit des résultats, nous obtiendrons les deux égalités
t=b. (a. - p.) (a, -?,)... >, - (3,) X b. (a,— ?.) (a,— ?,)... (a, - jS.)
X ft. (a«— ?t) (a«— ?,)... >«- i3„), Q=a. (p, - a.) ((3, — aO . . . [p. — a«)
Dans les deux produits P et Q, les facteurs binômes sont
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respectiveroent égaux et de signes contraires; ils sont au nombre de m fois n dans P et de n fois m dans Q, c'est-àdire de mn fois dans chacun d'eux. Les autres fa cteurs 6^ de P et a; de Q deviendront égaux^ si l'on multiplie P par a; etQ par 67; donc on a
ou, en ayant égard aux expressions (I] et (II),
Ainsi les deux résultants R et Ri ne diffèrent que par un facteur constant, qui est 4-1 om — i, suivant que le produit mn est pair ou impair.
441 bis. Applications. — i*" Reprenons les deux équations du second degré à une inconnue du n** 138, et soient a et ^ les racines de l'équation
ax'-t- Ajr -h r = o,
a' et ^' celles de la seconde
Le résultant a;P sera ici
or on sait que
a'P'=-,, a'-^ ?' = --,, d'Où a^+f^'^? ^;
par suite on trouve que
R = rt»c'>- abb'd-^ ac(b'^- la'c') -h //«V- bca'b'-^ v'^a'^ ou
pour le résultant de nos deux équations.
Ce résultat a été obtenu plus rapidement au n** 138 par rélimination directe de x entre les doux équations données.
a*" Considérons encore Téquation du troisième degré
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et sa dérivée
Si nous désignons par a, b, c les trois racines de la première et par a, — a celles de la seconde, le résultant des deux polynômes /(x) et/'(jr) sers
en remplaçant a* par sa valeur — t* Nous avons donc
R = _ (^ _ cY(c- aY(a - 6)»- 4/^ -H 27 y^ ^^
Cette égalité prouve que l'équation du troisième degré a;^ -h px -t- q = o i"" a ses racines réelles, si la quantité 4/^+ ^7q* est négative; a*" a deux racines égales, si cette même quantité est égale à zéro.
Nature dn résultant de deux éqnationB à une inconnue
Nous voyons, par les expressions (I) et (II) du n^ 140, que si l'on connaissait les racines de deux équations (i) et (2), on pourrait mettre leur résultant sous deux formes distinctes.
Considérons la première forme
qui est exprimée en valeur des racines de l'équation (i). La quantité 9 (a,] y est une fonction algébrique rationnelle et entière du premier degré des coefficients b^, 6,, . . ., ^m ^^ l'équation çp(x) = o; de mdme ^(z,) est une fonction algébrique rationnelle et entière du premier degré des mêmes coefficients, et ainsi de suite. Le produit de ces m focteurs de R sera donc une fonction algébrique rationnelle et entière du m^*^ degré des coefficients de Téqualion (2).
Si nous considérons la seconde forme
qui est exprimée en valeur des racines de Téquation (2], nous voyons que /(p,) y est une fonction algébrique rationnelle et entière des coefficients /7,, a,, . . ., a„ de réquation/(x) = 0; il en est de môme des n — i facteurs suivants; par suite, le produit de ces /i facteurs est une fonction algébrique rationnelle et entière du /?**°** degré des coefficients deVéquation (1).
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Or les deux expressions R et R, diffèrent tout au plus par le àgne. Donc le résultant de deux équations à une inconnue, l'une du m*^ et VatUre du nf"^ degré, est une fonction algébrique, rationnelle et entière des coefficients de ces deux équations; il est du «**• degré par rapport aux coefficients de la première équation et du ni^ degré par rapport a ceux de la seconde,
143. Réciproquement, lorsqu'une fonction algébrique, rationnelle et entière A est du m'^* degré par rapport aux coefficients d'une équation du n^^ degré i^(x) = o^ et du nP'^ degré par rapport aux coefficients d*une équation du rr^ degré f[x) = o, si de plus cette fonction À s^ohnule chaque fois que les deux équations ont une racine connue, A ne diffère du résultant R que par un facteur numérique; en d'autres termes, la fonction A est le résultant des deux équations f(x) = o er f (jt) = o.
Considérons, en effet, Tun quelconque des coefficients de l'une deà deux équations f(x) = o et çp(x) =z o, on (i) et (a), par exemple le GoefGcient a. de la première.
La fonction A est un polynôme du degré n par rapport ka^; le résultant R est aussi un polynôme du même degré en a^.
Soient a\y ifi^ .,,y of^ les n racines de Téquation R = o, que Ton obtient en égalant à zéro le résultant R considéré comme une fonction de ^j. Toutes les fois que a^ sera égal à I*une des n racines de cette équation R = o, le résultant R sera nul; par suite les deux équations (i et (2) ont une racine commune; donc la fonction proposée A s'annulera aussi.
Ainsi la fonction A devient nulle pour toutes les valeurs de a^ qui annulent le résultant R ; d'ailleurs A et R sont du même degré par rapport à ^7^; ils ne diffèrent donc que par un facteur indépendant de ^f.
On verrait de même que la fonction A et le résultant R ne peuvent différer que par des facteurs indépendants de tout autre coefficient de f(x) et 7(-r); donc la fonction A est, à «n facteur numérique près, le résultant des deux équations (i) et (a).
144. Propriétés du résultant de deux équations à une inconnue. i" Le résultant R ne change pas lorsqu'on cliange x en x -h à dans Us deux équations; car cela revient à diminuer toutes les racines des deux équations d'une même quantité h^ ce qui ne change pas les différenoe> a, — P,, a, — p,, •••>««—?« entre les racines de la première équation et celles de la seconde, et par suite n'altère pas les valeurs de P et de 0-
a*' Le résultant R ne change pas non plus hrsqi^on remplace x par
- flans les deux équations; car la différence entre une racine a^ de la
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première équation et une racine Pj de la seconde devenant
«i Pj «ifcle nouveau produit P' sera égal à la m^*^ puissance du nouveau premier
coefficient 6. de 7^ - j par
Or dans celte fraction le numérateur est égal (139) à ' — ^ et
le dénominateur est égal à =t — 7— : donc on a
il Tiendra donc pour le nouveau résultant
R = (^^Y'= d= {- i)-«û;P = rfc R.
Donc le résultant change tout au plus de signe.
§ II. — Méthodes d'élimination entre deux équations
ALGÉBRIQUES
U5. Méthode d'élimination d'Euler (']• — Lorsque deux équations f[x) = o, f(x) = o, des degrés m et n, admettent une racine commune o? = a» leurs premiers membres sont divisibles par x — a; par conséquent, si Ton multiplie /(o;) par le produit des n — i autres facteurs de <p(:r), et 9(0:) par le produit des m — i autres facteurs de/(x), on devra obtenir des résultats identiques.
Il s'ensuit que, si Ton multiplie f[x) par une fonction arbitraire de x du degré n — i, qui y introduit n constantes arbitraires; puis <p{x) par une fonction arbitraire de x du degré m — i, qui y introduit m constantes arbitraires; et que
'') Hisioîfe de V Académie de Berlin, 1764, p. 9(>*
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l'on égale terme a terme les deux fonctions de degré m-h n — i ainsi formées, on aura m-¥- n équations homogènes et du premier degré par rapport aux m + n constantes introduites.
Pour que ces m + n équations soient compatibles, il faudra que leur déterminant soit nul (131). On obtiendra ainsi la résultante des deux équations données.
Supposons que les deux équations
ax*-^ bx -i- c:^o, a' x^ -h b' X -h c' =:^ o
aient une racine commune. Nous devons avoir identiquement, quel que soit x,
(A'^-+-B') [ax^-h bx -^ c) =z [Ax -hB) [a'x'-i- b' x -+- &
ou
(A'a-Aa')ar»-f-(A'6-f-B'a — A6'— Ba )x»
-+- (A'c-*- B'6 — Ac'— B6')x -f- B'c- Bc/^r o.
Égalant à zéro les coefficients des différents termes en x, nous formons les quatre équations homogènes
— Atf
-Ba'-
-Af*-
-Bc'-
entre les quatre inconnues A', B^ ~ A et ~ B. Éliminant ces constantes, on obtient l'équation résultante
ou
( 1) (ca'— ac*')'- (ai'— 6a') (6c'— c6') =-- o;
c'est la condition déjà trouvée aux n*"* 138 et 141 bis.
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146. Méthode d'élimination de M. Sylvester ( * ] . — Dans la méthode diafyiique du géomètre anglais» les puissances de la variable x sont traitées comme autant de variables indépendantes. Pour la faire comprendre» il nous suffira de l'appliquer à un ou deux exemples.
Proposons-nous d'éliminer jt entre les deux équations
ax*-{- ftjT -h c = o, a'x^-^ b'x -f- d.
Multiplions chacune de ces équations par x^=^xeix*=: i\ nous formons les quatre équations
b X' Vx^
-f-fc'x'-HC' =
entre les trois puissances successives x% :r% x de la variable ^. Si nous considérons ces puissances comme autant d'inconnues» nous aurons un système de quatre équations du premier degré entre trois inconnues. Ces équations ne seront compatibles que si leur déterminant est nul (134); nous trouvons ainsi la résultante
qui est identique avec celle du numéro précédent.
Soit encore à éliminer x entre les deux équations
a^-^bx^-^-cx -f- d=Of afx^ -hb'x -h(/ = o.
H. Sylvester multiplie la première équation successivement par x^ et x^ et la seconde par x% x* et x*, ce qui lui
;*) Phiiosophical Magazine, i84o, n^ 101, et Journal de Crelle^ t. XXI ,
DosTOB- — Déterm.
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fournit les cinq équations
ax^-hbx^-hcx^-hdx == o, a x' -4- A j;* -f- c ^ -f- rf -- o,
a'x*-^b'x-h& = Oj
entre les quatre inconnues x*, x*^ x^ et x. Éliminant ces inconnues, on obtient l'équation de condition
448. En général, supposons qu'il s'agisse d'éliminer x entre les deu\
équations
aaf^ H- hoT'^ -H ... -h /x -+- / = o,
dont l'une est du m**"' et l'autre du «**^ degré. On multiplie la première par les puissances successives de x
M» * «4* • • • • • %/U tt «A» I «Ar A
et la seconde par les puissances successives de x
«w«ffl*l 4mIN""Z <m3 mI ^fM •
%Mé I M^ » • • • * Mv I «4* • «Ar .
on obtient ainsi m-^n équations entre les //i -h /i — i puissances successives
x"^-', x*^-', . . . , X*, x' de X.
Éliminant ces m + /z — i puissances de x, considérées comme autant d'inconnues distinctes, on trouve la résultante des deux équations proposées.
149. Méthode d'élimination de Bezoiit('). — Cette méthode donne aussi le résultant sous la forme d'un déterminant; mais
(*) Histoire de V Académie de Paris, 176^, p. 29B et 317.
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le déterminant affecte une forme plus simple» qui en rend le calcul plus facile.
Pour en faire saisir l'esprit, nous l'appliquerons au cas particulier des deux équations du troisième degré
ax^ -h ta;* 4- ex 4- J = o, a'x^ -f- b'x^ -f- c'x -^d' = o. On multiplie ces deux équations successivement par
a' et Gy
a'x-h b' et aar-4-6,
a'x^ -f- b'x -h c' et ax* h- 6a; -f- c,
et Ton retranche chaque fois les deux produits obtenus; on forme ainsi les trois nouvelles équations
[ab')x'' -f-(ac')x -+-.(at/') = 0,
[ac']x^-^[[ad') ■+- [bc')\x-^ [bd] = o, [ad ]x^ '¥[bd]x -h (c J' ) == o,
qui, par l'élimination de x^ et Xy donnent Téquation résultante
[ab') (ac') [ad]
[ac') (arf')-+-(6c') [bd]
, [ad] [bd) [cd]
du système donné.
La méthode de M. Sylvester aurait donné le résultant sous la forme d'un déterminant de sixième degré
150. Méthode d'élimination de M. Gayley (' ). — Cette méthode nVst
r*) Philosopliical Transactions, i853, p. 5i6, et Journal de Crelie, t. LU, p. 5;; t. Lllf, p. 366.
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qu'uoe modification de celle de Bezout et fournit la même forme pour le
résultant.
Supposons que les deux équations /(x) =Oyrf(x) =o admettent use
racine commune ; il sera possible, dans ce cas, de satisfaire à réquatioo
f{x'\ f(x)-\-\(f{x), quel que soit X; par suite, si nous posons X = --7-r'
réquation qui en résulte
devra être vérifiée pour toute valeur de x^.
Gomme cette dernière équation est satisfaite par x = x\ nous pouvons d'abord diviser le premier membre par x — x'; puis égaler à zéro les coefficients des diverses puissances de x' dans le quotient; enfin éliminer les puissances successives de x, comme si elles étaient des variables indépendantes.
Soit à éliminer x entre les deux équations du second degré
ax^ -h bx-i-c = Oy a'x^ ~hb'x-i-c'= o.
Nous formons Téquation
(ax'-h bx-i-c) (a'x''-^b'x'-h c') - (aV-h b'x-i-c') (ûx'»-4-6x'-H<r) =o.
qui, après réduction, devient
(ab''^ba')(x-x')xx'-h(ac' — ca'){x^—x")-^{bc' — cb'){x^jc') = o:
divisant par x — x* et ordonnant par rapport à x'', on la change en
[{ab'—ba')x-^{ac''-ca)]x'-h(a(/ — ca')x-+-(bc*-cb') = Q.
Celle-ci, devant être satisfaite pour toute valeur de x\ exige que Ton ait
{ac'— ca')x-+'(bc' — cb') = o ou (rtc')x-H (6c') = o, (ab'—ba')X'+-(ac'-'Ca')=o ou (ab')x-^{ac') = o.
On en tire l'équation résultante
[ac') (bc')
[ab') (ac')
qui revient à
(ac^y'^{ab'f(bc')==o.
151. Méthode d'élimination de Canchy ('). — Ceue méthode n'est que celle de Bezout perfectionnée.
(*) Càocst, Exercices d'Analjrse, i84o, p. SgS.
LES RÉSULTANTS. II7
Considérons d'abord deux équations du même degré, du troisième par exemple, telles que
Si entre ces équations nous éliminons la puissance la plus élevée x* de l'inconnue, nous obtiendrons l'équation du second degré
[ab' — ba') x^ -h [a(/ ^ cd)x'^ad' — da' = o, ou, en suivant la notation abrégée du n^ 17 bis,
» (ab') X' -h [ac' ) x + [ad') = o.
On peut mettre x* en facteur commun dans les deux premiers termes des équations (i), et les écrire
{ax-^b)x^-^ ex -hdz=o, (afx-h b')x^-hc'x'¥' €t = o.
Si nous éliminons x\ il nous viendra (17 bis)
(3) (ac')x^-h [{ad') -h {bc')]x -^ (bd') = o.
Enfin nous pouvons mettre x en facteur commun dans les trois premiers termes et mettre les équations (i) sous la forme
[ax^ -h bx -h c)x-hd=o, [a'x*-^ b'x-h c')x-hrf' = o.
Eliminante, on obtient
i4; {ad')x^-^{bd')X'{-{cd') = o.
Nous avons ainsi formé trois équations (2), (3] et (4)9 qtii doivent être vérifiées par la racine commune aux deux équations (i}. Pour que ces trois équations
(ab']a:' -i- {ac') x ■+■ [ad!] = o, (ac'jx'-h [[ad'] + {bc')]x-\-[bd') = o, [ad')x^ + [bd'] X -t- [cd] = o,
entre les deux inconnues x^ et x, soient compatibles, il faut et il suffit qu'on aille déterminant
(«6') [cu^] (ad')
[ac') {ad')-^(bc') (bd'] =o.
(ad'] (bd') (cd']
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C'est la résultante du système (i). Le premier membre est un déterminant symétrique.
En général» soit à éliminer ^r entre les deux équations
(5) f{x) =fir^x"-hfl,a:"-'-f-r7,jr'^*-h...-h/3r„= o,
(6) (f{x) =^pX"-i-^,j:"-*-f-^,:r«-*-h...-h^^ = o,
que , pour plus de simplicité , nous supposerons d'abord ^ mëose degré m.
Pour trouver le résultant de ces deux équations, on procède, d'aprè> Cauchy, de la manière suivante.
On isole dans le premier membre de chacune des deux équations, d'abord le premier terme, puis les deux premiers, ensuite les trois premiers, . . ., enfin les m premiers termes; on forme' ainsi m groupes d? deux équations; on divise membre à membre les deux équations de chaque groupe et Ton supprime dans les deux termes des fractions de gauche les puissances ^j x"-', jt"-', . . ., x', x, que ces deux tenDes admettent comme facteurs communs.
Oh obtient ainsi les m équations
a^ r/, af"~* -+- ti^ .r"'"' -h . . . -f- ^^_, x -h a^ T?.'^ b, J7"'-' H- b^,ïf"-^ + • • • -^ ^«-1 -c -^ ^«.' a^x -+- fl, _ a^x^'^-^. . . -^ /7^_, X -}- a^ b^x -h b.~ b. jf"~^ -h . . . -h 6„ i^ -^ b„
U I 2 . m—\ Ht
a^ x^-^a^x +- «, _ ^3 a^-^ -h ... -h ^^_, x -^ n^ b^x''-\-b\x-hb^ ~ b^ x"»-*"^ . . . V"^„_, -^-^b^ '
a^ x"'' -f- <7, jr"*-' -h ... -h /!„_, _ «„_, X -{-a b,^^^b,x"^-'-^,,,-^b„Z, " bZ^^X'
b,x'"-^ -f- ^.x-'-^-h . . .-h ^^.,x -4- Vi
JK
Si les équations (5] et (6) ont une racine commune, toutes ces m équations seront vérifiées par cette racine commune. Mettons toutes ces équations sous forme entière, elles deviendront
A.x"-» -+-B,x^-' -hC,x^-' -+-...-+- G, X -4- H, ==0,
A^oT-' -{-B.x^-^ H-Cj-r^-' -h...-f-G3X -4-Hj = o, A.-.^-' + B_,x-'-4- C„_.x«-^ -^ . . . -f- G^^^x - H^,, = 0,
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OÙ nous avons
A, = a^h^ — a^ b^, B, = a^b^^ a^b^, C, = a^b^ — a^b^, et; en employant la notation abrégée des déterminants (17 bis)^
H3 =(ûî*«).
Hm= (''m-.^J-
A. =(^.6J, B^ =[a,bj,
Par ces dernières valeurs on voit que chacune des équations ( 7 ) est du (m — if^ degré en x et que les coefficients y sont des fonctions du premier degré des coefficients a^, a^y • • • « ^m ^^ l'équation (5), ainsi que des coefficients ^», 6,, • • • > ^^ ^^ l'équation (6).
Nous avons ainsi obtenu m équations (7), qui sont du premier degré par rapport à leurs m — i inconnues
Si les équations (5) et (6) ont une racine commune, cette racine satisfera aux équations (7); par suile celles-ci sont compatibles; donc leur
déterminant
■■ifl-l
est forcément nul.
Ce déterminant est du m*^*^ degré par rapport aux coefficients de chacune des deux équations (5) et (6). U est nul chaque fois que ces équations (5) et (6) ont une racine commune, c'est-à-dire chaque fois qu'on a R= o. Il s'ensuit que les fonctions R et A ne diffèrent que par un coefficient numérique (143) ; donc A est bien le résultant des deux équations proposées; et, pour que celles-ci aient une racine commune, il faut et il suffit que ce déterminant soit nul.
153. Considérons actuellement deux équations» qui ne soient pas du même degré, par exemple
ax*-^ bx*-h cx*-h dx -^ e~-o et a' x^-\- b'x -h c'= o, et proposons-nous aussi de déterminer leur résultant.
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Multiplions tous les termes de la seconde par ;r% nous formons l'équation
qui est du même degré que la première
(9) aor^-f- bx*-^ ex* -h dx -^ e=:o.
Isolons, dans le premier membre des équations (9] et [8;, d'abord le premier terme, puis les deux premiers, ensuite divisons membre à membre; nous formons les équations
JC»
-4- ex*
-4- dx
ax -f-
b'x'-^dx' ex* -h dx
a'or-h
qui reviennent aux suivantes :
[ab')x*'^ ( ac' ) X* — dc^x — ecd = o, {«c')^»+ [(6<?') — da']x*— (rf6'+ ea')jp — eV
Si Ton adjoint à celles-ci les deux équations
a' x^-^-b' x*-\- & x=;Oy afx^-r- b'x -f- c'= o.
on aura un système de quatre équations du premier degré entre les trois inconnues x*y x* et x. Pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul, ce qui fournit la résultante demandée
[ab') [a&) dd
[ad] [be']'-da! db'-^-ea' a! b' -cf
ea!
eb'
154. Soient données, en général, les deu^équations de degrés diffiirents
(10) (ti)
f(x) — a^x^-^ a^a^~^'^. • •-t-^«^ Oi ç [x) ~- b^jf -h ù^ af"^ -h . . . -T- ô„ =0,
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(VU m > /i. Si Ton multiplie tous les termes de la seconde (ii) par jf^~", on forme une équation
(12) ^,jr*-h *, j:*~*-f-...-4-6,j:*^=: 0
de môme degré que (lo).
Opérant sur les équations (10) et (12] comme on a fait sur les équations (5) et (6), jusqu'à ce qu'on ait isolé les n premiers termeSi on obtient les n équations
a^ _^ a^af^^-^, ..-i-a^
b^oT-*
b^jf*'^ -t- b^ a:*"'-!- ... -1 qai se ramènent à la forme
Â ces n équations on adjoindra les m — /i équatioAs
b^sf^'^ -H = 0,
que Ton forme en multipliant la seconde (11] des deux équations données par les iTî — /? premières puissances de x^ j:"-**-", a:*"*"*, ...,«•, x*, jb*. On a ainsi un système de m équations (i3) et (i4) à m — i inconnues . , x*, JT, qui, pour être compatibles, exigent qne leur dé-
terminant
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soit nul. Ce déterminant est du degré n par rapport aux coefficients a âe
réquation /(j:) = o et du degré m par rapport aux coefficients 6 de
réquation ^(x) = o; donc il est égal au résultant de ces deux équations.
Le calcul de la racine commune s'effectue par le procédé du n*" 166.
* i55. Méthode de H. Gayley, modifiée par le P. Jonbert. — Si Ton parvient, par un moyen quelconque, à former réquation
(i5) F(a) =B.a"-+-B,tt"-»-f-B,a"-'-+-...-HB, = o,
qui admette pour racines les n quantités
on pourra obtenir immédiatement le résultant R des deux équations
(i6) /(x) =/7^j:^-ha,j:^~*H-. ..H-fl^= o,
(17) (ï>(j:) = ^;j7" H-^jX"-' H-.. .-h^„ = o,
où ^p ^2, . . . , p„ désignent les n racines de cette dernière équation.
Il suffira, en effet, de diviser le terme connu B„ de Téquation (1 5) par le coefficient B^ du premier terme et de multiplier le quotient par 6f , pour avoir, en valeur absolue, le résultant demandé (II) du n"* 140.
* 156. Premier cas. — Supposons d'abord que les deux équaUons données (16) et (17) soient de même degré, de sorte que /i = /m.
Pour former réquation F(tt) = o, considérons la fonction
qui est entière par rapport à x et j, puisque l'hypothèse j' = x annule le numérateur. Cette expression est du premier degré par rapport à s; elle devient nulle, quel que soit^, si l'on y pose en même temps
(19) ^=Pr» «=/(Pr),
OÙ p^ est l'une quelconque des n = m racines de l'équation (17).
Par conséquent, les m coefficients A,, A„ A„ .. ., A,^, des diverse? puissances /""S /""', y""', • • • 1 y > J^ sont nuls dans (18) pour toutes les valeurs de x qui satisfont aux conditions (19).
Pour calculer ces coefficients, je remarque que la fonction (18) ou ^ peut s'écrire
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on bien
(20) *=2CaJ:'/~
-hb,x
OÙ les quantités / et /• doivent recevoir les valeurs o, i, 2, . . . , /w — i. J^obtiens le coefficient A, dey"~\ en posant h = m^i et en donnant à i 1^ valeurs successives o, 1,2, . . . , /w — i ; je l'égale à zéro, ce qui me fournit une première équation
A.= C.,^_,-è,«H-C,,„.,x-+-C,,^,j:»-r-...-HC„_,,„.,j:«-' = o.
Je trouve ensuite le coefficient A, de^'"~*, en posant / = /w — 2, et en donnant à / les valeurs successives o, i, 2,. . ./w — i; je l'égale à zéro, ce qui me fournit une deuxième équation
Calculant de même le coefficient A, dey"~' et régalant à zéro, on forme une troisième équation
-*- (C,.«_5— ^,«)ar'-f- . . . -f- C„^,,«_3^-' = o.
Si l*on continue de la sorte, on finira par arriver à la m^"^ équation, qui est la dernière,
Ces m équations, entre les m — i premières puissances de x, existent pour toutes les valeurs de x et de u qui satisfont aux conditions (19); si Ton considère ces m ^ i puissances
comme autant d'inconnues, on aura un système de m équations du premier degré à /?? — i inconnues. Or, pour que ces équations soient compatibles, il faut et il suffît que leur déterminant soit nul (134). On obtient ainsi Téquation demandée en i« (155)
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Les deux équations (i5 ) et (21) doivent être identiques; par conséqaent on obtiendra le terme B„, qui est indépendant de u, en taisant u dans (21). ce qui donne
^$,m~^ ^l,m^t ^,«-1 ••• ^m-Umt-l ^0,m-ï ^,m-8 Cj,m-» ■ • • ^ '^•.w-S '^l.iii-J *-'»,iii-3
(III
^tf 0 C|,0 Cî,«
Le terme qui, dans (ai), contient u à la plus haute puissance if = /n, est évidemment fourni par le terme principal du déterminant (211), terme dont les éléments appartiennent à la diagonale. Or ce terme est le produit de m facteurs binômes dans lesquels la seconde partie est égale à — ^^u; la puissance la plus élevée de u dans ce produit se trouvera ainsi dans (— i)'"b^t^, de sorte qu'il vient
On a donc (n du n"" 140)
donc ce dernier déterminant B„ ou (III) est, en valeur absolue, le résultant cherché.
*157. Il convient de remarquer que le résultant (III) est un dêtemùnani spnétrique; car la fonction <1> ou (18) restant égale à elle-même, quand on y change x en 7 et vice versa, le coefficient de a^y^ doit être le môme que celui de a^y^\ par conséquent on a C^ = C^^.
*158. Calcul des éléments du résnltaiit (HI). — Les coefGcientsQit qui constituent les éléments dans le déterminant (III), sont fournis par le quotient
(aa) /'Wy(r)-/(j)y(^)^ •
où les polynômes /(x) e%^(x) sont chacun du w**"** degré.
Nous allons transformer cette expression, pour mieux en déduire les coefficients C^.
Puisque
nous voyons que a„_pX^ est le terme général de/(x) et que ce terme fournira l'ensemble des termes de cette fonction, si Ton y remplace/' successivement par les /» + 1 nombres de la suite naturelle o, i , 2, . . ., m.
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De même le terme général de f (7) peut être représenté par b^ ^y^^ où q devra recevoir la suite des valeurs o, i, a, ... m; par conséquent on a
Changeant x en ^ et j^ en x, on en déduit
Le numérateur de notre fraction (12) est donc
Où le terme général
fournira tous les termes du développement (làS), si Ton a soin de donner d'abord à p les jir + 1 valeurs successives o, i , a, . . . , m, puis de donner, dans chacun des m -4- 1 résultats obtenus , les mêmes /n + i valeurs 0, ],a, ..., m à 7. On trouve ainsi que la différence (a3) se compose de (m H- 1)' termes, dont (24) est l'expression générale. Or les /n + 1 de ces termes, pour lesquels/? et q sont égaux, s'annulent évidemment; donc la différence (aS) ne contient en tout que {m -+- 1)'— (« h- i) ou m (/w -h i) termes.
Cesi7i(/?tH-i] termes peuvent encore se grouper deux par deux. En effet, prenons deux quelconques a et p des nombres de la suite o, i , a, . . . m, et posons d^abord /? = a, 7 = p ; puis p=p^q = x\ nous obtiendrons les deux termes
dont la somme est
ou
«1 posant
Or, si dans le produit (25 ) on change a en ^ et p en a, les deux ùtcteurs cbangent seulement de signe, de sorte que le produit reste le même; donc on obtiendra tous les termes du développement (23) au moyen du produit (26), en y donnant à a les valeurs o, 1,2,..., jusqu'à la moitié de m exclusivement, et à ^ les valeurs entières depuis la moitié de m indosivement jusqu'à m.
LIVRE II. — GHAPITRB III
Il s*ensuit qu'on peut écrire régalité
où a est moindre que p et où le second membre se compose de /w (m -h O
termes.
Divisant par jr—x, on obtient le développement
' =2r^p^^(;rP-«-'H-x7P-«^»H-...-hJrf— ').
C'est au moyen de cette expression (Y) que nous allons calculer les éléments C^,^ du résultant R ou (III).
La quantité G^ est la somme d'un certain nombre de coefficients c^ fournis par (IV); or le coefficient c^, dans (Y), n'entre que dans des termes où la somme des exposants de x et j est égale à a -i- ^ — i; par suite, on doit toujours avoir « h- X = a 4- p — i . Il faudra donc résoudre cette équation de toutes les manières possibles, en prenant toujours 2 moindre que p.
Ainsi Ton donnera à a successivement les valeurs o, i, 2, . . . , t\ eU'oo déterminera les valeurs correspondantes de |3 ; de cette manière
Pour a = o, on trouve p = « -+- X* 4- f,
i.j-t-ft
On voit donc que l'on a
(VI) C^k = Co.i^.»+i ^
avec la condition (lY).
D'après ce que nous avons dit relativement au calcul de r^, on ne doit donner à 1 que des valeurs inférieures à la moitié de i -h X* -t- 1 .
* 159. Gomme application immédiate , proposons-nous de calculer le résultant des deux équations du troisième degré
f[a:) ~ a^JT^ -^ a^J;^ -h a^x -h a^y <f(x)= b^a^ -k-b^x^-^b^x-^ b^.
Ce résultant se déduit de (III) du n'^lSG, en y faisant m — 3; ii est
LES RfiSULTAlfTS. I27
puisque (157)
C,, = C,,, C,, = Cj2 et C,, = C,,.
Pour déterminer les éléments de ce résultant, nous avons recours à la formule (VI), qui, combinée avec (lY), nous donne
C„ = ^« H- c,^ = a^b. — a^b^-^a^b^^aX = («3^) -^ («i^),
D nous vient donc ,
(«36J (fl,^.)
* 160. Deuxième cas. -- Les deux équations données (i6) et (17) sont de degrés différents. Supposons que m soit plus grand que n, La fonction (18) Ott
peut s'écrire
126) * = iCaJ'r*— K
^jX
elle est du [m — i)'*^ degré par rapport kjr. Les coefficients/""*, 7**
/> y*'\ . . ., ^, / des diverses puissances de y doivent encore être
nuls pour toutes les valeurs de x qui satisfont aux conditions (19].
Je détermine d'abord les coefficients des n dernières puissances de 7-, ceux de /•"', /*'% . . .,/, y. Pour cela, il me suffit d'attribuer à X-, dans (26), successivement les valeurs /i — i, /i — a, . . ., 2, i, o et de donner à 1, dans chaque résultat, les valeurs successives o, i, 2, ..., « — I. En égalant è zéro ces coefficients ainsi calculés, j'obtiens les n équations
iC.^- ^«) -^ (C,^-3- ^,")^ H- {C,,,.3— b,u)x' ---..,-
(C.,-^.tt) =
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Il reste à égaler à zéro les /w — /i coefficients de y^\ 7*"*, •••>/■» qui, d après la composition (26) de 4», sont indépendants de ce. L^ termes qui contiennent ces puissances de j^ ne se trouvent évidemment que dans la partie
/(^)?(r)-/(jr)y(^)
de la Tonction <&; or la quantité/(âr) ^(j], qui figure au numérateur de cette première partie, est du ri*^ degré par rapport à y\ par suite le quotient
jr — x
n'est que du (/i — i)'*"* degré par rapport à y\ donc ce quotleat ne contient aucun des termes cherchés, et ces termes ne peuvent provenir qw du quoUent
/rr)y(x^ .. fir)
jr — a: ' ^ ' jr — x
En effectuant la division, on trouve que
a^j^-'-ha^x /-•-h^.x' y^-i-,..
Égalant à zéro les coefficients des puissances de /, qui sont supérieures à la (/i — 1)'*~, on obtient les m — 72 équations
(a.x -h a,)ff[x) = o.
qui se réduisemt à la seule équation ff[x) = o.
Aux n équations [l'j) déjà écrites, je ii*ai donc qu*à adjoindre les j» — « équations
ç(x) = o, xç(x) = o, jr»f(x) = o, ..., af'-»-'<p(a:) = o ou
-hfcx**»
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pour avoir un système de m équations du premier degré à /n — i inconnues. Ces équations, devant être vérifiées pour toutes les valeurs de X et de u qui satisfont aux conditions (19), exigent que leur déterminant soit nul. On trouve ainsi Téquation demandée en u
(C.._,-6,«) (C,^_,-è.tt) ... C_...
On en déduit, comme au n"" 156, la valeur du résultant, qui est
^§,«-1 ^M-l • • • ^m-a,iM-l *-'m-i
^ i61. D'après cela on trouve facilement que le résultant des deux équations
est le déterminant
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Pour calculer celle racine, nous mellrons les deux équations sous la forme
[ax -4- b)x -h c =^o, [a' X -h b' ) x -i- c' = o;
éliminant la variable x qui esl en évidence, nous obtenons
l'équation
ax -^ b c
d'où nous tirons
et par suite, eu égard à Tégalité [I) du n** 145,
_ [b^\ __ ica']
pour la valeur de la racine commune.
Supposons que les deux équations
ax^-h bx^f- ex -{- d~.o, a' x^-^-b'x -h & -r-o
admettent aussi une même racine. Si nous adjoignons à ces deux équations celle que donne la multiplication de la seconde par X, nous formons le système des trois équations
[a X -}- b ]x^-{- c X -^ d [a'x -hb')x^-T' c'.x
entre lesquelles nous pouvons éliminer les puissances x'et j^ qui sont en évidence. Nous trouvons ainsi Téquation du pr6| mier degré
! ax -h b
qui nous donnera la racine commune. Celte équation pou^'al
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secrire
notre racine sera
c' ( bc' cb'
-d ( ca' —
ac'] — d,a'b'
16(^. Enfin considérons encore les deux équations, toutes deux du troisième degrés
/[i] aa:^-{- bx^-^-cx-i- d = o, a' x^-^ b' x^-h c'x -^ d' = o,
auxquelles nous attribuons une racine commune. En leur adjoignant les deux équations que fournit leur multiplication par Xy on forme le système des quatre équations
[a X -\- b)x^'i'C x^-i-dx r=z o,
ax*i-bx^-hcx-^-d=Of
{a'x -r- b')x^-^ c'x^ -i-d'x -- o, û'arM- 6'j;'-f- c'x -h d'z=zzo
entre les trois inconnues ^S x^ et x. Eliminant ces variables, considérées comme indépendantes, on obtient l'équation
ax -h
qui donne la valeur de la racine commune.
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165. Si les deux équations (i) avaient deux racines communes, on les mettrait sous la forme
éliminant x entre celles-ci» on obtient Téquation
ax^ -h bx -\- c d a'x'-^b'x-^c' d' qui revient à
[ax^-hbx'\-c)d' — [a'x^-^b'x-hc'] d — o,
ou à
(ad''^da')x'-h{bd'—db')x'^ (crf' — rfc') = o,
et donne, pour les deux racines communes, les valeurs
db' — bd' ± sj(bd' — db' Y — 4 [ad' — da! ) [cd' — dd
2 \ad' — da! )
166. En général, considérons les deux équations (5) et (6) dun^ JS2, qui sont toutes les deux du /w**™ degré.
Si ces deux équations ont une racine commune, leur résultant (I) du n^i52 sera nul.
Supposons que, dans ce déterminant (I ), l'un des déterminants mineurs, correspondant aux éléments de la dernière colonne des H^ ne soit pas nul, par exemple, le déterminant mineur qui correspond à Télément H.. Si nous supprimons, dans le système (7) du n"* 452, Téquation qui contient cet élément H^, nous aurons un système de w — • i équations à /w — i inconnues» savoir :
A,x«-' -hB,j:^-'
BjO:"'-'
A^, ^-' ^ B^_, ar--^ -+- C«_, a:»-^' -^ . . . -f- G„_, x -^ H^,. = o,
qui sont du premier degré par rapport à chacune des m — 1 puissances x^-\ jf"\ . . . , x', X de rinconnue x.
Si nous voulons avoir la première puissance de la racine commune, nous résoudrons ce dernier système par rapport à la première puissance
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de X. Nous trouvons ainsi l'équation du premier degré
XH-
^m-l "m-l ' ' ' "ni-l
qui nous donne la valeur de la racine commune.
Si l'on voulait avoir la i*^^ puissance de la racine commune, où i est un nombre entier inférieur à m, on résoudrait le système précédent par rapport à Tinconnue a:^.
On opérerait et Ton raisonnerait d'une manière analogue sur le système des deux équations (lo) et (i i) du n^ 154, qui sont Tune du m^'^'et
l'autre du w**"* degré.
167. Pour mieux nous faire comprendre, appliquons cette théorie au système des deux équations du quatrième degré
ax^-^-bx^-hcx^-i- dx h- <? = o, a'x^ -h b'x^ -H f 'x' -+- d'x -^e'—o,
Cherchons le résultant de ces deux équations par la méthode de Caucby (n** 152). Nous formons le système des équations
ba?
-h rx*
dx H- c
H- ex'
ax-h b
CX
dx -h e
""cV
dx -+■ e'
nx^
dx H- c
Ux
dx
ax'-^bx'-^cx^d
qui, mises sous forme entière, se réduisent au système
[ab')x^ (ac')x^
[€ic)x'* -\- [ad]x -\~ [ae'] — o,
[[ad']-^[bc')^x'-^{[ae')^[bd!]^^x
[{ac')~^(bd)^^x'-^[[bc')-^-(cd)\x
(6^)x'-f- [ce!)x ^(dc').^o
[be') [ce']
de quatre équations aux trois inconnues a?, x* et x.
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Si les deux équations proposées ont une racine commune, cette racine satisfait au système (i), ce qui exige que Ton ait
[Ob') (ac')
[ac') (ad)-^(ùc')
(ad') (ac')-h(bd')
(ae') (be')
Jarf) (ae')
{ae')-^(bd) (be')
{bc')-^(cd') (ce')
(ce') (de')
Cette condition étant remplie, on peut calculer la racine commune.
Admettons que les déterminants mineurs, qui correspondent aux éléments de la dernière colonne, ne soient pas tous nuls, et que, par exemple, le déterminant mineur
(nb') (ac')
(ac') (ad')-¥(bc') (ad') (ad)-^(bd')
[ad') (ae)^(bd)
(b(^)-^(rd')
qui correspond à l'élément (d^) de la quatrième colonne, soit différent de zéro.
On aura le système des trois équations
( {ab')j^
(4) {ac)x^
( (ad')x'
(ac') X' -+- (ad')x -h (ae') [(^rt')-4-(^r')].r'-h[(/7tf') [(ar')^\J)d')^x''-^l(bc')
(bd')'\x (cr/)]x
(be') (ce')
qu'on résoudra par rapport à l'inconnue x. On en déduira
(ab') (ac') (a'd)
(ad') (ad') -i- (bc') (ae')-^(be') (ad') (ac')-h(bd\ (bc')-^(cd')
(ac' ] [ad' ) -f- (&;' 1 (ad) (ac')-i-(bd')
[ae }
[be')
ce
pour la valeur de la racine commune.
Si tous les déterminants mineurs relatifs aux éléments de la demièro colonne dans A (i) sont nuls, on aura un système de trois équations ( 4 ) à trois inconnues dont le déterminant est nul. Par suite, il v a indétermination, puisqu'il ne saurait y avoir impossibilité, attendu que !«' système (4) est satisfait par la racine commune des deux équations données, racine dont l'existence est constatée par la relation A = o.
Dans ce cas les équations proposées admettent au moins deux racine> communes.
Le déterminant ^ ( 3] étant nul, supposons que dans S les déterminant^ mineurs relatifs aux éléments de la dernière colonne ne soient pas tou>
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nais, et que, par exemple, le déterminant mineur
[ab') {ac')
{ac') (ad')-\-{bc')
qui correspond à Télément (be')-^(e(f) de la troisième colonne, soit différent de zéro.
On prendra le système des deux équations
(ab') x" -h [ac'] x» -h [ad')x h- [ae') =-- o,
( ac') a? -h \\atV) -+- [bé)^ x^ h- [(«<•') -h [bd )] x -f- [be') = o,
entre les deux inconnues x' et x', et on le résoudra par rapport à Tinconnue x'. On trouve ainsi l'équation du second degré
\ iac') {ad')-i-(bc')
[ab') [a(f)x-\-[ae')
[ae') [[ae')-^[bd')x-^(be')
qui donne les deux racines communes.
De ce qui précède on conclut que :
Chaque fois que les coefficients des équations [S] et [^) du n'* i^^sont réels, si ces équations admettent une racine commutiCy cette racine est réelle;
S'il X o deux racines communes , elles sont ou réelles toutes les deux ou imaginaires conjuguées;
S* il y en a trois y elles sont ou toutes les trois réelles, ou bien Vune est réelle et les deux autres sont imaginaires conjuguées.
§ IV- — Calcul des racines doubles d'une équation.
168. La méthode que nous allons employer est générale. Nous la donnons pour l'équation du troisième degré
Si cette équation admet une racine double or = a, la racine sera commune à Téquation donnée (i) et à celle
2) f[^) =^^ -r- 2,ax -h b = o,
que Ton obtient en égalant à zéro la dérivée première de /(or).
La résultante des deux équations (i) et (2] fournit la con-
X — CL
et en multipliant ces deux égalités en croix. Nous obtenons ainsi Téquation
(ar'-+-Aar-hB) [x^-^-%ax 4- 6) — (or-f-C) (a:* -4- 3aar»-h3 6j:h-c] =0,
qui se réduit à
(A — C — a) ^» 4- (2 Aa -+- B — 3Ca — 26) a?»
+ (A6 -h 2 Ba — 3C6 — c) ^ -h B6 Ce =: 0.
Égalant à zéro les coefOcients des diverses puissances de x, nous formons les quatre équations, à trois inconnues A» B, C,
aaA -h B — 3aC — 26 = 0,
6A4- 2aB — 36G — c ==0,
-+- 6B— oC
qui, pour être compatibles, exigent que leur déterminant soit nul (ISi*). On trouve ainsi Téquation de condition
aa I 3a 26
h laZh c
i a 2,b 2a 2b c —a ù c o qui se réduit à
Lorsque cette condition est remplie, on obtient la valeur
2a I ûr b aa 26 o b c
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de la racine double, en éliminant x* et x entre les trois équations
[x -i-Sa) x^-^Zbx-k- c = o,
(ar-{- 2a)ar*4- bx =o, x*-^2ax'¥-b = o,
dont la seconde s'obtient en multipliant (a) par x, et où les coefficients de x* sont regardés comme des constantes. La racine double est donc fournie par l'équation
qui donne
3g(6^ — flg)-hc(6--a')
2(6* — ac)
ou
2a (6' — ac]
en ayant égard à la relation [3j.
Si l'équation du troisième degré est donnée sous la forme
[5] x^-^- px -h q = Of
il suffira de poser, dans la relation (3) et la valeur (4)»
On trouve ainsi que l'équation (5) admettra une racine double si l'on a
iïï-iiy-
ei que cette racine double sera —
Considérons le déterminant du troisième ordre
abc b c a c a b
nous en obtenons la valeur développée, en l'ordonnant suivant les éléments de la première colonne; il nous vient ainsi
ou
= fl(6c — a^) -4-6(ca — 6*) -4-c(a6 — c*].
A = Zabc — (a^-4- 6» -h c*).
Nous trouverons une autre expression de A, en augmentanty dans (i), la première colonne de la somme des deux autres; ce qui nous donne
Ai::.
— (tf H- 6 -f- c)
et prouve que le polynôme (2) admet le diviseur a -h A -+- c- Soit a Tune des deux racines cubiques imaginaires de Tunitéy l'autre sera a}. Si dans (2) nous remplaçons a et ^ respectivement par aa et 6a', ce polynôme devient
3aoc.ba*,c— (a^a^-h b^a^-\-c^) attendu que a^= i; ce polynôme n'a donc pas changé et l'on a
aa ba}
ba'
aa
aa
ba^
aa~T~ bà'-h c ba* c ba' -h c -^ aa c aa c -{- aa-i-ba^ aa ba^
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OU
A = [aa -\' ba}-^ c]
ba}
aa
aa ba"
donc le polynôme (2) est aussi divisible par aa h- ba^-^ c. On verrail de même qu'il est encore divisible parfla'-h 6 a 4- c. Il vient ainsi, quels que soient a, b et c,
Zabc — [a^-h b^-in c^)
= [a -h b -^c] aa -^ ba^-^ c] [aa^-h ba -f- c] X q;
or, pour a-zo et 6 = o, les deux membres se réduisent à — c^ et c^q ; par suite, q est égal à — 1 et Ton a
,3 a»-f- A' -4- c^— 3abc —{a-hb -{- c) [aa -h 6a' 4- c] [aa''-{-ba-\- c).
Dans celte identité remplaçons c par — x; elle devient, par le changement des signes,
x^—3aba: — a'— 6^— (a: — a — 6) [x — aa-—ba^] [x — aa^—ba).
et donne
a:r-=a-h b, Xt--.aa-\'ba^y Xi^= aa^-\-ba
pour les trois racines de l'équation
5 X* — Zabx ~ a^—b^=:o.
Si Ton avait à résoudre l'équation
r^-h/?j7 4- 7 = o, il suffirait de poser dans
ab= — ^^ a^-\-b^ —
ce qui donnerait pour a et 6 les valeurs connues
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Les trois racines de l'équation (6) seront donc
-=v'Vè-?-v^'-\/ë-f
iy/iTvf7ï-O±:0_/^-j
170. Nous venons de voir que le déterminant (i) du troisième ordre se décompose en un produit de trois facteurs du premier degré par rapport aux quantités a, b et c. Cette décomposition constitue un cas particulier de la proposition suivante.
Théorème. — Lorsqu'un déterminant du /i*'*"" ordre
a pour lignes ou pour colonnes les n permutations circulaires que l'on peut former avec une suite de n quantités
a^ (?j Cf * ' ' 1 '* 7 ')
ce déterminant est le produit de n facteurs du premier degré par rapport à ces quantités. Ces facteurs sont les sommes des produits que Von obtient, en multipliant ces quantités par les n puissances successioes de chacune des n racines /i**"" de l'unité.
Soient «, P, 7, . . . , ^ les /i racines /i""" de Tunité. A la première colonne de A ajoutons les /t — i autres colonnes multipliées respectivement par les /z — I premières puissances de a ; nous aurons
a H- ^a H- coL^-i.
, ..-f-Xa"-»-H/a"-'
b -T- COL-h
...-+-/ a»-» -fla»-*
/ -h ûia -f ba}-r
H-Xa"-»..
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Appelons A le premier élément
fl -h ^ a -h ca* -t- . . . -f- /a"~*
de la première colonne; nous avons le second élément de cette colonne
6-1- ca -h . . . -+- /a"-*-i- «*•-*= a"-* {ba -h cct^-h ... -h lo^*-^ a) = a""* .A, attendu que
il s'ensuit que le premier élément A de la première colonne divise le second élément de cette colonne; il est facile de voir que A divise aussi le troisième élément, le quatrième et jusqu'au dernier élément de la première colonne ; donc le déterminant A est divisible par
A = a -+- ôa H- ca*-^. . . -h /a"~*.
On verrait de môme qu'il est divisible par
B = a H- Ap -h cp'-h. . . -+- /p"-*, C = a -H ^7 -+- cy'H- ... h- /y*"',
et aiosi de suite. Ce déterminant A est donc de la forme
18) \ X (fl -f- ^7-4-^7*-+-...-+- Z'/"-*)
X (a-h b'k -hcX^-h. . .H- />*"');
nais rhypothèse û = ^ = c = ...= X' = o réduit le déterminant (7) à a seconde diagonale, qui est composée de n éléments égaux à /; la va-
enr de ce déterminant se réduit donc à (— i) * /".La môme hypo-
hèse réduit le déterminant (8) à K/". Donc on a K = (— i) * .
§ VI. — Les différences des racines d'une équation.
171. Produit des différences de n quantités. — Soient tonnées les n quantités quelconques
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et le déterminant
formé avec les n premières puissances de ces quaDtités, comptées à partir de la puissance zéro. Si dans A nous posons 6 = a, les deux premières colonnes deviendront identiques et le déterminant s'annulera; par suite A est divisible par a — b. On verrait de même que A est divisible par la différence de deux quelconques des n quantités (i). Donc on a
où K désigne le coefficient par iequel il faut multiplier l< produit des différences des n quantités (i) pour avoir à.
Or le degré de ce produit est i-h2+34-...-h(n— 1)=-^
et le degré du déterminant (a) est aussi — ^ \ donc K ne
peut représenter qu'un facteur numérique. Supposons que les n quantités (a] soient rangées par ordre
de grandeurs croissantes; chacune des — différences du
produit (3) sera négative; par suite on a K= (— i) * .
172. Produit des carrés des différences des racines d'une équation algébrique. — Supposons i]ue les n quantités .i| soient les racines d'une équation f[x) = o, et désignons pai ^0» Siy Si, . . , S2n-i les sommes des puissances zéro, première^
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deuxième, ..., (211 — 2]*^"'* de ces racines. Si nous élevons au carré le déterminant (2), nous aurons
IH- I -h H- . . . -h I
a-'-+-ér--' -h... -+-/"-• a" -+-^-4-... H-/" ..
OU bien
Si St
Sin—7
pour le produit des carrés des différences des racines de notre équation.
Si l'équation a deux racines égales, ce dernier déterminant est forcément nul.
Ainsi l'équation du troisième degré aura deux racines égales, si l'on a
5o Si St
5| St Si
Si Sy $4
Il est d'ailleurs facile de voir que le déterminant
où a représente la racine double et p la racine simple, est égal à zéro.
173. Somme des cairés des différences des racines de réipiation dn troisième degré. — Nous savons que (108)
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or la somme des carrés des trois déterminants compris dans cette notation est (112)
S4 Si Si St
par conséquent il vient
Nous pouvons supposer que a, b ei c soient les racines de réquation du troisième degré.
§ VII. — Résolution d'un système de deux équations
A DEUX INCONNUES
174. Proposons-nous de résoudre le système des deui équations à deux inconnues x et^,
dont nous supposerons la première du m""* degré par rapport k X ex X et la seconde du /»**"• degré par rapport à ces inconnues.
Ordonnons les deux équations par rapport aux puissances décroissantes de x et soient
(^{x,jr) = btX^ -h bix^^ -t-. . .-h 6^r= o
les formes résultantes de ces deux équations, dans lesquelles les coefficients a^^ ^i, ..., a^ et fro» bi, ..., b^ seront des fonctions de x- Le coefficient a^ sera du degré zéro par rapport à Xf ^i du degré x au plus, Ot du degré a, . . ., a« du degré m en XI de même les coefficients b^y bi,...,bn seront au plus des degrés o, i, . . . , n par rapport à /.
Soit ^ = a, j=p une solution du système donné (i). Si dans ces équations nous posons 7- = (3, nous aurons deux
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équations en x^
12) /[ar,(3) = o, <i)(a:,(3) = o,
qui admettront une racine commune a.
Éliminant x entre ces deux équations (2], d'après la méthode de Cauchy (152 et ISi*), nous obtenons l'équation résultante R = o, qui. exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les équations (2) aient une racine commune.
Si, dans l'équation R = o, nous remettons 7 à la place de % la relation R = o sera une équation en y.
175. Cette équation sera au plus du degré mn par rap^ port à y.
En effet, le résultant R est une fonction algébrique, entière et rationnelle, des coefficients a«, ai,. . ., a. et &«, 61,. . ., 6„ des équations (i) et (2); il est du n^^""* degré par rapport a a„ a,, . . . , am et du n*^** degré par rapport à 6«, 6„ . . . , 6». Mais, parmi les premiers coefficients, a» contient/ à la puissance la plus élevée qui ne dépasse pas la m^^^\ par suite R, qui est du n^**"* degré par rapport aux a, est au plus du mn**"»* degré en y.
De même; parmi les seconds coefficients, A. contient j à la puissance la plus élevée qui ne dépasse pas la /i**">«; par suite R, qui est du n**""* degré par rapport aux 6, est au plus du m/***™* degré en y.
176, Pour résoudre le système (i), de l'équation résultante R = o, qui est du degré mn en /, on tire les mn valeurs de y
On les substitue dans les deux équations (i). On obtient ainsi mn groupes de deux équations en x, qui sont
' /(^,ra;==o, o[x,y,]—i
DosTOR. — Déterm, i o
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On détermine ensuite la racine commune aux deux équations de chaque groupe. Si Xx, x^y . . .yXm» désignent les racines communes à ces mn groupes respectifs, les couples de valeurs
x^xu r'^y^y x — x^, /=r>»
formeront les solutions du système proposé.
177. Lorsque les deux équations (i) sont du même degré m, l'équation du degré m* en/ sera (152)
où Ai9 B,, . . . y Â>y . . . , H. ont les valeurs ( 152)
Aj=ao6a — ctibo,
> • . • » H«, = <Ia_i 6a — ambm-v
Si, au contraire, les deux équations sont de degrés différents m et n, Téquation du degré mn en j sera (154)
. . Ui
. . Ha
APPUCàTION dis déterminants à Là TBiaONOMÉTRIB. l/^']
CHAPITRE lY
ilPPUCATION DES DÉTERMINANTS A LA TRIGONOMÉTRIE.
178. Relation entre les cosinns des trois angles d'nn triangle. — Soient A, B, C les trois angles d*un triangle et a, b, c les côtés respectivement opposés. Sur chacun des trois côtés projetons l'ensemble des deux autres côtés; nous formons les trois équations homogènes du premier degré entre les trois inconnues a, 6, c
I— a -h b cosC -h c cosB = o,
acosC — 6 -+-ccosA = o,
acosB + icosA — c =o,
qui, devant être compatibles, exigent que leur déterminant soit nul. On trouve ainsi la relation
— I cosC cosB cosC — I cosA cosB cosA — I
ou
cos» A -h cos'B -+- cos'C •— 2 cos A cosB cosC —1 = 0. 179. Condition pour qne trois droites Oa^Ob^Oc [fig. i },
issues d'un même point 0, soient situées dans un même plan. — Posons les angles aOc=: A, 60c=B, a06 = C. Par un
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point quelconque a de la droite Oa menons une parallèle ac à 06. Si la droite 06 est située dans le plan aOc, cette parallèle rencontre la ligne Oc en un point c et forme avec elle et 0 a le triangle Oac.
Les trois angles de ce triangle seront
aOc = K, Oca=bOc=zB, 0ac = tt — a06 = 7r — C;
par conséquent nous avons entre ces angles la relation (178
— I — cosC cosB — cosG — I cosA* cosB cosA — i
Nous pouvons multiplier la première et la deuxième ligne par — I , puis multiplier aussi par — i la troisième colonne résultante; nous obtenons ainsi la condition demandée
(II
I cosC cosB cosC I cosA cosB cosA i
dont le développement est
(2) I — cos*A — cos'B — cos'C -{- a cos A cosB cosC = o.
Si a et p désignent les angles que fait une droite Oc arec les deux axes de coordonnées Oa et 06» et que 6 soit l'angle de ces axes, on aura entre ces trois angles la relation
(III
ou
I COS a cos^ cos a I cosd cos^ cos 9 i
sin»0 = cos'a + cos'P— 2 cos a cos |3 cos 6.
180. Bégiproquement, si la condition [II) ou {ii) esi remplie, les trois droites Oa, 06, Oc {/ig, 2) sont situées dans un même plan.
APPLICATION DBS BÉTBRMINANTS A LA TEIGONOMÉTRIE. l^Q
Car, si Ton augmente et que Ton diminue à la fois le pre-
mier membre du produit cos' A cos'B, l'égalité précédente (2] devient
1 — CCS* A — cos'B -4- cos'A cos*B — cos'A cos*B
H- acosA cosB cosC — cos'C = o
(4 — ros'A) (i — cos'B) — (cosAcosB -~cosC)* = o,
qu'on peut écrire
sîn'Asîn'B — (cosAcosB — cosC)' = o,
ou encore
(sin A slnB -h cos A cosB — cosC)
X (sînAsînB — cosAcdsB-^ cosC)=: o.
Le premier facteur est égal à
f. i>v r ' C+A-B . C-A-hB
cosfA — B) — cosC = 2sin sm ;
le second facteur est égal à
n IL «N .A-;-B-!-C.A4-B — C
cosC — cos(A-f-B) = 2sin sm •
Notre relation (2) revient donc à l'équation
Asm sm sm sm = 0.
Or celle-ci exprime que la somme des trois angles A, B, C est égale & quatre angles droits, ou que l'un d'eux est égal à la somme des deux autres; donc les trois droites Oa^ Ob, Oc sont situées dans un même plan.
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* 481 . Nous pouvons donner une application curieuse de la formule (H), en l'employant à déterminer le rayon du cercle tangent à trois cercles donnés.
Soient Op O,, 0, les centres de ces trois cercles; r^, r,, râleurs rayons. Considérons le cercle qui est tangent extérieurement à nos cercles et soit 0 son centre et x son rayon.
Joignons le centre 0 aux centres des trois cercles donnés et menons les droites 0,0,, O3O,, 0,0,.
Afin de simplifier les calculs , posons
(5) 00, = a:-f-r, = R„ 00, = xH-r, = R„ 00,= x-hr, = R„ et faisons
puis
l'angle 0,003 -A, 0,00, = B, 0,00,= C.
Les angles A, B, G, étant compris entre trois droites 00,, 00,, 00, issues, dans le plan, d'un môme point 0, satisfont nécessairement à la relation (II).
Or le triangle 00^0, nous donne
0, 0, ^ 00, 4- 00, — aOO, 00, cosC, ou, en ayant égard aux égalités (5) et (6),
c' - Ri -+- RJ — aR, R, cosC ; par conséquent nous avons
aR,R3 cosA r^ RJ -+- R» — à", 2R3R, cosB ^ RJ H- R; ~ ^, aR, R, cosC =^ RJ H- R; — c\
Substituons ces valeurs dans la relation (H), après avoir multiplié les trois lignes respectivement par aR,, aR,, aR, et les trois colonnes par R,, R„ R,; nous obtenons l'équation
aRJ R;-hRî-c»
R;-f-Rî-c» . aR;
r;h-r;~^' rj + rj-û»
que nous pouvons mettre sous la forme
I -Rî
-Rî -
-Rî
Rî
-c» Rî
1 RJ-c»
r; rî
Rî
-fl»
Rî
oa encore
-Rî
-RJ RJ-
Rî
RJ-fl»
-Rî Rî-
Kl a»
Rî
Dans cette équation on peut aussi simplifier le premier membre, en ajoutant la seconde colonne à chacune des trois suivantes. Nous trouvons ainsi, après avoir changé les signes de la première ligne, puis des quatre dernières colonnes,
Rî
ni
RJ
. Rî
I ni
I Rî
Il nous suffira ici de mettre à la place de R,, R„ R, leurs valeurs (5), pour avoir Féquation
I (x-hr,)^
qui nous donne le rayon x du cercle tangent aux trois cercles donnés.
182. Relation en déterminant entre les trois côtés a, by c d'un triangle et Tangle A opposé à Tun d'eux. — Dans les équations (i) considérons comme inconnues les angles B etC.
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Ces équations pouvant s'écrire
a— b cosC — c cosB b — ocosA — a cosC — o.cosB c — ftcosA — o.cosC — a cosB
on voit que l'élimination de — cosC et diatement la relation
— cosB donne immé-
b — ccosA a c c — ftcosA o a
qui devient, en divisant les deux dernières colonnes par a^ puis en multipliant par a la première ligne résultante.
h — c cos A I o c — b cos A o I.
On en tire
b — ocosA I o c — 6 cos A o I
ou encore
(IV) a»=-
b I cos A c cos A I
= 6' -h c*— - a6ccosA
Résondre r équation
cos^
coso?
cos a
cos^
cos a
cosy
cos (3
cosy
De la seconde ligne retranchons la première multipliée
APPLICATION DBS BtTSBMINAlITS A LA TRIGOROHSTBIB.
par cosx; il nous vient
I COSâT O O
G sin'x cosce cos^
o cosa I cosy
o cos|3 cosy i
sin^o: cosa cos|3 cosa I cosy cos|3 cosy I
En développant ce dernier déterminant par la règle de Sarrus (52], on trouve de suite que
sin'y sin*x = cos'a -f- cos'P — 2 cosa cos^ cosy,
d'où
sin^
± ^cos'a -4- cos*p — 1 cosa cosp cosy
siuy
II T I
0 0 COSV— ï cos^-
0 COSV — ï 0 cosX — 1
0 COS/X — I cosX — I 0
0 COSV — I COS/X — I
COSV — 1 0 COS^ — I
COSjX- I cosX — I 0
Ce dernier déterminant est du troisième ordre; on peut en calculer immédiatement la valeur développée par la règle de Sarrus. On trouve ainsi que
(î) = 2(cosX — i) (cos/x — i) (cosv — l) = — 2(1 — cosX) (i — co8/x) (i — cosv).
i54 ou bien
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— i6sîn»- sin*- sin»-»
en se rappelant que i — cosX — 2 sin' - 185. Prouver que
sina sinj3 siny çosa cos(3 cosy
= sin((3 — y) -hsinfy — a) -4-sin(a— P)
Retranchons la première colonne de chacune des deux suivantes ; il nous vient
A = sina sin|3— sina siny — sina cosa cos(3 — cosa cosy — cosa
sin(3 — sina siny — sina cos(3 — cosa cosy — cosa
= (sin(3 — sina) (cosy — cosa) — (siny — sina) (cos^ — cosa
=^ (sin^cosy — sinycos(3)
-h (siny cosa — sina cosy) H- [sina cos^ — sinp cosa ;
donc on a
A = sin{p — y) 4- sin(y — a) -4-sin(a— (3).
Démontrer qu'on a encore
sin« sin|3 siny cosa cosp cosy
r=- 4sini((3 -y) sInKy - «) sini(a
Nous venons de voir que
sinp — sina siny — sina cosp — cosa cosy — cosa
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or on sait que
sinp — sina = cosp — cosa =
par conséquent il vient
2sini(a 2S*ini(a
P)cosi(a4-p), p)sini(«4-(3);
■asin7(( !2sin3(a
-(3)coSj(a .p)sin;-(a
= 4sin7(a — P)siny(y — a)
(3) 2sini(y- (3) -2sini(y
— cos|(a-+-j3) sln|(a-4-j3)
-a)cosi(yH-a)
-a)sin|(y-ha)
cosj-(y-l-a)
— sin|(y4-a)
Le dernier déterminant est égal à
sin|(y-*-a)cos7(a-4-P) — sin-J(a-f- (3) cosj(y -f-a) = sini(y + a-a-P)^- sini((3 - y) ;
donc on a aussi
A=:-4sin|((3-y)sin|(y-a)sinj(a-(3).
Si Ton rapproche les deux valeurs (7) et (8], on verra que
sin(p — y) +sin(y — a) -T-sip(a— P)
= -4sin|(p-y)sini(y-a)sini(a-(3).
Faire voir, en troisième lieu, qu'on a aussi
cosi(P - y] cos|(y - a) cosf (a - P)
cos|(pH-y) cosT(y-f-a) cos^(a-+-(3)
sini((3 -H y) sîiii(y -h a) slni(a -h (3)
si]
"(P~ y) + sin(y-^a) -i- sin(a — (3).
Prenons l'égalité trouvée plus haut (185)
sina — sîny sin(3 — sina cosa — cosy cosp — cosa
et multiplions les deux membres par l'identité
. A = sin((3 — y) -hsin(y — a) -hsin(a — (3);
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nous obtenons une égalité que nous pouvons meure sous la forme suivante :
sin((3— y)-hsin(y — a)-hsin(a— 'P) sin(y — a) sin(a-(
o sin a — - siny sin p — sii
o cosa— cosy cosp— co
De la première colonne retranchons la somme des deax autres; il nous viendra
sin ((3 — y) sin (y — a) sln(a — P) siny — sin|3 sinoe — siny sin(3 — sina cosy — cosp cosa — cosy cos(î — cosa
puis, en remplaçant les éléments par des produits équivalents et en changeant les signes de la seconde ligne.
2sini(pasinKP-
7)co8i(P 7)8ini(P
7) 2siiij{7 7) 2sin{[7 7) 28mi(7
a)co8i(7 a)C0Si(7 a)8in}(7
a) asin^(a a] a8in|(aa) 2sin|(a
P)COBij
Actuellement divisant les trois colonnes par les quantités respectives 2sini((3 — y), 2sin|(y — a), 2sin4(a — P), le déterminant aura été divisé par le produit
8sin|((3 - y) sini(y — a) sini(a — (3) = — 2A;
de sorte que nous aurons en définitive
cosi((3-y)
cosi(y-a)
cosi((3 + y)
cosi(y + «)
sini(p + y)
sini(y + a)
cos-l(a — P) cos|{aH-P) sini(a4-p)
A DEUX DIMENSIONS
s I. La droite dans le plan. — $ II. Le cercle dans le plan. — § III. Les courbes
du second degré.
§ I. — La droite dans le plan.
188. Distance d'an point à une droite. — Soit i; Aa?-hB/-hC = o
l'équation de la droite MN, qui rencontre les deux axes de coordonnées en M et N, et soient x^y y' les coordonnées du point donné P.
De ce point P abaissons suria droite MN (i) la perpendiculaire PQ = p, qui la rencontre en Q, et désignons par a et |3 les angles qu'elle fait avec les axes de coordonnées. Par le point P menons aussi à la droite MN (ij la parallèle M'N'
!2; Aar-+-B/= A:r'-hB/,
qui rencontre les axes de coordonnées en M^ et N'.
Les deux lignes MN (i] et M'N' (2] coupent Taxe des x à des distances de l'origine qui sont respectivement
ni« C AI*/ / A^-4-Br'
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et Taxe des y aux distances
Par les points H et N menons à la perpendiculaire PQ les parallèles MR et NS jusqu'à la droite M'N' qu'elles rencontrent en R et S.
D'après cela^ il est évident qu'on a
HR = HM'cosRHM',
NS =NN' cosSNN'
ou
/> = («' — a] cosa = -r^ cosa/
/>= (6' — 6)cosp = ^ cos(3;
d'où nous tirons
kp
Substituons ces valeurs dans le déterminant (III) du n^l79;l cette relation devient
aa»
Bp
Ap
Aa/-t-B/
Bp
Aar'-t-B/'+C
Aar'-i-B/H-C A«'-f-B^-i-C I cosO
cosd I
Multiplions la première ligne et la première colonne par
Aar'-f- Br'-h C
'- > nous obtenons l'équation
I cos9 cos 6 I
▲ppucàtion a la g<ohêtrib an alttiqub a bbox dimensions. qui donne
(Ax'-f-Br'4-C)»sin»a_
A I cosO B ces 0 I
=:A'4-B»— 2ABCOSÔ.
Nous en tirons
__ (Aar^4-B/-hC)sine
AM- B'— 2 AB COS
La distance de Torigine à la droite (i) s'obtiendra en posant *'= o, y = o, et sera
,„, CsinO
(II p = , — — ^
'^ iiiV^A«-hB^— aABcosô
189. Angle de deux droites OD, OD' en valeur des inclinaisons de ces deux droites sur les axes de coordonnées. -- Noos supposons ces deux droites issues de l'origine 0. Soient toujours a et |3 les angles que fait la première droite OD avec les deux axes; ce' et ^' ceux que fait la seconde droite OD' avec les mêmes axes, et y l'angle DOD' de ces deux droites.
Sur la première droite prenons une -longueur OM = i et soient x^ y les coordonnées du point M. Menons MP parallèle à l'axe des y jusqu'à sa rencontre en P avec l'axe des x.
Projetons la longueur OM et la ligpe brisée OP + PM successivement sur la seconde droite OD' et sur les deux axes; nous obtenons les égalités
cosy — orcosa' — ^cos(3'= o, cosa — j? — j^cosfl =0,
cosp — orcosô — j^ =0,
entre lesquelles il suffit d'éliminer les coordonnées — x et -~^ pour obtenir la relation demandée. Celle-ci est ainsi
cosy cosa' cos(3' cosa I cosd cos |3 cos B I
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190. Angle de deax droites données par lenrs éfjpiations Aa?-+-B^-t-C==o, A'ar 4- B'7 + C = G.
Soient p et p' les perpendiculaires abaissées de l'origine sur ces deux droites ; nous avons
kp f. B/> cosa = ^> cosp= g-i
A>' ^, By cosa' = ^ ? cos(3'= -^^
Si nous mettons ces valeurs dans la relation (III]» après avoir
multiplié la première colonne par et la première ligne
par ;> elle deviendra
(IV
Cr/cosy
PP
o A' B' A 1 cosd B cosd I
= A A' H- BB' - ( AB' -h BA' ] cos B.
Nous en tirons
[AA^-i-BB^-(AB^-+-BA^)cos0];>j[>^
Or, en vertu de la formule (II]» nous avons
CC'sin'ô • PP =
sl[k} + B'— 2AB cos 6) (A" H- B"— 2 A'B' cos 6)
par suite nous obtenons» en substituant dans (3),
AA -i- BB'~ (AB'-h BA') cos 9
(V) cosy=. ^
v/( A'H- B»— 2AB COS0) (A" -h B'^ — 2A'B'cosd
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191. Condition de perpendicularité de deux droites. — Elle s'obtient en posant cosy = o dans chacune des relations (II!), (IV) et (V); elle est donc exprimée par Tune quelconque des trois égalités
o cosa' cos(3' cosa I cosô =o, cos{3 cosd I
A I cos9 =0,
B cosd I
AA' -h BB' - (AB' 4- BA) cosô = o, dont la dernière peut aussi se mettre sous la forme ,y^, A B
B' — A'cos0 A'— B'cosô
C-+-Ax''-4-B/'=o
Ces trois équations sont homogènes et du premier degré par rapport aux coefficients C, A ei B; pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul (131), c'est-à-dire que Ton ait
Vil)
C'est l'équation demandée de la droite.
Elle eicprime en même temps la condition nécessaire et suffisanie^ pour que les trois points {x^ y), [x',/) et [x",/^) soient situés en ligne droite.
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193. Expressions générales des coordonnées des points situés sur la droite, qui passe par deux points donnés (x',/ et [x^fX"). — Nous avons identiquement
A la première ligne de ce déterminant ajodlons les deux suivantes multipliées respectivement par i et>; nous avons
encore
n-X x' -^r'kx" y-\-\y^'
où X est une indéterminée quelconque. Si nous divisons la première li]gne par i + X, nous obtiendrons la relation
af
qui, étant comparée à (VU), fait voir que le point
(VIII
x'-^rlx'
, jy-=-.
appartient à la droite (VU), quel que soit X.
\9k. Condition pour que trois droites se coupent au même point. — Soient
Ax-i-B/-i-C = o, A'a?4-B'/H-C' = o, A'':r-t-B''^-hC''=
les équations de trois droites. Pour qu'elles passent par un même point [x'^y )> il faut et il suffit que l'on ait à la fois
kx' 4-B/ -I-C =o,
A'a:'-hB'r'-^C'=:o, A''x'-hByH-C" = o,
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conditions qui exigent que leur déterminant soit nul, ou que
l'on ait
ABC
(IX) A' B' C =o.
§ II. — Le cercle dans le plan.
195. Expression en déterminant de Téquation du cercle en valeurs des dérivées et du rayon ('). — Soient a, b les coordonnées du centre C d'un cercle, R le rayon de ce cercle; et x,jr les coordonnées d'un point quelconque M de la circonférence. L'équation du cercle sera
-<-2(j7 — a)(jr— 6)cos0 — R*=o,
où 6 représente l'angle des axes des coordonnées. On en tire
f|. = 2(^— tf)-h2(j— 6)cose, fy = 2 (7- — 6) -H 2 (a: — flj^cos 6.
Or l'équation (i) du cercle peut se mettre sous la forme
(x — a)[(a; — a)4-(7— 6)cos0] ■
+ (r — *) [(r —*)-+-(* — «) cosô] — R'= o,
ou
[x - a)/; -h (r- *)/; - aR' = o.
Nous avons ainsi trois équations
x] -h (fc— /)COS0 a:)cos6 -t-(ft — 7)
(*) DofTOKf Jrchives de Mathématiques et de Pkjstque, 187/1, t. LVI, p. 10 j.
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enire les deux quantités variables a — ^r et ft— 7-. Éliminam ces deux quantités, il nous vient
^R' /; fr
\J1 I cose
\fy cos6 I
Si nous multiplions la première colonne par 2, nous obte-
nons
fy COSÔ I
pour {'équation du cercle. En développant le premier membre, 'on ramène l'équation à la forme
P+/;'-^cos0/;/;=4R'sin»e.
196. Il est aisé de donner de cette équation une interprétation géométrique. Par 1» centrée menons [fig. 3) les parallèles C\
Fig. 3.
et CB aux axes de coordonnées OK et OY, et du point H [x,/] abaissons les perpendiculaires MA et MB sur ces parallèles; si nous tirons en môme temps ME et MF parallèlement à BC ei à AC, nous aurons
AC = CE -4- EA =:ar — a -f- (/— 6) cose= J/; , BC = CF -h FB =/ — 6 -f- ( a: — n) cosÔ = j/; ,
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de sorle que le triangle ABC donnera
4ÂB =/:*+/;' -^cosô/:/;;
on a donc AB = Rsind. Ce résultat est d'ailleurs évident, puisque, le quadrilatère ACBM étant inscriptible dans le cercle dont le diamètre HC estR, la corde AB sous-tend Tare dont la moitié est la mesure de l'angle inscrit 9.
197. Équation du cercle passant par trois points donnés. — SiTéquation
a-h bx -i- cjr-h x^-\-j^
représente, dans le cas d'axes rectangulaires, le cercle qui passe par les trois points (^i,j^i), (x,,/,), (x,,^,), on devra avoir les trois équations de condition
6 a;, -f- cj,
+ rî
bxi-h cy\
-rî
fl-4-
bxt -+- cy-i
-^yl
qui servent à déterminer les valeurs des paramètres a, b et c. Pour que les quatre équations (2) et (3), entre les trois inconnues a, b etc, soient compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul. On obtient ainsi l'équation
(III
x*-hjr^
I Xt
arj-h/î
1 or,
arj-r/î
I Xi
^l-^rl
qui est précisément celle du cercle en question.
Cette équation exprime en même temps la condition nécessaire et suffisante pour que les quatre points {x,x)f (^n^O» i^ttX^) ^^i^ifX*) soient situés sur une même circonférence de cercle.
198. Relation entre les distances mntnelles de quatre points k{x,yj, B(x„rJ, C(x„j,)et D(ar„7,) situés sur nne même drcon-
férence. — Posons
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«' = AB = (*-X.)'+(jr_r,)',
i' = BC*=(x.-x.)»-HO-,-r.)', ./» = DA = {x,-x y + (j-, - xY,
L'équaliob da cercle pourra se mettre sous chacune des deux formœ
JC^-hjr^
— aar
^] -+- JÎ
-IX
x\ -4- rj
Va
•rj -rî
liaisons le produit de ces deux déterminants; en multipliant lignes par lignes, nous obtenons la relation
u (x,-.r)»-h(r.-j)» (x,-^)*-H(r,-Hr,' {^,'-'^Y-^Ly\-p'
qui, en vertu des égalités (4), s'écrit
O a^ m* iP
(IV
iP n* c* o
ou, en développant,
^nî^ n^a} (^ -\- uni* n^b^fP-^ 'kà^àh^ (P — m^ n^ '— (^ à -^ b*d* = o; celle-ci revient au produit (V) [m/i H- nc-^bd) (ac -h bd^mn) [mn -f- ac-^bd) [mn -h 6rf — or) = o ,
qui démontre le théorème de Ptolémée sur le produit des diagonales ni et t d*un quadrilatère inscriptible ÂBCD, et les quatre côtés a, b, c eid de ce quadrilatère.
APPLICATION A LA GfiOMÊTRIB ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. 1^7
§ III. — Les courbes du second degré.
199. Forme en déterminant des équations de l'ellipse et de rhyperbole (*]. — L'équation de l'ellipse
rapportée à deux diamètres cofijugués o^d et 26', exprime que : si l'on joint un point quelconque M [x^jr) de la courbe aux extrémités A' et B' des deux demi-diamètres conjugués 0A'= a' et OB' = 6', la somme des carrés des triangles A'OM et B'OM est égale au carré du triangle A' OB'.
Cela. posé» supposons l'ellipse rapportée à deux axes quelconques, passant par le centre 0 et comprenant entre eux un angle 6.
Soient x',y etx", y les coordonnées des extrémités A' et B' des deux demi-diamètres conjugués OA' et OB'; x, y les coordonnées d'un point quelconque M de la courbe; nous avons (t;oir plus loin n"* 210] le triangle
A'OM=:=hi(^/ - r^') sin0, VOM=z±{{xy -yx") sin0, A'OB' = ±:^(x'/'-/ar'') sln 0; et, comme
il vient
A'OM-hB'UAl =A'OB ,
i^jcy'^xx'Y-h [xy'^rx''Y = {xY^yx"]\
Telle est l'équation de l'ellipse rapportée à deux axes de coordonnées quelconques passant par le centre de la courbe.
^*) DosTOi, La Science, p. 998, i855, a* semestre. — Archives de Mathéma^ tiques d de Physique^, t.XLV1, 1866; bulletin bibliographique ^ p. 5.
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en fonction de coordonnées {x\y)ei (^Jc^^/') des extrémités de deux diamètres conjugués.
Si les coordonnées x", y^ sont imaginaires et de la forme oLsl — I, cette équation représentera l'hyperbole rapportée à son centre.
200. Propriétés des fonctions homogènes du second degré. — Nous avons besoin, dans la suite, de nous appuyer sur quelques propriétés, dont jouissent les fonctions homogènes du second degré à un nombre quelconque de variables. Nous les établirons, en partant de la fonction à trois variables
{ I ) f[xyj'y z) = A^»-h 2B:ry-+- Cj^-h 2Da:3-H E/-« -4- F^*.
I** Dans cette fonction, donnons aux variables x, yy z les accroissements respectifs x\y\ z'; elle devient
= A(x-^x'y-h'ïB{x-{-x') (j-h/) -hC(/4-/)»
-H 2D (or + j:') (z + z') -4- 2E (7 -4- r') [z + z') H- F (z -4- z']\
Si nous développons le second membre et que nous ordonnions le résultat suivant les puissances des variables x,y% z, nous verrons qu'il se composera des trois parties
A^'-h iBxy -^ Gj^-J- 2Dj7Z-f- ^Ejrz -h ¥z^=f{x,y', z), IX (Ax'h- B/h- Dz') -4- 2/ (Ba;'H- C/-f-E«') 4- 22 (D:r'-h E/4- Fz') = xf^ -^xf.'-^ ^L^^ A:c'»-h 2Bxy-h C/»-H 2D:c'z'-H 2E/V.-t- F2''=/(x',y, z\\ donc on a
2® Dans cette égalité permutons les variables âr, ^, js avec leurs accroissements x' , y ^ z'; le premier membre ne change pas; par suite, il en sera de même du second membre; donc il vient
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li s'ensuit que le développement (II) peut encore s'écrire
3** Dans celui-ci remplaçons x', y y z' par — ar, -- j^, — z; le premier membre se réduit évidemment à zéro, tandis que ^ fL -^ y Jy-^ z' fs^^ change en - [xf^^ jrf^-^ zf^] et f[x\yy z'] enf(x,Xf 2). Nous obtenons ainsi l'égalité
qui est une conséquence du théorème d'Euler sur les fonclions homogènes.
4"* Nous pouvons retrancher du second membre de cette égalité le second membre de l'égalité (III) et ajouter le résultat au premier membre.
Il vient ainsi
5<* Admettons que l'équation
[2] fi^fX) =Aj:*-f zBxx-h C7»-h2Dx-4-aE7-4'F = o
représente une conique à centre. Le premier membre sera identique avec (i]> si Ton fait dans cette dernière fonction z =i= I.
Désignons par a ei b les coordonnées du centre. Si dans l'équation (VI) nous posons x'=a,y=:b,z=:z'= i et que nous observions que
^.,=/^=o. /;=/;=o, /;=2(Dfl4-E6 + F),
celle équation (VI) deviendra
l\ii) .2/(^,r) = (^-«)/l+(r-*)/;+^H = o,
où
H = Da-4-E6-t-F.
Telle est la forme sous laquelle peut se mettre Véquation
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des courbes du second degré, par F introduction des coordonnées du centre.
201 . Équations aux axes des courbes du second degré ( * ) . — Soit [x\y^) un sommet de la conique (2]; Téquationde la tangente en ce point sera
pendant que la droite, menée du centre [a^ b) au point de contact [x\y)^ sera représentée par l'équation
Ces deux droites étant perpendiculaires, les coefBctenis de ^ et/ satisfont à la relation (YI) du n® 191. On obtient ainsi l'égalité de condition
r. fr
x'—'a-\-[y'-'b)co^B r'— ^ 4- (a;'— a) cu^Ô
Cette équation a lieu pour toute droite menée du centre [a, b) à un sommet quelconque de la surface; donc l'équation qu'on obtient en y supprimant les accents des variables, ou bien
f. fy
(VIII) _
^ ' ar — tf H-(/— 6)cos0 y— b -^ [x -r^ a] cosB^
est l'équation aux axes de la conique [1).
202. Grandeur des axes des courbes du second degré. — Dans l'équation précédente multiplions les deux termes de la première fraction par x^a, ceux de la seconde par/ — fr, ' puis faisons la somme des numérateurs et celle des dénominateurs; nous obtenons ainsi une fraction dont le numérateur, en vertu de l'équation (VU), est égal à — 2H et dont le dénominateur est égal à R% R désignant la distance du centre an sommet de la courbe.
(*) DotTOR, La Science^ i855, 3* semestre, p. 869.
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Nous roriDons ainsi les égalités
C ^ Ç = -.iM
j: — aH-(j— ft)cos0 7-— 6-+- (^ — a) COS0 R»'
qui, par le développement des dérivées, deviennent
A (^ — g) 4- B(r - fe) _ B(ar - a) H- C{y^b)_ H X— a-f- 1 r — Oj cobu'" y— 6-+- (x — a) co&6~~ R*'
Nous en tirons les deux équations homogènes
(AR»-hH)(x — a)-f-(BR»H-Hcose)(7— 6) = o, (BR»-+-Hcos^e) (ar — a)-f-(CR»-+-H)(/ — 6) = o.
Eliminant les variables x — a ei y— b^ on obtient l'équation
AR»-f-H BR»-fHcose
BR«-hHcosO CR»-hH
IX
qui donne les carrés des demi-axes de la conique à centre {^i). En développant le déterminant, on la change en
(X ) (AC - B»)R* -H (A - aB cos0 + C)HR' -h H» sin'0 = o.
203. Conditions pour qne Téquation générale da second degré représente deux droites parallèles. — L'équation (2) représentera deux droites parallèles à la ligne
X y si toute tangente
est parallèle à cette droite, c'est-à-dire si Téquation
est vérifiée, quelles que soient les coordonnées x', f du point de contact.
Or réquation précédente revient à
(Aa + Bft)x'-f (Ba-4-C6)/-+-Da-hE6 = o;
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et, pour que celle-ci soit satisfaite par les coordonnées de tout point de la courbe, il faut et il suffît que l'on ait à la fois
Aa-HB6 = o, Ba-+-Cft = o,
Da-f-Eft = o.
• Ces trois équations ne sauraient être satisfaites par les
mêmes valeurs des paramètres a et 6, que si Ton a les trois
relations (131)
DU TRIANGLE
204. Expression en déterminant de la surface S du triangle ABC, en valeur de ses trois câtés BC = a^ CA = b, AB = c. — Puisque !2S = 6csinA, on a
c' bccosA
6ccosA . A'
4S'=:6'C'(I — C0b'A) = 6'c' — fc'c'cos'A
ou, en multipliant par 2 chacune des deux lignes et en obserlanl que 2fcccosA = 6' -h c^ — aS
2c' 2frccosA abc cosA 26*
é'-hc*— a* 2c'
Nous pouvons remplacer ce déterminant par un déiermi- Dant équivalent du troisième ordre et écrire (67)
i6S*= o 2 6-* b^-hc' — a'
Ajoutons la première ligne à chacune des deux suivantes et dans le déterminant résultant changeons les signes des deux dernières colonnes; la valeur du déterminant résultant n*en
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sera pas altérée et il nous vient (60)
Ce déterminant peut à son tour être remplacé par te déter* minant équivalent du quatrième ordre (67)
/l» fc»
-ft'
Enfln dans ce dernier déterminant ajoutons la seconde co* lonne à chacune des deux suivantes; nous trouvons ainsi l'expression demandée
Ce déterminant, en vertu de la transformation du n"* 74, revient au suivant:
Cette dernière forme peut s'obtenir, en s*appuyant sur le théorème suivant.
Nouvelle expression de la surface du triangle
Vaire d'un triangle est égale au demi-rayon du cercle circonscrit^ multiplié par la somme des produits que l'on obtient, en multipliant chaque côté par le cosinus de l'angle opposé ['].
(*) DosTOE, L* Instruction puhliçue, 1874» p. laS, et Arckiret de Mutkémstiques et de Physique^ 1875» t. LVII, p. 2o4*
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Soient 0 le centre et R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC. Si nous tirons les rayons AO, BO, CO, nous décomposerons ce triangle dans les trois triangles isoscèles BCO, CAO, ABOy dont les angles au sommet sont les doubles des angles opposés du triangle.*
Or, si du centre 0 nous abaissons sur le côté BC la perpendiculaire OD, nous formons le triangle rectangle BDO qui donne OD=:OBcosBOD = RcosA; d'ailleurs BC = a; par suite on trouve que le triangle BC0=7Rtf cosA. On verrait de même que CAO=yRftcosB, ABÔ=jRecosC. Nous obtenons ainsi, pour la surface S du triangle ABC,
S =iRa cosA H- \Kb cosB +yRc cosC, ou
(UI) S =j^{a cos A -+- b cosB H- c cosC).
206. Corollaire I. — L'aire d*un triangle est égale au demi-nxjron du cercle circonscrit, multiplié par le périmètre du triangle qui a pour sommets les pieds des trois hauteurs du triangle donné.
207. Corollaire H. — Si nous multiplions Tégalité précédente par la relation connue ^KS = abc, d'abord membre à membre, puis en croix, nous arriverons aux deux expressions
(IV) S*=ja6c(acosA-f-6cosB-f- ccosC),
abc
2(acosA-f-6cosB-+-ccosC)
208. La première de ces deux équations est très-impor- Unte; elle nous permet de trouver immédiatement l'expression en déterminant de la surface du triangle en valeur des trois côtés.
En effet, si noiTs considérons cette équation comme simultanée avec les trois équations que Ton obtient, en projetant sur chaque côté du triangle la ligne brisée formée par les
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deux autres» nous aurons un système de quatre équations linéaires
-7 a cos A — b cosB — c cosC = o,
abc
a — o.cosA -—c cosB — b cosC = o,
6 — c cosA — o.cosB— a cosC =: o,
c — b cos A — a cosB— o.cosC=:o,
entre les trois inconnue^ — cos A, — cosB, — cosC. L'élimination de ces inconnues nous donne de suite la résultante
abc
rons
abc
en développant le premier déterminant, qui se réduit à 2abc, nous trouvons l'expression
pour le carré de la quadruple surface du triangle ABC, dont les côtés sont a, b, c.
309. Transformation de ce déterminant en ,prodait - Remplaçons la première colonne par la somme des quatre colonnes; le déterminant ne change pas de valeur et nous
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obtenons» en divisant la première colonne résultante par
= — («H- 6-hc)
donc le déterminant est divisible par a-^ b -^-c.
Bans le même déterminant (II), de la somme des deux premières colonnes retranchons la. somme des deux dernières;
il nous viendra
}ZT suite le déterminant est aussi divisible par 6 + c — a. On rerrait de même qu'il est encore divisible par C"\-a—b et lar a -4- 6 — c, de sorte qu'on peut écrire
i6S'= (fl-h6-»-c){6-he — a)(c-f-a — 6)(a-f 6 — c)xg,
)ii il reste à déterminer q.
Or dans le déterminant (II) le produit des éléments situes ur la seconde diagonale principale est &; donc il est —& lans le déterminant développé. Mais il est aussi — & dans le iroduit des facteurs qui précèdent q\ on a donc q = \f et il
ient
V) i6S'=(a-J-ft-Hc)(6 4-e — a)(c-f a — 6) (a 4- 6 — c).
Do9TO»- — Déterm. is
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210. Problème. — Un triante ABC a 5011 sommet k àT origine des coordonnées ; calculer la surface S de ce triangle en valeurs des coordonnées x\ y' et x^'^y^ des deux autres sommets B et C.
Posons AB = p', AC = p', el l'angle XAB = a\ XAC = a'. Si nous supposons le côié AB dirigé entre Taxe des x el le c6lé AC, nous aurons
ou
2S = AB. ACsin BAC = p'p'sin [oT — a'), 2S = p'cosa\p''sina*'— p'sina'.p^'coso^;
or, les axes des coordonnées étant rectangulaires, on a
p' cosa'= x', p'sina'^:/'; p^cosa''= x^9 p''slna^=/';
par conséquent il vient
aS = x'y' — y x^f
ou bien
Si les axes des coordonnées sont obliques et comprennent entre eux un angle d, on trouvera d'une manière analogue que I
aS =
sinO = (:r'/'— /x*) sin e.
211. Expression en déterminant de la surface dn trianglij ABC en valeur des coordonnées x^ y; Xi, /,; Xj, r> de ses troil sommets A, B, C. — - Transportons Torigine des coordonnées au sommet A et appelons x'y/; x", y les coordonnées del deux autres sommets B et G par rapport à cette nouvelle on-* gine, de sorte que
Xi=x-{'X\ yt=zy^^y, Xa = jp -4- j;*, yt = y-\-y.
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De ces égaillés nous tirons
X — Xf
jt
Substituant ces valeurs dans l'expression (2), nous obtenons
OU, en vertu du n*> 64,
X,^X Xi— Y
x% — X Yx—y
sind.
aS= o Xy — x Xx—y sin0.
o oTj — X y\ — X
Ajoutons la première ligne à chacune des deux suivantes; le déterminant ne change pas de valeur, et nous trouvons
(VI
sind,
pour l'expression demandée de la double surface du triangle.
212. Delizième méthode pour calcnler la surface d'un triangle en valeur des coordonnées de ses sommets. — Si nous considéroDS pour 00 moment les coordonnées x çXy comme les variables courantes, Téquation
A= I X, Xx =0
représentera la droite qui passe par les deux sommets (^n/i), (•^s^j,) du triangle (192).
Dans cette équation les coefRcients des variables x eix sont
=Xx-r:
par conséquent la distance /> = ÀD d'un point quelconque À du plan à la droite BC ou A = o est ( 188)
AsinO
v^('^i-^J'-+-(ri~r2)'-+-î»(^i--^,)lr^-r,)cosô'
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or la quanlité sous le radical exprime le carré de la distance des deax
points B et G, de sorte que le radical est égal au côté BC du triangle ÂBC;
on a donc
BC X ;? ou BC X A.D = sinO.
Mais BC X AD mesure la double surface 2 S du triangle ABC qui a la droite BC pour base et le point A pour sommet. Il vient donc aS =ÀsinO, comme plus haut (211).
213. Corollaire I — - Multiplions la première colonne de (VI) successivement par a et b^ et retranchons les produits de la seconde et de la troisième colonne; la valeur du déterminant (VI) n'est pas altérée et Ton
a aussi
(VII) aS= I X, — a Yx—b sinO.
214. Corollaire n. — Dans le déterminant (VI] retranchons la première ligne de chacune des deux autres; nous trouvons encore
(VIII) îiS =
o jr,~x 7,—^
comme au n'^âil.
sinô =
^ Xt-y
sinO,
215. Deoidèine méthode pour déterminer la surface d*an triangle en Taleur de ses trois côtés. — Reprenons la formule (i) du n*210
et élevons au carré les deux membres de cette égalité ; nous obtenons, en multipliant par 4)
-kia^x'-^yy) %(x'^-^y^)
or il est aisé de voir qu'on a d*abord
puis
/i» = (y-x')»-h (/-/)»= x'»-Hr''-+- x">-f-/» - a(x'x'-4-//;,
d*où
a [x'x'-^ /f) = (x"-4- /«) -H ( «" H- j") - fl« = ft» -H e* - a\
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Leeanré de la quadruple surface du triangle sera par suite
ne'
Ce déterminant est identique avec celui du n*" 201.
* 216. Troisième méthode pour calculer la surface d'nn triangle en Talenr des trois côtés. ^ On peut aussi obtenir la valeur (I) du D** 204, en partant de Texpression générale (VI) de la surface du triangle en fonction des coordonnées des sommets.
En effet, le déterminant (VI) pouvant se mettre sous chacune des deux formes suivantes :
aS=:
aS=-
1 o X jr
on a, en multipliant membre à meihbre et ligne par ligne,
xj-h^î *,x,-Hjr,j,
I xx,-^^, x,x,-h7,j, ^Î-Hjj
multiplions par —a les trois dernières lignes, puis divisons par — 2
la première colonne, le déterminant sera multiplié par 4) de sorte qu*il
rient
I — 2(X,-H7,) -2(XX, -H:^,) -2(xX,-H^J
I — 2 ( XX, -h^, ) - a (xj H- ^î ) - a (x,x, h- 7, rj I --a(xx,-h^,) -a(x,x3-i-jr,J,) — a(x;-+-j5)
Aux trois dernières colonnes ajoutons la première multipliée successivement par x'-h/', xî-H/î, xj -hjrî; nous trouvons
CI
dont le second membre, en vertu des égalités
n'est autre que Texpression (I).
* 217. Expression de la snrface S du triangle compris entre les trois droites
A JT-f- B^H- C = o,
Si jr et j, jc' et y, a:* et y sont les coordonnées des points d'intersection des droites (d') et (d'), (d') et (d), {d) et (r/*), on devra avoir
IAx-hBy-hC=\ Ax'-hB7'-+-C=o, Aar^H-By-i-C =o, A'x-f-B>-f.C' = o, AVH-By-^-C=V, A'x'-+.B'x'-+-C'=o, A'':c-f-By-T.C'' = o, AV-+-By=C'=o, AV-+-By-HC'=3^',
où ^, >/, >' sont trois indéterminées.
Nous savons (211) que
aS= I xf f
multiplions cette égalité membre à membre par
nous obtenons
aSA =
Ax -4- Bj G'-f- k'x -+- B> C'-+- k'x -+- BV C-hAx'-4-B/ C'-i-AVH-By C-^A'x'-hBy C-+-Ax'H-By C'-f-A'x'^By C'-+-A'':F'-HBy
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oa, en vertu des équations (3),
A'B''-B'A')(A'B — B'A)(AB'-BA
La méthode que nous venons d'employer a été donnée par Joachimstha! dans le Journal de Crelle (Sur quelques appiications des déterminants it la Géométrie y t. XL, p. a 1-4 7).
* 218. Produit des surfaces de deux triangles en ▼alenr des neuf distances des trois sommets da premier triangle au trois sommets du second. — Soient S et S' les surlaces des deux triangles ABC, A'B'O ayant leurs sonomets respectifs aux points
A'K,y.), BV„y.), c'(y„y,).
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Nous avons (211 et 67)
aS =
-aS' =
SS
Multiplions ces deux égalités membre à membre, il nous vient
I ^i-iWXifi 'lA-^y^y'x ^^A-^x^yi
1 J?,.i;-+-r.ya ^.•^a-*-r,/a JC^A-^Xû\ I X^J^^-\-X,y^ ^a-^. + riy» ^z^^-^Xifz
Représentons lesf distances des sommets du premier triangle à ceiu du second par les notations
AA' = ^/,,, AB' = rf,„ AC = rf,„ BA'=r/,., BB'=^„, BC' = rf„, CA' =./,., CB' = ./„, CC' = rf33,
où les premiers indices i, a, 3 se rapportent aux trois sommets respectifs A, B, G du premier triangle ABC, pendant que les deuxièmes indices I , a, 3 se rapportent aux sommets respectifs du second triangle A'B'C. Faisons les distances des mêmes sommets à Torigine 0 des coordonnées, savoir :
kO =a, BO =6, CO =e,
Il est évident que
ou
On a par suile, en général,
îi (-^i •*'. -^- ^ .J '.) = ^' -»- a" — <',*. , a(^,y,-hj,^>',) = û»-+- b"^d\,
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Cela étant, dans notre déterminant (5), multiplions les trois dernières lignes par a, puis divisons par a la première colonne résultante : le déterminant sera multiplié par a': 2 = a' =4* Remplaçons ensuite les sommes de produits par les valeurs ci-dessus; nous obtenons Végalité
-i6SS'=
- i6SS'=
, a'^a'*'-d\ b^^a'^—di, c^-^a'^^d^,
, a''hb'^-^d,\ b'-^b'^'-di^ c''^b"^d,\
i a^^c'^-'d,\ b^-^c'^ — dj^ c'-hc'' — ^3*3
Nous pouvons transformer ce déterminant en un autre plus simple. Pour cela conservons la première colonne ; multiplions-là ensuite successivement par a', b^y c* et retranchons les produits respectivement des trois dernières colonnes; le déterminant ne change pas de valeur et
Ton a
I a'*-rf.^ a"-^d,\ a"^d,\
I c"-rf,», c'^-di, c''-d,\
Dans ce déterminant conservons la première ligDe; multiplions-la en- ' suite successivement par a**, b"j c'^ et retranchons les produits respectivement des trois dernières lignes ; le déterminant conserve sa valeur,
et il vient
CHAPITRE
* 219. Prodnit de la surface S d'un triangle ABC par la surface S' du triangle À'fi'C, dont les sommets Â', B', C sont les centres des trois cercles ezLnscrits. — Il est facile de trouver que
sont les angles du second triangle, qui a pour côtés
a = r? o = srî C =
. A sin-
sin-
sin-
Les carrés des distances des trois sommets A', B', C du premier triangW aux sommets du second seront donc
^ * = AA' = bc coi" cot -
d,\=AB'*=
d,\=Aa =b
sin'-
TTC sm-
sm'- . ?
siu'-
bcp p — a
bc{p — c)
_hr{p-^b\^
ca{p-c) p — a
cap
_ca(p — n)^
_nb[p-^b) p-a
fihip — a^
abp
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Si nous substituons ces valeurs dans la formule (XI), nous verrons que
i6SS' = —
bcp
bc(p — c) p — b p— b
bc(p — b) ca(p—n)
ca(p — c) ab(p — b) P — a p-^a
cap ^b{p — a)
abp
abi
Multiplions la première ligne successivement par les quantités — — — , et retranchons les produits respectivement des trois der-
nières lignes
; ; il nous vient
i6SS'=-
1 bc — ca I — bc ca
-ab -ab
-bc bc
ca — ca
ab ab
I — ^ —ca
ab
bc
ca
-ab
Le dernier déterminant se déduit du précédent en changeant d*abord les sig;nes des trois dernières colonnes, puis le signe de la première ligne résultante.
Dans ce déterminant multiplions les quatre colonnes respectivement par abc, a, 6 et c; puis divisons par abc chacune des trois dernières lignes résultantes; le déterminant aura été multiplié par la fraction
nhr.a^b.c ï .» • j •.
-; = r- = -7—; il Viendra, par suite,
abc. abc, abc abc^ '^
i6SS'= — «^
— ab(
= abc
OQ
4SS'=û^c(rn-6-4-c).
Si R est le rayon du cercle circonscrit au triangle donné ABC, on aura abc == 4 ^S; ce qui donne
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Surface des triangles inscrits dans les courbe^ du second degré.
227. Surface du triangle inscrit dans la parabole 7*= ipxj les axes des coordonnées étant rectangulaires. — Dans lil formule (VI] du n"^ 211 posons d = go*" et
np
ip
np
elle devient
ou bien
ip
le dernier déterminant étant égal à (7 -+-/') —(/-f-^) =7'—/» on a enfln
Nous pouvons donner une autre forme à cette expression. Désignons par a, a% a^ les trois côtés du triangle inscrit dans la parabole et par y, y\ y" les cordes focales respectivement parallèles à ces côtés. Nous avons
puis
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Or, les abscisses des intersections de la corde focale
ivec la parabole Y*= i^X étant données par l'équation
OU par
on a
il Yîent par suite Nous trouvons ainsi que
Hibstituant ces valeurs dans la formule (i) élevée au carrée, aous obtenons l'expression
Le carré du rayon du cercle circonscrit à ce triangle sera
221. Surface du triangle compris entre les trois tangentes menées en (x,y), (x',/), [x",y) à la parabole. — Les points d'intersection mutuelle de ces tangentes sont (')
(*) DosTOK, Nouvelles Annales de Mathématiques^ 3' série, 1870', t. IX, p. 537, H 1871, t. X, p. 43.
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et, comme les abscisses peuvent.se mettre sous la forme
la surface demandée sera
, / + /' xY I /'-H r /'r
« r yy
jt
I y jry-'
Calculant séparément ces deux déterminants , et ajoutant lesl valeurs obtenues, on trouve
Ce triangle est la moitié de celui ( I ) qui a ses sommets aux points de contact des tangentes.
Appelons r, r\ 1" les rayons vecteurs menés aux trois points de contact des tangentes, et c, c\ d* les trois côtés du triangle circonscrit. Nous avons
^El±2li^-^\^-_P±
[y-yy-
ip' '''''' ip
Or nous avons trouvé au numéro précédent que
ei, comme /) 4- 2a? = 2 r, il vient
2r 2pa* a^r
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Nous trouvons ainsi que
Substituons ces valeurs dans le quart de l'expression (II) et nous obtenons
(IV
8 rr'i^
222. Surface du triangle déterminé par les trois centres de courbure de trois points (>,/), (^'*7')» [^\y^] de la parabole /'= ipx. — Les coordonnées de ces cenires de courbure étant
4jr»
la surface cherchée du triangle sera
I p'-^lf^ /"'
OU
c'est-à-dii
re
s=-p(/-/Hr-r^)
Le dernier déterminant étant égal à on trouve enfin
(V) s=^(r-/){/-/)(/-r)(jy+//+/r)-
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Surface du triangle inscrit dans Tellip
a}]f-^b^x^=a}bK
Désignons par x, y; x\y\ x'\ y les coordonnées des iroîs sommets du triangle S; nous avons
aS =
d*oii nous tirons, en divisant les trois colonnes d'abord par a, fry i; puis par a, fr, — i,.
ab
ab
Faisons le produit de ces deux déterminants, nous obtenons le déterminant symétrique
«' ^ ftî •
xx' yy' à> b*
xx" rr' ,
«» "^ fr»
xx* rr' ,
xx" rr" a* 0»
Cela trouvé, remarquons que, les trois points donnés ap* partenant à l'ellipse, nous avons
Désignons ensuiie par a, ol\ a" les trois côtés du triangle, qui sont respectivement opposés aux sommets (^, j), [x\y]t (ar", y^), et par d, d', d" les demi-diamèires respectivement
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parallèles à ses côlés. Le diamètre i, élant dirigé suivant la droite
rencontre la courbe aux points dont les coordonnées sont
(^'_ xy
/ x'x" rY\
PI, comme
\'^Y' = d\ (ar'-:c^)»-h(/-;-^;'r=a%
il vient
on a pareillement
Subsliluons toules ces valeurs dans notre dernier déterminant, il devient, par la multiplication de chaque colonne par — 2,
jn
ac
nous en lirons
IV
^ ah aoLa"
pour la surface du triangle inscrit dans Tellipse.
DosTOA- — Déeerm.
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§ III. — Surface du quadrilatère en déterminant.
224. Expression en déterminant de la surface dn quadrilatère en valeur des coordonnées de ses quatre sommets. — Considérons le quadrilatère ABCD, dont nous désignerons la surface par Q; et soient x, 7*; a?,, j^,; a?,, y,; xj, j, les coordonnées des quatre sommets consécutifs A, B, C, D qu'on rencontre en parcourant le périmètre dans le sens des x positifs. Menons la diagonale BD, qui décompose le quadrilatère dans les deux triangles BCD et ABD.
On sait que
i Xt y,
Xt x^
aBCD —
I Xi x^
I x^ Xi
x» Xi
ABD
I Xi x^
Xx X^
I Xt X*
Xt Jft
il vient par i
suite, en ajo
utar
II
■^(^«r* — ri^ai-
aQzr:
Or il est aisé de voir qu'on a
Xi X»
Xy X^
Xi 7j
Xt
Xt x^
Xt x^
Xt X*
Xx x^
Xt y»
Xt x^
mais ces deux déterminants ne diffèrent que par leurs première^
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colonnes; on obtiendra donc leur somme en ajoutant les premières colonnes, élément à élément», et en conservant les autres colonnes telles quelles. On trouve ainsi ( ' ]
225. Autre forme de Texpression de cette surface. — Si, dans le déterminant précédent , nous retranchons les deux premières lignes des deux dernières, nous obtenons aussi
aQ =
ou bien (']
(II
I xs jr,
o x^—x jt— r
x^'—x yy—y
226. Surface d'un quadrilatère quelconque ABCD, en valeur des quatre côtés consécutifs AB = a, BC = fr, CD = c, DA = </ et des deux diagonales AC = m, BD = ra. — Élevons au carré les deux membres de Tégalité
x—x^ y—y7 x^ — xt y% — yx
nous obtenons (105], en multipliant chaque ligne résultante par 2,
(•) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ 1874, t. LVI, p. 340. — Sma^eilet Annales de Mathématiques^ ifi série, tS74i t. XIII, p. SSg. (*) DosrOE, Archives de Mathématiques et de Physique^ 187/f, t. LVI, p. i^y.
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Or il est évident que de plus on a
2(x — X,) (xj-^x.) -4-2(7— j, 5 (r^— /•)
— 2 ( a;, .r, 4-7,7-3) -f- 2(jr,x, -t-rs^,); mais les égalités
{x. — Xs)*+ (7,— /,)'==<?% (rs— a: )M-(n — r )»:
donnent
~"~ 2 i ^j Xf
de sorte qu'on trouve, en ajoutant,
2(X — X,) [Xi—Xi) 4-2(7—7,) ;7s — 7,) =a»— *»4-C>— ï/^.
La surrace du quadrilatère sera donc
ou
(III) i6Q» =
Qi^b^^ C'— d} 2/1*
2mn
fl»— 6'-hc'— rf»
fl'— i'+c'— rf'
2mn
Celle expression revient à celle (iV) i6Q»=4/n'/i'— [a»— 6'4-c»~rf';',
que nous avons déjà donnée dans les lYoïwelles Annales de Mathématiques, i" série, 1848, t. VII, p. 69.
227. Expression en déterminant de la surface du quadri* latère inscriptible en valeur des quatre côtés. — Si le qua-
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drilatère ABCD est inscriptible» on aura
mn = ac -h bd,
= [(a + c)'~(é-rf)'][(6H-rf)>-(a-c)'] . Or le produit des deux déterminants
étant
c -^ il (l->t- c
-hb — c H-
a-\-bb— ac-hd d-hc ■
si J'on y divise les quatre colonnes par les quantités respectives
b-^c-r-d — a, c-hd-^a — b, d-^a-{-b — Cy a-^b-hc — d,
oa verra que
Aô - i6Q
nais on a évidemment
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donc il vient i6Q' = — A, ou bien
228. Surface du quadrilatère inficrit dans la parabole y^=z 2px, en valeur des coordonnées des quatre sommets.- Dans la formule (II) posons
r' rî r\
X ■=. y or, = 9 a?j = ^ — î JTj :
2/> 'Xp 2/?
elle devient
=— (r-rO(r.-r»)
ou
(VI) ^Q^ fr — n^ [r^~r^) (.r-r.-4-.n-
pour la surface du quadrilatère inscrit dans la parabole, en valeur des coordonnées des quatre sommets consécutifs.
§ IV. — Surface d'un polygone quelconque.
229. Surface d'un polygone en valeur des coordonnées ik ses sommets. — Soient ^i, /• ; ara, ^a; «îCj, ja; • • • ; ^«. i\ '« coordonnées des n sommets consécutifs A, B, C, . . ., K dd polygone ABC. . .K, que Ton rencontre en parcourant le p"^ timètre dans le sens positif. Transportons Torigine en point 0 situé dans l'intérieur du polygone et ayant a, b po coordonnées. Désignons par x\ , y,; x\^y\\ x\^ y\; . . .; x«, les nouvelles coordonnées des sommets. Puisque la surface du polygone est égale à la somme des triangles OAB, OBC, .
su&fàci des polygones.
OKA, nous avons
aS =
Remplaçons ces coordonnées par leurs valeurs en fonction des anciennes
^, = Xi — a, j:j=x, — a, jTj^rjrs — a, ..., Xn'=Xu — a» nous obtenons
j:, — a Yx—b
Xi^a yx—a Xt—b y, — b
x^—a yu—b Xx^a yx — b
or nous avons le déterminant
Xx — a yt—b jc, — a y-t — b
xx yx X, yi
Xi b
Xx yx Xt yt
rO-
et de même
oTs — a yt—b or, — a ys--b
Xi y,
Xi yt
+ fl(ra— /») — b[Xi'-X^)^
Xn — a yu—b Xt — a yx — b
Xn yn
xx yx
par conséquent, dans la somme de ces déterminants, les multiplicateurs de a et de fr se réduisent à zéro; donc il vient
Xn
x^ yi
ri
Si les axes des coordonnées étaient obliques, il faudrait multiplier le second membre par le sinus de Tangle des axes, pour avoir la double surface du polygone.
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LA DROITE ET LE PLAN
§ I. Direction des droites dans Tespace. — § U. Intersection des droites et dt■^ plans. — $111. Combinaison des équations générales qui représentent d^ plans donnés. — $ IV. Plans passant par des points ou des droites données.- § V.DiK)ites et plans parallèles. — J VI. Droites et plans perpendiculaires. - S VU. Distance du point au plan et plus courte distance de deux droites.- $ VIII. Application de l'identité de Lagrange au calcul des distances damii Géométrie de Tespiice.
§ I. — Direction des droites dans l'espace.
230. Relation entre les inclinaisons mutuelles de quatre droites OA, OB, OC, CD [fg.^] issues d*un même point (> de respace.— Afln de mieux distinguer ces angles entre eux. nous représenterons l*angle que Torment deux quelconque'' des trois droites 0A, OB, OC par celle des trois lettres a, /'. c% dont la majuscule correspondante manque dans la désignation de ces deux droite». Ainsi nous poserons
l'angle BOC = a, COA = 6, AOB = c;
et nous indiquerons Tangle que forme la droite OD avec l'une quelconque de ces droites OA, OB/OC par celle des iroi-» lettres accentuées a , 6', c\ dont la majuscule correspondanio entre dans la désignation de celte droite, en posant
Tangle HOA =: a', DOB = 6', DOC = c' ;
de cette manière, les angles a et a' sont opposés, ainsi qut^ les angles 6 et b\ c et c'.
Choisissons le point 0 pour origine des coordonnées ei prenons les droites OA, OB, OC pour axes des x^ /, z.
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Sur la droite OD, à partir de l*origine 0» mesurons une longueur OM égale à l*unilé et désignons par x^y^ z les coordonnées du point M . Si nous menons la droite MP {Jig. 4 ) parallèle
h Taxe OC des z jusqu'à la rencontre en P du plan AOBdes xy, et par le point P, dans le plan OAB, la droite PQ parallèle à Taxe OB des /, jusqu'à la rencontre en Q de Taxe OA des x, nous aurons
OQ = jr, QP=r, PM = z.
Cela Taity projetons la droite OM et la ligne brisée OQPM successivement sur les quatre droites OD, OA, OB, OC; nous obtenons les quatre équations
— 1 -h X cosa' -^ jr cosb' -^ zcost'-— o,
— cosa'-^x -f-^cosc -h 3 cosfc — o,
— cosfc' -H xcosc-\- y 4- zcosa == o, ~ cosc' -h X cosb -^-ycosa -h z =o.
Eliminons les trois variables x,y, z entre ces quatre équations, nous trouvons la relation
I cosa' cosfc' cosr'
cosa'
CO-iC
cos6
cos6'
cosc
cosa
cosb
cosa
qui existe entre les six angles a, fr, c et a', 6', c' que forment entre elles les quatre droites données. Dans cette relation nous avons changé les signes des éléments de la première
colonne.
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Si nous développons ce déterminant, nous yerrons que notre relation (I) revient à l'égalité
isin'a cos'a'-i- 2 cos6' cosc' (cosé cosc — cosa) -h sin'6cos*6'-i- 2 cosc' cosa' (cosc cosa — cosft) -h sin*ccos'<?'-f- 2cosa'cos6'(cosacos6 — cosc)=:D-,
où
(1) D^= i — cos'a — cos'6 — cos'c-i- 2Cosacosfrcosc.
231. Relation entre les trois angles que fait une droite avec les trois axes de coordonnées. — Désignons» suivant l'usage» par 7, /x, v les inclinaisons mutuelles des axes de coordonnées OX, OY, OZ, de lelle sorte que
l'angle YOZ = X, ZOX = fx, XOY = v.
et posons
l'angle DOX = a, DOY = (3, DOZ = y.
Si nous appliquons ces notations à la formule (I), nous obtenons la relation
cosa
cos^ cosy
(III
cosa cos|3
cosv
cosv COS/x I cosX
cosy
COSfl
cosX I
ei, en
effectuant»
cos'asin'X
-+- 2 cos(3 cosy (cosjx cosv — cosi)
(IV)
-hcos*Psin'/ut
-h 2 cosy cosa (cosv cosX —cos/x)
, -f-cos*y sin^v + 2cosacos|3(cosAcosfA— cosv)
où
(V) A*=I— COS^X— COS'fJt — COS'V -4- 2COS>COS/JlC0Sy.
Telle est la relation (III) qui existe enlre les trois angles a, (î, y, que fait une droite OD avec les trois axes de coordonnées OX, OY, OZ, et les Inclinaisons mutuelles i, j^i, v de ces axes.
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232. Sinus d'un triôdre. — L'expression précédente (V) joue un grand rare dans la Géométrie analytique à trois dimensions; elle se présente dans presque toutes les formules, lorsque les axes de coordonnées sont obliques. Elle est la valeur effectuée du déterminant
;vi) A» =
I COSV COSfZ
COSV I cosX
cos/x cosA I
et peut se transformer en produit.
En effet, il est aisé de voir qu'on a
A'=rsin*|tjtsin'v — (cosucosv— cosAj* . = (sin/xsinv + cosjizcosv— -cosX)
^ X (cosX — cosfxcosv-H sinfxsinv)
= [cos(/x — v)— cosX][cosX— cos(/x-i-v)];
et comme
coslu — vi — cosA=2sm ' sm ^>
cos/— cos (M-f-v) = 2 sin sm ?
on trouve pour A* la forme remarquable
^3) AV^ism — '■ sm^- sm ^sm — ^ — •
Les trois angles X, [jl, v sont les trois faces du trièdre formé par les axes des coordonnées; par suite chacun d'eux est moindre que la somme des deux autres» et leur somme est moindre que quatre angles droits : il. s'ensuit que les trois
. . ..«., a-+-v — X V 4- X — u X-+-/X — V demi-differences > -y seront po-
sitives et moindres chacune que deux droits^ pendant que la demi-somme "^ sera aussi inférieure à deux droits;
donc les quatre sinus du produit précédent sont supérieurs à zéro.
On conclut, d'après (2), que le carré (cosp cosv — cosX)'
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est toujours moindre que sin*Xsin'v; et, comme ce dernier carré n'est jamais supérieur à i, la quantité A' sera e1le*mèine toujours comprise entre zéro et i; elle ne sera égale à ruoité, d'après (2), que si le trièdre est trirectangle.
Donc la racine carrée de A^ ou A ne peut varier qu'entre — i et -^ i, en passant par zéro.
Pour celle raison, von Slaudt {Journal de Crelle, t. XXIV, p. 262) a donné à la quanliic A le nom de sinus du trièdre^dotiX les trois faces sont X, fz, v.
233. Signification géométrique du sinus d*un trièdre. - Sur les trois arêtes OX, OY et OZ [fg. 5) du trièdre formé
par les axes de coordonnées, à partir de l'origine 0, prenons le^ longueurs OA, OB et OC égaies à l'unité, et menons les droites BC, CA et AB; nous formons ainsi le tétraèdre OABC, dont le volume V s'obtient en multipliant la face OAB par le tiers de la perpendiculaire CD abaissée sur son plan du sommet opposé C.
Appelons X\ fjf, v' les Inclinaisons des trois arêtes OA, OB OC sur les plans OBC, OCA et OAB des faces opposées; nous aurons
CD = OCsinCOD = sinCOD =:sinv';
et, comme le triangle ABO est égal à
il viendra
-AO.BO.sinAOB= - sin AOB = -sinv, 2 22
V = 77 sinv sinv'.
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Cela établi, par le pied D de la hauteur CD, dans le plan OAB, menons EF perpendiculaire sur OB jusqu'à la rencontre de OA en F; lirons DG perpendiculaire sur OA et joignons OD eiEG; nous avons évidemment
EF = OF sinEOF = OF sin v, OD = OCsinCOD = OC cosv'=: cosv',
, EF.OD sinvcosv = ^p •
Or, le quadrilatère OEDG étant inscrlptible, les deux angles DEGetDOG sont égaux; par suite, les deux triangles EFG PI DFO sont semblables et donnent
EF EG ,, , EF.OD ..^ _=.„„, dou -^^^=:EG,
ou
sinvcosv'=EG.
Mais, OE et OG étant les projections de OC = i sur les droites
OB et OA, on a
OE = cosX, 0 = cos|:x;
d'ailleurs Tangle EOG est égal à y; il vient donc, par le iriangle OEG, ,
sin'v cos*v' = EG = cos'X -+- cos'/ji — 2 cosX + cos|yi cosv.
Nous avons ainsi
sin*vsin*y'= sin*v(i— cos'v') =sin*v — sin'vcos'y'
= sin*v— ^ (cos'X-f- cos^fx— 2cos*Xcos|uicosv), ou
sin^y sin» v'= I — cos'X — cos'/jt
— cos'y -+- a cosX cos/x cosy = A».
Substituant cette valeur dans celle de V, nous obtiendrons la valeur
;5) V = ^A ou A==:6V.
^o6 LITRE III. — CHAPITRE III.
Donc /c sinus d*un irièdre est, égal au sextuple volume du tétraèdre^ dont trois arêtes contigués sont égales à l'unité et comprennent entre elles ce trièdre.
Nous pouvons donner plusieurs autres expressions du sinus d'un irièdre.
234. Expression dn sinns d*im trièdre en valeur d'nne face et de rindinaison dn plan de cette face sur l'arête opposée. — L'égalité ( 4 ) nous fail voir immédiatement qu'on a aussi
(VII) A= 8inX8inV= sinfAsinf^'^ sinvsinv'.
Il s'ensuit que le sinus d'un trièdre est égal au produit du sinus ftunt jace par le sinus de T inclinaison du plan de cette face sur Farrtf opposée,
235. Expression du sinns d'nn trièdre en valenr de denz faces et dn dièdre compris. — Représentons par X, T et Z les angles dièdres que comprennent entre eux les plans de coordonnées et qui sont adja-
cents aux axes OX, OY et OZ (fig, 6j. Le triangle rectangle CDG
nous donne
CD :=: GG sînCGD = OC sinGOG sinCGD
ou
CD= sinftsinX;
et comme, par le triangle OGD, nous avons
CD = 0CsinC0D=8inV,
il vient
8inv';=: sin/AsinX
et par suite
sinvsinv'=: siufi sinvslnX.
On a donc encore (Vin) A = sinpisinvsinX = sinvsinXsinY = sin).sinfAsinZ.
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Ainsi ie sinus dun trièdre est aussi égal au produit des sinus de deux faces par le sinus du tlièdre compris *
236. Sinus du triédre supplémentaire. — Le trièdre supplémentaire du trièdre OXYZ est terminé par les trois faces
« — X, TT — Y, ir — Z
qui comprennent entre elles les trois dièdres
Si nous substituons ces valeurs dans les formules. (Y), (YI) et (3) du n"" 231, et que nous représentions par A' le sinus de ce trièdre supplémentairei bous aurons les expressions suivantes :
(IX) A"=i — cos*X — co8*Y — cos'Z — acosXcosYcosZ,
—I cosZ cosY cosZ —I cosX cosY cosX —I
(XI) A" = 4sinS8in(X-S)sin(Y-S)sin(Z-S),
oa
2S = X-+-YH-Z-7r.
237. Si nous faisons les mêmes substitutions dans les formules (Vin), nous aurons encore
( Xn ) A'= sin Y sinZ sinX » sinZ sinX sin fi = slnX sin Y sin v.
238. Raiiport du sinus d'un trièdre an sinus du trièdre supplémentaire. — Nous avons trouvé aux n** 235 et 237 que
A = sin fi sin V sin X, A'=rsinYsinZsln>,
d'où nous tirons, en divisant,
fA\ ^ — sinp sin y sinX
^ ' A' ~ sinY SinZ sinX '
Il est aisé de voir [fig, 7) que
CD = GG sinX ^ OC sin pi sinX = sin/x sinX ;
on verrait de même que
CD= sin X sin Y;
il vient donc
sinX sin Y = sin pi sin X,
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d'où Ton tire
.^,.,. sinX sin ti sinv
^ ' siuX sinY sinZ
Ces égalités démon Irent que, flans tout trièdre, les sinus des faces sont entre eux comme les sinus des dièdres opposés.
En vertu des égalités (XIII), la relation (6) devient
ou (XIV)
A sinX sinX
sinX
à' sinX sinX
sinX
sinX sin |x
sinv
A' sinX sinï sinZ
Donc le sinus (Pun trièdre est au sinus du trièdre supplémentairr comme le sinus d'une face est au sinus du dièdre opposé.
239. Expression dn sinus du trièdre en valeur des trois angles dièdres. — Les deux égalités fournies par (XIV)
nous donnent
smY ' sidZ
sinpsinv ,.
sinYsinZ '
mais, en vertu de (VIII), nous avons
A smw siRv= -rr-^ ;
il vient donc, en substituant et en ayant égard à l'expression (XI).
4sinSsin(X-S)sin{Y-S)sin(Z-S)
XV) A
sinX sin Y sinZ
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240. Expressionr du siniu du trièdra supplémentaire en Talenr les trois faoes du trièdre donné. — Les égalités tirées de (XIV)
sin fA ' smv
lonnent aussi
^„ sinYsînZ.,
sin/Asinv ' it, comme en verta de (XII) on a
sinY sinZ = -r-r »
SIQÀ
i vient
smAsinfASinv
)o, en syant égard à Tégalité (3),
[Xyj) ^,_ 4 8in;>8in {p - \) sin(/y — f*) sinf;> — v) ^
' sinXsiofisinv
où Ton a posé a/? » X + fi + V.
24i. Rapport dn sinus d'nne faee an sinns dn dièdre opposé. —
Us égalités ( XVI) et (XV) nous donnent
A'sinX sioftsinv _ sin/?8in(^ — X)8in(^ — ft)8in(/?— v) ,
AsinX8inY8inZ""8inS8in(X-S)8in(Y-S)sin(Z-S)'
mais, en vertu de la formule (XIV), nous ayons
sin X sin fi sin V __ A^ , 8inXsinYsinZ"Â^»'
lonc i] vient, en substituant,
X\U\ ^* _ -™'^ _ 8in/g8in(;?— X)sin (/g — f*)8in(/?— v) ' A''"~sin*X~~sinSsin(X-S)8in(Y-S)8in(Z-S)'
241 Par les formules (VHI) et (XII), nous avons
A^ _ sin*f* 8in*v sin*X A'* _ sin*Y sin'Z 8in*X ^ A'"" sinYsinZsinX ' "Â ~" sinf* sinv sinX '
pis les égalités (XIII) nous donnent
sinX sinX
sinYsinZ sinfisinv' DofîOft. — Déierm. 1 4
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rabititoant dans Im rapports précédenta, on trouve que
(XVni) —, = sinXginfisinv = — = sinX siaTsinZ.
Donc : i*^ ie produit des sinus des trois faces d*un triêdre est égal aa carré du sinus du trièdre divisé par le sinus du triêdre supplémentaire; a* le produit des sinus des trois dièdres d'un trièdre est égal au carre du sinus du trièdre supplémentaire divisé par le sinus du, trièdre donné.
Voir y pour plus de détails , le Mémoire que nous ayons publié dans les Archives de Mathématiques et de Physique , t.LVIIy p. ii3, sous le titre: Le trièdre et le tétraèdre,' avec application des déterminants,
243. Inclinaison sur Tan des axes de coordonnées de la droite perpendiculaire an plan des deux antres axes. — Supposons que la droite OD du n" 231 soit perpendiculaire au plan des/jSy et proposons-nous de calculer son inclinaisons sur l'axe de x.
Il est évident que OD [fig. 8) est perpendiculaire a la fois
à l'axe des/* et à celui des s; par suite on acosp= o, cosy--^ La. relation (III) devient dans ce cas
cosa
cosa
COSV
COSfX
cosv
cosX
COSfX
cosX
Retranchant de la seconde ligne le produit de la premia
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par cos a, on obtient l'égalité
an
I cosa o o
0 1 — cos*a cosv cos/x
0 cosv 0 cosfx
qui revient à
I cosX cosX I
I — cos* « cos V cos f* cosv I cosX
cos/x cosX I
I cosv COS/I cosv I cosX
COSfA cosX I *
cos'a cosv cosfA o 1 cosX
o cosX I
ou a
o=:A^~ cos'a
I cosX cos A 1 = A'— cos*asin*A;
= A' — cos*« (1 — cos'X)
celle-ci donne
XIX
cosa =
sinX
, A% (rlA
pour le cosinus de Tangle cherché.
Cette valeur aurait pu se tirer immédiatement de la valeur de À, en y £ùsaDt V = a.
244. Angle de deux droites^OD, OD' en valeur des inclinaisons de ces deux droites sur les axes de coordonnées. — Soient toujours a»P>y les angles que fait la première droite OD
fiS" 9) 2iv^c*'®s axes de coordonnées; a', (J', y' ceux que fait
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la seconde droite OD' avec les mêmes axes; et 9 Tangle DOD'de ces deux droites. Sur la première droite OD prenonsOM = i et soient x^ j> z les coordonnées du point M. Projetons la longueur OM et le contour OQPM successivement sur la droite OD' et sur les trois axes; nous formons les égalités
— cos 0 -h a:cosa'-h j^cosp'-h z cos/= o,
— cosa-4-a: -t-j^cosv -t-zcosfx = o,
— COS^ + arCOSvH- J -r-SCOSX =0,
— cosy -Ha:cos|x-hj<'COsX -h« =o;
éliminons les trois variables x,x, z entre ces quatre équations, nous obtenons la relation
XX
cosp' cosy'
COSV COS/UL
I cosX
cosX I
cos 9 cos a' cos a I
COS^ COSV
cos y cosjui qui, étant développée, donne
Icosa cosa'sin'X ■+■ (cosPcosP'-hcgsycosy') (cOSfiCOSv-fl -f-cospcosP'8in*fA-t- (CO87 cosy'-t- cosacosa') (cosvcosl'ri -+-co87COS7'sin'v -h (co8acosa'+cospcosP')(cos>cos.a-^
Les deux droites sont perpendiculaires entre elles, si l'ol a cos d = o et par suite
COS/X
cosX
245. Angles qne fait nne droite donnée avec les trois plans coordonnées. — Soient toujours a, p, 7 les angles que fait la droite (fig. 9) avec les trois axes de coordonnées et désignons par a, ^ ceux qu'elle fait avec les trois plans YOZ, ZOX, XOY. Si nous s posons que la droite OD' soit perpendiculaire au plan de x^, nous rons (XIX)
C08Ô = sina, C08a'= -r-. j cosP'= o, 0037'= 0..
sina
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La subetitaiion de ces valeurs dans la formule (XX) donne
sinX
coea I cosv costt = o
cosp cosv I cosX
cosy cosfA cosX . i
!ll3
ou
sina
cosv COSft
cosv
I cosX
COSfA
cosX 1
sJnX
COSa cosv COSfi
cosp I cosX cosy co8> 1
(xxni)
A sina sinX ==
on en tire
COSa cosv COSfi
cos^ I cosX cosy cosX I
On a donc, en développant,
I AsinasinX = cosa sin'X + co8p(co8>co8fA — co8v)+cos7 (cosv cos> — cosfi),
) I A8in^sinfA = cospsin'fA+cos7(cosf&cosv— co8>)+cosa(cos>co6f&— cosv),
(Asincsinv = co878in'v-HCOsa(cosvco8>>-cosft)+cosP(cosf&cosv — co6>].
Si nous multiplions ces trois égalités respectivement par cosa, cos^, 30S7 et que nous ajoutions les trois produits, le second membre de Téga- Sté résultante sera égal à A' en vertu de la relation (IV), de sorte qu'il nendra
[XXY) sîna cosa sin> + sin & cos p sin fx + sin c COS7 sin v = A iwur une nouvelle expression du sinus du trièdre formé par les axes.
246. Tangente de l'angle ? que fait avec les trois axes de coordonlées la droite également inclinée snr ces axes. — Si la ligne OD fi^, 9) est cette droite, nous aurons a8^=7»f, cequi transforme a relation (III) dans la suivante :
I COSf COS7 <^^?
OO87 I COSV COSfi
COS7 cosv I cos).
COS7 ^^V
Pour résoudre cette équation par rapport à Tangle f , divisons la preûère ligne et la première colonne par cos 7, puis remplaçons le premier
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élément résultant — 7- par son équivalent tang'f dra ainsi
1; réquation devien-
tang'f -H I
cosv cos/x
et donne
o -H I cosv I cos> o -*- 1 cosp cosx 1
tang^f o o
I cosv OOSfA
cosv I cos>
COSfA cosX I
I I cosv
I cosv l
cosX
I COSp cosX I
Le premier terme revient à A' tang'f , tandis que le second, en verts du n* 184, est égal à — 16 sin^ - sin^^ sin'- • On a donc
XXVI
langf =
. . > . lA . V
4sm- sin- sma 2 !A
247. Tangente de Tangle ^ que fait avec les trois plans de coordonnées la droite également inclinée sur ces plans. - Soit OD' la droite également inclinée sur les trois plans YOZ, ZOX, XOY. Si par rorigine nous élevons sur ces plans, ei dans le sens des coordonnées positives, les perpendiculaires OX', OY',OZ', la droite OD' sera également inclinée sur ces trois droites, qui forment le trièdre supplémentaire de celai des axes.
Par conséquent il nous suffira de remplacer dans (XXVI
les angles 9, X, fx, v et A par 4;, tt — X, tt — Y, ir — Z et A',
pour avoir Texpression
tang
, . Asinl I sin I sin i
ou
tangi]; =
4 cos — cos — ces - ^ a a 2
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Dans cette valeur, & la place de A', mettons son expres-
sion (XXII) et dans le résultat mettons, au lieu de cos— »
sin— 9 sin -9 leurs valeurs en fonctions des angles "k, iifV; nous
trouvons que
(XXVII) tang^^^ jA^.
asin ^^
248. Le tiièdre dont les trois faoes valent ensemble deux angles droits. — Dans ce qui précède, supposcns que
^-H/A-f- V SB ir
nous trouverons facilement que
(XXVllI) cosX -H cos Y -f- cosZ = i,
A = 2 v^cosXcosftcosv = 2tang — tang- lang- A'= 26in'S col - cet - cet - ,
(XXK) ( . a'à^ c
tang-tong-tang-
tangç== g ,
§ II. — Intersection des droites et des plans.
249. Condition pour que deux droites se rencontrent. — l'Si les deux droites
fi) [ ^
\ A,a:-{-B./-+-Ci«-+-D,= o;
I A'j? + B>-+-CzH-D'=o,
l^J j A>-hB'.r+C.sH-D'.= c
se coupent, les quatre équations seront satisfaites par les
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coordonnées du point d'intersection. Éliminant dpnc les trois variables x^ 7, z entre les quatre équations (i) et (2], considérées comme simultanées, nous obtenons la relation de condition
C. ly
2^ Supposons que les deux droites soient déterminées par les deux systèmes d'équations
jc= az -4-p, X=bz 4-g;
x=^alZ'\- p\
On ramènera ce cas au précédent, en mettant ces équations sous la forme
o,x — y-^bz '\- q^=o^ — jc -4- o,jr -f- a*z-^p*^=^ o, o. ar — ^-4- i'z-h ^'= o;
éliminant ^,7 et z^ on en tire la relation de condition
Si nous retranchons les deux premières lignes des deui dernières, nous obtenons l'égalité
o o a'-^a p'^-p b' — b q'—ql
qui revient à
LA. DIOITB BT tB FLAH.
250. Intersection d'nne droite ^ = a« + /i, j= frs + 9 avec un plan Ax -t- Bj -h C« -t- D = o, — Les coordonnées du point d'intersection satisfont à la fois à ces trois équations; or ce système peut s'écrire
Cz -h D H- A ar -h B^ = o,
— az — p -t- JP -h o,jrz= o,
— bz " g -{-o.x -hBy = 0;
éliminant X et j^ entre ces trois équations, on obtient l'égalité
qui donne
C«4-D — az — p -- bz ^ q
et> en développant,
(IV
___ Ap + Bg-f-P
Aa-+-B6-f-C
On trouve ensuite que
(B7+I))a~(Bfe-f-C)p ^" Aa+B6-hC ' ^^
(Ap-4-I))6-f-(Afl-4-C)y Aa-t-B6-^C
Intersection de trois plans
Ax -hBj 4-C«
1*^ Si ces trois plant se coupent en un seul et même point, les coordonnées de ce point d'intersection vérIQent simulta-
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nément leurs équations (5). L'élimination de/ et « entre ces trois équations fournit Immédiatement l'équation suivante
Ax -j-D B C A'x-hjy B' C =0.
Le premier membre est la somme de deux déterminants (56) ; par suite, cette équation revient à
Ax -t-B C
et donne, en mettant jr en évidence dans le premier terme (28],
:c(AB'C'') + (DB'e) = o.
On trouve ainsi, pour le^ coordonnées du point d'intersection, les valeurs
AB'C'Y ^^ (A'B'CT')' ^■" (AB'C
2? Si les trois plans [5] se coupent suivant trois droites parallèles, les valeurs (Y) des coordonnées seront infinies, ce qui exige que l*on ait (AB'C') = o et que chacun des trois détemiinants (DB'C^), (AFC"), (AB'D") soit différent de zéro.
3** Si les trois plans (5) se coupent suivant deux droites parallèles, deux de ces plans, par exemple les deux derniers, seront parallèles; on aura dans ce cas
A"=mA', B"=mB', C'^mC
et jy différent de mh'. Le premier déterminant devient ainsi
mB'
mC
et se trouve naturellement nul, comme ayant deux lignes
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îdeniiqaes (26), tandis que les trois autres se changent en
et sont nécessairement différents de zéro.
4^ Enfin, si les trois plans [5] se coupent sui\fant une seule et mime droite^ les valeurs des coordonnées du point d'intersection seront indéterminées et Ton a en même temps
{AB'C'] = o, (DB'C) = o, (AD'B") = o, (AB'D") = o.
Il est à remarqwr que deux quelconques de ces quatre relations entraînent forcément les deux autres.
Les réciproques de ces quatre cas sont vraies et s'établissent facilement.
§111. — Combinaison des équations générales qui représentent des plans donnés.
2S2. Relation identique entre les premiers membres des équations
de quatre plans et leurs déterminants. — Prenons les équations de
quatre plans /
( P =Ax -f-Bj -f- CzH-D =o,
F=A'x -hBy -+-C'2-4-D' = o, P"'- A''x-+-B"'^-HC"'z-hD'"=o.
Nous avons évidemment
ly A' B' C
puisque, pour passer du premier déterminant au second, il faut effisctuer trois permutations de deux colonnes consécutives, ce qui change le signe du déterminant sans en altérer la valeur. Dans le premier déterminant , nous pouvons ajouter à la première
aao
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colonne les trois suivantes, multipliées respectivement par x^jr et z\ nom obtenons ainsi Tégalité
Ax -hBj -+-C» -hD
A'* -hBy H-C'a -hD'
A'x -♦- BV -H C'a H- D" A" B" C*
A"xH-B'»r-hC'»«H-D" A" B* C"
Dr
ou
p«î ^iw g*»
Développons le premier membre suivant les éléments de la première colonne; nous transformons notre identité dans la#iivante :
Dans le second déterminant, nous pouvons amener la première ligne au troisième rang par deux permutations de deux lignes consécutives, ce qui n'altère ni la i^eur ni le signe du déterminant; dans le troisième déterminant, nous pouvons de môme amener la troisième ligne au prenûer rang par deux permutations de deux lignes consécutives. Notre identité (i) pourra donc s'écrire
V C If
ou, en faisant usage de la notation abrégée^
(H) PIA'B'C) -P'(A''B"C) -hP-CA^BC') -P*(AB'C)-^ (AB'CD*) =o. C'est la relation que nous voulions établir.
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253. Relation idoitlqne entre les premiers membres des équations de trois plans et leurs déterminants. — Dans la relation (I), que noos venons de tfouver, supposons que Téquation du quatrième plan P'"» o devienne x -*- ^ -*- a = o, de sorte que
A'^ = B*'=C"'=i et D*'=o;
la relation elle-même deviendra
— {x-hx-^ «)
ou bien, en ramenant ai premier rang les lignes à unités,
(in) {
= (xH-/-f-z)
AT B* C
C'est la relation cherchée.
254. Théorème I. — Lorsque trois pians P = o, P'= o, F" = o ^^ eou' peni suivant une seule et même droite, on peut trouver pour X, V, \' des valeurs constantes et finies, de manière que Von ait identiquement
(IV) XP-hVFh-X"'P'=o.
En effet, si les trois plans se coupent suivant une même droite, les quatre déterminants (AB'C), (DB'C), (AiyC), (AB'D") sont nuls (251); par suite, dans la relation (m), le premier terme du second membre est nul; lesecond terme, dont le développement est (BC'IT) — (AC'D'')+(AB'D'), ou (DBXM-f- (AD'C) + (AB'D*), se réduit aussià zéro; donc la relation ( ni) devient
ABC
(VI
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ce qoi donne pour les constantes \ >', X' les valeurs finies ( > = B'C"- C'B" -h C'A* - A'C -+- A'B'- B'A',
( y= BC' - CB' H-CA' - AC -h AB'-BA'.
IS5. Condition ponr qne qnatre plans P = o, P'= o, P= o,P*= o se coupent en un seul et môme point. -- Les équations de ces qoatre plans (i) devront être vérifiées par un même système de valeurs pourks coordonnées x, jr, z; par suite ces équations seront compatibles; il faudra donc que leur déterminant soit nul. On obtient ainsi la relation de
condition
ABC
ou(AB'C''D"') = o. .
256. Théorème II. — Lorsque quatre plans F = o, ?*= o, P= o, F'= o passent par un seul et même point y on peut trouver pour \ X', >", V des valeurs constantes et finies, de manière que Von ait
(vn) >p-4-vp'-+-À'P'-t-rp*'=o.
En effet, si les quatre plans (i) se coupent en un seul et même point, le dernier terme de Tidentité (!) est nul en vertu de la condition du numéro précédent; on a donc entre P, P', P et P** la relation
DONNÉES
257. Équation du plan passant par trois points donnés. - Le plan
D -f- Ajc4- Bx-hCz = o
passera par les trois points M,(j:,, /„ a,), M,(x,, ^"m *«)»
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Jâi[xt9 x%i z^^ si l'on a en même temps
D H- Kxx -f- Bj, -h Cz, = o, D -♦- Ax, -h Bj^,-h Cz,= o, D H- Ar, + B/, -hCz8=o.
Ces quatre équations sont homogènes par rapport aux coefflcients D> A, B, C; pour qu'elles soient compatibles» il faut et il suffit que leur déterminant soit nul (131), c'est-à-dire que Ton ait
I j:, y, Zt I x^ j, 2, I Xz Xt Zt
C'est l'éq nation du pian cherché.
Cette équation exprime aussi la condition nécessaire et suffisante» pour que les quatre points M [x, y, z), M. (ar,, j,, «,), Ma (jTi, 7„ «,), M.(j:s. T'a, ^s) soicut situés dans un même plan.
258. Équation du plan passant par deux droites parallèles. — Supposons que les deux parallèles, passant Tune par le point M, (x,, t*,, z.) et l'autre par le point M, (ar„ j„ js,), fassent avec les axes de coordonnées les angles a, p, y.
Si les axes sont rectangulaires, un second point M' de la première parallèle sera déterminé par les coordonnées
x'=Xi'h pcosa,
/==ri-<-pcosp,
z' = Zt -4-pcosy,
où p désigne la distance Mi M' des deux points Mi et M' de la première parallèle.
Le plan cherché, passant par les trois points Mi, Mi et M', sera représenté par l'équation (257)
IX y z
1 Xi Xt Zi
1 x,-f-pcosa ^i4-pcosp z,-f-pcosy
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qu'on peut simplifier. Pour cela il suffit de retranclier la seconde ligne de la quatrième et de diviser par p la ligne résultante. On trouve ainsi
(II
JPI
Zx
Zi
o cosa cos^ cosy pour réquation du plan demandé.
259. Équation du plan passant par deux droites concoarantes. — Soient Xt, y.^ z. les coordonnées du point d'iDte^ section M« des deux droites; et a, p, y ; a^ ^', / les angles que font leurs directions avec les trois axes de coordonnées supposés rectangulaires. Les coordonnées .
Xo-hpcosac, jo-^pcos(3, «o + pcosy
seront celles d'un second point M de la première droite, éloigné du premier M« d'une longueur p, et
Xt-hp'cosa', 7o-+-p'cos^', -s.-hp'cos/
seront les coordonnées d'un second point M' de la deuxième droite, éloigné du premier M« d'une longueur p\
Le plan demandé, devant passer par les trois points H«, M et M', sera représenté par l'équation
IX y z
Xt
I jTflH-pcosa jo-hpcosp 2o4-pcosy
I JTo-i-p'COSa' JoH-p'COSP' ^oH-p'COS/
Retranchant la seconde ligne de chacune des deux suivantes et divisant par p et p' les deux lignes résultâmes, on
trouve
o cosa cos^
(III
cosy
o cosa' cos(î' cosy' pour l'équation du plan cherché.
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§ Y. — Droites et plans parallèles.
260. Condition pour que trois droites soient parallèles à on même plan. — Les trois droites
Si
EL
fi
Jf
seront parallèles à un même plan
Kx -f- B/ -h C-s -♦- D = o.
si Ton a en même temps
Aa -f-Bft -f- Ce = 0, Aa'-hB6'4-Cc'=o,
Ces trois équations du premier degré sont homogènes par rapport aux coefficients A, B, C de l'équation du plan; pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul. La condition demandée est donc
261. Condition pour que trois plans soient parallèles à une même droite. — Les trois plans
Ax-f-Bj Mx + By
C«-+-D=o, C'-3-hD'=o,
DotroK. — Diterm,
aa6 UTRB m. — chapiteb m.
seront parallèles à la droite
si l'on a simultanément
Aa-4-B6-4-Cc = o, A'a-+-B'ftH-C'c = o,
Éliminant a et 6 entre ces trois équations, on trouve
ABC
II) A' B' C
pour la relation demaïidée.
262. Plan mené par T origine parallèlement à deux droites données. — Si le plan
(5) Aj:-+-B/4-C-8; = o
doit être parallèle aux deux droites
on devra avoir en même temps
Aa -f- Bft -i- Ce? = o, Aa'-hB6'-}-Cc' = o.
Éliminant A et B entre les trois équations (5) et (6), on
trouve
al é' c'
pour l'équation du plan demandé.
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Plan mené, par une droite
P=Aa?-4-Bj--»-C»
P'=A'jr-hB>-4-C'«
parallèlement à une antre droite
Le plan cherché, devant passer par la droite (7], est repréenté par une équation de la forme P — XP'= o ou par
9; (A-XA')^4-(B-XB')r-h{C-)iC')-8-i-D-XD'=o.
Pour que ce plan (9) soit parallèle à l'intersection des deux »lans (8), il faut et il sufflt que les trois plans
( (A~>.A')^-+-(B-XB')jr-f-(C-XC')2 = o, ; j A'x -f- B>-^Cz = o,
nenés.par l'origine parallèlement aux trois plans (9) et (8j, e coupent suivant une seule et même droite; il s'ensuit que »s trois équations homogènes (10) doivent être satisfaites par >s mêmes systèmes de valeurs pour x, jr^ z, qui vérifient les quatlons de cette droite. Il faudra donc que le déterminant es équations (10] soit nul, ou que l'on ait
A-XA' B-XB' C-XC A' B'' C
H en déduit l'équation
AB^C
pour l'équation du plan demandé.
264. Si, dans cette équation, nous faisons disparaître les dénominateurs, et que nous ordonnions par rapport aui variables, nous pourrons lui donner les formes suivantes :
[A(A'B*'C'')— A'(AB"C*)]a:-f-[B(A'B^C'')-B'(AB"C')]j -+-[C(A'B"n- C'IAB'^C*')^ -f-D(A'B''C-')~-D'(AB'C') =o,
o A" B" cr
( VI ) (ftc'— cb')x-^ [ca!— ac^jj-t- [aV— 6û') z -f- (D r= o.
en posant
BC — CB'=:a, B'^C"'-C"B''=rt',
CA' — AC'= b, e A"— A'^C^'^: b', AB'- BA'= c, A"B'"— B^'A^'^r c'.
265. On trouverait de même que le plan, mené par li droite (7) parallèlement à la droite (8), est représenté p4
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chacune des trois équations
aag
(VII
M'x ^ Vr 4- Cz + W _ PiTx ^ ^'r -4- C^g -HT
(VIII
A-'BC
£«r ^*r 3«r çj^
[IX) (6c'- cb')x -+- (cû'— a</)y -h (aft'- ba'] - 0£)'= o,
où Ton a posé
266. Les deux pians (V) et (VIII) sont évidemment parallèles, puisque, les sommes des coefficients des mêmes variables étant nulles, ces coefficients sont égaux et de signes contraires dans les deux équations (V) et (VIII).
267. On peut arriver aux mêmes résultats de la manière suivante : Dous avons entre les quatre équations (7) et (8) la relation identique (252)
P(A'B-'C'^) - F(A''B'"C) -+- P''(A'^BC') - P"'(AB'C'') = - (AB'CD
par conséquent les premiers membres des deux équations
[i3) lU)
P(A'B'C'^)-P'(A'B'^C) = o, P'(A'*BC') -P''(AB'C'') =0
36 diffèrent que par une constante (AB'C'D*'); donc ces deux équations ^présentent deux plans parallèles.
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Ainsi le plan (i3) ou
Ax4- Br-hÇg-hP _ k'x -hWx -hCz-hU
A^BC) (A'^BC
est mené par la seconde droite ( 8) parallèlement à la première ( 7 ).
§ VI. — Droites et plans perpendiculaires.
268. Condition de perpendiGularité de la droite et dn plan. — Supposons que la droite
soit perpendiculaire au plan
(a) A;c-f- Bj^-+- C« -hD = o.
Si. par Torigine des coordonnées» nous menons une parallèle à ia droite donnée (i), les équations de cette parallèle
seront
Par le point I de cette dernière droite, dont les coordonnées sont a, bf c, conduisons un plan parallèle au plan donné (a), Féqualion^e ce plan sera
(3) Xx -hBy + Cz = Xa -hBb -h Ce = D\
Posons 01 = u et soient a, p, y les inclinaisons de la droite 01 sur les trois axes de coordonnées. Représentons d'ailleurs par /, m, n les distances à l'origine des points L, H, N
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OÙ le plan (3) coupe les trois axes de coordonnéesi de sorte que
D' Aa-f-Bft-+-Cc '^^B^ 5 '
D' Aa-+-B6-hCc n = - = ^
Comme
u = /cosa = mcosP = iicosy,
il vient
(4) cosa = -g7> cos(3 = ^, cos7=^
Projetons la droite u successivement sur les trois axes de coordonnées, ainsi que le contour formé par les coordonnées a, bf c de son extrémité I; nous formons les trois équations
wcosa = a -h fccosv-f- ccosfi^
u cosp = a cosv H- 6 4- c cosi ,
ucosy =acosi:x-4-ft cosX-+-c,
qui» eu égard aux valeurs (4)> reviennent à
-|r7- = a -f- fc cosv -♦- CCOSfJLt
(5) { Iv"^ acosv-*-6-hccosA,
-=-- = a cos/x 4- 0 cosÂ -+- c.
Si nous multiplions ces trois égalités respectivement par^, fr et c et que nous ajoutions, nous trouverons que les
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relations de conditions demandées seront
u} a'4- ft*-+-c*+ afcccosX-i-^cacos/x
F~* Aa-4-B6-4-Cc
a -h 6cosv-4- ccosfi
^ab cosv
a cosv -h & 4- c cosX
acosfi-h ftcosX-+- r
Ces conditions peuvent s'obtenir sous une autre forme. ^ Entre les trois équations (5), éliminons b et c; il nous vient l'équation
cosv
COSfX
-fïr "^ «cosv
cosX
Cm'
-jjr + acos/x
cosX
dont le premier membre est la différence de deux déterminants. On en déduit par suite
a cosv cos/x a cosv I cosX âcos/x cosX I
cosv COS/x
cosX
cosX
ou bien
I cosv cos/x cosv ' I cosX cos/x cosX I
A cosv cos/x B I cosX C cosX I
Nous trouvons ainsi, en développant, une nouvelle exprès-
Distance d^un point à un plan (' ). — Soient
(l) A^-f-Bj-f- C-3 -hD=:0
réquation du plan; x', y, z' les coordonnées du point donné P ; /? la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan(i); et a, p, y les inclinaisons de cette perpendiculaire sur les trois axes de coordonnées.
Par le point P menons le plan parallèle au plan (i); son équation sera
(2) Ax-hBx+Cz = Ax'-^ By-f- Cz\
Les deux plans (i) et (a) coupent les axes de coordonnées aux distances de l'origine respectivement égales à
et
CL
-,_ Aar^-4- B/+ Cz' B '
, A.r'-4-B/-f-Cz'
(' ) DoffTOB, Aréhwti de Mathématiques et de Phjrsique, 1875, t. LYII, p. aiS.
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D'après cela, il est évident qu'on a
pz=i[a'^ a) cosa = ^ cos«,
p =1 (fr'— h) COSP = ^^5 COSP,
p = fc?'— c) cosy = ^
cosy;
d'où nous lirons
cosa =
Ax'-+-Br'-+-C-s'-f-D
^_ Bp
^^^P""Ax'-hB/-hC^'-f-D'
__ Cp
^^^^~Aj:'-+-B/^-C«-+^D'
Substituons ces valeurs dans la relation (III) du n^231; celle-ci devient
Ax'-4-B/-+-C«'-i-D A^'-f.By^C«'-HD
Cp
Ax'^By-+-C«'-hD
hp
Cp
Ax'-hBZ-^Czf-^D Aar'-t-B/-FC«'-hD Aj/h-B/h-Cz^-D
COSV
COSV
COSfl
COSfA
cos>
cosX
Multiplions la première ligne et la première coIooDe
Kx'-hBr'-^Cz'-hD ^ „^ par ^~
IIUU
9 yju^jji
■ vus 1 %i
i|ua»vi
(Ax'+B/ 4-
Cz'
COSV
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qui donne
(Aa?'+Br'+Cg'-i-D)'A'
cosv
cos/x
cosv
cosX
COSfA
cosX
où A rcprésenie le sinus du irièdre formé par les axes de coordonnées.
De régalilé (3) nous lirons
(Ajr'-+-B,r'-f-Ca'-+-D).A
A*sin*X-f- a BC (cos/x cosv — cosX) B'sin'/x -4-2CA(cosvcosX — cos/x) C* sin*v H- aAB (cosXcos/x— cosv)
pour la distance demandée.
La distance de l'origine 0 au plan (i) s'obiient en posant x'=jr'= z'= o dans (I); elle sera
(II) p = ±:
en faisant, pour abréger,
Distance d*an point à l'un des plans de coordonnées
— Le plan (i) se confondra avec le plan des /z, qui a pour
équation j: — o, si Ton a B = C = D = o. Dans ce cas, la for-
A't''A' Ax'
mule (3) se réduit à — ^—- — =A'sin'X et donne p = -r-^-
^ ' p* '^ smX
Les distances p, q^ r du point [jc\y ^ z') aux trois plans de coordonnées j? = o, / = o, z = o seront donc
' sinX ^ SI
A/ _ àz'
sin/x
sinv
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271. Équation de la droite dont tons les points sont à égale distance des trois plans de coordonnées. — Si les distances (III) sont égales entre elles» nous aurons entre les coordonnées du point (^'y/ fZ') les relations
sinX sinjx sinv^
ces équaiions représentent donc le lieu des points équidistants des trois plans x = o,x = oeiz = o; ce lieu est une ligne droite ayant pour équations
(IV
sinX siu/x sinv
On trouverait facilement que les trois droites qui ont leurs points également éloignés des trois faces des trièdres OX' TZ, OXY'Z, OXYZ' sont représentées par les équations respec-
tives
— sinX sin|x sinv
sinX — sin/x sinv
sinX sin/x —sinv
272. Angle de deux plans donnés par leurs équations ( * ) A^ -f- Bj 4- Ciî -f- D =: o, A'x -h Vy + C'^ -f- JD'= o.
.Soient p et p' les perpendiculaires abaissées de Torigine sur ces plans ; a, |3, y et a!, f^'y y' les inclinaisons de ces perpendiculaires sur les axes de coordonnées; hous avons évidem* ment
Ap « B» Cp
cosa = — g-> cosp= ^9 cosy = — j^>
(*) DosTOB, Archives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. LVII, p. a3i.
et
cosa'= —
Là droits bt lb plan.
ky ^, By
-^, cos(3'=--^, cos/
Si nous substituons ces valeurs dans la relation (XX) du n"* 24&» après avoir multiplié la première colonne par
et la première ligne par 79 cette relation deviendra
DI^cosô PP'
1 cosv COS/X
cosv I cosX
•cds/x cosX 1
et donnera
,^^ DD'A»cos0
A I cosv cosjLL B cosv I cosX
C cos/x cosX 1
en faisant par abrévation
AA' sin'X -t- (BC'4- CB') (cosficosv — cosX) BB' sin>-4- (CA'+ AC) (cosv cosi — cos/ui) ce sin»v +(AB' + BA')(cosXcosf*— cosv).
Mais, en vertu de la formule (II), nous avons
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OU, en remplaçant K, H et H' par leurs développements [6)
et (4), •
AA' sin'X H- {BC'-4- CB') (cosfxcob^v — cosX)
-+- BB' sîn»fji-f- (CA'-+- AC) (cos v cosX — cosjil
,„,, ^ ^ -t-CC sin»v-f-(AB'-hBA')(cosX cosu— cosv'
(VI) cos9 = —
/ A* sin*A -f-aBC(cos/xcosv —cosX)
-h B» sin'/x -f- aCA(cosv cosX — cosfx)
C» sin'v -4-2AB(cosX cosfx— cosv)
A'*sin*X 4- 2BC ( cos /x cosv — cosX) B"sln*/x-f- 2CA(cosv cosX — cosft) C'sln'v -+-2AB(cosXcos/x— cosv) ;
273. Condition de perpendiculaitté de deux plans. — Elle s'obtient, en posant cos6 = o dans l'égalité (5), et sera exprimée par chacune des deux relations
(VII
cosv
cos/x
cosv COSfX
I cosX
cosX I
(VIII
AA'sin'X 4-BB'siny ce sin'v
Plus courte distance des deux droites
l Ax-i-B_y-t-Ca + D=o,
' \ A'x-^h'x-*-C'z+ir=o.
Par chacune de ces droites menons un plan parallèle à l'autre droite; nous obtenons ainsi les deux plans (IV] et (VU) des n"** 263 et 265.
Il est évident que la plus courte distance des deux droites (7) et (8) est égale, en valeur absolue, à la différence d — d" des distances à l'origine d et d' des deux plans (IV) et (VII).
Posons, pour abréger,
(9) bc'—cb'=X, ca' — ac' = ^S^, ab'—ba' = Q;
les équations des deux plans (IV) et (VII) s'écriront (VI, a«264)
JLx -f- ift)^ -4- Cj3 -f- (D =0,
rX»x -f- lO)/ 4- G-z — CD' = o ; H nous aurons
=t v/X' -+- uy -h e- ir: v/al.^ -+- Db' H- G*
Nous avons, par suite,
XI; d=S-d' =
(D-f- rî>'
zL v/A,^ 4- ui)' -+- a»
il il reste à calculer Q-hOO' et *l,» -+- aft>' -+- C en valeur des
oefGcients des équations (7) et (8) des deux droites données.
En vertu des notations (11) et (12) des n«« 264 et 265, nous
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avons d'abord
Ensuite les valeurs (9] nous donnent
ou, en vertu de l'identité de Lagrange (112)»
Mais par les égalités (n) du n"* 264. on a, en vertu delà même identité.
l'-hb^
(XII) d =
c» = (BC- CB')»-+- (CA'- AC')'-H (AB'- BA')'
= (A} -h B* ^- C) (A'» -f- B" ^- C") - ( AA' ^ BB' h- CC' .'.
i^^^b^'-h c'* = (k'^-h B'^-h C") ( A'^-f- B^^-h C**) - (A'A-'-t- BV-^CCS
aa'-^bb'-^cc'= (AA" h- BB" -f- CC) ( A'A'"-f- B'B'"-+- C'C") - (AA'^-t- BB'^-4- CC") (A'A''-f- B'B•^- CC).
Si nous substituons ces valeurs dans l'expression (u), pui^ le résultat de celle-ci ainsi que (10] dans la fraction (Xll^nous obtiendrons pour la plus courte distance d la valeur
[(A» -+-B' -t-C) (A'-' -+-B'' -i-C'=')-(AA' -hBB' +Û X [(A"' -h B'^ -H C^) (A"'^ -+- B'"^ -4- C^') - (A'A* -h B'B'"^ C
y/ __r (aa^h-bb-'h-ccxa
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Les deux droites (i) el (?) se couperont, si l'on a rf— o, ce qui exige que ^=o. Nous retrouvons ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que les quatre plans (i) et (2) passent par un même point.
§ VIII. — Application de l'identité de Lagrange au calcul
DES distances DANS LA GÉOMÉTRIE DE l'eSPACE.
275. L'identité {i){a',-^b]-r-c])(al^bl-^cl)==A]-^B]-^C]-^{a,a,-^b,b,-.c,c,)\
où f
(2) A, = ^,c,— c,ô„ B,-=c,fl, — û,c„ C^=-•a^b^—b^a^,
que nous avons obtenue au n® li2, peut se vérifier directement. Elle a de nombreuses applications dans plusieurs branches des Mathématiques. Noos en ferons usage pour déterminer, en Géométrie analytique, les distances du point à la droite et au plan, ainsi que la plus courte distance de deux droites.
Cette application est fort ingénieuse ; elle est surtout remarquable par sa grande simplicité. Nous en devons la communication à Tobligeance de M. Hermite. Elle repose sur la solution des deux questions suivantes, que nous résoudrons, en nous conformant à la méthode indiquée par l'habile et profond analyste.
276. Problème I. — Déterminer la valeur de x qui rend minima la somme des trois carrés
(3) S^ ^- [ax -^ a'Y -^ [bx -^ b'Y-r- (ex -^ c')\
et calculer la valeur de ce minimum.
Dans ridentité (i) posons
a^ :- ax -^- a\
b^^bx-^ b\
Cj~ ex -\- c'.
Nous aurons, eu égard à (2),
A, = b^c^— c^b^:= b{cx-\- c') — c{bx~i- b') -= bc' -- cbr , D08TOB. — Dé ter m. iG
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et, en général, en supprimant les indices dans À,, B^, C^ (4) A = bc'^cb', B = ca'—ac', C = aié'-ba\
Nous trouverons de môme que
a^ a^ H- ^, ^, -h c, r, = (a'h- b^ -+- à)x h- ao^-h bb'-h ce'.
Si nous substituons ces expressions dans notre identité (i), elle deviendra
(fl>H- ^'-T- c')S'= A^H- B'-H C'-+- [(«'-h A*-h c*)x -f- W-h W-h «7.
et donnera
_ A'^B'h-C» \(a' ^ b*-^ c')x -i- aa' ^ bb'-*- cc'Y
a^^b'-fc^ a^-r-b'
Ce développement de S' se compose de deux parties positives, Tuoe constante et l'autre variable; par suite S^ atteindra son minimum lorsque la partie variable se réduira à zéro.
Nous en concluons que la valeur
aa! -h bb' -*- rr'
(I) ^ = a Ai T"
^ ' or x-o^-^c*
rend minima la somme des trois carrés (3), et que la valeur de ce minimum est
, _ A' ^B'-i-C _ (bc'--cb'Y-^(ca'~ac'y^[nb'-'ba'r
(II) ^ - -r^^a^c»'- a^^b^-^c^
¥11. Problème II. — Déterminer les valeurs de x et jr qui rendent minima la somme des trois carrés
(5) S'-^ [ax 4- «'j'-H û*)'-h (bx -f- by -t- ^"j'-f- [ex -^ c'/'^c':'.
et calculer ce minimum.
Dans l'identité (1) nous poserons
a^ — b'c— cb'y a^^ axH- a'jr -h af^ b^ ~- ca'— ac\ b^ = bx -h b'y -h If, Cj -z ab' — ba\ c^~ ex -h c'y -»- c",
et nous conserverons les notations (4)- Nous aurons d'abord
= (A^H-B^» + Cc)x-i (Art'-HB^'-r-CO/H-Afl'H-B^'-^-Cc'.
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Or il est évident, par rinspection de (4)) que, dans le coefficient ka-hBb-^Cc de X, les expressions À, B, C sont les déterminants mineurs des éléments de la première ligne du déterminant
oar suite le coefficient de x est égal à ce déterminant et s'annule. On verrait de même que le coefficient Aû'h- BA'-h Ce' de/ se réduit aussi à zéro. Quant au troisième terme Aa'-i- B^'-f- Ce", il est facile de voir qu'il est égal au déterminant (a^'c"].
Nous pouvons donc écrire
Afl -I- Bô-f- Ce = o, A«'-+- B^'-h Cr = o,
Afl'-f.Bô''-+-Cc'' =
de sorte que l'égalité (6) revient à la suivante :
o, tf j -+- i, b^ -h c, c, = A.
C[bx^
k[CX -H
B(ax-r
On trouve ensuite que
^,c, — c,6, = B(cx-f-c'/-hc"j c, fl, — fl, c, = C [ax -I- a'x -^-a") • a,b,-b,a,-^k(bx-^by-^b'')
Si nous substituons ces valeurs et celle donnée par (9) dans l'identité (i), elle deviendra
'{ A'-+- B'-^ C') s" = A»-i- [A [bx -t- 6'jh- 6") - B(flx -f- /l'j -t- /i")]»
-t- [B(cxH- r'j-+- c") — C(^x -f- ^> .- ^"ip -i- {(^(ax-^b'x-^ a") — . A (ex -+- c> -+- c")]'.
Le second membre se compose de quatre carrés, dont le premier est constant et dont les trois derniers sont variables ; par suite, il atteindra son mininnun^ si les trois carrés variables s'annulent ; donc le minimum de 5' est
lUj
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et les valeurs de x et jr, qui fournissent ce minimum, sont données par les deux équations
ax -^ a Y-*-- «
bx -^ b'r -h b' ex -h c'y ^ r^ B ~ C ~
278. On obtient de suite la valeur commune A- de ces trois rapports, en multipliant les deux termes de ces fractions respectivement par A, fi, C, et en ajoutant les numérateurs ainsi que les dénominateurs. On trouve de la sorte, en tenant compte des égalités-{7) et (8), que
Nos égalités (lo) nous fournissent ainsi les trois équations
ax -+- a' y -h a" — As' = o, bx-t-by-hb" —^5^= o, ex -+- c'y -i~ c" -^Cs' ~ o,
desquelles il sera facile de tirer les valeurs de j: et y.
Pour avoir la valeur de x, nous multiplierons les équations (ii) respectivement par b'c" — e'b'', c'a^—a'c", a'b"—b'iï' et nous ajouterons: le coefGcient de x^ dans le résultat, sera (équation 8)
a(b'e'' — e'b'')-hb(e'a"-a'c'']-^■^c{a'b''-b'a'')--^^;
celui de j deviendra nul, pendant que le terme connu se réduira au produit de — s^ par
A[b'c''~c'b")-r-B(e'a"-ha'c'')^C{a'b''--b'a')^- \b b' b" --A.
Nous avons par suite ^x — j'A, = Ax — -r-z — =-,' — — , = o, d'où noui^
lirons
xz=— B b" b'
(IV
en observant que
A a a A'-i-B''hC=^A{bc'-eb')-^B{ca'-ae)-r^C(ab'--ba']^ B b b'
Là droits et lb plan.
On trouverait semblablement que
iV)
Distance da point P (•r',y , z') à la droite
lia) X = az-^p^ jr = bz-\- q,
Désignons par x, y\ z les coordonnées d'un point quelconque M de cette droite ; la distance PM = D des deux points P et M sera
pour des axes rectangulaires ; mais, le point M appartenant à la droite (12), on peut remplacer x et/ par leurs valeurs (12), ce qui donne
\^^=.[az r-p-x'Y-i- (bz-^q-^yy-t^(z-z:)\
La valeur minima de D sera la distance demandée d.
Pour obtenir cette valeur, il nous suffira d'identifier cette expression avec celle (3) de S'. Pour cela, dans (3), nous remplacerons x par z et nous poserons
ce qui transformera les valeurs (4) dans les suivantes : A-r/_^2'_^, B-^ —x'-^az'-^p, C:::^b(x' — p)—a[y-^q).
La distance d du point P à la droite (12) est donc, en vertu de la formule (II),
_ {x' - nz' - py ^ (y'- bz'- qY ^-[b{x' - p) -- aif- q)Y
(M) rf»=*-- — ■
et le z de Textrémité de cette longueur sera, eu égard à (I) ,
(VII
_ax' -^ by'^ z'— (ap-\-bq)
Distance du point P (x',/. z') an plan
i3) ax -^ bjr -^ cz-h d -'- o*
Désignons par x^ y^ z les coordonnées d'un point quelconque M du plan (i3); la distance PM -- D des deux points P et M sera donnée par
la formule
D'-(:c-ar')'-h(/-/)=^(z-z')S
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pour des coordonnées orthogonales. Mais, le point M appartenant au plan (i3), on pourra remplacer z par sa valeur en fonction dex et;. que fournit Téquation (i3) et qui est
en posant
Il vient ainsi
D'= (x — x'i'-h {y— y Y-- [mx-r fix-hp — z)\
La valeur minima de D sera la distance cherchée d.
Pour obtenir cette valeur nous n'avons qu'à identifier cette ezpres5:o!) avec celle (5) de S', en posant
b Of
C - nty
Ces hypothèses changent les valeurs (4) dans les suivantes :
A = —///, B -- — /î, C = i, de sorte que
pendant que le déterminant ( 8 ) ou A devient
ici n =mx'^rfy-hp—z' — [ax'-*-by'-cz -fl *
La distance ^du point P au plan (i3) est donc, en vertu delafor« mule (III],
ûr.r'-}- ^f'-f- cz'-+- d
(VI) rf=
rh v^/i' -t- ^* -+- c'
Les X et ^ de l'extrémité de celle longueur sont fournies par les fon mules (IV) et (V).
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S85. Pins courte distance des deux droites
ti ^ b' ^ ~c'"~ "
La dislance D du point M {x^j^ z) de la première droite au point M' \x\y\ z') de la seconde est donnée par la formule
Remplaçons ces coordonnées par leurs valeurs, tirées de (i 4] en fonction de tt et a',
X ~ au -\- p, y ^ bu -^ fj^ z - eu -^ r, x-=a'u'-^p\ y^b'u'-\~q\ z'^du!-^!"',
nous aurons
D" = (au — afu*-^ p—p')--^ [bu — b'u'r- q — q'f -r- (cu — c'u'-^ r — /'')^
Pour que cette expression soit identique avec (5), il nous sufGra de remplacer dans cette dernière x et jr par u et u\ d , b\ c' par — a\ — b\ — c' et de poser en outre
cr = p-'p\ b''=q — q\ c"^r-i^.
Nous aurons ainsi
k = '-[bc'-cb'), ^=-[ca'-ac'), C= -^[ab'—ba) et A = [p — p'] [bc' — cb'] -f- [q - q^) (cfl'— ac')^ [r— /) [ab'- ba'),
La plus courte distance des deux droites (i4) sera donc
(Mil ^^ [[bc'--cb'](p-p')-^{ca'-~ac')(q-q')^(ah'~ba')[r^AY
^ ^ {bc — cb'r^~ [cd - acy-i- (ab' — ba'f
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CHAPITRE IV
LE TÉTRAÈDRE
§ I. Propriétés du tétraèdre. — § II. Expressions diverses du volume du tétraèdre. — § m. Expressions diverses du rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre. — § IV. Rayon de la sphère inscrite dans le tétraèdre. - § V. Tétraèdre circonscriplible par les arêtes. — § VI. Tétraèdre équifaciil. — § VII. Tétraèdre à arêtes opposées rectangulaires.
§ I. — Propriétés du tétraèdre.
282. Notations. — Considérons le tétraèdre SABC [Jig. lo . Nous représenterons par o, i, c les trois arêtes SA, SB, SC issues du sommet S et par X, fz, v les inclinaisons mutuelles BSC, CSA, ASB de ces arêtes. En outre, nous désignerons par
>', /x', v' les inclinaisons des mêmes arêtes a, 4, c sur les faces opposées SBC, SCA, SAB du tétraèdre, et para', b'y c les trois autres arêtes BC, CA, AB respectivement opposées aux premières. Nous indiquerons d'ailleurs par a, p. y '^"^ angles que forment entre elles les arêtes opposées a et a\ b et i', c et c' et par S, A, B, C les faces triangulaires ABC,
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SBC, SCA^SABdu tétraèdre, qui sont respectivement opposées aux sommets qui portent les mêmes lettres. Si nous récapitulons ces notations, nous voyons que
laréte SA = a, SB = 6, SC = c ;
rareté BC = a\ Ck = b\ AB = r' ;
l'angle plan BSC == >, Tangle CSA =:= pi, l'angle ASB = v ;
l'angle (SA, SBC) = V, Tangle (SB, SCA) = ^', l'angle (SC, SAB) = v';
Tangle ( SA, BC ) = a, l'angle ( SB, CA ) =- ô, l'angle ( SC, AB ) = 7 ;
la face ABC ^ S, la face SBC = A, SCA = B, SAJ1= C.
Nous aurons toujours soin de désigner chaque angle dièdre du tétraèdre par la lettre qui représente Tarète d'intersection des deux faces du dièdre.
283. Théorème I. — Dans tout tétraèdre, le double produit de deux arêtes opposées par le cosinus de leur inclinaison mutuelle est égal à la somme des carrés de deux arêtes opposées, diminuée de la somme des carrés des arêtes opposées restantes (').
Projetons la ligne brisée CSAB {/Ig. 10) sur Tarête CE, nous obtenons l'égalité
es cosSCB -h SA cosa -1- AB cos ABC == BC,
ou
c cosSCB -A- a cosa -h c' cos ABC — a ,
nous en tirons
a cosa z::=a — c cosSCB — c' cos ABC,
et, en multipliant par 2a' ,
[i] 2aa'cosa = 2a"— 2ca' cosSCB— ne' a' cosABC.
Mais les deux triangles SBC, ABC donnent
i> =^ c' -^a"—iic a' cos SCB, 6'»— c''-r-a"'- 2 c'a' cos ABC
(' } DosTOB, Nouvelles Annales de Mathématiques ^ 2' série, 1867, t. VI, p. 45a — Archives de Mathématiques et de Ph/sique, iS^S, t. LVll, p. i38.
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eif par suite,
a"— 2c a' cosSCB — i» — c»,
a'"— 2c'a' cosABC== 6'»— c'».
Subsiituant ces valeurs dans TégaUté (i) el concluant par analogie, on obtient les trois relations
I2aa' cosa = é' h- i'' — c* — c'S afté'cosp r- c' -+- c'*— a^—à\ 2 rc' cosy -- a* + «" — 6' — 6'^
284'. Corollaire. — Ajoutons ces trois égalités membres à membres, nous en déduisons la relation
(11) aa' cosa -h bb' cos^ -h ce' cosy =^ o,
qui prouve que des trois angles a, ^, y /'un ai< moins est aigu et l'un au moins est obtus, et que, si deux de ces angles sont droits, le troisième l'est aussi.
285. Théorème II. — Dans tout tétraèdre, la projection d'une arttc sur l'arête opposée est égale à la différence des projections de deux cartes, adjacentes d'un même côté à ta première arête y sur la méax arête opposée.
Dans la relation
2 W cosa = b^-h h'^~ c^— c",
remplaçons V^ et c" par les valeurs
6"^ c^-H û^— 2cacosfA et c'*=«'-h6' — aaécosv, que fournissent les deux triangles SCA et SAB; elle devient
2/7a'cûsa — lab cosv — 2cacosfA.
On en tire, en divisant par ia^ puis par analogie,
I a' cosa — b cosv — c COSpt, A'COSP - CCOS^ — flCOSV, c'cosy = acosp. — b cosX
^6. Corollaire. — Multiplions ces trois égalités respectivement par cos>, cosfA, cosv et ajoutons les équations résultantes; nous obteooos la relation remarquable
(IV ) a' cosa cosX -H 6^'cosp cosfA -u c'cos7 cosv = o.
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287. Théorème III. — Dans tout tétraèdre, chaque face est égale à la somme des produits qu'on obtient, en multipliant chacune des trois autres faces par le cosinus de son inclinaison sur la première face.
En effet, chaque face est égale à la somme des projections sur elle des trois autres faces; or les projections des trois faces A, B, C sur la face S sont respectivement
A cosa', B C08^\ C cosc' ;
on a donc
S = A cosfl'-+- B cos^' -f- C cosc'.
288. Relatioii entre les six angles dièdres d*nn tétraèdre. — D'après le théorème précédent, nous avons
— S -i- Acosfl'-^- Bcosô'-h Ccosc'= o,
S cos«'— A — B cosc -r- G cos^ - - o, (2) <
S cos^' -j- A cosc ~ B H- C cosfl =: o,
Scosc'-H Acosè -"-Bcosa — C = o.
Éliminant les trois faces .4, B, C entre ces quatre équations, nous obtenons la relation cherchée
[ — I cosa' cos^' cosc*
\ CIQ%€^ — I cosc COS^ ,
coso cosc — I cosa i j cosc' cos^ cosa — I
dont le développement est
sin*flCOs'a'H- 2(cos6 cosc — cosn) 00s b' cosc'
sin'6 cos'^'-H 2 [cosc cosa -t> cos^) cosc' cosa' ' VI) {
^ -♦- sin'c cosV -h 2(cosa cos^ -i- cosc) cosa' cosb'
= i — cos^a — cos'^ — cos'c — 2 cosa cos^ cosc.
289. Théorème IV. — Dans tout tétraèdre, le carré de cliaque face esi égal d la somme des carrés des trois autres faces, diminuée de Ut somme des doubles produits qiCon obtient en multipliant tleux quelconques de ces faces par le cosinus du dièdre compris.
Les quatre équations (2) peuvent se mettre sous la forme
S — A cosfl'-— B cos^'— C cosc'— o,
A — B cosc — C cos^— S cosa'— o.cos^'— o.cosc'= o, B — C cosfl — A cosc — o.cosa'— Scos^'— o.cosc'= o, C — - A cos^ — Bcosa — o.cosa'— o.cos^'— S cosc' = o;
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si nous éliminons les trois quantités — cosa\ — cos^', — cose' entre ces quatre équations, nous obtenons la relation
(vn)
s ABC
A — B cosc — C cos^ Soc
' B — Ccosû — Acosc o S o
C — Acos^ — Bcosrt o o S
qui, étant développée, revient à
(VIII) S' - A='-h B'^ C^- aBC cosa - aCA cos6 - aAB cosc.
290. Théorème V. — Dans, tout tétraèdre, les faces sont entre elles comme les sinus des suppléments des trièdres opposés (*).
Dans les équations fondamentales (2) nous pouvons considérer comme inconnus le dièdre a! et les deux faces non adjacentes B et C. Pour éliminer ces quantités entre les quatre équations (a), nous mettrons cellesci sous la forme
S -+- o H-A( — COSû') hcosè' (— B)"»-cosc';--C) -0,
o I- A -f- S(— cosfl') -+-COSC (— B) -f cos3 {— C) --0,
— Scos^'— Acosc -f-o(— cosû')— (— B) -+-cosûr (— C) =0,
— Scosc' — Acos^-i- o (— cosrt') -hcosa ( — B)— (— C) — o.
Comme elles sont compatibles, le déterminant par rapport aux trois inconnues — cosa', — B, — C est nul. Nous obtenons ainsi la relation
S-:-o A cos6' cosc' i
o -! A S cosc cos6
I — Scos^' — Acosc o —I cosû
I — Scosc' — Acos^ o cosa —I
qui, par la décomposition du premier membre en deux déterminants, peut s'écrire
-Scosi»' — Scosc'
A cos^' cosc' S cosc cos^
o — I COSfl
o COS« — I
— A COSC
— Acos^
A cos^' cosc' :
S cosc cosb
o — I COSfl
o cosa — I
Dans chacun de ces deux déterminants, nous pouvons intervertir les
(' ) DosTon, Archives de Mathématiques et de Physique^ iSy^Ji t. LVII, p. li'
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deux premières colonnes, après avoir divisé la première colonne de l'un par S et de l'autre par A; il nous vient, en intervertissant aussi les deux premières lignes dans le premier déterminant résultant
cos<?
cos^
cosb'
cosc'
cos^'
COSÔ'
cos^' cosa
cosc
cosc
cosb cosa
cosc'
cosa
cosb
cosa
Développons suivant les éléments de la première colonne chacun de ces deux déterminants que nous représenterons par âs^ ^a; nous aurons
SAs =
AAa= A
— I cosb' cosc' — S' CiOsb' — I cosa cosc' cosa — I
— I cosc cos^ cosc — T cosa cosb cosa — ï
o cosc cos^
<- S.A cosb' —I cosa
cosc' cosa — I
o cosb' cosc' S. A cosc —I cosa cosb cosa ~ I
Or le facteur de — S. A ne diffère de celui de h- S, A que par le changement des lignes en colonnes et des colonnes en lignes ; par suite ils sont égaux. On a donc Tégalité
— I cos^' cosc' cosb' — I cosa cosc' cosa — I
— I cosc cosb cosc — I cosa cosb cosa — I
Mais le coefficient de S' est le carré du sinus du supplément du trièdre
en A (236), sinus que nous pouvons représenter par sin(A'); de môme
le coefficient de — A' est le carré du supplément du trièdre en S; par
suite il vient
S»8in'(A')-A»sin*(S')=o;
donc on a
^ sin(S') sin(A') sin(B') sin(C')'
291. Somme des carrés des quatre faces en yalenr des produits des arêtes opposées et des sinus des angles compris entre ces arêtes ('). — Par le sommet C (fig. 1 1) menons le plan CG'A' perpen-
(*) DosTOR, Archives de Mathématiques et de Physique^ 187^, t. LVU, p. i43.
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diculaire à Tarête SA ; par le sommet B tirons les droites BB', BÂ', Fane perpendiculaire et Tautre parallèle à la même arête SA ; puis menons la droite CA' qui sera perpendiculaire à BA'.
Dans le triangle A'CC nous avons
A'C- CC'H- A'C"- aCC'.A'C'.cosCC'A';
or
A'C - BC sinCBA' -= û'sina,
ce ::^CSsinCSC':=csinpi,
A'C - BB' = BS sinBSA =- b sinv,
cosCC'A':;^ cosa;
par su! le nous obtenons
fl'*sin*a^ c*sin'fA-+- t^sin'v — acsînpi.ésinv.cosoy et, en multipliant par à^,
d^a^ sin'a — c^a^ siri'f* -r- tj^b^ sin*v — ica %\xi\i.,ah sinv.oosr:.
Mais
casin/i — 2By tfi&sinv = aG;
donc il vient
(X) rt^fl'^sin'a-^ 4B»-+-4C^-8BCcos«.
Nous aurions de même
(XI) «Vsin'a = 4A»H- 4S'- SAScosa'.
Nous trouvons ainsi les valeurs des dièdres a et d^
cos« = -
^B»-h4C* — a»r7"sin»a
(XH) <' ^^^.
, 4A-H-4S-— /iV/^sîn'a COS.- ^
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Ajoutons les trois égalités
4B'-f- 4C'— SBC cosfl = d'a'^ sin*a, 4C'H-4A'-8CAcos6=6*A'*sin'p, 4 A» -h 4B»— 8 ABcosc = c^ c" sin^y
membres à membres et avec l'égalité (Vm du n"" 2^)
4S*= 4A'-4- 4B>-î- 4C'— SBC cosû — SCA cos6 — SAB cosr, Dous obtenons la relation remarquable (XIU) 4(A'-^ B»-4- C^-4- S») = /i*fl'»sin'a -^ ^^^'^sin'P -+- e^c'^sin^y.
§ II. — Expressions diverse^ du volume du tétraèdre.
292. Volume dn tétraèdre en Yaleur de trois arêtes contiguês, de l'angle de deux de ces arêtes et de rinclinaison de la troisième arête sur le plan des deux premières. ^ Du sommet C {Jig, 12) abaissons sur le plan de la face opposée
SAB la perpendiculaire CD. Le volume du tétraèdre sera
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il vient donc, en substituant,
(I) V:=^ûr6c?sinvsinv'.
En désignant par A le sinus du trièdre en S, nous avons trouvé (233) que
sin V sinv'=::^ à=-.^i — cos'A - cos^fx — cos'v -r- 2 cosX cosacosv;
par conséquent nous avons
i\ = ±abc.à
(II)
( =-^abc^i — cos*X — cos'/x — cos'vH- acosÀcos/xcosy.
Ainsi, le volume du tétraèdre est égal au sixième du produit de trois arêtes contiguês^ multiplié par le sinus du trièdre formé par ces trois arêtes.
293. Expression en déterminant du Tolume du tétraèdre en valeur de trois arêtes contignês a, b, c et des ÎBclinaisons mntaeOes ly P,^ de ces arêtes. — Dans l'égalité 36V'=3a'6'c'A', remplaçons a' par son expression (VI) en déterminant du n** 232; nous avons
I COSv COSp COSV I cosX COSfA cosX I
Multiplions respectivement par a, 6, c d'abord les trois lignes, puis les trois colonnes; le déterminant sera multiplié par le produit a,b,cxa,b.c = a*b^c^; par suite, si nous divisons hors barres par t/b'c\ la valeur du second membre de Tégalité précédente ne sera pas altérée. et il viendra encore
a^ ab cosy cacosfi
36 V'- a^cosv b^ bc cos\
cacosii bc cos\ c*
(in)
294. Expression développée du rolnme du tétraèdre en raleor des six arêtes a et a\ b et b'^ c et c', opposées deux à deux. — Dus
le déterminant précédent (III) multiplions les trois lignes par a, puis mettons-y les valeurs
a^cosX = ô'-+-c'— a'',
(i) l n ca cos li. = c^-^a^—b'-y
%ab cosy — a' -h b^ — c'',
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que fournissent les trois triangles SBC, SCA, SAB; ce déterminant devient
ih^
Ift^c'-^a"
Si nous développons le second membre par la règle de Sarrus (52), Dous obtenons
et, en effectuant,
295. Expression en déterminant du Yolume du tétraèdre en valeur des six arêtes a et a', b et b\ c et c\ opposées deux à deux. — Dans le déterminant (III) changeons les signes des trois lignes, puis remplaçons le déterminant résultant par un déterminant équivalent du cinquième ordre; nous pouvons écrire
— lab cosv
— 2C^ïC0SfA
— ^ab oosv
— ibccosy^
— 2cr£icosfA
— 26cC0SX
— 2a&C0Sv
— 2CflC0Sf*
— 2a6cosv
— 2 6cC08>
~2CflC0SfX
— 26cC0SX
Dans le premier déterminant on a interverti Tordre des deux premières colonnes.
Si, dans ce dernier déterminant, nous substituons les valeurs (i),nous
DotTOE. — Diterm, 17
a58 obtiendrons
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o c- ir'» — r* — û* d^^b^—c" -2c' Ajoutons d'abord la seconde ligne à chacune des trois suivanteSi il vient
Si actuellement nous ajoutons la seconde colonne à chacune des Irob suivantes, nous trouverons l'expression demandée
fl'»
296. Surface de la base d'nn tétraèdre en Yalenr dea trois arêtes latérales et de leurs inclinaisons mutnelles. — Les trois côtés de U face.ABCl^^'. M ) étant BC = «', CA= b\ AB = c',
la surface S de ce triangle est donnée par la formule (204)
-fl'^
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OÙ le second déterminant a été déduit du premier, en y multipKant par — I d'abord la première ligne, puis les trois dernières colonnes résultantes.
Dans le dernier déterminant, remplaçons a'^ ^% c*^ par leors Taleua tirées des- égalités (i) du n*" 294 ; nous aurons
I o a^ècosv — rt' — b^ 2caco3fi — c* — a*
I ^abcosv—a^—b* o %bccoB'k — b^—c^
I aracosfi — c* — a* a^cosX — b^ — c' o
Multiplions la première ligne successivement par a', 6', c*, et ajoutons les résultats respectivement aux trois autres lignes; il nous vient
i û' aa&cosv — b' acflCOSfA — c*
I aû^cosv— a' b* abc cos\ — c*
I acûcosfx — «' aèccosX — ^' c'
Multiplions maintenant la première colonne successivement par a', ^, c' et ajoutons le résultat aux trois dernières colonnes; nous trouvons que
I ao* ^ab cosv ^cacosu
I aa^cosv ^b* 2bc C03V
1 2cacosfA 2bc cosy< 2C'
Multiplions enfin par 2 la première ligne, puis divisons par 2 les trois dernières lignes résultantes; le déterminant sera divisé plkr 2' : 2 = 4- Kous obtenons ainsi l'expression demandée
VI
cacosp bc cos'k
a* ab cosv
I ab cosv b^
I racosfi bccos'k
bnt le développement est
4S'= ^Vsin'X -+- 2û'^(co8fACOSv — cosX) -+-c*«^sin*fH-2fc'cfl(cosv cosX — cosft] -+- fl*A'8in*v -h^kc^ab (cosà cosp— cosv).
Nous avons donné cette expression (YI) dans les Archipes de Mathémiques et de Physique ^ iS7^> ^* ^VII, p. i53.
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297. Surface du triangle déterminé par rintenection d'un plan (2) Ax-+-B/-hC«-f-D = o
avec les trois plans de coordonnées. ^ Prenons le sommet S poar origine des coordonnées et les trois arêtes latérales SÂ,SB,SC pour axes des a:,jr^z; nous aurons
Gela étant, dans le déterminant (VI), divisons d'abord les tiX)is dernières lignes, puis les trois dernières colonnes respectivement para,&,r; nous aurons divisé le déterminant (VI) par le produit a^b^à^ de sorte qu'il nous viendra
T COSv
COSv COSfA
I cos>
- cos^ cosX I
Si nous multiplions la première ligne et la première colonne par - D.| que nous divisions hors barres par D', et que dans le résultat nous renn
placions , — tj par leurs équivalents A, B, C tirés de \y\
nous trouverons Texpression
D*_ A I B COSV
(VU
COSV COSfi
I cos^
G cos^ cosX 1
pour le quadruple carré de In surface du triangle que déterminent /fl trois plans de coordonnées sur le plan (2).
297 bis. Expression en déterminant de la surface dt triangle, en valeur des coordonnées dans Tespace de ses troij sommets ('). — i** Supposons d'abord que le sommet A i\ triangle ABC soit situé à l'origine des coordonnées et soieoj
(*) D06TOI, archives de Mathématiques et de Physique^ 1B75, CLVUI, p. '^
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^it/11 2i; x^i yt, JSsles coordonnées des deux autres sommeis B et C. Si nous désignons par S la surface du triangle, et par & et c les côtés ÀC et AB qui sont opposés aux sommets B ei C, il nous viendra de suite
4S'= é^c'sin'A = i'6»— 6«c» cos'A,
ou
Il I
iccosA !
I 6(?cosA
Représentons par ai» ^1, y, et as, p>, y^ les inclinaisons des deux côtés AB et AC sur les axes de coordonnées, supposés reciangulairesy nous aurons
JT, = ccosa,, j^, = ccos(3,, ^, r^ccosy,, a:a==6cosa„ ^a=6cos(3„ ^1— fccosy,:
et, comme
cosA =:cos a, cos ai -f- cos(3, cos(3,H- cosy, cosy^.
il vient, en multipliant par bcy puis en substituant,
fccCOSA =zX,Xi-^ jriXtH- Zx 3».
On sait d'ailleurs que
donc on obtient, en mettant ces valeurs dans l'égalité (4)*
Xx x^ -h j, ji -f- z, -2, x\ -^y\ -h «;
II n*est pas inatile de remarquer (112) que ce déterminant est la somme des carrés des trois déterminants qui sont compris dans le déterminant multiple
et qui expriment les doubles projections de la surface du triangle ABC! sur les trois plans de coordonnées.
2"* Transportons actuellement l'origine des coordonnées en
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un point quelconque de l'espace dont les coordonnées sont — jT, — j, — js; et soient J?', 7', z'; x"^ y'^ «" lesnouYelles coordonnées des deux sommets B et C; les coordonnées du point A par rapport à la nouvelle origine sont jr, /, z. Cela fait, nous avons
x,z=ix'—x^ yx=y—y\ z.^zz' — z, x,= x'''-'X, y^=f-'y, zt=z''--z\
d'où nous tirons
^î + rî -<- ^î = ( ^' - ^)' -H {/ - r )' + ( 3' - « )*
+ rî + '2Î =
a:,Jr,-+-7,7,H-Z,Zr
Si nous posons
^' -H/^-f-z* =/, X* X** '\'fy^ '^z'z''-=^f, «" +7'* + -8'* = 'W, a:*' a: -4- J^*'^ 4- z" z = 7, ^"'-+-y-h2;'''=:n, xx' -i-y/ -^zz* =r,
nous aurons
La substitution de ces valeurs dans la formule (5) nous
donne
o /-hm — 2r l-h p^ q — r
o l-h p— q — r /-hn — 2g
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OU, en ajoutant la première ligne aux deux suivantes :
l-hn— q
Dans ce dernier déterminant, multiplions I9 seconde colonne par — ly puis ajoutons la somme des deux premières colonnes à chacune des deux suivantes; il nous vient
Si nous remplaçons ici /, m, n et p^ q^ r par leurs expressions (6), nous obtiendrons enfln pour 4S' la valeur cherchée
I ^c' + j^H-z' XX* -h jr/ -^ zz' xx" -\- yy -^ zz" I xx'-^yy I xx^-^yy
zz' x"" -+-/'-+- 2" x' x" -^y f -\-z' z"* zz" x' x" ^y' f ^z* z" x*"^ -^ y^ -h z''*
Il est facile de vérifier que ce déterminant est le produit (lli) des deux déterminants multiples
!298. Yolnme du tétraèdre en valeur de denz arêtes opposées et de leur plus conrta distance. — Par les extrémités B et G de l'arête BC, menons les droites BB', CG' parallèles et égales à Taréte opposée SA;
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tirons les droites SB', SC' et B'C (Jlg. i5). Nous formons ainsi k prisnif triangulaire SABCG'B'.
Fig. 14.
La distance de l'arête SA au plan BCC'B' sera égale à la plus courte distance d des deux arôtes opposées SA et BG.
Nous avons lé tétraèdre SABC = iSABCC'B'; or le prisme triaogolaire SABCCF est la moitié du parallélépipède qui a BGG'B' pour base et d pour hauteur; et, comme le parallélogramme
BGG'B'= Bfi'.BG.sinB'BG = aa' sina,
on a
vol.SABCG'B' = ifftf'fiina.i/;
donc
(IX) vol.SABC ou y=id.ûa'8\na.
Ainsi ie volume d'un tétraèdre s'obtient aussi en midtipliant le demproduit de deux arêtes opposées par le sinus de r angle compris et par le tiers de la plus courte distance de ces mêmes arêtes*
299. Relation entre les plus courtes distances d, d\ d' des arêtes opposées a et a\ b et b\ c et c* et les angles x, p, 7 compris antre ces arêtes. — La formule (IX) nous donne
daa'sMiOL = d*bb' sinp = d'cc' siii'^;
divisant par ces trois quantités égales les trois termes respectifs de l'égalité (U) du n» ^4
tfa'cosa -+- bb* cosp -f- fc'cosy = o, nous obtenons la relation
,^. cota col 6 C0I7
300. Dans la formule (IX) mettons à la place de otf'anasa valeur
Urée de la première des relations (I) du n"" 283 ; elle devient, par Télé- \^tion au carré,
i44V'= £r[4fl V- ( ^'-h b"- c'^ c'»)'],
et donne
(XI) V = — /{2fla'-+- 6»HhT*— c' — c'^) (aflfl'H- c^-i- c'^— 6^— b'^).
301. Yoliime du tétraèdre en ralenr de trois faces et du sinns du supplément du triàdre comprU. ~ L'expression (H) du n"* 292 peut sécrire
A* \'' = Tïfl'ô'c*A'=TÎr.^csinX.c<i8ina.ûèsinv. :
or on sait que
6rsinX = 2A, rasinfA = 2B, tf68inv = 2C;
d'ailleurs, en vertu de la formule (7) du n''240, on a
sinÀsinpisiny '
donc il vient
XII) V'=;A.B.C.A
Donc le carré du volume du tétraèdre est égal aux \ du produit de trois faces multiplié par le sinus du supplément du trièdre compris.
302. Yolnme du tétraèdre en valenr de deux faces et du dièdre compris. — Dans la fig, 12 (p. 255), menons SDE perpendiculaire sur Tarôte AB et tirons CE. Nous avons
V = iSAB.CD = iSAB.tE sinc'= ^SAB. ^^^ sine';
or le produit AB.CE est égal à la double face ABC que nous avons représentée par 2 S, de même que la face SAB a été désignée par C ; il vient par conséquent
(Xin) V=iS.C.?~î=AS.C.sinc':-.
Ainsi le volume d'un tétraèdre est égal au tiers du produit de deux faces, multiplié par le sinus du dièdre compris et divisé par la moitié de V arête de ce dièdre (G. Dostor, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* série, 1867, t. VI, p. 4i3).
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303. Rapport des produits des arêtes opposées. ^ La formule précédente donne
= S.C.sinc',
et de même
3Vc ....
= A. B. sine;
on en tire, en multipliant,
■— — = S.A.B.Csincsinc'.
Or nous avons vu au n* 300 que
par conséquent on a la face
% 'smcsmc On en déduit
/1CÎV\ ^^ ^ ^' ^^
A' h\iïa)»\nct sin^sin^' sincsmc'
Donc, dans tout tétraèdre les produits des arêtes opposées sont enirr eux comme lesprodidts des sinus des dièdres qui émergent de ces arêtes.
304. Volume du tétraèdre en valeur d'une face et de ses inclinaisons sur les trois autres faces. — L'expression (Xm) permet d'écrire
d*où Ton tire les équations
/ Yv\ Asing' _ Bsin^' _ C sine'
qui, étant combinées entre. elles et avec Téquation évidente
Acosfl'-HBco8A'-hCcosc'= s,
donnent d'abord
-j A^'sin^ ^ Ar'sina'
puis
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a'cot^'H- 6'col6'-hc'cotc' sina'
Mettant cette valeur de A dans Texpression Y = |S. A.sina', on trouve
XVI
* fl'cola'-4-^'cot6'H-c'cotc'
poar le volume du tétraèdre en valeur de la face S et de ses inclinaisons sur les trois autres faces A, B, C (G. Dostor, NoupeUes Annales de Ma^ thématiques^ 1* série, 1867, t. VI, p. 414),
305. Yoliime du tétraèdre SA6C, ayant nn sommet S à l'origiine des coordonnées, en valeur des coordonnées x\ y, z'; af^y", z"; ^'^y^i ^^ des trois antres sommets A, B, C. — Supposons les axes des coordonnées rectangulaires. Nous avons
{7) fl>=x"-f-/'H-z'*, A'=x^-Hy*H-z'", c>=x"'*-+-y-f.z*^;
€t, comme les équations des droites SA, SB, SG sont
x'""/""?' ^"^7""?' p-jp~?'
il vient cosv =
x'j:*-hyy-»- z'z'
y/[^''_Hy='H- z") (x'"-hy'-+- z")
de sorte qu'on a
ab
( a^COSv = X x" -f-yy -^z' z* ^
ca cosfx = x' x'" -h yy -+- z' z'",
bc cos> = x'xT' -f- ff -+- z'z*".
Si nous substituons les valeurs (7) et (8) dans la formule (III), nous obtenons Tégalité
y»_f.yî^ ^^ x'x"-^ /y -h z'z" a/x'^^yy"^ z*z'" 36V'= x'jr"H-yy-H sfz" x"»-+-y'-+- z"* x'x^-y-y'f-k- z'z'" ada^^yf-^ z'z*" x'x'^-^f/"-^ z^z"^ x^^ -4- /" -h z**
Le second membre est le carré du déterminant
Volume du tétraèdre SÂBC en valeur des coordonnées xj
«; ^1» ^1. «.; J^î» r,t «»; ^z^ Xzi «a des quatre sommets S, A, B, C. - Transportons Torigine des coordonnées au sommet S, et soient j:^,y, s'; .r*, y y «*; x""^ y, z'" les nouvelles coordonnées des trois autres sommets A,*B, G. Le volume du tétraèdre, exprimé en valeur de 0ts dernières coordonnées, sera donné par la formule précédente (XVII). Mais les égalité^
x^=x-i-x\ j, = /-hy, z^=z-^z'; x^ = x-^x", J, = r-^>^ z^=z-hzr;
x^=X'hx'", y^.-y-^f, z^-z-^z'^
donnent
X = X^ — JT,
iX- •— ^X^m *^^ *^ %
r = r^—ry v=z^'-z
Si nous substituons ces valeurs dans la formule (XVII], elle devient
\ X jr z
Dans le second déterminant, il suffira d'ajouter la première ligne à chacune des trois suivantes, pour avoir Texpression demandée
(xvni)
J^- Jj z
307. Méthode directe ponr déterminer cette expression. — Nous avons vu au n*" 257 que le plan MiMxM,» qui passe par les trois points
Mi(a:„7„a,), M,(x„7„i?,)» M,(jc„7„«,),
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a pour équation
Zx Zz
que, pour abréger, nous écrirons
Ax -i- Bj -f- C-5 -^ D = o,
où a:,jr, z désignent les variables courantes.
Dans cette équaiion les coefficients A, B, C sont respectivement égaux aux déterminants mineurs
1 Xi Zi
I ^» -Si
I X, JTx
« X7 Zj
I Xi Z,
Ces déterminants représentent, au signe près, les doubles surfaces des projections du triangle M, M2M» sur les plans de coordonnées OYZ, OZX, OXY (211); par suite, la racine carrée de la somme des carrés de ces trois déterminants exprime la double surface de ce triangle HrMiMs, c'est-à-dire que
XX
où a, ^, c sont des constantes quelconques. 309. Voliime dn tétraèdre compris sons les quatre plans
Ax ■+■
Bj^-h
Cz
A'sr-+-
pw
Soient x, /, a les coordonnées du point d'intersection M des trois plans F,P',P*'; x*,/, a' celles du point d'intersection M' des plans P*,?",?; a?*, y, a* les coordonnées de l'intersection M" des plans P", P, P': enfin x*",/", a'" celles de l'intersection M*" des plans P,P', P. Le volume V du tétraèdre M M' M'' M'" sera donné par
Multiplions ce déterminant par le suivant :
j^m j^m gnr cm
TT1T
< ^ ^ ^« i II H II. H i' » 'l " ^
»+ •+ + + S fi û £ï li fi û b li 11
^«fi^ï+ + + + + + + + T
.K X s 5^ s: .è^ fe' s» « ;b ^ fe" t « ^ ° »
+ + + +^HHHH + + + + -" ° ° ^ .
•flS
u ô 6 o • Il II II II ^ jfi
+ + + +I Obi.*QS I
««««•g ..--ta? §
se •« ë -2 lî ^ il '-g ^
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Pour avoir \ il nous suffira d*éliminer les trois variables x, /, z entre les quatre équations (la); nous obtenons ainsi l'égalité (i34)
A" B" C ly — o
qui, par remploi de la notation abrégée (18), revient à
o = (AB'C''D*')-X(A'B''C''), qui donne
AB'C').(A'B''C'").(A''B'"C),(A'"BC
Cette formule et la méthode suivie pour l'obtenir sont dues à Joachiii- STHAL (Journal der reinen und angewandten Matliematik von Crelle, t. XL, p. 21-47).
* 310. Produit des Yolnmes de deux tétraèdres en valeur des seize distances des qnatre sommets dn premier tétraèdre an quatre sommets du second. — Soient V et V les volumes des dem tétraèdres SABG, S'A'B'C, ayant leurs sommets respectifs aux points
S(^,r, 2), A(j:,, J,, «,), B(x,,y,,aJ, C(Xj,j',,2j; Nous avons (306)
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Cela étant, dans notre dernier déterminant, multiplions les quatre dernières lignes par a , puis divisons par a la première colonne résultante; le déterminant sera multiplié par a\'a = a' = 8. Remplaçons les doubles sommes de produits par leurs valeurs s'-h s"— dj , , s'-h a'^— d^,, . . . , nous obtenons
B'-HS'^-dî,
8'-+.a"-dî,
8«+b'>-dî,
s'-hc"-d:,
a'^a'^-di,
a'H-b'^-dî,
b>-+-b'^-dj.
c'^a'^-dî.
c'-hb''-d;3
c'H-c'^-dl.
Pour transformer ce déterminant, conservons la première ligne; multiplions-la ensuite -successivement par s', a'> b% c' et retranchons les produits respectivement des quatre dernières lignes; le déterminant ne change pas de valeur et nous avons
s"-d», 8"-dî,
a"-dî, a"-d;,
«"- d?, a"-dî.
b^-dî, b"-dî,
C-dî, c"-d
Dans ce déterminant conservons la première colonne; mnltiplions-la ensuite successivement par s", a", b", c'' et retranchons les produits respectivement des quatre dernières colonnes; le déterminant conserve encore sa valeur et il vient
a88VV' = -
-dî.
-dj.
-dî.
-dî.
-dj.
-dî, -dî.
-dî.
Enfin, si dans ce déterminant nous multiplions par — i d'abord les quatre dernières lignes, puis la première colonne résultante, le déterminant sera multiplié par la cinquième puissance de — i , changera de signe et deviendra
CIRCONSCRITE AU TÉTRAÈDRE
311. E^ression en détermiiiant du rayon R de la sphère circonscrite an tétraèdre SABC {fig. i5), en valeur des trois arêtes contignès SA = a, SB = ^, SC = c et des inclinaisons mutuelles de ces arêtes BSC = \ CSA = fA, ASB = v. — Prenons le sommet S pour ori-
gine et les arêtes SA, SB, SC pour axes des coordonnées. Soit 0 le centre de la sphère circonscrite. Le rayon SO = R a pour projections sur les
(•) DoffTOB, Nouvelles Annales de Mathématiques^ d* série, 1873, t. XII, p. 870, et Archives de Mathématiques et de Physique^ 1876, t. LTII, p. j63.
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trois axes les demi-arètes -9 -i -9 de sorte que, si a, p, 7 désignent les iûcIinaisoDS de SO sur ces axes, on aura
-=:Roosa, -=Rco8p, - = Rco87.
riB Jb ^m
Dans la relation (UI) du n*" 231, mettons à la place de cosa, m% C0S7 leurs valeurs tirées des égalités (i) ; cette relation deviendra
par aR,
• ïïï
aR aR
aR '
COS V cos^
—5- COSV
an
I cosOk
TK "^^
COS^ I
\ première ligne et la p
COSV COSfA
b COSV I COSA c COSfA cosX I
Cette relation nous donne l'expression en question
a I COSV cosu i
b COSV 1 cos^
c cosfA cos)l I
312. Expression déyeloppée du rayon de la sphère circonscrite an tétraèdre, en valenr de trois arêtes contignés et des indinaisons mutuelles de ces arêtes. — Si nous développons le déterminant |I|nous trouverons que
/ 4H*A'= û'sin'X -h a^(co8/xco8v — cos)t ) H- A'sin*/x -H ar^(cosv cos^ — - cosf*)
c'sin'v -H aâ6(co8> cosf*— cosv ).
313. Expression en déterminant dn rayon de la sphère circenscrite au tétraèdre, en valeur des six arêtes a et a\ b et b\ r et <* ,
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opposées deux à deux. — Dans le déterminant (I) multiplions les trois dernières colonnes respectivement par 2 a, 26, ac, puis les quatre lignes résultantes par ^^ ^i à, c\ l'équation deviendra
c? aa' aa^cosv acacosfx
h^ 2tf6cosv rkh^ a^ccosX
c' acacosfA a^cosX 2c'
ou, en remarquant que <i'6'c'A'= 36V' et en tenant compte des lités (i]dun*294,
ar %a'
a^^b'^c'' c'-htf»-^'^
aô'
^ï-HC^-û'^
c» c»H-fl»-6'» à'-hc'-a'*
Retranchons d*abord la première ligne de chacune des trois suivantes, puis la première colonne aussi des trois suivantes ; il nous viendra
fV
Enfin changeons les signes des trois dernières lignes, puis le signe de la première colonne résultante; le déterminant sera multiplié par (— i)*= I et n*aura pas changé de signe. Nous avons ainsi l'expression demandée
(III
314. Antres formes de ce déterminant (Ili). — Si nous nous reportons aux transformations du n** 73, nous verrons que cette expression affecte encore les deux formes suivantes :
(IV)
cV»
el
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aa""
bb'
ce'
aa'
cd
bb'
bb'
ce'
ad
ce'
bb'
aa'
315. Expression, développée en produit, de la yaleor de 576Y'R\- Dans le déterminant ( V ) remplaçons la première colonne par la somme des quatre colonnes; nous obtenons
aa' -\- bb' -4- cd
aa'
bb'
cd
ad -H bb -h cd aa' -H bb' -+- cd
cd
cd
bb' aa'
aa' -^ bb'~h cd
bU
aa'
Nous voyons ainsi que le déterminant (V) est divisible para«'-i-6i'-f-cc'. Si l'on avait remplacé la première colonne par la somme des quatre colonnes respectivement multipliées par i, i, —i et — i, on aurait Irouré que le déterminant (V) est aussi divisible par bb'-h cd — aa'. Il est aisé de voir qu'il est de môme divisible par ce' -h aa'— bb' et par aa' -h bb' — ce' et qu'en définitive on a
( 576 V'R' = [aa' -+- bb' -+- ce' ) ( bb' h- cd — aa')
^ ^^ \ x[cd ^aa'-^bb')[aa'-^bb'-cd),
ou
(VII) en posant
72V*R'= P'(P'- aa*) (P- bb') (P^- cd).
aa'
bb'-^cd=iV\
Cette dernière formule (VII) est due à Crelle (Crelle, Sammlun^ mathematischer Aufsàtze und Bemerkungen^ t. I, 3, p. io5).
316. Calcul direct du déterminant (III). — Supposons que le tétraèdre SÂBC soit rapporté au centre 0 de la sphère circonscrite et désignons par X, y, 2; ^p/p z^ ; x^, y^^ z^\ Xj, y^, z^ les coordonnées de> quatre sommets S, À, B, C.
Dans l'expression (XVIÏI) du n* 306, qui donne le volume V du tétraèdre, multiplions la première colonne du déterminant succ^sivemeot par R et — R ; nous obtenons les deux égalités
6VR=r
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§ IV. — Rayon de la sphère inscrite dans le tétraèdre (' ,.
* 317. Prenons encore le somnnet S pour origine et les arêtes SA, SB, se pour axes des coordonnées. Soit 0 le centre de la sphère inscrite dans le tétraèdre et r le rayon de cette sphère.
Si Jc\ y, z* sont les coordonnées du centre 0, les distances de ce centre aux plans de coordonnées SAB, SAC, SBC étant toutes trois égales à r, on aura, en vertu des formules (III) du n* 270,
Ajt' Ay Az'
sin> sinfii sinv
D*ailleurs le plan de la quatrième face ABC du tétraèdre est
X y z abc
Nous voyons ainsi qu'il suffit de remplacer, dans la formule (3) du
n' 269, A, B, C et D par - , T> - et — I, p par r, et or', y, «' par leurs
, rsin^ rsinu rsinv .. . , , ^ • i^ ..
valeurs — r— , — r-^j — r— tirées de (i), pour avoir 1 équation
, , /sin> sinfA f^iov A\'
COSV
COSu
COSv
cos^
COStt
cos^
qui nous fournira la valeur du rayon r de la sphère inscrite.
Dans le déterminant du second membre, multiplions les trois dernières lignes, ainsi que les trois dernières colonnes, respectivement par a, h et c et divisons hors barres par le produit a,b,cx,a,b.c=^ a^t'c'; <x
(' ) G. DosToa, Nouvelles j4nnales de Mathématiques^ 'j* série, t. XII, p. 36;. - Archives de Mathématiques, i8;5, t. LVII, p. 170.
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déterminant prend la forme
I à* o^cosv cacoSfA
I ab cosv b* ^cosX
I cacosfi bc cos'k c^
et montre (297) que le second membre de l'équation (a) est égal au
carré de la double surface S du triangle ABC divisé par a^b^c*. Nous
avons donc
' ifA sinv
(sinX sinu
d'où nous lirons
sinX
sinu sinv , txb £1 0 ^ c abc
Cette formule donne les deux rayons des deux sphères tangentes aux quatre faces du tétraèdre, lesquelles sphères ont leurs centres situés sur la droite (271)
sinX sin/A sinv
* 318. Si Ton a soin de changer dans celte équation (I) successivement le signe de sinX, sin/x, sinv, on formera les trois équations
(II
sinpi b
sinv
sin\ a
2S abc'
sinv
sin^ a
sinu b
dz
sin>
sinu b
sinv
îS abc
qui donnent les rayons des six autres sphères tangentes aux plans des quatre faces du tétraèdre.
Ces sphères ont leurs centres situés, deux par deux, sur les droites respectives (271 )
sinA
smfA
binX ~
sin/A
sinX
smfA
smv
r^ — ' sinv
smv
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qui, élant dirigées dans l'intérieur des trois dièdres
SA'BC, SAB'C, SABC
formés par deux des arêtes SA, SB, SC et le prolongement de la troisième, sont les lieux des points équidistants des faces de ces Irièdres.
§ V. — Tétraèdre circonscriptible par les arêtes (\.
* 319. Nous donnerons ce nom aux tétraèdres, dont les six aréles sodi tangentes à une même sphère.
Conservons toutes les notations précédentes, et appelons a, ^, 7, 0 le? segments des arêtes qui sont compris entre les sommets A, B, C, S du tétraèdre et les points de contact de ces arêtes avec la sphère.
Si nous supposons que la sphère touche à la fois les six arêtes et non leurs prolongements, nous aurons
d'où nous tirons, en ajoutant verticalement,
(I) a-h p-hy-H^ = tf -4-fl'= 6-h A'= c-h c'.
Donc, dans tout tétraèdre circonscriptible intérieurement par lesarélo. les sommes des arêtes opposées sont égales entre elles.
* 320. GosmoB des angles an sommet S. — Désignons toujours ce? angles BSC, CSA, ASB par >, fA, v. Puisque
a'^=z b^-h c*— iibccoslj il vient
Q.bc ibc ^bc
nous avons donc
bc ^ ca bc
t\x\ \ *p7 ^7« ^^ (II) C0SA = 1 i-t, COSft = I -^, COSV=:I — i
(*) G. D08TOR1 Nouvelles Annales He Mathématiques, 2" série, 1874» t. XIII. p. 563. — Archives de Mathématiques, 1875, t. LVII, p. 17a.
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d'où nous tirons
(III
sin'-
"7- ? sin — = — 7 siu --
ca
321. Volume du tétraèdre. ~ La formule (III) du a"* 293 nous donne
— I — cosv — cosu
— COSix COS>. —I
36V'=~-fl»^c'
^-(âh'c'
— COSV —COSfA
— 1 — COSÎl — -COS> —I
Ajoutons la première colonne à chacune des trois suivantes ; il nous
vient
I — cosv
I — COSp I~C08A
I — COSV I — COSf*
O I — cosX
Si dans ce déterminant nous gubslituons les valeurs (II] et que nous multipliions par a, b, c d'abord les trois dernières lignes, puis les trois dernières colonnes, nous aurons
2ap
2ap
Divisons enfin les (rois dernières lignes par 2 et multiplions aussi par 2 la première colonne résultante; le déterminant sera divisé par 4, et il nous viendra en définitive
;iv)
>our le triple carré du volume du tétraèdre.
* 322. Rayon de la sphère tangente aux six arêtes du tétraèdre.'ioient e>> le centre de cette sphère etp son rayon. Appelons f l'inclinaison
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commune de la droite Su sur les trois arêtes du trièdre S. Nous avons, en ayant égard à la formule (XXYI) du n"" 246 ,
4osm-sin-sma 2 a p = Jtangî>= ^ ;
et, si nous mettons dans celte expression les valeurs (III], nous trouverons que
^ ^ f^ ~ abcH " 3 V
323. Angles des arêtes opposées. — Représentons par X, ift», C la
inclinaisons mutuelles des arêtes opposées atic^^b et b\ c et c\ Nois
avons (283)
Aoo'cosJU = ^'-4-^'*— c*— c'*; I
remplaçant les arêtes par leurs valeurs (V) en fonction de a, p, 7, ^, no^ obtenons
cosC =
d'où nous tirons
(VI) ung'^ = îP:±:g, tang»î!?l = |l±^, u.ng'5=>^-.
et par suite
( VIE) tang — tang — tang — = i .
* 324. Si la sphère, tangente aux arêtes BG, CÂ, ÂB, touchait e\t^ rieurement les arêtes SA, SB, SC aux points A„ B,,C,, on aurait to< jours
mais il viendrait
où
SA, = SB, = SC
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On trouverait alors que (ÏX) «H-p-hy — ^'=fl'— fl = ^'~6 = c'-r,
c est-à-dire que ies différences des arêtes opposées seraient égales. entre elles.
Le rayon de la sphère serait dans ce cas
* 325. Pour le tétraèdre régulier^ on a
a = S = y = * = 2 et V=^; ^ ' a la
il vient, par suite,
et, comme les rayons des deux sphères, Tune inscrite, l'autre circonscrite, sont
_ay/^ ayfè
la
on voit que
(XI) p'=^^=Rr.
Donc, dans le tétraèdre régulier y le rayon de la sphère tangente aux iix arêtes est moyen proportionnel entre le rayon de la sphère inscrite et celui de lu spïièrc circonscrite,
§ VI. — Tétraèdre équifacial (*).
* 336. Nous donnerons ce nom au tétraèdre dont les quatre faces sont des triangles égaux; les arêtes opposées y sont deux à deux égales et les angles plans de chaque trièdre valent ensemble deux droits.
Nous représenterons par a^b^c les trois côtés du triangle générateur ABC et par A, B, C les angles opposés à ces côtés. Nous désignerons d'ailleurs par les mêmes lettres a, 6, c les angles dièdres qui sont adjacents aux arêtes a, b, c du tétraèdre.
(*) G. DoBTOR, Jfchives de Mathématiques et de Physique^ 1875, t. Mil, P- 179-
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Dans les formules du n"* 248 remplaçons a, p, y par A, B, C et X, Y, Z par a^bfC'y elles deviennent
(I) COSfl -h cosô •+- cosc = I ,
(II) A= 2v^cosAcosBcosC = 2tang- tang-tang--
* 327. Volume du tétraèdre. — Mettons cette valeur de ^ dans la formule (II), y = ^ obc^, du n^ 292; nous obtenons pour le volume da tétraèdre
y = -abc v^cos A cosB cosC ;
or le triangle générateur nous donne
cosA= 3 ; cosB = , cosC = 7 — ;
%bc aca %ao
par suite, nous trouvons, en substituant et en élevant au carré,
(ffl) 7.iV»=(A*-4-c'-û')(c»-hfl'— ^»)(«»-h^*— c»).
* 328. Rayon des sphères inscrite et ezinicrite. — Désignons ces rayons par r et r', et par S la surface du triangle générateur. 11 est évident que
il vient donc
(IV) Sr'=.r-=.'^-''-f^^'''^"'-''^^''[r''-p ■
{a-hb-hc)[b-i'C-'a)[c-i-a—b)(a-hb — c)
Si H est la hauteur du tétraèdre, on aura
3V H« -^ — 4'' = ar'.
Ainsi la hauteur du tétraèdre équifacial est égaie au diamètre de lo splière exinscrite et égaie au double diamètre de la sphère inscriu.
* 329. Rayon de la sphère circonscrite. — Les arêtes opposées du tétraèdre équifacial étant égales, la formule (VI) du n" 315 nous donnera
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divisant cette égalité membre à membre par la relation (m) qui précède, nous obtenons
(V) 8R' = û»-h6»-hc>.
Donc le double diamètre de la sphère circonscrite ati tétraèdre équifa^ dat est égale à la racine carrée de la somme des carrés des six arêtes du tétraèdre.
§ I. — Tétraèdre a arêtes epposÉES rectangulaires (*).
* 330. Théorème I. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangtdaires, les sommes des carrés des arêtes opposées sont égales entre elles.
Nous avoDâ vu au n" 284 que, si deux systèmes d'arêtes opposées sont rectaDg:uIaires, les deux arêtes opposées restantes sont aussi perpendiculaires entre elles. En supposant donc
(i) a = 6 = 'y = -, d'où cosa = cosP = COS7 = o,
Je
les trois formules (I) du n* 283 donnent de suite
* 33i . Théorème n. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangulaires, les trois arêtes d*un même trièdre sont proportionnelles aux cosinus des faces opposées de ce trièdre.
Car l'hypothèse (i) réduit les égalités (in ) du n** 285 aux suivantes :
aco6p = 6cosX, ^cosv=r ccosfi, f cosX « cosv, qui donnent
COSA COS/x COSv
* 332. Relation entre les trois arêtes d*nn môme trièdre et les
angles dièdres adjacents. — Soit - la valeur commune des trois rapports (n), de sorte que
(a) cos'> = flV, cos'pt = ^V, cos'v = c'r*.
(') G. DosTOli Archives de Mathématiques et de Physique ^ 1876, t. LVII, p. 177.
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Le trièdre S nous donne aussi
sin'X _ sîn'ftt _ sin'v _ „ sin'fl ~ sin"*^ ~~ sin'c "" '
d'où nous tirons
8in*> = r''8in'//, sin'f* = /^sin'A, sin'v = /^sinV.
Ajoulant les égalités (a) et (3), nous obtenons
— I •+- r*û'-h^'*8in'fl = o,
— I •+- r'^* -f- r''8in*6 = o,
— I -h r*c* H- r'^sin'c = o.
Éliminant les inconnues r' et r^ entre ces trois équations, nous trouvon:} la relation
I a^ sin'a
I c* sin'c
qui, étant développée, se met sous la forme
/.tr. I /sin*ô sin'cX i /sinV 8in'«\ i /sin'a sin'A
^'^> 7\-w--rrT\-^--7rr7\-7r--b-r'-
On a pareillement les égalités
sio'a
sin*^'
sin' c'
sin'c'
I û" sin'a'
1 r' sin'c 1 a'* sin'fl' I ^" sin'6'
*333. Dans les relations (X) et (XI) du n"" 291 posons x donnent
-; elle?
= B'-f- C— aBCcostf = A'-h S'— aAScostf'.
On en conclut que :
Théorème III. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectançtlat'res, le carré du demi-produit de deux arêtes opposées égaie la somme des carrés des deux faces adjacentes à Vune de ces arêtes^ moins le douhh produit de ces deux faces par le cosinus du dièdre compris.
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* 334. Faisons sina = siq^ = siny = i dans la relation ( XIII ) du même numéro 291 ; nous trouvons que
(VI) l(flV»-f-A*ô'»H-€r>0 = A»-hB»H-C»-hS'.
Ainsi:
Théorème IV. — Dans tout tétraèdre à arêtes opposées rectangU'^ laireSy la somme des carrés des produits des arêtes opposées est égale à quatre fois la somme des carrés des quatre faces,
* 335.- Volume du tétraèdre. — Les égalités (II) donnent
a' b^ -\- c^—% hc cosX d^
cos'X cos*fA-î- co8*v — 2COsXcosf/cosv sin'X — A*
d'où Ton tire
d^^ =zc^ sin*X — fl" cos'X.
On trouve ainsi que
/ 36V»^ û^^'c»A*r3 ^"c'Cfl^sin'X — a'»cos'X)
{ VU ) * -: c»û' ( h" sin' p - ^''cos V )
• ^ c^b^ (c' sin'v — c'* sin*v ) .
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CHAPITRE Y
LES SURFACES DU SECOND DEGRÉ
§ I. La sphère. — § II. Les surfaces du second degré à centre. — $ 111. L«s surfaces cylindriques du second degré. — § IV. Les surfaces de réTolution du second degré.
. § I. — La sphère.
336. Expression en déterminant de l'écpiation de la sphère en râleur des dérivées et du rayon ('). — Soient «r, 6, c les coordonDéeï du centre C d'une sphère, R le rayon de la sphère et x, y, z les coordonnées d'un point quelconque de la surface. L'équation de laspherp sera
h a(s— -c)(a:—fl)c0SfxH-a(a:— «) (j— -^)cosv — R*-o
On en tire
f^ ~~ i{x — a) -+- a(j^— b) cosv -i-a(z — c)coSf*, r = 2(jr — û) COSV -}-2(j — A) -T-a(z — r) cosX, /^ = a(j7 — a)cosfi-Hîà(^-— A)cosX-i- 2(z — c). Mais l'équation (i) de la sphère peut se mettre sous la forme (ÎOO)
(^•~«l/:-f- Lr-^)/; s- (z-r)y^ ~aR'== o.
Nous avons, par suite, quatre équations
4R»^a(«~x)/;^a(ô-:r)/;-^a(c~.z)>: =ro, f'^ -h a(fl — x)-\- 2(A — /) cosv -^ a{c — z) cosi* = o, ^ -+-a(fl-- j:)cosv-f-îï(A— ^)-i-a(c — 2)cos)i - o, y^ -H a(fl — x) cosfi-f- a(é —y) cos^ -f- 2(c — z) =u o,
( * ) G. DosToa, Archives de Mathématiques et de Physique, 1874, t. LVI, p. i'«3-
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entre les trois variables a (a — x), ^(b—jr), a(c — s). Éliminant ces variables, il nous vient Téquation
fl I COSV COSfx
/'. COSV 1 COS>
/^ COSfi COS> I
pour celle de la sphère.
En développant le premier membre, on ramène cette équation à la forme
4A*R't. sin'>/''-r- 2(cospcosv — cos>)/' ./'
-*- sin'fAjr'"-r- a(cosv cos> — cosp)/^ ./^ [ -t- sin'v /^"h- 2 (cosX CO8 ot — cosv)/^ ./' ,
ou A exprime le sinus du trièdre formé par les axes de coordonnées.
337. Équation de la sphère passant par quatre points donnés. — Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, réquation de la sphère sera de la forme
d -4- nax ■+■ iby^ -t- 2cz -+- ar*H- j^-:- z'r^i o.
La sphère contiendra les quatre points Mi, M3, M3, M4» si les coordonnées de ces points
^atisfontà l'équation (2]. On obtientainsi les quatre équations d -4- laxx -^ aéjy*! -h 2CZ| -H ^J -1- /J -i- 2} ^^ o,
d -r- ^aXi -h ^b^i -r- ^.CZi -^ X
d -r- 2aars -- iby^ -f- '}.cz^ -i- x d -i- ^aXi-i- 26J4-T- icz^-v X
qui fournissent les valeurs de a, 6, c et d. La substitution de ces valeurs dans l'équation (2) donnera Téquation de la sphère- Cette équation peut s'obtenir immédiatement. En effet, les rînq équations précédentes (2) et (3) sont du premier degré 3ar rapport aux quatre inconnues dy 2a, ib et 2c; elles sont
aga
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LIS subfàcbs do sigohd digeé.
Gela obtenu, posons
pois
(x x,y-+- Cr -
(^i-*.)'-^Cy.-
(x,-x,)'-i-Cr,-
(x,-x)» -i-cn-
(*«-*.)'+ (ri -
(*i-j^»)'-*-Cr.-
Si nous substituons ces carrés dans la dernière équation qui précède, nous obtiendrons la relation à trouver
(IV
o fl' S' p» è" «* o
e^ 7' a' cP o
§ II. — Les surfaces du second degré a centre.
339. Forme en déterminant de Téqnation de Tellipsoîde et des deux hyperboloides. — Considérons relIipsoTde
rapporté à trois diamètres conjugués 2a', ib\ 2(/. L'équation^ peut se mettre sous la forme
6'»c'»j;»+ c"a"/»-4- af'b'*x'={if^b''<f'.
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Joignons un point quelconque M de la surface [Jig. i6 dont les coordonnées sont x^ j, z, au centre 0 de la surface et aux extrémités A', B', C des demi-diamètres positifs OA', OB', OC et tirons les droites B'C, C'A'^ A'B'. Nous formons ainsi les quatre tétraèdres OMB'C, OMC'A', OMA'B' ei OA'B'C.
Fig. i6.
Appelons v l'angle A' OB' compris entre les deux demi-diamètres OA', OB' et désignons par v' Tinclinaison du troisième demi-diamètre OC sur le plan OA'B' des deux précédents.
Si nous prenons le triangle 0 A'B' pour base du tétraèdre MO A'B', la hauteur de ce solide sera la perpendiculaire MB abaissée du point M sur le plan OA'B'.
Or il est facile de voir qu'on a le triangle 0 A'B' égal à
-J0A'.0B'.sinA'0B'=3|a'6'sinv;
de plus, si nous menons MP parallèle à OC jusqu'à la rencontre du plan OA'B' en P et que nous tirions PH, nous aurons MP — ^ et l'angle MPH— v'; par suite on voit aussi
que
HM ^ MP.sinMPH = zsinv'.
Il s'ensuit que le volume du tétraèdre MOA'B' sera
|0A'B'.MH:3ria'6'sinv.zsiny=^ia'6'z.sinvsîny'.
Mais sinvsinv' est précisément (233) le sinus A du trièdre OA'B'C formé par les trois demi-diamètres OA', OB', OC; donc il nous vient
vol.OMA'B'rrz-La'é'z.A.
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On verrait de même qu'on a
voI.OMCA'=|c'ay.A, \o\.OMW C =ib' ex. à;
et, comme vol.OA'B'C'=:^a'A'c'.A, on trouve que, si l'on multiplie réquation (i) par ycA% on aura
(2) voKMOB'C-i-voP.MOC'A'-f-volMtfOA'Br^voP.OA'B'C.
Ainsi l'équation [i) de l'ellipsoïde, rapporté à trois diamètres conjugués y exprime que y si Von joint un point quelconque de la surface aux extrémités des trois demi-diamètres conjugués, la somme des carrés des trois tétraèdres ainsi obtenus est égale au carré du tétraèdre formé par ces trois demi-diamètres.
340. Cela étant compris, supposons que l'ellipsoïde soit rapporté à trois axes quelconques passant par le centre de la surface et comprenant entre eux un trièdre, dont nous représenterons le sinus par A. Soient or,, y^y z,; x^, /•«, Zt\ x^y y^, Zy les coordonnées des extrémités de trois demi-dfamètres conjugués quelconques OA', OB', OC; et désignons par x, yy z les coordonnées d'un point quelconque M de l'ellipsoïde.
Nous avons (307) le tétraèdre MOB'C égal à
iA
et, comme les expressions pour les volumes MOC A', MO A' B' et OA'B'C sont analogues, nous obtenons, en substituant dans l'égalité (2) et en divisant par ïVA%
r xy n Zi -h X, Yi Z3 -4- ^1 Ti Zi ■---. X2 ri Zi
Telle est réquation de l'ellipsoïde rapportée à son centrcy en valeur des coordonnées des extrémités de trois demi-diamètres conjugués ( ' ) .
Zz
Xl r,
Zi
^3 Xi
Xi 7,
Zi
Zz
Xi X*
Zi
Xs x^
(*) G. DosTORi La Science^ i8.)5, 2* semestre, p. 998. — Archives de Mathématiques et de Phjrsique, 18C6, t. LVI, Revue bibliographique, p. 5.
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En développant les déterminants, on ramène cette équation à la forme
-+• {X r^Zt—X ZtJ-x H-7 Z^Xx'-']rX^Zx'\-ZX^J'x—Z J,X,)»
-^[xy.z^—x ZKy^-\-y ZxXt—y XxZt-^zxxX%—zyxxif z= (xiy^ Zi — Xi Ztyt -h yx Zt x^ — /, x-^ z, ■+ jî, x^y^ — z^y^x^
341. Lorsque les coordonnées sont rectangulaires et que les demi-diamètres OA', OB', OC sont les axes de la surface (i), l'équation (I) se réduite
xxx -^yyK-\- zzt /xxi-^yyi-h zzA*
(III] { '^•'^•^•"^'^' ^ ^î-^rî-+-«î /
avec la triple condition
• l XiXt-hy^y^-h Z2Zt~ o, ( 3,) < XiXi-^ y^yi -+- ^,z, = o,
( XiXi-^ yiy^-h ZxZi= o.
342. Si les coordonnées x^^ yu Zt sont seules imaginaires et de la forme Pv^— i, l'équation (I) représentera un byperboloTde à une nappe; si ces coordonnées seules sont réelles et les autres imaginaires, on aura Thyperboloïde à deux nappes.
Zhâ. Équation anx axes des surfaces du second degré. — Supposons que a, 6, c soient les coordonnées du centre de la surface du second degré
If[xy yy z] = Ajc»-t- Ay-f- A"«»
-f- i^yz -t- :iW zx -*- ^Vxy H- nCx -4- aC'/ H- aCz -*- D = o.
Cette équation peut s'écrire
{f[x,y,z) = k[x^aY'\^k'[y^bY-^hr[z^cY
(5) ! ^aB(^-6)(^-c)H-2B'(«-c)(x-a)
-h2B"(ar— a)(7-— 6)-l-H=o
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OU encore
(6) 2/{^,r>^)=(^-«)/*+(r-*)^ + (^-^)y:-^aH=o,
où Ton a
(7) H = Ca -f- C'6 -f- C^c -4- D.
L'éqnation du plan tangent au point (a/y y\ z') de la surface (4) sera
pendantque]adroitemenéeducentre(a,2r,c]aupoint(xS/9s'] sera représentée par les équations
Pour que le point [x'^y^z') soit un sommet de la surface (6), il faut et il suffit que le rayon central (9) soit perpendiculaire au plan tangent (8). On obtient ainsi les égalités de condition (268)
(j?'— a) -h (7'— à) cosv -+- (z' — c) cos/x
1 {^'— û) cosv -h (/— 6) -+- (z'-- c) cosX
■~ (x'—a) cosa-+- (/— ft)cosX-l-(z' — c)'
où 7i, [i, V sont les angles des axes.
Ces équations (IV) existent pour toute droite menée du centre à un sommet quelconque de la surface; il suffit donc d'y supprimer les accents des variables pour avoir les équations qui déterminent les axes de la surface (4)«
344. Grandeur des axes des surfaces du second degré. — Dans les équations des axes (IV), où x^y^z désignent les
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coordonnées d'un son)mei>
[X — a) -h (y— b) cosv -h [z — c) cos/x
fr
[x — a) cosv H- (/ — ^) -H (z — c) cosX
fs
Il • ~ t
[x — a] cos/jt -t- ( j — b) cosX -i- (z — c)
multiplions les deux termes de la première fraction para:-a« ceux de la seconde par :r — 6 et ies termes de la troisième par z — c, puis faisons la somme des numérateurs et celle des dénominateurs; nous obtenons une fraction, dont le numérateur, en vertu de Téquation (6), est égal à — aH et dont le dénominateur est égal à R% R désignant la distance du centre au sommet.
Nous formons ainsi les trois équations
R^/^ 4- 2H [ JT — a H- [y — b) cosv -h (z — c) cosfjt] = o, R*y^H-2H[(j: — a)cosv -t-^— 6 -h (z — c) cosX] — o, R^y^ -h 2H [[x — a) cosjx -^ [y — b) cosX -r- (z — c)] = o,
que nous pouvons transformer.
En effet, l'équation (5) donne pour les demi-dérivées les valeurs
en les substituant dans les trois équations qui précèdent, on les change en
(AR» 4-H)(^-a)-t-(B"R»-+-Hcosv)(7 — 6)
-+- ( B' R' -h H cosfx) (z — c) = o,
. , (B"R^-hHcosv){x-a) + (A'R'4-H)(j — 6) ^'^^ ^ •4-(BR»4-HcosX)(3-c) = o,
(B' Ra -fHcos/i) (a; — a) -f- (BR«-+-HcosX(^-6)
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Ces trois équations sont homogènes et du premier degré par rapport aux variables x — a^jr — b ei z — c; si nous éliminons ces variables, nous obtenons la résultante
AR>-hH B"R»-f-Hcosv B'R»-i-Hcos/:x
B"R»H-Hcosv A'R»-f-H BR» + Hcos> B'R»-i-Hcos/A BR'-+-HcosX A'R»-+-H
qui nous fournit les carrés des demi-axes de la surface du second degré (4].
Développons ce déterminant par la méthode de Sarrus, il nous vient
^AR^-+- H) (A'R»-^ H) (A"R' -- H) -f- a(BR»-f- HcosX) (B'R» -^ H cosu) (B"R»-T^ H cosv) — (AR^-hH) (BR»-f-HcosX)'- (A'R^^H)(B'R^H-Hcosfx)»
-(A"R»-hH) (B"R^-hHcosv)'=o,
et, en effectuant,
(AA'A"^ aB'BB* -^ AB'- A'B "- A''B''') R*
— [(B'— A'A") -h (B''-A''A)-h(B"-AA)-f- alAB-B'B^lcosX
-,- a(A'B' - B'B) CCS u -h atA'B" - BB') cosvJHR* -i-[A8in'> H- A'sin'f* -+- A'sin'v -+- 2B(cosfACOSv — cosÀ)
-f- aB'(cosvcos^— co8fA)-h2B''(cosX cosfx— cosv)]H*R* -r- {i— cos*>— cos'y— cos'v -h 2COsXcosf*cosv)H^= o.
(VU
34i bis, ÉqDiation d'un axe en valeur de la grandeur de cet axe. — MuUipIiors les égalités (10) respectivement par BR'-+-Hco8À, B'R'-f-Hcosp, B'R^-+-Hcosv et retranchons chaque résultat du précédent, nous obtenons les nouvelles égalités
;vin)
[( AB - B'B') R* -- (B ~ B' cos v - B" ces ^
~v A cos>) HR* — (cosfA CO8V — cosX) H^] (.r — a)
= [(A'B-B"B)R*-+- (B'-B"cos>-Bcosv
-+- A' cosfi) HR*— (cosv cos> — - cosft) H*] (y — b)
= [(A'B^ - BB') R* -h { B"- B cos fx - B' cosX
■+- A' cosv) HR*— (cosX cos fi — cosv) H"] (z — c).
qui constituent les équations de Tun quelconque des trois axes en valeur de la grandeur R de cet axe.
300 LIVRE m. — CHAPITRE V.
345. Équation et grandeur des axes des surfaces du second degré, pour des coordonnées rectangulaires. — Ces équations s'obiiennent en faisant cosX = cosjx = cosv = o, sinX=:sin|x = sinv = 1 dans les formules (V), (VI)-, (Vil et (VIII). On trouve ainsi
(IX
pour les équations aux axes;
B"R' A'R'-4-H BR
B'R' BR' A'R'-i-H
ou
I (AA'A''+ aBB'B"— AB'- A'B" — A'B'») R»
(XI) j -f-(A'A",-B>-i-A'A— B"-hAA'-B''»)HR«
( +(A-f-A' + A')H'R'-HH' = o
pour Véquation qui donne la grandeur d'un axe, et
I [( AB - B' B") R'-4- BH ] {* — a)
(XII) j = [(A'B' - B"B) R' 4-B'H] [y- b] ( ^ [(A'B"- BB' ) R' + 8*^] {z - c)
pour les équations d'un axe en valeur de la grandeur de cet axe.
ZkQ. Réalité des racines de l'équation du troisième degré en S. — Soient a, |3, y les cosinus de direction, pour des axes rectangulaires, d'un système de cordes parallèles dans la surface du second degré (4); les équations de Tune de ces cordes seront
a, bj c étant les coordonnées d'un point de la corde. Le plan diamétral correspondant sera représenté par Féquation
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dont la développée est
(B'a-hBp + A''y)^-hCaH-C'(3-he'y=o.
Pour que ce plan soit perpendiculaire à la corde (i i)> il faut et il suffit que l'on ait
Ag-^B^^P-f-BV_B^^g-hA^P-hBy_B^«4-B(3-f-A^>_^
S désignant la valeur commune de ces trois rapports.
Ces relations de condition reviennent aux trois 'suivantes :
i(A-S)«-+-B''(3-f-B'y = o, B'^a-+-(A'-S)p-^By =o, Wa 4-B(3-f.(A''-S)y =0,
qui, pour être vérifiées par un même système de valeurs pour a, p, y, exigent que Ton ait
(XIU)
Il s'agit de prouver que les trois racines de cette équation sont toujours réelles.
Cette proposition a été établie de plusieurs manières, entre autres par MM. Cauchy, Kummer, Borchardt et Jacobi ; M. Sylvester l'a démontrée aussi d'une manière très-simple et fort élégante, en y appliquant la multiplication des déterminants (*). M. Gérono l'a encore prouvée tout récemment, au moyen des déterminants, dans son journal les Nouvelles Annales de Ma^ thématiquesy 2* série, 1872, t. XI, p. 3o5.
La démonstration suivante nous paraît très-avantageuse par sa grande simplicité.
Multiplions les égalités (12) respectivement par B, B', B'', que nous supposons tous les trois différents de zéro; elles
(») Philosophicaî Magazine ^ i852.
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deviennent
(AB - SB) a -4- B'Bp -r^ BB'y ^ o,
B'B'aH- (A'B'~SB')(3^BB'y = o,
B'B"«-4- B"B(3-f^ (A'^B"- SB") / =. o.
Si nous posons dans celles-ci
AB- B'B'i=: aB, AB- B"Br= a'B', A"B' -BB'= a^W.
elles se changent en
[ (a - S) B a -h B'B'a ^ B'B^ 4- BB> -~-= o,
(i3) j {a'-S)B'P-HB'B"a-^B"Bp-^BB'7=-o,
1 (a' - S) B''/+ B'B'a -r- B"B(3-h BB'y = o,
lesquelles prouvent que
Représentons par P chacun de ces trois produits égaux; nous avons les valeurs
qui, élant substituées dans l'une des équations (i3), nous fournissent immédiatement Féquation en S
_Bjr_ B'^B BB^
qui devient, par l'évanouissement des dénominateurs,
|BB'B"(S-a)(S-a') (S~a"; (XIV) j -B'«B"»(S-a') (S-<,-B"»B»(S-a'')(S-a)
Pour fixer les idées, supposons que le produit BB'B" soit positif :
1° Admettons d'abord que les trois quantités a, a', assoient inégales et rangées par ordre de grandeurs croissantes.
Si, dans réquation (XIV), nous remplaçons S successive-
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meut par — oo , a, a', cd' et H-oo ^ le premier membre prendra les valeurs correspondantes
— 00 , - B''B"» (a' - a) [oT - a),
— B'B'^ {a!'-a][Qr-a!), 4-00,
qui présentent trois variations; donc l'équation (XIV) a une racine comprise entre a et a! y une autre entre d et a" et la troisième entre a'* ei -f- 00 .
a^* Si deux des trois quantités a, a', a'* y par exemple d et (f^ sont égales, Téquation (XIV) se réduira à
[S— a')[B'B";S— a')iB(S-a)-B'B'^|-B»(B'^-+-B-^^)(S-a)]:=:o
et admettra une racine comprise entre a et a% une seconde égale à d et la troisième plus grande que d .
3** Si les trois quantités a, a% d* sont égales entre elles, réquation (XIV) a deux racines égales à a et la troisième plus grande que a,
% IlL — Les surfaces cylindriques du second degré. 3&7. Condition pour qu'une surface
soit cylindrique. — Cette surface sera un cylindre parallèle à la droite
^ ^ abc
si le plan tangent
niené en un point quelconque (t,/, z) de la surface (1), contient la droite
qui est menée par le même point [x'^y^ z') parallèlement à la
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droite (a). On obtient de la sorte, entre les quatre inconnues x — x'^y — y, z — z' et — M, les quatre équations liomogènes du premier degré
-r')+fA'-*')-o,
a. — ii-hi. (x — jrr') -+- ©.(t*-
u -ho.(;r— x') -^ \ .[y
-y)-ho.(z — z')=o.
c. — a-ho. (ar — j;*) +0.(7-
qui, pour être compatibles^ exigent que leur déterminant soii nul. On trouve ainsi la relation de condition
fy
qui doit exister quel que soit le point [x'^ ^j z*) de la surface (i).
Cette relation, qui, par la suppression des accents, revient à
se nomme Yéquation aux différences partielles des surfaces c^/iWrifues parallèles à la droite (2). Elle s'obtient immédiatement en remplaçant dans (3) x — x'yX—y et« — a' p» leurs valeurs tirées des équations (4j-
348. Conditions pour que l'équation générale des surfaces du second degré représente un cylindre. — Dans la relation (II) remplaçons/^ yfyifz P^** ^®s expressions qu'en fournit l'équation
f(x,y, z) = Ax^-hA'x'-h AV-h !kByZ'h!iB'zX'+-!kVxjr
-+- aCx -h 2Cy-haC'z + D= o; nous obtenons l'égalité
a [Ax -i- By -f- B'z + C) + 6 {B''x -f- A'/ H- B-s -h C)
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OU, en ordonnant par rapport à x, y^ z,
(Aa+B'6-hB'c)x-H(B''a-4-A'ft-4-Bc)r
(B'a-h B& -+- A^'c)* -f- Ca-hC'6 + C''c= o.
Cette dernière égalité devant avoir lieu pour toutes les va* leurs de x^y^z^ qui satisfont à Téquation (5) de la surface, exige que Ton ait à la fois
Aa -+-B''6 + B'c=o, B'a-f-A'&+Bc =o, B'a-+-B& -t-A''c=o, Co -f-C&-t-C'c = o.
Ces quatre équations sont homogènes et du premier degré par rapport aux troïs inconnues a, b,c; pour qu'elles soient compaiibles, il faut et il suffit que, étant considérées trois par trois, elles fournissent des déterminants nuls. On obtient ainsi les quatre relations
(IV
dont deux quelconques sont une conséquence des deux autres.
En développant ces déterminants, on a les équations
(VI
AA'A'-t-aBB'B'-AB'— A'B"-A''B'"=o;
CIB'-A'A") C'(B"— A'A) C'(B"— AA')
C (A'B'- BB')+C(A'B'— B'B) C'{A B -B'B')+C(A*B'- BB) C (A'B' - B'B) + C (AB - B'B')
349. Reprenons les équations (6). Si nous éliminons c entre la première de ces équations et la seconde, a entre la seconde
DosTOR. — Diterm. 3
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et la troisième^ nous obiiendrous les égalités
(7) a(AB-B'B") = ft(A'B -B''B) = c(A''B''-^BB';;
divisant les trois termes de la dernière des équations (6) par ces trois quantités égales» on trouve la relation
(VII
(VIII
A'B'-BB
qu'il suffit de joindre à la relation (III) pour avoir les deux condiiions nécessaires et suffisantes pour que l'équation (5 représente un cylindre.
• 350. Direction du cylindre. — Multiplions membres à membres les équations (a) et (7); nous trouvons
(ÏX) ^ (AB - B' B'') = j(A'B'~ B"B) = z (A^B''- BB')
pour les équations de la droite menée par Vorigine parallèlement au cylindre.
Le plan, mené par l'origine perpendiculairement aux génératrices du cylindre, est représenté, dans le cas d'axes rectangulaires, par l'équation
AB-B'B^ A'B'— B^B A-'B'— BB
351. Équation du cylindre parallèle à une droite donnée >; , qui est circonscrit à la surface du second degré](3tô). — Désignons par X, y y z les coordonnées d'un point quelconque M d'une génératrice CM de ce cylindre, etjpara:', ^, z' celles du point de contacte de cette génératrice avec la surface (3U\ Cette génératrice, devant être parallèle à la droite (a), est re-
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présenlée par les équations
q.ui donnent
où la valeur de rindéterminée X dépend de la position du point de contact C sur la génératrice CM. Le point de contact C appartenant à la surface (348], on a
ou
en posant F(a, 6, c) = Aa»-i- k'b^-h k'^c'-h aBic + aB'ca -h %B''ab.
Mais la génératrice (8) ne rencontrant la surface (348) qu'en un seul point» la quantité X ne saurait avoir qu'une seule valeur : par suite les deux racines de l'équation précédente sont égaies. On trouve ainsi» entre les coordonnées x, jTf ^ d'un point quelconque M du cylindre» la relation
(XI) {an + bf^ + cf^y-^f{x,r.z]F(a,b,c) = o, qui est Véquàtion demandée du cylindre.
352. Courbe de contact de ce cylindre. — L'équation précédente est satisfaite par les coordonnées des points situés à \a lois sur la surface (348) et dans le plan
par conséquent le cylindre (XI) touche la surface (348) le long de la courbe située dans le plan (9) ou dans le plan
( Aa 4- B"6 -+- B'c)a: -h (B"a -f- A'6 -I- Bc)7 -^ (B'a -f- B6 + A"c) z 4- Ca 4- C'6 4- Ce = o.
XII
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un cylindre parallèle à la droite (2). Puisque
cl que
F(tf, 6, c) = Aa»-h A' 6»-+- A^'c»,
l'équalion du cylindre en question sera
[kax -h A'bjr-h k^cz)*
= ( A^>-4- A'7»H- A*'^»— i) ( Aa»-+- A'6«-}- A"c»). Si l'ellipsoTde est donné sous la forme
et que R soit le demi-diamètre parallèle au cylindre; a, p, y les inclinaisons de ce diamètre sur les trois axes, on trouvera que l'équation du cylindre circonscrit est
^/xcosoc rcosfl J5cosy\* .r» y» z' \ a» 6' c* / û» 6» f*
354>. Équation du cylindre circonscrit i la surface du second degré ( 3^8 ) et qui touche cette surface suivant son intersection avec le plan
(10) px -{- qy-h rz -{-$ = 0.
Ce cylindre sera parallèle à la droite (2) si le plan (9) ou (XII) est identique avec le plan donné (10), c'est-à-dîre s\ Ton a les égalités
^"^j _Wa-^Bb'hk''c_Ca-hCb'^C'c_^
Multiplions les deux termes des trois premières de ces fractions respectivement par a, b, e et faisons la somme de^ numérateurs et celle des dénominateurs; nous obtenons Vé^ Vue
Aa*-i- A'6*-l- A''c»-+-2B*c-h2B'ca-t-2B''a6 = '/?«4-ç&-+- rr >
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qui, joinle aux trois premières des égalités (ii), fournit le système des quatre équations
-¥{a,b,c} -ïp -Ig
— Xr-h
B'û4- Bi-hA'^c
eatre les trois inconnues a, 6, c au premier degré. Éliminant ces inconnues, on trouve la relation i
qui donne
Xp
Ig
Xr
Ip
Xr
Multiplions les deux termes des quatre fractions (ii) respectivement par 2x, 2/y 2z et 2, et faisons encore la somme des numérateurs et celle des dénominateurs; nous obtenons l'équation
2( Aa -f- B^^ft -h B'cjo: -h a(B'a -+- A'& -♦- Bc)/
-+- a( B'a -+- B6 + A''c)z -4- a(Ca -4- Cb -+- Ce)
=:2X(/ia:-+- jjH- rj»H-5),
qui peut s'écrire
2a(AxH- B'j^-H B'2 -♦- C)
H- 2fr(B^jr 4- K'r -*- B^ 4- C) -4- vlc[Vx = 2X(/^x -+- }j^ -h r-5 -h *),
Bz-hA^'z-f-C)
ou encore
(i3) <i/;-*-6/;-Hc/;=2X{/?jpH-î7--f-r^-f-«).
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Il nous suffira maintenant de substituer les valeurs (la) et (i3) dans l'équation (XI), pour avoir l'équation
Exemple. — Circonscrire au paraboloXde
(i4) fi^fXf^) = A'j'^-f- A^z*— 2a? = o
un cylindre qui touche la surface suivant le plan (i5) Ix -{- mjr-^ nz -h r^=o.
Pour les paraboloïdesy le déterminant
se réduit à zéro; par conséquent la formule précédente (XIII) leur est inapplicable.
Dans ce cas on a recours à l'équation non transformée (XI }, où l'on remplace a, b, c par les valeurs que l'on trouve, en identifiant les deux équations (g) et (i5)
a/^-f-6/J^. H-r/^ = o et Ix-hntx-^nz-hrzszo.
On voit d'abord que / = o, ce qui réduit le plan de la ligne de contact à
(i6) m/-f-n-« -hr = o.
Donc, lorsqu*un cylindre est circonscrit à unparabolold^, la,
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courbe de contact est située dans un plan parallèle à l'axe du paraboloïde.
Od trouve ensuite que
/?/^ -h 6^ -h ç/^ = a (A' bx -+- ^''cz — a) = 2 X(/ii/ -+- nz -t- r), ce qui donne
et, par suite.
Substituant ces valeurs dans l'équation (XI), on obtient
pour Yéquation du cylindre circonscrit au parabololde (i4], et touchant cette surface suivant une courbe située dans le plan (i6].
Si le plan de la courbe de contact est en même temps parallèle à Taxe des^ et situé à une distance d du plan des xy^ le cylindre circonscrit au parabololde
np 2q aura pour équation
<//*— 2pqx -4- 2pdz — pd^= o.
Pour dz=o, le cylindre touche le parabololde suivant la parabole
jr^z=2px, z = o.
§ IV. — Les surfaces de révolution du second degré.
356. Condition pour qo'ime Burface soit de révolution. — Soient x, f, z les coordonnées d'un point quel-
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conque de la surface (■). La normale en ce point a pour équations
TT
les axes des coordonnées étant rectangulaires, et X, Y, Z désignant les coordonnées courantes.
La surface (i) sera évidemment de révolution autour de la droite
si cette ligne est toujours rencontrée par la normale (a), quel que soit le point M ou («1^, 2) de la surface (i). Pour que cela ait toujours lien, il faut et il suffit que les équations (2] et (3) admettent toujours un même système de valeurs pour X, Y, Z.
Ces équations (2) et (3), au nombre de six, contiennent au premier degré les cinq inconnues X, Y, Z, » et p; si donc nous éliminons ces cinq inconnues entre les six équalions (2) et (3), nous obtiendrons une relation entre les paramètres de la surface donnée (1), ceux de réqaation (3) et les coordonnées jt, y^ z du point M.
Cette relation se calcule aisément. En effet, les équations (2) et (3 pouvant s'écrire
x-.«/;-x = o, Y-///;-r = o. z-ii/;~s = o,
av — X -h^ = o, hv — Y -+-^ = 0, cv — Z -t-rso,
nous éliminerons d'abord X, Y, Z, en ajoutiint verticalement, ce qui nous fournit les trois équations
av^vf'^^[x^p\ =0,
et»— tf/^ — {« — r) = 0,
entre les deux inconnues u et p.
Pour que ces trois équations soient compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul. Nous trouvons ainsi la relation demandée
dans laquelle nous avons changé les signes des éléments des deux dernières colonnes.
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Cette relation est Yéquation aux différences partielles des surfaces de répoUaioii, Elle doit exister, quelle que soit la position da point M snr la sorfiioe (i), ou quelles que soient les valeurs des coordonnées x, j, z satisfaisant à l'équation (i). Si on la développe, elle prendra la forme
(II
Conditions ponr qae l'équation générale dn second degré
\ -♦-aB/»-i-2B'zJCH-aB'x/-i-aCarH-aC'j^-f-2C*z-»-D=o
représente nne snrface de réTOlntion. — L'axe de révolution passe nécessairement par le centre de la surface, lequel est déterminé par le système des trois équations
Les équations de Taxe sont par suite de la forme
( AX H- B*Y H- B'Z -t- C B^X h- k'\ -t- BZ -t- C
B'X^BY-4-A'Z-+-C
où a, «', a* sont trois oonstantes indéterminées et o une inconnue. Dans ces équations (5) substituons à X, Y, Z leurs valeurs
X = * + <, Y=r-H"^, 2 = »-+-»//;, tirées des équations (a) de la normale ; la première devient
«. = A (X -4- »/; ) + B"(7 + «/; ) + B'(z H- «y^ ) -K c = Ax -+- B'7 + B'z + c -t- « ( Ay; -1- B'/; + B'y; )
Nous obtenons ainsi les trois équations
- act p -4-/^ -t- a«(A f^ + B'/; + B'/; ) = o,
- a«v -É-y; -+- ««{B-/; -K B y; -»- AVi ) - o,
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«ntre les deux inconnues — ac et %u. Éliminant ces inconnues, nous trouvons la relation de condition
(lU)
BX
Ce déterminant doit ôtre identiquement nul, quelle que soit la position du point M sur la surface (4); par suite il faut et il suffit que les deux colonnes variables, la- seconde et la troisième, ne diffèrent que par un facteur constant.
Soit s ce facteur, qui rend les éléments de la seconde colonne égaux à ceux de la troisième; nous obtenons les trois équations
Vf
Jy Jy
Considérons le cas où les coefficients B, B', B' des rectangles des va* riables sont tous différents de zéro.
Si nous éliminons/^ entre la première et la seconde de ces équations,
/' entre la seconde et la troisième, il nous vient
(Bf - AB ^ B'B*)/' = (B'j -- A'B'-h B'B)/' = (B'j - A^B*-*- BB^/, .
Or dans ces trois produits les facteurs f^, f^i f^ sont variables :
leurs valeurs changent avec la position du point (x, y^ 2) sur la surface (4); par suite, pour que ces égalités soient possibles, il faut et il suffit que Ton ait
o = Bj — AB -H B'B''= BV - A'B'-h B*B = Vs - A'B»-t- BB*.
On en déduit les relations de condition connues
(IV
_. B'B*' B'B_ BB
358. Forme implicite des équations de l'axe de réTOlntion. — Ncmbs
l'obtiendrons au moyen des égalités (5) en y substituant les valeurs propres de a, a', a' que nous allons calculer.
Dans le déterminant (III] multiplions les trois lignes respectivemeiit par B, B', B'; puis, dans ce résultat, remplaçons AB, A'FjA'B'par
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valeurs Bs -4- B'C, Ws -h B'B, B's h- BB' tirées des relations (IV); Téquation (III) devient
B a B /: jB /: -h B'B'/: -h B'B r -h BB'/;
B'a' B'/; jB7; -h B'Bv; H- B'B/; H- BB'y;
B'a* B'/; iB»/; -+- B'BV; -4- B'B/^ -h BB'/;
ou, en retranchant s fois la seconde colonne de la troisième et en divisant la différence obtenue par B'B'/j; h- B'Byj^ -h BB'/^ ,
Pour que cette égalité puisse avoir lieu, quels que soient x, y^ z, il faut et il suffit que les colonnes à éléments constants ne diffèrent que par un facteur m; on a donc Ba = B'a'= B*a'= i x m = m; d*où Ton tire
a ~~ m ot!'" m a* ~" /«
Substituons ces valeurs dans les égalités (5) et prenons x^y^ z pour les coordonnées courantes, nous obtenons immédiatement
B(kx H- B'y-^B'z -H C) = B'(Brx h- A'j-4- Bz -h C)
ou
B/x = BX = »•/: .
pour les équations de Taxe de révolution, yolr, pour plus de développements, notre Théorie générale des surfaces de révolution du second
^gré{')'
( ' ) G. DosTom, Jfouvellet Annales de Mathénuaiquet^ 3* série, t. XI, p. 369, et Archivet de Mathématiques et de Physique^ 1873, t. LV, p. 3o9.
CHAPITRE PREMIER
LES DISCRIMINANTS.
S I. DéGniUon et calcul des discriminants. — $ II. Application des discriminants aux courbes du second degré. — $ III. Le plan tangent aux surfaces du second degré. — $ IV. Les surfaces coniques du second degré.
§ L ~ Déhnition et calcul des discrihinants.
359. Définition. — Étant donnée une fonction homogène de n variables, si l'on prend la dérivée de celte fonction par rapport à chacune de ces n variables, le résultant de ces n dérivées, égalées à zéro, se nomme le discriminant de la fonction.
Lorsque la fonction est du second degré, ses dérivées seront du premier degré. Si Ton égale ces dérivées à zéro, on obtiendra n équations homogènes du premier degré par rapport à n variables. L'élimination de ces n variables entre les n équations fournira précisément leur déterminant. Il s'ensuit que:
Le discriminant d' une fonction homogène du second degré à n variables est le déterminant des premiers membres des n équations que Von obtient^ en égalant à zéro les n dérivées de la fonction, prises par rapport à ces n variables*
Nous représenterons par (D„ (£)„ CD4, ... les discriminants des fonctions homogènes du second degré à 2, 3, 4, ... variables.
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360. Discriminants des fonctions homogènes du second degré. — i^ Le discriminant de la fonction homogène d deux variables
(i) /(ar,7) = Ax"-4-2Bay-4-Cr", .
est le résultant des deux équations
c'est-à-dire le déterminant (136)
IH
AA'A"-h 2BB'B"— AB^— A'B'^— A'B*^',
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3"^ Soit donnée la fonction homogène du second degré à quatre variables
f(a:,r, z, /) = Ax^-h A'y^-h A'js'-4- aB^z -^^Wzx-h 7.^"xy
-+- iÇ^xi -4- aC'// -4- %ÇJ'z r -4- Dr».
Égalons à zéro les demi-dérivées de cette fonction prises successivement par rapport aux quatre variables x^ y, z, t; nous formerons les quatre équations
J;/^ = B^or -h A> -f- B z-4-Cr = o, 1/; =B' ^ -4- B j-f- A-'z 4- C^/ = o, |/; = C x-^C'x-^CU-hD i = o,
dont le résultant est le déterminant
(IV
c'est le discriminant demandé.
Ce discriminant, que nous représenterons par (D4, joue un grand rôle dans l'analyse des surfaces du second degré; il se développe suivant le polynôme
i (D, = D(AA'A'-f-2BB'B''-AB'-A'B"-A''B"»)
4-0(B»— A'A'')-f-C'»(B'»~A"A)-hC''»(B"'-AA') ( H-2C'C''(AB-B'B'')-H2C"C(A'B'~B'B)-4-2CC'(A''B''-BB'
361. Discriminaiit de la fonction homogène dn troisième degré à deux Tariahles .
(5) f(x,y) = ax''^3bjcy-+-3cxy-h(fy'^.
De cette égalité nous tirons les quatre équations homogènes (146)
^xf = ax^-h ^bx^jr-^ cxy"^ =0,
ir/x = ^^^y -^ ^bxf-^ cf = o,
ir/; =
ÔX'/-H 2C J^H- dy^z=^ o,
3io
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entre les quatre inconnued a?*, as^y^ xy*^ y^. Éliminant ces variableB, on obtient le discriminant
(VI
o a nb c
ù ne d o
= (ad- bcY- 4(^»- ac) (c'- bd).
362. Ditcriminaiit de la fonction homogine dn quatrième degré à deux Tariables
/{•^j7) = ax*-h ibx^x-hùcx^y-h ida^-i- ey*.
Egalons encore à zéro les dérivées de cette fonction prises par rapport ^ x eiy] nous formons les deux équations
ax^-i- 3bx^y-h Scx^h- dy*= o, bx^-h Zcx^y-h 3r/xj<^-H cy^= o.
Multiplions-les successivement par x% xy,y; nous en tirons les sis équations
ax^-h ^bx^y-h^cx^y-h dx*y =0,
ax^y-h^bx/^y^-hScx^y-^ dxy =0,
ax^y^-h 3bx*y-+' 3cxy*-hdy^= o,
6 Jc* -H 3^ x*y ■+■ ^da^y •+■ c j^y* = o,
bx^y-hZcx^y^-h^dx'y^-h exy* =0,
b x^y* -H 3c x^y^ -h Zdxy* -h <?/* = o,
entre les six inconnues :c*, ar*j, jc*/*, x*y^ xy*^ y*. L'élimination de cses variables nous fournit le discriminant
(VII
[(a<f-46rf^3c')>
1 H- 2y{ace -+- ibcd— ad*— eb^ — r*) '
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§ II. — Application des discriminants aux courbes
DU SECOND DEGRÉ
363. Condition pour que Téquation générale du second degré à deux variables
(i) fi^yy) = A:c-H-2Bar/-4-C/'-+-2Dr -f-2Ej-f-F = 0
représente deux droites qui se coupent. — Dans ce cas, le centre est nécessairement situé sur ia courbe (i). Soient donc a, b, c les coordonnées homogènes de ce centre et
(2) /(x,j, «) = Aj?*-f-2B^-hCj'-*-h2D:p« -f-2Ez-f-F^'=o réquatîon homogène de la courbe. On a (200)
et, comme les coordonnées a, b, c doivent satisfaire à cette équation, il vient
Mais on sait que les coordonnées du centre annulent les déri vées /^ et ^ , de sorte que /^ = o et /J = o ; par suite on a aussiy^ = o.
IL.es coordonnées a, ft, c du centre satisfont donc simultanément aux trois équations'
1/; = Ax -h B/ -h Dz = o,
iy; = Bar-f.Cy-+-E2==o,
|/;=DjF-f-E/-4-Fz=:0,
qui, pour être compatibles, exigent que leur déterminant soit nul. On trouve ainsi la relation de condition
^^^^^TCîi' — Déterm, 91
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Boric ( 360, 2? j : Pour que l'équation du second degré à deux variables représente deux droites concourantes, il faut et il suffit que le discriminant de son premier membre, rendu homogène, soit égal à zéro.
36b. Condition pour qne l'équation générale du second degré (i) représente deux droites paraUèles (*). — L'équation (i) représentera deux droites parallèles à la droite
a o si toute tangente
est parallèle à cette droite» c'est-à-dire si l'équation (3) af^,^bf^.= o
est vériflée, quelles que soient les coordonnées x', y du point de contact.
Or l'équation précédente (3) revient à
{Aa + B6)a7'+(Ba-4-C6)/ + Da4-E* = o;
et, pour que celle-c) soit satisfaite par les coordonnées de tout point de la courbe (i), il faut et il suffit que l'on ait à la fois
Aa-f-Bft = o, Ba4-C6 = o, Da + Eft = o.
Ces trois équations ne sauraient être satisfaites par les mêmes valeurs des paramètres a et b, que si l'on a les trois relations
C) Quoique cette question soit indépendante des discriminants, elle trCMiT«> ici ta place, à la suite de l'équation de deux droites concourantes.
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qui reviennent à
(iri) B'-AC = o, BD-AE = o, BE-CD = o.
Chacune de ces trois égalités est une conséquence des deux autres. Elles peuvent s'écrire
IV) :^ = ? = 5
Les équations des deux parallèles seront (Vj Aa: H- B/ H- D =±: yT)*— a AF.
Condition pour que la droite
(4) aa: -h 6/* 4- cz = o
soit tangente à la conique (2}. — Soient x'^y* ^ z' les coordonnées homogènes du point de contact. L'équation homogène de la tangente sera
elle sera identique avec l'équation (4) de la droite, si l'on a
abc ou
Nous avons ainsi, pour déterminer x', y\ z' et X, les quatre
équations
o.X-ha^'-hi/'-f-c 2'=0,
— a.). H- A:r' 4- B/-I- Dz' = o,
^^^ ' -6.X-hBx'-t-C/4-Ez' = o,
— c.X 4- D^r' -h Ey H- F-«'= o,
dont la première exprime que le point de contact [x\y^^ %'\ est situé sur la tangente (4)-
Ces équations du premier degré sont homogènes entre les quatre inconnues — \ ar', y\ z' ; elles ne seront compatibles
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que si leur déterminant est nul, c'esl-à-dire si l*on a
(VI
c*est l'équation de condition demandée.
Considérons la fonction
(6) T[x,Xy z, A) =/(^,r> ?) — 2X(a:r -+- bjr-^ cz),
des quatre variables x^y^, z et X, et égalons à zéro les dérivées de cette fonction prises successivement par rapport à ces quatre variables; nous obtenons les quatre équations (5). Il s'ensuit que le premier membre de la relation (VI) est précisément le discriminant de la fonction (6). De là le théorème suivant :
Pour qu'une droite ax -{- bjr-h cz =o soit tangente à une courbe du second degré f[x,yy z)=o, il faut et il suffit que l'on obtienne zéro pour le discriminant de la fonction que l'on forme, en ajoutant au premier membre de l'équation de la courbe le double produit du premier membre de l'équation de la droite par une nouvelle variable X*
367. Condition pour que la ligne du second degré (a) soit tangente à l'un des axes de coordonnées. — Supposons que la conique (i) soit tangente à Taxe des x; Téquaiion de cet axe étant /=:0y il faudra faire a = c = odans Téquation (41 de la tangente» ainsi que dans la relation de condition (VI). Le premier membre de celle-ci devient ainsi
= fc
D'-AF
Comme b est différent de zéro, il faudra que Ton ait
D'— AF = o,
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La conique sera tangente aux deux axes, si l'on a en môme temps
(VII) D'-AF = o, E'-CF = o.
Dans ce cas, l'équation de la conique prend une forme particulière que nous pouvons déterminer.
Multiplions par F tous les termes de Téquation (i), et dans le résultat remplaçons AF et CF par leurs équivalents D' et E' tirés de (VII); cette équation devient
D»a?'H- £»;''-+- aRFoy -HaDFa: -4- aEF/ -f- F'= o,
ou
(Dx -h E/ + F)»= — aBF^/.
En posant — 2BF = P, on voit que
(VIII) (Dx -+. Ej 4- Ty= Vxx
est Y équation générale des coniques qui sont tangentes aux deux axes de coordonnées. La droite Dx -h Ey 4- F = o est la polaire de l'origine des coordonnées.
Désignons par a et 6 les dislances à l'origine des deux points
de contact et posons-rj-= /r'; l'équation (VIII) deviendra
Considérons le triangle OAB ayant pour sommet l'origine et OA = 7,ay OB = 26 pour côtés adjacents; le troisième côté AB du triangle sera représenté par l'équation
a b il est coupé par la conique (7) aux points
ab
La courbe ( 7 ] touche les deux côtés OA et OB en leurs mi-
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lieux; elle sera aussi tangente au côté AB en son milieu, si Ton a k^=ab.
Donc la conique
touche en leurs milieux les trois côtés du triangle OAB» dont les côtés OA, OB, issus de l'origine et dirigés suivant les axes de coordonnées, sont respectivemeut égaux à na et ai. Les coordonnées du centre sont données par les deux équations
et ont pour valeurs
donc le centre de la conique (8) se trouve au centre de gravité du triangle OAB.
Condition pour que rintersection des deux droites
(9) aj7-f- 6j-4- C3 = 0, a'x-+-6'j4-c'-5 =0,
appartienne à la conique (2). — Admettons que les deux droites (9) se coupent sur la conique (2) au point [x^y^z].
Les droites qui passent par rintersection des deux droites [9 sont représentées par l'équation générale
fl^ H- 6^4- C2 + V{a! X -f- 6'/ -4- c* z] = 0, ou
(10) {a-ha'V)x-\'{b-{-b''k]r-h{c-h'k'c')z=zo.
Or Tune de ces droites est tangente à la conique (2) au point d*intersectîon même des deux droites (9). Si l'équation (10, représente celte tangente, on devra avoir les égalités de condition
Jx Jjr Jz
a -h a'W "~ ft -h b'V "" c -h c'V
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Les coordonnées x^ yy z du point (9) et les deux indéterminées X et XX' devront donc satisfaire aux cinq équations
0.X-+-0 .XX' H- a x-hftjH-c «=o, o.X-ho .XX'-ha'j; + 6'j + c'« = o, a.X -+- a'.XX'H- A « 4- B^ -f- Dz = o, *.X -4- ft' .XX' H- B a: -H C ;r •+- Ez = o, C.X-+-C' .XX'-f-Djc-4-Ej-f-Fz = o,
dont les deux premières expriment que le point d'intersection [xyjTj z) appartient aux deux droites (g).
Pour que ces cinq équations, linéaires et homogènes par rapport aux cinq inconnues X, XX', x, j, z, soient vériGées par les mêmes valeurs de ces inconnues, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul. La condition cherchée est donc
(IX
Il est facile de voir que le premier membre de cette relation est le discriminant de la fonction
aX(a^+67-hcz)-haX'(a'x-Hi'7H-c'2) -f-/(jr, y-, «),
pris par rapport aux cinq variables x^ 7, z, X et X'. Par conséquent:
Pour que Vinlersection de deux droites soit située sur une conique, il faut et il suffit que Von trouve zéro pour le discri^ minant de la fonction que l'on obtient, en ajoutant, au premier membre de l'équation homogène de la conique, les doubles produits respectifs des premiers membres des équations homogènes des deux droites par deux nouvelles variables.
Ainsi l'intersection des deux droites
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appartient à la conique
5jc*-f-4^/-+- J^— ajT— i5 = o;
car on a
tt
369. Ëquation des tangentes menées, d'un point extérieur, à la courbe du second degré (2). — Soient jt., Ji, Zi les coordonnées homogènes du point donné P, et x, j, z celles d'un point quelconque M de Tune des deux tangentes menées de ce point P à la conique (2]. L'équation de cette tangente sera
\—x\ Y — ri Z— Zt
T — T\ Z — Zy
X, Yy Z étant les coordonnées courantes de cette droite.
Désignons par x' y y* ^ z' les coordonnées du point de contact C de la tangente (1 ij; on a évidemment (193)
ar' =
\Xx
TTT'
Xr.
i-4-).Zi
OÙ X est une indéterminée, dont la valeur dépend de la position du point M sur la tangente (ii).
Puisque le point C appartient à la conique (2), nous avons
ou» en ayant égard aux valeurs (12}, X -+- \xy y -^ X^i 5 4- Xa,
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Or on sait que (200)
=/(x, j, z) -h Xxlf, H-ri^/^-h X^./[ -H X7'(j:.,7-„ ^,);
par suite, puisque x,f^-^y,f^-\-z,f^ = xf^^-^yf^^-\^zf^^, nous avons, pour déterminer la valeur de X, l'équation du second degré
Mais la droite (12] étant tangente, X ne peut avoir qu'une seule et même valeur; il s'ensuit que les deux racines de l'équation précédente sont égales, ce qui nous fournit la relation
ou
XI
qui existe entre les coordonnées Xy y-y z d'un point quelconque M de l'une ou l'autre des deux tangentes issues du point P(x„7„ Zx)\ elle est donc Téquatio» de ces deux tangentes.
370. Équation des tangentes menées à une courbe du second degré (2) par les intersections de cette courbe avec une droite donnée
(i3) par H- ^ j -4- r^ = o.
Si nous appelons a?„ y,, Zi les coordonnées inconnues du point de concours P de ces tangentes, le point P sera le pôle de la droite (i3], qui elle-même est dite la corde de contact des deux tangentes. Or Téquation de la corde de contact des deux tangentes issues du point (^i,^^, Zt), c'est-a-dlre réq nation
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devant être identique avec (i3], on a nécessairement
OÙ X est une indéterminée.
Multiplions ces trois équations (i4) par les coordonnées respectives oti, jt> Zx et ajoutons; nous obtenons l'égalité
qui, jointe aux équations (i4)» fournit le système des quatre équations
— Ip -+- kXi -h B/, -h Ds, = o,
— Xç -h Bjt, -h C^i-h Ez, = o,
— Xr -h Dx, -4- E/, -hFzi = o,
entre les inconnues ^i> ji, jsi. Ces équations sont nécessairement compatibles; par suite leur déterminant est nul, ce qui nous fournit Tégalité de condition
Ip A
Iq B
Xr D
Xg Xr
On en tire
/(x„^ri,2.)= —
OÙ A est le discriminant (II, 360] du premier membre de Te* quation (2] de la conique.
Les relations (i4) donnent aussi
*/x +ryî',-t- 'fz = ^Mpx + qr-^ rz).
II nous reste à substituer les valeurs (i5) et (i6) dans l'équation (X) pour avoir l'équation demandée des deux tan
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gentes. Celle-ci est donc
(px-i-qx-^rzY
§ III. — Le plan tangent aux surfaces du second degré.
Condition pour qne le plan (i) ax -hbjr-^cz -\-dt = o
soit tangent à la surface du second degré
\f{x, x,Zyt] = kx^-¥ Ay + A"z»-4- îiBjz -4- iWzx 4- ^Vxy
Soient x\ f y z', V les coordonnées homogènes du point de contact. L'équation homogène du plan tangent sera
elle sera identique avec l'équation (i) du plan donné» si Ton a f^.= iaky f^.^ibly /^. = 2c>, f^.=iidl,
\ désignant une inc^éterminée.
Nous avons ainsi entre les cinq inconnues x\ y y z\ t' et X les cinq équations homogènes
— o.X-ha x'-^b y -\-c z' -{-d t' = o,
— «.X4-Aa:'+By4-B'7'-+-C /' = o, ~-6.X-hB"^'-hAy4-Bz'-4-C'/' = o,
— c.X + B'x' -h B r' -4- AV4- C''/' = o, -rf.X-hC a:'-^Cy-f-CV + D/' = o.
(^) G. DoSTORi jérchives de MathémtUiques et de Phjrsique^ 1876, t. LVII^ p. 198.
LITEE lY. — CHàPITEB 1.
dont la première exprime que le point de contact («r',y , 2'» i\ appartient au plan tangent (i). Pour que ces équations soient compatibles, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul. On trouve ainsi la condition demandée
Il est aisé de voir que le premier membre de cette égaillé est le discriminant de la fonction
f{x,jr, z, t) -+- 2X(a^ -h ft^-f-cz H- dl)
des cinq variables x^y, z, t et A. Par conséquent ;
Pour qu'un plan ( 1 ] soit tangent à une surface du second degré (2), il faut et il suffit qu'on trouve zéro pour le discriminant de la fonction que Von obtient, en ajoutant au premier membre de l'équation de la surface le double produit du premier membre de l'équation du plan par une nouvelle variable,
Condition pour qne la droite
(3) ax -h by-h cz -^dtzzzo, a'x-^b'jr-hcz -4-ûf'/ = o
soit tangente à la surface du second degré (2] (*). — Les plans conduits par l'intersection des deux plans (3) sont représentés par réqualion générale
(4) [a-ha''k')x'h[b'hb''k')r'\'{c-¥'C'V)z-h(d'^d'ï!]t=o.
Or l'un de ces plans est tangent à la surface (2) au poini de contact [x^y, z, t) de la droite (3). Si l'équation (4) représente ce plan, on devra avoir les égalités de condition
Jje Jy J z J t
H- a' A' ~ 6 -h b'V ~" c-4- c'X' ~ rf -h d'i:
C*) G. D08TOB, loc, oit,, p. 300.
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Les coordonnées du point de contact x^j-y z, / et les deux indéterminées X et X' devront donc satisfaire aux équations
o . X + o . XX' -h ax -^ by -\- cz -h dt = o, 0.X-+-0 .XX' -^o'x 4- 6y-h f'2 + d't = Oy a.X-ha'.XX -+-Ax-f- B'7-f-B'z4-C/ =o, 6.x -f- é'.XX' + B^x-h k'r ^- B^ 4- C7 = o, c.X -f- c'.XX' H- Wx + B/ -+- A'^-s + C'/^: o, rf.X 4- rf'.XX' + C:r + C'7 -H C"^ + D/ == o,
dont les deux premières expriment que le point de contact appartient aux deux plans (3) et par suite à leur droite d'intersection.
Pour que ces six équations, linéaires et homogènes par rapport aux inconnues X, XX'y Xy y-y z, ty soient vérifiées par les mêmes valeurs de ces inconnues, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul. La condition cherchée est donc
373. Équation générale des surfaces du second degré qui tonchent les trois axes de coordonnées (')• ^ Les équations de l'axe des x étant j^ = o, z = o, nous obtenons la condition pour que Taxe des x soit tangent à la surface (2), en faisant, dans la relatioti (II),
a=o, 6 = 1, c=o, d^=Oy a' = 0, b' = o, c' = I , d'=z o.
Hais cette condition se détermine plus rapidement en faisant^ =z=o dans réquatlon (2] de la surface, et en exprimant que les deux racines de Téquation résultante en x
Àjf'-i- nCx -4- D = o
(*} G. Do*TOR, loe. eit.j p. 30i
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sont égales. Donc Taxe des x est tangent à la surface (2], siC»-AD = o.
De même les deux autres axes de coordonnées sont tangents à la surface du second degré pour C'*— A'D = o, C'»— A"D = o.
Supposons que la surface (2) soit à la fois tangente aux trois axes de coordonnées. Multiplions l'équation (2) par D et dans le résultat remplaçons AD, A'D, A'^D respectivement par C% C'% C"*. L'équation de la surface sera, pour / = i,
0^'+ C'»/«4- C^z^H- 2BD/Z -h i^'\SzX'^7:^'''Qxy
-^2CDx-h2C'D^-4-2C''Dz-^D»=o, ou
{Cx-f-CyH-C"z + D)»-h2(BD-CC")7z
-H 2 (B' D - C"G) zx-^^ (B'^D - CC) xj=o.
Ainsi, en représentant par — P, — Q, — R les coeflicienis de/z, zxy xjr^ on voit que
(UI) [Cx + Cy -+- CTz 4- D)» = P/js -4- Qzir -4- Ra:/-
est Y équation générale des surfaces du second degrés qui touchent à la fois les trois axes de coordonnées.
Si Ton désigne par a, b, c les distances à l'origine des trois points de contact, cette équation prend la forme
/ifrx (x r ^ \' rz zx xr
où /?*, q*, r' sont les quotients de D' par P, Q, R,
Considérons le tétraèdre ayant pour sommet l'origine et pour arêtes latérales les longueurs 2a, 26,2(7, dirigées suivant les axes. La surface (IV) touchera ces arêtes en leurs milieux et coupera les arêtes opposées aux points respectifs
■^ c V ca a ^^ y ca
z=o, f=i±y/.-i:, r=,:py/;r^.
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Elle touchera ces arêtes, et forcément aussi en leurs milieux, si l'on a
p^ = 6c, q* =zca, r* = ab.
Donc la surface du second degré
(V) (f + r^f_,y=IÎH.îf
^ ' \a b c I oc ca
^ab
touche en leurs milieux les six arêtes du tétraèdre OABC, dont les arêtes latérales OA, OB, OC, issues de V origine et dirigées suivant les axes de coordonnées ^ sont respectivement 2a, a b, ne; de plus la surface a son centre situé au centre de gravité du tétraèdre.
Condition pour que Fintersection I des trois plans
If =:ax -h by -h cz -h dt = o, P'= a!x -t- b\r 4- c' ^ -h rf'/ = o, V^zzz a^x -H by 4- e^'z -f- rf^/ = o
appartienne à la surface du second degré (2). — Les plans qui passent par l'intersection I des trois plans P = o, P' = 0, P''=o, sont représentés par l'équation générale
Or l'un de ces plans est tangent à la surface (2) au point d'in* tersection même I des trois plans (5}. Si l'équation (3) représente ce plan, on doit avoir *
c -1- c'X' -h c"X" d + rf'X'4-d"X"
= -aX,
Les coordonnées x,y, z, t du point I et les trois indétermi-
336 LITRI IV. — CHAPITRE I.
nées 1, }f, Y devront donc satisraire aux sept équations
o.>-+- 0. XX'+o. XX"+ ax -{- by -hcz -h rf/ =o, o.X -H o. W-h G. XX'' 4- a'x -h Vy-\-dz -hd't = o, o.X-t-o. XX' 4- o. XX"4-a''x-i-fc"j-f-c^^4-rf'/=o, a.X 4- a^XX'-hrt^XX"-^ Ax 4-B'y4- B'2-h C/ = o, 6.x 4- ft'.XX' -f- 6".XX"+ B'^x -h A'; + Bz + CV = o, cl -h c',XX'-+- c".XX"4- B'ar 4- Bj -i-A'^is + C/^ o, d.X + rf'.XX+d".XX"-4-Cx -^Cy-hC'z-{'Bl=o,
dont les deux premiers expriment que le point d'intersection I (x^j'fZ, t) appartient aux trois plans (5).
Pour que ces sept équations, linéaires et homogènes par rapport aux sept inconnues X, XX', XX", x, ^, ^, /, soient vériflées par les mêmes valeurs de ces Inconnues, il faut et il suffit que leur déterminant soit nul. La condition cherchée est donc
(VI
Il est aisé de voir que le premier membre de cette relation est le discriminant de la fonction
2XP -f- aX'P' -+- 2X"P" -4-/(ar,r, z, i) = o,
pris par rapport aux sept variables X, X\ X'^, jr,^, z, /. Par conséquent, pour que l* intersection de trois plans soit située sur une surface du second degrés il faut et il suffit que l'on trouve zéro pour le discriminant de la fonction que l'on obtient en ajoutant au premier membre de l'équation homogène de la surface les doubles produits respectifs des premiers membres des équations homogènes des trois plans par trois nouvelles variables*
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On verrait ainsi que rintersection des trois plans
appartient à la surface
6x^ — y — 2Z*-r- 2.yz -f-6a:j^-t- ix — 4/ — 22=0,
§ IV. — Les cônes circonscrits aux surfaces du second
DEGRÉ
375. Condition pour qu'une surface /(or, j, 2) = 0 soit conique. — Cette surface sera un cône passant par le point {a, by c)f si le plan tangent
contient la droite
qui joint le point variable [x, y, z) de la surface au point (a, bf c].
On obtient ainsi, entre les quatre inconnues X — or, Y —y,
Z — ^ et u les quatre équations homogènes du premier
degré
o.ii.-i-/;(X-a:)H-/;(Y-.r)H-/;(Z-^)--o,
(JC -- a) M -f- (X — X) -f- O. (Y —y] H- 0.(Z — z) =r: o,
ij'-b)u~^o.{X-x)-r~ (Y-^)--o.(Z-z)--^o, [z — c)u-\-o (X — a;) -h o.{Y-~^r) -r- [Z — z)=.-.o.
Éliminant ces inconnues, on trouve la relation de condition
qui doit exister, quelque soit le point [x^y^ z) de la surface.
I>OCT0R. — Diterm.
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Cette relation, qui revient à
(II) {:c^a)f^-i-(r-b)f^-^(z^c)f, = o,
s'appelle l'équation aux différences partielles des surfaces coniques qui ont leur sommet au point [a, b, c). Elle s'obtient immédiatement, en remplaçant, dans (i), X — a:, Y — j'-, Z - s par leurs valeurs tirées des équations (2].
Condition pour que Téquation générale da second degré
(3)1 -+- 2B^3 -h T-Wzx H- :kVxy
\ ^T^CtX 4-2C7/ -{-iCtz -^D/»=o
représente un cône. — On sait que Téquation du plan tangent au point [x'^fy z'y t') de la surface (3) est
ou
(4) ^f.-'r-y'fr + ''f.+i'ft = o.
Si réquation (3) représente un cône, le plan tangent (4 passera par le sommet; et si x^y, z, t sont les coordonnées de ce sommet, l'équation (4) devra être satisfaite, quel que soit le point de contact ('o:', j', z', /') du plan tangent» c'està-dire pour toutes les valeurs de ces variables qui vérifient en même temps les équations (3) et (4)- On obtient ainsi les quatre équations de condition
\f^=lLX'¥- B"j-4- B'z -h Cf = o, 1^ = B"ar-f- A'7 + Bz -f- Ct= o, T^z — B'ar+ B^- 4- A-^z -{-Ct=i o, lyj z= C J? 4- C'/ H- C-s 4- D< = o.
Ces quatre équations, étant homogènes, ne sauraient être vérifiées par les mêmes valeurs des variables que si leur
LES DISGRIMlNAlfTS. * 33g
déterminant est nui. La condition demandée est donc
III) A
B' B A-' C" "■^' C CCD
Donc 9 pour que l'équation du second degrés à trois varia-bleSy représente un cône, il faut et il suffit que le discriminant de son premier membre ^ rendu homogène, soit égal à zéro.
377. Équation du cône issu du point P (^i, ji, i^i, /i), qui est circonscrit à la surface du second degré ( 3 ] ( ■ ). -— Désignons par scjjr, z, t les coordonnées d'un point quelconque H d'une génératrice du cône» et par x',y,z',t* celles du point de contact C de cette génératrice avec la surface (3). Nous avons évidemment (193)
. x-^lx, j r-+-iri , z-\-\zx . /-f-i/,
dont l'indéterminée X dépend de la position du point M sur la génératrice CM.
Le point de contact C appartenant à la surface (a), nous avons r,^f(^' ^ .' t^\^f(^-^'^^^ y-^'^^r* z-hlz, t-hltA
o^/(^ ,/,^ ,0-/(^— ^Y' TTT ' T^nr' TTTJ
Développant le second membre, on obtient, pour déterminer Ti, l'équation
l^es deux racines de cette équation devant être égales, on trouve
(IV) (^y;-4-ry;.-h-5/:+/X)'--4A^^r'^»0/(^«>r«.'»t,/.)=o
pour l'équation du cône demandé.
(* ) O. DosTOR, loe, cit., p. 3oa.
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378. Équation du cône circonscrit à la surface du second degré (3), et qui touche cette surface suivant son intersection avec le plan
(5) px -r qx-^ rz -\- Stz=:o[^).
Soient xt,/i, z., /. les coordonnées du sommet P du cône; le plan polaire du point P sera
Ce plan sera identique avec (5), si l'on a
Multiplions ces quatre équations par les coordonnées respectives â?i»/i, Zxy /| et ajoutons; nous obtenons l'égalité
ou \ ~ nlipx^ -h qXi -r- rZx -^ «/,;,
qui, jointe aux équations (6), fournit le système des cinq équations
—fi^tpXii Ziy /,) -f- 'kpxt -^IqXi -+- Xrz, ^- Istt r^ o, ~X/?-f-A a:, -hB"/, -+ B'^, -t-C/, = o,
— Xg -h B" a:, H- A' jr. -f- B ^, H- Ct, = o,
— X r -+- B' Xi H- B j, 4- A'z, -f- C/, = o,
— Xi-f-C :r, -h €'^,-1-^-51-+- D/, = o,
entre les quatre inconnues Xt, x, Zi, /> au premier degré- Éliminant ces inconnues, on trouve la relation
/(^i,ri, ^1, <i) y^p ^ Xr Is [
Ip A* B*' B' C I
Iq B" A' B C =0,
Xr B' B A'' C
X* C CCD
(') G. DosTOR, loc. cû., p. aoa.
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qui donne
OÙ. A représente le discriminant (V) de la fonction (4) du n° 296.
Des relations (6) on tire aussi
(8) ^/:. ^-r/; -h zf^^ -h //J^zz. 2X(p:p + qr H- riî -4- st].
Il suffira maintenant de substituer les valeurs (7] et (8) dans l'équation (IV), pour avoir l'équation demandée du cône circonscrit dont le sommet est le pôle du plan (5). Cette équation est
— [px -\- qy -\- rz + st )'
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CHAPITRE n
LES INVARIANTS,
S 1. Les transformations linéaires. — § II. Les invariants.
§ I. — Les transformations linéaires.
379. On appelle transformation linéaire d'une fonction homogène de n variables jt, jr, Zy ., . \e résultat qu'on obtient en remplaçant, dans la fonction, ces n variables par des fonctions linéaires de nouvelles -variables x\ y\ z', . . ., c'est-àdire en y faisant
X = Xi x' -h \ixy^ -;- Vi 2' -+•... , y = l^x' -4- iijf -4- v,z' -i- . . . ,
380. Exemple. — Dans la fonction homogène du- second degré à deux variables
(i) /(^»r) ~ Ax»H- ^Bxy-^Cj^,
faisons
(2) X -r X, x' -f- ^,/, y^zl.x'-h fity ;
elle devient
-4- 2B(X,:t?' -i- fji,/) [hx' -f- /ut,/) -4- C(X,j:' 4- fJt,/A
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OU, en effecluant et en ordonnant par rapport à x\
-î- 2 ( AX, fx, H- B X, /Xï -h B Xî |x, -f- ex, fx, ) j:' y -î-(Afx|-4-2B|ui.|ui,-+-Cfxîy».
Cette fonction transformée peut se mettre sous la forme
(3) (p(^',/)=rA'ar'»4-2B'x'/ + Cy% si l'on a soin de poser
A'r^Ax; -4-2Bx,x,-+-cx;,
B' =-= AX|U| -4- B ( Xi |Lti -h X,/:X|) -f- CX,/uia, C' = A|LtJ -h2B/jti/Xj-i- C/uiî.
Ces trois égalités fournissent les coefficients A', B', C de la fonction transformée (2).
381. Au moyen de ces dernières égalités, nous pouvons calculer le discriminant A-C' — B'' de la fonction transformée (3) en valeur des coefficients A, B et C de la fonction primitive.
Nous trouvons en effet que
A'C - B'»= ACXJ/xJ H- ACXJ/x; — 2ACX,X,^.fx,
-f- 2B»X,X,^a,|ui,- B»X;^Î - B'XJ^Î, ou bien
A'C'-B'»r_-^AC(X.|ui,~X,^.)*-B»(X.|Lt,-X,^,)',
c'est-à-dire
(4) A'C~ B^--! (AC - B») (X.i^,- X,/ut.;'.
Dans cette égalité, le facteur XifXa— X3/JI1 est le déterminant des équations de transformation (2). Par conséquent, nous voyons que le discriminant A'C— B'* de la fonction transformée (3) est égal au discriminant AC — B» de la fonction primitive (i), multiplié parle carré du déterminant Xifx, — Xajùt, des formules de transformation (2).
Le déterminant Xifx^ — X^fXi se nomme le module de transformation.
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Le changement des coordonnées, en Géométrie analytique, s'opérant par des substitutions linéaires» est un cas particulier des transformations linéaires.
§ II. — Les invarunts.
382. Définition. — Dans la transformation linéaire des n<>* 380 et 381, la quantité AC — B' est un invariant de la
. fonction Aar*-}- 2837' + C^*-
En général, on appelle invariant d'une fonction homogène de n variables toute expression entre les coefficients de cette fonction qu'une transformation linéaire change en une expression identique entre le$ coefficients analogues de la fonction transformée, divisée par une puissance du module de transformation.
L'invarianl est absolu^ si cette puissance est égale à l'unité.
383. Théorème. — Les discriminants sont des invariants. Considérons la fonction homogène du second degré
(i) F(X,Y)=rAX'-r-2BXY-4-CY%
dont le discriminant est le déterminant des deux équations
|Fx=AX-hBY=:o, |F',= BXh-CY=:o,
et a pour valeur
CD, = AC — BK
Dans la fonction (i) faisons les substitutions linéaires
elle devient
^ ^ 1 -4-2B(X^-i-fX7)(X'a;-r-fx»-.C(X'^-.-fii'r;^
Pour avoir le discriminant de cette transformée (3), égalons
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à zéro les dérivées prises par rapport à ^ et j; nous formons les deux équations
1/: :- AX [Ix 4- fXj) + BX [Wx H- fi'r)
-h BV (X:c 4- /J17) + CX' (Vx + fx» zrr o,
^y;==A,a(X:p + ^jr)-+-B^(X'^-4-|tx»
-+- B/ji' (X^ H- fx/'j-i- Cfx' ["k'x-h fi'x) = o, ou
( AX -4- BX' ) [Ix -^ yLx) -f- (BX -f- CX' ) (l'x -h /x» = o,
( Afx H- B'/x') (Xa; + fxj) + (B/x -h C^' ) (X':c 4- fx» = o.
Si nous posons dans ces équations
AX -r- BX' = x, BX + CX' = ift,,
AfX -h B|Jt'=r X, BjUt -4- Cfx'= Ofi)',
elles deviennent
X ["kx -h (ijr) -i-ift> {V x-{- (l'y) =o,
ou encore
(.^ X-Mft> X')a;-h (X /x-h ift) |x')j ( cH,' X -+- ofc' X' ):r -f- (Jl.> -f- -ift,'^' )/
et fournissent le discriminant
«^ X H- ifc X' Jlo fJL H- ift) fx'
<A>' X -h ofi)' X' oV' jtx -i- -uV fx' I
Mais, en vertu des égalités (4)^ nous avons
1ft>
Ift,'
donc il vient
AXh-BX' BX
A|x-hB|tx' Bfx
cr
fx fx' 1
(Dj =
ou bien
CD', = (D
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DoDC le discriminant (Q\ de la fonction transformée (3) est égal au discriminant (Di de la fonction primitive (i), multiplié par le carré du module de transformation (X|ul' — |xX').
Prenons encore la fonction homogène du second degré à trois variables
(5) F(X,Y,Z) = AX«-+-AT*-hA''Z>-+-2BYZ
dont le discriminant est (360, III)
aB'ZX-^aB'XY,
Dans cette fonction (5) faisons les substitutions linéaires
Y =Vx-+-;*'^-+-v'z, Z = X*jc -T- fx*^ -h v'z ;
elle devient
A'(X''a:H-fji''^-hv''z)' aB (Vx-Hfx'j-hv'z) (X''x-+-fx'j^-+ aB' (>." X -h fx"^ -+- v^z) (X X H- f* ^ aB''(X x-h [t y-hv z)(V x-h ^ j
v'z) vz) v'z).
La demi-dérivée de celte fonction, prise par rapport à x, sera
i/; = A X (Xx -h ftj -h vz) -+- A' V (X'x -+- fA> ^ v'z) -+- A"X''(X'x ^ fi'r
-h B X" (X'x -+■ fi> -+- v'z) -^ B V (X'x -+- ^'r -hB'X''(Xx-f-ft^-hvz) • -hB'X (X'x-t-p>
H- B" V (Xx -H ;*r -+- vz) •+- B" X ( X'x -+- ;*'j^ -+- v'z),
i/; = (AX-hB''X'-+-B'X'')(X x-+-ft^-hv z) -+-(B'X-hA'X'-4-B X'')(X'x-f-p>-Hv'z) H-(B'X-+-B X'H-A''X'')(X''x-t-fxV-^*'«)-
On calculera semblablement j/' et \f^ .
Si Ton égale à zéro les trois expressions ainsi obtenues, on forme le
OU
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système des trois équations
X (Xx H- p/H- vz) -h «lll) {Vx -h ii'jr -h v'z) -4- G (X*j7 •
X (Xx -+- fx^- -h vz) H- ift)' (X'x -f- ii'y -h v'z) -f- G' (V'x -f- p>
en posant
AX -+- B'V -h B'X* =-- a», B'X -f- A'X' -+- BX* = -ift,, B'X ^ BX '+ A'X" = Aft-+-B>'-4-B>''--*<l,', B> -4- A>'^-B /*"-•!«>', B>-+-B^'-+-AV^ Av -r- B'v' -+- B'v" = X% B'v -h A'v' -r- Bv« = yS^\ B'v h- BV -+- A'v" =
Mettons les variables en facteurs communs dans les équations précédentes (8) ; nous pouvons les écrire
Jlo' X H- lfc' V-+- Or}a: -+- (<A»' f* -h- ifc' ft'-h Gf*V -t- (<A>' v -f- ift,' v'-+- G' v'')z A'X -f- lft»'X'-r- GX'jx -f- (Jl,> -f- ifeV-t- Gf*")^-^ («^"^ -+- "vft^'v'-H G^^jz
Le déterminant de ces trois équations sera le discriminant de la fonction F(X, Y, Z). En le représentant par (E/j, on a donc
Jt'X
ift, V-+.G X" «A^ f* ifc'X'^-G'X" c«o>
G' fJt" al*.' V
iJb^'-hG^" Jlo'v
ife'v'
G v" GS" G'v'
Or il est évident que cette expression est le produit des deux déterminants
«\> <\fl> G X' ifc' G' X' ift)" G"
dont le premier, qui, en vertu des égalités (9), revient à
AX -f- B'V -+- B'X" B"X -+- A'X' h- BX" B'X ^ BV Afi-^B' II' ~^B'r BV-HA>'-+-BpL'' B>-f-Bfi' Av -f- B%' -H B'X" BS -H A'v' -+- Bv' B'v ■+■ Bv'
est lui-même le produit des deux déterminants
AV A'v"
ett
On a donc
LIYRB lY. — CHAPITRE II.
ou
ÛO',
38k. Invariants des conrbes du second degré. — Les invariants que nous venons de considérer existent, quelle que soit la nature des formules de transformation linéaire. Il en est d'autres qui n'apparaissent que dans des cas particuliers, lorsque les coefficients de transformation ont certaines valeurs.
Pour en donner un exemple, considérons la conique
[10) A.r'H- 2B^/ h Cj^-h H — o,
qui a l'origine pour centre. Faisons tourner d'un angle a les SiiLes de coordonnées, supposés rectangulaires; il faudra faire
X -- X* cosa — y sina, jr^:^x' sina -f- j^ cosa
ce qui transforme notre équation (10) dans la suivante :
A' ^'^ -h 2B' ^y -h cy -i- H = o,
où
A'- A cos'a-i- 2B sina cosa + Csin'a,
B' — (C — A) sina cosa H- B(cos*a— sin'a),
C ~ A sin' a — 2B sina cosa H- C cos*a.
Le module de transformation est ici cosa.cosa — (sina) sina
ou I ; par conséquent l'invariant AC — B* est absolu, et il
vient
A'C'-B":^AC-B
Dans le cas général, on a (316) A'-f-C'^A(X;-^pî)^-C(X;-h^î)-^2B(>X.-H^fx,^ et la somme A -h C est loin d'être un invariant; mais, dans le
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cas que nous considérons, les coefficients de A et C se réduisent à l'unité et celui de 2B s'anéantit, de sorte que
A' + C'=rA-hC.
Donc la somme A + C est un invariant de la fonction Aar^H-aBay H- Cj* lorsqu'on passe d'axes rectangulaires à d'autres axes rectangulaires de même origine.
385. Interprétation géométrique de ces invariants. — Les invariants d'une fonction expriment toujours une propriété de la figure [ligne ou surface), que représente l'équation obtenue en égalant la fonction à une constante.
En effet: i"* la conique (10) coupant les axes des coordonnées, supposés rectangulaires, aux points
les cordes qui passent par ces points d'intersection sont représentées par les équations
et les distances de ces cordes au centre de la courbe (10) seront égales à
A-rC
L*égalité A' + C'~Ah-C exprime donc que toutes les cordes, vues sous un angle droit du centre de la conique, sont à égales distances de ce centre; ou, en d'autres termes :
Tous les losanges inscrits dans l* ellipse (lo) sont circonscrits à un même cercle.
2^ Le diamètre conjugué à l'axe des x^ coupe la conique [10] en deux points dont les ordonnées sont
AH r — ^\/ AC-B»
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pendant que Taxe des x rencontre la courbe (lo) en deux points qui ont les valeurs
pour abscisses. L'aire du parallélogramme qui a ces qualre points pour sommets est donc égale à
ixy
V AC - B
Il s'ensuit que l'égalité A'C — B'*=: AC — B" exprime que:
Les parallélogrammes construits sur les diamètres conjugués sont équivalents. .
386. Pour déterminer, par un autre exemple, les invariants des fonctions du second degré à deux variables, proposonsnous de déterminer les axes de la conique à centre
(il) Aj7»-h 2Bj7y-4-C7^-t-H = o.
Si de l'origine, centre de la courbe, nous décrivons un cercle avec l'un des axes comme diamètre, ce cercle sera tangent à la conique à deux sommets opposés. Or, 6 étant Tangle des axes de coordonnées, l'équation de notre cercle sera
(12) x^-hjr'-i' !ixjr cosO — K^ =z o.
Nous pouvons tirer des équations (11) et (la) une équaUon homogène en x et y, qui représentera les droites dMntersection de ces deux courbes (i) et (2). Cette équation homogène s'obtient en muliipliant (i i] et (12] respectivement par R* et H, et en ajoutant; elle est
(AR^ + H) or» -f. 2 (BR»-f- HcosO) xy ■+■ (CR»V H)/»=o.
Les deux sécantes communes représentées par cette équation se confondront avec un axe de la conique (ii), si le premier membre est un carré parfait. On trouve ainsi Téquation
(BR»+Hcos0)>-{AR»-f-H){CR»-f-H)=:o,
qui fournit les demi-axes a et 6 de la conique (i i).
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Elle revient à
(B«-AC)R*~(A-aBcos0 + C)HR^-H>sin»e = o,
et prouve que
., A — aiBcos0 + C „
^™' i .», H'sin'Ô
B»-AC
Ainsi les quantités B* — AC et A — 2B cosô 4- C sont des invariants de la fonction (i i); le premier est un invariant absolu et le second est un invariant relatif, puisqu'il vaHe avec Fangle des axes de coordonnées.
387. Les invariants de la fonction du second degré à trois variables
(i3) A^»-*- A'/* + A"z*+ 2B/Z -+- aB'zar+ aB^ory-h H = 0
se trouvent de méme> en traçant une spbère concentrique et bitangente à la surface représentée par cette équation.
Si nous appelons R le rayon de cette spbère, et que X, fx, v représentent les angles YOZ, ZOX, XOY compris entre les axes de coordonnées, l'équation qui fournit les trois demi* axes a, by c de la surface (i3) sera précisément l'équation (VU) du n^ 345, p. 299.
Elle peut s'écrire
AR«— PHR*-h QH'R*— iB}= o, en posant
A K'Af' -f- 2 BB'B'^ - AB» - A' B'« - A'^B'^»,
B» — A'A''-f-B"\-AA'-4-2(AB-B'B")cosX
-h 2 (A'B'- B'^B) cos|ui -+- 2( A-'B'^- BB') cosv,
A sîn»X-+-A'sin*/x-t-A''sin»v -+- 2 B (cos/x cosv — cosX)-t- 2B'(cosv cosX— cos|x)-h 2B''(cosX cos/x -- cosv),
— COS'X — COS'fX — COS'V H- 2C0SX COSJXCOSV.
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		PRÉFACE

		VI PRÉFACE

		ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL

		Position d'équilibre d'un poids C attiré vers deux

		Trouver les surfaces de nweau pour un point dont

		COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES

		CENTRES DE GRAVITE

		Centre de gravité d* un arc de ooi^dioîde

		Centre de graidté de l'aire comprise à l'intérieur

		La (1 -+-0086)' 3 (n-cos9)'J

		V -zz-.JJcy sin idxdy

		ÉQUILIBRE DES CORPS SOLIDES

		X-4-Qcos(ô-}-a)— o, Y— Ph- Qsin(ô -h a) — o

		S REC13EIL B EXERCICES

		YT

		BC BC

		ÉQUILIBRE D'UN FIL FLEXIBLE

		g I g* iÊf

		ATTRACTION DES SYSTÈMES

		OA OA OA

		AP 005 MAP -J

		Un point est en équilibre au centre d'un octaèdre

		Du potentiel proprement dit

		MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL

		HC

		suivant MF et MFi : faisons un parallélogramme

		CA X OP = CB X OQ

		AA

		OT. ON. OB

		AC-4-0C = 0M

		AM' "" CM' "" R

		R X ON = R, X NN

		MOUVEMENT DUNE FIGURE DANS UN PLAN

		OM.O'M

		AP AO

		MOUVEMENT GÉNÉRAL D'UN SOLIDE

		Détermination €maljtique des éléments du mouvement

		MOUVEMENT D'UN POINT LIBRE

		Mouvement d'un point pesant sur un plan incliné dépoli

		CI CI

		COS' — C

		MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE FIXE

		i^T 1 M r A ^^^ dW d^z

		I -i- 2 cos

		MOUVEMENT SUR UNE SURFACE FIXE

		MOUVEMENT RELATIF

		X := o, Y = — mg sinwf, Z = — mg cosur

		AU MOUVEMENT DES SYSTÈMES

		COS'O H- 2 A C08Ô H

		W ALTON

		MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE

		V'(A — B)(B — C) — ABC II

		X P-»-Q ^ 3* — 4«« SI

		ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA MÉCANIQUE

		I. iA-\ >,— ^Bh *C = o

		STATIQUE

		DYNAMIQUE

		QUI SB TROUVENT A LA MÊME LIBRAIRIE

		PRÉFACE

		PRÉFACE. TU

		AVIS ESSENTIEL AU LECTEUR

		Corollaire I. — Permutation simultanée de deux lignes et

		Équation algébrique du second degré

		Définition. ~ Équation résultante et éliminant to

		Réciproque do la proposition précédente 1 ro

		Méthode d'élimination de M. Cayley

		Les deux équations sont du second degré

		Application à Téquation du troisième degré i

		Réciproque de la proposition précédente il

		Conditions de perpendicularité de deux droites

		Équation du cercle passant par trois points donnés i

		Transformation en produit du déterminant précédent

		Autre forme du déterminant exprimant cette surface iSo

		Sinus do trièdre supplémentaire

		Valeurs di? erses de ce rapport

		Théorème II. — Lorsque quatre plans P = o, F=o, P*=o

		YaJenrs de x et^ qui rendent minima la somme

		Cinquième propriété du tétraèdre ^^i

		Rapport des produiu des arêtes opposées

		CIRCONSCRITE AU TÉTRAÈDRE

		Calcul direct du même déterminant

		Angles des arêtes opposées sSj

		CHAPITRE V

		Expression analytique de cette condition

		Condition pour qu'une surface soit conique

		PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES DÉTERMINANTS

		LIVRE I. — CHAPITRE I

		Terme principal du déterminant. — Le produit

		LIV&B I. -- CHAPITRE I

		IS

		LIVRE I. — CHAPITRE I

		CHAPITRE I

		LITRE I. — CHAPITRE

		LIVRE I. — GHAPITEB I

		LIVRE I. — CHAPITRE I

		CHAPITRE IL

		On verrait de même que

		Corollaire I. — D'après cela, on a

		ÉLÉMENTS ÉGAUX A ZÉRO

		COMBINAISON KT PROPRIÉTÉS DBS DÉTERMINANTS, ETC

		Exemples

		LIVRE ]. — CHi.PITftE II

		Corollaire II. — On en conclut que

		Exemple I

		Exemple IL — On trouve par les mêmes procédés que

		IZI

		IO

		Considérons, en second lieu, le déterminant

		Exemple IL yj

		Exemple III

		Exemple IV

		Exemple V

		Exercices algébriques

		PRODUIT DE DEUX DÉTERMINANTS

		PRODUIT DE DBCX DÉTERMINANTS

		PRODUIT DE DEUX DÉTERMINANTS

		LIVRE I. — CHAPITRE III

		C' H- P7' *CC' H

		AV

		Dans la formule [I) du n^" 98 posons

		De môme les quatre déterminants

		PRODUIT DB DEUX DÉTEIWINANTS

		LITRE I. — CHAPITRE III

		EN DÉTERMINANTS

		Pour résoudre Téquation

		L'équation

		Dans le premier membre de l'équation

		RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES

		RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES

		Exemple II

		Exemple III. — Pour le système des quatre équations

		WV»K II. — CHAPITRE II

		LITRE II. — CHAPITRE II

		RÉSOLUTION BES ÉQUATIONS LINÉAIRES

		DE CELUI DES INCONNUES

		CHAPITRE m

		I08 LITRE II. - CHAPITRE III

		Nature dn résultant de deux éqnationB à une inconnue

		ALGÉBRIQUES

		Soit encore à éliminer x entre les deux équations

		En général» soit à éliminer ^r entre les deux équations

		K24 LIYRB II. — CHAPITRE III

		LIVRE II. — GHAPITRB III

		LIVRE II. — CHAPITRE lit

		Supposons que les deux équations

		LIYBE II. — CHAPITRE III

		CX

		X — CL

		Considérons le déterminant du troisième ordre

		r^-h/?j7 4- 7 = o, il suffirait de poser dans

		A DEUX INCONNUES

		CHAPITRE lY

		LIVRE II. — CBAPITRB IT

		I -Rî

		Résondre r équation

		II T I

		Démontrer qu'on a encore

		Faire voir, en troisième lieu, qu'on a aussi

		A DEUX DIMENSIONS

		AM- B'— 2 AB COS

		PP

		C-+-Ax''-4-B/'=o

		DU TRIANGLE

		Nouvelle expression de la surface du triangle

		LIVRB III. — CHAPITRE II

		CI

		A'B''-B'A')(A'B — B'A)(AB'-BA

		SS

		CHAPITRE

		UVRB III. ^ CHAPITRE II

		Surface du triangle inscrit dans Tellip

		SURFACE DES POLYGONES

		LIVRE III. — CHâPITKB II

		ABD

		LIVRE III. — CHAPITRE II

		LA DROITE ET LE PLAN

		LITRE III. — CHAPITRE III

		XV) A

		XIX

		XX

		COS/X

		COS7 ^^V

		XXVI

		C. ly

		Intersection de trois plans

		AB'C'Y ^^ (A'B'CT')' ^■" (AB'C

		AT B* C

		DONNÉES

		EL

		II) A' B' C

		Plan mené, par une droite

		AB^C

		A-'BC

		P(A'B-'C'^) - F(A''B'"C) -+- P''(A'^BC') - P"'(AB'C'') = - (AB'CD

		A^BC) (A'^BC

		Distance d^un point à un plan (' ). — Soient

		CL

		LA DROITK ET LB PLAN

		Distance d*an point à l'un des plans de coordonnées

		LITRE III. ^ CHAPITRE III

		Plus courte distance des deux droites

		CHAPITRE III

		LA DROITE ET LE PLAN

		LA DROITE BT LE PLAN. 2^Z

		Distance da point P (•r',y , z') à la droite

		Distance du point P (x',/. z') an plan

		C - nty

		LA. D&OITB ET LE PLAN

		CHAPITRE IV

		LIVRE III. — CHAPITRE IT

		LIVRE III. — CHAPITRE IV

		LIVRE 111. — CHAPITRE IV

		XII) V'=;A.B.C.A

		XVI

		Volume du tétraèdre SÂBC en valeur des coordonnées xj

		XX

		TT1T

		AB'C').(A'B''C'").(A''B'"C),(A'"BC

		C-dî, c"-d

		CIRCONSCRITE AU TÉTRAÈDRE

		LIVRE III. — CHAPiniB IT

		COS^ I

		LIVRE III. — CHAPITBB IT

		SA'BC, SAB'C, SABC

		SA, = SB, = SC

		CHAPITRE Y

		h a(s— -c)(a:—fl)c0SfxH-a(a:— «) (j— -^)cosv — R*-o

		ii

		B"R' A'R'-4-H BR

		u -ho.(;r— x') -^ \ .[y

		A'B'-BB

		AB-B'B^ A'B'— B^B A-'B'— BB

		XII

		Exemple. — Circonscrire au paraboloXde

		Conditions ponr qae l'équation générale dn second degré

		B'X^BY-4-A'Z-+-C

		_. B'B*' B'B_ BB

		CHAPITRE PREMIER

		IH

		DU SECOND DEGRÉ

		Condition pour que la droite

		Considérons la fonction

		D'-AF

		Condition pour que rintersection des deux droites

		XI

		Condition pour qne le plan (i) ax -hbjr-^cz -\-dt = o

		Condition pour qne la droite

		Condition pour que Fintersection I des trois plans

		DEGRÉ

		Condition pour que Téquation générale da second degré

		III) A

		CHAPITRE n

		CD, = AC — BK

		CD', = (D

		X -- X* cosa — y sina, jr^:^x' sina -f- j^ cosa

		A'C'-B":^AC-B

		V AC - B

		B»-AC

		Sources et licence





