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PRÉFACE
L'accueil favorable qui a été fait à la première édition de cet Ouvrage m'a permis de croire que le plan en élait bon et je l'ai conservé dans l'édition nouvelle; mais j'ai apporté tous mes soins à revoir mon travail^ à faire disparaître les incorrections de détails qui s'y étaient glissées; en bien des endroits, j'ai amélioré la rédaction primitive et j'ai fait de nombreuses additions qui devront être utiles aux aspirants à la Licence et à l'Agrégation. C'est à eux que ce Livre s'adresse spécialement. J'ai voulu leur présenter des exemples des divers genres de problèmes qu'ils pourront avoir à résoudre, sans fatiguer leur attention par l'inutile répétition d'exercices trop semblables les uns aux autres; je n'ai point multiplié les questions dont la solution est intuitive; mais, d'autre part, j'ai évité celles que leur difficulté ou leur étendue empêcherait de considérer comme de véritables exercices ou de proposer comme sujets de composition.
J'essaye d'arriver à la solution de chaque problème par la voie la plus naturelle et la plus facile, puis, une fois cette solution trouvée, de l'étudier aussi complètement que possible : il ne suffit pas d'avoir obtenu l'équation d'un mouvement ou d'une courbe : il faut
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mellre en lumière la nature du mouvement, la forme de la courbe el discuter les divers cas qui peuvent se présenter. J*ai presque exclusivement traité des problèmes pour lesquels celte étude était possible; mais j'ai montré, par maints exemples, qu'il n'est pas pour cela nécessaire, ni même toujours désirable, d'arriver à des formules définitives au point de vue analytique : une équation différentielle peut indiquer, parfois plus clairement que son intégrale, la loi d'un mouvement; il peut être facile d'apercevoir la forme d'une courbe quand on a exprimé, en fonction d'un paramètre variable, les coordonnées du point qui la décrit et l'on n'a pas intérêt à en chercher l'équation explicite.
Au début de chacun des Chapitres, je rappelle brièvement les résultats théoriques qui doivent y être ftppliqués, afin d'en préciser le sens et la portée ; par exception, je développe quelques théories qui pourraient trouver place dans le cours proprement dit, lorsqu'on peut les regarder comme accessoires ou que je désire, à titre d'exercice, les exposer d'une façon particulière; je citerai l'étude des forces qui ne changent pas quand on déplace leur point d'application, les propriétés fondamentales du potentiel, de l'accélération centrale, les accélérations d'ordre supérieur, la théorie géométrique des brachistochrones, l'étude de l'herpolhodie. D'un autre côté, j'ai supprimé quelques développements sur les mouvements relatifs, sur les équations d'Euler, de Lagrange, d'Hamilton et d'autres questions complètement entrées dans l'enseignement depuis la publication de ma première édition.
PRÉFACF. VU
J'ai conservé, en modifiant parfois leur solution, presque tous les problèmes que j'ai trabord développés : parmi ceux que j'ai ajoutés, on trouvera quelques applications géométriques de la Statique et de la composition des vitesses, la généralisation, d'après Abel, du problème des tautochrones, un problème sur les forces centrales de Jacobi, une application des équations de Lagrange au gyroscope, les questions proposées à l'Agrégation depuis une dizaine d'années, etc. Mais ce qui a donné le plus d'extension au Volume primitif, c'est l'introduction de nombreux exercices dont plusieurs ont été proposés aux examens de Licence et dont la plupart sont accompagnés d'indications propres à guider le lecteur ou à lui permettre de contrôler les résulUits qu'il aura trouvés.
On peut se demander s'il convient de commencer le Cours de Mécanique par la Cinématique ou par la Statique; quant à leurs applications, elles sont si complètement indépendantes les unes des autres que l'ordre dans lequel on les présente est indifférent. J'ai, comme en 1876, commencé par la Statique, puis viennent les problèmes, plus spécialement géométriques, de la Cinématique, dans laquelle on s* occupe de mouvements donnés a priori; mais, pour le mouvement d'un solide invariable, j'ai dû me borner aux propriétés les plus simples, afin de ne pas introduire un Chapitre bien intéressant, mais singulièrement étendu, de la Géométrie cinématique. La Dynamique tient naturellement la place principale; quant à la Mécanique des fluides, on lui
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emprunte si rarement des sujets de composition dans nos concours, que je l'ai laissée de côté.
Si j'ai apporté tous mes soins à bien exposer les points délicats, j'ai cru pouvoir me permettre des abréviations dans les parties les plus faciles et dans l'énoncé des problèmes proposés aux examens; il s'agit ici d'un Livre d'exercices et il faut laisser quelque chose à faire au lecteur, même des figures quand elles n'offrent pas de difficultés.
Un grand nombre de questions traitées dans ce Livre sont tirées des Recueils de Walton, du P. Jullien, du D^ Fuhrmann et des compositions données à la Licence ou à l'Agrégation; j'ai aussi été très heureux de pouvoir beaucoup emprunter aux écrits de maîtres éminents parmi lesquels je me fais un devoir de citer MM. Darboux, Resal, Gilbert. J'ai indiqué les sources où je puisais, sans entrer dans des détails historiques qui n'ont d'intérêt réel que s'ils sont complets. C'est d'abord avec les méthodes de la Mécanique que mes lecteurs doivent se familiariser; ces méthodes sont d'ailleurs loin de présenter les difficultés que leur attribuent trop souvent les débutants; elles se ramènent à un très petit nombre de principes généraux et les problèmes de Mécanique sont peut-être ceux qu'on peut aborder avec le moins d'hésitation.
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ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL
Cas où le point est libre.
1. Tout sjstème de forces agissant sur un point matériel peut être remplacé par une résultante, dont la projeclion sur un axe quelconque est égale à la somme des projections des forces données. Si le point est entièrement libre, il y aura équilibre quand la résultante sera nulle ^ et pour cela il faut et il suffit que les projections des forces données, faites sur trois axes parallèlement aux trois faces d^un trièdre, aient une. somme nulle. Si toutes les forces agissent dans un même plan, il suffit d^égaler à zéro la somme de leurs projections sur deux axes pris dans ce plan.
Quand trois forces concourantes P, Q, R se font équilibre, elles peuvent être représentées en grandeur et en direction par les côtés d'un triangle (principe de Stévin) : chacune est égale et opposée à la résultante des deux autres ;
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elles sont alors liées par les relations de la Trigonométrie; convenablement modifiées,
sin((^, K; sin(,K, P; sin(P,C^) Pî=Qî^Rî-i-2QRcos(Q, R)....
Souvent le point considéré est attaché à un fil dont l'extrémité est sollicitée par une force connue, ou fixée en un point invariable. Dans le premier cas, le fil se dirige suivant la force qui le sollicite, et sa tension est égale à cette force si Ton regarde le fil comme de masse négligeable 5 dans l'autre cas, la tension est inconnue a priori; mais, en exprimant que l'extrémité est fixe, on a une condition qui, jointe aux autres conditions de l'équilibre, permettra de déterminer la tension du fil et la position du point matériel. Quand un fil sans masse, en équilibre ou non, passe sur une très petite poulie ou dans un anneau parfaitement poli, les deux brins du fil ont la même tension : autrement le fil se mouvrait du coté où il est le plus tendu avec une vitesse infinie, ce qu'on ne peut admettre.
2. Résultante des attractions exercées sur un point M par des points fixes avec des intensités proportionnelles à la distance; position d'équilibre.
Soient x^ y, z les coordonnées rectangulaires de M ; Xi, r^, z^; X2, J'2, >32, ... celles des points fixes; Tj, r2,... les distances de ces points à M. L'intensité de la force exercée par le premier de ces points fixes a pour expression X| rt', et, comme elle est dirigée suivant la droite dont les cosinus
directeurs sont ^ •••> ses projections sur les axes
sont)^i(:ri — x), X, (vi — v), )v,(-3| — :;). On a des résultats analogues pour les autres points, et les composantes
de rallractîon totale sont
M serait en équilibre si l'on avait
XiO^i-l-XîiFî-f-,
Al -H Aj -+-...
_ ^-iri-^^iJ"»-^'" - __ _?^l
Xi-H X.8j
Xj -t- Xj-f-,
Si Xi, ).2,. . . sont proportionnels aux masses des points attirants, on en conclut que la position d'équilibre est au centre de gravité du système de ces points : en tout autre lieu, le mobile est attiré vers ce centre comme si toutes les masses attirantes y étaient réunies.
3. Position d'équilibre d'un point M, attiré vers les trois sommets d'un triangle par des forces constantes, mais qui sont entre elles dans le même rapport que les côtés opposés aux sommets dont elles émanent respectii^ement.
On peut désigner les trois forces {Jig» i) par P = ).a
Fig. I.
suivant MA, Q = Xi suivant MB, R = ic suivant MC. La relation ^
P»=Q»-4-R»-4- 2QRcos(Q, R)
donne, en divisant tout par X',
a^z=z ^>»-h c^-h 2^>ccos(P, Q).
tu.
Comparant avec la relation qui lie a, i, c et A, on en
conclut
(Q, R) = EMF = 7r— A.
De même FMD = ît — B, DME = t: — C. Le point M ^
est à l'intersection des segments capables des angles tt — B, n
n — C décrits respectivement sur AC et AB. Soit A le plus grand des angles du triangle ; s'il est aigu, les deux segments se coupent à Tintérieur du triangle, car leurs tan- '^ gentes en A, faisant respectivement avec AC et AB les angles B et C dont la somme est ^ A, les segments empiètent Tun sur Tautre. 11 est aisé de voir qu'alors M est le point de concours des hauteurs de ABC ; car les quadrilatères inscriptibles AEMF, FMDB donnent
AFxM -h AEM = TT, AMF = AEF = ABC.
La dernière égalité prouve que le quadrilatère BCEF est inscriptible ; les angles AEM, AFM sont donc égaux ; nous venons de voir qu'ils sont supplémentaires : ils sont donc droits, et BE, CF sont deux hauteurs de ABC.
Lorsque A est obtus, les deux segments capables n'ont d'autre point commun que le sommet A; or le point attiré ne saurait y être en équilibre, même en supposant à la force P telle direction qu'on voudra; car les forces Q et R, dirigées suivant AB et AC, peuvent se représenter respectivement par des droites AC'=)^AC, AB'=:XAB : si l'on construit leur parallélogramme, la diagonale partant de A ne sera pas égale àB'C, c'esl-à-dire à XBC ou P; les trois forces ne se détruiront pas, et il n'y aura aucune position d'équilibre. Le point de concours des hauteurs de ABC serait une position d'équilibre si la force émanant du sommet A était répulsive.
Position d^ équilibre d'un poids C attiré vers deux
points pareils A, B, situés sur une horizontale, par des forces variant en raison in^^erse de la distance.
Soient a, i, c les côtés de ABC \ P le poids du mobile C^
les attractions qu'il reçoit de A et de B peuvent se repré-
^p ^p senter par — j — » X étant la distance pour laquelle Tat-
traction serait égale au poids. Égalons à zéro la somme des projections horizontales et verticales des forces agissant surC :
-7- ces A cosB = o, -r-siûAn smB — P = o.
0 a b il
r» 1 7 sinA sinB ,, .
Kemplaçons a cl b par c-^-- ? c -^-7;» et réduisons :
sm v^ sin L<
^ ^ /sinA sinB\ c
sin2 A = sm 2B, > - . - -f- . - = -.- — •
\sinB smA/ siiiC
Il y a deux solutions :
1° A==B, sinC=-.-.
Cette solution n'est acceptable que si c<^'i'k\ ABC est isoscèle, C étant susceptible de deux valeurs supplémentaires.
A= - — B, sinC^ri, p.
c = ).(tangA-4- cotA)= — -
siu:
— -9 sm2A=:= — 2A c
11 faut que c soit ^ i\\ à cette solution correspondent deux triangles rectangles symétriques par rapport à la verticale issue du milieu de AB.
Il y a toujours deux positions d'équilibre, et pas davantage.
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Ce problème est un cas particulier du suivant :
Trouver les positions d'équilibre d'un point [x^ r) attiré vers des centres fixes (j:|,^i, jTj, j^j. . . .), situés dans un plan, avec des intensités réciproques à la distance et proportionnelles aux masses des points attirants.
Les coordonnées étant rectangulaires, m,- désignant la masse du centre x,-, ji^ les équations d'équilibre sont évidemment
Ces équations ont une interprétation remarquable : ajoutons-les, après avoir multiplié la seconde par — yj — i,
> rrii — . — ^ = y — =o.
Posons
z=zx-\-Xsi—i, Zi=.Ti-hXi\/-~i,
ce qui revient à définir chaque point du plan comme Taffixe de l'imaginaire z; Téquation précédente s'obtiendrait en égalant à zéro la dérivée de la fonction
Pour en déduire notre cas particulier, nous supposerons d'abord G non pesant, mais attiré par A et B et par un point H situé sur la perpendiculaire au milieu de AB ; on prendra cette droite pour axe des y, AB pour axe des x ;
alors .Zi =-,52= > Z3 = h \/ — i . Faisons ntt =7^2 = ),
et choisissons m^ de manière que, pour l'origine, les attractions de A et de H soient dans le rapport de
à P : on aura
2) T.'kh ,
— = j ma = h,
c cmz
La foDClion F (5) considérée précédemment sera ici
Égalant F' (-3) à zéro :
i\z{z — A/— i) -\- h Iz^ — tC^) =0.
Remplaçons z par x-^-ysJ — i, et séparons les parties réelles et imaginaires :
(2 X -i- ^) {x^ — y^) -\-i\hy — - Ac* =0, (2X4- h) xy — \hx^ o. Divisant maintenant par h et faisant h infini,
x^ — y^ -\- 'iXy — - c* = 0, xy — \x — o\
on en déduit les quatre positions d'équilibre trouvées géométriquement.
5. Un fil flexible, inextensible et sans masse estfl^xé à l'une de ses extrémités B : il porte en G un poids P qui y est attaché à une distance connue adeB; puis il passe sur une très petite poulie A située à la même hauteur que B ; enfin il porte un poids Q à Vautre extrémité, qui est libre. Quelle est la figure d'équilibre? Cas rfe P = Q.
La tension du cordon CA est, d'après une remarque faite au commencement, égale à celle de AQ, c'est-à-dire à Q ; le point G est donc en équilibre sous l'influence d'une force Q dirigée suivant GA, d'une force verticale P et d'une force inconnue T qui n'est autre que la tension du cordon CB. Ghacune de ces forces est proportionnelle au sinus de l'angle des deux autres .
cosB sinC cosA
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Soit AB= c; on a, dans le triangle ABC,
. - c sin B , / I — cos* B sinC = — i — = ^1/ -T-. — i U'
- P cosB
Egalons à la valeur — — — qu'on déduit de (i), et réduisons : il vient
(2) 2acP2 cos^B — (a2P»-f- c'P'h- c»Q») cos^B -h cîQ»= o.
Les équations (i) exigent que B soit aigu, et aussi A si l'on veut que Tsoit positif; cette dernière condition exige
quecsoit^acosB, ou cosB< — • On ne peut donc prendre que les racines de l'équation (2) qui sont positives, inférieures à — ainsi qu'à l'unité. Le premier membre de l'équation (2) est positif pour cosB= o, négatif et égal à — P^(a — cy pour cosB = i; il s'annule toujours pour une valeur de cosB comprise entre o et i ; quand c est ^ a, cette racine est acceptable et donne une figure d'équilibre.
Lorsque c est <; a, il faut exprimer que la racine est <^
ou que le premier membre de l'équation est -< o pour
cosB = -; le résultat de cette substitution est a
les deux premiers facteurs étant positifs, il faut Q<< P : il j a alors une figure d'équilibre ; mais, si Q >> P, l'équilibre est impossible:^ le point C serait tiré jusqu'en A, et AC ne serait pas rectiligne comme on l'a supposé.
Dans le cas de P =Q, l'équation (2) pourrait être résolue, car elle admet la racine — ; mais il est plus simple de
remarquer que les équations (i) donnent alors
sinC = cosB, d'où C = - rh B.
Le signe + suppose c >> a ; alors
a cosaB
, cosB = — -(a-|-/a2-f-8c*).
c cosB 4 c
Quand c est <C a, on prend G = 7 — Bet ABC est rectangle
en A, alors T est nul, comme l'exige la verticalité du fil AC. Si le poids P était porté par un anneau dans lequel passerait le fil, on trouverait facilement
p T = Q, sinA =sinB = -—.
1. Position d'équilibre d'un point non pesant attiré vers deux points fixes suivant la loi de Newton.
2. Un point attiré suivant la loi de Newton par trois masses placées
en A, B, C est en équilibre au point de rencontre O des médianes
du triangle ABC ; déterminer le rapport des masses attirantes.
— 3 — 3 — 3 Elles sont inversement proportionnelles à OA , OB , OC .
3. Montrer qu'un point placé dans le plan d'un polygone et soumis à des forces perpendiculaires aux côtés et proportionnelles à leurs longueurs est en équilibre.
4. Les extrémités A, B d'un fil sont fixées en deux points d'une borizontale; déterminer les points C et D du fil auxquels il faudrait attacher deux poids donnés pour que, dans l'état d'équilibre, ABCD fût un trapèze de hauteur h, (Walton.)
Prendre les angles CAB, DBA pour inconnues auxiliaires.
Cas où le point doit rester sur une surface on tme courbe.
6. Quand un point sollicité par des forces F, F', . . est assujetti à rester sur une surface ou une courbe rigide et polie, il peut être en équilibre sans que là résultante des forces soit nulle; il suffit qu'elle soit normale à la surface
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OU à la courbe 5 autrement dit, les forces représentées par les projections de F, F', . . . soit sur le plan tangent, soit sur la tangente, se font équilibre.
Soient X, Y, Z les sommes des projections de F, F', . . . sur trois axes rectangulaires-, pour que le mobile soit en équilibre au point J:, jy, z d'une surface ^{x^y^ ^) = o, on doit avoir
ix ^y <P5
Le point doit-il être en équilibre en un point d une courbe' sur laquelle les déplacements dx^ dj^ dz sont liés par les deux équations de la courbe, on a
(2) Xr/jc -\-Xdj + Zdz = o.
On peut résoudre les mêmes questions en traitant le point comme un point libre, pourvu qu'aux forces extérieures F, F', ... on adjoigne la réaction de la courbe ou de la surface; on n'en connaît pas la grandeur a priori, mais on sait qu'elle est normale : elle est d'ailleurs égale et opposée à la résultante des projections de F, F', ... soit sur la norjnale à la surface, soit sur le plan normal à la courbe. Quand le point doit être en équilibre sur une surface dans laquelle il ne peut pénétrer, mais dont il peut s'éloigner d'un certain côté, la résultante des forces F, F', ..., qui est encore normale, doit être dirigée vers la partie de l'espace où le mobile ne peut pénétrer; et Ton sait {Calcul dijfférentiel de M. Bertrand, p. 94) que la portion de normale tracée dans la région de l'espace pour laquelle cp(.r, jk? -2) >> o a pour cosinus directeurs
• è?i^ hir h^'z. v=-i-v/(?x)^-H(?:vr-^-(?i)^
Au lieu de chercher les positions d'équilibre d'un point sur une ligne ou une surface donnée, cherchons quelle doit être la nature de cette ligne ou de cette surface pour que le point y soit partout en équilibre sous l'action de forces données ; appelons, pour abréger, ces lieux courbes ou surfaces de niveau. Les équations (i) et (2) doivent être satisfaites pour tous leurs points; mais, au lieu de définir les surfaces par les équations simultanées (i), il revient au même de les regarder comme déterminées par l'équation différentielle totale (2) ; elle peut n'être pas intégrable : alors il n*y a pas de surface de niveau pour les forces données. Quant aux courbes, celte équation (2) ne suffirait pas à les définir : il faut se donner une surface sur laquelle elles doivent se trouver. Lorsqu'il s'agit de courbes planes situées dans le plan xy^ on fera z = o dans les équations qui précèdent.
7. Un point pesant est placé sur une ellipse dont le petit axe est vertical et exerce sur ce point une action répulsiv^e horizontale proportionnelle à la distance du point à l'axe : position d'équilibre, pression correspondante .
Les composantes de la force qui sollicite le point sont
L'équation de l'ellipse — -f- — = i donne
xcl.r ydr
La coudition X dx -H Yc/j = o devient
p.r Xnry
La solution x = o montre qu'il y a équilibre si le point est aux extrémités du petit axe^ la pression sur l'ellipse est
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le poids du corps. L'autre solution
Àû* ka
donne deux positions d*<îquilibre si la^^ pb, La pression exercée sur la courbe a pour composantes
a ces composantes sont de môme signe que les cosinus directeurs de la normale extérieure - cf'^, v ?r • ^^ point est donc appuyé contre la partie concave de l'ellipse.
8. Trouver dans un plan vertical une courbe de nweau pour un point pesant, repoussé de l'axe des j, qui est vertical, par une force ?.a:.
En tous les points de la courbe, on doit avoir
\xdx — pdy zizLQ'^
intégrant,
On a des paraboles égales, dont l'axe est l'axe des y; la pression est dirigée vers l'extérieur et égale à sj\^x^ +/^^-
9. Trouver dans un plan une courbe de niveau pour un point repoussé de V origine avec une force proportionnelle à la distance et sollicité par une force constante dirigée suivant la tangente du côté où. les rayons vecteurs des points de cette droite vont en diminuant.
■p _ Soient F la force constante, — la force émanant du pôle ;
leurs composantes sont — F-^y — F-r^et — ; — ; la con- * as as a a ^
SVK LA MÉCAA'IQCE RATIONNELLE. l3
dition d'équilibre devient, après avoir divisé par F,
On aurait aisément Tintégrale en prenant des coordonnées polaires*, mais, si l'on écrit l'équation sous la forme équivalente
<r£r fir
ds lis
elle exprime que la distance de l'origine à une normale quelconque de la courbe est égale à a ^ la ligne cherchée est donc la développante d'un cercle ayant pour centre le pôle et pour rayon a. La pression normale est égale à
elle est proportionnelle au rayon de courbure de la développante.
10. Position d'ctjuilibre d'un point pesant assujetti à rester sur une hélice dont l'axe est vertical; un point de l'axe repousse le mobile avec une intensité réciproque au carré de la distance.
Prenons le centre de répulsion pour origine, l'axe de l'hélice pour axe des r, et appelons a le rayon du cylindre qui contient l'hélice. Si la force répulsive est P à la distance c, ses composantes seront, pour la distance ^^-r- z^ ^
Pc»x Pc»7 Pf^z
(a»-hx»)' {a^^x'y (û»H-z»/
Pour tous les points de l'hélice, on a
xdx -\- jf dy = 0;
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la condition d'équilibre se réduit à Z= o, ou, en divisanl par P,
Posons «2 ^ ^2 __ n^ nous aurons l'équation
On ne peut admettre que les racines > a^. Or/(a^) et /(oo) sont positifs ; pour qu'il y ait une position d'équilibre, il faut que la racine positive de l'équation dérivée soit > a* et rende /(w) < o; cette double condition est comprise
dans Tinégalité c'^ -a*y/3. Si elle est vcriGée, il y aura
deux positions d'équilibre, et non quatre, parce qu'à chaque valeur de u il faut faire correspondre la valeur de z qui est positive. La pression exercée sur la courbe aura pour composantes
Pc'.r Pc'/
Elle est dirigée suivant la normale principale de Thélice, et, comme le reste, indépendante du pas.
1 1 . Troui^er sur une sphère une courbe de nweau pour un point pesant, attiré vers l'extrémité d'un diamètre horizontal par une force réciproque au cube de la distance.
Prenons pour origine le centre de la sphère dont le rayon est a, et faisons passer Taxe des x par le point attirant ^ les composantes de l'attraction peuvent se représenter par
Pc*(a — .r) — Pc'/
La condition d'équilibre en un point de la courbe cherchée
SUR LÀ MÉCANIQUE RATIONNELLE. l5
sera
Or
(a--a:)'-^^'^- z' = 2rt(a — x) et x dx -{- ydy -}- z dz = o;
donc
— dz = o, c^=^a{a — ^){'S — -o)-
Les courbes cherchées sont à double courbure et se projellent, sur le plan des xz^ suivant des portions d'hyperboles équilatères dont une asymptote touche la sphère au point attirant. La pression sur la courbe se calcule aisément pour chaque point :
H(Z — Z(i)^{7.Z^Zo)
12. Positions d'équilibre d'un point pesant assujetti à rester sur la surface d'un ellipsoïde dont le petit axe est vertical. Le point est attiré vers une extrémité de l'axe moyen par une force proportionnelle à la distance, et qui serait égale au poids du point s'il était au centre de la surface.
Prenons le grand axe pour axe des x, l'axe moyen pour axé des y^ l'autre pour axe des z ; l'équation de l'ellipsoïde sera
/pî yt ^1 ^
Les composantes de la force qui sollicite le point (x, y, z sont
bob
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Par suite, les équations d'équilibre sont, en multipliant
b par — -,
. or y — b z -^ b
Ce sont précisément les conditions pour que la nonualc à rellipsoïde en x^j^ z passe au point S dont les coordonnées sont o, i, — i. Le résultat pouvait se prévoir, car les valeurs de X, Y, Z montrent que la force attractive et la pesanteur se composent en une attraction aussi proportionnelle à la distance et émanant de S.
Les équations (i) se réduisent à une seule en faisant x=^o\ mais on ne trouve alors que deux systèmes de valeurs réelles pour y q\ z\ car on ne peut mener que deux normales à la trace de l'ellipsoïde sur le plan jz par notre points qui est extérieur à la développée de cette trace. Dans Tune des solutions, la valeur de z est négative \ dans l'autre, positive; comme la composante Z de la pression sur l'ellipsoïde est toujours négative, il en résulte que dans la première position le point est pressé contre le côté concave de la surface, dans l'autre, contre le côté convexe.
En supposant x\o^ les équations (i) donnent deux nouvelles positions d'équilibre à l'intersection de l'ellipsoïde et de la droite
b^ bc"
Ces points sont réels si a*(rt' — 2 &*)(«' — c*)*>i*c*(a* — &*)'; le point y sera pressé contre le côté convexe de la surface ; en sorte que, si le mobile était posé dans l'ellipsoïde, il n'aurait qu'une position d'équilibre.
Tï'oiwer les surfaces de nweau pour un point dont
le poids est P, et qui est attiré vers un point fixe O par une force constante Q.
Prenons pour origine le poînt O, et pour axe des z une verticale dans le sens de la pesanteur \ les composantes de l'attraction du point O sont
-Q^ -Qj -Q2
^x' -+- 7' + 2* yjx^ -Jf j'-i- 2* sl-^"^ 4- j' -+-
en sorte que Téquation des surfaces de niveau sera
d'où
Vdz — 0 :^^. i^ — = 0,
^Ix^ -}-• J' -f- 0»
Les surfaces de niveau sont les lieux des points tels que leurs distances à l'origine et au plan z = c soient dans un rapport constant : ce sont des surfaces de révolution autoTir de Taxe des z, et leur méridienne est une conique ayant pour foyer l'origine, pour directrice la droite z z=z c^ ce sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, selon que P sera <^Ç^^z=Ç^^ ^ Q î i^iais il ne faut prendre que les points pour lesquels z — c est > o, c'est-à-dire ceux qui sont au-dessous du plan z = c\ les autres correspondent au cas où Q serait négatif, c'est-à-dire au cas où le point serait repoussé de l'origine. Lorsque l'on a un ellipsoïde ou un paraboloïde, il faut que c soit négatif, et toute la surface répond à la question; dans le cas de Thyperboloïde, c peut être quelconque, et la partie utile est toujours la nappe inférieure de l'hyperboloïde.
La pression exercée sur la surface est dirigée suivant la partie de la normale qui va rencontrer l'axe des 2*, sa gran-
De s.-G. — Rec. 1
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deur est
y^X2 4- Y2 -H Z» = i /P^+ Q*— aPQ
Q2__aQ2 ^
Sur l'ellipsoïde, elle va de P + Q, au sommet supérieur, à Q — P, au point le plus bas ; dans Thyperboloïde, elle va de P + Q ou de P — Q à y/P^— Q^, selon que c est < o.
Cas où il y a des frottements.
14-, Lorsqu'un corps M est posé sur une surface naturelle qui n'est jamais parfaitement polie, une force tangenlielle quelconque ne suffit pas pour le faire glisser; elle doit dépasser une certaine limite qui est celle de la résistance de la surface au glissement; cette résistance est la force de frottement. On dit habituellement que la force de frottement est égale au produit de la pression normale N par un coefficient constant /; mais il faut bien entendre qu'il s'agit de la valeur maximum qu'elle puisse atteindre, alors que le glissement est près d'avoir lieu ; si le corps n'est pas près de glisser, la force de frottement n'est qu'une fraction, inconnue a priori, de/*N, mais égale et opposée à la projection de la force extérieure sur le plan tangent à la surface. Quand cette projection est précisément égale à /N, le corps M est sur le point de glisser suivant cette projection : la condition de cet équilibre limite est facile à exprimer, puisque N est égale à la composante normale de la force extérieure. De même, pour qu'un point soit près de glisser sur une courbe dépolie, il faut et il suffit que le rapport des composantes tangentielle et normale de la force extérieure soit égal à f.
Quand M glisse sur la surface, il se produit encore un
frottement proportionnel à la pression normale; mais le rapport est exprimé par un coefficient moindre que celui du frottement au départ. L'angle qui a pour tangente les coefficients précédents est dit angle de frottement : c'est l'angle de la normale à la surface et de sa réaction. Observons dès à présent que si deux surfaces, toutes deux mobiles, glissent l'une sur l'autre, elles sont soumises à des forces de frottement égales et opposées, dont la direction est celle du glissement relatif, c'est-à-dire qu'elle est parallèle au plan tangent commun.
Trouifer sur une parabole dépolie, dont l'axe est
vertical et la comexité tournée vers le haut, le point le
plus bas où puisse rester en équilibre un corps pesant,
attiré vers le foyer par une force réciproque au carré de
la distance, et qui est égale au poids quand le corps attiré
est au sommet : le coefficient de frottement est-r'
Soient/? le demi-paramèlre, r la dislance du (oyer au point cherché, a l'angle que la normale en ce point fait avec le rayon vecteur et avec la verticale ; en prenant le poids du corps pour unité de force, l'attraction du foyer
sera ^: projetons les forces sur la normale et sur la tangente : on aura, en remarquant que le mobile est sur le point de glisser vers le bas,
N==cos«(.-^), |N=sina(, --';;).
On trouve aisément que r= ^ — ^-^; remplaçons-le par cette valeur, et éliminons N :
sin3(i — cos*a)— -cosa(n- ces* a) — o
OQ
StangSa — 3 tang*a-Mo tang'a —- 6 langea — 6 = o.
11 y a la solution tanga=:i; si on la supprime, il reste Téquotion
5 tangua -+- 1 tangua-}- 12 tangua h- 6 tanga -f- 6 — o,
qui n'a plus de racines positives. Le point cherché est à l'intersection de la parabole et de l'horizontale menée par le foyer, où la tangente fait un angle de 45 degrés avec l'axe.
16. Soit O un point pesant posé sur un plan dépoli qui fait un angle i avec Vhorizon : déterminer V intensité de la force ayant une direction quelconque donnée, qu'il faut appliquer à la masse O pour qu'elle soit sur le point de glisser.
Prenons pour origine le point O, pour axe des x la ligne de plus grande pente du plan dans le sens descendant, l'axe des y étant horizontal et l'axe des z suivant la portion de la normale au plan située au-dessus; définissons la direction donnée par ses cosinus directeurs a, p, y. Soient F la force correspondante, P le poids du corps ; les composantes des forces extérieures auxquelles il est soumis sont
X = PsinjH-Fa, Y=Fp, Z^^Fy-Pcosi.
Le corps étant posé sur le plan exerce sur lui une réaction — Z qui doit être dirigée en dessous; la composante qui
tire le point dans fe plan est y/X=^-|- Y-; on a donc, si l'équilibre est près d'être rompu,
v/(Fa-i-Psiiii)*^H-F2p2 ^ y(p cosi— Fy).
Pour étudier la manière dont varie F quand sa direction change, portons sur chaque direction une longueur proportionnelle à la valeur correspondante de F, P étant représenté à la même échelle par une longueur a; le lieu
des extrémilés de ces droites représenlatives a pour équa-
tion
(i) ^{x -r asini)^ -^ jy^ = taLngiç{acosL — z).
C'est la nappe inférieure d'un cône droit : le sommet a pour coordonnées — asini, o, a cosi; Taxe est perpendiculaire au plan, et fait avec les génératrices l'angle cp. (La nappe supérieure répondrait au cas où le mobile serait en dessous du plan.) Lorsque o > i, le point O est à l'intérieur du cône; si la direction de la force est au-dessus du plan, il y aura toujours une valeur de F répondant à la question ; il en sera de même si F est dirigée au-dessous du plan, mais fait avec l'axe du cône un angle > cp ; quand cet angle devient < cp, la demi-droite correspondante ne coupe plus le cône, et le problème est impossible. Soit maintenant cp <; I : l'origine est en dehors du cône ; la ligne d'action de la force peut ne pas rencontrer la surface, et dans ce cas le problème est impossible ; si elle la coupe en deux points, la force correspondante aura deux valeurs. Il faut remarquer que, dans chaque cas, le glissement se fait dans la direction indiquée par les composantes X, Y; cette direction n'est pas liée d'une manière évidente a priori à a, P, y; mais elle est parallèle à la trace du plan méridien qui contient l'extrémité de la droite représentative de la force.
Du point O on peut mener deux normales au cône, et l'une a une longueur minima; elle fait avec le plan l'angle cp, et est au-dessus si cp^ /, au-dessous si cp <; i] c'est la force minimum qui mettra le corps sur le point de glisser. La seconde normale n'est minima que parmi les droites comprises dans le plan méridien de l'origine; elle fait Tangle (f au-dessus du plan, et c'est la direction la plus avantageuse pour faire remonter le corps suivant la ligne de plus grande pente.
Si, dans une direction donnée, on applique une force re-
présentée par une droite qui se termine à l'intérieur du cône, il n'y a pas mouvement^ car, pour l'extrémité de cette droite, le premier membre de l'équation (i) est moindre que le second; la composante tangentielle est <^Ny*. Si l'extrémité de la droite qui représente la force est extérieure au cône, il y aura mouvement dans le sens de la droite dont les projections sont X et Y.
Lorsqu'on donne la grandeur de F et qu'on cherche sa direction, on voit que cette force doit se trouver sur un cône ayant O pour sommet et pour directrice l'intersection du cône étudié précédemment avec une sphère dont le centre est O, et le rayon égal a la droite qui représente F.
On donne un pavaboloïde a:y = az /'apporté à
trois axes rectangulaires, l'axe des z étant vertical; un
poids P est placé sur sa surface dépolie, et repoussé de
V axe des z par une force horizontale, proportionnelle à
la distance du point à l'axe, et qui serait égale à P pour
la distance a; lieu des points oii P est près de glisser.
P.r La force qui sollicite le point a pour composantes — ^>
— j — P; il suffit d'écrire qu'elle fait avec la normale en x^j^ z l'angle de frottement
2P*— -f- aP a COSç =
V (^V • + -al- + py (^' + ^-^ -^ «^)
2 xy -\- a} 9. riz -h a^
^^ -î- J^ -t- ri^ -t- -i- jr'-ha^
La courbe cherchée est donc à Tintersection du paraboloïde équilatère avec un paraboloïde de révolution ayant même axe : c'est une courbe gauche à branches infinies.
i. Un poids P, posé sur un plan incliné, est tenu en équilibre par
deux forces égales à - P, l'une horizontale, l'autre suivant une ligne
de plus grande pente du plan, toutes deux tendant à faire monter le mobile; calculer l'angle i du plan avec l'horizon. (Ph. Gilbert.) En projetant sur la ligne de pente, on trouve
i I laner- = -•
2. Deux poids P, P', posés sur deux plans inclinés, sont attachés aux extrémités d'un fil sans masse, de longueur /, qui passe dans un petit anneau situé verticalement à une hauteur h au-dessus de l'intersection des deux plans, supposée horizontale : il n'y a pas de frottement. Déterminer les angles ô, ô' des deux parties du fil avec l'horizon quand il y a équilibre.
On exprime que P et P' sont maintenus en équilibre par la tension du fil, la même aux deux extrémités, puis on évalue les deux portions du fil ; on a
Psini P'sini' , , f cosi cos
COS(0- 0 008(6'— l')
, _ , r cosi cost' "I
~" [siu(0 — i) "^ sin(0'— i')\
3. Positions d'équilibre d'un poids P assujetti à rester sur une spirale hyperbolique située dans un plan vertical et soumis à une force répulsive de grandeur constante Q émanant du pôle. (A. Fuhrmann.)
Equation de la forme Q cosjx = P sin((JH- 6).
4. Quelle force horizontale faut-il appliquer à un poids P pour le tenir en équilibre en un point quelconque d'une hyperbole équilatère dont une asymptote est verticale et sur laquelle il est assujetti à rester? (A. Fuhrmann.)
5. Trouver sur le paraboloïde x'^-^ y'^—- ipz, les axes coordonnés étant rectangulaires, une ligne de niveau pour un point soumis à une force dont les composantes sont
On a
X2(rp dy — y dx) — [t^z dz — o,
donc
^ X dy — r dx _ [Ji-dz ^
x^ -r- y^ 'ip
la ligne est sur un hélicoïde à plan directeur.
6. Positions d'équilibre d'un poids P assujetti à rester sur un ellipsoïde dont un axe est vertical : le point est en outre soumis à une force répulsive de grandeur donnée Q, émanant du centre.
Les positions d'équilibre sont sur quatre droites issues du centre et situées dans les plans principaux qui sont verticaux ; mais on devra remarquer que sur chaque droite il n'y a qu'une position d'équilibre; il y a en outre le point le plus haut et le point le plus bas de la surface.
7. Surfaces de niveau dans le cas d'une force ayant pour composantes
8. Surface de niveau pour un point pesant attiré vers une droite horizontale par une force perpendiculaire à cette droite et inversement proportionnelle au carré de la distance du mobile.
C'est une surface engendrée par la révolution d'une hyperbole équilatère autour d'une de ses asymptotes, qui est verticale.
9. Un poids P, posé sur un plan incliné dépoli, soumis à une force horizontale égale à P qui tendrait à le faire remonter suivant une ligne de plus grande pente, est sur le point de glisser : calculer l'angle du plan avec l'horizon.
Cet angle est 45'*ii::«p, suivant que le point est près de glisser vers le bas ou vers le haut : il faut d'ailleurs o < 45*.
dO. Déterminer les régions d'un tube hélicoïdal à axe horizontal dans lesquelles un point pesant peut se tenir sans glisser.
11. Un poids P, posé sur un plan incliné dépoli, est attaché à une des extrémités d'un fil qui va passer sur une très petite poulie 0 et porte un poids Q à sa seconde extrémité qui est libre : les deux brins de fil sont dans un plan normal au plan incliné. Calculer l'angle a du plan avec la ligne PO quand P est près de glisser.
La tension du fil est Q et l'on a
Qcos(a± ç) = P sin(t=p (p).
COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES
18. Quand on a un système de forces parallèles, mais qui n'agissent pas toutes dans le même sens, on peut les traiter de la même façon dans les calculs, à condition de donner le signe + à celles qui ont une certaine direction, le signe — à celles de direction opposée. Il y a généralement une résultante parallèle aux forces données, égale à leur somme et dont le moment par rapport à un plan quelconque est égal à la somme des moments des composantes; désignons celles-ci par P, P', ... et les coordonnées de leurs points d'application par x^ y^ z] x', y, ^'; ... : nous aurons, pour déterminer la grandeur de la résultante et les coordonnées de son point d'application,
T. ^r. ^P^ 2Pr 2P^
(i) R = 2P, ^i=-2ir' ^i= "sif ' ""^^TF^
le point Xi, yi, Z\, centre des forces parallèles, est indépendant de leur direction.
Soit
une droite à laquelle les forces sont parallèles; les conditions d'équilibre seront
, , ^r» 2Par Spy SP^f
V ^ * a ji Y
Si la première condition est seule satisfaite, on a un couple.
Pour que Téquillbre ait lieu quelle que soit la direction (a, p, y), il faut que SP^, SP^, SP^ soient nuls; quand ces conditions sont remplies, si Ton change non pas la direction des forces, mais l'orientation du corps où elles sont appliquées, il y aura encore équilibre, et le système est dit asiatique.
19. Le fait de l'existence du centre des forces parallèles, unique et bien déterminé, et les règles de leur composition peuvent conduire à des théorèmes purement géométriques, et c'est un des cas si intéressants où deux parties différentes de la science se rapprochent et se prêtent un mutuel appui.
Ainsi, appliquons aux quatre sommets d'un tétraèdre quatre forces égales et parallèles : on peut trouver leur résultante en composant d'abord trois d'entre elles en une seule, puis celle-ci avec la quatrième; ou bien, en composant les deux premières, puis la troisième et la quatrième, et enfin les deux résultantes partielles. On arrive aux théorèmes connus de Géométrie : dans un tétraèdre, les droites menées de chaque sommet au centre de gravité de la face opposée se coupent en un point qui les divise dans le rapport de 3 à I : ce point est au milieu de la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées.
Soient encore appliquées aux sommets A, B, G d'un triangle des forces parallèles P = tangA, Q = tangB, R = tangG; deux d'entre elles ont une résultante appliquée au pied de la hauteur tombant sur le côté dont elles sollicitent les extrémités ; donc la résultante des trois forces est appliquée au point de rencontre H des hauteurs, et égale à
F = tangA -i-tangB -h tangC = tangA tangB tangC,
d'après un calcul de Trigonométrie bien connu. Considérons maintenant trois autres forces appliquées aux mêmes
sommets :
T> sinA sinB sinC
cosBcosC cosCcosA cosAcosB
Les deux dernières ODt une résultante appliquée en un point I de BC, tel que
IB_sin2G
On reconnaît aisément que ce point se trouve sur la droite qui va de A au centre du cercle circonscrit; les forces P|, Qi,R, ont une résultante appliquée au centre S du cercle circonscrit, et égale à
« sia2A -I- sin2B -h sinaC . « ^ ^
F,=: ^ =:2tangAtangBtangC ==2F.
2cosAcosBcosG o o o
Cela posé, remarquons que
P 4- P, r:r tang A -+-
cosBcosC
sin A(cosB cosG -h cosA] ces A cosBcosC
tang A tangB tangC = F ;
on peut donc composer les six forces données soit en groupant celles qui sont appliquées à un même sommet, ce qui donne trois forces F, dont la résultante sera au centre de gravité O du triangle, soit en formant les résultantes partielles F en H, 2F en S, et les composant; il s'ensuit que le point O est sur la droite SH, de telle sorte que SO = 2 OH. On obtient le théorème relatif aux six segments déterminés par une transversale sur les côtés d'un triangle en composant quatre forces : P et Q appliquées en A et B, R et — R en G.
20. Proposons-nous, dans le cas général, de composer trois forces parallèles P, Q, R, appliquées aux sommets
d'un triangle ABC. Les forces Q, R peuvent être remplacées par une force Q + R appliquée en un point A' de BC. Cette dernière, composée avec P, donne une résultante appliquée en O:
OA OA' AA
H-+-Q P P-^Q-hH
Or OA' et AA' sont entre elles dans le même rapport que les triangles OBG, ABC; les aires des triangles OBC, OCA, OAB sont proportionnelles aux forces P, Q, R.
Cette proposition permet de décomposer une force en trois autres qui lui soient parallèles et dont les rapports ou les points d'application soient connus. Par exemple, si trois hommes soutiennent par les sommets une planche triangulaire homogène, ils auront des charges égales; car les actions de la pesanteur sur la planche se composent en une force appliquée au centre de gravité 5 les triangles ayant pour sommet ce point, pour bases les côtés du triangle, sont équivalents, et les forces dont la résultante doit détruire le poids de la planche sont égales.
Etant donné un disque circulaire soutenu en son centre^ placer sur sa circonférence trois poids P, Q, R, de manière que le disque soit en équilibre.
Désignant par A, B, C les points où l'on attache les poids, O le centre, on aura
aire BOG _ aire CQ A __ aire AOB sinBOC _ sinCOA_sinAOB P ~" Q ~ K ' P ~ Q "" H ■
Les trois angles en O ont pour somme 27c; ils seront les suppléments des angles d'un triangle ayant pour côtés P, Q, R.
21 . Théorèmes de Leibnitz et de Lagrange. — Soient O une origine quelconque^ A<, A2, ... des points fixes auxquels on applique des forces parallèles Pi, P2, . . ., G /e
centre de ces forces parallèles ; si Von considère les forces OA| X Pj , OA2 X P2, . . . dirigées suiv^ant 0A< , OA2, . . . , leur résultante R sera dirigée suivant OG et égale à
OG(P<+P
En effet, considérons trois plans coordonnés rectangulaires passant en O, et écrivons que la somme des moments des forces parallèles par rapport à chacun de ces plans est égale au moment de leur résultante ; on a trois équations de la forme
(a) 2P X OAcosAOX = (Pi-hP2-H...)OGcosGOX....
Ces équations expriment précisément que les forces concourantes PxOA ont pour résultante OGSP; si le point O était en G, les forces P.GA se feraient équilibre. Si Ton ajoute membre à membre les trois équations (a), après les avoir élevées au carré, on trouve la relation
(P) OG (2P)2= 2P20A H-aSPiPîOAiX OAgCosAiOA,.
En remplaçant 2 0A<.0A2 COSA1OA2 par
OAi -H OA2 — A1A2 ,
on obtient une expression remarquable de R*-^, due à Lagrange,
(y) Ôg\2P)2= 2P2P.0Â*— SPiPî.ÂTAj.
Enfin, si l'on suppose que le point O coïncide avec G,
cette équation montre que SP4P2A<A2 est égal à
SPSPGA ; en le remplaçant par cette valeur dans (y), on
peut tout diviser par S P et il vient
OG 2P = 2P.0A — 2P.GA
22. Cas particulier oà SP s^ annule, — Les résultats qu'on vient d'obtenir sont encore vrais si l'on suppose quelques-unes des quantités P^ P2, ... négatives; si
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pourtant SP est nul, le centre des forces parallèles P<, p2, . . . n'existe plus, et le théorème de Leibnitz est inapplicable; raais on peut énoncer un théorème particulier à ce cas {voir la Note II de M. Darboux à la suite du Cours de Despeyrous) : la résultante Rrfes forces P/X O Ai est constante en grandeur et en direction, quel que soit le point O.
Pour le démontrer, je considère le centre G' des forces parallèles P'^, P'g?.-? dont la valeur est positive, et le centre G^ des forces P'^j'P'g,..., qui sont négatives. Appliquons le théorème de Leibnitz à chacun des deux groupes : il vient, en adoptant la notation la plus ordinaire des égalités géométriques,
SP'x OA'=ÔG\SF, SP'.OA'^- OC'.SP";
ajoutant, et tenant compte de ce que SP"=-— SP', on a
R :r^ 2P X OA = OG'SP' — OG'SP' = CG'ZP', ce qui démontre le théorème; d'ailleurs l'équation (y) de
Lagrange montre que R^ se réduit à — SP| Po.A^ A2 .
23. Trouver les coordonnées du centre I du cercle inscrit à un triangle ABC, sa distance à un des sommets^ au centre T du cercle circonscrit, etc.
On reconnaîtra très facilement que si, en A, B, C, on applique trois forces parallèles, égales respectivement aux côtés a, 6, c, le centre de ces forces est en I et qu'on a sur la bissectrice AA', par exemple,
AA' _ a-\-b -{- c o.p
Soient donc x\ y' \ x" ^ y" \ x'" , y" les coordonnées des trois sommets; on aura celles du point I en prenant les moments par rapport à Ox et O y :
_ ax'-^- bx' -\- ex"* _ ay' -\- by -\- cy"
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les distances du point I aux points remarquables du
angle s'obtiendront en appliquant l'équalion (y) de
L.si.grange aux forces a, 6, c et aux points A, B, C; faisons
d'^sibord coïncider le point O avec A et divisons par
(:SP)=^= 4/?2 : on aura
-— î b^c-\-c^b bca^ ■+• cab^ ■+- abc^ p — a , AI = . ; — = ^ bc ;
V équation (i) ferait connaître AA'. Si nous faisons coïncider O avec le centre T du cercle circonscrit, comme TA= TB = TC = R, on aura
77=2 R«(a-H^-!-c) abc IT = — ^^ ;
on sait que abc = ^V^rp^ et Ton a, par suite,
Ït'=R2— 2Rr,
égalité remarquable d'où il résulte qu'étant donnés deux cercles il n'existe qu'exceptionnellement un triangle inscrit dans l'un, circonscrit à l'autre.
On pourra trouver quelques autres applications de l'équation de Lagrange dans une Note que j'ai publiée en janvier 1884, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques,
24. Un vase hémisphérique très mince, de poids R, repose par sa partie convexe sur un plan horizontal et porte deux poids P, Q aux extrémités A, B de deux rayons perpendiculaires : position d* équilibre.
Les poids P, Q se composent en un poids P -h Q appliqué en un point G facile à déterminer sur AB; le poids du vase est appliqué à son centre de gravité, au milieu M du rayon perpendiculaire à la base ; la résultante des trois forces devant être détruite par la réaction du plan fixe sera dirigée suivant le rayon OH qui passe au point d'appui, le plan MOG sera vertical, en sorte que OG sera la ligne de
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plus grande penle de OAB. Soit a Tangle qu'elle fait avec le plan horlzonlal; les moments de R et de P-f- Q par rapport au plan passant par OH et perpendiculaire à MOG se détruisent; donc
OM X Rsina — OG(P-T-Q)cosa=:^ o, tanga= --/- —"7 — . D'ailleurs, par la formule (jî), n" 21,
OG (P-+-Q)«=OA X P2-HOB xQ^; si Ton fait OA = OB = a, OM = -» il vient
langa= ^^/pTI^^,
23. Quand on considère un corps parfaitement rigide s'appuyantsur un plan par plus de trois points, la Statique laisse indéterminées les pressions aux points d'appui ; cette anomalie disparaît si l'on tient compte dès déformations éprouvées par les solides naturels et des actions moléculaires qui en résultent: il y a des cas simples où le problème peut se résoudre aisément; en voici un exemple :
Une table, (fui est d'abord horizontale et qui doit rester parfaitement plane, est soutenue par n pieds verticaux AA', BB', . . . d'égale longueur, reposant sur un plan horizontal rigide et fixe ; on la charge de poids qui ont une résultante verticale P appliquée en un point connu M : trouver les charges des appuis, en admettant qu'ils se raccourcissent de quantités très petites proportionnelles à leurs charges respectives et qu'ils restent verticaux.
Prenons pour plan des xy le plan de la table quand les pieds sont dans leur longueur naturelle, et pour axe des z une verticale quelconque dirigée de haut en bas. Je détermine la position des points d'appui par leurs coordonnées primitives ^i, j^^, ..., Xny yn» Quand on charge la table et qu'on laisse les pieds se raccourcir, les x et les y des points
d^appul ne changent pas, par hypothèse, mais leurs ordonnées deviennent .Si , . . . , ^/i . Soient Qi , Qj , . . . les pressions qu'ils supportent; on a, d'après l'énoncé,
mais, par hypothèse, la table reste plane et coïncide avec un plan z = ax -+- by H- c ^ on aura donc
Soit (x, y) le point M où est appliquée la force P; elle est égale à la somme des Q/, et son moment par rapport à OXZ et OYZ est la somme des moments de ces réactions; donc
Pjr^^allxiXi-^ bXlyl -+-c).2r,-,
Nous avons trois équations pour déterminer a, i, c, et par suite les Q/. On peut choisir l'origine et les axes de manière à annuler S:r,-, 2;^;, Y^Xiji^ l'origine étant le centre des moyennes distances des points A, B,..., et les axes étant ce qu'on appelle les axes principaux du système. 11 vient alors
S'il s'agit d'une table rectangulaire soutenue aux coins et dont les côtés soient 2 a, ai, les axes seront les médianes, et l'on aura
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Pour qu« les quatre pressions soient positives ou qu^aucun pied ne soît soulevé, il faut que le point M soit à Finlérieur du losange dont les sommets sont les milieux des côtés de la table et dont les côtés ont pour équations
-H-f— r-hï = O.
dza ±:
Supposons encore que la table soit un polygone régulier de n côtés, soutenu à ses sommets et inscrit dans un cercle de rayon a; l'origine est au centre et l'un des sommets sur l'axe des ap. On aura
Cl tir . 2 111 v^ , na^ V^ , na!^ Xi =^ a cos 9 yiz=z a sin > > x} = > y yf =z ,
QP I ^y.x Itz iy , iiz / = — ( — cos h -^ «in h I n\ a n a n
Il est aisé de voir que toutes les charges seront positives si le point M est à l'intérieur d'un polygone régulier dont les côtés touchent le cercle concentrique à la table et de
rayon - aux points situés sur les prolongements des rayons
qui -aboutissent aux sommets d-e la table.
Si l'on trouve pour les pressions supportées par quelques-uns des pieds des valeurs négatives, et si l'on suppose l'extrémité de ces pieds fixée au sol, ils doivent s'allonger; mais, s'ils peuvent quitter le sol, ils ne soutiendront plus rien; on devra reprendre le problème en répartissant la charge sur les autres pieds, et tenant compte du poids des appuis qui sont soulevés.
\, Un paralléloçramni« homogène est porté par trois hommes, dont un le tient eà un sommet : en quels points du périmètre les deux autres doivent-ils soutenir la plaque pour que tous trois soient également chargés? (P. Jullië?).)
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Aux milieux des côtés non adjacents au sommet considéré.
2. Montrer que le centre de forces parallèles et égales, dont les points d'application divisent dans un même rapport les côtés successifs d'un polygone donné est indépendant du rapport adopté.
P. JULLIEN
3. Si les droites qui joignent les sommets A, B, G d'un triangle à un point O rencontrent les côtés opposés en A', B', C, on a
AC'.BA'.GB'= G'B.A'G.B'A, 2^ + 2|^' 4- ^^/ --= i.
On décomposera une force appliquée en O en trois forces parallèles P, Q, R appliquées en A, B, C ; la résultante de Q et R est appliquée en A'; donc. . . .
4. Si A', B', G', D* divisent les côtés d'un quadrilatère gauche ABGD de telle sorte que le produit de quatre segments non consécutifs soit égal au produit des quatre autres, les droites AX', B'D' se rencontrent.
On peut appliquer en A, B, G, D des forces P, Q, R, S telles que la résultante de P, Q soit en A', de Q, R en B', de R, S en C', de S, P en D' : le centre des quatre forces doit être à la fois sur A' G' et sur B'D'. La réciproque s'en déduit.
5. T étant le centre du cercle circonscrit à ABG, H le point de concours des hauteurs, la résultante des forces TA, TB, TG est TH.
Appliquer le théorème de Leibnitz.
6. Gonstruire un pentagone ABGDE, connaissant les milieux A', B', G', D', E' des côtés : généraliser. (Collignon.)
On applique en A', G', E' des forces i,dont on construit le centre G, en B', D' des forces — i dont le centre est G'; le système a une résultante 1 appliquée en A ; ce point est sur GG'; AG double de GG'.
7. H, K étant les milieux des diagonales AG, BD de ABGD, on a
4ÏÏk'= AB V BgV CdV DÂ*-- ÂG*— BD*.
(Darboux.)
Égaler les valeurs de R données n** 22, quand £ P = o.
CENTRES DE GRAVITE
26. Le centre de gravité d'un corps est le point d'application de la résultante des actions de la pesanteur sur ses diverses parties, ces actions étant considérées comme parallèles. Quand il s'agit d'un corps continu, on le décompose en éléments infiniment petits, qu'on suppose homogènes: et, si dp est le poids de Tun d'eux, on a, pour les coordonnées du centre de gravité,
fx dp f Y dp fzdp
les intégrales s'étendent à tout le corps, qui peut se réduire à une surface ou à une ligne dont les éléments seraient doués d'un poids spécifique. Le poids d'un corps est proportionnel h sa masse; donc, m désignant la masse d'un système, son centre de gravité a pour coordonnées
mj nij mj
Étant donné un système quelconque, même soustrait à l'action de la pesanteur, même non solide, ces équations définissent un point bien déterminé, qui n'a plus de rapport avec la pesanteur, mais que l'on continue d'appeler centre de gray^ité du système, et qui a des propriétés importantes.
11 suffit de rappeler les simplifications qu'apporte dans la
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rccherclie du centre de gravité Texistence de lignes ou de surfaces diamétrales.
Centre de gravité des lignes.
27. Centre de granité d 'un arc homogène de chaînette coinniencant au sommet.
La cliainctte a pour équation
7 part de la valeur a pour j: = o, et croît îndéflnîment. La chai nette étant homogène, la masse d'un de ses éléments peu. t. être mesurée par sa longueur \ alors
I xdm-=^ I xas=i — ^^ — e "y a} ( ' ~\
/Xdm=z I xds = ~ (e" —e ^ ) -h -^ =z - sr -]- - a.r; J O ^ 2 2 2
d'où
, , djs I / dx\
L'abscisse du point cherché est la même que celle de l lïitersection de la tangente au sommet et de la tangente «a 1 extrémité de Tare; Tordonnée est la moitié de l'ordonnée ^ ^ origine de la normale menée à l'extrémité de l'arc.
Centre de grawilé d'un arc de cardioïde
r=z a{i -+- cosO).
On a
dsz= dQ \2a^[^i -^ cos ô ) = 2 a cos — 0 dO^
s = ^a ( sin — 0 — sin — 0, ) ,
r cos ô ds
. CU 0 3 30 I 5(i\^^ = a^ I ?. cos — I — cos 1 — cos — ) d9
Je, \ ^ ^ ^ ^ ^ /
r=r a* ( 4 sm 4 sm h sin sm h -= sm — sm -
y ^ ^ 2 1 aSao:
l yds = I rsïnBds m 8/1' / cos^ - sin - = — rt' ( cos' — — cos' - ]•
Il est aisé d'en tirer x^ et yi ; pour la moitié de la courbe, de 0 = G à 0 = 7r, on a »
29. Centre de grav^ité d'un arc d'hélice ordinaire com mençant sur le plan des xj^ et où la^ densité est représente par e"^*.
Soient a le rayon du cylindre sur lequel est l'iiélic 27r/i le pas ; on a, pour chaque point de la courbe,
La masse de Varc considéré est
m r= ^ / t-"*dz = yJa^-Jf ti* , 9
h J^ ch
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/xdm = ■- i/<z» -h ir* / e"** cos -7 c^z^
= — * — — - e"" sm V — en cos -r 1 -+- c^ h i + c'h' L \ ^ ^/ J
\ydm^=. a ;- I — er^* cos - H- cA sm -7 h
/ zdm=z- — 1 ze-'^'^dzzzz - — - — E x^[i-^cz)er^ U
On aura immédiatement Xi, j^i, -z^i. Si Tare est prolongé indéfiniment, les résultats se simplifient et deviennent
sJa'^-\-h} ac^h^ ach i
30. Déterminer une courbe plane passant par l'origine, et telle que la densité soit une fonction donnée f{s) de l'arc, et que l^ ordonnée y^ du centre de gravité (Vun arc, compté à partir de Vorigine, soit une autre fonction donnée f{s). Cas ou /(s) = as^j cp(5) = a5î*.
(Agrégation, 1871.)
On voit immédiatement que la courbe satisfait à l'équation
?(^) / As)ds=l yf(s)ds,
Différentions :
^i^)As)^^'(s) f'fis)ds=yfis);
y est dès lors une fonction connue de s
donc
(2) da: = ds^i — ^'*{s).
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Si l'on peut intégrer, il n'y aura plus qu'à éliminer s à l'aide de l'équation (i) pour avoir l'équation finie de la courbe. Quelquefois on peut résoudre l'équation (i) par rapport à s,
et il suffit d'intéirrer
(3) dx— dyy/m^y) — !.
Dans le cas particulier proposé, l'équation (i) devient
en introduisant, pour abréger, la nouvelle constante c» L'équation (2) donne alors
dx -- ds /i — c-^-i^* .
Cette différentielle binôme pourra s'intégrer quand
ou 1 — seront des nombres entiers: l'une de ces
deux conditions sera satisfaite si u. est de la forme ,
n étant entier. On pourra choisir arbitrairement la valeur de m : elle déterminera le rapport de j^ à y^.
Soit /z = I* alors ju ^= 2, j* = - ^'. Nous appliquerons
Téquation (3)
<f- = ''y y -i^Tf-
C'est une cycloïde ayant son sommet à l'origine et touchant
l'axe des x; le rayon du cercle générateur est — •
Soit 72 = 2 , a = - : nos formules deviennent
y z= -~ cs^ ^ dx r:=ds ^i — es, o
Intégrant,
C'est riiypocycloïde à quatre rcbrousscments , enveloppe d'une droîte de longueur 5— qui glisse sur l'axe des j:et la
droite X =
Pour 71 = 00 , u = I , on a une droîte.
On ne peut donner à n de valeurs négatives, car [i serait
<C^ I, et — infini pour 5 = o, ce qui est impossible.
Centre de gravité des surfaces.
31. Centre de grav^ité de l'aire comprise entre un arc d* ellipse, le diamètre qui aboutit à une extréitnié de l'arc et la corde conjuguée passant par Vautre extrémité .
En prenant pour axe des x le diamètre donné, pour axe des j' la tangente à son extrémité, l'équation de l'ellipse est de la forme
y^z=: 2 — Jr •
On décompose l'aire donnée en une infinité de bandes élémentaires parallèles à l'axe des j'; la masse de chacune peut être représentée par } (fo:, et son centre de gravité a pour
coordonnées x et - r. L'aire considérée est, 0 désii^naiit l'angle des axes,
A ^= / \ / 2 — jr ,r'^(Lr sm ô
h sin or' a— Il , . . , ; — '1
= a} arc cos [a — 11) \'^- (iit — fr •
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Si Xi, j^i sont les coordonnées du centre de gravité^ h
xéxi^dx Kl 7. — X a^
biinO r ,
arc ces -' lah — lî^)
— a (a — K) ^lah — h^ I ,
On en déduit pour x^^ j^ des valeurs assez compliquées, mais qui s'adaptent, en se simplifiant, à plusieurs cas particuliers •, ainsi, pour le quart d'ellipse, on fera A = a, et l'on
aura
it ab ^a ^b
A =r — i— 5 x^z=za — -— ) Ji = .^— •
Si Ton veut passer au cas de la parabole, on fera i* = ap^ on développera suivant les puissances négatives de a, qu'on
fera ensuite infini \ mais il est bonde remplacer arc cos
y lu
par 2 arc sin i / — *, on a
fpfi
y^sin9[«(,+ -^+...)_(a-A)(,_^^ + ...)],
et ainsi pour les autres : à la limite, en faisant \J^ph = /r,
A=r-MsinO, a:, = -A, j-, = - /.
Centre de gravité de l'aire comprise à l* intérieur
d'une parabole et d*un cercle représentés par les équations
Le cercle passe au sommet de la parabole et touche son axe; il rencontre la courbe en un point dont Tabscisse est 4^5 et le segment considéré est biconvexe. Pour évaluer les intégrales qui servent à déterminer le centre de gravité de Faire, le mieux serait de la décomposer en bandes inGnîment étroites parallèles à OX ; mais , pour donner un exemple des précautions à prendre dans le calcul des intégrales multiples où l'expression analytique des limites change, je décomposerai en éléments dxdj^ et j'intégrerai d'abord par rapport à y. J'ai une expression de la forme
A =: I j c/a:djrz=: j Çf' — y^^dx;
X ne varie pas seulement de zéro k \a^ mais de zéro à 5a, car le rayon du cercle est 5<2, et Tare qui limite le contour surpasse un quadrant. Dans tout l'intervalle, on aura
y ■=. Sa — v/26 a^ — x'^ ;
mais y sera \/iÇ>ax quand x croîtra de zéro à ^a, et
5a H-y/aôa^ — x^ quand x sera compris entre ^a et 5a; donc
>4/t ^sa
0 •Aa
A = — a' arc sm -= — a',
en prenant l'arc sinus terminé dans le deuxième quadrant, I26°55i'i2''^, ou, en parties du rayon, 2,2i43. L'intégrale f X dx dy se calcule de même et donne
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Enfin
Ajr, = f fr dv clj = i Ay ' - y"') dx
^ Jo
Jf*ba dx y^25û' — jr% 4a
A ri =: «' arc sm J a^,
L'arc sinus est le môme que dans la première intégrale. On a sans peine x^ et j^.
33. Centre de gravité d'une demi-boucle de la lerri' niscate de Bernoulli
r=:: a \'l COS2 9.
On fait varier 9 de zéro à 7 j alors /• = o, et Taire de la
courbe est
J/» 4 /• û Y 2 COS lO /» 4 T
/ rdrdO=ia^ l cosiQdQ =z - a\
0 Jo Jo ^
TT
kx,=z l I r^cosOdrdO = ^a^ I y'^ cos0(cos2 9) V/0.
On intègre en posant y/a sinO = a, d'où
v/ïcosÔ c/6 = û?M, COS2O = I — w',
2 , rV , I , 3 2 , 7ra3
A^i= -aî / (1 — w2)2û?u = —Tt X 3«'= -g->
TZ
Ayi= f fr^sinQdrdO= |a3 T v^sinô COS2O* cR).
Posons y 2 COS0 = Uj \f% siuOdQ = — du^ COS 20 = Z^' I *,
On en conclut
34. Déterminer une courbe plane telle que le centre de granité de l'aire comprise entre les axes, la courbe et
l'ordonnée x = /i ait pour abscisse Xi = y
La courbe cliercliée satisfait à Téquation
(i) '— l yd.r.z= j jrydx,
^-^^ Jo Jo
Dilî'érentions et réduisons :
/ jrclr= ———.T'y;
Dîfférentions encore:
dr
d'où
1 dy a^ — la.r — Sx* a — 3.r
y dx. x^[a -i-x) x^
I^ 'intégration donne évidemment
La courbe présente un point d'arrêt à Torigine^ du côté des X positifs, elle part deTorigine tangentiellement à OX, s'élève au-dessus de cet axe, et lui devient asymptote pour
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X infini. Quand x décroît de zéro à — ^ t y croît de — oo à zéro. De ce côté de Taxe des x^ il était impossible a priori de satisfaire à Ténoncé du problème ] mais il n'y a pas contradiction avec nos calculs, car, si x est <^ o, la valeur trouvée pour j^ rend infinies les intégrales de l'équation (i), et celle-ci devient illusoire.
3o. Etablir la relation qui existe entre les aires des quatre triangles ayant pour bases les côtés d'un quadrilatère et pour sommet commun le centre de granité du quadrilatère.
Prenons {fig* 2) pour axes les diagonales A A', BB', et faisons OA = a, OA'=û', OB = è, OB'=i', AOh=^Q. Joignons B, B' au milieu M de AA'^ il est clair que le centre
de gravité G se trouve sur une parallèle h BB' qui coupe MB et MB' au tiers de leur longueur à partir de M; et, comme
. OM = -^a — a'), r abscisse de G est - (a — a'); par analogie, son ordonnée sera -^{b — b'). Maintenant Taire du triangle GAB est
= -rsin^(a& -H ab'~h ba').
SUR LÀ MÉCÂNIQTJE EATIONKELLE. 4?
L*aire de GBA' sa calcule de même, A' ayant pour coordonnées — «1 o,
GBA'= p = g smQ{ab -h ha'-ha'b');
de même
GA'B'=7 = g smQ{ab'-h ba'-ha'b'),
OB'A = ^= ^sinGffl^ -^t- ab' -^a' b' ..
Oq tîre de ces équations, en posant a-|-(3-l-74-5 = S,
U suffît d égaler le produit des dcnx premières et des deux dernières quantités \ on a, en divisant par 12 coséc*^,
3a7 — S(a4-7)=:3p(î— S(P4-^) OU
Les quatre aires ne peuvent donc être prises arbitrairement.
36. Centre de granité de la portion de surface du paraboloïde
fi ^2
qui se projette sur le plan des xy entre les parties positivées des axes et Vellipse
-;-f-'7T=I, Z = 0. fFuH«MAKW.}
Le long de la courbe à double courbure qui limite Taire
proposée, la normale au paraboloïde fait un angle constant avec Taxe des z. Pour eCTectuer les quadratures, je substitue k X et y les variables u et 'f définies par les équations
x = au sin^j y = bu coso;
on a tous les points situés à l'intérieur du quart d'ellipse
donné en faisant varier u de zéro à i , o de zéro à -• On
découpe le plan des xy en petits parallélogrammes qui ont pour aire, d'après les formules connues pour le changement de variables dans les intégrales multiples,
/d.T ây dx dy\ i ^ ^
au = -r ^ ^ — :— \ du do =^ au u au a©.
\(7Cp OU ou OO J ' •
La normale au paraboloïde en r, y faisant avec l'axe un angle y tel que
cosy
on aura pour l'aire courbe et pour ses moments par rapport aux plans coordonnés :
A = ab I I ar/a<fcp /i-h a2= -^(2 /2 -hi)j
Axi = a^b j I u^ dud(^ sin <p /i-h u^ = —^ [3 ^^u. — L (i -i- v/â)] ? Ayi = ab* j 1 u^ dud(^cos<f ^i-h u''^= -^ [s /à — L(i-h v/2)], Azi = -ab I I u^{a sin^(^ -h b cos* <p ) <iM c?<p /n- u^
37. Iai distance du centre de granité de l'aire d*une figure sphérique à un plan est quatrième proportionnelle à l'aire de la figure, à sa projection sur le plan et au rayon R de la sphère.
En effet, prenons le plan de projection pour OXY, le centre pour origine -, on a
Az,= I I « — €ir<3?;^ = Rproj. de A.
On en déduit que la distance du centre de gravité d'un triangle sphérique ABC au plan du grand cercle 6C est
R fl — h cosC — c cosB 2 AS-B-i-C — ïT '
cette formule et les deux autres analogues font connaître le point cherché.
Considérons une demi-boucle de la surface de Viviani
ar'-f-j^H-c'rrzR», x»-l-^»— Rx = o;
son aire est 1 1 j R', et ses projections 6ur les trois
plans coordonnés sont^ comme on le voit sans peine,
on en déduit
_ ^ _ (Sir — 8m irR
Centre de gravité des solides.
38. Centre de grauité du ^volume homogène engendré par la réi^olution de la boucle d'une strophoïde autour de l'axe.
De S.-G. — née 4
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Prenons Taxe pour axe des x, et le point double pour origine; Téquation delà courbe est
fl -4- .r
Le volume est
cLe
Jo '^
Jo \ a^-x] \ 3/
Le centre de gravité est sur Taxe des x, et, Xi étant son abscisse, on a
d'où
V.r, z= / Tcx^ '— drz= va* ( — — 2L 2 J
17 — 24 fj ^. o , 365 ^
39. Centre de gravité du volume engendré par un secteur parabolique compris entre deux rayons vecteurs et tournant autour de Vaxe de la parabole.
Le rayon vecteur correspondant à l'angle 0 est
^ i-t-cosO
et, si a et ^ sont les angles polaires des rayons qui limitent le secteur, on a
V =211/ / r'sin6c?0<fr = -/?3 7rh^ ôt; — ; : »
Vxi=2Tzj I r3sinOcosOc?0<ir
_2 g^ fi I I T "]?,
^2^^ [â (i + cosO/i "" 3 (n-cosO)3jot'
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1 3(i-f- cosa) (i-4-cosP)'cosa-f- cosp) — afcosa — cosp)'
' 4 (' "+" cosaj^i -h cosp) (2 -h cosa -h cospj
39. Centre de gravité du volume compris entre les trois plans de coordonnées rectangulaires et les surfaces des cylindres elliptiques
La surface courbe qui limîte l'espace compris à Tinlérieur des cylindres au-dessus du plan xj est la voûte d'arête, et les lignes d'intersection des deux cylindres soni contenues dans les plans ay = di bx. Nous ne prenons que le quart du volume compris sous la voûte ; des plans horizontaux y déterminent des sections rectangulaires dont les côtés ont pour longueur
On aura de suite le volume V et Tordonnée z du centre de gravité
= / ^-(c^—z''](/z— --abc.
Pour calculer les moments relatifs au plan des yz, on peut diviser le volume en petits prismes de base dxdy^ parallèles à OZ; mais la hauteur de ces prismes n'a pas la ïïiéme expression aux divers points du plan xy : pour les points compris entre-l'axe des x et les droites ^ = a et ^7= bx^ le volume des petits prismes est limité au second ejHndre parallèle à OY; au contraire, c'est au preniier cy-
lîndrc que se terminent les parallèles menées à OZ par des points compris entre Taxe des r, les droites y = b et aj=^ bx. On partage l'intégrale définie en deux
Vx,= / dr I dr ■-- sja^ — .r* -f- / dy \ dx—Jb^ — j^.
Pour la première, on intègre d'abord par rapport à y. et dans la seconde c'est par a? qu'on commence, et Ton trouve, en écrivant ^1 par analogie,
41. Centre de grai^ité du volume compris entre le plan des xy^ le plan des zx^ la sphère de rayon a dont le centre est à t origine, et le cylindre
Le volume ainsi défini et la surface spliérîque qui le limite ont été étudiés par Viviani. Prenons des coordonnées semi-polaires /', 0 et z -, sur la base du cylindre, on a r = « COS0, et les formules ordinaires conduisent à des quadratures qui ne présentent pas de difficulté :
2 r*a cos $
/» 2 r*a cos er o /
V== I d^ \ rdrsja^-^r'^z ^^~ a\
iSrr — 3?.
Vz,= / I -'(a^—r'')rdQdr=,-^aK
On en déduit de suite Xi, j^i, z^.
42. Des solides terminés par deux faces planes parallèles, et tels que l'aire de la section faite par un plan parallèle à ces bases s* exprime par une fonction entière et du deuxième degré de la distance du plan sécant à l'une d'elles»
La définition précédente comprend un grand nombre de corps remarquables par la simplicité avec laquelle on peut déterminer leur volume et la distance de leur centre de gravité aux bases. Soient 2 A la hauteur d*un de ces corps, z la distance de la base inférieure à un plan parallèle horizontal, pour fixer les idées, et
Taire de la section déterminée par ce plan. Le volume est
[mz^-{- pz -f- q]dz=: -[8mh^-h &ph +6<7). On peut récrire
Les trois parties du crochet représentent Taire de la base supérieure, de la section moyenne et de la base inférieure; dcsignons-les par Bj, B,, Bq, et nous aurons
V= A2^(Bo-hB,+ 41^0-
La distance du centre de gravité à la base inférieure est
2i=~ / {mz^-\-pz -h q)zdz
= II' (6m/;»+ 4/,A + 3) = Il (B. + 2B.). On aura de même la distance à la base supérieure et leur
rapport
zi Bo-haBj
Dans la classe des solides que nous considérons rentrent les segments de surfaces du second ordre, et les polyèdres limités par deux bases parallèles, et latéralement par des triangles ou des trapèzes dont les sommets coïncident avec ceux des bases. Pour le reconnaître dans ce dernier cas, prenons le plan de la base inférieure pour plan des xy] les arêtes latérales ont des équations de la forme
x = az-ha^ y = bz-h^'y
le polygone déterminé par un plan sécant parallèle à Oxy a des sommets dont les coordonnées sont fonctions linéaires du z du plan; ce polygone se projette en vraie grandeur sur O^^, et Ton sait que Taire d'un polygone est une fonction entière du second degré des coordonnées des sommets, et par suite de z. Puisque le nombre des faces latérales est quelconque, on peut les supposer infiniment étroites et en nombre infini : on aura alors un solide limité latéralement par une surface réglée quelconque.
Ce résultat est très souvent utile, surtout si Ton connaît à l'avance une ligne sur laquelle doive être le centre de gravité : en voici quelques applications. Le centre de gravité d'un demi-ellipsoïde divise le demi-axe dans le Rapport de 3 à 5. Quand deux surfaces du second degré se coupent suivant deux coniques situées dans des plans parallèles, le volume compris entre ces deux surfaces (tel serait le volume engendré par la rotation d'un segment de conique autour de l'axe) a son centre de gravité au milieu de la droite qui joint les centres des coniques communes. Que deux ellipsoïdes homothé tiques et concentriques soient coupés suivant des courbes réelles par deux
plans parallèles, le volume compris entre les deux plans et les deux ellipsoïdes a son centre au milieu du diamètre de ce solide; car les aires annulaires déterminées par des plans sécants parallèles sont équivalentes : Bo = B< = B^.
43. Lorsque dans un de ces solides, limités latéralement par une surface gauche, que nous venons de considérer, les centres de gravité des sections parallèles aux bases ne sont plus en ligne droite, on peut déterminer le centre de gravité du solide au moyen d'un élégant théorème dû à M. Darboux. On voit immédiatement que le moment, par rapport au plan Oyz, de la tranche comprise entre les plans menés à des hauteurs z et z -{- dz est de la forme (f(z)dz, ^{z) étant un polynôme du troisième degré.
On a
\xi= I o{z)dz\
mais on reconnaît, comme nous l'avons fait quand ^{z) était du second degré, que l'intégrale est égale à
ç(o) est égal au produit de Bo par l'abscisse ao du centre de gravité de cette aire; <p(2/i) et <p(A) sont égales à Bi ai
et à B2 «2 : remplaçant V par sa valeur et divisant par ^ >
CD a
( Bo -t- Bi -i- 4 Bj)iri = Bo ao -h Bi ai -i- 4 Bj aj.
On a une relation analogue pour jk< . Donc le centre de gravité du solide coïncide avec celui de trois masses égales à Bo, B| , 4B2, placées respectivement aux centres de gravité de la base inférieure, de la base supérieure et de la section moyenne.
i. Centre de gravité d*un arc de cycloïde homogène dont Torigine est au sommet de la courbe.
2. Centre de gravité d*un arc de la spirale r = ae®, 6 étant nul à l'origine de l'arc considéré. (Fuhrmann.)
^ = a^i{e^ — i), Xi — £- [(sin6-h 2CosO)<î'^ — a]/!^-
3. Centre de gravité d'un arc de courbe qui se projette sur OXY suivact la parabole y^== ^aXy et sur OXZ suivant une demicycloïde partant du point 0 et engendrée par un cercle de diamètre b qui roule sur OX. (Fuhrmann.)
xx=^b, 7i = \/ab , zi = ^~ ^ b,
4. Déterminer la masse et le centre de gravité d'une demi-circonférence où la densité est X^, y étant la distance au diamètre de base.
/n = 2XR*, rri = o, y^r= j ,\,
5. Centre de gravité d'un arc de parabole, de lemniscate, de loxodrome.
6. Centre de gravité de l'aire comprise entre un arc de chaînette, sa base, son axe et une parallèle à cet axe.
. a y — a» sy-^ax
A = as, Xi= X y Va = -^^— ■ •
7. Centre de gravité de Taire comprise entre un demi-cercle limité par un diamètre PQ et la podaire du point P relative à la demi-circonférence.
irR» R 8R
Centre de gravité de l'aire de la portion de la surface
qui se projette sur le plan des xy entre OX, OY et la droite ce -^ y — a,
2G — i5v/â iiiypi — i5L(3h-2/2) ^\ = y\— —, «, -«1= 7-7 ; «•
9. Une chaînette, tournant autour de sa base, engendre une alysscide : centre de gravité de la zone comprise entre l'équateur et un parallèle.
iO. Centre de gravité de Taire comprise entre une cissoïde, son axe et son asymptote, entre une spirale d'Archimède et deux rayons vecteurs, entre une ellipse et deux rayons issus du foyer; d'une boucle de strophoïde.
il. Centre de gravité d'une zone de paraboloïde de révolution, de la surface convexe d'un tronc de cône comprise entre deux génératrices.
12. Centre de gravité du volume compris entre une sphère et un cône qui a pour sommet le centre et pour directrice une courbe de Viviani, dans la région des coordonnées positives.
v TT— -2_, R Sir — 8-, SttR
13. Centre de gravité du volume compris entre les trois plans coordonnés et le plan x -+- y -\- z = a,\di densité variant comme le carré de la distance à l'origine.
m=f I I \{x^-\- y^-\- z^)dx dy dz — - — >
a?i = ri = -i= -jg-
14. Centre de gravité du volume engendré par une parabole tournant autour de la tangente au sommet; par un quart d'ellipse dont le centre parcourt l'axe d'une demi-ellipse horizontale , l'un
des demi-axes de Fellipse mobile étant Fordonnée de Tellipse fixe ; l'autre axe vertical et de grandeur constante. Volume compris entre un paraboloîde hyperbolique, le plan tangent au sommet et les plans menés parallèlement à l'axe par quatre génératrices qui forment un quadrilatère gauche.
15. Volume et centre de gravité d'un solide ayant la forme d'un tas de pierres.
16. Calculer l'aire engendrée par une circonférence dont le plan s'enroule sur un cylindre droit : centre de gravité de cette aire.
ÉQUILIBRE DES CORPS SOLIDES
Théorèmes sur l'équilibre et la composition des forces.
44. Un système quelconque de forces Fi, appliquées en des points M/ d'un solide invariable, peut toujours être remplacé par une résultante de translation R appliquée en un point arbitraire O du solide et par un couple G. Prenons le point O pour origine de trois axes de coordonnées faisant entre eux, dans le cas générai, les angles \ 1^» V : R a pour composantes
G est le couple résultant de trois couples situés dans les plans coordonnés et ajant pour moments LsinX, M sinjji, Nsinv, si
h==T.(yiZi-ZiYi),
M -= fs ( Zi X/ — Xi 1a i ) ,
Nz:. S(:r,Y/~y/X/).
Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que R et G soient nuls, d'où les six équations connues. On peut dire aussi qu'il faut que la somme des projections des forces sur une droite quelconque et celle de leurs moments par rapport à cette droite soient nulles : il suffit que les projections faites sur trois axes parallèlement aux trois faces d'un
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trièdre aient une somme nulle, ainsi que les moments par rapport aux trois arêtes d'un trièdre.
Le cas où il n'y a que trois forces offre un intérêt exceptionnel : pour qu'il y ait équilibre, il faut que les trois forces soient dans un même plan et que l'une d'elles soit égale et opposée à la résultante des deux autres.
45. Le système des forces F, ne peut, en général, être remplacé par une seule force ; pour qu'il admette une résultante appliquée en un point (^, JK? ^)j il faut que cette résultante soit égale à R et qu'on ait
(i) ^Z~iîY = L, zX — xZ = M, arY — ^X = N;
or ces équations ne sont compatibles que si
(2) LX-hMY-hNZ = o;
cette condition remplie, les équations (1) se réduisent à deux, qui représentent évidemment la ligne d'action HH' de la résultante. Les équations de HH' peuvent se mettre sous une forme symétrique ; multiplions la seconde équation (i) par — Z, la troisième par Y et ajoutons : nous en tirerons, en désignant X^ + Y^ + Z^ par S^,
on en conclut, par raison de symétrie, que les équations de HH' sont de la forme
NY - MZ LZ~NX MX — LY
^ S2 ^ iSi ^ S-^
S est égal à R quand les axes sont rectangulaires.
L'équation (2), quand les axes sont rectangulaires, exprime queR est perpendiculaire à Taxe de G: il estinté-
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ressaut, dit Duhamel, de retrouver la même interprétation en supposant les axes obliques. Prenons sur OY et sur 07 des longueurs OB = N, OC = M : on peut former l'un des couples composants de G, Nsinv, à l'aide d'une force F| égale à l'unité, agissant suivant OX, et d'une force Fa égale, mais de direction opposée, appliquée en B; de même on formera le couple Msînjji à l'aide d'une force F3 égale à i , agissant suivant le prolongement de OX, et d'une force F4 appliquée en C; enfin, j'obtiens le
couple Lsin)< au moyen d'une force F5, égale à ^, agissant en B dans le sens de OY, et d'une force Fo, égale, mais de direction opposée, appliquée enC. Les forces F|, F3 se détruisent; les forces F2 et F5, F4 et F© ont des résultantes p, p' dont le plan est celui du couple G. Or p, appliquée en B, rencontre OX en un point A dont l'abscisse est -|-; le plan ABC a pour équation
-^ -h ^ H- ^ = I, La? -i- M y -h N -5 = MN;
l'équation (2) exprime que R est parallèle à ce plan, c'està-dire perpendiculaire à l'axe de G.
Quand les forces F/ n'ont pas de résultante, les équations (3) représentent l'axe central à condition que les coordonnées soient rectangulaires.
46. Le système des forces F/ peut être remplacé par deux forces P, Q, appelées conjuguées et dont l'une agit suivant une droite choisie à volonté, hormis celles dont la direction est parallèle à R. On étudie aisément les groupes de forces conjuguées en remplaçant d'abord le système des F| par une résultante de translation agissant suivant l'axe central et par le couple correspondant, dont je désignerai le moment par K.
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Étant donnés deux groupes de forces conjuguées P, Q et y, Q', si les forces P, P se rencontrent en un point M, Q et Q' seront dans un plan (x passant en M. En effet, une droite quelconque passant par M et rencontrant Q doit rencontrer Q' puisque, les moments de P, Q et de P' par rapport à cette droite étant nuls, celui de Q' doit aussi être nul : [x est le plan focal de M, M le foyer de (x. Si M se déplace sur une droite, [x tourne autour de la droite conjuguée.
Le tétraèdre qui a pour arêtes opposées deux forces
conjuguées quelconques a un volume constant égal à^RK;
la première partie de cette proposition est un cas particulier du théorème suivant.
47. Théorème de Mœbius. — Étant donnés deux systèmes de forces P<, P2, ..., Pm; Qi, Qa? .-m Q/i équivalents, la somme des volumes des tétraèdres qui ont pour arêtes opposées deux des forces P combinées de toutes les manières possibles est égale à la somme analogue correspondant aux forces Q; le volume du tétraèdre construit sur deux forces sera affecté du signe H- ou du signe — selon que le moment d^une des forces par rapport à la direction de Vautre est positif ou négatif.
Le volume (P, Q) du tétraèdre qui a P et Q pour arêtes opposées est égal au sixième du produit de P et de Q par leur plus courte distance et par le sinus de l'angle de leurs directions, c'est-à-dire au produit
P de ^ par le moment de Q relatif à P. Cela posé, égalons
successivement la somme des moments des forces P et celle des moments des forces Q, par rapport à chacune des m + 71 droites suivant lesquelles agissent les forces P
et les forces Q : il vient
(Pi, Pî)-H(P„ Pa)-+-...-+- (P„ Pm) = (Pi, Ql) 4-...-4- (Pi, Qn)\
(Q«,Pl)-^.-.+ (Q»,P/n) = (Q«,Ql)-h...+ (Q»,Q«-i).
Si l'on ajoute membres à membres ces m -\- n équations, les volumes (P,-, Q/) se détruisent et il reste, en divisant par a,
(Pl,P,)-4-(Pl,P3)-+-...-f-(Pm-l,Pm) = (Ql,Qî)-f-...-+-(Q«-„Qn).
48. Droites en involution de M, Cayley. — Une force P peut, en général, être remplacée par six forces F,, Fj, . . ., Fe qui agissent suivant six droites données et dont, par conséquent, les points d'application et les paramètres directeurs peuvent être considérés comme connus : si Ton exprime que les F,- font équilibre à la force — P, les six équations d'équilibre feront connaître les grandeurs des forces F,, à moins que le déterminant de ces inconnues ne soit nul. Dans ce cas particulier, on peut trouver six forces F|- agissant suivant les droites données et se faisant équilibre ; M. Cayley dit que les droites sont en involution. Lorsque cinq des droites données ont une transversale qui ne rencontre pas la sixième, elles ne peuvent être les droites d'action de six forces en équilibre ; mais si elles ont une transversale commune T, elles sont en involution ; car une force P qui ne rencontre pas T ne saurait être remplacée par six forces agissant suivant les droites données et dont les moments par rapport à T seraient nuls tandis que celui de P ne l'est pas. Cette remarque a été utilisée dans les applications de la Statique à la Géométrie.
49. Equations de V équilibre asiatique. — Dans ce qui va suivre, nous supposerons que les forces F/, appli-
quées à divers points M, d'un solide S, conservent leur direction et leur grandeur lorsqu'on change la position et l'orientation de S; ces systèmes de forces ont été étudiés notamment par Mœbius dans sa Statique et par M. Darboux dans un beau Mémoire sur Y Equilibre astatique : nous allons en établir les propriétés les plus simples. Posons, pour abréger,
2X/=X, 2X|a7/= Xar, SX/^/=Xy, 2X/>S|-=Xx, ...;
nous avons ainsi douze quantités, les U^, qui, pour une orientation déterminée des axes et de S, définissent l'état du solide.
Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que les forces F,- se fassent équilibre dans la position actuelle du solide et dans toutes les positions qu'on peut lui donner, en un mot, pour qu'il y ait équilibre astatique. Il faut d'abord que la résultante de translation R soit nulle
Remplaçons chaque force F/ par ses composantes X/, Y/, Z/ : la somme algébrique des X| étant nulle, quelquesunes de ces forces agissent dans le sens de OX et ont une résultante A appliquée en un point a qui occupe toujours la même position dans S, tandis que les autres, agissant en sens contraire, ont une résultante A' égale à A et appliquée en un point déterminé a' de S. De même, les Y/ peuvent toujours être remplacées par deux forces B, B', égales mais de directions opposées, appliquées en deux points 6, bf de S, les Z/ par deux forces C, C appliquées en des points c, c' de S. Je dis que si les bras du levier aa\ bb\ cd ne sont pas nuls tous les trois, on peut amener S dans une position telle qu'il n'y ait pas équilibre.
Orientons S de manière que ad soit parallèle à OX : les forces A, A' se détruisent. Supposons qu'en même temps les couples BB', CC se fassent équilibre : il faut pour cela que leurs plans aient une direction commune qui sera nécessairement celle de OYZ : hV et cd seront parallèles à ce plan; or, si les axes sont obliques, il suffit de faire tourner S autour de ad pour détruire ce parallélisme et rompre l'équilibre : s'ils sont rectangulaires, nous pouvons rendre hV parallèle à OZ; supposons encore les moments de BB', ce égaux et de signes contraires. Si je fais tourner S de i8o** autour de bb\ aa' sera encore parallèle à OX, le moment de BB' restera le même tandis que celui de CC changera de signe et il n'y aura plus équilibre.
Il faut donc, pour l'équilibre astatique, que aa', bb' ^ cd soient nuls et, par suite, que les X/, les Y/, les Z/ soient séparément en équilibre astatique, et cette condition est suffisante; nous avons vu (n° 18) qu'elle se traduit, outre les équations (i), par les neuf équations
X;c = Xjr = X- = o, Yx = Yjr = Y^ = o, Zjr = Zj, = Z^ = o ;
il y a douze équations pour l'équilibre astatique : il faut et il suffit que, dans une position donnée de S, tous les U^ soient nuls.
50. Plan central : réduction des U^. — Lorsque la résultante de translation R des F, est différente de zéro, on peut orienter les axes coordonnés et S de manière à annuler neuf des sommes U^ par la considération du plan central. Supposons dorénavant les axes rectangulaires et envisageons les composantes Çi des F/ suivant une direction définie par les cosinus directeurs a, P? Y • je dis que, si l'on fait varier la direction a, p, y, le centre C des forces parallèles cp/ restera sur un plan ayant une position déter- De S.-g. — Rec. 5
66 TIECUEIL d'exercices
minée dans S. On a, pour la résultante des cp/,
(2) p=aX-f-pY-+-YZ,
et pour les coordonnées de son point d'application C,
P7i=aX^H-pY^-f-YZjr, pzi = aXj-i- py^ -i- Y^x'
Si nous éliminons a, P, y, p entre les équations (2) et (3), nous aurons l'équation du lieu du point C : elle est évidemment du premier degré et représente un plan qu'on a appelé plan central. Comme d'ailleurs le centre des forces parallèles (fi a toujours la même position dans S, quelle que soit l'orientation du solide, il en sera de même pour le plan central.
Cela posé, et S étant dans une position quelconque, prenons pour origine des coordonnées le centre des forces parallèles cp/ dont la direction est celle de R et pour axe OZ une parallèle à cette même direction : nous pouvons orienter S de manière que le plan central entraîné avec le solide soit perpendiculaire sur OZ et confondu avec OXY; les équations (3) devront nous donner ^, = o pour toutes les valeurs de a, p, y ^t a?, = j^< = o pour a = ^ = o ; il faut pour cela que Z^, Z^, X^, Y^, Z^ soient nuls aussi bien que X et Y. Enfin, en partant de l'orientation particulière que nous leur avons supposée, faisons tourner les axes coordonnés et S autour de OZ, les premiers d'un angle 8, le solide d'un angle 8 — 10 : les composantes de F/ suivant les nouveaux axes OX', OY' seront
Xi=X/cos6-+-Y/sine, Y;= — X/ sin 0 -f- Y/cosO,
et les coordonnées de M/ par rapport aux mêmes axes de-
viendront
x'i= ar/coswH-^/sinu), j^J = — ^/ sin ô -+- ^; cosO.
Nous pouvons former SX^j^i et ^Y\x\ ou X^. et Y^.», et nous trouverons
X>-+- y;» = Çiy— yix) sin(e -f- o)) -f- (Xy-f- Y;p) cos(e 4- 0)), X;— Yx'= (Xx-i- Yy) sm(e - 0)) H- (Xy- Y^:) cos(e - a>).
On peut toujours déterminer 0 et co de manière à annuler les seconds membres et, par suite, Xy et Y'^, : alors, parmi les douze éléments U^, trois seulement, Z, X^?, Y^ sont dififérents de zéro. Nous dirons que S est dans la position réduite : celles de ses droites qui coïncident avec les axes coordonnés seront les axes centraux, les sections faites par les plans des yx et des zx sont les sections centrales.
51. Théorème de Minding, — Lorsque la résultante de translation R est différente de zéro, S ne peut être en équilibre, mais il y a une infinité de manières de Torienter de telle sorte que les F/ aient une résultante* Supposons que S soit d'abord dans la position réduite et faisons-le tourner de manière que les axes centraux O^, Oy^ Oz fassent avec leurs directions primitives OXYZ des angles dontles cosinus soient a, a', a^'pour 0:r, 6, 6', 6"pourOj^, c, c'y c" pour O^; mais rapportons toujours tout aux axes centraux. Dans la position réduite, trois des quantités Up étaient différentes de zéro, Z = R, X^r et Y^, dont je désigne les valeurs par )<R et (jlR. On trouve facilement que, après le déplacement attribué à S, on a
X = cR, Y = c'R, Z = c'R, L = Zj.-Yz=6VR, M = -a''XR, N = (a'X — djx^R.
La condition LX -|- MY + NZ == o pour que les F/ admettent une résultante donne, en divisant par R*,
(4) cb''[t.^c'a''l = c'(6(JL — a'X),
ou, en invoquant des relations connues entre les neuf cosinus,
Puisque, aux six relations générales qui lient les neuf cosinus, nous n'avons à ajouter qu'une relation particulière, il y a une double infinité de positions de S pour lesquelles les F,- ont une résultante. Les droites d'action HH' de ces résultantes dépendent de deux paramètres arbitraires et l'on ne doit pas croire, a prioriy que leurs traces sur les plans des sections centrales forment un lieu déterminé : c'est pourtant ce qui a lieu et qui rend plus remarquable le théorème que nous allons établir. En prenant les deux premières équations du groupe (i), n® 45, nous aurons, comme équations de HH',
La trace de cette droite sur le plan O yz a pour coordonnées
,«. ch' Si. — c' a'X a"!
•^ ce c
Si l'on tient compte de l'équation (4), on a
bu. — a'X
mais si , dans cette expression , on remplace tour à tour }^ et [x par leur valeur tirée de la relation (5), on
en tire
et, en combinant avec la valeur (6) de z, on a
donc les droites HH' coupent le plan 0^2 aux divers points de la conique représentée par l'équation précédente ; on trouve de même que le lieu de leurs traces sur O xz est la conique
tandis que la trace sur Oxy peut être en un point quelconque de ce plan . En résumé, on a le théorème de Minding :
On peut donner à S une infinité d' orientations telles que les F/ aient une résultante ; ces disperses résultantes rencontrent les plans des sections centrales l'un suivant une ellipse, l'autre suivant une hyperbole, les foyers de Vune étant les sommets de Vautre; enfin par chaque point de Vune des coniques passent une infinité de résultantes qui rencontrent Vautre conique et forment, comme on le sait, les génératrices d'un cône droit,
52. Quand la résultante de translation des F,- est nulle, lin y a plus de plan central ; mais on peut encore orienter S 6t les axes coordonnés de manière à annuler neuf des sommes U^. D'abord X, Y, Z sont toujours nulles ; d'autre part, en un point quelconque O de S, que je prends provisoirement comme origine, j'applique une force P analogue aux F,- et je considère le système formé de P et des composantes des F, suivant la direction de P ; soit CV le centre de ces forces parallèles ; on peut choisir la direction ûe P de manière que 00' lui soit parallèle. Les équa-
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lions (3), n® 50, montrent qu'il suffît pour cela de satisfaire à deux équations de la forme
or, si l'on cherche à déterminer la valeur commune de ces fractions, on voit qu'elle dépend d'une équation du troisième degré : donc le problème est toujours possible.
Cela posé, si aux forces F/ nous adjoignons P, nous avons un système dont la résultante de translation n'est plus nulle, mais égale à P : en rapportant S aux axes centraux correspondants, O'x, O' y, 0'.s, les sommes de la forme X^, X^, Yx, Y^, Z^?, Z^, Z^ sont nulles; mais tous les termes qui y figurent proviennent exclusivement des F|, sauf 00' X P qui entre dans Z^ ; les six premières sommes peuvent être regardées comme se rapportant aux F, et, dans la position réduite que nous avons déterminée, les U,, sont nuls à l'exception de X^, Y^, Z^. Les moments des couples L, M, N sont aussi nuls, et S est en équilibre : on aura trois autres positions d'équilibre en le faisant tourner de i8o° autour de O'^r, de O' y ou de O' z\ mais on démontre qu'il n'y en a pas d'autre si X^, Y^, Z^ ont des valeurs différentes.
Équilibre d'un seul solide.
53. Conditions d'équilibre d'une barre pesante el homogène dont les extrémités reposent sur deux plam inclinés parfaitement polis qui font avec V horizon des angles a, p.
Je dis que l'intersection des plans donnés doit être horizontale , et la barre dans un plan perpendiculaire à cette intersection. La barre n'étant sollicitée que par son poids P et par les réactions normales N, N' des deux plans, ces trois
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forces doivent être dans un même plan V : ce plan est vertical, puisqu'il contient P; contenant des normales à chacun des plans donnés, il est normal à leur intersection, qui est par suite horizontale; enfin, la barre ayant ses extrémités dans ce plan, y est tout entière. Soient donc {Jig' 3)
Fig. 3.
OA, OB les droites suivant lesquelles le plan V coupe les deux plans donnés, AB la barre, x son angle avec l'horizon ; les réactions normales N, N' s'exercent suivant AC, BC, et leur point de concours doit être sur la verticale du milieu de AB. On a
CMsinCAM CM _ sinCBM AM "" sin ACM ' BM "" sin BGM *
Mais
AM = BM, ACM = a, GAM = - — a - a?,
donc
où
MCB = p, GBM = --?-4-ip;
Q,o^{aL -h a?) _ cos (j3 — ar) sina ~" sinp ^
tanga? = -(cota — cotp).
Od calculera les pressions N, N' dont la résultante est
égale et opposée à P :
sinBGM sinACM sinACB
P sina
sin(a-i- P) sin(a-i- p)
On aurait pu aussi égaler à zéro la somme des projections des forces N, N', P sur une horizontale et une verticale et celle de leurs moments par rapport à un point de la barre j j'emploie cette méthode dans l'exercice suivant.
o4. Une barre pesante et homogène AB est articulée en A à une charnière qui lui permet de se mouvoir dans un plan vertical; à Vautre extrémité B agit une force Q faisant avec la direction AB un angle donné a ; quel doit être le rapport entre Q et le poids V pour que la barre soit en équilibre et fasse avec V horizon V angle 9? Pression sur la charnière.
Soient X, Y les composantes horizontale et verticale de l'action exercée par la charnière, 2 a la longueur de la barre. Projetons sur une horizontale et sur une verticale les forces qui sollicitent AB :
X 4- Q cos(e -4- a) = o, Y — P -H Q sin(0 + a) = o.
Égalons à zéro les sommes des moments par rapport au point A :
2aQ sina — ûP cosô = o.
Des trois équations obtenues résulte la solution du problème et la discussion en est fort simple.
55. Condition d'équilibre d'une planche elliptique homogène maintenue dans un plan vertical et reposant sur deux chevilles G, H situées à la même hauteur.
Il y a avantage à exprimer que les trois forces qui solli-
citent le solide sont concourantes ; les réactions des appuis s'e:xercent suivant les normales en G et H à l'ellipse, le poids est vertical et agit au centre. Il faut donc que la droite qui va du centre au point de concours des normales en G, H soit perpendiculaire à GH. Prenons pour axes coordonnés les axes de PelHpse, de longueurs 2 a et 26, et soient :r<, yi, X2^ y^ les coordonnées de G et H. Les normales en ces points ont pour équations
a>xy^ — h'^ yxx — (a* — h^^X\y\=. o, a'arj'j — ^^ yx^ — (a* — h'^^x^y^^= o.
Formons une combinaison ne renfermant plus de termes constants, nous aurons l'équation de la droite qui va du centre au point de concours des normales :
La condition pour qu'elle soit perpendiculaire à GH est
(iFi — iF,)(7i--7î)(«*Ji7i^- h^x\Xi) = o.
Il peut j avoir trois sortes de positions d'équilibre ; si l'on faitiCi — :r2= o, le petit axe est parallèle à GH; ce sera le grand axe siy^ — J^a= o î enfin, en annulant le troisième facteur, on a
Zi Z? =__È!.
Xi x% a*'
c est dire que G et H sont aux extrémités de deux diaïnètres conjugués. La possibilité de chacune de ces solutions dépend de la longueur 2 e de GH : la première exige ^ < 6, la deuxième e <Cci\ pour la troisième, il faut que 2.e
sou compris entre a y/2 et BsJt.^ distances minimum et maximum des extrémités de deux diamètres conjugués. Il peut y avoir quatre positions d'équilibre distinctes.
56. Déterminer quatre forces P, Q, R, S agissant à chacun des sommets d^un tétraèdre perpendiculairement à la face opposée de façon qu 'elles se fassent équilibre.
Soient a, 6, c, d les aires des faces du tétraèdre ABCD; chacune est égale à la somme des projections des autres sur elle-même :
a — b cos CD — - c cos DB — d cos BG = o,
b — ccosDA — G?cosAG — a cos CD = o,
1 c — G?cosAB — acosBD — 6cosDA = o, \ d — a cos BG — b cos GA — c cos AB = o.
Projetons les forces P, Q, R, S sur chacune d'elles successivement, et observons que Fangle de deux d'entre elles est supplémentaire du dièdre formé par les plans auxquels elles sont perpendiculaires ; nous aurons quatre équations ne différant des précédentes que par le changement de a en P, 6 en Q, ... ; on en conclut
Chaque force doît être proportionnelle à l'aire de la face à laquelle elle est normale.
Pour que l'équilibre soit assuré, il faut encore prouver que la somme des moments des forces par rapport à trois droites formant trièdre est nulle. Considérons l'une des arêtes du trièdre A, AB par exemple. Les moments de P et de Q sont nuls; soit R =)vC : pour évaluer son moment par rapport à AB, j'abaisse CH perpendiculaire sur le plan ABD, et dans ce plan HI perpendiculaire à AB ; le moment de R est }^c x HI; mais, V étant le volume du tétraèdre,
c= pjt; le moment devient -^^ HI = 3V)<cotAB. On
verra que le moment de S est le même en valeur absolue.
mais de signe contraire. La somme des moments des forces par rapport à AB, AC, AD sera également nulle.
Remarques, — Puisque quatre forces dirigées suivant les hauteurs d'un tétraèdre peuvent se faire équilibre, ces hauteurs sont sur un hyperboloïde .
Le déterminant des équations (i) égalé à zéro donne la relation qui lie les six dièdres d'un tétraèdre.
Ëquilibre de plusieurs corps.
57. Une enveloppe sphérique homogène, de centre G et de poids P, est placée sur un plan incliné qu'elle touche en A, et renferme à son intérieur un petit corps M de poids Q, qui est attiré vers un point O du plan incliné avec une intensité proportionnelle à la distance; position d'équilibre du système.
Je dis d'abord que G et M sont dans le plan vertical qui contient la ligne de plus grande pente du point O ; car supposons M lié invariablement à la surface sphérique : l'équilibre ne sera pas troublé. Or le système sera en équilibre sous l'action de trois forces, l'attraction de O qui s'exerce suivant OM, la résultante verticale de P et de Q, enfin la réaction normale du plan en A : ces trois forces sont donc dans un plan qui est vertical et contient la droite OM ainsi que la normale AG au plan donné ; OA est donc une I^gnede plus grande pente de ce dernier plan.
Soient maintenant OA =^, AGM = 0, N la réaction du point M sur la sphère; les coordonnées du point M par rapport à OA et à une perpendiculaire en O sont
X — Rsinô et R(i — cosô);
les composantes de l'attraction de O sont de la forme — \[x — Rsinô), — XR(i — cosO); on a pour l'équilibre
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de M, en désignant par a l'angle du plan donné avec l'ho-
rizon,
— X(a? — Rsinô)-t- Q sina H- N sin6 = o,
— XR(i — cos6) — Qcosa H-Ncos6 = o.
Là sphère est sollicitée par trois forces, N, P et la réaction en A, qui se coupent en C] projetons sur OA :
P sin a — N sin 6 = o.
Éliminons N entre cette équation et chacune des deux premières :
(P 4- Q) sina — X(a: — R sinO) = o, P sinacosO -\- Qsinô cosa — XR(i — cosO)sinO = o.
La première relation donne x quand on connaît 0, et cet angle est déterminé par la dernière ; prenant pour inconnue
tang - 6 = a, elle devient
P sin a M* -f- 2(2XR-t-Qcosa)M3-4- aQ cosa m — P sina= o.
Cette équation et sa transformée en — u ont chacune une variation; il y a précisément une racine positive et une négative, et la substitution de i et de — i montre que la première racine est entre zéro et i, la seconde entre — i et — 00 ; il y a deux positions d'équilibre: pour l'une 0 est <; 90°, pour l'autre, il est entre 180 et 270 degrés. Si P est beaucoup plus grand que Q, u se rapproche de i et de — 1 , 0 de 90 ou de 270 degrés.
58. Une tige AB^ de poids P, est mobile autour de son extrémité A, et soutenue à Vautre par un fil de masse négligeable et de longueur l; ce fil passe sur deux très petites poulies C et D, la première située verticalement au-dessus du point A, et se termine en H oà il soutient l'extrémité d'une chaîne pesante, de longueur \parfaU
tentent flexible, et dont Vautre extrémité est attachée en un point fixe E sur la verticale de la poulie D. On donne la distance AG =^h du point A au centre de gravité de la barre AB, le poids q de V unité de longueur de la chaîne EH, et Von demande la position d'' équilibre du système, (Agrégation, 1871.)
Soit I l'extrémité inférieure de la chaîne ; la longueur HI que le fil doit supporter s'obtient en évaluant de deux manières la longueur DI :
DI = DH-f-m=DE-f->— HI, HI=i(DE-h^ — DU),
et la tension du fil sera T = i ^ (DE -^ X — DH). Le fil
devant tenir la barre AB en équilibre, le moment de sa tension par rapport à A est égal au moment du poids de AB ^
T X AC sin ACB = P^ sinCAB.
Mais, dans le triangle ABC,
sinCAB CB ^ _ P/iCB
= 7— -, donc T =
sin ACB AB' ABXAC
D'ailleurs BC = / — DC — DH; donc on a, en reprenant la première valeur de T,
l5(DE4-X-DH) = ^(/-DC-DH).
d'où
_.„ 2PA{/— CD)— <7AB.AC(DE + 1) Lm z= --— ^ •
P^ — <7AB.AC
La valeur de DH donnera la forme du système. Pour que le problème soit possible, il faut que DH soit positif et inférieur à DE 4- ^, et aussi à / — CD — ( AC — AB) , en prenant pour cette parenthèse sa valeur absolue. Un cas re-
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marquable est celui où Ton a
2PA = çr AB.AC, /— CD = DE -f- X;
DH est de la forme -> c'est-à-dire que le système sera en
équilibre pour toutes les inclinaisons de la droite AB. On trouve là le principe d'un système de ponts-levis, dits à contre-poids variable, dû au général Poncelet.
59. Trois sphères égales, de poids P, de rayon a, sont attachées à un point fixe O par des fils de longueur l — a; sur ces trois sphères, on en pose une autre de poids Q et de rayon b ; déterminer les conditions rf'equilibre du système en supposant les centres des trois premières sphères dans un plan horizontal.
Soient A, A', A'' les centres des sphères de rayon a, Ble centre de la quatrième ; il peut arriver que les sphères A, A', A" se touchent, et que chacune soit en équilibre sous l'action de son poids, du fil qui la soutient, de la pression N exercée par les deux sphères de même espèce et la pression Ni de la sphère B ; ou bien les sphères A, A', A'^ ne se touchent pas et les forces N n'existent plus.
Soient, dans le premier cas, a et |3 les angles de OA et de BA avec la verticale; les points A, A', A" forment un
triangle équilatéral dont le rayon est -y-; on a
2a . f. ia
sina= — — , sinp =
Les pressions exercées par A' et A" sur A se composent en
une force N y/3, horizontale, passant au centre A et située dans le plan AOB; pour l'équilibre de A, il faut que la somme des forces qui le sollicitent, estimées suivant une
perpendiculaire à OA dans le plan AOB, soit nulle :
P sina — Ni sin(P — a) — N /S cosa = o.
La condition d'équilibre de B s'obtient en projetant les forces quile sollicitent sur une verticale: Q — 3N| cos(3=o. Substituons Ni dans la relation précédente :
_ . Q sin(B — a) _, /^
P sin a — ^ — ^-î— s — - — N v' 3 cos a = o. 3 cos p
Pour que l'équilibre soit possible dans les conditions supposées, il faut que Nsoit positif, ce qui donne
3P sinacosp — Q(sinp cosa — cosp sina) > o, OU
a+6 doit êlre <! / pour que a soit < p, mais il doit
être > -— • sinon la sphère B passerait entre les sphères
A, A', A'', et ne pourrait être soutenue. La seule condition pour que l'inégalité (i) soit satisfaite est que Q sou inférieur à la valeur positive qui annule le premier membre.
Nous avons, bien entendu, supposé les trois fils rectil'gnes, sans tenir compte des difficultés qu'entraînerait le ftil de leur rencontre avec la sphère B.
Supposons que les sphères A ne se touchent pas, et soit 2^ la distance de leurs surfaces, en sorte que les côtés du triangle AA'A'' soient i{a-\-x)\ les formules trouvées pour le premier cas se modifient d'une façon très simple ;
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on trouvera
sina=-^^ 7^—^? sinp = 7^»
^ . Q sin(B — a) ., ., Q
Psina— -^ — ^ Q ^ = o, N = o, Ni= _ ^ q> 3 cos p 3 cos p
On en lire
(a-+-a?)2= -(a-h6)2 — v / nl .
4' ' 4 3P2-h2PQ
On reconnaît que, P étant constant, a -{- x diminue quand Q augmente; pour Q = o, on a
a-+-a? = — (« -h 6), d'où 3=-: 2 ^2
B est dans le plan A A' A'', Q pourra augmenter jusqu'à ce qu'on trouve x = o, et alors il a précisément la plus grande valeur qui satisfait à l'inégalité (1)5 quand Q est inférieur à cette limite, il y a deux figures d'équilibre; au delà, il n'y en a plus.
60. Un segment de paraboloïde de révolution dont Vaxe est vertical et le sommet O en bas repose sur deux plans également inclinés, qui le tiennent en équilibre; si on le suppose partagé en deux moitiés par le plan vertical qui contient V intersection des deux plans fixes, quelle hauteur maximum peut-on donner au segment sans que les deux parties se séparent? (Walton).
Soient A le point où l'axe du paraboloïde coupe, à angle droit, la base du segment ; OA = A ; C, C les points
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de contact avec les deux plans ; i Tinclinaison de chacun de ces plans ; je prends OA pour axe des z, le plan de séparation des demi-segments pour plan des^;:, et une perpendiculaire en O pour axe des x. Le centre de gravité du volume OAC est situé dans le plan ZOX, et l'on obtient son abscisse en décomposant le volume en tranches parallèles à ZOY ; on trouve aisément
ari =
Tzh^p
f y^ph-x^(h-^)xdx=^sf^.
Les coordonnées du point de contact C sont/? tang/, zéro -jotang^t; la réaction normale du plan rencontre la vcrticale du centre de gravité en un point H dont le z est
z' = -/? tang*i — {xi — p tangi) coli = - pii-^ tang* i) V - Jiph cot i.
Les deux segments exercent l'un contre l'autre une pression qui est nécessairement horizontale, et dont le point d'application est entre O et A ; la pression exercée sur l'un des solides doit faire équilibre à son poids et à la réaction du plan sur lequel il s'appuie 5 ces deux dernières forces ont une résultante qui passe en H, et qui, pour une valeur convenable de la réaction du plan, est horizontale; «lais, pour qu'elle puisse détruire l'action du second solide, il faut que z^ soit >> o :
— < -^ (2 tangn- tang»0-
On a ainsi la hauteur maximum compatible avec TéquU ^'bre : on aurait la hauteur minimum en exprimant que z' est < h.
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61. Déterminer la forme d^ équilibre d^ un polygone plan ABCDEF dont chaque côté est sollicité par une force qui liii est perpendiculaire j appliquée en son milieu et proportionnelle à sa longueur.
Cette question, résolue par Fuss [Mémoires de V Académie de Saint-Pétersbourg, 1817), peut être traitée simplement en partant de ce théorème que, si trois forces se font équilibre, elles sont concourantes et dans le même plan. Le côté AB est en équilibre sous l'action de la force XAB qui lui est normale, et des deux réactions R, R' exercées par les côtés voisins AF, BG; ces deux forces doivent concourir en un point I sur la perpendiculaire au milieu
M de AB; AIB est isoscèle, et R = R'=: ^:^^, - Or ' ' 2SiniBA
élevons en B une perpendiculaire à IB qui rencontre IM en O ; on voit que R = XBO, BO = y' Pour une raison analogue, la perpendiculaire au milieu de BC coupe BO en O', tel que )wBO'= R; donc BO = BO', et les droites menées par les sommets perpendiculairement aux réactions mutuelles des côtés qui y aboutissent concourent en un point O équidistant des sommets. Le polygone ABCD... est inscrit dans un cercle, et les réactions des côtés les uns sur les autres sont égales et tangentes au cercle.
Imaginons un vase dont les faces latérales soient des rectangles articulés suivant leurs droites d'intersection supposées verticales, et dont le fond soit formé d'une membrane extensible; si Ton verse un liquide dans le vase, chaque face latérale éprouvera une pression normale proportionnelle à son aire, et la section droite sera un polygone inscrîptible dans un cercle.
62. On donne dans un plan vertical un assemblage A^CDE formé de quatre barres égales, pesantes et homo-
gènes, articulées entre elles en BCD; les extrémités A et E sont attachées par des charnières à deux points fixes d^une horizontale; on demande la forme d^ équilibre* (Couplet, Des charpentes,)
Comme le poids P de chaque barre peut être remplacé par deux poids \ P appliqués à ses extrémités, le polygone ABCDE est dans les mêmes conditions que si des forces verticales P étaient appliquées à ses sommets mobiles et je puis suivre la méthode de Varignon pour l'équilibre du polygone funiculaire : je mène par un point O {Jig* 4)
Fiff. 4.
une droite 06 parallèle au côté AB du comble et proportionnelle à la pression qui s'exerce sur chaque seiction droite de cette barre; puis, par le point 6, une verticale bc proportionnelle à P: Oc représentera en grandeur et en direction la pression du côté BC ; de même, si cd=:de=^ P, Orf, Oe seront parallèles à CD et DE. Cela posé, je dis que Oc et Orf font des angles égaux avec l'horizontale OH ; car, si l'on avait c OH > HOrf, on aurait aussi 60H > HOe; la projection de ABC sur une verticale serait plus grande que celle de CDE, et A et B ne seraient pas sur une même horizontale.
Alors 6H = 3cH; si donc a et (3 sont les angles de AB
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et de BC avec riiorizon, on aura
tanga = 3 tangp.
Il suffit d'écrire que AE est égale à la projection du polygone sur rUorizon pour avoir une seconde équation entre a et|3
/=^(cosa -h cosp).
Posons tangP = x^ et éliminons a :
Quand x croît de zéro à oo , le premier membre décroît de 2 à zéro •, il y a donc une et une seule solution quand l'écart AE est moindre que deux fois la longueur d'une barre.
63. Position d'équilibre de deux poids égaux assujettis à rester* sur une parabole dont l'axe est vertical, et se repoussant as^ec une intensité inv^ersement proportionnelle à leur distance.
Soient A, B les deux points, x^ y^ ^\j' leurs coordonnées, •:!:*= ipy Téquation de la parabole. En écrivant pour les deux points la condition X dx-^ Y ^ = o, on trouve deux équations de la forme
(^~^'>+(r-.rT -^^^'-^•
Remplaçons j"^ etj^' par — ? — j et débarrassons les frac-
lions du facteur x — x^ qui ne peut être nul; il vient ^^^ ^x-^x')\^p^^^x-^x'f\ - ^^ - ^»
2 Ip'^-^X'{X-\'X') , _
Retranchons la première de la seconde, et simplifions encore la fraction : il vient
On a d'abord la solution x' =i — x^ et, en substituant dans l'une des équations (i), on trouve
=-'=Vé-
Pour obtenir une autre solution, on divise l'équation (2) par X + ^', et l'on en tire
cela posé, ajoutons les équations (i) après avoir multiplié la première par x\ la seconde par x\ on en déduit
xx' = — 2/?*;
on connaît la somme et le produit de x et de x' , Cette seconde solution est réelle toutes les fois que \k^ — igp^o.
Équilibre en tenant compte du frottement.
64. Une tige pesante OA, parfaitement mobile autour de V extrémité O, s^ appuie en K contre un plan vertical dépoli; déterminer la position de la barre quand elle est sur le point de glisser.
Soient a la longueur de OA, 0 son angle avec la perpendiculaire OP abaissée sur le plan fixe, i( l'angle du plan
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AOP avec l'horizon, N la pression normale, /N la force de frottement dirigée suivant la tangente en A au cercle que A peut décrire sur le plan fixe. Prenons pour axe des z la verticale de O, pour axes des x OP, pour axe des y une perpendiculaire aux deux premières ; les coordonnées de A sont a cosO, a sinô cos^j/, a sinô sin<]> ; les composantes de la force de frottement X = o, Y = — /N sin <{;, Z = /N cos <{;. Nous n'avons qu'à égaler à zéro la somme des moments par rapport à OZ :
— a/Nsinij; cos6 -H aN sin6 cosi}» = o, tangij; = — tangÔ;
il j a toujours une solution indépendante de la longueur* de la barre.
6S. Une tige homogène AB peut tourner dans un plan vertical autour de son milieu C, et porte à une de ses extrémités B un poids Q ; une autre tige OE, mobile autour d^une de ses extrémités O, appuie sur V extrémité A de la première tige; le point O est situé verticalement au-dessus de C à une distance
C0 = GA = a;
déterminer la position du système quand le point A est près de glisser sur OE, en remontant vers O ou dans le sens opposé.
Le poids P de OE peut être considéré comme appliqué en son centre de gravité à une distance A de O. Soient a l'angle COE = CAO, / le coefficient de frottement quand le point A sera près de glisser vers E, la barre AB éprouvera en A une action N normale à OE, faisant avec
AB l'angle a, et une action ^N faisant l'angle a en
dessus; prenons par rapport à C, les moments des forces qui sollicitent AB :
Q sin 2 a — N cosa4-/N sin a = o.
Prenons par rapport à O les moments des forces qui agissent sur OE :
2 N a cos a — P A sin a = o.
Éliminant N :
sina[4aQcos*a — PA(cosa — /sina)] = o.
On a la solution évidente a = o et une autre qui dépend d'une équation du quatrième degré. Quand le glissement doit se faire vers AO, on change y en — /.
66. Une tige pesante et homogène AB s ^appuie par son extrémité A sur une horizontale XX' et touche en un point variable M une courbe située dans le plan vertical qui contient V horizontale donnée; les coefficients de frottement sur cette droite et sur la courbe sont égaux. Déterminer la courbe de manière que, dans toutes ses positions, AB soit sur le point de glisser.
Prenons pour origine un point O de l'horizontale XX', que nous choisirons plus tard, et désignons par 2a la longueur de AB, par P son poids, a son inclinaison sur OX, N et N' les réactions normales en A et M, © l'angle de frottement. Projetons les forces sur une horizontale, une verticale, et prenons les moments par rapport à A ;
/N = N'(sina — /cosa), P = N 4- N'(cosa -h/sina),
aP cosa = —. — , sina
Y étant l'ordonnée de M. On tire de ces équations
_„ Psin9cosco _. Pcos<psin(a — o)
sina sina
y = —. sin*a cosa.
•^ sinacp
Cette dernière équation détermine la courbe cherchée;
mais, pour la construire, il est commode d'exprimer x etj^ en fonction de a, et de faire varier ce paramètre au lieu de l'éliminer. En posant 2a = /isin2cp, on trouve
y = n sin* a cos a, cÇ^ = n( 3 cos* a — i) sin a t/a, dx = dycotoL = /i(3 cos* a — i)cosaé/a, a? = (2 — sin^a)/! sin a,
^ s'annulant avec a. La courbe est symétrique par rapport aux deux axes, parce que, si l'on change a en — ol^ y ne change pas, et x se change en — a:; si l'on remplace a par 71 — a, c'est X qui ne change pas. Il suffit donc de faire
varier a de zéro à -; quanda variedezéroàai = arccos —^, X ely augmentent tous deux en partant de zéro, pour atteindre, le premier la valeur | ^ i/ô> l'autre ^ n K/ \ • En
ce point, il y a rebroussement, et quand a varie depuis la valeur ol^ (54° 44') jusqu'à 90 degrés, x ely diminuent, le premier jusqu'à /i, le second jusqu'à zéro.
Les équations d'équilibre ont été écrites en supposant a compris entre zéro et 90® : la partie correspondante de la courbe répond seule à la question, et encore a doit-il surpasser (p et ai pour que N soit positive et que AB repose réellement sur la courbe .
Quand (p varie, on obtient des courbes homothétiques : l'équation de l'une d'elles serait, en coordonnées polaires,
r* — (36cos*ô — 27COS*e — 8)/iV»-+-i6n*sin20 = o.
67. Quels doivent être les coefficients de frottement du fer sur le fer et sur le sol pour que quatre boulets sphériques égaux, disposés en pile triangulaire y soient sur le point de glisser?
Soient P le poids commun des quatre sphères, O le centre d'une des trois sphères inférieures, O' celui de la sphère supérieure; la droite 00' fait avec l'horizon un
ancle a dont le cosinus est -— ; soient encore N et T les
composantes, normale et tangentielle, de la réaction que le sol exerce sur la sphère O ; N', T' les composantes de la réaction exercée parla sphère O', ZO' la verticale dupoin» O'- Par raison de symétrie, c'est dans le plan 00' Z que tendent à se déplacer les points de contact de la sphère O avec le sol et avec O'; c'est donc dans ce plan qu'agiront les forces T, T', toutes deux étant évidemment dirigées du côlédeO'Z. Les forces qui sollicitent la sphère O étant contenues dans le plan 00' Z, trois équations sont nécessaires et suffisantes pour qu'elles se fassent équilibre :
T + T' sinod^ N' cosa, N = P -h N' sina -+- T' cosa, T = T'.
I Pour que O' soit en équilibre, il suffit d'exprimer que la
j* somme des projections vecticales des forces qui agissent [ surcette sphère est nulle, les autres conditions étant d'elles-
mêmes satisfaites :
3N' sina -+- 3T' cosa — P = o.
Des équations précédentes on tire
3 3 3 i-H sina 3
Pour que T et T' puissent prendre ces valeurs, il faut que le coefficient de frottement du fer sur le fer ou du fer
sur le sol soient au moins égaux à :j^, et à :j^ > c'est-à-dire à
V^ — v/2 et à - — Y^' On a négligé la résistance au roulement.
68. Formule de M. Kurtis. — Pour qu'un solide soit en équilibre sous l'action d'une force donnée et de deux réactions de grandeur inconnue, il faut et il suffit que les trois forces soient dans un même plan et concourantes, les
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grandeurs des réactions pouvant toujours . être prises de telle sorte que leur résultante soit égale et opposée à la force connue. Soient A le point de concours des trois forces, B, G les points où sont appliquées les réactions, D le point où la ligne d'action de la force donnée va rencontrer BC; M. Rurtis a signalé, dans le Cambridge Messenger of Mathematics , une relation qui suffit souvent pour trouver la position d'équilibre du solide. On a
BDsinB _ GDsinC^ sin BAD "" siiTCÂU '
si Ton remplace sin B et sin G par sin(ADB -j- BAD) et par sin(ADB — DAG), on déduit de là
, ^„ DG cotCAD — DB cotBAD (i) cot ADB = g^ —
Si l'on remplace au contraire sin BAD et sinGAD par sin(B -f- ADB) et par sin(ADB — G), on trouve
,^„ DBcotC — CDcotB cot ADB = r^
Je citerai seulement l'application de la formule (i) au calcul de l'angle a que doit faire avec l'horizon, sur le point de glisser, une échelle BG appuyée en B contre un mur vertical et reposant, en G, sur un sol horizontal ; les angles de frottement sont (p et (p', et l'on suppose l'échelle perpendiculaire à la trace horizontale du mur sur lequel elle s'appuie. Le point D doit coïncider avec le centre de gravité de l'échelle, et l'équation (i) devient
DGcotç'—DB tanffo
SUR LA MÉCÂIflQUE RATIOITSEXLE. QI
i. Position d*équilibre d*une barre pesante et homogène s*appayant, d'un bout, sur la surface interne d'un hémisphère fi\e, de l'autre contre un plan vertical. Si a, 0 sont les inclinaisons de la barre et du rayon allant au point d'appui,
tangO = 2tangs, aacosa = rf-h Rcos6.
2. Une planche très mince, homogène, rectangulaire, peut tourner autour d'un de ses côtés AB qui fait l'angle a avec la verticale : calculer la force Q qui doit agir normalement sur la planche à la distance / de AB pour que son plan fasse l'angle ^ avec le plan vertical mené par AB.
/Q= aPsinasin^, P poids de la planche, aa sa largeur.
3. Composer les forces représentées parles côtés d'un polygone fermé.
Elles forment un couple dont la projection sur un plan quelconque est égale au double de l'aire de la projection du polygone sur ce plan.
4. Montrer que quatre forces qui se font équilibre sont dirigées suivant quatre génératrices d'une surface du second ordre; réciproquement, suivant quatre génératrices d'un même système d'un hyperboloïde ou d'un paraboloïde, on peut faire agir quatre forces qui se feront équilibre.
Voir une Note de. M. Darboux au Cours de Despeyrous.
5. Condition pour que trois forces P, Q, R agissant suivant des arêtes d'un parallélépipède non situées deux à deux, dans le même plan aient une résultante : ligne d'action de cette résultante. (Gilbert.)
Je représente les arêtes considérées par les équations
s'il existe une résultante appliquée en (a?, jTj z), on aura ^__.Q^ = 6R-f-cQ, P>5 — Ra7 = cP-i-aR, Qa? — Pj^ = aQ -+- ôP
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équations compatibles si
bcP ■+- caQ 4- aôR = 0.
6. Une barre pesante et homogène, de longueur 2a, est supportée par une cheville horizontale G tandis qu'une de ses extrémités s'appuie contre un mur vertical : calculer Finclinaison a de la barre quand elle est en équilibre, ainsi que les réactions N, N' du mur et de G.
c étant la distance de G au mur, on trouve
cos3a = -, N = Ptanga, N'=-
a cosa
7. En divers points d'un solide qui ne peut que tourner autour d'un axe fixe OZ, sont appliquées des forces de grandeur et de direction invariables : montrer qu'il y a deux positions d'équilibre (Gaen, 1879).
Soient x, y^ z les coordonnées initiales du point auquel est appliquée la force X, Y, Z, cp l'angle dont le solide a tourné à partir de sa première position : l'équation d'équilibre peut s'écrire
coscp 2(a7Y — ^X) — sincp S(iFX-i-j'Y) = o;
on reconnaît les deux positions d'équilibre, et on voit tout de suite que l'une est stable, l'autre instable.
8. Position d'équilibre de deux sphères pesantes, respectivement tangentes à deux plans inclinés et tangentes l'une à l'autre. (Walton. )
Les centres 0, O' sont dans un plan vertical perpendiculaire à l'intersection des deux plans : on égale à zéro la somme des projections des forces qui sollicitent chaque sphère sur la ligne de pente du plan qui la supporte : 6 étant l'angle de 00' avec l'horizon,
. P'cota— Pcota' tangO= p— p^
9. Une tige homogène de longueur ia, de poids P, s'appuie contre la surface interne et sur le bord d'un cylindre creux qui repose sur un plan horizontal : quel est le poids minimum M du cylindre qui permette l'équilibre du système?
On trouve
2R<a, et M
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. qS
10. Une sphère, posée sur un plan horizontal, est attachée par un fil à un point O de ce plan; en O s'articule une tige pesante qui appuie sur la sphère en un point situé dans le plan vertical qui passe par le centre et par le point O : calculer la tension T du fil.
On connaît les distances a, c du point O au centre de gravité de la barre et au centre de la sphère; P étant le poids de la barre,
11. Une tige horizontale BGD porte un poids P à son extrémité D et s'articule à l'autre extrémité en un point B d'une verticale OZ : la tige est soutenue en G par une barre oblique AC, dont l'extrémité A est fixée en un point de OZ : déterminer les réactions mutuelles des diverses barres en négligeant les poids de ces barres elles-mêmes.
Il suffit d'écrire les équations d'équilibre de BD et de AC.
12. Une tige pesante et homogène AB s'appuie en A sur une horizontale dépolie OX et en B sur une courbe parfaitement polie située dans le plan vertical qui passe par OX : déterminer la courbe de manière que AB, dans toutes les positions qu'elle peut prendre, soit sur le point de glisser.
a étant la longueur de la droite, cp l'angle de frottement, la droite doit s'appuyer sur la partie concave de l'ellipse
4^* -h (a? — j^cotcp)2 = 4a';
l'arc utile de cette courbe est situé au-dessus de OX et limité au point où la tangente fait avec OX l'angle iz — cp.
13. Une barre homogène de longueur a, de poids P, s'appuie par une de ses extrémités A contre un mur vertical dépoli ; l'autre extrémité B est reliée, à l'aide d'un fil de longueur /, à un point fixe 0 situé verticalement au-dessus du point A : calculer l'angle 6 que fait AB avec la verticale quand elle est sur le point de glisser.
L'angle w du fil OB avec la verticale est donné par l'équation
(4aî — 4 1^ — /2 /2) tang2 w ± ifl^ tango 4- 4a2 — /« = o;
CI» prend le signe -h ou le signe — selon que A est sur le point de glisser en remontant ou en descendant; on a ensuite
/sino) = asinO.
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14. Une barre pesante et homogène AB, de longueur 2a, est placée horizontalement à l'intérieur d'une sphère dépolie : chercher le minimum h de différence de niveau qui doit exister entre le centre de la sphère et la barre pour que celle-ci ne glisse pas.
AB tend à glisser en restant horizontale et les forces de frottement sont tangentes aux circonférences que décriraient ses extrémités : si on projette sur une horizontale perpendiculaire à AB les forces qui agissent sur cette barre, on trouve
Rî — a»
v/'R2 — a» -f- RV^
15. Un chariot supporté par quatre roues égales est placé sur un plan incliné P ; les essieux sont horizontaux et le centre de gravité est au centre du rectangle qui a pour côtés les deux essieux : calculer l'angle i que P doit faire avec l'horizon pour que le chariot soit près de glisser, les deux roues de devant étant enrayées. (P. Jullien. )
ia étant la distance des essieux, R rayon des roues,
tangi = — -'
la — rf
16. Un solide étant sollicité par plusieurs forces de grandeurs et de directions constantes, montrer qu'il suffit, en général, d'adjoindre trois forces de même nature pour établir l'équilibre astatique. Quand le solide se réduit à une figure plane et que les forces sont dans le plan de la figure, il suffit d'une force pour assurer l'équilibre astatique.
17. Montrer qu'un solide est en équilibre quand chaque élément d<5 de sa surface est pressé normalement par une force X dz.
Les composantes des pressions suivant trois axes rectangulaires se font équilibre deux à deux. M. Bertrand a conclu de ce théorème que l'équilibre a encore lieu si la pression normale est
(Ri"*"R2/
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. q5
ÉQUILIBRE D'UN FIL FLEXIBLE
69. Considérons un fil parfaitement flexible et inextensible; chaque élément ds est sollicité par une force extérieure Fds dont les composantes, suivant trois axes rec- • langulaires, sont Xrf^, Y dsj Zds; ï désignant la tension en un point du fil, on a les équations d'équilibre
(i) fi?.T ^ -h X t/5 = o, d.T^^-^Yds = o, d.T^-^Zds = o. as as as
On pourrait en déduire 7, z^ T en fonction de x, ce qui déterminerait les conditions de l'équilibre. Si l'on ajoute les équations (i) après les avoir multipliées
respectivement par ■;7- ' 77- > 77- o^ P^^r ^ 7F' * " ' ^^ enfin
par dyd^z — dzd^y, ..., on arrive à trois relations, qu'on peut aussi obtenir en projetant les forces qui sollicitent l'élément rf^ sur la tangente, la norfnale, la binormale :
i'^ — dT = X. dx -{- Y dy -^ Z dz ; le second membre représente la composante tangentielle de Fds; quand il est intégrable, on peut calculer T en fonction d'une constante et des coordonnées d'un point quelconque du fil.
T ds 2® p étant le rayon de courbure, ' est égal à la composante normale de la force qui sollicite l'élément ds] cette relation peut servir à trouver le rayon de courbure de la courbe funiculaire.
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3® La résultante de Xrf^, Y ds^ Tjds est dans le plan osculateur à la courbe.
70. Forme d^ équilibre d^ un fil flexible, homogène, non pesant, dont les extrémités sont fixées, et dont chaque élément ds est repoussé d^une droite fixe AB par une force perpendiculaire à cette droite et proportionnelle à la distance de ds à AB. U hélice peut satisfaire aux conditions de la courbe funiculaire. Cas où les extrémités du fil sont dans un plan qui contient AB. Cas ou elles sont en A, B, et ou la longueur du fil surpasse peu la distance AB. (La partie principale de ce problème a été proposée pour l'agrégation en 1842.)
Prenons un système d'axes rectangulaires dont A soit l'origine, AB étant l'axe des x\ les équations d'équilibre ont la forme
^ ^ ds ^ ds -^ ds
dx La première donne, ï-j- = G. Il est aisé de reconnaître
que le système est satisfait si le fil a la forme d'une hélice tracée sur un cylindre dont l'axe est AB et le rayon R. Soit a l'angle des tangentes avec AB; on aurait
dx dy -ssina dz ^sina
57""^'^'''' Ts^ R~' 5J""""R
Substituons dans les équations (I), on aura
m C - rsin'a . _ ^.sîn^a
T = , —^éi 1-0)2^^=0, —G— ha)î^ = o.
cosa K*cosa "^ K^cosa
Le système est verilie en laisant L* = — r— r — > ce qui donne la tension en chaque point de l'hélice.
Revenons au cas général : T est essentiellement positive, sauf en quelques points où elle peut s'annuler; si donc G était nul, dx le serait aussi et le fil serait dans un plan perpendiculaire sur AB. Je laisse ce cas de côté et, en choisissant convenablement le sens où x croît, je puis écrire
On a
et si Ton pose
on en tire
as 2
dT = — (D^{ydjr-^zdz)f
^n^rcosO, ^ = rsin6,
T= ituVa'— r').
Ajoutons enfin la deuxième équation (I) multipliée par — 5 et la troisième par y : il vient
jrrdz ,rr>dy —/ dz dy\ m . ^^ i », •
yd.T- zd.T'^= o, T { y -z 3-f.= Tr^ — =- b^o}^.
ds ds y ds ds J ds 1
L'élimination de ï donne les équations de la courbe funiculaire :
c^ -Y- =^ a- — r', b^dx = r^c^d^, dx
On voit que a: et 0 vont sans cesse en croissant d'un bout à 1 autre du fil. Si les deux extrémités sont dans un plan passant par AB, 6 sera constant ou croîtra de an?!. Plaçonslïous dans le premier cas, seul admissible si un bout du fil est au point A, ce qui exige 6 = 0; le fil est dans un plan passant parla droite AB; en le prenant pour plan des xy^ nous ferons r = y, et nous aurons
(II) c'— =a'-jKS ^^ - H- g!^
ax ^^^a*— y*)*—c'*
Si la seconde extrémité du fil est sur AB, il y a un point
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où -T- = I. Dans ce cas, a^ > c^ ; jk va d'abord en croissant de o à yja^ — c^ ; le radical est alors > o, puis il change
désigne;^ décroît jusqu'à — \ja^ — c^, et croît ensuite, etc. On peut mettre dx sous une forme plus simple, en posant
/ z=i \ja} — c» sin^, €lx =z
yJa} -+- c* i / I sin*o»
L*expressîon de ds se forme à Taide de (II)
ds = dx — z=z [ -^ \\da:
= «<p v^'-H ^ \/ ' :^ i sm'y — dx.
On a ainsi des intégrales elliptiques de première et de deuxième espèce. Comme, au point B, jk = o, (f doit varier de o à HTT, et la courbe présente n branches égales, tour à tour au-dessus et au-dessous de AB. En général n peut être choisi à volonté. Pour déterminer a et c, on exprime que, pour (f = /ztt, s = 2I et .r = 2 A, ce qui donne aisément
l-hh=zn v/^M- c' J ^? y/i - ^:^ ~ sin»<ï);
mais ce soni deux équations transcendantes. La courbe est
quarrable. Soît w = i :
: I f — €iff = C^ I ^ ^
^,j^^^±sf^Zl
L*aîre engendrée pour la révolution autour de AB est aussi quarrable.
Pour le cas où / surpasse peu A, je pose a^ — c*= £*, et j*ai
c^ dy
dx=i
on remplace ac'-f- c' — j^ par ac', et il vient dx = = î j =r e sm j
rfç =r ^j: i / I H j-
ces' — ^— - — c?^ I 1 -}- - cos^ i-
Les conditions données par le point B sont
On en déduit les constantes c et s, et Téquation de la courbe devient
C'est une sinusoïde. La tension est
Remarques sur l'équilibre d'un fil pesant. Applications
La courbe dessinée par un fil en équilibre sous la seule action de la pesanteur est toujours dans un plan vertical; en désignant par T et p\a. tension et le poids spécifique en un point quelconque, où la tangente fait l'angle a avec rhorizon, on déduit des théorèmes généraux
T cosa = G, — = p cosa,
P d'où
G = /?p cos*a.
Cette dernière relation montre comment doit varier la densité aux divers points du fil pour qu'il dessine une courbe donnée, par exemple un cercle, une cycloïde, une parabole, une hyperbole équilatère, les points les plus bas de ces courbes étant des sommets : la valeur de p est, avec ces diverses courbes, de la forme
1° a, 2° 4<^cosa, 3'* — -— ? A" a(cos2a) *; ' ' cos^a
on aura, pour la densité,
G G G G (cos2a)2
P = 7-9 P = -, ^> P — - cosa, p — - r-^*
^ ûCos*a ^ 4^cos^a ^ a ^ a cos*a
Inversement, on peut déterminer la courbe quand on
donne la loi de la densité; supposons cette densité con-
G stante et — = a : on aura
ds . cos' a dy
a = p cos* 0L = ~=- cos* a = —. >— :
' aac sin a d%
on en conclut, en choisissant des axes convenables,
(i) r= 9 5=atanga, T = — ^ = /? y.
^ ^ *^ cosa *' ' a ^'^
La première de ces relations caractérise la chaînette et
conduit aisément à son équation bien connue. Je vais indiquer deux applications simples de cette équation et des résultats précédents.
I® Un fil homogène ABB'A', de longueur 2/, est pose sur des chevilles B, B', situées sur une horizontale à la distance im l'une de Vautre; les portions BA, B'A' pendent librement et sont de même longueur : déterminer la longueur 2s de l'arc de chaînette BB'. (Annales de Gergonne, XIX.)
L'équation de la chaînette à laquelle appartient Tare BB' peut s'écrire
les abscisses des points B, B' étant égales à d= m ; en écrivant que la tension en B est égale au poids de la portion AB du fil, on a
d'où
ae" — / = o;
celte équation fait connaître le paramètre de la chaînette et par suite la longueur 5: son premier membre, infini pour « = o et pour a = co, atteint sa valeur minimum me — / pour a= m. L'équation a deux racines et il y a deux figures d'équilibre si / > me : il n'y en a plus si / < me. La question 3'applique évidemment à une pièce d'étoffe qui serait portée sur deux tringles horizontales parallèles.
2° Les extrémités d'un fil pesant et homogène sont fixées en deux points H, H' d'une horizontale ; une petite ^asse, de même poids que le fil, est attachée en son milieu M. Quel doit être le rapport de la distance HIF =2/4
à la longueur il du fil pour que les deux parties qui se réunissent en M y soient orthogonales? {Csien^ 1886.)
Pour l'équilibre du point M, il faut que les tensions des deux brins MH, MU' en ce point aient leurs projections horizontales égales; or la mesure de chacune de ces projections est de la forme /?a, a étant le paramètre de la chaînette décrite par le fil correspondant. Les arcs MH, MH' appartiennent donc à des chaînettes égales, et ces arcs sont symétriques Tun de l'autre. En M, la composante verticale de la tension du fil MH est égale à pi, en H h. 2 pi; les composantes horizontales étant les mêmes, Je fil fait en H av'^c Thorizon un angle dont la tangente est 2. Si l'arc MH satisfait à une équation de la forme (2), ^i étant Tabscisse de M, on aura
d'où
.ri ./ /-\ Xi-\- h _/ /-s h - 2 H- \/5
mais, si l'on appelle s l'arc de chaînette compris entre le sommet de celte courbe et le point M, la seconde des équations (i) donne
s = a, s -\- l =. lay l = a; on a donc pour le rapport cherché
72. Un fil flexible et inextensible, pesant, est fixé à ses extrémités; outre son poids, chaque élément supporte une chai ge proportionnelle à sa projection horizontale: déterminer la loi suivant laquelle varie V épaisseur du fil lorsque la tension en chaque point est proportionnelle à
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V épaisseur ; forme de la chaîne, sa longueur, son poids. Application numérique pour mettre en évidence la nature des constantes : le câble est en fer, dont le poids spécifique est 7,7; les deux points d* appui sont à 100 mètres l'un de l'autre sur une horizontale, la flèche de l'arc est de 10 mètres, le poids supporté par la chaîne est 3oo kilogrammes par mètre de projection, enfin la tension doit être de 1 1 kilogrammes par millimètre carré de section .
Les équations du problème sont de la forme suivante :
t/. T -T- — o, d,!! ~ — p ds — q dx =1 o^
p étant le poids d'une longueur égale à l'unité avec l'épaisseur correspondant à l'élément ds^ q la charge additionnelle pour une longueur dont la projection est l'unité. On doit avoir T = ap. En appelant cla valeur de p au point le plus bas, les équations précédentes donnent
dx .dy ds^ ,
ou
acd^ dx
= dx.
dyi
Intégrant, en prenant pour axes la tangente et la normale au point le plus bas,
dy il) ■ '"^
ay c
y =■ — a L cos
Il n'y a qu'une branche utile, symétrique par rapport à OY ; pour x=.o^ y est nul; elle croît jusqu'à l'infini pour
TZ / C
^ = - ai/ ; au delà y est d'abord imaginaire. Pour
rectifier la courbe, on a
ds = dx i / I -h tang* — 4 / -
Je pose -2^ =/i2, tang — — ,
, _ a(i-+-«*)*<i^ _ dz ^ ■ (n^ — \)zdz
*~J[(l — 4î2)2 4-4 ,12^2]-^^"" '*^(^24. 2^2 — l)2_-4,lî(,l2__l)'
Pour ^ = o, on a
d'où la valeur compliquée de s
j V/n^— I , (22_|_2W2-+-2n\/Al2— l)(n-2n2— 2 7l\//l2 I )
S = ClLiZ H ûtLi y ■ — -— »
2^^ (^2_|_2n2 — ^n^n'i — ij(i 4-2^24-2/1/712— i)
Le poids a une expression plus simple, car il est égal à
= a/c(5r4-c)tang^i/-
qx.
Dans l'application numérique, considérons une portion du câble de i millimètre carré de section ; le poids de l'unité de longueur serait le poids de i centimètre cube de fer, o'^s^ooy^; la tension étant de 11 kilogrammes, a est égal à
= mètres. L'équation (I) doit être vérifiée
pour X = 5o™, j^ = I o™ ; c va être déterminé par l'équation
- 35o , /3oo -h c
Lcos 1/ = — 0,007.
Pour résoudre rigoureusement cette équation, il faudrait
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. lo5
passer au logarilhme décimal, chercher l'arc correspondant en fonction du rajon, et en déduire c; mais, comme l'arc est petit, en le désignant par w, on peut prendre
L cos w = u^j ce qui nous donne
I / 35 W 3oo\ / 3oo\ ^
Un mètre de câble ayant l'épaisseur de la chaîne au poinl le plus bas pèserait 28"^^, 7 ; il occuperait un volume
la section est donc 87 centimètres carrés.
On peut achever les calculs approchés sans recourir aux logarithmes. Calculons d'abord
i/^'"«ïi/ï
„£if52r,^i('52yii£^...i
80 35 / o,oi4\
Au point le plus haut, -j- est égal à y/ 1 + (0,402)2= 1,078^
la section de la chaîne sera de 4o centimètres carrés. Le poids de la chaîne sera
,a/c(3r-Hc)tang-^4/'
q -+■ c ia^c{^q -{- C)19M^ — 1/ 1003^
= X 28,7 X 0,402 — 3oooo = 2964*^.
Dans aucun cas, -i/- ne saurait atteindre - : il faut
toujours avoir
< - a ou a? < 2240".
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:r = - ai / ; au delà y est d'abord imaginaire. Pour
rectifier la courbe, on a
Je pose = Ai^, tang — =
a inz '
, ia(z^-\-i)dz d^ = ■; — :: r:: :: — r>
d — ^{^-^^^y^^ _ dz^^ (/i^ — \)zdz
Pour j? = o, on a
d'où la valeur compliquée de 5
_ Jn>— I _ (z^-hin^-h2n \/n^ — i)(i-4-2/i2— 2/1 i/ai^ — i ) «=aLz-^-î^ ah y ^) ^ ^*
2^^ (<32-|_a/l2 — in^ 1V^ — I j(l -i- 2 /l2 + 2 /l //l2 — |)
Le poids a une expression plus simple, car il est égal à
= a/c(gr + c)tang^â/.
qx.
Dans l'application numérique, considérons une portion du câble de i millimètre carré de section ; le poids de l'unité de longueur serait le poids de i centimètre cube de fer, o'^Sj0077; la tension étant de 11 kilogrammes, a est égal à
= mètres. L'équation (I) doit être vérifiée
pour X = 5o™,^ = 10™ ; c va être déterminé par l'équation
- 35o , /3oo -4- c
L ces {/ = — 0,007,
Pour résoudre rigoureusement cette équation, il faudrait
psisser au logarilhme décimal, chercher l'arc correspon- 4a.xit en fonction du rajon, et en déduire c; mais, comme Vgtro est petit, en le désignant par m, on peut prendre
^ cosM = u^j ce qui nous donne
i / 35 W 3oo\ / 3oo\ _ ^.^
Un mètre de câble ayant l'épaisseur de la chaîne au poinl le plus bas pèserait 28"^, 7; il occuperait un volume
la section est donc 87 centimètres carrés.
On peut achever les calculs approchés sans recourir aux logarithmes. Calculons d'abord
/ o,oi4\
Au point le plus haut, ^ estégalày/i + (0,402)2= 1,078^
la section de la chaîne sera de 4o centimètres carrés. Le poids de la chaîne sera
,a/c(gr-+-c)tang-^4/
= X 28,7 X o,4o2 — Soooo = 2964^.
Dans aucun cas, - i/^ — ^ ne saurait atteindre - ; il faut
' ay c 2
toujours avoir
< - a ou a? < 2240".
73. Forme d'équilibre d'un fil homogène et pesant y posé sur la surface d'un cône droit dont Vaxe est vertical et le sommet en bas, (Vieille.)
En supposant le cône parfaitement poli, sa surface exerce sur chaque élément du fil qui la touche une réaction normale dont les composantes sont
— N-^, — N^rr-' N h ' V = v/a7«-+-^«-h^«tang*a;
a est le demi-angle au sommet du cône. On a les équations d'équilibre
d.T —j- = ^xds.
as V
dT^ = ^yds ds v-^ '
, _ rfj , N . ,
a.T-T- ^ p ds — ^ z tang'aas.
On en déduit
d:i=^pdz, T = p{z — a).
Multiplions la première par — ^, la seconde par j?, ajoutons et posons x = r cosQ, y = rsinO : nous aurons, en tenant compte de la valeur de T,
j rrl dy dx\ . ^ d9^
La Géométrie donne
z ^ r cot a, c/5* = r* û?0* h — 7—r- dr^ ;
sm^a
donc
(1) sinaû?0 =
r/r2(r cota — a)' — c^
Cette équation n'est pas généralement intégrable ; mais elle indique suffisamment la forme de la courbe qu'elle représente. Pour que T soit positif, il faut que z soit > a,
OU r> atanga; or, la quaDtîté soumise au radical (I), négative pour r = a tanga, s'annule en changeant de signe pour une valeur r^ supérieure à a tanga et r doit être ^Ti . Si / commence par croître, il augmentera indéfiniment ; sinon, il décroîtra jusqu'à r^ pour croître jusqu'à l'infini. La courbe, tangente au cercle de rajon Ti, a, de chaque côté du point de contact, des branches infinies. Je dis que ces branches ont des asymptotes passant parle centre; car, en supposant ^ = 0 pour r = Ti , quand r devient infini, 6 devient égal à
le dénominateur étant de l'ordre de H, 9| est fini. Quant à la distance du pôle à l'asymptote, c'est la limite de r^ -7pour/' infini, c'est-à-dire
,. c^rsina
/r2(r cota — a)* — c*
On peut intégrer (I) quand a = o\ le minimum de r est 'N = cy/tanga; si pour cette valeur 6 est nul, on aura
û . I c* tanffa „ c^ tansra
9 sm a = - arc cos r-^^— > r* = r-^ •
2 r» cos2(6sina)
Il est aisé d'en conclure que le fil suit la transformée d'une
hyperbole équilatère dont le demi-axe est - ^ , et
/sina cos a
dont le plan serait enroulé sur le cône, le centre de l'hyperbole étant au sommet du cône. Pour réaliser ce cas, supposons que les extrémités du fil soient attachées à des hauteurs égales, en des points pour lesquels r = /-', 0 = ± O'j et soit 2 / la longueur ; on doit avoir
.'î— c' tangg ._ cosa /''' r^dr
""ces 2 (6' sina)' ~ "^^ Jcy/^^[^>/r'^ coi^olT^^'*
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la première détermine c' cl la seconde / à l'aide d'une in légrale elliptique.
On peut encore intégrer (I) quand le polynôme sous 1 radical admet un facteur double; alors
4c'=«'tanga, r, = 5— fltanga
et
«*tangar/r
cosaf/0 =
r{jir — a tanga) s^[ir — atanga/ — 2a* tang'a '>.a a\ dr
2/-— atanga /•/ ^(^r — ^ tangaj- — aa'tang^ j
d ou
T a Jq. o.r-\- a tans^a
Ô ces a = — = arc ces arc ces =-^ — ;
^J1 2rcota — a ir^2,
quand r va de /'i à oo , 9 croit de -^ (y/s — i) stca.
Pour déterminer la pression exercée en chaque point su ^ le cône, ajoutons les équations d'équilibre multipliées res» pectivement par x,j', — z tang'a :
(II) :rû?.T-^-4-jû?.T^ — ztang*a6?.T-^=NV£?5—/?2tang»arfr
Or l'équation du cône donne
dx dr dz
ds -^ ds ^ ds '
d'où
dx dy ^ ^dz
xd-r — \-Yd—, z tang^art-—
ds ds ds
I / I dz^ \
ds^ ° ' \COS'a ds^ I
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Tenant compte de ces relations, on tire de (II)
NV = ;>.tang'a-(.-^g)T
, , r2sin«a^eî =-.p^ tangua — p(z — a) -r-r . . , — =77»
Remplaçons d^ par sa valeur générale en fonction de dt\ . z par rcot a, et V par : nous trouvons
N = DSina ,, ^— ^ — r
^ r^{r — atanga)
Pour r infini, N = /> sin a ; pour savoir s'il est positif tout le
long du fil, on cherche le signe du numérateur pour r=ri ;
mais ri{ri — a tanga) est égal à c^ tanga; le signe cherché
,est donc celui de r'f tanga — c^. Pour que N puisse devenir
négative, il faut et il suffit qu'en substituant Cy/tanga dans le premier membre de l'équation du second degré ^ui définit r< , on ait un résultat positif, ou
c(cota — tanga) — ay^langa > o.
Dans ce cas, une partie du fil tend à se séparer de la surface conique.
7i. Forme d'équilibre d^un fil dont chaque élément ^^^ soumis à une pression normale proportionnelle à sa distance à une droite donnée, en deux points de laquelle ^^^t fixées les extrémités du fiL Ce serait la forme ^^^ affecterait la section droite d'une surface cylindfique,fiexible, dont les bords seraient maintenus par 'deux tringles horizontales parallèles et dans laquelle ^^ aurait versé un liquide pesant, (H. Resal.)
Traitons rapidement ce problème pour donner un exemple de discussion de courbe définie seulement par des relations entre les coordonnées et un paramètre variable. Je
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prends pour axe des x l'horizon taie sur laquelle sont les extrémités du fiU Taxe des y étant dirigé vers le haut, et j'appelle a l'angle de la tangente avec l'axe des x. Le fil étant soumis à des forces normales, la tension est constante^ nous avons , en projetant sur la normale les forces qui sollicitent l'élément ds et observant que la courbe est évi- •demment plane,
Multiplions par sina, posons T = a*/7 et appelons P la valeur de a pour j' = o :
[p.] rt'sina^a=:— jsina^f zri — ydy\ y=z — a^2.(cos<x. — cosB),
d'où
asïnadx . , acosadoL
dy = -< d.r = cot cidy = —
\/2(cosa — cospj y2(cosa — cosp)
a {la
ds =
\/2(cosa — cospj
On ne pourrait avoir :r qu'à l'aide d'intégrales elliptiques-, mais on voit que, a croissant de zéro à j3, y \a constamment
en augmentant : il en est de même de x si (3 <^ -• Si
[3>>-» X augmente d'abord pour diminuer ensuite^ le
vase se rétrécit au sommet. J'appelle 2 c la distance des extrémités du fil, 2 a sa longueur, et j'ai entre P et « les équations
Ç^ . adoL r^ acosadoL
Jq ^2 (cosa — cos p ) Jq sJt. ( ços « — ces p )
Posons, pour transformer ces intégrales,
c()sai:=i — 2sm'-» cosp = i — 2sm'-? sm- rrr sm - smo,
d'où
I / I — sin' £ sin* cp
-|— ne contient que Tinconnue sin - p, et on la calcule
par approximation à l'aide de Tables des fonctions elliptiques complètes. Si Ton se donne P, on en déduira le
rapport — ,— ; soit p= -;-> on a
sin'cp
I ^'fi/i sin'cp = i,35i, — y — =1,40.
On voitque, dans les conditions du problème, le minimum de cest zéro; ^ est alors environ i3o degrés. Si ^ est plus
grand, quand a va de - à p, a: devient négatif, et le fil pré-
sente un point double au-dessous de l'axe des x ; si même on supposait ^ = ir, la courbe s'étendrait à l'infini et serait asymptote à l'axe des x. Pour obtenir toute la courbe définie par l'équation (2), il faudrait faire revenir a de ^ à zéro; mais, en changeant le signe du radical, on a une branche symétrique de la partie utile par rapport au point qui est sur l'axe des x] puis a va de zéro à — P? ^ redevient nul, et la courbe forme une suite illimitée de branches superposables. Enfin remarquons que nous n'avons pas
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toutes ies courbes contenues dans l'équation (i), car i eût pu disposer des constantes d'intégration de manié que la courbe ne coupe pas OX.
75. Un fil élastique, homogène à Vétat naturel pesant, est placé sur une cycloïde dont Vaxe est ven cal, et la convexité tournée vers le haut; une extrémi est attachée au sommet, et l'autre, qui est libre, attei le point le plus bas; quelle est la longueur nature^ du fil, et la loi suivant laquelle varie la tension?
Prenons pour axes la tangente et la normale intérieu au sommet; la cycloïde est représentée par les équation:
a? = a(M -H sin m), y=a{} — cosu);
la longueur d'un élément est ds ^= 2acos- u du, et spoids de la forme
2 ap cos - udu : (i^-T^j^
Q est la tension qui doublerait la longueur naturelle l'élément. Projetons les forces qui le sollicitent sur la ta
gente, inclinée à l'horizon de -:
«T -+- TT = ap sm udu = 0.
Puisque T = o pour m = ic, on a l'intégrale
(Q-l-T)«= 2a/?Q(n-cosM)H-Q2, qui donne la loi de la tension ; quant au poids du fil, c'e
P = 1 ^ ^ cos -udu
_ r ^apqcos^udu . -. / 4a/>
— / = = 2 yap Q arc sm 1 / ^—pr
J^ V/Q« -+- 4 «/> Q cos» 1 w V 4«/> + Q
On en déduit la longueur naturelle en divisant par/?.
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1. En deux points A, B donnés sur une horizontale et dont la distance est 2 m, sont fixées les extrémités d'un fil homogène pesant : quelle doit être la longueur il du fil pour que la tension en A et en B soit égale au poids du fil? Quel est alors Fangle a des tangentes extrêmes avec l'horizon?
l = -7 =i,o5i5/n, oL=-^'
2. Déterminer la longueur 2/ considérée ci-dessus de manière a rendre minimum la tension en A et B quand on donne la densité du fil.
û étant donné par l'équation
on a sensiblement a = o,4i68m, /= [,258m. (P. Jullien.)
5. Une extrémité d'un fil pesant, homogène, de longueur /, est fixée en un point O ; l'autre extrémité est soutenue par un anneau A, (ie poids négligeable, enfilé sur une tringle horizontale dépolie OX. Déterminer la plus petite valeur de OA pour laquelle l'anneau ne glissera pas.
C'est /tanfjroLcot -3>, o étant l'angle de frottement.
4. Un fil, dont chaque élément M est repoussé par un point 0 avec une force proportionnelle à sa masse et à la distance OM, décrit une circonférence qui passe en 0 : comment varie la den-
site du fil? — En raison inverse de OM .
^* Etant donnés trois axes rectangulaires dont l'un, OZ, est vertical, trouver la fiojure d'équilibre d'un fil dont une extrémité est d 1 origine et dont chaque élément ds a un poids égal k p dx ^^ ^st sollicité par une force \^x dx parallèle à OX, p et X* désignant des constantes. (A. Fuhrmann.)
'^S^=G, aX2y = CL^^t^, l'^z^^h^^^^-^pUa^-x^). * -^ a-x a a—x ^ ^ ^
Î>E S.-G. — Rec, 8
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6. La figure d'équilibre d'un fil pesant est telle que sa tension en chaque point est inversement proportionnelle à sa courbure : déterminer cette figure et la loi de la densité en supposant que les extrémités du fil soient fixées en deux points donnés d'une horizontale et que son poids soit double de la tension au point le plus bas. (Caen, 1879.)
na étant la distance des extrémités, P le poids total, on trouve
-3 = — -^— L cos -;— j p = , /= — L(i-hV2);
Âa cos -—
la tension est aussi proportionnelle à p : chaînette d'égale résistance.
7. Équilibre d'un fil homogène dont chaque clément ds est attiré vers un point O par une force proportionnelle à rf* et 1° au carré, 11° au cube de sa distance au centre attractif.
La courbe est plane : on déduit des équations générales, en prenant des coordonnées polaires avec O pour pôle.
et
ds
8. Un élément quelconque MM' d'un fil non pesant est soumis à une force F, normale au plan qui passe par un point donné 0 et par
la direction de MM', et égale à -^ — . ^ : déterminer la
OM ligne U dessinée par le fil quand il est en équilibre (la loi de F est celle de l'action d'un aimant sur un courant). (G. Darboux.) En prenant 0 pour origine, OM = r, on a (I)
ds r^
7 T ^^y _ ^ '^^ — z dx
ds r^
j r^ dz y dx — X dy ds H
T est constante, U est une ligne géodésique du cône G ayant 0
pour sommel et U pour directrice. On déduit des deux dernières équations (i)
ds __ (y^-^ z^)ci,r — x(y dy -+- z dz) ^ r dx — x dr
de même;
— y dz — z dv X
ds r
^zd.r^x dz _ y
A • ~^ ~~~ ^~~ Cy • • • a
ds r
d'où
ax H- by H- €Z = r.
S i-'sl un cône de révolution, U la transformée d'une ligne droite.
iBarfr -■ —
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ATTRACTION DES SYSTÈMES
Calcul direct de rattraction.
Pour calculer Tattraction d'une masse quelconque sur un point A, on n'a qu'à décomposer la masse attirante en éléments et à chercher la résultante de leurs actions par les règles de composition des forces concourantes. Soient ^, ^, z les coordonnées rectangulaires de A; x^j y^, Zi celles d'un élément attractif e//n à la distance w de A; f(u)dm la grandeur de son attraction ; on a, pour les projections de la force qui sollicite A,
X=2^^/(")^'^» ^ =^^^^^ Au) dm, Z = ....
Lorsque le corps attirant a des dimensions finies, on le traite dans le calcul comme une masse continue et on remplace les S par des intégrales étendues à tout le volume attirant.
Je rappelle un résultat très facile à établir, mais utile dans beaucoup de problèmes : quand l'attraction varie en raison directe de la distance, deux corps quelconques agissent l'un sur l'autre exactement comme si leurs masses étaient concentrées en leurs centres de gravité respectifs.
76. Attraction d^une couche sphérique homogène sur un point matériel.
Newton a démontré que, lorsque l'attraction est inversement proportionnelle au carré de la distance, une couche de densité constante, comprise entre deux sphères con-
centrîques, est sans action sur un point intérieur, et attire un point extérieur A comme si sa masse était concentrée en son centre O. M. Thomson a donné de cette seconde propriété une démonstration très simple.
Par raison de symétrie, l'attraction doit être dirigée suivant AO i^fig' 5), et, si nous partageons la couche en élé-
Fig. 5.
ments tels que rfm, au point M, l'attraction sera de la
forme
dm
^ cosMAO.
am'
Pour former nos éléments d'une façon avantageuse, considérons le point B, conjugué de OA, tel que OAxOB=R2, et imaginons des cônes infiniment étroits dont le sommet est en B; l'un^d'eux, dirigé suivant BM, intercepte, dans une sphère de rayon i , la surface rfco et par suite, dans une sphère ajant aussi pour centre B, mais pour rayon BM,
Taire BM rfco ; mais cette sphère coupe la sphère donnée
sous l'angle BMO, et, comme elle est orthogonale au cône
considéré, celui-ci intercepte dans la sphère donnée un
élément BM rfco sécBMO. Si donc s est la densité de la
couche, il vient
A =// lie rfo) BM%éc BMO ^^i^^ ;
AM
mais MOB, MOA sont semblables comme ayant l'angle O
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commun compris entre côtés proportionnels; il en résulte
angle BMO = MAO, -r---= = -j^-r-, ^ AM OA
. ^^ OM , 47rR*eix mu. OA OA OA
La réciproque de la première proposition s'établit aisément; parmi les lois d'attraction qui ne dépendent que de la dislance, la loi de la nature est la seule pour laquelle une couche sphérique homogène quelconque est sans action sur un point intérieur B. La distance des points de la couche au point B varie entre BC etBC Soit donc /{u) dm l'attraction d'une masse dm à la distance u; on peut, dit M. Bertrand, choisir les dimensions BC, BC de telle manière que le produit u-f{u) varie dans le même sens que M, ou en sens contraire, pour les valeurs de u comprises entre BC et BC; admettons que les variations soient de même sens, et considérons simultanément l'action de M et celle de l'élément correspondant M' qui agit en sens opposé; d'après la valeur trouvée pour la masse de Télément M, la composante de son attraction suivant BC
est
BTT/T /(BM) cos MBC ;
cosBMO*^^ ^ '
celle de l'élément M' découpé par la seconde nappe du cône d(ù donne
-,..,^ /(BM') cosM'BG = iTâïTr /(J5M') cosMBG;
cos BM' O *^ ^ '^ cos BMO -^ '^ ^ '
mais BM', faisant avec BC un angle obtus, est ^ BM, el^ d'après l'hypothèse que nous avons dû faire,
BM' /(BM')>BM /(BM);
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l'action dirigée vers BC l'emporte sur celle qui est dirigée vers BC, et, comme il en est de même pour tous les couples d'éléments dans lesquels se décompose la couche, le point B se trouverait attiré vers le centre. Il faut donc, pour qu'il n'y ait pas d'action,
Pour l'action sur un point extérieur, la réciproque n'est pas exacte.
77. Attraction d^une plaque elliptique homogène sur un point M situé dans son plan, en supposant V attraction de chaque élément égale au quotient de sa masse par sa distance au point M. (Caen, 1887.)
Le calcul rappellera le calcul bien connu de l'attraction d'un ellipsoïde, car, dans le plan, la loi actuelle d'attraction est celle qui donne les résultats les plus semblables à ceux de la loi de Newton dans Tespace.
Soient x^ y les coordonnées de M : celles dun point pris sur l'ellipse E qui limite notre surface attirante peuvent se mettre sous la forme ^H-wcosO, j^+wsinO et l'on a
(cos^ô sin*6\ , /arcos6 vsinO\ a?' r*
Lorsque M est intérieur à E, l'équation admet une racine positive u' et une négative — u" et l'on a, pour les composantes de l'attraction,
J/*'^ a?cos6 ^sin6
Lorsque M est extérieur à E, imaginons une ellipse E', d'axes 2 a' et 26', passant par M et homofocale à E : les composantes de son attraction sur un point M' ayant pour
CLX b v
coordonnées —7- > -fr sont
_ iTzb' ax iT.a! hy ^
mais le théorème qui correspond, dans le plan, à celui d'Ivory nous donne
et le calcul de a' et de V est bien connu.
78. Une droite rigide a ses extrémités A, B engagées dans des colliers fixes qui les empêchent de se déplacer; un point G attire chacune des parties de la droite suivant la loi newtonienne ; déterminer le point où la barre tend à se rompre, (Université de Cambridge; i854).
Soient H un point choisi arbitrairement sur AB, C0= c la perpendiculaire de C sur AB; a, — 6, A, ^ les abscisses de A, B, H et d'un point quelconque de la barre, l'origine étant en O ; P, Q les composantes normales des réactions qui s'exercent en A et B. La somme des moments de P, Q et des attractions par rapport au point H est nulle; mais, si l'on considère seulement les forces qui agissent sur la partie HA, ce sont elles qui tendent à rompre la droite en H, et cela avec une énergie proportionnelle à la somme de leurs moments. Cette somme est évidemment de la forme
"" c(x — h)dx
^ (c2-ha72)
Si l'on suppose que H coïncide avec B ou si Ton fait A= — 6, S doit être nulle, parce qu'elle comprendra les moments de toutes les forces qui agissent sur AB :
Tirons P, et nous aurons pour la valeur générale de S
o ^\ f-k TT c*-f-aA a — h / rj- c* — abW
égale à zéro -tt et Ton trouve, en réduisant,
Il faut avoir la valeur de h qui rend — S maximum 5 on
dk
h _ y/g^ -4- c^ — \/b^ -h c'^ _ CA — CB
y/c2 ^- ^2 "" a H- 6 ~ AB '
CA^CB _ csin^(B— A)
v/âb'-(ca-cb)* /^â^î^
Soient D et G les pieds de la bissectrice et de la médiane issues du sommet G dans le triangle ABG : le segment OH, égal à A, est moyen proportionnel entre CD et OG, puisque Ton a
OG = c ^'"/^,'~.^) , OD = c tang|(B - A ). 2SinAsinB ^ ^^ '
79. Attraction d'un ellipsoïde homogène sur un point intérieur, V attraction étant inversement proportionnelle à la quatrième puissance de la distance.
Soient ^, JK> ^ les coordonnées du point attiré A, et
a'^ b^ c^ ~ l'équation de l'ellipsoïde. Posons iTi = a7 4- wcosO, j^i= jH- Msinô cos^', ^ = >5i-h wsinô sinip;
on peut écrire, pour les points à la surface de rellîpsoïde,
/rccosO rsinôcosd; ^sinOsini^N i \ a2 6' c^ I II
La composante de Tattraction suivant OX est
0 ne variant que de zéro à ~ > on doit, pour chaque valeur
de 0 et de t}^, faire varier u depuis zéro jusqu'à la racine positive u! de l'équation (i), et retrancher du résultat celui qu'on obtient en faisant varier u de zéro à la racine v!^ prise positivement. Pour éviter l'infini qui répondrait à w = o, on intégrera depuis une valeur très petite e jusqu'à v! ou jusqu'à — m"; on isole ainsi une sphère, évidemment sans action, ayant A pour centre et e pour rayon, et cette sphère peut être tout entière dans l'ellipsoïde quand A est intérieur; Tintégrale relative à u sera
Il e \ w e / u u
on a la somme des racines de l'équation (i) changées de signe et, en substituant, il vient
Y et Z s'obtiennent par analogie. C'est Lejeune-Dirichlet qui a remarqué la possibilité d'exprimer en quantités finies
l'attraction d'un ellipsoïde sur un point intérieur quand Pattraction est réciproque à une puissance 2 m de la distance, m étant un entier ^ i. L'attraction sur un point delà surface est infinie, et, pour un point extérieur, on la déduit du point intérieur à l'aide du théorème d'Ivory généralisé par Poisson.
Introduction du potentiel.
80. On sait que les trois composantes de l'attraction exercée sur un point sont les dérivées d'une même intégrale, qu'on appelle fonction potentielle, tant du moins que le point ne fait pas partie de la masse attirante. Soient F(m) une fonction dont la dérivée changée de signe, /{u)y exprime la loi d'attraction, et U = SF(w) dm; on a
ôx oy oz
Si, par le point attiré, on mène un arc infiniment petit ds^ dont les projections soient dx^ dy^ dz^ la composante de l'attraction suivant la direction ds sera
à\} dx d\5 dy d\} dz rfU
^e dernier quotient n'est pas une dérivée partielle, mais le rapport à ds de la différentielle de U répondant à ce déplacement du point ^, JK) ^•
Les surfaces sur lesquelles U est constant sont dites surfcices de /i^Ve^w; l'attraction en un quelconque de leurs points leur est normale.
81. Calculer Inaction d'un anneau sur un autre ^Itué dans le plan et à V intérieur du premier et passant par son centre; V attraction est en raison inverse du oube de la distance, (Walton).
Soient O et A les deux centres, R et a les rayons, e, e' les densités, M un élément de l'anneau attiré, 8 l'angle
124 hecueil d'exercices
MO A, en sorte que la masse de M soit aae'rfO; je pose
OM = aacos6 = r,
et je cherche la fonction potentielle de l'anneau attirant par rapport à l'élément M; ici F(w) = -^ et l'on a
U = fJiaRee'c?ô f
rfcp 27r(JLaRee'c?ô
K2-hr2— aRrcoscp R^— r*
dH
L'attraction est dirigée suivant OM, et sa valeur -—- se
dr
calcule sans difficulté. Ajoutant toutes ces attractions multipliées respectivement par cos8, on a pour leur résultante, dirigée suivant OA,
^ J cos*0(R2— 4a2-4-Rnang^0)2
Si l'on pose
R tango = v/it^ — 4»^ tangw, on trouve
IF
F = j cos* t3i dtj) = .
(R2_4a«)2'^o (Rî — 4a*)*
82. Un point est en équilibre au centre d^un octaèdre régulier dont les six sommets, de masses égales, V attirent proportionnellement à la puissance n de la distance; déterminer les valeurs de npour lesquelles V équilibre est stable* {PdiVis^ 1864.)
J'écarte légèrement le point A de sa position d'équilibre, et je cherche si la force à laquelle il est soumis tend à le
rapprocher du centre O. Soient ^, j', z les coordonnées très petites du point A, a la distance de l'origine à un des
sommets; F (w) est ■ — w""*"*, et, si Ton pose /î4- 1=2/?,
x^-\-y^'\- Z'=z r^j on aura
-H (a»— lay -+- /-i )p _|- . . . -+- (â2-+- 2a^ -h r')/».
On développe chacun des termes par la formule du binôme, la symétrie permettant d'abréger les calculs, et l'on trouve, en rapprochant les termes du même ordre de grandeur,
Les composantes de la force qui sollicite A se trouvent par une simple dérivation; on a, par exemple,
X=— =_2|jia:a2/'-2l2/>H-i-i-(/> — i)(4/> — 5)^
4 (yr, -,)(/,- 2) (/? — 3)^2
Si 2/> -j- 1 >> o ou 71 >> — 2, X est de signe contraire à x, de même Y àjK, Z à ^, et le mobile est ramené vers l'origine; si n<i — 2, le mobile est tiré dans le sens opposé à l'origine, et l'équilibre est instable; pour 2/?= — i, /i=— 2, ou la loi newtonienne, le premier terme disparaît, et d faut avoir recours aux suivants :
cette expression pouvant être positive; le point s'éloigne déplus en plus dans certains cas, équilibre instable.
Propriétés fondamentales du potentiel
Quand rattraction s'exerce suivant la loi de Newton, la fonction U devient le potentiel proprement dit V : si nous faisons égale à Tunité l'attraction de l'unité de masse sur le point considéré M à la distance i , nous aurons
Le développement de la belle théorie du potentiel nous entraînerait trop loin et je ne m'arrêterai qu'aux deux propriétés fondamentales. La première consiste en ce que les
composantes de 1 attraction sont toujours égales ^ t-» t-»
— • Cette proposition s'établit sans difficulté quand le point
attiré M est extérieur à la masse attirante S : elle s'établit encore aisément quand M est intérieur à S, pourvu que cette masse soit homogène : il suffit de décomposer S en deux parties dont Tune est sphérique et contient M à son intérieur; le potentiel d'une sphère pour un point intérieur s'exprime algébriquement :
et l'on n'a plus à difl^érentier une intégrale dont quelques éléments peuvent devenir infinis. Pour le cas où e est variable, M. Jordan a donné une démonstration extrêmement simple {Cours d^ Analyse, II).
Décomposons S en deux parties dont l'une S^ renferme M; soit S2 la partie restante^ soient V<, V2 les potentiels de 84 etS2,Xi,X2les composantes de leurs attractions suivant OX. On a
X2 et -7-? sont égales, puisque M est extérieur à S2. Je dis
qu'on peut prendre S.| assez petit pour que X^ et -r-* soient
aussi petits que l'on voudra, ce qui démontrera la proposition. Prenons des coordonnées polaires u, 8, ^ dont M soitlepôleet décomposons Si en volumes infiniment petits dont la masse dm est égale à tu^ sinOrfQ M du ; soient a, §, Y les. cosinus directeurs de la droite allant de M à l'un de ces éléments : on a
le rayon r mené de M dans la direction a, p, y jusqu'à la surface qui limite S< a un maximum p; si dans la valeur deX, on remplace a par i , e par son maximum Ç, on trouve, pour limite supérieure de X<, 4^??) qu'on peut rendre aussi petit qu'on voudra en réduisant suffisamment les dimensions de S<. Remarquons que /^Tz^p est une limite supérieure de la somme arithmétique des attractions exercées par tous les éléments de S<.
Menons maintenant dans S< une droite MM' égale à h et parallèle à OX et soient V'^ le potentiel de S^ par rapport à M', Uy a' les distances d'un élément dm à M et à M' : on a
"T- = lim — î— r — ^ = lim -^ 2 ( — , ) dm = lira 2 —, j- dm:
^x h h \u uj huu
mais on a en valeur absolue
donc
uu i\u^ u'^
dWi ^ 1 „ dm 1 „ dm
dx 1 u^ 1 u'^
et chacune de ces sommes est aussi petite que l'on veut d'après la remarque qui termine l'alinéa précédent.
En second lieu, le paramètre différentiel du second ordre
est égal à zéro quand M est extérieur à S (Laplace), à — ^TztQ quand M est en un point de S où la densité est So (Poisson). On démontre bien facilement le théorème de Laplace et, quand S est homogène, celui de Poisson ; je vais déduire celui-ci de la première propriété de V en supposant que la densité e au point oc^y y^^ z^ de S varie avec
dz dz dt ^ ^ . , ,
x^yy\^Z\^rtidiisc\ae -x — > ^ — ? j- restent unies et déterminées. On a, en tenant compte des valeurs de X, Y, Z,
^ dx oy dz
Je puis exprimer X à Taide d'une intégrale de la forme (i), Y et Z par des intégrales analogues, en prenant pour la limite /• le ravon vecteur mené de M dans la direction a, p, Y jusqu'à la surface T qui limite S. Ces intégrales, ne contenant pas d'éléments infinis, peuvent être différentiées par rapport k x^y^ z: les limites de 0 et de tj; étant fixes, on traitera ces quantités, ainsi que a, p, y, comme des constantes dans la différenliation. Mais r el e sont fonctions de x^ y, Z] en effet, on a pour la loi de la densité dans S
(3) £ = F(a7i, 71, zi) = F(a?-4-aw, y-^-^u, z-h-^u), et, pour l'équation de T,
(4) ?(^i, yu ^i) = îp(:rH-ar, j-f-^r, z-h-(r)= o. L'équation (2) nous donne
(5) A2V= rrsinOrfO^'^f a~ f cdu-h^-^ f edu-h..
Soient £^ la densité a ;ï point M, £, la âen<ile à Tevlr-:mile Ju ra\on vecteur r njecr diziy la d.revîion i, i, • , on a
^-/ z.dLi = i I — ^:;
Le coefficient de siniciS «ii dans S e^t donc tc.ïî à
or ^ .r cr
ox cr ' oz ; ^' jjr ■ .^>- * cz
Mais, r élant une fonction de x, i*. r dêtînie par iVi|iialion < 4 1) on a
dr ^r ÎT -,. .T --
et le coefficient de £, dans K est égal à — i ; on lire aussi
de (3^
OQ aura donc
= -'-'- i :^du^-tt-t.-t,= -t,.
A2V=— £i / / sinfididl = — ^-i:
*■ V * ti
Théorème de Lejeune-Dirichlcl
Quand la masse attirante S est finie, V et ses dérivées du premier ordre sont finis et continus; il est facile de voir que si la distance /* du point M à l'origine devient
munie, V est infiniment petit de Tordre de -> — » ^— * - -
* r 0x 0y oz
de l'ordre de — • Dirichlet a montré que si une fonction V
^^»/) 5 satisfait à ces conditions et, en outre, aux équations de La place et de Poisson, elle coïncide avec V. Posons
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V — V = W et considérons l'intégrale
étendue à tout l'espace intérieur à une sphère Q décrite de l'origine comme centre avec un très grand rayon r; tous ses éléments sont nuls, car W est fini et A2W, différence de A2 V et de A2 V, qui sont partout égaux, s'annule constamment. Mais, en intégrant une fois par parties, on a
— j dxdydz,
le coefficient de dy dz étant la différence des valeurs que prend W -r— aux deux points de rencontre de la sphère Q avec la parallèle à OX le long de laquelle on a intégré ; est de la forme — > \ ayant une valeur finie, et si \ est une moyenne entre les valeurs de X, on aura
TtXj
P étant nul, on peut conclure des résultats précédents et de ceux qui se rapporteraient aux deux autres parties de P qu'on a l'identité
Xi-^fX|-{-V,
En faisant grandir r au delà de toute limite, on voit que le second membre est tout au plus égal à une quantité qui tend vers zéro; il doit donc être rigoureusement nul aussi bien que le premier et cela exige qu'on ait, pour tous les
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points de l'espace,
dx "^ dy ~^ dz '~ ^ dx '~ dx ày '~ dy dz "~ dz'
V et V ne peuvent différer que par une constante, et, comme ils s'annulent tous deux à l'infini, cette constante est nulle.
80. Composer les attractions exercées, suivant la loi de Newton, par les divers points d^un anneau k. sur un très petit anneau B; les deux anneaux sont homogènes, leurs centres coïncident et leurs plans font entre eux un angle a.
Il est facile de voir, par des raisons de symétrie, que les forces appliquées aux divers points du petit anneau se réduisent à un couple dont l'axe L est dirigé suivant l'intersection des deux plans. Prenons pour axe des x la partie de cette droite qui est dirigée vers le nœud ascendant, l'axe des^ étant dans le plan du grand anneau. Soient x^ y, z les coordonnées d'un élément dm de B, r et R les rayons de B et de A, £ la densité de A : le potentiel de A par rapport à dm est
•''^ \i.dmKtd^
/r* — iK{x cosîp -^y sincp)
on en déduit, en ne prenant que la partie principale de chaque élément,
Y ~ T^li^dm Y __ T^lJ-^dm __ iTzii.zdm ^— Rï~"^' R»~~-^' R2 ^'
j ^ ' rr V. _ tt^useV^ sina cosa L= 2(^Z~;îY) =-3—^^ g^
= — - uM/n jrr sinacosa.
Le plan de B tend à se rapprocher de celui de A.
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86. Un ellipsoïde donné E renferme une certaine quantité de matière douée d'un pouvoir attractif suivant la loi de Newton: chercher suivant quelle loi doit varier la densité de la masse attirante pour que toutes les surfaces de niveau correspondant à son attraction soient des ellipsoïdes homofocaux à E. Cette loi une fois déterminée^ calculer la grandeur de V attraction en un point quelconque, (Agrégation, i883).
Il suffira de connaître la valeur de A2V pour en déduire celle de la densité en un point quelconque. Soient 2a, 2^, 2C les axes de E : par tout point de Tespace, on peut mener trois surfaces homofocales à E, définies par les équations
.rî
lA
où nous supposons X << c^ << [jl << ^^ < v < «^ ; )^, [Ji., v forment un système de coordonnées elliptiques. Si l'un quelconque des ellipsoïdes (1), déterminé par la valeur de X, est une surface de niveau sur laquelle le potentiel a une grandeur constante, V ne dépend que de X et Ton a
dx" dX dx^ àx^ ~' d\^ \àx) ~^ dk àx^ '
De la seconde équation et des deux équations analogues on conclut, en employant les notations bien connues de Lamé,
A,v=— AfX+_A,X.
Posons, pour abréger,
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nous aurons, en différent î an t deux fois Téquatlon (i),
aî-X P2 dx 2 4a: aX I d^\ 7. /d\y
aî_X (a«— X)2 àx pî (^07*
1 /dxy
de ces équations et de celles que fournit la différentiation par rapport à^ et à >5 on tire
AfX = 4P», A,X =-2P«f-^ + —I— -H -^~V On a donc
La quantité entre crochets est une fonction de A, que je représenterai par — 7tF();); le théorème de Poisson donne silors, pour la densité en un point quelconque,
Si l'on divise la région intérieure à E en couches infinirncnt minces par une série d'ellipsoïdes homofocaux, la densité en un point quelconque M d'une couche est égale a^i produit d'un paramètre F(X), arbitrairement choisi pour chaque couche, par P^, c'est-à-dire par le carré de la dislance de l'origine au plan tangent en M à l'un des ellipsoïdes E' qui limitent la couche. L'épaisseur rfa de la couche
^n ce point est — — ^ ou rr : donc la densité aux di-
'^ AiÀ 2P
"Perses régions d'une couche varie en raison inverse du ^^iré de son épaisseur. La masse de la couche est égale à ^^lle qui serait comprise entre E' et un ellipsoïde homo-
^*^^tique, le rapport de similitude étant i ^ ^^ ^^ ^^^"
sité ayant partout la valeur );F();); cette masse est donc
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Si Ton intègre cette expression en faisant varier à depuis c^ jusqu'à zéro, on doit obtenir toute la masse attirante, ce qui restreint Findétermination de F.
Il convient d'exprimer P^ en fonction de X, [jl, v : un calcul suffisamment connu donne
P* AfX (a«— X)* " («2— X)(62— X)(c2— X)
La loi de la densité aux différents points de la masse attirante comporte une grande indétermination, puisqu'on peut choisir FÇk) d'une manière presque complètement arbitraire; mais, une fois le choix fait, l'attraction est bien déterminée. Nous avons posé, à la suite de l'équation (3),
c'est une équation linéaire du premier ordre en -jr- , dont la valeur prend la forme
^= = A -f- Tc r F(X)rfXv^(a2_X)(6« — X)(c»-
d\ /(aî-X)(62-X)(cî-X)L A
L'attraction en un point quelconque est dirigée suivant la normale à l'ellipsoïde homofocal à E qui passe en ce point et si, à un déplacement dcL sur cette normale correspond une variation rfV, la grandeur de l'attraction sera (n° 80)
j^^rfV ^ rfV rfX ^__ prfV " da " d\ da "^ d\
A+ic Ç F(X)ca/(a»— X)(i! — X)(c>— X>
A.U centre, X est égal à c^ et R nul à cause de la symétrie; la constante A doit être nulle et Ton a
V/(JJL-X)(V-X)A
L'attraction est toujours dirigée vers Tintérieur des ellipsoïdes ; pour un point intérieur à E, elle ne dépend pas de la masse comprise entre E et Tellipsoïde homofocal qui passe au point considéré ; donc celte masse est sans action sur un point placé dans son intérieur; enGn, dans la région extérieure à E, R varie en raison inverse
de v/(|Ji — )^)(v->r).
1. Montrer qu'un segment de droite homogène AB, doué d'un pouvoir attractif suivant la loi de Newton, attire un point M comme le ferait un arc de cercle décrit, dans le plan MAB, tangentiellement à AB, avec M pour centre et limité aux droites MA et MB; la densité de l'arc est la même que celle de la droite.
2. Déterminer la position d'équilibre d'un point attiré suivant la loi de Newton par tous les éléments du périmètre d'un triangle supposé homogène. C'est le centre du cercle inscrit.
3. Déterminer la forme d'un solide homogène S, de masse et de densité données, pour que l'attraction qu'il exerce suivant la loi de Newton sur un point 0 soit maximum ; comparer cette attraction à celle d'une sphère, de masse et de densité égales, sur un point de sa surface.
OX étant la direction de l'attraction totale, la composante suivant OX de l'action exercée par une masse dm placée en un point quelconque de la surface de S doit être la même ; l'équation de cette surface r^ = a^ cos6 : l'attraction de S est à celle de la sphèr
4. Attraction newtonienne exercée sur le pôle par Taire comprise entre le cercle /• = asina et la lemniscate r^ = la^ cosi^
Elle est de la forme ul ( L cot - a — cosa
V- (l cot i
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5. Un hémisphère homogène est doué d'un pouvoir attractif suivant la loi de Newton : déterminer le point où les attractions se font équilibre. (P. Jullien. ) Sur l'axe de figure; sa distancer? au centre est la plu§ petite racine de l'équation
6. Attraction exercée suivant la loi de Newton par une masse homogène comprise entre deux sphères dont l'une est intérieure à l'autre. (Paris, i886.)
Ses composantes s'obtiennent en faisant la différence des composantes, bien connues, de l'attraction des deux sphères; la forme du résultat varie suivant la région oii se trouve le point attiré.
7. Déterminer le potentiel d'une masse qui s'étend indéfiniment et dont la densité est e~'* à la distance r de l'origine.
Masse totale Stt. Équation de Poisson :
d''\ 2 d\ dr^ r dr
V = 4tî— — (i-e-/-).
8. Soit V le potentiel d'un système de points A, B, G, ... ayant des masses a, b, c, ... par rapport à un point M ; si l'on transforme la figure par rayons vecteurs réciproques, O étant le pôle,
OA
et si l'on imagine en A', B', G', ... des masses égales à pr^, a,
OB
pr^ b,. . ., leur potentiel par rapport à M' est égal à V. Appliquer
cette proposition à la transformation d'une couche sphérique homogène. (Voir Bertrand, Calcul intégral, t. Il, p. 448.)
CINEMATIQUE.
MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL
Vitesse et accélération.
87. Nous allons rappeler quelques résultats relatifs à la vitesse et à l'accélération. Un mouvement qui n'est pas défini par des formules analytiques connues peut être utilement représenté au moyen d'une courbe : prenons des abscisses x = at^ des ordonnées jk = cs^ s étant le chemin parcouru au temps t^ a la longueur qui représente l'unité de temps, c le rapport par lequel sont multipliés les espaces : on a la courbe représentative des espaces ; la vitesse est égale à - -~ ; l'accélération tangentielle
c dx
dt^ ~~ T dx^'
or ^ est l'inverse du paramètre p de la parabole oscu-
latrice à la courbe figurative et dont l'axe est parallèle à OY. Dans l'appareil du général Morin pour étudier la cnute des corps, la courbe est elle-même une parabole,
^ = R(o, c = I , et l'accélération est
L^ accélération totale y €st égale au carré de la vitesse divisé par la demi-^orde gu^ elle-même intercepte dans fe cercle osculateur de la trajectoire.
On sait qu'elle est dirigée dans le plan osculateur et que
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sa projection sur la normale principale est — ; soit / l'angle de Y avec la normale : on a
— =YCOSl, Y= :• G. Q. F. D.
p * ' pcosi
Considérons la parabole décrite par un projectile dont la vitesse horizontale est a ; la vitesse à un moment quelconque
est — .7 puisque son angle avec Thorizontale est égal à
celui de la normale et de l'accélération, toujours verticale : la corde interceptée dans le cercle osculateur en un point quelconque par la direction de la pesanteur, c'est-à-dire
par le diamètre correspondant, est donc -7- Au som-
met où f = o, cette corde est égale à 2/?; donc, en un
point quelconque M, elle est égale à — ~ ou à quatre fois
la distance de M au foyer. La projection du rajon de courbure en un point d'une parabole sur le diamètre correspondant est égale au double de la distance focale. (Maclaurin).
Dans le mouvement d'un point libre, la force motrice et l'accélération dépendent si simplement l'une de l'autre que la plupart des questions se rattachent aussi bien à la Dynamique qu'à la Cinématique. Je traiterai ici les problèmes où l'on étudie un mouvement connu a priori, et je renverrai à la Dynamique la recherche du mouvement produit par une force donnée, ou, ce qui est la même chose, correspondant à une accélération connue. Rappelons les formules qui donnent les composantes de la vitesse et de l'accélération en coordonnées polaires.
Soient, dans le plan, r le rayon vecteur, 9 son angle avec l'axe polaire; les projections de la vitesse sur le rayon vecteur et sur une perpendiculaire sont — et r--j-; on les
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appelle vitesses de glissement et de circulation : Icui' résultante est la vitesse. Les projections de l'accéléralion totale sont, sur le rayon vecteur,
d'r fdoy
suj:* la perpendiculair(î,
__ I ^/ / ^dB
Dans l'espace, appelons /• le rayon vecteur, Q son angle
av^ec une droite fixe OZ, ^ l'angle du plan méridien mené
par OZ et le point avec un plan méridien fixe, et projetons :
1** sur le rayon vecteur ; 2° sur la normale extérieure au cône
droit d'angle 6-, 3° sur la perpendiculaire élevée au plan
méridien du côté où i^f augmente; nous aurons, pour l'js
projections de la vitesse,
dr dO . dé
pom: les projections de l'accélération,
d^r dB^ . ^d^'
' dt^ di* dt*
i d / dQ\ . , ^d^*
' r dt\ dtj dt^
I d I , dA^\ ' rsme dt\ dtJ
Ces projections ont pour résultante soit la vitesse, soit l'accélération.
82. Étant donnés (Jig. 7) deux axes rectangulaires, ^^ point M situé d'abord sur l'axe des x se meut de telle sorte que son ordonnée et l* angle de son rayon vecteur
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avec OX croissent proportionnellement au temps, et que le mobile vienne sur OY à la distance a de V origine; trouver la trajectoire, la vitesse en chaque point, l'aclération et le rayon de courbure.
L'équation de la trajectoire en coordonnées polaires
s*oblienl immédiatement; l'angle décrit par le rayon vecteur étant - quand l'ordonnée est a, on a
, 2aG
d ou r=r — ; — -• TTSinG
C'est la quadratrice de Dinostrate : le rayon vecteur est d'à-
'i Ci
bord — î et il croît jusqu'à devenir infini pour 6 = ir; il y
a une asymptote (j^= 2 a), puis une branche allant de cette asymptote à l'asymptote j^ = 4^? et ainsi de suite.
Soit (ù la vitesse angulaire du rayon vecteur : la projection de la vitesse de M sur une perpendiculaire à ce rayon est wOM; sa projection sur OY est
clt
la dB
TT de
wOB.
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On n'a pas ainsi deux composantes de la vitesse; mais si, en M, on mène une perpendiculaire sur OM égale à wOM, une parallèle à OY égale à wOB, et si, aux extrémités de ces droites, on leur élève des perpendiculaires, celles-ci se coupent en un point V tel que MV = ç^; la figure ainsi formée a ses lignes perpendiculaires et proportionnelles à celles du quadrilatère birectangle OMCB; il en résulte que la vitesse en M est égale à wOG, et perpendiculaire à OC; sa direction est celle de la tangente à la quadratrice.
L'accélération est parallèle à Taxe des x',otûo = — 9 cot 6 :
donc
Y = -TTT = r-rK(^COie — l) = :— -^ ( —x).
Menons CH parallèle à OX : l'angle MCH est le complément de 9 et Ton a
sin6 \ ir / sin^ô \ ir /'
Y = — 2w2HG.
On a une représentation géométrique de Faccélération, et l'on en peut déduire le rayon de courbure de la quadratrice. La corde interceptée par la direction de l'accélération dans le cercle de courbure est, comme on l'a dit (87),
en faisant l'angle COE égal à CHO ; d'ailleurs CO est parallèle à la normale en M; donc la perpendiculaire DE sur EC coupera CO en un point D tel, que CD sera égale au diamètre du cercle osculateur en M. En B, la valeur de y
est ■ ^^ > et l'on trouve p = - OB.
Sir ^ '1
La quadratrice n'est pas reclifîable, mais l'aire AOB peut se calculer au moyen d'intégrations par parties :
■7:2 Jq sin*u TU
89. Un point parcourt avec une vitesse constante v une lemniscate de Bernoulli ; trouver son accélération et les composantes de cette accélération suivant les rayons vecteurs issus des deux foyers : centre de courhure de la trajectoire.
Étant donnés {fig. 7) deux foyers F, Y ^ dont la distance est 2 a, la lemniscate est le lieu des points M tels que
Fiç. 7.
MF.MF^ = a^. Prenons pour axe des x et des j^ FF| et la perpendiculaire en son milieu O ; l'équation de la courbe sera
Je désignerai par des lettres accentuées les dérivées par rapport au temps. Comme on a x^'^-\- y^^z:^ v'^^ il vient
yy -'- XX
On est conduit à calculer xx- -^-yy elyx^ — xy : si l'on
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dîfférentie réquatîon (i), on en couclut
_ / _ \/a:''-hy'
)r(.r'-i-r'-^«') ;r(.i'-.r»-j^) ±ûV^'"-+-7'
^x' + jrj' yx' — xy ~ ~'îà'xy~ ■" |(j:»-4-j^ '
Je suppose le sens du mouvement tel que le radical doive être précédé du signe +, et je tire de ces formules
>^ Cl
y-jc" — xy" =1 l^xx' -\- y y' ) y/.c' H- y' .
Les premières équations en x" ^y" donnent alors // 3 cr' ,— ,, 3 vx' , .
On en conclut
Mais, si Ton remplace x^ et y par leurs valeurs tirées des équations (2), et si l'on fait MF = r, MF4 = r<, on a
/pï_f-j« H- a' = -(/-îH-/-;), 4aa7=rf — r*, tti = a*,
^= ? îlf (a« — or» — r2) = 7 ^ [4 «^^ — 2 (a?2 ^_ y2 _^ a»)a7]
L'accélération totale peut se décomposer en deux autres
-— , - — » suivant MF et MF< ; faisons un parallélogramme 4 r 4/'i r D
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sur MA = MF et MB = MF, ; la diagonale MG est dirigée
suivant la normale, puisque l'accélération est centripète.
3 V' On a vu Y = — - OM ; le ra^on de courbure est donc
Y 3 OM 3 ^ ' en supposant l'angle EF, O = 0| MF.
90. Quand un mobile se meut dans un plan et que son accélération totale est constamment dirigée vers le centre de courbure de la développée de la trajectoire, Caire comprise entre un rayon de courbure fixe, un rayon variable et Carc de la développée correspondant croit proportionnellement au temps. (Nicolaïdès).
Soient ds l'arc infiniment petit parcouru par le mobile à partir d'une position M, p le rayon de courbure correspondant ; la différentielle de l'aire considérée est - p ds. et il s'agit de prouver qu'elle est égale à dt multiplié par une constante. Supposons -r. positif; il faut que le centre de
courbure de la développée soit, par rapport à la normale en M, du même côté que ds] l'arc infiniment petit de la développée est égal à — rfp ; son angle de contingence, égal
à celui de la courbe, est — ; son rayon de courbure est
pi = — ~- • Soient y^ et y^ l'accélération tangentielle et l'accélération centripète : on aura
d'où
Ï£ = £l P^^ — __ ff ?
Yc ~" p ' v^dt~ ds'
dp dv ds . ,
~ H =0, va = o-r- =c, pds =:cdt,
p V ^ ^ dt ^ ^
Si -3- <; o, c'est dans le premier membre de la seconde formule (i) qu'on aie signe — ; mais la suite est identique.
Etudier le mouvement (Tun point qui décrit une
h. ^ lice sur un cylindre vertical dont la base est une
e £ iipse horizontale : le point se déplace de telle sorte
cfzx^e sa projection horizontale ait une vitesse aréolaire
constante autour du centre de la base.
Prenons pour axes des x et des y les axes de l'ellipse, pour axe des z l'axe du cylindre; on peut représenter Vx et \y du mobile par
l'aire élémentaire décrite par la projection du rayon vecteur, - [xdy — ydx), ou - ab do, étant proportionnelle à dt^ on doit avoir tp = wf, w étant constant. Alors
dr. . a dr h
dt ^ b -^ clt ^ a
Soient M la position du mobile, m sa projection sur le plan ^, p la distance du centre de Tellipse «i la tangente en in\ la projection horizontale de la vitesse est
\/ri)"*ri)"="'V^>i==^-
Comme la trajectoire doit couper les génératrices sous un angle constant i, on a
dz ahtù (ihui
-— = cot/ et p — -
dt p p sin /
z ne peut s'exprimer en fonction du temps qu'à l'aide d'une intégrale elliptique, ce qui était évident a priori.
De S.-G. — Rec, lO
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Les projections de raccélération sur les axes sont
dr dt^ '^ dl^ a}h'
Taccélération rencontre Taxe du cylindre, et sa projection horizontale est proportionnelle à la distance du mobile à l'axe. Soient a, (3, i les angles de la tangente avec les axes, i, |ui, V ceux de la normale principale 5 on a
d^,v dv <»' ^ d^r dv ^ «•'
- — = -— cosa H ces A, -rV = -r cosS H cosix, ....
dO dt p ' dO dt ^ ^ ^
Or
privai pT.?\x\i dv ptù^ià* — b^)^y
COSa = --r- > 008 6=::: > -r- = -j—: — : *
b^ ^ cû dt a^b^^ini
On peut tirer des équations précédentes
cos> 1 I d^.T dv \ p*xsin^i
— ' cos ce] =1 —
dt^ dt I a*b
cosa /7*rsin*/ cosv
d'où
a'^b^ ^ p.T py
ù-= , . ,.» C0S^ = — =^-9 C0Spt=— ~-> cosv = o.
En supposant z = -> la trajectoire devient l'ellipse de
base, dont on trouve ainsi le rayon de courbure 5 il a avec le rayon de courbure de Thélice une relation analogue à celle qui lie le rayon d'un cercle au rayon de courbure d'une hélice qui se projette suivant ce cercle. La normale principale de l'hélice elliptique est parallèle à la normale correspondante de l'ellipse de base.
92. Démontrer qu'on peut régler la loi du mouvement d'un point sur une hyperbole de manière que V accéléra--
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tion totale soit la résultante de deux accélérations dirigées suivant les rayons vecteurs et inversement proportionnelles aux carrés de ces rayons; étudier le mouvement.
Soit r hyperbole donnée
en différen liant par rapport au temps, on a deux relations entre les composantes de la vitesse et de Faccélération suivant les axes :
xx' yy' a?'* y'^ xx" yy" _
Supposons que le mobile soit sur la branche de droite, el nommons e l'excentricité de l'hyperbole, /', r< les rayons vecteurs ; on a
r ^=. ex — a, r^ =■ ex -\' a\ on doit avoir aussi, par hypothèse.
X — ae X -\- ae
(ex — a)3 ^(ex-hay
y'' = —u. ^ UL ^
•^ ^ {ex — ay ^{ex-ha)'^
U faut que ces équations soient compatibles avec l'équation (i) et avec ses conséquences (2); or, si, dans la seconde équation (2), on remplace y et y par leurs valeurs déduites de (i), puis x'^ ei y" par leurs valeurs (3), on trouve
a/' x^x'^ \LX fa? — ae x-^ae 1
ô»" "~ a*(a72 — a«) "" ^ l(ex — ay {ex-^ayj
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ou
Cette équation doit être compatible avec la première du groupe (3) : on s'en assure en la différentiant par rapport au temps, et divisant ensuite les deux membres par iix' : on retombe sur l'expression (3) de x",
La loi des positions du mobile sur la courbe sera donnée par l'équation (4),
. ^etx.r{x^ — a}) x'^:= ^ 1.
On en conclut
_ 4ffAfg^— i).r»
Au sommet, la vitesse est iK ~, — ^ — ,* en sorte qu'un
V a\é^ — ij ^
point animé de cette vitesse initiale et soumis à des forces produisant l'accélération donnée décrira Thyperbole. La valeur de t s'obtient à l'aide d'une quadrature
Lîtégraut --_ '_^z:. par parties et réduisant, on trouve
^ . /^ l~i—. 71 ,^'—3 C'' dx
3 V P G\Uiu Ja slxix'^—a^)
On a une intégrale elliptique de première espèce, mais elle disparaît pour e = \ji -, alors
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93. Etudier le mouvement d^un point qui décrit as?ec une vitesse constante une loxodrome, c'est-à-dire une courbe tracée sur une sphère et coupant tous les méridiens sous un angle constant X.
Cherchons Téquation de la trajectoire en coordonnées polaires. Soient a le rayon de la sphère, M, M' deux points infiniment voisins sur la loxodrome, P le point de rencontre du parallèle de M avec le méridien de M'; MPM' peut être assimilé à un triangle rectiligne rectangle ; or M'P = a rf6, MP = a sinO rftj;, MM'= rf^, angle MM'P = X; on a donc
. MP sinOéf^ rf8 . ^.
tangX = ^ = -^jj-, _ = cotXrf^
Intégrant et désignant par a la valeur de 9 pour tj; = o, on a pour la loxodrome
taDg-6 = tang-ae<l'cot>.
L^ courbe forme sur la sphère une infinité de spires qui s approchent indéfiniment du pôle A et du point diamétralement opposé. On a, dans le triangle rectangle M M'P, ds cosX = arfO; il en résulte que la courbe est rectifiable, et sa longueur d'un point asymptote à l'autre est finie et
égale à "**
cosX Les composantes de la vitesse sont
rfG ___ pcosX . ^rft]/ _ psinX dt a dt a
Si Ton se reporte aux valeurs des composantes de l'accélération rappelées au commencement de ce Chapitre, on trouve qu'elles sont ici
Yr = > Y/»== cotôsin'X, Ym = — cot6 sinX cosX.
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Par le pôle A menons un arc de grand cercle perpendiculaire sur l'arc de méridien AM jusqu'à sa rencontre, en un point B, avec l'arc de grand cercle qui est normal à la loxodrome en M, et soit cp l'angle des deux rayons OM, OB. Dans le triangle rectangle MAB, on a
AMB = ^ X, MA = 0, cotO sinX = cot<p;
donc
Yrt= cotcpsinA, Y;,t = — cot 9 cos A, y= — ; — .
' a ' 'a * ' asincp
Comme l'accélération est exclusivement centripète, le rayon de courbure p de la trajectoire est égal à a sincp ou à la perpendiculaire MC abaissée du point M sur le rayon OB : mais le rayon de courbure doit être contenu dans le plan 0MB normal à la loxodrome et, d'après le théorème de Meusnier, faire avec MO un angle dont le cosinus est
^ = sincp; il est donc précisément dirigé suivant MC, et le
point C, que nous savons déterminer, est le centre de courbure de la loxodrome.
Accélération centrale.
94. Il arrive souvent que le mouvement d'un point M jouit d'une propriété remarquable : l'accélération totale est constamment dirigée vers un point fixe O. Je dis que, dans ce cas, la trajectoire est nécessairement comprise dans un plan passant par le point O et que l'aire décrite par le rayon vecteur OM croît proportionnellement au temps. Cet important théorème se démontre bien aisément par le calcul, mais on peut aussi l'établir d'une manière nette à l'aide de considérations géométriques.
Je dis d'abord que la trajectoire est située dans un plan qui passe en O. En effet, le plan osculateur en chacun de ses
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points, contenant l'accélération correspondant à ce point, passe au centre O qui est ainsi un point commun à tous les plans osculateurs. Mais le point commun au pl<an osculaleur en M à une courbe à double courbure et aux deux plans osculateurs infiniment voisins a pour limite le point M : il en résulterait que tous les points de la trajectoire considérée seraient confondus avec le point O. Il n'en peut être autrement que si la trajectoire est située dans un plan qui passe par le point O et avec lequel se confondent tous les plans osculateurs.
J'ajoute que la vitesse aréolaire autour du point O est constante. On sait que cette vitesse a pour mesure, quand le mobile est en M, le produit de sa vitesse i^ par la moitié de la distance/? du centre O à la tangente à la trajectoire en M. Supposons que cette tangente coupe la tangente au point infiniment voisin M' en un point G et soient CA, CB les droites qui représentent les vitesses en M et M' : la direction de AB a pour limite la direction de l'accélération
Fig. 8.
totale ou de MO; les droites AB, GO sont infiniment près d'être parallèles et les angles 0GB, GBA d'être égaux.
Menons OP, OQ perpendiculaires sur les tangentes en M et M' : les points O, G, P, Q sont sur un cercle; les angles POQ et AGB, OPQ et 0GB sont égaux et le dernier diffère infiniment peu de GBA. Les triangles OPQ, GAB sont semblables parce que le rapport des angles homo-
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logues diffère infiniment peu de l'unité : on a donc, sans erreur à la limite,
('> S^^Sa' 0P.CA = 0Q.GB;
la vitesse aréolaire ne change pas d'un point à l'autre de la trajectoire.
La réciproque s'établit sans peine, Tégalité (i) entraînant la similitude des triangles OPQ, CAB et le parallélisme des droites OC, AB.
Soient C ou dz c^ le double de la vitesse aréolaire, [jl l'angle de la vitesse i^ avec le rayon vecteur r; il suffit ici de rappeler les formules suivantes, que l'on retrouverait bien vite :
^ .db dy dx
L'accélération se réduit à yrj mais nous la compterons positivement de M vers O : si l'on transforme l'expression de — Yr (n° 87) en prenant 0 pour variable indépendante et si, ensuite, on se reporte à la valeur précédente de ç^^, on a la double valeur de y
d\v^ dr
En supposant Y > o, la courbe est concave vers le point O, l'accélération centripète égale à ysinjA, et l'on a
La dernière égalité conduit immédiatement à l'exprès-
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sion de p en coordonnées polaires; mais la première va nous fournir une formule souvent utile : on a
div^ V dv . p
'( = --dF-=--dF' ^•"1^ = ^ donc
I __ Y si'^ H^ _ P ^^ p ~~ v^ vr dr
mais, pç étant égal à C, on en déduit
dv ^ dp i __ dp V ' p p r dr
Si la courbe tourne sa convexité vers le pôle, on a
I _ dp p "" r dr
95. Un mobile parcourt une ellipse de manière que Vaire décrite par le rayon vecteur issu d^un point o croisse proportionnellement au temps : exprimer V accélération du mobile.
Considérons le cercle dont la projection est l'ellipse donnée; o est la projection d'un point O du cercle, la position m du mobile est la projection d'un point M du cercle. Soient M' le second point de rencontre du cercle
avec OM, DD' le diamètre parallèle à OM, ^C^ l'aire dé-
crite par OM dans l'unité de temps, F l'accélération de M; on trouve, a et 6 étant les demi-axes de l'ellipse,
C* 8C*a3 G* DD'
rVsin^jx ^'K^^^iJ^.'' 8 a*
aOM MM' "^ OM MM' Soient i l'angle de MM' avec sa projection /n/n', rfrf'la pro-
J^iction de DD', -c^ la vitesse aréolaire de m; on a
„ . dd' ont mm . G' a
Tf = rcos,, _ = _ = ^^=cos., -=^
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d'où
om mm'
Cette expression, donnée par M. Withworth {Cambridge and Dublin Messenger, 1871), se simplifie dans des cas particuliers. Prenons o au centre : dd! =mm' =iom^
c* Y = — Tz om.
Prenons o au fojcr et soit 9 l'angle de mm! avec l'axe focal : on a
^ ' om
Enfin, quand o est sur l'ellipse,
c* dd'
om.
96. Un point décrit la podaire, lieu des projections du centre d'une ellipse sur ses tangentes, de m,anière que la vitesse aréolaire par rapport au centre soit constante : exprimer pour chaque position du mobile la vitesse et V accélération en fonction du rayon vecteur : rayon de courbure de la podaire.
En prenant pour axe le grand axe de l'ellipse, l'équation de la podaire sera
r* = a' cos' 6 -T- 6* sin' 6.
L'expression du carré de la vitesse dans le cas où l'accélération est centrale donne
(a^cos^e-i-^^sin^e;»'
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mais l'intégration ne peut s'effectuer que si n est égal à 2 divisé par un nombre entier.
Accélérations des divers ordres.
98. Si par un point fixe on mène des droites égales et parallèles à l'accélération d'un mobile aux époques t et ^ -f- A^, OA et OA', l'accélération du second ordre ou suraccélération est représentée en grandeur par la limite de
-— j et en direction par la direction limite de AA'. On passe
de la même manière aux accélérations des ordres suivants. 11 est aisé de démontrer que la projection de l'accélération d'un ordre quelconque sur un axe ou sur un plan est égale à l'accélération de même ordre dans le mouvement de la projection du mobile; d'autre part, il est visible que les accélérations successives dans un mouvement recliligne sont égales aux dérivées successives de l'espace par rapport au temps. Si donc on rapporte un mobile à trois axes coordonnés, l'accélération du n**-"™® ordre a pour composantes
d'^-^^x d^+\y d^-^^z dt'^-^^ ' ~dtf^^ dt'^-^ '
On en conclut par exemple que, dans le mouvement elliptique représenté par les équations
X = acosoitj y =^ b sintsit,
l'accélération d'ordre 2 [x — 1 , en un point M de l'ellipse, est dirigée suivant le rayon vecteur OM et égale à ztco^t^OM : l'accélération d'ordre 2[x, parallèle au demi-diamètre OM', conjugué de OM, est égale à ± (o2(a+* OM'.
Soit à calculer les projections de l'accélération d'ordre [jL, Yjx, sur la tangente à la trajectoire, sur sa normale principale et sur l'axe du plan osculateur ou binormale (de
\A.\J KAM,! X\^ \^J%.tJX \^i3JM\JMI. VI V^ K
a 0 = — — y 71 rfO = ^ a -
Intégrant,
/i(G — a) = arccos- — > r" =
Xr« Xcos/î(6 — a)
Ces courbes dérivent de la droite par une transformation spéciale due à M. Roberts : deux d'entre elles se coupent sous le même angle que les droites correspondantes. Si
Ton suppose /i = 2, -, > — i, on a une hyperbole
équilatère, une parabole, une cardioïde, un cercle passant au pôle ; l'accélération est proportionnelle respectivement aux puissances i, — 2, — 4j — 5 du rayon vecteur. Pour
/i = -♦ Y est constant, et la trajectoire est une courbe du
sixième ordre, avec trois asymptotes se coupant au pôle sous des angles de 120°.
Le cas de /i = o, la vitesse étant réciproque à r, donne une intégrale différente ; on a
La trajectoire est une spirale logarithmique, et Taccé ration réciproque au cube de la distance au pôle.
La position du mobile sur sa trajectoire est donnée * tous les cas par la formule
, r* û?6 r dr
dt =z
SUR LÀ MÉCANIQUE RATIONNELLE. I Sg
miers axes, et, en divisant par dt les accroissements subis par ces projections dans le temps dt^ on trouve
_ d'jxj.j I ds
_^ I ds ^y\J.,n I ds
On a pour l'accélération ordinaire
dv v^
on en déduira successivement, à l'aide des formules précédentes, les composantes de Y2) Y^j ••• î seulement, quand on aura à différentier par rapport au temps une fonction de p et de r, il conviendra de prendre la dérivée par rapport à Sj qui sera un élément géométrique, et de la multiplier par -Tz ou V. Les composantes de y^i seront exprimées « ^. j dv dV-v do d\^-^p dr
en fonction de P, ^^ . ...,^; p, - ^^ ; r, ^, .••,
, . , : on trouve d'abord
3 dv t>3 rfp
__ d^i> ç^ dv p* c?o
La valeur de y^^^ peut être transformée et donner lieu à quelques remarques. L'enveloppe des plans normaux à la trajectoire est une développable appelée sur/ace polaire,
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Saint-Venant). On y arrive à Taide des formules de M. Serret; mais nous allons employer une méthode géométrique dont le point de départ peut servir à résoudre d'autres questions sur les lignes à double courbure.
Menons en un point O d'une courbe la tangente OT, la normale principale ON et la binormale OB : prenons un arc infiniment petit OM = ds dans le sens de OT, et supposons que M soit par rapport au plan osculateur en O du côté opposé à OB.
Considérons la tangente, la normale principale et la binormale en M, et cherchons, à moins d'infiniment petits du second ordre, les cosinus des angles que ces droites font avec OT, ON, OB ; pour cela je leur mène en O les parallèles or, ON', OB'; si l'on prend OB = OB', BF sera dirigée dans le sens de la normale principale. En négligeant les infiniment petits du second ordre, on peut regarder OT' comme situé dans le plan TON, et il est facile de déduire de la figure le tableau des neuf cosinus :
ON', -^, I
OB', o, -, i;
p désigne le rayon de courbure, r le rayon de torsion.
Considérons à l'époque t l'accélération d'ordre [x, y^^j et ses projections sur la tangente, la normale et la binormale que nous désignerons par y^L^f, yjj.^^, '^^^b] à l'époque t-i-dtj cette tangente et ces normales ont changé de direction, <;omme l'indique le tableau, et les projections de l'accélération sur ces nouvelles droites sont y^^t -i- dy^^tj ... ; on en conclut les projections de cette accélération sur les pre-
SUR LÀ MÉCANIQUE RATIONNELLE. I Sg
mlers axes, et, en divisant par dt les accroissements subis par ces projections dans le temps dt^ on trouve
__ d-^xhj I ds ^^^'^'-'dT'^pdi^^^'''
I ds df^^n I ds
__ I ds dyfjj,
On a pour l'accélération ordinaire
di> p2
ou en déduira successivement, à l'aide des formules précédentes, les composantes de Y2, ya, ...; seulement, quand on aura à différentier par rapport au temps une fonction de p et de r, il conviendra de prendre la dérivée par rapport à s, qui sera un élément géométrique, et de la multiplier par -1- ou if. Les composantes de ^^ seront exprimées
.„r . j di> d^v do d^-^o dr
entonctionde ^, -r.» •••> -7-77; p, -r» •••>-¥ — 7 ; r, -=-» •••>
^ dt dt^' ^^ ds dsV--^ ' ' ds
^^ : on trouve d'abord
^''""" p^Zf ~^ ^' T«'^=-rp^''
L-a valeur de y^^^ peut être transformée et donner lieu à ^elques remarques. L'enveloppe des plans normaux à la ^^^jectoire est une développable appelée surface polaire,
la parabole. On a donc
apcosa _ c' sin(cp — «) _ I âp
sin2(cp — a) coscpcosa coscpcosce ~\ c'costp
■'^'■''- -^y -dT^ - ~ jj^p
v/ac'p coscp p y/cc'
Composition des vitesses.
100. On se rend compte du mouvement d'un point M en observant, à différentes époques, sa position par rapport à un système de points de repère S supposé fixe ; mais, si le système S se déplace lui-même, le mouvement de M qu'on a observé n'est plus qu'un mouvement relatif. Connaissant ce mouvement relatif et le mouvement d'entraînement ou la loi des positions successives de S par rapport à un système fixe 84, on peut en déduire le mouvement absolu de S : c'est le problème de la composition des mouvements.
On établit aisément un théorème d'une extrême importance : la vitesse absolue esta chaque instant la résultante ou la somme géométrique de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement, c'est-à-dire de la vitesse d'un point lié invariablement à S, mais coïncidant avec le point M à l'instant considéré. Et l'on sait comment se généralise le théorème quand il y a plus de deux mouvements à composer.
Si l'on connaît le mouvement de M dans Sj et le mouvement de S par rapport au même système de comparaison, il est aisé d'obtenir le mouvement apparent de M par rapport à S : il suffît, en conservant à chaque instant les positions de S et de M par rapport à 84, d'attribuer à ce dernier système un mouvement tel que S soit réduit au repos absolu; le mouvement résultant pour M est le mouvement cherché. La vitesse relative est la résultante de la
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vitesse absolue et de la vitesse d'entraînement, prise en signe contraire.
Je vais donner quelques applications de ces théorèmes sur la vitesse et de la méthode de Roberval, qui s'y rattache intimement.
101. Étant donné un courant animé d'une vitesse a dans le sens de OX, un nageur, qui se meut dans le courant avec une vitesse relative égale à i, part d'un point P pour traverser le courant. On demande :
1® Quelle doit être la direction de sa vitesse relative par rapport au courant pour que sa trajectoire absolue soit la droite PO*
2** Quelle sera sa trajectoire absolue si sa vitesse relative est constamment dirigée vers le point O, c'està-dire s'il essaye toujours de nager vers ce point.
Pour résoudre la première question, menons PA égale et parallèle à la vitesse d'entraînement a; la résultante de celte vitesse et de la vitesse relative doit être dirigée suivant PO ; il s^ agit donc de construire un triangle, connaissant le côté PA , l'angle APO et la longueur b du côté opposé. Du point A comme centre avec b pour rayon, on
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décrit un arc de cercle qui coupe PO en un point B, et AB est la direction demandée, celle dans laquelle le nageur doit tendre à s'avancer. Il peut y avoir deux solutions : la discussion revient à celle d'un cas bien connu de la résolution des triangles.
Pour résoudre la seconde question, prenons comme axes coordonnés OX et une perpendiculaire menée par le point O, et soit M une des positions du mobile. La vitesse absolue MT étant la résultante de MG égale à a, parallèle à OX, et de MD égale à 6 et dirigée suivant MO, on a pour ses projections sur les axes
, ^ dx hx dv h y (l) 7/7 =« TT^^L-^i-i-f -Jr = , '
L'élimination de dt donne l'équation de la trajectoire
dx a \/x^ -H v^ X
dy~ b y ~^ y'
Si nous posons x = zy ei a = mb^ il viendra
dz , dz dy
y, = — /ni/i-î-^*, , =z—m^^;
-^ dy ^ /i-^-s' ^
intégrant, et désignant par c une constante, en prenant les inverses, on a
ou
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La première équation définit la trajectoire; c se détermine en exprimant que l'équation (2) est satisfaite par les coordonnées du point de départ P. La trajectoire ne passe à l'origine et le nageur n'atteint ce but que si m est << 1 ou a<C b : la tangente à l'origine est la droite OX. Quand et ^ b, l'ordonnée y du mobile tend vers zéro et x vers ^ l'infini; enfin, pour a = 6, la trajectoire est une parabole dont l'axe est OX, mais le mobile n'atteint cette droite qu'au bout d'un temps infini.
La loi du mouvement est donnée par les secondes équations (i) et (3) :
et l'intégration s'effectue sans difficulté.
Un observateur, parcourant un cercle avec une
'altesse constante v, reçoit de la lumière qui arrive d^une étoile très éloignée dans une direction fixe et avec une '^^tcsse V : déterminer y pour une position quelconque M ^^ l'observateur, la direction apparente des rayons lu- ^^irieux en négligeant les termes de V ordre det^^z étant ^ f^ apport de V àY ,
Soient O le centre du cercle, SO la direction suivant ^^ quelle arrive la lumière, OA la projection de OS sur le plan P du cercle, SOA = X, M0A=9; par le point M, tenons des axes de direction fixe, MX parallèle à OA, ^^rVf perpendiculaire à MX et située dans le plan P, MZ perpendiculaire à ce plan. La vitesse relative de la lumière, ^Sale à la différence géométrique entre sa vitesse absolue ^^ la vitesse de l'observateur, a pour composantes
— VcosX -H VesinÔ, — Vecosô, — VsinX;
^^s cosinus directeurs sont donnés par les équations
cosX — ssinô ecosO sinX y^i — 2e sinO cosX -1-
En prenant le signe + et négligeant les termes en e^^ nous remplacerons la dernière fraction par i+esinOcosX et nous aurons
a = cosX — ssinOsin'X, p = £cos0, Y = sinX -f- e sin6 sinX cosX.
Sur une sphère décrite du point M comme centre avec l'unité pour rayon, la position apparente de l'étoile, indiquée par la direction de sa vitesse relative, parcourt une ellipse dont le centre est sur OS : un des axes, parallèle au plan P, est égal à ae, l'autre à ae sinX. C'est le phénomène de l'aberration de la lumière.
103. Déterminer la tangente à la strophoïde par la méthode de Roberçal.
Étant donnés un point O, une droite AB et une droite OA perpendiculaire sur AB, si l'on joint le point O à un point variable G de AB et si l'on prolonge la sécante OG
d'une longueur GM = GA, le lieu du point M est une strophoïde.
Le mouvement de G peut être obtenu en supposant qu'il glisse sur la droite OM pendant que celle-ci tourne autour de O avec une vitesse angulaire w; la vitesse d'entraîné-
ment est coOG perpendiculaire à OC; la vitesse relative
parallèle à OC est — ^ — ; la vitesse résultante est ' >
dirigée suivant AB; mais le triangle formé par ces trois vitesses est semblable à OAG comme ayant les mêmes angles. Avec une unité de temps convenable, on aurait
ta.OG = OA, ^^-5=AG,
dt
Regardons aussi le mouvement de M comme résultant d'une vitesse de glissement et d'une vitesse d'entraînement; celle-ci est w.OM, ou, avec notre unité de temps et par saîte d'une proportion évidente, OP; la vitesse de glissement est
d,OU d,OC d.kÇ.
dt
= AG-t-OG = OM;
si donc on mène la droite OV égale à OP et perpendiculaire sur OM, le segment de droite VM représentera la vitesse du point M et sa direction sera précisément celle de la tangente à la strophoïde.
10 i. Déterminer la tangente en un point M d'une "J^perbole dont on donne un foyer F et la directrice ^or-respondante PQ.
Fig. 12.
Joignons MF et abaissons MP perpendiculaire sur la di- ^^cirice.
^uand le point M se meut sur l'hyperbole, les projec-
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lions i^' et ç'^ de sa vitesse sur FM et sur PM sont respeclîvement égales a , et a , ; mais on a
i dMF ï d.MP
MF = cMP, îî-ï? — ; — = tff: — t — ; ' MF é/i MP û?i
• d MF
on peut. choisir l'unité de temps de manière que — ^ — soit
égal à MF ; ç' sera représenté par MF et, d'après ce qui précède, i^" le sera par MP. Si donc on élève au point F une perpendiculaire sur MF et au point P une perpendiculaire sur MP, ces droites se rencontreront en un point Q tel que le segment rectiligneMQ représentera la vitesse du" point M; sa direction sera celle de la tangente à l'hyperbole et l'on aura
cosQMF _ M F _ cosQMP "" MP ~" ^'
Imaginons une lentille plan convexe engendrée par la rotation du segment hyperbolique AMB autour de son axe et dont l'indice de réfraction soit égal à ^ : si des rayons lumineux parallèles à l'axe tombent sur la face plane, ils pénétreront sans être déviés, mais celui qui se présentera pour sortir en M, par exemple, sous un angle d'incidence égal à 90° — QMP, sera réfracté à la sortie ; le sinus de l'angle de réfraction sera égal à e cosQMP ou à cosQMF; le rayon réfracté suivra la direction MF et tous les rayons reçus par la lentille iront rigoureusement converger au foyer F.
105. Méthode de M, Mannheim pour déterminer le point de contact de certaines droites mobiles avec leur enveloppe ; centre de courbure d 'une épicycloïde allongée ou raccourcie.
Considérons une droite qui tourne autour du pôle O dars un p]an, et qui fasse avec l'axe fixe un angle 0. Soient sur
celte droite trois points M, M', M" décrivant des courbes C, C, C"; la perpendiculaire menée au point O sur OM est rencontrée en N, N', N'' par les normales à C, G', C aux points M, M', M''. On a, d'après une formule de Géométrie,
d.OM" di ' d'où
dMM' ~ d.M'm"'
Supposons les courbes G, G', G'' telles que MM' et M'M" aient un rapport constant)^; il en sera de même de leurs différentielles, et par suite de NN' et N'N''; si donc on savait mener les normales en M, M', M'', et qu'on voulût trouver le point O autour duquel tourne la droite MM'M^', ou auquel elle rencontre sa position infiniment voisine, quand elle ne tourne pas autour d'un point fixe, il n'j aurait qu'à chercher une perpendiculaire à MM'M'', telle que les segments déterminés sur cette droite par les normales connues soient dans un rapport donné X.
Soit (^^. i3) un cercle de rayon Gi A r=R|, qui roule sur
Fig. i3.
un cercle fixe dont le centre est G et le rayon R ; un point M lié au cercle Ci engendre une épicycloïde. Gherchons la
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tangente en M par la méthode de Roberval : le mouvement du cercle C< peut s'obtenir en supposant que son centre tourne autour de C avec une vitesse w.GGi, tandis que le cercle tourne autour d'axes de direction fixe, menés par C|
avec une vitesse anerulaire w-„--» La vitesse relative de M
sera perpendiculaire à MCi et égale à ta-^^MCi] la vitesse d'entraînement est w.CCi perpendiculaire sur AC< ; l,e triangle formé par ces vitesses et leur résultante est semblable à MCiAet les côtés homologues sont perpendiculaires; la droite MA est perpendiculaire sur la vitesse résultante; c'est donc la normale à l'épicycloïde.
La normale MA se meut dans des conditions où la méthode de M. Mannheim donne le point O où elle touche son enveloppe; en effet, menons CM' parallèle à MCi jus- (|u'à la rencontre de MA. On a
AM' "" CM' ~ R
donc CM' est constant; le lieu de M' est un cercle ayant son centre en C comme le lieu de A, et les segments MA, M'A déterminés sur la droite MM' par l'épicycloïde ellemême et les deux cercles restent dans le rapport de Ri à R. Les normales aux trois courbes sont ici MM', AC, M'C; il s'agit de trouver un point O tel, qu'en y élevant une perpendiculaire sur MM', on ait ON:NN'::Ri :R. Menons en A une perpendiculaire sur MM', et supposons que les droites CO et MC< la rencontrent en des points T et T^; les triangles semblables CNO, CAT, d'une part, CNN', C,ATi, de l'autre, donnent
AT _ R AT, _ Ri^,
ON ~ CN' NV ~ GN^ or
RxON-=R,xNN';
donc
AT = ATi.
De là la construction de Savary : prolonger MC< jusqu'à ce
ciu'elle coupe en T la perpendiculaire sur AM en A; TC
coupe la normale au centre de courbure. Si Ton prend AM
pour scae des Xj AT pour axe des y^ on voit aisément que
la différence entre les inverses des abscisses de G et C< est
égale à la somme des inverses de AM et de AO; faisons
donc AM = /i, MO = p, MACi = cp, on aura
Il /i I \
TjT = COS'J -^ H
H K| ' \n p — nj
1. Les projections d*un point sur trois axes rectangulaires sont animées de mouvements uniformément variés : déterminer la trajectoire du mobile dans l'espace et la condition pour que son mouvement soit uniformément varié.
La trajectoire, généralement parabolique, est rectiligne dans le dernier cas.
2. Un point M se mouvant dans un plan, soient r le rayon vecteur issu d'un point O, p la distance du pôle à la tangente iMT à la trajectoire, p le rayon de courbure en M, u le produit joç» : montrer que, si l'on décompose l'accélération totale en deux autres. Tune Y dirigée suivant MO, l'autre y*' suivant MT, on a
, u^r „ udu P^? P^ ^^
Écrivant que les projections de y' et de y" sur la tangente et sur
dv v^ la normale ont pour sommes -=- et — > on en conclut d'abord
'^ at p
* p sin [JL • dt p
p dp dans Y*) on remplacera p par — — et l'on achèvera facilement.
3. Étant donné un point A qui parcourt une droite OX avec une vitesse constante c, un mobile M se meut dans un plan passant par OX de manière que la droite MA conserve une longueur constante a et que la vitesse soit toujours dirigée suivant cette droite : déterminer la trajectoire du mobile, sa vitesse, son accélération, le rayon de courbure de la trajectoire.
La trajectoire est une tractrice définie par Téquation
dx = -^ y/a^—y^: v= -Ja^—y^, Y = — 7-? p = — i/aî — r*;
la développée de la tractrice est une chaînette.
4. Problème analogue au précédent, si ce n'est qu'on suppose la vitesse du point M égale à une constante — tandis que la distance MA est variable.
La trajectoire de M est ici la courbe du chien : si m^i,
~ 'i{m~k-\)h'^ 'i{m — i)^"*"*' ^~~msin=^a'
a étant l'angle de la vitesse de M avec OX.
5. Un point décrit une hyperbole suivant une loi telle que l'accélération passe toujours par l'un des foyers : déterminer la grandeur de l'accélération, la position du mobile à un instant quelconque, le lieu des extrémités des droites issues de l'origine et représentant la vitesse à chaque instant.
- G vitesse aréolaire; a, b demi-axes, e excentricité : en posant
on a
aC» e, , Gf
enfin le lieu demandé (courbe hodographe) est un cercle.
Un point décrit une cardioïde r = a(i-hcos6) de manière
que 6 soit proportionnel au temps : vitesse et accélération du
mobile; tangente à la cardioïde, rayon de courbure.
Le rayon de courbure, égal à -a cos- 6, fait l'angle -6 avec le
rayon vecteur.
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T. Un point M parcourt un cercle d'un mouvement uniforme <5aiis le même temps que le cercle tournant avec une vitesse constante autour d'un de ses diamètres fait lui-même un tour; vitesse 'et accélération du mobile; tangente à la trajectoire, rayon de oo urbure.
]l.a trajectoire est la courbe de Viviani : on calcule les trois
composantes de y> ^^ si Ton retranche -j-r de y* on arrivera à la
.(I— sin»eV %-aleur a» , . ,^ pour p*.
S. Un point M se meut sur une circonférence avec une vitesse constante c : déterminer la loi suivant laquelle il faut faire tourner le plan du cercle autour d'un de ses diamètres pour que la vitesse absolue de M soit toujours égale à 2c; loi du mouvement absolu. (Gaen, 1884.)
La trajectoire est une loxodrome {voir n° 93).
9. Sur une courbe plane A, qui tourne autour d'un point fixe O, se meut un point M de telle sorte que la tangente à A au point où se trouve le mobile reste parallèle à une droite OX : montrer que la vitesse absolue de M est égale à la vitesse relative, par rapport à A, de la projection de O sur les normales à A aux points où passe M. (Gilbert.)
On a des deux côtés, p étant le rayon de courbure de A en M,
p«=(o*[Ôm'-t- pî — 2pcos(MOip)].
10. Mouvement apparent d'un point qui parcourt uniformé- •ûent une droite AB pour un observateur qui tourne uniformément autour d'une droite perpendiculaire sur AB; discussion.
H. Étant donnés trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, un point iM se meut sur le cercle a? = o, j^»-h «*= c', tandis qu'un observateur A, qui regarde constamment l'origine, parcourt d'un •nouvemept uniforme le cercle z = o, a?* -t- j^* = a* : pour cet observateur, le point M se trouve toujours dans un plan P dont la irace OH sur le plan des xy fait avec 0 A un angle constant X et dont l'angle avec OXY a une valeur constante a. Déterminer le niouvement absolu et le mouvement apparent de M : vitesse, accélération. (Rennes, ï885.)
Soient HOY = 90*»— X — w^, MOY = 6, MOH = cp : le triangle
sphérique MYH donne
A /^ .s tanffa
langô = cos(A -h bit) tanga, tango = -; — ^— ^^ •
^ ^ / b > oT sm(X -huit)
On cherche les composantes de (^ et de y suivant la tangente et la normale aux cercles décrits par M.
12. Appliquer la méthode de Roberval à la tangente à la spirale d'Archimcde, à la cissoïde, à la cycloïde, à la lemniscate.
13. Un point qui se meut suivant une chaînette passe au sommet de cette courbe avec une vitesse égale au paramétre a de la chaînette et le rapport de son accélération centripète à l'accélération tangentielle est constamment égal au rapport de a au double de Tare parcouru à partir du sommet. Déterminer la valeur de cet arc et Taccclération du mobile en fonction du temps. (Caen, i888.;
a V dv. dv a s ds o. s ds
is ds ' V ~ ap ~~ a^-\-s^'
o — vif LdUif (>• Y — „ •
14. Un point M parcourt une hélice d'un mouvement uniforme; on propose : i° de montrer que les plans normaux à la trajectoire aux points où elle rencontre un plan donné P passent par un incme point p de ce plan ; 2° de trouver le lieu de la projection m (le M sur une section droite du cylindre qui contient l'hélice, les projetâmes étant parallèles à l'une des tangentes à l'hélice; V dte trouver le lieu de l'extrémité c du segment me qui représenie l'accélération totale du point m. (Paris, iSSi.)
Le point p est sur une droite située dans le plan P et rencontrant orthogonalement l'axe de l'hélice; le lieu de m est une cycloïde, celui de c une cycloïde raccourcie.
MOUVEMENT D'UN SOLIDE INVARIABLE
Mouvement d'une figure plane dans un plan.
106. Le mouvement d'une figure plane dans un plan fixe peut, à chaque instant, être regardé comme une rotation autour d'un centre instantané I, si l'on ne considère que la vitesse des différents points de la figure : la vitesse du point I est nulle, celle d'un point quelconque M étant perpendiculaire et proportionnelle à la droite IM. Le mouvenaent fini de la figure peut s'obtenir en la liant à une courbe Sj, lieu de ses points qui doivent être successi veinent centres instantanés, et faisant rouler S< sur la courbe S, lieu des centres instantanés dans le plap fixe. Les points <^u une ligne L touche son enveloppe sont aux pieds des nor- 'ï^ales abaissées du centre instantané sur la ligne mobile.
- le centre de courbure de la roulette décrite par un point
^e la figure mobile s'obtient par la construction de Savarj
{ * 05), sauf à remplacer la roulante S< et la base S par leurs
^^«•cles osculateurs de rajon R^ et R. Le centre de cour-
^^ire de l'enveloppe d'une ligne L entraînée dans le mou-
^^ïnent s'obtient en appliquant la même construction au
^^ïitre du cercle osculateur àLau point où elle touche son
^^■^Teloppe. Soient n la longueur d'une normale menée du
^^ïitre instantané I à un point M de L, <p l'angle de cette
^ ^ï^oite avec la normale commune à S et Si en I, pi le rajon
^^ courbure de L en M, p celui de l'enveloppe de L; on a,
supposant p compté de M vers I, p^ en sens contraire, R
coscp = — U
et R^ opposés,
\"-+-pi P- nj
Quand Tune des lignes change de sens, on change son signe, mais la construction de Savary s'applique toujours.
La hase et la roulante n'interviennent dans l'équation (i) ([ue par la somme de leurs courbures; si donc, dans une position donnée de la figure mobile, on fait varier R et R,, pourvu qu'on ne change ni la somme de leurs inverses, ni leur direction commune, ni la position du point 1, on trouvera toujours la même courbure pour la trajectoire d'un point de la figure ou pour l'enveloppe d'une hgne entraînée avec elle. En particulier, remplaçons Rpar l'infini et Ri par une valeur a définie par la condition
Ri'
on pourra regarder, à l'instant considéré, la figure mobile comme entraînée par un cercle de rayon a qui roulerait sur une droite ; le centre V de ce cercle est appelé centre instantané du second ordre; a est le rayon de roulement. Pour déterminer graphiquement le point F, joignons (y?«-. i4) un point quelconque T aux points I, C, Ci;
Fig. 14.
menons III parallèle à CT jusqu'à sa rencontre avec TCi ; ciilni, tirons HP parallèle à TI. Je dis que le point P n'est
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autre que le point F: d'abord, il est sur la normale com-
nnune aux deux courbes roulantes : puis les rapports 7^^ >
JCi
TG
) égaux à TpTTj sont égaux entre eux et Ton conclut de
JP' -&— - TU cette égalité
IP ~ IG.lGj
RRi ~ R
Ri
Une fois le point F connu, la construction de Savary, adaptée à l'hypothèse où le centre de courbure C de la base est à l'infini, détermine le centre de courbure du lieu décrit par un point M de la figure mobile; mais on peut lui faire subir une généralisation dont nous tirerons parti. Le cercle U, décrit sur IF comme diamètre, coupe IM en 1 et en un point P tel que IP = rtcos<j). D'autre part, si Fon fait pi = o dans Féquation (i) et si l'on a égard à l'équation (2), il vient
p — n acoscp
ÎP
Cela posé, menons {fig- i4 bis) une droite IT, de lon-
Fig. 14 bis.
gueur arbitraire, normale à IM, et soit H le point de rencontre de la droite MI avec la perpendiculaire abaissée du
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point F sur MI : la parallèle à IH menée par le point T rencontrera MI au centre de courbure cherché X. En efiet la //^. i4 bis y analogue à Isi /ig- i4) donne
et il suffît de comparer cette égalité à l'équation (3) pou voir que IX est égal à p — n, MX à p. L'équation (3) donne aussi
. ^ n^ _ MÎ\
^^^ ^ /i — acos^ MP '
p est une troisième proportionnelle à MP et à MI; il devient infini lorsque n est égal à acoso, ou que le point M est sur le cercle U : dans cette position, M est généralement un point d'inflexion sur la ligne qu'il décrit et c'est ce qui a fait donner au cercle U le nom de cercle des inflexions. Quand le point M est extérieur ou intérieur à ce cercle, n est^acoscp, p^o» la trajectoire du point tourne sa concavité ou sa convexité vers le point 1.
L'enveloppe d'une droite quelconque entraînée avec la figure mobile a son centre de courbure sur la circonférence U', symétrique de U par rapport au centre instantané I : cela résulte de ce qu'en faisant pi infini dans Téquation (i)
on en tire
p = /i-f. acoscp.
Si la droite considérée touche son enveloppe en un point de U', le rayon de courbure de l'enveloppe est nul en ce point qui, en général, est un point de rebroussement : la circonférence U' prend le nom de circonférence des rebroussement s.
Dans le mouvement d'une figure plane, on ne connaît pas toujours la base et la roulante, ni surtout leur courbure : si l'on veut trouver la courbure des lignes décrites
pair les points de la figure mobile, on est conduit à cherclier la position des points I, V à l'aide des données : ce qui précède permet souvent de Tobtenir. 11 est généralement facile de trouver le point I; quand on le connaît, on peut essayer de déterminer le cercle U: onsait, par exemple, qia'ii passe par tout point dont la trajectoire a une courl3ure nulle, que son symétrique U' passe par tout point de l'enveloppe d'une droite où la courbure est infinie. Si Ton connaît le centre de courbure X de la trajectoire d'un point M, il suffit (4) de construire une troisième proportionnelle MP à MX et à MI pour avoir un point P du cercle U ou de faire, en sens inverse, la construction de la ^g, i4 bis pour avoir une droite PH qui passe par le point T. Il suffit de connaître les centres de courbure des trajectoires de deux points pour déterminer les centres I et F.
107. Théorème de Bobillier. — Quand un triangle à<t forme invariable ABC {Jig* \^) se meut de manière
que deux de ses côtés AB, AC restent tangents à deux cercles^ V enveloppe du troisième côté est aussi un cercle. 'Soient E, F les centres des deux cercles donnés, H, G les points de contact avec AB, AC; les côtés AB, AC du triangle touchant leurs enveloppes aux points H et G, les normales E£j^ FG à ces enveloppées vont se rencontrer au
centre instantané I. L'angle EIF est constant, tî — A, en sorte que le lieu S de I dans le plan est un segment capable de TT — A décrit sur EF. Traçons tout le cercle dont il fait partie, abaissons la perpendiculaire IP sur BC : ce sera une normale à l'enveloppe de 13C, et elle rencontre le cercle EIF en un point O; mais Tare EO est constant, comme mesurant deux fois l'angle EIO égal à B. Toutes les normales à l'enveloppe cherchée passent en un même point O ; cette enveloppe est un cercle dont O est le centre.
Le cercle S, passant par les points E, F, O, n'est autre que le cercle des rebroussements. Pour trouver la roulante S| qui doit rouler sur cette base, menons par E et F des parallèles à AB et à AC : elles forment avec ABC une figure invariable et se coupent au point F de S qui est diamétralement opposé à I, puisqu'elles sont perpendiculaires sur El et sur FI; le centre instantané I est à une distance constante du point F lié invariablement au triangle donné; S| est donc un cercle dont le rayon est double de celui de^ S et qui roule sur S en l'englobant. Un point quelconque de la figure mobile, A par exemple, décrit une conchoïdi du cercle S, le rayon FA passant, comme on sait, par ui point fixe sur la circonférence S.
OM.O'M
Le lieu de M est une lemniscate de Bernoulli, dont O, O' sont les foyers.
OA, O'B sont respectivement normales aux lieux de A et de B; leur point de concours I est le centre instantané. Il est évident que AI = O'I ; donc
01 — 0'I = a, BI — AI = a.
Le lieu du point I dans le plan est une hyperbole ayant O, O' pour foyers; le lieu par rapport à AB est une hyperbole égale, ayant A, B pour foyers, et, comme la distance focale est égale à la différence des rayons vecteurs multipliée par
y/2, ces hyperboles sont équilatères.
Pour trouver le ravon de courbure de la lemniscate en M, nous nous servirons du cercle des inflexions ; soit Pie point où il coupe lA : le point A décrit un cercle dont le centre
est sur le prolongement de lA et le rayon — — (106);
le point P se trouve entre A et O, et Ton a
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On détermine P comme troisième proportionnelle ; et puisque le diamètre du cercle des inflexions est «ur la normale à l'hjperbole, bissectrice extérieure de l'angle 010', il suffit d'élever PF perpendiculaire à AP jusqu'à la rencontre de cette normale pour avoir le rayon de roulement IF; la construction de Savary , modifiée pour le mouvement cycloïdal, donne le centre de courbure de la lemniscate en M.
Supposons que la droite OA tourne avec une vitesse donnée o) autour du point O : O'B tournera en sens contraire autour du point O' et, quand OA aura tourné de 180'' à partir de la direction 00', O'B aura également fait un demi-tour : si l'on a égard aux résultats précédents et à une formule connue de la théorie des bielles, on aura pour la vitesse angulaire de O'B dans une position quelconque
OC OB O'A.OB eo
^'G O'A Q,^2 3-2/-2COSAOO''
HO. Deux cercles G, C, de rayons R, R', tournent dans un même plan avec des vitesses to, to' autour de leur centre commun O; un cercle S, de centre A, engrène intérieurement avec G, extérieurement avec C! : déterminer la vitesse angulaire a de la droite OA, la vitesse [3 avec laquelle tourne la figure S et son centre instantané de rotation I. (Paris, 1884.)
Les points des cercles G et S qui sont en contact à un instant donné ont la même vitesse absolue; la vitesse du point qui appartient au cercle S résulte des rotations a, ^ et l'on a
Rw = a*H S;
égalant de même les vitesses des points par lesquels les
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cercles C et S se touchent, on a
K'hi'--- a 3:
"^ ~ Ri K' ' ^ "■ R -lî'
Enfin le point I est un point de la droite AO tel que sa vitesse absolue soit nulle :
R-hR' ..^ .. rR--R^)(R co -MVaO a — AI p = o, AI z^ s.,--
111. Des roulettes. Quand une courbe S| roule sans glisser sur une base fixe S, S| est dite la roulante; le lieu engendré par un point M lié invariablement à S| s'appelle roulette. Le centre instantané est au point de contact I de Sel de S|, IM est normale à la roulette, et le centre de courbure s'obtient par la construction de Savary. Pour trouver l'équation de la roulette, désignons par ,v et s^ les arcs égaux, compris sur S et S| entre deux points A et A^ qui ont coïncidé à un moment donné et le point de contact actuel I : la valeur de s détermine les coordonnées x^^y^ du point I par rapport à des axes fixes et l'angle a de la tangente à S avec l'axe des x\ pour la même valeur de ^i, on connaît la longueur IM et l'angle [3 qu'elle fait avec la tangente à S| en I; les coordonnées de M sont
(i) a: = a7i-t-IMcos(a -h P), j =71--- IM sin(a -i- P).
11 n'y aura qu'à éliminer s cl s^ qui sont égaux, ou plus généralement les paramètres qui fixent la position de I sur S et S<. L'enveloppe d'une ligne entraînée par Si se trouverait de môme, sauf à remplacer IM par la normale IP à l'enveloppée.
Quand la base est une droite, on peut, sans rectifier la roulante, trouver l'équation difTérentielle de la roulette.
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On détermine P comme troisième proportionnelle ; et puisque le diamètre du cercle des inflexions est «ur la normale à l'hyperbole, bissectrice extérieure de l'angle 010', il suffit d'élever PI' perpendiculaire à AP jusqu'à la rencontre de cette normale pour avoir le rayon de roulement IF; la construction de Savary , modifiée pour le mouvement cycloïdal, donne le centre de courbure de la lemniscate en M.
Supposons que la droite OA tourne avec une vitesse donnée o) autour du point O : O'IÎ tournera en sens contraire autour du point O' et, quand OA aura tourné de 180'* à partir de la direction 00', O'K aura également fait un demi-tour : si l'on a égard aux résultats précédents et à une formule connue de la théorie des bielles, on aura pour la vitesse angulaire de O'B dans une position quelconque
OC OB O'A.OB
W = — W z-:rr^ ~ — tO -/^rr-r — — W
O' A 3 — 2 ^'1 cos AOO'
HO. Deux cercles C, C, de rayons R, R', tournent dans un même plan avec des vitesses (o, to' autour de leur centre coniniun O; un cercle S, de centre A, e/igrène intérieurement ai^ec C, extérieurement avec G: déterminer la vitesse angulaire a de la droite OA, la vitesse [3 avec laquelle tourne la figure S et son centre instantané de rotation I. (Paris, 1884.)
Les points des cercles C et S qui sont en contact à un instant donné ont la même vitesse absolue; la vitesse du point qui appartient au cercle S résulte des rotations a, â et l'on a
Ro) — a*H S;
égalant de même les vitesses des points par lesquels les
Comme 5= 5|, on a w = 6. On sait enfin que l'angle a de
IT avec AN est Comme CIT = CTI=-, les
points M, I, C sont en ligne droite. Les équations (1) deviennent
X = a{u — sinw) -h a{\ — cosa) cos (— u\
=z a{u — 2 sin a -h sin u cos m ), y = a(i — cosm) -\- a(i — cos w) sin ( u\ = a(i — cos w)'.
L'élimination de u donnerait un résultat compliqué, et il est plus simple de garder les deux équations et de faire varier u. On a
dx = — 2a(ï — cos m) cos m du, dy = 2a(i — cos w) sinu du,
dy ^=.-tang...
Quand u varie de zéro k -y x décroît de zéro à a ( - — 2
y croît de zéro à a ; la courbe part de A tangentiellement à AN et s'éloigne vers la gauche au-dessus de AN ; a allant
de - à TC, ;r croîtra jusqu'aux, jK jusqu'à ^a\ le reste de la
courbe est symétrique de la premièFC partie.
Si la cardioïde avait roulé intérieurement sur lacycloïde, le lieu du point M aurait été la droite AN. •
Pour trouver l'enveloppe de l'axe de la cardioïde, abaissons IP perpendiculaire à cet axe 5 on aura
IP=a(i — cosÔ)sin6 = a(r — cosM)sinM, PIT = -(7: — w).
Les coordonnées du point P seront
X — a[u — sin w-H (i — cos w) sin a cos2 w], ^ = a(i — cosm)(i — sinasin2M).
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Prenons la droite S pour axe des x ; l'angle ^ est MIX : la nature de la roulante donne une relation entre cet angle ot TM = r : F(r, P) = o ; d'ailleurs \y de M est r sin p, et
l'angle de la tangente à la roulette avec OX est cp = ^ — - •
On a trois équations qui, par rélimination de r et P, donnent une relation difTérentielle entre j^ et <p. Pour l'enveloppe d'une ligne entraînée, la modification est la même que dans le cas général.
112. Une cardioXde représentée en coordonnées polairespar r = a{\ — cos9), roule extérieurement sur une eycLoïde dont le cercle générateur a pour rayon a, de manière que les points de rebroussement des deux courbes se correspondent ; roulette décrite par le pôle de la cardioïde, enveloppe de son axe.
Soient {Jig* i8) M le pôle de la cardioïde, MX, son
Fig. i8.
axe-, 9 est l'angle IMX,. On trouve que l'arc MI ou 5, e égal à 4a n — cos i 0 j , et que l'angle |3 de IM avec la lai
gente IT est tt; — - • Soient maintenant G le centre du cen générateur de la cycloïde correspondant au point I
ÏGN
;^; on a
AI = 5 = 4a(i-— cos- M j.
Comme 5 = 5j , on a u = ^. On sait enfin que Tangle a de
IT avec AN est Comme CIT = CTI=— , les
points M, I, G sont en ligne droite. Les équations (1) deviennent
jiT = a(u — sinw) -h a{i — cosu) cos l- uj
= a{u — 2 s'inu -h sinu cosw), jvr = a(i — cosa) -T- a{i — cos m) sin ( -^^ ii\ = a{i — cosu)^.
L'élimination de u donnerait un* résultat compliqué, et il est plus simple de garder les deux équations et de faire varier m. On a
cljc = — 2a(i — cos m) cos a du, cly — ia(i — cosu) ^\nu du,
dy
dj; "^
^^uand u varie de zéro k -9 x décroît de zéro ka ( - — 2 ) ,
V croît de zéro à a ; la courbe part de A tangenlicllcment ^ AN et s'éloigne vers la gauche au-dessus de AN ; u allant
a ^^>^ croîtra jusqu'à Tt a, K jusqu'à 4^? le reste de la
courbe est symétrique de la premièFC partie.
^* la cardioïde avait roulé intérieurement sur lacycloïde, *^ *ien du point M aurait été la droite AN. •
* our trouver l'enveloppe de l'axe de la cardioïde, abais- Qns ip perpendiculaire à cet axe-, on aura
-— a([ — cos6)sin6 = a(i — cosM)sinM, PIT = -(7: — u).
^^ Coordonnées du point P seront
X =■ a\u — siiiM -h (i — cosi*) sin u cos 2 a], yz=za(i — cosa)(i — sinMsin2M).
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Cherchons commenta et j' varient quand on fait croître // à partir de zéro ; on a
dx - : a sinu sin2u(4 cosm — 3) du^ dy — a sinM cos2i/(4 cosi/ — Z)du\
X et^' partent de zéro et commencent par croître jusqu'à ce que cos^/ = -, ; on a un point de rebroussemenl : x et
y diminuent ensuite, le premier jusqu'à m =^ -> le second
jusqu'à // =^ -t puis ils croissent, sauf^ quand u varie de
-- à tc: pour m = 7:, la courbe présente un nouveau rebrous-
sèment qui coïncide avec le sommet de la cjcloïde.
113. V enveloppe cVune droite L, entraînée par un cercle C< qui roule sans glisser sur un cercle fixe G, est une développante d^épicycloïde.
Soient I le point de contact de G et de G|, 0< A< h.' rayon de G| qui est parallèle à L, IP une perpendiculaire sur 0< A|, Aie point de la circonférence G qui a coïncidé avec A< ; on sait que P décrit une éi)icycloïde; car il se trouve sur le cercle ajant I0| pour diamètre, et l'arc IP est égal à AT, parce qft'il mesure le double de l'angle inscrit IO|A|, tandis que lAj mesure le même angle, mais dans un cercle de rayon double ; donc arc IP ^^^ IA| =z lA, et le
point P appartient à un cercle de rayon - R, roulant sui^
G. La développée du lieu de P est une épicycloïde intérieure au cercle G; or l'enveloppe de OiA^ et celle de 1^ ont les mêmes normales: ellesontdonc la même développée -
114. Une ellipse roule sans glisser sur une droite^ fixe: lieu décrit par un foyer, courbure de ce lieu, enveloppe dhine directrice .
vient, en supposant a décroissani,
ds a^ cosa ay i i i
CIT. y — a cos a y — a cos a r J p a
Si donc on fait tourner la roulette autour de OX, elle engendre une surface de révolution dont les rayons de courbure principaux sont p et FI ; la somme des courbures principales de cette surface est constante. (Delaunay.)
L'enveloppe de la directrice est le lieu du pied P de la perpendiculaire abaissée du centre instantané sur celte droite. L'angle INA de la normale à l'ellipse avec l'axe focal est le supplément de l'angle a que la tangente à l'enveloppe fait avec OX. SI l'on désigne par \ la distance du point I au petit axe de l'ellipse et si Ton suppose l'arc AI moindre que le quart de la conique, on a
tangINA = — tanga = — ^tt — ^
-^ a y a a^cosa
Ir = 5 = —
Mais, l'angle de IP avec O Y étant a, l'ordonnée du point Pest égale à IP cos a et l'on a, pour l'équation différentielle de l'enveloppe,
a cos a a2cos2a
/a* cos* a -\- b^ sin^a Pour avoir la variation de y^ je différentie :
( 2 6* 4- a* e* cos2 a )a cos a
(4) dy= —
, ri (2C>*-|- a'e' cos2a)a cosa"!
a siD a aa I — h — •
L^ ( à^ cos* 'x-\-b^ sin2 a )2 J
Comme l'angle analogue à IND est d'abord égal à zéro, a commence par avoir la valeur tc pour décroître conslaminent jusqu'à zéro quand le sommet A' est venu sur OX.
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le iTioment où le sommet du petit axe est sur OX, et la roulelte présente une inflexion. L'angle a revenant de ai à zéro, il faut prendre le radical avec le signe +, et, comme dcn << o, dy reste '^ o\ y croît de 6 à a(i -f- e); la moitié de Tcllipsea alors roulé sur OX, et le reste du Heu est symétrique de la première partie par rapport à l'ordonnée qui la termine.
La valeur de x peut s'obtenir sous forme d'intégrale elliptique
11 1 / I rt-cosa \ dx = dy cot a = — cos a aa ( a =! : ) ;
\ yja-cos^OL — hj
:r va toujours en croissant. L'arc ds est intégrable :
, dy . ri^ cos oidoL
{ x ) ds = -r= — = — a rfa =}z
Il faut faire attention au signe du radical; ainsi l'arc compris entre le point le plus bas et le point d'inflexion est
Si= / [—a-\- : Wa = ( - — ai )«:
Jo \ /aîcos^a— ^2/ \a /
du point d'inflexion jusqu'au point le plus haut, l'arc esl
donc S| 4- So = T.a : c'est la demi-circonférence de la po daire du fojer par rapport à l'ellipse.
L'équation (2) donne une propriété remarquable de 1 courbe : si l'on y remplace le radical par sa valeur (1)
y — a cos a, et si Ton nomme p Je rayon de courbure de la roulette,
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de l'arc S| compris entre Forigine de l'arc et le point de rebroussement; on trouve d'ailleurs
a(i — e')sinao air — Xq — arc sin(e sinao)
oj = — — — Cl' — •
y/i — e'^ sin^ao ^
Si l'on remplace l'ellipse par une parabole, on obtient le lieu de F en remarquant que le pied de l'ordonnée est sur la tangente au sommet. Projetant cette ordonnée sur l'axe de la parabole avec lequel elle fait l'angle a, on a
<- = vcosa,
équation d'une chaînette dont le sommet est à la distance
^ au-dessus de OX. D'ailleurs, dans le cas de la parabole,
les points F et P sont symétriques par rapport à OX; l'enveloppe de la directrice est donc une chaînette.
H5. Théorèmes de Steiner. — Considérons une courbe convexe et fermée S, un point M de son plan, la roulette R engendrée par M quand S roule sur une droite fixe, la roulette Ri engendrée quand S roule sur une courbe égale et symétrique, enfin la podaire P de M par rapport à S : t" m/i arc de R est égal à Varc correspondant deV\ 2® Vaire de R, limitée par la base et les normales extrêmes, est double de Vaire de P et moitié de Vaire <ie R,.
i** Soient (yî^. 2o) lA, FA' deux tangentes successives de S, e l'angle de contingence, A A' l'arc de podaire; ou a AMA'=e, et, comme M, A, A', I sont sensiblement sur un cercle dont AI est le diamètre, arcAA' = eMI; mais que la courbe roule sur AI considéré comme fixe, M décrit un arc de cercle MM' égal à MFx MFM^^ sMI = AA'; donc, etc.
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Pour savoir le signe de dy^ cberchons si la quantité entr crochets (4)? /(^)î peut s'annuler; on aurait, en rédui sant,
^* e* cos* a -I- a' e' 6* cos* a — 6^ = o.
On n'en tire pour cos^a qu'une valeur positive
cos«a = \ , ^ -^ ;
si cette quantité est <^ i , ou si l'on a
/(a) s'annule pour une valeur a^ de a, et il faut évidem ment prendre cosao<^o. Comme /(a) est >> o quan<
a<^ -' j il sera <; o pour a >> ao^ or — sinaâfaest toujour
posilif; donc, lorsque a varie de ?: à ao,,r diminue d'abord tandis que x croît, puisque dx = coioidy ; quand a passe par ao pour devenir moindre, dx et d^j^ changent désigne il y a rebroussement, puis x décroît, tandis quey augmente La courbe, d'abord au-dessous de OX, le coupe pou
a= - > puis passe au-dessus, et l'ordonnée devient a H-
pour 0L = o, puis vient une branche symétrique de la pr« cédente, et ainsi de suite.
• Au contraire, si e << --; , -j- ne change pas de sign-
y croît sans interruption dea — - k a -\ — ; x décroît d^
bord pour croître quand a << - et l'arc d'enveloppe q correspond à la moitié de l'ellipse est convexe. Sa lo ^ gueur a la valeur très simple — ; dans le cas où il y a t rebroussement, il faut ajouter à cette quantité le doul:>
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de l'arc S| compris entre rorigine de l'arc et le point de re broussement ; on trouve d'ailleurs
a(i — e*)sinao itz — olq — arc sin(e sinoco)
Oj — — — Cl •
/i — e'^ sin^ao ^
Si Ton remplace l'ellipse par une parabole, on obtient le lieu de F en remarquant que le pied de l'ordonnée est SUT» la tangente au sommet. Projetant cette ordonnée sur l'axe de la parabole avec lequel elle fait l'angle a, on a
écjtiation d'une chaînette dont le sommet est à la distance
•^ au-dessus de OX. D'ailleurs, dans le cas de la parabole,
'^s points F et P sont symétriques par rapport à OX; l'enveloppe de la directrice est donc une chaînette.
1 15. Théorèmes de Steiner. — Considérons une courbe
^ortvexe et fermée S, un point M de son plan, la rou-
Cette R engendrée par M quand S roule sur une droite
^-^^G, la roulette Rj engendrée quand S roule sur une
^ottrbe égale et symétrique, enfin la podaire P de M
/^<3r/- rapport à S : t" m/i arc de R est égal à l'arc cor-
^^^^f>ondant deV\ 2® Vaire de R, limitée par la base et
^^s normales extrêmes, est double de Vaire de P et moitié
^e l'aire de"^,,
I ^ Soient {^fig' 2o) lA, FA' deux tangentes successives ^^ S, s l'angle de contingence, A A' l'arc de podaire; ou a -^IVlA'r^e, et, comme M, A, A', I sont sensiblement sur ^*^ cercle dont AI est le diamètre, arc AA' = sMI; mais que ^^ courbe roule sur AI considéré comme fixe, M décrit un ^^c de cercle MM' égal à MFx MFM^:^ sMI = AA'; ^^«^c,etc.
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Sans intégrer cette équation, on peut voir la forme de la courbe qu'elle représente : r ne peut varier qu'entre zéro et 2 a; si on le fait décroître à partir de 2 a, 9 croît d'abord jusqu'à ce que r atteigne la valeur a et le rajon vecteur correspondant est tangent à la courbe; /• continuant à décroître, 9 diminue jusqu'à — 00; le pôle est un point asjmptotique. Mais on reconnaît que la portion de roulette qu'il peut décrire s'étend seulement jusqu'à la distance a de chaque côté du point A.
Accélérations dans le mouvement épicycloïdal.
H7. Quand une figure se meut dans un plan, les accélérations des divers ordres de ses points sont soumises à quelques lois qu'on peut trouver à l'aide d'un changement de coordonnées. Soient x^^ y^ les coordonnées absolues d'un point M de la figure, x^ y les coordonnées relatives à deux axes rectangulaires faisant partie de la figure mobile, />, q les coordonnées absolues de l'origine mobile; on a
Xi = X coscp — j^sincp ■+-/?, fi = Xj sincp -^ y\ coscp -4- q^
OU, en posant coscp = a, sincp = 6,
Xi = ax — by +/?, yi= bx -^ ay -\- q.
Pour avoir les composantes de la vitesse ou des accélérations successives, on diflerentie par rapport au temps :
11 y a un point A dont les coordonnées relatives sont a,^ et ^n pour lequel ces deux composantes sont nulles; on le nomme centre des accélérations du {n — lyème ordre. Vdiisons
y — ?n= rn sin Ort, 6(«' = w„ sin X^ :
SUR L\ MKCAMQUE KATIONJNELLE. Iij5
rjuand le point de cantact se déplace de I en F, S tourne de 2£; Tare décrit par M est MM''= 2 MM', et la surface
]M jVnr est Mir+ sMI . Pour avoir l'aire intérieure à R,, il faut ajouter à la somme de ces éléments Taire de la base;
<iooc
surf.Ri = 2 surf.S-{- SeiMI — 2Surf.R.
CJle tte élégante démonstration est développée dans le Cours <"A? Calcul intégral de M. Bertrand.
116. Etant données la hase et la roulette, trouver la ^'o fêlante qui a engendré cette roulette; exemples.
JPar chaque point I de la base, on peut mener une nor- «Tiiale IN à la roulette, et Ton a une relation entre la lon- ^taeur r de IN et son angle [jl avec la tangente à la base : ï^ oxis regarderons le point M comme décrivant la roulette <it, nous le prendrons pour pôle dans le plan de la rou- *i^ràte : cette courbe étant tangente à la base en I, la rela- * lOB entre r et (x donne pour cliaque valeur du rayon vecteur son angle avec la tangente à la courbe cherchée; c'est ^J^rie équation différentielle de la roulante.
i*^ La base et la roulette sont deux droites faisant entre
^lles l'angle a; [jl est constant, égal à a. La roulante
^oupe tous ses rayons vecteurs sous un angle constant : <î'estune spirale logarithmique.
2° La roulette est une parabole dont l'axe est la base; la sous-normale de la parabole étant constante, rcos[JL =/?, les normales de la roulante sont à une distance constante "u pôle; cette courbe est une développante de cercle.
3° La base est un cercle de rayon a et la roulette une "'"oite qui touche le cercle en un point A : on trouve sans . peine
^ / • s ar d^ ,ft (a — r)dr
^ =^ a{i — sin(Ji)=a r rfô =
^dr^ H- r* rfO* r^iar — r*
Sans intégrer cette équation, on peut voir la forme de la courbe qu'elle représente : r ne peut varier qu'entre zéro et 2a; si on le fait décroître à partir de 2a, 6 croît d'abord jusqu'à ce que r atteigne la valeur a et le rayon vecteur correspondant est tangent à la courbe; /* continuant à décroître, 6 diminue jusqu'à — 00; le pôle est un point asympto tique. Mais on reconnaît que la portion de roulette qu'il peut décrire s'étend seulement jusqu'à la distance a de chaque côté du point A.
Accélérations dans le mouvement épicycloïdal.
H7. Quand une figure se meut dans un plan, les accélérations des divers ordres de ses points sont soumises à quelques lois qu'on peut trouver à Taide d'un changement de coordonnées. Soient x^^ y^ les coordonnées absolues d'un point M de la figure, x^ y les coordonnées relatives à deux axes rectangulaires faisant partie de la figure mobile, />, q les coordonnées absolues de Forigine mobile; on a
Xi = iFCOscp — j^sincp -hjf?, yi = Xx sincp h-jKi coscp -\- q,
ou, en posant coscp = a, sincp = 6,
Xi = ax — by -hp, yi= bx -\- ay -h q.
Pour avoir les composantes de la vitesse ou des accélérations successives, on diflTérentie par rapport au temps :
Il y a un point A dont les coordonnées relatives sont a,^ et (3,i pour lequel ces deux composantes sont nulles; on le nomme centre des accélérations du {n — i)'^'"^ ordre. Faisons
a? -- a;, = Trt cos Ôrt, a^"^ = tO;, cos X^, jr — Prt = rn sin 0«, b^r^' = to^ sin \n :
les composantes de l'accélération d'ordre n — i prennent la forme
L'accélération d'un point quelconque M est proportionnelle à sa distance au centre A des accélérations du même ordre; de plus, AM faisant avec 0X< l'angle 9n+ y fait avec l'accélération d'ordre n — i un angle constant et égal k\n — o, quel que soit le point M.
Soient donc A et B les centres des accélérations d'ordre n — I et/? — 1 par exemple, la vitesse comptant comme accélération d'ordre zéro dont le centre est le centre instantané de rotation. Les points pour lesquels y„_i et y^_i ont un rapport donné sont sur un cercle conjugué à A et B, car leurs distances à ces centres ont un rapport constant. Les points où les deux accélérations font un angle donné e sont sur deux segments capables des angles e±X„±'kp décrits sur AB comme corde.
Considérons les expressions
A„,p= <)^i^J-t-y,«y,'') = Y„_iYp_i cos(Y«-„ Yp-i), l^n.p=yryr-^rA'' = T«-iYp-i sin(Y«_„ Yp-,).
M. Jordan remarque que ces binômes sont les premiers membres de l'équation d'un cercle passant par les centres de jn-i etdey^.^. On en conclut, outre les propositions précédentes, que le cercle est le lieu des points où A„^^,
B;, n, -r^-^ > • • • oiit une valeur donnée. Cherchons encore le
lieu des points M pour lesqu-els la projection de y,,_< sur la direction de Yy?-i on sur une direction perpendiculaire ait une valeur "k :
Ya-iCos(Y«-i, 7p-i) = ^-^ = X, ou -^1^ = X.
fp-i Yp-i
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Il existe un rapport constant entre la puissance du point M par rapport à un cercle qui passe au centre A de l'ordre p — 1 et la longueur MA. Soit B le second point où MA rencontre le cercle considéré : la puissance par rapport au cercle est MA x MB; il faut donc que MB soit constant; le lieu de M est une conchoïde du cercle AB, dont le point double est A. Tel est le lieu des points dont l'accélération tangentielle ou centripète a une valeur constante.
11 convient d'étudier directement l'accélération du premier ordre : prenons pour axes des x et desj^ la tangente IT et la normale IN communes, à l'instant t^ à la base et à la roulante qui correspondent au mouvement de la figure plane. Le point M, de coordonnées x^ y, est animé, à. t l'instant t, d'une vitesse dont les composantes sont
Cherchons les composantes de sa vitesse à l'époque ^ -r A. en négligeant les infiniment petits du second ordre : la fi gure tourne avec une vitesse w -+- Ato autour d'un point f^ situé sur IT à une distance Ao- du point I; les coordonnées du point M étant devenues x — ioy A^, y + (ùx A^, sa vitesse a pour composantes
Vjc — — ((OH- Aa>)(^ -+- (six A^), p^ = (oi -h A(ii)(ip — wj^ M — Ai). Il vient alors, pour les composantes de l'accélération,
L'angle dont la figure a tourné pendant le temps dt est égal à la somme des angles de contingence des arcs IR, IKi : si l'on compte les rotations positives de IT vers IN, on aura
, f d(5 d(j\ da d<j
remplaçant -7- par — {oa, --j- par w', on a pour les expressions dëfînitlves de y^: et de y^
Ces formules montrent que l'accélération du point M est la résultante de trois autres : to^ IM dirigée suivant MI, co'IM perpendiculaire sur MI, (ù^a parallèle à IN ; cette décomposition permet de trouver immédiatement l'accélération tangentielle et l'accélération centripète; si /• et 6 sont les coordonnées polaires du point M, on a
(aj Y^=r loV H- a)2acos6. -^^—to^r — co^asinG.
Le centre des accélérations A est sur la circonférence des inflexions; l'angle AIT est égal à 90" -j- (p, l'angle z>
ayant pour tangente — • L'accélération totale, égale à
AMy/co* H- (0^2, fait l'angle ç avec la direction MA.
118. Une figure plane F se meut sur un plan fixe P de telle sorte que le centre des accélérations occupe une position fixe A et que le centre instantané de rotation reste à une distance constante du point A : déterminer et étudier le mouK^enient de F. (Paris, 1884.)
Le lieu S du centre instantané I dans le plan est un cercle ajant A pour centre; à un instant quelconque, la droite lA est normale à S et l'angle cp, dont la tangente est en
général — > est nul ; donc t^l est nul et la vitesse de rotation
co constante; A coïncide avec le centre instantané du second ordre et lA est égal à a. Reste à trouver la ligne S, qui, en roulant sur S et entraînant F, détermine le mouvement de la figure : son rayon de courbure Ri en I se déduit de l'équation
R est, en valeur absolue, égal à a; mais Téquation (3) i été établie en supposant IC, ou R< dirigé dans le sens d< IF, IC ou R dirigé en sens contraire ; or, dans la figun actuelle, R coïncide avec IF; il faut donc le remplacer pai
— a dans l'équation (3) et celle-ci donne alors R4 = -
La roulante Si est donc un cercle de rayon - qui roule i
l'intérieur d'un cercle de rayon double et le mouvemeni de la figure qu'elle entraîne est bien connu.
Les équations (i) et (a), n° H7, où l'on suppose co' = o. font connaître l'accélération d'un point quelconque M. toujours dirigée suivant MA. Les points dont l'accélération centripète a, pour un instant donné, une valeur miùsont sur le limaçon r = a sin 9 -h m ; le lieu des points doni l'accélération tangentielle prend une valeur /xo^ est, pai
exception, une droite définie par l'équation cosô= — •
Mouvement d'un solide autour d'un point fixe.
H9. Quand un solide S pivote autour d'un point fix O, la vitesse de l'un quelconque de ses points M est même à chaque instant que si le solide tournait avec um: certaine vitesse w autour d'un axe instantané OL Soie : x, y, z les coordonnées de M par rapport à trois a^L rectangulaires OX, OY, OZ liés invariablement à S ; />, y , les composantes de w suivant les directions qu'ont les a:^ OX, QY, OZ à l'instant t : la vitesse du point M a pc^ composantes
(i) S^^qz — ry, Vy = rx—pz, \^=py^qx.
Soient encore «, 6, c; a', b\ c' \ a!', b" ^ d^ les co^ nus directeurs de OX, OY, OZ par rapport à des axi" fixes 0X<, 0Y<, OZi disposés comme les axes mobiles
oa a
„ da! ,, db' „ de' , da" ^,dh" , de"
^ dt dt dt dt dt dt '
une permutation tournante donnerait q, r et l'on aurait trois équations propres à déterminer les dérivées des neuf cosinus en fonction de />, q, r ; M. Darboux obtient plus vite leurs valeurs en égalant à zéro les projections sur OX, OY, OZ de la vitesse d'un point P pris sur l'un des axes fixes à la distance i de l'origine ; cette vitesse est la résultante de la vitesse relative à OXYZ et de la vitesse d'entraînement dont les équations (i) font connaître les projections; si P est sur OXi , ses coordonnées relatives sont û, a'y a" et l'on a, pour calculer leurs dérivées,
da ^ , da' - da' ,
2i + ^« — ^^ ^'-di '^^^ ~^^ "" ~dt -^P<^-9<^ = ^'
120. On peut donner à S son mouvement véritable en le supposant lié à un cône C qui roule sur un cône fixe G< : sur la génératrice commune à l'instant t et sur celles qui doivent venir en coïncidence au temps t + dt^ prenons des longueurs égales 01, OF, 01'^ et soient dv la longueur des arcs IF, IF,; R, Ri les rayons de courbure principaux finis pour les deux cônes au point I ; je suppose ces rayons dirigés en sens contraires. Dans le temps "^) S tourne d'un angle égal à la somme des angles de contirigence de C et de Ci, d'où une relation importante :
Sellent OP, OPi les axes des cônes droits osculateurs à
^^^ SI Ci le long de 01 : on peut obtenir le mouvement
élémentaire de S en le faisant tourner avec une vitesse a
autour de OP tandis que OP tourne lui-même avec une
Vitesse oc^ autour de OPi : lo est la résultante de a et de «j
et l'on a
a (Xi 0}
sinPiOI sinPOI sinPOPi
Dans son mouvement diurne, la Terre tourne autour de son axe de figure OP tandis que cette droite tourne autour de Taxe de Pécliptique 0P< ; Taxe de rotation 01 se déplace donc dans la Terre et fait avec l'axe de figure un angle déterminé par les formules précédentes : en prenant l'année tropique pour unité de temps, on a
a = 1 296000 X 366, 24> ^i = — 5o*,2, PiOI^'iS^a
. 5o,9. sin23°9.7'
sinPOI = —
le cône décrit par l'axe 01 est extrêmement aigu et découpe à la surface du globe un cercle de 0^,27 de rayon.
121 . E picycloïde sphérique engendrée par un point M sititf'^ sur la circonférence d\ui petit cercle C de rayon sphérique a qui roule dans un cercle G< de rayon ia,
La circonférence C passe toujours par Tun des pôles O du cercle Ci ; soient A le point de Ci avec lequel M a coïncidé à un certain instant, 1 le point de contact de C et de C< au temps t^ S le centre du cercle C à la nicme époque, w, u' les angles MSI, AOI : les arcs AI, MI sont égaux et l'on a
u^na — u sin2a, u =
2 cosa
Menons les arcs de grands cercles OM = 6, IM = n et soient P, Q les milieux de ces arcs, à l'angle MOA. Le triangle rectangle OSP donne
(i) sinOP = sinOS sinOSP, sio^O = sina cos J w ;
(2) cosOS = cotS cotO, cosa = tang^ M cot ( ^\.
\ 2 cos cl /
L'élimination de u donnerait l'équation de l'épicycloïde,
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 2o3^^
mais on n'a pas besoin de l'effectuer pour voir la forme du
lieu. Faisons croître w de o à tt : les équations (i) et (?.)
montrent que 6 décroît de 2a jusqu'à zéro, tandis que A
I — cosa ., 2 cosa «^
on déduit en effet de l'équation (2)
varie de o à tt : j'aioute qu'il croît constamment :
2 cosa -^ J J T
,, sin^asin^ —
du
% ces
a ( I — sin'-^ a cos^ — 1
L'épicycloïde part du point A tangentiellement à AO et se dirige vers le point O où sa normale fait avec OA
l'angle ; puis on a une partie symétrique par rap-
2 cos a
port à cette normale. 11 y a évidemment deux points d'inflexion sphérique; pour les trouver, prenons la formule de Savary pour les figures spliériques :
(3 ; [cot/i -h cot(p — /i)] coscp = cotR h- cet Ri ;
dans le cas de l'épicycloïde qui nous occupe, on fera R = a y Ri = — 2a, et le second membre de l'équation (3) se ré^
duità-: ; aux points d'inflexion, le rayon sphérique p
est égal à - et l'équation (3) devient
cos© I
sin/icos/i sin2a'
mais le triangle rectangle SQI montre que coscp ou cosSIQ est égal à tang— cota ; on doit donc avoir
cota T , n „ 72
> 2 cos^ cos- cos* a = o
„ n sia2a 2 2
2 cos* — oos/i
et l'on a, pour cos - » une seule valeur admissible, à laquelle correspondent deux points symétriques de l'épicycloïde.
122. Des accélérations. — Soient 01, 01' les axes re présentatifs de la rotation d'un solide S aux époques t e t-\-^t] ir est la vitesse angulaire acquise pendant 1< temps A^, et la limite vers laquelle tend un segment dirige
suivant IF et égal à — représente l'accélération angulaire
v^ du solide. Il n'y a qu'une différence infiniment petit< du second ordre entre les angles que 01' fait avec les axe; mobiles dans la position qu'ils occupent à l'époque t et \ l'époque t -\- dt\ on en conclut immédiatement que les pro
jections de yo, sur OX, OY, OZ sont égales à -^j ~T"* T
L'accélération y d'un point quelconque M du solide ea donnée par le théorème de Rivais : elle est la résultanl de deux autres : l'une est représentée par la vitesse qL_ donnerait au point M une rotation dont Taxe serait uk droite OA égale à l'accélération angulaire; l'autre, dirig- < suivant la perpendiculaire MP abaissée sur l'axe instai tané 01, est égale à to^MP. Cette dernière pouvant êlJ remplacée par la somme géométrique de deux autres w^MO, suivant MO, et w^OP dans la direction de OP, oi trouve, pour la projection de y sur OX,
dq dr
^^ =. z -J-— y — — ui^x -^ p{px -^ qy -^ r z )\
Y/ et Y^ s'en déduisent par simple permutation.
Mouvement le plus général d'un solide.
123. Le mouvement élémentaire le plus général d'ui solide S peut être regardé comme résultant d'une rotatioi w autour d'un axe 01 passant par un point O, choisi arbi
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trairement dans S, et d'une translation dont la vitesse V© est celle du point O : Vo varie avec le point O ; (o est toujours le même. Soient /7, q^ r les composantes de co suivant trois axes OX, OY, OZ liés à S; w, (^, (V les projections de Vo sur les mêmes axes ; u! ^ v\ w^ les projections de l'accélération du point O : on a, pour les composantes de la vitesse et de l'accélération d'un point M (:r, /, z\
y^ = u-\-qz — ry, \y—v-{-rx—pz, y ^^ w -\- py — qx,
Yor = "'-+- -^-^ ~-^ 57 "■ ^'"^ "^P^P^ -^qy-^rz), Yr = • • • •
On peut reconnaître qu'il existe une infinité de points M dont la vitesse est parallèle à (o; il suffit qu'on ait
ii-\- qz — ry _ v -¥ rx — pz _ w -\- py — qx
ces points sont situés sur une droite CC appelée axe central de Mozzi ou axe de rotation et de glissement, dont les équations peuvent se mettre sous la forme
I / qw-rs^\ _ , / ru—pvi>\ _ i / pv - qu\
p^" -;^^) -qV ^^^^~) ~~r\ ^^^^~~)'
Le mouvement élémentaire de S est un mouvement hélicoïdal autour de l'axe central; la vitesse de glissement suivant cet axe est pu -i- qv -h tw ou Vo cos(Vo, w).
124. Formules simplifiées ; applications, — Choisissons les axes mobiles de telle sorte qu'à l'instant t OZ coïncide avec l'axe central : p^ q^ u^ i^ sont nuls et l'on a
formules qui mettent en évidence le mouvement hélicoïdal. Si les vitesses des deux points M, M' sont égales, elles seront également inclinées sur Taxe central et M, M' équidistants de cette droite ^ si les vitesses de M, M' sont
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parallèles, elles seront égales, et la/droite MM' sera parallèle à l'axe central.
Après avoir choisi l'axe des z, particularisons la position de l'axe des x en supposant qu'il coïncide, à l'instant t, avec la perpendiculaire commune aux axes centraux de
l'époque t et de Tépoque t -\- dt : u' et -^ s'annuleront
■» , . dq dr , ,
aussi et, SI nous désignons -^» -7- par q ^ oj, nous aurons
Les équations (i) et (2) s'appliquent au cas où il y a ua. point fixe en y supposant kv^ v' et iv' nuls. Elles font alors connaître immédiatement le lieu des points dont Taccélération est perpendiculaire ou parallèle à l'axe instantané (Paris, 1880, 1884) ; le premier lieu est le plan des^s, le second une droite en chaque point de laquelle y^ et v^ s'annulent.
Revenons au cas d'un solide entièrement libre : les équations (2) montrent que, si q' est différent de zéro, il existe un point dont l'accélération est nulle ; les points dont l'accélération a une grandeur donnée sont situés sur un ellipsoïde qui dégénère en un cylindre droit quand q\ est nul; ceux dont l'accélération a une direction donnée sont situés sur une droite.
Pour les points dont l'accélération tangentielle est nulle, Y étant perpendiculaire à V, on a
le lieu est un hyperboloïde qui coupe le plan des œz suivant deux parallèles à OZ ; selon qu'elles sont réelles ou imaginaires, l'hyperboloïde est à une ou à deux nappes ; le plan des xy est un plan cyclique.
Enfin le lieu des points dont l'accélération totale est
parallèle à la vitesse est la courbe commune aux deux
surfaces
to*(ar2-f-j'«) — q* xz — v' y = o,
taq'x^-i- (wto' — i3i)w')x — wtù^y -f- ww' — o ;
ces deux quadriques ont une génératrice commune
X = o, (si^y — v' = o:
le reste de leur intersection est une cubique gauche qui, seule, appartient au lieu clierclié.
12S. Un cercle S roule avec une vitesse constante sur une droite fixe OX tandis que son plan tourne avec une vitesse également constante autour de OX : trouver le lieu des axes centîHiux dans l^ espace et relativement au cercle mobile. (Caen, 1887.)
Soit I le point où S touche OX à un instant donné : le mouvement élémentaire du cercle résulte de deux rotations, Tune a autour d'une droite lA normale au plan du cercle, l'autre p autour de IX ; leur résultante est une rotation y/a- -h p^ sans glissement; l'axe ÏC de cette rotation n'est autre que l'axe de Mozzi ; il fait un angle constant avec OX et le plan CIX est perpendiculaire à celui du cercle ; il en résulte que le lieu de CI par rapport au cercle est un hyperboloïde dont S est le cercle de gorge ; d'autre part, la droite IC, qui fait avec OX un angle constant, prend dans l'espace un mouvement hélicoïdal bien déterminé et décrit une surface de vis à filet triangulaire sur laquelle roule l'hjperboloïde.
i26. Des rotations conjuguées. — Les équations (1) du n® 124 conduisent à une série de propriétés du mouvement hélicoïdal : je me borne à montrer directement comment on peut remplacer ce mouvement par deux rotations dont l'une a pour axe une droite choisie à. volonté D. Je dis d'abord que les plans normaux aux trajectoires
2o8 RFXUEIL d'exercices
de tous les points de D passent par. une même droite D'. L'axe des z étant toujours l'axe de Mozzi, dirigeons l'axe des X suivant la perpendiculaire commune OA = a à l'axe central et à D : si cette droite fait l'angle 0 avec OZ, les coordonnées d'un de ses points seront a, p sinÔ, p cosO ; le plan normal à sa trajectoire a pour équation
— («>psinô(X — a)-f-(«>a(Y — psioô) -h wÇL — p cos6) = o ;
quel que soit 6, il contient la droite D'
(i) (oX sin6 -f- iv cos6 = o, aa)Y-i-wZ = o;
' cette droite est, comme D, perpendiculaire sur OX et, sL l'on désigne par a' l'abscisse du point où elle rencontre OX, par 6' son angle avec OZ, on déduit des équations (i)
— — a tangO' =z — a' tango.
Dans le mouvement du solide, D tourne autour de D'
avec une vitesse x dont la valeur -, — est deter-
minée par la vitesse que doit prendre le point A. A son tour, le mouvement de D' est une rotation a autour de D et les deux rotations siniultanées a, a' imprimeront au solide son véritable mouvement élémentaire.
Les droites D, D' sont dites conjuguées; la propriété qui nous a servi à trouver la droite D' permet, dans tous les cas, de déduire ses équations de celles de D. Si D est perpendiculaire à l'axe central, D' est rejetée à l'infini; si D est normale à la trajectoire de l'un de ses points, elle se confond avec D', mais a et t! deviennent infinies.
{Les Exercices sur le mouvement d'un solide invariable sont donnés à la ^n du Volume.)
MOUVEMENT D'UN POINT LIBRE
Mouvement rectiligne.
127. Considérons un point matériel M, de masse m, soumis à l'action d'une force F de direction constante, et tout d'abord immobile ou animé d'une vitesse parallèle à la direction de F : il se mouvra sur une droite fixe OX et sa position, à un instant quelconque ty sera définie par sa distance s à une origine O ; soit v la vitesse au même instant. D'une manière générale, F sera égale à une fonction de ^, s et Çy toutes ces quantités pouvant être positives ou négatives. On a toujours
ds _ dv d^s dïmv^
dt dt dt^ ds '
si donc on donne l'expression de F, la recherche du mouvement qu'elle fera prendre à M reviendra à l'intégration d'une équation différentielle du second ordre; les deux constantes d'intégration seront déterminées si l'on donne les valeurs de s el àe v correspondant à une certaine valeur de tj et elles le seront toujours sans ambiguïté, car un problème de Dynamique bien défini ne saurait admettre plus d'une solution.
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Comme nous n'avons en définitive qu'une inconnue i déterminer, le problème du mouvement rectiligne présent( une simplicité particulière : il faut toutefois remarque] qu'il exigera souvent une discussion d'une nature spéciale parce que l'équation différentielle dont on part ou les intégrales qu'on en déduit peuvent ne convenir que si 1( mobile est sur une certaine région de la droite OX ou s la vitesse a un certain sens; ces distinctions, inutiles dan le cas bien connu d'une attraction proportionnelle à 1 distance, s'imposeront dans les problèmes suivants.
128. Mouvement d'un point M tiré du repos par «/= attraction émanant d'un centre fixe O et inversemem proportionnelle au cube de la distance (Paris, i86o).
Le mobile restera évidemment sur la droite menée [^ la position initiale A et par le point O que je prends p origine : la force motrice peut être représentée
— /w — > et l'équation du mouvement se réduit à
dv
dt
on reconnaît qu'elle est la même quel que soit le sî { de 5. Pour obtenir une première intégrale, je multiplie deux membres par 2 ds et, en supposant OA égal à € dirigé dans le sens des s positifs, j'ai
- iV^ds , X» X*
d'où
ds \
dt as ^ '
\ dt -àz s ds
La distance 5, d'abord égale à a, doit commence
décroître : on prendra d'abord le signe — dans le second membre des équations (a) et (3), et l'on verra que s va décroître constamment jusqu'à zéro : pour cette première période du mouvement nous aurons, en intégrant (3) et nous rappelant que s= a pour t= o,
Cette intégrale convient jusqu'à l'époque t= -^ pour
laquelle s s'annule : elle n'a été établie que pour cette période et sa forme même prouve qu'elle doit tomber en
défaut, car elle astreindrait f à ne point surpasser-^? ce
qui serait absurde. Reportons-nous aux équations (i) et (a) : nous voyons que pour 5 = o la vitesse et l'attraction sont infinies ; les équations dont nous sommes partis deviennent discontinues et -l'on ne peut plus compter sur 'es relations qu'on en a déduites ; l'examen direct et rigouï'eux de la question ne permet pas non plus d'affirmer ce <lue doit devenir le mobile après s'être précipité avec une ^vitesse infinie sur un point qui exerce sur lui une attraction infinie. On peut du moins faire à cet égard une convention tien naturelle : si le mobile était obligé de rester sur une droite fixe OA, le centre d'attraction étant en dehors de ^ette droite à une distance extrêmement petite du point O, ^e mobile passerait en ce point avec une vitesse très grande, ^2^is il le franchirait et, en vertu du théorème des forces ^^^es, la vitesse serait la même pour deux valeurs de s égales et de signes contraires : le mouvement, avant et ^Près le passage en O, serait symétrique.
Nous admettrons que les choses se passent de la même Manière quand le centre d'attraction est sur la droite sui- ^le par le mobile : les équations (2) et (3) sont toujours applicables; seulement, après le passage en O, ç reste
d'abord négalit et s le devient : il faut prendre les signes -f dans les seconds membres de (2) et (3) et l'intégration de celle-ci donne
a* On doit avoir s=o pour t =: y-; la constante d'intégration C est donc égale à 2a et l'on a, pendant la second période du mouvement,
It ,
S décroît depuis zéro jusqu'à la valeur — a qu'il atteii pour f = 2 y • Alors commence une troisième période
lï
le mobile va se rapprocher du point O et 5 croît à par-^^t i de — a; ds est positif, mais s est d'abord négatif eU faut le signe — dans les seconds membres des équatic^ -mns (2) et (3). Intégrant la dernière en faisant varier s à paiz^ wJir
de — a et f de 2 -x- ? il vient
(6) — = 2aH- i/a»— .s*.
La troisième période finit quand s arrive à zéro j>^i^ur f = 3 Y • alors F, v sont infinies et l'on ne peut suivr*^^ k
mobile plus longtemps sans une convention pareille à c^ ^^Ue que nous avons faite lors du premier passage au point d^ ritique ; on aura une quatrième période du mouvement J> ^O"
dant laquelle
pendant une cinquième période, M reviendra de A ^'^^ ^ et Ton aura
et ainsi de suite.
Ainsi, quand on passe d'une période à la suivante, l'équation du mouvement se modifie; pour passer de la deuxième à la troisième, de la quatrième à la cinquième,
il suffît de changer le signe de \Jà^ — s^ 5 mais, pour passer de la première à la deuxième, de la troisième à la quatrième, il faut changer la constante d'intégration, ce qui indique une discontinuité dans la forme de l'intégrale, correspondant à une discontinuité dans l'équation du mouvement (i). On peut d'ailleurs, en suivant l'intégration de l'équation (3), voir par suite de quelle circonstance analytique la constante qui figure dans l'intégrale change quand on arrive à la seconde période et ne change pas quand on passe à la troisième. Désignons par e un infiniment petit. Si Ton intègre l'équation (3) en faisant varier s depuis a jusqu'à une valeur comprise entre o et — a, on aura, sans erreur sensible,
\t __ r^ sds r* sds
^e qui revient à l'équation (5).
Intégrons maintenant en faisant varier ^ de a à — a puis ^e — a k une valeur inférieure à zéro : on pourra écrire
ti ^ r^ _ . sds ç-^^^ sds r' __ sds
cette relation revient à l'équation (6). Or on voit que le
^^dical, ^a'^ — 5^, qui change de signe d'une période à * ^uire, est en valeur absolue égal à a quand le passage se *^it pour 5 = 0, et à zéro quand on passe par s = ±a\ le ^erme qui se double quand on intègre est nul dans un cas, ^ni dans l'autre.
2l4 HECUEIL D*EXERGICES
129. Mouvement d'un point M soumis à l'action de deux centres fixes O, A, dont chacun l'attire suivant la loi de Newton; le point M est d'abord sur OA avec une vitesse dirigée suivant cette droite.
Le mobile ne quittera pas la droite OA. Je prends le point O pour origine, et je suppose OA égal à a et dirigé du côté des s positifs ; prenant la masse du point O pour unité, je désigne par [jl la masse de A et par \^ l'attraction de deux masses égales à Tunité et dont la distance est i . On obtiendra sans peine Téquation différentielle du mouvement, mais on reconnaîtra qu'elle change de forme suivant la région de la droite OA dans laquelle se trouve le mobile : quand il est entre A et O l'on a
dv \^ uX»
dt s^ {a — sy
si au contraire s est négatif ou > a, nous aurons
^^ dt \_s'- {a-sf]
Plaçons-nous dans le premier cas et désignons par s ^ Vq les valeurs de 5 et ç' pour ^ = o ; nous aurons l'intégra. J première
^ \f So/ ' \a — s a — So/ *^
Une seconde intégration donnerait t sous forme d'uri intégrale elliptique en s; mais l'équation (3) suffit paifl décider de la question la plus intéressante dans la loi d mouvement, celle de savoir dans quel sens et jusqu'à qu
point marchera le mobile. Il faut d'abord voir si 9(^), po- * sitif et très grand quand s est voisin de o ou de a, peu devenir nul ou négatif pour une valeur intermédiaire de 5 ^ or, quand s varié de o à a, ^(5) passe par une valeur mi —
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oimum Q lorsque
s'annule; cela n'arrive que pour une valeur 5i = -—
de ^; au point C de la droite OA qui correspond à cette valeur de s les attractions de O et de A sont égales, et c'est une position d'équilibre, évidemment instable. On trouve alors
Si Q^ o, l'expression (3) de v'^ ne peul s'annuler et le mobile marche toujours dans le même sens jusqu'à ce qu-'il arrive, avec une vitesse infinie, en l'un des points O on A-, on ne peut décider en toute rigueur de ce qu*il doit fîiire ensuite, mais il est naturel d'admettre qu'il sortira de la région OA, et alors son mouvement sera régi par * vine des équations (2).
Soit au contraire Q < o : si, d'après les conditions îni- ^* ailes, le mobile n'a pas à passer par le point C pour arriver à celui des points O et A vers lequel il se dirige O.'aibord, il marchera toujours dans le même sens comme datiis le cas précédent; mais si le mobile se dirige d'abord Vers C, sa vitesse s'annulera bientôt, et il rebroussera ^Ixemin pour aller se précipiter vers l'un des points O o\i A.
Dans le cas limite où Q est nul, la valeur correspondainte de v\^ substituée dans l'équation (3), donne
ds"^ ^,/ /-\2 (^1 — sy dt^ ^ ^ ^^ as{a — s)
{Si — *)V2
^ Intégration peut se faire au moyen des fonctions élémen-
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taires; mais, sans reffectuer, on voit que, si le mobile se dirige d'abord vers C, il ira jusqu'à ce point, pour ne l'atteindre qu'au bout d'un temps infini.
Le mouvement que je viens d'étudier serait celui d'un corps placé entre la Terre et la Lune, si ces deux astres étaient immobiles. Prenons pour unité la masse de la Terre que je considère comme une sphère de rayon R ayant son centre en O ; on peut poser
a = 6oR, ix = --,
d'où
OG = 54R
L'attraction ^ de la Terre sur un point de masse i situé
à sa surface est G= 9,82 (un peu supérieure à la gravité à cause de l'effet de la force centrifuge), et 'k^ est égal à GR2. Cherchons avec quelle vitesse un mobile devrait partir de la surface de la Lune pour arriver à la Terre : il faudrait que Q fût positif : or on a
5o=(^Go-1')r = ~-?R, a-5o=-R:
\ 11/ II ' Il
on devrait donc avoir
• ^ /-t» / II II 100 \
ce qui donne ^0^ 2276
130. Théorème sur le temps nécessaire à un mobile pour atteindre une position d^ équilibre instable.
Nous venons de voir un cas où les conditions initiales du mouvement sont telles qu'en vertu de l'équation des forces vives un mobile doive atteindre avec une vitesse nulle un point C où il serait en équilibre, nécessairement instable ; nous avons trouvé qu'il n'arrivera qu'au bout
d'un temps infini. Je vais montrer que ce fait est général, quand la force motrice F ne dépend que de la position du mobile sur la droite qu'il doit parcourir.
Prenons le point C pour origine des s : F peut, en général, se développer par la formule de Maclaurin suivant les puissances entières de 5, et, comme elle s'annule a^rec 5, C étant une position d'équilibre, on a
as
IVtultiplions par 2 ds et intégrons :
mv^ = const. -h as^ -\- -bs^-\-. . .]
mais, par hypothèse, ^0 ^^ ^'0 sont tels que v doive s'annxiler avec 5; la constante d'intégration est nulle et l'on tire de l'équation précédente
ds /— , ds
V= — = — S)/Xj dt= -p=y
-^ étant une fonction de s qui a une valeur finie pour ^ ==0; or on sait dans ce cas que / — = est infini : il
*^vit un temps infini pour que s vienne à s'annuler.
la proposition serait en défaut si F ne pouvait plus se développer par la formule de Maclaurin, mais était infini- '^^ent petite d'ordre a, inférieur à l'unité, quand s est un ^^finiment petit du premier ordre : on trouverait pour t ^xxt valeur de la forme
i±^ ds
î^i reste finie quand on intègre jusqu'à 5 = 0, étant
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131. Mouvement vertical d'un point pesant, en admettant quHl éprouve dans Vair une résistance proportionnelle au cube de la vitesse.
Supposons que le corps monte : Féquation de son mouvement sera de la forme
, . dv v^
Séparons les variables et décomposons en fractions simples :
Zgdt _ Zk^dv dv (v — ik)di>
k A:3 4_ (;3 ç -h k v^ — çk -h k^
/^ k{vQ — v)s/l i/3 arc taog —7-; y- 4 •
ds Si dans (i) on remplace dt par — > on en lire
3^t/5 _ ^kvdv __ dv (v-^k)dv
d'où
3 ^ _ (p-4-/c)/t>g — vok -hk^
_L_ ./^ o,.^ for.., A-(Po— p)v/3
-f- V 3 arc tang — ^-r j-z r
3<r\ ^vl—v^k+k^
^ /3 arc tang ^^^-^j
On obtiendrait la relation qui lie 5 à ^ en éliminan entre (2) et (3); l'élimination est difficile, mais si V^ on donne à v une série de valeurs, on aura autant de systèm-^*^^^ qu'on voudra de valeurs simultanées de s et de t. En fi sant ç' = o, on trouve que le mobile s'arrête pour
-ai-
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après avoir parcouru le chemin
-— I L ^—-2 2 h /3 arc lang —. ) .
Si Ton suppose que le mobile ait été en mouvement avant l'époque ^ = o, on trouve que «^ a dû être infini pour une valeur négative, mais finie, de /,
l'arc tangente étant pris entre zéro et it.
Quand le mobile redescendra, après avoir atteint sa
liiavteur maximum, son mouvement sera encore régi par
les équations (i), (2) et (3), contrairement à ce qui arrive
<3aiis le cas d'une résistance proportionnelle k v* : v deve-
xiant négatif, la force — mg -rj est toujours dirigée en sens
contraire de la vitesse ; on voit que v tend vers — k pour t infini. Il est clair que si le mobile avait commencé par descendre, il aurait été naturel d'étudier son mouvement ^li comptant les s positifs suivant la verticale descendante. On peut développer les valeurs (2) et (3) de ^ et de 5
•vivant les puissances croissantes de -r > mais on arrive plus
'^^te au résultat en développant d'abord dt et ds ;
«< = — 77 — = — ( I— T^ -^ 7 ••• ) — y ds^vdt.
L'intégration donne alors
,_Po— p y^ — <^* . ^ _ r; -- p^ vi — v^ ,
i32. Un point matériel est attiré vers un centre fixe O '^ecune intensité fonction continue de la distance^ et il ' meut dans un milieu homogène dont la résistance est
proportionnelle au carré de la vitesse; déterminer la loi d^ attraction de manière que le mobile partant du repos arrive en O dans un temps T indépendant de la distance initiale a, (W. Walton.)
Soienty (5) la fonction cherchée de la distance 5, ki^^ la résistance de Pair ; on a
rf.o»
ds Faisons
= 2kv* — 2/(5), ç;î = ^ = e»** / 2e-^^^f{s)ds,
(2) / ^e-^^*f(s)ds=u, e-^'^ ds = (f{u)du.
Jo
Soit a la valeur de u qui répond à 5 = a; on a
11 suffit d'intégrer la valeur de dt tirée de (1) pour avoir
changeons de variables en posant u= az, nous aurons rp _ /* ^OLo((xz)dz __ /* ^(xz^(az)dz
Pour que T ne dépende pas de a, il faut que y/az ^(az) soit une constante; autrement elle serait croissante ou décroissante tant que la variable olz serait comprise entre zéro et une valeur finie h. Supposons la croissante et donnons à a deux valeurs ai, a2 inférieures à A, ai étant < 0L2 - pour a = ai , tous les éléments de Fintégrale sont moindres que les éléments correspondants pour a = a2 et l'on aurait pour T deux valeurs inégales : il faut donc avoir, X dési-
LDt une constante,
v/âicp(a^)=X = cp(a)v/M, «p(a)= -—\
yu
a alors
^ Ir/z . . T , . T
T= / . = Att, a = -, <p(a) =
Vlais la seconde des équations (2) nous donne
T du
e-** ds = (^{u)du =
Tt y/a égrant, en observant que u s'annule avec 5, Il vient
TT^ , . . _ éf M t'
lis, par la définition même de u, -r- n'est autre que ^[8)6"^^' : on a donc
ur l'expression de l'attraction cherchée. Il est facile de chercher directement le mouvement que cette attraction prime à un point M, eu égard à la résistance du milieu : vérifie que M arrive à l'origine après le temps T, et 'il s'arrête, au temps 2T, pour une valeur de s telle 'oQ ait
Ue valeur est comprise entre o et — a ; le mobile serait suite rappelé vers le point O, mais son mouvement ne rait plus tautochrone.
Lorsqu'on néglige la résistance de l'air en faisant /r = o,
l'expression de /{s) se réduit à piT-jj résultat importante
connu. Quant à la forme de 'f(w), elle pourrait êtr donnée par la solution d'un problème plus général, qu l'on doit à Abel.
133. Problème cfAbeL Application, — Il s'agit d déterminer une fonction cp(w) telle qu'on ait, pour tout valeur de a comprise entre o et A,
F étant une fonction donnée. Pour plus de clarté dans qui suit, je remplace a par x, ii parj^ dans l'équation p -
cédente, puis je multiplie les deux membres par
C étant un nombre compris entre o et A, et j'intègre ^ puis xr=o jusqu'à x= c : on doit avoir
Le premier membre représente la masse d'une ai triangulaire située dans le plan des xy entre l'axe des et les droites définies par les équations
en supposant la densité au point (x^ y) égale à
Mais on peut mtégrer d'abord par rapport à x qui, pc^ une valeur donnée de y, varie depuis y jusqu'à c; aura
r"" f \^ r"" ^^ r''¥{x)dx
On trouve aisément que l'intégrale relative à x dans le p>:remier membre est égale au : le second membre est une nction connue de c,
^ Ton doit avoir
j ^{y)dy= -^Kc),
d'où, en différentiant par rapport à c,
TZ
ce qui fait connaître la forme de la fonction cherchée. Si
^{x) se réduit à une constante H, A(c) est égal à 2Hy/c, et l'on retrouve un résultat obtenu précédemment.
La solution que nous venons d'obtenir pour le problème d'Abel permet de déterminer la loi de l'attraction que l'origine O doit exercer sur un point partant du repos pour 1 amener en O au bout d'un temps T qui soit une fonction donnée, ^(V), de la vitesse V à l'arrivée, quelle que soit ^a distance initiale a, mais l'attraction étant supposée une *onctiony(5) de la distance, sans qu^il y ait résistance de milieu. La masse du mobile étant i, l'on a
p'= / —2/{s)dx=.l if{s)ds— j if{s)ds,
\i= f %f{s)ds.
Si donc nous posons <'^) f 2/{s)ds=:u, f i/{s)ds = OL, g(^)==F{a), ^^) ds = f^{u)du,
nous devons avoir
et nous savons qu'il faut prendre pour cela
TZ
la fonction if étant définie par l'équation (i). Cela posé, Féquation (3) donne
car u et \{u) s'annulent en même temps que s, La première des équations (2) donne aussi
si donc on peut résoudre l'équation (5) par rapport à m, on aura -p- en fonction de s et f[s) sera connu ; autrement,
il faudrait éliminer «, -r- et '^ entre les équations (3), (4)>
(5) et (6).
Soit par exemple rf (V)= XV^ : on aura
Xa:^ — = - uX w2^ s = -\ M*,
"-\/S' /<')=7fc- ^-v/i-
Mouyement curviligne.
134. Quand un point M se meut librement sous l'action d'une force F, à laquelle on peut toujours réduire un système de forces agissant sur M, F est dirigée suivant l'accélération totale du mouvement et égale au produit de cette accélération par la masse m du mobile. A chaque décom-
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position de l'accélération correspond une décomposition
semblable de la force, et Ton peut, de cette proposition,
tirer les éléments suffisants pour déterminer le mouvement
produit par une force donnée : les équations qui résolvent
la. question de la manière la plus générale sont dues à
aclaurin, et leur forme est bien connue :
levirs intégrales renferment six arbitraires qu'on peut dé-
t:'erminer sans ambiguïté lorsqu'on connaît les valeurs ini- ^ - 1 j dx dy dz
On peut déduire des équations (i), lorsque les axes sont ^rectangulaires, l'équation des forces vives
d\ mv^ =:Xdx -^Y dy -i-Z dz^
*ïiais cette équation ne peut donner une intégrale du protl^me, celle des forces vives, que si le second membre est ^tàe différentielle exacte.
Quand la force F rencontre constamment une droite fixe, on peut prendre cette droite pour axe des z, par exemple, et conclure des équations de Maclaurin que
* expression ^Sr — y'TTt ^ ^^^ valeur constante; or cette
^^ pression représente le produit de 2 coséc YOX par la vitesse aréolaire, autour de l'origine, de la projection, faite Pa.rallèlement à OZ, du mobile sur le plan des xy : on ob- ^^ent de la sorte une intégrale des aires, qui sera toujours utilement employée.
135. Des forces analytiques : exemple. — Il y a un cas Remarquable dans lequel le mouvement d'un point peut ^^ déterminer complètement au moyen de deux quadratures : c'est le cas où le mobile se meut dans un plan, celui Db S.-G. — Rec. i5
des xy, sous l'action d'une de ces forces que M. Lecorn a étudiées sous le nom de forces analytiques dans 1 Journal de r École Polytechnique pour i885. Pour dt finir une de ces forces, considérons une fonction un:
forme /(w) de la variable u = x H- J'y' — ^ > ^^ peut écrii
P et Q étant des fonctions réelles de :r et y caractérisée par les identités
dx ^ dy dy ^ ôx'
cela posé, une force F, dont les composantes parallèles au trois axes rectangulaires OX, OY, OZ sont P, Q, zérest une force analytique \ le module et l'argument de f{ représentent l'intensité de F et son angle avec OX. ] mouvement qu'une masse m prend dans le plan des ^ sous l'action de F est déterminé par les équations
dt^ ' dV^ ^'
ajoutons,. après avoir multiplié la seconde par y/ — i ; il vieil
On aura une intégrale première en multipliant les deu: membres par idu et intégrant :
du"^ (duy r" ., . ,
(,) m-^--=m{^^j^^2j Aujdu,
Cette équation fait connaître -7; et, par conséquent, -j- c
■j-9 ou les deux composantes de la vitesse; on en lire ei
suite pour dt une valeur de la forme f (w) duj et une noi velle intégration donne la relation finie entre w et ^ : 0
en déduira pour chaque instant la valeur de u dont la partie réelle est égale à x, la partie imaginaire à ^^ : le problème est alors résolu.
Soit la fonction w : la force qui en dérive a pour
composantes
cihercbons le mouvement qu'elle imprimera, dans le plan des xy^ à un point de masse i, en supposant qu'on ait,
j>oi-ir ^ = 0,
dx dy ^
dt
dt
^ du ^ I — 1/ = 3a, -^ = -ai/ — 1.
dt 2
L'équation (2) devient
du'^ ga* r"(^u'^ \ . u^
-.-- = — ~ h / ( 2u) du= a* ;
on en déduit
dt^
du
u * du
zj ' t -\- a = arc cos2 2 2
^^ posant
a = arccos-— : clou cosa = --;, sina = ,, «
^^ l'on prend les cosinus des deux membres de Féquation intégrale, on aura
a 1 / - = cos (-^-4-a) = -— (2 cos -t — \/ — i sin - n , VM \a./t/3\ ^ a/
cos^ 06 a sin
(5-t-3cos^;2 -^ (5-h3cos^>^ Si l'on prend des coordonnées polaires, on trouve
24 a A 4sin^ - 5 — ScosO rz= -, tangO=- -, r = Sa ;
^ -h 3 cos t ^ ^ -\- 5 cos t 1
la trajectoire est une conclioïde de cercle.
136. Mouvement de deux points qui s'attirent propo:^ tionnellement à leur distance et à leurs masses, et do^ Vun est libre. Vautre obligé de rester sur une droC fixe. Cas où la masse du point libre est triple de la ma^, du second, et oii la droite fixe exerce un frottement, ^, vitesses initiales des deux points étant nulles, (Paris, 1 86 55
Prenons la droite fixe OA pour axe des x avec deux auLr^ axes rectangulaires; soient [x la masse du point assujetti rester sur OA, m celle du point libre, s l'abscisse du po/im [JL, x^ y, z les coordonnées de m, c^ le coefficient d'attra tion pour deux unités de masse à l'unité de distance. L équations du mouvement s'écrivent immédiatement, eJ divisant par les masses,
Les deux dernières sont des équations linéaires du se cond ordre aune seule inconnue et à coefficients constantsleurs intégrales ont une forme connue
7 = A cosc^v^-+- A'sincf/]!, ^= Bcosc^y^-h B'sinc^y^. On pourrait les écrire sous la forme équivalente
jK = acoscv/fî(f — a;, z = bcosc\/^{t — P).
II en résulte que m se meut sur un cylindre elliptique dont l'axe est l'axe des x^ la projection de son rayon vecteur sur le plan yz décrivant des aires proportionnelles au temps;
là durée d'une révolution est
Quant aux deux premières équations (i), je les remplace pa.r les deux combinaisons suivantes :
s intégrales ont encore une forme connue
^s H- nxx = G H- G'^, X — * = H cos et yjm -h {jl -i- H' sin et yjm -h (jl.
première exprime que la projection du centre de gravité de [X et de m sur OX se meut uniformément ; les valeurs de 5 et ic prouvent que ces points oscillent de part et
d'autre du centre de gravité dans un temps — '
c \ m -f- ijL
Dans le cas particulier proposé, je prends pour origine la position initiale O de [jl, et pour plan des xy celui qui passe par la position initiale M de m ; je fais jx = i , m = 3. Le point m ne sort pas du plan des xy. Quant à [jl, il éprouve de la part de m une attraction dont la composante suivant C>X est Zc^i^x — 5), et la composante normale ic-y; celleci est détruite par la rigidité de OX, mais elle donne lieu ^ une force de frottement en sens contraire de la vitesse de [JL et égale à la valeur absolue de ic^/y. Soient a et 6 l^s coordonnées initiales de m, supposées positives j les équations différentielles du mouvement seront d'abord
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L'équation (/\) admet pour intégrale
^ = A cos c^ -+- B sin et ;
mais comme, pour l = o, on ay = 6, -^ = o, il vient
A = 6, B = o et y = b cos et.
Dans l'équation (2) je remplace y par cette valeur; pu^ en l'ajoutant à l'équation (3) multipliée par 3 ou ea. retranchant de la même équation, je forme les combi sons suivantes :
^-f-3-^=-36/c'cosc*,
— ^-^-z — - = — i c^(x — $)-{' 3c^fbcosct.
Intégrons, en tenant compte de ce que, pour ^ = o, dx ds dt '^ ~d~t
d'où
5-1- 3a: = 36/coscf H-3(a — 6/), X — s =K^ b/cosct -f-(a — bf) cos2ct,
s = y {a— b/)(l — C0S2Ct)j
jr= -Aa — bf)-\-bfcosct-^ 7(« — bf)cosict^ 4 4
Ainsi y diminue d'abord jusqu'à devenir nul pour t =
et, dans la même période, s augmente de zéro à - (a — b^^r
Mais il faut porter notre attention sur l'équation (2), ^^
entre la force de frottement; elle est écrite dans l'hyfp^^'
d'' thèse où ^ et -1^ sont positifs. Quand l'une des deux qu-*^^^^'
tités changera de signe, il faudra, dans cette équation, ch^^'^ ger le signe de 3/c-^k; il en résulterait de la difficulté pc^ ^ suivre les points dans la suite des temps; ici les donn^^
sont tellement choisies que ^ et -i- changent de signe en
même temps, en sorte que l'équation (2) sert encore pour
le retour de [x vers le point O; t croissant de — à -, 5 re-
vient à zéro, y va de zéro à — 6, et ^ arrive à la valeur
finale a — 2 1/*; alors m et [ji sont immobiles, et nous nous
retrouvons dans les conditions initiales, sauf le changement
de a en a — 26/. L'équation de la trajectoire du point m
s'obtient en éliminant t entre les valeurs de a: et dey :
C'est une parabole dont l'axe est parallèle à l'axe des x, et le sommet a pour coordonnées
, a* — 2abf , b^f
*e paramètre est _uf'
Une condition indispensable pour que les choses se passent comme il vient d'être dit, c'est qu'au départ la composante suivant OX de l'attraction subie par le point [jl soit plus grande que la composante normale multipliée par /; eela revient à dire que a — hf soit >« o, sinon [x ne bouge- ^^Upas, et/w semou^Tait sur la droite OM. Quand m sera ^^ivé à l'extrémité de l'arc que nous lui avons vu parcourir. Si a — 2 hf — bfona — Zbf est encore > o, [Ji se remettra
^^ marche pour une excursion d'amplitude -(a — 3 6/),
^^ Urt parcourra un arc de parabole dont l'extrémité finale ^Ura pour coordonnées a — 4 6/ et 6 : [jl fera i excursions, * ^tant le plus petit nombre pour lequel
a — {ii-\-\)bf<^ 0; ^^suite [Jl sera immobile, et m oscillera en ligne droite de
.Aài,
part et d'autre de O, sa distance r étant réglée par la formule
r = To cos et.
On aura un problème facile en prenant notre cas particulier avec/= o.
137. Mouvement plan d'un point M de masse i attiré en raison directe de la distance par un centre d'action G qui parcourt un cercle avec une vitesse angulaire constante (o ; cas où l'attraction est égale à la distance multipliée par ci>2, et oii M est primitivement en repos au centre du cercle.
On écrit de suite les équations du mouvement, où les lettres ont un sens bien clair,
Les intégrales donnent la position du mobile à chaque instant :
x= —~ r coswf -h A cos JJL/-H B sinu^
y= —f r sinw^-i- G cosuL^ -}- D sinu.^.
•^ (JL* — 0)2 ^ '
On peut se faire une idée nette du mouvement de M en imaginant un point P dont les coordonnées seraient
Xi = -5 ; COS O) /, ri = -^ sin to t :
* {Jl2 — 0)2 ' •^ {J.2 — 0)2 '
ce point parcourt un cercle concentrique à l'origine et de
[Jl2— o
rapport à des axes PÇ, Pyj, les coordonnées de M sont
(2) J =3? — 3?! = Acosfxf-HBsin jx^, r, = Gcos(x/-HDsin[Ji^. L'équation de la trajectoire relative est celle d'une ellipse
(3) (At) - G0« + (Bt) - D0»= (AD - BG)2,
la vitesse aréolaire relative autour de P restant constante,
ravon R'= =h -^ -y avec une vitesse angulaire w. Par
" [Jl2 0)2 ^
tsindis que Tellipse a un mouvement de IraDsIation tel cji-ie son centre décrit uniformément un cercle de rayon R'. L'ellipse (3) devient un cercle si
AC-+-BD = o, A»-4-B«= Cî-hDî, d'où -^=— 5=^,.
Pour interpréter ces relations, je désigne par r la grandeur initiale de PM, par 0 son angle avec OX, par w la vitesse relative initiale de M, par cp l'angle de cette vitesse avec OX^ les équations (2) montrent que
A = rcos6, G = rsin6, B = — coso, D=— sin«p;
donc
rcosQ =_ — smo, r sin u = ir: — cos o,
*a vitesse relative initiale est perpendiculaire à la droite PoMq et égale à cette droite multipliée par [x. M se meut
comme s'il était lié à un cercle de rayon > roulant extern
^eurement ou intérieurement (selon le signe admis dans
les dernières relations) sur un cercle de rayon R'f i zp - j ]
L'épicycloïde décrite par M sera allongée ou raccourcie
selon que r^ • On ne pourra, toutefois, avoir le mouve-
'^Cût donné par le roulement d'un cercle dans un autre de ^^yon double; car il faudrait to = [x, et, dans ce cas, les intégrales (i) ont une forme illusoire; c'est le cas particulier proposé. Pour l'étudier, j'écrirai les équations (i) sous la forme équivalente
a7=Li*R T-^— «^ A cosLiLf -+- BsinfJi^,
y=LiLîR — S— +- G cosfJL/H- D sinjJL^.
-* ^ fJL* 0)*
Que p. tende vers co, il est aisé de trouver la limite de c^» expressions :
x= - Rw/ sinojf -4- A' cosoj^H- B sina)^,
V = Ro)/ coswf -h G costo^-h D' sino)^.
Le mouvement est celui d'un point se déplaçant sur »__ ellipse analogue à l'ellipse (3), mais dont le centre dé *^ une spirale d'Archimède avec une vitesse angulaire c -^ stante (o. Si au début x^ y et leurs dérivées sont nulles ^ peut déterminer les constantes, et il vient
Le point M peut être regardé comme oscillant sur ixi droite de longueur R, qui reste parallèle à Taxe des j tandis que son milieu décrit une spirale d'Archimède doi
l'équation serait r = — (Oh — ]• La courbe que décrit
présente à l'origine un rebroussement où la tangente ^ l'axe des x^ puis le rayon vecteur grandit constammen» car son carré est
-R'(a)*/* — 20)^ sino)^ cosco^ H- sin'io^),
dont la dérivée est R^to^^sin^wf, toujours positive.
Le mobile s'éloigne indéfiniment du cercle R, bien la force qui tend à l'en rapprocher devienne infi exemple frappant des conséquences invraisemblable peut avoir une relation analytique entre les donnée problème et des profondes altérations qu'elle peut a[ au mouvement tel qu'il se produit dans le cas gêné
138. Un corps pesant est soumis à r action d'ii variable, mais toujours tangentielle : détermina
de celte force de manière que la vitesse soit constante ; trctjectoire du mobile.
Ce problème serait applicable, dans une certaine mesure, à une fusée lancée dans l'air.
Prenons pour axes des x et des^ Thorizontale et la verticale du point de départ, et désignons par a Tangle de la vitesse avec l'horizon, par a la grandeur constante de cette vitesse et par F la force inconnue. La trajectoire est contenue dans le plan vertical qui passe par la vitesse initiale. Projetons les forces qui sollicitent le mobile sur la tangente et la normale à sa trajectoire; on doit avoir
m -j- = F — mg sin a = o, m — = mg cos a ; clt p
la première fait connaître F, et la seconde donne, cp étant la valeur initiale de a,
5* ds cos a. dx a> , . gx
6 ^ doL d% g ' a*
ensuite
j / \ , cos ( 9 — --- )
dy I gx\ a^ - \^ a*/
dx ^y a^ / '^ g coscp
^^ mobile s'élève d'abord, atteint une hauteur maximum "^Lséccp pour a; = — -^ puis redescend indéfiniment et
^^vîent asymptote à la droite :r= — (cpH — j; la courbe
^st symétrique par rapport à la verticale du sommet. La position du mobile à chaque instant se déduira de la relation
/:: cp g^\
^ / ^^\ a, ^^"^U~"^ "^^^ wT =acosa= acosj C5 — ^ > t=-L ^-^— ^ — '-»
tang (--2) La trajectoire, limitée par l'asymptote qu'on a trouvée.
ne saurait passer par un point dont l'abscisse surpass
- — ; mais on peut faire en sorte qu'elle passe par un poir
quelconque dont l'abscisse est comprise entre zéro etcett limite, car son équation donne sans difficulté l'angle Cj quand on connaît a:, jK et a.
139. Un point M, de masse i, animé d^iin moui^emei initial connu, est attiré vers l'origine O d'axes cooi
donnés rectangulaires par une force F égale à ^ ou
— ; il est y en outre, sollicité par une force égale au doub
de la composante de Y suivant OZ, mais dirigée en sei contraire. Chercher comment varie la fonction
des coordonnées de M; ramener la détermination di mous^ement de M. à l'intégration d'une équation du premier ordre; indiquer enfin les lois de ce mouvement er supposant que, pour t=OjOn ait x = aj y = o, z = c,e
que la vitesse i^o égale à — soit parallèle à OY . (Rennes
1884.) Les équations du mouvement sont
^'^^ dt^^'~~r^' ■572'~""7*' 'dt^~T^'
On ne peut déduire de ces équations l'intégrale des force vives; mais, si on les ajoute après Jes avoir multipliée respectivement par 2 dx^ idy el — 2 dz^ on peut intégre l'équation résultante, et il vient
dx^ dy^ dz^ _\ Gela posé, en différentiant deux fois l'équation (i), c
trouve
d^p __ d^x d^y d'^z dx'^ dy^ dz^
li^ "^'di^ '^^~di^ ^^lî^ "^5^ ~^ 'di^^'d^'
En ayant égard aux équations (2) et (3), on voit que le second membre se réduit à la constante C, et Ton en conclut une relation de la forme
D'autre part, on voit que la projection de M sur OXY a une vitesse aréolaire constante : substituant à ^ et j^ les coordonnées polaires u et A, on a
Ayant égard à cette relation, un calcul bien connu donne les transformées des équations (3) et (4) ^
du^ 112^32 X ^ , 9 A r>. n.r,
dt^ m2 ^^2 a2 -T- ^2 '
L'élimination de z entre ces équations donne alors
du^ r J-^-^v ^ X H
^^ di^ a2 — A — 2Bf — G^2 .22^2__A — '2B^— G^2"^ '^ ^^^
si Ton pouvait intégrer cette équation, on connaîtrait «^ en fonction du temps; on en déduirait facilement ;5 et A par une quadrature.
Dans le cas particulier proposé, Téquation (3) montre
que G est nul ; -^ doit s'annuler pour / = o, donc B = o ; on a enfin
A = a2— c2, H = aPo= -^
L'équation (6) se simplifie beaucoup, et l'on trouve, en
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définitive, les trois équations suivantes entre les coor- données du mobile et le temps :
, , aduJiu'^ — «2 _|_ cî
La trajectoire est une courbe à branches infinies situéesur un hyperboloïde de révolution : sa projection sur OXY a deux asymptotes. Mais, si l'on calcule le carré de la vitesse, u'^-\- w^tj^'^H-^^, on trouve que la vitesse est con-
stante; -t-^» -—^ > -^ sont proportionnels aux cosinus directeurs de la normale principale à la trajectoire, et les équations (2) expriment que ces cosinus sont les mêmes que les cosinus directeurs de la normale à l'hyperboloïde ; la trajectoire est une ligne géodésique de cette surface. Si l'on avait a = c^ la trajectoire serait une ligne géodésique d'un cône droit, c'est-à-dire la transformée d'une ligne droite.
140. Mous^ement d'un point pesant sur un plan incline dépoli.
Le poids de m se décompose à chaque instant en une force mg sini, dirigée suivant la ligne de plus grande pente, et une force normale au plan, qui donne lieu à une force de frottement mfgcosi, dirigée en sens contraire de la vitesse du point. Ces forces ont des valeurs constantes, que je dé-
signe par my et mn^; n est égal à -7=^ — :; elle est donc^i,
selon que l'angle de frottement est supérieur ou inférieur à l'angle du plan avec l'horizon. Nous avons le cas particulier du mouvement d'un projectile dans un milieu résistant, où l'on supposerait la résistance constante.
Prenons pour axe des x l'horizontale du point de départ,
pour axe des y la ligne de plus grande pente, en remontant ;
désignons par 0 l'angle de la vitesse avec l'axe des^ et par
to la valeur initiale de O5 la vitesse v a d'abord la valeur a.
Projetons les forces qui sollicitent m sur la tangente et la
normale, et divisons par m :
i) ^ = — TCosO — ny, —=^5106;
ds V dt :,
Y sinO Remplaçons dt par sa valeur dans (i), nous en déduirons
V smO smO \tang^O /
L'équation (a) montre que 8 va sans cesse en augmentant, sans que v s'annule, jusqu'à 6=7:; l'équation (i)
prouve que, si w est < -> v diminue d'abord jusqu'à ce
quonaitcos8 = — n. Nous trouvons tout de suite une divi-
sion essentielle dans la discussion du problème, selon que '^cst^i. Dans le premier cas, v ne cesse de diminuer, et 1 équation (3) nous montre que, pour 6 = tc, p = o ; le mobile s'arrête donc en un certain point et il y reste immobile, car l'hypothèse est précisément que le frottement est plus grand que la force accélératrice. Au contraire, pour/i<i, ^ passe par un minimum et augmente. ensuite indéfiniment quand 8 s'approche de ir. D'ailleurs, la formule (2) nous donne la relation, en ire 8 et i.
, _ a sînw tang'*Y**^
Y sin2 6tang«|0
Pour abréger l'écriture et avoir une intégrale plus simple,
je pose
- sino) tang'^-w = 2C, • tang-0 = a,
et je désigne par e la valeur tang - w. Nous aurons dt = c — — -T- aw,
Selon que /i sera ^ i , quand 9 sera égal à tt ou ?/ = oo, t prendra une valeur finie ou croîtra indéfiniment; le temps au bout duquel le mobile s'arrête, dans le premier cas, est
Nous calculerons dx et dy par les relations
Y * 2 sin2Ôtang2«-J-6 ' w^w+a »
dy=vdtcos^=^^c^--^^^du,
d'où
^ ^ ^^ 2/n-i \e2«-«-i w2/n-iy "^ 2/2 — I \e2«-i m2«-i/' (6) v^-I^i-l^-J L_\ _T^/_J L_V
^ gardera une valeur finie tant que n sera ^ -> ^ ne restera fini que si n >> i*, donc, quand n est >> i, le mobile s'arrête en un point dont les coordonnées sont données par les formules (5) et (6), où l'on fait u infini; quand n est
compris entre i et -> la trajectoire a une asymptote verticale à une distance donnée par l'équation (5); enfin, si
/i<-> la trajectoire présente une branche parabolique. On
peut supposer que la courbe définie par les équations (5) et (6) soit prolongée à gauche de OY : on trouve que, pour
u= o, X et y sont infinis, — ayant une limite infinie; il y
a donc toujours de ce côté une branche parabolique à axe Tertical. Les résultats obtenus pour le cas où la résistance du milieu est ki^'^ sont notablement modifiés.
Dans le cas de /i = i, les équations (3), (4), (5), (6) deviennent
-f-cL — > c=— sin*-u),
-•'élimination de u entre x et y est irréalisable; mais on 'en voit pas moins clairement la forme de la trajectoire, ï*sinche hyperbolique à droite, branche parabolique à
sixiche. Pour 9 = tt, la limite de v est a sin^ - w.
"141. Mouvement d'un point matériel M attiré vers un
^^^tre fixe O par une force — —y r étant la distance OM,
^AJie constante; la distance initiale est a, la t>itesse ini-
^^^ le— fait l'angle aigu a ai^ec la droite MO; enfin le
^^tre O est entouré d'un milieu non homogène exerçant
r »-^ ^ . ^ > 3/n cosa « ^r^e résistance mesurée par ç^.
Soit [X l'angle de la tangente avec le rayon vecteur ; on aura s^^ rd^ , dr ds dr
dr cos u. dii -\- dix . dr ,
^ï*ojeions les forces sur la tangente et la normale à la tra- De s.-G. — Jtec, i6
jectoire, qui esl évidemment plane, et divisons par m,
dv dlv^ r^ 3 v^ cos a v* r^ ,
^ ' dt ds c^ ^ r p c^ "^
La seconde donne, en remplaçant p par sa valeur,
cî(i-hrcotji^^
La première équation (i) peut s'écrire
d.v^ ir^ 6p* cos a
dr c^ r cos fz
On y remplacera ç^ par sa valeur tirée de l'équation (2), et
-^ — par la valeur obtenue en difTérentiant cette formule ; il
vient, après réduction,
d^\x 4 -r- smiix d\x^ 6 cos a -i- 7 cos (x c?fji dr^ siii2 jji dr'^ r cos [i dr
ôsiniji , .
= -7 f— (cos a -h cos u).
r^cos^jji^ ^^
On ne peut intégrer cette équation ; mais, comme on aperçoit l'intégrale particulière cos [jl = — cos a, [jl = ir — a, on devra essayer si elle peut vérifier les équations (i) du problème, en tenant compte des conditions initiales. Or les équations (i), ou leurs transformées (2) et (3), donnent, par p. =: 7î — a,
la seconde est conséquence de la première, et elles sont compatibles; [JL étant constant, la trajectoire est une spiral logarithmique, et la loi du mouvement est donnée par 1 formule
r* dr i i ^cosa
c a^cosa r a c
Ainsi le mouvement donné par l'intégrale particnlière satisfait à toutes les conditions du problème j il aura donc j'éellement lieu.
Forces centrales.
<5uand un point m se meut sous l'action d'une force F
c|i_ïî passe toujours par un centre fixe O, la trajectoire
est plane, la vitesse aréolaire autour de O garde une va-
loxir constante G ou zh c^. On a, avec des coordonnées
poXaires, O étant le pôle,
xsque la valeur de F est donnée, il suffit de l'égaler à
^ ^>tpression précédente, qui est due à Binet, pour former
^^^e équation du second ordre de la trajectoire; si F est
Jurimée en fonction de r, on peut calculer son travail,
2/Frfr, et le théorème des forces vives fait connaître
^ > en l'égalant à la valeur rappelée ci-dessus, on a une
^ viation du premier ordre pour la trajectoire.
iD'une manière générale, G est égal à zt r^v^ sin(/'o, Vq). l-iorsque la trajectoire passe au pôle, le mobile y arrive ^c une vitesse infinie ; on ne peut dire ce qu'il deviendra ^ Suite à moins de faire une convention absolument arbi- ^ire.
XUne fois connue la relation qui lie r et 9, on peut inté- Sr r^ d^ qui est égal à G rf/, et avoir ainsi la loi du mou- "^^XTicient.
^42. Mouvement d'un point attiré vers l'origine par ^^^ force inversement proportionnelle au cube de la dis-
iLa formule de Binet donne immédiatement l'équation
différentielle de la trajectoire : en divisant par —^ > il vient
Suivant que le coefficient de - a une valeur positive ou négative, rb /i^, l'intégrale prend la forme
- = Acos/i(0 — a) ou - = A e'*^ -f- B e-'*^ : r r '
les constantes se déduisent aisément des conditions initiales, et il est facile de discuter la trajectoire, qui peut être une spirale logarithmique.
Lorsque X* — c* est nul, l'intégrale de l'équation (1) devient
- = Ae-^B;
elle représente une spirale hyperbolique ou un cercle. Je me bornerai à chercher la loi du mouvement dans le cas de la spirale; on a
(A0-T-B)2' (AeM-B)(AÔo-^B)
143. Mouvement d 'un point M sollicité par deux forces émanant d'un centre d'action O, l'une, attractive, proportionnelle à la distance, l'autre, répulsive, en raiso inverse du cube de la distance. Cas où, à V instant initial, la vitesse est perpendiculaire à la droite qui passe en O et les deux forces se font équilibre. (Paris, 1869.)
Le mouvement a lieu dans le plan qui passe par O par la vitesse initiale; en prenant O pour pôle, employa la formule de Binet et supposant w = i , nous avons
d\v^ _ , _X*^ dr ^ r^
Multipliant par 2 rfr, on en déduit l'intégrale des forces
vives
Désignons par e l'angle de Fq et de Vo'^ on a
c* = Fq Çq sin £ ; si l'on divise l'équation précédente par r^, on peut l'écrire
I dr^
PSr„'sinîe^;^=-(X*H-rJi>5sinU)l
(pî-HîxV5-+-^)^-f.î.
Le second membre est positif po.ur r ==: r^, mais il devient négatif quand r est très grand ou très petit; r doit donc ster entre deux limites a et è, et, quand elle les atteint, est nul; la vitesse est perpendiculaire au rayon vec- ^r; les valeurs correspondantes A et â: de cette vitesse sont telles que ah = bk = c^=^ ro^o sine.
Si l'on prenait pour origine des temps l'époque où le rsi^^on vecteur atteint un de ces maxima ou un de ces min-îma, l'équation des forces vives garderait la forme (i), où
ï^'on ferait ro = a^ Vq= h^ e= ->
Posons, pour simplifier l'écriture, V -J- a^h'^ =:n^a^ : a* A' dr^ n'* a* ix' a» -h n^
^^Us prendrons -, pour inconnue, et, en admettant qu'elle
commence par décroître, c'est-à-dire que a soit un minimum, nous aurons
in ,^ r'
En supposant 0 = 0 pour r = a, on aura, sans constante d'intégration,
d'où
2tn6 1
—f— = arc cos -— h 71*
I I ,^0 a* . -/lO
— : = --cos*-i — h '- sin^-r-.
Cette courbe est comprise entre deux cercles concen-
triques au pôle et ayant pour rayons a et -; l'angle d'un
rayon vecteur minimum avec le maximum qui suit est
> moindre que-; la courbe est fermée et algébrique si-
est commensurable. Il est aisé de voir que, en appliquan le plan de la figure sur un cône droit dont le demi-angle ain
sommet a pour sinus - » le pôle étant au sommet du cône
la transformée de la trajectoire se projettera sur un pla
perpendiculaire à l'axe du cône suivant une ellipse dont 1
d^ ah ^ h emi-axes sont — et-«
La trajectoire se réduirait à un cercle si le maximum i le minimum de r étaient égaux, a^=n ou [x^a* — X*=a-A- Il faudrait que la vitesse initiale fût perpendiculaire ^^^^^u rayon vecteur et moyenne proportionnelle entre ce rayi ■ — >n et l'accélération du mobile à cette époque ; cette conditi(^^ ^, dans le cas d'une force centrale, suffit toujours pour q_ ^^«e le mouvement soit circulaire et uniforme.
La trajectoire présente un point d'inflexion lorsque ^^
valeur -= de r pour laquelle raccélération serait nulle est
comprise entre les limites a et - entre lesquelles varie la
distance du mobile au pôle.
La loi du mouvement sur la trajectoire est donnée par le principe des aires :
dt = r— =
H> -^ tang* -j^ h cos^ ^ L'intégrale devient, en faisant t = o pour 9 = o,
Le temps employé pour décrire l'arc compris entre un
maximum et un minimum de r est — et ne dépend point
de X.
Dans le cas particulier proposé, V est égal à ^L^a* ; on prendra la forme (2) pour l'intégrale des forces vives, a représentant le rayon vecteur initial, h la vitesse initiale; n^ sera égal à ^fi^a^-\- h^j mais la trajectoire sera toujours représentée par l'équation (3); a est le minimum de r, car
l'autre limite - est ^ a. Pour r = a, le rayon de courbure
de la trajectoire est infini sans qu'il y ait inflexion; seulement la tangente a un contact du troisième ordre.
' 14-4. Un mobile est attiré vers un centre fixe avec une intensité fonction de la distance au centre d'action; trouver quelle doit être la forme la plus générale de cette fonction pour que la trajectoire soit toujours une courbe
fermée, quelle que soit la direction de la vitesse initiale^ à la seule condition que sa grandeur ne dépasse pas une certaine limite.
Soit f{r) l'attraction du centre fixe qu^on prend pour pôle; le mouvement s'efiectue dans un plan, et l'équation des forces vives, avec la forme qui convient aux forces centrales, donne
Posons - = w, fif{r) dr=i — ?(")? ^t nous aurons
/A ff^ _^S ,,, ■ cp(^)-?(ao)
Si la trajectoire est une courbe fermée, u devra rester entre certaines limites finies ; supposons qu'il commence par décroître, il diminuera jusqu'à ce qu'il atteigne une valeur a pour laquelle le second membre de (i) changerait de signe; il faudra que u aille ensuite en croissant jusqu'à une valeur b pour laquelle (i) changerait encore de signe; puis il reviendra à a, et ainsi de suite. Dans tous les cas, la trajectoire sera formée d'arcs superposables et comprise^
entre deux cercles de rayons - et t- Les changements d<
signe du second membre de (i) ne se feront qu'en passant
par zéro et jamais par l'infini; car alors, -3^ étant infini, \\
courbe serait tangente au rayon vecteur, et le principe d^ aires ne serait plus vérifié. Prenons pour Wq 'si valeur mi^
nimum a : -j est égal à a^, et l'équation (i) devient
Poixr u = by -jK est nul ; donc
c- = ,(6)-y(a) ' 5Ô^ = (*'- «'^ Sér-^S^) ~ ^" " ^ ^^-
-L'angle de deux rayons vecteurs maximum et minimum <ju.i se suivent est
(a) Oi= r fl?Mv/?(6) — cp(a)
j(èî_ a2)[cp(a) - o(a)J - (aï- a«)['f (6) - cp(a)]|-2
La trajectoire est formée d'une succession d'arcs égaux dont chacun est vu du pôle sous l'angle 6< ; pour qu'elle soit fermée, il faut et il suffit que 6| soit commensurable avec 7t; sa valeur (2) doit être indépendante de a et de 6 : autrement, en faisant varier ces paramètres d'une manière Continue et suivant une loi quelconque, 6| varierait, en général, d'une manière continue et ne resterait pas com- '^ensurable avec Tt. Faisons, dans l'intégrale (2),
a==c — hy b = c -^^ h, u = c-h hz; *^oiis aurons
hdz^o(c -h A) — cp(c — h)
— 1 |4cA[<p(c4-A;î) — cp(c — A)] — (w2 — a2)[ç(c-4-A) — ©rc — A)]J2
t^éveloppons o(c — A), ... par la formule de Taylor et ^'ivons ç',ç'', ... au lieu de <p'(c), <f"{c), ... ; il viendra, ^*^ l'éduisant,
Jll
l^IT2{(p'— cep'— |cA-5'/'-+- îVA2['>î<p"'— C(H-^2)Ç'^] H-...J»
^ ^ ) Si (p (u) = Xu' + (X, la méthode semble en défaut; maïs c'est le cas ^^ trajectoire peut être une spirale. L'attraction est de la forme -
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En développant les radicaux par la formule du binôm réduisant et ordonnant le résultat par rapport à A, on
dz pour le coefficient de ^
cd' l j chzo
;p'— cep" ( 6 cp'— cep"
Comme l'on a, d'ailleurs,
r^ _d^___ _ r^ zdz _ r^ z^dz ___ TT
X.i/i^^^^*""''' J__y,~:^~''' J_yri:-^2"â
on aura enfin
Pour que 6| ne varie pas avec a et 6, ni, par suite, a\r ^^ c et A, il faut que le terme indépendant de h dans s ^^^ expression se réduise à une constante X, et que le coeffi" cient de h^ soit nul : la première condition donne
(3) ccp''(c) = ncp'(c), (n=^),
et la seconde
^4^ cp'(cp'-cç') -^(cp'-.cç')"*-^'
il faut, de plus, que X soît commensurable. Or, en vc^^^' grant l'équation (3) par rapport à c, on trouve
ç'(c) = Ac'»,
A désignant une constante : alors l'équation (4) devie:^»^
n ne peut prendre que les valeurs zéro et — 3 auxqu^l^^^
::orrespondent les valeurs commensurables i et j pour \, On a toujours
2fir)dr ?'(«)«f"=?'(^)$» /('•)= ^:
îi Ton fait n = o, <f'{u) se réduit à une constante A ou
iBy et /(/') est égale à — ; l'attraction se fait suivant la
oi de Newton, et Ton sait qu'elle donne une trajectoire Iliptique, c'est-à-dire fermée, pourvu, du moins, que (^o
e dépasse pas la limite i/ — • Si l'on suppose n = — 3, on a
attraction est proportionnelle à la distance, et la trajec- >îre est toujours une ellipse, pourvu que A soit positif. Quelle que soit la loi d'attraction, si la trajectoire s'écarte *ès peu d'un cercle, la différence d'azimut d'un rayon acteur maximum et du rayon minimum qui le suit est sen-
blement ^i/ -733 — » ' Newton en tirait une preuve de
exactitude de sa loi sans supposer connue rigoureusement la forme des trajectoires planétaires; l'extrême len- -ur du mouvement des périhélies montre que la différence azimut considérée s'écarte très peu de ir*, les orbites étant ^lisiblement circulaires, cp''(c) doit être nul, ce qui conuit à la loi de la gravitation. Mais la proposition générale "Ue j'ai établie est due à M. Bertrand, qui en a montré tout ^^térèi (Comptes rendus, 1878). Les observations faites »ur les étoiles doubles semblent prouver que leurs trajectoires sont toujours fermées; on ne peut admettre que des corps éloignés les uns des autres s'attirent proportionnellement à la distance : on est donc autorisé à dire que la loi ^e Newton règne dans tout l'univers.
145. Forces centrales de Jacobi : exemple, — Jacobi a signalé un cas intéressant dans lequel le mouvement dû à une force centrale peut se déterminer à l'aide de deux quadratures : c'est celui où l'intensité de la force est donnée sous la forme
L'expression donnée par Binet pour les forces centrales conduit immédiatement à une équation linéaire et du second ordre pour la trajectoire. Mais soit G la constante des aires : on a
Les équations du mouvement, en supposant m = i , peu-
vent s'écrire
d^x „ . cos6 -/ft. cfô
-^=-Fcose= — ^A^)^,'
On en déduit, en intégrant,
dx
On a, d'ailleurs,
dy dx r.
il suffit de remplacer, dans cette équation, ^, j^parrcosO^
doc d'\r
rsinO, et ^, -^ par leurs valeurs (i) pour avoir l'équation de la trajectoire, qu'on peut écrire sous la forme
(2) 1 r ^~ ^2rcosey/(e)sineéfo — sine r/(e)cose€fôl
( H- acosô -4- ^sinô
Connaissant r en fonction de 6, on trouvera la loi du mouvement en intégrant l'équation i^dt-=^ r^ d^,
M. Darboux a fait une remarque importante au sujet de la trajectoire : si l'on change d'une manière quelconque les
conditions initiales du mouvement, les constantes ^r,? a,
b prendront de nouvelles valeurs qu'on peut représenter
par 7^9 na'\- a\ nb 4- y. Si donc on désigne par <p(9) la
valeur ( 2 ) de - qui correspond à un cas particulier, l'équation de la trajectoire sera, dans le cas général,
- = /i<p(6)-f- a'cos6 H- ô'sinô;
elle représente une courbe homologique à la courbe (2), Soit/(0) = )^sin2 0, et supposons que, pour ^ = 0, on ait
dx dy
on demande de déterminer le mouvement et de comparer le temps que met le mobile pour tourner autour de l'origine à celui qu'il mettrait si la force était — > les conditions initiales restant les mêmes. (Paris, 1877.)
On a G = aPo = s/i^^j et les équations (i) deviennent, en tenant compte des valeurs initiales,
§^=-l/^sin3e, ^=é/A(3cosô-cos3e); dt V 6a ' dt V ^^
la trajectoire (U) est représentée par l'équation
I sin* 6 -f- 9. cos' 6 3 -h cos 2 6
Si, les circonstances initiales restant les mêmes, l'at-
traction était égale à —» le mobile décrirait une ellipse dont Téquation serait, en faisant tourner Taxe polaire de 180'',
i __ 3 -4- cosO r ~ aa
La courbe U peut se déduire de l'ellipse en doublant le rayon vecteur de chaque point de cette ellipse et réduisant de moitié Pangle de ce rayon avecPaxe polaire : Taire de U est quadruple de celle de l'ellipse, et, comme la vitesse aréolaire sur chacune est la même, il faut quatre fois plus de temps pour parcourir IJ que pour parcourir l'ellipse.
146. Mouvement parabolique dans le cas de V attraction newlonienne. Théorème de Lambert,
On sait qu'une masse m, attirée vers le pôle par une force
• ^y décrit une parabole dont l'équation est
2 cos'â
ne
lorsque a/jx = r^v^ : la vitesse aréolaire jC^ est {s/pf^-* Pour avoir à chaque instant la position du mobile sur sa trajectoire, je suppose que l'axe polaire passe au sommet, en sorte que 9 désignera l'anomalie vraie. Le théorème des aires nous donne
dt= — -- =l/^Ç rr = -{/ T-\ n-tang«-Ô)c?tang-0.
Intégrant et faisant ^ = o pour 6 =: o,
Il ne sera pas commode de résoudre par rapport à 8, mais on construira des Tables qui donneront t en fonction de 0,
et par interpolation on en déduira Tanomalie vraie du mobile à chaque instant.
Le théorème de Lambert consiste en ce que Tintervalle de temps employée par le mobile pour aller d'un point à un autre de la parabole peut s'exprimer sans faire inlervenir le paramètre, et seulement au moyen des rayons vecteurs extrêmes et de la corde de l'arc parcouru. Soient a et 6 ces rayons extrêmes, 6|, 63 leurs anomalies vraies, a, p les tangentes des moitiés de ces angles, c la corde de l'arc parabolique ; l'équation (1) donne, pour le temps que le mobile met à passer d'une position à l'autre,
Le carré de la corde de l'arc parcouru est
c'= a*4- 6' — lab cos(02 — 0^),
(a -t- 6)2— o« = 4a6 cos* î
cos' — cos* —
Nous connaissons le produit de a-l-64-cetde a-\-b — c; nous aurons facilement leur somme
2a -+-26= ^ ^ H ^-jp =/>(2H-a«4- P«);
cos'— cos* —
a-r-6-+-c et a-\-b — c sont racines de l'équation du second degré
M« — p(2-i-a«-+- P*)M-+-/>2(i-+-ap)2= o;
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donc
On peut introduire dans la partie rationnelle la qi qui est sous le radical, et écrire
Le second membre est un carré, et, si Ton veut a^ racine en valeur absolue, on devra écrire, en supj
d'où
(a-h 6 H- o)* — (aH-6 — c)*
Comparant à l'équation (2), nous avons l'expression cliée
Si 62— 6, est > TT, ^i -f J(P 4- a)2 est < J(? - a l'on aura
Ces formules donnent une expression remarquai: Taire d'un secteur parabolique, qui est égal ^-c-
1 T \/pf^ ; l'aire du secteur est donc
A = — v^ [(a H- 6 -f- c)2 dz (a 4- 6 — c)^] .
Quand on veut appliquer l'équation (3) au mouvement des comètes, on prend pour unité de longueur la distance moyenne de la Terre au Soleil et pour unité de temps le jour solaire moyen : la formule bien connue du mouvement elliptique, n^a^z=zf^y donne, quand on l'applique à la Xerre,
l'équation (3) devient alors
T = 9ii6''32™[(a-h^>-+-c)- — (« -^b — cf^],
^' Etant donnés un point 0 et une droite AB, on demande suivant quelle droite doit glisser un point pesant, partant de O sans vitesse initiale, pour atteindre AB au bout d'un temps minimum.
^s droite cherchée fait des angles égaux avec la perpendiculaire abaissée de 0 sur AB et avec la ligne de plus grande pente ^"^ plan AOB.
^' Un point fixe O attire un mobile M avec une intensité qui
varie en raison inverse de la /i**"' puissance de la distance 5 : dé-
erminer n de manière que le mobile, partant de l'infini avec une
^^tesse nulle, ait pour ^ = a la vitesse qu'il aurait eue pour
7 s'il était parti sans vitesse du point s = a. Calculer, dans aernier cas, le temps que le mobile met pour arriver en 0.
^st de la forme — X'5 *, et le temps demandé est 0 y ^**
• -IVXouvement rectiligne d'un point de masse m, sollicité par *orce égale à me-^* et animé d'une vitesse initiale — •
■ l^^ouvement rectiligne d'un point M attiré avec une intensité De S.-G. — Rec, 17
proportionnelle à la distance par un point qui parcourt d*un mouvement uniformément varié la même droite que le point M.
(RiCCATI.)
5. On donne deux axes rectangulaires OX, OY, et l'on demande de déterminer le mouvement d'un point M assujetti à glisser sur OX et attiré vers un point A de OY avec une intensité proportionnelle à la distance ; la droite OX est dépolie, et le coefficient de frottement est égal à l'unité; enfin l'on a OMo = 5 0A = 5a et vo = o. (Marseille, 1884.)
On trouve que s varie de 5a à — 3a; alors il faut changer l'équation du mouvement, s varie de — 3a à -h a, et M s'arrête.
6. Mouvement d'un point uniquement sollicité par une résistance de milieu égale à mX^.
Le mobile s'arrête après avoir parcouru le chemin ^ vj.
7. Soient a et 6 les espaces parcourus depuis le temps ^1 — 0 jusqu'au temps ^i, et dÇ ti à fi-+-ô, par un point pesant qui se
meut verticalement dans l'air en éprouvant une résistance f^ :
montrer que la somme c^* -+- e ^* a une valeur constante, quel que
soit il et quel que soit le sens du mouvement. (Maurice d'Ocagne.)!
On prendra l'époque t\ pour origine des temps et la positions
correspondante du mobile pour origine des espaces; il sera très
facile d'éliminer la vitesse correspondante des équations qui doa^
nent 5= — a ou 5 = 6 pour ^ = dz 6 : la somme cherchée est égaL
il _£ê
à 2c** ou à ae ** selon que le corps descend ou monte ; a est l'ea
pace parcouru dans le temps 6, en partant sans vitesse, ^ le ch»
min décrit pendant l'intervalle ô qui précède l'arrêt du mobile.
8. Un point pesant, sans vitesse initiale, tombe dans l'air d'u. hauteur a sur un plan horizontal qui le fait rebondir avec sa ~ tesse d'incidence : on demande à quelle hauteur il s'élèvera ap
le /i'*"' bond, la résistance de l'air étant — ?---• (W. Walton.^
Soit Up la hauteur à laquelle le corps remonte après le ^'^"* bo si l'on pose c*' ''= a^, on trouve la loi de récurrence
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9. Déterminer le mouvement d'un mobile partant du repos, attiré vers l'origine par une force proportionnelle à la distance, — \^Sj et éprouvant de la part du milieu ambiant une résistance proportionnelle à la vitesse, — kv (la masse du mobile étant i).
L'équation différentielle du mouvement est linéaire et subsiste quel que soit le sens de la vitesse; si A:^ aX, le mobile s'approche indéfiniment de l'origine ; si A: < 2 X, le mouvement est oscillatoire et tautochrone ; l'amplitude des oscillations diminue indéfiniment.
10. Un point pesant est lancé d'un point 0 avec la vitesse Çq -
déterminer l'angle cp de cette vitesse avec l'horizon de manière à
rendre maximum la distance du point 0 au point de rencontre
du mobile avec un plan horizontal à la distance h au-dessous du
point de départ.
On trouve cosa© = -^-^ 7 •
il. Soient OA et ON une ligne de plus grande pente d'un plan P, incliné de l'angle i sur l'horizon, et une normale à ce plan : un corps pesant est lancé du point 0 suivant une direction située dans le plan NOA et faisant l'angle ^ avec OA. Calculer l'angle <pi que le mobile fait avec OA quand il retombe sur le plan, l'angle (p^ sous lequel il le rencontre après avoir rebondi n — i fois en supposant P parfaitement élastique : montrer que la vitesse estimée suivant ON est la même à l'arrivée qu'au départ. (Bordoni.)
Il est avantageux de prendre OA et ON pour axes : on trouve
cot <pi = cot cp -h 2 tan g t.
iS* Lieu des positions simultanées de divers corps pesants lancés €tt même temps d'un point donné avec des vitesses égales, mais de directions différentes. Sphère.
13. Un point M est soumis à une force dirigée suivant la perpendiculaire MP abaissée sur un axe OX, et dont l'intensité est
^^P ; quelle doit être la grandeur d'une seconde force, parallèle ^ ^X> agissant sur M, pour qu'il décrive un arc de la parabole y == a/?ar? Loi du mouvement.
^= G — ôj^Xa?'. — Le mouvement est oscillatoire.
'^' Mouvement d'un point lancé parallèlement à une droite OX et attiré vers cette droite par une force inversement proportionnelle au carré de la distance du mobile à OX.
Le point décrit une moitié de cycloïde dilatée ; le mouvement ultérieur sera déterminé par raison de symétrie.
15. Mouvement d'un point M soumis à une force dont la ligne d'action rencontre à un instant quelconque en deux points P, Q deux droites données A, B non dans un même plan et dont l'intensité est représentée par le segment PQ; examiner le cas où, à Tinstant initial, M se trouve sur A avec une vitesse non dirigée dans un plan parallèle aux deux droites A et B. (Caen, 1884.)
l'axe des z étant une droite quelconque rencontrant A et B : puis d^cr ihx d^y _ ihy d^z __
En combinant la première ou la seconde avec la dernière
elles expriment que les vitesses aréolaires des projections obliqu( sur Oar^ et Oyz sont constantes; z se calcule séparément, et W peut achever l'intégration. On verra que la restriction imposa: en dernier lieu à la direction de Vq est nécessaire pour que le pr blême soit possible.
Mouvement d'un point pesant dans l'air en prenant
pour la résistance du milieu : amplitude de jet maximum. Il est avantageux de partir des équations
(P^ __gdx d^ — _ ^ _ ^ ^,
dt^ k ~dt ' dV^ .^ k dt '
elles s'intègrent séparément : l'équation de la trajectoire est
«0 ^ \ kvfiCOSfXQ/'
Vq COS
l'amplitude du jet est maximum si
« . /f »« • NT Vn-h k s\xi:x.^
A sin qcq
les tangentes aux points de départ et d'arrivée sont perpendiculaires.
d7. Un point pesant, lancé horizontalement dans un milieu dont la résistance est proportionnelle à sa densité et au carré de la vitesse, décrit un quart de cercle; comment varie la densité du milieu? (P. JULLIEN.)
Elle est de la forme - v^H* — z^, z étant la hauteur au-dessus du
centre.
18. Mouvement d'un point M attiré vers un point 0 avec une force proportionnelle à la distance.
!a** Lieu formé par les trajectoires de M en supposant qu'il parte d'un point A avec une vitesse de grandeur donnée parallèle à un plan P. (Walton.)
3** Déterminer l'angle «p de cette vitesse avec OA pour que le mobile atteigne un point donné B. Dans quelle région doit se trouver B pour que le problème soit possible? (Paris, 1887.)
11 est avantageux de partir des équations
dt^ ^ dt^ •^' dt^ '
les coordonnées pouvant être obliques. 2" Si l'on suppose Çq parallèle au plan des yz, le lieu des trajectoires est l'ellipsoïde
1 angle YOZ étant droit. 3** En supposant B dans le plan des xy et l'angle XOY droit, B{x,y),
(vlx^-\- X'a*j^* — pja') tang^cp
— at'Ja:/ tang<p -+- ((^J-t- a*X*)/*= o.
^^' Hlnveloppe des ellipses décrites par divers mobiles attirés ''S Un point F suivant la loi de Newton et partant d'un point A ^^ <ies vitesses de même grandeur, mais de directions différentes ns nj^ pjg^jj passant par AF.
Gs ellipses ont leurs grands axes égaux; leur enveloppe est une «"»Pse de foyers A et F.
• Mouvement d'un point attiré vers l'origine par une force
égale k mX^l-j — rj;la vitesse initiale a X est perpendiculaire ai rayon vecteur correspondant dont la longueur est a. (Gaen, 1877.
21. Mouvement d'un point, de masse i, attiré vers l'origine pai la force
X, a, 6 étant des constantes; Po= — perpendiculaire au rayon vecleur correspondant, de longueur a, (Paris, 1870.)
G = X, r2= a2 cos^e 4- b^ sin^e,
. tï2-h6* aî— 6* . ^
X; = 0 -\ — sin2 0.
La trajectoire est une podaire de l'ellipse. Si l'on change b^ en — a', on a une lemniscate.
22. Déterminer la force dirigée vers le pôle et fonction de r. qui peut faire décrire à un point libre une circonférence passant au pôle. Discuter la trajectoire quand les conditions initiales sont quelconques.
La formule de Binet donne une valeur de la forme — r- : la tra-
jectoire, dans le cas général, sera
elle ne passe pas nécessairement au pôle.
Mouvement d'un point m sous l'action d'une force dirige
vers le pôle et égale à — —(5e-^^-^i)\ Vof égale à 26, fait ai
angle de 45° avec Tq, de longueur a. (Nancy, i885.)
L'équation de Binet est avantageuse : - = — (i-h e-*^). ^ ° r 2a^
24. Mouvement d'un point attiré vers l'origine par une foi" * égale à 1^^±IL^. (Paris, .886.)
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I^a force est du type des forces centrales de Jacobi,
la trajectoire est une conique x^ — y- = {ax -^ h y -i- A)'.
25. La trajectoire d'un point m, soumis à l'action d'une force F,
coïncide avec la courbe funiculaire décrite par un fil homogène
dont chaque élément est soumis à une force Y'ds, pourvu que F
soit en chaque point de la courbe dirigée en sens contraire de F'
TF' et égale à ; il faut, en outre, qu'au point de départ 9 soit égale
à — > T désignant la tension; mais cette égalité subsistera aux
divers points de la trajectoire.
On comparera les équations d'équilibre du fil avec celles dti mouvement du point, qu'on peut écrire sous la forme
, dx „ ds
CL, mv —, X — =0, ....
ds ^
MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE FIXE
Cas où la courbe est donnée et parfaitement polie.
147. Un point M, assujetti à rester sur une courbe parfaitement polie et sollicité par une force R, est toujours en équilibre lorsque R est normale à la courbe; cette condition est d'ailleurs nécessaire : il en résulte que Faction exercée par la courbe sur un point assujetti à ne pas la quitter peut se représenter exactement par une force N ayant une direction quelconque dans le plan normal et une grandeiir aussi quelconque ; il en est encore de même quand le point est en mouvement.
Cela posé, soit un point M assujetti à rester sur une courbe polie et sollicité par une force F à laquelle on peut toujours réduire un système de forces appliquées en M : ce point peut être traité comme un point libre si Ton adjoint à F cette force inconnue a priori, N, qui représenta l'action de la courbe. Décomposons F en deux forces P, (^ dirigées, l'une suivant la tangente, l'autre dans le plar»normal : la première sera égale à la force tangentiell^
/w^) tandis que Q et N auront pour résultante la forc^
centripète m — • On peut toujours exprimer P en fonctior»^
ds de t^ de l'arc parcouru s et de -r; l'intégration de l'équai —
lîon m -ry = P, tout à fait analogue à celle du mouvement
rectilJgne, fera connaître la loi du mouvement; alors la force centripète sera connue pour chaque point aussi bien que Q, et l'on en pourra conclure la réaction N exercée par la courbe sur le mobile ; cette réaction est égale et opposée à la pression N' supportée par la courbe.
On peut aussi étudier le mouvement à l'aide des équations générales de Maclaurin en ajoutant aux composantes X, Y, Z de F les projections de N sur les axes. Je me bornerai à la remarque suivante : la différentielle
X ûte -h Y c?^ -h Z dz^
qui représente d - mv^j puisque le travail de N est nul, peut
toujours s'intégrer quand X, Y, Z ne dépendent que de ^-i J'y Z] car ces coordonnées peuvent s'exprimer au moyen <lu paramètre unique qui fixe la position de M sur la courbe; toutefois, si l'intégration peut s'effectuer directe- Kient, il est clair qu'il y aura avantage à le faire.
I4f8. Mouvement d'un point de niasse égale à r unité, o^sujetti à rester sur la courbe d'intersection d'un cylindre parabolique et d'un cône
et sollicité par une force dont les composantes rectangulaires sont
X=4A:«a:, Y = ^ A:«7, Z = 2k^{a-^ Zz);
^ point est d'abord placé à l'origine et lancé vers le "^^t sur la branche qui est en aidant du plan des xz^ a^ec ^^^ vitesse ak. (A. Fuhrmann.) ^^ problème se résout très facilement à l'aide des équa-
lions de Maclaiirin. On lire des équalions de la courbe
dx
dx = — dz, dy =i dzi/ -- > ds =
L'équalion des forces vives esl ici
d -v^= \k^xdx -^ ^k^ydy -h ik'^^a -\-^z)dz.
On peul inlégrer sans même remplacer x^ y^ dx^ dy pr ^a
leur valeur en z^ paramètre le plus propre à définir Tl k points de la courbe :
%»— -aU2=2X:«ar2-i-5x:Syî4-A-2(2a^-h3^2).
Remplaçant x^ y q\.v^^ -r par leur valeur en z :
ds^ {a-^r-zy dz^ ^S^^.u.
d'où
dz
= k dt, a-{- z = ae^^.
Le mouvemenl se fera toujours dans le même sens, ^vec une vitesse croissanle. Il nous resle à calculer les coïxipo-
santes de N, et pour cela il faut connaître -t--> -777- > "fn'
dt^ ' dt^ dt Oh a
d.r __ dx dz _k z(a-hz) d^x _^ d /dx\ dz _ k^(a-hz){a dt dz dt ~~ a ' dt^ ~ dz\dt ) dt ~ a
conséquent,
N cosX = ^ — X = A-2(a -+- 3z),
N cos(ji= (a2-4- 4az — 3-5*),
yiaz
Ncosv = — A:«(a-f- 5^).
est aisé de constater que cosXé/.r -h . . . = o; quant à ngle de N et de la normale principale, on en aura facilcînt le cosinus, mais il est très compliqué.
149. Un point matériel, assujetti à rester sur une ellipse^ 'attiré vers les deux foyers par des forces inversement oportionnelles au carré de la distance et vers le centre r une force proportionnelle à la distance; démontrer e la pression exercée en chaque point de l'ellipse est versement proportionnelle au rajon de courbure; dé- 'miner la vitesse initiale qui annulerait la pression; Hivernent correspondant, (Question de licence, i865, Qéralisée.)
Je suppose la masse du mobile M égale à l'unité, et je signe par r, r', u ses distances aux foyers F, F' et au ntre O, par [jl, jjl', \ les attractions de ces trois points à iniié de distance, par t}» et to les angles de la normale en avec MF et MF' d'une part, avec MO de l'autre. On sait le le travail élémentaire d'une force attractive émanant un centre fixe est égal et de signe contraire au produit î la force par l'accroissement de distance du mobile au între. Le théorème des forces vives donne ici
d-v^ = ^^~-^-^ -ludu\
ou
^^^ N la réaction normale de la courbe, supposée posi-
tive quand elle est dirigée vers le centre de courbure ; nous avons
— = N -f- -^ cosu^ •+- -^cosu/ 4- Xu coso); p pi ^ p'i T
d'où, en tenant compte de la valeur de v^ tirée de l'équation (I),
N=-U5 ^ T'-^XuD'hlll -i )
Pour évaluer les termes variables en [Ji et [Ji', je rappelle les relations
p= — T) rr' cos^ 4^ = 62, pcos6= — :
^ acos^il ^ ^ ^ a
d'où
2 cos^» __ 2r — pcos^» _ 'i'CLr — 7'r' __ i _ î^ cos<}^
rp r^ ~~ r^p ~" aHp ap "" r'p r*
Pour calculer les termes en X, je désigne par je? la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente en M^ on sait que u cos (û = p et p^p = a^b^; donc
w* I / , a'^b^\ i . , -, ' h a COSO) = -( a* H — i t= -(a*-f- 6*).
La dernière transformation est fondée sur les théorèmes d'Apollonius, d'où résulte que — est le demi-diamètre conjugué de OM. Les calculs précédents donnent à la valeui de N la forme proposée
PL '•o ^0 « J
Il a été dit que, si N est positif, c'est que le point tend à sortir de l'ellipse. Pour qu'elle soit nulle ou que le point
décrive librement la courbe, il faut avoir
(II) pj=lîf: + Lîi'_XuS-ii-^'-+-X(a2-h62).
Pour avoir réquallon différentielle du mouvement dans ce cas particulier, je reprends l'équation (I), en Tadditionnant membre à membre avec Téquation (II) : il vient
Déterminons les points de TelHpse par leur anomalie excentrique c ; on a
r = a(i — ccoso), r'= a(i -h c cos»),
M«= a' cos'ç -\- b^ sin'o, ds^= a'(i — e* cos*o) <io'.
Substituant dans l'équation précédente, on lui donne, après de simples réductions, la forme suivante :
dt^ a'(i — ecoso)* a^(i-r- e coso)*
On ne sait pas effectuer l'intégration; mais, comme -~ ne
peut s'annuler, on voit que le mouvement sera continu.
L'équation (II) est remarquable : si Ton y annule tour à ^oar [x' et \, tx et X, ix et ix', on reconnaît que rj est la somme des carrés de trois vitesses initiales avec lesquelles ^e mobile décrirait librement l'ellipse sous l'action de F ^^nle, ou de F', ou de O. C'est un cas particulier d'un théorème général dû à M. Bonnet. Supposons que des points '*bres, de masses m, m', m", . . ., soumis respectivement à ^^s forces F, F', F" et partant d'un point A avec des vitesses Vq^ ç^^ ç^*, ... suivant une même droite AB, décri- ^ent mjg même trajectoire U : cette ligne sera encore la ^^^jectoire d'une masse M, sollicitée à la fois par F, F\
5 ... et animée suivant AB d'une vitesse initiale Vo, ^«Ue que M VJ soit égal à m^l + mV;* 4- m^v^ -f- . . . . On
s'en assure en supposant que le point M soit obligé d rester sur U : un calcul analogue au précédent montre qu la réaction de U serait nulle.
Une autre proposition, qui comprend le cas proposi consiste en ceci : soit un mobile soumis à l'action de cei taines forces, qui, avec une vitesse initiale donnée, décr une courbe plane; si l'on change la vitesse initiale et qu'o oblige le mobile à décrire la même courbe, il exercera ut pression inversement proportionnelle au rayon de coui bure. En effet, la valeur de N, qui serait nulle dans le pre mier cas, se complique seulement d'un terme provenai
de — • Or la valeur de ^^ ne diffère de ce qu'elle est dansl
premier cas que par l'addition d'une constante/^, quirea
N égale à - •
150. Un mobile M, non pesant, assujetti à rester s^ une circonférence de cercle^ est attiré "vers un point 0 4 cette courbe par une force fonction de la distance; détc miner cette fonction de manière que la pression exerc sur le cercle soit constante; nature du mouvement prodi€
(Paris, 1868.)
Prenons la masse du mobile pour unité, le point 0 po pôle, le diamètre OA pour axe polaire; désignons par et diamètre, par r la distance OM et par <p(r) l'attractioa c centre O. La vitesse est donnée par le théorème des forc< vives
(I) c?.p* = — i^{r)dr,
La réaction N du cercle, supposée positive à l'intérieu fait avec MO un angle égal à 0, et, comme le rayon *
courbure est - ? on a
— =NH-cose(p(r), (;î= — 4--r(p(r),
puisque acosQ = r. Diffé reniions et comparons à l'équation (I) : on a
d,v*= - (^{r)dr-\ — r^'{r)dr = — 2<p(r) dr :
donc
c désignant une constante; Tattraction varie en raison inverse de la cinquième puissance de la distance. On peut alors intégrer l'équation (I), et l'on trouve
1 vl 7. c
a ar'^
La pression éprouvée par le cercle est égale et directe- ''^ent opposée à la réaction N qu'il exerce. La loi du mouvement est donnée par l'équation (II) qu'on peut remplacer par l'équation équivalente
dt^ ^ r} a^cos^e'
le mouvement se fera toujours dans le même sens si c est
Compris entre zéro et , ^ % sinon il sera oscillatoire:
^ ailleurs, l'intégration ne peut se faire à l'aide des fonc- *^ions élémentaires que lorsque c est égal à zéro ou à rj pj : ^^ns ce dernier cas, N s'annule.
ISI. Soit, en supposant l'axe desj vertical,
^9uation d'une hjpocycloïde à quatre rebroussements : ^^<^uler le temps qu'un point pesant, assujetti à rester
sur la courbe et partant du point le plus bas ai^ec la vitesse sjiga^ mettra pour atteindre un point de rebroussement B ou la tangente est horizontale, (Despeyrol's.) On trouve aisément qu'un élément ds d'arc de Thypo-
cycloïde est égal à dyC/ - et que l'intégrale des forces vives donne
on aura, pour le temps cherché,
La vitesse au point B est nulle, et le mohile y reste en équilibre. D'après l'identité qui existe entre le mouvement considéré et le mouvement rectiligne produit par une force égale à la force tangentielle P, nous sommes dans le cas considéré au n** 130, et il semble que T devrait être infini; mais ici se présente justement l'exception signalée à la fin du n** 130 : la courbure de Thypocycloïde en B est infinie ; l'angle de contingence e d'un arc infiniment petit MB est d'ordre infinitésimal inférieur à celui de MB, et comme, au point M, P est égale à — m^sine, elle est infiniment moins petite que l'arc MB, et le mobile doit atteindre sa position d'équilibre dans un temps fini.
152. On donne, dans un plan vertical, une cycloïde dont la base est horizontale et la convexité tournée vers le bas; le rayon du cercle générateur est a. Un fil sans masse, de longueur 6 a, est attaché par une de ses extrémités à l'un des points de rebroussement de la cycloïde; le fil est d'abord vertical et se termine par une
^yiasse à laquelle on donne une vitesse horizontale yj^ga -, wnouvement du point m, tension du fil. (Paris, 1864).
Je prends pour origine le point O, où le fil est attaché;
l'axe des x est horizontal, et l'axe des j^ suivant la verticale
descendante. Soit A la position initiale de m; le fil OA
s'enroulera sur la cycloïde, une portion OP s'infiéchissant
suivant un arc égal de la courbe, l'autre partie PM étant
dirigée suivant la tangente. Les coordonnées du point P
peuvent s'écrire
ar, = a(tt — sinu], y^-=za[\ — C0S2<).
Un calcul connu donne
arcOP = 4^(1 — CCS - ) ; donc
PM = 2 û ( I 4- 2 ces - ) •
D'ailleurs - est l'angle de PM avec OY ou de la tangente à
1^ trajectoire avec OX. Je le désigne par ^. En projetant sur les axes Tare OP et la tangente PM, on a les coordoniiées du point M
*'^=a(2ç — sin2ç) -f-2a(i -f-2C0Sç)sincp=:a(2y-}-2siny-f-sin2ç),
yz=za[Z -h acosy -}- cos2y).
^^Hs effectuer l'éliinination de cp, qui donne un résultat ^ï*es-compliqué, on peut reconnaître la forme de la courbe. ^^ a d'abord
*** = 2acoscp(i -h 2 cosy)^?^, dy =L — ia[\-\- 2C0Sy) sinçû?^,
t)ans la cycloïde, on fait toujours croître u\ on fera de ^êoie pour ç*, X commence par croître, j^ par décroître 5
pc^Ur y = -? dx devient négatif 5 alors x diminue jusqu'à
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ce que ç soît égal à — -, dx et dj changent de signe à ce
moment; x etj^ vont augmenter, et Ton a un point de re-
broussement BLr = af^7rH — y/;^j,^=-aU situé sur
la cycloïde, tandis que tout le reste de la courbe est en dessous. A partir du rebroussement jusqu'à ç = tt, a: et j^ augmentent pour atteindre 2 a tt et sa. La partie qui suit est symétrique de celle que je viens d'esquisser, par rapport à la verticale du second point de rebroussement de la cycloïde \ mais le poids m n'atteint pas même le point B, car le théorème des forces vives donne
Or rf^ = 2a(i -{- 2 coscj))rf(p; il vient alors
t»'= 4^5^(1 H- 2 C0S(J>)^-7^ = 2g^a(l -f- 2C0SÇ -h C0S2«p);
dV
d'où
(I) dtJi=^l±L
V ^ \/cos<pfi
COS «p ) r/cp
\/cosy(i -+- oosy)
On voit que ç ne peut croître au delà de - ; pour cette valeur,
le mobile s'arrête et va rebrousser chemin pour exécuter des oscillations symétriques ; les coordonnées du point d'arrêt sont x = [t:-\- ^)a^ y z=z ^w^ la tangente est verticale et l'arc parcouru égal à
J2a(l H- 2C0S<p)^(prr:a(ïr -h 4)*
Pour intégrer l'équation (I), on prendra pour variable tang -(p, ce qui laisse un radical \ mais, comme y reste com-
îs entre zL -? on posera tang- cp = smfx', d'où
, 2C0Suda. ces' a d<fz= K-> COS?p=: r— -•
i-f-sm'/:x I -h sin'fA
l}stituant dans l'équation (I), on a
y a I -f- sin^/x '^ ' i -i- sm*fA ' "^ i /-r=i4^'^ctang(v/2 lang|x) — ^y^2
= 4 arcsin I y/2 sin - ^ j — y/2 arc sin ( tang - «p ) •
Le temps d'une demi -oscillation s'obtient en faisant
I -h 2COS«p
tte tension est d'abord ^ mg et diminue jusqu'à zéro.
^53. Deux points pesants se meus^ent sur un cercle vercil dans des conditions telles^ que leurs vitesses au point
plus bas P ont une même valeur \l'2.gli : trouver Venveype de la droite qui joint les positions simultanées des tix mobiles, (Jacobi.)
Je vais donner de ce problème une solution analytique it à fait directe. Soient O le centre du cercle, a son >^on, A et B les positions des mobiles à l'époque t, 2Ô et
2<p les angles POA, POB. Le théorème des forces vives donne tout d'abord
h — a + a cos 2 6 h — a -h a cos 2 <p
chacune de ces fractions étant égale à •
Cela posé, prenons le point O pour origine, et supposons l'axe des x diri gé dans le sens de la pesanteur, Taxe des y horizontal : l'équation de la droite AB peut s'écrire
(2) a7Cos(ô-f- <p) -f-^ sin(6-h<p) — acos(6 — <p) = o.
Comme nous avons seulement, entre ç et 0, une équation différentielle, en sorte que la relation finie qui existe entre eux dépend d'une constante arbitraire, nous ne pouvons trouver que l'équation différentielle de l'enveloppe, dont l'intégration amènera au ssi une arbitraire. Suivant la méthode ordinaire, différentions (2) par rapport au paramètre dont dépendent (p et 0; on a
[— a?sin(ô -+- cp) h-7cos(ô -+- cp) ^-asln(6 — cp)] c?ô = [x sin(ô -h <p) —y cos(6 -+- cp) — a sin(6 — cp)] d'o.
J'élève les deux nombres au carré, et j'ajoute aux coefficients de rfO^ et de rfy^ \q carré du premier membre de l'équation (2), qui est nul ;
(a?2 -4-^/2-1- a2 — lax cos2o — ^ay sin2cp) e/0* = (a?2_^j2_|_ ct2 — 2aa?cos26 — 2ajsin26)c?cp2.
Remplaçons rfÔ^ et rfcp^ par les quantités auxquelles ils sont proportionnels (i), et nous aurons, après de simples réductions,
ia{h — a)[ir(cos26 — cos2cp)-+-^(sin2 0 — sin^cp)]
-+- a{x^-{-y^-^ a2)(cos20 — cos2cp)-4- 2a*j^sin2(0 — cp) = o.
Si Fon rend calculables par logarithmes les différences de sinus et de cosinus, on pourra diviser par ia sin(ô — cp), et il restera
1 — [x*-4-j2-i-a2H-2(A--a)a7]sin(BH-cp)-+- 1 ay cos{^ — <p) = o.
On ne peut éliminer 0 et cp entre les équations (2) et (3); mais il est bien facile d'éliminer cos(0 — cp), ce qui donne
. . I 2(ar-l-A — a)7C0s(e-+-<p)
( =[^2 — jî4_a«-i- 2(A — a)a7]sin(6-4-cp).
Or, au point Xj y, déterminé par les équations (2) et (4), la tangente à l'enveloppe est la droite AB (2); donc cos(O-l-cp) et sin(9 + cp) sont proportionnels à c?/ et à — dx\ si on les remplace par ces différentielles dans (4)? on aura l'équation différentielle de l'enveloppe : on peut . l'écrire, en ajoutant 2.x{x-\'h — à) dx aux deux membres,
2(37-4- h — a){x dx -i-y dy) = {x^-^y^ — a>)dx.
On trouve immédiatement l'intégrale
x^ -t-72 __ ûe2 = G (a? 4- A — a).
L'enveloppe est un cercle E; l'axe radical de ce cercle et du cercle donné S est l'horizontale située à la hauteur h au-dessus de P; il suffira de connaître la position des deux mobiles à un instant quelconque et le sens de leurs vitesses pour déterminer la constante G : le cercle E doit toucher AB à l'intérieur ou à l'extérieur de S selon que vitesses sont de même sens ou non.
Supposons que les mobiles fassent le tour de S dans un temps T : les époques de leur passage en un même point M de la circonférence diffèrent d'une quantité fixe T', quel que soit M \ les droites qui joignent les positions des mo-
biles aux instants ^, ^ + T', t -\- aT', . . . forment les côtés d'une ligne polygonale inscrite dans S, circonscrite àE; si le polygone est fermé à un certain instant, il le sera
toujours, et il faut, pour cela, que T' soit une fraction —
de T. En général, on ne peut construire un polygone de n côtés inscrit dans un cercle et circonscrit à un autre; mais, s'il en existe un, il y en aura une infinité.
(POWCELET.)
Cas où il y a des résistances de milienz et de frottement.
Les résistances du milieu, étant les fonctions de la vitesse, n'empêchent pas l'équation du travail, d.i^^ = 2V ds, de donner la loi du mouvement sur la courbe ; seulement, comme P dépend de ç^ l'intégrale du premier ordre ne se trouve pas à l'aide d'une simple quadrature ; on a une équation différentielle à intégrer. S'il y a une force de frottement proportionnelle à la pression normale, il faut calculer cette pression, résultante de la force centrifuge et de la composante normale des forces extérieures ; en la reportant dans l'équation du travail, on est encore ramené à un(
équation différentielle en ç-,
154. Un point pesant est lancé a^^ec une "vitesse hor zontale i^o? à partir du sommet d'une cjcloïde dépo dont la base est horizontale et la com^exité tournée ve, le haut; le plan de la courbe est vertical. Mouvement mobile; point oii il quitte la cycloïde en le supposant lib de s'échapper à l' extérieur ,
En prenant pour axes la tangente au sommet et l'axe la cycloïde, les coordonnées d'un de ses points ont la for connue
a? = a(M -f- sina), y = a{\ — cosa).
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 9.'jg
On sait que la tangente fait avec Taxe des x Tangle -j et que
ds = 2acos-udu^ p =Aacos- u.
Soit N la réaction normale de la courbe comptée positivement vers l'extérieur ; /N sera la réaction tangenlielle, et, en faisant la masse du mobile égale à Tunité, nous auronS;; comme précédemment, les deux équations du mouvement
(I) d^v^= (g sin- —/Njdsy — =^cos-— N.
Éliminons N :
id.v^ 2 ds
ou
/— = £" l sin- u — /cos -7 u
du
— yV« = 2a^[sinM— /(i -hcosw)].
L'intégrale de cette équation linéaire est, d'après une formule générale,
v^=: e^" j v\ -t- 2.ag j [sinu — / — fcosu)e~f^du 1 ;
/f _ ' sin w — /cos u .
IH-/' r fa ' J cosw4-/*sintt _,
mais
donc
, /, ^g^f'\ fa r (i— /»)cos«-f-2/sinz/"]
En posant y= tangcp, cette expression prend une forme remarquable
(n) v^= ((^J — 4«^sin*y)e«^«"«?-4-4^g'sinM(p~ -«]•
aSo RECUEIL d'exercices
Avant de discuter cette formule, je rappelle que nos équations (I) sont établies en supposant la réaction de la courbe dirigée vers l'extérieur, et N >>o; quand N deviendra négatif, si le mobile repose simplement sur la courbe, il la quittera, et s'il ne peut s'échapper, si c'est, par exemple, une bille enfermée dans un tube cycloïdal^ il faudra écrire la première équation (I)
{Ibis) d-v^= (^sin-u-^/NjdSf
et la formule (II) ne sera plus exacte. Or nous avions
In = ^'cos- u :
la formule (II) s'applique seulement tant que
^ < ^P cos - M < 4 «/?■ cos2 - a.
Il faut que {^l soit << ^ag^ sinon le mobile quitterait touK de suite la courbe. La formule (II) commence par être ap plicable tant qu'on a N >> o ou
(iii) { ' )l ] i
— 4a^sin* ( uj <o.
Distinguons deux cas selon le signe de ^J — ^ag sin^ si ce binôme est >> o, l'équation (II) montre que v^ s'annule pas; mais l'inégalité (III) cesse d'être satisfa_ quand u dépasse une certaine valeur moindre queic; al* le mobile s'échappe s'il en est libre, sinon il faut modii les équations du mouvement d'après la formule (I bis) ^
Soit {^l — ^ag s'\n^(f < o; l'équation (II) montre qu^^ ^* s'annule pour une valeur de u moindre que 2^, car le ^e-
cond membre, positif pour u= o, est négatif pour-;/ = cp; iiiais le deuxième terme du premier membre de la formule (III) est moindre que le troisième, tant que- est <^ cp;
Et
l'inégalité sera toujours vérifiée; le mobile restera sur la oourbe jusqu'à ce que (^^ devienne nul, et Ton arrivera à ui:!. repos indéfini.
Soitç^J — 4 ûJ^sin2çp = o. Le mobile s'arrête pourM=2<p, s SI x^ s que l'inégalité (III) cesse d'être vérifiée; mais le point d' sixrêt est une position d'équilibre instable ; u pourrait dép>sisser la valeur 2cp sans que v devienne imaginaire, la vi- ^^sse étant toujours donnée par la formule (II), du moins
] "•^scju'à a = çp -I — ; pour cette valeur N est nul et le mou-
'V'^rîaent change de nature. On peut exprimer t en fonction ^^ u\ car, avec la valeur actuelle de v\^
I du I — . / I \ V = 2acos- u-j- =-:z i^agsxn ( «p u\.
CDn met le signe 4- ou — selon que le mobile est au- ^^s sus ou au-dessous du point d'arrêt. Prenons la première ^ '^•^othèse:
y a sin(cp — \u) sin(cp — \u)
éveloppant et intégrant :
tif- —1 coso L -7—7 i — r -h u sin cp.
\ a * sin(cp — \u) '
fiaudra un temps infini pour arriver au point d'arrêt, ce •-^i s'accorde avec les résultats du n** 130. Quant à la région qui lie ^ à m, elle ne peut être donnée explicitement ^^^ s le cas général.
155. Mouvement df un point pesant sur une hélice dépolie, tracée sur un cylindre droit vertical, de rayon R ; la tangente à V hélice fait V angle a as^ec V horizon.
Nous ne connaissons pas la direction de la réaction normale N de la courbe; nous savons seulement qu'elle est dans le plan normal, et nous désignerons par ^ l'angle qu'elle fait avec la normale principale; celle-ci n'est autre, on le 3ait, que la normale au cjlindre. Supposons la masse du mobile M égale à l'unité, son point de départ sur l'axe des x^ et sa vitesse initiale Vq dirigée vers le bas ; les arcs descendants seront comptés comme positifs. Écrivons les composantes de l'accélération suivant la tangente, la normale principale et la binormale :
(i) -^^g'sma— /N, -=:Ncosp, g^cosa — Nsinp = o.
Comme p == — — - , on en tire
' cos^ a
tangp = -f , N' = ^' cos^a H — — ,
OU
-^ — = g sma — /cosa \/ ê" "*- ïn cos^'a
d,v^ 7. ds cosa,
gR tanga — / sjg^ R^ -f- (^< cos^a ^
Pour intégrer, je pose y/g^'R'-f- i^* cos*« = gB. 4- MJ^'cosa, et j'obtiens
IgRu
(i — M^jcosa
. 2ds COS^d 9.{î-h u^)du
' ' ^ ~ (i — tt^)[tanga— /— (tanga -+-/)i/*]'
La définition de u montre qu'il est compris eatre zéro
et I , et l'expression de v^ en fonction de u prouve que ces
deux variables augmentent ou diminuent ensemble. Lorsque
jf esl > tanga, l'équation (3) montre que du est toujours
négatif, ds étant ^o; u diminue depuis sa valeur initiale Wq»
déterminée par t^o? jusqu'à zéro; alors \^ est aussi nul et M
s'arrête. Au contraire, si tanga ;>/, le mobile ne s'arrête
f>Ius. Soit A=^4/ - — y> la valeur de (^^ correspondant
a «^ = A sera
A-2= -^;?-5- /tangua -/2.
Lorsque m© sera <^ A, du sera d'abord ^ o ; w augmentera J XX s qu'à A, mais il n'atteindra celte limite que pour 5 = oo; SX «^o]> A> u diminue et tend vers h pour 5 = 00; dans les ^^vix hypothèses, v tend indéfiniment vers h. Enfin, si *^o = A, 2/ et (^ garderont des valeurs constantes.
On peut trouver la valeur de u en fonction de ^ : il faut, ^^xxs l'équation (3), remplacer le coefficient de du par deux actions simples relativement à u* :
'>.fds cos* a 2 tan g a du 0. du
R tanga — / — (tanga -f-/)a^ 1 — u}
*^^xis le cas oùy est ^ tanga, on a pour intégrale
'^COS*a (l + Wo)(»— «)
B (i — Wo)(i -+- «)
^/2 — tang'a /— tanga 4- (/-t- tanga) ww<
our avoir l'arc parcouru jusqu'à ce que le mobile s'ar-
, il suffit de faire dans cette formule u = o. Lorsque
-^t; <^ tanga, l'intégrale ne renferme que des logarithmes \
^ est compliquée et ne saurait conduire à la valeur ex-
^^îte de s en fonction de t\ mais on peut prouver que la
courbe qui représente la loi des espaces en fonction du temps a une asymptote : ce sera un nouveau cas où l'équation différentielle d'une courbe ou d'un mouvement peut suffire pour en étudier les propriétés. Prenons égales les longueurs qui représentent l'unité d'espace et de temps.
Puisque, pour 5 = 00, Una-^- =z k, k sera le coefficient angulaire de l'asymptote ; l'ordonnée à l'origine sera
mais l'équation (2) peut s'écrire, en nous rappelant la valeur de k^,
d^çt ~~ cosa /2cos2a(X:*— p*) '
(^R tanga ^f^g^^i-^ (;* cos'^a)
P COS3a(X:3-+- k^ç-\. (;2_1- p3)^>
s est donc fini et déterminé.
L'hypothèse de /= tanga ne donne pas beaucoup de simplification; on trouve que p diminue toujours jusqu'à zéro, valeur qu'il n'atteint qu'avec s infini.
Le mouvement ascendant se traiterait absolument de la même façon : on compterait les arcs montants comme positifs et l'on n'aurait qu'à changer ^ en — ^î il y a toujours arrêt; et il n'est pas moins évident que le mouvement ascendant et le mouvement descendant ne peuvent pas être compris dans une même formule*
Détermination de la courbe par les propriétés données
du mouvement.
On peut demander sur quelle courbe un point, sollicité Dar des forces connues, doit être assujetti à rester pour que )0n mouvement satisfasse à des conditions données. Il faut ionner deux conditions relatives à la courbe ou au mouirement ; car on aura ainsi deux relations qui, avec les trois équations du mouvement et la condition de perpendicularité de la tangente à la courbe et de la réaction, permettent 3e trouver en fonction du temps les coordonnées du mobile 3tles composantes de la réaction. En général, on écrira les équations du mouvement comme nous l'avons fait dans les :as précédents, et l'élimination de la réaction et du temps sra connaître la courbe.
156. Déterminer dans un plan vertical une courbe *lle qu* un point pesant , obligé de la suivre et ayant pri-
ctîvement une vitesse horizontale \Jigh^ exerce une ^Gssion constante. En déduire la courbe sur laquelle il ^ i^t faire enrouler le fil qui soutient un pendule simple *stant dans un plan vertical pour que la tension soit >rhstante. (Agrégation, i84i.)
Je prends pour origine le point de départ O, l'axe des • étant horizontal et l'axe des j^ suivant la verticale ascen- ^aiute^ nous pouvons supposer que l'angle a de la tangente ^vec OX soit nul à l'origine. Je désigne par mng la réaction de la courbe, en convenant qu'au point O elle sera
dirigée vers le haut ou vers le bas selon que n sera positif
ou négatif : aux autres points sa direction sera déterminée
par la loi de continuité. On a toujours
mais l'expression de F accélération centripète dépend du sens de la courbure. Supposons que, dans le voisinage de l'origine, la courbe tourne sa convexité vers le bas : on aura
(a) -. =71^ — ^cosa,
et Ton s'assurera facilement que cette équation subsiste quand même cosa deviendrait négatif, pourvu que la courbure ne change point de sens. On conclut alors, des équations (i) et (2),
h — y ,, -sinarfa
n — cosa= 2 — = 2 (A — r) — î •
P '^ dy
Il est évident que n est >> i ; les variables se séparent, Ton a, en intégrant,
\n — cosa/ d'où
, , . , , sin arfa , , . , . cosac^a
dy — i{n — \Yh -> dx—i{n — i)*A
On peut faire croître indéfiniment l'angle a, et le sens ^J « la courbure ne change pas. L'expression de dx est \ïï^T,ggrable; mais, sans effectuer l'intégration, on peut serenc3r€ compte de la forme de la courbe. Quand a varie de zéro à
-y X ely augmentent régulièrement 5 pour a = -, Ja tangente est verticale 5 ensuite j^ continue à croître, mais^r décroît jusqu'à ce que a soit égal à tt; au point correspon dant A, la tangente est horizontale; on a
X prenant une valeur a 5 pui^, a continuant à croître, cp^
trouve un arc de courbe symétrique de Parc OA par rapport à la verticale de A, et le mobile revient toucher Taxe des^ aune distance 2a de l'origine; puis tout se reproduit dans l'ordre primitif. Sans calculer la valeur générale de Xy il est aisé d'avoir a. On a, en effet,
Xcos ot di.
1 r^' (/i — cosa)3
Or
I 71 — cosa ~ 4/^237'
Différentions par rapport à n :
r'^ dx / __ ]_\'\
I / __ cosa\2 -'^y ni) ^
différentions par rapport à - ? puis divisons tout par n^ :
-=i3mz(n^ — j) 2, a=
(71 — cosa/ (^n-r- i)^s/n^—i
La courbe sur laquelle on doit faire enrouler le fil d'un pendule pour que la tension soit constante n'est autre que la développée de la précédente. Soient ^i, ^i les coordonnées du point correspondant au point x^ y; on a
Yi =Y -{- p cos a = V H- 2 — cos a
, r 3 cosa — n . ./]
L {n — cosa)3 ^ J
d'où
^ , .„- sinacosa rfa . ni / o s\n^ oidcn.
•^* ^ '^ (n — cosa/ ^ ' (/i — cosa;*
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On a d'abord un point 0«, correspondant à O, où la tan
gente est verticale; puis y^ diminue jusquà a = - pou
augmenter quand a varie de - à tt; quant à ^i , il croît tou
jours; il y a un point de rebroussement A|, correspondar à A, avec tangente verticale; puis la courbe forme une suit indéfinie de festons égaux. Il est clair que Tare 0| A, pei seul servir à Tenroulement du fil pendulaire.
Supposons qu'au point O la courbe doive être au-def sous de sa tangente, c'est-à-dire que a diminue à partir d zéro; on devra prendre
— = — n^-h^cosa et p = — -^
p o o r sina<ia
Des calculs analogues à ceux du premier cas nous donne=
cosa — n = 2( r — A) sin a -j- , y = h — h\ ^ ) .
'•^ ^ dy -^ \cosa — 71/
La constante n est seulement assujettie à être < i . on la prend << — i^ y reste fini, on a la même courbe a dans le premier cas; toutefois l'origine en est le point plus haut, au lieu d'être le point le plus bas. Lorsque «. < compris entre i et — i, on peut le représenter par cos et si p est l'angle compris entre zéro et — tt, dont le cosîn soit n, on voit que, pour ol=^^ y ei aussi x sont infini la direction asymptotique fait l'angle P avec l'horizontal' mais l'asymptote est rejetée à Tinfini ; en effet, son ordonna à l'origine est
^(i— 71) rP cosl(p — a)rfg
in Jo sinî 1 ( p — «) sin» j (? -^^^
Comme la quantité sous le signe /, multipliée par (^ — ^^^ reste finie pour a = [î, l'intégrale est infinie.
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Pour /i = o, on a
pour Al = I , on trouve l'axe des x,
137. Déterminer dans un plan vertical une courbe sur laquelle un point pesant, assujetti à glisser sur elle sans éprouver de résistances passives , exerce une pression égale au produit de la composante normale de son poids par une constante c : cas où Von peut intégrer jusqu^ au bout. (Paris, i865, 1871.)
Il serait encore facile de résoudre cette question en considérant la force vive et l'accélération centripète; mais, pour choisir les signes qui figurent dans l'expression de cette accélération, il faut distinguer plusieurs cas : on évite cette discussion en se servant des équations de Maclaurin, qu'on ne doit pas perdre de vue.
Plaçons l'origine au point de départ O, l'axe des^ étant horizontal, l'axe des y suivant la verticale montante ; les équations du mouveipent sont de la forme
(i) m-^=NcosX, /n-^- =— m^H-NsinX;
la direction normale suivant laquelle on compte N positivement fait l'angle \ avec OX; la projection du poids sur cette direction est — /n^sinX; la pression, estimée aussi suivant la même direction, est — mgc%\n\^ et N doit être représenté par mgc^vaX.
En appelant igh le carré de la vitesse initiale, on a
enfin l'on a, en supposant \ exprimé en fonction
De S.-G. — Rcc. 19
dx ^ dv
—, — hlanff A -7dt ^ di
d^x ^ d}y I d\ dy^ __
Si, dans cette dernière relation, on remplace les dérivées par leurs valeurs (i) et (2) en tenant compte de la valeur de N, on a l'équation de la courbe demandée
dX c^sinX cosX -\- ^iangX(c sin'X — i)-+-2^(A — ^);>~ = o
ou
(c — i) 7—- h 2 cotX c?X = o.
Posons c — 1 = 2/1 et intégrons par logarithmes: on trouve, a étant une constante,
\-^^) -''""'^^dx^-^dy^' d'où
dx=^-^^'-:'L^'^^-^.
^â^"—{fi—yy^
Pour qu'on puisse intégrer une dernière fois, il faut ^E3t il suint que ou soit entier ou, en un mcz^ t,
^ 2/1 2 Al 2 ' '
que n soit l'inverse d'un entier quelconque [jl. Donner anis à [X les valeurs simples — 2, — i, i, 2 ; les valeurs corr^^s-
pondantes de n sont > — i, i, -> et celles de c, z&i*o,
— 1 , 3, 2 ; les valeurs de dx sont
„ , dvsja , adv
Les intégrales de ces différentielles sont bien connues, et Ton trouve pour la courbe demandée :
1** Une parabole dont la directrice esty = h;
2® Une chaînette tournant sa convexité vers le haut ;
3® Une circonférence dont y= h représente un diamètre ;
4** Une cycloïde dont^ = h détermine la base.
La loi du mouvement est donnée, dans le cas général, par l'équation
dt =
v/2^(A —y) ^a^'^—{h —yf"'
1S8. Trouver une courbe plane telle qu'un point obligé de la suivre, et partant d*un point donné O {Jig- 11) de cette courbe, sous V action d'un centre K qui
Fig. 21.
V attire proportionnellement à la distance, arrive en un point quelconque M de la courbe dans le même temps que s^il s'était ma sur la droite AM, Vç^ étant nul.
(OssiAN Bonnet.)
Soient M, M' deux points de la courbe infiniment voisins; le mobile doit parcourir les arcs OM, OM' dans le même temps que les cordes OM, 0M^ Soit P le point où arrive le mobile qui suit la corde OM' à l'instant où celui qui suit la courbe passe en M, tous deux étant partis ensemble de O ; nos deux mobiles devront parcourir dans le même temps, l'un la droite PM', l'autre l'arc MM'. Comme le théorème des forces vives a lieu, les vitesses en P et en M
diffèrent infiniment peu; il faut donc PM' = arc MM' ; le triangle PM'M est isoscèle et M'= ir — 2M'PM.
D'autre part, il est aisé de démontrer que, si l'on considère des mobiles, partant ensemble du point O, attirés vers le point A et suivant des droites issues de O, le lieu de leurs positions simultanées ou courbe synchrone est un cercle dont le diamètre OC est dirigé suivant OA ; les points O, P,
M, G sont donc sur un cercle, M'PM = OCM = - — 0 en
prenant OA pour axe polaire ; il en résulte
M' =26, — ,— = tancraO, r'=c2sin2Ô. dr °
La courbe demandée est une lemniscate de Bernoulli, tan- gente à OA, et dont le paramètre est quelconque.
lo9. Des tautochrones. — Trouver sur une surface donnée une courbe sur laquelle doit se mouvoir un point sollicité par des forces connues, pour quil arrive e^m un point A de cette courbe dans un temps constanmm quel que soit le point d^oà il part sans vitesse initial^^:
Le mouvement d'un point sur une courbe est détermiczzi par la composante tangenlielle de la force motrice, comi le mouvement sur une droite l'est par la force agisses suivant cette droite; si donc une courbe doit être tant chrone pour un mobile sollicité par une force de natu donnée, il faut que la composante tangenlielle soit, chaque instant, égale à la force de même espèce qui p duirait un mouvement rectiligne tautochrone.
Considérons d'abord des forces qui ne dépendent q de la position du mobile : on sait que, dans le mouveme rectiligne tautochrone, la force motrice doit alors être pr portionnelle à la distance s du mobile M au point d'à rivée A ; la force tangentielle sur une courbe tautochro
aura la même expression, s désignant Tare AM, et cette condition suffit pour déterminer la tautochrone sur une surface. Lepoint A est nécessairement une position d'équilibre. Soit à chercher dans un plan la tautochrone pour un point attiré vers un pôle O avec une force m\^r. On posera
ds
— m\'^r-r' = — -TTP^ ^> s ds = '* ' „" r dr = c^r dr,
îî
d'où
. / • « s 7 c dr
s^= c^(r^—a^), ds =
_ _s_ dr Ac^ — \)r
s,.^.--u" y-lT"
Cette équation représente une hypocycloïde pour c <; i , une droite pour c = i , et, quand c ^ i , une spirale U qui s'étend à l'infini. M. Puiseux a reconnu (Journal de LiouvillCy t. IX) que U est semblable à la développée D' de sa développée D : je vais montrer, en outre, qu'elle lui est inversement homothétique par rapport à O. Je mène OP =py perpendiculaire sur la tangente à U en M, MM' rayon de courbure de U, M'M'' rayon de courbure de D en M' ; M" est sur D'. MM' étant parallèle à OP, M'M'' à MP, il suffit de montrer qu'on a
WW PM
et
MM' OP MM'>OP
Or on a, en se reportant à la valeur de -t->
dr
PM = /' -5- = - Jr^—a^, ds c^
0P=/? = Vr2— PM = -/(c2— i)r2-haS
'p = MM' = ^= -^-^/(cî-i)r2-ha2 =4^ >0P: dp c*— I c' — I
enfin à l'arc ds sur U correspond sur D un arc rfp qui a même angle de contingence que ds\ on a donc, pour le rapport des rayons de courbure,
M^M*^ _do _dpdr_ cr y/r» — «^ __ PM
MM' " ds ~ dr ds ~~ Ji^t nr^-r- a* ^'^ " ^^
Nous avons trouvé (n** 132) que, si un mobile se meut en ligne droite dans un milieu dont la résistance est kv^^ pour qu'il arrive au point A de cette droite dans un temps constant, il doit être attiré vers le point A par une force dont la valeur, fonction de 5, est
le temps de la chute étant - \, Pour qu'un point assu-
jetti à se mouvoir sur une courbe dans le même milieu résistant arrive en un point A de cette courbe dans un temps constant, il faut que la composante tangentielle de la force extérieure ait une valeur égale à — F. Supposons le mobile sollicité simplement par la pesanteur et la courbe dans un plan vertical ; prenons pour axe des x la tangente au point le plus bas, pour axe des y la verticale ascendante; nous aurons en chaque point de la tautochrone
Comme -^ doit être compris entre — i et -Hi, 5 a d.< limites ; il faut
ce qui donne, du côté des x positifs, un point d'arrè t tangente verticale. Si l'on donne à s des valeurs négativ^ on pourra aller jusqu'à — 00 quand 'k^gk'^ 1 5 il y ^lix
une branche infinie au-dessus de OX avec des abscisses négatives. Si, au contraire, 'k*gk<^i^ s ne pourra atteindre— 00, et l'on aura un second point d'arrêt. Quant au mouvement sur ces courbes, il est donné par l'équation du travail
a étant la valeur initiale de s. Une nouvelle intégration donne
I — e-^^ = (1 — e-*«) cos ^ •
Le mobile descçnd pendant un temps égal à -X et remonte
pendant un temps égal ; l'arc négatif 5| qu'il décrit est donné par l'équation précédente où l'on fait t = iCk. Pour le mouvement ultérieur, il faut changer le signe de kv^ dans l'équation du travail, et la courbe n'est pas tautochrone du côté des arcs négatifs.
160. Des courbes tautochrones planes dans le cas -du frottement, — Considérons un point M, de massé i, sollicité par une force F qui ne dépend que de sa position, et cherchons sur quelle courbe G il doit se mouvoir pour arriver en un point A dans un temps constant T, en supposant que Po soit nulle et que" G exerce une force de frottement yN. Nous ne pouvons résoudre la question à l'aide de résultats relatifs au mouvement recti ligne, caria composante normale de F et la courbure de G interviennent dans le calcul de N ; pouravoir des calculs simples, nous supposerons que la courbe G soit dans un plan donné qui contient toujours la force F. Soit s l'arc de courbe compté à partir de A jusqu'à un point quelconque de G, où la tangente fait l'angle a avec une droite fixe OX : les composantes tan-
genlielle et normale de F, P et Q, peuvent s'exprimer en fonction de s et de a : la direction suivant laquelle je compte positivement Q, aussi bien que p, fait avec OX
l'angle a -j- -• On a toujours p = -,- et
le signe étant choisi de manière à donner pour N une valeur positive. Le théorème des forces vives nous donne, en supposant que M marche dans le sens où s décroît,
d,v^ = 2(P -+-/N) ds^i}^ ds±. ifl- — Q^ ds\
je ne prendrai que le signe supérieur, en convenant de changer y en — /* si, en mettant le signe -f- dans l'expression de N, on trouve une valeur négative; l'équation pré-
ds cédente donne, en remplaçant — par rfa,
d.v^— ifv^ d% = 2(P — fQ)ds,
SI l'on désigne par h la valeur initiale de 5, on a rint< grde
(;î=e2/a f a(/Q — P)c-î/ac?5.
On en déduit, pour dt, une valeur de même forme q^ «-im- e celle que nous avons trouvée n** 132, et l'on est conduis â poser
(i) f 2(/Q-P)e-î/aû?5 = M, f =«0,
e-f^ ds — ^{ u) du :
on obtient alors, pour la loi du mouvement de M,
^Uq — U
Pour que t soit égal à T, quel que soit Mo, quand on
prend zéro pour limite inférieure de l'intégrale, il faut
T Cn.** 132) que ^iu) se réduise à — —^ et Ton a
comme d'ailleurs la première des équations (i) donne
2 (/Q — P ) e-2/ût ds = du, ojtè. trouve, en éliminant du et ds^
E>i£rérentions les deux membres :
^e-f^[fdÇl - d? -fdoLi/Q - F)] = -^^ -^.
^ '^ yu
ïgalant enfin les valeurs de du données par cette équa- ^^cm et par l'équation (3), nous avons une relation qui peut ê tre considérée comme une équation différentielle de G,
i^) ds = ^'^[/d(i-dP-fifQ-F)doi].
li'autre part, nous sommes en mesure d'effectuer l'inté- STation indiquée dans l'équation (2), et nous avons pour ^a loi du mouvement
^ r= — arc cos j u = Uo cos^ —7= •
•rc Wo 2T
■*^>c. trayons les racines carrées et remplaçons \^u par sa (^> (/Q-P)<:-/« = (/Qo-Po)e-/«.cosJ^.
Appliquons les résultats précédents au cas où F est poids du mobile ; en supposant OX horizontal, on a
P= — ^sina, Q= — ^cosa,
et, si l'on faity= tangcp, l'équation (5) devient
on trouve aisément qu'elle représente une cycloïde ei gendrée par un cercle de rayon ?p^ — ^-^ roulant sous ur horizontale. L'équation (6) devient
sin(a — o)e-3ttang? = sin(ao — ç)e"«oiang? cos— =•
Le point d'arrivée A n'est plus au bas de la cycloïd mais en un point où a est égal à cp : c'est une position d'( quilibre limite. Le mobile ne se met d'ailleurs en mouv ment que s'il est d'abord plus haut que A; il dépasse • point et s'arrête au bout du temps 2 T en un point M4 po lequel on a
sin(a — Q)e-aiang? = — sin(ao — îp)e-^otang?.
Soit A' le symétrique de A par rapport à l'axe de la c cloïde; si M| est sur l'arc AA', M y restera indéfînimei mais, si M, est au-dessus de A', le mobile fera une secon excursion analogue à la première, le point de tautochr nisme étant A'.
161. Etude géométrique des brachistochrones. — I brachistochrone est la courbe que doit suivre un point mî tériel soumis à l'action d'une force connue F pourqa arrive d'un point donné à un autre dans un temps mÎD mum. On peut établir géométriquement ses propriété caractéristiques lorsque F admet un potentiel, c'est-à-di:i
quand X dx -{-Y dy -\-Tjdz est la différentielle d'une fonction ç(^, JK> ^)' L'équation cp = const. représente une surface de niveau en chaque point de laquelle F lui serait normale : quand le mobile se trouve sur l'une de ces surfaces, sa vitesse a une valeur correspondante, donnée par le théorème des forces vives.
Je m'appuierai sur un lemme bien connu : soient A, B deux points situés dans deux régions Jlo, all> séparées par une surface S; pour qu'un mobile, marchant dans la région X avec une vitesse a, dans la région iPo avec la vitesse 6, aille de A en B dans un temps minimum, il doit suivre une ligne brisée AMB dont le plan contient la normale à S en M; les angles i et r de cette normale avec AM et BM, que nous appellerons angles d'incidence et de traÂsmission, ont leurs sinus proportionnels à a et à 6. On peut l'établir à l'aide du théorème de Fermât : si M' est un point de S infiniment voisin de M, on doit avoir
AM'— AM BM'— BM
OU
MM' cos AMM' _ MM' cos BMM' , a " h ''
si MM' est perpendiculaire sur AN, il doit l'être aussi sur BM, ce qui établit le premier point . si on le suppose ensuite dans le plan AMB, cosAMM' et — cosBMM' seront égaux à sini et à sinr, d'où suit le reste du lemme. La route AMB tourne sa convexité vers la région où Ja vitesse est la plus grande.
Nous voulons trouver la route qu'il faut faire suivre à un point M, de masse m, sollicité par la force F, pour que, partant d'un point A avec une vitesse donnée, il arrive en un point B dans un temps minimum. Traçons entre A et B un très grand nombre de surfaces de niveau très rapprochées les unes des autres, et soient So, S|, S2, . . - , S«
n -H I de ces surfaces consécutives ; ^o? ^< ? • • • » ^« les vitesses que M prendrait sur chacune d'elles sous Faction de F. Cherchons la ligne brisée L que doit suivre, pour aller de A à B dans un temps minimum, un mohile (jl assujetti à la seule condition de se mouvoir avec la vitesse p^ dans la région comprise entre Sq et S^, avec la vitesse ^2 entre S< et S2, et ainsi de suite. Soient /no, /w< , . . . , /n„ les sommets cie J-j situes sur î^q, 04 , • • • ^ î^/i j Iq, if , 12? * * * 7 ^/z y ^oy ^\ > ^2î ••••)''« les angles d'incidence et de transmission correspondants. La position relative de deux côtés consécutifs de L est déterminée par notre lemme : donc 1® le plan de trois sommets m^^i, m^y rrik^x contient la normale à Sa en m^] 2° Ton a
Traitons la différence e^t de r^ et de ik comme un infiniment petit : on tire de la relation précédente
%\wik __ tk^o^ik ^k _ tan^iV
Vk ^ Vk+\—Vk^ Vk+i—Vk~ Vk
On obtient n équations analogues à la dernière en remplaçant k par I, 2, 3, . . ., /i; la somme des numérateurs des premiers membres, divisée par la somme des dénominateurs, a une valeur comprise entre la plus grande et la
plus petite des valeurs de — ^; si donc on pose
(i\ ei-t-£2H-...-4-en _ ^ tangi'i
\ différera peu de l'unité quand la longueur
/Wo lïl\ JHz . . . ^^71+ 1
sera peu considérable.
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Passons à la limite en supposant les surfaces S infiniment rapprochées les unes des autres; la ligne brisée L devient la courbe C que doit suivre [x pour aller de A en B dans un temps minimum, et les deux propriétés que nous lui avons reconnues s'étendront à C : i° le plan qui passe par un point m de cette ligne et par deux points infiniment voisins, c'est-à-dire le plan osculateur, contient la normale à S en m ; 2° en supposant que la portion /Wo m^ m2 . . . m„^<
de L devienne un arc ds de C, e^ -f- e2-H • • • -H ^/i sera la
ds courbure — de cet arc, et, X devenant égal à l'unité, l'équation (2) donnera
^ ' pdv ç
Revenons au point M : quelle que soit la route qu'on lui fasse suivre sans qu'il éprouve de résistances passives, sa vitesse dans les différentes couches de niveau sera la même que celle de (jl, et il ne saurait arriver en B plus tôt que le point [x, qui n'est assujetti qu'à avoir une vitesse déterminée dans les différentes régions : C est donc la brachistochrone, et elle est déterminée par les deux propriétés que nous avons établies, mais que nous allons énoncer sous une forme nouvelle. Nous dirons d'abord que son plan osculateur en un point quelconque contient F, dont la direction est normale à la surface de niveau qui y passe. En second lieu, comme ds = i> dt, nous tirerons de l'équation (3)
( i ) m — = sin i X : m -7- :
^ ^ ^ p cos i dt
la force tangentielle f^-r. divisée par cost n'est autre que F, et, comme la force est dans le plan osculateur, cile fait l'angle i avec la normale, et le second membre de (4)
est égal à la projection de F sur cette droite. Mais il faut remarquer que G tourne sa convexité du côté où ç va en augmentant, c'est-à-dire du côté de F, en sorte que Fsint est la projection de F sur le prolongement du rayon de courbure, et il convient d'exprimer la seconde propriété caractéristique de la brachistochrone par l'équation
(5) m— = — Fcos(F, p).
La force centripète a pour valeur générale
N-+-Fcos(F, p);
en comparant ce résultat avec l'équation (5), on en concl que la pression supportée par une brachistochrone
double de la composante normale de la force correspo dante.
Quand les surfaces de niveau sont des plans parallèl leurs , normales sont parallèles ; la brachistochrone
plane; d'ailleurs r^ devient égal à (^a+o ^^ l'équation
sin i t . .
montre que est constant ; cette relation constitue ■mji.ne
équation différentielle du premier ordre pour déterminex:* C, tandis que l'équation (5), applicable au cas général, est du second ordre.
Dans le numéro d'avril i886 des Nou{^elles Annales de Mathématiques, j'ai montré que, si la vitesse en A. est nulle, la brachistochrone est, en ce point, tangente à F, «t que sa courbure y est infinie. Je vais établir ici que, si des mobiles de masse /n, sollicités chacun par la force F, partent en même temps et avec la même vitesse du point A ^^ suivant diverses brachistochrones, le lieu de leurs positions simultanées à l'époque t est orthogonal à toutes ces courbes. Soient M, M' deux points du lieu infiniment voisins? ^^ supposons l'angle AMM' obtus, et par suite AM'M aig^ *
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sur l'arc M'A, on peut évidemment trouver un point P in- > Animent voisin de M', et tel que PM < arcPM'; cela posé, si Ton fait suivre à une masse m le chemin APM, elle arrijvera en M, sous l'action de la force F, avant le temps /, puisqu'elle décrira le chemin PM avec la même vitesse qu'elle aurait eue sur PM' si on l'avait fait mouvoir sur le chemin APM' : donc l'arc donné AM ne serait pas le chemin qui mène le plus vite de A en M, comme on l'a supposé.
De cette proposition et du théorème de Fermât sur les minima, il résulte que, si, au lieu de donner l'extrémité B d'un arc de brachistochrone, on veut que cette ligne aboutisse sur une ligne ou sur une surface donnée, elle doit leur être orthogonale; et, de même, si le point A doit être choisi sur une ligne ou sur une surface données, la tangente à cette ligne ou le plan tangent à cette surface en A doit être perpendiculaire à la tangente à la brachistochrone en B.
La brachistochrone, pour un point assujetti à rester sur une surface donnée, a des propriétés analogues aux précédentes, sauf des modifications faciles à deviner : ainsi, dans l'équation (5), F représenterait la projection de la force motrice sur le plan tangent, et p le rayon de courbure géodésique. Je n'y insiste pas, et je passe à une applicatioji qui se rapporte au cas général et que j'ai indiquée dans la Note citée ci-dessus.
162. Déterminer la brachistochrone pour un point de masse i, attiré vers OTjpar une force égale à (f'(u), u étant la distance du mobile à OZ.
■ Pour que le plan osculateur en un point M contienne la perpendiculaire abaissée de ce point sur OZ, c'est-à-dire F, on doit avoir
xi^dy d'^z — dzd^y)-\-y(^dz d^x — dx d'^z) = o;
3o4 TIECUEIL d'exercices
intégrant et désignant par H une constante, on a
( I ) X dy —ydx = lî dz.
Aux coordonnées x,y]e substitue les coordonnées laircs u et i^^ je prends pour variable indépendante l'arc
de C, et je représente par des lettres accentuées les dérivé relatives à s ; Téquation (i) nous donne d'abord
Il s'agit d'exprimer la projection de F sur le prolon| ment du rajon de courbure en M; les angles \ (jl, v de rayon avec m, avec la perpendiculaire au plan ZOM avec OZ ont pour cosinus
cosA = p(m — a^*), cos(x=- — ^~"^» cosv =: p^'';
ces formules peuvent se déduire de ce que les cosinus directeurs de p par rapport à OX, OY, OZ sont pa;'', ^ — ^ j\ pz". Si l'on tient compte de (2) et de l'identité
d'où l'on peut tirer u" en fonction de 2', z" et m', on t,j^— "ou-
vera
. / U^\z'z' Upz' _
cosA = — p(fH r — ry cos a = — - — , cosv=p^
et, par suite,
Sil'onap^z opour w = a, v^ est égala 2 cp (a) — i^^^^)] l'angle de F avec le prolongement du rajoh de courL:^"''^^ est X, et l'on a
p2 FcosX / IlsN/^j^Xî, / H«\5 -2ï'
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On peut diviser par ( i H i ) ~' ^^ ^^^^ trouve
intégrant, et ayant ensuite égard à l'équation (2), on a
c'est Téquation différentielle de la projection de C sur OXY.
163. Brachistochrone pour un point pesant assujetti à- se mouvoir sur une sphère : méthode analytique.
Je vais indiquer une solution fondée sur le calcul des variations et plus rapide, dans le cas présent, que la solu- ^-lon géométrique. Définissons la position du mobile M par 1 angle 6 du rayon OM avec la verticale descendante OZ et P^ l'angle if du plan ZOM avec un plan fixe ZOX. Le Carré ds^ d'un élément de ligne tracée sur la sphère est
R«(^e«-4-smîe^t]^«),
^^ si j au point de départ, 0 = a et ç^o = o, le carré de la vi- ^•csse du mobile dans une position quelconque sera
2R^(cos6 — cosa); ^^ temps que le mobile met pour aller de A en B est, en posant ^'=f,
r"^ ^9\/i-r-f-^sin^e Ja /a^Rl^cosO — cosa)
Pour que T soit minimum, il faut que sa variation soit ^Ue; on peut supposer que 0 ne varie pas, et la variation ^ T ne sera due qu'à celle de i/ : si l'on désigne par V rfO
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la quantité sous le signe / , on a
parce que S<|^ est nul aux limites : pour que 8T s'annule, on doit avoir
___ ^ ' ; :^ COQSt.
àV v^i-h^/'^sin^ô v/'2^f^(cosô — cosa)
Si Ton prend la constante sous la forme — . on
aura, pour l'équation de la brachistochrone,
,,„ (cos6 — cosajrfO*
ûfd' = ^ '
^ sin20(rt* sin*6 — cosô-hcosa)'
la courbe représentée par cette équation a une forme analogue à celle d'une épicycloïde sphérique comprise entre deux cercles horizontaux, les points de rebroussement étant sur le cercle supérieur.
1. Mouvement d'un point assujetti à rester sur une spirale logarithmique et attiré vers le pôle par une force — ;^> ^'o étant
nulle. (Gilbert.)
En appelant {x l'angle des tangentes avec les rayons vecteurs, on trouve
t = T 1 / -^ ( ^r(ro— r) -+- r© arc cos 4 / — ) •
Acosfjiy 2 V^ ' y raj
2. Mouvement d'un point assujetti à rester sur une droite, attiré vers un point A par une force 7ncp(r), et légèrement écarté de sa position d'équilibre.
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Si a désigne la distance de A à la droite, et si Ton néglige — ,
, /9(â~) 5 = 5o cos t i/ -i-^ — - •
Mouvement d'un point m assujetti à rester sur la parabole
jr^ = ipx, et sollicité par une force dont les composantes sont
la vitesse au sommet est cp. Pression sur la courbe. (Fuhrmann.) Grandes réductions : y = cpt, N = mp.
4. Mouvement d'un point pesant sur une hélice ordinaire dontl'axe est vertical; pression sur la courbe. Pas de résistances passives.
Si Po et ^0 sont nuls, z = - gf^ sini; la pression
SX
ITtS" cos l
fait avec la normale principale un angle dont le sinus est , — •
5. Mouvement d'un point pesant assujetti à rester sur une parabole dont le sommet est situé verticalement à une hauteur a au-dessus du foyer; ce foyer exerce sur le mobile une action répulsive F, proportionnelle à la racine carrée de la distance ; au
sommet, cette force est -mg, et la vitesse du mobile isjag\
pression sur la courbe. (Gaen, 1878.)
F = - mg 1/ — ; on exprime p' et le travail en fonction de r :
r dr^ -7;i = 7.gr I I -t-
l^/i =. ÂS^-.arctang4/v^^^
La pression se réduit à - mg»
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6. Sur la gorge d'une poulie de rayon a, située dans un plan vertical, est enroulé un fil sans masse, de longueur /, portant à son extrémité un point pesant; déterminer le mouvement que prend ce point quand on lui imprime une vitesse horizontale Çq : cas des petites oscillations. ( J. Vieille.)
Si le fil, en se déroulant, fait l'angle 6 avec la verticale,
(/-4-aô)*^ = vl -i-2^[(/-haô)cos6 — asinÔ — /].
7. Cherchier comment varie la vitesse d'un point pesant assujetti à rester sur un cercle dépoli situé dans un plan vertical.
6 étant l'angle de la verticale avec le rayon qui passe par le mobile, la considération de la force vive et de l'accélération centripète donne {voir n** 153)
çz = Ce-»/Ô -h -rëjji [(i — ^ f^) cos8 — 3/sine].
8. On donne dans un plan vertical une courbe telle que la partie d'une tangente quelconque comprise entre le point de contact et une horizontale donnée OX ait une longueur constante a : déterminer le mouvement d'un point pesant, assujetti à rester sur la tractrice donnée, partant du point le plus élevé sans vitesse initiale, et éprouvant de la part du milieu ambiant une résistance
égale à ; il n'y a pas de frottement.
dy
uiA uc ja tiauLiiuc est
vail donne
L'équation de la tractrice est -^ = — — : le théorème du tra-
ds a
d,ç^ = — 2g dy -{-^ — dy, d'où v^=2gy —•
Remplaçant p par -~^, on peut intégrer, et l'on trouve
9. Sur un paraboloïde a?* h- ^2= ^pz, Taxe des z étant dans le sens de la pesanteur, trouver une courbe telle qu'un point pesant, assujetti à la suivre, descende de quantités égales dans des temps égaux.
La projection sur le plan des xy est définie en coordonnées po-
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laires par une équation de la forme
10. Déterminer dans un plan vertical une courbe passant par un point 0 et telle qu'un point pesant, assujetti à la suivre, soit à une distance du point 0 représentée par r = at. (Leibnitz).
On trouve — = =dzdri/ — : la courbe a un rebroussement /sine V r
en 0 si, pour r =o, 6 n'est pas nul; elle touche en une infinité de points l'horizontale du point 0 au-dessous duquel elle est tout entière; on peut prendre une partie de cette horizontale comme appartenant au lieu.
11. Un point pesant est assujetti à se mouvoir à l'intérieur d'un cercle vertical : déterminer la vitesse Vq qu'il doit avoir au point le plus bas pour qu'il se détache avant d'atteindre le point culminant et décrive un arc de parabole qui aille passer au centre du cercle.
pJ = (in-v/3)^R.
12. Déterminer dans un plan vertical la courbe que doit suivre un point pesant pour qu'il exerce sur elle une pression égale à X^'*, l'axe des y étant dirigé dans le sens de la pesanteur et Çq
égale à yjigy^- (Varignon.)
dx^±.\y^dy\{%n-\-\fg'^-^\'^y'^^\ «. ( Fof> nM57.)
13. Déterminer, dans un plan P, une courbe C qui passe en un point donné A, et sur laquelle doit se mouvoir un point M, de
masse i , attiré vers un peint 0 de P avec une force ^ , de ma-
OM
3X nière que la pression exercée sur G soit toujours égale à — - et
fasse un angle obtus avec MO. Quand M passe en A, sa vitesse est telle que, s'il pouvait quitter G, il décrirait un cercle de centre 0 et de rayon a= OA. (Gaen, i885.)
La vitesse en A est — ; aux autres points, t''= -jj la courbe est concave vers le pôle 0. Soit/? la distance de 0 à une tangente ;
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on a
p« _ X dp _ 3X p\_
p r^ r dr ~ a^ r r^
d'où
r* p = —- et r' = a'cos3ô.
G appartient à une famille de courbes étudiées par M. Roberts.
14. Trouver la courbe plane G sur laquelle doit se mouvoir une
masse m, attirée vers Forigine par une force — r — > pour que la
pression exercée sur G soit égale et opposée à la composante normale de Fattraction : pour r = a, p*= aXa. (Gaen, 1881.) Méthode analogue à la précédente : G spirale logarithmique.
15. Trouver l'équation propre à caractériser la courbe G sur laquelle doit se mouvoir uii point pesant pour que, partant sans vitesse d'un point quelconque A, il arrive .en un point 0 au bout d'un temps égal à F(A), si h représente la hauteur du point A au-dessus du point 0. Gas où G doit être dans un plan vertical et
F(A)de la forme —^ — 7=^' (Abel.)
On doit avoir, Oz étant vertical,
ds , -j- dz
0 Và-z donc, d'après les calculs du n" 133,
ds v/ï^iv \ . •/ N l¥{x)dx — =^—^^{z) SI ^{z)= \ \_1
Dans le cas particulier proposé,
-T- = — ; ^ i8aa7*=«(3a — 2-5)*.
^^ %yjiaz
16. Déterminer dans un plan vertical une courbe passant en un point 0 et telle que les temps nécessaires à un corps pesant pour parcourir un arc OM de cette courbe et la corde OM soient dans un rapport donné a, quel que soit M, la vitesse au point O étant nulle dans tous les cas.
Analytiquement, ou par la méthode du n* 158, on trouve, l'axe
polaire étant vertical,
dr^ dr
(a* — i) cos^ 6 ^ ,,,, -h 2 a' sin 6 cos 0 — ;- -h a* sin* 0
— cos2 0 =o.
M. Alfred Serret a donné cette équation dans le Journal de Liouville, t. IX; mais il faut encore discuter l'intégrale, qui est
ad-i
= (cos6) (asin0-i-v^a4 — cos^O) (sinO -h/a'^ — cos*Ô)
— va*— 1
Quand a > i, la courbe est formée de deux ovales q.ui touchent OY en 0 : le mobile doit marcher dans le sens OAB ou OA'B', et il faut lui imprimer en 0 une vitesse infiniment petite; la courbure des branches OA, OA' en 0 est infinie; celle de OB, OB' nulle. Quand ot < i, la courbe définie par l'équation a deux branches infinies et deux qui se raccordent en 0 où leur courbure est nulle ; il faudrait un temps infini pour parcourir une corde infiniment peu inclinée, et le problème est impossible.
17. Trouver dans un plan vertical une courbe AMB sur laquelle doit se mouvoir un point pesant, éprouvant de la part de l'air une résistance mkv^, pour que, lancé du point A avec une vitesse déterminée, il arrive au point quelconque M avec une vitesse égale à celle qu'il acquerrait en tombant verticalement dans le même milieu d'une hauteur égale à l'arc MB. (W. Walton.)
En prenant A pour origine, la courbe est définie par l'équation
18. Déterminer dans un plan une courbe tautochrone pour un point attiré vers un point 0 du plan avec une force inversement proportionnelle au carré de la distance
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On trouve une série d'équations de la forme
c'^ dr . ,r — a ... ac^—i(r — a)r^ ,,
-_-_=5, 5*=2c2 , û^e*= — ^^ -—^—dr^,
r^ ds ar i(r — a)r^
19. Même question, en supposant la courbe dépolie et Tatiraction proportionnelle à la distance (G. Darboux).
On définira la courbe comme l'enveloppe de
X cosa -t-^ sina = F(a),
et Ton trouvera {voir n° 159) que la courbe a une équation de même forme que lorsqu'elle doit être polie.
Tautochrone pour un point pesant sur le paraboloïde
l'axe des z étant dirigé en sens contraire de la pesanteur. En projection sur OXY,
21. Une infinité de cycloïdes situées dans un plan vertical ont leurs bases sur une même horizontale OX et un point de rebroussement commun en 0 : discuter le lieu des positions simultanées de points pesants, partis en même temps du point 0 sans vitesse initiale et glissant sur les diverses cycloïdes. Reconnaître que la courbe synchrone leur est orthogonale.
En désignant par a un paramétre variable, c une constante, on trouve
X = ac — a* sin - , y =z a^ 1 1 — cos —
, 22. Brachistochrone pour un point repoussé de l'origine par
- ml une force — r- •
La courbe plane sera concave du côté du pôle; p étant la distance de ce pôle a la tangente,
r dr . ^ r — a ^ r — a dp p X
^ dp ar ar^ dr r r^
d'où
r ^ dr^-hr^d^^ r«[r3— c^rn- c»a]
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MOUVEMENT SUR UNE SURFACE FIXE
Cas où la surface est donnée et parfaitement polie.
164. Un point M, assujetti à se mouvoir sur une surface S parfaitement polie, peut être traité comme un point libre si, à la force motrice F, on adjoint la réaction normale N de S; les équations du mouvement sont de la forme
ijt^ S/ d^ V d^ z
si f (^, J^, 2) = o est l'équation de S, on aura
Lorsque X dx -h Y dy -{- Tj dz est une différentielle exacte, z étant considéré comme fonction de x et de y, la vitesse est donnée par l'intégrale des forces vives; on peut obtenir, comme il suit, une équation de la trajectoire. On a
. dx ^ dx d^x _^ dv dx ^d^x^
^^^ dt^^ds' 'dF ^ di ds'^^ ~ds^'
dans Jes équations (i), remplaçons -3— > -rj^^ -ni P^r cette
dv
valeur et les valeurs analogues et éliminons ^ ^t N ; nous aurons l'équation dont il s'agit, ^ étant connue :
mv
mv
ds*
ds
Y ^ ds
ds
Soient MN la normale à S, MT la tangente à la trajectoire, MC sa normale principale, MG sa normale située dans le plan tangent à S : l'équation (3) exprime que la
mv^
projection de F sur MG est égale à cosGMG, ou au
produit de mç^ par la courbure géodésique de la trajectoire.
La réaction N peut se déduire de l'une des équations (i), mais on a une valeur symétrique en ajoutant ces équations multipliées par <p!p, (p^, 'p'^ : il vient
il suffit de remplacer -j-^y . . . par les valeurs (2) po
voir que N est égal au quotient de mv^ par le rayon courbure de la section normale faite dans S par le plî NMT, moins la projection de F sur MN. Pour calculer en fonction de x^ y, ^, on tirera de l'équation de S
_ , d^x /d^o dx^
dt^
\âx'^ dt^
d^^ dx dy àx dy
dx dy\ 5^ ~di)
Il faut enfin signaler le cas où le théorème des ^\^rcs s'applique à la projection sur OXY, ce qui a lieu lorsque F
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 3l5
est contenue dans un plan passant par OZ et que S est une surface de révolution autour de cette droite.
165. Mouvement (Vun point pesant M placé sur un cjylindre droit vertical et attiré vers un centre A par zi. ne force proportionnelle à la distance. (Paris, 1874')
Je prends pour axe des z l'axe du cylindre et pour axe des X une horizontale passant par A; on a pour l'équation de la surface
a?î_t_ j,-î= Rîj X dx '\- y dy — o.
Soient I la masse de M, a la longueur OA, [jl^ l'attraction à l'unité de distance; les équations du mouvement seront
_=_,x«(x-«)+Nj-,
'ajoutons les deux premières multipliées respectivement P^^^ z>.dx, idy :
a^ x •/J V dx^ —^ dv^
^ <ix -7-- H- 2 ûÇv -rfr = 2 w«a dx, -j-r-^ = 2 a' aa: -h G.
dt^ -^ dt^ ^ ' dt^ ^
P ^Sons X = RcosO, y= RsinO, et désignons par eu et a
^^ valeurs initiales de -1- et de 6; cette intégrale peut
^ écrire
^ ^> R^-j- = Ru>«-i-2(jL«a(cosO — cosa).
^^ant à la troisième équation (i), elle s'intègre séparo-
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je lire
mais
dx dy d^x d^y dx^ dy^
donc
Remplaçant -^ par sa valeur (2), *
N = H>-'(R •+ lacosoL — 3a cos6) — Rw*.
Cette force diminue avec cos6; il suffit de donner à cette ^^i^iable ses valeurs extrêmes pour reconnaître si N peut ^ ^.linuler.
166. Etudier le mouvement d^ un point pesant sur un P^^^aboloïde de révolution dont Vaxe est vertical et la ^^r^,çexité tournée vers le bas; discussion générale. (ï^siris, 1861, 1872).
On peut écrire l'équation du paraboloïde
^^) x^'\-y^ — 2jD^ = o;
^^y si la masse du mobile M est l'unité, les équations géné- ^^les du mouvement nous donneront
l d^x _ Na? d^y _ N^ d^z _ N/>
<:i) |'3ï«""""Â"' "^~T"' 'dt^~~'^ Â"'
^Joutant les trois premières multipliées respectivement P^f 2 dXy 2 dyj 2 dZj et tenant compte de l'équation (i),
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on trouve l'équation des forces vives, qui a pour intégrale dx^ dy^ dz^ , ,
Si Ton multiplie la première équation (2) par — y^ la deuxième par x et qu'on les ajoute, on a
d^y d^x dv dx _
C'est l'intégrale des aires appliquée au mouvement de la projection sur le plan XY, et cette équation pouvait être écrite à l'avance, puisque les deux forces qui agissent sur M, la pesanteur et la réaction de la surface, ont un moment nul par rapport à l'axe des z.
La nature de la surface et la forme des intégrales premières conduisent à prendre des coordonnées semi-polaires u^ ^ et z. Appelons a la valeur initiale de u, et e l'angle de la vitesse initiale Vq avec la tangente au parallèle : les intégrales des aires et des forces vives deviennent
de plus l'équation de la surface donne
w' = 2jDz, udu =p dz.
Éliminons i( et u entre ces équations et les équations (3) faisons vl = 2^A, et tenons compte de ce que a^=^ ipzQ nous trouverons
(4) ^^* = ^^ [— za-t-(zo-HA)^ — A^ocos'e].
z doit rester compris entre deux limites égales à
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Pour que ces limites se confondent, il faut la double condition ^^,= A, e = o; dans ce cas, le mobile parcourra uniformément un parallèle de la surface avec la vitesse
y/sg^^oî comme la longueur du parallèle est T.izsJipzQ^ le temps de la révolution sera inzi/-; il est le même pour
tous les parallèles (*).
On peut obtenir la valeur N de la réaction en ajoutant les équations (2) multipliées respectivement par x^ y^ p : on en déduit
mais, en différentiant deux fois Péquation (i), on trouve
d'^x d^y d^z _ dx^ dy^ _ dzj ___ j,
^'d^'^^'dJi ~"^"SÏ2 ^"^ dt^ "^ tt^ " dt^ ^ '
nous avons calculé v^ et ^'*, et nous savons former la valeur ^e N.On peut aussi bien la déduire de la troisième des équa-
(*) Sur une surface de révolution quelconque à axe vertical, on peut donner à un mobile pesant une vitesse horizontale c^, telle qu'il reste sur le parallèle où il est d'abord; il faut et il suffit que la résultante de la force Centrifuge et de la pesanteur soit normale à la surface. Soient u le rayon ^ parallèle, Y l'angle de la normale avec l'horizon; la condition est
^cosy = — siny ;
^ temps de la révolution sera
tangY.
^Ur que ce temps soit le même pour tous les parallèles, il faut que u tangif ^^l constant; or, en appelant du et dz les variations correspondant à un P^tit arc de méridienne,
du , ,
tangY — T * udu = c dz) az
^ ii^éridienne est nécessairement parabolique.
lions (2) : la dérivée -r-^ qui y figure s'obtiendra en difie-
rentiant Téquation (4) par rapport à ^ et supprimant le
dz facteur commun -7- • On trouve en définitive
dt
valeur toujours négative : donc le mobile, qui exerce une pression égale et opposée à N, appuie constamment sur le côté concave de la surface.
Pour étudier le mouvement, revenons à l'équation (4). Nous ne restreignons pas la généralité du problème en
plaçant Torigine du temps à l'un des instants où z est mi-
dz » .
nimum, -^ nul : il faut faire e = o, et si nous désignons
encore la vitesse initiale par sjigh^ l'équation (4) nou< donnera
dt^^^J ^i^^
2 V ^(-— -^oj
a* b^ Il di
Nous remplacerons ^, Zq^ h et dz par — > — , — ,
2jD ip ip p et nous aurons la relation suivante entre u ei t :
la distance du mobile à Taxe OZ varie de a à 6 pendsi.xii un temps T qu'on peut exprimer sous la forme ordinai^îr^è des intégrales elliptiques en posant
m2 = a' sin^ cp -h 6* cos' cp ;
si l'on fait décroître u de b jusqu'à a, cp croîtra de 0 à ~ et le temps correspondant sera, le calcul est facile,
V-x/Av
On aura l'équation différentielle de la projection de la trajectoire sur OXY en remplaçant, dans (6), dt par
M* d^ _ w' d^ _ w' d^ / p c* ~~ avQ ~ ah \ g'
il vient alors, if croissant toujours en vertu de l'intégrale des aires,
(6) rf^=±:f^i/_ ^'-^P'
Quand u varie de a à 6, ^ augmente d'une quantité i^^ que je dis être supérieure à - : en effet,
. _ oô r du / g^ -f- p'^
^^ la dernière intégrale est égale à -• Ainsi, la différence
^ ^^imut des deux plans verticaux dans lesquels la distance ^^ mobile à la verticale OZ atteint son minimum et son ^^ximum est supérieure à 90"; c'est la même propriété ^Ue V. Puiseux a démontrée pour le cas du pendule sphé- ^*^ue, dans le tome VII du Journal de Liouville.
Si a diffère peu de 6, on pourra remplacer u^-\-p^ par
^^ H-/?^, et ij^i sera sensiblement égal à - 4/ i H ^ •
t)ans le cas où a et 6 sont peu considérables, on peut
^tk tenir, relativement aux petites oscillations sur notre pa-
^^ooloïde, des résultats analogues à ceux que M. Resal a
^Ouvés dans le cas du pendule sphérique. Dans l'équation
^), remplaçons u^-\-p^ par u^ et intégrons à partir de
' ^j Cl : nous aurons, avec une erreur relative de l'ordre
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de— 1>
arc cos j-r z —
Maintenant, remplaçons dans (6) ^p'^-hu' parles premiers termes de son développement suivant les sances croissantes de u : on aura, en prenant d^ab( signe 4-, puisque u part de a,
,, ab du ah u du
intégrons, en faisant t};= o pour u z=: a \
arc cos
aô a' -h 6' — 1 m'
r—rarCCOS -j-r V
Si l'on néglige le second terme, qui est de l'ordre c
on trouve que la projection de la trajectoire est une e d'axes 2a çt 26; mais ayons égard à ce terme, en n
gli géant plus que des termes de Tordre de — j :
pourrons, suivant la règle des approximations succès
laisser dans le coefficient de -p-i une erreur de l'ordre c
Dans ces conditions, la seconde équation (7) nous c
la valeur de l'arc cosinus qui entre dans le terme c
déré, et, si on le fait passer dans le premier membre,
abt , / e w» a* 6*
2<V r 4/ ■ = arc COS >
â« ~ P I I ,/, aht . /'g\ I . ,/, abt . fg
La projection se meut sur une ellipse, d'axes 2a et 26, qui tourne autour du point *0 avec une vitesse angulaire
égale à y— ^ t/— ; le mobile fait, dans le même sens, le tour
de Pellipse dans un temps 2111/— •
167. Un point pesant M, assujetti à se mouvoir sur la surface d'un cône droit dont l'axe OZ est vertical, est attiré vers le sommet O par une force F égale à mf(r) [: on demande i® quelle doit être la fonction f pour que la trajectoire puisse être plane; a° quelle est alors la loi du mouvement et la pression sur le cône ; 3^ quelle sera la nature du mouvement si l'on change la vitesse initiale, (Agrégation, 1879.)
Soient M, if^ z les coordonnées semi-polaires de M, 9 Tangle ZOM; on a
w = r sinô, z = r cosO = wcotÔ.
Le poids du corps, la force F et la réaction N sont toujours dans le plan ZOM; on a donc
I rfw'
sin«ô dl^
"'S' = ^isisrôV^;-^iJ^
ce résultat montre Tétroite analogie qui existe entre le mouvement considéré et le mouvement produit par une force centrale : c'est encore un calcul bien connu qui nous donnera ici
La trajectoire étant plane se projette sur OXY suivant
une conique dont l'équation est de la forme
et la valeur de d,v^ devient
(2) Û?.P2= — 2 r- =-Ïa)=— 2G2— -( r-r-^ .
^ ' u^ \u psin^^J u^\p siR^b u ]
D'autre part, le théorème des forces vives nous donne (3) <i.p2r= — ig dz-^if(^r)dr — — 2[^cosô -+-/(r)] dr\
il suffît, pour déterminer /(r), d'égaler cette expression de d,v'^ à la valeur (2) dans laquelle on remplacera u par rsinO; on trouve pour la fonction cherchée
., , G* I G'cosîô I
La projection de M se meut précisément comme un point qui parcourt une conique avec une vitesse aréolaire constante autour d'un des foyers : ce mouvement est bien connue je rappelle seulement que l'accélération y est égale
G* à — Y On trouve aisément la réaction N du cône par la
pu,
méthode générale; mais on y arrivera encore plus vite en remarquant que la projection de M sur OXY se meut comme une masse m sous l'action de forces égales aux projections de F, de mg et de N sur le même plan; et, puisque nous venons de trouver l'accélération de cette projection, nous aurons
^ =Fsine-hNcosÔ
— m^slnô cosô + N cosO;
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on en tire pour N, une valeur positive; donc la réaction est dirigée vers l'intérieur du cône.
Xnfin, pour avoir le mouvement dans le cas où l'on oliangerait d'une manière quelconque la vitesse initiale, remarquons que l'équation (3) sera toujours satisfaite, tandis que, dans (2), il faudra remplacer C^ par une autre oorjstante A^; égalons cette nouvelle valeur de d.ç^ à la A^aleur (3), où nous remplacerons /(r) par sa valeur, r par ^^ s in 8 : il viendra
A« -77^ -f- ( A« sinîô -h C2 cos'ô) 1 =0.
X'intégrale représente une courbe déduite d'une conique <ïxai aurait le point O pour foyer en augmentant, dans un ï^aipiport constant, les angles des rayons vecteurs avec l'axe polaire. La trajectoire elle-même, dont nous venons de tf ouverla projection, est à double courbure.
d68. Remarque générale, — Dans les problèmes où, •comme dans le précédent, il s'agit d'étudier le mouvement, sin* UD cône droit, d'un point M sollicité par une force F qxii agit toujours dans le plan ZOM, il est souvent commode ^'imaginer qu'on ait développé le cône sur un plan et de -chercher la transformée de la trajectoire véritable : c'est le lieu décrit dans un plan par un point dont la vitesse aréo- *^ire autour de O est constante, et dont Taccélération estimée suivant OM est connue : on prend pour coordonnées du mobile le rayon 0M=:/', et l'angle a> = i})sin8, <le la génératrice OM avec une génératrice fixe.
Par exemple, si F, ou plutôt sa projection sur OM, est
Proportionnelle à r, la courbe plane auxiliaire est une
^oniqyg ayant son centre en O : la trajectoire véritable
^^^ la transformée de cette conique et la loi du mouve-
^^t est bien connue.
Lignes géodésiques sur les sjirfaces de révolution
Quand un point M sej meut sur une surface S sans être sollicité par aucune force extérieure, l'accélération centripète est uniquement produite par la réaction de S; donc, en chaque point de la trajectoire, la normale principale coïncide avec la normale à S, ce qui est le caractère des lignes géodésiques; ces lignes peuvent se déduire de la détermination du mouvement dans les conditions que nous avons supposées. Tout d'abord, le théorème des forces vives prouve que la vitesse v du point M est constante et l'on pourrait déterminer la ligne géodésique au moyen de l'équation (3) du n® 164. Mais, lorsque S est de révolution autour d'un axe OZ, il est bien plus simple de remarquer
que la vitesse aréolaire m^ ^ sur un plan perpendiculaire
ds à OZ a une valeur constante C : si l'on remplace dt par —
G et ~ par une constante a, il vient
ud^ ^ a ds ^ u
Cette relation, où l'on peut exprimer ds en fonction de u et tj^, constitue une équation différentielle de la trajectoire : géométriquement, elle exprime que cette ligne fait, avec les parallèles qu'elle rencontre, des angles dont le cosinus varie en raison inverse du rayon de ces parallèles.
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nous supposons a> b'^ c. Les équations du mouvement sont
rf»
dt^ a2 dt^ b* dt^ c^
Ajoutons ces équations multipliées respectivement par I dx I dy \ dz ^ â^ di' b'^'dt' c2 dt'
1 dx d^x I df d^x I dz d^z
, a2 û?^ t/^2 62 dt dt^ c2 c/^ e/^2 (2)
y^ / X dx y dy z dz\
a^ di'^ F^lii '^ &^dt)'
Multiplions, au contraire, par —? ^j> —, et ajoutons X d^x y d^y z d^z _y(or^ y^ z^\^
mais, en différentiant deux fois l'équation (i), on a X d^x / 1 dx^
a^ dt^ \a^ dt'
l'équation précédente devient
(I dx^ I dy^ 1 dz^\ _ ^ fx^ \
à^ 'dï^ '^ F di^ '^c^dt^)~ V«* "^•••/
Éliminons "k entre cette équation et l'équation (a) :
I dx d^x I dy d^y a« dt dt^ ' 62 dt dt^ "^
a? c^ar j^ dy
I C^O?* I û(r2 I <i^2 a* dt^ ' 6« û?/» ' c* â?<«
Xt y2 z*l
Les deux fractions sont des différentielles exactes, et l'on a rintégi^ale
On a aussi l'intégrale des forces vives
dx^ dy^ dz^ ,.
de sorte qu'il suffît d'éliminer dt entre ces dernières équations pour avoir l'équation différentielle des lignes géodésiques
Cette équation ne renfermerait que xe\.y si l'on tirait .3 et dz de l'équation de Tellipsoïde ; mais on ne peut séparer les variables. Pour être ramené aux quadratures, il faut recourir aux coordonnées elliptiques. Considérons les deux surfaces homofocales à l'ellipsoïde (i), où c- << 6- <C à^ •
x^ yî z^ (4) r + , c H r =!•
Si Ton donne à \ toutes les valeurs depuis c^ jusqu'à 6^, on a des hyperboloïdes à une nappe homofocaux à l'ellipsoïde, et qui le coupent, on le sait, suivant des lignes de courbure; pour X^c^, l'hyperboloïde se réduit au plan des xy^ et à celui des zx pour X = 6^ . j^g intersections avec l'ellipsoïde se projettent sur le plan des xy suivant des ellipses concentriques, dont la dernière, pour X = 6^, se réduit à la droite qui joint les projections des ombilics. Donnons, au contraire, à [jl toutes les valeurs depuis 6^ jusqu'à a^^ l'équation (5) représentera des hyperboloïdes à deux nappes dont l'intersection avec l'ellipsoïde se projette
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i.i -vant des hyperboles ayant leur axe trans verse suivant ►I5C; pour [jl = a^, cette hyperbole se réduit à une droite 0"uble dirigée suivant OY. Dans Tespace, ces intersections ^jT-jnent le second système de lignes de courbure de Fellip- >Vcie. On obtient ainsi sur la surface deux séries de lignes rtlogonales qui forment un système de coordonnées dén.îes par les valeurs de "k et de [jl. Il est d'ailleurs aisé de îjpasser de ces coordonnées aux coordonnées ordinaires: suffit de résoudre les équations (i), (4) et (5) (Binet a oiiné un procédé élégant qu'on trouve exposé dans VAl- ^ bre de M. Bertrand); on a
a^(a^-X)(a«-fx)
C2(c2— X)(C'— fJL)
(Cî_rt2)(c2_ 62)
^ suffit de substituer ces quantités et les différentielles -^^ y dy^ dz dans l'équation (3) pour obtenir l'équation * lïerentielle de la trajectoire en coordonnées elliptiques. Un calcul direct, que des considérations de symétrie ^^vent abréger, donne
/p2 y2 ^2 ^ XfX
*^ a encore
^ _ g [( ^ — a2 ) flgX -f- ( X — a2 ) e/[x]
2y/(a2_62)(a2-.c2)v/(a2— X)(a2_ jx)
Où
(a2— X)(^>2_X)(c2— X) (a2— jx)(62— (jl)(c2^(jl)'
(X--|Jl)^2 (fJl--X)e/fJL2
(a2- \){b^- X)(C2— X) (ti2- [Jl)(^>2- IJI)(C2- fx)
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Il suffit de substituer ces valeurs dans l'équatîon (3) pour avoir sa transformée en coordonnées elliptiques^On pourra diviser par |jl — X qui n'est pas nul en général, autrement )v et |JL seraient égaux à b^ qui les sépare, et la trajectoire serait Tcllipse qui a pour axes le plus grand et le plus petit de l'ellipsoïde. L'équation des lignes géodésiques sera, en posant n^ h^ = a^b^c^k^.
Comme X est compris entre b^ et c^, |Ji entre a^ et è", la constante n^ doit donner des signes contraires à X — n^ei (jL — /i2- on a nécessairement |jl >► /i2>. X; n^ se déduit d'ailleurs de l'équation (3), connaissant la position et la vitesse initiales. Si n^<ib^ y \ devra varier entre n^ et c^. UL entre a^ et b^ ; la ligne géodésique sera comprise entn les deux lignes de courbure données par l'hyperboloïde une nappe répondant èiX = n^. Si, au contraire, /i^>6' A variera entre b^ et c^, |ji entre a^ et n^ ; la ligne géodési< restera entre les deux lignes de courbure situées sur l'h^ perboloïde à deux nappes pour lequel |ji = n^. Si n^ = X sera toujours égal à c-, et la ligne géodésique sera T* lipse principale située dans le plan des xy; si n^ = a', sera l'ellipse du plan des yz. Le cas de n^= b^ est reitti^ quable; les intégrales ultra-elliptiques se réduisent à intégrales elliptiques; mais surtout, comme X finira tendre vers b^, l'intégrale du terme en cTk croîtra indé ment; il devra en être de même de celle en rf|Ji, et par ^z^odséquent jjl tendra aussi vers b^, et la ligne géodésique jpassera par un ombilic, puis elle ira à l'ombilic diamét*:HC-aJement opposé, et ainsi de suite. Le mouvement sera, <ians tous les qas, uniforme, et, en tenant compte de (6), on trouve
2ds =
X 2 d\ fX* ^fJL
\/(a^—l){b^—l){&^-~l n^-'K) /{«î— jxX^ï- fxXc*— {Ji-X^'-Î*^'
=ri:=r^ . t ai-
es
le temps s'exprime par deux intégrales ultra-elliptiques.
171. Etudier le mouvement d^ un point M assujetti à se mouvoir sur un hélicoïde gauche à plan directeur dont Vaxe OZ exerce sur M une attraction réciproque au cube de la distance. Pression exercée sur la surface, (Agrégation, 1884.)
On peut exprimer les coordonnées rectilignes d'un point de l'hélicoïde en fonction des deux coordonnées cylindriques u el i/ :
la normale en M est perpendiculaire sur la génératrice MA
et fait avec OZ un anfirle dont le cosinus est -7^
sons la masse de M égale à l'unité et projetons la force d'attraction et la réaction N : 1® sur AM, 2° sur une perpendiculaire au plan ZAM, 3° sur OZ; [nous aurons pour les équations du mouvement
d'^u d^ ___ X* ^'^ ' \ d d^ Ne d'^^ Nm
U dt dt y/j^2 _4_ c2 dt^ y/^2 _i_ cî
Multiplions la seconde par w, la troisième par c, et ajoutons :
dt dt dt^ '
d'où, en intégrant,
(2) (^2|H.eî)^=G.
Cette intégrale, qui rappelle celle des aires, montre que ^ varie toujours dans le même sens, en croissant, pour
fixer les idées. J'en tire ^ pour le substituer dans lapre-
mière des équations (i), puis je multiplie par 2 du et j'intègre :'
On aurait eu cette équation en combinant l'intégrale des forces vives avec Téquatîon (2); les constantes G et H sont données parles conditions initiales. Si Ton pose
F(w«) = Hm^-4- (Xî-f- Ile»— Gï)mî4- X«c», l'équation (3) nous donne
(4) dt = ± / — ;
portant cette valeur de dt dans (2), il vient , , ±Gu du
/a2+c2 y/Ha* -h (X^-h Hc^— G2)a'^H- X«c2
Cette équation détermine la projection P de la trajectoire sur OXY et, par suite, la trajectoire elle-même ; l'équation (4) donne la loi du mouvement en fonction du temps. La réaction N', égale et opposée à la réaction N, se déduira de la troisième équation (i), en ayant égard aux équations (2) et (4).*
N' = î t/ITiir^î ^ = — — i^^ ^__2cGVfÛÏ) u^ '^ dt^ -, 1 dt -^ iu^-^c^)^
Nous allons examiner, dans les divers cas qui peuvent se présenter, la nature du mouvement de la projection m de M sur OXY et la forme de sa trajectoire P : nous devons, pour cela, discuter le trinôme F(u^), auquel on ne
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îut attribuer que des valeurs positives. Pour éclaircir un )int délicat, je rae place d'abord dans le cas très simple i H est nul et G = )v; F{u^) se réduit àX^c^. L'équation ) montre que, si u commence par croître ou, pour réger, si u^ >- o, m augmentera indéfiniment, P se conndant, à l'infini, avec une spirale d'Archimède. Si u^ <C o,
se rapproche de l'origine qu'il atteint pour t = t^ et = J^i : en même temps, M arrive avec une vitesse infinie r OZ qui l'attire avec une force infinie et l'on ne peut re ce qu'il deviendra ensuite, à moins de faire une conntion essentiellement arbitraire. Si l'on admet que u jvienne négatif, l'équation (4), où dt doit rester positif, ige qu'on change le signe du second membre bien que î soit, dans le voisinage de u = o, une fonction uniforme . continue de £^; on introduit ainsi une discontinuité.
Au point O, la courbure de P est nulle; car, si u est
ifiniment petit du premier ordre, u -j^ ou tang|JL est du
cond ordre. Si l'on veut suivre, au delà du point O, la urbe telle qu'elle est définie par l'équation (5) dont le îond membre, avec le signe — , reste une fonction unirne de w, nous trouvons que ^ doit diminuer à partir ^1 quand u devient négatif; P présente une inflexion; oourbe ne correspond plus aux lois du mouvement ^posé, d'après lesquelles ^ devait toujours croître. On isurera de la vérité des déductions précédentes en inté- Ht les équations (4) et (5), ce qui peut se faire expliement dans le cas considéré; on trouve les équations
première assujettirait f à ne pas dépasser une certaine ùte: donc elle ne peut servir indéfiniment; la seconde, ^due rationnelle, représente évidemment une courbe qui ne inflexion en O.
Quand, H étant toujours nul, Aest > G, F(m*) est toujours positif et Ton trouve des résultats tout semblables à ceux du premier cas, si ce n^esl qu'à l'infini P se confond avec une spirale logarithmique. Si 'k<cG, on ne peut donner à u^ que des valeurs au plus égales à une certaine limite a*; quand m'^>'0, m s'éloigne de l'origine, décrit un arc qui s'en va toucher le cercle de centre O et de rayon a, pour revenir à Torigine où le mouvement devient encore discontinu et où P présente une inflexion; cette courbe ressemble à une lemniscate déformée en augmentant dans un rapport déterminé les angles polaires de ses divers points. La ligne P affecte une forme analogue, et le mouvement de m est de même nature toutes les fois que H est négatif.
Quand H est positif, il v a lieu de chercher si F (a* s'annule pour deux valeurs réelles et positives de u^i il faut pour cela deux conditions qu'on peut écrire
Gî- Ile»— X«> o, [g*— (X — c /h)*][Gî- (X -4-c v/n)«]>c
Si la première condition est satisfaite, le premier factetzzzzzzzzzir
qui figure dans la seconde inégalité est positif; ilfautdor : — -^c
que l'autre facteur
le soit aussi; on voit d'ailleurs que cette inégalité cntra^^ mae celles qui doivent être satisfaites en même temps; c'es^^i. la condition nécessaire et suffisante pour que F(u^) puL ^s se s'annuler.
Quand A<C o, F(m^) est toujours positif; m peut a.Ucf soit au point O où il j a toujours une discontinuité, sox tè l'infini, où P admet une asymptote. Si A>-o, une pewi prendre de valeurs comprises entre deux quantités, cl, /3; soit a <; p : quand Uo < a, le mouvement de m est analogxie à celui que nous avons indiqué pour le troisième et 1^
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quatrième cas ; si uq >> p, P est tangente au cercle de rayon P et a des branches infinies avecdes asymptotes.
Enfin, quand A est nul, ou quand G est égal à X -4- c y^H,
F(a^) est un carré et, si l'on pose Xc = a^ y/H, l'équation
(5) devient
Gudu
(u^—oL^) v/H(a«-hc2)'
P est asymptote au cercle de rayon a, et lui est extérieure ou intérieure suivant que Uq^ol: si Uq = a, ce qui entraîne, dans le cas où nous sommes, Uq = o, u doit rester contamment égal à a : M décrit une hélice d'un mouvement uniforme et l'on peut vérifier que ce mouvement satisfait
aux équations (i), en supposant -jj = — et N := o.
Détermination de la snrface d'après certaines propriétés
du mouvement.
Pour déterminer les surfaces sur lesquelles doit se mouvoir un point sollicité par des forces données afin que le mouvement jouisse de propriétés déterminées, on peut partir des équations générales du mouvement sur une surface et exprimer qu'elles sont compatibles avec les conditions proposées. Si l'on regarde z comme fonction de x etjKî les dérivées partielles des deux premiers ordres peuvent figurer dans les calculs et la surface cherchée dépendre de deux fonctions arbitraires ; mais, quand la surface doit appartenir à une famille déterminée, quand les conditions initiales du mouvement sont connues, l'indétermination peut devenir beaucoup moindre ou même disparaître.
172. Déterminer la sur/ace de révolution dont l'axe est une verticale OZ et sur laquelle doit se mouvoir un point pesant M, animé d'une vitesse Initiale convenable,
pour qu Hl coupe sous un angle constant w les parallèles qu^ il rencontre, {Kennes, 1884.)
Soient u, ^, z les coordonnées semi-polaires de M, a,
o, o leurs valeurs initiales, \/2gh la vitesse initiale. La projection de la vitesse sur la tangente au parallèle en M
est u~; on doit avoir, d'après l'énoncé,
(i) U'j- = pcosto;
d'autre part, le mouvement a lieu dans des conditions que nous avons souvent rencontrées et nous pouvons écrire l'intégrale des aires et celle des forces vives
a* -7^ = a cos w \Jigh^ p^ _ igih -h z). dt
Si, entre ces équations et l'équation (1), nous élimi-
nons (^ et -77 , il vient ai
Cette équation représente la surface cherchée, dont la méridienne se construit sans aucune difficulté. Il est remarquable qu'elle ne dépende pas de w; si donc on se donne la position initiale de M et la grandeur de la vitesse correspondante, la direction de cette vitesse doit être contenue dans un plan tangent qui est déterminé, mais on peut choisir w tout à fait arbitrairement.
On trouve, pour déterminer la loi du mouvement,
dt^ ~ a2/i-h4(A-hz)^'
mais l'intégration ne peut se faire à l'aide des fonctions élémentaires.
73. Déterminer les surfaces sur lesquelles un point int doit être assujetti à rester pour que, si on ^andonne sans vitesse en un point quelconque de e de ces surfaces, il glisse suivant une ligne de plus nde pente.
oient, au point M de l'une des surfaces cherchées S, la tangente à la ligne de plus grande pente qui est la îctoire du mobile, MN la normale à S, MV la verticale : trois droites sont dans un même plan, car toutes trois
perpendiculaires sur la tangente MH à la ligne de au qui passe en M. Le poids du mobile peut se déposer en deux forces, l'une dirigée suivant MT, l'autre ant MN ; celle-ci, avec la réaction normale de S, prol'accélération centripète; donc le plan vertical MNVT e plan osculateur à la trajectoire ; et cette courbe, dont les plans osculaleurs sont verticaux, est nécessairet plane.
n sait en effet que les intersections successives des s osculateurs à une courbe à double courbure sont les entes, et celles-ci seraient toutes verticales, ce qui ut l'idée de ligne courbe.
Insi la surface cherchée est telle que toutes ses lignes lus grande pente sont contenues dans des plans verti-
; elles sont en même temps 1 ignés géodésiques et lignes ourbure. Les lignes de courbure du second système ent être orthogonales aux premières; elles se confon-
avec les lignes de niveau et sont contenues dans une ; de plans horizontaux dont chacun, en vertu d'un rème de Joachimsthal, coupe la surface sous un angle tant; en chaque point de l'intersection, cet angle est ►mplément de l'angle de la tangente à la ligne de plus de pente avec la verticale. 11 en résulte que toutes ces îs de pente sont égales, puisque pour chacune d'elles
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on a la même équation différentielle
Les plans de ces lignes enveloppent un cylindre vertical, et la surface S peut être engendrée par une courbe située dans un plan qui roule sans glisser sur un cylindre vertical : c'est une surface moulure. Les surfaces de révolution à axe vertical, les cylindres horizontaux ou verticaux, les surfaces canaux à directrices horizontales en sont des cas particuliers ; dans le cas général, leur forme dépend de celle de deux courbes tout à fait arbitraires.
L'Analyse conduit au même résultat : soient/?, q^ r, s, t les dérivées partielles, du premier et du second ordre, de z\ nous désignerons le temps par 9, en sorte que l'on aura, pour les deux premières équations du mouvement du point pesant,
, . d^x Np d^y NûT
mais, la trajectoire devant être une ligne de plus grande pente, on a
dx dy __ d^.v d^y __ dy dp dx dq
le premier membre s'annule en vertu des équations (i): on a donc, en multipliant par rfQ^^
dy{r dx -^-s dy) — dx($ dx -¥- 1 dy)\
remplaçant dx et dy par /> et q^ qui leur sont proportionnels, on aura Téqualion aux dérivées partielles des surfaces cherchées,
(i) ir — t)pq -f s{q^ — p^) — 0.
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3i on la met sous la forme
pr -^ qs ps -\- qt
îUe exprime que />^ -h 5^^ -f- i et ^ ont leurs dérivées parcelles proportionnelles; donc on a, pour intégrale pre- Tiière de (i),
iette équation exprime que, le long d'une ligne de niveau, la normale fait un angle constant avec la verticale; loiic, d'après le théorème de Joachimsthal, les lignes de lîveau forment un système de lignes de courbure, ce qui îaractérise les surfaces moulures.
174. Un point M, de masse i, assujetti à se mouvoir >ur une surface de révolution S, est attiré vers l'axe de figure OTjpar une force réciproque au cube de la distance. Déterminer S de manière que M, mis en mou- -^entent dans des conditions données, exerce sur la surface une pression constante; montrer que S peut être une sphère ou un tore et chercher, dans ces deux cas, la Zoi du mouvement de M., (Agrégation, 1884.)
J'engage le lecteur à traiter le problème en partant des équations du mouvement sur une surface; on retrouvera es résultats que je vais obtenir à l'aide d'une méthode dIus géométrique. Soient
:/, ^|; et ^ les coordonnées cylindriques de M;
f l'angle de la tangente MT à la trajectoire avec la tangente au parallèle qui passe en ce point, dirigée du côté où if croît ;
3c l'angle de la tangente à la méridienne avec un axe OlJ perpendiculaire sur OZ dans le plan ZOM ; a est compté positivement dans le sens de OU vers OZ.
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La partie de la normale MN à S que nous regarderons
comme positive fera avec OU Tangle a-t- -; si di de-
signe un élément de méridienne, le rayon de courbure de cette ligne, compté suivant MN, est
__ di _ du _ du ^ ~ d7.~~ cosoidoL ~~ d.sinoL*
c'est un des rayons principaux de S; l'autre est - — > en le
comptant aussi positivement suivant MN. Le rayon de courbure R. de la section déterminée dans S par le plan MNT est donné par la formule d'Euler
I sina .. ï . .. sina „. d s'inos, . . .
— • = cos' i-\ — sin' i = cos^ i M -. sin* i.
Ru p u au
D'autre part, la pression normale que M exerce sur S est égale à la projection de l'attraction -^ sur MN, diminuée de -jc>
. , -. ).' . p*cos'fc . , , , ^..dsinoL
(i) p = __sina sma — (p' — p*cos*i) — î — •
^ u* u ^ du
Mais le théorème des forces vives et celui des aires projetées sur OXY donnent
(2) ('*=— ;-i-H, 9cosi = u-r=—,
^ ^ a* dt u
et, en substituant ces valeurs dans (i), il vient
/X*-Gî „Wsma X»- G« . „
Si P est une constante, cette équation équivaut à une quation différenlielle du second ordre de la méridienne; mais, comme elle est linéaire et du premier ordre en sina,
•n peut écrire l'intégrale première
,. . Au Pm 4) sma = -- ^•
Si l'on désigne para, 6, o) et e les valeurs initiales de u, ', a et t, on aura, pour les constantes d'intégration,
TT z.» ^' r- z. A Ilsinw-t- Pa , .
Il =T 6* j G = a6cose, A= =^ 6 sine.
a^ Il
Il suffit de remplacer, dans l'équation (4), sina par
dz
= j et de résoudre par rapport à dz^^ pour avoir /du^ -4- dz^
;ntre u et z une équation qui représente la méridienne.
3n trouve
dz^^
(au — Pv'Xî— G«-t- 11^2)2^2 ^aî
Hs(X2_ G2-i- II m2) — (ah — P v/X2— G2h- Ûu^yii'^
La valeur de z se réduit à des intégrales elliptiques. On oit directement que u ne peut jamais devenir infini, et u'il ne s'annule pas si X*<; G'; mais la forme de la médîenne dépend de tant de paramètres qu'une discussion ►mplète nous entraînerait trop loin.
F^our que S soit une sphère ou un tore, il faut et il suffit le la méridienne ait une courbure constante; or on tire
du p ^ ^^ 'H
pour que cette quantité soit indépendante de w, il faut ** Suffît que A ou X* — G* s'annulent : la méridienne est
H ^'"^ Vin cercle de centre G, de rayon z!z -p; si Ton suit la
"^^O-férence dans le sens de OU vers OZ, a représente ^8"»^ du rayon GM avec le prolongement de OZ.
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Supposons d'abord )v*= G'; il en résulte H = 6* sin's, et l'équation (4) devient
A Pu Av/îî H .
avec la signification que nous venons de donner à a, cette équation exprime que la méridienne est un cercle dont le
centre est à la distance ^ de l'axe OZ, et S est un tore.
Le rajon de courbure est dans le sens de MN; or, i'équa-
H tion (5) donne — p pour sa valeur algébrique; H étant
> o, il faut que P soit négatif : le mobile tend à sortir du tore. Il y a pour son mouvement une loi très simple : sL l'on regarde ce mouvement comme résultant d'un mouvement sur le cercle G et du mouvement de ce cercle autoui de OZ, on aura
.rfa« .rfil» .rfa* X»
mais, en comparant avec la valeur (2) de i'^, on a
p* -j-r = H = 6* sin*e, a = — sme.
^ dt^ p
Si l'on appelle c la distance de G à OZ, on aura enco^"r"e b^ sin* e dt b^ sîn' zdt b^mtda.
a' / . ô^sineX*
(c-f-psin \ c*p f I -h -sina j
En remplaçant a par — h 9? on voit que 4 sera donné ^^
fonction de P par une quadrature analogue à celle qui don:i^^ le temps en fonction de l'anomalie vraie dans le mouvement des planètes; l'analogie sera d'autant plus compi^^^
qu'on s'attachera surtout au cas où - < i, pour éviter la
difficulté ou plutôt rindétermination qui se présente quand M rencontre Taxe attractif. Quand le tore est à jour, OL et ^ croissent continuellement, et la trajectoire est une sorte d'hélice qui s'enroule sur le tore.
Considérons le cas où c'est A qui s'annule, et qui correspond à trois hypothèses différentes :
H sino) -t- Pa = o, 6 = 0, sine^i^o.
L'équation (4) se réduit à
Pu 9ma = --;
elle exprime que la méridienne est un cercle dont le centre est sur OZ, et S est une sphère. Le rayon de courbure est encore dirigé suivant MN, et la pression sera dirigée vers l'eitérieur ou vers l'intérieur de la sphère, suivant que H sera positif ou négatif. La nature du mouvement de M peut varier avec les conditions initiales : si b est nul, M décrit un grand cercle passant par OZ. Dans les deux autres cas, nous pourrons écrire l'intégrale des forces vives sous la forme
La loi du mouvement est donnée par les deux équations
, p2 sin a doL
dt = ^ — ,
v/X2— G2-4-Hp2sin2a Gda
sin a /X2 — G2 -H H p2 sinî a '
on intègre la première en prenant pour variable cosa, et la seconde cot a. Si \^> G^, a peut s'annuler, mais le mobile n'atteint OZ qu'après avoir tourné une infinité de fois
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autour de cette droite. Remarquons enfin que, puisque S est une sphère quand e ou 6 est nul, l'angle i et la vitesse ne s'annuleront jamais sur les autres surfaces.
175. On donne un parallèle P d^une surface de révolution S, et Von considère sur cette surjace la ligne géodésique G qui touche P en un point A. Déterminer S de manière que G soit tautochrone pour un point M attiré vers Vaxe OZ de S par une force F égale à
m{au-{- b)f
a et b désignant des constantes qu'on ne supposer jamais négatives, u la distance de M. à OZ et A étan le point de tautochronisme. Forme de la méridienne G cas où l'équation de cette ligne ne renferme que de fonctions élémentaires, (Agrégation, i885.)
Les propriétés caractéristiques des tautochrones et d lignes géodésiques (n°' 159 et 169) donnent facilement solution du problème. Si s désigne l'arc AM de G, T temps que M doit mettre pour arriver en A, la composan
tangenlielle de F doit être égale à xT"'
/ N / L\du iiz^ms (i) -.m(au-hb)-^ z= ^^.
Appelons p le rajon de P et posons
nous tirerons de Téquation (i)
s - \/au^-^- 'i^u — ap^ — ^?Pt cis -. - ('"^ + ?)du ,
D'un autre côté, si la ligne géodésique G coupe sous Tangle i le parallèle qui passe en M, on a (169)
cos i = — , sin i = — •
Mais sinids est l'arc de méridienne correspondant au même accroissement de ii que Tare rf5 de G; on a donc, eu égard aux résultats précédents,
C'est l'équation de la méridienne G; on en déduit, après avoir divisé haut et bas par u — /?,
,,_ dz^ __ {u-\- p){nu^ pj2— (gi^-^ 7.p-\- i^)iC»-
ou
dz^ afa — Om^H- (a— iVa^DH- 9.p)w2-t- f'ia/? -h 3) Pw-f- B«/j
du'^ {:iu-^ OLP -\- 2'p)u'^
Dans le cas général, z s'exprime à l'aide d'intégrales elliptiques; mais les équations (i) ou (2) permettent facilement de discuter la forme de G quand on n!attribue pas à a ni à ^ de valeurs négatives. Considérons, sous la forme (a), le numérateur cp(i^) de^'*; on voit que, si a< 1, <P(m) s'annule pour une seule valeur positive u^ de w, et qu'on ne peut attribuer à 2^ de valeurs supérieures à w^ ; pour u= Uij z' est nul, et l'on a un point de rebroussement R^ si l'on fait décroître u de u^ k zéro, une des valeurs de z croît constamment, depuis la valeur Z| qui correspond à R jusqu'à l'infini, l'autre décroît de Zi à — 00. Nous n'étudierons pas les branches de G qui répondent à des valeurs négatives de u, car G n'a aucun point sur la partie correspondante de S; la partie utile de G ressemble
à une cîssoïde. Si p était >u^^ P serait une ligne isolé sur S, et le problème impossible; mais on pourra évite cette singularité si l'on a le droit de disposer du temps ' et, par suite, de a et p.
Quand a est > i, ^' est réel pour toutes les valeurs pc sitives de u, et, si on le suppose positif quand u croîti de o à 00, ^ variera de — oo à -1- oo ; C sera asymptote à O! et à une droite située à distance finie ; cela résulte de ce qu l'équation (2) donne pour dz un développement suivant le puissances décroissantes de w, de la forme
dz — dul JoL — I H "^ " ■--
La valeur de z pourra s'exprimer par les fonctions alg« briques, logarithmiques ou circulaires lorsque ç( w) perd ses premiers ou ses derniers termes, ou lorsqu'il sera di^ sible par aw -f- a/? -h 2p, ou enfin quand cp(M) = o aci une racine double. La première hypothèse se réalise da^ trois cas :
1® P = o. L'équation (2) donne pour dz la valeur ti
simple y/a — i du\ QsQ réduit à une droite et S à un c6 x: c'est le cas où l'attraction F est proportionnelle à la d tance.
2° a= o; F est constante. L'équation (2) donne
àzz = Zfi^i/ ^^ M^H- i^arcsin ^ -
I /p? ^ i'^P 4- m) y/p 4- 2 y/jpp (/? H- i^) — 2pu^ ^ y 1 u
Cette intégrale compliquée donnera difficilement forme de G; au contraire, l'équation (3) indique nettero^^ cette forme, qui rappelle encore celle de la cissoïde.
3° a = I. On a
u y u-hp -f- '^fi ^
u peut prendre toutes les valeurs positives : la branche utile de G est, d'un côté, asymptote à OZ et se termine, de l'autre côté, par un arc parabolique dont la tangente tend à devenir perpendiculaire sur OZ.
Pour que <p(w) soit divisible par olu-{- cep -h 2^, la forme (i) permet de reconnaître qu'on doit avoir
l'une des quantités a, ^ serait négative, et nous avons exclu cette hypothèse.
C'est encore sous la forme (i) que je prendrai <f (w)pour chercher la condition d'égalité de deux racines de 'j(w) = 0, ou mieux encore de l'équation équivalente
' ^ u^ u -hp
Une racine double annulera /'(w), et l'on aura
ou
Remplaçons le premier membre par sa valeur dans/(w), on aura
La racine double sera nécessairement égale à
et, sî l'on exprime qu'elle satisfait à l'équation (4), on a la condition cherchée
a jD -+- 2 [i / ay? -h fi
Quant à C, elle affecte sensiblement les mêmes forme que nous avons trouvées dans le cas général, suivant qu
Mouvement d'un point pesant sur un cylindre de révolutii
dont l'axe fait l'angle a avec la verticale; pression. (Paris, 187^3.^
d^x . Na: d^y Nv d^z
dt^ * a dt^ a dt^ ^
2. Mouvement d'un point non pesant assujetti à rester sur un cylindre elliptique et attiré vers un point de l'axe avec une fo:H7ce proportionnelle à la distance; discussion. (Paris, 1881.)
z se détermine séparément; des deux autres équations, on tire dx^ c?v^
w^-^di^^'"'''''""'-'^"^'^"-''"^^
a^ dt^ b^ dt^' on posera
ii? = acos<p, y ^- a{i — e*)sin<p.
3. Mouvement d'un point assujetti à rester sur un cône droit ^ attiré vers le sommet 0 par une force réciproque au carré d^ * distance. (Paris, 1875.)
Suivant la remarque du n° 168, si l'on développe le cône ^ ^^ un plan, la trajectoire se transforme en une ellipse dont 0 est- __ foyer; on peut aussi chercher le mouvement dans l'espace à l'a^ du théorème des forces vives et des aires.
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--!•- Même problème, sauf que rattraction varie en raison inverse à\jL cîxibe de la distance. (Paris, 1876.)
S - Déterminer, sur un cône droit, le mouvement d'un point attiré avec une intensité proportionnelle à la n^"""* puissance delà distance vers un plan P mené par le sommet normalement à r a X. e : Vq est parallèle à F ; pression . — Cas de n = i . ( Paris, 1 882}.
/. \^ •—-=vl r-^ -f- 2X2 cot«+i 6 — ,
î4* sin2 6 d'^^ " a2 n 4- 1
N = ^^ cotO -b X« r« sin6 cos« 6.
. Dans ce problème , comme dans les suivants, on emploiera ct^ec avantage les intégrales des aires et des forces vives,
6- Déterminer, sur l'hyperboloïde x^-\'y^ — ^2— ^2^ le mouvement d'un point attiré vers le centre par une force m^X^r] Zq
^st nul et Po> égale à aX /ï, fait l'angle de 60° avec OZ. Calculer la réaction de la surface et indiquer les conséquences du résultat obtenu. (Marseille, i883.)
mr "^ .nr mr
«îf = «^^1/- ' ^^ -"= X2(3a2— r2) == 2X2(«* - «'); ^ <i ornière donne
déc
"'--•^ troisième des équations (i) donne alors N = o : le mobile ît librement Tellipse intersection de l'hyperboloïde avec 1
* * Trouver sur une sphère le mouvement d'un point soumis à ^ force répulsive perpendiculaire au plan P d'un grand cercle . *"^ciproque au cube de la distance; v^ est parallèle à P. Pres- ^*^ sur la sphère. (Caen, 1877.)
dt ' a^ — h'^ a^—u^
35o RECUEIL D*EXERCICES
Posant
a2At(a«— A«)a>«=:[X«H- A«(a«— A«)a>«]A:*, on a
La trajectoire est une ellipse sphérique; l'intégrale des aires
donne
tangil;= ^tang-^a>^
Enfin
8. Même question, sauf que la force est attractive. (Paris, 1879.) Le mobile se précipite ou non sur le plan P suivant que
9. Déterminer sur une sphère le mouvement d'un point pesant M attiré vers un point B, situé à une hauteur b au-dessus du centre, avec une force égale à mX*BM. Achever les calculs quand l'attraction de B sur un corps placé au centre est égale au poids de ce corps; on supposera p© horizontale. (Paris, 1875.)
a«^'î=[PÎ4-2(^>Xî-^)(iî — Zo)](aî-4î«)-pJ(a»-i5j).
On devra discuter cette formule. Dans le cas particulier proposé, X*6 = ^, la force motrice passe au centre, M décrit un grand cercle.
iO. P étant un pôle donné sur une sphère, déterminer, sur cette surface, le mouvement d'un point M sollicité par une force tan-
gente au méridien MP et égale à . ^.,^,,: Vq est normale
à PMq. Équation du côae qui a pour sommet le centre 0 et pour directrice la trajectoire. (Paris, 1876.)
Soit a la valeur initiale de POM ; l'équation du cône est
[(Xa — pj sinacosa)a7-f- pj-5sin*a]* — a*X*(a7*-f-j^«) = o;
OZ ou OP est une des lignes focales de ce cône.
11, Un point M, assujetti à rester sur une sphère et attiré vers
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diamètre OA par une force fonction F(w) de la distance du >bile à OA décrit une ellipse sphérique dont cette droite est un e; déterminer F(m) et la loi du mouvement. (Paris, 1876.)
F(w) est de la forme - — r-r ? et la loi du mouvement est
alogue à celle qu'on a indiquée au problème 7.
12. Mouvement d'un point pesant sur la surface engendrée par révolution d'une hyperbole équilatère autour de Tune de ses
f^mptotes, qu'on suppose verticale. (Paris, 1877.)
3n distinguera le mouvement sur la nappe supérieure et sur la ppe inférieure.
13. Mouvement d'un point pesant M sur un tore dont l'axe est :*tical, la vitesse initiale étant dirigée suivant une tangente au rallèle le plus bas.
Soient a le rayon du cercle générateur; R le rayon de la cirttférence que parcourt le centre G de ce cercle ; ij^ l'azimut du in ZOMG; 6 l'angle de CM avec la verticale descendante:
^'' , 6'«=f.5-— -51^i— --25'a(i-cos6).
(R-hasin6)2' o (R-hasine)2
14. Déterminer le mouvement d'un point M sur un paraboloïde : révolution dont le sommet 0 est le point le plus bas, en sup- »sant :
FM
1** M pesant et attiré vers le foyer F par une force mg r^;
i** M pesant, repoussé par l'axe avec une force proportionie à la distance, Vq tangente au parallèle qui contient F;
** M non pesant, attiré vers F suivant la loi de Newton.
S. Former, en fonction de la longitude ^ et de la latitude X, u.ation différentielle des lignes géodésiques sur un ellipsoïde "évolution aplati.
^^î^ (i-6^)cosnorfXî
^ cos'X(cos*X — cos*Xo)(i — e*sin*X)
^. Lignes géodésiques de l'hélicoïde gauche. ( Voir n** 171.)
^ . Déterminer une surface passant par une horizontale OX et - qu'un point pesant, assujetti à rester sur cette surface et
abandonné sans vitesse en un point quelconque de OX, décrive une hélice ayant pour axe une verticale OZ. (Catalan.)
On posera
x=ucos^, ^— wsin^j', -s := m<j/,
m étant une fonction inconnue de u. Le point se mouvant su
une hélice, -j-j- est égal à — ^- On écrit que les équatioi
générales sont compatibles, et l'on trouve
u dm -+- 2 m du = o,
ce qui détermine la surface.
18. Surface de révolution S telle qu'une de ses lignes géodl. siques G ait, en chacun de ses points M, un rayon de courbure ég~ s mais opposé à celui de la méridienne en M. (Gaen, 1887.)
S sera partout à courbures opposées; soient i l'angle de G a^^ le parallèle en M ; 0 l'angle de la tangente à la méridienne a'^^ OZ; le théorème d'Euler donne, d<j étant l'arc de méridien,
du
„ . ^ , d cosO or cos*/ — , y donc ^
«- cos 0
d cosO . .cosO . - . rf cosfl = cos* i h sm* i
n c* du
du
COS20=: 7,, M* cos*6o — ^'(i -hsin*6o) =
i-hsin>Oo '
S est un hyperboloïde. Pour une ligne géodésique où c serait
remplacé par c', p -- — R.
UVEMENT RELATIF D UN POINT MATÉRIEL
>. Théorème de Coriolis. — Considérons, au point e cinématique, un point M qui se meut relativement système de comparaison S animé lui-même d'un ement donné dans l'espace : on sait que, si l'on a nent égard aux vitesses, le mouvement élémentaire peut, à un instant quelconque <, être regardé comme ant d'une translation et d'une rotation déterminée co r d'un axe instantané 01 passant par un point O L arbitrairement dans S. Coriolis a montré qu'à l'éî t l'accélération absolue y de M est la résultante de iutres : i" l'accélération apparente y^; 2® l'accéléral'entraînement Ye qu'aurait un point lié invariableà S et coïncidant, à l'instant ^, avec M ; 3** une accé- Dn complémentaire cp représentée en grandeur et en ion par le double de la vitesse que la rotation co im- :rait à l'extrémité A d'un segment OA représentant esse relative : cp est donc égal à 20)^^ sin((i), ç^^). des démonstrations les plus simples de ce théorème le à M. Gilbert : en différentiant deux fois par rap- LU temps les relations qui donnent les coordonnées les de M en fonction de ses coordonnées relatives z^ on voit que la projection de y sur chacun des coordonnés est égale à la somme des projections de de Ye et de trois autres termes : il suffît de comparer îrmes avec ceux qui figurent dans la projection de la
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vitesse pour reconnaître que leur somme représente la projection de la vitesse communiquée par la rotation co à un point dont les coordonnées relatives seraient
dx dy dz
""Tt' ^dV ""Tt-
Il résulte de ce théorème de Coriolis que l'accélératio relative est la résultante de l'accélération absolue et de! accélérations y^ et <f prises en sens contraires et recevan alors les noms à! accélération dHnertie d^entratnemen et à^ accélération centrifuge composée. On a l'égalit géométrique
Ce corollaire permet de déterminer directement, p rapport à un système de comparaison S, le mouveme relatif d'un point M, de masse m, soumis à l'action d'u force connue F : ce mouvement est identique au mou ment absolu d'un point M', de masse m, dont la positi par rapport à un système S' superposable à S, mais fi serait à chaque instant la même que celle de M dans Or, la force F' capable de communiquer à M' le mou^vr^. ment que nous venons de considérer est représem.t;^e par m^a\ c'est donc la résultante de trois forces, r^^'y, — m^a — /n<p : la première est la force F qui agit réellement sur M; la deuxième F|, appelée force d'inert/e d' entraînement , est égale et opposée à la force qu'il faudrait appliquer à une masse m. pour lui faire conserver", dans la suite des temps, la même position par rapport à S que M occupe à l'époque t] la troisième F2 est la foré^^ centrifuge composée, égale à 2 W(i)ç^asin(co, Ça)\ elle e 3*" perpendiculaire à l'axe instantané de rotation et à lav:*-" tesse relative, et si, comme en Astronomie, l'observatec» ^ dirigé suivant l'axe représentatif de la rotation voit cell^''
ci s'effectuer de droite à gauche, le même observateur verra F2 dirigée vers la droite de Ça-
Ainsi, le mouvement relatif peut se déterminer comme un mouvement absolu à condition de joindre aux forces qui agissent sur le mobile les deux forces fictives ou apparentes Fji et F2. Si l'on prend pour S un système d'axes rectangulaires Oû^yz, F pourra être déterminée par ses composantes X, Y, Z; les composantes Xj, ¥4, Z^ de F^ se détermineront directement dans chaque cas particulier; celles de F2 seront, en appelant /?, y, r les composantes de Cl),
dz dx \
( dx dy
et l'on aura pour les équations du mouvement relatif <f2.r _. __ I dy dz\
dy dz
^ dt ^ dt
l dz dx \
11 faut remarquer que la force centrifuge composée s'annule dans trois cas : quand il y a équilibre relatif, quand le mouvement de S est une simple translation et quand la vitesse apparente est parallèle à l'axe instantané.
Les théorèmes généraux de la Dynamique s'appliquent aux mouvements relatifs à condition d'adjoindre les deux forces apparentes aux forces réelles. Dans le théorème des forces vives, la force centrifuge composée disparaît, car son travail est nul, puisqu'elle est toujours perpendiculaire à la vitesse relative.
177. Equilibre relatif du régulateur à boules de Farcot, — Cet appareil consiste essentiellement en un
arbre vertical OA {fig» aS) tournant avec une vitesse uniforme co, et soudé à une tige horizontale AC, à l'extrémité de laquelle est articulée la barre CS qui porte l'une des boules ; cette droite doit rester dans le plan mobile OAG. En un point H de la tige CS s'articule une autre tige HB
Fijj. 23 c A
dont l'extrémité B glisse le long de la tige OA et, à l'aide de leviers, modère plus ou moins la force motrice suivant qu'elle est plus ou moins élevée, c'est-à-dire suivant que la tige es fait un angle plus ou moins grand avec la verticale. Il y a une autre tige, symétrique de CS par rapport à OA, qui est aussi reliée à la glissière B. Soient a, / les longueurs AC, CS, 9 l'angle de CS avec la verticale. Admettons qu'on puisse négliger le poids des tiges et traiter les boules S comme des points matériels : pour que le système soit en équilibre relatif, il faut et il suffit que le poids mg d'une boule S et la force d'inertie d'entraînement F| qu'on doit lui supposer appliquée se fassent équilibre en tenant compte de ce que S est assujetti à rester sur un cercle U dont le centre est en C. Le mouvement d'entraînement est ici un mouvement uniforme sur un
cercle dont l'axe est OA; F| est donc une force centrifuge <lirigée suivant la perpendiculaire PS abaissée de S sur OA et égale à mco^PS. Égalons à zéro la somme des projections de F| et de mg sur la tangente à U; il vient, en supposant S et C de part et d'autre de OA,
/na)*(/sin6 — a) cosO — m^sinô = o, ou
(i) /cos6 — acotô— ^ =/(6)=o.
La figure suppose 9 compris entre a et t: — a, a étant le plus petit arc positif dont le sinus est y; pour ces valeurs limites, /(9) est négatif aussi bien que pour 6 = ; d'ailleurs, la dérivée
s'annule quand 0 atteint la valeur ^ dont le sinus est i/ y •
On trouve facilement que sif{^) est positif, ou si
l'équation (i) a deux racines admissibles, l'une entre a et p, l'autre entre ^ et - ; si l'inégalité est renversée, l'appareil ne peut plus être en équilibre relatif dans les conditions où il doit fonctionner.
Soit 6| une racine de l'équation (i) : si l'on donne à co une variation infiniment petite 8co, la valeur de 9 qui convient à l'équilibre varie d'une quantité 80 déterminée par l'équation (i)
(a — /sin3ei)u>-''
^•ï»- ^ LW d^'^' 1 autour d »^^ «ne /«['^^
«^^'^ "'^:. TU^« '^Cif^ ^ ^" '■'de ^ v'^^ ^^nf -«^
,Is a^es ^r ; ioVsVèto^ V^rç^^ ^^.^, e*^ p^-
début à« «*°^ ^ ^ .
SUB LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. SSq
Les constantes A et B se déterminent à l'aide des vaeurs initiales a et c(ù de x et de Vj et, si l'on représente
J i -{- f'^ par /i, on trouve
:: est supposé ]> o ; s'il en est de même pour a, M marche -oujours dans le même sens; c'est encore ce qui a lieu si "i<o et {n — /)c + a>>o; mais, si cette dernière inégalité est renversée, M s'arrête pour une valeur négative de a:, puis revient sur ses pas et s'éloigne indéfiniment : dans cette seconde période, l'équation (i) n'est plus applicable ; il faudrait y changer /en — /.
179. Mouvement d*un point pesant M renfermé dans un tube rectiligne qui tourne avec une vitesse constante iù autour d'un axe horizontal; pression sur le ?M 6e (Agrégation, i85o).
Cherchons lé mouvement de M par rapport à un système d'axes rectangulaires mobiles auxquels le tube soit lié invariablement, l'axe des x coïncidant avec l'axe de rotation, et l'axe dçs z avec la perpendiculaire commune à cette droite et au tube.
Soient a la plus courte distance OA; <f l'angle du tube sivec OX; r la distance AM du mobile au point où le tube coupe OZ; m la masse de M. Si l'on commence à compter le temps à partir du moment où OA est en sens contraire de la pesanteur, le poids du mobile aura pour composantes
X = o, Y = — m^sino)^, Z = — m^costo^.
XjCs composantes de la force d'inertie d'entraînement sont Xi=o, Yj — mto^y = /nw^r sincp, Zi=/nato*;
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en fin la force centrifuge composée sera parallèle à Taxe des
;s, égale k7.miù -TT sincp, et, en supposant cp aîgu et positif,
dr du même sens que OZ quand ^ < o. On pourra décomposer
Y et Yi en deux forces, les unes suivant l'axe du tube, les autres perpendiculaires ; les deux premières sont les seules forces tangentielles et ont pour somme (Y H- Y^ ) sincp. L'équation différentielle du mouvement est donc
m -j— = mtsi^r sin'cp — mg sinw^ sincp;
c'est une équation linéaire à second membre, dont l'intégrale est
S" sin CD w2(i -hsin^çp)
On détermine A et B par les valeurs initiales de r et de -;- :
* at
4 r» / A T>x • ^ sin CD ,
Ah-B =ro, (A — B)wsincpH -^ ,-i-— = r'.,
^ ^ ^ w(i-i- sin^cp) "
En général, A est différent de zéro, et le mouvement finit par avoir lieu toujours dans le même sens et avec une vitesse de plus en plus grande. Si A et B étaient nuls, ce qui exigerait
^ sincp
To =0, To = —--^ r-4 j
' " w(i-f-sin«cpj
le mouvement serait simplement oscillatoire.
La pression exercée sur le tube est égale à la somme géométrique des composantes, normales au tube, de la pesanteur et des forces apparentes ; sa projection sur OZ est
dr
maj^a — mg costal — 2/nw -^ sincp;
Drojection sur le plan des xy, estimée suivant la direc- 1 qui fait avec OX l'angle cp -h 90°, est
mw^rsincp coscp — mg sintat coscp.
V. est différent de zéro, ces projections augmentent indément avec le temps.
1 est remarquable que le mouvement relatif ne dépende nt de a; la force centrifuge augmente avec cette quan- , mais non pas sa projection sur Taxe du tube. En sup-
;ant <p z= -, on aura le cas d'un tube qui décrit un plan
tical en tournant autour d'un point du plan ; il n'y a pas simplification essentielle .
80. Mouvement relatif d'un point pesant assujetti ester sur un plan incliné P qui tourne avec une vire constante (o autour d'une verticale.
e prends pour axe des z Taxe de rotation, pour origine ►oint O où cette droite perce le plan, pour axe des ûo mzontale OH du plan; l'axe des ^ sera horizontal et pendiculaire à ZOH.
Soient i Tinclinaison constante du plan P sur l'horizon, 5a réaction comptée positivement au-dessus de la sur- 2, 1 la masse du mobile M; il suffît d'écrire les équais générales du mouvement relatif
d^x . dy
d'^y « i^T • • dx d^z _,
5i l'on remplace z pary tangi et qu'on élimine N entre équations (2), on a une équation qui, avec (1), indique nment se meut la projection horizontale de M :
d^y - _ . ... dx ,
dt^ J ° dt
Pour intégrer les équations simultanées (i), (3), on p(^ s&
or
X = c''*, y = \e^*-\- -^ tangt,
r et )w étant des constantes qui vérifieront les équations
r*= co'h- arcoX, Xr'= Xw'cos't — arwcos'i. On en tire
(4) X= et r* — (i — 3 cos' 0 '*' W H- a>* cos' t = o.
Cette équation admet quatre racines, deux à deux égaler ^t
de signes contraires ; r^ sera réel quand cos^ i sera < -; 1 ^s
signes que prennent dans ce cas les coefficients da la
seconde équation (4) prouvent que les deux valeurs d^ r sont > o, et les quatre de r réelles. Les intégrales cJu mouvement ont la forme
'^ V=-^tangiH (Aea*— A'ô-a*)^-....
En général, a; et y augmentent indéfiniment, à moins c|^e A et B ne soient nuls; faisons dans les équations précédentes et leurs dérivées A, B et f nuls :
^ ^ 0)2 aaw apo)
En éliminant A' et B' entre ces quatre équations, ^^ aura deux conditions auxquelles doivent satisfaire les données initiales du problème pour que ce mouvement paï*^^'
ier ait lieu; le mobile tendra vers le point E po\ir uel
point serait d'ailleurs une position d'équilibre relatif.
Juand cos^i> -» les racines de l'équation (4) sont
iginaires, et les intégrales du mouvement, avec des istantes réelles, prennent la forme
^ = ea* ( A cos p ^ -f- B sin ? ^) H- e-^^ ( A' cos ^ ^ -+- B' sin p t ), y = -^ tangiH
+ (B«-Ap-<o.^±^P)si„p.]+.
général, A et B ne sont pas nuls, et, pour des valeurs 5 grandes de i, les parties principales de ^ et ^ sont de orme
X = ae^^ cos(^t -f- A), y= a'e^^cos{^t-^ A');
s définissent un mouvement en spirale : le rayon teur augmente indéfiniment, et l'angle polaire croît
2 7C dans le temps -q- • Si A et B sont nuls, le mobile
ci vers la même position limite que dans le premier y mais il n'y arrive qu'après une infinité de circonvoons.
-iC cas de cos^î = - se déduirait des formules (5) par la
thode que d'Alembert applique à l'intégrale d'une équai linéaire dans le cas où l'équation caractéristique a des ines égales. On peut aussi faire tendre dans les forles (6) p vers zéro, cos p t vers i , sin P ^ vers P t, et poser
B p = C, B' p =: C ; on trouve à la limite , a étant — >
a? =(A -^Ct)e<^f-h{A'-+- C't)e-^f, ^=f,tang.-H[Aa-HC-5(Aa-C)H-C?^.]£'
>-OLt
Le rayon vecteur augmente, en général, indéfiniment, mais sa direction tend vers une limite déterminée.
Le cas où i= - , c'est-à-dire où le plan contient l'axe
de rotation, doit se traiter à l'aide des équations (i) et ( 2); comme y et ses dérivées sont évidemment nulles, elles se réduisent au système très simple
d^x , _, dx d^z
Les intégrales sont, en tenant compte des circonstances initiales,
x= — ^ e«'H ? e-w', z^^Zo-^-Zot s^t^.
La trajectoire relative a une branche infinie dont la tangente tend vers l'horizontalité, mais elle n'a pas d'asymptote.
181. Un point matériel libre M est attiré vers un point O d'un plan horizontal par une force fonction de la distance F = <p(r) ; il se meut de manière à se trouver constamment sur une spirale logarithmique S qui aurait son pôle en O et tournerait autour de ce point avec une vitesse constante w. Déterminer la loi de la force F et la nature de la trajectoire, (Paris, 1874)
Il est naturel de traiter ce problème comme une ques- :.ion de mouvement relatif, bien qu'il soit possible et même plus court d'employer d'autres considérations. Si nous imaginons un plan horizontal qui tourne autour de O avec la vitesse w, nous savons que la trajectoire relative est la spirale
L'axe polaire est le rajon vecteur initial OA, dont la Ion-
gueur est a ; et [jl, <; -» désigne l'angle sous lequel la courbe
coupe ses rayons vecteurs. Supposons que la rotation w ait lieu dans le sens où croît 6 et que la masse de M soJt l'unité ; les forces apparentes sont (o'r, dirigée suivant OM, et
2(1) -j-, perpendiculaire à la tangente, de manière à faire
avec OM l'angle [jl. Écrivons les composantes de l'ac-
célération suivant OM et suivant sa perpendiculaire :
. . i d ^ d^ ds
'' r dl dt ^ dt'
liais rf5cos[jL= rf/-, et (2) donne
î est l'équation des aires par rapport à des axes fixes. Si on y remplace r M par tang[jL dr^ on en déduit
3) rtangj.^ +0)^2=0, - = (^--0)^^001^.,
df^ ^\r'^ J dt r \ r'^
L'équation (i) donne, en tenant compte de ce qui précède,
— — a>2 r cot' [JL.
sin* [X r^
L'action du point O se compose d'une attraction en raison inverse du cube de la distance et d'une répulsion proportionnelle à cette distance.
La loi du mouvement s'obtient en intégrant la seconde équation (3), où les variables se séparent :
, c — a^tii
2W^C0tLI. = L — •
' c — r^isi
Pour avoir la trajectoire absolue, en y représentant par ç l'angle polaire, écrivons
d'où
oyt = (^ — 0 = cp — tang {xL - >
(4) 2cpcotii-L-=L- — -^, rî =
La seconde équation (3) montre que, si h est la valeur
dr initiale de -j- > at
c ~ aA tangfjL-+- a^ta.
Quand c]>a2a)ouA>o,<p peut varier, dans la courbe(4),
de — 00 à + 00, r croissant alors de zéro à i/ - ; h étant > o ,
le mobile s'éloigne de son point de départ A pour tourner indéfiniment dans un cercle dont il s'approche de plus en plus.
Quand c est compris entre zéro et a-w, <f ne peut varier e de la valeur négative qui annule le dénominateur (4)
squ'à 4-00; 7' décroît de 00 jusqu'à l/-; la courbe est
^mptotique à un cercle et à une droite qui passe par le
le ; mais c'est du côté du cercle que le mobile se diri-
ra.
Enfin, quand c << o, <p peut varier de — 00 jusqu'à la
leur positive qui annule le dénominateur, r allant de zéro
l'infini ; mais le mobile ne décrit que la portion de courbe
li se rapproche du pôle.
Pour c = o, la trajectoire est une droite, et pour c = a^ lù
3st un cercle; mais, malgré la variété des cas examinés,
us n'avons pas le mouvement le plus général que puisse
oduire la force f (r) dans toutes les circonstances.
I 82. Un trièdre trirectangle OXYZ tourne avec une Gsse constante w autour de son arête OZ qui est ver- 3t/e, entraînant avec lui un plan P qui passe conrnment par OY et fait avec OXY un angle a dont la
^^ente esti/ -* Deux points pesants, A, B, de masse
citssuj ettis à rester, le premier sur OX, Vautre sur le CTi P, s^ attirent avec une force égale à aw^AB : il n'y ^€LS de résistances passives. Mouvement des points A, *<ir rapport au trièdre : conditions pour que la tratoire relative de B soit une parabole, (Agrégation,
-^es forces d'inertie d'entraînement sont des forces cen-
uges, perpendiculaires sur OZ et, comme les axes de
înparaison tournent toujours autour de OZ, les expres-
ris des composantes de la force centrifuge composée
II très simples. Si l'on désigne par u l'abscisse de A, par j^, z les coordonnées de B, on a immédiatement les
équations du mouvement relatif sous la forme
dt^
d^ X dv
dt^ ^ ' dt ^
fjl% V dx
-j-^ = — g — 2w*z4-N cos a.
En ajoutant la seconde à la quatrième multipliée par tanga, on forme une équation qui ne renferme plus N; il
suffit d'y remplacera para: tang a, tanga pari/- et ^ tanga
par A, pour avoir, après de simples réductions, les équation du mouvement relatif
,. ^ d^x ,_ r.« . dy ,
/ox ^^y o dx
Pour intégrer ces équations, je commence par éliminer, à l'aide de différentiations, y entre (2) et (3), puis x entre l'équation résultante et l'équation (i); on trouve
a^6 a<* dt^
On obtient sans aucune difficulté l'intégrale de cette équation :
W trr G cos O) ^ H- G' sin 0) ^
-t Ecoso)M/ — -i-E'sino)^4 / — --h2F^-f-2F'
.Ai ^, . ^^ Ai
L'équation (i) nous donne alors la valeur de x
a? = — - E cos w ^ 4 / -7-
— -E'smw^i/ -7 hF^-f-F' —
5 y/ 5 21 2ito2
Enfin, si j'élimine -^ entre l'équation (3) et la dérivée
! l'équation (2), je trouve
^d^x . .dx , . du , ,
je puis former l'expression de j
\ y = G'coso)^ — G sinto^-h E'4 /— costo^l /^
-Ey/Hsinco.^^
^ht _ 2F
Les constantes introduites par l'intégration se détermint à Taide des valeurs initiales de Xj y, u et de leurs rivées premières^ mais, quelles que soient ces constantes, ist bien remarquable que les valeurs absolues de or, r, u gmentent toujours indéfiniment. Dans le cas général, le >uvement de la projection de B résulte de trois autres :
i^ Un mouvement sur une parabole du second degré;
a*^ Un mouvement oscillatoire, dont la période est — > * une parallèle à OX;
"* Un mouvement elliptique dont la période estl / -'«
Pour que le mouvement de B soit simplement parabo- ^le, il faut que les constantes G, G', E, E' s'annulent;
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les intégrales (4), (5), (6) deviennent
(7) u= hîiF^4-2F',
(8) ^ = _:^'+F< + F'-^, y=ihi-^.
•Il 2IU>2 "^ 2IW t3i
Si, dans les équations (7) et (8) et leurs dérivées relatives au temps, on fait ^ = o, iJ vient
ih 2F
ui = 2F, .;i = F, ^i=;ni-
Pour que ces équations, ne renfermant que deux arbitraires F et F', soient compatibles, il doit exister quatre relations entre les données initiales :
Wo= 23*0 -f
2iaj2
Si Ton élimine t entre les équations (8) et si Ton remplace F, F' par les valeurs tirées des deux premières équations (9), on trouve pour l'équation de la parabole décrite par la projection de B
l'axe de cette parabole est toujours OX et son paramètre est le même dans tous les cas.
On pourrait intégrer les équations (i), (2), (3) en formant une série de combinaisons intégrables, ou en négligeant d'abord 2/2, cherchant des intégrales particulières de la forme
et faisant varier les constantes pour tenir compte de ih\ on trouve pour déterminer r une équation qui a deux ra-
luUes et, au point de vue de l'Analyse, je recommande zul au Lecteur.
. Mouvement apparent d'un point pesant à la ce de la Terre.
is les questions d'équilibre ou de mouvement relatif rps naturels à la surface de la Terre, on peut ne pas iéter du mouvement de translation autour du Soleil; e part, l'attraction terrestre et la force d'inertie d'entiient correspondant au mouvement diurne se comt en une seule force, le poids du corps; si donc nt compte de la pesanteur, on n'aura plus qu'une apparente à introduire, la force centrifuge com-
Qons pour axe des x la tangente à la méridienne 3 vers le sud, pour axe desj^ la tangente au parallèle ; du côté de l'est, pour axe des z la verticale ascen- ; l'axe w de la rotation diurne est dirigé vers le nord
1 à = 0,0000729; ses composantes suivant les
oordonnées sont, \ désignant la latitude boréale de
ne A,
p= — to cosX, ^=0, r=u>sinX.
équations du mouvement relatif d'un point de- ;nt
(P-x ^ . ^ dy
m—r-r = X-}- irrusi smA -h->
df^ dt
(. ^ dx ^ dz\
sinA —=- -\- cosA -j- \
d'^Y ^T I . ^ dx ^ dz
df^
m —rr =— ^g -^ Z H- 2wa> cosX-jj»
dt^ dt
îrchons le mouvement d'un point libre soumis à la action de la pesanteur : soient a. 6, c les composantes
de sa vitesse inilîale : les équations (i), dans lesquelles on supposera X, Y, Z nulles, admettent pour intégrales premières
dx ^7.) —= a4- 2 tocsin X,
(3) ^ =z b — 2w(a?sinX 4-^cosX),
(4) -j- =c — ^^-h^w^cosX.
Les résultats obtenus en intégrant ces équations par approximations successives sont trop connus pour que je les reprenne : je vais seulement interpréter géométriquement les intégrales rigoureuses. Posons
arsinX -h 2 cosX = Ç, -ssinX — a?cosX = Ç;
Ç, y et Ç sont les coordonnées du mobile M quand on prend pour axes : 1° la projection de Ax sur un plan parallèle à Téquateur, 2° Aj^, 3° la parallèle à l'axe du monde menée par A vers le pôle nord. On ajoutera membre à membre les équations (2) et (4), après les avoir multipliées par sinX et cosX ou par — cos)^ et sinX, et on aura, pour déterminer le mouvement,
^ =a — ^^cosXH-2u>y, ^ =6 — 2a>Ç, -^ =7 — ^^smX. Les intégrales sont, en supposant Ç, y, Ç nuls pour i=Oj
t = — • — ~ — — 1(1 — cos2w^) H sm2a)f,
/Ç-^cosX — a / h jo'cosXX . a
h( ^ — -— sin2a>;H cos2w^,
\2aj l^tsy' ] 2W '
Ç = Y ^ gt'^ sin X.
parties non périodiques de Ç, y, Ç correspondraient ouvement parabolique, les parties périodiques à un ment circulaire : on peut donc dire que M parcourt ouvement uniforme un cercle parallèle àl'équateur, :jue le centre de ce cercle décrit une parabole située a plan parallèle à Taxe du monde et à la ligne est- La projection de M sur Téquateur décrit une cj'cloïdc rcie ou allongée suivant que l'on a
résultats précédents ne s'appliquent point, dans la le, à des mouvements d'une grande étendue, car, î cas, on ne peut plus regarder la pesanteur comme lie en grandeur et en direction. Si la Terre agissait une sphère formée de couches concentriques et ènes, le mouvement absolu d'un point au-dessus de ice terrestre serait analogue à celui d'une planète et vement relatif qu'on en déduirait aisément s'écar- ►ien vite de celui que nous avons décrit.
Pour un point qui pénètre à l'intérieur du globe, n puits, par exemple, le mouvement relatif peut ir aisément si l'on regarde la Terre comme un ellipomogène. Menons par le centre de la Terre des axes les à AÇ, Ay, AÇ, et soient X, Y, Z les coordonnées ar rapport à ces axes. Les composantes de l'attrac- ; l'ellipsoïde sur un point intérieur sont, on le sait, orme — /?^X, — /?^Y, — q^X et les équations du ment relatif sont
d^^ , « «v»r dY
dl^
= — gr2Z.
L'intégrale de la dernière est bien connue et on peut élégamment intégrer les deux premières en les ajoutant après avoir multiplié tous les termes de la seconde par /, ce qui donne
équation linéaire dont on sait former l'intégrale : les constantes arbitraires sont déterminées par les circonstances initiales et l'on n'a qu'à séparer les parties réelles et les imaginaires pour avoir X et Y. Dans le cas simple où M part sans vitesse du point A dont les coordonnées sont Xq, o, Zo, on trouve
X = — |(/> -t- w ) cos(/? — 0))^ -f- (/? — a>) cos(/? -^ 0))^],
Y= -^[(/?-H««>) sin(/? — o))^— (/? — a>) sin(/? -mo)^],
Z = Zocosçr/.
On aura immédiatement les coordonnées Ç, y et Ç, qui ne sont autres que X — Xq, Y, Z — Zq, et si on les développe suivant les puissances de t^ on trouve
Mais — (/?2 — (o2)Xo et — ^'^Zq sont précisément les composantes du poids en A, et Ton a
(/?2— a)*)Xo= ^cosX, 5''Zo= ^sinX.
Si l'on remplace p'^ et q^ par leurs valeurs dans les équations (5), on aura Ç, jk et Ç en fonction de quantités connues et on pourra revenir aux coordonnées x^ y^ z,
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r lesquelles on trouvera
^ = -g(jit^ cosX -4-. . .,
.a valeur de x peut se simplifier : si l'on désigne par R » le demi grand axe et l'excentricité de la méridienne estre, on trouve, en partant de l'équation delà normale îUipse,
cosX sinX c' y . . „^
diffère peu de ito^ et la valeur de x devient
our une hauteur de chute A on a une déviation ntale
=i"Vî
— cosX, ne déviation australe
ff = -r — sin2A.
f expériences de Reich, qui ont donné, pour un corps
bant librement, une déviation orientale moyenne très
>ine dee, ont accusé une déviation australe un peu plus
ide, tandis que o- est alors insensible*, M. Gilbert a
elé l'attention sur cette anomalie et sur les écarts
rmes que présentent les résultats obtenus par Reich. Il
L bien remarquer que l'écart entre l'extrémité B du fil
à plomb suspendu en A et le point de chute C d'un mobile partant de A doit être ^ <t. J'ai examiné la question dans les Nouvelles Annales (i883), mais on peut en rendre compte en quelques mots : prenons sur la normale en A une longueur AH = A; au point H, la direction de la pesanteur n'est plus AH comme en A, mais elle s'est rapprochée de l'équateur d'un angle sensiblement égal à
AOH; la mesure de l'angle OAH est environ -e* sina). et,
en prenant les arcs pour les sinus, on a
h he^ h
AOH = rr-OAH = — rr-sinaX = - w^siiiaX;
AB prend la direction de la pesanteur en H ou en B, et le
point B vient à une distance sin2X au nord de H et
BG est égal à 70-, mais c'est encore incomparablement moindre que la déviation observée par Reich et de nouvelles expériences seraient désirables.
1. Déterminer, en se fondant sur le théorème de Goriolis, les composantes, suivant le rayon vecteur et sa perpendiculaire, de l'accélération d'un point qui se meut dans un plan.
2. Montrer que la suraccélération d'un point animé de deux mouvements est la résultante des cinq grandeurs suivantes :
1° La suraccélération relative;
1° Celle d'entraînement;
3* 3w2pasin((o, Ça\ située dans un plan parallèle à Taxe de la rotation instantanée d'entraînement a> et à la vitesse relative p^, mais orthogonale à Va'i
4° 3PaYa) sin(Ya)> ^a) perpendiculaire sur p^» et sur l'accélération angulaire y^);
5* So^Ya sin((o, y^,) perpendiculaire sur a> et sur ^a* (Resal.)
On pourra employer la méthode de M. Gilbert, rappelée n* 176 et on invoquera le théorème de Rivais sur les accélérations dans un solide.
. Soient AA' une horizontale qui tourne avec une vitesse conite a> autour d'une verticale fixe OZ; déterminer les positions [uilibre relatif d'une barre pesante et homogène dont les extréés P, Q sont assujetties à rester, l'une sur OZ, l'autre sur AA'.
(Caen, 1881.) oient ; i la masse de la barre, 2c sa longueur, 6 son angle c OZ, cp l'angle de sa projection horizontale avec AA', a a la 5 courte distance de AA' à OZ.
.es forces d'inertie d'entraînement ont une résultante w'csinO
tle point d'application est aux — de PQ. On écrit les six équa-
is d'équilibre avec les réactions et on trouve deux solutions :
I* 9 = -, sinO = -:
20 cosO=-;^, si -^ <::^ci—a^.
4ca>- ^ti)^
. Mouvement relatif de la barre considérée à l'exercice préent, en supposant que A A' rencontre OZ. (Bordeaux, 1880.)
— — 0;*=(cosO — cosOo) -^ — w2(cosO-4-coseo) .
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>n remarquera le cas où PQ s'écarte peu d'une position d'équie.
- Mouvement d'un point pesant enfermé dans un tube circulaire
ruant avec une vitesse constante w autour d'un de ses dia-
:.res, qui est vertical : discussion complète en supposant que le
ntsoit d'abord immobile par rapport au tube.
>ans le cas particulier, 6 mesurant l'écart avec la verticale des-
dante,
-7-1 = a)*(cosô — cosa)( — /Vr — cosa — cos6 ),
jj~^jr — cosa = k est > I, 6 varie de a à — a; pour A* = i, 6
îve à zéro après un temps infini; si A:< i, le mobile oscille de 't- et d'autre de la position d'équilibre sans atteindre la verticale centre.
• Mouvement d'un point M posé sur un plan horizontal par-
faitement poli et attaché par une tige de masse négligeable à un point A qui parcourt uniformément une circonférence située dans le plan donné. Cas où le rayon est égal à AM et le point M, à l'instant initial, est en repos absolu sur le prolongement du rayon OA. (Caen, 1879.)
On peut chercher le mouvement relatif à des axes de direction constante passant par A; si AM = a fait l'angle 6 avec OAo, on a
O'-j-j = R'o2sin(o)^ — 6);
on pose, pour intégrer,
Si R = a et Po= «(w-t- OJ,) — o, —~ = î?,wcos- 61.
7. Mouvement d'une bille pesante enfermée dans un tube droit qui tourne autour d'un de ses points dans un plan vertical; il y a frottement et résistance de l'air proportionnelle à la vitesse. (Lille, i885.)
-^ =^cosa)^-4-a)2r-2A:^- -^>^'
dr . .
tant que -7- >o; l'équation ne conviendra pas toujours.
8. Mouvement d'un point non pesant sur une parabole qui tourne uniformément autour de son axe et dont le foyer attire le mobile proportionnellement à la distance. (Besançon, 1884.)
9. Mouvement d'un point M non pesant enfermé dans un tube droit horizontal animé d'un mouvement hélicoïdal uniforme autour d'une verticale OZ qui attire M proportiounellement à la distance. (Grenoble, i885.)
10. Une bille pesante M est enfermée dans un tube rectiligne OA qui peut tourner autour d'une verticale OV avec laquelle il fait un angle constant 6; comment doit varier la vitesse o) avec laquelle tourne le plan AOVpourxjue OM soit delà forme A:(^H-a)', k et a étant constantes? Quel serait le mouvement de M si les conditions initiales étaient quelconques? (Agrégation, 1879.)
►M doit satisfaire à l'équation
-^-- — 0)2 r sin2 G — g cos 0 = o ;
n' f/. N. • • 2/-—^ cos
est vérifiée par r = k(t h- ar si a>' = -z — . ^., , -• Aprtu
^ ^ A:sin2Ô(^ -f- a)2 *
Lr remplacé w* par cette valeur dans (i), on posera, pour in-
*er dans le cas général, r = /c{t -\- a)' H- p, d'où
d^p ik — ircosO ., N f T^/ ^ •
^- k^tl.f P=°' p = A( « + »)".'+ B(.-^«)».-,
.,,,,. . . 2A-— ^cosO m racines de 1 équation /n( 771 — i) = ^ •
1. Un plan P tourne avec une vitesse constante w autour d'un OZ qu'il rencontre en O et avec lequel il fait un angle a dont
iînus est -; déterminer, dans le plan P, le mouvement d'un
it M non pesant, attiré vers 0 par une force mtu^OM. (Gaen,
n peut prendre des axes analogues à ceux du n" 180,. ou ndre pour axes la projection Ox de OZ sur P, Oy perpenilaire à Ox dans le plan et Oz perpendiculaire au plan :
/?= (usina, ^ = o, r = a>cosa
on trouve
(P'X % dy 8 . d^y ^ dx
-r— — - (O -^- H — (o'a? = o, -y4- -t- « w — ,- = o, dt^ 3 dt g ' dt^ 3 dt
ntègre d'abord la seconde équation une fois et l'on calcule x.
2. Montrer qu'un point pesant lancé suivant la verticale ascente et montant à une hauteur h éprouve vers l'ouest une déviaquadruple de la déviation orientale qu'il aurait en tombant
^e hauteur h.
»• Déterminer, en tenant compte de la rotation de la Terre, le 'vement relatif d'un point placé sur un plan horizontal par- *ttient poli et lancé avec une vitesse Pq* (Bourget.)
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• Le point parcourt uniformément un cercle de rayon "
2(0 SlilA
14. Montrer que, si l'on tient compte de la rotation diurne, le pendule sphérique ne peut jamais décrire un cercle horizontal.
L'équation des forces vives montre que la vitesse serait constante : X el y seraient de la forme pcosjji^, psin{jL^; si on les substitue dans les équations du mouvement, avec dz = o, les deux premières donnent pour la réaction de la sphère une valeur constante, la troisième une valeur variable.
MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS
"183. Pour connaître le mouvement que doit prendre, so la s l'action de forces données, un système de points materai els assujettis à des liaisons plus ou moins nombreuses, il suffirait de déterminer le mouvement de chacun des points en adjoignant aux forces données celles qui représexiteraient reffet des liaisons : on aurait toujours autant ^'^cjuations que d'inconnues. Mais souvent un petit ^c^rnbre de données suffisent pour déterminer la position dix système considéré et on peut les obtenir en appliquant les théorèmes généraux, sur lesquels je vais seulement dc^riner quelques explications : il s'agit, dans chaque cas, d^ choisir les variables propres à déterminer le plus simploment la position du système mobile et les théorèmes S^ïxéraux dont l'application n'introduira pas d'inconnues ^ï^vitiles.
Je signalerai d'abord le principe de d'Alembert qui ra- ^^*^^ne la Dynamique à la Statique : il conduit directement ^ ^eux théorèmes d'une grande importance sur les quan- ^^t^s de mouvement : je rappelle que la quantité de mou- ^^^ «lient d'un point est une grandeur géométrique suscep- ^^-fc^le d'être représentée par un segment de droite égal ^ ^Tiv et dirigé suivant la vitesse, en sorte que l'on peut, P^x convention, appliquer à ces quantités les définitions ^ les opérations qui se rapportent aux forces.
Cela posé, la dérivée par rapport au temps de la somme
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des projections des quantités de mouvement sur un axe est égale à la somme des projections des forces extérieures appliquées au système : la dérivée de la somme des moments par rapport à un axe est égale à la somme des moments des mêmes forces. Ces théorèmes fournissent précisément six équations distinctes qui correspondent aux six équations de l'équilibre. On en a donné quelques interprétations remarquables : celle qui se rapporte au mouvement du centre de gravité et au théorème des aires est bien connue; M. Resal en a donné une autre, aussi élégante qu'avantageuse. Si l'on compose les forces extérieures comme des forces appliquées à un solide invariable, on a une résultante de translation R qui passe par un point O et un couple dont l'axe est une droite K; soient OP et OG la résultante des quantités de mouvement transportées parallèlement à elles-mêmes en O et l'axe du couple résultant de cette translation comme s'il s'agissait de forces : les vitesses des points P et G sont respectivement représentées, en grandeur et en direction, par les droites R et K. On sait que l'axe OG est perpendiculaire au plan du maximum des aires.
Vient ensuite le théorème des forces vives qui sufiSt souvent pour déterminer le mouvement du système lorsque ce système est à liaisons complètes, c'est-à-dire que sa position dans l'espace peut être définie par la valeur d'une seule quantité. Mais ici les forces intérieures peuvent intervenir : si la distance de deux points qui s'attirent avec une force F croît de di\ si un glissement d'étendue dr a lieu entre deux parties du système en développant une force de frottement F, il se produit dans les deux cas un travail égal à — Fûfr, qui n'existe plus s'il n'y a point de frottement ou si la distance des points qui s'attirent ne varie pas.
Quand un solide tourne autour d'un axe OZ avec une
vitesse (0, sa force vive est égale au produit de w^ par le moment d'inertie autour de OZ; nous étudierons plus loin les moments d'inertie : il suffira, dans ce Chapitre, de savoir que, pour une droite homogène de masse M et de long« eiir 2 a, le moment d'inertie autour d'une perpendiculaire
en son milieu est -Ma^; le moment d'inertie d'un cylindre
droit autour de son axe est - MR^ ; enfin le moment d'inertie
d'iiii corps quelconque autour d'une droite OZ est égal au "moment autour de la parallèle à OZ menée par le centre <ie gravité G augmenté du produit de la masse du corps par* le carré de la distance de G à OZ.
1 86. Généralisation du théorème de Kœnig,
D'après le théorème de Kœnig, la force vive d'un syst-ème matériel est égale à la force vive qui correspond au nri oxivement relatif à des axes de direction constante passant par le centre de gravité G, augmentée de la force vive d.'viiie masse égale à la masse totale M et concentrée au point mobile G. M. Gilbert a déterminé les points A qu'on pourrait substituer au point G, dans le cas où le système lïiobile est un solide S. Soient x^y^ z, v les coordonnées ^t la vitesse absolues d'un point de masse m appartenant ^u système; X, Y, Z, V celles du point A; x'y y\ z\ v^ les ^coordonnées et la vitesse de m relativement à des axes me- ^<^s par A parallèlement aux axes fixes; a, p, y les coordonnées relatives de G : on trouve, en ayant égard aux propriétés du centre de gravité,
^oxir que le théorème de Kœnig s'étende au point A, il
faut et il suffit que la dernière parenthèse s'annule ou que V soit perpendiculaire à la vitesse relative u de C. Soient OM Taxe du mouvement hélicoïdal de S ou axe de Mozzi, AP la parallèle menée par A : u est normale au plan APC; ce plan doit donc contenir V; or V est la résultante d'une vitesse de glissement parallèle à AP et d'une vitesse normale au plan OMAP; la première composante étant dans le plan APC, la seconde doit y être également : donc les plans APC et APOM doivent être perpendiculaires. Le lieu du point A est un cylindre droit ayant pour génératrices opposées l'axe de Mozzi et la parallèle menée par le centre de gravité.
Le calcul conduit au même résultat. Soient/?, q, r les composantes de la rotation instantanée de S, a, b, c celles de la vitesse absolue de C : les composantes de u seront gry — r^, /-a — py^p^ — 7^? et celles de V,
La condition pour que le théorème de Kœnîg s'applique au point A est donc
(1) 2(5rY-rP)(a-^Y + ^'P) = o.
Les coordonnées du point A, par rapport à des parallèles aux axes fixes menées par C, sont — a, — p, — y; l'équation (i) exprime donc que le lieu du point A dans S est une quadrique dans laquelle on reconnaîtra le cylindre de M. Gilbert. Un calcul analogue donne un hyperboloïde pour le lieu des points qui partagent la propriété du centre de gravité relative à la somme des moments des quantités de mouvement.
Principes des forces vives.
187. Mouvement d'une chaîne pesante, très mince ^ mais non homogène, enfermée dans un tube dont la for me
elle d'une cycloïde située dans un plan vertical avec use horizontale et le sommet en bas, (Puiseux.)
suffit de connaître le mouvement d'un point de la ae, par exemple du point A qui est le centre de gravité id la chaîne est en ligne droite. Le principe des forces > va nous donner notre unique inconnue : d'ailleurs la ion des parois du tube sur la chaîne est en chaque t normale au déplacement et son travail nul; la chaîne : parfaitement flexible et inextensible, les forces inté- •es ne donnent pas non plus de travail, et l'on ne doit • compte que du travail de la pesanteur, enons pour axes des x et des j^ la tangente et la nor-
au point le plus bas de la cj^cloïde, et appelons a le Q du cercle générateur, s l'arc de courbe à partir de jine; on sait que s'^ = Say. Soient r la valeur de s au t A, £ la densité au point M tel que l'arc MA soit égal V la vitesse de la chaîne, m sa masse. Si l'on suppose esse initiale nulle, le théorènie des forces vives donne, Qtégrales étant étendues à toute la chaîne,
s = r H- /, et / ne varie pas avec le temps ; donc
►, A étant le centre de gravité de la chaîne rectifiée, fudl = o, et %î= ;^ (rj— rî).
oint A se meut donc comme s'il était isolé, et toute la ae participe à ce mouvement tau tochrone bien connu. )ur avoir la tension T en M, je considère la partie MP i chaîne qui se trouve au-dessus : soient A' le point qui
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serait le centre de gravité de MP rectifié, arc OA' = r', m! la masse de MP, /' la distance rectifiée d'un de ses points à A'. Appliquons le théorème des forces vives à un déplacement infiniment petit de MP; on a, en prenant l'intégrale le long de MP,
f^ 1 m'pî = — T dr'-\- gd Çzi^y^^y) dU = --Tdr'^^d(r',^-r'^),
D'après la seconde équation (i),
, I , gr dr
dr étant égal à dr' ^ on a
La tension est indépendante du temps et toujours négative, c'est-à-dire que la chaîne tend partout à se replier et à se raccourcir.
La pression N dl exercée par un petit élément MM' sur le tube s'obtient en évaluant la force centripète pour cet élément; soient p le rayon de courbure de la cycloïde, a l'angle de ce rayon avec la verticale ; la projection de la tension en M' sur la normale en M est sensiblement égale
à T — : on aura donc
zdl — = ^dl — gzdl cosa -{- T — , N = h £'ecosa.
N est toujours positif : c'est dire que le fil appuie toujours sur le côté concave du tube.
188. Un fil flexible et inextensible est enroulé sur un cylindre mobile autour d'un axe horizontal, et porte à
r deux extrémités deux poids P e^ Q; déterminer le )uvement du système en supposant que P e^ Q aient e vitesse initiale a, mais que les fils qui les soutiennt restent verticaux ; on admet que l'air oppose au ouvement de P et de Çl une résistance proportionnelle : carré de la vitesse, (Paris, 1869.)
Soient P celle des deux masses qui descend d'abord-,
l^ quantité dont elle est descendue au bout du temps t;
q les masses de P et de Q, 2 m la masse du cylindre,
>on rayon, co sa vitesse angulaire, - la somme des forces
îstantes que Tair oppose au mouvement de P et de Q. La
ce vive du cylindre est y w' /' rf/w, ou w' multiplié par
moment d'inertie par rapport à Taxe, c'est-à-dire
«. X - R' w' = /n R' co* ^ mais, puisque le fil s'enroule sans
5ser sur le cylindre, Rco est égale à la vitesse commune e P et Q, et la force vive du cylindre est mw*, Applions le théorème du travail ik un déplacement infiniment ît du système :
d^ip -h q -\-m)v^ = g[p — q) dx djs..
exposons p^Çy et faisons
cë{p — (l) = ^^^ p-^q -^rn = p; £iura
— v^ K* — a^ cyL ^ '
iî a<^h^v croit constamment, pour devenir égal à À' ^XiA X est infini \ si au contraire a >> A", la vitesse décroîpour devenir égale à /: à la limite : le mouvement aura ï- indéfiniment dans le même sens, tant du moins que le xnet la longueur du fil. On peut avoir x en fonction du
temps, car la dernière équation donne évidemment
kt_ _ ^ £.
Revenons à l'équation (i) dans le cas où p<iq^ et fai sons cg{p — q) = — ^^î ^^ ^u^a
La vitesse est d'abord égale à «, mais elle va en diminu& et s'annule quand
(«» -f- X') e '■■J' = /•», ar= ~ L -—— -~ •
On sépare les variables comme précédemment, et Y
trouve
dtz^tcii.dxya'^'^k^'- k^e'^l , d'où
It /«-"^ . X- — = arc sm — rr: arc sin .
^V- sja^^v-k^ ^a}^k^
La valeur de x pour laquelle p» s'annule rend le prem
terme du second membre égal à -? et l'on a pour le t«-' (|ue P mettra à descendre
eu /-
r= -■- arc ces •
partir de ce moment, c'est Q qui descendra^ on ne irra plus employer les formules précédentes, mais la antité dont Q descend se calcule par les formules du îmier cas, en changeant p en ^, et faisant a= o. Supposons en dernier lieu p -= q'^ l'équation (i) devient
d.v^ id.r ^h " = : d ou v=Lae ^^\
vitesse diminue indéfiniment, mais elle ne s'annule que ur X infini 5 en remplaçant (^ par sa valeur, il vient
La tension de l'un des cordons se calcule en appliquant "juationdu travail au déplacement infiniment petit d'une i masses qui le terminent. Soit le cordon qui porte le Lds P, on a
d.p{^ = 2 pgd.v — 7.T d.r — 2 — d.r,
valeur de T s'obtient aisément, mais n'a rien de rerquable.
189. Un fil inextensible et sans masse passe sur deux \s petites poulies A ef B situées sur une horizontale^ et *%e à ses extrémités deux poids égaux P. ^u milieu de » on pose sur le fil un poids Ç^^ et on V abandonne sans esse initiale. Quel est le mouvement du système? Cas Q est beaucoup plus petit que P.
lie poids Q tend à suivre la verticale de son point de dé- "t, et, comme l'action du fil est symétrique par rapport ctte verticale, rien n'en fera dévier le mobile. Soient ^c z la quantité dont il descend et x celle dont montent ïnême temps les poids P, AB ^= ia^ q la masse de Q,
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p celle (le P. Le théorème des forces vives donne immédiatement
Or X est égal k T accroissement de la distance de Q à la poulie A : ■
ar = y a' -f- z' — a, « = Sjx^ -{- 2 «.r, dz=z -
sj x^-\- o.ax
Remplaçons z dans Téquation des forces vives :
o: est d*abord ^ o pour que sjx^ -\- lax soit réel^ mais, pour que le second membre de Téquation précédente reste positif, on doit avoir
(2) <7'(.r' -4- 2a^) >4/^'x', •«^(4p' — q^] <^2aq^.
Quand 2/7 est <^ ^, l'inégalité est toujours satisfaite, et le mouvement se continue indéfiniment dans le même sens, et, quand x devient très-grand, on a sensiblement
dr^
c'est dire que le mouvement se rapproche du mouvement uniformément accéléré. Lorsque ip^ q^ x a une limite
2 CLQ^
supérieure j—^ ^ à laquelle correspond la valeur
^apq
Pour étudier ce cas, il convient de transformer l'équation (i); or les inégalités précédentes montrent que
la -{-X
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5St compris entre zéro et-^-* Posons donc d'où
X = 9 2 a -\- X = ; — ; ï CIX =
Substituant dans Téquation (i), il vient, après quelques rc^duclions,
I -f- 28f2 -4- 6)u^-he*u* du
{i — 6'u^Y{u — u^) di
On ne peut effectuer la quadrature, mais on reconnaît LC u partant de zéro croîtra jusqu'à i pour décroître ensuite jusqu'à zéro, revenir à i , et ainsi de suite : la durée d.e ces oscillations est constante. Si l'on néglige les termes SQ. e*, on a une valeur approchée de t en fonction de u :
/<7 6 I -H 2 £ w' _ dlz=. K — — ^^n.- du ,
V s slu-'u'
t , 7^6 r/ ^sx , . 2«-f-3 / —
'— Y/-.|^(^i+~jarccos(i-2i/)-e— ^^ — s/u^u "-•^ durée d'une demi-oscillation est
= ff I / — ( I -4- ^ s
^K^vr
t»a tension F du cordon se trouve en appliquant le tliéoeiîxe des forces vives à un déplacement infiniment petit de ^îi des poids P5
• ^^* /^ \ . ^ <3? I dx^
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La dérîvée de -7- se déduit immédiatement de la valeur
donnée par (i) : elle est d'ailleurs très - compliquée •, je dirai seulement qu'elle est nulle pour a: = o et égale à
quand x atteint son maximum.
190. Une planche très- mince, de forme quelconque, est posée sur un cylindre droit horizontal sur lequel elle ne peut que rouler sans glisser ; déterminer la loi de ses oscillations quand on l'écarté de sa position d'équilibre.
On reconnaît d'abord que, dans la position d'équilibre, le centre de gravité G doit se trouver sur la génératrice de contact. En elFet, le moment de la réaction du cylindre par rapport à cette droite étant nul, il en doit être de même du moment du poids 5 cela exige, ou que G soit sur la génératrice, ou que la planclie soit verticale. Or cette dernière position ne peut être une position d'équilibre -, car il faudrait que le coefficient de frottement sur le cylindre fût infini. Soit A le point du cylindre qui coïncide avec G dans la position d'équilibre. La planche roulant sur le cylindre sans glisser ni pivoter, le point G ne sort pas de la section droite menée par A et décrit une développante de cette section. Prenons pour axes l'horizontale et la verticale menées par le centre de cette section, et désignons par a l'angle du rayon OA avec la verticale, et par Q l'angle du même rayon avec celui qui va au point de contact variable I; l'angle de ce rayon 01 avec la verticale ascendante est a -J- 0.
Pour évaluer la force vive, cherchons celle qui correspondrait à une masse égale à la masse m de la planche ac-
cumulée en G. Le mouvement de cette planche est une rotation instantanée avec la vitesse y- autour de la génératrice I, et, comme lA = R0, la première partie de la force vive est mR*6' — • Il faut y joindre la force vive cor-
respondant au mouvement relatif au centre de gravité, qui est encore un mouvement de rotation ^ si k est le rayon de gyration de la planclie par rapport à Taxe meiié en G parallèlement à la génératrice I, la seconde partie de la force
/i ve est mk^ — • D'autre part, l'ordonnée du point G, qui
L'ra connaître le travail de la pesanteur, s'obtient en pro- 3 tant 01 et IG sur la verticale :
jr — Rcos(0 -{- a) -i- RÔsinJO -f- a).
'c^quation des forces vives est donc, H désignant une con- ,a.iite,
: ) m(Jl'0'-l-/^) — — II— 2/wg'R[cos[0-f-a)-i-ôsiri[0H- a)].
Ce w
^Tx ne peut eifectuer l'intégration^ mais, si Ton appelle o) a. vitesse angulaire pour 0 = o, il est facile de voir si la blanche pourra devenir verticale. Avec cette donnée, l'él^alion (i) prend la forme
■^'®'-H ^'j ^ =A'<o'-h2gIi[cosa — ces (9 4- a)— Ô sin(0 -f- a)].
Le second membre décroît quand 9 augmente de zéro à
a. Pour que la planche atteigne Ja verticale, il faut lonc
X-2io2-f-a^R ( cosa -f-a ) ^o
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Quand cette inégalité n'est pas vérifiée, la planche s'arrête pour une valeur de 0 égale à p j l'équation (i) peut s'écrire
(K»0«-hA:»)-T7 =2R^[co3(p-4-a)-+-psin(8-i-a; ai
— cos(0 -h a) — 6 sin(0 -!- a;].
Pour que le second membre reste positif, il faut que 8 varie entre (3 et une valeur comprise entre zéro et — P, car, pour 9 = 0, la quantité entre crochets est > o, comme
étant supérieure à
cos (P -+-a)H-sinpsin(P -^-a) — cos a,
c'est-à-dire à (i — cos^) cos([3 + a); pour 0 = — p, elle devient
2psinacosj5 — 2sinasinp <^ o.
Il est remarquable dans tous les cas que le mouvement ne dépende pas de la forme de la planche, maïs seulement de A*. Quand (3 est très-petit, et par suite ^, on peut dëve-
loppcr — par la formule de Taylor, et, eu se bornant aux
termes principaux, avoir
/'— =:R5^(p' — G»)cosa, O==pcos-Î— ^ -,
les petites oscillations sont isochrones entre elles et à celles
d'un pendule de loncrueur =;— ^ — • En observant le temps ^ ° Rcosa ^
d'une de ces oscillations, on peut en déduire soit H, soit h. Si Ton veut calculer la réaction normale N et la réaction tangentielle T du cylindre, on projettera sur 01 et sur la tangente en I l'accélération du centre de gravité multipliée par in\ ces projections sont égales aux projections correspondantes du poids mg^ augmentées de N sur 01, de T sur
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tangente. A l'époque f, la vitesse de G est égale àR0-parallèle à 01; à Tépoque t-h dt^ elle est
^,^dQ ^ ^dB\ dt dt /
fait l'angle d9 avec 01. La différence entre les projecns de ces vitesses, divisée par dt^ donne les projections Taccéléralion, et Ton trouve
^^R (^^. + 0 ^ j = N - /n^cos (Ô -h a],
mRG — =T 4-/?î2'sin(0 -f-a).
- s'obtient en différentiant Féquation (2) par rapport au
nps, et divisant ensuite par 2 -— •
Quand on ne suppose pas le glissement absolument imssible, il faut, pour que le mouvement ait lieu comme il té dit, que T reste </N; sinon il y a glissement, et le iblème est tout différenl.
Mouvement du centre de gravité.
Une chaîne homogène, attachée à une masse m
V une de ses extrémités A, est en partie pelotonnée
^ un point B d^un plan horizontal ; on a communiqué
>2 une certaine vitesse Po? de manière qu'une portion
la chaîne s'est déroulée; cette portion est en ligne
dite et dans le prolongement de la vitesse du point A.,
*• admet que la portion restante se déroule sans effort,
Von demande le mouvem.ent du point A. (Smith' s
^ze, 1870, solved by prof essor Cayley,)
Le mouvement clierclié est évidemment rectilîgne. Soient a? la distance de A à B à Tépoque it, u la vitesse de A, a la valeur initiale de x, (x la masse de Tunité de longueur de la chaîne, a -f- i sa longueur totale. Puisque la chaîne se déroule sans résistance, la projection de la quantité de mouvement sur la direction AB sera constante 5 donc
el, comme i^ = --^f on intègre immédiatement
Cette équation donne le temps que la chaîne met à se dérouler :
L'équation (i) montre que, après ce temps, la vitesse est
1^0 — ~ — , ; la force vive correspondante est
li^a ~\- oj -^ m '■
Ce n'est qu'une portion de la force vive initiale; la perte est due aux petits chocs que produisaient les divers éléments de la chaîne passant d'une vitesse nulle à une vitesse finie; elle est d'autant moindre que la masse terminale m est plus grande.
La tension au point C, qui est à la distance c de Textrémité A de la chaîne, se calcule en appliquant le théorème des forces vives à un petit déplacement de CA :
d(ii.c -h m)v^= — 2Tax. T = - — ■ ■ — pj .
Quand toute la chaîne est déroulée, il est évident que le mouvement devient rectiligne et uniforme, la tension nulle.
192. Une tige rigide dont la masse est négligeable porte à ses extrémités A e^ B deux masses égales à m : la masse A est assujettie à glisser sur une droite VÇl parfaitement polie faisant l'angle i avec Vhorizon. Mouvement du système en supposant la position et la vitesse initiales de B données dans le plan vertical qui passe par la droite PQ^; pression exercée sur PQ et tension deAB,
Je prends pour axe des x PQ, et pour axe des y une perpendiculaire située dans le même plan vertical et dirigée vers le bas; je pose AB = 2a, je désigne son milieu par C et son angle avec l'axe des j^ psir ^î j'appelle x l'abscisse de C; quant à son ordonnée, c'est j^ = a cos9.
Le centre de gravité G du sjstème se meut comme un point de masse 2 m, auquel serait appliquée une force verticale 2mg et une force — N parallèle à OY; les équations de son mouvement sont donc
(i) — ^ =^sin/, 2/71 -7^ =: 2 /w^ ces/ — N.
La première s'intègre immédiatement :
dx , I .
-5- = tf H- fi'^ sm/, X =2 x^ -\- et -^ - sO sm/. dt 2
L^ projection de C sur PQ a donc un mouvement uni for- '^^ment accéléré. Quant à 9, on peut le déduire du théorettxç des forces vives. La force vive du système est celle 1^1 correspond à la masse 2/w concentrée en C, plus celle 4^ï correspond au mouvement relatif autour de C. La seule '^ï'ce qui donne du travail est la pesanteur, et son travail ^st le môme que si toute la masse était réunie en C : si donc
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a et (0 sont les valeurs initiales de 9 et de ^> on aura
= 2m(c2-h a^ cousin* a -V- a*a>*) -1- 4m^[(^ — ^o) sini -V- a(cosô — cosa)cosi].
Remplaçons ^ et -^ par leurs valeurs ; tout ce qui dépend
de ces quantités disparaît (*), et il vient, en divisant par 2 ma,
(2) a(i -f- sin*6)-7-^ = a(i -hsin2a)a)2-^ 2^cosi(cosO — cosa).
Posons a(i + sin^a) w^ — 2^cosi cosa = ighcosi^ on aura
, , <iô2 .cose-f-yi
( 2 ) a -j-r = 2 £- COS l T-TK '
Nous n'avons pas eu à dire dans quel sens on comptait les valeurs positives de 9; l'équation (2) montre que le mouvement relatif autour de C est symétrique par rapport à une droite perpendiculaire à PQ, et Ton peut supposer que 9 soit d'abord croissant. La constante h ne saurait être inférieure à — i ; mais elle peut être ^ i . Si A >► 1, <fO ne pourra s'annuler, en sorte que 9 croîtra indéfiniment, les révolutions relatives de AB se faisant dans un temps constant. La trajectoire du point B sera une courbe sinueuse,
(*) Cette réduction pouvait se prévoir; car, si l'on cherche le mouvement relatif à deux axes dont l'un coïnciderait avec PQ, l'autre lui serait perpendiculaire et passerait par G. les forces apparentes qu'il faudrait introduire seraient deux forces — mg sin i, parallèles k PQ, appliquées à A et B ; mais ces forces se réduiraient à une seule — am^sin/, appliquée en G, égale et directement opposée à la résultante des actions de la pesanteur estimées suivant PQ.
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comprise entre deux droites parallèles à PQ, à une distance aa, de part et d'autre; mais les points de rencontre de la courbe avec PQ deviennent de plus en plus espacés.
La valeur A = i ne permet pas d'intégrer l'équation ( 2 ) ; mais, en l'adoptant, 0 croîtra jusqu'à tc, pour n'y arriver qu'après un temps infini.
Quand A<^i, on peut le faire égal à — cos^, et 9 oscillera entre les valeurs P et — P pendant des intervalles égaux, mais plus longs que ceux d'un pen'dule simple, de longueur a, oscillant entre les mêmes limites. Quand (3 est très petit, on peut, dans la formule (2), négliger les termes diu deuxième ordre par rapport à ceux qu'on a dans chaque membre, et, se rappelant que h = — cosp, on a
, . /g cos i , / a . 6
=zdti/- j t = i/ larcsin-T-;
\ a \ gcosi [i
les oscillations très petites sont isochrones avec celles du
Pendule de lonerueur — r»
^ cost
On peut aller jusqu'à la limite, — i , de h. Son expres-
on montre que cela exige une double condition, w = o,
==0, c'est-à-dire que, à l'origine, AB soit perpendicu-
ï'e sur PQ et animée d'une vitesse de translation paral-
e à cette droite. Dans ce cas, 0 doit rester constamment
l ; AB est toujours perpendiculaire à PQ, et se déplace
ti mouvement uniformément accéléré.
^a pression exercée sur la droite PQ est donnée par la
)nde équation (1)
/ . d^y\ l . .t^î . .dn\
im( ^cosi -^ j = 2mf ^cosi-t-acosô-y^ -+- a sin 6 -^~ j •
//fi lation (2) donne -j-; en différentiant ses deux mem-
bres et divisant par — -> on trouve
d^B , . ^ 5t -f-cos'6 -4- 2//cnsO
a -,-• = — g ces/ sm 0 ; : ^, o
dt^ ^ (i4-sin^e)^
Substituant dans la valeur de N et réduisant,
. cos^O -h là cosô -f- 2
N = 2mgco%i .——- »
° (i-i-sin'O)»
Le numérateur est positif quand cos0 Test lui-même, puisque A ]> — i . Si on le regarde comme un trinôme du deuxième degré en cos0, on trouve que les deux valeurs qui pourraient T annuler ont pour produit a *, Tune au moins est inadmissible, et, pour que l'autre soit acceptable, elle doit être comprise entre zéro et — i •, le numérateur
doit être négatif pour cos9= — i, ce qui donne /i^--
C'est donc seulement quand la rotation relative autour de C est continue et assez rapide que N peut devenir négatif.
La tension F de la barre AB s'obtient en exprimant que N est la résultante du poids de A estimé suivant O Y et de la composante de F suivant la inême direction; on a ainsi
N = mg' cos / -h F cos 0, d'où
„ N — myo-cosî .4A-k6cop6 — cos^O F = 5 = mff cos i :— .
Le numérateur diminue quand 0 croît de o à ir; si /i < i , 0 ne peut augmenter que jusqu'à la valeur p, dont le cosinus est — h; or, pour cette valeur, le numérateur est
cos (3(2 — cos^P); si donc P <^ -? F est toujours positif;
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quand ^ est > -> F devient nul et négatif. Il en sera de même quand h sera ^ i , mais •<] y En résumé, F ne peut devenir négatif que si h est compris entre zéro et - •
193. Sur un plan horizontal, parfaitement poli, repose un parallélépipède rectangle; dans la section verticale médiane, on a creusé un canal de forme connue dans lequel peut glisser sans frottement une petite ma^se m. On suppose que le prisme soit d'abord immobile et quon laisse tomber m en un point connu du canal, et l'on demande le mouvement du système, en admettant que le prisme aura un mouvement de translation parallèle au plan du canal; cas où ce canal est une cycloïde dont le sommet est au point le plus bas, et où Von néglige le carré du rapport de la masse m à la masse M du prisme, (Paris, 1 87 1 .)
Prenons des axes coordonnés dans le plan du canal, l'origine au point de départ de m, OX horizontal, OY dans le sens de la pesanteur ; les coordonnées relatives du point/w sont liées par l'équation du canal y(a:,^)= o. Considérons, au contraire, des axes fixes qui auraient coïncidé avec les axes mobiles à l'origine du mouvement, et désignons para:, la quantité dont le point O du prisme s'est déplacé horizontalement; les coordonnées absolues de/7isont^-|-^i €t^. Cela posé, le problème n'a que deux inconnues, x^ , et J une des quantités x^y o\x un paramètre qui les détermine. ^^ le système du prisme et de m n'est soumis qu'à l'action ^^ la pesanteur et à la réaction verticale du plan fixe ; le centre de gravité, d'abord immobile, restera sur une verti- ^»^le, ce qui donne, après une simplification évidente,
^^ théorème des forces vives fournît la seconde équation
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nécessaire
,, dx} I dx\ dx dxt dx^ dy^\
li suffit de remplacer —p par sa valeur obtenue en diSeren-
tiant (i) pour avoir entre x^y et f une relation propre à déterminer en fonction de t le lieu occupé par m dans le canal ; on trouve ainsi
M dx^ dy^ _
Connaissant ^ et j^ en fonction de t^ on a ^^ à Taide de l'équation (i), et le problème est résolu.
Lorsque le tube a la forme d'une cycloïde et que m part de l'un de ses points de rebroussement, on peut écrire
a? = a(M — sinM), y =z a{\ — cosm);
et, si l'on pose m = Me, l'équation ( 2) devient
L I 4- e ^ \ dt^ ° ^
Je divise par i — cosm, et je sépare les variables :
(3) dt
1/^ =±dui/i — sin»i u.
On est conduit à effectuer une intégrale elliptique de
deuxième espèce ; mais la forme de l'équation montre qj^j^B"® Uy qui croît d'abord, ira jusqu'à 2tc, sans dépasser ce^ tte limite si le tube est formé d'une seule branche de cjcloï(^E3e; du deviendra ensuite négatif, et u décroîtra jusqu'à zef^isro pour croître de nouveau. Le temps de ces oscillations ^st constant, et la moitié correspond à la descente, l'ais- *^^
moitié à la montée de m. Les coordonnées absolues de ce point sont
X-+- Xi= (i j X = (m — sinw), y = a(i — cosw
la trajectoire absolue est la cycloïde donnée, dont on aura réduit les abscisses dans le rapport de i à i + e. Le prisme a un mouvement oscillatoire en arrière, avec une ampli-
tude eeale a
La pression exercée par m sur le prisme s'obtient en écrivant que c'est elle qui produit l'accélération horizontale du prisme. Comme elle fait, avec la partie positive de l'axe
des Xj l'angle tz w, on aura
N cos - M = M — i— i = — . Tir
2 dt^ i-T-E dr-
E [^ ^ dt^ dt^ y
mais l'équation (3) peut s'écrire
n-e dt^ a(n-£cos2|M)' d'où
a d,^u _ ^E sin-J w coso M i-i-e 5^ "" a(i-+-Ecos2ia)2'
Substituant dans N et réduisant, on trouve une valeur essentiellement positive ^
•T .1 2 -f- e -h E cos* * u
N = mg sin - u
2 (iH-ecos^itt)' Quand on néglige le carré de e, l'équation (3) devient
7 sinw.
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intégrable :
Le temps d'une oscillation est4^ ( i — 7 ) 1/- • La seconde équation (4) donne, par le retour des suites,
On peut dire que c'est l'expression de la loi du mouvement. Les coordonnées x^ y, x^ s'obtiennent en remplaçant, dans leurs expressions, u par sa valeur et développant parla formule de Taylor suivant les puissances de e.
Applications des trois théorèmes généraux.
194. Étant donnés trois points matériels A, B, C, qui s'attirent en raison directe de leurs masses et en raison inverse du carré de leurs distances, chercher à quelle conditions doivent satisfaire leurs positions et leurs vi
tesses initiales pour que les trois points restent constam^^^ment en ligne droite; quelles sont alors leurs trajec^ -^:toires? (Paris, i858.)
Le système n'étant supposé soumis à l'action d'aucun .^me force extérieure, son centre de gravité O se meut unifoL-^cr rmément sur une droite, et le mouvement relatif par raf^jupport à des axes de direction constante, menés par O, s- se traitera comme un mouvement absolu, sans que l'on r sût à introduire de forces fictives, ûans ce mouvement relati" i/J le plan du maximum des aires reste invariable ; or, les Xxœizdîs mobiles restant sur une droite qui tourne autour du point ^^3, le plan du maximum des aires est à chaque instant celui ^e deux positions infiniment voisines de la droite ABC ; il fsL vt
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donc que celte droite reste dans un plan fixe, que nous prendrons pour plan de coordonnées, avec O pour pôle et la position initiale de ABC pour axe polaire.
Soient, à l'époque ^, r, r^ , ^2 les rayons vecteurs de A, B, G ; 6 leur angle polaire commun; \ [jl, v leurs masses respectives ; le principe des aires est applicable à chacun des corps séparément et donne
r^d^ = a^dtj r\d^ = b^dt, r\d^=c^dt]
on en déduit
JI
Les rayons vecteurs conservent des rapports constants, et les trajectoires sont descourbeshomothétiques. Les vitesses seront toujours parallèles et leurs rapports seront les mêmes que ceux des distances des points au centre de gravité O, c'est-à-dire qu'ils seront invariables. Il faut donc que, à l'origine, A, B, G soient en ligne droite, animés de vitesses parallèles et proportionnelles à OA, OB, OG ; il s'agit, bien entendu, des vitesses par rapport au centre de gravité.
Mais ce n'est pas tout : si je désigne par u^ la valeur commune des rapports (i), on aura, a, 6, c, u étant positifs,
r = zh au, ri = ± bu, rj = riz eu,
l^oiir que le point O soit le centre de gravité, il faut que les trois points ne soient pas d'un même côté par rapport à O. Supposons que A et B soient d'un certain côté, G de côté opposé ; on prendra + pour les deux premiers signes et — pour le troisième; on pourrait aussi prendre r2= cw, à condition d'adopter 6 + 7tpour angle polaire de C. Pour que O soit centre de gravité, il faut
(^a) Xa-h fjLÔ — vc = o.
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L'équation des aires se réduit, pour les trois corps, à
M« d) = dt.
Cherchonsles composantes de l'accélération des trois points suivant leurs rayons vecteurs : en appelant y* l'attraction des unités de masse à l'unité de distance, on a pour le point A
d^r rfO« _ fil /y
dt^ '^ dt^ ~ {r—ri}* (r-Hrj)*'
ou
^\dt^ ^dt')~ w4(« — ^;- "^ («-Hc)2j* On aurait de même pour B et C, B étant entre A et C
__ d^\ _ f\ X IL 1
dL'^ Pour que ces équations soient compatibles, on doit av( d\v
{a—ôy^ (a-+-cy (ù-hcY^ (a—ôY (a-hcY {ô-^i
SI
L'équation (2) est une conséquence de celles-ci; car^ l'on y remplace a, 6, c par les quantités proportio ^nelles (3), elle est identiquement satisfaite. D'ailleurs, ^^ tenant compte de cette équation (2), on trouve que le s_ystème (3) se réduit à une seule équation, où n'entrent jpas les masses,
^^f (b-v-cy (a-hc)2 "^ (a — 6)« ■"^*
Étant données les positions initiales des trois corps, 1'^
quation (2) permet d'en trouver le centre de gravité, et l'on peut s'assurer si la condition (4) est remplie. Dans ce cas, les trois mobiles décrivent des coniques homothétiques ayant O pour foyer commun, et les lois de leurs mouvements relatifs sont tout à fait analogues à celles du mouvement des planètes. Quant aux trajectoires absolues, ce sont des sortes d'hélices tracées sur des cylindres à base du second degré, courbes que M. Léopold Hugo a proposé de nommer ovhélites.
195. Une barre AB, de poids P, de longueur 2 a, homogène, s' appuie par ses deux extrémités contre un plan horizontal et un plan vertical pat^f ait ement polis; elle est dans un plan perpendiculaire à leur intersection en O, et primitivement maintenue en repos. Un animalM^ de poids Q, peut se mouvoir le long de cette tige, qui lui fournira une réaction longitudinale pour accélérer son mouvement. Quelle doit être la loi de ce mouvement pour que AB, abandonnée à elle-même, ne glisse pas le long des plans qui la soutiennent? L' animal est d'abord immobile à l 'extrémité supérieure B de la perche. ( W. Walton.)
On suppose que l'animal puisse se donner un mouvement continu. Soit x le chemin BM qu'il a parcouru, à l'époque ^, sur la perche, l'angle de AB avec l'horizon étant a. Les réactions des plans d'appui se rencontrent en un point C, quatrième sommet du rectangle formé sur AOB. La dérivée du moment de la quantité de mouvement de l'animal et de la barre par rapport au point C est égale à la. somme des moments des forces agissant sur le système. Le seul point en mouvement est M; les réactions des plans ont un moment nul; l'action que M reçoit de AB est une force intérieure, et Ton a
— asinsa — 7— - = aP cosa -\-('ia — 00) Q cosa
g dt^ ^ ^
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OU
d^x ex Ph-2Q
dV^ aasina aQsina
Intégrons en tenant compte de ce que, pour / = o, x et rfj: sont nuls,
5a( i—cosfi/ — C — ), \ \ aasina/
2Q./:^sin.4/I^; \ 2sma \ 2asina
dx^ _ P-fdt " <i
M aura à parcourir un espace %a — tt-^ ^ ce qui ne peul» ,t
s'interpréter qu'en supposant à AB un prolongement ri — _. gide, mais sans masse, au delà de A. Si P est négligeabl*- _^e par rapport à Q, le maximum de la vitesse est enviror^ n
-r^ ; pour a = 2™, a= 60°, c'est près de 7 mètres pî
\ sir
sincc seconde.
La réaction longitudinale de la barre sur M se calcu Xe en écrivant que celle force avec la composante de Q prodiM- nt l'accélération du mobile^ il en résulte
_ Q c?2^ ^ . P-+-2Q ^, nf ^ .
F = — T— — Qsma= : — -^cos^4/ — ^ Qsma.
g di^ 2Sina y 2Sina
Cette force, d'abord positive, devient bientôt négative; l^ travail correspondant à la descente de M est d'ailleurs négatif. Puisque la force vive est nulle au commencemenL <3l à la fin, il faut que le travail de F soit égal et de signe contraire au travail du poids Q; ce travail est donc
— 2a(P -h 2Q) sina = f ¥ dx.
Pour avoir la réaction verticale exercée par le plan horizonlal, il suffit de prendre les moments des forces extérieures et de la quantité de mouvement par rapport a" |^
nt B; le moment de la quantité de mouvement est nul ;i que sa dérivée par rapport à t^ et l'on a
Pa-f-Qa?
(Pa -h Qa?) cosa — aaNcosa = o, N =
ia
réaction du plan vertical se trouve d'une manière anale :
Ni= ^^^^ ' cota = -^ cost
a 2tanga
\ 2Sina
96. Une tige homogène AB, de masse [jl, de longueur est assujettie à tourner autour de son milieu O dans plan horizontal; sur cette tige peut glisser un anw M, de masse m, attiré vers O par une force pro~ tionnelle à la dislance. Déterminer le mouvement du ième, connaissant, à l'origine du temps, la vitesse an- ^aire to de la barre^ la distance c de yi à O et la vi- *e u de glissement de M sur AB. Cas où [jl = 3 m, :(2, M = o. (Paris, 1870.)
-<a position de la barre est déterminée à chaque instant l'angle 6 qu'elle fait avec sa direction initiale, et la ition de M sera connue si l'on donne sa distance r au it O. Les forces extérieures sont l'attraction du point O l'anneau et sa réaction sur la barre; la somme des moits des quantités de mouvement par rapport à ce point :ionstante, ou, si Ton veut, la conservation des aires a - Le moment de la quantité de mouvement de AB est
dt'
rincipe des aires donne
^Juatîon des forces vives est aussi applicable; si l'attrac-
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lion de O sur M est représentée par k^mr^ son travail est - k^m{c^ — r-)^ et l'on trouve
Éliminant -3- entre les deux équations et séparant 1( variables, on trouve
On ne pourra pas effectuer l'intégration, mais les éq lions (i) et (2) donnent une idée très complète du mou ment; la première montre que rfô ne peut s'annuler changer de signe : la tige tourne donc toujours dans même sens et d'autant moins vite que r* est plus grand, dénominateur de la seconde doit rester positif, et pour c ^dt r ne doit pas devenir infini. Il y a deux cas à distingm-jer selon le signe de la partie indépendante de r :
Pour r = c, le dénominateur f{r) est égal à
mc'-f- - fia* ) a«, >o;
pour r = 00, il est < o; il y a toujours une racine r' comprise entre c et 00, mais, pour r = o, f{r) = H. Si donc H < o, il y aura une racine r^' <^c\ le mobile M restera compris entre deux cercles, dont le centre est en O, et dojat les rayons sont r', r''; la trajectoire sera formée d'une suite de branches superposables, allant d'un cercle à l'autre c'ï
les touchant aux points communs. Si H > o, il n'y a pas de racine entre c et o; r à partir de r^ pourra décroître jusqu'à zéro, et même prendre des valeurs négatives jusqu'à — r'; les branches dont se compose la trajectoire sont limitées au cercle de rayon r', et elles passent toutes à l'origine pour revenir toucher le cercle. Enfin, quand H = o, r pourra croître jusqu'à r', et diminuer ensuite jusqu'à zéro, mais il n'y arrivera qu'après un temps infini, parce que le coefficient de dr contient /* en facteur commun au dénominateur, ce qui rend infinie l'intégrale qui a zéro
pour limite. D'ailleurs -j- tend vers ( i H ) co ; la courbe
^ dt \ (jLa2 I '
décrite est une spirale asymptote au pôle.
Un cas très simple est celui où r^z^r"] et, comme ils sont séparés par c, leur valeur commune est nécessairement c] f{c) doit être nul, ce qui exige w = o; ensuite le produit des racines dey(/*) = o doit être c* ; donc
dans ce cas, l'anneau décrit un cercle d'un mouvement uniforme.
Cette discussion s'applique sans modification au cas particulier proposé; seulement une des racines de /(r) = o est c, ou a : nous n'avons qu'à récrire les équations (i) et (2) avec les simplifications de forme qui résultent des Valeurs numériques adoptées; on a
, dt
Quand (1)=:^, la quantité sousle radical est — k'(r'^ — ^'")"î on voit que r doit toujours rester égal à a, et le lieu de M
est un cercle. Si A'<^(i)y/2, le lieu est une courbe lobée
4l2 RECUEIL d'exercices
comprise entre deux cercles concentriques de rayons a
et a i/-^ I • Les branches passent à l'origine lorsque
A>(i)y/2. Enfin, pour /r = a>y/2, la trajectoire est une spirale dont l'équation s'obtient en éliminant dt entre les deux équations du mouvement :
. __ =t a* ûfr /à __ ^_ 1 à^ dr / a^
Il faut prendre le signe — , parce que r ne peut que décroître à partir de a; on peut mettre l'intégrale sous l'une ou l'autre forme
Cherchons la pression N de l'anneau sur la barre dans le cas particulier, qui du reste ne diffère pas essentiellement du cas général. L'accélération du mouvement angulaire de AB est due à cette pression. Si donc on prend par rapport à O le moment de cette force et la dérivée du moment des quantités de mouvement, on a
Mais
dt^
ivT T , d^^
3 ^ dt^
4 «2 cor dr ^a^tar \f{k^ — 5ta>'^)«* -k î^a^io^r^ — k^r^
(a^-V-r^y dt
{a^-hr^y
donc
^ (a2H-r2)2 (]lomme la tige a son centre de gravité immobile et
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. ^l'6
u'elle est uniquement sollicitée par la pression N et la éaction du point O, cette réaction est égale et parallèle N, mais de sens contraire.
197. On donne un cône droit dont l'axe est vertical t le sommet en haut; un point pesant M assujetti à ester sur la surface convexe est attaché à un Jil flexible, nextensible et sans masse qui passe dans un très petit rou O au sommet du cône, pour s'enrouler sur une oulie C et se terminer par un poids M'; trouver le mouentent du système en supposant que W soit d'abord nimobile, et que, par suite, M ait une vitesse horizonaie c. (Paris, 187a.)
Soient r la distance OM, 9 l'angle dont a tourné le plan néridien qui contient cette droite, cp le demi angle du cône, n.^ m\ 2 [JL les masses de M, M' et de G. Le point M est solicité par la pesanteur, la réaction du cône et la traction »i fil; ces trois forces étant dans le plan méridien de M, *ur moment par rapport à l'axe est nul, et l'intégrale des ires est applicable au mouvement de la projection de M ïr un plan horizontal; a étant la valeur initiale de r, i a
r' sin (p -7- •= ca\
> pliquons à tout le système le théorème des forces vives •esanteur est la seule force extérieure ou intérieure qui ne un travail; la force vive de M est
mv'^ ou m ( -j— -h r2 sin'cp -,.„ ) ,
e de M' est m! -r-^t et celle de la poulie est le produit son moment d'inertie par le carré de sa vitesse angulaire
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(o; R étant le rayon de la poulie, on a aînsî -R^x 2[jlc«_>2.
laquelle s'enroule le fil, ou -7- et l'on a en définitive
maïs Ro) est la vitesse d'un point de la circonférence ^ur
dt
^m -h m -\- II) -jY -h mr^ sin*<p -rj — mc'= ig{m cos<p — m) (r* —^)*
En éliminant tour à tour dt et rfO entre cette équatî^^ et (i), on obtient deux équations propres à détermia^r» Tune la trajectoire de m, l'autre la loi du mouvement :
, . . ,^ . ac dr \fm -f- m' -4- ix
(2) sin<paO =
(3) dt=^
rb.rdr \l m -f- m' -4- ji.
^mc^{r'^ — a*) -h 'ig{m coscp — m) (r — a)r*
Quand ml est égal à m coscp, on peut intégrer ces éq tions : la première donne
= aséc (6 sinol /
U suffit de multiplier r par sincp pour avoir en fonct^*-^^^ de 0 le rayon vecteur d'un point de la projection horiz -^c:^ "'^' taie de la trajectoire du point M; c'est une courbe d_ ^:^^^ le rayon vecteur est a sincp pour 6 = o, et devient i pour
asincp \
JQ-
ce lieu se déduit d'une ligne droite en augmentant -'^^
angles polaires de ses divers points dans un rapport C5 stant; il y a une asymptote à distance finie du pôle. Dans le cas particulier considéré, l'équation (3) doJ^
ur la loi du mouvement,
^yr>
faut un temps infini à M pour parcourir sa trajectoire; îst bien entendu qu'il sera arrêté si la longueur du fil est ie; maïs cette impossibilité ne peut être prévue par nos nations, qui nous indiquent du moins Tépoque où elle înt à se produire.
Revenons au cas général, et posons rsincp^ p,asincp = a, 4- m' -h [Ji. = ^ ; l'équation (2) deviendra l'équation de projection horizontale de la trajectoire :
/-: — zh OLC do v/X" ysincp = — —
p /(p — a) ['ig{m coscp — m') p^-h me- sincp (p -î- a)j
Quand m coscp — /n'<o, la quantité entre crochets nnule pour une valeur positive, j3, de p et pour une vair négative; d^ n'est réel que si p est compris entre a et la projection est donc comprise entre deux cercles de ons a et p, qu'elle vient toucher alternativement. Ces i:x cercles se confondent et le mouvement de M est unirne quand g{m' — mcos^)=- mc^cL, Si de l'identité
2^ (/n coscp — m') p2_^ mc^ sincp (p -ha)= o
tire 2^(/72 coso — m') pour le substituer dans (4), elle tjd la forme
odO = zti/y m
OL^do sin
m p/(p_a)({i-p)v/apH-p(a-h3)
il est aisé de ramener à la forme type des intégrales ptiques de troisième espèce, en posant
p = a sin' M 4- P cos' u.
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Dans le cas où m coscp — m'^ o, la quantité entre crochets sous le radical (4) est positive pour toutes les valeurs positives de p ; ce rayon vecteur doit donc être toujours ;> a, et il grandit indéfiniment, mais cela exige un temps infini. Comme le coefficient de rfp a un dénominateur de
Tordre de p*', l'intégrale prise de p = a à p = oosera finie, et à p infini répond une valeur finie 0< de 6; j'ajoute que l'asymptote correspondante passe au pôle, car la distance de ce point à l'asymptote peut s'écrire
lim p ( 01 — 0 ; = lim = lim -p = lim p* — .
1 dp cep
Or p2 -7- est nul pour p infini, puisque le numérateur est
dp
de degré inférieur au dénominateur.
Dans ce dernier cas, il peut se faire que la quantité entre crochets soit un carré parfait; on trouve alors
a9 smcp = aa"^ 4 / —
^ p(2a-i- p)vp — « On peut intégrer :
- 6 1 / — sin cp = arc tang i / arc tang 4 / ^- ;
mais cette intégrale, tout en précisant la valeur de 9 qui répond à une valeur donnée de p, ne nous montre pas les propriétés de la courbe plus nettement que son équation difierentielle.
La tension du fil ne varie pas depuis le point M jusqu'à la poulie, elle serait donnée par l'expression de l'accélération de M suivant le rayon vecteur ; mais il est plus facile de la calculer en appliquant le théorème des forces vives à un petit déplacement du système formé de C et du poids
M'. Les forces extérieures qui sollicitent ce système sont la tension T du fil COM et le poids de M'; le déplacement du point d'application est pour toutes deux dr\ donc
c/(/n'-f- (a) ^— =i{ll^m'g)dr.
Mais l'équation (3) donne
(m-T- m' -\- \x) ^— - = mc'^—mc'*'— ~- ig{m coso — m' ){r — a).
On n'a qu'à différentier, substituer et diviser par a dr : (m -h m'-h |jl)T = mg[{m' -^ fi)cosçp -♦- m'] h- m{m'-^ (x) — :. -.
La tension du fil CM' est égale à T ZT ?- "^TJl ' Q^^^nt
â la pression N exercée par M sur le cône, on l'obtient en calculant la composante de la force qui sollicite M, estimée suivant la normale extérieure au cône;
— mr sin cp cos cp -^ = N — mg sin cp,
-, . / a^ c2 cos o N = m sin cp ^ '
Ces calculs s'appliquent au cas où cp sera égal à 90 degrés, c'est-à-dire où le point M sera posé sur un plan horizontal.
198. Mouvement d'une barre pesante et homogène AB, dont une extrémité A reste sur un plan horizontaly tandis que l'extrémité B suit une verticale. Il n'y a pas de frottement y et y à V origine^ la vitesse du point B est nulle. Cas particuliers.
Prenons la verticale donnée pour axe des.z, le sens positif étant de haut en bas, le plan horizontal pour plan XOY, et supposons l'axe des x dirigé vers la position ini-
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tiale de A. Soient 2 a la longueur de la barre, C son point milieu, 8 l'angle COZ, ^ l'angle du plan GOZ avec ZOX ou l'azimut du plan qui contient AB. Le triangle AOB étant rectangle, la médiane GO est égale à a, et l'angle de AB avec la verticale à 6.
Le théorème des aires s'applique à la projection du mouvement sur OXY. Si l'on désigne par dm la masse d'un élément M pris sur AB, par r la distance BM, la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à OZ est
/•2sm20 ^ dm= ^à^msinH-/; .g at 5 dt
tu étant la valeur initiale de -— et a celle de 6; on «a donc
(i) sin^ô — ~ =:wsin'a.
dt
Le théorème des forces vives nous donne une seconde équation; le travail des réactions est nul, et il ne reste que celui du poids mg appliqué en C. Quant à la force vive, on peut la décomposer en deux parties : i°la force vive d'un point de masse /n. animé du même mouvement que le centre de gravité G; 2° la force vive qui correspond -au mouvement de la barre relativement à des axes menés par G dans des directions fixes. Or, la vitesse absolue de G et la vitesse relative d'un point de la barre situé à la distance p de G sont égales au produit de a ou de p par
\/ -j-^ + sin2 9 — !l ; et comme, pour ^ = o, 8' est nul et A' égal à w, on trouve pour l'équation des forces vives
maî-h \ maA ( -nr -^ sin^ô -^ ) — ^ /na^w» sin^a 3 / \dt^ dt^ J 3
= 2/?z^a(cos6 — cosa).
Éliminant dt, puis d^ entre celte équation et l'équation (i).
on a tour à tour une équation de la trajectoire du point G et la loi du mouvement.
. 2a(o2 sin*a.^_ =: sin*6(cos6 — cosa)[3^(i — cos^O)
— 2a w* sin2a(cosa -h cos6)],
, ia sin*6 -> ^ =(cos6 — cosa) r3fi'(i — cos*6) (3) \ df ■ /L ev }
— 2aci>î sin2a(cosa -\- cosO)].
Le second membre de l'équation (3) est un polynôme du troisième degré en cosO, négatif pour cosO =: zb i ; comme il s'annule pour la valeur cosa, il s'annulera, en général, pour une autre valeur cosj3 aussi comprise entre 4- i et — i . Pour
que -j soit réel, il faut que 6 reste compris entre a et ^;
quand il variera de l'une de ces limites à l'autre, ^ et i croîtront de quantités constantes t^ et tt^. Il est facile de voir si P est^a : désignons par y(9) la quantité entre crochets dans les équations (2) et (3); on a
f{oL) = {Zg — 4ûtw*cosa) sin^a;
suivant que /(a) est ^o, on doit donner à 8 des valeurs ^a et p sera lui-même ^a.
Nous pouvons supposer que a représente la plus petite des limites entre lesquelles doit varier 9; elle est nécessairement <^ - > et p <^ 7t — a. Je dis que ifi est ^ - •
Si, dans l'équation (2), je remplace Z'g par sa valeur tirée de l'identité ^(P)=:o, j'en déduirai pour d^ la valeur
rfc sina sin p rf6 sin 6/^008 6 — cosa)(cosp — cos 6 ) y/cos ô (cos a -i- cos p ) 4- i-t- cos a cos p
Mais on a
cosO(cosa H- cosp)-4-i-}- cosa cosp < i-f- 2 cosa cos^ h- cos^a,
V I H- 2Cos<y cosp -h cos^a
J'JL SI
' sina sin 8 <i?0
sinÔv/(cosa — cosO)(cosO — cos^)
Pour calculer cette intégrale S, posons
cos 6 = cos a cos* u -+• cos p sin' u ;
il vîent
^ /'2 2 sin a sin 8 e/w S — a
S = / 7 Q . « T., = TT COS
J I — (cosa COS-* w -f- cosp sm^M)^ 2
TT COS -(P — a)
y/i -H 2 cos a COS p -h cos*a
^7: /1 -f- '/ cos a COS 3 -+- 2 sin a «in 8 ^^^2y i-h 2COsacosp -H cos^a
et la quantité soumise au dernier radical est ^ i . Le calcul est tout semblable à celui de M. Puiseux pour la différence d'azimut de deux plans dans lesquels l'angle du pendule sphérique avec la verticale est maximum pour l'un, minimum pour l'autre.
Le point A décrit, sur le plan horizontal, une courbe qui vient toucher alternativement les cercles de rayons Lia sina et 2a sin ^ ; mais, si ^ est obtus, la courbe, en passant d'un cercle à l'autre, va encore toucher le cercle de rajon ua qui enveloppe les deux premiers.
Lorsque y(a) est nul, c'est-à-dire lorsque
3^= ^atji^cosoL,
6 ne peut prendre d'autre valeur que a ; AB tourne d'un mouvement uniforme autour de OZ en décrivant un cône droit.
Les réactions de l'axe des z et du plan des xj se calculeront en exprimant que ces forces, appliquées en C avec le poids mg^ sont égales à la masse multipliée par l'accélération du point C; mais les résultats sont bien compliqués.
Cas particuliers, — Supposons o) == o : la barre ne sort pas du plan vertical XOZ; le point C reste sur un cercle vertical, et la loi de son mouvement, aussi bien que celle du mouvement de AB, est donnée par l'équation (3), qui prend la forme
v/cos6
COSi
H diminue de a à — a pour revenir à a, et ainsi de suite;
OC oscille comme un pendule de longueur - a. Soient Z
et X les réactions du plan horizontal fixe et de l'axe OZ, X ci z les coordonnées de G; on aura, par le théorème du mouvement du centre de gravité,.
T =^' ^"-ITn =Z + /n^;
df^ ' dt^
mais ^ = <2 sinO, z = a cosO, et l'équation du mouvement donne
-T-- = -■ - ( cos 0 — cosa), -,T = — T^-smO. Ces expressions permettent de calculer X et Z, et l'on
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trouve
X = -j- sin6(6cosa — 9cos6),
Z = — ^ (6cosacosG — gcos^ô — i).
X est toujours de signe contraire à 0 et Z toujours négatif.
Un autre cas simple est celui où l'on suppose la barre non pesante : en faisant g= o dans l'équation (2), on en tire
sinaé/6 ,, ^ ,
= d^, tangacotO = cosi}^.
sin^Ô y/cos'^ a — fein* a cot^ 6
La surface engendrée par la droite AB a pour équation
(a?* -h y^ sin'a)(^H-a?cota)î = ^à^x^ cos^a.
199. Deux masses m, ml ^posées sur un plan horizontal, sont réunies par un fil flexible, de longueur invariable /, et guipasse dans un très petit anneau fixe O ; la masse m est attirée vers O avec une intensité inversement proportionnelle au carré de la distance; on imprime à m, m' des vitesses connues, et Von demande le mouvement qui en résultera; cas où la vitesse initiale de ml est nulle. (Paris, 1878.)
Soient r, / les distances O m, O/n' ; 9, 0' les angles de ces droites avec un axe fixe; a, a' les valeurs initiales de r, r' \
(0, w' celles de ^ > -7- ; w la vitesse initiale de glissement du
fil sur le point fixe O. Le théorème des aires est applicable au mouvement de chaque point en particulier :
dt ' dt '
on appliquera, au contraire, l'équation des forces vives au système entier, parce que le travail de la tension du fil disparaîtra, et, si l'on appelle A ^ m l'attraction exercée sur m à l'unité de distance, on aura
\dO dl^ j \r a)
Remplaçons —-9 — par leurs valeurs, et /•' par / — r\ nous aurons
dr^ r^ — {i
(m-hm']-— = (m-\- m']u^-^ ma^c^^
di^ ' ' r
[l — rY \r a^
Le second membre est positif pour /• = a, et, si w et w' ne sont pas nuls, il est négatif quand r est suffisamment voisin de o ou de l\ il y a donc toujours deux valeurs, a. et p, comprises entre o et /, et entre lesquelles r oscille, allant de Tune à Taulre dans un temps constant. La trajectoire de m sera formée d'arcs égaux compris entre les cercles de rayons a et j3, qu'elle touche alternativement^ celle de m a une forme analogue entre les cercles de rayons / — a et / — S. Pour que a soit égal à p, il faut que leur valeur commune soit a, ce qui suppose m = o, et exige que r=^ a annule la dérivée du second membre de l'équation (i); en observant que a' = l — a, cette condition donne
On pourra d'une infinité de manières satisfaire à cette rela-
lion, et alors les deux points se mouvront uniformcnient sur deux cercles.
Si l'on supp^ose o) = o, le second membre de l'équation (i) est ^ o pour les valeurs de r entre o et a; r aura une limite supérieure, moindre que /; mais, après l'avoir atteinte, il décroîtra jusqu'à zéro, et, si m peut dépasser le point O, il s'échappera, et Ton aurait à éludier le mouvement de deux points liés par un fil et dont Tun est attiré vers O, problème plus difficile que celui qui vient d'être résolu.
Dans le cas particulier proposé, u et lo' sont nuls. Je reprends l'équation (i), en j remplaçant dt par — ^ — :
Le radical s'annule pour r = a et pour r=ri = —, : — :•
Si /'i >> o, /• restera compris entre a et Ti , sinon il ira de a jusqu'à l'infini. On peut, du reste, intégrer la valeur de 6, et, en prenant les cosinus des deux membres, on trouve, pour la trajectoire de m.
Cette courbe est la transformée d'une conique ayant son fojcr au pôle et où l'on aurait augmenté les angles polaires
(le tous les points dans le rapport de \/in -|- m' à \ ni. On trouvera la position de m en fonction du temps delà même façon que pour le mouvement des planètes ; en général, cela revient à mettre dt dans l'équation (2) et à intégrer sa
aleur
, . , m r dr
(il
l est entendu que, si r dépasse /, m' traversera Taneau O, et les conditions du problème seront tout Litres.
200. Mouvement d'une droite pesante assujettie à ester sur la surface, parfaitement polie, d'un hyper- *oloïde de révolution dont l'axe est vertical.
Notre droite coïncidera successivement avec les diverses énératrices d'un système, et sa position sera connue si on donne l'angle ^ de sa projection sur le plan du cercle égorge avec un diamètre OXdjce cercle, et la distance r emprise entre le milieu M de la droite et le point G, où sa lirection perce le plan. Soient aie rayon du cercle de gorge,
l'angle des génératrices avec l'axe de la surface, qu'on ► rend pour axe des z ; l'angle de OC avec OX est, en coinp-
ant i^ dans un sens convenable, — f- ^> et les coordonnées
ectangulaires de M seront
I X = r sinô cos<J^ — a siin}^, i) ^ j' = r sin6 sinij^ -i- acos<J^,
\ z =z /'cosô;
* et /'sont positifs au-dessous du cercle de gorge.
Comme les réactions que la barre reçoit au\ divers points >ù elle touchela surface sont dirigées suivant les normales -orrespondantes, leur moment par rapport à OZ est nul, 'l la somme des moments des quantités de mouvement est "onstante. Cette somme est égale au moment donné par la
masse totale concentrée en M, plus celui qui correspond au mouvement relatif autour d'une verticale qui serait entraînée avec M; la première partie est
la seconde est, en appelant mk^ le moment d'inertie de la barre par rapport à son milieu, mk^ sin^O^; donc
(2) (a2-f-Â:2sin«6-t-r*siii2 6)--^ — asinG-T^= fx.
La force vive s'évalue comme il a déjà été fait, en deux parties : l'équation du travail est
dt^ ^ ^ di^
. ^dr d'h A ,
dt dt ^
Multiplions par a^-\- {r^-{- k^)s\n^^, élevons l'équation
(2) au carré et retranchons membre à membre : on élimine dif^ et il reste
dr^
(3) (r2-hA:2)sin*0-— rr.(a2-HA:2sin2GM-rîsin2e)(A-f-2^rcose)— jjLÎ.
Le second membre, étant du troisième degré, s'annule au moins pour une valeur de r; supposons que cela se présente à l'instant initial. Désignons par r^ et w les
valeurs correspondantes de r et de -17? et posons, pour
abréger,
a = csinG, 2^cosG = y sii^'^»
les équations (2) et (3) prennent une forme simple, en donnant à A et à [jl les valeurs qui rendent les deux membres
identiques pour trr^o:
(r2 + A:2) ^-- z=(r~ro)[Y(r24-c2-f-A:î)H-(rJ-T-c2-hA:*)w2(r-Hro)].
Si ro]> o, le trinôme entre crochets, /{r), est ^ o pour toute valeur positive de r; on en conclut que r ne peut varier que de r© àoo; mais, quand ro<o, il peut arriver quey*(r) s'annule pour une ou deux valeurs de r plus grandes que r©; dans le premier cas, qui répond à/(ro)-< o, ou Y -h 2a)2/'Q-< o, r devra varier entre Fq et la racine de /(r) = o qui est inférieure à j'q. Si les deux racines sont réelles et >> To, r variera encore de Fq à la plus petite, et la droite ne sortira pas d'une certaine zone comprise entre deux parallèles de Thyperboloïde. Dans le cas où Tune des racines de/(r) = o est /'q, et quelle que soit la grandeur de l'autre racine, on a
Y H- 2 0)2 To = o ;
M et tous les points de AB décrivent uniformément des parallèles. Quand y*(r) ne s'annule pas pour r^/'o, r va
de /'o à CX5. ~ s'obtient en remplaçant, dans (4), ;^ par sa valeur tirée de (5) ; mais, quand r est très grand, on a sensiblement dr = dt v^/'Y, r^ dJ/ —-= c dr ; donc ^ tend vers une limite finie, et le mouvement de M devient à peu près uniformément accéléré.
Quant (0=0, ou quand la barre part du repos, on peut intégrer (4) î
- s/k^-i- c' = arc tang , _ .. arc tanff ,
on en déduit la forme de la trajectoire de M.
201 . Moui^ement de deux points A, A', de masses m, /??/, assujettis à rester sur une circonférence dont le diamètre est égal à a et se repoussant avec une force
Cigale a — ^ » . (uaen, 1880.)
Soient 2O, 28' les angles des rayons OA, OA' avec une droite fixe OX ; a, w, 10' les valeurs initiales de 0' — 6,
-,- , -j- • Les réactions du cercle sont les seules forces exlédt dt
Heures agissant sur le système m, m^ et leurs moments
relatifs à O sont nuls : la somme des moments des quan-
lllés de mouvement par rapport à O est constante :
^6 , rfO'
/n -7 — \~ m -, - = /nco -h /n to ; dt dt
intégrant, on a, pour une direction convenable de OX,
(i) 7?i6 -H /n'6' = (ma)-f- m'a)') f.
Le théorème des forces vives donne encore
dt^ di^ sin^a sin2(e'— 6)
Si nous posons 0' — 0 = m, nous aurons, eu égard à l'équation (i),
i^ m 0) -^ m' to' m' u e = j— t n m -{- m m-\- m
1^, mto -4- m'w' mu 6' = r— t H j> m -h m m-\- m
En substituant ces valeurs et leurs dérivées dans l'équation (2), celle-ci donne, après quelques réductions simples,
du^ _ fCti)'— w)2sin2a-f-X2('m -I- /7?")lsin2«^ — X2(/7? -4- m')sin2a dt^ sin^asin^a
Posons encore
(o)'— 10)2 sin*a-+-A2(/?H-/?i )= _^ j
^ ^ ^ ^ sin^ji
quation (4) nous donnera
cosu = cosp cos
«inp
ngle ?/, ou 9' — 0, oscille entre ^ et t: — ^ ; sa valeur ant déterminée, les équations (3) font connaître complément la loi du mouvement. Quant à la pression de m sur cercle, elle est égale à la force centripète augmentée de con.posante normale de la force répulsive :
_, /niM-^m'to' m' du\^ X^amm'
N = ama / -,- -î —^
\ m-\- m m-^ m dt 1 sin^ u
202. Un point M, de masse m^ peut se mouvoir dans tube rectiligne de masse égale posé sur un plan hoanlal : on imprime au système un mouvement inil et on demande le mouvement ultérieur et la pres- /^ N rfe M sur le tube; il n'y a pas de résistances ^sives, (Paris, 1887.)
!^oient 6 l'angle du tube avec une direction fixe, /• la tance du centre de gravité C du système au point M si qu'au centre O du tube, imk- le moment d'inertie lube autour d'une ])crpendiculaire menée y)ar le point Le centre de gravité G prend un mouvement rectiligne Xiniforme. Considérons ensuite le mouvement du sysc>e par rapport à des axes menés par C dans des directs fixes : la force vive du système et la somme des monts des quantités de mouvement par rapport à C restent restantes; on en conclut facilement deux relations de la
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forme
v/( r2 — A-2 ) ( |Jl2 /'2 _H jjl2 /:2 _ X2 )
La dernière équation représente la trajectoire relative et se discutera sans peine : ce serait la trajectoire absolue si C était d'abord immobile. Enfin, en considérant le moment de la quantité de mouvement du tube autour du point O, on a
1. Sur une table horizontale dépolie est étendu en ligne droite un bout d'une chaîne mince, homogène et parfaitement flexible, dont l'autre bout pend librement en dehors de la table : mouvement de la chaîne quand on l'abandonne à l'action de la pesanteur; tension.
La position de la chaîne peut être définie par la longueur x qui est en dehors delà table; l'équation des forces vives donne
T dx^ d^ X
d-l-j-r = l—r-^ dx = £^x dx — f^(l — x)dx. a dt^ dt^ ^ *^*^ '
2. Un fil sans masse porte à une de ses extrémités un poids P; il s'enroule sur un cylindre horizontal de poids 2fji, puis traîne à son autre extrémité un poids Q posé sur un plan horizontal dépoli : mouvement du système en admettant que Tair oppose une résistance égale à kç^ et qu'entre le cylindre et le poids Q le fîJ est horizontal; tension du fil. (Toulouse, 1880.)
t a? la quantité dont a marché le chariot; forces vives
II. - mv
P+fx-4-Q .t/:r2 _
»n du fil attaché au chariot
Q d^ 'g dt^
VIouvement d'une barre pesante et homogène dont les exlés A, B glissent sur deux droites situées dans un même plan al et inclinées à 45* sur l'horizon ; pressions en A et B. {Voir du n<» 198.)
Une droite pesante et homogène peut tourner autour d'une
$ extrémités 0 dans un plan vertical P; l'autre extrémité A
e sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle ABC qui est mo-
lans le plan P et dont un côté AB peut glisser sur une ho-
Lale OX; il n'y a pas de résistances passives. Mouvement du
ne.
uffit de connaître l'angle AOX; théorème des forces vives.
Une tige homogène OA, mobile autour de O, est soutenue à e extrémité A par un fil qui va passer sur une très petite e B et se termine par un poids Q qui pend librement; la î OB est horizontale et égale à OA; mouvement du système lonné à l'action de la pesanteur. (Nancy, 1884.) )oids de OA, 2 a sa longueur, ô son angle avec l'horizon, /
leur du fil, BQ = x '. Z = a7-h4«sin-6; intégrale des forces
,P d^^ g dt^
Q dx^
~g dJ^
2Q(a7 — Xq) -+-2Pa(sin6 — sinOo).
Un cylindre droit homogène est posé sur un plan incliné P quel il ne peut que rouler sans glisser, ses génératrices reslorizontales; chercher le mouvement qu'il prendra sous Tine de la pesanteur et d'une attraction exercée par un point F^, proportionnelle aux masses et aux distances; réaction du Position d'équilibre. (Paris, 1884.) ce la distance de O à la génératrice de contact; force vive
A'^ — ^iM = îi^(^ — ^o)siniH-X«(a7Î — a?*).
Composante langentielle de ]a réaction
X — ( gsini — k'X ^- I m = —{gsmi — X^x),
7. Oscillations d'un cylindre elliptique homogène posé sur ^^ plan horizontal assez rugueux pour empêcher tout glissement. (Gaen, 1881.)
Lie moment d'inertie du cylindre autour de l'axe est m — •
si le grand axe de Tune des sections droites fait l'angle cp avec l'horizon,
a^-hb^ a* sin^cp -4- 6* cos*cp\ ^çp* 4 a2 sin*cp -h /y2 cos2^/^(î»
= 2^(A — /a^ sin2^-H 6* cos-o); quand o est très petit, ~^^ diffère peu de ^? ,^ >^r (t?- ^ ^•
8. En deux points A, B d'une horizontale sont attachés Aou\ fils de longueur l qui soutiennent les extrémités d'une droite pesante et homogène PQ; on écarte celte droite de sa positJo" d'équilibre en ayant soin que son milieu reste sur la verticale <!"' passe par le milieu de AB ; calculer le moment d'un couple capable de tenir la droite en équilibre et déterminer le mouvement qu.'*"^ prendra si on l'abandonne à l'action de la pesanteur. (Poitiers, i88/j.)
Soient AB -^ ia, PQ = 2c, 6 l'angle de AB avec PQ qui i-esie horizontale à la distance z au-dessous de AB :
/2= a^^ c^—2,ac cosO -\- z^\ -z— + 0 ^ ~l~i — '^SK^ ^° ^^
le couple pour i équilibre est horizontal : moment —
9. Déterminer le mouvement relatif d'une droite pesante ^^ ^\^' inogène dont les extrémités sont assujetties à rester sur un. ^5 <^*^' conférence qui tourne avec une vitesse constante to autour dl^ * "' de ses diamètres supposé vertical. (Paris, 1886.)
A la pesanteur on adjoint la force centrifuge; le travail d^ ^^^ ^
I Ac
force pour une masse dm est - (x}^{x^ — xl)clmi si la bar^^
longueur 2a fait l'angle 6 avec l'horizon, l'intégrale des forc
donne
-— ô^* ) zn% = 2^ v/H^-^«* cos6
r(R2_ aî) sin*e -\- j cos^el -4- A.
Mouvement de deux points pesants qui se repoussent avec tensité réciproque au carré de la distance, les vitesses iniétant nulles.
;entre de gravité se meut verticalement et la droite qui joint >biles conserve une direction constante.
Sur un plan horizontal parfaitement poli est posé un prisme ulaire qui ne peut prendre qu'un mouvement de translation a vitesse est perpendiculaire aux arêtes; deux poids, posés 3 faces obliques du prisme, sont réunis par un fil tout entier me section droite : mouvement du système; tension du fil. écrit que la vitesse horizontale du centre de gravité est mte, puis l'on applique le théorème des forces vives; le mouit du prisme et les mouvements de glissement des poids miformément variés.
Mouvement de trois points assujettis à rester sur un plan
et s'attirant avec des intensités proportionnelles aux masses
: distances. En supposant que les trois masses soient égales
k l'instant initial les normales aux vitesses aillent passer au
de gravité G, chercher les conditions pour que les trois
:oires soient des ellipses égales. (Paris, 1884.)
un mouvement rectiligne et uniforme, et les trajectoires
* de ce point sont des ellipses; pour que les trajectoires
es soient aussi des ellipses, il faut que G soit immobile et,
3 cas particulier proposé, les mobiles seront aux sommets
.riangle équilatéral dont G est le centre, et leurs vitesses
égales.
Calculer la perte de force vive dans le choc direct de deux s imparfaitement élastiques. (Navier.) nt m, m' les masses; a, w', t', v' les vitesses initiales et fi- V la vitesse du centre de gravité, e le coefficient d'élasti- »n a
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perte de force vive
14. Une barre pesante et homogène OA, mobile autour de son extrémité 0, qui est fixe, est d'abord en repos; on lui imprime une vitesse angulaire o) et, quand elle est dans le prolongement de sa position primitive, on rend le point 0 libre. Quel mouvement la barre va-t-elle prendre et que doit être o) pour que, à une certaine époque, la barre soit tout entière dans le plan horizontal qui passe par le point A©? (Paris, 1884.)
A l'instant oii la barre est rendue libre, sa vitesse angulaire est
eo' oui /to* J-; le milieu va décrire une parabole et la droite
tournera avec la vitesse co'; pour satisfaire à la condition proposée
co*
=îK^^^'-]-
iS. Mouvement de deux points qui s'attirent proportionnellement à leur distance et qui doivent rester sur deux cercles concentriques situés dans un même plan horizontal. (Paris, 1877.)
Suivre une marche analogue à celle du n* 201.
16. Une aiguille OA, de masse m, de longueur 2a, peut tourner dans un plan vertical autour de son extrémité 0 : on demande suivant quelle loi doit se déplacer un insecte de masse m qui glisse le long de l'aiguille pour que celle-ci tourne avec une vitesse constante o) sous l'action de la pesanteur. Pour ^ = o, l'insecte est en 0, l'aiguille horizontale et animée de la vitesse angulaire co. (W. Walton.)
Théorème sur la dérivée de la somme des moments des quantités de mouvement : si r est le chemin parcouru à l'époque t,
^sm'jit = 2w«( r— aL —
17. Étant donnés deux axes rectangulaires OX, OY, déterminer le mouvement d'une barre homogène AB de longueur 6a, assujettie à se mouvoir dans le plan OXY, l'extrémité A restant sur
X, et chacun des éléments de la barre étant attiré vers O par le force égale au produit de sa masse par sa distance au centre action : à Tinstant initial, les abscisses de A et de B sont — ia o, la vitesse de A nulle, celle de B égale à 3a. (Gaen, i883.) On cherchera Vx du centre de gravité et Ton appliquera le léorème des forces vives; 9 étant l'angle de AB avec la direction Y, on a
/- . c?e« SsinîO
^ at^ 1-1-3 sin' 6
T , (i/8-l-v/T5i)sine i/6cos6 -h i/i-h 3 sin^B - — : . jj ^ ' ' ' _^ arc cos -- - •
v/3 cose-Hv/î-i-"3sin2ë 2^3
18. Quatre points ayant des masses égales forment les sommets un losange articulé dont les côtés sont rigides et sans masse; le ^stème, soustrait à Faction de toute force extérieure, est assujetti
rester sur un plan fixe; on donne son mouvement initial e{^ on demande son mouvement ultérieur. Si deux sommets se chouent, on les supposera dénués d'élasticité. Cas où les vitesses titiales des milieux de deux côtés opposés du losange sont nulles. ]aen, 1884.)
Le centre de gravité a une vitesse constante v : les diagonales )urnent autour avec une vitesse constante co; r = acosc/,
= a sinc^. Dans le cas particulier, f^ = o, c = (u.
19. Un tube circulaire de masse [jl, mobile autour d*un de ses amètres qui est vertical, renferme une petite masse pesante m : 1 imprime au système un mouvement connu et Ton demande le ouvement ultérieur.
Soient 9 l'angle du rayon Om avec la verticale, ^ l'azimut du Ll)e,a, 2^, (D les valeurs initiales de 0, 0', ^'; les théorèmes des forces ^es et des moments des mv donnent sin^O d^ = (û sin^ a dt et
dt^
... sin*0 — sin*a
= ï*-i-cD* sin*a r-T-TT
* sin2 0
. sin*6 — sin*a cos6 — cosa
' ^ amsiQ^e ' ^° R
^O. Un tube rectiligne, mobile autour d'une verticale qu*il ren- ^t.re sous un angle donné, renferme une petite bille pesante; à estant initial, le tube est animé d'une vitesse de rotation donnée
et la vitesse relative de la bille est nulle; mouvement ultérieur du système. (Poitiers, i885.)
21. Deux points A, B, de même masse, réunis par une tige rigide et de masse négligeable, sont assujettis à rester chacun dans un plan horizontal donné et attirés par un centre 0 avec une intensité proportionnelle à la distance. Mouvement du système; condition pour que A et B se meuvent comme si la tige AB n'existait pas. (Paris, 1878.)
Le milieu G de AB décrit une ellipse et AB tourne avec une vitesse constante autour de la verticale passant par G.
22. Deux points A, B de masse m sont réunis par une tige rigide et sans masse; A est attiré vers un point P par une force mX^AP, B vers un point Q par une force mX^BQ; étudier le mouvement du système AB; tension de la tige. (Paris, i885.)
Le milieu G de AB se meut comme s'il était attiré proportionnellement à la distance par le milieu de PQ; cherchant alors les moments des attractions par rapport à trois axes passant par G, on voit qu'elles forment un couple situé dans le plan mené par AB et par GX parallèle à PQ ; le moment du couple est
mX'PQx GAsinAGX;
le mouvement relatif est celui de la tige d'un pendule sphérique.
23. Deux points A, B, soustraits à Faction de toute force extérieure, sont liés par un fil sans masse qui passe dans un petit anneau 0 : A est assujetti à rester sur une droite donnée, B sur un plan qui passe par le point 0 ; mouvement du système. (Marseille, 1880.)
21. Deux points A, B, réunis par un fil sans masse qui passe dans un très petit anneau 0, se repoussent avec une intensité proportionnelle à la distance; A est assujetti à rester sur un plan P qui passe en 0, B sur une droite OZ normale à P; mouvement du système. (Paris, 1881.)
Soient a, p les masses, OA = r, AO ■+■ OB = /; on a
25. Deux points pesants A, B sont réunis par un fil sans masse qui passe dans un petit anneau O; B est attiré, proportionnelle-
naenl à la dislance, par le point 0 et assujetti à rester sur un cylindre droit dont l'axe est la verticale du point 0. On suppose A. d'abord en repos, B animé d'une vitesse horizontale donnée et l'on demande le mouvement du système. (Grenoble, i885.)
26. Sur un cylindre droit, homogène, vertical, de masse 6m, s'enroule un fil qui, restant dans un plan horizontal, passe dans XI n petit anneau 0, et se termine par une masse m attirée vers le
point 0 par une force m -- ; la masse m étant lancée normale-
ment à Tq avec la vitesse ___ » trouver le mouvement du système. ( Paris, i865.)
27. Un tube rectiligne, mobile dans un plan horizontal autour de son milieu, contient de petites billes qui peuvent y glisser librement; le tube étant mis en mouvement, mais les vitesses relatives initiales des billes étant nulles, trouver le mouvement du système. (W. Walton.)
Les distances des billes au point fixe restent dans des rapports constants.
28. Mouvement de deux masses égales A, B, attirées vers un point G avec une intensité inversement proportionnelle au cube de la distance et fixées aux extrémités d'une droite de masse négligeable mobile autour de son milieu O; on suppose OG = OA.
AB étant égal à 2a, l'attraction à ^ — ? on trouve
,, _^tosin*aû?6
sin6 v/(Ht — t«>* sin*a)(sin2a — sin^Ô) -+- Ç* sin^asin^Ô
A discuter. Pour jx = Ç^ sin*a H- tu* sin*a, A, B décrivent des loxodromes.
29. Mouvement de deux points pesants A, B réunis par une tige sans masse de longueur /; A est assujetti à rester sur une sphère de rayon /, B sur le diamètre vertical de cette sphère. (Nancy, i883.)
30. Mouvement de deux tiges OA, AB articulées en A et mobiles dans un plan horizontal, l'extrémité 0 de OA restant fixe ;
les masses des tiges sont égales; AB a une longueur double de OA et son milieu G est attiré vers O par une force réciproque au cube de la distance; enfin, à l'instant initial, les tiges sont en repos et l'angle OAB =45^ (Paris, i885.)
Equation des forces vives et conservation de la somme des moments des quantités de mouvement autour de O.
WM <m —
MOUVEMENT DUN CORPS SOLIDE
Des moments d'inertie.
Étant donnés les moments principaux d'inertie A, B, C in corps quelconque relativement à un point O et ses ons de gjration principaux a, 6, c, on sait que le moment aertie I autour d'une droite OP qui fait avec les axes ncipaux d'inertie les angles a, p, y et le rajon de gyran correspondant k ont pour valeurs
I = A cos^a H- B cos^p -4- Ccos^y, k^ z= a^ cos^a ■+- b^ cos^p -+- c^ cos^y-
3n peut représenter OI par l'inverse du carré du demimètre de l'ellipsoïde central dirigé suivant OP, k par la tance du point O au plan perpendiculaire sur OP et gent à l'ellipsoïde réciproque ou ellipsoïde de Macllagh.
Î03. Moments d'inertie de l 'aire d 'une ellipse autour ses deux axes et de la normale à son plan^ menée par zentre; cylindre elliptique.
ioient a, ^ les demi-axes, A, B, G les moments dendés; on à
= Ify^ doc dy, B = ffx^ dx dy, G = //(a?« -f-^^») dx dy.
Pour calculer A, j'intègre d'abord par rapport à x^ et trouve
A = 2/ ■ôy^dys/^^'-y^.
■t akM^1^\k*u .'\t 11 r" J^.'^i
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Posons y ==■ ^ cos y, dy = — p sin ^d^, et nous aurons
sin' y cos^ffdff = - af' 1 sin*2«pr/^ = -r 7^ap^ o ^ Jo 4
On en conclut immédiatement
Les rayons principaux de gyrati on sont- [B, -a, - y/a*-4~(b^.
Ce dernier serait le rayon de gyration d*un cylindre elliptique droit autour de son axe; quant au carré du rayon relatif au grand axe de la section moyenne du cylindre, c'est, en désignant la hauteur par 2 A,
^pX.V'Ki^'"^''''''^^^'^^'''-
ifi'+i
204. Moment d'inertie d'un ellipsoïde homogène par rapport à ses axes et à la diagonale du parallélépipède rectangle circonscrit.
Je désigne par «, (3, y les demi-axes et je pose
hz=fffx}dxdydz, h' = Jx^dm, h^z^^Jz^dm.
Dans /i, si on laisse x constant, l'intégrale relative à y et à z est l'aire de l'ellipse suivant laquelle l'ellipsoïde est coupé par le plan parallèle au plan yz à la distance x\
donc
On trouverait de même h' et li" \ et, comme les moments principaux d'inertie sont h' -^h"^...^ on en déduit les
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rrés des rayons de gjration
hV ,, vî-f-a* , aî-r
3 carré du rayon relatif à la diagonale du parallélépipède rconscrit est
e rayon de gyralion d'une sphère autour d'un diamètre
205. Moment d'inertie d'un triangle ABC par rapjrt à diverses droites ; conséquences pour un polygone ^gulier, une pyramide régulière, un polyèdrefréguer.
Prenons pour origine le centre de gravité O du triangle, Dur axe des x la médiane OA, dont la longueur totale t m, pour axe des y une parallèle à BC; soit 6 l'angle s axes; le moment d'inertie relatif à la médiane est
1=1 dxfy^ sin3 0 dy
tL3f •m
f dx' I y^ sin^ 6 c?^ =
m a' sin'6 Ï8
i ,ysont les côtés du triangle; sa surface eslS = -masinO; ^c
juoment d'inertie par rapport à OA, et, par analogie, moments relatifs à OB et OC sont inversement propor-
tionnels aux carrés de ces droites; l'ellipsoïde central enO coupe le plan du triangle suivant une ellipse E homothétique à l'ellipse E' circonscrite à ABC et ajant son centre
O 5 le rapport de similitude est 'w 1/ ^ t ô '^^ = ô 1/ — ' >
le demi-diamètre de E' parallèle à BC est -=*, celui de E
sera — ==? et le moment d'inertie correspondant I' = — - • Sv/2S ^ 9*
Le moment d'inertie autour d'une perpendiculaire en O au plan du triangle sera
jy ( J^' -H J^ -I- 2.rj ces 0 ) sin 0 dxdj-
= -: — T = - ^OL sm0 T + -n = S .—. — - .
sm^e 2 \2\ i8y 36
Le carré du rayon de gyration, relatif à une normale au plan menée par A, est
-7 4- -TT -H - m'— - m}-{- -y a».
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Considérons un polygone régulier de n côtés, dont l'apollième est m, l'aire S, le côté a et le rayon du cercle circonscrit R-, par le centre de ce cercle, menons deux diamètres rectangulaires OX, OY et une perpendiculaire OZ; le moment d'inertie autour de OZ est la somme des moments des triangles ayant O pour sommet :
A et B sont évidemment égaux : or, d'après une propriété commune à toutes les figures planes, ils ont pour somme G :
chacun d'eux est donc égal à -C
Soit maintenant une pyramide régulière dont la hauteur est h et dont la base a pour côté a, pour apothème w, pour aire S ; le résultat précédent donne le moment d'inertie autour de la hauteur
_ r^Sx^ (
1 ] dx = — \ m^-\
Le moment A autour d'une perpendiculaire quelconque à la hauteur menée par le sommet sera
On reconnaît facilement que, j30ur un polyèdre régulier homogène, l'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de figure O est une sphère : les moments d'inertie autour d'une droite quelconque passant en O ont la même valeur [x.
Soient : a l'arête du polyèdre 5 h le rayon de la sphère inscrite ; y le nombre des faces; S l'aire d'une de ces faces ; m son apothème : on a, en reprenant les valeurs précédentes de A et de C,
ji= -.f(x^-hy^-hz^)dm—(f = A. — ( 2m2+ — --+-4A*
206. Moments d^ inertie d'un tore autour de son axe et d'un diamètre de son équateur.
Soient R le rayon du cercle générateur, a la distance de son centre à l'axe \ x^ y^ z les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque M, u sa distance au centre P du cercle générateur dans le plan duquel il est contenu, i^ l'azimut de ce plan, 6 l'angle de PM avec l'axe du tore ; le système de coordonnées m, tj^ et 6 est souvent utile quand on considère un tore, et donne
a? = (a-h Msin6)cos<J^, ^ = (a -+- Msin6) siinj^, z=mcos6. On pourra découper le plan du cercle en petites surfaces
iidud^ qui, en tournant autour de OZ, engendrent des volumes (a -^ u sid^) u du d^ d^ ; on a pour le volume du tore
o Jo •/ o
Le moment par rapport à Taxe du tore est, en intégrant entre les mêmes limites,
G "///[a + u sinQYududQd^ = nn^aK^ ( ^*-*- 7 R' ) •
Les moments autour de OX et de OY sont A=:fff{y-^z^)dxdxdz=B=fffia:^-hz')da:dfdz=:^'^^
A = B = -fff[{^ H- « sin0)*-4- 2a^cos'ô](a + u sinôj ududQd^
207. Déterminer j en Vun des sommets O d'un parai" lélépipède rectangle homogène, les m,oments principaux et les axes principaux d'inertie : double méthode.
Soient 2a, 2 p, ay les arêtes, e la densité^ on peut supposer que la masse du solide, Sa^ye, soit égale à l'unité. Au centre de gravité, les ax.es principaux sont les parallèles GX, GY, GZ aux arêtes et les moments principaux
D'après un théorème dû à Binet et très élégamment démontré dans une des Notes de M. Darboux à la suite du Cours de Mécanique de Despeyrous, les axes principaux d'inertie en O sont les normales aux trois surfaces hoiuofocales à l'ellipsoïde de Mac-Cullagh C relatif à G, qui
passent par le point O. Une surface homofocale à C a une équation de la forme
pour qu'elle passe au point O dont les coordonnées sont — a, — p, — Y, il faut qu'on ait, en mettant pour a^, 6', c^ leurs valeurs
^^^ ps-H^î—SX "^ Y'-+-«'--3X "^aî-hpî— 3X ""■^*
Cette équation est satisfaite pour trois valeurs réelles de )^ : à Tune quelconque d'entre elles correspond une surface (i) dont la normale ON au point O est l'un des axes principaux cherchés ; le moment d'inertie correspondant k^ est égal à )^ 4- a^ -|- p2 _|_ ^2 ^^ Pon peut dire que les trois moments principaux cherchés sont les racines de l'équation
Les cosinus directeurs de l'axe ON autour duquel le moment d'inertie est u= k^ sont proportionnels aux quantités
et le problème est résolu aussi explicitement qu'on peut
le demander dans le cas général où l'équation (3) ne peut
être résolue que parla formule peu pratique de Cardan. Si
l'on fait
les racines de l'équation (3) sont i2, -^ zizy/3i et l'on peut
se rendre compte des résultats numériques.
Nous allons résoudre le problème en considérant l'ellîp-
soïde d'inertie P relatif au point O : si l'on prend pour axes les trois arêtes qui se coupent en ce point, l'équation de P sera de la forme
Ax--^- By^-+- Cz^ — :tDyz — 2Ezx — 7. Yxy = i, en posant
/ / {y'^-\- z^)tdxdy dz-=. ^- — ^r-^y
et
^îa ^Jp ^SY D= 1 1 / yztdx dy dz=:^^'^^ ....
Les moments principaux d'inertie sont égaux aux inverses des carrés des axes de P, c'est-à-dire aux racines de l'équation en S qui, sous la forme donnée par Jacobi, est ici
il suffit de remplacer A, D par les valeurs données il n'y a qu'un instant, B, C, E, F par les valeurs analogues, pour voir que cette équation ne diffère de (3) que par le changement de u en S. On sait aussi que les cosinus directeurs des axes de P sont proportionnels à
d(a + ^~s) '"PY(4p'+4ï2+3a2-3S)' *"^
et cela revient à dire qu'ils sont proportionnels aux fractions (4).
Si l'on suppose p = y, C devient un ellipsoïde de révolution autour de GX et l'une des familles de surfaces orthogonales se réduit au système des plans méridiens : ce sera celle des hyperboloïdes à une ou à deux nappes suivant que p est > a ou <; a. L'un des axe» principaux
n O est normal au plan OGX et le moment d'inertie cor-
espondant égal à ^ ; les deux autres moments
rincipaux sont donnés par l'équation
3a2-^8p«— 3A:2 4a*-r- yfi*— 3X:»
L'où
Quand a, p, y sont égaux, le solide devenant un cube, * est un ellipsoïde de révolution autour de OG; le moment
L'inertie autour de cette droite est ^ a^ ; les autres moments principaux sont égaux à -0- a^.
208. Condition pour qu ^une droite donnée D soit axe irincipal dHnertie en Vun de sespointsM: applications.
Rapportons le corps considéré à trois axes rectangulaires lont l'un, OX par exemple, coïncide avec D et soient Xt^ /, , Zi les coordonnées du centre de gravité G, h l'abscisse lu point M^ on doit avoir
I) I,my{x' — h) = ^mxy — MA^i=o, ^mzx — MAzi = o; ;es équations donnent pour h deux valeurs
'Lmxy ^mxz ^^ M^i ' "MIT'
:[ui doivent être égales et finies. Quand y^ et z^ sont difi'érents de zéro, il faut et il suffit que l'on ait
Zi S mxy =zjri^mzx
pour que D soit axe principal en un de ses points qui sera 3ien déterminé; si l'une des coordonnées, jKi par exemple, îst nulle, il faut et il suffit que le numérateur corresponlant Ymxy soit nul. Enfin, quand y^ et z^ sont tous deux
nuls, la droite D ne sera axe principal que sî ^mxy et ^mxz s'annulent tous deux; mais alors elle sera axe prin — cipal en chacun de ses points.
Cherchons la condition pour qu'une arête AB d'ui rétraèdre ABCD soit axe principal pour le solide en l'ui de ses points. Prenons pour axe des x la droite AB^ pou — r axe des y la perpendiculaire abaissée du milieu P de CEUD sur AB, pour axe des z une perpendiculaire aux deu ^ autres axes. Le plan ABP, étant un plan diamétral, coi^^tient G et Z\ est nul : il faut donc que ^mxz soit aus ^i nul. Mais le tétraèdre peut être décomposé en élémen ^s égaux, deux à deux situés sur une parallèle à CD à Ja même distance du plan diamétral ABP; leurs z sont égam^jai et de signes contraires; mais celui doutiez est positif aim_ Ta une abscisse toujours plus grande ou toujours plus pet î. le que celui dont le z est négatif et Yimxz ne sera pas n^-»l; on n'échappera à cette conclusion que si la direction de CZÎD est perpendiculaire à celle de AB, et c'est précisément la condition demandée.
Il y a une seconde manière de décider si une droite D est axe principal en l'un de ses points M : si on lui mèfle en ce point un plan perpendiculaire, ce plan sera tangenf, en ce point même, à l'une des surfaces homofocales à l'e/llpsoïde de Mac-CuUagh C relatif au centre de gravité. Oï soient, par rapport aux axes principaux de G,
les équations de C et de D : on trouve aisément que le lieu des points de contact des surfaces homofocales à C avec des plans perpendiculaires sur D peut être représenté par les équations
(^2 — c2)PYa? H- ( c2— a2)Ya^ -h (a*— 6*)ap^ = o, {aLX-\~ p^H- •^z){^x — oLy) = (a*— 6*)aP;
c'est une hyperbole équilatère H située dans un plan P parallèle à D, ayant pour centre le point G et pour asymptote une parallèle àD : donc, pour que le point M existe, il faut et il suffît que D rencontre H et, pour cela, qu'elle ait un de ses points, par exemple le point/?, q^ r, dans le
plan P :
,• (62__c2)Py/>-{-(c2— a2)Ya^ -h(a2— 62)a3r = o;
alors D rencontrera l'hyperbole en un point unique à distance finie, à moins qu'elle ne passe en G, et nous savons ce qui arrive dans ce cas.
Cherchons enfin le cône formé par les droites D qui passent par un point donné O et sont des axes principaux en un de leurs points M, ce qui revient à dire qu'elles sont en ce point normales à l'une des surfaces homofocales de C : une telle surface a pour équation
quand on prend pour origine le point O et pour axes des parallèles aux axes principaux en G. Pour que la normale en un point (^, y^ z) passe en O, il faut qu'on ait
Multipliant haut et bas la première fraction par x — x^^ la seconde par y — jKo la troisième par z — z^ et combinant, on voit que chacune des fractions est égale, en vertu de (i), à x{x — x^) -^ y{y — y^) -\' z{z ■-- z^)] on peut aussi mettre les fractions (2) sous la forme
De S.-G. — Rec, 29
45o RECUEIL d'eXERCTCES
et voir qu'elles sont égales aux fractions
y or
Il suffît d'égaler ces valeurs deux à deux pour trouver que le Heu des points M est l'intersection des tieux surfaces
(b^ — c^)xiyz -t- (c* — a^)yiZx -+- (a* — b^)zixy = o, (a?* -+-^'-4- z^ — xxi — yy^ — z^\){^y\ — y^\) = (^^ — b^)opy\
la première est un cône du second degré dont l'origine est le sommet : c'est le cône demandé.
Monvement autour d'un axe fixe.
209. Considérons un système d'axes coordonnés rectangulaires et un solide dont deux points A et B sont fixés sur l'axe des z] le solide ne peut que tourner autour de OZ, et il est soumis en A et B aux réactions des appuis, dont nous désignerons les composantes par X|, Y|, Z|, X2, Y2, Z2. Il suffît d'écrire les théorèmes généraux sur l'accroissement des projections et des moments des quantités de mouvement du système, pour avoir six équations d'où l'on déduit le mouvement du corps et les réactions aux points fixes.
Soient a, b les z des points A, B; X, Y, Z les composantes d'une force extérieure appliquée au point (^, y, z) : 6 l'angle dont le corps a tourné à l'époque f ; to la vitesse
angulaire -7:' et 10'= -j-; x^, y^^ Zx les coordonnées du
centre de gravité G, M la masse totale, I = M^^ j^ moment d'inertie autour de OZ, ^myz = a, ^nixz = 3- On a, en
observant que chaque point décrit un cercle autour de OZ,
dy d^y . , d^z
-^ = (ÛX, —TT ~~ — '"' '^ -^ ''^ '^
= dix, —r^=—Ui^y-^b)'x, -y— z= o;
et les équations du mouvement deviennent
Xi -H Xj-h SX -H M{o)^Xi -+- oi'yi) = o,
Y, -+- Yî-h 2 Y -i- M(w2jKi - wVi) = o,
Zi-hZî4-2Z = o,
aYi-f- ^> Y2— 2(^Z _ z Y) -h loîa — a>'p = o,
aXi-h^X2 — 2(a:Z — zX)-hto*p-h(u'a=o, MX:2w'=:r 2(a7Y— jkX).
La dernière fait connaître la loi du mouvement; les première, deuxième, quatrième et cinquième, X^jXo, Yi, Ya; a troisième donne la somme Z| -{- Z2, mais Z| et Z2 ne Deiivent êlre déterminés isolément, ce qui tient à l'hypothèse d'une rigidité absolue du corps mobile.
Supposons que les forces extérieures soient nulles ou se 'éduisent à un couple dont le plan est perpendiculaire sur \JB : si cette droite est un axe principal d'inertie pour le ^enUre de gravité, le solide tournera spontanément autour le AB sans qu'il soit nécessaire de fixer les deux points A îl B. Si AB ne passe plus au centre de gravité, mais est ixe principal d'inertie par rapport au point A, il suffira Je fixer ce point, B restant libre, pour que le solide tourne indéfiniment autour de AB. Prenons dans ce cas le point \. pour origine et faisons passer le plan des ûoz par le centre de gravité. La réaction R du point A aura pour composantes — Ma)2:r4 et Mto'j?^ : le couple N pourra être réalisé par une force — R appliquée en A et par une force
R appliquée en un point P de coordonnées — > o, o : c'est
le centre de percussion. Si le solide était uniquement sol-
licite par une force égale à Rel appliquée en P, 11 pourrait tourner autour de OZ sans qu'aucun point de cet axe subît de pression.
210. Un parallélépipède rectangle homogène pesant est fixé par les extrémités P, Q d'aune de ses arêtes j qui est verticale : quelle vitesse faudrait-il lui donner pour que le point fixe inf é rieur (^n' éprouvât aucune pression?
Soient 2C la longueur de PQ : si l'on prend cette arête pour axe des z et son milieu pour origine, a, 3 sont toujours nuls et les équations (A) deviennent
Xi-h X2-h M(ti)*.ri -h oi'yi ) = o,
Y,-h Y^-H M(to*j'i — oi'xi) — o,
Zj-h Z2— M^ = o,
c(Y, -Y2)-^Mj,^- = o,
c( X 1 — X2) -H M Xx g — o,
to' = o.
La vitesse angulaire conserve la valeur constante w, et si Ton veut que X2 = Yo^^ o, on déduit des équations précédentes
X,4-Mxiw2 = Yi-HM^,to2= cYi-hMvi^ = cXi-h Ma?i^=o.
Pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit que
C{ù'-=z g\ la réaction en P a pour composantes — ^-^— >
— ' ^' S Mg-; sa direction prolongée passe au centre du parallélépipède.
21 1 . Déterminer la forme dhin pendule composéj assujetti à certaines conditions, de façon à rendre minimum la longueur du pendule simple synchrone. ^
Avec une quantité de matière donnée, on peut toujours former un pendule composé qui oscille aussi vite ou aussi lentement qu'on voudra; il suffît de lui donner la forme d'une très longue aiguille et de la faire osciller autour d'une
parallèle à son axe qui en soit très voisine, ou d'une perpendiculaire à cet axe. Mais, si Ton impose certaines conditions à la forme du pendule, la longueur du pendule simple synchrone ne peut être inférieure à une certaine limite finie. On sait que, si a est la distance du centre de gravité G à Taxe de suspension supposé horizontal, k le rayon de gyration autour d'une parallèle à cet axe menée par G, la lon-
gueur du pendule simple synchrone est l'=:.a-\ ; la
forme du pendule étant donnée, / ne peut être minimum que si a = A"*, alors / = 2 A", et Ton est ramené à former un corps de masse et d'espèce données, tel que son moment d'inertie, par rapport à un axe de direction donnée passant au centre de gravité, soit minimum. Il faut pour cela que, si Ton enlève ou qu'on ajoute une masse infiniment petite en des points quelconques de la surface, sans que cette surface cesse de remplir les conditions géométriques qui lui sontimposées, le moment d'inertie autour de Taxe donné éprouve une variation qui soit indépendante de Tendroit où l'on a retiré ou apporté de la matière^ : sinon, en enlevant de la matière aux points les plus sensibles pour la rapporter en d'autres moins sensibles, on diminuerait le moment d'inertie, qui, par suite, n'eût pas été ixiinimum.
Supposons que le pendule cherché doive être un cylindre droit, d'épaisseur li et de masse m, oscillant autour d'une parallèle à ses génératrices, et menons la parallèle OX par le centre de gravité O. Si l'on veut retirer une petite quantité de matière sans changer la nature du pendule, il faut que cette petite masse soit répartie uniformément le long d'une génératrice : pour que la diminution correspondante du moment d'inertie soit constante, il faut que toutes les génératrices soient équidistantes de l'axe; la base du cylindre sera un cercle, et l'axe de suspension passera au milieu du côté du carré inscrit.
Demandons que le pendule soit de révolution a ulour d'an axe qui coupe à angle droit l'axe de suspension. SoitOXla parallèle à ce second axe par le centre de gravité : la masse dm qu'on enlève doit être répartie uniformément le long d'un parallèle de la surface; si r est le rayon, z la distance du plan du parallèle à l'axe, la variation du moment est
js _l_ - /î ) dm .
Pour que ce soit une constante, il faut que l'équation d( la surface soit
c'est un ellipsoïde de révolution aplati dont le volume, ég^- ^] au volume donné, est -tzc'^] et l'on di k^=ci/ -z*
212. Une planche rectangulaire homogène et tm^ès mince est fixée aux extrémités A e^ B d'une de ses are €es qui fait un angle i avec la verticale; mouvement de la planche quand on V écarte de sa position d'équilibre; réaction des deux gonds.
Je prends AB pour axe des ^, son milieu O pour origine, la perpendiculaire à AB contenue dans le même plan vertical que cette droite pour axe des x et une perpendiculaire à ces deux droites pour axe des j^; soient 2 a la longueur AB, 2C la largeur de la planche. Le poids mg est appliqué au centre de gravité G, et ses composantes sont
X = /n^sint, Y = o, Z — — mgcosi; on a évidemment
a = Hmyz = 0, p = Zmxz = o.
J'appelle 8 l'angle du plan de la porte avecZOXct Xi,^ Zi, X2, Y2, Za les composantes des réactions de A et de
Les équations générales deviennent
X, -h X2 H- mg sini -h me [tù* cos 9 4-«'sinô) =: o, Y, -I- Yj -h //zc(w'sinô — w'cosô) = o, ( I ) ^ Z, -H Z, — mg cosi =z o,
a (Y, — Yj) -h c/wo' CCS / sin 9 = o, a (X, — Xj) ■+- cmg cosi cosô = o,
- /nc^w' = — cmg sinô sin/.
La dernière donne, en multipliant par (i>dt = dd et intégrant,
2c(w^ — o)J) =: 3g^(cos6 — cosOo) siui.
Les oscillations sont isochrones à celles d'un pendule de
Ac longueur -r-î; — :• Les premières équations (i) nous donneront Xi, Xj, Y,, Y,; mais, il est un peu plus simple de chercher les composantes des réactions dans le plan de la planche, parallèlement à OG, et suivant une normale à son plan 5 je désigne ces composantes par Pi, P,, Ni, Nj et
je pose
3^sin/, ^ ,.
w'==-5 COS0— k);
h est <^ — I si la rotation est continue. On a d'ailleurs P=:Xcosô +Ysin9, N = Ycosô — Xsinô;
sî donc on ajoute la première et la deuxième équation (i), après les avoir multipliées par cosô et sin0, ou par — sinô et COS0J on a
^ ^ ^f! sin / , ^ ^ _ , .
P.-î-P2 = 5cos9 — 3A ;
N, H- N2 =: - mg sin i sin 9.
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Ajoutons au contraire la quatrième et la cinquième après
t . ,. , sinô cosô cosô sinô
avoir multiplie par et ? ou par et ; on
trouve
■r> ^ cmsrcosi
P, — Pa = ^ , N, — N,=:0.
On peut ainsi calculer immédiatement les P et les N. Comme Ni = N,, sans que Pi soit égal à Pj, les deux réactions n'ont pas de résultante, à moins que cosi ne soit nul, c'est-à-dire AB horizontal ^ alors
P, = P, = -Jl ( 3 /z — 5 cos 0 ) , N , =: N, = -n^ sin 0,
_, Ni
Si Wa = o et Ôn=i -"i h est nul etrr^ == tans'd: la lan-
2 P, lO ^ '
gente de l'angle de la réaction avec le plan de la porte est
proportionnelle à tango.
213. Oscillations d'une aiguille aimantée mobile autour dUin axe horizontal qui passe par son centre de gravité O; influence du frottement qui s'exerce sur V axe quand V aiguille oscille dans le plan du méridien magnétique.
L'influence de la Terre sur une aiguille symétrique par rapporta son centre de gravité peut être représentée par l'action de deux forces F égales, parallèles et de sens contraires, appliquées eu deux points P, P', symétriques par rapport à O ; l'angle i de ces deux forces avec l'horizon est l'inclinaison, et le plan vertical qui leur est parallèle est le plan du méridien magnétique. Fpeut être remplacée par une composante verticale F sinî, et une composante horizontale Fcost; si donc l'axe deraiguillefaitl'angleaavecle méridien magnétique, Fcos/ se décompose en deux autres, Fcos ; sina, dans le plan où peut se mouvoir l'aiguille, Fcos^cosa parallèle à l'axe : l'aimant sera en équilibre quand l'angle i'
de P'P avec rhorîzon est tel que
cot/'= sînacot/.
Écartons PP' d'un angle 9 de sa position d'équilibre-, si PP'= 2/, Taîmant est soumis au couple
2F/sinô v^sin'/ -I- cos'/sin'a; en appelant mk^ le moment d'inertie, on a
mÂ^ùn' =r — 2 F/ s:n0 y i — cos'/cos'a, /7z/-2(w*— wj) = ■^Fl{cos9 — cos9o) v'^i — cos^^cos'a.
Li'aiguille prend un mouvement pendulaire, d'où l'on iéduit l'intensité des forces F« Supposons l'aiguille assu-
I eltîe à rester dans le méridien : a =s - • Soient p le rayon
ie l'axe de suspension, 2 a la distance des points d'appui, iont le milieu est en O 5 je prends cet axe pour axe des z, .'axe des j^ étant suivant la direction d'équilibi^e et l'axe les a: perpendiculaire aux deux autres-, et je désigne par 9 .'angle de OP avec OY, le sens des angles positifs étant
-el que pour OX, 9 = • Les composantes du poids sont
mg'sini, mgcosi et o, tandis que F est parallèle à OY. Par raison de symétrie, les points d'appui n'ont pas à fournir de réaction parallèle à OZ; leurs actions, égales entre elles, ont pour composantes X et Y ; la force de frottement en chaque point d'appui est donc sincp y/X^-f-Y^. Comme a?^,^^, ^|, a, p sont nuls, les troisième, quatrième et cinquième équations générales deviennent des identités, et les autres donnent, o désignant l'angle de frottement,
iX-\- mgsini= Oj 2 Y-f- m^cosr = o, mk^w' = — 2F/sin6-f-2psincpv/X*-i- Y*.
Le signe du dernier terme est pris en supposant que 8 parte d'une valeur initiale positive 'k pour décroître. Oru ^ lire de nos équations
^ = coti, 2 /X^ -H Y» = m^,
La réaction de chaque appui est toujours verticale et égal^^^e à la moitié du poids. L'équalion du mouvement devient
mk^fji' = — 2F/ sinô -f- mg^ sinfp.
Pour que le mouvement naisse, il faut
2F/ sin> ^ mg^ sincp;
s'il en est ainsi, intégrons en multipliant par 2(jidt = 2C^6: mk^(»r=z 4F/(cosO — cosX) -f- 2mgp[0 — X) siny.
Cette formule est applicable jusqu'à ce que 6 ait atteint une valeur Aj pour laquelle œ s'annule. A cause de la petitesse de josiiicj), Xi ne diffère pas beaucoup do — 1] écrivons que 0)* s'annule pour 6 ==■ — l-\- h^
2F/[cos(X — h] — cos>] — mg^[i\ — h) sinjp =o.
Développons cos(X — h) par la formule de Taylor, et négligeons les termes du deuxième ordre :
„,, . ^ ^ . , wfi'p'Xsinç
2F/i^SmA — 2/72^ûA Sm-y =: G, h =: ' ' . ^•
F / sin X
si X est peutconsidérable, -r^- diffère peu de i, A est sensi- ^ sin). ^ ^
bleraent constant, et l'on voit que l'amplitude des oscillations décroît suivant une progression arithmétique*, quand
le sinus de cette amplitude est devenu <r J., > l'aiguilk
s'arrête, faisant en général un petit angle avec OY.
Mouvement autour d'un point fixe.
214-. Considérons un solide assujetti à tourner autour d'un point O et sollicité par des forces quelconques^ le mouvement élémentaire est une rotation autour d'un axe instantané 01, et il suffirait de connaître la grandeur et la direction de la droite 01 = w qui représente cette rotation à chaque instant pour être ramené à une question de Calcul intégral. Menons trois axes rectangulaires fixes OX^, 0Y<, OZ,; la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à 0X< est de la forme
la dérivée par rapport au temps est égale à la somme des moments des forces extérieures, mais elle est difficile à calculer à cause des S qui y figurent et qui varient avec le temps. Aussi Euler a-t-il cherché les projections p, q, r de OI sur les axes principaux OX, OY, OZ relatifs au point O; ces axes sont mobiles, mais il suffit de connaître leur position à un instant donné pour avoir celle du corps. Soient A, B, G les moments d'inertie principaux au point O : les moments des quantités de mouvement par rapport à OX, OY, OZ ont pour sommes respectives A/?, Bgr, Gr; ces sommes sont égales aux projections de l'axe G du couple résultant des quantités de mouvement et l'on a
le plan du couple lui-même, défini par Téquation
Apx 4- Bqy -h Crz = o^
est le plan diamétral conjugué de l'axe instantané 01 par rapport à l'ellipsoïde central. Le moment d'inertie du
solide autour de 01 a pour valeur
on en conclut que la somme [xw des moments des quantités de mouvement par rapport à 01 est égale à la projection de G sur 01 et que la force vive est A/?^ ~\- Bgr^ -f- Cr^.
En exprimant que la vitesse de l'extrémité de l'axe OR = G du couple des quantités de mouvement a ses projections sur OX, OY, OZ égales à celles de l'axe OR du couple résultant des forces extérieures, M. Resal obtient d'une façon très élégante les équations d'Euler :
A^f -i-(G-B)yr = L, (,) { Bj?+(A-C)r/>=M,
En général, ces équations ne peuvent s'intégrer directement parce que L, M, N ne sont pas exprimés en fonction de p, q^ r, mais en fonction des trois paramètres propres à définir la position du solide dans l'espace. Les paramètres qu'on emploie le plus souvent sont les trois angles d'Euler. Supposons qu'il faille une rotation positive de 90® autour de OZ pour amener OX sur OY, et ainsi de suite, et soit OU une moitié de l'intersection des plans OX^ Y^ et OXY : nous appelons t}» l'angle dont il faut faire tourner OX| autour de 0Z| dans le sens positif pour le faire coïncider avec OU, cp l'angle dont il faut faire tourner dans le sens positif OU autour de OZ pour l'amener sur OX, et 6 l'angle dont 0Z| doit tourner autour de OU pour coïncider avec OZ5 ces trois angles peuvent prendre des valeurs quelconques. On établit en Cinématique les trois
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relations suivantes :
/. = sm8smcp-^-4-coscp-j-^,
(a) ^^=siQecoscp--smcp-^^,
ft d^ do dt dt
Ces relations permettent de transformer les équations (i) en un système de trois équations du second ordre entre '|i, <p, 9 et ^; on peut aussi conserver les six équations simultanées (i) et (2).
Quand deux des moments principaux, A et B par exemple, sont égaux, rien ne distingue, dans le plan de l'équateur de l'ellipsoïde central, les droites que nous avons prises pour axes des x et des^ et Ton peut supposer qu'à un instant donné, cp soit nul. Dans cette hypothèse, les
valeurs de /?, q et celles de ^j -^ qu'on obtient en diffé-
rentiant les deux premières équations (2) se réduisent à
^0 . ^d^ t/^O . ^do d^ . .(i2.^ d^ d'\^ ^0 do
-T-> sin6-r> -r-r -H SI Q 6 V- -r^ sin 0 -Vi- + cos 6 -; — r- ; — r-*
dt dt dt^ dt dt df^ dt dt dt dt
Portons ces valeurs dans les deux premières équations d'Euler où nous remplacerons L et M par des quantités P, Q pour rappeler qu'on prend les projections de l'axe OR sur. OU et sur une perpendiculaire, puis réduisons les coefficients de A en tenant compte de la troisième équation (2); enfin écrivons la troisième équation d'Euler où le terme en A — B disparaît et nous aurons
(„ JA(.,..g*.co..SS)-C,J]=Q,
Ces équations sont dues à M. Resal : comme l'instant t auquel elles se rapportent est quelconque, elles subsistent pendant toute la durée du mouvement et ont l'avantage de ne contenir <p que par ses deux premières dérivées.
Il va de soi que, si l'application des théorèmes généraux de la Dynamique peut fournir une ou plusieurs équations entre/;, y, /% <p, 4», 6 et t, on aura le droit de les substituer à pareil nombre des équations (i) et (a) dont l'intégration pourra être facilitée par cette substitution. On sait que la force vive est égale à Ap^-\- Bg^-h C/-,
Quant aux composantes de la réaction exercée en O sur le solide, on les calculera en exprimant que le centre de gravité se meut comme un point de masse M sollicité par cette réaction et parla résultante de translation des forces extérieures.
215. Influence des forces extérieures sur la rotation du solide. Application,
Bien que les axes OX, OY, OZ soient mobiles, on a vu en Cinématique que les valeurs de dp, dq, dr correspondant à un temps dt représentent les composantes de la vitesse de rotation acquise pendant ce temps suivant les droites qui, à Tinstant t, coïncident avec OX, OY, OZ. Or les équations d'Euler montrent que ces composantes sont formées de deux parties :
les premières parties sont acquises sous l'influence seule de l'inertie, les secondes ont pour résultante la rotation diù communiquée spécialement par les forces extérieures et l'on voit que l'axe de cette rotation élémentaire est dirigé suivant le diamètre de Tellipsoïde central E con-
jugué au plan du couple résultant des forces extérieures. Soient R le moment de ce couple, i l'angle de son axe avec le diamètre 01 conjugué à son plan par rapport à E : on a
._ hhdt M Udt
N ^dt _ dv^ r /Ldty "I
mais la quantité entre crochets est égale au moment
d'inertie [jl du solide autour de 01 ; dto est donc égal à
Rcost ,, dt.
Considérons, par exemple, un cube homogène mobile autour d'un de ses sommets O et cherchons le mouvement que lui communiquera, au bout d'un temps dt^ une force F appliquée normalement au point M d'une des faces qui se coupent en O. Soient OA, OB, OC les arêtes, de longueur 2 a, qui aboutissent en O et supposons M situé dans la face OBC. Comme il nous suffit d'appliquer les résultats énoncés il n'y a qu'un instant, nous prendrons pour axes coordonnés les arêtes OA, OB, OC, et les résultats actuels seront plus faciles à discuter. Si la masse du cube est 3m, on trouve pour l'équation de E
ma^[S(x^-\-y^-i- z^) — 6{yz -\- zx 4-a?^)] = i.
Soient o, h, c les coordonnées du point M; le plan du couple résultant de la translation de F en O a pour équation cy — 6^ = o; son diamètre conjugué 01,
a des cosinus directeurs déterminés par les équations
ces cosinus définissent la direction de l'axe rfw. Pour en
calculer la grandeur, remarquons que le moment R
rgal à F^6- -r C^ ] puis les cosinus directeurs de OR élar:::^
O, ; — r^rr^ > -; > OU a
COSl =
enfin, nous pouvons écrire
.a = /na«[ii(aî-4-p2 4-Y*) — 3(a-4-p-i-Y)*]
= 1 1 /na* —-n ttt-^ ttt
= 22 ma*
En substituant ces valeurs dans la formule générale, il se présenle de grandes réductions et Ton trouve
doj= rv/4362-h43c2— 786c.
22 ma* '
On retrouverait les résultats précédents en égalant les moments des quantités de mouvement par rapport à OA, OB, OC aux moments de Timpulsion élémentaire de la force F.
216. Remarques relatives au cas oà il n*y a pas de forces extérieures.
Lorsqu'il n'j a pas de forces extérieures ou que ces forces ont une résultante passant parle point fixe, le solide se meut suivant les lois que Poinsot a mises en lumière. L'axe du couple résultant des quantités de mouvement conserve une direction fixe dans l'espace, OK, et une grandeur constante G ; la force vive H est aussi constante. L'ellipsoïde d'inertie E relatif au point O se déplace de manière à être toujours tangent à un plan ET, mené à une
distance 8 = ^ du point fixe perpendiculairement à OK el
que j'appellerai le/?/a/? //x<?; j^appellerai aussi pôle lepoinl de contact variable M de E avec II. L'axe instantané de rotation est dirigé suivant OM et la vitesse angulaire du solide autour de cette droite est
(i) w = OMv/n = p/n,
OM étant égal à p ; la projection de l'axe représentatif de cette rotation sur OK est
to cosMOK = /:,-•
Poinsot a reconnu que plusieurs quantités, qui dépendent du mouvement du solide, restent constantes. Signalons d'abord la somme des carrés des distances des sommets de E à Taxe OK :
2i(.— Kox,= .2i -9: ="i:i
En second lieu, prenons sur les axes principaux des longueurs Oa, Oj3, Ov égales à y/A, \/B, ^/C : je dis que la somme des aires décrites par les projections deOa, O^, Oy sur le plan II est proportionnelle au temps. En effet, la vitesse aréolaire de la projection du point a est égale à la moitié de la quantité de mouvement, par rapport à OK, d'une masse égale à Tunilé et placée en a : les moments de cette quantité de mouvement par rapport à OX, OY, OZ étant o, A/jr, Ar, son moment relatif à OK sera
on en conclut aisément que les aires considérées ont pour
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rEC«»^^
^'E^Eivcic^'
Mnus suÇV ^ Ae ces ^^ . el ^ " r- -i ^ CH ? ^^
*''"":: *-- ifde^A-e »:;.::». d.J^*'^-
L'herpolhodie est la courbe U décrite par le pôle M dans le plan II ; M. Darboux a fait connaître une méthode bien préférable à celle de Poinsot pour en trouver l'équation. Soient M, Mj les positions du pôle aux époques t et ^-h dt^ W la position occupée, à l'instant t^ par le point du solide qui doit venir coïncider avec Mi, P le point où la droite OK rencontre II. Le cône (G) qui a pour sommet le point O et pour base la polhodie devant rouler sans glisser sur le cône fixe (Ci) qui a l'herpolhodie pour base, les triangles OMM| , OMM' sont équivalents, leurs plans font un angle infiniment petit et PMMi est égal à la projection de OMM' sur le plan U ou encore à la somme des projections des triangles e^., e^, e^. suivant lesquels OMM' se projette sur les plans OYZ, OZX, OXY.
Déterminons la position du point M dans le plan U par sa dislance u au point P et par l'angle \ de PM avec un
axe fixe PMo : le secteur PMMi a pour mesure - u^ rfX.
Lçs coordonnées x^ y^ z du pôle dans le solide sont égales
à — i — > — ou, (i) n" 216, à ■—, ~=9 -7=: on a donc o> là ^ ^ ^ V/H v/H /H
-u'/ ^ ^\ ^ i g dr — rdg
tjc^± -{y dz - z dy) = -± -^ 2 1;
mais les deux dernières équations d'Euler donnent ici _^ B(A -B)o5-+-G(A— C)r» , AH — G» _,,
-''-= bcH /' * = -ÏÏBCîr ^ '^'^
On a donc, en additionnant les projections de e^c, e^, tz sur II,
,^ ^ , J^ V^AdAH — G2 . HJ'— G* ,
(0 ± a» rfX == 2, -f nBGÎI- ^ ''^ == ÂBCÏÎG '^''
en désignant SA^/?- par J=^. On a d'ailleurs
2AV^ = GS i:A/>2=II, Zp''=Up'-=n(u^-^ ^\ .
Éliminant /?2, q^y /'- entre ces équations et celle qui définit J^, on trouve
A B G II
I I i II w'
Si je développe par rapport aux éléments de la quatrième colonne, je puis diviser par (B — G), (C— A.), (A — B) et tirer de l'équation •
J3= ABGHw2-i- ^" — (BG-t-GAH- AB)II^-(A-f-B-rG)G*.
Substituant dans la dernière valeur (i) de u- cD^, on voit aisément qu'elle prend la forme très simple
si l'on pose
cU ~ G
(AH — G^UBII — G^) (GH — G^) ABGHG2
On a d'autre part, en se reportant aux équations d'Eu-
1er,
, _ p dp -4- q dq ->r r dr _ pqr dt ^ B — C
mais on a idenliquement
B_G rC — B)(A-C)(B — A)
A-B)(A-C) V"" G2-AH
t Ton en déduit q^ et r^ par permutations tournantes. Eu gard à ces résultats, la valeur de udu donne
l suffit d'éliminer dt entre les équations (3) et (5) pour voir l'équation de l'herpolhodie.
La vitesse aréolaire du pôle s'exprime par une fonction
inéaire de w^ et m -7- par la racine carrée d'un polynôme
i^(w2)du troisième degré en U'\ le coefficient de u^ est îssentiellement négatif et le terme constant est égal et de ligne contraire au carré du terme constant dans la vitesse iréolaire; il en résulte, et l'on s'en assure en ajoutant les îquations (3) et (5) après les avoir élevées au carré, que '- est une fonction bicarrée de u. Si j'appelle u», U2, U3 es racines de F(m2) dans l'ordre où elles se présentent 5OUS le radical (5), on a, en se rappelant nos conventions sur la grandeur de A, B, C,
et U' variera entre U| et 'Ji, L'herpolhodie est comprise entre deux cercles qu'elle va toucher alternativement , M. de Sparre a montré qu'elle n'a pas de points d'inflexion, mais la démonstration de ce curieux théorème nous entraînerait trop loin et je renverrai le lecteur à une Note sur le mouvement d^un solide autour d^ un point fixe que j'ai publiée chez M. Gauthier- Villars en 1887.
Quand AH — G^ ou G- — CH s'annulent, l'herpolhodie se réduit à un point; si c'est BH — G-, son équation ne
dépend plus que des fonctions élémentaires : les équations (3) et (5) deviennent
dk /îî du r^^r—. r, (A-B)(B-C)1
après avoir éliminé dt^ on intégre aisément et il vient
i (ea).v/îi_^.e-a>VB).
Voyons quelle est, dans le cas général, la position relative des cônes (G) et (Ci ) ; le premier est du second degré et a pour axe OZ, le second est transcendant, mais partout concave vers OP, qui est pour lui comme une sorte d'axe. Considérons Tins tant où la génératrice de contact passe au sommet n de la polhodie qui est dans le plan OXZ: une figure très simple montre que, suivant que OZ coïncide avec Taxe majeur ou avec l'axe mineur de E, c*est-à-dire suivant que A est ^G ou BH^G^, la perpendiculaire OP abaissée sur le plan tangent à E au point n tombe en dehors de (G) ou biem à son intérieur entre O/i et OZ. Dans le premier cas, les deux cônes sont extérieurs l'un à l'autre ; dans le second, ils sont situés du même côté de ieur plan tangent commun; mais ZOn est le minimum de Taugle des génératrices de (G) avec OZ, tandis que P0« est le maximum de l'angle des génératrices de (Ci)avec OP; et cependant ZOn est > POn; il faut en conclure que le cône fixe (d ) est tout entier à l'intérieur de (C)quï roule sur lui en l'enveloppant.
Quand le mouvement d'un point [x dans un plan est défini par des équations de la forme
n étant égal à — h^^ on peut se demander si la trajectoire V est une herpolhodie : il faut, pour qu'il en soit ainsi, qu'on puisse trouver pour A, B, C, G, H des valeurs qui rendent les équations (3) et (5) identiques à (6). On voit
d'abord qu'il faut prendre H = Ar^, G = =h — > le signe ±
étant choisi de telle sorte que G soit positif; on fera aussi
T = Si alors on sait résoudre l'équation ^(^u^)=zOy
on égalera les racines aux quantités Ui, U2, U3 en évidence sous le radical (5) et l'on en déduira successivement A, B, G; sinon, on remplacera dans ^{u^) l'inconnue u^ par
^^ — fj et l'on obtiendra une équation du troisième degré
en V ayant pour racines A, B, C.
H n'arrivera pas toujours que les valeurs obtenues pour A, B, C puissent représenter les moments principaux d'un solide, quantités essentiellement positives et dont chacune est moindre que la somme des deux autres; s'il n'en est pas ainsi, V ne sera pas une véritable herpolhodie. Mais alors, soit S une quadrique définie, avec les valeurs trouvées pour A, B, G, par l'équation
si elle pivote autour de son centre O de manière à toucher en un point variable [x un plan fixe mené à la distance
-çT = X du point O, l'axe instantané de rotation étant dirigé suivant Ojjl et éggl à A*. 0|Ji, le mouvement de S aura la plus grande analogie avec celui du solide de Poinsot et M. Darboux lui donne, dans une acception générale, le nom de mouvement de Poinsot; le lieu des points de contact [JL est la ligne V et conserve le nom à^ herpolhodie; il peut y avoir des points d'inflexion ou de rebroussement. Enfin les composantes de la rotation de S suivant ses axes
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atisfont à des équations de la forme
dp _B-C
dt "" A"*" ^''' • • • '
qui devlennenC une généralisation de celles d'Euler.
218. Mouvement d'un anneau homogène S dont le centre O est immobile et coïncide avec celui dUin anneau fixe beaucoup plus grand que S, et dont les molécules sont attirées par celles du grand anneau suivant la loi de Newton; le mouvement initial de S est donné. Discussion,
Prenons le centre O pour origine, les plans du grand et du petit anneau pour plans des x^ y^ et des xy : la position de S sera définie par les trois angles d'Euler. Soient M et m les masses des deux anneaux, R et a leurs rayons, / le coefficient de l'attraction : on a vu (n° 85) que les forces appliquées à S peuvent se réduire à un couple dont Taxe est dirigé suivant la ligne des nœuds OU et dont le
moment est y /Mm -^ sinOcosO, en négligeant les termes
en j^« Le moment d'inertie C est ma^^ A et B étant égau^
chacun à la moitié de C; le mouvement de S peut étr
déterminé à l'aide des équations de M. Resal, qui, en pc
sant
et divisant par -ma-, deviennent
-j — 4^'* sin 0 cos 0 -h 2 r^' sin G = — fx sin 6 cos 0,
sinO^-}-20'iJ;'cosO-.xrO'=o, % = o.
dt ^ dt
La dernière montre que rsera constant; la secon
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ègve en multipliant tous ses termes par sinO; et, si l'on lésigne par a, e, !J les valeurs initiales de 9, ^', <{>', on trouve
i) <}^' sin^e -r- 2rcos6 = Çsin^a -h arcosa;
;ette intégrale exprime que la projection de G SurOZ^ est luUe, puisque les composantes de G suivant OU, OV, 3Z sont A 9', A^' sinO et G r ou 2 A r; on aurait pu Técrire i priori, car la vitesse de l'extrémilé de Taxe du couple les quantités de mouvement G est représentée par Taxe lu couple résultant des forces extérieures; elle est donc Dcrpendiculaire sur OZ,, et la projection de G sur cette droite constante aussi bien que sur OZ.
Enfin, multiplions la première équation de M. Resal Dar 28', la seconde par 2^'sinO et ajoutons membre à nembre : on peut intégrer les deux membres et il vient
e'2-f-ij>'2sin2e = £2-4-Ç2sin2a-h {jl(cos20 — cos2a);
c'est l'intégrale des forces vives : si l'on y remplace ^' par sa valeur tirée de l'équation (i), il vient, après de simples réductions,
/ G'îsin^O = £2(i__cos«ô)-f-(cos6 — cosa) [2) } X i [f^(ï — cos20) — Ç2sin2a] (cos6 M-cosa)
\ H-4^Csin2a — 4r2(cos0 — cosa)j.
Cette équation permet de déterminer 0 en fonction de t ; e second membre est un polynôme du quatrième degré en îos9; si nous le désignons par F(cosO), nous aurons
F(cosa) = eîgin-a
3) F(ii=i) = — (iqzcosa)2(2r— Çcosa^zÇ)^-
Écartons les cas particuliers dans lesquels F(i) ou :^ ( — i) s'annule : nous pouvons supposer a compris entre
o et TT, et 6 ne peut atteindre aucune de ces limites ; quan^n on fait croître 8 de a jusqu'à tî ou quand on le fait décroît^^ de a à zéro, on rencontre deux valeurs, 8| et 82? pour le^ quelles F(cos8) s'annule et devient négatif; 6 ne varier qu'entre 84 et O2 et, en général, il oscille d'une lim à l'autre dans un temps fini. Toutefois, si l'équatii F ( cos 8 ) = o admet une racine double cos ^ comprise ei cos8| et cos 82, P deviendra une limite vers laquelh tendra indéfiniment sans jamais l'atteindre; en effet, ^t^^i notre hypothèse, l'équation (2) donne pour rf^ une \'SL^eui de la forme
//v 7 . sinOrfO
(4) dt=±
(cosp— cos6)/F,(cos6)
et, si l'on intègre jusqu'à 8 = p, ^ devient infini. Dans tous les cas, une fois 6 connu en fonction de t, Véquation (i) déterminera ^,
Cherchons quelles doivent être les conditions initiales du mouvement pour que 8 garde une valeur constante, qui ne sera autre que a : il faut évidemment que e soit nul et que cos a annule F (cos 6); mais ce ne doit pas être une racine simple, car a se confondrait avec l'une des limites 64 , 82 que 6 ne doit pas franchir, et la valeur de dt tirée de (2) prendrait la forme
dt
COS0 — cosa)Fj(cos6)
F2(cosa) n'étant pas nul; au bout d'un temps limité B dif" férerait de a d'une quantité finie. Si, au contraire, cos» est racine multiple de F(cos8)= o, la valeur de dt prendra la forme (4), sauf le changement de ^ en a, et si l'on intègre à partir de a, il faudrait un temps infini pour que 8 atteignît une valeur différente de cette limite ; c'est donc la condition nécessaire et suffisante pour que 9 ne varie
pas; elle suppose que le coefficient de cos8 — cosa dans l'équation (a) s'annule pour 8 = a; les conditions initiales demandées sont donc
e = o, (|ji — ^*) cosa-f- 2rÇ =^ o;
si elles sont remplies, S aura un mouvement de précession uniforme.
On obtient encore des résultats simples quand on suppose l'axe OZ primitivement immobile, mais la vitesse r de rotation de l'anneau autour de cette droite extrêmement considérable. Pour peu que 8 s'écarte de a, F(cos8) devient négatif; si donc on pose 8 == a — x, x devra rester très petit et, dans les équations (i) et (a), après avoir fait e = !J=o, on pourra remplacer les autres termes par leur partie principale que donne la formule de Taylor : on aura
On voit que l'intégrale de la seconde équation peut se mettre sous la forme
a sinaa , rc = * ,, , (i — cos2rO; 8 r' '
en substituant dans la première équation, on en tire
Soit P le point d'intersection de l'axe OZ avec une sphère dont le centre est en O et le rayon égal à l'unité : ce point décrit une épicycloïde sphérique engendrée par
un cercle (c) de rayon ^ ^ — > roulant sur un cercle (ci),
lieu des points pour lesquels 8 = a. Soient, à l'époque t^ Q le point de contact des deux cercles, I le point d'intefsection de la sphère avec l'axe instantané : la vitesse an-
gulaire de S étant sensiblement égale à /•, la vitesse du point P sera égale à rPI et normale à l'arc PI; mais, comme P appartient au cercle (c) qui roule sur (ct) avec une vitesse angulaire égale à ar, sa vitesse a aussi pour valeur 27'PQ et elle est normale à PQ; on en conclut que le point I s'obtient en prolongeant PQ d'une longueur égale; on peut regarder ce point comme le centre de courbure de l'épicycloïde en P; il a pour lieu une autre épicycloïde qui sera la directrice du cône (Ci). Quant au lieu(C) des axes instantanés par rapport à l'anneau, on voit aisément que c'est une portion de plan limitée par deux droites dont OZ est la bissectrice et dont l'angle est égal à
• Ces résultats peuvent se vérifier parle calcul.
Revenons enfin aux cas que j'ai exclus au début, ceux dans lesquels F(i) ou F( — i) s'annulent : si ces deux quantités sont nulles à la fois, r et ^ seront aussi nuls, à moins que 0 ne soit constamment égal à o ou à tc, et l'anneau prendra un mouvement analogue à celui du pendule, la ligne des nœuds restant fixe. Supposons que F(i) s'annule seul ; on aura
(5) 2r = Ç(i-+- cosa).
On peut diviser l'équation (2) par i — cosO et l'on en déduit
( (1 -+- cos6)0'2=:(£2_|. jjLcos^O — jJLCOs2a)(i-4- cosO)
( — 2Ç2(i4-cosa) (cosa — cos6).
Soit<ï>(cosO) le second membre : il est positif pour 0 ==0 et pour 9 =:= a, négatif pour 0 = 7t et, dans tous les cas, 0 ne pourra dépasser une certaine valeur Oi comprise entre a et 7c. Entre cosa et i, l'équation <ï>(cosô)= o peut avoir deux racines ou n'en pas avoir; dans le premier cas, 0 aura une limite inférieure 60 et, en général, oscillera
entre Q| et O2 ; dans le second cas, 8 variera depuis Oj jusqu'à — 9|, OZ ira coïncider un nombre infini de fois avec OZ<. J'indiquerai un exemple numérique dans lequel nous saurons effectuer toutes les intégrations.
Soient a = ->/*=- ? [jl = 8 î^^ : la condition ( 5 ) est satis-
faite et l'on peut appliquer l'équation (6), qui donne successivement
(1 -{- cose)e'2 = Ç2(8 cos^O -t- 8 cos^e -h a cosO),
cos i e <fo
(^3 — 4 sinî 1 0 j i/ 1 — 2 sin2 i 0
On voit que 0 doit commencer par décroître; si î^ est
positif, on prendra d'abord le signe — et l'on aura, en
intégrant,
col2 - 0 = I -T- - tangîÇf 4 / 7 •
On trouve ensuite, en ayant égard à la valeur de cot- 0,
dt l -r- COS 0 ' "^ /^
3 + 2tang2Ç«^-
i}; — t{;o = 2^ — arc lang f 4/ | tangÇ/ l/- ^ On a enfin
û^^ dt 2 ^ 1 dt 2
et l'intégration est immédiate. On voit quecpett}/ augmentent sans cesse. Le point de rencontre de OZ avec une sphère dont le centre est en O se meut d'abord tangentiellement
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le pôle décrit dans le solide une courbe V située dans un plan n qui coupe normalement OZ en un point P tel que OP = n. Déterminons la position du point M dans le plan par des coordonnées polaires PM = u^ MPMq = \. On a
w» = /?2 H- </« = 0'2-f- f »sin«0,
ou, ayant égard à l'équation (3),
M* (5) u^=^iu.(h — cos6), cosO = A •
Différentions la première, élevons au carré et tenons compte de Téquation (4)î nous aurons
M* -T-^ = 2|ji3(A — cose)(i— cos«6)-— {jLî(Â: — //icose)2. Si l'on y remplace cos6 par sa valeur (5), il vient
= — -- u6-^ ^-^ — j-^ a*-i-...— fx2(/:— //lA)*.
D'autre part, on a, pour la vitesse aréolaire du point M,
1^2— =-( ^-o^\' 2 dt i\ dt ^ dt )'
mais les deux premières équations d'Euler donnent
^ =(i— /)/i^-+-[j.sin6coscp, ^ =(/— i)/>/i— iisinesincp;
On a donc
W^--f =(/—^)'^(p^-^ Ç^)— (JisinO(/?siiicp -h q cos o)
= {/— i)nu^^ \i.^' sin» 0 = (/— i) /la» — \â.{k —fn cos 0) ,
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OU, en remplaçant cosO par sa valeur (4),
(Ci bis) w2^ =- tll^t nu^-^ }i,(fnh — k).
Les équations (6) et (6 bis) montrent (217) que V est une lierpolhodie, dans l'acception générale du mot, et nous savons déterminer les éléments du mouvement de Poinsot correspondant; en particulier, l'identification
donne ■- pour la constante H des forces vives. Soit F le
cône à base de polhodie qui, dans le mouvement de Poinsot considéré, roulerait sur le cône (C) dont la base est V et qu'on devrait supposer immobile : F tournerait autour
de OM avec une vitesse égale à OM y/H ou à - •
Cherchons maintenant le lieu V| du point M dans l'espace. Soient Xi^ y\^ z^ ses coordonnées ; on a d'abord
(7) ^î -^y\ -\- z] r=z pi -\- ^2-+- ,.2^ n2-+-2{x(/i — cosO);
puis, z^ étant égal à la somme des projections de 0', o', ^' sur 0Z|,
^i= cp'cosô -+-^'= /cosO -^ -ysin^O = /{-\-(i—f)n ces 6. L'élimination de cosO entre cette équation et (7) donne
(i -/)n{xl +7? ^. ^2)^_ 2 ,^5j = (^^^f)n{n^^ -f- 2 ji/i) -h 2 ^k.
La courbe V^ est donc située sur une sphère; on l'obtiendrait en faisant pivoter l'herpolhodie V autour de O de manière qu'elle roule sur la sphère, mais elle est compliquée et je ne l'étudierai pas. Arrêtons-nous au cas àef=z \ , l'ellipsoïde central au point O se réduisant à une sphère : Z\ est constamment égal à A", et V^ est contenue dans un plan horizontal IIi qui coupe OZj en un point fixe P< ;
soient P, M = W|, MP<M|,o = 1,. On a
si donc on se reporte à l'équation (6), si Ton y remplace u par sa valeur en w,, h par A, -^ -^— P — et / par i, on aura
(8) I _/jxA:-.u/iAi-f-^
= — - Wf -f- . . . — {Jl2( /l — ^ /il )2.
Nous sommes conduits à chercher la vitesse aréolaire ; nous exprimerons, en suivant la méthode du n** 217 pour trouver Therpolhodie, qu'elle est égale à la somme des projections, sur le plan IIi, des vitesses aréolaires
\ I dr dq\ \ ( dp dr\ \ { dq dq\
\VTt-'-Tt)' -A'' wt - p Tt) ' lyp-di-'d-t)
traitées comme des aires contenues dans les pla»s OYZ, OZX, OXY; ces plans font avec Ui des angles dont les cosinus sont sinOsincp, sinOcoscp et cos8; les dérivées de /?, q, r sont données par les équations d'Euler, qui se simplifient beaucoup quand f=^ i , et Ton a
(9) "î ""^/^ — \Ln — \kk cos^ — - ku\ -\- \i.{n — khi).
Les équations (8) et (9) ont une forme caractéristique et V, est encore une herpolhodie; on trouvera, comme pour V, que le cône F' qui, dans le mouvement de Poinsot correspondant, roulerait sur le cône (Ci) doit tourner avec la
vitesse - autour de la génératrice OM. Ainsi le mouve-
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Quand y a une valeur quelconque, imaginons un système
S' d'axes OX'Y'Z' se mouvant de manière que OZ' coïncide toujours avec OZ et que OX', OY' fassent avec OX, OY des angles égaux à (/ — \)nt. Les angles 8 et A qui servent à définir la position de S conviennent à S', mais l'angle (f doit être remplacé par ^ = ©-h(/ — i)nt; le mouvement de S' est déterminé par les équations (2), (3) et par l'équation
(1 his) <i>'-;- <j;'cos 0 =/n.
Si Ton pose y*/? = n\ on voit que ce mouvement est de même espèce que celui de S dans le cas de /= i ; quant au mouvement du solide tel que je le considère maintenant, il peut être défini en disant que S est animé d^ln mouvement de rotation uniforme par rapport à S' tandis que S' se meut suivant la loi de Jacobi. On peut montrer que le cône F qui est animé d'un mouvement de Poinsot dans l'espace absolu et relativement à S' possède aussi un mouvement de Poinsot relativement à S , ce qui établit le théorème de Jacobi dans le cas de y quelconque; mais, pour la démonstration de ce dernier point, je renverrai à la Note XVII de M. Darboux au Cours de Despeyrous,
220. Rechercher les couples capables de communiquer à un solide le mouvement résultant de deux mouvements de Poinsot associés.
Soit S un solide donné, mobile autour d'un point fixe O pour lequel l'ellipsoïde d'inertie est quelconque : nous allons chercher le couple R qu'il faudrait faire agir sur S pour que ce solide se meuve comme s'il était lié à un cône (C) qui aurait pour base une herpolhodie V, et qui roulerait sur un cône (C^) ayant pour base une autre herpolhodie Vi suivant une loi telle qu'un cône Payant pour directrice une polhodie U puisse être animé d'un mouvement de
Poinsot par rapport à (C) et par rapport à (Ci). Nous supposerons que R dépende seulement de la position de S et que Tun des axes principaux au point O soit perpendiculaire au plan II qui contient V.
Je dis d'abord qu'à une polhodie U correspondent toujours deux herpolhodies V, V, . Soit [x le mouvement de Poinsot caractérisé par U et V : à l'instant t, le cône F qui a pour directrice U est animé, autour d'une génératrice OM, d'une rotation dont les composantes/?', </', z*' suivant les axes de F sont liées au temps par des équations de la forme
, dp' lll) — a , , dq' O — A» , , dr' Ao — l(l> , ,
^'^ ii^—jr'i'^^ -dT-~-^-'p^ -d-t^-^—Q-p^'
Attribuons maintenant à F un mouvement [jl' tel qu'à l'instant t le cône tourne autour de OM avec une vitesse dont les composantes soient — />', — q' ^ — r' ; je dis que [x' est encore un mouvement de Poinsot. Il suffit, pour le démontrer, de trouver des quantités X' , lib', & telles qu'on ait
dt " x ^ ^ ^^ ^' •"'
or on reconnaît que ces équations sont compatibles avec les équations (i) si l'on a
A.' ift/ G'
Les rapports de al>', i)l>'. G' étant seuls déterminés, on peut choisir les valeurs absolues de manière que X'p'^ + . . . soit égal à Xp''^-\-. . . ; la polhodie dans le mouvement ^ sera symétrique de U et l'herpolhodie une courbe V; mais on peut évidemment leur substituer U et la courbe Vj, symétrique de V par rapport au point O, ce qui établit la proposition.
Nous (lirons que les mouvements [jl, ^' sont associés. Si, pendant que Y roule sur le cône fixe (C<) suivant les règles du mouvement (x', il entraîne le cône (C) qui lui correspond dans le mouvement (x, leur position relative étant constamment celle que prévoit la théorie de Poinsot, le mouvement du cône (C) résultera des mouvements [X, (x'; la rotation instantanée à l'époque t aura pour composantes — 2/?', — 2c/, — 2/^. L'angle POP| des perpendiculaires aux plans de V et de Y^ aura un cosinus de la forme
G G' ~ G G' "G Ty''
mais, 0) étant la vitesse de rotation de (C), on a
on en conclut, en éliminant p'^, q'^^, /'-, que cosPOPj est une fonction linéaire de w^.
Soient maintenant OX, OY, OZ les trois axes principaux de S au point O, le dernier coïncidant avec OP; A, B, C les moments principaux d'inertie;/?, ^, r les composantes de la rotation w suivant les axes principaux; nous choisirons les axes fixes de manière que 0Z| coïncide avec OP, et nous définirons la position de S à l'aide des angles 8, <p, ^j;. Par hypothèse, les projections de (o sur OZ et sur OZi sont constantes :
(i) r = /?, /'cos6 -4-/? sin6 sincp H- ^ sin6 coscp = A-.
Nous avons aussi vu que w^ doit être une fonction linéaire de cos9 et, comme r est constant, nous pourrons écrire
Si nous posons, pour abréger,
F = 4/ iD cosO -f-'2L— ^^ ^—jr — ^ ,
\ sin^O
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les équations (i) et (2) nous donneront
k — h cos6 _, p -- sino —-r h r COS9,
k — /? cos 0 -, .
et = cos es r—^ r sin 9.
D'autre part, si nous différentions les équations (i) et (2) en tenant compte des relations qui existent entre cp', ^'^ 8' et /?, gr, r, il se fait de grandes réductions et il reste
dr . dp dq
-,- — o, sin© —, — hcoso -yt = o,
dt ' ' dt ' dt
P di'^'^'di^ DsinO(y sincp— y?coscp), d'où l'on tire
-;- = — D sin 6 cos o. — ,- — D sin6 sinco. dt ' dt
Cela posé, les équations d'Euler donnent immédiatement les moments des couples composants du couple cherché :
L = — AD sin 6 coso -i-(C — B)A( :--7r cos© — F sinco ) ,
^ ^ \ sin 8 ^ ♦ / '
M = BD sinO sincp +(A — C)^( -^^ . ^ ^ sincp -4- F coscp ) ,
N =(B — A)f (D cose -f- E — F2)sin2o -+- F ^-^— ^-^ cosaccl . ^ ^ L^ ' ' sin 6 ' J
Si A, B, G sont égaux, le couple obtenu est de la même forme que celui qui agit dans le cas d'un solide pesant et ce couple détermine toujours un mouvement résultant de deux mouvements de Poinsot; quand A, B, G sont différents, un pareil mouvement ne se produit que si les conditions initiales sont choisies d'une manière convenable.
221. Soit S un cône droit , homogène , dont le sommet O est immobile et dont chaque élément m est attiré vers
un point fixe ¥ par une force égale au produit de mP par une constante w^ et par la masse de m \ la hauteur
OH de S est égale à a, le rayon de base àia^ OF à -=a\
enfin, à un instant donné, FOH est droit et S tourne
avec la vitesse {ù^Jt. autour de la bissectrice de cet angle. Déterminer le mouvement ultérieur du cône et la réaction du point fixe; montrer que V extrémité de V axe OM qui représente la rotation instantanée décrit dans le solide et dans V espace deux herpolhodies et chercher les quadriques correspondantes ; indiquer la position relative des cônes décrits par l'axe instantané.
(Agrégation, 1887).
Prenons trois axes fixes 0X|, OY,, 0Z| et trois axes mobiles avec le cône, OX, OY, OZ, 0Z| coïncidant avec OF, OZ avec OH : la position de S peut être définie par les angles 8, cp, ^,
On cherche d'abord les moments principaux d'inertie en O et l'on trouve aisément qu'ils sont égaux entre eux et au
produit de ^ a^ par la masse jjl de S. On sait d'ailleurs que
les attractions données ont une résultante R appliquée au centre de gravité G et représentée par [jlw^GF. Le couple provenant de la translation de cette force en O a son axe dirigé suivant l'intersection OU des plans OXY, OX^Yi et son moment est égal à
— [1102 GF.OGsinOGF = — [10)2 OG.OFsinGOF = — - {xa«w2 sine.
Nous pouvons obtenir les trois équations du mouvement en exprimant que les projections, sur OZ et sur OZ^, de l'axe du couple des quantités de mouvement sont constantes et en appliquant le théorème des forces vives : les constantes qui figurent dans les trois équations se déduisent aisément des conditions initiales et l'on trouve, après de
simples réductions,
do « (W
(gi) sin*0-T^ -f- /-cosô = o),
(3) -,-x -^ sin^O-T^ = wM- ^ojîcosO.
^ ^ éi/* dt^
De la seconde équation on tire, eu égard à la première,
d'h co
t/^ I -h cos 6
el, si l'on substitue cette valeur dans (3), on en déduit , , ^0* . cos6(2 -h cos6)
(^'> rfi? = -' ■:;t—'
cos* - 0
en posant sin - 0 = ^^, on aurait le temps au moj^en d'une intégrale elliptique de première espèce; mais l'équation (4) suffit pour montrer que 6 décroît depuis - jusquà
— ^ pour revenir à -, et ainsi de suite ; au contraire, i( aug-
mente constamment et sans limite. Sur une sphère décrite du point O comme centre avec a pour rayon, le point H aura une trajectoire formée en général d'une infinité de boucles qui toucheropt le grand cercle situé dans le plan OX^Yi et s'entrecouperont au point qui est sur la partie positive de OZi. L'équation (i) donne enfin
do _ 0) cos 6 _ (o d^ ^
dt I ^- cosO "" I H- cos 6 ~ dt'
on peut faire en sorte que ^ et ^ s'annulent pour ^ = o; ces deux angles resteront toujours égaux entre eux.
Les équations (i), (a), (3) auraient pu se déduire des équations de M. Resal et aussi, en se rappelant les rela-
lions qui en^istent enlre /;, q^ r et <p, tj^, 8, des équations d'Euler, lesquelles se réduisent à la forme suivante
(5) -7-= — (o^sinOcosQ, -/- = w' sin6 smco, -^=0. ^ ' dt '' dt '' dt
J'engage le lecteur à faire les calculs et je passe à la recherche de la réaction E exercée par le point fixe : sa projection sur un axe quelconque s'obtient en retranchant la projection de l'attraction R sur cet axe du produit de \x. par l'accélération du centre de gravité estimée suivant la même droite. On a, par exemple,
Ejr, = (A-^^ — Rx,, 071= -asinôsin»^, ...;
les équations (2), (4) et leurs dérivées feraient connaître les dérivées de 6 et de tj^ dont on aurait besoin. On aura plus vite les composantes de E suivant OX, OY, OZ si l'on se rappelle les formules de Rivais qui expriment les composantes de l'accélération d'un point lié invariablement au système OXYZ, soit, en appelant û la vitesse de rotation du cône,
^x = p{px -^ qy -^rz) — Û«a7-+- z -^ —y ^, . . ..
Remplaçons x^ y^ z par les coordonnées o, o, - a de G,
^' ^»^par leurs valeurs (5) et, après cela, faisons
<p = o : nous aurons les projections de l'accélération du centre de gravité sur OU, sur la droite OV perpendiculaire à OU dans le plan des xy, et sur OZ :
3 rfO
d'I \ Yj, ==: - ata sinO ( -7^ -i- w
Les composantes de l'attraction R sont
D n 8 , . A D ,/8cose 3\
K^=o, Rj,— ^ ixaio^sine, R5=fia(o2| — jj;
on a donc
„ 3 du 3 .i/^os^e -i-2C0se
t'a— I-IYm— Rm^ 7««*>:77 = -, (Xawî
,, fiw^asinO jtn-i-cosô „ 31.^
L^= — i- i — -- , E- — aa)*acos6.
20 I -r- cos6 10 '
Cherchons maintenant la ligne V décrite dans le solide par l'extrémité M de l'axe OM qui représente la rotation instantanée : les coordonnées relatives de M sont /?, q, /*; /• restant égale à w, V est située dans un plan II qui coupe orthogonalement OZ en un point fixe P à la distance w du point O. Faisons PM = «, MPMq = \ et vojons comment varient ces coordonnées : on a d'abord
u"- = p^ -\- q^ =^ — +sin«6-j^ _= wî(i -f-2COs6), (0) cosO — ; —
Différenlions la valeur de u- et reportons-nous à l'équation (4); nous aurons
(lut ^92
11^ -7-^ = tu* sin^O j-y ^ 2w6(i_ ces 6) ces 6(2 -t-cos6)
ou, en mettant pour cos8 sa valeur (6),
^"^ ''^~dt^ '-" -(3tu2-a2)(a2_(0Î)(3tu'-4-w2).
La forme connue de cette équation nous conduit à calculer la vitesse aréolaire du point M : les équations d'Euler (5) nous donnent
riq dp „ • a / .
^~di~^^~di ==^ sinO(y?sino-ht7coscp)
OU, ce qui revient au mêiiii;,
u^ -r = co* sin*0 -,- — a>*(i — cosO), dt dt ^ ^'
et, en mettant pour cosO sa valeur (6),
dt K
Les équations (7) et (8) ont une forme caractéristique: le point M décrit une herpolhodie et, en identifiant ces t'*quations aux équations (5) et (3) du n"î217,nous aurons les éléments du mouvement de Poinsol correspondant. On trouve d'abord, en égalant les coefficients de lâ dans les
^^aleurs de -j-^i H = -; puis, par les valeurs de u- -^> , H oj . T i I 3
Enfin, si 'J désigne l'une des valeurs de u- qui annulent
du ^ . |,
-^ et SI 1 on pose
- sera égal au carré d'un demi-axe de la quadrique qui roule sur le plan fixe II; aux valeurs w^, 3(0-^, — 3(0^ de u correspondent pour- les valeurs — 2 0)2, o, 2W^. La quadrique cherchée est un hyperboloïde à deux nappes infiniment aplati et la polliodie sera un arc de Tliyperbole équilatère z- — x-— ao)-.
L'iierpolhodic V est comprise entre deux cercles qui
ont P pour centre, w et o) y/3 pour rayons; elle touche |e premier tandis qu'elle rencontre le second à angle droit et, en ces points de rencontre, elle présente un rebroussement. Lorsqu'une courbe plane pivote autour d'un point
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situé dans son plan, pour rouler sur un plan fixe, on re —
connaît sans peine, en se servant de l'expression — j— d^,
rajon de courbure, que ce rayon, en un point de la courl::^^ de contact, est égal à celui de la roulante au point corr^ ç. pondant, multiplié par le cosinus de Fangle que son pi ^iu fait avec le plan fixe. Il résulte de là que V n'a aucun po xnt d'inflexion ; cette courbe ressemble à une hypocycloïd^ , Le rayon vecteur PM tourne constamment dans le secs
positif; sa longueur croît depuis a> jusqu'à a)y/3, pour revenir à co et ainsi de suite. OM varie entre wy/âet 2W, ce qui limite l'arc d'hyperbole qui joue le rôle de polhodie. Quand OM est égal à 2(0, 0 est nul et le plan de l'hyperbole perpendiculaire au plan II.
Dans l'espace, les coordonnées du point M sont respec-
livement égales a la somme des projections de ->-> -17^ -Ti
surOX^, OY^, OZ, :
' ' dt ^ dt
qi - sini); -z sinO cos^ -^ >
d^'i ft d'^
Nous avons dit que les angles oeii^ sont toujours égaux; cela posé, il suffit de se reporter aux formules (2) du 11» 214 pour voir qu'on a constamment
il en résulte que le lieu du point M dans l'espace est une lierpolliodie Yi égale à V, mais décrite en sens contraire, Ou peut donner au solide S le mouvement qu'il prend réellement en le liant à un cône qui a le point O pour sommet, V pour base, et on faisant roulei ce cône sur un cône
fî:xe ayant Vi pour base. Ces deux cônes sont à chaque instant symétriques par rapport à leur plan tangent commun : ils coïncident momentanément quand la génératrice commune passe par un point de rebroussement de V et deV,.
Mouvement quelconque d'un solide.
222. On cherche d'abord le mouvement du centre de gravité, puis le mouvement relatif à des axes de direction constante dont Torigine coïncide avec ce centre; ce mouvement s'obtiendra comme celui d'un solide autour d'un point fixe, et en ne tenant compte que des forctss extérieures, parce que les forces apparentes disparaissent. Veut-on, par exemple, connaître le mouvement d'un solide pesant, abandonné dans l'espace, et dont les molécules soient attirées vers un centre fixe proportionnellement à la distance (Paris, 1867): les attractions et la pesanteur ont une résultante unique appliquée au centre de gravité; rien de plus facile que de reconnaître que ce centre décrit alors une ellipse; quant au solide, il tourne autour de son centre de gravité comme autour d'un point fixe quand il n'y a pas de forces extérieures ; ce mouvement relatif s'effectue donc suivant les lois données par Poinsot.
223. Mouvement d'un cylindre pesant homogène, abandonné sans vitesse initiale sur un plan incliné dépoli, de manière que ses génératrices restent toujours horizontales ; on tient compte de la résistance au roulement.
On peut réduire le cylindre à sa section médiane, par rapport à laquelle tout est symétrique; les réactions du plan pourront être remplacées par une force dont la composante normale est N, et la composante tangentielle H, dirigée dans le sens montant. La résistance au roulement
se traduit par ce fait que la réaction N s'exerce à une pi tite distance 8 en avant du point de contact géomëtriqi^^g et qu'elle a, par rapport à l'axe du cylindre, un mom^^jji — No, en vertu duquel elle tend à diminuer la vitesse j. rotation. Soient i l'angle du plan avec l'horizon, rr^_^ j masse du cylindre, a son rayon, /= tang'f le coeffici. ^^^ de frottement, x la longueur parcourue parallèlement ^^ plan par le centre de gravité, 8 l'angle dont le cylind^f e h tourné autour de son axe, cette rotation constituant k mouvement relatif^ on a l'équation du mouvement da centre de gravité et celle du mouvement autour de Taxe;
— — rne sin i — H, - ma'^ -r- = H n — No.
dt^ ° ' 1 dt^
D'ailleurs, N est égal à mgcosi^ puisque le centre de gravité ne se déplace pas dans le sens de la normale au plan. Pour qu'il y ait roulement, il faut à la fois
(i) 772^ sin t> H, aH > No > m^o cosi.
Comme la limite extrême de II est fmg cosi^ pour que la seconde inégalité puisse avoir lieu, il faut y>> -> ce qui
est le cas ordinaire dans la pratique. Quand /< -> il n^
peut naître de mouvement de rotation ; si alors tang/</) le centre de gravité restera lui-même en repos; si tangi>/) on aura un glissement simple
-— ^=^(sini — /cosi), a: — - ^(sini— /cosi)^2, 0=o.
CC'C
Soit maintenant/^ - : pour que les deux inégalités (i)
puissent être satisfaites, il faut tangi >> -; sinon il y a encore arrêt; au contraire, si cette inégalité est vérifiée,
11 peut y avoir roulement simple ou roulement compliqué ie glissement. Pour qu'il j ait roulement simple, il faut qu'on ait
dx _ d^ d^ _ ^
on peut alors déduire des équations du mouvement
Mais H doit êire <C.fmgcosi : il faut donc
tangi< Zf — i-\
si cela a lieu, le centre du cylindre prend un mouvement uniformément accéléré, raccéléralion étant réduite à peu près dans le rapport de 2 à 3, parce qu'une partie de la pesanteur sert à accélérer le mouvement de rotation.
Quand tangt sera supérieur à Zf — 2 -> H sera égal à sa
limite /mgcost^ et Ton aura roulement avec glissement:
d^x "dt
X rf^G / 0 \
- = ^(sint— /cosi), et— = ^cosilf— -j;
il est remarquable que le mouvement du centre de gravilé soit indépendant de S dès qu'il y a glissement.
224. Déterminer le mouvement dUine sphère homogène, posée sur un plan horizontal assez rugueux pour empêcher tout glissement ; les molécules de la sphère sont attirées vers un point O du plan avec une force proportionnelle à la distance ; on néglige la résistance au roulement, (Question de Licence généralisée.)
Je prends le point O pour origine, le plan donné pour plan des xy^ une verticale pour axe des ^; soient x^y^ a
les coordonnées du centre S de la sphère, m sa niasse; attractions de O sur les divers points de la sphère ont résultante appliquée en S, et dont les projections sur axes sont — [x^mo:, — [x^/ny, — [x^ma. Au point de c:^ ^ tact C de la sphère et du plan, la sphère éprouve une r^^^^ tion dont les composantes sont X, Y, Z; on a, poix>.y^ mouvement du centre de gravité,
'di
o -.- niff -•- m[jL'rt — Z.
Pour étudier le mouvement autour de S, on pourra mener par ce point des axes ScTi, Sj'i, Ssi parallèles aux axes fixes, sans être obligé de prendre des axes liés au corps mobile; cela tient à ce que toute droite passant au centre d'une sphère est axe principal, et le moment d'inertie correspondant invariable. Soient/), gr, ries composantes de la rotation autourdeSjrj,Sj'«,S.3i : X, Ysontles seules forces dont le moment ne soit pas nul, et le théorème sur les moments des quantités de mouvement donne trois nouvelles équations :
/ \ 2 - c//> 1 dq ^ dr
(2) ■ ma*-f-=aY, - ma* -7^ — — aX, -7- = o. ^ ^ "} dt > dt ' dt
Il faut encore deux équations pour pouvoir déterminer nos inconnues a', r, X, Y, Z, p^, q^ r] on les obtient en écrivant que la vitesse du point C est nulle; ses projections sur OX et OY sont les sommes des projections de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative par rapport au système Sx^Y\^\ ; on a donc
, .y , dx dv
Ces équations permellent de remplacer les deux premières du système (2) par les suivantes :
éliminant X et Y entre ces équations et les deux premières du groupe (1), on a
Ce système connu montre que le point S, ainsi que le point C, décrit une ellipse dont le centre estsur OZ5 comptons le temps à partir du passage à l'un des sommets, et supposons qu'on ait alors ^ = o, ^ = c, (^ = A : les intégrales du mpuvement seront
X ^ c cos
^'v/7-' ^=ïs/V^^'\A-
Les équations (3) donnent ensuite
quant à /*, c'est une constante. Il résulte de ces formules que, si Ton mène par l'origine une droite qui, à chaque instant, représente en grandeur et en direction l'axe de la rotation instantanée, le lieu des extrémités de cette droite sera une ellipse horizontale.
Les équations (4) et (5) nous donnent les composantes horizontales de la réaction du plan
La résultante de ces deux forces est dirigée suivant OC et égale à - [ji^mOC; pour que le mouvement ait lieu sans
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glissement, comme on l'a supposé, il faut qu'elle soit inférieure à Z multiplié par le coefficient de frottement :
Si l'inégalité n'est pas toujours vérifiée, il y a glissement, et le problème devient plus compliqué.
225. Mouvement d'une sphère homogène y posée sur un plan horizontal dépoli, qui tourne uniformément autour d\ine verticale, (Walton.)
Prenons pour axe des z l'axe de rotation, et pour axes des X et desy deux droites rectangulaires, fixes dans l'espace, et passant par le point où OZ perce le plan. Le problème est analogue au précédent, si ce n'est qu^ [x est nul, et que la vitesse de C, au lieu d'être nulle, est égale à celle du point du plan qui coïncide avec lui. Le système (3) sera remplacé par le suivant :
dicc d'y
Le système (5), donné par l'élimination de p, q, X, Y, devient
d^x dy d^Y dx
Intégrant,
dx , dy ,
7^ H-2wj^::=7a7o-+-2W7o, 7^j — 2a)a? = 77o— awiCo.
Posons y^y^—l'^^.y,^ x — x^-\-\^ = y ,, ce
qui revient à transporter l'origine en un point connu A: on aura
dxi dyx
L'Intégration de ces équations ou leur interprétation géométrique prouve que le point C décrit un cercle dont le
centre est en A, avec une vitesse angulaire -co; sa trajectoire apparente sur le plan sera épicycloïdale ; X et Y ont une résultante constamment dirigée vers A et de grandeur Invariable.
Forces instantanées.
226. On appelle force instantanée une force très grande F qui agit pendant un temps excessivement court 6, mais
dont rimpulsion / F dt est finie; c'est cet élément qu'on
introduit dans le calcul sous le nom de percussion et qu'on peut représenter par un segment rectiligne dont la direction est celle de F. Quand on cherche Teffet de forces instantanées sur un système matériel, on regarde leurs directions comme constantes et l'on néglige, pendant le temps très court où se produit la percussion, les déplacements des points du système et l'action des forces ordinaires. La projection, sur un axe, de la quantité de mouvement communiquée au système est égale à là somme des projections des percussions, et son moment par rapport à un axe est égal à la somme des moments des, percussions.
Quand le système est un solide S de masse M, le centre de gravité O acquiert une vitesse égale à la résultante des percussions divisée par M; en même temps, S reçoit un mouvement de rotation dont l'axe est dirigé suivant le diamètre 01 de l'ellipsoïde central conjugué au plan du couple résultant de la translation des percussions au point O; la vitesse de la rotation est égale à la projection de l'axe du couple sur 01 divisée par le moment d'inertie autour de OL Le mouvement résultant pour S est en général un mouvement hélicoïdal; si la translation acquise est perpendiculaire sur 01, le mouvement acquis est une
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Simple rotation autour d'une parallèle à Of, laquelle est axe principal d'inertie au pied de la perpendiculaire abaissée du centre O sur sa direction.
227. Une barre homogène OA, de masse m, de Ion-gueur 2a, peut tourner sur un plan horizontal autour de son extrémité O, qui est fixe; en A est articulée une barre égale AB, qui se meut aussi sans frottement sur le plan' horizontal. Les deux barres étant primitivement en ligne droite et en repos, on applique, en un point S de AB, une percussion perpendiculaire P : déterminer le mouvement initial des deux barres et les réactions qui se produisent en O et en A au moment du choc.
Soient OX la droite qui coïncide d'abord avec OAB, s la distance AS, a, p les vitesses angulaires de OA et de AB après le choc; le moment de la percussion par rapport à O est égal à la somme des moments des quantités de mouvement des deux barres. Pour calculer la partie de cette somme fournie par AB, je remarque que son centre de gravité a pour vitesse 2aa-f-aP; le moment de la quantité de mouvement, en y supposant la masse concentrée, est 3 ma (2 a CL -\- a ^); il (aui y ajouter la somme correspondant au mouvement relatif autour de ce centre, -^ma^ p. Ontj
(i) |ma2a-i-3/na2(2a-f-p)4- -ma^'^ = P{ia-T-s).
La somme des moments des quantités de mouvement de AB par rapport à A est égale au moment de la percussion P, car la réaction de OA en A a un moment nul :
(2) ma2(2a-h P) -h Ima^-^ = Ps.
Les équations (i) et (2) donnent les vitesses angulaires
SUR LA. MÉCANIQUE RATIONNELLE. 5oi
initiales
Rien de plus facile que de discuter ces formules. Par exemple, pour que a et ^ soient égaux ou que les barres
restent d'abord en ligne droite, il faut 5 = —a, La percussion Q, que AB reçoit en A par suite de sa liaison avec OA, s'obtient en exprimant la vitesse acquise parle centre de gravité de AB :
(2a-r-3)a= -^, Q — ^P=— -maa.
La percussion R, que reçoit O, se déduit de la vitesse du centre de gravité de OA :
a%— (Q-4-R), R=— -/naa=-Q.
Pour avoir le mouvement ultérieur du système, on exprime que la force vive et la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à O restent constantes ; 9 étant l'angle AOX, h le supplément de l'angle OAB, on trouve, après des calculs assez simples,
d^ _ 7(3— a)2 — 12(4 g^ -4-3 a3-^-^^)(i—costi;) dt^ i6 — 9Cos2t}/
û?ô _ iia-+-5p — (2-4-3 cosi);)^);^ dt 2(5 -h 3 cost}/)
La discussion générale du mouvement est compliquée. Quand a est égal à P, on voit que ^ doit rester constamment nul et que 9 croît proportionnellement au temps.
228. Une barre très mince se meut sur un plan horizontal parfaitement poli; le centre instantané de rotation coïncide avec Vun de ses points, A, lorsqu elle ren-
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contre un obstacle fixe M; déterminer la grandeur de la percussion et le mouvement ultérieur de la barre,
(Agrégation, 1872.)
Soient v^ ^ les vitesses du centre de gravité O avant et après le choc; co, co' les vitesses de rotation correspondantes ; /nR2 le moment d'inertie autour de O ; :c l'abscisse OM, comptée positivement à droite du point O, — a Tabscisse du point A ; v est perpendiculaire à la barre et égale à ao). Après le choc, en supposant la barre dépourvue d'élasticité, M reste momentanément en repos et est centre instantané de rotation ; v^ est perpendiculaire sur AO et égale à — cu'jc. Le moment de la quantité de mouvement par rapport à M est constant :
(0 d'où
— mvx H- mYJ'ixi = — mv' x -h mK'o)', mto(K'— ax) = /?i(o'(K*-h^*);
, K*— ax , vx{ax — K*) 0) = w, t^ = — 1
Soit B le point conjugué de A, à droite de O, et tel que OA X OB = K^ ; quand M est à droite de B, co' est de sens^ contraire à o), v' de même signe que v] quand M est entr^ O et B, Cl)' est de même signe que co, v' de signe contraire
à i^; il j a une sorte de réflexion. En discutant la \aleuT:' de v' ^ on trouve qu'elle est maximum ou minimum, égale
k \a± \/a- ■+ K^) — pour^r = — a± y/a^4- K^. La gran-
deur de la percussion reçue par l'obstacle est mesurée par la variation de la quantité de mouvement de la barre projetée sur une perpendiculaire,
K^mç(x-ha) ^ ^ 372 -h K2
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 5o3
Elle atteint un maximum - mw (a + y/a^ -|_ K^j pour
Si l'on avait supposé la barre parfaitement élastique, il aurait fallu adjoindre à l'équation (i) la condition que la force vive reste constante :
et l'on aurait pu calculer v^ et co', qui, dans les deux cas, restent invariables après le choc.
229. Etant donné un système en équilibre grâce à certaines liaisons, on suppose que quelques-unes de ces liaisons viennent à être détruites instantanément, et l'on propose de calculer les réactions qui représentent les liaisons restantes aussitôt après la rupture de V équilibre.
Ces questions se rattachent aux forces instantanées. M. W. Besant en a traité plusieurs dans le tome IV du Journal de Cambtidge; il prend les équations du mouvement du système aussitôt après la rupture des liaisons, en y négligeant les termes de l'ordre du carré des vitesses; ainsi, pour le mouvement dans un plan, on réduit les composantes de l'accélération suivant le rayon vecteur et sa
normale a ,. et a r-,— ; on traite comme nulle lacceléat^ at^
ration centripète, etc.
Considérons une planche elliptique dont le plan est vertical et dont les foyers, situés à la même hauteur, sont soutenus par deux chevilles ; on en retire une, et l'on demande la pression P supportée par l'autre immédiatement après. Soit (0 la vitesse angulaire du disque après un temps très court; l'accélération du centre peut être regardée comme simplement tangentielle et dirigée vers le bas;
dv doi _.
dt dt *
Prenons le moment de la quantité de mouvement autour du point fixe :
dt k dt*
éliminant -r-> nous aurons dt
P = -— r mg.
Elle est inférieure ou supérieure à la charge d'équilibre mg^ selon que ^^ < 7 •
Soit encore un fil dont les extrémités A et D sont fixes, et qui porte deux masses m, m! attachées en B et C, de manière que BC soit horizontal; on coupe la partie CD, et l'on demande les tensions initiales T, ï' des cordons AB et BG. Le point B décrit un arc de cercle normal à AB; on peut regarder d'abord son accélération suivant AB comme nulle, et Taccéléralion totale y comme perpendiculaire à ce rayon. Si donc 8 est l'angle de AB avec la verticale, on a
T — T'sinO — m^cosO = o, m y — m^sinO — T'cosS.
L'accélération relative de C par rapport à B est tout entière perpendiculaire à CB; son accélération totale, qui est la résultante de la précédente et de l'accélération de B, aura vcosO pour projection sur CB; T'= m'y cos8. On tire de cette relation et des deux premières
rp_ m{m -r- m')g cos^ _,_ mm'ff sinB cos6 m -h m' cos*ô ' ~ 1)1 -- m'cos"^b '
la vitesse initiale de C sera dirigée suivant la résultante de T' et de m' g.
230. Un parallélépipède rectangle homogène S, dont la masse est égale à 3, les arêtes à ia^ 4^7 8a, peut se mouvoir librement, mais il est soustrait à l'action de toute force extérieure et d'abord en repos : une sphère S, de masse i, animée d^une vitesse de translation U parallèle aux arêtes moyennes de S, vient choquer en M une face F perpendiculaire à ces arêtes. Trouver le mouvement que prennent, aussitôt après le choc, S e^ S supposés parfaitement élastiques : mouvement ultérieur de S quand M coïncide avec un sommet de F.
(Agrégation, 1886.)
Par le centre de S avant le choc menons trois axes, OX parallèle aux petites arêtes, OY aux arêtes moyennes, OZ aux grandes arêtes. Les déplacements des deux solides pendant le choc étant négligeables, F doit être considérée comme restant normale à OY et les forces élastiques qui agissent sur S ne changeront point la direction de sa vitesse, mais après le choc la grandeur de cette vitesse deviendra u\ le centre de gravité du parallélépipède prendra une vitesse v aussi parallèle à OY, tandis que S lui-même sera animé d'une rotation dont les composantes suivant OX, OY, OZ seront P, Q, R.
OX, OY, OZ sont les axes principaux de S en O et les moments d'inertie correspondants sont 20a'-, l'ja^, 5a-; Soient x^ — 2a cl z les coordonnées du point M.
Pour déterminer les cinq inconnues propres à définir le nouvement après le choc, exprimons que ce phénomène l'altère ni la somme des projections des quantités de mouvement sur OY, ni la somme de leurs moments par "apport à OX, OY, OZ, ni la force vive :
loa^r — uz = — U^, i7a*Q=o, 5a*R-h wa; = Ux,
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Des quatre premières équations on tire
Substituant ces valeurs dans la cinquième équation, on peut tout diviser par U — u et Ton trouve
8oa2 4- 12 372+ 3^2'
de cette valeur, on déduit immédiatement celles de m, (», P, R et il est facile de les discuter. Dans le cas particulier proposé, faisons x ^^a, z = — 4<^ ^t nous aurons
7 7 3aa 35a
la quantité de mouvement de la sphère diminue de — ;
c'est la mesure de la percussion.
Le mouvement initial de S résulte d'un mouvement de
TT
translation parallèle à U et d'une rotation co = ,^ au-
tour de la bissectrice de ZOX; la force vive H est égale à — a^(o'^ et l'axe G du couple résultant des quantités de
mouvement à a^co 1/ — ; il est dans le plan OXZ et fait
avec OZ un angle ^ dont la tangente est 4» Le mouvement ultérieur de S est celui d'un solide abandonné à luimême : le centre de gravité O possède un mouvement rectiligne et uniforme et S prend autour de ce centre un mouvement de Poinsot. Menons par ce point trois axes de direction constante, OZ^ parallèle à l'axe G, OX^ parallèle à la direction primitive de OY, 0Y« perpendiculaire aux deux autres; désignons par OX', OY', OZMes axes principaux d'abord confondus avec OX, OY, OZ et par
p^ y, /• les composantes de la rotation suivant OX', OY', OZ'. On aura, en passant en revue les formules du mouvement de Poinsot,
20/?* -i- 1 7 gr2 -+- 5 /«s = , 400/?^ -;- 289 ^2 _|_ 25 r2 = ,
dq __ -i'ipr dt ~ \^
On est dans le cas particulier de BH — G^ = o et si Ton
pose, pour abréger, [jl r^ -^=j on aura
Les formules propres à déterminer les trois angles d'Euler sont bien connues et deviennent ici
costJ = — , tango —
L'intégration de cette différentielle n'est pas bien difficile et donne
^ :- S [Lt -\- arc tanfî -: : , •
Les composantes /> et r sont toujours égales et tendent vers zéro ; l'axe instantané est toujours dans le plan bissecteur des plans OY'Z', OX'Y' et tend à se confondre
ivec OY'^ 6 part de Ç pour arriver à - et cp varie de — ^
\ zéro 5 donc OZ' et OX' se rapprochent indéfiniment du
plan OXjYj et OY^ de OZ^ ; ^ croît indéfiniment et ^
tend vers 5 [jl ; le mouvement de S se rapprochera de plus en plus d'une rotation uniforme autour de OZ, qui tend à coïncider avec l'axe moyen; c'est le mouvement qu'on ob-
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tiendrait en faisant rouler le plan qui contient la polhodie sur le cône qui a pour base Therpolliodie et qui admet 0Z| comme génératrice asymptote.
1. Un secteur sphérique à une base, de densité e, a son demiangle au sommet égal à 6 : moments d'inertie principaux au centre de la sphère.
^ •?. — 3 cos6 H- cos^ô ^-4 ~ 3 cos6 — cos^Q aiteR^ , tteR^ •
^. Une lentille homogène, d'épaisseur ia^ de diamètre 26, est limitée par deux calottes sphériques égales : calculer les rayons principaux de gyration au centre. (W. Walton.)
io(a-^ -4-3^^2^ ' 2o(a2-h3ô2)
3. Un pendule est formé d'une tige rigide, de masse négligeable, dont un point 0 est le point de suspension, et de deux sphères : l'une, de rayon a, a son centre à une distance donnée c du point 0; l'autre, de rayon 6, a son centre à une distance inconnue ardu point fixe. Déterminer x de manière à rendre minima la longueur
du pendule synchrone, les deux sphères ayant la même densité.
^h^ x'^ -\- 10 a^ c X — ^à^c'^ — icv' — 26^ = o.
4. Déterminer, en partant des formules d'Euler, le mouvement d'une tige très mince dont un point est fixe; retrouver les résultats connus relatifs au pendule conique.
o. Mouvement d'une sphère pesante et homogène à l'intérieur d'un cylindre droit dont les génératrices sont horizontales et la surface dépolie, en négligeant la résistance au roulement et supposant que la sphère parte du repos. Soient a, R les rayons de la sphère et du cylindre, a l'inclinaison du plan tangent commun au
point de départ : si tanga < ^ /, il y a roulement et le centre fc
meut comme un pendule de rayon 7 — - — ; sinon, la sphère glisse
et le centre se meut comme un point sur uril cercle dépoli.
SUR LA. MÉCANIQUE RATIONNELLE. Sog
6. Détermmer.le mouvement d'un treuil horizontal soumis à l'action de deux poids P, P', en tenant compte du frottement des tourillons, mais négligeant le poids et la roideur des cordes.
R, R' rayons des roues sur lesquelles agissent les cordes portant P et P', p rayon des tourillons, p poids du treuil, k son rayon de gyration autour de l'axe, <p angle de frottement :
PR'-4-P^R^«-f-/?A-'-+-(P^R^— PR)psin(p djx^
g dt
== PR — P' R' — (P -i- P' -t-/?) p sin cp.
7. Un cube homogène, soustrait à l'action de toute force extérieure et d'abord en repos, peut tourner autour de son sommet 0 qui est fixe : une sphère S, animée d'une vitesse u perpendiculaire à l'une des faces qui se coupent en 0, vient choquer cette face en son milieu G. Trouver le mouvement que vont prendre les deux corps, supposés parfaitement élastiques. (Caen, i883.)
Soient M et m les masses du cube et de S, ia l'une des arêtes :
, , , , , , . ^mu\pi après le choc, le cube tourne avec la vitesse ,-; .-, autour
d'une droite menée perpendiculairement à OC dans la face choquée; c'est un axe permanent de rotation. S prend la vitesse 6/n — iiM 6/n H- II M
8. Un solide homogène S, de masse i, est limité par une surface de révolution autour d'un axe OM : le point O est fixe et, seul parmi tous les points de S, M est sollicité par une force extérieure; cette force, perpendiculaire à une droite donnée OZ, tend
à en éloigner le point M et a pour valeur "=— fïTTTy^ les moments
d'inertie de S autour de OP et d'une perpendiculaire passant en O
sont égaux à OM et à 3 0M . Trouver le mouvement du point M sachant qu'à l'instant initial MOZ est égal à 6o% M en repos et S animé d'une vitesse angulaire 20) autour de OM. (Caen, i885.)
Les angles 6 et i}' d'Euler peuvent définir la position de M et l'on a
. I iùt sfi cosO = - cos — - — i
2 îj; = v/3 arc tang f 4/| tang ^^^-y— ] — arc tang f v/'^ tang
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9. Une barre homogène et très mince AB est. en repos sur un plan horizontal poli, lorsqu'une petite sphère, parfaitement élastique, animée d'une vitesse a, perpendiculaire sur AB, vient la choquer à une distance x de son milieu G. Mouvement du système après le choc. (Gacn, 1880.)
m et M étant les masses de la sphère et de la barre, AB = 2a, la sphère et le point G auront, dans la direction de m, les vitesses constantes v^ V, et AB tournera autour de G avec la vitesse w :
_ arn^r* — (M-i-m)a* _ imà^u 3V^
^"^ 3ma72-h(MH-m)a2'^' "" 3/na72-h(M-hm)a2' ^~~^"
10. Déterminer le mouvement que peut prendre sur un plan horizontal une plaque mince dont chaque élément dm est attiré vers une droite OX du plan par une force égale au produit de X* dm par la distance de l'élément à OX. (Paris, 1886.)
Les coordonnées du. centre de gravité G seront de la forme
xy:=at-^b^ j^i =/? cosX^ -i- y sinX#;
soient A, B les moments d'inertie de la plaque autour des axes principaux menés par G dans son plan, 6 l'angle du premier de ces axes avec OX :
(A-+-B)^ =— X2/7(jc— ri)6/m=X2(A — B)sinÔcose.
11. Mouvement d'une sphère homogène qui glisse sur un plan horizontal dépoli. (Goriolis, Théorie mathématique du jeu de billard.)
On se reportera au n° 224 et à ses notations : X, Y sont les composantes de la force de frottement fmg\ leur rapport est
doc dv
égal à celui de -7 aq k -^ ^ ap et l'on trouvera qu'il est constant; X et Y le sont eux-mêmes et le centre de la sphère décrit une parabole jusqu'à ce qu'il n'y ait plus qu'un roulement simple.
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 5ll
EQUATIONS GÉNÉRALES DE LA MÉCANIQUE
Principes des travaux virtuels.
231. Nous allons étudier très rapidement certaines équations générales auxquelles les géomètres ont ramené la résolution de tous les problèmes de Mécanique ; c'est une méthode moins directe que Temploi des considérations mécaniques proprement dites, mais elle est remarquable par sa généralité et sa puissance. On peut dire que toute la Statique est comprise dans le principe des travaux virtuels, énoncé par Bernoulli : dans un système en équilibre, la somme des travaux des forces qui y sont appliquées est nulle pour tout déplacement virtuel des points du système, compatible avec les liaisons. Toutefois, lorsque quelques points du système sont simplement posés sur des surfaces, et qu'on leur donne un déplacement virtuel du côté où ils sont libres, la somme des travaux virtuels devient négative. On emploie indifféremment dans cet énoncé les mots de travail virtuel, moment virtuel, vitesse virtuelle.
Soient 8^, S)/", hz les projections rectangulaires du déplacement virtuel infiniment petit donné à l'un des points du système ; X, Y, Z les composantes de la force qui sollicite ce point : on a
(i) 2(Xûa7-i-Yoj^-t-Zo^) = o,
la somme s'étendant aux n points qui forment le système donné et 8x, 8^, 8^ étant tels que les liaisons soient respectées.
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Quand celles-ci s'expriment par des équations
Fi(a:,>', <5, arj, ...; = o, F, ^ o, F^- = o,
on a, i prenant toutes les valeurs depuis i jusqu'à kj
. ^ d¥i^ dlF/. d¥i^ dVi^
^ ' ôx dy -^ Oz éxi
On peut tirer de là A* variations en fonction des autres, et, les substituant dans (i), on égale à zéro les coefficients de celles qui restent, en nombre 3/i — A*. Il revient au même d'ajouter à (1) les équations (2) multipliées respectivement par des indéterminées ).,, X2, . . ., et d'annulei les coefficients de toutes les variations ; on a le méra( résultat que si on rendait tous les points libres en appli — _. quant au point x, y, :;, par exemple, A' forces dont le;^^^
composantes soient de la forme ^^/ -r-^> ^''T^' ^'' T^'
Quand la position du système est déterminée par d— ^^^ variables Çt^ q2, . . . , ^/rj on peut transformer (1) en foi^ ^. tion de ces variables, et annuler le coefficient de chaq^ ^^ variation indépendante. Enfin, en donnant des déplaci^?menls virtuels convenablement choisis, on peut ohienir des équations particulières d'équilibre contenues daxïs Téquation (1), et faciles à former.
232. Position d^ équilibre d^ un point M placé sur un plan incliné P, et attiré vers un point O proportionnellement à la distance ; pression sur le plan.
Prenons O pour origine, avec un axe des z vertical; soit Téquation du plan P
X cos 7.-\- z sin a — /> =^ o ;
l'équation des travaux virtuels est évidemment
— \l'^x}x — \x^y Zy — {]x-z --■ mg) oz = o.
J'ajoute )»( cos a Sa: -h sin a 0^) au premier membre, etj'a
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 5l3
nule le coefficient de chaque variation :
— [x* 57 -4- X cos a = o, [l'y = o, — (jl^ 2 — mg -h X sin a = o.
Ces équations avec celle de P donnent les coordonnées de la position d'équilibre et la valeur X de la pression , qui est normale au plan,
. . . Xcosa Xsina — ms" l = iL^p-hmg sina; x= , 7 = 0, z = — ^.
233. Une tige AB de poids P repose sur une cheville horizontale C et s'appuie par son extrémité inférieure A contre un mur vertical; il n'y a pas de frottements. Déterminer la position d'équilibre et les réactions.
On connaît la distance OC = c de la cheville au mur, et la distance AM = a du centre de gravité de la barre à son extrémité inférieure ; il s'agit de trouver l'angle 0 de AB avec la verticale. Le plan vertical qui contient la lige doit être perpendiculaire au mur : faisons remonter A le long de ce mur; la seule force qui donne un travail virtuel est la pesanteur qui agit en M ; la hauteur de M au-dessus de OC, acosO — ccotO, ne doit pas changer ;
— asinO = 0, sinQ = 4 / — •
sin^e
Pour avoir la réaction R de la cheville, supprimons cet appui, introduisons la force R et faisons tourner AB de 89 autour de A ;
aP sinÔ 8e - -5^ 80 = o, R = — sin»0 = P i/- = -i^.
sin0 c y c sinO
La réaction N du mur s'obtient à l'aide d'une translation virtuelle horizontale ;
N Sa? — R cosO 8jf = o, N = R cosO = P cot6.
Trois points A, B, C, assujettis à rester sur un
De S.-G. — Rec. 33
5l4 RECUEIL d'exercices
cercle, se repoussent avec une intensité proportionnelle à la distance : positions d^ équilibre.
Soient a, p, y les trois masses, R le rajon ; on a
BC = aRsinA;
pour une variation SBC, le travail virtuel des forces exercées , par les masses B et C Tune sur l'autre sera
a/PyRsinA x o(2RsinA) = a/R'^Ysin^A oA;
l'équation du travail est, en divisant par ayn^a^y?
(i) ôA H 5 — oB H ôG = o;
mais A -H B -h C = ?:, 3G = SA + oB ; donc
sinsA __ sin^B __ sinaC
2 A + 2B+2C=27:; construisons un triangle dont leî côtés soient a, p, y : ses angles seront les suppléments de 2 A, 2B, 2C; mais cette solution n'est possible que si
a<p-hY, p<Y_j-a, Y<a-f-p.
L'équation (i) peut toujours être satisfaite en posac^^t sin 2A = sin 2B = sin2G = o, deux des angles 2 A et 2 ^ étant égaux à 7:, et le troisième à zéro ; on a une dispos 'ktion d'équilibre qui convient dans tous les cas.
234. Condition d^ équilibre du genou. (Paris, 1860.J Le genou se compose essentiellement de deux barres OA, AB articulées en A ; l'extrémité O est articulée en un point d'une droite fixe OX, tandis que l'autre extrémité B est assujettie à glisser sur OX. Une force F dans le plan OAB agit sur un point G de OA, tandis qu'une autre force R pousse le point B dans le sens XO ; étant donné l'angle cp de F avec OA, il s'agit de trouver la force R qui peut lui faire équilibre.
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 5l5
Soient 6 l'angle AOX, et OB = :r ; si l'on donne à x l'accroissement 8^, à 6 l'accroissement 80, l'équation du travail devient
— F X OC sinçt^ô — R ^x = o.
D'ailleurs on a, par la Géométrie,
AB = OA -i- .r» — ixOk COS0, x^x — OA(cosô^^ — ^sinG^O) = o;
éliminons ^x et o0 entre cette équation et celle du travail virtuel, et nous aurons
R OC(.r— OAcos0)sin<p
F ~ xyc^ OAsinô '
la machine est d'autant plus puissante que Q est plus petit;
dans les appareils à frapper les monnaies OA = AB =— OC,
9 = ô ; alors R = - cotô.
235. On imagine une pile triangulaire de boulets sphériques parfaitement polis, dont la base serait retenue par trois murs verticaux formant prisme triangulaire; déterminer la pression exercée contre chaque mur.
Soient n le nombre des boulets qui forment un côté de la tranche inférieure, a leur rayon; écartons virtuellement tous les boulets de la tranche inférieure de manière que la distance des centres de deux globes contigus deviennent a (a -7- e), et que le centre O du triangle circonscrit à la base ne bouge pas. Les côtés du triangle formé par les centres des boulets qui sont au périmètre de la tranche inférieure augmentent de 2(72 — i)e, et chacun de ses côtés doit s*a-
>rancer à Tencontre du mur de — =1— e : si donc on remplace
la fixité des appuis par l'adjonction d'une force F qui produise le même effet, au recul des parois correspondra un
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travail virtuel — (?i — ijeFy/S. D'autre part, soîent Die centre d'un boulet de la deuxième tranche reposant sur trois de la première dont les centres sont A, B, C^ I le centre de ABC ^ la hauteur de D au-dessus du plan ABC
était d'abord y 4^* — AI •, AI augmentant de JA1=:~t-5 la distance de D à ABC diminue de
ÂÏ^ÂÏ 9 e
telle est la quantité dont chaque tranche se rapproche de celle qui la supporte. En tenant compte de l'abaissement des diverses tranches et du nombre de leurs boulets, eu appelant P le poids de l'un d'eux, on a le travail virtuel de la pesanteur
En égalant ce travail au travail résistant des parois, on en tire
Pour une pile à base carrée, on a, dans des circonstances analogues.
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. Sl^
236. Un point pesant M est attiré vers deux points A et ^proportionnellement à la distance; il est porté par une tige sans masse qui peut tourner autour du point O, milieu de AB '.positions d'équilibre; reconnaître si l'équilibre est stable ou instable.
Pour décider de la stabilité de Téquilibre d'un système, on peut supposer les divers points légèrement écartés de leurs positions d'équilibre, chercher les forces auxquelles ils sont alors soumis et la nature de leurs mouvements, en se bornant aux termes principaux des équations que l'on obtient; on voit si les points tendent à osciller autour de leurs positions d'équilibre ou à s'en écarter de plus en plus. Mais Lagrange a établi une règle qui suffît souvent : supposons que le travail correspondant à un déplacement virtuel quelconque du système soit la variation exacte 8V d'une fonction dite fonction des forces : quand V passe par un maximum, il y a équilibre stable; quand il est minimum, l'équilibre est instable.
Dans le cas proposé, nous admettrons que, pour l'équilibre, M doit être dans le plan vertical qui contient AB. Appelons 9 l'angle dont OM a tourné en partant de la direction OA et commençant par passer en dessous; a les distances OA, OB; c la longueur OM, X et (jiles attractions de A et de B sur M à l'unité de distance, P le poids de M; on a pour expression générale du travail virtuel
^V=-- XAM^AM -^ pBM^BM -f- P^(csine) = PccosBSB — -o().lMVfiiBM');
mais AM =ra*-hc' — aaccosô, BIM =a'-+-c'-}-2rtccos0-,
donc
fîV = [a[ii—'\) sine -\- P cos9]c(î9;
p ÔY s'annule pour tango = —rr : ; on a deux valeurs de 9,
a et t: + a. Pour savoir si l'équilibre est stable, comme la fonction V existe et ne dépend que d'une variable, prenons
. o«V = [a(fx--X)cosO — Psin.ôjc5ôî = [a(fx— X)cot6 — P]csinô8e«;
la parenthèse se réduit à ^{\t. — A)' — P pour les valeurs de 6 répondant à l'équilibre. Si donc on prend B = a << 71, S^V est <[ G, V maximum, équilibre stable; pour 0 = 7î 4- a, V minimum, équilibre instable.
Principe de d'Âlembert.
237. Dans tout système en mouvement, il y a à chaque instant équilibre, en vertu des liaisons, entre les forces qui agissent sur les différents points du système et les forces d'inertie. On peut donc appliquer l'équation du travail vir- — tuel à l'ensemble de ces deux espèces de forces et l'on a
la somme s'étend à tous les points du système, pour plusieurs desquels X, Y, Z peuvent être nuls; Sa:, 8^, ^z soat les composantes rectangulaires d'un déplacement virtue7 quelconque compatibles avec les liaisons telles qu'elles existent à V instant indivisible t; si donc Pune de ces liaisons est exprimée par une équation de la forme
on devra traiter t comme une constante quand on la différentiera pour en déduire la relation qu'elle établit entre les variations
on opérera ensuite comme au n® 231 .
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. SlQ
L'équation (i) contient implicitement toute la Dynamique et fournit une méthode générale pour la solution des divers problèmes : le lecteur pourra l'appliquer à plusieurs des questions traitées dans les Chapitres précédents ; je me bornerai ici à trois exemples nouveaux.
238. Un point matériel M est renfermé dans un tube circulaire horizontal dont le centre reste fixe et dont le rayon augmente proportionnellement au temps; le point ayant une vitesse initiale donnée, déterminer sa trajectoire et sa pression sur le tube.
- Le rayon du tube peut être représenté par r =: a^ bt] la pesanteur est la seule force extérieure qui agisse, et l'équation de d'Alembert devient, en prenant l'axe du cercle pour axe des z^
Les coordonnées du mobile sont assujetties aux relations
Prenons les variations, en regardant t comme constant :
X Sa? -^ y %y = 0, 8^ = o.
Ajoutons à l'équation (i) ces équations multipliées respectivement par \ et V, et égalons à zéro le coefficient de chaque variation : on aura
(3) lx = m^, ^y^m — , \=mg+m^
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Eliminant X entre les deux premières, on obtient
d^Y d'*x dy dx
dt^ ^ dO ' dt ' dt
On remplace x, j par les coordonnées polaires /*, S, et l'équation précédente devient
dt ^ ' dt
Intégrant et faisant 0 = o pour i = o, on trouve '
b \a a-\'btl a-\-bt r c'
la trajectoire est une spirale hyperbolique dont l'asymptote
fait l'angle -r avec Taxe polaire, et le pôle est à l'origine.
Les équations (3) font connaître l'action du tube sur le mobile. Comme ^ = o, on a d'abord X'=: nig\ puis, en combinant les deux premières,
, / dx dr\ f dx d^x dy d^r\ dix
\ dt ^ dt I \dt dt^ dt dC^ I dt\i
OU, en tenant compte de ce qui précède.
^ dr d \ /. c*\ m&
dt dt 1 \ r'i ) v^
dr mc^
dt^ """"" /'*
La pression exercée sur le cercle sera égale et de sens contraire à la force qu'on vient de calculer ; elle a une composante verticale égale au poids de M, et une composante
dirigée suivant le prolongement de OM.
239. On donne deux petits poids égaux y A, B, assujettis à rester^ le premier sur un plan incliné P, le second sur une verticale D, et s^ attirant proportionnellement à
la distance; déterminer leurs mouvements sans tenir compte du frottement. Cas particulier : V angle i de P
avec V horizon a pour sinus - ? les positions initiales de A
et B sont celles qui conviendraient à V équilibre, et la vitesse initiale de A est telle que ses projections sur une horizontale et sur une ligne de pente deV soient égales chacune à la vitesse initiale c de B. (Paris, 1874-)
Je prends pour origine le point d'intersection de D et de P, pour axe des x la ligne de plus grande pente qui y passe, pour axe des j^ une horizontale de P, et pour axe des z une normale au plan dirigée en dessous; je suppose les masses de A et de B égales à l'unité, et j'appelle /ul* leur attraction à l'unité de distance ; les coordonnées de A sont x^y^ o, celles de B x'^ o, z^. Il est facile d'écrire Téquation de d'Alembert, où manquent ^z et ^j' ^ qui sont nuls;
dt' \
Qu: —
' dt'
sin/ —
d^œ' dO
onfii —
. fi.'i'-
dH'
Au lieu de prendre la relation z' = .r'coti, que la figure rendrait évidente, il vaut mieux considérer la distance OB = r, qui donne j:'=/'sini, z^= rcosi^ âx^=smidr^ $z'= cosiâr. Egalons à zéro les coefficients de $x^ Sj- et âr dans l'équation (i), et nous aurons les équations générales du mouvement
— = p'(/-sm/ — .r) -4- g'sin^ _ =~ ;x»j,
Soient a, P, p les valeurs de x^y^ r qui conviendraient à l'équilibre; on peut les calculer à Taide de réquationdu travail virtuel, qui n'est autre que Téquation (i), où Ton
aurait supprimé -ry» • • • i on en conclut un système d'équations correspondant au système (a) :
(3) fx*(psin/ — a) H-g-sin/rzio, p^=o, p'(asiD/ — pj-f-g^^o.
Ces équations donnent a, |3 ei p. Posons
Cl retranchons les équations (3) des équations (2);
-^r=fx^(r,sm/-^,)' '7;T = -f*^>'•' ■^=rfx»(^.sin/-r,).
On remplace la première et la dernière par celles qu'on obtient en les ajoutant ou en les retranchant membre à membre,
__±__ r:r-^»(l-.sm£)(ar,4-r,),
^2(jr, — r,) .
— ^-, ■ == — fx'(i-f.sm^)(.r,— r.).
Toutes nos équations s'intègrent séparément, et donnent pour les inconnues qu'elles renferment des valeurs périodiques. Dans notre cas particulier, Xi, j^i, r^ sont nuls à l'instant initial; leurs dérivées par rapport à t ont alors la
valeur commune c, et, comme 1 — sini = j> on trouve que les intégrales générales se réduisent à la forme
L'équation de la trajectoire de A s'obtient en éliminant [jl/ entre les valeurs de x^ et de 7, : [J^^^J = 4^^ (^J — jj).
Prenons des coordonnées polaires u et 9 avec le point a, ^ pour pôle : on a
C* COS26 COS
c'est une courbe du quatrième ordre, qui ressemble à une lemniscate de Bernoulli.
240. Déterminer le mouvement d^une chaîne homogène, flexible, très mince, mais pesante, placée sur deux plans inclinés dont V intersection est horizontale, et devant rester dans un plan perpendiculaire à cette intersection.
Soient OP, OQ les deux lignes de plus grande pente sur lesquelles glisse la chaîne^ a, p leur angle avec Thorizon; / la longueur de la chaîne, £ la masse de l'unité de longueur, X la portion OA de chaîne dirigée suivant OP; la longueur OB, suivant OQ, sera égale à / — x. Pour un déplacement virtuel 8^, la somme des travaux des forces d'inertie et de la pesanteur sera
zgxsma. — ^g[f' — ^) sinp — U -— ^
CL C
Égalons ce travail à zéro, divisons par tdx ^ et faisons ^(sina -i- siii/3) = /«* :
d'*.T _L:_rt'a:4-g^sinp = o.
Les intégrales sont
dx ,
dt ^ '
û' sma4-smp
on peut toujours supposer, en prenant pour notre premier
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plan incliné celui sur lequel la chaîne descend d'abord, que la, valeur initiale de — soit P'© ^ o-, les constantes sont déterminées par les relations
a sin a -h sin p
On a toujours A ^ B. Si A >» o, la vitesse ne s'annule pas, et toute la chaîne passe sur OP-, ensuite son mouvement devient uniformément accéléré; mais, si A <^ o, la vitesse s'annule quand Ae**' = Be"''*; alors on a
sm p -t- sin a
La chaîne n'est pas tout entière sur OP; après s'être arrêtée, elle rebroussera chemin et continuera indéfiniment son mouvement sur OQ. La tension en O est à un instant quelconque
d'.r ts^.ril — .r) (sina H- sinB)
t ;'*x sm a — e v — — =z ^ '-^- '-- ;
df" l '
son maximum a lieu quand x = -f alors
T =: y g gl [sin OL H- sinp).
Pour que la chaîne fût en équilibre, il faudrait avoir
_ /sJDp sma -h smp
et la tension en O serait
eW sina sin 3
e^arsina = ~. v—^-l
sina -f- smp
cette tension est moindre que la précédente.
Équations de Lagrange.
241. Soient gr^, q^y ..., y,,, « quantités dont les valeurs peuvent déterminer à chaque instant la position des différents points d'un système matériel : les coordonnées x, y, z de chacun de ces points s'expriment par des fonctions connues de q^^ q^t ..., qn pouvant aussi renfermer t explicitement, comme cela arrive lorsque les liaisons varient avec le temps. Pour déterminer le mouvement du système, on est conduit à transformer l'équation générale de la Dynamique,
en remplaçant les x^ y^ z et leurs variations par leurs valeurs en fonction de ^, des qi et des 8^/. Le second membre, qui représente le travail correspondant à un déplacement virtuel du système, se transforme, par un calcul direct sur lequel il n'y a pas de remarque générale à présenter, en une expression de la forme Q^Sji H-Q285^2 H-'--4- Q«8gr,^; mais, au moyen d'un calcul tout à fait général, on peut obtenir pour le premier membre de l'équation (i) une transformée remarquable ; désignons par des lettres accentuées les dérivées totales relatives au temps : la demiforce vive T du système peut s'exprimer en fonction explicite de ^, des qi et des qi et l'équation (i) donne
S'il existe p relations entre les qi^ on en pourra déduire les valeurs de p variations en fonction des n — p autres et,
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après les avoir substituées dans Féquation (2), on égalera à zéro le coefficient de chacune des variations restantes; mais, le plus souvent, les variables q^^ q^^ ... sont indépendantes et il faut égaler à zéro le coefficient de chacune des variations, ce qui conduit à un système de n équations simultanées du second ordre, de la forme
dt dq'i dqi ~ ^' '
ce sont les équations de Lagrange.
Quand il existe une fonction des forces, c'est-à-dire une fonction U àe x^ y^ z^ x^^ ... dont les dérivées partieBes
■r- > -T— > -T-j -^ — > ••• sont égales, en tenant compte des
liaisons, aux composantes X, Y, Z, X^, ... des forces motrices, le second membre de l'équation (1) est une variation exacte SU ; mais, U étant exprimé en fonction des ji, on a
il faut que Q/ soit égal à -j— et les équations de Lagrange prennent la forme
d dT d^ _ d\}
dt dq'i dqi ~ dqi
La fonction U peut contenir t explicitement sans que cela change les résultats précédents, puisque, pour prendre les variations, on regarde t comme une constante.
Quand les expressions des x^ y, ^5^1, . . • en fonction des qi ne renferment pas t explicitement, T est une fonction homogène du second degré des q^ ; si, en même temps, il existe une fonction U ne contenant pas ^, l'intégrale des forces vives existe et peut se déduire des équations (2).
242. L'emploi des équations de Lagrange constitue une méthode très générale pour la résolution des problèmes de Dynamique et j'engage le lecteur à l'appliquer à ceux qui ont été résolus dans les Chapitres précédents ; j'en reprendrai un seul, celui du n° 179. La position du mobile est déterminée par la valeur de r et les Çi se réduisent à cette unique inconnue. Prenons des axes fixes 0X|, 0Y4y OZ| qui coïncident avec les axes mobiles du n** 179 quand OA est dirigé suivant la verticale ascendante : les coordonnées absolues de M s'expriment en fonction de t et de r par les formules
Xi = rcos«p, yi = rsintp cosoj^ — asintatj Zi = r sincp siaco^ -+- acostat.
On a donc
= — ( r'* — 2 ar' to sin «p -h r* to* sin* «p -f- a* to' ),
àT , , .V àH • • •
— -; = mir — aoi sin<p), -r— = mroi^ sin'©.
dr ^ ^ or '
Le travail virtuel de la seule force extérieure, le poids Je M, est
8U = — mg Bzi = — mg sincp sincu^ 8r,
it le mouvement est déterminé par l'équation
dt
m—z mrto* sin*cp = — m^ sincp sinco^;
3'est précisément celle que l'on a discutée (179) : quant à la réaction du tube, elle ne nous est pas donnée par la méthode actuelle ; mais l'effet de cette méthode est justement de l'éliminer ; d'ailleurs, la connaissance du mouvement ne ferait que simplifier sa recherche ultérieure à J'aide des théorèmes généraux.
2i3. Mouvement d*un parallélogramme articulé ABCD assujetti à se mouvoir dans un plan verticalautour d^ un point fixe O situé au milieu du côté AB: les côtés sont des barres pesantes et homogènes ; AB^ CD ont pour longueur ia^ pour masse p ; BC et DA, de longueur 2 6, ont chacun une masse égale à q ; enfin^ il n*y a pas de résistances passives, (Question de Jicence ^énéralisc^e.)
La position du parallélogramme est déterminée par les angles 0 et cp que la verticale descendante fait avec les droites AB, DC d'une part, BC, AD de l'autre. La force
viviî du côté AB est r/^a^Q'-; le théorème de Kœnig donne
(.i/>î»cp'--l- la^^'Ap pour celle de CD ; soient E, F les milieux de \M\ et de AD : la somme des forces vives de ces (lru\ droites ^s'obtiendra en ajoutant ô5^^^f ' ^ '^ ^^^^^
vive de deux masses égales à q et coïncidant avec les points K vi V ; or le théorème de Kœnig donne encore pour cette force vive 2^(6^^" 4- a- 9'^). On aura donc pour la force vive de tout le système
2T =^ ^462cp'2_+. ~a«Ô'2^ -\~iq ("a^Ô'^-t- |6«cp' d'où
<>e' 3 ' ()»' ~ " 3 * ? ' <« -" do
Il existe une fonction des forces U égale au* produit du poids total, i{p -h q)g, par la dislance du point 0 audessus du centre de gravité, situé au milieu de la médiane EF : on a donc
L ='x(p'hq)gbcos^^, ~d^^^' ^ =-l{p-¥q)gb%\Xi'!>'
Les équations de Lagrange sont au nombre de deux :
dt\ 3 di (4 ^"^^^^^?0 =— 2(/?-l-5')^6sincp.
La première montre que 6" est nul ou 6' constant •, les côtés AB, CD tournent avec une vitesse constante : on a, d'autre part,
<5?* CD 3 n -4- ûT g .
la direction des côtés BC, AD varie comme celle d'un pendule simple de longueur e^ — ^ b. On serait parvenu aux
mêmes résultats en appliquant le théorème des forces vives et celui des moments des quantités de mouvement ; mais on rencontre dans cette voie une discussion assez délicate dont la méthode de Lagrange a le grand avantage de nous dispenser.
244. Un tube circulaire très mince est assujetti à p^ester dans un plan vertical et à rouler sans glisser sur une horizontale de ce plan ; une petite bille M peut se ^nouvoir sans frottement à V intérieur du tube. Déter- ^liner le mouvement du système en supposant nulles les 'vitesses initiales du tube et de la bille.
Je prends pour axe des x Thorizontaie fixe, pour axe desj^ la verticale qui passe par le point de contact initial de l'anneau avec OX. Soient, à Tépoque t^ G le centre du cercle, CI le rayon, de longueur a, qui aboutit au point de contact avec OX, A le point de la circonférence qui a été le point de contact primitif, 6 l'angle ICA, ç l'angle ICM ; je suppose CM et CA situés de part et d'autre de CI. L'abscisse de C est a6 ; les coordonnées de M sont
(i) a? = a(ô -f- sin<p), y =i a{\ — coscp);
Db s. -G. — Rec. 34
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m élant la masse de la bille, sa force vive est
m(ar'« -+-/«)= ma*(0'*-+- cp'«-f- îO'cp' coscp).
Le mouvement élémentaire de l'anneau est une rotation autour de I avec la vitesse 6' ; [jl désignant sa masse, le moment d'inertie par rapport à une perpendiculaire à son plan, menée au point I, est 7.^a^ ; on a donc
T = ;^ /na«(Ô'^-^ cp'« -4- 26' cp' cosç) -+- fia» 6'».
Nos variables q sont ici 6 et ç>, et les dérivées partielles
- = //ia*(6'-h «p'coscp)-}- 2jjLa*0',
—, = ma* (cp' -h 0' cos«p), ^ =— ma*ô'cp'sins».
Comme le tube ne glisse pas sur OX, la force de frottement qui se développe en I ne produit pas de travail vi^ tuel pour un déplacement compatible avec les liaisons, et 8U se réduit ici à — mg 8/ = — mga sin» o'^. Les équations de Lagrange deviennent
- [ m ( 0' -h cp' coscp)-}- 2fJL6'] = o, al -j--^ coscp— - J -|-^sino=o
On en déduit l'intégrale des forces vives ; a étant la valeur initiale de cp,
(2) /na(6'2-h <p'2-i- 2 6' cp' coscp) -h 2(1 a 6'* — 2m^(coscp — cosa) = <>•
Quant à la première du groupe, elle s'intègre toujours; mais, s'il n'y a pas de vitesses initiales, les intégrales se simplifient : on a d'abord
(3) m(0'-f- cp' coscp) -j- 2{jlO' = o; une nouvelle intégration donne
(4) m(e -4- sincp) -f-2|A0 — msina.
Si Ton élimine 6' entre les équations (2) et (3), on trouve
' 5 ) 6' = — ^?'^^^? ' = -H 1 A^ (/n-f-2fA)(cos(p — cosa)
/n-H2(i' ' y/ a /n sin^cp 4- 2[x
Il est évident que cp diminue d'abord : il décroîtra jusqu'à — a ; pendant ce temps, 6 croît de zéro à 9^ =
im sina
m -h 2JJL
j: décroît de a sina à -a sina ; y va dea(i — cosa) à
m -h ajjL '«^ ^ /
zéro, puis revient à sa valeur primitive. Dans un intervalle
de temps égal au premier, <f , 9, or, y varient dans un sens
opposé, et Ton aune série d'oscillations. La trajectoire de M
s'obtient en éliminant o et. 0 entre les équations (i) et (4) *
c'est une ellipse tangente à OX et dont le grand axe est vertical ; mais il n'y a de parcouru que Tare au-dessous de la droite j^ = a(i — cosa).
Quand on suppose [a = o, la seconde équation (5) donne
sincp^cp
^ V^coscp — cosa
on prend d'abord le signe — et on a l'intégrale
4 / — = /cos cp — cos a ;
mais il se présente une singularité analogue à celle qu'on a rencontrée n® 128 : l'intégrale ne convient plus lorsque t
dépasse la valeur 2 i/— sin- a ; il faut alors changer le signe du radical et la constante d'intégration.
245. Un fil sans niasse, fixé à Vune de ses exfrémités O, porte deux petits poids A, B, attachés à des
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distances dijfférentes du point O ; déterminer les oscillations du système, quand on l^ écarte de sa position d^équy,ibre, de manière que les deux portions du fil restent tendues et ne sortent pcLs d'un plan vertical donné, (Agrégation, i844-)
Soient a et b les longueurs OA, AB ; s et ^ les angles qu'elles font respectivement avec la verticale ^ m, /i lei masses de A el de B : on a
1^ pesanteur est la seule force qui donne un travail vii tuel
Les équations de Lagrange deviennent, après de simpV. ^5 réductions,
— ^^ ( -y7 ) sin(<}^ — çp) -h (m -+- /i)^siiiçp =0, ù-jj^-ha-^-^ cosC^;. -o)^a i^^ j sin(<}; - <p) -4- ^siii+ =0.
On a l'intégrale des forces vives, mais on n'aperçoit pas d*autre intégrale première rigoureuse. Dans le cas des petites oscillations, en négligeant les termes du troisième ordre par rapport à ç>, i, y', ^\ (f'\ Y^ ^^^ équations de viennent
l (m-+-/i)a^J -H/i6-^ -f-(m-+-/i)^«p = o, Cherchons à y satisfaire par des valeurs cp = e'"', à =
ar*
on doit avoir )» = , -r 9 et
(2) {m -h n)(ar^-h S^){br^-\-g) — nabr'' = 0.
L'équation en r^ admet deux racines, Fune inférieure à
— -^ et à — ^) l'autre supérieure à ces deux quantités,
mais encore négative. Si ces racines sont — rj, — /'j, le système (i) aura pour intégrales
^ = A cosTi^ -I- B sin Ti ^ -h G cosrs^ -+- D s\n r^t,
^ — br\^ ^ ' g — br\^ ' . * ^
Quand les vitesses initiales sont nulles, il en est de même de B et de D 5 et, si a et p sont les valeurs primitives de «p et <J^, on a, pour déterminer A et G,
. r. Aar? Cari ^
A -f- G = a, -^ H rH = P-
Pour que les deux portions du fil OAB oscillent comme des fils de pendules simples, il faut que A ou G s'annule ; soit G = o. Les conditions précédentes donnent alors
substituant — r] à r^ dans l'équation (a), on aurait {m~\- n)a(x^-+- (m~{- n)(b — a)a^ — môp» = o.
Gette équation donne pour ^ deux valeurs réelles de signes contraires ; la valeur positive est << t ; pour toutes deux,
Les oscillations des deux fils se correspondent, mais leur
amplilude est différente ; leur durée
ri
est comprise entre les durées d'oscillations des pendules simples de longueurs 6 et a -f- 6 si l'on prend p de même signe que a ; elle sera inférieure à celle des oscillations du premier pendule quand 4 et ^ seront de signes contraires.
246. Sur le gyroscope de Foucault, — Les mouvements relatifs peuvent souvent être déterminés avec grand avantage au moyen des équations de Lagrange sans qu'on ait à introduire les forces fictives de Coriolis ; le gyroscope va nous en fournir un exemple. Il consiste en une sorte de tore dont le centre de gravité O est fixe à la surface de la Terre, mais qui peut tourner très facilement autour de ce point ; on lui communique une rotation très rapide autour de son axe de figure et il s'agit de savoir quel doit être son mouvement relatif pour l'observateur entraîné par le mouvement diurne.
Nous négligerons la masse des anneaux qui servent à suspendre le tore et nous admettrons que l'attraction du globe soit constante en grandeur et en direction dans le système mobile, en sorte qu'elle aura une résultante appliquée au point O : cette hypothèse, adoptée par Bour, est sans doute la plus conforme à la réalité, dit M. Gilbert à la fin de son beau Mémoire sur l'application des équations de Lagrange aux mouvements relatifs. Nous prendrons deux axes OX, OY fixes par rapport à la Terre et parallèles à l'équaleur; l'axe OZ sera diri^ suivant la partie boréale de l'axe du monde, et nous définirons la position du tore relativement à ces axes au moyen des trois angles d'Euler 6, cp, (j>. Soient encore OX', OY' deux axes qui coïncident d'abord avec OX, OY, mais qui conservent
une direction fixe dans l'espace. La position du tore relativement à OX'Y'Z peut être définie par les trois angles d'Euler dont les valeurs seront 0, <f et tji -f- to^ en supposant que la rotation de OX vers OY se fasse de droite à gauche ; nous savons évaluer la force vive correspondant au mouvement du tore par rapport à OX'Y'Z ; si nous y ajoutons la force vive d'une masse m appliquée en O et décrivant en un jour sidéral un cercle de rayon R autour de l'axe du monde, nous aurons, pour la force vive du gyroscope,
2T = /nR2a)2-+- A[0'2-h (f -h a>)« sin^ej 4- G[cp'-f- (^'-f- a))cosÔ]«;
la signification des diverses lettres est évidenle. La résultante des attractions étarrt appliquée au point fixe O, SU est nul et nous pouvons écrire les trois équations du mouvement :
A A(f -i- (0)2 sinÔ cosô -^ G [cp' -h (»];'-+- a>)cosÔ](tj;'-4- to)sinô = o
-j-[A(^];'-i-a>)sin2ô -h G(cp'+ i];'cos6 -h a)COSÔ)coS0] =0,
^[cp'-i- (t(;'-4-a)) cos6] — o.
Les deux dernières donnent, en désignant par /i et A: deux constantes,
(2) cp'-H(<}^'-l- w) cosô = /i,
(3) A(i];'-+-to)sin2e-+-G/icose = A-. \
Si, dans l'équation (i), on remplace cp' et ^^ par leurs va- 1 ^
leurs tirées de (2) et (3), elle prend la forme 1
d^ (G/i — /:cose)(A: — G/icose) _ dtt Asin30 ""^*'
multipliant par 2 rfô et désignant par h une nouvelle con-
stanle, on a l'intégrale
Les équations (2), (3), (4) déterminent rigoureuseraenl Je mouvement du gyroscope dans Thypothèse où nous nous sommes placés ; on peut les intégrer dans tous les cas au moyen de fonctions élémentaires ; mais, pour simplifier la valeur des constantes, je supposerai 6'^, et 'l'^ nuls, 8» égal à a ^ on a
« = «p'o -h Cl) cos a, A- — Aw sin^a -+- C/i cos3t, /i = Aa>* sin*a. L'équation (4) admet pour intégrale
.. û ACto/i— Aîw^cosa . . / f v/G*/i*-hA*ti)*5m*a^
O) cosO = cosa -4--7;— -- — .^ ^ ., — sm^al I — cos— î^ ; —
G*/i2-T-A2a)*sin2a \ A
d'autre part, l'équation (3) donne
.^. iL' — — (^^^^ — cosa)[C/i — Aw(cosô -h cosa)]
et, en remplaçant cos9 par sa valeur, on saura intégrer le second membre. Mais, si to est très petit et n très grand, on pourra, sans erreur appréciable, tirer de l'équation (5)
- Awsln^a/ Cn^\ ^ ^Acosina . . Cn<
cos6 = cosa -4 ^ ( I— cos-7— )» 6 = a ;=; sin* — r-
Ln \ A/ Lin 2A
et de l'équation (6)
,, / G/iA , , ^ Ao) . Cnt
•^ =— w^ I — cos-^ I, <{; = ij^o — 0) ^ -f- _- sin — ^ ;
l'axe du gyroscope semble décrire d'un mouvement uniforme et rétrograde, en un jour sidéral, un cône droit autour de l'axe du monde.
Le gyroscope prend un mouvement beaucoup moins
lent quand on oblige Taxe à se mouvoir dans un plan P fixe par rapport à la Terre. Ce plan coupe sous un angle connu î^ le plan OXY considéré précédemment et nous pouvons supposer OY dirigé suivant l'intersection des deux plans ; l'axe OZ se projette sur P suivant une droite OM perpendiculaire sur OY et nous déterminerons la position de l'axe du gyroscope dans le plan P par l'angle jjl qu'il fait avec OM. Un triangle rectangle facile à retrouver donne les valeurs de 6 et de <{^ en fonction de p. :
tang<}' = — cotficosÇ, cos 0 = cos (i sin Ç ;
on déduit de ces relations
,,_ [!■' cos^ _ (a'cosÇ _ jjl' sintxsinÇ
"^ ~ I — cos«{xsin2Ç ~ sin^e ' ~" /» — cos^sin»?'
et, en substituant ces valeurs dans l'expression de 2T, la force vive prend la forme ^ *
2T= mR2w2-H A[y2_j_ awji' cosÇ 4- a)*(i — cos» fji sin^ Ç )]
G o'-H - » >» + w cos fjL sin M .
L' \ i — cos2jjLsm*Ç / ^ 'J
àT „
•T-, est encore constant et 1 on a
— 7 ^—p -HO) ) cos a sin Ç = n ;
quant à l'équation
^ ^ _ ar _
elle se simplifie beaucoup si l'on tient compte du résultat précédent et donne
dix' '
A -j— — Aa)2 sin^Ç sinjjL cosjJL -+- G/ia> sinÇ sin|x = o.
On peut écrire Fintégrale première et exprimer t à
l'aide d'une quadrature relative à [x; mais, si l'on néglige le terme en w^, on voit que l'axe du gyroscope oscille par rapport à CM ou à son prolongement, selon que /i^o,
comme la tige d'un pendule de longueur ^ — ^~~r P^'" rapport à la verticale ; la durée d'une petite oscillation sera
éfirale à t: 1/7; r— ;. Ce résultat a été vérifié par Fou-
^ \ GnojsinÇ ^
cault : si l'on prend pour le plan P l'horizon de l'observateur, Ç est égal à la colatitude ; si l'on prend le méridien,
Équations d'Hamilton et de Jacobi.
247- Quand il existe une fonction des forces U, pouvant contenir t implicitement, mais indépendante des q\ les équations de Lagrange peuvent conduire à un système d'équations rernarquables que Poisson a nommées équations canoniques et qu'Hamilton a étudiées le premier. Posons
les q] entrent linéairement dans ces équations et le déterminant A de leurs coefficients n'est jamais nul. En efiet, supposons d'abord les liaisons indépendantes du temps : ï et ses dérivées partielles sont des fonctions homogènes
des q\\ si A était nul, on pourrait annuler tous les -r-7
par dès valeurs des q\ dont quelques-unes ne seraient pas
nulles; la force vive, égale à S—, qr'^, s'annulerait sans que
tous les q'i s'annulent, ce qui serait absurde. Quand les liaisons dépendent de t^ T n'est plus homogène ; mais imaginons un déplacement virtuel pour lequel on regarde t
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comme une constante; la force vive correspondant à ce déplacement est fonction homogène des g'^ ; ses dérivées parlielJes ne différeront des dérivées (i) que par des termes constants, et si A était nul, on pourrait annuler la force vive sans annuler tous les g', ce qui est aussi absurde dans un mouvement virtuel que dans un mouvement réel.
On peut donc toujours tirer des équations (i) les q'^ en fonction des pi et, si Ton porte ces valeurs dans l'expression
R est une fonction de t^ des Çi et des pi qui se réduit à T quand les liaisons sont indépendantes du temps, et Ton trouve les relations
dK dT dK , dqi
àqi dqt dpi ^' dt
-7— ayant dans la première le même sens que dans les équations de Lagrange ; si l'on pose enfin
H est une fonction connue de ^, ^^ , . . . , q^^ p^^ • • • j Pn et l'on peut mettre les équations du mouvement sous la forme canonique
dpi du dqt an
("^ -dï=-d^r -dF^ô^r (* = i, 2, 3, ...,71).
Considérons maintenant avec Jacobi l'équation
si l'on en connaît une intégrale complète S| renfermant n arbitraires a,, a2, . . ., a„ autres que celle qu'on peut introduire par simple addition, les intégrales des équations'
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(2) pourront se mettre sous la forme
as,
A„ -Pi'
as,
Pour éviter toute difficulté, il faut que les équations (5) soient bien distinctes ou qu'on en puisse tirer les valeurs de a^ , a2, . . . , oLn quels que soient tj q^, . . . , q,i\ le déterminant fonctionnel
()«Si
(^«Si
dqx doLx
dqi daj
dîS,
àqx dxn
d^„ d(Xn
àqn doLi dqn àoL^
doit être différent de zéro.
Quand les liaisons et la fonction U ne dépendent pas explicitement du temps, il en est de même pour H; on simplifie l'intégration de l'équation (3) en posant
h étant une constante, précisément celle des forces vives, et 0 une fonction de ^r,, q^, ..., q^; l'équation (3) devient
Soit 0| une valeur de 0 qui satisfait à cette équation et qui contient n — i arbitraires aj, a2, ..., OLn^^ diflFérentes de celle qu'on peut introduire par simple addition; les équations (4) et (5) qui formaient les intégrales du système canonique prennent la forme
àq\
àqn
— Pn^
àh
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On ne possède pas de méthode générale pour obtenir XI ne intégrale complète de Téqualion de Jacobi : dans les cas les plus connus, où Ton peut prendre l'équation (6), on peut mettre cette équation sous la forme
Qi + Q2-h-..-hQ/i=o,
^-v de
Kli ne contenant que Çi et -7—; posons
on a n équations différentielles ordinaires et si leurs intégrales sont 9|, 82» •••) 9,1, il est clair qu'on peut prendre
248. J'appliquerai d'abord la théorie précédente à un problème excessivement simple, mais qui permettra de former, d'intégrer toutes les équations et de se rendre bien facilement compte des détails : il s'agit de trouver le mouvement que la pesanteur imprime à une petite masse m. J'admettrai même que m ne doive pas sortir du plan vertical mené par sa vitesse initiale, en sorte que sa position sera déterminée par ses coordonnées ^ = y , , j^ = ^2? l'axe des X étant horizontal, l'axe des j- dans le sens de la pesanteur. On a
introduisons les dérivées partielles/?!, /?2 - il vient
il existe une fonction des forces U = ^g(l% et l'on a H = T-U=^(/?î-h/>l)-m^gr,.
Les équations canoniques sont
HT " ' dt ~ ^' dt " m' dt ~ m'
rien de plus simple que de former directement et d'interpréter les intégrales de ce système; mais cherchons-les parla méthode de Jacobi. H étant indépendant de t^ on part de Téquation
on peut la mettre sous la forme
Posons 6 = 8| 4- 82»
on sait intégrer chacune de ces équations et, en ajoutant les intégrales, on aura
61= ^iv/'2/?î(A-h/n^a)-h ^/nv/âiC^î— a)"*.
Les intégrales (4) et (5) du système canonique deviennent
yj i{h -\- mg oi) \'i{h-{- mgoL)
\/2/n(A-H/n^a) =/>,, fn>/ig{q%— at) =p^',
ia première représente la trajectoire, la seconde donne k loi du mouvement, les deux dernières font connaître les
composantes — > — de la vitesse.
249. Mouvement d'un point M attiré vers deux centres fixes F, F| par des forces -4' ^' '')'*« désignantes
distances MF, MF| et la masse du mobile étant Vunité:
Je supposerai d'abord la vitesse initiale V contenue dans le plan qui passe par FFj et par la position initiale A de M; le mobile ne sortira pas de ce plan et, si Ton prend pour axes des x et des^ FF| et la perpendiculaire en son milieu, la position de M peut se déterminer à l'aide des coordonnées x^y\ mais dans les équations différentielles auxquelles on est conduit, les variables ne se séparent pas. Il n'en est plus de même si l'on prend des coordonnées elliptiques, savoir les demi-axes focaux q^ q^ de l'ellipse et de l'hyperbole qui passent en M et dont F, F, sont les foyers. Soit FF| = 2C : on a
(j% q^^c^ ' q\ c^ — ql ^
on en déduit
le carré d'une longueur infiniment petite est
(.) ds*= dx^+ dy^ = 1^ dq^^ Ç^^ dq\ ;
on a donc
'2 gr* — c* ^ 1 c^— q\ ^^ ^
IM
La fonction des forces est ici - + — et. comme on a
r ri
r-r-r^ = 'iq, n— r = ib2^i, r = q7^qu ri=q-±qi,
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il en résulte
OQ prend les signes supérieurs ou inférieurs suivant que M est du même côté que F ou que F< par rapport à OY; on peut supposer qu'il soit d'abord du côté de F et, s'il traverse l'axe des j^, on donnera à q^ des valeurs négatives; qx pourra varier entre — c et c et l'on se bornera aux signes supérieurs dans la valeur de U. On a donc, pour la fonction d'Hamilton,
Sans écrire les équations canoniques, il nous suffira d'obtenir leurs intégrales par le théorème de Jacobi : on a l'équation
1 q^—q\\àq ) ^q^ — q\\àgi/ q — qt q-^qi qu'on peut écrire
Nous chercherons une intégrale complète de la forme 6-f-9o 9 étant une fonction de y, 8, une fonction de q^ définies par les équations
(.c^—qi}-^.— ^ii^-'M)qi-^-i^q\= -la;
01 s*exprime au moyen de deux intégrales elliptiques
^ ^ I ^ \/-^àg'-^9.(ix-^lii)q — i7, ^ r ,\/'ia-^'i'{^'-\i-\)qi—'i'hq'\^
/\l'ikq'-\- 9.((x -h fxi)^ — 1% ^ Ç
les intégrales du problème sont donc
\lo~q\
mais nous discuterons seulement la première, qui représente la trajectoire 5 après l'avoir formée, il sera plus simple, pour l'étudier, d'en prendre la différentielle et l'on aura
sj{qt- c2)[yi^«H- ({X -t- ^x)q - aj /(c«— ^î)[a -4- C[x — \^Oq\ — hq\
Les constantes h et a se déduisent des circonstances initiales : si nous représentons par V, R, R^, Q, Qi les valeurs initiales de r, r, ri, y, q\^ l'intégrale des forces vives nous donne d'abord
2 R Ri
En second lieu, l'expression générale (2) de ds'^ montre que le rectangle compris entre deux ellipses et deux hyperboles infiniment voisines a pour côtés
'^VÇ^S' '^^s/'-
c^—ql'
l'angle w sous lequel la trajectoire rencontre en M l'ellipse coordonnée qui y passe a pour tangente
De S.-G. — Rec, 35
en tenant compte de Téquation (3); il suffit d'appliquer cette formule à l'instant initial pour former une équation du premier degré en a.
Pour déterminer les limites entre lesquelles peuvent varier q et q^ d'après l'équation (3), remarquons que q^ — c* et c* — y, n'étant jamais négatifs, les trinômes
f{q) = hq^-h ( fx H- jx, )<7 — a, ^(qi)= ^-^(i^— [>-i)qi—hq\
doivent être de même signe ; mais on a
il faut donc que /(y) et 'f(y«) ne soient jamais négatifs. La trajectoire ne peut s'étendre à l'infini que si h est positif; mais elle peut aflecter trop de formes pour que nous les discutions : cherchons seulement quelles doivent être les circonstances initiales pour qu'elle se réduise à une ellipse de foyers F et F^ . Il faut que /{q) admette (q — Q)* pour diviseur, ce qui donne
[jL-^ (Aj— — 2AQ, a=— AQî;
la seconde condition détermine a et la première donne, en se rappelant la valeur de /i,
U Q Ui Q '
la valeur de V^ est égale à la somme de celles qu'il faudrait lui attribuer si l'attraction de F ou celle de F| était seule en jeu; nous sommes ramenés au cas particulier du théorème de M. Bonnet que j'ai signalé au n® 149.
Si l'on suppose p. et [jL| nuls, la trajectoire est évidemment une droite définie par une équation de la forme
A.r -4- Bf -h G = o, Jiqqi-\- B ^\^q- — c'-j^c-— </{)-+- Gc-= o;
d'ailleurs l'équation (3) devient
dq^ ^ dq\ .
c'est l'équation d'Euler et M. Appell signale le résultat précédent comme établissant d'une façon intéressante l'existence d'une intégrale algébrique pour cette équation.
Lorsque V n'est pas contenue dans le plan AFF,, la trajectoire n'y est plus contenue elle-même : je conserve les coordonnées q, q^ pour définir la position du point M dans le plan MFFj et je leur adjoins l'angle q^ dont ce plan a tourné. Il faudra ajouter, à l'expression donnée pour T, le terme
et, par suite, au premier membre de l'équation (2), le terme
La nouvelle équation de Jacobi ne contenant pas explicitement q2, nous ferons un changement de variable analogue à celui par lequel nous avons introduit 0 au lieu de S : nous poserons
X étant une constante et <ï> une fonction de q et de </i seulement : l'équation devient
'~^q^~q\\Oq) '^ i 'q~^ ^ q\\dq
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multipliant par 2(^7* — q]) et observant que
nous ramènerons l'équation à la forme Q -j- Q^ = o ; nous savons en trouver une intégrale complète ^1 et, en prenant 6| = ^1 H- X72? nous en déduirons sans peine les intégrales du mouvement.
250. Un point M, de masse i , assujetti à rester sur un h yperboloïde
fî! z! f! -
où Von suppose h >a, est attiré vers le centre O par une force w^r, /• désignant la distance OM; à V instant initial, le mobile est à la distance b du centre sur P hyperbole principale située dans le plan OXZ et sa vitesse i'o ^st parallèle à O Y. Mouvement du point M ; discussion de sa trajectoire, (Agrégation, 1888.)
La solution du problème repose sur des calculs assez connus du lecteur pour que je les indique brièvement. La position du point M sur Thyperboloïde sera déterminée par les coordonnées elliptiques X, [jl que définissent bien les équations
a^-f-X 62 -h À X — C2 ' 62— |JL [X — «2 JX-hc-2
quand on suppose X > c^ et a^ < jjl < 6^^ Partant de l'identité
a-—u b^'-u c^H-M (a*— w)(62— Mj(c2-i-a)
Binet en a déduit
j^ aVX-i-a«)(Ht — g») ^ - (6'-^— a2)(c2-+-a«) '
égalant encore les coefficients de u^ quand on a chassé les dénominateurs, on a
(3) r2=a7«-hj«-h^»= X— |jL-f-a2-4-62_c».
Nous pouvons former la fonction des forces
U =— -t02/-2= (X — IX -+-«2 4-62— C2):
Pour calculer T, prenons les dérivées logarithmiques des équations (2) :
II
donc, eu égard à l'orthogonalité des surfaces coordonnées,
8L(X-Ha2)2 (X -H 62)2 "^ (). _c2)2j
' 8[({A — a^)^ ■ (6=*— (JL)^ "'" (c2-t-{JL)2j '^ '
Jacobi obtient les coefficients de V^ et de [jl'^ en differentiant ridenlilé (i) par rapport à u et faisant dans le résultat u égal à — X ou à /ut : on trouve
8(X -+- a^'jCX -+- 62)(X — c2) 8(îx — a2)(^î_ [x)(c2-+- jx)
On forme, comme dans les problèmes précédents, la fonction H d'Hamilton, qui ne contient pas t explicite-
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ment; on est alors conduit à l'équation de Jacobi
.,(\ ^ ai)(i ^b'i)(i ^ r.i) /dey
X(X-4-(Ji) " \àX/
-h itoî(X — 11.)+ -w2(aM-62— c2) — /i = 0.
En multipliant par ). + [Ji, on peut encore dédoubler Téquation en deux parties dont l'une ne renferme explicitement que )., l'autre [jl, et l'on trouve une intégrale complète formée de la somme de deux fonctions ,
v/(X-i-a2^(X-+-^;2>.(X — c2) d\x \/(JL ( 0)2 (x*^ -i- 2 X* jx — a)
9Y(jJi-rt2)(^,2_ Jj.)(c2-f-jx)
A" désignant, pour abréger, la somme h iù^ia^-^- 6* — c^).
Les équations du mouvement sont encore
Nous ne considérerons que la première, ou plutôt sa différentielle
dCkyjl
, . v/(X-+-a2)(X-+-62)(X--c2)(cï-r2A:X — a>2X2)
dix s/ Il
V/(fJL — a2)(62— |x)(c2-t- Jl)(a)2jJL2-^ 2A-(JL — «)
Les facteurs binômes qui figurent dans les dénominateurs sont essentiellement positifs; il faut donc que les deux trinômes
/•(X) ~ a-\- a/cX — 0)2 X-', ç(|jl) = 0)2[X2-1- 2/- [A— a
soient de même signe; or leur somme est
(X-hH^)[2A:-toî(X-[x)]; h est la constante des forces vives et l'on a
(7) 'ik =^ 2/i — t02(a«-h62— C«)= i^2_j_(02(X — jjl),
/(X)^-cp({i.) = (X-h(x)i.'-.
Cette somme est positive: fÇ^) et o{^) doivent être positifs; X ne peut prendre que des valeurs comprises entre les racines /, l^ de l'équation fÇK)=^o\ [jl doit au contraire être pris en dehors des racines de cp(|jL) = o et l'on voit que ces racines sont — / et — /,. Nous devons calculer /, l^ et, pour cela, nous servir des conditions initiales : yo étant nul, (jlo doit être égal à b^\ /'o étant égal à 6, l'équation (3) nous donne
Xo= o'^H- 62— a2. #
Un arc infiniment petit MM' de la trajectoire est la diagonale d'un rectangle dont les côtés sont des éléments des lignes de courbure correspondant aux valeurs de \ et de [A qui conviennent au point M; l'expression (5) de T montre immédiatement que les carrés de ces côtés ont pour
valeurs
fx(X -t- \L)d\i>
ds\ =
4(HL-a«)(62~{i.)(c2-f-{i.)
Le rapport de ds^ à ^52 représente la tangente de l'angle iù que fait au point M la trajectoire avec la ligne sur laquelle \ est constant; mais, en vertu de l'équation (6),
il se réduit à -^=J« Or, au point de départ, w est nul; il
v/cp(HL)
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faut que 7 (a) s'annule; Tune des racines /| est donc égale à Âo i l^autre racine est
2 A' se déduisant de l'équation (7), appliquée à l'instant initial.
Nous pouvons écrire l'équation de la trajectoire sous forme explicite :
, y/— il -^-'aV)( X -r- 6»){X - cî)(X — Xo) (X — /) \ / /
é/[^vV
V'(jx-a»)(6-^-HL)(c»+fx)(fx-^Xo)(îx-r-/)
Le paramètre jjl, compris entre a^ et 6^, est toujours
> )vo, mais il doit aussi être au moins égal à -^ /; la
forme de la trajectoire dépend de la grandeur de /. Si 1 on a
)v varie entre ).o et /, jjl entre à^ et b"^: la trajectoire, comprise entre les lignes de courbure correspondant à X = X© et à )v = / d'un même côté de l'ellipse de gorge, fait une infinité de fois le tour de l'hyperboloïde : elle se confond avec la ligne de courbure \=:.\q si / = Xq,
pour / = c^, elle est asymptote à l'ellipse de gorge.
Quand / est compris entre c^ et — a^, [jl peut encore prendre toutes les valeurs entre a^ et b^ et la trajectoire fait encore une infinité de tours sur la surface, mais elle coupe le cercle de gorge et est comprise entre les deux lignes de courbure correspondant à X^r^rX^. Le cas de /=o, (^J=:a>2^2^ gst remarquable: la trajectoire est la
section circulaire qui passe par la position initiale et on s'en rend compte directement; quant à l'équation (7), elle est vérifiée si l'on fait
ce qui est l'équation des sections circulaires.
Enfin, si / est compris entre — a^ et — 6^^ ^2 gjjtre (0^(6^ — a^) et zéro, |jl doit varier entre — / et 6', )w entre Xo et c^; la trajectoire est renfermée dans un quadrilatère curviligne formé par les lignes de courbure correspondant à X =: Xq et jjL = — /; elle est asymptote à l'hyperbole située dans le plan des yz pour / = — a^ ; pour / = — 6-, le mobile ne sort pas du plan des xz,
1. Une barre pesante et homogène AB peut tourner autour de son extrémité A ; l'autre extrémité est soutenue par un fil de longueur / qui passe sur une poulie 0 située verticalement au-dessus de A et se termine par un poids P : déterminer, dans un plan vertical passant par OA, une courbe G sur laquelle il faudrait faire glisser P pour que le système fût en équilibre indifférent; il n'y a pas de frottement.
Soient AOP = 0, OP = r, OA = a, AB = 2/, Q le poids de la
barre :
Q/î_2(Q/ — iV a cos6)r = const.
2. Une barre pesante et homogène AB, de masse /n, de longueur 2 a, s'appuie sur une horizontale OX et sur une verticale OY : chacun de ses éléments est attiré vers le point O par une force qui varie suivant la loi de Newton et qui serait égale au poids à la distanc e
-— : positions d'équilibre, stabilité. (W. Walton. )
On calculera la fonction des forces
nxga
4sine-L[cot^ang(^±|)]j
on prend le signe rfc suivant que l'angle 0 de AB avec l'horizon est^o : tang 6 est donnée par une équation du troisième degré.
,*{. Positions d'équilibre d'une planche carrée, de côté 2c, soutenue par un fil de longueur 2/. qui passe sur une cheville horizontale et dont les extrémités sont fixées en deux points situés sur un côté de la planche à la distance a du milieu de ce côté.
Si le côté auquel le fil est fixé fait l'angle 0 avec l'horizon,
oU = 2P sin6 — c ô6;
Ly//2_^2cos2 0 J
la position correspondant à 0 = o est stable si c'est la seule qui convienne à l'équilibre : sinon, instable.
A. Mouvement d'un point pesant dans un plan qui tourne uniformément autour d'une de ses horizontales.
r>. Déterminer la forme que peut prendre un fil pesant et homogène dont chaque point tourne avec une vitesse constante to autour d'une verticale OZ, une extrémité du fil étant fixée en 0.
(Gilbert.)
Equations d'équilibre entre les forces extérieures agissant sur un fil et les forces d'inertie :
ici x" — — oi^x, y-^ = — ^^y, -s" — o ; si £ — i , d/ï'I^=.-i,i^xds, d.T ^ = - io'^r ds, d,T^ = ~^ds;
ds ds ^ ' dg ^ y
le fil est dans un plan qui tourne avec la \itesse o) autour de OZ, et la courbe qu'il décrit dans ce plan a pour équation
Tq — gz -^ — i.ti'^\dz = g{l — s) ds,
6. Calculer, à l'aide des équations de Lagrange, les composantes de l'accélération suivant les normales à un système de surfaces triplement orthogonales dont les paramètres sont pi, p2> P3.
La portion de normale comprise entre les surfaces pi et pi -\- dpi
est égale à — -^; soit hi= • La force vive d'un point de masse
Al pi Al Pi
soit J/. l'accélération suivant la normale à p/ : on a
^(AJ p,)- P.^ A, ^ - p.^ A, — - p,^ A, ^ = J,A,.
7. Mouvement de deux sphères homogènes pesantes dont les éléments s'attirent proportionnellement aux masses et aux distances: l'une, de poids 5, ne peut que rouler sur un plan horizontal; l'autre, de poids 21, est libre; à l'instant initial, les vitesses sont nulles et la composante verticale de l'attraction résultante est égale à 4^. (Cacn, 1880.)
Equations de Lagrange; la sphère libre décrit un arc de parabole; le mouvement est périodique.
8. Mouvement d'un point M assujetti à rester sur un cône et sollicité par deux forces : Tune égale à ^ est dirigée vers le sommet
CM
O, l'autre égale à ^ est dirigée suivant la perpendiculaire MN
MN abaissée sur une droite fixe OZ; A et B sont des constantes.
2T est de la forme r'^-h QV^r^, r étant la distance CM, X un paramètre qui détermine chaque génératrice, Q une fonction de X. Voir une Note que j'ai publiée en i885 dans le Journal de Liou-ville.
9. Petites oscillations d'un tube étroit, de forme circulaire, pouvant tourner dans un plan vertical autour d'un de ses points O et renfermant dans son intérieur une bille pesante.
Soient (x, m les masses du tube et de la bille, C le centre du tube, 6 l'angle de OG avec la verticale, cp le supplément de OGM :
T= {xR2 0'2+mR2/'2 0'2cOS2 2 H_içp'2^_2e'cp'c0S2?V
au :^ — ;jL^R sineae — m^R[sinG80 h- sin(e -f- cp)(80 h- 8cp)].
En négligeant les termes du troisième ordre en 6 et cp, les équations de Lagrange deviennent linéaires.
10. Appliquer l'équation de Jacobi et les coordonnées elliptiques à la recherche des lignes géodésiques de l'ellipsoïde. — Voir n° 170.
11. Chaque élément d'un fil homogène est sollicité par une force dont les composantes sont -y— ds^ -7— ds^ -r- ds, en sorte que la ten-
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sion est égale à — (U -4-A); démontrer que les équations d'équilibre sont de la forme
6i désignant une intégrale /(ar, j', z^ a, p, h) de l'équation
(Appell, Annales de la Faculté de Toulouse, i886.) Démonstration analogue à celle du théorème de Jacobi : on
trouve d'abord -r-^ = (U -l- /i)—-~ — T -=- , ... ; on différentie en
ôx ds ds
tenant compte de ce que 6| est une intégrale et on arrive aux
équations bien connues de l'équilibre.
12. Mouvement d'un point pesant sur un paraboloïde elliptique
dont l'axe est vertical et le sommet au point le plus bas.
(De Saint-Germain, Journal de Liouville, 1878.)
a?* r* , II.
h - = 'xz représentant la surface, on pose
xt yî x^ r*
;j \- —^ =::A— 22, = 25 — UL,
^ < jjL</> < X. Équation de Jacobi : trajectoire
d\ vA . d\L \/\i.
f{u)= gu^—(ih-^gp-^gg)u-^a,
f(u)=q a une racine supérieure à/?, une entre p cl q\ — /(X) et /((jl) doivent être positifs.
APPENDICE A LA CINÉMATIQUE.
exercices sur le mouvement d'un solide.
1. On fait rouler une courbe plane i** sur une droite, 2° sur une courbe égale et constamment symétrique : les rayons de courbure des lieux décrits par un point M et la normale MI forment une progression harmonique; les rayons de courbure de l'enveloppe d'une droite et la normale IN forment une progression arithmétique.
Il suffit d'appliquer les formules de Savary.
Ik/ k/
2. Lieu (lu sommet (runc parabole qui roule sur une parabole (^gale et symétrique : enveloppe de l'axe; lieu du centre des accélérations en supposant que la parabole mobile ait une vitesse angulaire constante.
Premier lieu une cissoïde; le second défini par les équations
37 = — cot* u — ip cos^ tt, y=ip cot u cos^ u ;
le lieu des centres est la directrice de la parabole fixe.
3. Un segment de droite reste tangent à un cercle tandis qu'une de ses extrémités A glisse sur une tangente fixe à ce cercle : lieux du centre instantané dans l'espace et sur la figure mobile.
(Besançon, 1884.) Deux paraboles égales ayant pour foyer, l'une le centre du cercle, l'autre le point A. — Voir n* 108.
4. Équation différentielle de l'épicycloïde engendrée par un point d'un cercle de diamètre b qui roule sur un cercle de rayon a ayant son centre fixe en O. Lieu décrit par O quand on fait rouler l'épicycloïde sur une droite fixe.
Si fi. est l'angle de la tangente à l'épicycloïde avec r, on a
cos*fJL sin'fji i 5^^^ (a-^ùy r^ — a*
pour passer au lieu de 0, la première donne
~, -7-; -^ / — '■ — T-n = ^ ellipse, a* cij:^ {a -i- b)^ ^
5. On considère le mouvement de la figure formée par une tangente à une spirale logarithmique et le rayon vecteur qui aboutit au point de contact : lieu des centres instantanés dans le plan fixe et sur la figure mobile; cercle des inflexions. (Paris, 1886.)
1" Une spirale égale à la proposée. 2° une droite. Va — rcot^fi.
6. Une figure plane se mouvant dans son plan, trouver le lieu <les points dont l'accélération, à un instant donné, va rencontrer un point donné. (Paris, i885.) — Cercle.
7. Un cercle roule sur un cercle de rayon égal, de manière que sa vitesse angulaire soit constante : déterminer 1° l'accélération du point en contact avec le cercle fixe; 'i° le centre des accéléra-
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lions; 3** le lieu des points qui décrivent des courbes convexes d'aire donnée; 4° le centre de gravité du limaçon décrit par un point de la circonférence mobile en supposant la densité en chaque point proportionnelle à la courbure. (Paris, i88i," 1882.)
i" - 0)2 R — 3" cercle — 4" au centre du cercle fixe.
8. Une extrémité A d'une droite de longueur / se meut sur un rercle,de centre 0 et de rayon a, pendant (jue l'autre extrémité B glisse sur. une droite OX; lieux du centre instantané I dans le plan et par rapport à AB.
Si dans le plan 01 = r, lOX = 0; (r^ — iar)cos^^ = l^^ a^; relativement à AB, le lieu est une conclioïde de conique :
AI = p, lAB — w; /- — ap-\-l{a — o)cosw = o.
y. Lieu décrit par le pôle d'une spirale logarithmique qui roule sur un cercle (développante); par le centre d'une hyperbole équilatére qui roule sur une droite. (VV. Besant.)
10. Enveloppe d'une droite liée à une chaînette qui roule sur une droite (développante de parabole). (W. Besant.)
H. Montrer que la normale au lieu C du sommet d'un angle droit circonscrit à une conique passe au centre de cette courbe; en déduire la nature de la courbe G. (Chasles.)
12. Une droite se meut dans un plan de manière que ses extrémités glissent sur deux axes rectangulaires et que son milieu ait une vitesse constante : lieux des points dont l'accélération totale, tangentielle ou centripète, a une valeur donnée : — Un cercle, — Deux limaçons. (Caen, i885.)
13. Un triangle isoscèle AOB tourne autour de son sommet 0 : montrer que la vitesse du point A estimée suivant OB et celle de B suivant OA sont égales et de signes contraires. (Paris, 1880.)
I i. Dans un solide animé d'un mouvement quelconque, déterminer les points dont la vitesse passe en un point donné; cône dont les génératrices sont dirigées suivant ces vitesses. — Cône droit. (Paris, 1886.)
15. Sur une sphère de rayon i, les extrémités A, B d'un arc de
SUR LA. MÉCANIQUE RATIONNELLE. SoQ
grand cercle égal k ia glissent sur deux arcs de grands cercles rectangulaires OP, OQ; déterminer le lieu des axes instantanés dans l'espace et par rapport à la figure mobile.
G étant le centre de la sphère, GO l'axe des Zj on a pour le premier lieu
{x^-{- z^){y^-h z^)cos^7.a = z'*;
relativement à la figure mobile, l'axe des z étant bissecteur de AGB, et le plan de cet angle étant celui dcsyz,
y^z=(z^sin^a — a?2cos*a)cos2a.
16. Les vitesses des divers points d'une droite mobile AB sont dirigées suivant les génératrices d'un paraboloïde ; leurs projections sur AB sont égales. Déduire de la seconde propriété une relation nécessaire entre les directions a, p, y des vitesses de trois points A, B, G d'un solide.
cos(a,AB)cos(P,BG)cos(Y,GA)=cos(a,GA)cosO,AB)cos(Y,BG).
17. Soient OX, OY, OZ trois axes rectangulaires : un plan S, qui coupe toujours OZ au même point H, se meut de telle sorte que deux de ses points, A et B, glissent sur OX et sur OY; déterminer l'axe central pour une position quelconque de S.
Soient a, h les longueurs AB, OH, cp l'angle de OX avec la perpendiculaire abaissée de 0 sur AB : le mouvement élémentaire de S résulte de deux rotations, l'une égale à cp' autour de la parallèle à OZ menée par le quatrième sommet du rectangle construit sur
rx i r\n i» , , , ^ asinCDCOS© .
OA et sur OB; 1 autre, égale a-7-arctang i i-? autour de
AB : on sait les composer.
18. On suppose que le centre de la Terre décrive uniformément un cercle autour du Soleil tandis que la Terre tourne avec une vitesse constante to autour d'un axe de direction invariable passant par ce centre : déterminer les surfaces décrites par les axes de \Iozzi dans la Terre et dans l'espace.
Soient a le rayon de l'écliptique, (x la vitesse angulaire de ce rayon, z l'obliquité de l'écliptique : dans la Terre le lieu est un cy-
lindre elliptique dont la base a pour axes — — et — — coss ; dans
l'espace, c'est un cylindre ayant pour base l'épicycloïde décrite par un point à la distance ^— sin^ - s du centre d'un cercle de rayon
.*)tH> RECUEIL D^EXERCICES
i*j 'X 'in ^ i , , , lii^o . z
- - ' • ^ — cos' - roulant sur un cercle de rayon — r-i cos* -
19. DéfermiDer Taxe 01 autour duquel il faudrait faire tourner uu trièdre irirectangle OXYZ pour Tamener à coïncider avec uii trièdre û\e OXiY|Zi, ainsi que Tangle û de la rotation (Caylky).
01 est le lieu des points <lont les coordonnées x,j^^z\ Xxyx, z^ sont égales et Ton trouve
j -^„ _ I -T- cosXOXi — cos YOYi — cosZOZi cos lUX- 3^ cosXOX7^~^;^Y0Yi - cosZOZi '
4 cos' -il—. I -- cosXOXi -r cos YOYi -h cosZOZ^ •
20. Lorsqu'une droite D d'un solide e«t tangente à la trajectoire d'un de ses points A, la droite conjuguée D' est tangente à la trajectoire d'un point B et la droite AB est orthogonale à Taxe central ; les droites D, D' sont perpendiculaires l'une sur l'autre. Les vitesses des divers points de D sont contenues dans un plan P et tangentes à une parabole dont le foyer est le point ^^ foyer cinématique du plan P.
Les formules du n' i26 permettent d'obtenir ces résultats.
2i. Quand le lieu des axes de Mozzi dans l'espace est une dcveloppable, il en est de même pour la surface qu'ils engendrent dans le solide ; si ces surfaces ne sont pas cylindriques, l'hélice osculatrice à la trajectoire d'un point du solide est tracée sur un cylindre droit de rayon constant. (Gesaro, Nouvelles Annales, 1887.)
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