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PRÉFACE
C'est une vérité généralement admise, qu'on ne peut bien posséder les théories peu nombreuses, mais fécondes, qui constituent la Mécanique rationnelle, si l'on n'en a fait des applications attentives et variées : aussi a-t-on publié en France et à l'étranger plusieurs recueils de problèmes de Mécanique qui ont rendu d'incontestables services et obtenu un légitime succès. Je dois dire un mot sur ceux de ces Ouvrages qui sont le plus connus chez nous, et expliquer dans quel but je viens présenter au public studieux un nouveau Livre sur le même sujet. Les Recueils de M. William Walton et du P. JuUien sont très-soignés et très-riches; mais cette richesse même me semble avoir un double inconvénient : l'étudiant n'a pas le temps de porter son attention sur tous les exercices relatifs à un même sujet et hésite sur le choix qu'il doit faire; puis, pour ne pas avoir un livre trop volumineux, on a dû choisir
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ces solutions nettes, mais succinctes, qu'aiment les Anglais, et éviter les discussions complètes auxquelles nous nous livrons dans l'enseignement français pour pousser aussi loin que possible la solution des problèmes; j'ajoute qu'à coté de questions trèsélémentaires on en trouve d'autres, trop développées pour être de simples exercices. M. Arwed Fuhrmann a donné des problèmes bien choisis, mais peu variés, et généralement trop simples pour faire l'objet d'une composition écrite. Le Cours complémentaire de Mécanique de M. Vieille est excellent ; malheureusement il est trop peu étendu.
Il m'a semblé qu'il pouvait être utile d'écrire un Livre destiné spécialement aux candidats à la Licence et àl'Agrégation, et j'espère leur rendre quelques services en publiant le résumé des conférences que j'ai faites précisément pour eux à l'École des Hautes Études de Paris. Les questions que j'ai traitées se rapportent aux diverses parties du Cours de Mécanique rationnelle et de Cinématique ; un grand nombre d'entre elles sont empruntées aux Recueils déjà publiés, aux collections savantes et aux compositions proposées à Paris pour l'Agrégation ou la Licence (celles-ci sont simplement désignées par la mention : Licence i8...). J'ai développé un petit nombre de questions de Cours pour lesquelles j'ai cru devoir recommander un certain mode d'exposition ; quant aux
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problèmes, j'essaye d'en donner des solutions qui puissent être imitées pour des exercices analogues ; dans la plupart des cas, j'explicite et je discute cette solution aussi complètement que je le puis ; par des exemples répétés, je cherche à convaincre l'étudiant de cette importante vérité, qu'une équation différentielle définit souvent avec plus de netteté que son intégrale la nature d'un mouvement ou d'une trajectoire, de même que la construction de certaines courbes est facile quand on connaît l'expreSwSion des coordonnées d'un de leurs points en fonction d'un paramètre variable qu'on se gardera d'éliminer. Si j'ai apporté tous mes soins à éclaircir les points délicats, j'ai, pour abréger, omis les indications auxquelles tout le monde suppléera, j'ai iaissé au lecteur le soin de faire plusieurs figures faciles ; d'ailleurs quelques résultats de calcul simplement énoncés, et des exercices placés à la fin de chaque Chapitre fourniront encore de nombreux sujets de travail. Pour ne pas trop augmenter l'étendue de ce Livre, je n'ai consacré que quelques pages au mouvement d'un solide dans l'espace, et je n'ai pas parlé de l'Hydraulique, à laquelle on emprunte si rarement des sujets de composition dans nos concours. Suivant l'ordre du Cours professé à la Faculté de Paris par M, DarBoux, auquel je dois bien des indications précieuses, j'ai relégué dans un dernier Chapitre les théorèmes généraux de la Mécanique, ceux
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du travail virtuel et de d'Alembert, qui fournissent des solutions si régulières de tous les problèmes, mais avec lesquels la Mécanique n'est plus qu'une question d'Analyse ; je donne plusieurs applications des équations de Lagrange et le théorème célèbre de Jacobi sur l'intégration des équations canoniques. Je m'estimerai heureux si les personnes qui étudient la Mécanique peuvent tirer quelque profit de la lecture de ce Livre, auquel j'ai donné tous mes soins, et je recevrai avec reconnaissance toutes les observations qui me permettraient de l'améliorer.
SDR LA
ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL
Cas où le point est libre.
1 . Tout système de forces agissant sur un point matériel peut être remplacé par une résultante, dont la projection sur un axe quelconque est égale à la somme des projections des forces données. Si le point est entièrement libre, il y aura équilibre quand la résultante sera nulle ^ et pour cela il faut et il sui&t que les projections des forces données, faites sur trois axes parallèlement à trois plans qui se coupent, aient une somme nulle. Si toutes les forces agissent dans un même plan, il suffit d'égaler à zéro la somme de leurs projections sur deux axes pris dans ce plan.
Quand trois forces P, Q, R concourantes se font équilibre, elles peuvent être représentées en grandeur et en direction par les côtés d'un triangle (principe de Stévin) : cbacune est égale et opposée à la résultante des deux autres^ elles sont alors liées par les relations de la Trigonométrie,
De S.-6. — Rec. \
convenablement modifiées,
sin(Q,R) sin(R, P) sm(P, Q)' p2z=Q'H-V-f-a<|Rcos(Q, R)
Souvent le point considéré est attaché à un fil dont l'extrémité est sollicitée par une force connue, ou fixée en un point invariable. Dans le premier cas, le fil se dirige suivant la force qui le sollicite, et sa tension est égale à cette force si Ton regarde le fil comme de masse négligeable -, dans l'autre cas, la tension est inconnue a priori; mais, en exprimant que l'extrémité est fixe, on a une condition qui, jointe aux autres conditions de l'équilibre, permettra de déterminer la tension du fil et la position du point matériel. Quand un fil sans masse , en équilibre ou non, passe sur une poulie ou dans un anneau qui ne donne lieu à aucun frottement, les deux brins du fil ont la même tension, autrement le fil se mouvrait du côté où il est le plus tendu avec une vitesse infinie, ce qu'on ne peut admettre.
2. Déterminer la position d' équilibre d'un point M, attiré vers des points fixes ayec des intensités proportionnelles à la distance.
Soient a:,j^, z les coordonnées rectangulaires de M; Xi, j^,, Zi, x,, j^j, Zj, . . . celles des points fixes ^ ri, r,, . . . les distances de ces points à M. L'intensité de la force exercée par le premier de ces points fixes a pour expression X^ ri -, et, comme elle est dirigée suivant la droite dont les cosinus
directeurs sont — )•••» ses projections sur les axes
sont \[xi — x), ^i(^i — y')'i ^1(^1 — z). On a des résultats analogues pour les autres points, çt les équations d'é-
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quilibre sont
X,(z, — «)-4-Xj(«, — 2)-+-. , . = 0,
d'où
À| J^l ~T~ Aj J?j— T— . . • À| —\~ Àj — T" • . .
Ai"T~ Aj""i— • • *
Si Xi, Xs,. . . sont proportionnels aux masses des points attirants, on en conclut que la position d'équilibre est au centre de gravité du système de ces points : en tout autre lieu, le mobile est attiré vers ce centre conune si toutes les masses attirantes y étaient réunies.
3. Position d'équilibre d'un point M, attiré vers les trois sommets d'un triangle par des forces constantes, mais qui sont entre elles dans le même rapport que les côtés opposés aux sommets dont elles émanent respectivement.
On peut désigner les trois forces [fig- i) par P = la
suivant MA, Q = X6 suivant MB, R = Ac suivant MC. La relation
P2=Q»-I-R»4- 2QRcos(Q, R)
donne, en divisant tout par X*,
à^=zb^-\- tf^-h 2 6<?cos{P, Q).
Comparant avec la relation qui lie a^b^ c et Â, on en
conclut
(Q, R) = EMF = 7r — A.
De même FMD = tu — B, DME = ît — C. Le point M est à l'intersection des segments capables des angles tt — B, TT — C décrits respectivement sur ÀC et AB. Soit A le plus grand des angles du triangle \ s'il est aigu, les deux segments se coupent à l'intérieur du triangle, car leurs tangentes en A, faisant respectivement avec AC et AB les angles 6 et C dont la somme est ^ A, les segments empiètent l'un sur l'autre. 11 est aisé de voir qu'alors M est le point de concours des hauteurs de ABC -, car les quadrilatères inscriptibles AEMF, FMDB donnent
AFM -h AEM = TT, AEF =r AMF = ABC.
La dernière égalité prouve que EF et BC sont antiparallèles \ les angles AEM, AFM sont donc égaux \ nous venons de voir qu'ils sont supplémentaires : ils sont donc droits, et BE, CF sont des hauteurs.
Lorsque A est obtus, les deux segments capables n'ont d'autre point commun que le sommet A^ or le point attiré ne saurait y être en équilibre, même en supposant à la force P telle direction qu'on voudra ; car les forces Q et R, dirigées suivant AB et AC, peuvent se représenter respectivement par des droites AC'= XAC, AB'=:XAB : si l'on construit leur parallélogramme, la diagonale partant de A ne sera pas égale à B'C, c'est-à-dire à XBC ou Pj les trois forces ne se détruiront pas, et il n'y aura aucune position d'équilibre. Si l'on eût cherché les coordonnées de M, on aurait eu des équations compliquées de radicaux, qui n'auraient pas admis de solution quand A est obtus.
Position d'équilibre d'un poids C attiré vers deux
points égaux A, B, situés sur une horizontale, par des forces "variant en raison inverse de la distance.
Soient a, £, c les côtes de ABC ; P le poids du mobUe C^ les attractions qu'il reçoit de A et de B peuvent se repre-
senter par -^> — j X étant la distance pour laquelle l'attraction serait égale au poids. Egalons à zéro la somme des projections horizontales et verticales des forces agissant sur C,
XP XP XP XP
-^cosA cosB = o, -r-sinAH sinB — P ==: o.
n I , sinA ^B ^, .
Kemplaçons a et 6 par c -r-^> c -r-^? et réduisons :
sm \jt siu \jt
/sinA sinB
sin2A = sin2B, XI . ■ -f-
inBV j
in A/ si]
\sinB sinA/ sinC
n y a deux solutions :
A= B, sinC= —r«
•Cette solution n'est acceptable que si c <^ 2 X 5 ABC est isoscèle, C étant susceptible de deux valeurs supplémentaires.
l A= B, sinC = i,
/ C =X(taneA-hcotA)=:: -: r» sin2A= — •
ï smsA c
sm2A c
Il faut que c soit ^^X^ à cette solution correspondent deux triangles rectangles symétriques par rapport à la verticale issue du milieu de AB.
n y a toujours deux positions d'équilibre, et pas davantage.
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Ce problème est un cas particulier du suivant :
Trouver les positions d'équilibre d'un point [x^ j) attiré vers des centres fixes (^i, J'i, Xj, j^j. . . .), situés dans un plan, ai^ec des intensités réciproques à la dis-' tance.
Les coordonnées étant rectangulaires, m.- désignant la masse du centre Xi^ j",-, les équations d'équilibre sont évidemment
Ces équations ont une interprétation remarquable : ajoutons-les, après avoir multiplié la seconde par — ^ — i ,
^ ' {a: -^ ar^y -^ {X -^ Xi)' -^ ^ _ x,- -H ^f^{x — Xi)
Posons
ce qui revient à définir chaque point du plan par une valeur de l'imaginaire z •, l'équation précédente s'obtiendrait en égalant à zéro la dérivée de la fonction
Pour en déduire notre cas particulier, nous supposerons d'abord C attiré par A et B et par un point H situé sur la perpendiculaire au milieu de AB; on prend cette droite
pour axe des ^, AB pour axe des x-^ alors Zi= -j Zj = ?
^j=:r A y/— 1 5 faisons mi î= mj= i, et choisissons ma, de manière que pour l'origine les attractions de A et de H
, , , nW , ~fc aX aA h
soient dans le rapport de a P 5 — = — 5 /nj = - ;
puis on fera tendre h vers l'infini. En multipliant les masses
par X, on a
Egalant à zéro F'(-2),
Remplaçons z par x -^y ^ — i , et séparons les parties réelles et imaginaires :
Divisant par h et faisant h infini,
x^ — 7'-h 2\j — yc^ = o, xy — >xr=o;
on en déduit les quatre positions trouvées géométriquement.
5. Un fil Jlexihle, inextensible et sans niasse est fixé à l'une de ses extrémités B : il porte en C un poids P qui y est attaché à une distance connue a deB'^ puis il passe sui' une très^petite poulie A située à la même hauteur que B-, enfin il porte un poids Q à l'autre extrémité^ qui est libre. Quelle est la figure d'équilibre? Cas rfe P = Q.
La tension du cordon CA est, comme on Ta remarqué au commencement, égale à celle de AQ, c'est-à-dire à Q : le point C est donc en équilibre sous l'influence d'une force Q dirigée suivant CA, d'une force verticale P et d'une force inconnue T qui n'est autre que la tension du cordon CB. Chacune de ces forces est proportionnelle au sinus de l'angle des deux autres :
cosB sinG ces A
Soit AB =: c^ on a, dans le triangle ABC,
. ^ «sinB / I — cos'B
Sin C = — ; — - rr: tf i / , .
o y a} -\- c^ — 2accos£
Egalons cette valeur à celle qu'on déduit de (i), et réduisons^ il vient
(2) 2a^P2cos»B — (a^P'-h c'P'+ c'Q2)cos»B -+- c'Q«= o.
Les équations (i) exigent que B soit aigu, et aussi A si Ton veut que T soit positif; cette dernière condition exige
que c soit ]> a cos B, ou cosB <^ - • On ne peut donc prendre que les racines de l'équation (2), qui sont positives et moindres que - et que Tunité. Le premier membre de l'équation (2) est positif pour cosB=o, négatif et égal à — P*(a — c)* pour cosB==i5 il s'annule toujours pour une valeur de cosB comprise entre o et i; quand c est ]>a, cette racine est acceptable et donne une figure d'équilibre.
Lorsque c est <^ a, il faut que la racine soit <^ - ou que le
premier membre de l'équation soit <]o pour cosB = -•,
le résultat de cette substitution est c* — ^ — (Q* — P*) ; les
deux premiers facteurs étant positifs, il faut Q <[ P : il y a alors une figure d'équilibre; mais, si Q > P, l'équilibre est impossible; le point C serait tiré jusqu'en A, et AC ne serait pas rectiligne comme on Ta supposé.
Dans le cas de P = Q, l'équation pourrait être résolue,
car elle admet la racine - *, mais il est plus simple de remarquer que les équations ( i ) donnent alors
sinC == cosB, d'où C = - dz B.
Le signe -H exige €"^0^ alors
a COS2B ^ I / /— 5— X
c cosB 4^
Si Ton prend C = B, ABC sera rectangle en A, c <^ a 5
alors T est nul, comme l'exige la verticalité du fil AC.
Si le poids P était porté par un anneau dans lequel passerait le fil, on aurait facilement
T = Q, 8inA = sinB=:--;r-
Trouver la position d'équilibre d'un point non pesant attiré vers deux centres fixes par des forces variant en raison inverse du carré de la distance.
Les trois sommets d'un triangle attirent un point situé dans le plan du triangle avec des intensités proportionnelles à leurs masses et à r inverse du carré de la distance, autrement dit suivant la loi newtonienne. Quel doit être le rapport des masses des points attirants pour que le point mobile se tienne en équilibre dans une position donnée? (Fuhrmann.)
Un fil est attaché à ses extrémités A, B, en deux points d'une horizontale : déterminer deux points C, D de ce fil où il faudrait attacher deux poids donnés pour que, dans la figure d'équilibre, la droite CD fût horizontale et à une distance connue de AB. (W.
Waltok.)
Cas où le point doit rester snr une surface ou une courbe.
6. Quand un point sollicité par des forces F, F', . . . , est assujetti à rester sur une surface ou une courbe rigide et polie, il peut être en équilibre sans que la résultante des forces soit nulle , il suffit qu'elle soit normale à la surface
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OU à la courbe ^ autrement dit, les forces représentées par les projections de F, F', . . . soit sur le plan tangent, soit sur la tangente, se font équilibre»
Soient X, Y, Z les sommes des projections de F, F', . . . sur trois axes rectangulaires^ pour que le mobile soit en équilibre au point x^y^ z d'une surface <y (a:, j^, «) = o, on doit avoir
IL ^ Z
(1) nr = -r = -r-
Le point doit-il être en équilibre en un point d'une courbe sur laquelle les déplacements dx^ dj^ dz sont liés par les deux équations de la courbe, on a
(2) Xrfx-^-Y^J-+-Z£fe=:0.
On peut résoudre les mêmes questions en traitant le point comme un point libre, pourvu qu'aux forces extérieures F, P, . . . on adjoigne la réaction de la courbe ou de la surface; on n'en connaît pas la grandeur a priori, mais on sait qu'elle est normale : elle est d'ailleurs égale et opposée à la résultante des projections de F, F', . • • soit sur la normale à la surface, soit sur le plan normal à la courbe. J'appellerai seulement l'attention sur le cas où le point est en équilibre sur une surface dans laquelle il ne peut pénétrer, mais dont il peut s'éloigner extérieurement. La résultante des forces F, F', ... , qui est alors normale, doit être dirigée vers la partie de l'espace où le mobile ne peut pénétrer; et l'on sait (Calcul dij^érentiel de M. Bertr^uid, p. 94) que la portion de normale allant vers les points extérieurs, pour lesquels o(^, J^j -2) ^ ®î ^ pour cosinus directeurs
^t:.. ^?'r. V»" v= vv^(,;j'4-(,;j'+(?;)'.
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Au lieu de donner la surface ou la courbe sur laquelle le point est obligé de rester, on peut demander quelle doit être leur nature pour que le point y soit partout en équilibre sous l'action de forces données; appelons, pour abréger, ces lieux surfaces ou courbes de niveau. Les équations (i) et (2) doivent y être satisfaites pour tous leurs points^ mais, au lieu de définir les surfaces par les équations simultanées (i), il revient au même de les regarder comme déterminées par l'équation différentielle totale (2) ; elle peut n'être pas intégrable ; alors il n'y a pas de surface de niveau pour les forces données. Quant aux courbes, cette équation (2) ne suffirait pas à les définir : il faut se donner une surface sur laquelle elles doivent se trouver. Lorsqu'il s'agit de courbes planes situées dans le plan jcy^ on fera z = o dans les équations qui précèdent.
7 . Un point pesant est placé sur une ellipse dont le petit axe est vertical et exerce sur ce point une action répulsive horizontale proportionnelle à la distance du point à l'axe : position d'équilibre, pression correspondante.
Les composantes de la force qui sollicite le point sont L'équation de l'ellipse — -|- ^, = i donne
xdx ydr
La condition X rfx H- Y ify = o devient
px \.Ty _
La solution x = montre qu'il y a équilibre si le point est aux extrémités du petit axe \ la pression sur l'ellipse est
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le poids du corps. L'autre solution
Pb' u «
donne deux positions d'équilibre ûXa^^pb. La pression exercée sur la courbe a pour composantes
ces composantes sont de même signe que les cosinus directeurs de la normale extérieure -- cj»',, ^ y^ • le point est donc appuyé contre la partie concave de l'ellipse .
8. Troui^er dans un plan vertical une courbe de niveau pour un point pesant, repoussé de l'axe des y, qui est vertical, par une force Xx.
En tous les points de la courbe, on doit avoir
\xdx — pdy=zQ'^ intégrant,
On a des paraboles égales, ayant pour axe Taxe des x 5 la pression est dirigée vers Textérieur et égale à ^X* x*-hp^.
9. Trouver dans un plan une courbe de niveau pour un point repoussé de l'origine avec une force proportion^ nelle à la distance et sollicité par une force constante dirigée suivant la tangente et dans le sens qui fait un angle aigu avec le rayon vecteur.
¥r Soient F la force constante, — la force émanant du pôle \
dx dy Faî F y
leurs composantes sont — F -7-5 — F -7- et — > — : la con- ^ as as a a
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dilion d'équilibre devient, après avoir divisé par F,
(X dx\ fy dy\
a ds I \a ds)
On aurait aisément Tintégrale en prenant des coordonnées polaires^ mais, si Ton écrit Téquation sous la forme équivalente
dx dy
''Ts^^Ts^"^
elle exprime que la distance de l'origine à une normale quelconque de la courbe est égale à a; la ligne cbercbée est donc la développante d'un cercle ayant pour centre le pôle et pour rayon a. La pression normale est égale à
elle est proportionnelle au rayon de courbure de la développante.
10. Position d'équilibre d'un point pesant assujetti à rester sur une hélice dont l'axe est vertical; un point de l'axe repousse le mobile ai^ec une intensité réciproque au carré de la distance.
Prenons le centre de répulsion pour origine, l'axe de l'hélice pour axe des z^ et appelons a le rayon du cylindre qui contient l'hélice. Si la force répulsive est P à la distance c, ses composantes seront, pour la distance yja^ + 2' ,
Vc^x Vc^y Vc^z
Pour tous les points de l'hélice, on a
xdx -^ ydyz=io;
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la condition d'équilibre se réduit à Z == o, ou, divisant parP,
Posons a*-h «*= «, nous aurons l'équation
/(«)=: «8 — c^u 4-aV=:0.
On ne peut admettre que les racines > a*. Or f{à^) et y ( 00 ) sont positifs \ pour qu'il y ait une position d'équilibre, il faut que la racine positive de l'équation dérivée soit ^ a et rende y* (w) <^ 05 cette double condition est comprise
dans l'inégalité c*> -a*^. Si elle est vérifiée, il y aura
deux positions d'équilibre, et non quatre, parce qu'à chaque valeur de u il faut faire correspondre la valeur de z qui est positive. La pression exercée sur la courbe aura pour composantes
EUe est dirigée suivant la normale principale de l'hélice, et, conmie le reste, indépendante du pas.
1 1 . Troui^er sur une sphère une courbe de nweau pour un point pesant, attiré vers l'extrémité d'un diamètre horizontal par une force réciproque au cube de la distance.
Prenons pour origine le centre de la sphère dont le rayon est a, et faisons passer l'axe des x par le point attirant^ les composantes de l'attraction peuvent se représenter par
[{a — xy ^ y -^ z^y' [{a-^xy-i-j'-hz^y'*'"
La condition d'équilibre en un point de la courbe cherchée
SUR LA ICÉCAiriQDE ratioviœlle. i5
sera
Pc'
Or
(a — x)*-4-^*-}-3*= 2a(tf — a:) et xdx -hjrdjr -hzdz = o;
donc
^a[a — xy
Les courbes clierchëes sont à double courbure et se projettent sur le plan des x^ suivant des portions d'hyperboles équilatères dont une asymptote touche la sphère au poinjt attirant. La pression sur la courbe se calcule aisément pour chaque point :
12. Position d'équilibre d'un point pesant assujetti à rester sur la surface d'un ellipsoïde dont le petit axe est vertical. Le point est attiré "vers une extrémité de l'axe moyen par une force proportionnelle à la distance, et qui serait égale au poids du point s'il était au centre de la surface.
Prenons pour axe des x le grand axe, l'axe moyen pour axe des y^ Tautre pour axfe des z\ Téquation de Tellipsolde sera
Les composantes de la force qui sollicite le point x, y^ z sont
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Par suite, les équations d'équilibre sont, en multipliant
h par — -,
Ce sont précisément les conditions pour que la normale à rellipsoïde en .r, j^, z passe au point S dont les coordonnées sont o, i, — b. Le résultat pouvait se prévoir, car les valeurs de X, Y, Z montrent que la force attractive et la pesanteur se composent en une attraction aussi proportionnelle à la distance et émanant de S.
Les équations (i) se réduisent à une seule en faisant ar = o 5 mais on ne trouve alors que deux systèmes de valeurs réelles pour x^j^z-^ car on ne peut mener que deux normales à la trace de Fellipsoïde sur le plan ^z par notre point S qui est extérieur à la développée de cette trace. Dans Tune des solutions, la valeur de z est négative 5 dans l'autre, positive^ comme la composante Z de la pression sur l'ellipsoïde est toujours négative, il en résulte que dans la première position le point est pressé contre le côté concave de la surface, dans l'autre, contre le côté convexe.
En supposant .r^ o, les équations (i) donnent deux nouvelles positions d'équilibre à l'intersection de T ellipsoïde et de la droite
b^ ' bc^
2— ^,ï a' — ci
Ces points sont réels si a*(a» — 2i*)(a'— c')'>i*c*(a' — i'j'5 le point y sera pressé contre le côté convexe de la surface 5 en sorte que, si le mobile était posé dans l'ellipsoïde, il n'aurait qu'une position d'équilibre.
Troui^er les surfaces de niueau pour un point dont
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le poids est P, et qui est attiré vers un point fixe O par une force constante Q.
Prenons pour origine le point O, et pour axe des z une verticale dans le sens de la pesanteur \ les composantes de l'attraction du point O sont
en sorte <]ue Téquation des surfaces de niveau sera
Vdz — Q -^ ^ = 0,
Les surfaces de niveau sont les lieux des points tels que leurs distances à Torigine et au plan z = c soient dans un rapport constant : ce sont des surfaces de révolution autour de Taxe des z, et leur méridienne est une conique ayant pour foyer Torigine, pour directrice la droite z =z c^ ce sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, selon que P sera <! Q? = Q? ^ Q 5 i^ais il ne faut prendre que les points pour lesquels z — c est > o, c'est-à-dire ceux qui sont au-dessous du plan z == c^ les autres correspondent au cas où Q serait négatif, c'est-à-dire au cas où le point serait repoussé de l'origine. Lorsque l'on a un ellipsoïde ou un paraboloïde, il faut que c soit négatif, et toute la surface répond à la question; dans le cas de Thyperboloïde, c peut être quelconque, et la partie utile est toujours la nappe inférieure de l'hyperboloïde.
La pression exercée sur la surface est dirigée suivant la partie de la normale qui va rencontrer l'axe des z; sa gran-
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deur est
V^X^-l-Y^-HZ'^i /p'-hQ'— 2PQ
sjx^ -4- J'* -t- 2'
Sur rdlipsoïde, elle va de P -H Q, au sommet supérieur, à Q — P, au point le plus bas \ dans riiyperboloïde, elle va
de P 4- Q ou de P — Q à y/P* — Q*, selon que % est ^ q.
Un corps pesant placé sur un plan incliné est tenu en équilibre par deux forces égales à la moitié de son poids, l'une horizontale, l'autre suivant une ligne de plus grande pente, toutes deux tendant à faire monter le mobile : quel est Tangle du plan avec l'horizon?
C est 2 arc tang - •
Un fil de longueur donnée passe sur une petite poulie et se termine par deux poids qui reposent sur deux plans inclinés, la poulie étant située à une distance connue au-dessus de leur intersection : figure d'équilibre.
Positions d'équilibre d'un point pesant, assujetti à rester sur une spirale logarithmique et repoussé du centre par une force constante. (FuHaMAww.)
Un point pesant est obligé de rester sur une hyperbole équilatère dont une asymptote est verticale; quelle force horizontale faudrait-il lui appliquer pour qu'il soit partout en équilibre sur l'hyperbole? (FuHaMANW.)
Trouver sur un cylindre ar' -t- j' = «' une courbe de niveau pour un point sollicité par ime force dont les composantes sont \x, fx^, vz.
Surface de niveau pour un point sollicité par une force dont les composantes parallèles à trois axes rectangulaires sont ax + a,
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bjr-\- f^, cz -h y\ en déduire le cas où le mobile est attiré vers des centres fixes, proportionnellement à la distance.
Position d'équilibre d'un poids P assujetti à rester sur un ellipsoïde à axe vertical, et attiré vers le centre par une force constante Q. On trouve, a, b^c étant les demi^xes,
0^ _ Qj _ Qz-f- P \/3?' -4- j-^ - h z\
Il faut annuler ou x ou jr, et les points cherchés sont à Tintersection de l'ellipsoïde et de certaines droites partant du centre; mais, le radical devant être pris avec le signe -h, on reconnaîtra que, sur chaque droite, il n'y a qu'un point d'intersection admissible, le second répondant au cas où Q serait répulsif.
Cas où il y a des frottements.
14. Lorsqu'un corps M est posé sur une surface naturelle qui n'est jamais parfaitement polie, une force tangentielle quelconque ne suffit pas pour le faire glisser 5 elle doit dépasser une certaine limite qui est celle de la résistance de la surface au glissement; cette résistance est la force de frottement. On dit que l'expérience montre que la force de frottement est fN^ proportionnelle à la pression normale N; mais il faut bien entendre qu'il s'agit de la valeur maximum qu'elle puisse atteindre, alors que le glissement est près d'avoir lieu 5 si le corps n'est pas près de glisser, la force de frottement n'est qu'une fraction, inconnue a priori, de /N, mais égale et opposée à la résultante tangentielle des forces extérieures. Le frottement au départ, /*N, est dirigé en sens contraire de la direction où le mouvement tend à se produire. Lorsqu'il y a mouvement, l'adhérence des surfaces glissantes produit encore un frottement proportionnel à la pression normale, mais le rapport est exprimé par un coefficient moindre que celui du
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frottement au départ. L'angle qui a pour tangente les coefficients précédents est dît angle de frottement : c'est l'angle de la normale à la surface et de sa réaction. Observons dès à présent que, si deux surfaces, toutes deux mobiles, glissent l'une sur l'autre, elles sont soumises à des forces de frottement égales et opposées, dont la direction est celle du glissement relatif, c'est-à-dire qu'elle est parallèle au plan tangent commun.
Troui^er sur une parabole dépolie dont Vaxe est
vertical le point le plus bas où puisse rester en équilibre
un corps pesant, attiré vers le foyer par une force réci-
proque au carré de la distance, et qui est égale au poids
quand le corps attiré est au sommet : le coefficient de
frottement est •= •
Soient p le demi-paramètre, r la distance du foyer au point cherché, a l'angle que la normale en ce point fait avec le rayon vecteur et avec la verticale \ en prenant le poids du corps pour unité de force, Tattraction du foyer
sera -^^ : projetons les forces sur la normale et sur la tangente, on aura, si le point considéré est la limite des positions d'équilibre,
N = cosa(,-^^), |N=sina(,-^^^).
On trouve aisément que r = — \ remplaçons-le par
cette valeur, et éliminons N :
sina(i — ces* a) — ^cosa(i -h ces* a) = o
ou
Stang^a — 3tang<a -h iotang*a — 6tang^a — 6 = o.
U j a la solution tanga = i^ si on la supprime, il reste Téquation
Stang^a + 2 tangua -4- latang'a + ôtanga -4-6 = 0,
qui n'a plus de racines positives. Le point cherché est à Tintersection de la parabole et de Thorizontale menée par le foyer, où la tangente fait un angle de 45 degrés avec Taxe.
16. Etant donné un point pesant sur un plan dépoli, incliné d'un angle i à l'horizon, déterminer l'intensité de la force ayant une direction i/uelcomjue donnée, qu'il faut appliquer au corps pour qu'il soit sur le point de glisser.
Prenons pour axe des x la ligne de plus grande pente du plan dans le sens descendant, pour axe des y l'horizontale du point (O), pour axe des z la portion de la normale au plan située au-dessus ] définissons la direction donnée par ses cosinus directeurs a^ fi^y. Soient F la force correspondante, P le poids du corps ; les composantes des forces extérieures auxquelles il est soumis sont
X = Psm/-^Fa, Y=i:Fp, Z^Fy — Pcosî.
Le corps étant posé sur le plan exerce sur lui une réaction — Z dirigée en-dessous ; la composante, située dans le plan,
qui tire le point, est ^X' -I- Y' ; on a donc, si l'équilibre est près d'être rompu,
V^(Fa-r-PsinO»4-F''~P» =/(P ces/ — F7).
Pour étudier la manière dont varie F quand sa direction change, portons sur chaque direction une longueur proportionnelle à la valeur correspondante de F, P étant représenté à la même échelle par une longueur a ; le lieu
aa RECUEIL*^ d'exercices
des extrémités de ces droites représentatives a pour équation
(i) ^(•^+ asmiy-^ jr^ =:tàng<f (a cosi — z).
C^est la nappe inférieure d'un cône droit : le sommet a pour coordonnées — asini, O, acosi'^ Taxe est perpendiculaire au plan, et fait avec les génératrices l'angle cp. (La nappe supérieure répondrait au cas où le mobile serait en dessous du plan.) Lorsque 9^1, le point O est à l'intérieur du cône ; pour les directions au-dessus du plan, F aura une seule grandeur, et il en sera de même si F est dirigée audessous du plan, mais fait avec l'axe du cône un angle >ç; si l'angle est <^ç, la demi-droite correspondante ne coupe plus le cône, et, pour ces directions, le problème est impossible. Soit maintenant cp<^i; l'origine est en dehors du cône, en sorte que certaines droites ne le rencontreront pas, et pour celles-là le problème est impossible 5 d'autres le coupent en deux points, et la force correspondante a deux valeurs. Il faut remarquer que, dans chaque cas, le glissement se fait dans la direction indiquée par les composantes X, Y^ cette direction n'est pas liée d'une manière évidente a priori à a, (3, y^ mais elle est parallèle à la trace du plan méridien qui contient l'extrémité de la droite représentative de la force.
Du point O on peut mener deux normales au cône, et Tune a une longueur minima ^ elle fait avec le plan l'angle (f, et est au-dessus si qp ^ i, au-dessous si y <[ 1 5 c'est la force minimum qui mettra le corps sur le point de glisser. La seconde normale n'est minima que parmi les droites comprises dans le pian méridien de l'origine ^ elle fait l'angle cp au-dessus du plan, et c'est la direction la plus avantageuse pour faire remonter le corps suivant la ligne de plus grande pente.
Si, dans une direction donnée, on applique une force re-
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présentée par une droite qui se termine à l'intérieur du cône, il n'y a pas mouvement; car, pour Textrémité de cette droite, le premier membre de Téqualion (i) est moindre que le second; la composante tangentielle est <CN/*. Si l'extrémité de la droite qui représente la force est extérieure au cône, il y aura mouvement dans le sens de la droite dont les projections sont X et Y.
Lorsqu'on donne la grandeur de F et qu'on cherche sa direction, on voit que cette force doit se trouver sur un cône ayant O pour sommet et pour directrice l'intersection du cône étudié précédemment avec une sphère dont le centre est O, et le rayon égal à la droite qui représente F.
17. On donne un paraboloïde xy :=^ az rapporté à trois axes rectangulaires, l'axe des z étant 'vertical] un poids P est placé sur sa surface dépolie, et repoussé de Vaxe des z par une force horizontale, proportionnelle à la distance du point à l'axe, et qui serait égale à P pour la distance a ; lieu des points où P est près de glisser.
La force qui sollicite le point a pour composantes — - ?
— > — P ; il suffit d'écrire qu'elle fait avec la normale en x^jr^z l'angle de frottement
a cos^-
î *\ rw T _J_ rt^
2XX -h a^ iaz-\-a
La courbe cherchée est donc à l'intersection du paraboloïde équilatère avec un paraboloïde de révolution ayant même axe : c'est une courbe gauche à branches infinies.
Un poids placé sur un plan incliné dépoli est près de remonter suivant une ligne de pente sous l'action d'une force horizontale donnée : calculer l'angle du plan avec l'horizon.
Déterminer sur un ellipsoïde à axe vertical la zone sur laquelle on puisse poser un point pesant sans qu'il glisse (cette zone est quarrable) •
Un poids est posé sur un plan dépoli et tiré par un fil situé dans le même plan vertical que la ligne de pente du point donné ; le fil passe sur une très-petite poulie et soutient à sa seconde extrémité un second poids qui pend hbrement : figure d'équilibre.
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COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES
18. Quand on a un système de forces parallèles, mais qui n'agissent pas toutes dans le même sens, on pourra les traiter de la même manière dans les calculs, à condition de donner le signe -f- à celles qui ont une direction, le signe — à celles de direction opposée. Il y a généralement une résultante parallèle aux forces données, égale à leur somme, et dont le moment par rapport à un plan quelconque est égal à la somme des moments des composantes; désignons celles-ci par P, P',. . . et les coordonnées de leur point d'application par x,j^, z] x\y\ -^'v-o nous aurons, pour déterminer la grandeur de la résultante et les coordonnées de son point d'application,
/ X « vw. 2P^ 2Pr 2Pz
le point Xi, 7i, ^i, centre des forces parallèles, est indépendant de leur direction.
Lorsque 2P = o, il ne s'ensuit pas qu'il y ait équilibre ;
il faut encore que les centres des forces parallèles qui agissent dans un sens et dans l'autre soient sur une droite parallèle à leur direction commune. Soit
une droite à laquelle ces forces sont parallèles ; les condi-
lions d'équilibre seront
2P^ 2Pr iPz
Si la première condition est seule satisfaite, on a un couple.
Pour que Téquilibre ait lieu quelle que soit la direction (a, [3, 7), il faut que SPo:, 2Pj^, EP^ soient nuls-, quand ces conditions sont remplies, si Ton change non pas la direction des forces, mais Torienlation du corps où elles sont appliquées, il y aura encore équilibre, et le système est dit asiatique.
Il peut arriver que les forces parallèles soient contenues dans un même plan
A.r -h B j -f- Cs -^ D = o ;
les deux dernières équations (a) se réduisent à une seule, et il est bien remarquable, dit M. Duhamel [Sciences de raisonnement)^ qu'elle ne dépende pas de D. Pour le voir, il suffit de former la fraction suivante, égale aux trois fractions (a) :
A2P.r -h B2Pj -h C2Pz
Aa-hBp-+-C7 '
le dénominateur est nul à cause du parallélisme des forces et du plan \ il en est de même du numérateur, parce qu'on peut l'écrire
2P ( Ao: -h Bj^ -+- C3) = — D2P = o.
Les trois équations ( 2 ) se réduisent à deux conditions et une identité.
19. Les propositions établies pour la composition des forces parallèles peuvent conduire à des théorèmes pure-
ment géométriques, et c'est un des cas nombreux et intéressants où deux parties différentes de la science se rapprochent et se prêtent un mutuel appui.
Appliquons aux sommets A, B, C d'un triangle trois forces P, Q, R égales et parallèles; on peut trouver le centre O des forces parallèles en remplaçant Q et R par une force 2 P appliquée au milieu de BC, puis composant celle-ci avec P^ O sera donc sur la médiane issue de A, et aux I de sa longueur à partir de A \ mais il serait aussi bien sur une autre médiane \ donc les trois médianes se coupent comme Ton sait.
De même appliquons aux quatre sommets d'un tétraèdre quatre forces égales et parallèles, et cherchons leur résultante en composant d'abord trois d'entre elles en une seulo, puis celle-ci avec la quatrième^ ou bien, en composant les deux premières, puis la troisième et la quatrième, et enfin ces deux résultantes partielles, on arrive aux théorèmes connus de Géométrie. Dans un tétraèdre^ les droites menées de chaque sommet au centre de gravité de la face opposée se coupent en un point qui les divise dans le rapport de 3 à I : ce point est au milieu de la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées.
Soient encore appliquées aux sommets A, B, C d'un triangle des forces parallèles P = tangA, Q = tangB, R=tangC5 deux d'entre elles ont une résultante appliquée au pied de la hauteur tombant sur le côté dont elles tirent les extrémités^ donc la résultante des trois forces est appliquée au point de rencontre H des hauteurs, et égale à
F = tangA ■+■ tangB -4- tangC -- tang A tangB tang C,
d'après un calcul de Trigonométrie bien connu. Considérons maintenant trois autres forces appliquées aux mêmes
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sommets :
_ sinA ^ sinB ^ sinC
cosBcosG cosCeosA cosAcosB
Les deux dernières ont une résultante appliquée en un point I de BC, tel que
IB _ sinaC ÎG""8Ïn2B*
On reconnaît aisément que ce point se trouve sur la droite qui va de A au centre du cercle circonscrit*, les forces P^, Qi, R, ont une résultante appliquée au centre S du cercle circonscrit, et égale à
^ sinaA -4- sin2B -h sinaC . ^ r^ -^
^' = acosAcos Bl^^C— = ^ **"«^ *^"S^ tangC = .F.
Gela posé, remarquons que
« ^ sin A
P -h P, = tangA H
cosB cosC
sin AfcosBcosC -h cosA) , ^ ^ w^
:^ ^— ^ = tang A tangB tangC = F ;
cosAcosBcosG o o o
on peut donc composer les six forces données soit en groupant celles qui sont appliquées à un même sommet, ce qui donne trois forces F, dont la résultante sera au centre de gravité O du triangle, soit en formant les résultantes partielles F en H, 2F en S, et les composant^ il s'ensuit que le point O est sur la droite SH, de telle sorte que SO = 2 OH. On obtient le théorème sur les six segments déterminés par une transversale sur les côtés d'un triangle en composant quatre forces : P et Q appliquées en A et B, R et — R en C.
20. Proposons-nous, dans le cas général, de composer trois forces parallèles P, Q , R, appliquées aux sommets
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d'un triangle ABC. Les forces Q, R peuvent être rempla* cées par une force Q -+- R appliquée en un point A' de BC. Cette dernière, composée avec P, donne une résultante appliquée en O;
OA OA' AA
Or OA' et AA' sont entre elles dans le même rapport que les triangles OBC, ABC ^ les aires des triangles OBC, OCA, OAB sont proportionnelles aux forces P, Q, R.
Cette proposition permet de décomposer une force en trois autres qui lui soient parallèles et dont les rapports ou les points d'application sont connus. Par exemple, si trois hommes soutiennent par les sommets une planche triangulaire homogène, ils auront des charges égales^ car les actions de la pesanteur sur la planche se composent en une force appliquée au centre de gravité ; les triangles ayant pour sommet ce point, pour bases les côtés du triangle, sont équivalents, et les forces dont la résultante détruit le poids de la planche sont égales.
Etant donné un disque circulaire soutenu en son centre, placer sur sa circonférence ti^ois poids P, Q, R, de maniere que le disque soit en équilibre.
Désignant par A, B, C les points où Ton attache les poids, O le centre, on aura
aireBOC _ aire CO A _ aireAOB sin BOC _ sin CO A _ sin AOB P "^ Q "" R ' P "" Q ~" R
Les trois angles en O ont pour somme 2 7: -, ils seront les suppléments des angles d'un triangle ayant pour côtés P,
21. Théorème de Leibnitz généralisé. — Soient O une origine , quelconque. Ai, Ag,. . . des points fixes auxquels on applique des forces parallèles Pi, Ptv*-? ^ '^ centre
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de ces forces parallèles; si l'on considère les forces OAi X Pi, OAj X Psi • • • dirigées suii^ant OAj, OA,, . . ., leur résultante sera dirigée suii^ant OG et égale à OG(PiH-Ps-l-...).
En effet, considérons trois plans coordonnés rectangulaires passant en O, et écrivons que la somme des moments des forces parallèles par rapport à chacun de ces plans est égale au moment de leur résultante \ on a trois équations de la forme
(a) 2PXOAcosAOX= (P,-f- P,-h. . .)OGcosGOX
Ces équations expriment précisément que les forces concourantes P X OA ont pour résultante OGSP. En particulier, si le point O était en G, les forces P.OA se feraient équilibre.
Remarque. — Si Ton ajoute les trois équations (a), après les avoir élevées au carré, on trouve la relation numérique
(p) OG (2P)' = 2P'0A -h22P,P,0A,x0A,cosA|0A,. Si au second membre on ajoute et Ton retranche
2(ôâ,Vôa/)p,p,,
on a une relation utile dans l'étude du mouvement des systèmes :
OG (2P)^=2P2P0A — 22P,PaXA,A2 .
22. jiux quatre sommets d'un tétraèdre OABC on applique des forces parallèles proportionnelles chacune à l'aire de la face opposée; déterminer le point d' application G de leur résultante.
Soient a, (3, y, &) les aires des quatre faces ^ x^^ Xi^ x%<^
SUR LÀ MÉCANIQUE RATIONNELLE. 3l
Xs, X les distances de O, A, B, C, G à un plan (P); on aura
tùor^ -4- a J-, -f- B.î^2 -+- 7. 7*3 x =. ' .
Faisons coïncider le plan (P) avec ABC, x^^x^^ x^ seront nuls, (àXo deviendra six fois le volume du tétraèdre, et x=^ 6\ l (w -4- a -h P H- 7) sera le rayon de la sphère inscrite; le centre des forces parallèles n'est autre que le centre de cette sphère, et la valeur générale de x permet de déterminer les coordonnées de ce point géométrique.
La formule (|3) du paragraphe précédent donne, pour la distance du centre de la sphère inscrite à un sommet quelconque O,
— 2__ OX pB OC f2sin=B0C-4-22sinA0BsinA0CcosB0C).
On trouve par la même méthode le centre de trois forces parallèles appliquées aux sommets d'un triangle et proportionnelles aux côtés opposés.
23. Un vase hémisphérique très-mince , de poids R, repose par sa partie convexe sur un plan horizontal et porte deux poids P, Q aux extrémités A, B de deux rayons perpendiculaires : position d'équitihi^e.
Les poids P, Q se composent en un poids P H- Q appliqué en un point G facile à déterminer sur AB ; le poids du vase est appliqué à son centre de gravité, au milieu M du rayon perpendiculaire à la base 5 la résultante des trois forces devant être détruite par la réaction du plan fixe sera dirigée suivant le rayon OH qui passe au point d'appui, le planMOG sera vertical, en sorte que OG sera la ligne de plus grande pente de OAB. Soit a l'angle qu'elle fait avec le plan horizontal \ les moments de R et de P 4- Q par rap-
port au plan passant par OH et perpendiculaire à MOG se détruisent^ donc
OG P -4- OMxRsina — OG(P-4-Q)cosaz=o, tanga = ^
OM R
D'ailleurs, par la formule (P),
OG (P + Q)=^ = OA XP^-f-OB XQ'; si Ton fait OA =. OB = «, OM = -, il vient
tanga= - y^p + Q2 .
MX
24. Quand on considère un corps parfaitement rigide s'appuyant sur un plan par plus de trois points, la Statique laisse indéterminées les pressions aux points d'appui ^ cette anomalie disparait si Ton tient compte des déformations légères éprouvées par le solide et des actions moléculaires qui en résultent : il y a des cas simples où le problème peut se résoudre aisément 5 en voici un exemple :
Une table horizontale qui reste parfaitement plane est soutenue par n pieds ^verticaux AA', BB',. . i d'égale longueur, reposant sur un plan horizontal rigide; la table est chargée de poids qui, a^ec son propre poids, ont une résultante verticale P appliquée en un point connu : trouver les charges des appuis, en admettant qu'ils se raccourcissent de quantités très - petites proportionnelles à leurs* charges respecti\^es ,
Prenons pour plan des xj le plan de la table quand les pieds sont dans leur longueur naturelle, et pour axe des z une verticale quelconque dirigée de haut en bas. Je détermine la position des points d'appui par leurs coordonnées primitives Xi, ji,..., Xn-iYn- Quand on charge la table et qu'on laisse les pieds se raccourcir, les x et lesj^ des points
d'appui ne changent pas sensiblement, mais leurs ordonnées deviennent ^i,. . . , z„. Soient Qd Qiv • • 1^^ pressions qu'ils supportent; on a, par hypothèse,
mais, par hypothèse, la table reste plane et coïncide avec un plan z = ax -h h y -f- c ; on aura donc
Soit a:, y le point où est appliquée la force P \ elle est égale à la somme des Q^, et son moment par rapport à OXZ etOYZ est la somme des moments de ces réactions; donc
P = X2(aa:,-I- hyi'\' c) z=z a\I..Ti-{- 6).2j',H- n\c, Pa?= a\2iacl -h 6X2*1/,- -4- c>2j:,-, P/- r= al^^iXi-^ b'kl.jrf -4- cX2/,-.
Nous avons trois équations pour déterminer a, J, c, et par suite les Q^. On peut choisir l'origine et les axes, de manière à annuler Ex., Sj^„ Hx^jiy l'origine étant le centre des moyennes distances des points A, B,..., et les axes étant ce qu'on appelle les axes principaux du système. Il vient alors
S'il s'agit d'une table rectangulaire soutenue aux coins et dont les côtés soient. 2 a, 26, les axes seront les médianes, et l'on aura
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Pour que les quatre pressions soient positives ou qu'aucun pied ne soit soulevé, il faut que le point jr, y soit à Tintérieur du losange dont les sommets sont au milieu des côtés de la table et dont les côtés ont pour équations
Supposons encore que la table soit un polygone régulier de n côtés, soutenu à ses sommets et inscrit dans un cercle de rayon a \ l'origine est au centre et son sommet sur Taxe des X, On aura
a/TT .lit: ^ci * ^^^ x? •> ^^^
QP /^x iiu ar . iir \ / = - ( — ces i sin h i ) .
Il est aisé de voir que toutes les charges seront positives si le point x^y est à l'intérieur d'un polygone régulier dont les côtés touchent le cercle concentrique à la table et de
rayon - aux points situés sur les prolongements des rayons
qui aboutissent aux angles de la table.
Dans le cas général, si Ton trouve les pressions supportées par quelques pieds négatives, et si l'on suppose l'extrémité de ces pieds fixée au sol, ils doivent s'allonger^ mais, s'ils peuvent quitter le sol, ils ne soutiendront plus rien 5 on devra reprendre le problème en répartîssant la charge sur les autres pieds, et tenant compte du poids des appuis qui sont soulevés.
Un parallélogramme homogène est porté par trois hommes, dont un le tient en un sommet : en quels points du périmètre les deux
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autres doivent-ils soutenir la plaque pour que tous trois soient également chargés? (Jullixn.)
Etant donné un polygone ABCD.. ., divisons les côtés AB, BC, . . . dans un rapport donné, et, aux points de division, appliquons des forces parallèles égales ; leur centre ne dépend pas du rapport adopté. (Jullien.)
On a un système de masses toutes fixes, à l'exception d'une seule, qui parcourt une certaine courbe ; prouver que le centre de gravité décrit une courbe homothétique. Soit, par exemple, une aiguille mobile autour d'un point O, et une masse qui tourne uniformément autour d'un autre point de raiguillt^. Le centre de gravité du système décrira un cercle, et, avec un rapport convenable entre le poids de l'aiguille et du corps qui tourne sur elle, le cercle aura son centre en O, et Taiguille pourra tourner uniformément dans un plan vertical : c'est l'horloge magiqne.
Déduire de la composition de trois forces parallèles appliquées aux sommets d'un triangle la relation entre les six segments déterminés sur les côtés par des droites issues des sommets et concourantes.
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CENTRES DE GRAVITÉ
25. Le centre de gravité d'un corps est le point d'application de Ja résultante des actions de la pesanteur sur ses diverses parties, ces actions étant considérées comme parallèles. Quand il s'agit d'un corps continu, on le décompose en éléments infiniment petits, qu'on suppose homogènes j et, si dp est le poids de l'un d'eux, on a, pour les coordonnées du centre de gravité,
_ Sxdp fxdp _ fzdp ^
J 'ip J 'ip S dp
les intégrales s'étendent à tout le corps, qui peut se réduire à une surface ou à une ligne dont les éléments seraient doués d'un poids spécifique. Le poids d'un corps est proportionnel à sa masse \ donc, m désignant la masse d'un système, son centre de gravité a pour coordonnées
jr, HT — / xdm, Vi = — / Y dm^ 2, z= — j zdm, mj mj mj
Etant donné un système quelconque, même soustrait à l'action de la pesanteur, même non solide, ces équations définissent un point bien déterminé, qui n'a plus de rapport avec la pesanteur, mais que l'on continue d'appeler centre de grai^ité du système, et qui a des propriétés importantes.
Il suffit de rappeler les simplifications qu'apporte dans la
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recherclie du centre de gravité l'existence de lignes ou de surfaces diamétrales.
Centre de gravité des lignes.
26. Centre de gras^ité d'un arc homogène de chaînette commençant au sommet.
La chaînette a pour équation
y part de la valeur a pour a: = o, et croit indéfiniment. La chaînette étant homogène, la masse d'un de ses éléments peut être mesurée par sa longueur 5 alors
J Jo ^ ^ ^ dx
r r ax [ ' --\
I xdm ■==. \ xds = — \€^ — e "/
a' ( - ~\ I jrdm=: jjrds = ^\e'' —e "/-+- — = -5j -i- - aj:;
d'où
, . dx I / dx\
L'abscisse du point cherché est la même que celle de l'intersection de la tangente au sommet et de la tangente à l'extrémité de l'arc \ l'ordonnée est la moitié de l'ordonnée à l'origine de la normale menée à l'extrémité de l'arc.
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Centre de grainté d'un arc de cardioïde
r=:a(i -hcosô).
On a
ds=.dQ sj2,à}{i 4- cosô) = na cos - <£6,
La ( sin - — sin - ô* | ,
cos 9 ^^
2 cos — i — cos 1 — cos — 1 aô
,/, . , . 00 .30 .30. I . 50 I . 5G«\ = «* ( 4 sm 4 sin — h sin sin h -= sm -r sin —
I jef5 = 1 rsinôe/j z= 8fl* 1 cos* - sin - = -^ aM cos* — — cos* - ]•
IJ est aîsé d'en tirer Xi et yi ; pour la moitié de la courbe, de 9 = o à 9 = w, on a
28. Centre de granité d'un arc d'hélice ordinaire commençant sur le plan des xy^ et oii la densité est représentée par e"*"*.
Soient a le rayon du cylindre sur lequel est rhëlice, 27rA le pas^ on a, pour chaque point de la courbe,
x-=.a cos Y» ^ = a sin - •
La masse de Tare considéré est
' er'*dz = Ja^-h h^ ; — i
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/xdm = — Ja^ -^ h^ 1 e""*' cos t ^* ^ Jo ^
On aura immédiatement a:,,yi, Zi. Si l'arc est prolongé indéfiniment, les résultats se simplifient et deviennent
^fl^+A' ac^h^ ack \
ch I -4- c' A' I -h c' A* c
29. Déterminer une courhe plane passant par V origine, et telle que la densité soit une fonction donnée f(s) de Parc, et que l'ordonnée du centre de grasdté d'un arc, compté à partir de l'origine, soit une autre fonction don-née(f(s). Cas bu f{s) :=^aj^, <f[s)=zas'^,
(Agrégation, 1871.)
On voit immédiatement que la courbe satisfait à Téquation
ff{s) r/{s)ds= f\/{s)ds.
Différentions;
?(')/(')+?'(*) rf{s)ds=yf{s);
Jo
y est dès lors une fonction connue de s
donc
(2) dxz=zds^i — 4f'\s).
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Si Ton peut intégrer, il n'y aura plus qu'à éliminer s à l'aide de l'équation (i) pour avoir l'équation finie de la courbe. Quelquefois on peut résoudre l'équation (i) par rapport à s^
et il suffit d'intégrer
(3) flr=:djr^rj'-^(jr]-i.
Dans le cas particulier proposé, l'équation (i) devient
en prenant, pour abréger, la nouvelle constante c. L'équation (2) donne alors
dx =^ds sji — c*^''*""'.
Cette différentielle binôme pourra s'intégrer quand
ou ! — seront des nombres entiers : ces deux con-
ditions reviennent à dire que ^L doit être de la forme ?
n étant entier. Le second procédé ne donne pas d'autre cas d'intégrabilité.
Soit 71 = 15 alors fx = 2, j- = - 5*. Nous appliquerons
l'équation (3)
= dy^l
C'est une cycloïde ayant son sommet à l'origine et touchant
l'axe des x\ le rayon du cercle générateur est — •
Soit 71 = 2 , fji = - ; nos formules deviennent
^ = -^C5', dx=zds^i — c^s.
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Intégrant,
C'est l'hypocycloïde à trois rebroussements , enveloppe d'une droite de longueur ^-^ qui glisse sur Taxe des x et la
droite x = ^-z*
Pour 7z = oo,fx = i, on a une droite.
On ne peut donner à n de valeurs négatives, car /x serait
<[ ï, et —^ infini pour ^ = o, ce qui est impossible.
Centre de gravité des surfaces.
30. Centre de grav^ité de l'aire comprise entre un arc d'ellipse, le diamètre qui aboutit à une extrémité de Varc et la corde conjuguée passant par Vautre extrémité.
En prenant pour axe des x le diamètre donné, pour axe des j^ la tangente à son extrémité, Téquation de Fellipse est de la forme
On décompose Taire donnée en une infinité de bandes élémentaires parallèles à l'axe des j^ ^ la masse de chacune peut être représentée par j^rfx, et son centre de gravité a pour
coordonnées x et -y. L'aire considérée est, 6 désignant l'angle des axes,
i/2 — X 3c^dxû^%
^sinOr a — h . ,. y — -"1
= a'arccos. —rKa — h\\i7.aU — h^y
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Si Xi^ ji sont les coordonnées du centre de gravité,
h sinô r ,
are cos [lah — h^y
— a{a — h) ^1 ah — h? j,
Ar, = / -fa — a: -a:*) sia6^=:^ r- \ah^ — -^rS*
On en déduit pour ^i> j^i ^^s valeurs assez compliquées, mais qui s'adaptent, en se simplifiant, à plusieurs cas particuliers \ ainsi, pour 4e quart d'ellipse, on fera h = a, et l'on
aura
irab ^a ^b
4 3ïr on
Si l'on veut passer au cas de la parabole, on fera b* = ap^ on développera suivant les puissances négatives de a, qu'on
fera ensuite infini ] mais il est bonde remplacer arc cos
par 2 arc sm i / — ^ on a
A=-sin9 i/- aa'arcsini/ (a — A) y^aaA ( i j 1
et ainsi pour les autres ; à la limite, en faisant ^2ph = k^
Âr=:-M8inOy ar, = gA, ^, = g ^.
Centre de grai^ité de l'aire comprise à l'intérieur
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d'une parabole et d'un cercle représentés par les équations
X'zzziGax^ x^-^jr* — ioajr = o.
Le cercle passe au sommet de la parabole et touche son axe; il rencontre la courbe en un point dont l'abscisse est 4a, et le segment considéré est biconvexe. Pour évaluer les intégrales qui servent à déterminer le centre de gravité de Taire, le mieux serait de la décomposer en bandes infiniment étroites parallèles à OX^ mais, pour donner un exemple des précautions à prendre dans le calcul des intégrales multiples où l'expression analytique des limites change, je décomposerai en éléments dxdj^ et j'intégrerai d'abord par rapport à y. J'ai une expression de la forme
X ne varie pas seulement de zéro à 4^? mais de zéro à 5 a, parce que le rayon du cercle est 5 a, et l'arc qui limite le contour est ^ un quadrant. Dans tout l'intervalle, on aura
mais y sera \fÎ6âx quand x ira de zéro à 4a, et
5a -f- y/aSa' — x* quand x est compris entre 4a et 5a; donc
{^^âx-^Sa-^-^nSa^ — a:^)(ÙK'h j 2^25a'— ar^r/jr, o Jfta
A= — â* arc sm g — -^ a%
en prenant l'arc sinus terminé dans le deuxième quadrant, I26*^52'i2'', ou, en parties du rayon, 2, 21 43. L'intégrale fxdxdy se calcule de même et donne
Ax, = i^r a*.
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Enfin
2Jo y J
dx ^25 a} — jc', lia
Ati = o? arc sm -■ ^r- a*.
L'arc sinus est le même que dans la première intégrale. On a sans peine x^ et j^j.
32. Centre de gravité d'une dend-boucle de la lent' niscate de Bernoulli
On fait varier 6 de zéro à j \ alors r = o, et Taire de la courbe est
' I rdrdB=:a^ j cos^BdB = - a^.
Ax,= l 1 r*œsBdrdB = -a* I ^ cos9(cos29)'<i9.
On intègre en posant u = ^2 sin0, d'où
^2 cosBdB = rftf, C0S2 = 1 — «',
2 /•■ 1 . 3 2 ira*
3 J * ' ib 3 b
AjTi = / / r* sine </r<f9^ 5 a' 1 ^siii9(cos2 9)' <A
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Posons ^cosfl=:tt, ^sm9rf9 = — rfu, cosae=M' — 15 On en conclut
= |a, ri = «[^L(i4-v^)-|v^J.
33. Déterminer une courbe plane telle que le centre ' de gravité de l'aire comprise entre les axes, la courbe et
l'ordonnée x =.h ait pour abscisse x* = r •
La courbe cherchée satisfait à l'équation
^-^^ Jo Jo
DifTérentions et réduisons \
DifTérentions encore ;
a^r=: [nax -f- 3x^) r-l- x^ia -f- x) -— j
d'où
\ dy à* — 2fl.r — 3x^ rt — 3.r
^ dx x*(^a -h xj a:'
L'intégration donne évidemment
La courbe présente un point d'arrêt à l'origine; du côté des X positifs 9 elle part de Torigine tangentiellement à OX, s'élèye au-dessus de cet axe, et lui devient asymptote pour
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X infini. Quand x décroît de zéro à — oo , ^ croit de — oo à zéro. De ce côté de l'axe des x, il était impossible a priori de satisfaire à l'énoncé du problème j mais il n'y a pas contradiction avec nos calculs, car, si x est <^ o, la valeur trouvée pour j^ rend infinies les intégrales de l'équation (i), et celle-ci devient illusoire.
34. Etablir la relation qui existe entre les aires des quatre triangles ayant pour bases les côtés d'un quadrilatère et pour sommet commun le centre de gras^ité du quadrilatère .
Prenons {fig» 2) pour axes les diagonales AA^, BB', et faisons OA = a, 0A'= a\ OB = i, 0B'= b\ AOB = ô. Joignons B, B' au milieu M de A A' 5 il est clair que le centre
de gravité G se trouve sur une parallèle à BB' qui coupe MB et MB' au tiers de leur longueur à partir de M 5 et, comme
OM = - (a — a'), Tabscisse de G est - (a — «') -, par ana-
logie, son ordonnée sera ^ [b — V). Maintenant Faire du triangle GAB est
- sinÔ
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L'aire de GBA^ se calcule de même, Â' ayant pour coordonnées — a, o,
GBA'= p = g sme(ûft -f- ha' -h «'&');
de même
GA'B'=7 = g sinÔ(«6'-t- ht^^a'y),
GB'A = ^=gsinÔ(aô-f-û6'4-a'*').
On lire de ces équations, en posant a-f-P-Hy + î = S,
U suffit d'égaler le produit des deux premières et des deux dernières quantités ; on a, en divisant par 1 2 coséc*&,
OU
Les quatre aires ne peuvent donc être prises arbitrairement.
35. Centre de grasfitè de la portion de surface du paraboloïde
qui se projette sur le plan des xy entre les parties positwes des axes et V ellipse
-tH-7t=I, 3 = 0. ( FUERHANN.]
Le long de la courbe à double courbure qui limite Taire
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proposée, la normale au paraboloïde fait un angle constant avec l'axe desz (licence, 1874)9 on calcule les intégrales du problème en remplaçant x^ y par les variables
a:=attsiny, jr z=z bu cos(f\
on a tous les points situés à l'intérieur du quart d'ellipse
donné en faisant varier u de zéro à i, 9 de zéro à ~; on
découpe le plan eu petits parallélogranmies qui ont pour aire, d'après les formules connues pour le changement de variables dans les intégrales multiples,
(dx dy dx dy\ ;; ; r- \ du do zm ttb U du do, d<f du du df J ' '
La normale au paraboloïde en a:, y fait avec l'axe un angle y tel que
On peut calculer l'aire courbe et ses moments par rapport aux plans coordonnés :
A=ab j I udud^^i -h u'= "^ [2\2 — i),
A.ri=zà^b j j u^dud(fsmff^i-\-u'=z [3v^2 — l(h- y^a)],
Ayi=ab^ j / i/'^tt^(j)COS©v^i-t-a*= -^ [3v^2 — l(h- v/2)], Az, = -ab j j w»(asin^ç -f- b cos*(f) du dtf^i -h u^
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36. JLa distance du centre de gratuité de l'aire d*une figiu^e sphérique à un plan est quatrième proportionnelle à l'aire de la figure, à sa projection sur le plan et au rayon R de la sphère.
En efiet, prenons le plan de projection pour OXY, le centre pour orîgîne 5 on a
Az, = I j z — dx djr = Rproj. de A.
On en déduit que la distance du centre de gravité d'un triangle sphérique ABC au plan du grand cercle BC est
K a — b cosC — c cosB
cette formule et les deux autres analogues font connaître le point cherché.
Considérons une demi-boucle de la surface de Viviani
' -f-^' -h 3' = R% r' H- j» — Rx — o ;
son aire est ( 1 j R*, et ses projections sur les trois
plans coordonnés sont, comme on le voit sans peine,
on en déduit
Centre de gravité des solides.
37 . Centre de gras^ité du volume homogène engendré par la rév^olution de la boucle d'une strophoïde autour de l'axe.
De s. -G. — Rec. 4
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Prenons Taxe pour axe des x^ et le point double pour origine \ l'équation de la courbe est
Le volume est
Jo «
d'oii
Jo \ a-^^.x) \ 3/
Le centre de gravité est sur Taxe des a:, et, x^ étant son abscisse, on a
\a:^z= I ira:* — dr z=z n a* l — — 2L2I,
Jo «-♦-^ \"^ /
17 — 24 La o,365 ^
jc^=:za —7- 7, = a — ^^ = 0,57a.
38. Centre de gras^îté du ^volume engendré par le secteur parabolique compris entre deux rayons vecteurs et tournant autour de l'axe de la parabole.
Le rayon vecteur correspondant à l'angle d est
_ P ^ i -h cosô
et, si a et |3 sont les angles polaires des rayons qui limitent le secteur, on a
Ja Jo ^ L(i + cospj^ (H.co8a)»J
f r'sinOcosO^fO^fr « Jo
"~ 2 ^^ L^ (i -♦- cosBy 3(1-+- cose)»J.^
STJE LA MÉCÀlflQUE RATIOITIVELLE. 5l
OU
I 3(i-4-cosa)(n-cosp)fcosa-f- cosp) — 2(cosa — cos^)*
* 4 {i-+-cosa}(i H- cosP)(2 -f- cosa-f-cos^j
39. Centre de grauité du volume compris entre les trois plans de coordonnées rectangulaires et les surfaces des cylindres elliptiques
La surface courbe qui limite l'espace compris à Tintérieur des cylindres au-dessus du plan xy est la voûte d'àrète, et les lignes d'intersection des deux cylindres sont contenues dans les plans ay = ± bx- Nous ne prenons que le quart du volume compris sous la voûte ^ des plans horizontaux y déterminent des sections rectangulaires dont les côtés ont pour longueur
On aura de suite le volume Y et l'ordonnée z du centre de gravité
'~-{c^—z')dz=^abc.
__ lab , ,\ , 1 , 3
yzi^=::t -f(^ — z^)zdz=z jabc^, z,r=gc.
Pour prendre les moments par rapport au plan des^^, il faut diviser le volume en petits prismes de base dx dy^ parallèles k OZ^ mais la hauteur de ces prismes n'a pas la même expression aux divers points du plan xy ^ pour les points compris entre Taxe des x et les droites x = a et ay=bx^ le volume des petits prismes est limité au second cylindre parallèle à OY *, au contraire, c'est au premier cy'-
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lindre que se terminent les parallèles menées à OZ par des points compris entre Taxe des y^ les droites ;^ = i et ay = io:. On partage l'intégrale définie en deux
hx ay
Sx{=i \ dx \ dy— sja^— x^ 4- \ dy i dx^sJV^^^K
Pour la première, on intègre d'abord par rapport à y, et dans la seconde c'est par x qu'on commence, et Ton trouve, en écrivant y^ par analogie,
40. Centre de gra\^ité du volume compris entre le plan des xy, le plan des zx, la sphère de rayon a dont le centre est à V origine, et le cylindre
x^-^jr"^ — ax = o.
Le volume ainsi défini et la surface sphérique qui le limite ont été étudiés par Viviani. Prenons des coordonnées semi-polaires r, et ^ -, sur la base du cylindre, on a r=. a COS0, et les formules ordinaires conduisent à des quadratures qui ne présentent pas de difficulté :
TT 2 /»aCO80
rdrs^à} — r»=: j~^ a*,
lO
V^,=r / 1 i^cosBfJâ^^^dBdr= ^a\
i?.8 On en déduit de suite JC| , j^i , Zj .
41 . Des solides terminés par deux faces planes parallèles, et tels que l'aire de la section faite par un plan pOfrallèle à la base s'exprime par une Jonction entière et du deuxième degré de la distance du plan sécant à la hase.
La définition précédente comprend un grand nombre de corps remarquables par la simplicité avec laquelle on peut déterminer leur volume et la distance de leur centre de gravité aux bases. Soient a A la hauteur d'un de ces corps, z la distance de la base inférieure à un plan parallèle horizontal, pour fi.xer les idées, et
A = mz' -h pz -^ q Taire de la section déterminée par ce plan . Le volume est
(mz^-hpz -\-q)dz = - {8mk^ -f- 6ph -|- 6^).
On peut l'écrire
V— -^[(4m^'-f-2/?>i-f- q) -i- ^{mh^-^- ph -h q) -\- q].
Les trois parties du crochet représentent Paire de la base supérieure, de la section moyenne et de la base inférieure -, désignons-les par Bi, Bg^Bo, et nous aurons
Vz=r g2A(B.-f-B,-4-4B2)• La distance du centre de gravité à la base inférieure est
5i= == I {mz^-i-pz -h q)zdz
= ^ (6«A' + 4/»* + 3) = Il (B. -4- 2B,).
On aura de même la distance à la base supérieure et leur
rapport
2i B,-i-2B, z^ Bo-l-2B,
Dans la classe des solides que nous considérons rentrent les segments de surfaces du second ordre, et les polyèdres limités par des bases parallèles, et latéralement par des triangles ou des trapèzes dont les sommets coïncident avec ceux des bases. Pour le montrer dans ce dernier cas, prenons le plan de la base inférieure pour plan des xy \ les arêtes latérales sont représentées par les équations
az-hoL, jr z= bz -+- P;
le polygone déterminé par un plan sécant parallèle à xy a des sommets dont les coordonnées sont fonctions linéaires du z du plan ; ce polygone se projette en vraie grandeur sur xj, et l*on sait que l'aire d'un polygone est une fonction entière du second degré des coordonnées des sommets^ et par suite de z. Puisque le nombre des faces latérales est quelconque, on peut les supposer infiniment étroites, et avoir le solide limité par deux faces parallèles et une surface réglée quelconque.
Ce résultat est très-souvent utile, surtout si Ton connaît à l'avance une ligne sur laquelle doive être le centre de gravité. Indiquons seulement quelques applications. Le centre de gravité d'un demi-ellipsoïde divise le demi-axe dans le rapport de 3 à 5. (Volume et centre de gravité d'un tas de pierres). Quand deux surfaces du second degré se coupent suivant deux coniques situées dans des plans parallèles, le volume compris entre ces deux surfaces (tel sérail le volume engendré par la rotation d'un segment de conique autour de l'axe) a son centre de gravité au milieu de la droite qui joint les centres des coniques communes. Que deux ellipsoïdes homothétiques soient coupés
suivant des courbes réelles par deux plans parallèles, le volume compris entre les deux plans et les deux ellipsoïdes a son centre au milieu du diamètre commun^ car les aires annulaires déterminées par des plans de section parallèles sont équivalentes.
42. F^olume et centre de gratuité d'un prisme ou d'un cylindre tronqué.
Je prends pour axe des x l'intersection des plans des deux basés, pour axe des y une perpendiculaire abaissée du centre de gravité C de la base inférieure, pour axe des z une parallèle aux génératrices faisant Tangle i avec le plan XOY ^ enfin soit z = cj l'équation du plan de la base supérieure \ on a, en étendant les intégrales à la base inférieure,
V =ifjcy sin idxdy.
Le volume est égal à Taire de la base inférieure multipliée par la hauteur du point d'intersection de la base supérieure avec la parallèle aux génératrices, menée par le centre de gravité de la base inférieure : c'est aussi l'aire de la section droite multipliée par la droite qui joint les centres de gravité des deux bases.
Le centre de gi'avité G du tronc est dans le plan z^^ycjr (pii passe par les milieux des génératrices ; on a, pour sa projection sur le plan XY parallèlement à OZ, en appelant A Taire de la base, v Vy du point C,
Jft= - / / cxydxdjr&mi= -r- j f xydxdy, yx=]^ \ \cy^dxdy%\xii = J^ f j J^^^^^X-
On verra dans la Dynamique que le point ainsi défini est le centre de percussion de la surface de la base par rapport à Taxe OX.
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Trouver le centre de gravité des systèmes suivants :
Arc de cycloide, de spirale logarithmique, de parabole, de Li courbe qui se projette sur le plan des xy suivant la parabole Y^:=z ^ax, sur xz suivant une cycloîde ayant O pour sommet, OX pour axe, a pour rayon du cercle générateur. (FqnaMANN.)
Aire comprise entre la chaînette et deux ordonnées, la cissolde et son asymptote, la spirale d'Archimède et deux rayons vecteurs, entre la cardioide et son cercle directeur, de la courbe
xy^z=i b'(a — x^j.
Aire comprise entre un arc d'ellipse et deux rayons vecteurs. Sèment et secteur circulaires.
Aire d'une zone de parabololde de révolution, aire engendrée par la révolution d'une boucle de lemniscate autour de l'axe, aire d*un tronc de cône ou de cylindre de révolution limitée à deux génératrices.
Volume engendré par la rotation d'une parabole autour de la tangente au sommet, segment de parabololde de révolution limité par un plan méridien et un parallèle. Volume entre un paraboloîde hyperbolique, le plan tangent au sommet et les plans projetants de quatre génératrices qui forment un quadrilatère gauche. Demi-octaèdre régulier où la densité en chaque point est proportionnelle au carré de la distance au centre.
Faisons tourner une chaînette autour de son axe, et considérons le volume compris entre la surface de révolution, un cylindre quelconque parallèle à Taxe de la chaînette, et le plan engendré par la rotation de la base de la courbe : ce volume a son centre de gravité sur la même ordonnée que la portion de la surface de révolution intérieure au cylindre, et la hauteur est moitié moindre.
ÉQUILIBRE DES CORPS SOLIDES
Composition d'un système qnelconqne de forces.
43. Des forces quelconques F/, agissant sur un solide invariable, peuvent toujours être transportées en un point arbitraire O du solide, et donner une résultante con^ stante R, pourvu qu'à cette résultante on adjoigne un couple dont le moment G dépend du choix de O. Prenons ce point pour origine de trois axes qui feront entre eux les angles X, fi, V ] soient X,, Y,-, Z, les composantes de F,- parallèles aux axes, Xi^ji^ Zi les coordonnées de son point d'application^ on aura, pour les composantes de R,
et, pour les moments des couples situés dans les plans coordonnés, et dont la résultante est le couple G, *
L sinX = sinXï ( j,Z, — «lY,)
Poiu* qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que R et G soient tous deux nuls, ou que la somme des projections des forces sur trois droites non parallèles à un même plan soit nulle, ainsi que la somme de leurs moments par rapport à trois droites formant les arêtes d'un trièdre, ou enfin que X, Y, Z, L, M, N soient nuls.
Pour que le système donné puisse se réduire k une force unique, on voit géométriquement que R doit se trouver dans le plan du couple G \ pour l'établir analytiquement, on
cherche un point x^y^z^ tel qu'en y appliquant deux forces, Tune R', égale et parallèle à R, l'autre R'', égale et de sens contraire, le couple (R, R'') détruise G ^ il ne restera que la force R'. On aura
(i) . M — zX-i-a:Z— O,
I N — ^Y-l-jX:"0;
il suffit d'ajouter ces équations multipliées par X, Y, Z pour éliminer x^j^ z :
(2) LX-f-MY-f-NZr=o.
Quand cette équation est vérifiée, les équations (i) se réduisent à deux, qui représentent une droite confondue avec la résultante unique R'. On peut avoir les équations de la droite sous la forme ordinaire, en ajoutant les deux dernières équations (i) multipliées respectivement par Z et
— Y 5 il vient
X(Y»-+- Z^) — NT H- MZ :rr: X(Yj -f- Zz).
On en conclut aisément qu'en posant X* -f- Y' -h Z* = S* (S* == R* si les axes sont rectangulaires), la quantité
— (X x -h- Yj -f- Zz) a trois valeurs égales
^ ~ i (NY - MZ) r- ~ (LZ ~- NX) z - ~ (MX-NY)
Ce sont les é<|uatîons de la résultante.
La condition (2) exprime que R est dans le plan du couple G, L x 4- Mj^ -f- Nz = o -, il y a intérêt à vérifier ce fait par le calcul, dit Duhamel [Sciences de raisonnement)-^ voici sa démonstration, un peu simplifiée. Prenons sur OX une longueur OA =^3 i ; on peut réaliser le couple
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Msin/i par une force Fi égale à M agissant suivant OZ, et une force F, égale et de sens contraire agissant en A ; de même N sinv serait donné par une force F3 = N agissant suivant le prolongement de OY, et une force F4 agissant en A, égale et de sens opposé à Fs *, enfin on obtiendrait le couple L sinA à l'aide d'une force F5, égale à M, agissant suivant le prolongement de OZ et une force égale et de sens
contraire Fe agissant sur Taxe des j^ à une distance OB = — •
F| et Fb se détruisent \ F, et F4 donnent une résultante en A, parallèle au plan des^^, et dont les composantes suivant OY et OZ sont N et — M ; F, et Fe donnent en B une force égale et de sens contraire à la précédente ] le plan des résultantes partielles est le plan du couple : il est parallèle à ces forces et à la droite AB, dont les équations sont respectivement
Le plan parallèle mené par Torigine est Lx4-M^-|-Nz=o.
Pour avoir Taxe central, supposons que l'axe G du couple fasse l'angle avec R, et décomposons ce couple en deux autres, l'axe de l'un étant dirigé suivant R et égal à Gcos0 = K, l'autre ayant son axe G sinô = H perpendiculaire à R. Transportons R en un point C de la perpendiculaire au plan (G, R), tel que R X OC = H, et que l'observateur ayant ses pieds en O, sa tète en C, voie R à sa gauche, G à sa droite; le couple provenant de cette translation détruit H.
Supposons nos axes de coordonnées rectangulaires : les formules de la Géométrie analytique nous montrent que les * cosinus directeurs de OC sont
NT-MZ LZ— NX MX — NT
RGsine RGsine RGsinO
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On a immëdiatement les coordonnées de C, et l'on trouve que les équations de Taxe central ont précisément la forme (3) , où il sera bon de remplacer S par R. Quant à K, il
estGcos0== i (LX -f- MY + NZ).
Si du système R et K on veut revenir à une force R appliquée en un point O quelconque à la distance h de CC^, Taxe du couple résultant de la translation des forces en O
aura pour longueur G = ^K*-i- A* R*, et fera avec CC un
angle dont la tangente est -— - • On sait d'ailleurs que cet
axe est, parmi toutes les droites qui passent en O, celle par rapport à laquelle les moments des diverses forces du système ont une somme maximum G \ la somme des moments par rapport à une droite inclinée sur OG de l'angle ç serait G cosç.
44. On peut remplacer la force R et le couple K, cest'à'dire toutes les forces du système, par deux forces P, Q, dont l'une agit sur une droite quon peut choisir arbitrairement, sauf les droites parallèles à l'axe central.
Je dis d'abord que la perpendiculaire AB commune à P et Q doit rencontrer CC à angle droit*, en eiïet R étant égale à la résultante de P et de Q est dans un plan parallèle à ces deux droites ; elle est donc perpendiculaire sur AB en direction ; elle doit d'ailleurs la rencontrer, car la somme des moments de P et de Q par rapport à toute droite est égale à celle des moments de R et des deux forces qui constituent le couple K ; on peut choisir le plan du couple perpendiculaire à ce, de manière que les forces qui représentent ce couple rencontrent AB, aussi bien que P et Q 5 il ne reste plus que R, dont le moment par rapport à AB doit être nul et qui doit rencontrer cet axe.
Cela posé, prenons sur une perpendiculaire en C à CC
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deux longueurs CA = a, CB = & en sens contraire, si a et 6 sont positifs ; je remplace R par deux forces parallèles R', R''^ appliquées en A et B,
je réalise le couple K par deux forces égales et de sens contraire, appliquées en A et B, perpendiculaires au plan
ABCC, et toutes deux égales à F = r • R' et F ont une
résultante P en A, faisant Tangle a avec R ; R* et — F ont en B une résultante aussi perpendiculaire à AB, et faisant avec ce un angle jS dans un sens opposé à a -,
Les droites d'action de P et de Q sont conjuguées.
Le tétraèdre construit sur P et Q a un volume constant. On sait que le volume du tétraèdre est égal au produit de deux arêtes opposées par le sinus de leur angle et le sixième de leur plus courte distance. Ici
V=:gPQ(a-f-^>)sin(a-f-p)
n -\-' b = — ^ — (PsinaQcosp -f- PcosaQsinp).
Or
Pcosa = R', Psina = F := Q sinp, Qcosp = R".
Cette proposition est un cas particulier d'un théorème de M* Môbius.
Si l'on a deux systèmes de forces équwalents P, P^ , P,, . . . , Q^ Qj5 Q«9 . . . î ^ somme des tétraèdres ayant
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pour arêtes opposées les forces d'un système prises deux à deux de toutes les manières possibles est égale à la somme analogue dans Vautre système; seulement, en considérant la perpendiculaire commune à deux forces, et supposant l'une d^ elles fixe, selon que Vautre tend à faire tourner la perpendiculaire dans le sens des aiguilles d'une montre ou en sens contraire, on regardera le ^volume comme positif ou négatif
Pour démontrer le théorème de Môbius, on égale la somme des moments des forces Pi, Psv*) P^^^ ^^^ forces Q, Qi , Qs, . • • P^^ rapport à P ; mais le moment d'une force telle que Q par rapport à P est six fois le volume du tétraèdre construit sur PQ divisé par P ^ en appelant (P, Q) le volume dont je parle, on a
(P, PO -»- (P, p,) -+-. . .^- (P, Q) -H (P, QO 4- (P, Q,) 4". . . . On aurait de même
(p„p)-+-(PhP0 + ..~(p..Q) + (p.,Q.)4-..., (Q» P) -^- (Q, P. )-+-... = (Q» Q. ) + (Q» Qa) 4- ... .
Ajoutant, les termes (P,, Qy) se détruisent, et, divisant par a,
(P, PO -f- (P, PO + (Pi, Pa) -h . . . = (Q, Q. ) + (Q., Qa)
Si une force P' rencontre P en un point M, la force Q' conjuguée de P' est dans le plan jia qui passe par M et la droite Q. En effet menons par M une droite quelconque MM' qui rencontre Q : la somme des moments de P', Q' par rapport à cette droite est la même que celle des moments de P et de Q ^ celle-ci est nulle, ainsi que le moment de P'^ il doit en être de même de celui de Q'; cette droite
rencontre donc toutes les droites MM' et est contenue dans le plan [â. Ce plan est dit plan focal de M^ M est le fojer de /x.
Quand un point se déplace sur une droite, son plan focal tourne autour de la droite conjuguée.
45. Une force P peut toujours être remplacée par trois autres agissant suwant trois droites données dans un même plan avec elle ou en général par six forces Fi, F,,. .. , F^, suivant des droites Ai, Ag,..., A^ données dans l'espace.
La première partie est très-facile à établir ; pour la seconde, il suffit d'écrire que les forces F,- et la force — P se font équilibre : on remplace, dans les six équations d'équilibre, X/ par F, cosa/. Y,- par F,- cosjS,-, ..., et Ton prend pour Xi^ji^ Zi un point à volonté sur A,-, a,-, jS,-, . . . étant donnés, on a six équations linéaires pour déterminer les F. Le problème sera possible tant que le déterminant du système d'équations ne sera pas nul ; s'il est nul, les droites Al,. • • , As sont tellement choisies qu'on peut trouver six forces différentes de zéro agissant suivant ces droites et se faisant équilibre. M. Cayley dit que de telles droites sont en involution. Si Ai, A^, . . . , A5 ont une transversale commune qui ne rencontre pas A^, le système n'est pas en involution, et il le devient si la transversale coupe les six droites \ car, en prenant les moments par rapport à cette transversale, une des six équations d'équilibre est vérifiée d'ellemême. De là ce théorème de Géométrie :
Quatre droites ont généralement deux transversales communes, mais cinq droites n'en ont aucune. Soient, par exception, cinq droites a, i, c, éf, e qui admettent une transversale t^ 6, c, ^, e en auront une autre a'^ de même a, c, rf, e auront une seconde transversale &', et ainsi de suite : il s'agit de prouver que les droites «', i', c', d', e* ont une transversale conmmne. En efiet menons tme droite t' autre qup a
et coupant i', c', rf', e', puis une droite / coupant t et «'•, a, b^c^d^ e, /sonteninvolution, et Ton peut diriger six forces F suivant ces droites, de manière qu'elles se fassent équilibre ; si t' ne rencontre pas a'^ on peut décomposer chacune des forces F en six autres suivant a', i', c', rf', e', /^ on aurait six forces en équilibre suivant ces droites \ or ce serait impossible si t* rencontrait cinq d'entre elles et non la sixième.
46. Quand trois forces agissant sur un solide se font équilibre, elles sont dans un plan et chacune est égale et opposée à la résultante des deux autres.
Cette importante proposition résulte de ce que toute droite qui rencontre deux des forces données P, Q doit rencontrer la troisième R pour que la somme des moments par rapport à cette droite puisse être nulle. Faisons tourner la droite autour d'un point de P, de manière qu'elle rencontre Q 5 elle décrit un plan dans lequel se trouve R; mais P s'y trouve aussi, parce qu'elle doit être rencontrée par une infinité de droites qui coupent Q et R : le reste est alors évident. Je propose au lecteur de déduire ce résultat des six équations d'équilibre.
On trouve de même que, si quatre forces se font équilibre, elles sont situées sur un hyperboloïde à une nappe.
fqnilibre d'un seul solide.
47. Conditions d'équilibre d'une barre pesante et homogène dont les extrémités reposent sur deux plans inclinés parfaitement polis qui font avec l'horizon des angles oCj /3.
Je dis d'abord que l'intersection des plans donnés est horizontale, et la barre dans un plan perpendiculaire à cette intersection. La barre n'étaut sollicitée que par son poids P et par les réactions normales N, N' des deux plans, ces trois
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forces sont dans un même plan; or ce plan est vertical, puisqu'il contient P ; contenant des normales à chacun des plans, il est normal à leur intersection, qui est par suite horizontale; enfin, les extrémités de la barre étant dans ce plan, elle y est tout entière. Soient donc {fig* 3} OA, OB
Fig. 3.
les droites suivant lesquelles ce plan coupe les deux plans donnés, AB la barre, x son angle avec l'horizon; les réactions normales N, N' s'exercent suivant AC, BC, et leur point de concours doit être sur la verticale du milieu de AB. On a
Mais
donc
d'où
CM _ sinCAM CM _ sinCBM AM "" sinMCA' BM "" sinBCM*
AM = BM, ACM = a, GAM z= - — a — x,
MCB = p, CBM=- — p-h^;
ces (a -+- x) cos(p — x)
sin a sin p
taDg;i;= -(cota — cotp).
On calculera les pressions N^ N' dont la résultante est
De S.-G. — Rec, 5
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égale et opposée à P :
N _ N^ _ P sinBGM ~ sinACM "" sinACB*
^^ P«np N'==-.
Psina
sin(a + P) sm(a-l-^)
On aurait pu aussi égaler à zéro la somme des projections des forces N, N', P sur une horizontale et une verticale et celle de leurs moments par rapport à un point de la barre ; j'emploie cette méthode dans l'exercice suivant.
48. Une barre pesante et homogène AB est articulée en K à une charnière qui lui permet de se mou\foir dans un plan ^vertical; à Vautre extrémité H agit une force Q
faisant a^ec la direction AB un angle donné a \ quel est le rapport entre Q et le poids P pour que la barre soit en équilibre et fasse avec l'horizon V angle : pression sur la charnière.
Soient X, Y les composantes horizontale et verticale de Faction exercée par la charnière, a a la longueur de la barre. Projetons sur une horizontale et sur une verticale les forces qui sollicitent AB :
X-I-Qcos(e-Ha) =ro, Y — P H-Qsin(0 -l-a) = o
Egalons à zéro les sommes des moments par rapport au
point A
2âQ sina — aP cosÔ = o.
Des trois équations obtenues résulte la solution du problème, et la discussion en est fort simple.
49. Condition d' équilibre d'une planche elliptique homogène maintenue dans un plan vertical et reposant sur deux chevfilles G, H situées à la même hauteur.
Il y a avantage à exprimer que les trois forces qui soUi-
citent le solide sont concourantes ^ les réactions des appuis s'exercent suivant les normales en G et H à Tellipse, le poids est vertical et agit au centre. Il faut donc que la droite qui va du centre au point de concours des normales en G, H soit perpendiculaire à GH. Prenons pour axes coordonnés les axes de Tellipse, de longueurs 2 a et 26, et soient x^^y^^ 3C^^y,i les coordonnées de G et H. Les normales en ces points ont pour équations
Faisons une combinaison ne renfermant plus de termes constants, nous aurons la droite qui va du centre au point de concours des normales
a^x{ jr, — ^2 )^| j, — b^y (j» — J2 ) .»^i J^a = o. La condition pour qu'elle soit perpendiculaire à GH est
(x, — .rj ) (r. — r^ ) ( «^riji -^ ^^^i ^2) = o.
Il peut y avoir trois sortes de positions d'équilibre ; si Ton fait Xi-^a:2= o, le petit axe est parallèle à GH; ce sera le grand axe si j^j — yi= o 5 enfin, en annulant le troisième facteur,
Zi -L' -
J?i Xi
on exprime que G et H sont aux extrémités de deux diamètres conjugués. La possibilité de chacune de ces solutions dépend de la longueur 2 e de GH : la première exige e<^ 6, la deuxième e<^a\ pour la troisième, il faut que 2e
soit compris entre a y/2 et i v2, distances minimum et maximum des extrémités de deux diamètres conjugués. Il peut y avoir quatre positions d'équilibre distinctes.
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50. Déterminer quatre forces P, Q, R, S agissant à chacun des sommets d'un tétraèdre perpendiculairement à la face opposée, de façon qu elles se fassent équilibre.
Soient a^b^c^ d les aires des faces du tétraèdre ABCD^ chacune est égale à la somme des projections des autres sur elle-même :
a — b cosCD — c cosDB — c/cosBG ^= o,
h — c cosDA — d cosAG — a cosCD = 'o,
^ c — é/cosAB — a cosBD — b cosDA = o,
d — a cosBC — b cosGA — c cosAB = o.
Projetons les forces P, Q, R, S sur chacune d'elles successivement, et observons que Tangle de deux d'entre elles est supplémentaire du dièdre formé par les plans auxquels elles sont perpendiculaires \ nous aurons quatre équations ne différant des précédentes que par le changement de a en P, i en Q, . . . ^ on en conclut
PQ R_S
Chaque force est proportionnelle à Taire de la face à laquelle elle est normale.
Pour que l'équilibre soit assuré, il faut encore prouver que la somme des moments des forces par rapport à trois droites formant trièdre est nulle. Considérons l'une des arêtes du trièdre A, AB par exemple. Les moments de P et de Q sont nuls 5 pour évaluer le moment de R que je représente par Xc, j'abaisse CH perpendiculaire sur le plan ABD, et dans ce plan HI perpendiculaire à AB ^ le moment de R
3V est XcxHI-, mais, V étant le volume du tétraèdre, c= -~ ;
le moment devient --^HI = 3XcotAB. On verra que le
CH
moment de S est le même en valeur absolue, mais de signe
contraire. La somme des moments des forces par rapport à AB, AC, AD sera nulle de la même manière.
Remarques. — Puisque quatre forces dirigées suivant les hauteurs d'un tétraèdre peuvent se faire équilibre, ces hauteurs sont sur un hyperboloïde.
Le déterminant des équations (i) égalé à zéro donne la relation entre les six dièdres d'un tétraèdre.
fquilibre de plusieurs corps.
51 . Une enveloppe sphérique homogène, de centre C et de poids P, est placée sur un plan incliné quelle touche en A, et renferme à son intérieur un petit corps M de poids Q, qui est attiré "vers un point O du plan incliné avec une intensité proportionnelle à la distance ; position d'équilibre du système.
Je dis d'abord que C et M sont dans le plan vertical qui contient la ligne de plus grande pente du point O; car supposons M lié invariablement à la surface sphérique : l'équilibre n'est pas troublé. Or le système est en équilibre sous l'action de trois forces, l'attraction de O qui s'exerce suivant OM, la résultante verticale de P et de Q, enfin la réaction normale du plan en A : ces trois forces sont donc dans un plan qui est vertical et contient les droites OM, AC normale au plan donné ^ OA est donc une ligne de pente de ce dernier plan.
Soient maintenant OA = x^ ACM = 0, N la réaction du point M sur la sphère-, les coordonnées du point M par rapport à OA et à une perpendiculaire en O sont
X — Rsind et R(i — cosô);
les composantes de l'attraction de O sont de la forme À(x — R sinô), XR(i — cosô) -, on a pour l'équilibre de M,
en désignant par a l'angle du plan donné avec l'horizon,
— > (.r — R sin 9 ) -f- Q sin a -f- N sin = o,
— >R(i — COS0) — Qcosa -h NcosO = o.
La sphère est sollicitée par trois forces, N, P et la réaction en A, qui se coupent en C; projetons sur OA
P sin a — N sin r= o.
Eliminons N entre cette équation et chacune des deux premières :
(P-f-Q) sina — X(ar — R)sin0 = o,
PsinacosO — Qsin9cosa — XR(i — cos9)sin0 = o.
La première donne x quand on connaît 6, et cet angle est déterminé par la dernière^ prenant pour inconnue
tang - = M, elle devient
Psinatt^-H 2 (XR -f- Qcosa)i/3-4- 2Qcosau — Psiaa = 0.
Cette équation et sa transformée en — u ont chacune une variation 5 il y a précisément une racine positive et une négative, et la substitution de i et de — i montre que la première racine est entre zéro et i , la seconde entre — I et — 00 ^ il y a deux positions d'équilibre : pour Tune fi est <C. 90*^5 pour l'autre, il est entre 180 et 270 degrés. Si P est beaucoup plus grand que Q, u se rapproche de i et de — I, fi de 90 ou de 270 degrés.
52. Une tige AB, de poids P, est mobile autour de son extrémité A, et soutenue à Vautre par un fil de masse négligeable et de longueur l\ ce fil passe sur deux trèspetites poulies C ef D, la première située ^verticalement au-dessus du point A, et se termine en H où il soutient l'extrémité d'une chaîne pesante, de longueur X, parfai-
lement flexible , et dont l ^ autre extrémité est attachée en un point fixe E sur la verticale de la poulie D. On donne la distance AG =^h du point A au centre de grai^ité de la barre AB et le poids q de l'unité de longueur de la chaîne EH, et l'on demande la position d' équilibre du système ( Agrég. , 1 87 1 . )
Soit I rextrémité inférieure de la chaîne^ la longueur HI que le fil a à porter s'obtient en évaluant de deux manières la longueur DI :
DI r= DH -f HI = DE -f- X — HI, HI = - (DE -h > — DH ),
et la tension du fil sera T=-^(DE + X — DH). Le fil
devant tenir la barre AB en équilibre, le moment de sa tension par rapport à A est égal au moment du poids de AB ;
T X AC sinACB = P^ sinCAB.
Mais, dans le triangle ABC,
sinCAB CB ^ ^ PACB
= -zr ; donc T ==
sin AGB AB ' AB X AC
D'ailleurs BC = / — DC — DH5 donc on a, en reprenant la première valeur de T,.
I^(DE-f-X-DH) = -^|^(/-DC-DH),
d'où
2P^(/-~CD) — gAB.AC(DE-4-a) "~ 2PA — ^AB.AC
La valeur de DH donnera la forme du système. Pour que le problème soit possible, il faut que DH soit positif et inférieur à DE 4- i, et aussi à / — CD — ( AC — AB), en prenant pour cette parenthèse sa valeur absolue. Un cas re-
marquable est celui où Ton a
i^h=i qÂB, AC, / — CD = DE-f-X;
DH est de la forme -> c'est-à-dire que le système sera en
équilibre pour toutes les inclinaisons de la droite AB. On trouve là le principe d'un système de ponts-levis, dits à contre-poids ^variable, du au général Poncelet.
53. Trois sphères égales, de poids P, de rayon a, sont attachées à un point fixe O par des fils de longueur l \ sur ces trois sphères, on en pose une autre de poids Q et de rayon h \ déterminer les conditions d' équilibre du système en supposant les centres des trois sphères soutenues dans un plan horizontal.
Soient A, A', A" les centres des sphères de rayon a, B le centre de la quatrième*, il peut arriver que les sphères A, A', A" se touchent, et que chacune soit en équilibre sous l'action de son poids, du fil qui la soutient, de la pression N exercée par les deux sphères de même espèce et la pression N| de la sphère B \ ou bien les sphères ne se touchent pas et les forces N n'existent plus.
Soient, dans le premier cas, ^ et (3 les angles de OA et de BA avec la verticale 5 les points A, A', A'' forment un
triangle équilatéral dont le rayon est --=:', on a
sma = — .^ smp =
Les pressions exercées par A' et M sur A se composent en
une force N sj'i , horizontale, passant au centre A et située dans le plan AOB-, pour l'équilibre de A, il faut annuler la
somme des projections des forces qui le sollicitent sur la perpendiculaire à OA dans le plan AOB :
Psinor — N, sin(p — a) — N^cosa = o.
L'équilibre de B s'obtient en projetant les forces qui le sollicitent sur une verticale : Q — 3 Ni cosj3 = o. Substituons Ni dans la précédente :
Psina-Sî^^P^-T-^'-Nv^Scosa^o.
3 ces p ^
Pour que l'équilibre soit possible dans les conditions supposées, il faut que N soit positif, ce qui donne
3Psinacosp — Q(sinpcosa — cospsina)>> o,
(3P -. Q) -^ ^ . - 3-(-,V.T' ><^ T^TIWl V " - ^^"^
OU
— 3[3(a -f- fc)=— 4a»]P»<o.
n faut que Ton ait l^a-h b'^ on aura en outre
(a-4- b) ^3^ia\
sinon la sphère B passerait entre les sphères A, A', A", et ne pouiTait être soutenue. La seule condition pour que l'inégalité (i) soit satisfaite est que Q soit inférieur à la valeur positive qui annule le premier membre.
Supposons que les sphères A ne se touchent pas, et soit 2X la distance de leurs surfaces, en sorte que les côtés du triangle AA'A'^ soient a (a -Ho:); les formules trouvées pour le premier cas se modifient d'une façon très-simple \
on trouvera
sma =3 — ^ — ^z—^ , sin S =: - '
. Q sin(p— a) tc w Q
Psina— -- ^^-- -'=0, NrrrO, N, ::rr ■ ^ .
3 cosp 3cosp
)v/3 On en lire
(a -\-xf=j(a-\- b)
3,. . u^. r-ja-^bY Q»
4^ "^ 4 P»-f-2PQ
On reconnaît que, P étant constant, a-^x diminue quand Q augmente ^ pour Q = o, on a
a-f-x= — (a-4-ô), dou p=:-*,
B est dans le plan KA!A!''^ Q pourra augmenter jusqu'à ce qu'on trouve x = o, et alors il a précisément la plus grande valeur qui satisfaisait à l'inégalité (1)^ quand Q est inférieur à cette limite, il y a deux positions d'équilibre \ audelà, il n'y en a plus.
54. Un segment de paraboloïde de ré\^olution dont l'axe est ^vertical et le sommet en bas repose sur deux plans également inclinés, qui le tiennent en équilibre; si on le suppose partagé en deux moitiés par le plan vertical qui contient l'intersection des deux plans fixes, quelle hauteur peut-on donner au segment sans que les deux parties se séparent? ( Waltow ) .
Soient O le sommet du paraboloïde, A le point où son axe coupe la base du segment, OA = A, C, C les points de
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contact avec les deux plans, i rinclinaison de chacun de ces plans ; je prends OA pour axe des z, le plan de séparation des demi-segraents pour plan desj^z, et une perpendiculaire en O pour axe des x. Le centre de gravité du volume OAC est situé dans le plan xz^ et Ton obtient son abscisse en décomposant le volume en tranches parallèles à ZOY ^ on trouve aisément
Jnyiph r / ^5 \ n
I % sl^ph — X* (h — ^—\ xdx •=: —=— slipk .
ith^p
Les coordonnées du point de contact C sont ^tangi, zéro, -/>tang'i^ la réaction normale du plan rencontre la verticale du centre de gravité en un point H dont le z est
z'^= - p tang'/ — (x, — p tang/) cot/
= - 0(2 -I- tang'/J ^- v2/?Acot/.
Les deux parties exercent Tune contre l'autre une pression qui est nécessairement horizontale, et dont le point d'application est entre O et A; la pression exercée sur Tun des solides doit faire équilibre à son poids et à la réaction du plan sur lequel il s'appuie; ces deux dernières forces ont une résultante qui passe en H, et qui, pour une valeur convenable de la réaction du plan, est horizontale; mais, pour qu'elle puisse détruire l'action du second solide, il faut que z' soit ^ o :
2Â ^ iStt,
— <-r— 2tang; -htang^z).
On a ainsi la hauteur maximum compatible avec l'équilibre.
55. Déterminer la forme d* équilibre d'un polygone plan ABCDEF dont chaque côté est sollicité par une force qui lui est perpendiculaire, appliquée en son milieu et proportionnelle à sa longueur.
Cette équation, résolue par Fuss (Mémoires de V Académie de Saint-Pétersbourg, '^^ 7)? peut être traitée simplement en partant de ce théorème que, si trois forces se font équilibre, elles sont concourantes et dans le même plan. Le côté AB est en équilibre sous l'action de la force X AB qui lui est normale, et des deux réactions R, R' exercées par les côtés voisins AF, BC 5 ces deux forces doivent concourir en un point I sur la perpendiculaire au milieu M
de AB: AIB est isoscèle, et R = R'= — .' ^^ > Or élevons
' 2 smIBA
en B une perpendiculaire à IB qui rencontre IM en O ; on
voit que R = iBO, BO = y' Pour une raison analogue, la
perpendiculaire au milieu de BC coupe BO en O', tel que XBO'= R^ donc BO = BO', et les droites menées par les sommets perpendiculairement aux réactions mutuelles des côtés qui y aboutissent concourent en un point O équîdistant des sommets. Le polygone ABCD. . . est inscrit dans un cercle, et les réactions des côtés les uns sur les autres sont égales et tangentes au cercle.
Si Ton imagine un vase dont les faces latérales soient des rectangles articulés suivant leurs droites d'intersection qui sont verticales, et dont le fond soit formé d'une membrane extensible; si l'on verse un liquide dans le vase, chaque face latérale éprouve une pression normale proportionnelle à son aire, et la section droite est un polygone inscriptible dans un cercle.
56. On donne dans un plan ^vertical un assemblage ABCDE formé de quatre barres égales, pesantes et homo-
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gènes, articulées entre elles en BCD \ les extrémités A e£ £ sont attachées par des charnières à deux points fixes d'une horizontale; on demande la forme d'équilibre, (Couplet, Des charpentes.)
J'applique la méthode de Varîgnon pour l'équilibre du polygone funiculaire : je mène par un point O [fig* 4) ^"^^ droite Ob parallèle au côté AB du comble et proportionnelle à la pression qui s'exerce sur chaque section droite de cette barre. Comme le poids P de chaque barre peut être
Fig. 4.
remplacé par deux poids yP appliqués à ses extrémités, le polygone ABCDE est dans les mêmes conditions que si des forces verticales P étaient appliquées à ses sommets mobiles \ si donc par le point b je mène une verticale bc proportionnelle à P, Oc représentera en grandeur et en direction la pression du côté BC •, de même, si crf = rfe = P, Orf, Oe seront parallèles à CD et DE. Cela posé, je dis que Oc et Oé/ font des angles égaux avec Thorizontale OH^ car, si Ton avait cOH^HOd, on aurait aussi iOH^HOe^ la projection de ABC sur une verticale serait plus grande que celle de CDE, et A et E ne seraient pas sur une même horizontale.
Alors &H=: 3cH-, si donc a et ^ sont les angles de AB
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et de BC avec l'horizon, on aura
tanga = 3 tang^.
Il suffit d'écrire que AE est égale à la projection du polygone sur l'horizon pour avoir une seconde équation entre a etp
l=zp[coscL •+- cosp).
Posons tangP = a:, et éliminons a :
y^-H Qx^ V^I H- x=' P
Quand x croît de zéro à oo , le premier membre décroît de 2 à zéro ^ il y a donc une et une seule solution quand l'écart AE est moindre que deux fois la longueur d'une barre.
57- Position d' équilibre de deux poids égaux assujettis à rester sur une parabole dont l'axe est vertical, et se repoussant ai^ec une intensité inversement proportionnelle à leur distance.
Soient A, B les deux points, a:, y^ oc\j' leurs coordonnées, a:*= 2/7J- Téquation de la parabole. En écrivant pour les deux points la condition X dx-^ Y rf^ = ô, on trouve deux équations de la forme
Remplaçons^" et r' par^^j ^— > et débarrassons les frac-
lions du facteur x — x' qui ne peut être nul 5 il vient
Retranchons la première de la seconde, et simplifions en> core la fraction :
On a d'abord la solution j:' = — x^ et, en substituant dans l'une des équations (i), on trouve
Si l'on cherche une autre solution, on divise par x -H or', et il reste
dans ce cas, ajoutons les équations (i) après avoir multiplié la première par x\ la seconde par x\ on en déduit
xx^ •=. — 2/>';
on connaît la somme et le produit de a: et de j:'. Cette seconde solution est réelle toutes les fois que jix' — agp > o-
Équilibre en tenant compte du frottement.
58. Une tige pesante OA, parfaitement mobile autour de l'extrémité O, s'appuie en A contre un plan ^vertical dépoli ; déterminer la position de la barre quand elle est sur le point de glisser.
Soient a la longueur de OA, Q son angle avec la perpendiculaire OP abaissée sur le plan fixe, ^ l'angle du plan
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AOP avec rhorîzon, N la pression normale, fN la force de frottement dirigée suivant la tangente en A au cercle que A peut décrire sur le plan fixe. Prenons pour axe des z la verticale de O, pour axes des x OP, pour axe des j" une perpendiculaire aux deux premières ^ les coordonnées de A sont a cosd, a sinO cos^', asinO sin^p*, les composantes de la force de frottement X = o, Y = — fH sintj/, Z =/*N cosvp. Nous n'avons qu'à égaler à zéro la somme des moments par rapport à OZ :
— a/N sini|/cosô -h «N sinOcos\|; = o, tang^j/ = ^tangO;
il y a toujours une solution indépendante de l'épaisseur de la barre.
59. Une tige homogène AB peut tourner dans un plan vertical autour de son milieu C, et porte à une de ses ex^ trémités B un poids Q \ une autre tige OE, mobile autour d'une de ses extrémités O, appuie sur l'extrémité K de la première tige; le point O est situé verticalement au-dessus de Ci à une distance CO = CA = a ; déterminer la posi-tion du système quand le point A est près de glisser sur OE, en remontant vers O ou dans le sens opposé.
Le poids P de OE peut être considéré comme appliqué en son centre de gravité à une distance A de O. Soient a l'angle COE = CAO , f le coefficient de frottement 5 quand le point A sera près de glisser vers E, la barre AB éprouvera en A une action N normale à OE, faisant avec
AB l'angle a, et une action fH faisant l'angle a en
dessus; prenons, par rapport à G, les moments des forces qui sollicitent AB :
Q sin2a — N cosa -+-/N sina = o.
Prenons par rapport à O les moments des forces qui agis-
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sent sur OE ;
2Na cosa — P^ sina =: o.
Éliminant N :
sina[4aQcos'a — PA(cosa — /*sina)] = o.
On a la solution évidente a = o et une autre qui dépend d'une équation du quatrième degré. Quand le glissement doit se faire vers AO, on change y en — f.
60. Une tige pesante et homogène AB s'appuie par son extrémité A sur une horizontale, et touche en un point variable M une courbe située dans le plan vertical qui contient la droite fixe; les coefficients de frottement sur cette droite et sur la courbe sont égaux. Déterminer la courbe de manière que, dans toutes ses positions^ AB soit sur le point de glisser.
Prenons pour axe des x un point O de Thorizontale fixe, qae nous choisirons plus tard, et désignons par aalalongueur de AB, par P son poids, a son inclinaison sur OX, N et N' les réactions normales en A et M, (f Tangle de frottement.* Projetons les forces sur une horizontale, une verticale, et prenons les moments par rapport à A :
/N = N'(sin« —/cosa), P = N -+- N'(cosa -+-/sina),
aPCQSOL=Z -; — ^
sma
y étant l'ordonnée de M. On tire de ces équations
Psin^cos^ „ Pcosçsin(a — y)
sina sina
sin2f
y = —, sin*« cosa.
Cest une équation diflerentielle de la courbe cherchée;
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mais, pour la construire, il est commode d'exprimer j: et^ en fonction de a, et de faire varier ce paramètre au lieu de l'éliminer. En posant na = nsinâf , on trouve
y=zn sin* a cosa, dy=iin[Z cos'a — i) sina doL^ dx = dy cota = /i (3 cos'a — i) cosa^a, ar = (2 — sin'a)/{ sina.
Nous plaçons ainsi l'origine à l'extrémité A de AB quand elle est horizontale. La courbe est symétrique par rapport aux deux axes, parce que, si Ton change a en — a, j^ ne change pas, et x se change en — a: 5 si Ton remplace a par TT — a, c'est X qui ne change pas. Il suffit donc de faire
varier a de zéro à -; quand a varie de zéro à arccos -=, xçXy augmentent tous deux en partant de zéro, pour atteindre, le premier la valeur î/i 1/ô> l'autre - n l/-î« En
ce point, il y a rebroussement, et quand cl varie depuis la valeur précédente (54**440 à 90 degrés, xeljr diminuent, le premier jusqu'à n, le second jusqu*à zéro.
En se reportant aux valeurs de N et de N' qui doivent être positives, on voit que la seule partie utile de la courbe est celle qui répond aux valeurs de a supérieures à f .
Quand (f varie, on obtient des courbes homothétiques : ' l'équation de l'une d'elles serait, en coordonnées polaires,
r« — (36cos»0 — 27 cos^ô — 8)/iVh- 16/1* sin*e = o.
61 . Quels dowent être les coefficients de frottement du fer sur le fer et sur le sol pour que quatre boulets sphériques, disposés en pile triangulaire, soient sur le point de glisser i
Soient P le poids commun des quatre sphères, O le centre d'une des trois sphères inférieures, O' oelui de la sphère supérieure; la droite 00' fait avec l'horizon un angle a
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dont le cosinus est -n*, soient encore A et B les points de
contact de la sphère O avec C et avec le sol, N , N' les réactions normales en ces points, ff les coefficients de frottement aux mêmes points. L'équilibre peut être rompu, soit parce que les sphères O glissent sur le sol aux points B, la sphère O' roulant en A, soit qu'il se fasse un glissement en A et un roulement en B5 il faut considérer le cas où l'un et l'autre de ces mouvements sont prêts à se produire; mais la direction des deux glissements de O' sur O ou de O sur le sol se trouve par raison de symétrie dans le plan vertical de 00'. Projetons sur l'horizontale de ce plan et sur une verticale les forces agissant sur O, et prenons les moments par rapport au centre :
N(cosa —/sina) =/'N', P -t- N{sina -f-/cosa}= N', d'ailleurs N' est évidemment égal à ^P; on en conclut
- , ., COSa I n: r- ^ r^
i-+-sma y'3-f-v/2 ^
62. M. Kurtis a signalé une formule qui permet de trouver aisément Téquation d'équilibre d'un solide sur lequel agissent une force extérieure et deux réactions \ il suffit d'écrire que ces trois forces sont concourantes, car on pourra disposer ensuite des grandeurs des réactions pour compléter les conditions d'équilibre. Or, si, dans un triangle ABC, on mène une droite AD qui coupe BC en D. on trouve sans peine
/N .HT.^ DCcotCAD — DBcotDAB DBcotC — DCcotB
I) cotADB = = •
BC BC
Soit une échelle BC, s'appuyant en B sur une horizon-
taie, en C contre un mur vertical : cherchons son inclinaison a, connaissant les angles de frottement f , <f' en B et C, et la position D du centre de gravité.
Les réactions concourent en un point A sur la verticale de D, et, en prenant la première expression (i), on a
BDcot© — DCtang©'
Soit une enveloppe mince en forme de zone à une base de centre O, touchant en H un plan horizontal dépoli; une barre AB dont le centre de gravité est G s'appuie en A sur l'intérieur de la calotte, et pose en C sur son bord; connaissant le centre de gravité P de l'enveloppe et le rapport X de sa masse à celle de la barre, calculer les inclinaisons & et ^ de OC et de AB.
Écrivant que le centre de gravité de tout le système est sur la verticale de H, et appliquant à AB la seconde expression (i), on a les équations d'équilibre
AG cos>|; — OA cos(0 4- 2>p) = )^0P cos( -t- POC), AGcos>|; cos(9 -h >}» -h y' — y)=: aOA cos($ -h -^'j cosy'cos(0 + 2 ^r — ç).
Position d'équilibre d une plaque triangulaire placée à Tintérieur d'un hémisphère.
Équilibre d'une barre s'appuyant d'un bout sur la surface interne d'un hëmisphère, de l'autre contre un plan vertical.
Équilibre d'une tige pesante s'appuyant d'un bdut contre un mur vertical, de l'autre soutenue par un fil qui est attaché en un point du même plan. Examiner le cas où ce plan est dépoli, et le mouvement près de naître dans un sens ou dans l'autre*
La ligne des gonds d'une porte fait l'angle a avec la verticale; (]uelle force normale faut-il appliquer à la porte pour que son plan
fasse l'angle p avec le plan vertical de la ligne des gonds? Le moment du poids par rapport à celte droite est Pa sina sin^.
Composer trois forces agissant respectivement suivant les côtés AB, BC, CA d'un triangle et ayant pour grandeur, la première -,
la deuxième y» la troisième -• o c
Composer des forces représentées par les côtés consécutifs d'un polygone.
Équilibre de deux sphères égales, polies, tangentes entre elles, et placées entre deux plans inclinés dont chacun touche une des sphères.
Un cylindre creux est posé sur un plan horizontal ; une tige s'appuie sur la surface interne et sur le bord du cylindre ; quel est le poids minimum de celui-ci qui soit compatible avec l'équilibre?
Une sphère est posée sur un plan horizontal et attachée par un fil à un point de ce plan ; en ce même point est articulée une tige pesante contenue dans le même plan vertical que le centre et appuyant sur la sphère, tension du fil.
Une tige horizontale BCD porte un poids à son extrémité D ; elle est articulée au point B d*un plan vertical, et en C à une tige oblique CA, dont le bout A est lui-même articulé au point A du plan considéré; charges des articulations et de la barre AC dans celte sorte de potence.
Une planche rectangulaire pesante est posée sur un cylindre droit horizontal dépoli; quel poids doit-on attacher à son bord pour qu'elle glisse?
Déterminer dans un plan vertical une courbe telle, qu'en la supposant polie, une tige pesante et homogène qui s'appuie d'un bout contre elle, et de l'autre sur une horizontale dépolie, soit dans toutes ses positions sur le point de glisser. C'est une ellipse
j'-f- (j? — j cot®)*z= a^;
mais il ne faut prendre que l'arc pour lequel l'angle de la tangente avec l'horizontale est < tt — ^.
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Positions limites d'équilibre d'un cylindre elliptique homogène reposant sur deux plans dépolis dont l'intersection est horizontale.
Déterminer la position la plus élevée qu'on puisse donner à une tige horizontale dans une sphère dépolie sans qu'elle glisse. Si a a est la longueur, le plan horizontal passant par la tige doit être au-
dessous du centre, à une distance ">• \/R' — a* .
cos^
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ÉQUILIBRE D*UN FIL FLEXIBLE
63. Considérons un fil parfaitement flexible et inextensible 5 chaque élément ds est sollicité par des forces exté-" rieures dont les composantes, suivant trois axes rectangulaires, sont Xe/5, Yds^ Ztfj; T désignant la tension en un point du fil, on a les équations d'équilibre
d^r dY d%
(i) €/T— -4-X^ = o, €/T-f--|-Y€/j=o, €/T--H-Z€/5=o. ^ ' ds ds ds
On pourrait en déduire j^ z, T en fonction de x^ ce qui résoudrait la question.
Si Ton ajoute les équations (i) après les avoir multipliées
dx dy dz -.dx ^
respectivement par —, — » -7- ou par a — »•••? ou enfin
CLo CXv €IS CL3C
par dyd^z — dzd^j^. • •^ on arrive à trois conclusions, qu'on peut aussi obtenir en projetant les forces qui sollicitent l'élément ds sur la tangente, la normale, la binormale :
i** dT=: — {^dx +Ydy -^ïdz)'^ lorsque le second membre est întégrable, on peut en déduire T en fonction d'une constante et des coordonnées d'un point quelconque du fil.
2** p étant le rayon de courbure, est égal à la composante normale des forces qui sollicitent l'élément ^55 cette relation peut servir à trouver le rayon de courbure de la courbe funiculaire.
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3^ La résultante de ILds^ Yds^ Zds est dans le plan osculateur à la courbe.
64. Forme d'équilibre d'un fil flexible, homogène, non pesant, dont les extrémités sont fixées, et dont les éléments sont repoussés d'une droite fixe AB par une force perpendiculaire à cette droite et proportionnelle à la distance du point à AB. L'hélice peut satisfaire aux con~ ditions de la courbe funiculaire . Cas oîi les extrémités du fil -sont dans un plan qui contient AB. Cas où elles sont en A^B^ et oit la longueur du fil dépasse peu la distance KR, (La partie principale de ce problème a été proposée pour l'agrégation, i84â-)
Prenons un système d'axes rectangulaires dont A soit l'origine, AB Taxe des x \ les équatipns d'équilibre ont la forme
dx dy dz
(I) ifT-7- = o, dT'i--^<^Wds = o, dT-^-htA^zds=:o. ^ ' ds ds ds
La première donne T^ = C. Il est aisé de reconnaître
que le système est satisfait si le fîl a la forme d'une hélice tracée sur un cylindre dont Taxe est AB et le rayon R. Soit a l'angle des tangentes avec AB-, on a
dx dy z sin ol dz y sin a
— -=cosa, -f- = — j -— = i^— - — .
ds ds K ds K
Substituons dans les équations générales, on aura
^ C ^rsin'a ^zsin'a
CCS a R'cosa R'oosa
Ce système est verine en taisant C = — 7—^ } ce qui
•^ sin' a ^
donne la tension en chaque point de l'hélice.
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J'écarte le cas de C = o, qui donne pour tous les points T== o, avec y = z = o ou bien dx = o. Quand C n'est
dx pas nul, T et — ne changent pas de signe*, on peut, en choisissant le sens de ds^ prendre leur produit positif et écrire
as 2
mais dT= — w' {ydy-i-zdz). Posons ^y=rcos6, s=rsin9, nous aurons
T =ri »'(«»— r»).
Ajoutons enfin la deuxième équation (I) multipliée par — ^ -et la troisième par — y
L'élimination de T donne les équations de la courbe funiculaire
ds
dx
On voit que x et 6 vont sans cesse en croissant d'une extrémité à l'autre du fil. Si ces deux bouts sont dans un plan passant par A6, 6 sera constant ou croîtra de 7.mz, Plaçons-nous dans le premier cas, seul admissible si un bout du fil est sur ÂB^ le fil est dans un plan passant par cette droite ; en le prenant pour plan des xj^ nous ferons r z=y^ et nous aurons
(n) c'$ = «'_.,», dx = ±: '''^^
dx • ^/^^2 yiy ^4
Si la seconde extrémité du fil est sur AB, il y a un point
OÙ — = i^ donc a*'^ c*. On voit qu'alors jr va en croissant de o à ^a* — c*; le radical est alors > o, puis il change
de signe •, jr décroît jusqu'à — ^* — c', et croît ensuite, etc. On peut mettre dx sous une forme plus simple, en posant
jrz=z^a^ — c'sin», dx=z ^
da^+ c^ i/ i ; ; sin"©
L'exprQssion de ds se forme à l'aide de (II)
ds
= do v^f'-h c* i / I sin*® — ttc.
On a ainsi des intégrales elliptiques de première et de deuxième espèce. Comme, au point B, 7^= o, y doit varier de o à 72ir, et la courbe présente n branches égales, tour à tour au-dessus et au-dessous de AB. En général n peut être choisi à volonté. Pour déterminer a et c, on exprime que, pour f = tzk, 5 = 2/ et ,r = 2A, ce qui donne aisément
TT
hz=
nc^ /* ^ d<f
V^ÔH^ I , / «'— c^ . , / 1/ I 1 -, sm»y
TT
mais ce sont deux équations transcendantes. La courbe est
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quarrable. Soit n= i:
Jo ^7 ~" Jq )/'2c'~^{a'''^c^ ) CCS» y
L'aire engendrée pour la révolution autour de AB est aussi quarrable.
Pour le cas où / surpasse peu A, je pose a' — c'= e', et j'ai
dxzrz -^
On remplace 2c'h- e* — j^* par ac', et il vient
zticdy , .r V 2
ds = dx \ / H ces* — ^~ = c?j: l 1 + -, ces* h • •
Les conditions données par le point B sont
On en déduit les constantes c et e, et l'équation de la courbe devient
4 ixTj T\ ' ^^-^
y= "^ S/h(l — h) sm — r- •
•^ /ITT ^ ^ ' 2/t
C'est une sinussoïde. La tension est
/ — h nnx ces'
_ I ds Ah^ f A-
Déterminer la forme d'équilibre d' un fil pesant
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OU la densité varie en fonction donnée de l'arc, ou déduire cette loi de variation connaissant la forme de V arc. Exercices sur la chaînette.
Ces questions peuvent se trailer à Taîde des équations générales (i); mais il peut y avoir avantage à introduire Tangle a de la tangente au fil avec l'horizon (Casey, Cambridge Messenger, III). De ce que le plan osculateur est toujours vertical, il s'ensuit que le fil est dans un plan vertical. La première équation (i) donne
T ces a = T.
pds étant le poids d'un élément, la composante normale de ce poids est égale à T multiplié par l'angle de contingence
TdoL =z pds cosa.
Combinant avec la première, où r est la tension au point le plus bas,
doL _ dXdLnaoL r
T — —=zpds, pz=ZT ^ —
ces' a ^ ^ fig p cos'a
Quand la chaîne est un cercle,
Rt
p rrr R, p z=:
R^cos'a'
la densité est réciproque au carré de la distance au diamètre horizontal.
Pour la cycloïde, convexe vers le bas,
pzr:4«COSa, P = •
aacos^x
Pour la parabole à axe vertical de demi-paramètre c,
c T ces a
ces* a c
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Pour l'hyperbole équîlatère 7* — j:* = a",
p= iî /?= 7- (cosaa) •
Soit donné p constant :
T ;;::7: =^pds cosa ^=zpdx^ pxzzzrJu tang ( 7 -♦- - )
CCS a
, , . T sinacfa t t ^ \Z 2/
p cos*a pcosoL p
2 tang
Si Ton pose - = a, on a
puis
I / i -i\ ct)sa=r— , tanga=:~le^ — e *"/,
cosa
Ces formules donnent immédiatement la solution de quelques exercices sur la chaînette, que j'emprunte au P. JuUien :
« Un fil homogène est attaché en deux points d'une horizontale dont la distance est 2a : quelle doit être la longueur du fil pour que la tension aux deux points d'attache soit égale au poids total? Qael est Tangle a de la tangente en ces points ayec la verticale?
> Un fil homogène, dont les deux extrémités pendent librement,
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est posé sur deux chevilles à la même hauteur, et dont la distance est 2«; "pour une longueur totale donnée du fil, déterminer la longueur qui est courbée en chaînette : les deux bouts libres sont égaux. En appelant 2/ la longueur du £1, le paramètre c de la chaî-
nette qu'il forme dépend de l'équation l=z ce^^ et l'arc courbe a
pour longueur c\e^ — e ^ ) ,
a Un fil homogène a une extrémité fixée en un point d'une tringle horizontale, l'autre est portée par un anneau enfilé sur la tringle et dont le poids est n fois celui de la demi-chaîne ; le coefficient de frottement sur la tringle est /*, et la longueur du fil / : quel est l'écart maximum de ses extrémités pour qu'il puisse y avoir équilibre? On trouve
66. Un fd flexible et inextensible^ pesant^ est fixé à ses extrémités; outre son poids, chaque élément supporte une charge proportionnelle à sa projection horizontale ; déterminer la loi suivant laquelle varie l'épaisseur du fil lorsque la tension en chaque point est proportionnelle à l'épaisseur; forme de la chaîne^ sa longueur, son poids. Ce serait le problème d'un pont suspendu, sauf l'allongement du câble, application numérique pour mettre en évidence la nature des constantes : il s'agit d'un câble en fer, dont le poids spécifique est 7,7 ] les deux points d'appui sont à 100 mètres l'un de l'autre sur une horizontale, lafièche de V arc est de lo mètres, le poids supporté par la chaîne est 3 00 kilogrammes par mètre de projection, enfin la tension doit être de 11 kilogrammes par ndlli^ mètre carré de section.
Les équations du problème sont de la forme suivante :
dT-^ = 0, dT-, pds-^qd}c=^o,
as as
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p étant le poids d'une longueur égale à Tunité avec l'épaisseur correspondant à Télément ds^ q la charge additionnelle pour une longueur dont la projection est l'unité. On doit avoir T = ap. En appelant c la valeur de p au point le plus bas, les équations précédentes donnent
dx dy ds*
as cLx cLx
OU
,dy
acd --
dx
•=idx.
dy^ dx^
Intégrant, en prenant pour axes la tangente et la normale au point le plus bas,
r = — a L ces — i / •
Il n'y a qu'une branche utile, symétrique par rapport à OY^ pour a: = o, ^ est nul^ elle croit jusqu'à l'infini pour
x = - a i/ ; au delà y est d'abord imaginaire. Pour
rectifier la courbe, on a
, 7 + c nx z^ — I
Je pose - = 71, tang — = :
* c ^ ^ a inz
flf(l +z')'<fz dz . («* — \)zdz
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Pour a: == o, on a
d'où la valeur compliquée de 5
on (z'4-2/2' — a/ï ^n^ — i )(i-H2/i'H-2/i y^/i' — i)
Le poids est moins compliqué, car il est égal à
= a slc{q^c) tang^ W
qx.
Dans l'application numérique, considérons une portion du câble de i millimètre carré de section; le poids de l'unité de longueur serait le poids de i centimètre cube de fer, 0^^,0077; la tension étant de 11 kilogrammes, a est égal à
= mètres. L'équation (I) doit être vérifiée
pour X = 5o™, j^ = 10"; c va être déterminé par l'équation
35o /3oo -h c L ces ^^^^^ i / = — 0,007.
Pour résoudre rigoureusement cette équation, il faudrait passer au logarithme décimal, chercher l'arc correspondant en fonction du rayon, et en déduire c; mais, comme l'arc est petit, en le désignant par a, on peut prendre
L cosa = u*, ce qui nous donne
Un mètre de fer ayant l'épaisseur de la chaîne au point
le plus bas pèse 28*^, 7 , il occupe un volume — — = 3^*', 7 ;
la section est donc 87 centimètres carrés.
On peut achever les calculs approchés, mais sans logarithmes. Calculons d'abord
Au point le plus haut, — est égal à y/i -*- (0,402)".= 1 ,078 \
la section de la chaîne sera de 40 centimètres carrés. Le poids de la chaîne sera
a \c(q -h c) tang — 4/ 100^
X 28,7 X 0,402 — Boooo =: 2964^'.
Dans aucun cas, - i/- • ne peut atteindre - 5 il faut
toujours avoir
x<^'- a i / <r - « ou :c <r 224o™.
^2 V q-hc^ 2 -- t
67. Forme d'équilibre d'un fil homogène et pesant, posé sur la surface d'un cône droit dont l'axe est vertical et le sommet en bas, (Vieille.)
En supposant le cône parfaitement poli, sa surface exerce sur chaque point du fil qui la touche une réaction normale
De S.-G. — Rec, 7
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dont les composantes sont
^,.Tds ^. yds ,, 2 tanfir'afl?.ç ,, ,
— N— , — N^, N -| , V=:^a:^-hj^+z'tang*a;
a est le demi-angle au sommet du cône. On a les équations
d'équilibre
a.T -r- = — xds.
as V
dz . N
d,T-r =pds — - ztSLns^xds.
ds V
On en déduit
dTz=.pdz, Tz=p(z--a).
Multiplions la première par — y, la seconde par j:, ajoutons et posons x = r cosô, j^ == r sinô, nous aurons, en tenant compte de la valeur de T,
,„ / dr dv\ , , dB
La Géométrie donne
zzizr cota, ds*z=:r^dQ^-\ : dr^;
sm'a
donc
(I) sinar/9=:
r^r^[rcolQL — ay — c*
Cette équation n'est pas généralement intégrable; mais, comme z doit être ^ a pour que T soit positif, r cota ^ a 5 la quantité sous le radical ne s'annule que pour une râleur Ti supérieure à atanga; si donc r est d'abord croissant, il croit indéfiniment; s'il décroit d'abord, il atteindra un minimum r^ pour augmenter ensuite à l'infini. On peut
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voir que la projection du fil, définie par l'équation (I), a des asymptotes passant par le centre 5 car, en supposant 6 = pour r = Ti, quand r devient infini 6 devient égal à
^^" ^ Jr >/^' (' CO^ * -la)»— T^ '
le dénominateur étant de l'ordre de /**, 0^ est fini. Quant à la distance du pôle à l'asymptote, c'est la limite de rsin(0i — 6) pour r infini; or
lim 7^ sin ( 0, — Q)-- lim — = lim
,. c'rsina
= hm ■ -- 1.^ = o.
^r^[r cota, — a)- — c*
On peut intégrer (I) quand a = o; le minimum de r est Ti = c ^/tanga; si pour cette valeur est nul, on aura
^ . I ^'tanffa , c'ianca
Ôsma=-arccos ^^—y /•'= — ; — -•
2 r* cos2(ôsma)
Il est aisé d'en conclure que le fil suit la transformée d'une
hyperbole équîlatère dont le demi-axe est - ? et
ysinacosa
dont le plan serait enroulé sur le cône, le centre de l'hyperbole étant au sommet du cône. Pour réaliser ce cas, supposons que les extrémités du fil soient attachées à des hauteurs égales, en des points pour lesquels r = r', 6 =:±: fl'; et soit 2 / la longueur ; on doit avoir
,j c'tanga cosa /"'' r^dr
'' ~cos2(fl'sina)' ~'^^ X .Jû^ V^'' «ot'a ^
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la première détermine c' et la seconde / à l'aide d'une intégrale elliptique.
On peut encore intégrer (I) quand le polynôme sous le radical admet un facteur double ; alors
^c^z=za^ tang a, r, = — a langa
et
a'tanga^r
cosa<fÔ =
/•(^r — a tanga) ^(2/* — atanga/ — aa^ tangua
dr
ir — a tanga r)
\l{ir — «tanga)' — 2a^ tangua
ou
T aJ^. ' ar-f-atan'îa
ô cosa =: — r aix cos arc ces =: 5
^2 arcota — a 2ry^2
quand r va de r^ à 00 , 9 croit de y (^ — i) séca.
Pour déterminer la pression exercée en chaque point sur le cône, ajoutons les équations d'équilibre multipliées respectivement par x^y^ — z tang*«,
di* dY /zz
(II) xd.T-^ ^yd,T-^ ztang^arf.T-- =NVc&— /?ztang»afl?,v.
Or l'équation du cône donne
dx dy ^ dz
d'où
tir dy ^ ^dz
xd- hrrf-^ ztang'a^-7-
ds ds ^ ds
= -(^'-4-£(y»— £&*Uag'a) = ( — — -rr — I ) ds.
ds^ " ' \cos'a ds^ J
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Tenant compte de ces relations, on tire de (II) NV=^ztang'a_(^,----^,)T
= 273 tangua —p[z — a) -—- - . , - *
Remplaçons dO par sa valeur générale en fonction de rfr,
z par rcota, et V par » nous trouvons
* ^ cosa
N z=p sm a '-\-, ^——ç- '
Pour r infini, N =p sîna ; pour savoir s'il est positif tout le long du fil, on cherche le §îgne du numérateur pour r=:ri'^ comme r\ (ri cota — a)"= c*, le numérateur a le signe de ri(ri — atanga) — (r^cota — a)" ou de a-|-ri(tanga — cota).
Or Tj =. - tanga [a -h y^a"-h4c' cota) \ pour que N puisse
être <[o, il faut
aa -4- tanga (tanga — cota)(« h- y^a-'-h 4 c' cota) < o,
ce
qui exige en tous cas a<Ciy
68. Forme d 'équilibre d'un fil dont chaque élément est . soumis à une pression norm/ite proportionnelle à sa distante à une droite fixe; ce serait la forme trajisuersale que tend à prendre vers son milieu une^ enveloppe cylindrique fi exib le dont les bords sont tenus par deux tringles horizontales, et dans laquelle on verserait un liquide pesant. (Resal.)
Traitons rapidement ce problème pour donner un exemple de discussion de courbe définie seulement par des relations entre les coordonnées et un paramètre variable. Je
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prends pour axe des x Thorizontale sur laquelle sont les extrémités du fil. Taxe des y étant dirigé vers le haut, et j'appelle a Tangle de la tangente avec Taxe des x. Le fil étant soumis à des forces normales, la tension est constante \ nous avons, en projetant sur la normale les forces qui sollicitent Télément ds et observant que la courbe est évidemment plane,
(i) T—=TdaLz=z — pyds.
Multiplions par sina, posons T = a'/7 et appelons (3 la valeur de a pour j^ = o,
(2) <3'sina<fa=: — ysinads = — ydjr, y=i — ay2(cosa--cosp),
d'où *
, asina^a , , acosa//a
dy z=z — % cLr. z=z ccAcLcLy z=z _- _ ^
\/2(cosa — cosfij y2(cosa — cosp)
_ adcf.
ds = -
^2(C0S« — COSpj
On ne pourrait avoir a: qu'à l'aide d'intégrales elliptiques^ mais on voit que, a croissant de zéro à |3, ^ va constamment
en augmentant : il en est de même de a: si (3 <^ - • Si
P]^-» X augmente d'abord pour diminuer ensuite 5 le
vase se rétrécit au sommet. J'appelle 2 c la distance des extrémités du fil, 2a sa longueur, et j'ai entre P et a les équations
cosp)
J^ V^2(cosa — cosp) ■ Jq y/2(cosa —
Posons, pour transformer ces intégrales, cosa = 1 — 2 sm* -» cosp = 1 — 2 sm' -> sm - = sm - smy.
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d'où
sin' — sin^® 2 ^
Jo V 2 I â / • »P • ï
/ 4/ I — sin'-sin*®
— j — ne contient que l'inconnue sîn - /3, et on la calcule
par approximation à l'aide de Tables des fonctions elliptiques complètes. Si Ton se donne /3, on trouve le rapport
— r— : soit p = - » on a
I sin' o
/ ^^ \/ ^ sin'ç 1= 1 ,35i, — j — =i,46'
On voit que, dans les conditions du problème, le minimum de c est zéro^ j3 est alors environ i3o degrés. Si /3 est plus
grand, quand a va de - à |3, a: devient négatif, et le fil pré-
sente un point double au-dessous de l'axe des x-^ si même on avait (3 = tt, la courbe s'étendrait à l'infini pour être asymptote à l'axe des x. Pour obtenir toute la courbe définie par l'équation (2), il faudrait faire revenir a de (3 à zéro; mais, en changeant le signe du radical, on a une branche symétrique de la partie utile par rapport au point qui est sur l'axe des Xj puis a va de zéro à — j3, j^ redevient nul, et la courbe forme une suite illimitée de branches superposables. Enfin remarquons que nous n'avons pas
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toutes les courbes contenues dans (i), car on eût pu disposer des constantes d'intégration de manière que la courbe ne coupe pas OX.
69. Un fil élastique, homogène à l'état naturel et pesanty est placé sur une cjcloïde dont la base est horizontale, et la convexité vers le haut; une extrémité est attachée au sommet, et l'autre^ qui est libre, atteint le point le plus bas; quelle est la longueur naturelle du fil, et la loi suii^ant laquelle uarie la tension P
Prenons pour axes la tangente et la normale intérieure au sommet^ la cycloïde est représentée par les équations
ar= «(tt -f- sintt), y= a(i — costt);
la longueur d'un élément est ds= 2a cas- udu^ et son poids de la forme
2a/? ces — ««« : ( i-f- — j 5
Q est la tension qui doublerait la longueur naturelle de l'élément. Projetons les forces qui le sollicitent sur la tangente, inclinée à Thorizon de -
dT -f- — — ap sinudu = o,
Intégrant, comme T = o pour m = tt,
(Q -4- TY= 2éï/?Q(i -H costt) -i- Q%
qui donne la loi de la tension ^ quant au poids du fil, c'est
cos- udu
J^^ :iapQcos\udu , — — . /
, = 2v/i/7Qarcsin 1/ ■
i/0^-4-4û/?OcosH" V '
l^ap
V^Q^-4-4fl/?Qcos4tt V 4^p -^ Q
On eu déduit la longueur naturelle en divisant par /?.
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Forme d'équilibre d'un fil homogène dont les extrémités sont fixes, et dont chaque élément est repoussé d'un point fixe avec une intensité inversement proportionnelle au carré de la distance.
Étant donnés trois axes rectangulaires dont l'un, OX, est horizontal, trouver la forme d'un fil pesant ayant une extrémité fixée en O, l'autre en un point quelconque : chaque élément est soumis à une force Vx parallèle à OX et sa masse est proportionnelle à sa projection sur OX. (Fuhemaitn.)
Trouver la force qui sollicite chaque élément d'un fil qui a la forme d'une demi-ellipse à axe vertical, et où la tension est proportionnelle à la projection de l'élément sur l'axe vertical.
io6
ATTRACTION DES SYSTÈMES
Calcul direct de rattraction.
70. Pour calculer l'attraotion d'une masse quelconque sur un point A, on n'a qu'à décomposer la masse attirante en éléments et à chercher la résultante de leurs actions par les règles de composition des forces concourantes. Soient j:, y, z les coordonnées rectangulaires de A; x^^y^^z^ celles d'un élément attractif dm à la distance u de A 5 y ( u) dm la grandeur de son attraction ^ on a, pour les projections de la force qui sollicite A,
f[u)dm, Y=:...,
les intégrations s'étendant à toutes les molécules attirantes.
Je rappelle un résultat très-simple à établir, mais utile dans beaucoup de problèmes : quand l'attraction varie en raison directe de la distance, deux corps quelconques agissent l'un sur l'autre exactement comme si leurs masses étaient concentrées en leurs centres de gravité respectifs.
71. attraction d'une couche sphérique homogène sur un point matériel.
Newton a démontré que, lorsque l'attraction est inversement proportionnelle au carré de la distance, une couche de densité constante, comprise entre deux sphères concen-
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triques, est sans action sur un point intérieur, et attire un point extérieur A, comme si sa masse était concentrée en son centre O. M. Thomson a donné de cette seconde propriété une démonstration très-simple.
Par raison de symétrie, Tattraction doit être dirigée suivant AO [fig- 5), et, si nous partageons la couche en élé-
Fig. 5.
ments, tels que dm au point M, l'attraction sera de la forme
A=rr J ( C^cosMAO.
AJVÏ
ïï=
Pour former nos éléments d'une façon avantageuse, considérons le point B, conjugué de OA, tel que OA xOB = R', et imaginons des cônes infiniment étroits dont le sommet est en B^ l'un d'eux, dirigé suivant BM, intercepte, dans une sphère de rayon i, la surface rfco, et par suite dans une sphère ayant aussi pour centre B, mais pour rayon BM, l'aire
BM rfw, mais cette sphère coupe la sphère donnée sous Tangle BMO, et, comme elle est orthogonale au cône considéré, celui-ci intercepte dans la sphère donnée un élément
BM rfcùsécBMO. Si donc e est la densité de la couche, il
vient
/>/. , — * , ^ cosMAO A^TJptecfwBM sëcBMO— izi=ï— 5
AM mais MOB, MOA sont semblables comme ayant l'angle O
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commun compris entre côtés proportionnels ; il en résulte
angle BMO = MAO, ^ = ^,
. ^^ OM , ^nR^iu mu.
OA OA OA
La réciproque de la première proposition s'établit aisément^ parmi les lois d'attraction qui ne dépendent que de la distance, la loi de la nature est la seule pour laquelle une couche sphérique homogène soit sans action sur un point intérieur tel que B. La distance des points de la couche au point B varie entre BC etBC. Soit àoncf(u)dm l'attraction d'une masse dm à la distance 1/5 on peut, dit M. Bertrand, choisir les dimensions BC, BC de telle manière que le produit u*f[u) varie dans le même sens que m, ou en sens contraire, pour les valeurs de u comprises entre BC et BC; admettons que les variations soient de même sens, et considérons simultanément l'action de M et celle de l'élément M' qui agît en sens opposé; d'après la valeur qu'on a trouvée pour l'élément M, la composante de son attraction suivant BC est
?J^/(BM)cosMBC;
celle de l'élément M' découpé par la seconde nappe du cône doi donne
^5]^/(PM')cosM'BC = -î5^V(BM')cosMBC.
cosBM'O*^ ^ ' cosBMO ^ ^ '
mais BM', faisant avec BC un angle obtus, est > BM, et, suivant ce qu'on a dû admettre,
B»rV(BM')>BMV(BM);
Faction dîrigée vers BC Temporte sur celle qui est dirigée vers BC, et, comme il en est de même pour tous les couples d'éléments dans lesquels se divise la couche, le point B se trouverait attiré vers le centre. Il faut donc, pour qu'il n'y ait pas d'action,
Pour l'action sur un point extérieur, la réciproque n'est pas exacte.
72. attraction d'une droite homogène CC sur un point A, l'attraction variant suivront la loi newtonienne. application.
Abaissons AP perpendiculaire sur CC, et décrivons de A comme centre, avec AP = a, pour rayon un arc de cercle qui rencontre AC et AC en H, H'. Un élément MM'
de ce attire A avec une force ^ : mais soient I, l' les
AM
points de rencontre de l'arc HH' avec AM et AM',
AM PP' AM
MM' =: -— — — — = r PP';
AP cosMAP ^'
l'attraction de MM' est égale à celle de l'arc élémentaire PP' supposé de même densité que la droite donnée. L'attraction totale est dirigée suivant la bissectrice de l'angle HAH'= 2 a et égale à
2/ — cos0c?ô= — ^sina.
Si la droite était de longueur infinie, son attraction serait dirigée suivant AP et égale à — ^
Cherchons la position d'équilibre d'un point M dans le
2 us a
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plan d'un triangle ABC dont les côtés sont homogènes et attirent suivant la loi de Newton. Soient 2 a, 2(3, 2 y les angles BMC, CMA, AMB^ ;?, ^, r les distances de M aux
côtés: l'attraction du côté BC est de la forme -sîna, et
fait avec l'attraction de CA l'angle a -h |3 5 écrivons que chaque force est proportionnelle au sinus de l'angle des deux autres :
sina sinp siny
7?sin(p-+-7) ^sm(7-4-a) rsin(a-f-6)'
comme a -h (3 H- y = tt, on aura
73. Une droite rigide a ses extrémités A, B engagées dans des colliers fixes qui empêchent tout moui^ement; un point C attire chacune des parties de la droite suii^ant la loi newtonienne; déterminer le point ou la barre tend à se rompre. (Université de Cambridge^ i854.)
Soient H le poînt demandé, CO = c la perpendiculaire de C sur AB 5 x l'abscisse d'un point de la droite à partir de O-, a, — t, h les abscisses de A, B, H*, P, Q les composantes normales des réactions qui s'exercent en A et B. La somme des moments de P, Q et des attractions par rapport au point H est nulle 5 mais, si l'on considère seulement les forces qui agissent sur la partie HA, ce sont elles qui tendent à rompre la droite en H, et cela avec une énergie proportionnelle à la somme de leurs moments. Cette somme est évidemment de la forme
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Si Ton suppose que H coïneide avec B ou si l'on fait A= — ft, S doit être nul, parce qu'il comprendra les moments de toutes les forces qui agissent sur A6 :
Tirons P, et nous aurons pour la valeur générale de S
pt r , r- c^-h ah a — h / ,- c* — «^ M
n faut avoir la valeur de h qui rend S maximum; on
égale à zéro -77 et Ton trouve, en réduisant, an
h ^a'-hc^—s/b'^-hc^ CA — CB
^c^-h h^ a-\'b AB
coscHo=^'°t;t-;i.
sml(A-f-B)
Le point H est entre les pieds de la médiane et de la bissectrice menées du sommet C dans le triangle ABC*, en effet leurs distances au point O sont respectivement
^^^ csin-î(A — B) csinfA — B) i,. ^,
..^ cet CHO = — 7— - ^ — . , . ' > ctang-(A — B), — --^ ... v^sinAsinB asmAsmB ^2' '
et la première expression est comprise entre les deux autres.
74. attraction d^un ellipsoïde homogène sur un point intérieur, V attraction étant im^ersement proportionnelle à la quatrième puissance de la distance.
Soient x^y^ z les coordonnées du point attiré A, et
Téquation de rellipsoïde. Posons
a?i=nar -4- ttcosO, j^", = / H- w sin cos ^I; , z = Zt -f- 2/ sînO sin^f ;
on peut écrire, pour les points à la surface de Tellipsoïde,
Ix cosô r sinô cos^[; z cosô sin^/X i La composante de l'attraction suivant OX est
TT
X=fA I r/^I; I rfO I — sinôcosO;
6 ne variant que de zéro à - > on doit, pour chaque valeur de
6 et de vj;, faire varier u depuis zéro jusqu'à la racine positive m' de l'équation (i), et Ton retranche le résultat obtenu en faisant varier u de zéro à la racine négative u" prise positivement. Pour éviter l'infini qui répondrait à a = o, on intégrera entre une valeur très-petite t et m' ou — u'' ; on retire ainsi de l'ellipsoïde une sphère, évidemment sans action, ayant A pour centre et e pour rayon, et cette sphère peut être tout entière dans l'ellipsoïde quand A est intérieur \ l'intégrale relative à u sera
on a la somme des racines de l'équation (i), et, en substituant, il vient
r r [xco^^ rsin9cos^^ \ . • « .* ,.
= 211. j I I — h' T5 --h. . ,\ smBœsBdQd^i
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Y et Z s'obtiennent par analogie. C'est Lejeune-Dirichlet qui a remarqué la possibilité d'exprimer en quantités finies l'attraction d'un ellipsoïde sur un point intérieur quand l'attraction est réciproque à une puissance a m de la distance, 772 ^ I . L'attraction sur un point de la surface est infinie, et, pour les points extérieurs, on la déduit du point intérieur à l'aide du théorème d'Ivory, généralisé par Poisson.
Calcul à Taide du potentiel.
75. On sait que les trois composantes de l'attraction exercée sur un point sont les dérivées d'une même intégrale, qu'on appelle fonction potentielle, tant que du moins le point ne fait pas partie de la masse attirante. Soient F(u) une fonction dont la dérivée f{u) exprime la loi d'attraction, et U = — fffF{u) dm 5 on démontre qu'on a
dx djr dz
Si, par le point attiré, on mène un arc infiniment petit ds^ dont les projections soient dx^ dj^ dz^ la composante de l'attraction suivant la direction ds sera
d\5 dx d\5 dx dVi dz dU
dx ds dy ds dz ds ds
le dernier quotient n'est pas une dérivée partielle, mais le rapport à ds de la différentielle de U répondant à ce déplacement du point x, j", z.
Les surfaces sur lesquelles U est constant sont dites sur- Jaces de nii^eau; l'attraction en un de leurs points leur est normale.
76. Calculer l'action d'un anneau sur un autre situé dans le plan et à l'intérieur du premier et passant par Db s.-g. — Rec, 8
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son centre ; l'attraction est en raison im^erse du cube de la distance. {WjLtuoTH,)
Soient O et A les deux centres, R et a les rayons, e, e' les densités, M un élément de l'anneau attiré, 6 Tangle MOA, en sorte que la masse de M soit nat'dO] je pose
OM = 2a cosO = r,
et je cherche la fonction potentielle de l'anneau attirant; ici Fftt) = ^: donc
H- r^ — 2Rrcosy R^ — H
L'attraction est dirigée suivant OM, et sa valeur -j- se
calcule sans difficulté, car U varie seulement avec r. Faisant la somme de toutes ces attractions multipliées respectivement par cosO, on a pour leur résultante, dirigée suivant OA,
^ Jq (R*— 4a^cos'ey
mais
R»-4a»cos»Ô 2Rv/R^-4a^
Il suffit de différentier cette équation par rapport à 4^', considéré comme un simple paramètre, pour avoir l'intégrale qui figure dans F :
Un point est en équilibre au centre d'un octaèdre
SUR LA MÉCANIQUE HATIOIINELLE. Ii5
régulier dont les six sommets, de masses égales, l'attirent proportionnellement à la puissance n de la distance; dé» terminer les valeurs de n pour lesquelles l' équilibre est stable. (Licence, i8640
J'ëcarte légèrement le point A de sa position d'équilibre, et je cherche si la force à laquelle il est soumis tend à le rapprocher du centre O. Soient x, j^, z les coordonnées très- petites du point A, a la distance de Torigine à un des
sommets^ ici F (m) = — ^— • w^+^et, si ronpose/i-|-i = ap,
a* — lay -+- r')''-^. . .-h («*-H 2«z -f- t
On développe chacun des ternies par la formule du binôme, en abrégeant les calculs par symétrie, et l'on trouve, en rapprochant les termes du même ordre de grandeur,
Les composantes de la force qui sollicite A se trouvent par une simple dérivation^ on a, par exemple,
Si 2 p 4- 1 > o ou 72^ — a, X est de signe contraire à x, de même Y à j^, Z à z, et le mobile est ramené vers l'origine^ si /ï<[ — 2, le mobile est tiré dans le sens opposé à l'origine, et l'équilibre est instable; pour 2/!? = — i,
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7Z = — 2, OU la loi newtonienne, le premier terme disparaît, et il faut avoir recours aux suivants :
cette expression pouvant être positive*, le point s'éloigne de plus en plus dans certains cas, équilibre instable.
I)u potentiel proprement dit
Quand l'attraction est réciproque au carré de la distance, la fonction U devient le potentiel proprement dit
dm
Une couche sphérique homogène étant sans action sur un point intérieur, son potentiel est constant à l'intérieur, et, en se plaçant au centre, on trouve que ce potentiel est 47rRec?R, R étant le rayon, c?R l'épaisseur,* e la densité. A l'extérieur, il dépend de la distance r au centre, et est
• Pour un point qui fait partie d'une sphère homogène de rayon a, le potentiel est
RrfR 1 =:2ïr«a' — ô^«'*'-
Quand le point attiré fait partie de la masse attirante, on
dY a toujours .— =X,... . La démonstration, très -simple
pour un corps homogène, est délicate quand la densité varie. Voici, un peu abrégée, celle qu'a donnée M. Bouquet : soient A (fig- 6) le point attiré. A' un point à une distance très-petite, a, de A sur une parallèle à OXj V, V les po-
tentiels relatifs à A, A'; on cherche Km • Imaginons
une très-petite sphère dont le centre est A : son attraction
sur A est négligeable ^ la partie de — . — qui se rapporte au
reste de la masse attirante est très-voisine de X, et il suffit
de prouver que la partie qui se rapporte au petit volume
considéré, — -S est négligeable. Définissons la position
d'un point quelconque par ses distances r, r' à A, A', et l'angle ^ que fait le plan mené par AA' et ce point avec un plan fixe. On peut décomposer un de ces plans azîmutaux eh parallélogrammes MM', dont les côtés répondent aux valeurs r, r + dr^ r\ r'-{-dr''^ Taire de cet élément est
drdr' rr'drdr' , ., i a a/ «i
-T- — : = ^7zr-5 et, quand il tourne autour de A A', il
smM axMP ' ^ '
donne un élément de volume - rr^drdr'ddi. Donc
il étant la densité maximum dans la sphère, et /* — r'<^ a. L'intégrale double est
' dr 1 dr"-^ 1 di j dr'—i,aR--a\
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Donc — î î <^ ^ttRci est négligeable quand R est très-
CL
petit.
n me semble possible de rendre satisfaisante la méthode qui conduit de ce résultat à Tégalité
Soient toujours x^ y^ z le point attiré, x^^y^^ z^ un point de la masse attirante, non homogène ; en faisant
JT, =:x-|- wcosô, 7i=r^ •+• asin9 cos^, z, = z-h wsin9sin4», on aura
' 1 / c sinO cos6^u</9^/i{/,
Y = ffft sin* ô cos^ dudBd^, . .,
A, V est toujours égal à — — [-■-- — h -j- ^ les intégrales précédentes dépendent de a:,j^, z^ à cause de 6 et de M| à la surface, lequel varie avec x, j^, z pour chaque valeur de«6 et ^, Les limites de et de ^ ne dépendant pas de Xjjr^ z, on peut diflerentier, sous le signe ffdOd^^
X[co89— 1 f û?tt + sm 9 cos'«|*— I «û?tt4-««-J-
Soient Co? Si la densité pour u = o et m = Ui ^ la parenthèse peut se développer :
I du'XcosB- — hsmOcos\|/-T — hsm9smJ<--| Jo \ dx ^ djr ^ dzj
/ du\ . du\ \
, ( cosO -T h 8in9 cosip !-•••);
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mais, si
g = F(a:,,jr„ 2,) = F(jr -j-a cosô, j +ifsin9cos>{>,. . ),
on a
di dY dg d¥ iLv dxi djr djr^'
d% dY . dY
-— = cosô — h sinô COS+ H • • • ;
du or, dyx
le coefficient de du^ sous le signe J^ est par conséquent égal
à — > et l'intégrale à «i — Cq- Pour former le coefficient de ej
dans la partie tout intégrée, écrivons l'équation de la surface
y (-=^11 JTii 2i) = ç(j:H- «iCosô, y -^Ux sinOcos-»!*. . .) =o. On a, par la règle des fonctions implicites,
dx cosôtp^ 4- sinô cos\pf>^ -h . . . dy cos9f ^ H- . . . '
il en résulte, en substituant, que le coefficient de e^ est — I , et il reste
79. Composer les attractions exercées par un anneau homogène A sur un anneau très ~ petit B ajyant même centre, et dont le plan fait ai^ec celui du grand l'angle a.
Il est facile de voir, par des raisons de symétrie, que les forces appliquées aux divers points du petit anneau se ré* duisent à un couple dont Taxe est l'intersection des deux plans. Prenons pour axe des x la partie de cette droite qui est dirigée vers le nœud ascendant, l'axe des j^ étant dans le plan du grand anneau. Soient a:, j^, z les coordonnées d'un élément dm de B, 7* le rayon de B, e la densité de A;
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son potentiel par rapport à dm est
fidm'R.ido
\/R^ — 2R(.rcos(p+^sinç)-l-r^
= 27rgfA</m I I H ^— ^- . . . J ,
iritedm it^iidni otTt^iidm
Si dm:=rî'd(!fx'i on trouve, pour Je moment du couple cherché,
L = 2(rz — zy)=: — 3-i: — -^
= tulM/w— -sinacosa.
Le plan de B est sollicité de manière à se rapprocher de celui de A.
80. Déterminer le potentiel d'une masse sphérique indéfinie, la densité étant e"^ à la distance r du centre,
V est fonction de r seul, en sorte que d\ dV dr .T dY d^Y /i .r^X d\ x^ d^Y
dx dr dx r dr d.x^ \r r^ j dr a*' dr
d^Y d^Y d'Y 2 dY d^Y
dx^ dy' dz^ r dr dr^
On multiplie par r', et le premier membre devient la dédY^ dr
dY
dY
rivée de r' — > qui doit être nul pour /- = o :
dr
Telle est la valeur de l'attraction dirigée vers le centre.
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Intégrons encore
V=4«(-c-'-He-'+?+c);
pour r = o, on a directement
on en conclut que c est nul, et Ton a le potentiel pour un point quelconque.
En supposant l'attraction newtonienne, calculer Tattraction de l'aire comprise entre la lemniscate r=.a y^cos 2 9 et le cercle de rayon
a sino, sur le point double de la lemniscate : p ( L cot - ^ — cos^ j *
Attraction d'une lame rectangulaire sur un point quelconque.
Déterminer la forme d'un solide de masse donnée, de manière qu'il exerce sur un point une attraction maximum. La composante de l'action d'une molécule dm de la surÊice estimée suivant une direction fixe doit être constante, quelle que soit la position de dm.
Relation entre les potentiels d'une couche sphérique sur un point extérieur et intérieur.
CINÉMATIQUE.
MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL
Vitesse et accélération.
Je me bornerai à quelques remarques sur la vitesse et
raccélératîon. Un mouvement qui ne peut être défini par
des formules analytiques connues peut être utilement re-
{H^senté par certaines courbes : prenons des abscisses
X = at^ des ordonnées j-=: cs^s étant le chemin parcouru
au temps t, a la longueur qui représente l'unité de temps,
cle rapport par lequel sont multipliés les espaces, on a la
courbe représentative des espaces; la vitesse est égale à
^'(r i> ^1^ . -11 ^'* a^ dW d*r
- -f-; 1 accélération tanfi[entielle -r- = -^: or -r4- est
c dx^ ° dt^ c da^ ' da^
l'inverse du paramètre de la parabole osculatrice à la courbe figurative et dont l'axe est parallèle à OY. Dans le procédé de M. Morin pour étudier la chute des corps, la courbe est elle-même une parabole, a = Ra>, c=:i,et l'accélération
est .
V accélération totale y est égale au carré de la vitesse
divisé par la demi-corde quelle-même intercepte dans le
cercle osculateur de la trajectoire.
On sait qu'elle est dirigée dans le plan osculateur et que
124 AECVEIL d'exercices
sa projection sur la normale principale est - ] soit i Tangle
P de y avec la normale, on a
— =zy COSl, 7= • C. Q. F. D.
p pcos/
Considérons la parabole décrite par un projectile dont la vitesse horizontale est a] la vitesse à un moment quelconque est — -.9 puisque son angle avec Thorizontale est
égal à celui de la normale et de l'accélération, toujours verticale : la corde interceptée dans le cercle osculateur en chaque point par la direction de la pesanteur, c'est-à-dire
par le diamètre correspondant, est donc : -: • Au sommet
*■ ^ gcos^i
cette corde est 2z; = — : donc elle est, en général, — ^ y
quatre fois la distance du foyer au point d'où elle part : le centre de courbuf e en un point d'une parabole se projette sur le diamètre correspondant à une distance double de la distance focale. (Màclauriit.)
Dans le mouvement d'un point libre, la force qui agit et l'accélération dépendent si simplement l'une de l'autre que la plupart des questions se rattachent aussi bien à la Dyna* mique qu'à la Cinématique. Je traiterai ici les problèmes où l'on étudie un mouvement connu a priori^ ^^ j® renverrai à la Dynamique la recherche du mouvement produit par une force donnée, ou, ce qui est la même chose, répondant à une accélération connue. Rappelons les formules qui donnent les composantes de la vitesse et de l'accélération en coordonnées polaires.
Soient, dans le plan, r le rayon vecteur, 9 son angle avec Taxe polaire^ les projections de la vitesse sur le rayon vecteur et sur une perpendiculaire sont — et r — ^ on les
appelle vitesses de glissement et de circulation : leur résultante est la vitesse. Les projections de Faccélération totale sont, sur le rayon vecteur,
Ir
sur la perpendiculaire,
i d [ dB\
Dans l'espace, appelons r le rayon vecteur, 6 son angle avec une droite fixe OZ, ^ l'angle du plan méridien mené par OZ et le point avec un plan méridien fixe, et projetons : I® sur le rayon vecteur 5 2** sur la normale extérieure au cône droit d'angle 65 3° sur la perpendiculaire élevée au plan méridien du côté où ^ augmente ; nous aurons, pour les projections de la vitesse,
dr dB . d^
pour les projections de l'accélération,
d'r dB^ . , d^'
'' dt\ dt* dt^
' r dt\ dt) dt^
' ^smO dt \ . dt )
Ces projections ont pour résultante soit la vitesse, soit l'accélération .
82. Etant donnés (fig^ 7) deux axes rectangulaires y un point M situé d'abord sur l'axe des x se meut de telle sorte que son ordonnée et l^ angle de son rayon vecteur
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sur OX croissent proportionnellement au temps, et que le mobile vienne sur OY à la distance a de l'origine; tr ouvrer la trajectoire, la vitesse en chaque point, l'accélération et le rayon de courbure.
L'équation de la trajectoire en coordonnées polaires
Fig.
IL
s'obtient immédiatement ^ l'angle décrit par le rayon vecteur étant - quand l'ordonnée est a, on a
-- = — î dou rz= — r-T*
C'est la quadratrice de Dinostrate : le rayon vecteur est d'àbord — > et il croit jusqu'à devenir infini pour 6 = ir^ il y
a une asymptote (j^=:2a), puis une branche allant de cette asymptote à l'asymptote j^ = 4^9 ^^ ainsi de suite.
Soit ft) la vitesse angulaire du rayon vecteur : la projection de la vitesse de M sur une perpendiculaire à ce rayon est cdOM^ sa projection sur OY est
dr 2fl dB ^_
di TT dt
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On n'a pas ainsi deux composantes de la vitesse^ mais si, en M, on ëlèye une perpendiculaire sur OM égale à oiOM , une parallèle à OY égale à coOB, et si, aux extrémités de ces droites, on leur mène des perpendiculaires, celles-ci se coupent en un point Y tel que MV = (^ ; la figure ainsi formée a ses lignes perpendiculaires et proportionnelles à celles du quadrilatère OMCB; il en résulte que la vitesse en M est perpendiculaire à OC, et égale à coOC, ce qui donne la tangente à la quadratrice.
L'accélération est parallèle à Taxe des j: 5 or x = — ôcotfi :
donc
7 = -TT= r— 1(0 cote — = r-TT. xl-
' dt^ ir sm»G^ ' sin*e \ w /
Comme MCH est le complément de d, on voit aisément que
MC=-r-^{ x), HC = -7-— x\^
smO \ ir / sm'Ô \ TT /
On a une représentation géométrique de l'accélération, et Ton en peut déduire le rayon de courbure de la quadratrice. La corde interceptée par la direction de l'accélération dans le cercle de courbure est, comme on l'a dit (81),
— = z=. CE,
HC
en faisant l'angle COE égal à CHO; d'ailleurs CO est parallèle à la normale en M; donc la perpendiculaire DE sur EC coupera CO en un point D tel, que CD sera égale au diamètre du cercle osculateur en M. En B, la valeur de 7
est ^ — 5 et 1 on trouve p = - Od.
ia8
La quadratrice n'est pas rectifiable, mais Faire de AOB peut se calculer au moyen d'intégrations par parties :
TT
83. Un point parcourt ai^ec une vitesse constante une lemniscate de Bernoulli; troui^er son accélération et en déduire le centre de courbure en chaque point de la courbe.
Etant donnés (fig* 8) deux foyers F, Fj dont la distance est 2 a, la lemniscate est le lieu des points M tels que
Fig. 8.
MF.MFi = a*. Prenons pour axe des x et des y FFi et la perpendiculaire en son milieu O ^ l'équation de la courbe sera
Je désignerai par des lettres accentuées les dérivées par rapport au temps. Comme on a p'* = o/* -i- j^'*, il vient
y y y' + xx'
On est conduit à calculer xx^ -^-yy' eljx' — xy*] si Ton
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difierentie Féquation (i), on en conclut
X _ y _ _yf !!±ZL
xx -^jrf __ jr .rf — xy ^
Je suppose le sens du mouvement tel que le radical doive être précédé du signe -f-, et je tire de ces formules
yx^ ^ X/ =1 — [x^ ^ f)\
Les premières équations en a:'', j^' donnent alors
On en conclut
Mais, si Ton remplace a:' et j^' par leurs valeurs (2), et si f on observe qu'en faisant MF = r, MFi = ri, on a
jr"=r ^ (a2_ a;a_ ya):^ r/a=^— 2f^'+ r' 4- 1»0-^1
3 /a — ar a-f-,r\
L'accélération totale peut se décomposer en deux autres 7 - > y - ? suivant MF et MFi \ faisons un parallélogramme Db S.-G. — Btc, Q
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sur MA = MF et MB = MFi ; la diagonale MC est dirigée
suivant la normale, puisque l'accélération est centripète.
3 v^ On a vu y = OM; le rayon de courbure est donc
= ôOE,
OM
en faisant Tangle EF^M = F^ MF.
84. Quand un mobile se meut dans un plan et que son accélération totale est constamment dirigée vers le centre de courbure de la déi^eloppée de la trajectoire, l'aire comprise entre un rayon de courbure fixe, une autre va^ riable et l'arc de la dés^eloppée correspondant croît proportionnellement au temps. (Nicolaïdès.)
Soient ds Tare infiniment petit parcouru par le mobile à partir d'une position M, p le rayon de courbure correspondant^ la différentielle de l'aire considérée est-pd^, et il s'agit de prouver qu'elle est égale à dt multiplié par une constante. Supposons -r- positif; il faut que le centre de
courbure de la développée soit, par rapport à la normale en M, du même côté que ds \ l'arc infiniment petit de la développée est égal à — dp\ son angle de contingence, égal
à celui de la courbe, est — ; son rayon de courbure est
ou
7c p if^de ds
dp dp ^-î , ,
p ^ ^ dt ^
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Si -r- <^ o , c'est dans le premîer membre de la formule (i) qu'on a le signe — \ mais la suite est identique.
85. Etudier le mouvement d'un point qui décrit une hélice sur un cylindre vertical dont la base est une ellipse horizontale : le point se déplace de telle sorte que l'aire décrite par la projection horizontale du rayon vecteur issu du centre croisse proportionnellement au temps.
Prenons pour axes des x et des y les axes de l'ellipse, pour axe des z Taxe du cylindre ^ on peut représenter Vx et Vy du mobile par
riicosç, y z=z b s\n
Taire élémentaire décrite par la projection du rayon vecteur - (xdy — ydx) étant proportionnelle à dt^ on doit avoir cp = co^, w étant constant. Alors
dx , a dy h
dt ^ b ^ dt ^ a
Soient M la position du mobile, m sa projection sur le plan xy^ p la distance du centre de Tellipse à la tangente en m\ la projection horizontale de la vitesse est
Comme la trajectoire doit couper les génératrices sous un angle constant i, on a
dz aboi ab u
-— =^ cet/ et V z=z
dt p p sin /
z ne peut s'exprimer en fonction du temps qu*à l'aide d'une intégrale elliptique, ce qui était évident a priori.
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Les projections de l'accélération sur les axes sont
Taccélération rencontre Taxe du cylindre, et sa projection horizontale est proportionnelle à la distance du mobile à l'axe. Soient a, P, z les angles de la tangente avec les axes, X, jtx, V ceux de la normale principale^ on a
d^x dv v^ . d^y dv ^ v^
__ = _ cosa + - cosi, _ = _cosp4--cosp,....
Or
b^ ^ à} dt a^h^^mi
On peut tirer des équations précédentes cos>
cos^ p'ysm'i cosv
"7""" IFbT-' "T"""'
d'où
à^b^ ^ px py
p = ——;—-> cosA = -1 coSfA = — —-) cosv = G.
En supposant i = -> la trajectoire devient l'ellipse de
base, dont on trouve ainsi le rayon de courbure 5 il a avec le rayon de courbure de l'hélice une relation analogue à celle qui lie le rayon d'un cercle au rayon de courbure d'une hélice qui se projette suivant ce cercle. La normale principale de l'hélice elliptique est parallèle à la normale correspondante de l'ellipse de base.
86. Démontrer qu'on peut régler la loi du mouvement d'un point sur une hyperbole de manière que l'accéléra^
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tion totale soit la résultante de deux accélérations dirigées suivant les rayons vecteurs et ins^ersement proportionnelles aux carrés de ces rayons; étudier le moui^ement.
Soit rhyperbole
en différentiant par rapport au temps, on a deux relations entre les composantes de la vitesse et de raccëlération suivant les axes :
. . xx' yy' ^ œ!^ y'* xx" yy"
Supposons que le mobile soit sur la branche de droite, et nommons e rexcentricité de Thyperbole, r, r^ les rayons vecteurs \ on a
r=iex — Uy 11= ex -\- a;
on doit avoir aussi, par hypothèse,
,, X — ae X -h ae
X Z=. [i. r- fX ; r- 5
[ex — aY [ex-\- af
n faut que ces équations soient compatibles avec Téquation (i) et avec ses conséquences [i)\ or, si, dans la seconde équation (2), on remplace y' et y par leurs valeurs (i) et (2), puis x" ely" par leurs valeurs (3), on trouve
x'^ x^x^ lix r X — ae x -^ ae ~\
fl» a^(x^ — a^) a* \^{ex — a)* (^•^'^ "+" ^)* J
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OU
Cette équation doit être compatible avec la première du groupe (3) : on s'en assure en diflerentiant la valeur de x" par rapport au temps, et, divisant les deux membres par naf^ on retombe sur l'équation (3).
La loi des positions du mobile sur la courbe sera donnée par l'équation (4)
On en conclut
* Au sommet, la vitesse est 2 i / —7 — - — r 9 en sorte qu'un
point animé de cette vitesse initiale et soumis à des forces produisant l'accélération donnée décrira l'hyperbole. La valeur de t s'obtient à l'aide d'une quadrature
)dx
Intégrant — par parties et réduisant, on trouve
= îy/îv'.(x»-«.).-..f-Jj]
dx
On a une intégrale elliptique de première espèce, mais elle disparait pour e = y/3 5 alors
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87. Étudier le mouvement d'un point qui décrit avec une 'vitesse cojistante une loxodrome, c'est-à-dire une courbe tracée sur une sphère et coupant tous les méridiens sous un angle constant A.
Cherchons l'équation de la trajectoire en coordonnées polaires. Soient a le rayon de la sphère, M, M' deux points infiniment voisins sur la loxodrome, P le point de rencontre du parallèle de M avec le méridien de M'^ MPM' peut être assimilé à un triangle rectiligne rectangle j or M'P = a dd^ MP = asinÔrf^, MM'=: ds^ angle MM'P == X; on a donc
MP sïnBM d9 , ,.
tangA = —7 -r = r — i , ___ z=r cet Arf^I;.
^ M'P dB sind ^
Intégrant et désignant par a la valeur de 9 pour ^ == o, on a pour la loxodrome
tang - ô =: tang - a^'î'*^*»*^.
La courbe forme sur la sphère une infinité de spires qui s'approchent indéfiniment du pôle et du point diamétralement opposé. Comme dscosl = adO, d'après le triangle MM'P, on voit que la courbe est rectifiable, et sa longueur
d'un point asymptote à l'autre est finie et égale à — r-»
La vitesse (^ est constante et a une direction connue^ elle donne
dQ PCOsX . ^d'h PsinX
-7- = 5 smO--!- —
dt a dt a
Si Ton se reporte aux valeurs des composantes de T accélération rappelées au commencement de ce Chapitre, on trouve qu'elles sont ici
7y=i » 7„ = cotôsin'X, 7;„:= - cotÔ sinX cosX,
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7 = - V I + cot*0 sin*X.
L'accélération devient infîtiie quand le mobile s'approche d'un de ses points asymptotiques. Dans toutes les positions elle est centripète \ soient donc O le centre de la sphère, C le centre de courbure, P le pôle, A le point où OC coupe la sphère, et y la mesure de l'arc MA. Le théorème de Meunier prouve que OCM est droit. Or
^„^ . — 7r I tangO
cosOMC 1= smep r= — = 1 tang© = . \ •
7 \/i ■+-c^t"Osin'X siïi^
L'angle AMP = X ; donc le triangle AMP est rectangle
en P, et l'on a la règle suivante pour construire le rayon de courbure en un point M de la loxodrome :
On mène le méridien PA perpendiculaire au méridien du point M, et on le prolonge jusqu'à sa rencontre en A avec l'arc MA normal à la courbe : le centre de courbure est au pied de la perpendiculaire abaissée de M sur OA.
Accélération centrale.
88. Quand un mobile parcourt une trajectoire plane, il peut arriver que l'aire décrite par les rayons vecteurs issus d'un point O du plan croisse proportionnellement au temps; c'est un cas particulier très-important; l'accélération totale est toujours dirigée vers le point O, et la réciproque est vraie. En voici une démonstration géométrique assez précise : il est clair que la vitesse aréolaîre est - pp, p étant la
distance du pôle à la tangente à la trajectoire :
Soient ^fig- 9) deux tangentes infiniment voisines CP, CQ, sur lesquelles je prends CA, CB égales aux vitesses
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correspondantes*, abaissons les perpendiculaires OP, OQ,
on a
CAxOP = CBxOQ;
les triangles CBA, OPQ sont semblables :
angle CBA = OPQ = OCQ,
les points O, Q, P, G étant sur un cercle^ AB est parallèle
à CO. Or à la limite AB prend la direction de Taccélération totale, GO celle du rayon vecteur du point où }a tangente est CP.
Pour la réciproque, on suppose que AB fasse un angle infiniment petit avec GO; ABC, QPO seront semblables, parce que leurs angles sont infiniment près d'être égaux, et Ton aura, en négligeant des infiniment petits du second
ordre,
CA X OP = CB X OQ
Soit - c' Taire décrite dans l'unité de temps 5 en prenant des coordonnées polaires, on aura
d'où
dQ __ c" ^_ dr^ d^^
di"'?' ^'~'dF*'^^dP
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Eu prenant 6 pour variable indépendante, remplaçant dans yr dt par — — » et comptant comme positive raccélératîon dirigée vers le pôle, on a
dr
Cette dernière expression se retrouvera comme cas particulier du théorème des forces vives. Soit (x l'angle de la tangente avec le rayon vecteur, l'accélération centripète est
— =7 sma; P
or c* = ;?i^ = i^r sin/jt -, donc
p sinp /7^p sin fi /^p sin'fA
Cette expression a été donnée par Newton \ en la rapprochant de la précédente, on a l'expression générale du rayon de courbure
On voit que dans une conique p sin^p = — •
89. Un mobile parcourt une ellipse de manière que l'aire décrite par le rayon vecteur issu d'un point O croisse proportionnellement au temps ; exprimer l'accélération du mobile.
Considérons le cercle dont la projection est l'ellipse donnée; o est la projection d'un point O du cercle, la posi-
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tion m du mobile est la projection d'un point M du cercle. Soient M' le second point de rencontre du cercle avec OM,
DD' le diamètre parallèle à OM, i C* l'aire décrite par OIM
dans l'unité de temps, F l'accélération de M; on trouve, a et 6 étant les demi-axes de l'ellipse,
C^ %Oa^ C^ DD'
Soient i l'angle de MM' avec sa projection mm\ dd'lai projection de Diy, -c' la vitesse aréolaire de m; on a
dd' om mm! C^ a
y = Tcosi, _ = _ = _ = cos., - = -,
d'où
__ c* dd'
om mm'
Cette expression, donnée par M. Withworth [Cambridge and Dublin Messenger, 187 1), se simplifie dans des cas particuliers. Prenons o au centre, dd'=mni!r=i^om^
om»
Prenons o au foyer; soit 6 l'angle de mm' avec l'axe focal, on a
mm =■ —, ;; r-TT ^ dd := ;; — 9 7 =: "yt r^Tj '
a(i — ^'cos'ô) I— .<?2cos'9 ' b^ ^^^
Enfin, quand o est sur l'ellipse,
c* dd^
om
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90. Un point décrit la podaire, lieu des projections du centre d'une ellipse sur ses tangentes, de manière que la vitesse aréolaire par rapport au centre soit constante,
-c*; exprimer pour chaque position la vitesse et l'accé-
Ja
lération du mobile : rayon de courbure.
En prenant pour axe le grand axe de l'ellipse, l'équation de la podaire sera
/-^zrrû^cos^ô -f- ^'sin^ô.
L'expression du carré de la vitesse dans cette espèce de mouvement donne
a*cos'ô-f- i>*sin'ô (fl'cos>ô-f-^>*sin»ôy»'
en ajoutant au numérateur a* J* sin*6 -f- a*b* cos*6 — a'ft*, il vient
^_ ^ (û'4-«'')(a^cos'ô-l-^*sin^ô)— û'^2__ /a'H-fe^ ___ à" b' \ ^^ "" ^ (fl^cos^e-f-^^sin-e)» ~" \~~H • 7^) '
La formule qui donne le plus vite l'accélération est
Gomme il est évident que, croissant de zéro à -9 r*= a* — (a* — i') sin*6 décroit de a* à ft*, pour croître ensuite, y varie de (2a' — i') ~ à (2J* — ^*)lî*' ®^^^ ®*^
d'abord positive, et la courbe concave vers le pôle; mais, si a*^2ft', y devient négative et la courbe tourne sa convexité vers le pôle : il y a une inflexion, et la podaire a une partie rentrante. Pour calculer le rayon de courbure, nous
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prendrons
1 dB c' f» [(a*-t-è»)r»— fl'ôn'
sinu= — r-— 1= — ) p= — : — = -2 — j— r'-T—;, :ï-.»,t*
'^ i^ de vr '^ YSUifA r[2(a»-hfc')/^— 3a««>»]
91. 2772 point se meut de manière que sa vitesse soit proportionnelle à la puissance n — i du rayon vecteur, et que la vitesse aréolaire de ce rayon soit constante : déterminer la trajectoire et l'accélération.
On a, par hj^othèse,
Taccélération est
' n dr ^ '
L'équation diûerentielle de la trajectoire est fournie par la valeur de i^*
dO = — nr= 5 ndB = =z d - .
Intégrant,
^ ' \r" 5icos/i(0--a)
Ces courbes dérivent de la droite par une transformation spéciale. M. Roberts a remarqué que, si Ton change a en P, les courbes se coupent sous P angle (3 — a 5 si Ton suppose n=a, -> » — i,ona une hyperbole équilatère,
une parabole, une cardioïde, un cercle passant au pôle -,
Vaccélération est proportionnelle respectivement aux puîs-
sances i , — 2, — 4? — 5 du rayon vecteur. Pour /i = ->
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y est constant, et la trajectoire est une courbe du sixième ordre, avec trois asymptotes se coupant au pôle sous des angles de 120 degrés.
Le cas de w = o, la vitesse étant réciproque à r, donne une intégrale différente \ on a
c^dr 9
£fô= — . r^=zr.e v^i«-c*.
rslV — c'
La trajectoire est une spirale logarithmique, et Taccélération réciproque au cube de la distance au pôle.
La position du mobile sur sa trajectoire est donnée dans tous les cas par la formule
j^d^ =z c'dt, qu'on intègre en remplaçant r par sa valeur en 6.
Un point A parcourt uniformément une droite ; un autre mobile M se meut de manière que la tangente à sa trajectoire rencontre toujours le point A et que MA soit de longueur constante. Trouver la trajectoire du point M, sa vitesse, son accélération, le rayon de courbure de la trajectoire. La trajectoire se nomme trac» trice; en appelant a la longueur AM, c la vitesse de A, et prenant la droite que suit ce mobile pour axe des x^ on trouve
c I c^jr a ,
a a} ^ jr ^
la développée de la tractrice est une chaînette.
Trajectoire d'un mobile qui se meut uniformément, de manière que la tangente rencontre toujours un autre point qui parcourt une droite avec une vitesse constante, accélération, rayon de courbure. La courbe décrite est appelée courbe du chien ^ l'animal étant supposé se diriger vers son maître ; l'équation est algébrique, sauf le cas où les deux vitesses sont égales, n étant le rapport de la
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Vitesse du chien à celle du maître, a l'angle de sa direction avec la droite suivie par le maître, x sa distance à cette droite, on a
p = /ijrcoséc*a.
Un mobile parcourt uniformément un cercle pendant que le plan de ce cercle tourne autour d'un de ses diamètres avec une vitesse angulaire égale à celle du point sur le cercle ; étudier le mouvement résultant dans l'espace.
Déterminer la loi du mouvement rectiligne d'un point, sachant qu'on a
ç =^ ate
a étant une constante; accélération.
Un point parcourt une hyperbole de manière que la vitesse aréolaire par rapport à un des foyers soit constante. Déterminer l'accélération et la loi de mouvement. Prouver que si^ par un point fixe, on mène des droites égales et parallèles aux vitesses, le lieu de leurs extrémités est un cercle.
Si l'on pose
on aura, en supposant f = o pour tt = i, et appelant e F excentricité,
— \u I — Ltt=: >
équation analogue à celle de Kepler.
Mouvement d'un point sur le limaçon de Pascal, en supposant que le rayon vecteur issu du point double tourne imiformément : tangente, rayon de courbure.
Accélération des divers ordres.
92. Si par ua point fixe on mène des droites égales et parallèles à raccélération d'un mobile aux époques t et t-f- ûf, OA et OA', raccélération du second ordre ou sur-
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accélération est représentée en grandeur par la limite de
» et en direction par la direction limite de A A'. On passe
de la même manière aux accélérations des ordres suivants. U est aisé de démontrer que la projection de Taccélération d'un ordre quelconque sur un axe ou sur un plan est égale à l'accélération de même ordre dans le mouvement de la projection du mobile 5 d'autre part, il est visible que les accélérations successives dans un mouvement rectiligne sont égales aux dérivées successives de l'espace par rapport au temps. Si donc on rapporte un mobile à trois axes coordonnés, l'accélération du n^^"^ ordre a pour composantes
dt"-^^ df^^ df^^
On en conclut par exemple que, dans le mouvement elliptique représenté par les équations
X =z a costùt, ^ = è sinw^, ■
les accélérations d'ordre impair sont dirigées suivant le rayon vecteur et proportionnelles à ce rayon ^ celles d'ordre pair seront parallèles et proportionnelles au diamètre conjugué^ il est facile de compléter l'énoncé.
Soit à calculer les projections de l'accélération d'ordre /i, y^^ sur la tangente à la trajectoire, sur sa normale principale et sur l'axe du plan osculateur ou binormale (de Saimt- Venakt). On y arrive à l'aide des formules de M. Serret^ mais on peut employer une méthode géométrique régulière que j'exposerai, parce que son point de départ peut être utilisé dans d'autres questions sur les lignes à double courbure.
Menons en un point O d'une courbe la tangente OT, la normale principale ON et la binormale OB : prenons un arc infiniment petit OM = ds dans le sens de OT, et suppo-
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sons que M soit par rapport au plan osculateur en O du côté opposé à OB.
Considérons la tangente, la normale principale et la binormale en M, et clierchons, à moins d^nfiniment petits du second ordre, les cosinus des angles que ces droites font avec OT, ON, OB5 pour cela je leur mène en O les parallèles OT^ ON', OB'i si Ton prend 0B= BBS BB' sera dans le sens de la normale principale. En négligeant 10^ infiniment petits du second ordre, on peut' regarder OT' comme situé dans le plan TON, et il est facile de déduire de la figure le tableau des neuf cosinus :
OB
p désigne le rayon de courbure, /• le rayon de torsion.
Soient donc à Tépoque t Taccélération d'ordre /x, y^,, et ses projections sur la tangente, la normale et la binormale que nous désignerons par y^^^ y^„, y^y^ à Tépoque t-i-dt^ cette tangente et ces normales ont changé de direction, comme l'indique le tableau, et les projections de Taccélération sur ces nouvelles droites sont y^t 4- dy^^^ 5 • • • 5 ^^ ^^ conclut les projections de cette accélération sur les premiers axes, et, en divisant par dt les accroissements çubis par ces projections dans le temps dt^ on a
dy^j 1 ds
^^•'"- ~ 5F ^«^-'"^ ~dr "^ 7 di'^^'''
l^ds ^ dy^^„ ^ 1 ds
I ds dy^^t
De S.-G. — iîetf. lO
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Quand on doit prendre des dérivées de p ou de r par
, dû dp ds
rapport au temps, on prend -y- = -'--—,.•• ^ puis on remplace -j- par (/, et ]'on a les composantes de y^ en fonction
, dv d^v dû
On a, pour l'accélération ordinaire,
dv v^
ou en tire, à Taide de nos formules générales, *
-^'^'^-dT^-f''^
3 dv p' dû
7».ii= ~^ir* — ; :7"'
p dt p* ds
rf'p ^ if^ dv i^ dû
'''' d^^ p^ dt p^ ds
La valeur de 72,1» peut être transformée et donner lieu à quelques remarques. L'enveloppe des plans normaux à la trajectoire est une développable appelée surface polaire, dont les génératrices sont les axes des cercles de coiu'bure de la trajectoire. Considérons le plan P osculateur en O, le centre de courbure C^ le centre de courbure au point M infiniment voisin de O se projette sur P en C'5 CC est un élément de ligne de courbure de la surface polaire, sa longueur est dp\ l'angle des deux plans tangents à la polaire en C et
ds G' est égal à l'angle de contingence de OM, soit — *, donc
P ^-^ est le rayon de courbure R de la surface polaire en C,
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et l'on peut écrire
3 du ^ iP
dans le cas d'une trajectoire plane, R est le rayon de courbure de la développée.
Dans le mouvement elliptique que nous avons considéré, l'accélération du second ordre est tout entière tangentielle 5 fi^n est nul, et Téquation précédente donne le rayon de courbure de la développée
'^' R=3p-:-=3ptaDg«,
a étant Tangle du rayon vecteur de Tellipse avec la normale, puisque -7- et - sont les composantes de Taccélération yi. Aux sommets, R = o.
93. En désignant par c, c' les cordes interceptées par l'accélération du premier ordre dans le cercle et dans la parabole osculatrice à la trajectoire, la composante norrnale de y„ ou suraccélération normale, est
y2,n=^ — ,=-' (Resal, Cinématique.)
p\cc'
Soient (Jig. 10) OT, ON la tangente et la normale à la
Fig. 10.
trajectoire, OFXr un arc de la parabole osculatrice dont OA
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est un diamètre, OG la droite suivant laquelle est dirigée raccélération y, a Tangle AON, y Tangle GON, GP parallèle à OT. Puisque raccélération fait l'angle op avec la normale, on a
dv v^
-=-tang,, d'où
La relation (A) précédemment trouvée pour Tellipse s'applique à la parabole, et l'angle a a conservé sa signification; il en résulte
o v^ , 3p* sinf© — a)
tanfi[ep — tangai
'' p»^ ^^ ^ ^ p» cosycosa
Le triangle GOP donne OP GP c' Gp' OP.c'
cos<j) sin(<j) — a) cosa sin*(ç — a) cos^cosa Or — — - = p' =: — -- = p cosa, »' et p désifi;nant le para-
2OP ^ COS'a * r r 13 r
mètre relatif au diamètfe OA et le paramètre principal de la parabole. On a donc
ppcosa c' sin(ç — a) / 2p
sin'(ç — a) cosfcosa coSYCosa y c' ces y
3p* / 2p 61^" I Gp*
''""^ p2 V c'aosip"" p ^ac'pcosy '^ p^cP
94. Déterminer dans le moiwement plan les projections de la suraccélération sur le rayon vecteur et sur sa
perpendiculair e .
Il suffit d'exprimer -^y et -^ en fonction de /• et de fl,
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et de les projeter sur le rayon vecteur et sa perpendiculaire; on trouve
'^''"'^ dF "' di df' ~' ^didF^
^d^rdB ^drd^B dO^ d*B
^''^ dV dt dt dt' dt^ dû
Composition des yitesses.
95. Étant donné un système de points de repère S et un point M, dont la position par rapport à S varie avec le temps, on dit que M a un mouvement relatif, si le système S est lui-même mobile par rapport à un second système Si^ on peut déduire des deux mouvements précédents quel est le mouvement de M par rapport à Si : ce sera composer les deux mouvements. On appelle vitesse d'entraînement du point M la vitesse par rapport à Si d'un point qui coïnciderait avec M à l'instant considéré, mais qui resterait en repos relatif par rapport au système S. Supposons Si fixe ', le mouvement résultant que nous étudions sera un mouvement absolu ; on a ce théorème fondamental : la vitesse absolue est la résultante géométrique de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement \ la vitesse relative s'évalue en négligeant le mouvement de rotation de S, qui ne devient sensible que si l'on considère les accélérations. On généralise aisément pour le cas de plusieurs mouvements composants.
96. La méthode de Roberval pour le tracé des tangentes aux courbes consiste à les regarder comme les trajectoires d'un mobile et à déterminer la direction de sa vitesse ; on y parvient souvent en considérant le mouvement comme résultant de deux ou plusieurs autres.
Soit proposé de mener la tangente à la strophoïde ; étant
donnés (fig* ii) im point O et une droite AB, si Ton mène une sécante OC et qu'on la prolonge d'une longueur
CM = CA, OA étant perpendiculaire sur AB, le lieu de M est la strophoïde.
Le mouvement de G peut être obtenu en supposant qu'il glisse sur la droite OM pendant que celle-ci tourne autour de O avec une vitesse angulaire w ; la vitesse d'entraînement est «OC perpendiculaire à OC 5 la vitesse relative
parallèle à OC est ~- — ; là vitesse résultante est — ^ — ? '^ dt dt
dirigée suivant AB-, mais le triangle formé par ces trois vitesses est semblable à OAC comme ayant ses angles égaux. Avec une unité de temps convenable, on aurait
w.OCr=OA,
dt dt
Regardons aussi le mouvement de M comme résultant d'une vitesse de glissement et d'une vitesse d'entraînement; celle-ci est «.OM, ou, avec notre unité de temps et par suite d'une proportion évidente, OP; la vitesse de glissement est
OM £/.0C £/.AC
H ;— = AC -f- OC ==: OM;
dt
dt
dt
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si donc on élève OV perpendiculaire à OM et égal a OP, Ja droite MV représente en direction et en grandeur, vu notre unité de temps, la vitesse de M; on a une construction simple de la tangente.
97 . Déterminer la tangente au lieu des points M (Jig^ i a) > tels que le rapport de leurs distances normales à deux courbes C et S soit une constante n.
On peut regarder le point M comme glissant sur une nor-
Fig. la.
maie AM à G, tandis que cette droite se déplace en restant
toujours normale : la vitesse de glissement sera -— — qu'on
peut prendre égale à AM avec une unité de temps convenable. La vitesse d'entraînement est inconnue-, mais on sait qu'elle est perpendiculaire à AM, puisque le mouvement d'entraînement fait décrire des courbes parallèles à G ^ la vitesse s'obtiendra en joignant M à un point convenable de la tangente à G en A ^ mais on peut aussi bien produire le mouvement de M en le faisant glisser sur une normale variable à la courbe S. Or MA = «MB donne
£f.MA=:^.MB;
donc la vitesse de glissement sera BM avec notre unité de temps : la vitesse d'entraînement sera parallèle à la tangente à S en B, et la vitesse absolue s'obtiendra enjoignant
M à un point convenable de cette tangente. L'extrémité de
la droite qui représente cette vitesse est donc au point V
commun aux deux tangentes. Les triangles rectangles MAV,
MBV donnent
cosAMV = n cosBMV;
on en conclut aisément que, si des rayons lumineux s'échappant normalement de la courbe C se réfractaient sur la surface lieu du point M, et si Tindice de réfraction était w, les rayons réfractés seraient normaux à S; car cosAMV n*est autre que le sinus de T angle d'incidence, etc. La courbe S a été nommée par M. Quetelet V anticaustique de C.
C peut se réduire à une droite et S à un point ; le Heu de M est une conique dont nous savons ainsi mener la tangente. Supposons «^ I, la courbe est une ellipse; si des rayons lumineux arrivant parallèlement à MA et dans le sens de cette droite se réfractent sur une surface elliptique dont l'excentricité soit égale à l'inverse de l'indice de réfraction, ils iront converger au foyer de la courbe ; si Ton veut les recevoir en ce point, il faut limiter la lentille elliptique par une surface sphérique intérieure décrite du foyer comme centre. Une autre disposition, préférable pour concentrer en un point des rayons parallèles, consiste dans l'emploi d'une lentille plan convexe, la partie convexe AMB (fig, i3) étant formée par la rotation d'une hyperbole dont
Fig. i3.
le foyer est F et la directrice PQ; l'excentricité sera égale
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à rindice de réfraction. La tangente s'obtient en joignant M au point Q, où la directrice rencontre la perpendiculaire au rayon MF.
98. La méthode de Roberval proprement dite n'est pas toujours facile à appliquer ^ cependant je citerai comme exercices, outre les cas les plus connus, la détermination de la t&gente à la cissoïde et à la courbe de Viviani, considérée comme lieu d'un point qui parcourt uniformément un cercle, tandis que celui-ci fait un tour autour d'un de ses diamètres, d'un mouvement aussi uniforme. L'étude des vitesses simultanées revient à une question de Géométrie infinitésimale-, j'en donnerai un seul exemple, la recherche, d'après M. Mannheim, du point où. une droite, mobile dans certaines conditions, touche son enveloppe, et l'application du résultat obtenu pour construire le centre de courbure d'une épicycloïde.
Considérons une droite qui tourne autour du pôle O dans un plan, et qui fasse avec l'axe fixe un angle 0. Soient sur cette droite trois points M, M', M'' décrivant des courbes C, C, C ; la perpendiculaire menée au point O sur OM est rencontrée en N, N', N'^par les normales à C, C, C'' aux points M, M', M''. On a, d'après une formule de Géométrie,
dB dO dO '
d'où
d.MW~ dM'W'
Supposons les courbes G, C', G''' telles que MM' et M' M" aient un rapport constant X ^ il en sera de même de leurs difierentielles , et par suite de NN' et N'N''; si donc on savait mener les normales en M, M', M'', et qu'on voulut trouver le point O autour duquel tourne la droite MM'M",
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OU, simplement, auquel elle rencontre sa position infiniment voisine, c'est-à-dire touche son enveloppe, il n'y aurait qu'à chercher une perpendiculaire à MM' M'', telle que les segments déterminés sur cette droite par les normales connues aient un rapport donné.
Soit [fig- 1^)^01 cercle de rayon Ci A = Ri, qui roulé sur un cercle fixe dont le centre est C et le rayon R •, un^point M
Fig. 14.
lié au cercle Ci engendre une épicycloïde. Cherchons la tangente en M par la méthode de Roberval •, le mouvement du cercle Ci peut s'obtenir en supposant que son centre tourne autour de C avec une vitesse w.CCi, tandis que le cercle tourne autour d'axes de direction fixe, menés par Cj
avec une vitesse angulaire — co -— ^ • La vitesse relative de
CM
M sera perpendiculaire à MCi et égale à w. CCi 7^-r\ la vieil A
tesse d'entraînement est co.CCi perpendiculaire sur ÂCi \ le triangle formé par ces vitesses et leur résultante est semblable à MCiA et a ses côtés perpendiculaires^ la vitesse résultante est perpendiculaire à MA, et cette droite normale à l'épicycloïde.
La normale MA se meut dans des conditions où la méthode de M. Mannheim donne le point O où elle touche
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son enveloppe \ en effet, meaons CM' parallèle à MCi jusqu'à la rencontre de MA. On a
AM _C^ _ R, Tir "^ CM' ~" R '
donc CM' est constant \ le lieu de M' est un cercle ayant son centre en C aussi bien que le lieu de Â, et les segments déterminés sur la normale par l'épicycloïde elle-même et les deux cercles restent dans le rapport de R à Ri . Les normales aux courbes C, C, C sont ici MM', AC, M'C; il s*agit de trouver un point O tel, qu'en y élevant une perpendiculaire sur MM', on ait ON : NN':: Ri : R.. Menons en A une perpendiculaire sur MM', et supposons que les droites CO et MCj la rencontrent en des points T et Ti ; les triangles semblables CNO, CAT, dune part, CNN', CiATi, de l'autre, donnent
AT JR^ AT. _ R.
ON "^ Ci\ ' NN' " CN '" or
R X ON =r R, X NN' :
donc
AT = AT
De là la construction de Savary : prolonger MCi jusqu'à ce qu'elle coupe en T la perpendiculaire sur AM en A ^ TC coupe la normale au centre de courbure. Si l'on prend AM pour axe des x, AT pour axe des j^, on voit aisément que la différence entre les inverses des abscisses de C et Ci est égale à la somme des inverses de AM et de AO; faisons donc AM = n, MO = p, MACi = 9, on aura
II /i » \
- -h -- = cos« 1 1 I
R R, ^ \n p — nf
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MOUVEMENT DTNE FIGURE DANS UN PLAN
Du centre instantané de rotation.
99. Quand une figure plane se déplace infiniment peu dans son plan, un de ses points reste immobile^ les vitesses de tous les autres sont normales aux droites qui joignent les points correspondants au centre instantané de rotation, et proportionnelles à ces mêmes droites. Le mouvement fini de la figure peut s'obtenir en la liant à une courbe Si, lieu de ses points qui doivent être successivement centres instantanés, et faisant rouler S sur la courbe S, lieu des centres dans le plan immobile. Les points où une ligne L touche son enveloppe sont aux pieds des normales abaissées du centre instantané sur la ligne mobile.
Le centre de courbure de la roulette décrite par un point de la figure mobile s'obtient par la construction de Savary (98), sauf à remplacer la roulante S| et la base S par leurs cercles osculateurs de rayon Ri et R. Le centre de coujrbure de l'enveloppe d'une ligne L entraînée dans le mouvement s'obtient en appliquant la même construction au centre du cercle osculateur à L au point où elle touche son enveloppe. Soient n la longueur d'une normale menée du centre instantané I à un point M de L, cp Tangle de cette droite avec la normale commune à S et Si en I, p^ le rayon de courbure de L en M, p celui de l'enveloppe de L; on a, en supposant p compté de M vers I, j9i en sens contraire, R
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et Ri opposés,
^ ' \n-i-pi p — rij ^ R R,
Quand Tune des lignes change de sens, on change son signe, mais la construction de Savary s'applique toujours.
Dans cette formule, la base et la roulante n'interviennent que par la somme de leurs courbures ; le premier membre n'est pas altéré si l'on change R et Rj, la somme de leurs inverses restant constante. Faisons, par exemple, R infini, avec Rj = «, et l'on pourra traiter pendant deux instants consécutifs le mouvement comme un mouvement cycloidal^ a est dit rayon de roulement, et la formule (i), appliquée à la trajectoire d'un point M avec p^ = o, .donne
n — â^cosf
Prenons sur la normale aux deux surfaces roulantes en I une longueur II' égale à a ; le point I' est le centre instantané du second ordre, et le cercle décrit sur II' comme diamètre est le cercle des inflexions. Soit P le point où IM rencontre ce cercle •, le rayon de courbure de la trajectoire de M est troisième proportionnelle à MP et à IM : ce rayon est infini quand M se trouve sur le cercle, c'est-à-dire que la trajectoire présente un point d'inflexion, d'où le nom du cercle, qui souvent est plus facile à déterminer que les centres de courbure de la base et de la roulante ; on peut ensuite en déduire le rayon de courbure d'une roulette quelconque. Enfin, si, dans la formule (i), on fait jOi infini, et si l'on
remplace 5- -i- ^ô- par -» on a, pour déterminer le rayon
de courbure de l'enveloppe d'une droite entraînée,
p — /ï = acosf .
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Le centre de courbure est sur la circonférence symétrique de celle des inflexions par rapport au point I. Quand un polygone se déplace d'une manière quelconque, ses côtés enveloppent des courbes dont les centres de courbure sont à chaque inst.ant sur un cercle passant au centre instantané du premier ordre.
100. Théorème de Bobillier. — Quand un triangle de forme inv^ariable ABC {fig* i5) ^e meut de manière que deux de ses côtés AB, AC restent tangents à deux cercles, l'env^eloppe du troisième côté est aussi un cercle.
Soient E, F les centres des deux cercles donnés, G, H les points de contact avec AB, AC; les points G et H du
triangle se mouvant pour un instant suivant les tangentes aux cercles, HE, GF sont normales à leurs trajectoires, et le centre instantané de rotation du triangle est à leur point de concours T. L'angle EIF est constant, 7t — A, en sorte que le lieu S de I dans le plan est un segment capable de TT — A décrit sur EF. Traçons tout le cercle dont il fait partie, abaissons la perpendiculaire IP sur BC : ce sera une normale à l'enveloppe de BC, et elle rencontre le cercle EIF en un point O; mais l'arc EO est constant, comme mesurant deux fois l'angle EIO égal à B. Toutes
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les normales à l'enveloppe cherchée passent en un même point O •, cette enveloppe est un cercle dont O est le centre. Le dernier théorème du paragraphe précédent se vérifie. En finies normales aux trajectoires de A, B, C sont lA, IB, IC. Il est aisé d'avoir le lieu du point A, soit le lieu du sommet d'un angle constant qui glisse sur deux cercles. Par E et F je mène des parallèles à AB et AC qui se coupent en un point A'; les droites EA\ FA' forment avec ABC une figure invariable, et LA' est un diamètre de la circonférence EIF, puisque lEA', LFA' sont droits. La courbe Si, lieu de I par rapport à ABC, est un cercle dont le centre est A', le rayon lA' double du rayon de S. On sait que, si un cercle roule sur un autre de rayon moitié moindre, en l'englobant, tout rayon tel que A' A du cercle mobile passe en un point fixe sur le petit cercle ; de plus la distance AA' est constante, et le point A' reste sur le cercle EIFj le point A décrit donc un limaçon de Pascal.
101 . On donne [fig* 1 6) un point O et une droite AB \ un angle droit EMB, dont le côté MB est égal à la distance OA rfe O à B, se meut de manière que le point B reste sur
Fig. i6.
la droite AB et que le côté ME passe toujours en O, lieu du sommet M, sa normale, son rayon de courbure: déter^ miner les courbes qu il faut faire rouler Vune sur l'autre pour produire le mouvement.
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Les triangles OAB, OMB sont égaux \ OM = AB, et, si Ton prolonge OM jusqu'à ce qu'il coupe AB en K, 0KB sera isoscèle, OR = BK-, donc MK= AR, et le lieu de M est une strophoïde.
Le point B se déplaçant sur AB, le centre instantané I est sur BI perpendiculaire à AB5 quant au point O considéré comme faisant partie du côté ME, sa trajectoire sera tangente à OM, et il suffira de mener OI perpendiculaire à OM pour achever de déterminer le centre I.
Les triangles OMH, HAB sont égaux ^ donc OH = HB, et OHBI est un losange. Puisque 01 = IB, le lieu S de I dans le plan est une parabole ayant O pour foyer, AB pour directrice. La même égalité prouve que, par rapport à la figure mobile, le lieu Si de I est une parabole dont le foyer est B, la directrice ME. Ce sont ces deux courbes égales qu'il faut faire rouler l'une sur l'autre pour produire le mouvement : la tangente commune en I est la diagonale IH du losange. Gomme on n'a pas inmiédiatement les centres de courbure des paraboles, nous chercherons le cercle des inflexions pour arriver à la courbure de la strophoïde.
Le cercle des inflexions a pour diamètre une perpendiculaire à IH, et il passe au point B qui décrit une droite : il est aisé d'en conclure que son diamètre est H' et que le centre instantané du second ordre est le point l' pris sur AB; I' est aussi le centre du cercle de roulement. Conmie les deux paraboles S, Si sont égales, et qu'on a
le rayon de courbure de la parabole qui a O pour foyer, AB pour directrice est 2 H', et H' est la direction de la normale.
La normale à la strophoïde en M est MI ; le centre de courbure s'obtient à l'aide du rayon de roulement 11^ par la
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construclion de Savary -, on joint l'M qui rencontre en T la perpendiculaire en I à IM ; puis on mène en T une parallèle à n' qui coupe IVII au centre de courbure C. Si Ton cherchait le point P où MI rencontre une seconde fois le cercle des inflexions, on aurait
MCXMP==MÏ\
On sait que le milieu du côté MB décrit une cissoïde, dont le cercle directeur a pour centre A et pour rayon
- MB 5 on aura par là un moyen de trouver le centre de
courbure de la cissoïde.
102. Etant donnés [fig- 17) deux cercles égaux qui se coupent à angle droit, une droite AB égale à la distance
Fîg. 17.
des centres O^O' se déplace de manière que ses extrémités glissent sur les deux cercles; lieu du milieu M de AB, centre instantané, rayon de courbure; mouvement général d'une bielle.
Soit a le rayon des deux cercles \ 00'= AB = a ^2. Les triangles OAB, OO'B sont égaux, comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun^ donc OAO'B est un trapèze isoscèle. OM étant médiane dans le triangle OAB, nous
Di S.-G. — Rec. • II
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avons
2Ôm' rr:* OÂV Ob'— 2Am'== Ôi'
On démontrerait de même que aO'M = O'A •, donc
Le trapèze OAO'B étant inscriptible, on a (ttéorème de Ptolémée)
0B.0'A=:f00'.AB--0A.0'B=2€i»— €i>; donc enfin
OM.O'M=: - =-tOO' .
Le lieu de M est une iemniscate de BemouUi, dont O, O' sont les foyers.
OA, O'B sont respectivement normales aux lieux de A et de B*, leur point de concours I est le centre instantané. Il est évident que AI = A'I^ donc
01 — 0'I = û, BI — AI = «.
Le lieu de I dans le plan est une hyperbole ayant O, O' pour foyers ; le lieu de I par rapport à AB est une hyperbole égale, ayant A, B pour foyers, et, comme la distance focale est égale à la différence des rayons vecteurs multipliée par ^, ces hyperboles sont équilatères.
Pour trouver le rayon de courbure au lieu de M, nous pouvons nous servir du cercle des inflexions \ soit P le point où il coupe lA \ le point A décrit un cercle dont le centre
est sur le prolongement de lA et le rayon (^)î
le point P se trouve entre A et O, et Ton a
.^ lA ,^ lA
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On détermine P comme troisième proportionnelle ; et puisque le diamètre du cercle des inflexions est sur la normale à • l'hyperbole, bissectrice extérieure de l'angle 010', il suffit d'élever PI' perpendiculaire à AP jusqu'à la rencontre de cette normale pour avoir le rayon de roulement II' ^ la construction de Savary, modifiée par le mouvement cycloïdal, donne le centre de courbure de la lemniscate en M.
Le mouvement que nous venons d'examiner est un cas particulier du mouvement d'une bielle AB réunissant deux manivelles OA, O'B. En général, un point M de AB décrit un lieu du sixième ordre ; car soient x^j ses coordonnées, MA=a, MB=.i, l'angle de BA avec l'axe des x-, les coordonnées de A et de B sont respectivement
X — a cos9, X — asind, a:-l-Acos6, j-+-ôsinô.
Exprimons que chacun de ces points est sur un cercle ; on a deux relations de la forme
PsinOH-QcosO = R,
P, Q étant des fonctions du premier degré, R du second degré eux ely\ si l'on en tire sinfl et cosô, et qu'on égale à I la somme de leurs carrés, on a une équation du sixième degré en x eX y.
Le centre instantané est encore le point I commun à OA et O'B \ on aura, comme dans le cas de la lemniscate, les points où OA, O'B rencontrent le cercle des inflexions, et Ton en déduira le centre de courbure du lieu de M.
Voyons quel est à cbaque instant le rapport des vitesses angulaires ci), tù* des manivelles ^ la vitesse absolue de A est cd.OA; celle de B, w'.O'B : ces vitesses sont proportionnelles aux distances de A et de B au centre instantané,
OA.» AI ft) _ O'B.AI O'B.w' ^M* ^"~ OA.BI *
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La transversale AB, qui rencontre 00' en C, détermine sur les côtés de 010' six segments tels que
OMB.IA^OC _ 6) _ O^C
ôÂTiBTcyc "" ' ' '^ "«"'"ôc*
Les vitesses angulaires sont dans le rapport inverse des distances des centres au point où le lien coupe la ligne des centres ou à ce lien lui-même. Quand deux cames sont en contact, le Diouvement est le même pendant un instant que si les centres de courbure correspondant dans chacune au point de contact étaient réunis par un lien rigide égal à la somme des deux rayons de courbure; les vitesses angulaires sont dans le rapport inverse des segments déterminés par la normale commune sur la droite des centres.
Des roulettes.
103. Considérons une courbe Si, qui roule sans glisser sur une courbe fixe S appelée base. Si est dite la roulante; le lieu engendré par un point M lié à Si s'appelle roulette. Le centre instantané est au point de contact I de S et de Si, IM est normale à la roulette, et le centre de courbure s'obtient par la construction de Savary. Pour trouver Téquatîon de la roulette, comptons sur S et Si les arcs s et s^ à partir de deux points A et Ai qui ont coïncidé à un moment jusqu'au point de contact actuel I *, la valeur de s détermine les coordonnées Xt , j^i du point I par rapport à des axes fixes et l'angle oc de la tangente à S avec l'axe des x; de même, pour la valeur de ^i, on connaît la longueur IMet l'angle (3 qu elle fait avec la tangente à Si en I-, les coordonnées de M sont
(l) a:=:j:| + IMcos(a -f- P), 7=7, -h IMsin(a -+- p).
Il n'y aura qu'à éliminer s et Si qui sont égaux, ou plus
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généralement les paramètres qui fixent la position de I sur Set Si. L'enveloppe d'une ligne entraînée par Si se trouverait de même, sauf à remplacer IM par la normale IP h Tenveloppée.
Quand la base est une droite, on peut, sans rectifier la roulante, trouver Téquation différentielle de la roulette. Prenons la droite S pour axe des 0:5 Tangle /3 est MIX : la nature de la roulante donne une relation entre cet angle et IM = r : F{r, (3) = o -, d'ailleurs Yj de M est /- sin^, et
l'angle de la tangente à la roulette avec OX est 9 = P •
On a trois équations qui, par l'élimination de r et jS, donnent une relation différentielle entre y et cp. Pour l'enveloppe d'une ligne entraînée, la modification est la même que dans le cas général.
104. Une cardioïde représentée en coordonnées polaires par r = a (i — cosô), roule sans glisser sur une crcloïde dont le cercle générateur a pour rayon a, de manière que les points de rebroussement des deux courbes se correspondent; roulette décrite par le pôle de la car- 'dioïde, eni^eloppe de son axe.
Soient {fig* 18) M le pôle de la cardioïde, MX, son axe;
Fig. 18.
9 est l'angle IMXi. On trouve aisément que l'arc
MI = .ç, = 4^ ( ï — cos - 1 >
l66 RECUEIL d'eXEKGIGES
et que Tangle de MI avec la tangente IT est p = tt •
Soient maintenant C le centre du cercle générateur de la cycloïde correspondant au point I et ICN = u ^ on a
4^ ( 1 — COS-tt j
Comme s = Si\on a. u = 9, On sait enfin que l'angle de IT avec OX est = a. Gomme CIT = CTI = -» les
points M, I, C sont en ligne droite. Les équations (i) deviennent
js=: a[u — sintt) -h fl(i — cosujcos 1 u\
=z a(u — 2sintt-4- sinwcostt),
jr =z a[i — costt)-f- a[i — costt) sin ( m j =za[i — cos«)'.
L'élimination de u donnerait un résultat compliqué, et il est plus simple de garder les deux équations et de faire varier u. On a
fLr =zi — aûf(i — costt) cosudu^ dy ■=. %a[\ — cosi/) sinu Ju,
dr
Quand u varie de zéro à - ? a: décroît de zéro àa( 2Jî
y croît de zéro à a; la courbe part de A tangentiellement à AN et s'éloigne vers la gauche au-dessus de AN^ u allant
de - à 71, a: croîtra jusqu'à tt a^y jusqu'à 4 « \ puis la courbe
aura une partie symétrique de celle que je viens d'indiquer par rapport à l'axe de la cycloïde : elle est rectifiable et quarrable.
Pour l'enveloppe de Taxe de la cardioïde, abaissons IP perpendiculaire à cet axe \ on aura
IP =:a(i — cosd)sinO = a[\ — cosi/jsinu, PIT=r - (tt — «).
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Les coordonnées du point P seront, d'après les équations (i),
x = a[u — sini£ 4- ( i — ces u)sinu cos 2 w], j" =za(i — cos w ) ( I — sin tt sin 2 tt ) ,
d'où
dx=zasinu sin2i£(4 cosm — 3)duy
dy =: asiatfcos2ii(4cosu — V)du\
X et r partent de zéro et commencent par croître jusqu'à
ce que cos m = -t- Là est un point de rebroussement^ x et
y diminuent, le premier jusqu'à m = - > le second jusqu'à
u = jj puis ils croissent, sauf j^ entre u = -y- et m = tt-,
alors la courbe présente un nouveau rebroussement, qui coïncide avec le sommet de la cycloïde.
105. L'eni^eloppe d'une droite L, entraînée par un cercle Ci qui roule sans glisser sur un cercle fixe C, est une développante d' épicycloïde ,
Soient I le point de contact, Oi Ai le rayon de Ci qui est parallèle à L, IP la perpendiculaire sur Oi Ai, enfin A le point de la circonférence C qui a coïncidé avec Ai •, on sait que P décrit une épicycloïde 5 car il se trouve sur le cercle ayant lOi pour diamètre, et l'arc IP est égal à AI, parce qu'il mesure l'angle inscrit lOi Ai, tandis que lAi mesure le même angle, mais placé au centre d'un cercle de rayon double; donc arcIP = lAi = LA, et le point P appartient à
un cercle de rayon - Rj roulant sur C. La développée du
lieu de P est une épicycloïde intérieure au cercle C*, or Tenveloppe de Oi Ai et celle de L ont les mêmes normales : elles ont donc la même développée.
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106. Une parabole roule sans glisser sur une parabole égale et symétrique ; lieu du sommet de la parabole m^obile, enueloppe de l'axe.
L'identité de la base et de la roulette simplifie le problème^ la roulette décrite par le sommet mobile s'obtient en doublant les rayons vecteurs de la podaire du sommet de la base : c'est une cissoïde dont la droite j: = — p est l'asymptote. Pour avoir l'enveloppe de l'axe, considérons le point de contact I d'une tangente et le pied P de l'ordonnée de ce point ^ on est amené k chercher le lieu symétrique de P par rapport à la tangente en I. Soit a l'angle de la tangente avec l'axe; les coordonnées d'un point du lieu
sont
y^iz^p cota cos' a, a: = - cet* a — 7,p COS*a.
On construit la courbe à l'aide de ces équations plus aisément qu'avec l'équation finie
l*ljr* -4- 120:*^' H- Sa/?** -h ^Opxy^ — p^y'^-jzz o.
107. Une ellipse roule sans glisser sur une droite Jîxe; lieu décrit par un foyer, courbure de ce lieu; env^eloppe d ' une directrice .
Je prends [fig* 19) pour axe des x la droite fixe et pour origine le point O qui coïncide à un instant avec le som.-
Fig. 19'
met A le plus voisin du foyer F que l'on considère. Soient
2a, 2 b les axes, e rexcentricité ; le centre instantané est au point de contact de l'ellipse avec OX et la tangente au lieu de F, perpendiculaire à IF, fait avec OX Tangle a égal à FIN ; on a une relation entre y et a, en écrivant que le produit de6 distances des deux foyers à OX est 6',
^(20 COSa — jr'j =z b^.
Puisque cos a = — ' 5 c'est une équation différentielle de la
courbe \ mais il vaut mieux tirer de cette équation la valeur de y
X z=z a cosa z!r >Ja^ cos*a — ^*, * dyzzz — asîna//a( i dt
\ y'Vcos'a — b* )
OL est d'abord nul quand le sommet A est sur OX , puis il
augmente jusqu'à la valeur aj = arc cos-» qu'il ne peut
dépasser. Il diminue ensuite jusqu'à zéro et — ai, pour revenir à ai, et ainsi de suite. Quand a croît de zéro à ai, il faut prendre dans les équations (i) le radical avec le signe — 5 da est ^ o, et, comme la dernière parenthèse a le signe du radical, dj^.o^ y croît de a(i — e) ai : c'est le moment où le sommet du petit axe est sur OX, et la roulette présente une inflexion. L'angle a revenant de aj à zéro, il faut prendre le radical avec le signe +, et, comme da <^ o, dy reste ^o\ y croît de i à a(i -+- <?)•, la moitié de l'ellipse a alors roulé sur OX, et le reste du lieu est symétrique de la première partie par rapport à l'ordonnée qui la termine.
La valeur de x peut s'obtenir sous forme d'intégrale elliptique
dxr^idy cota •=. — cos
, / , a^cosa \
OidtL ( a riz — =:^z:i== | ',
X va toujours en croissant. L'arc ds est intégrable :
( 2 ) £W = — =: — adoLzp
Il faut faire attention au signe du radical -, ainsi l'arc compris entre le point le plus bas et le point d'inflexion est
/•«»/ a^cosa \ ^ /^ \
S,=: I ( — a -H z^r^ Wa= ( a, la;
Jo \ \/a^ cos" OL — b^J \^- /
l'arc du point d'inflexion au point le plus haut est
8,= / ( — a — -.=: ^^ ) doLz=:{-^aAa;
JoL, \ V«'C0S-a — b') \2 /
donc Si -4- Sj= «a : c'est la demi-circonférence de la podaire du foyer par rapport à l'ellipse.
L'équation ( a ) donne une propriété remarquable de la courbe 5 si l'on y remplace le radical par sa valeur
(1) y — ^zcosa,
et si l'on nomme p le rayon de courbiu*e de la roulette, il vient
ds a} cos CL a Y ï i F
da " y — acosa «cos« — y FI p a
Si donc on fait tourner la roulette autour de OXn elle engendre une surface de révolution dont les rayons principaux de courbure sont p et FI ^ la somme des courbures principales de cette surface est constante. (Delaunay.)
L'enveloppe de la directrice est le lieu du pied P de la perpendiculaire abaissée du centre instantané sur cette droite. L'angle de la normale I]N avec l'axe NA de l'ellipse est le supplément de l'angle a que la tangente à l'enveloppe fait avec OX. On sait que la dislance du centre de l'ellipse
à cette tangente est
(3 ) 9 = ^a^ cos^a 4- ^^ sin*a ;
si Ton désigne par x^ l'abscisse du point I par rapport aux deux axes de l'ellipse, la distance du centre au point d'in-
tersection de Taxe focal et de la tangente en I est —5 donc
î=— cosDNI= cosa-, enfin IP= x^- Mais
j^ = IPcosa5 remplaçant IP par x^= — h -r cosa,
et enfin 5 par sa valeur (3), on a l'équation différentielle de l'enveloppe
a cosa a^ cos^a
^ ^a^ cos' a -f- 6' sin' a
Pour avoir la variation de j^, je différentiel
, , , , . , r 1 {'i.b^'\- a}€^ cos=a ) a cosal (4) djr=z — asaiaLda\ - + ^ ^ 3- |-
L^ (tf^cos'a-t- ô'sin'a)"^ J
Gomme l'angle analogue à IND est d'abord égal à zéro, a commence par avoir la valeur tt pour décroître constamment jusqu'à zéro quand le sommet A' est venu sur OX. Pour savoir le signe de rfy, cherchons si la quantité entre crochets {4}^ f(o^)y peut s'annuler; on aurait, en réduisant,
a*e* cos^a -f- a^e^h* cos*a — b* = o.
On n'en tire pour cos*« qu'une valeur positive
cos^a
si cette quantité est <^ i , ou si l'on a
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y(a) s'annule pour une valeur a© de a, et il faut évidemment prendre cosao<C o» Comme y (a) est ^ o quand
« <^ -9 il sera <[ o pour a ^ ao ^ or — sin xda est toujours
positif^ donc, lorsque a varie de tu à ao,j^ diminue d'abord, tandis que x croît, puisque dx = cotarfj^; quand a passe par «0 pour devenir moindre, dx et rfj^ changent de signe ; il y a rebroussement, puis x décroît, tandis que j)^ augmente. La courbe, d'abord au-dessous de OX, le coupe pour
a = -? puis passe au-dessus, et l'ordonnée devient a H —
pour a = O] puis vient une branche symétrique de la précédente, et ainsi de suite.
Au contraire, si e < > j- ne change pas de signe;
1 doc.
y croît sans interruption de a àaH — \ x décroit d'à-
bord pour croître quand a <C - La valeur dx = coiocdy
n'est intégrable qu'à l'aide des fonctions elliptiques, mais ds est plus simple. On a en général
j dy fl 2 — e' — ^'.sin*a
as = -r^ — -j=L d% a cos aaa ;
sma e , . xT
( I — e' sm* a )
cependant, quand a décroit de tt à «o, il faut changer le signe*, car, dj étant négatif, on a
sma
Lorsque dy ne s'annule pas, on a sans peine l'arc de développée répondant au roulement de la demi -ellipse, l'intégrale du terme en cos a est nulle, et il reste Si =: — ; dans
CT
le cas du rebroussement, — est l'arc depuis le point de rebroussement jusqu'au point le plus haut, moins l'arc
compté jusqu'au point inférieur ; ce dernier est
/**• . r^ fi — e')cosa cosa 1
S,= / ad<x\-'h^ ^ y H jl
"^ V (i — ^sin^a)' (i — ^»sin»a)'J
a[\ — <?*)sinafl lie — c.,, — arc sin(esina«l
sl\ — df'sin^a, ^
L'arc total de l'enveloppe est h aSj.
Si Ton remplace l'ellipse par une parabole, on obtient le lieu de F en remarquant que le pied de l'ordonnée est sur la tangente au sommet. Projetant cette ordonnée sur Taxe de la parabole avec lequel elle fait l'angle a,
— = y cosa,
équation d'une chaînette dont le sommet est à la distance - au-dessus de OX. D'ailleurs les points F et P sont symétriques par rapport à OX, dans le cas de la parabole ; l'enveloppe de la directrice est une chaînette.
108. Théorèmes de Steiner. — Considérons une courbe convexe et fermée S, un point M de son plan, la roulette R engendrée par M quand S roule sur une droite fixe, la roulette Ri engendrée quand S roule sur une courbe égale et sjmétrique, enfin la podaire P de M par rapport à S : 1° un arc de R est égal à l'arc correspondant de P; a® l'aire de R, limitée par la base et les normales extrêmes, est double de l'aire de P et moitié de l'aire rfe Ri.
I® Soient [fig» 20) lA, l'A' deux tangentes successives de S, 6 l'angle de contingence, AA' l'arc de podaire 5 on a AMA'=e, et, comme MAA'I sont sensiblement sur un cercle dont AI est le diamètre, arcAA= eMI^ mais que la courbe roule sur AI considéré comme fixe, M décrit un
1^4 RECUEIL d'eXEKGICES
arc de cercle MM' égal à MI'xMI'M'= eMI= AA'-, donc, etc.
2® L'aire de R, comprise entre l'arc MM', les normales aux extrémités et la droite fixe, est sensiblement
MirM' = Mir+ -sMÎ',
surf. R = surf. S + ^ IcMI ' ,
la somme s'étendant à tous les angles de contingence de S ^ mais
surf. P = 2MA A' = - SsMA '.
Cette aire peut aussi s'évaluer comme la somme d'éléments dont l'un se compose du secteur Mil' et du triangle
Fig. 20.
lAA'^ on prend ainsi l'aire de la courbe et celle qui est entre la courbe et la podaire ^ donc
surf. P ==r 2Mir -4- 2 -Ia' e;
ajoutons à l'expression précédente
2 surf. P = 2Mir H- - 2c (ma' 4- ÂÎ' ) = surf. R.
Si l'on fait rouler S sur une courbe symét rique fixe.
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quand le point de contact se déplace de I en F, S tourne de 2e 5 Tare décrit par M est MM''= aMM', et la surface
MM'^II' est Mil' 4- eMÏ\ Pour avoir Faire intérieure à R^, il faut ajouter à la somme de ces éléments Taire de la base ] donc
surf. R, = 2 surf. S -4- 2s Ml =2 surf. R.
Cette élégante démonstration est développée dans le Cours de Calcul intégral de M. Bertrand.
109. Etant données la base et la roulette, tr ouvrer la roulante qui a engendré cette roulette; exemples.
Par chaque point I de la base, on peut mener une normale EN^ à la roulette, et Ton a une relation entre la longueur r de IN et son angle [k avec la tangente à la base li=f[r) 5 prenons dans le plan de la roulante N pour pôle, cette courbe étant tangente à la base en I, la relation précédente donne pour chaque valeur du rayon vecteur son angle avec la tangente à la courbe cherchée^ comme
tang/x = —j-y on a l'équation différentielle de la roulante.
La base et la roulette sont deux droites faisant entre
elles l'angle a^ fx est constant, égal à a. La roulante
coupe tous ses rayons vecteurs sous un angle constant : c'est une spirale logarithmique.
La roulette est une parabole dont l'axe est la base-, la sous-normale de la parabole étant constante, rcos|ui = p^ les normales de la roulante sont à une distance constante du pôle: on a une développante de cercle.
La base est un cercle et la roulette une tangente au cercle ^ soit a le rayon : on trouve sans peine
. ardB (a--r)dr r=:a[i — smixjnra =» dQ= -^-—z — •
y/dr*-hf^dQ* r^T^ar^r'
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En faisant 6 =:::= o pour /* = a, l'intégrale est
/lia — r
_ /• — a B = i — i / arc sin
L'équation différentielle montre plus clairement la forme de la courbe \ puisque d6 = o pour r =^ a^ la courbe est tangente au rayon vecteur. Du côté où /• croît, prend des
valeurs négatives et est égal à i pour r= 2a : c'est
un sommet de la roulante*, du côté des angles positifs, r décroît et s'annule pour infini, la courbe est asymptote au pôle. Quant à la tangente au cercle, il n'y a que la portion à une distance a de part et d'autre du point de tangence qui puisse être décrite comme roulette avec le cercle pour base.
Accélérations dans le mouvement épicydoîdal.
110. Quand une figure se meut dans un plan, les accélérations des divers ordres de ses points sont soumises à quelques lois qu'on peut trouver à l'aide d'un changement de coordonnées. Soient Xi, yi les coordonnées absolues d'un point M de la figure, x^j" les coordonnées relatives à deux axes rectangulaires faisant partie de la figure mobile, p^ q les coordonnées absolues de l'origine mobile -, on a
.r, = jT cosç — ysmff -hp, Xi = .^i sin :f -f- .ri cosy ■+- q, ou, en posant cosf = a, sin^ = &,
.r, =:ajr — bjr -\- p, yi= bx -i- ay -h q.
Pour avoir les composantes de la vitesse ou des accélérations successives, on différentic par rapport au temps
Il y a un point A dont les coordonnées relatives sont a^ et
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jJ^pour lequel ces deux composantes sont nulles; on le nomme centre des accélérations du n — i**"** ordre. Faisons
jr — «1, = /•« cos 0„, ai") = o»„ cos3L|, ,
^ — p» = r« sin 0„, bi") i=«„ sin X, .
Les composantes de l'accélération d'ordre n — i prennent la forme
j:(«)= »«r„cos(e„+ >„), jr^C^ = ^^ r„sin(e„-h >„).
L'accélération d'un point quelconque M est proportionnelle à sa distance au centre A des accélérations de cet ordre ; de plus, AM faisant avec OXi l'angle 9„-f- 9, fait avec l'accélération d'ordre n — i un angle constant et égal à i„ — ç, quel que soit le point M.
Soient donc A et B les centres des accélérations d'ordre n — 1 et p — I par exemple, la vitesse comptant comme accélération d'ordre zéro dont le centre est le centre instantané de rotation. Les points pour lesquels y,,_i et y^^t ont un rapport donné sont sur un cercle conjugué à A et B, car leurs distances à ces centres ont un rapport constant. Les points où les deux accélérations font un angle donné e sont sur deux segments capables des angles e ± X„ =p X^ décrits sur AB comme corde. En particulier, les points où l'accélération est tangentielle ou normale à la vitesse sont sur des cercles passant au centre instantané de rotation \ on ne peut rien conclure sur Taccélération en ce dernier point, où la vitesse a une grandeur nulle et une direction indéterminée.
Ces théorèmes peuvent s'établir en considérant les binômes
De S.-G. — iZec. la
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M. Jordan remarque que ces binômes sont les premiers membres de l'équation d'un cercle passant par les centres de 7„-i et de y^-.!- On en conclut, outre les propositions précédentes, que le cercle est le Heu des points où A„^p, B„^p ont une valeur donnée, aussi bien que ceux où A„^p= lA^f^p', .... Si, au contraire, on donne
An
7„_, cos (7„_,, jp..t ) = — ^ =r l, ou 7«_, sin (7„_i ,7^_, ) = )/,
un point M du lieu est tel qu'il existe un rapport constant entre sa puissance relative à un cercle qui passe au centre A de l'ordre p — i et la longueur MA. Soit B le second point où MA rencontre le cercle considéré : la puissance par rapport au cercle est MA X MB; il faut donc que MB soit constant 5 le lieu de M est une conchoïde du cercle AB, dont le point double est A. Tel est le lieu des points où l'accélération tangentielle ou centripète a une valeur constante.
Supposons qu'à l'époque t les axes fixes et les axes mobiles coïncident, que l'origine soit le centre instantané, et l'axe des jc tangent aux courbes lieux des centres instantanés; p, y, p\ q'^ cp sont nuls. L'accélération du point O
, y ds de la figure mobile est dirigée suivant OY et égale k kù — j
ds étant le déplacement du centre instantané pendant le tempt dt\ en effet, la vitesse de O, nulle à l'époque f, est est (ùds k l'époque t -^ dt\ d'ailleurs
Si Ton calcule x\ eXj\ , on trouve dans ce cas
„ dtù „ ds dtù
Le centre des accélérations du premier ordre est donné par
sru
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les formules
ds
dtii
•^di
de
'■^dp
et Ton pourra vérifier les théorèmes généraux.
On fait rouler une courbe successivement sur une droite et sur une courbe égale et symétrique ; les rayons de courbure d'une roulette pour les deux cas et la normale forment une progression harmonique ; les rayons de courbure de l'enveloppe d'une droite entraînée et sa normale sont en progression arithmétique.
Une droite entraînée par un cercle qui roule sur une droite a pour enveloppe une développante de cycloïde ; si la roulante est une chaînette et la base une droite, l'enveloppe sera une développante de parabole. .( Besànt.)
Enveloppe d'un cercle tangent à une droite qui roule sur un cercle fixe, de la tangente au sommet d'une cycloide qui roule sur une droite. (Besastf.)
Roulette décrite par le pôle d'une épicycloîde qui roule sur une droite (ellipse); par le pôle d'une spirale logarithmique qui roule sur on cercle (développante); par le centre d'une hyperbole équilatère qui roule sur une droite.' ( Besant^)
La portion de tangente à rhypocycloîde à trois sommets comprise à l'intérieur de la courbe a une longueur constante. (Besakt.)
Mouvement d'une parabole qui glisse sur deux droites recLingulaires.
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MOUVEMENT GÉNÉRAL D'UN SOLIDE
Cas où il y a nn point fixe.
\\\. Etant donnés trois axes rectangulaires définis par les angles quils font auec un système d'axes fixes susceptibles de coïncider ai^ec les premiers, déterminer l'axe autour duquel il faut faire tourner le premier système pour l'amener sur le second et la grandeur de la rotation, (Cayley.)
L'axe cherché 01 est le lieu des points qui ont des coordonnées égales par rapport aux deux systèmes. On a en général, entre les deux systèmes de coordonnées d'un point, des relations de la forme
X z= axi -4- a'jTi -+- a" z^^ yz^bxfh b'jr^ -^ h'* Zx^
z r= car, -f- c'j, H- c" z^.
Faisons a: = :t:i , . . . ^ on a trois équations sans partie constante qui admettent une solution différente de zéro, car leur déterminant est nul.
Si l'on considère le groupe de la deuxième et de la troisième équation, ou celui de la première et de la troisième, ou de la première et de la deuxème, on a tour à tour
^^h' — d'-^a c'-^b" af-hb mais on a des résultais plus symétriques en multipliant
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membre à membre d'une façon convenable :
Telles sont les équations de Taxe 01-, soit A son angle
avec OX :
ces' A ==
Dans le triangle sphérique isoscèle XIX, , l'angle I mesure la rotation, et Ton a
a =z cos' A 4- sin'A cosi, I , 1 -\~a — 2 cos* A i-f- a 4-^' -h c*'
ces' -I 3= 1 -pr- = -^
112. Mouvement d^ une figure sphérique. — Le mouvement d'un solide autour d'un point fixe est déterminé par celui de la figure qu'il intercepte sur une sphère de rayon i ayant son centre au point fixe. Le déplacement d'une figure sur la sphère est soumis à des règles analogues à celles qu'on a établies pour le plan ^ quant au centre de courbure d'une roulette sphérique, il suffit de faire la perspective sur un plan tangent au pôle instantané pour reconnaître que la construction de Savary s'applique, sauf la substitution d'arcs de grands cercles à des droites. Cependant toutes les propriétés des figures planes ne se reproduisent pas dans les figures sphériques^ ainsi, quand un cercle plan roule dans l'intérieur d'un cercle de rayon double, un point de la circonférence mobile décrit un diamètre du cercle fixe; il n'en saurait être de même sur une sphère , car un cercle de rayon sphérique r a une circonférence égale à 2tr sinr; un cercle de rayon double a pour circonférence 2ir sinar, qui est moindre que le double de la première. L'épicydoïde ne se confond pas avec un arc de grand cercle ; elle
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passe au centre du cercle fixe et a des rebroussements sur sa circonférence.
Les droites de l'espace et du corps mobile qui doivent être successivement axes instantanés forment deux cônes qui roulent l'un sur l'autre ; soient C et Ci leurs cônes droits osculateurs suivant la génératrice du contact 01-, a, ai les demi-angles au sommet, od la vitesse angulaire du cône mobile Ci, ds la quantité dont se déplace le pôle instantané pendant le temps dt^ R, R^ les rayons de courbure principaux des deux cônes \ on a
/ \ - ds ds . , .
(i) wrt^= — -i-— =rd[y( cota -î- cotai).
Abaissons IP, IP^ perpendiculaires sur les axes de C et de Cl, et nommons f , <fx les vitesses angulaires de ces droites dans Tintérieur des deux cônes ; on a
IP = sina, IP, = sina,, dsz=.ff sinacf^ = ^i %maLidt\
ces valeurs transforment l'équation ( i ) dans la suivante :
« = ^ cos a -f- Çi cosai ;
elles donnent en outre
o ffx «pCOSa + 7i COSai »
sinai sina sina, cosa -^ . . . sin(a-i-ai)
Si l'on prend sur les axes des cônes des longueurs f et cpi mesurant les vitesses de précession du plan méridien qui contient l'axe instantané, leur résultante est co. Quand on envisage le mouvement de la Terre autour de son centre de gravité, on sait que (f est > o et tù<^o\. donc Ci doit rouler à l'intérieur de C. D'ailleurs, en prenant l'année pour unité de temps,
ff = 5o", 2, w =r — SGo'* X 366, 24,* a = 23*27' ;
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en prenant sîna au lieu de siQ(a — «j ), on trouve
5o",2Xsin23»27' — sinai = — : ' — •
36ox6o'x366,a4
En multipliant par le rayon terrestre, on obtient environ 27 centimètres pour le rayon du cercle que le pôle décrit sur la surface terrestre.
Détermination analytique des éléments du mouvement
Considérons trois axes fixes OXi, OY^, OZi et trois axes mobiles OX, OY, OZ liés au solide \ on sait que les relations entre les coordonnées absolues et relatives sont de la
forme
or, z= ax 4- a' y -f- a" z^
2, =: c j: -f- c'y -f- (fz.
Les projections de la vitesse sur les axes fixes sont
dx^ da da! da" __ dh
dt dt^ ^ dt dt ^' dt
On projette ces trois composantes sur OX, puis sur OY et OZ, et Ton pose
pdi:=. a!'da! ^ h" db' -4- c"^c' znz — [a! doT -I- V db" + c' de'), qdt:= ada" -\- bdb" '\- cdcf\ rdt=:a'da-\- V db -^c'dc;
il en résulte, pour les projections de la vitesse sur les axes mobiles,
V,=:^3 — rj, y^=:rx—pz^ y^~py — qx.
L'interprétation de ces équations est bien connue^ le mouvement à Tépoque t est une rotation résultant de trois rotations Pj y, r autour de OX, OY, OZ.
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On peut avoîr les dërîvëes ^> • • • en fonction de p, q^ r,
en formant les valeurs de V,,, V^^, V.^ comme étant les sommes des projections de V,,' V^, V, sur les axes immobiles. On a ainsi
Cette valeur doit être identique à la valeur (1)5 en égalant les coefficients de x^j^ z^ et faisant de même pour V^^, V,,, on a
da
dt
db
da!
dt
ar.
da" _ dt
= aq —
dt
de
dt
On peut remplacer les neuf cosinus par les trois variables d*Euler, l'angle 9 du plan 3cy avec le planoTij^i, les angles f et ^ de Tintersection OP des deux plans avec OX et OXi \ les valeurs de f , (p, 6 en a, i, c,. . . donnent leurs dérivées par rapport au temps en fonction àe p^q^ r. On évite ces calculs en regardant la rotation instantanée &) comme résultant de trois autres -t-> -7-» "r» autour de OZ^, OP, OZ:
dt dt dt
p est la somme des projections de leurs axes sur OX, . . m
,, . d^ dB
p = smô smtf— -h C0S9 —>
dt dt
d^ dB
q = sinO C0S9 -V- — sin © -7-»
-' ^ dt ^ dt
dfù ^d^
rz= -I -f-cosÔ-T-»
dt dt
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Résolvant par rapport à dO^ d^^ d(^^
d9 . d-^ p siriff -^ g cosfo
-~ t=»cosf — asin«, -— = =—7 -^
dt ^ ^ ^ ^ di sinô
•^ = r — cot9(/7smf + ^cosf ].
A l'époque^, Taxe 01 de la rotation instantanée a pour projections sur OX, OX? OZ, p^q^r-^ à Tépoque t -f- dt^ les axes OX, . . . sont venus en OX', . . . , et Taxe de rotation est une droite OI', dont les projections sur OX', . . . sont ;; -h dp^ q -f- dq^ r 4- dr\ mais, OX ayant été amené en OX' par une rotation autour d'une droite infiniment voisine de OI', on a
rox=:rox';
de même TO Y = FO Y', l'OZ = l'OZ', et les projections de 01' sur OX, OY, OZ sont encore p~\-dp^ q -h- dq^ r'{'dr. La rotation Ol' est la résultante de OI et de II',
II
en sorte que lim — peut s'appeler accélération angulaire y«,
et ses projections sur OX,. . . sont ~-> 'Zj'* T*
En différentiant les formules (2) par rapport au temps, on trouve les projections de l'accélération sur les axes fixes-, en projetant ces trois composantes sur chacun des axes mobiles successivement, on a les composantes de l'accélération
suivant ces axes. Tenant compte des valeurs de -3-?-««) ajoutant et retranchant p^x^ on trouve
elr dp
L'accélération peut être envisagée comme résultant de trois parties : la première, perpendiculaire au rayon vec-
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teur OM et à la direction de l'accélération angulaire, égale à OMy„sin{OM, y«); la deuxième partie, dirigée suivant 01, égale à a>'OMcosMOI; la troisième suivant MO, égale à w* OM 5 ces deux dernières pouv ant être remplacées par une seule, «*OMsinMOI dans le plan MOI et perpendiculaire à 01.
Monvement dans l'espace.
114. Le mouvement le plus général d'un solide peut être considéré comme résultant d'une translation et d'une rotation autour d'un axe mené par un point O choisi à volonté. Soient OX, OY, OZ trois axes liés au corps, p, y, r les composantes de la rotation 01 suivant ces trois droites, M, t^, w les composantes de la vitesse Vq absolue du point O; les composantes de la vitesse d'un point M seront
La rotation p, ^, r est indépendante du choix du point O; mais u, p*, (V en dépendent, et l'on sait qu'on peut choisir une origine G au lieu de O, de sorte que la vitesse de G soit dirigée suivant Taxe de rotation GG'. Pour avoir les équations de cet axe, il suffit de chercher le lieu des points dont la vitesse V est parallèle à OI :
.. u -h gz — rjr v •+- rx — pz «'H- py — qx
en combinant ces rapports, on trouve que chacun est égal à
— et aussi a
pu -\- qç -ir TW o)yoCOs(tt>, Vo)
p^-{- q^-hp^ __ _
Pour tous les points de GG^, V est égal à
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OU à la projection de Vq sur OI. En comparant les deux dernières fractions (i), on trouve
n' — qw = rpz -^ pqx — [^-^ <7*)^ z=p[px -^ qx -^ rz] — w'ar,
ce qui permet d'écrire les équations de Taxe de rotation et de glissement
«' jr -\- TV — qw tù^y -I- pw — ru w^z -+- </« — pv
Les projections de l'accélération sur les axes mobiles s'obtiennent en ajoutant aux expressions trouvées dans le cas d'un point fixe les projections u\ v\ çv' de l'accélération du point O.
IIS. Les composantes de la vitesse et de l'accélération se simplifient si l'on prend pour axe des x l'axe de rotation et de glissement, pour axe des z la perpendiculaire commune à cet axe et à sa position infiniment voisine, pour axe des y une perpendiculaire aux deux premiers^ la vitesse de l'origine à l'époque t-h dt sera dans le plan des jcy^ donc çv' est nul, et il en est de même de v^^ çv, ^, r,
dr / 1 * dp dtù , , r, , dq ,
~\ p est égal a w, — = — = &>', et je fais -^ = q'\ avec ces coordonnées, les valeurs générales deviennent
y^zzz u' -\- q'Zy y^-^v' — »'z — »'j^» 7»= w'^ — ^' ^ — w*^»
Les composantes de la vitesse mettent en évidence le mouvement hélicoïdal^ les points où la vitesse est la même sont sur un cylindre droit.
Il existe un centre des accélérations, à moins que «y' ne soit nul -, le lieu des points dont l'accélération totale est K est un ellipsoïde dont le centre est le centre des accéléra-
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tioss; l'équation, rapportée à ce point, serait
Comme le rectangle j-z manque, Tellipsoïde n'est pas de révolution : les cas particuliers se discutent aisément.
Le lieu des points où l'accélération a une direction dotinée est une ligne droite.
Les points où l'accélération est normale à la vitesse sont sur un hyperboloïde
Le plan des yz est un plan cyclique \ le plan des xz coupe la surface suivant deux droites parallèles : selon qu'elles sont réelles ou imaginaires, l'hjperboloïde est à une ou à deux nappes.
Les points dont l'accélération est tangentielle sont à l'intersection des surfaces
q wz' — KA^uy -h (wtt' — ««') z -J- uv* =z o, taq'yz -f- uq' x -f- (ww' — m«')^ -4- w'wz zzr o;
la première est un cylindre parabolique parallèle à l'axe des x^ la seconde un paraboloïde dont l'axe a la même direction; les deux surfaces ont une génératrice commune à l'infini dans le plan z = o : elles se coupent suivant une cubique gauche et non suivant une courbe plane.
116. Le mouvement infiniment petit d'un solide peut être regardé comme résultant de deux rotations autour d'axes non situés dans un même plan. En effet, soient AB la perpendiculaire commune aux deux axes , AP ^^ p, BQ = q les droites qui représentent les deux rotations, d leur angle. Menons AQ' égale et parallèle à BQ \ les ro-
tations p et q* ont une résultante AR = cd, et
sin(ft>, <jr] sin(«,/') sind
Décomposons p et q chacune en deux rotations, l'une parallèle, l'autre perpendiculaire à AB ; les rotations parallèles à AR ont une résultante (à = p cos (/?, w) H- y cos(y, w) j Taxe de cette rotation rencontre AB à angle droit en un point O tel que, si l'on fait OA = a, OB = i, AB = c, on ait
<7COs(^,m) /?cos(j7, w) 6>
q^-{-pqcosB p^-hpq cosB w'
Les rotations perpendiculaires à AR donnent un couple é(juivalent à une translation dont la vitesse Y, parallèle à
0), est
V=/?c8in(/?, «) = c— sinO.
Il y a une infinité de manières de choisir les axes des deux rotations , de manière que le mouvement hélicoïdal résultant coïncide avec le mouvement élémentaire du solide. Les droites AP, BQ sont dites conjuguées; le déplacement de chacune d'elles peut être obtenu par une simple rotation autour de la conjuguée, en sorte que les plans normaux aux trajectoires de ses divers points passent par la conjuguée. De là résulte la construction indiquée par M. Chasles pour l'axe central, lorsqu'on connaît la direction des vitesses de trois points A, B, C : on mène en A, B, C les plans normaux aux vitesses de ces points ^ les deux premiers se coupent suivant une droite «(3, les deux derniers suivant (3y; AB et a|3, BC et jBy forment deux systèmes de droites conjuguées. Menons donc la perpendiculaire commune à AB et
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à a|3, puis celle de BC et ^y^ l'axe central doit rencontrer ces deux perpendiculaires à angle droit ^ il est donc leur plus courte distance.
Étant donnés trois axes rectangulaires, un solide se déplace de manière que deux de ses points A, B glissent sur OX et OY, tandis qu'un plan contenant A et B et lié au corps passe par un point fixe H de OZ; trouver à chaque instant Taxe central. Soit G le quatrième sommet du rectangle dont les trois autres sont 0, A, B ; le mouvement du solide peut résulter d'une rotation autour de la parallèle à OZ menée par G et d'une rotation autour de AB : on prend pour varîable l'angle de AB avec OX, et Ton compose les deux rotations.
En supposant que le centre de la Terre décrive un cercle d'un mouvement uniforme , tandis qu'elle tourne autour d'un diamètre qui reste parallèle à lui-même, trouver pour chaque position Taxe central, la vitesse de rotation absolue et de glissement, le lieu des axes centraux dans la Terre et dans l'espace.
Les tangentes aux trajectoires des divers points d'une droite forment un paraboloide ; les projections des vitesses sur la droite sont égales.
Quand une droite est tangente à la trajectoire d'un de ses points, il en est de même pour la conjuguée, et les deux points considérés sont sur la plus courte distance des deux droites.
MOUVEMENT D'UN POINT LIBRE
Moavement rectiligne.
117. Soient m la masse d'un point matériel se mouvant en ligne droite, F la force qui le sollicite suivant cette droite, x sa distance à un point fixe pris sur la droite, v sa vitesse à l'époque 2; on a les relations suivantes :
F dv d^x d\v
dt'
m dt dt^ dx
Qu'on doime entre F, f , x et v une relation qui caractérise le problème avec les circonstances initiales, on est ramené à une simple question d'Analyse.
118. Mouyçment d'un point matériel M tiré du repos par une action attractive émanant d'un centre fixe O et inversement proportionnelle au cube de la distance. (Licence, i86o.)
Le mobile reste sur la droite qui va de O à sa position initiale A. Soient OM = :r, OA=:a, m/x' l'attraction à l'unité de distance; l'équation du mouvement est
. . d^x jx»^
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multiplions par aax, ou remplaçons -—^ par — — -> on a rintëgrale des forces vîves
dx^
d'où
— dt.
^«i«_ jJ a
On prend d'abord le signe — , parce que x commence par décroître, et l'on a l'intégrale seconde
(3) i/a»— ar»=:~.
La constante d'intégration est nulle, puisque a' — x* est nul pour t = o. Cette intégrale ne peut être constamment
vérifiée, car elle exigerait que t ne dépassât point — > ce
qui serait absurbe \ elle est du moins vraie jusqu'à ce que t atteigne cette valeur avec a: = o, car jusque-là (a) ne donne pas de difficultés. A cette époque, M arrive en O avec une vitesse infinie et se trouve soumis à une force infinie : il y aurait de l'indétermination^ mais il est naturel d^admettre que M dépassera O et que l'intégrale des forces .vives aura toujours lieu. En n'étudiant que le mouvement défini par cette convention, on voit que, x devenant négatif, il faudra prendre le signe 4- dans l'équation (a), et l'on aura une nouvelle intégrale avec une cdnstantc indéterminée
(4) — i/«»— ar»= !^-f-C.
La constante C n'est plus nulle ^ quand M est venu en O, X est zéro et t = •— •, donc C = — aa, t étant toujours
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compté à partir de Torigiiie du mouvement ; dans sa seconde période, le' mouvement est donc défini par la loi
(5) ^sja^— x'zzz — ia-^ ^'
Cette nécessité de changer non-seulement le signe du radical qui entre dans l'intégrale, mais aussi la constante arbitraire, ne se rencontre pas généralement, témoin le mouvement d'un point attiré proportionnellement à la distance : cela tient à ce que, lorsqu'il y a à changer le signe d un radical dans l'équation difTérentielle , le radical est ordinairement nul, ainsi que le terme qui en résulte dans l'intégrale, et ceUe-ci n'ofTre pas de discontinuité à laquelle on est forcé de parer à l'aide d'un changement de constante arbitraire. J'en aurai un exemple en suivant encore notre mobile^ l'équation (5) montre qu'il parcourra une distance
0A'= a en sens contraire de OA dans le temps —; alors
a: = — a^ et (2) prouve que dx doit devenir }>o, et Je radical reprendre le signe — ; le retour de A' vers O serait défini par l'équation
Comme on a x = — a avec t == - — 1 C est égal à — 2a,
et la troisième période du mouvement est définie par la loi
il suffit de changer le signe du radical dans Téquation (5) ; mais, quand nous repassons au delà de O vers A, le radical doit changer de signe sans s'annuler : nous revenons à la
forme d'intégrale (4)^ or ici x est nul avec ï= — ; il
Db S.-G. — Âee. 1 3
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faut que C soît — 4^? et la loi du mouvement jusqu'au troisième passage en O est donnée par la formule
alors nouveau changement de constante, et ainsi de suite.
119. Mouv^ément d'un point M attiré vers deux centres Jixes O et C av^ec des intensités inv^ersement proportionnelles au carré des distances, le mobile restant sur la droite OC 5 ce serait le cas d'un corps se moui^ant entre la Lune et la Terre,
Prenons le point O pour origine et la masse du mobile pour unité. Soient OC = c, a et i les distances respectives auxquelles les attractions de O et de C sont égales à g. Dans le cas actuel, c'est Téquation différentielle du problème qui change selon la position du mobile : si celui-ci est entre O et C, on aura
Quand le mobile est au delà de C ou de O, on a respectivement
Plaçons-nous dans le premier cas, et soit ^0 l^i valeur initiale de Vf pour x = x^ : on a pour intégrale première
La seconde intégration qui donnerait t en fonction de x conduit à une intégrale elliptique^ mais il suffit de discuter les valeurs que ^ peut prendre pour se faire une idée nette du mouvement. En égalant v*^ a zéro, on a une équation du
SUR LÀ MÉCANIQUE HÂTIONITELLE. igS
second degré, outre la solution a: = ±: » ; quand x est trèsprès de zéro ou de c^f[x)esl^o] il faut voir si l'expression peut devenir négative, et pour cela substituer la valeur Xj qui annule f^{x) \ on a
et
Si cette valeur est ^ o, le mobile ira sans s'arrêter depuis son point de départ jusqu'à O ou C, selon le sens de la vitesse initiale, dépassera ces points avec une vitesse infinie, et son mouvement sera déterminé par une des deux autres équations qu'il faut substituer à (i) en dehors de l'espace OC. Supposons, au contraire, /{x^) <^o\ si le mobile est lancé dans la direction de O vers C, et si x^ <] .r^, le mobile s'arrête pour la plus petite valeur de x qui annule v*, puis il revient vers O qu'il dépasse avec une vitesse infinie. Le cas limite est celui où^(j:i) est nulle ^ on peut alors transformer l'équation (2), en retranchant du second membre y(:r:i) qui est nulle ^ en tenant compte de (3), on a
dx^ 7,g[a-\- bY[x — x^Y
dt^ c.t[c — x)
On n'a qu'une irrationnelle du second degré; mais, sans expliciter l'intégrale, on voit que x variera de x^ à x^ pour n'atteindre cette valeur (ju'après un temps infini. Examinons rhypothèse où les points O et C seraient les centres de la Terre et de la Lune; a est le rayon terrestre, soit
636o kilomètres; b est environ -a, c=6oa. Imaginons
que Xf^ soit égal à a ; pour que le mobile atteigne la position de repos correspondant à o: = Xi = 54«, il faudrait
le lancer avec une vitesse telle que .Î = 2ff«(i4-g^-g^), .. = ,8oomèt.env.
- Avec une vitesse moindre, le point retombera sur la Terre.
120. Moui^ement ^vertical d'un point pesant, en admettant qu'il éproui^e dans l'air une résistance proportionnelle au cube de la vitesse.
Supposons que le corps monte, l'équation de son mouvement sera de la forme
(•) dt=-«-ei^'
Séparons les variables et décomposons en fractions simples :
Zgdt Zk^dv dv [ç — ik)dv
k^-^s^ p-^ h v^^vk '\' k
Zgt _ [V9'^k)\ji>^--i>k^ k^
^ "" [ç^k)^v\---V,k-hk^
-h ^3 arc tang — r; \j- 4--
dx
Si dans (i) on remplace dt par — > on en tire
d'où
Zgdr 3kçdu dv [v'\-k)dv
^' """ {\>^-^ k)^v^-^vk-^ k^
-f vSarctang— 7- —, ^-f- •
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Il suffit d'éliminer w entre (2) et (3) pour avoir une relation entre x et f , et il y aurait avantage à remplacer ces équations par leur somme et leur différence. Le résultat est compliqué ^ mais, si Ton donne à u des valeurs arbitraires entre ^^o et zéro, on aura autant de valeurs simultanées qu'on voudra de t et de x; en faisant i' = o, on trouve, pour la position la plus élevée du mobile,
x = 5— I L — h v3 arc tang —, )•
Le cas du corps descendant se déduit sans peine du premier en changeant g en — g*, A" en — h'^ on trouve qu'avec le temps v» s'approche de plus en plus de Âr, et que x croît indéfiniment.
Pour voir ce que devient t quand on fait k infini, écrivons-le ainsi :
y 3 arc tang ^^ '-^—
2 / V Cg -4-
La partie qui reste finie est •, un développement ana-
vl — ^^
logue donne -^ pour les termes finis de la valeur de x-^
mais, si Ton voulait avoir ^ ou a: en série ordonnée suivant les puissances négatives de A", il vaudrait mieux ordonner de la même manière Téquation différentielle primitive^ ainsi pour t
et Pon intègre aisément.
121. Un point matériel est attiré vers un centre fixe ai^ec une intensité Jonction continue de la distance, et il se meut dans un milieu homogène dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse; déterminer la loi d'attraction de manière que le mobile partant du repos arrii^e en O dans un temps T indépendant de la distance initiale a. ( W. Waltow.)
Soient y (a: ) la fonction cherchée de la distance jr, hv^ la
résistance de Fair^
Faisons
(2) / 2e-^'/{x)djc = u, e-^dxz=zff[u)du.
Jo
Soit a la valeur de u qui répond à x = a ^ on a
jc Jo «/o
On n*a qu'à intégrer la valeur de dt tirée de (1) pour avoir
Jo V^a — u changeons de variables en posant u = az^ nous aurons
r^ ^if[(xz)dz _ r^ \fÔLZ,ff(az)dz
Jo V^ï-^ Jo S/^ — ^'
Pour que T ne dépende pas de a, il faut que ^0Lz^{az) soil une constante ; autrement elle serait croissante ou décroissante tant que la variable az serait comprise entre zéro et une valeur finie h. Donnons à a deux valeurs différentes
moindres que h*^ les éléments de Tintégrale dans un des cas seront tous plus grands ou plus petits que dans l'autre et Tne sera pas constant. On a donc
<p(az) = --=» ff[u)=—:'
La seconde équation (s) devient
e^^dx = — :r-» d'où I — ^*= 2\A^U,
la constante d'intégration étant choisie de manière que u s'annule avec x. En diflerentiant la première équation (2),
Ju .1 — e"^* 2 er^'f [x]dxz=zdu=z er**€lx -V- = ^ zr^n— ^^
d'où
Quant au temps de la chute, c'est
\dz
=wX.
Lorsque k est nul ou qu'on néglige la résistance de l'air, on voit sans peine quey(a:) se réduit à ^»
Mouvement curviligne.
122. Ce mouvement se détermine d'une manière générale en exprimant que les diverses composantes de l'accélération, multipliées par la masse du mobile, sont égales aux composantes analogues de la force motrice qui agit sur le mobile. On a, pour déterminer les trois coordonnées en fonction de t^ trois équations diiférentielles du second
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ordre \ rintégration donne six constantes qu'on détermine à l'aide des valeurs initiales des coordonnées et de leurs dérivées par rapport au temps. Il sera souvent utile de considérer l'intégrale des aires et celle des forces vives quand elles ont lieu.
Je rappelle dès maintenant une proposition générale qui est vraie pour un système matériel placé dans des conditions quelconques : un problème de Dynamique n'a qu'une solution -, un système placé dans des circonstances données prend un mouvement nécessaire et fatal. Si donc on trouve pour les différents points une loi de mouvement qui satisfasse aux équations différentielles du problème et aux conditions initiales, le problème est résolu : le mouvement possible est seul possible.
123. Mouvement d'un point attiré vers une droite fixe par une force inversement proportionnelle au carré de la distance et ayant une vitesse initiale a pai^allèle à cette droite.
Le mobile reste dans le plan qui passe par sa position initiale et la droite attirante-, prenons celle-ci pour axe des x^ et une perpendiculaire par la position initiale pour axe Aesj'^ les équations du mouvement sont
intégrales premières :
d.T 'di
It ' dt V . yy, '
éliminant dt^ on a, pour la trajectoire,
V «' jjo « V /• V
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Si Ton avait = i , la trajectoire serait un arc de cy-
cloïde, sinon c'est la courbe déduite de cet arc en dilatant
les abscisses dans le rapport de a\/j q à y/ac'^ le temps que met le mobile pour arriver à la base est
Par raison de symétrie, le mobile passera au-dessous de la droite en gardant sa vitesse parallèle à OX, et décrira une cycloïde dilatée, égale à celle dont il a décrit une moitié.
124. Mouv^ement de dei^x points qui s'attirent proportionnellement à leur distance et à leurs niasses, et dont l'un est libre, l'autre obligé de rester sur une droite fixe. Cas oh la masse du point libre est triple de la masse du second, et où la droite fixe exerce un frottement, les vitesses initiales des deux points étant nulles. (Licence, i865.)
Prenons la droite fixe OA pour axe des x avec deux autres axes rectangulaires ^ soient p la masse du point assujetti à rester sur OA, m celle du point libre, s l'abscisse du point fi, X, y y z les coordonnées de m, c* le coefficient d'attraction pour deux unités de masse à l'unité de distance. Les équations du mouvement s'écrivent immédiatement, en divisant par les masses.
df" ^ '^' dt^ ^
Les deux dernières sont des équations linéaires du se-
20a RECUEIL d'exercices
cond ordre à une seule inconnue et à coefficients constants; leurs intégrales ont une forme connue
y = Acosct^iL -j- A' sinc^v'fz, z = B cosct^ -h B' sinct^iu
On pourrait les écrire sous la forme équivalente
jr =2 a cos c ^IL^t — a), z = ôcoscypi(r — p).
Il en résulte que m se meut sur un cylindre elliptique dont l'axe est l'axe des x^ la projection de son rayon vecteur sur le plan yz décrivant des aires proportionnelles au temps 5
la durée d'une révolution est
Quant aux deux premières équations (1), je les remplace par les deux combinaisons suivantes :
'^de^ dt* ' dt^ dO ^ ^' ^ '
Les intégrales ont encore une forme connue
|x j -4- mx = G -h G' r,
X — 5 = H co^ctyjm -i- fA -+- H' smct^m h- f*.
La première exprime que le centre de gravité de jui et de m projeté sur OX se meut uniformément \ les valeurs de s et X prouvent que ces points oscillent autour de ce centre
de gravité dans un temps -
Dans le cas particulier proposé, je prends pour origine la position initiale O de fz, et pour plan des xj celui qui passe par la position initiale M de /w 5 je fais jx = 1 , m = 3. Le point m ne sort pas du plan des xy. Quant à jui, il éprouve de la part de m une attraction dont la composante suivant OX est 3 c* ( j: — 5), et la composante normale 3 c^j •, celleci est détruite par la rigidité de OX, mais elle donne lieu
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à une force de frottement en sens contraire de la vitesse de [i et égale à la valeur absolue de 3 c^fy* Les équations différentielles du mouvement seront d'abord
(2) g = 3«'(^-.)-3/Cr,
Soient a et & les coordonnées initiales de m, {b^o)\ 1 équation (4} admet pour intégrale
y=k cosct H- B sinc^;
dy
mais, comme pour f = o, on a j^ = J, -^ = o; il vient
A = b, B = o et jr = b cosct.
Dans Téquation (a) je remplace j^ par cette valeur; puis, en l'ajoutant à l'équation (3) multipliée par 3 ou en la retranchant de la même équation, je forme les combinaisons suivantes :
d^s _ d^jf: _ , -
dt^ do , ^ .
dt^
— ^c^[x — s)-^ Zc*fb coscf.
Intégrons, en tenant compte de ce que, pour ï = o, on a dx ds dt dt
-7- = -7-=^ = o, wC = a,
s -f- 3x =z 3b/cosct-\- 3 (a — b/)^ X — s=: bf cosct -4- (a — bf) cos^ct^
doù
s=z y [a—- b/)(i — cosacr),
X =: j [a — bf] -f- bfcosct -h y [a — bf) cos^cL
Ainsi y diminue d'abord jusqu'à devenir nul pour t = — 9
et, dans la même période, s augmente de zéro à - (a — bf).
Mais il faut porter notre attention sur Téquation ( 2 ) , où
entre la force de frottement *, elle est écrite dans Thypo-
ds thèse où j^ et — sont positifs. Quand Tune des deux quan-
tités changera de signe, il faudra dans cette équation changer le signe de i/c^j] il en résulterait de la difficulté pour suivre les points dans la suite des temps ^ ici les données
sont tellement choisies que y el -r- changent de signe en
même temps, en sorte que Téquation (2) sert encore pour le retour de [â vers le point O -, t croissant de — à - ? j re-
vient à zéro, y va de zéro à — i, et x arrive à la valeur finale a — si/*; alors met fx sont immobiles, et nous nous retrouvons dans les conditions initiales, sauf le changement de a en a — 2 i/l L'équation de la trajectoire du point m s'obtient en éliminant t entre les valeurs de o: et de y :
C'est une parabole dont l'axe est parallèle à l'axe des ar, et le sommet a pour coordonnées
a}—iabf , b^f
le paramètre est -
^[a^-bfY -" a-bf
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Une condition indispensable pour que les choses se passent comme il vient d'être dît, c'est qu'au départ la composante suivant OX de l'attraction subie par le point [x soit plus grande que la composante normale multipliée par f\ cela revient à dire que a — Jysoit ^ o, sinon [i ne bougerait pas, et m se mouvrait sur la droite OM. Quand m sera arrivé à l'extrémité de l'arc que nous lui avons vu parcourir, si a — abf — bf ou. a — 3 bf est encore > o, /ui se remettra
en marche pour une excursion d'amplitude - (a — 3 i/*),
et m parcourra un arc de parabole dont l'extrémité finale aura pour coordonnées a — ^bfelb : [i fera i excursions, i étant le plus petit nombre pour lequel
ensuite jui sera immobile et m oscillera en ligne droite de part et d'autre de O, sa distance /' étant réglée par la formule
r=z Ff^cosct,
On aura un problème facile en prenant notre cas particulier avec y = o.
125. Mouvement plan d'un point matériel M attiré en raison directe de la distance par un centre d'action C qui parcourt un cercle as^ec une vitesse angulaire constante eo, cas où r attraction est égale à la distance multipliée par 0)*, et oii M est primiti\fement en repos au centre du cercle.
On écrit de suite les équations du mouvement, où les lettres ont un sens bien clair,
^ = f.»(Rcosû>f-a:), -Z:^^7(Rsinw/-jr).
Les intégrales donnent la position du mobile à chaque
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instant :
a;= —5- -cos»i^-f- Acosixf-h Bsinjxf,
^ -_ _j ^ sinw^ -H C cositt -♦- Dsina^
On peut se faire une idée nette du mouvement de M en imaginant un point P dont les coordonnées seraient
^1 = -7 -coswf, rt= ~i — ^-smwi^;
ce point parcourt un cercle concentrique à l'origine et de rayon -^ — ^-^^ avec une vitesse angulaire &). Par rapport à ce point P, les coordonnées de M sont
(2) i=x — d?, = AcôsfA^-h Bsinfz^, >ï = Ccosfx? 4- Dsin/x^.
L'équation de la trajectoire relative est celle d'une ellipse
(3) (A>î — CÇ)'-h [Bn — D?)»= (AD — BC)2.
M parcourt cette ellipse avec une vitesse aréolaire constante, tandis que Fellipse a un mouvement de translation, tel que son centre décrit uniformément un cercle de rayon
R'= L'ellipse (3) devient un cercle si
AC-f-BD = o, A»-f-B»=:C»-f-D% d'où ^— — ?z=dti.
Pour interpréter ces relations, je désigne par r la grandeur initiale de PM, par Q son angle avec OX, par w la vitesse relative initiale de M, par cf l'angle de cette vitesse avec 0X5 les équations (2) montrent que
A=rrcos0, C:=:rsin0, B=-coscp, D== — sinç:
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donc
7 COS0 =:=p — sincp, rsinO =zh — coscp,
tango =r — COty, wrrrfitr;
la vitesse relative initiale est perpendiculaire à la droite Po Mo et égale à cette droite multipliée par [i, M se meut
comme s'il était lié à un cercle de rayon ? roulant intérieurement ou extérieurement (selon le signe admis dans les dernières relations ) sur un cercle de rayon RM i dz - J • L'épicycloïde décrite par M sera allongée ou raccourcie selon que r^ • On ne pourra, toutefois, avoir le mouve-
ment donné par le roulement d'un cercle dans un autre de rayon double -, car il faudrait « = /i, et, pour ce cas, les intégrales (i) ont une forme illusoire^ c'est le cas particulier proposé. H est permis d'écrire les équations (i), dans le cas général, sous la forme
,^ cosw^ — cosut .- _^ .
js= u^K ^—-h A' cosuf + Bsmuf,
It? — w'
.^ sincAf — sinixf
jr=:p»R . ^ 4-....
Que lÂ tende vers o), il est aisé de trouver la limite de ces expressions
07= -RcA/sino)^ + A'cosu^-f- B sinur, Y = Rwrcosw^-H C'cosw^H- Dsin»^.
Le mouvement est celui d'un point se déplaçant sur une ellipse analogue à l'ellipse (3), mais dont le centre décrit une spirale d'Archimède avec une vitesse angulaire con-
stante c*). Si au début x^ y et leurs dérivées sont nulles, on connaît les constantes, et il vient
X = — RoJf SlQb)^, T = Rôâ^COSMf H — RsiQu/.
Le point M peut être regardé comme oscillant sur une droite de longueur R, qui reste parallèle à Taxe des j^ tandis que son milieu décrit une spirale d'Archimède dont
l'équation serait r= — (ÔH — j«La courbe que décrit M
présente à l'origine un rebroussement où la tangente est l'axe des x, puis le rayon vecteur grandit constamment ; car son carré est
R'(w^/* — 26>/sina>rcos6>r+ sin'w
la dérivée de cette expression est R^co'^sin'wiK, toujours positive.
Le milieu P de la droite sur laquelle oscille M est tou-
TT
jours dans un azimut en arrière de - sur celui où se trouve
le centre d'attraction C \ mais on a un exemple bien remarquable de la modification profonde et singulière qu'un fait analytique peut apporter à un mouvement.
126. Un corps pesant est soumis à l'action d'une force variable, mais toujours tangentielle ; déterminer la loi de cette force de manière que la vitesse soit constante; trajectoire du mobile.
Ce problème s'appliquerait, dans une certaine mesure, à une fusée lancée dans l'air.
Prenons pour axes des x et desj^ l'horizontale et la verticale du point de départ, et désignons par a l'angle de la vitesse avec l'horizon, par a la grandeur constante de cette
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vitesse et par F la force inconnue. La trajectoire est contenue dans le plan vertical qui passe par la vitesse initiale. Projetons les forces qui sollicitent le mobile sur la tangente et la normale à sa trajectoire^ on doit avoir
F — mg sina = o. m — = mg cosa ;
la première fait connaître F et la seconde donne, f étant la valeur initiale de a,
û' ds cosa. dx à^ . gx
-=pCOSa=: = —> a:=— ((p — a), a=:y -;
ensuite
/ V c<>s ( qp — — I
dy / S^\ ^' T \ ^* /•
dx ^\ a? ] g cosy
Le mobile s'élève d'abord, atteint une hauteur maximum
dr , , û*f
— L sécy pour X = ^^ » puis redescend indéfiniment et
devient asymptote à la droite a:=-— (qpH — j; la courbe
est symétrique par rapport à la verticale du sommet. Résolvant son équation par rapport à cp, on trouve
Sx SX
e^^ r:™: ces ^:^ 4- tanff« sin ^— ;
on en déduit l'angle de projection nécessaire pour que la trajectoire passe en un point donné, x est nui pour
y = 2 ~ 9 5 le jet est maximum pour ([> = -• La position du
mobile à chaque instant se déduira de la relation
(TT f g^.2:\
4 ""2 âûTv
Db S.-G. — Ree. l4
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Mouvement d^un point pesant sur un plan incliné dépoli
La pesanteur se décompose à chaque instant en une force m^sini, dirigée suivant la ligne de plus grande pente, et une force normale au plan, qui donne lieu à une force de frottement mfgcosi^ dirigée en sens contraire de la vitesse du point. Ces forces ont des valeurs constantes, que je dé-
signe par niy et mny\ n est égal à -; ,\ elle est donc ^i,
selon que l'angle de frottement est supérieur ou inférieur à l'angle du plan avec l'horizon . Nous avons un cas particuliertdu mouvement d'un projectile dans un milieu résistant, où l'on supposerait la résistance constante.
Prenons pour axe des x l'horizontale du point de départ, pour axe des j^ la ligne de plus grande pente, en remontant^ désignons par Q l'angle de la vitesse avec l'axe desj^ et par ot la valeur initiale de d^ la vitesse (^ a d'abord la valeur a. Projetons les forces qui sollicitent m sur la tangente et la normale, et divisons par m :
[l] -7-= — 7COSÔ — «7, -=:7Sill0;
ds vdt , mais == — = — : donc
(2) dt=2
7 sînO Remplaçons dt par sa valeur dans (i), nous en déduirons
3 — =-~COtÔfi?Ô r-Tj v=a^-[ ^ i A '
^ ' V smO smô Xtang^O/
L'équation (2) montre que 6 va sans cesse en augmentant, sans que v» s'annule, jusqu'à 6 = 7r^ l'équation (1)
prouve que, si a est <[ -? p» diminue d'abord jusqu'à ce
quon ait cosfl = — n. Nous trouvons tout de suite une division essentielle dans la discussion du problème, selon que n est ^ I . Dans le premier cas, v ne cesse de diminuer, et Téquation (3) nous montre que, pour 6 = tt, v = o -, le mobile s'arrête donc en un certain point et il y reste immobile, car l'hypothèse est précisément que le frottement est plus grand que la force accélératrice. Au contraire, pour w <! i , V passe par un minimum et augmente ensuite indéfiniment quand 6 s'approche de tt. D'ailleurs la formule (a) nous donne la relation, entre et f ,
asinatang^ya rfô
7 sin"0tang*Y6
Pour abréger l'écriture et avoir une intégrale plus simple,
je pose
- sma tang" - a =: 2c, tang- = u,
et je désigne par e la valeur tang - a. Nous aurons
If 1 --h tt'
dtzzzc — —rr-du, .= -^ f JL _ _L.U -^ (-1- - -J- V n -h I \«"-*-» tt"-^7 n — I ye"-' !£«-' /
Selon que n sera ^ i , quand B sera égal à tt ou u = oo , éprendra une valeur finie ou croîtra indéfiniment^ le temps au. bout duquel le mobile s'arrête, dans le premier cas, est
ri Cl
Nous calculerons dx et dj par les relations
a' . I d^ I H" tt^
dx=i çdt sin = — sin'a tang'" - a .— — — — ■ = 2 y c' , ^ du^
7 *=* 2 sm'ôtang"40 ' «»«+'
I — tt* rfr=fr^/cos©=:7C* -^^5;;^^ ^«'
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d'où
l / ^ ""* 2/î -4- î \e"»+' u""^') 2/2 — I \s*«-» "" «»«-'/ ' (6) y = -ïf-(-^ '-] l±-(-L Î_V
or gardera une valeur fiiiie tant que n sera }> -» j^ ne sera
fini que si /z ^ 1 5 donc, quand n est ]> i , le mobile s'arrête en un point dont les coordonnées sont données par les for- . mules (5) et (6), où Ton fait u infini; quand n est compris
entre i et -» la trajectoire a une asymptote verticale à une
distance donnée par l'équation (5); enfin, si nS-j la tra-
jectoire présente une branche parabolique. A gauche de OY, on peut supposer que la courbe définie par les équations (5) et (6) soit prolongée ; on trouve que, pour m = o,
X et y sont infinis, — ayant une limite infinie; il y a donc
toujours de ce côté une branche parabolique à axe vertical. Les résultats obtenus pour le cas où la résistance du milieu est }is^ sont notablement modifiés.
Dans le cas de 7z = i, les équations (3), (4)) (5), (6) deviennent
•4-cL-» c = -sm^-a,
/sin4-a\* c / I i\ ^ u
\SlQyô/ 2 \S» W) l
L'éliminatiou de u entre x ^X. y est irréalisable ; mais on n'en voit pas moins clairement la forme de la trajectoire, branche hyperbolique à droite, branche parabolique à gauche. Pour 6 = TT, la limite de v est a sin* - a.
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128. Mouv^ement d'un point matériel M attiré vers un cenlrejixe O par une force — ^ 5 r étant la distance OM, c une constante; la distance initiale est a, la vitesse initiale — fait l'angle aigu a as^ec la droite MO \ enfin le
centre O est entouré d'un milieu non homogène exerçant
, . , 3/wcosa , \me résistance mesurée par ; {t.
Soit fx l'angle de la tangente avec le rayon vecteur ^ on aura
rrfô dr ds dr
tanfi[u =:: — -— ) €13 = -» fi =1 -T- — = ; •
^^ dr coStt ' d^-^diL dr
^ sinfA h oosur/fA
Projetons les forces sur la tangente et la normale à la trajectoire, qui est évidemment plane, et divisons par m,
, . dp d-lt^ r* 3p*cosa c' r* .
(.) _=_^=_-cos{» p-, -=^sm^.
La seconde donne, en remplaçant p par sa valeur,
c'^i + rcotH^)
La première équation (i) peut s'écrire
d,w^ 2/'* 6f^cosa
dr c^ rcosp
On y remplacera u* par sa valeur tirée de l'équation (2), et •^ par la valeur obtenue en diâerentiant cette formule \ il
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vient, après réduction,
d^yi I -4- sin2fA dyi^ 6 cosa -4- ^ cosf* d^i.
dr* sin^ft dr^ /-cosp dr
6sina , ,
= — î— cosa -H cosia).
r ' cos^ fA ^ '
On ne peut intégrer cette équation; mais, comme on aperçoit l'intégrale particulière cosfx = — cosa, fx = tt — a, on devra essayer si elle peut vérifier les équations (i) du problème, en tenant compte des conditions initiales. Or les équations (i),ou leurs transformées (2) et (3), donnent, par /x = TT — a,
c' dr c'
la seconde est conséquence de la première et elles sont compalibles; fi étant constant, la trajectoire est une spirale logarithmique, et la loi du mouvement est donnée par la formule
r* dr 1 j tcosct
c dt cosa. r a c
Ainsi le mouvement donné par Tintégrale particulière satisfait à toutes les conditions du problème; il aura donc réellement lieu.
Forces centrales.
Quand la force qui sollicite un point passé constamment par un point fixe, la trajectoire est plane, le principe des aires a lieu, et les simplifications qui s'offrent dans la valeur de l'accélération se reproduisent quand on considère les forces. Si la force motrice rencontre toujours une droite fixe, c'est pour la projection du mouvement sur un plan perpendiculaire à la droite que le théorème des aires est vérifié.
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129. Mouvement d'un point attiré vers un centre fixe C avec une intensité proportionnelle à la distance; étudier les variations de la trajectoire quand on change la direclion de la vitesse initiale.
Prenons pour origine le point de départ, pour axe des z la droite OC, et pour axes des x et des j^ deux droites quelconques passant en O. Les équations du mouvement ont une forme bien connue
Je désigne la vitesse initiale par X^, et ses composantes suivant les axes par Xfxa, X^x^, Xfjiy, les intégrales du problème sont
.r=:>asinfit/, jr = Xpsinfitr, z = c(i — cosfA^] + X7sinfA/: Les équations de la trajectoire s'obtiennent en éliminant t
On reconnaît une ellipse passant en O et ayant son centre en C.
Cherchons le lieu formé par les trajectoires quand ou suppose la vitesse initiale constante en grandeur, mais prenant toutes les directions dans un plan donné. Je choisis ce plan pour plan des xy^ je prends la projection de OC pour axe des x et une perpendiculaire pour axe des j*^ on aura
L'élimination de a, |3, y entre ces relations et les équations (i) donne
La surface formée par les trajectoires considérées est un
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ellipsoïde dont C est le centre, O un ombilic^ le plan donné le touche en O, et le plan ZOX est principal.
1 30. Moui^ement d 'un point M sollicité par deux forces émanant d'un centre d'action O, l'une, attractive, pro^ portionnelle à la distance, l'autre, répulsit^e, en raison inv^erse du cube de la distance. Cas où., à l'instant initial, la vitesse est perpendiculaire à la droite qui passe en O, et les deux forces se font équilibre. (Licence, 1869.)
Le mouvement a lieu dans le plan qui passe par O et par la vitesse initiale*, en prenant O pour pôle et employant la valeur de l'accélération qui convient dans le cas des forces centrales, où r*d& = c^dt^ nous avons
"" dr '"^^ r»'
Multipliant par str^r, on en déduit l'intégrale des forces vives
Désignons par t l'angle de ro et de ^0 9 on a
c^ =1 r,c,sin«;
si l'on divise l'équation précédente par r*, on peut l'écrire
I dr^ I
. r UQ
Le second membre est positif pour r = r», mais il devient négatif quand r est très-grand ou très-petit; r doit donc rester entre deux limites a et 6, et, quand elle les atteint,
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dr est nul ; la vitesse est perpendiculaire au rayon vecteur ; les valeurs correspondantes A et A: de cette vitesse sont telles que ah = bk^ c* = r^ Va sine.
Si Ton prenait pour origine des temps Tépoque où le rayon vecteur atteint un de ces maxima ou un de ces minîma, l'équation des forces vives garderait la forme (i), où
TT
l'on ferait r^'=za^ ^»o = ^i f = ->
Posons, pour simplifier l'écriture, X* -f- aVi^ = n^a* :
ïL
n^ny
Nous prendrons — pour inconnue, et, en admettant qu'elle commence par décroître, c'est-à-dire que a soit un mini-
mum, nous aurons
En supposant = o pour r = a, on aura, sans constante d'intégration.
— -— = arc cos h
d'où
2 «2/2* /l w'+éZ^fA'X
3 — = -- cos» -7- -4- i-- sm' -r--
Cette courbe est comprise entre deux cercles concen-
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triques au pôle et ayant pour rayons a et -; l'angle d'un
rayon vecteur minimum avec le maximum qui suit est moindre que - ; la courbe est fermée et algébrique si -
est commensurable. Il est aisé de voir que, en appliquant
le plan de la figure sur un cône droit dont le demi-angle au
h sommet ait pour sinus -> le pôle étant au sommet du cône,
la transformée de la trajectoire se projettera sur un plan
perpendiculaire à Taxe du cône suivant une ellipse dont les
, . ah h
demi-axes sont — et - •
La trajectoire se réduirait à un cercle si le maximum et le minimum de r étaient égaux, a|!z = /i ou fjt'a*= X*h- a}h^. Il faudrait que la vitesse initiale fût perpendiculaire au rayon vecteur et moyenne proportionnelle entre ce rayoD et l'accélération du mobile à cette époque ^ c'est la relation qui existe constamment dans le mouvement circulaire uniforme.
La trajectoire présente un point d'inflexion lorsque la
valeur de r pour laquelle l'accélération serait nulle — ^ est
comprise entre les limites a et - entre lesquelles varie la
distance du mobile au pôle.
La loi du mouvement sur la trajectoire est donnée par le principe des aires
— rfô /'-r/0 ah
dt-=. =
-: cos^ -r + 4 sm* -ra^ h n^ h
ad^
I H ~ tanff' -r- Â cos^ -r-
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L'intégrale devient, en faisant £ = o pour d = o,
Le temps employé pour décrire Tare compris entre un
maximum et un minimum de r est — et ne dépend point
de X.
Dans le cas particulier proposé, X^ est égal à ^a^\ on prendra la forme (2) pour Tintégrale des forces vives, a représentant le rayon vecteur initial, h la vitesse initiale^ v^ sera égal à fjt'a'-h A*, mais la trajectoire sera toujours représentée par l'équation (3) ; a est le minimum de r, car
l'autre limite - est > a. Pour r = a, le rayon de courbure
de la trajectoire est infini sans qu'il y ait inflexion \ seulement la tangente a un contact du troisième ordre.
131 . Un mobile est attiré 2*ers un centre fixe ai^ec une intensité Jonction de la distance au centre d 'action ; frou^ [fer quelle doit être la forme la plus générale de cette fonction pour que la trajectoire soit toujours une courbe fermée, quelle que soit la direction de la vitesse initiale, dont la grandeur doit seulement ne pas dépasser une certaine limite.
Soit f(r) l'attraction du centre fixe qu'on prend pour pôle; le mouvement s'effectue dans un plan, et l'équation des forces vives, avec la forme qui convient aux forces centrales, donne
~ 2 r/[r]dr.
Posons - = M, S^f(r) rf/' = 9 (m), et nous aurons
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Si la trajectoire est une courbe fermée, u devra rester entre certaines limites finies ^ supposons qu'il commence par décroître, il diminuera jusqu'à ce qu'il atteigne une valeur a pour laquelle le second membre de (i) changerait de signe ; il faudra que u aille ensuite en croissant jusqu'à une valeur b pour laquelle (i) changerait encore de signe; n revieudra ensuite à a^ et ainsi de suite. Dans tous les cas la trajectoire sera formée d'arcs superposables et comprise
entre deux cercles de rayons - et -• Les changements de
signe du second membre de (i) ne se feront qu'en passant
par zéro et jamais par l'infini; car alors, — étant infini, la
courbe serait tangente au rayon vecteur, et le principe des aires ne'seraît plus vérifié. Prenons pour Uo la valeur mî-
nimum a, -y = «r*, et l'équation (i) devient
Pour u =i= 5 , --- est nul : donc
L'angle de deux rayons vecteurs maximum et minimum qui se suivent est
(^j 5_ r* duy/,ih]-<,{a)
(^) Si p («) = ilu' H- /A» la méthode semble en défaut; mais il est aisé de ▼oir que la trajectoire peut être dans ce cas une spirale.
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Pour que la trajectoire soit fermée, il faut et il suffit que $1 soit commensurable avec tt^ cela implique que l'intégrale (2) soit indépendante de a et &^ sinon, en faisant varier très-peu ces quantités, 0i varierait d'une manière continue, et ne serait pas toujours commensurable avec ir. Faisons a = c — A, i = c-f-A, u=cH-Az, et supposons A excessivement petit; on développera <f{c — A),... par
la formule de Taylor, on divisera haut et bas par hyj^h et, négligeant les termes qui contiendront encore ^, on trouvera
Le coefficient de tt doit être commensurable; si on le représente par - <! il vient
Intégrant,
^'(c):=Ac-', ç(c)z=-A_c-«'+B,
Substituons cette valeur dans Tintégrale qui représente 61 ; les constantes A et B disparaissent, et, en divisant haut
et bas par \/?{^) — ?(^) ' ^^ obtient
'.=Xt'"":''C"-°"''-'°---'f''"
Je reprends les valeurs a = c — A, Z> = c -I- A, i/ = c H- Az, mais je fais c = i ; je développe les diflerents termes par la formule du binôme, et j'obtiens pour la quantité entre crochets, après avoir divisé par (2 — /i*) A les deux termes de
la fraction qu'elle comprend,
4 A ^ ' in^--i]n^ ^ -^^(^ -4-1)- A»(^»-i
xri-"^^^^=^'A*+...i---2A(z+i)-A'(a»~i)
= «»A«(i— z») -+- 'ilI:^JZiiA»z(z^— ,)
-4- ^^^^^^ A^ ( z» - I ) [ /î' - 3 - ( lî» H- I ) z» ] ;
donc
»/— I /ïi/l — z^
x|i-+-^-3-^'Az— l_^A»[3-/i»-4-(/i»-hi)z»]4-...p,
L'î 24/1 JJ_,^i — z«
On sait que la première intégrale définie est égale à tt, la
deuxième à zéro, la troisième à ->
lA
Or nous avons dit que 6 doit être indépendant de A ^ il faut
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donc que les coefficients des diverses puissances de ce paramètre soient nuls. Considérons celui de h*'^ nous trouvons que /i* doit être égal à i ou à 4) soit /i = i ou n == 2 ^ selon celle des deux valeurs qu'on adopte, on trouve
?'(«) = A ou /(«)=:--•,
mais
donC) suivant le cas,
Les seules lois d*attraction qui donnent des trajectoires toujours fermées, et par suite un mouvement tel que le mobile revienne dans un même azimut après des temps égaux, sont la loi de Newton et l'attraction proportionnelle à la distance, et cette dernière ne saurait guère se réaliser pour des corps éloignés. La loi newtonienne est la seule qui convienne aux mouvements périodiques de tous les astres, même des étoiles doubles où l'on ne peut guère constater que la périodicité.
Cette proposition est due à M. Bertrand {Comptes rendus de V Académie des Sciences, 1873), et j'ai reproduit en partie sa démonstration. La formule (3) avait été donnée par Newton pour les mouvements presque circulaires, et la lenteur extrême du mouvement des périhélies planétaires confirmait l'exactitude de la loi de la gravitation universelle.
132. Sur les constantes du moui^ement d'un corps attiré vers un centre fixe suii^ant la loi de Newton; moui^ement sur une trajectoire parabolique ', théorème de Lambert,
Soit — la valeur de l'attraction à la distance r\ la loi du
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mouvement est donnée par l'équation des aires et celle des forces vives
On en tire
dB
—ib-H^-^-ir-m
L'intégrale du second membre est un arc cosinus, et en résolvant par rapport au cosinus, on aura l'équation delà trajectoire
On reconnaît la section conique dont le pôle est un foyer; si l'on égale les termes de notre équation aux termes correspondants de l'équation ordinaire des coniques, on a de quoi déterminer les éléments de la trajectoire
Ou en déduit
a To /fx
La trajectoire est une ellipse, une parabole ou une byper-
bole selon que e* = i, ou selon que -^^ est <^ o, = o
ou > o. Quand la trajectoire est elliptique, en appelant T le temps d'une révolution, on a
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est le moyen mouvement^ vitesse angulaire moyenne,
que Ton désigne par n ^ donc, en nous reportant à une formule précédente,
Si l'on applique cette dernière formule à la Terre, en supposant le Soleil fixe, et si l'on prend pour unité de temps le jour solaire, pour unité de longueur le rayon moyen de l'écliptique, on trouve
Mais, si l'on prend la seconde pour unité de temps, le rayon terrestre pour unité de longueur, on trouve à peu
près
c'est environ g divisé par le rayon terrestre exprimé en mètres et multiplié par le rapport de la masse du Soleil à celle de la Terre, 356 000 5 on retrouve l'identité de la pesanteur et de l'attraction universelle.
Quand la trajectoire est parabolique ou que a^jx =roi'J, on trouve le paramètre
p = j-= " ' ^==2roSm»(r„p.).
L'angle du périhélie avec le rayon vecteur initial se déduit de Téquation de la parabole en y faisant r = ro, d = o-,
on a
p I -h cosa = — •
Pour avoir la position du mobile sur sa trajectoire, je suppose que Taxe polaire passe au périhélie, en sorte que
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S désignera l'anomalie vraie. Le théorème des aires nous donne
Intégrant et faisant t = o pour = 0,
D ne sera pas commode de résoudre par rapport à 0, mais on construira des Tables qui donneront t en fonction de 8, et par interpolation on en déduira l'anomalie vraie du mobile à chaque instant.
Le théorème de Lambert consiste en ce que l'intervalle de temps employé par le mobile pour aller d'un point à un autre de la parabole peut s'exprimer sans faire intervenir le paramètre, et seulement au moyen des rayons vecteurs extrêmes et de la corde de l'arc parcouru. Soient aelb ces rayons extrêmes, 0i, 6^ leurs anomalies vraies, a^ ^ les tangentes des moitiés de ces angles, c la corde de l'arc parabolique; l'équation (i) donne, pour le temps que le mobile met à passer d'une position à l'autre.
Le carré de la corde de l'arc parcouru est d'où
= ^ cos» ?i=^' =p^i 4- a6)^
cos'— COS* — 2 2
«+*±<:=,(,.-»-l±i')±WP-«)y/.-^(&±^)'.
On peut former dans la partie rationnelle la quantité sous le radical, et écrire
On a un carré, et, si l'on veut mettre en évidence la racine prise en valeur absolue, on devra écrira, en supposant
d'où
(a-4- 6 -hc)^ — («4- ^ — c)'
= /?' (p — a) (3 -H a' H- ap 4- p^.
Comparant à Téquation (2), nous avons l'expression cherchée
Nous connaissons le produit de a 4- J 4- c et de a -i- J — c\ nous aurons facilement leur somme
ces* — cos' —
aH-6-f-c et a-j-b — c sont racines de l'équation du second degré
«2 — /? (a 4-«'4-P')tt 4-p'(l4-ap)»=0;
donc
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Sie,— e^ est > 77, 4/14- j (S -h a)* est<i(|3 — a)Set l'on aura
T = -4= I (« -h 6 -4- c)^ + (fl -h ô ^ c?)^ j .
Ces formules donnent une expression remarquable de Taire d'un secteur parabolique, qui est égal à -c*T ou
-T^pJ[i'^ Taire du secteur est donc
En adoptant pour unité de temps le jour moyen, pour unité de longueur le rayon moyen de Técliptique, nous
avons trouvé
^/fA = o,oi7î; donc •
T = gi i64( « -♦- ^ -^ c r — ( « -^ ^ — ^ )^] .
Cette formule est employée dans la recherche des orbites paraboliques des comètes ^ si Ton connaît le temps qui sépare les deux passages de Tastre dans le plan de Técliptique, ou en d'autres termes aux extrémités d'une corde focale, on en conclut la longueur de cette corde; c étant égal à a + i, la formule devient
T = 27Ji5»»Xc\
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Mouvement rectiligne d*im point attire par une force propordonpelle à la distance vers un centre d'action qui parcourt d'un mouvement uniformément accéléré la drrâte que le premier point suit également* (Riccati.)
Un corps pesant tombe sans vitesse initiale d'une hauteur a sur un plan horizontal parfaitement élastique qui le fait rebondir avec vitesse égale à sa vitesse d'arrivée; le mouvement a lieu dans l'air
dont la résistance est ^ ^ à quelle hauteur remontera le mobile
après avoir rebondi n fois ? ( W. Walton.)
Les formules du mouvement dans l'air montrent que, si l'on désigne par «/-i et «/les hauteurs d'ascension après le / — i'*"* et f*» bond, on a
On en conclut
^' » (h -H i)tf*' — n
j^çk> J^ jj
Un point matériel décrit une parabole sous l'action d'une force perpendiculaire à l'axe, proportionnelle à la distance du point à cette droite, et sous l'influence d'une seconde force parallèle à l'axe; déterminer la loi de cette force et du mouvement du mobile sur la parabole, connaissant la vitesse c au sommet.
Ia force donnée étant — ^'r, l'autre est Lk^x*
Un centre fixe attire avec une intensité proportionnelle à la puissance n de la distance ; déterminer n de manière qu'un mobile parti de l'infini ait à la distance c du centre la même vitesse qu'il aurait
à la distance -7 si sa distance initiale eût été c. it =: — • ( Waltôn.)
Étudier le mouvement rectiligne défini par l'équation
—r--- = a-h bt — ex.
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Un point pesant, lancé horizontalement dans un milieu non homogène, dont la résistance est proportionnelle à la densité et au carré de la vitesse, décrit un quart de cercle dans un plan vertical ; comment varie la densité du milieu? (P. Jullien.)
Mouvement d'un point pesant qui tombe dans un milieu résistant où la densité varie en raison inverse de la distance à un plan horizontal.
Mouvement d'un projectile dans l'air en supposant la résistance proportionnelle au cube de la vitesse ; étudier toute la courbe qui lui sert de trajectoire ; montrer qu'en le supposant en mouvement avant l'instant où Ton compte les temps il a dû avoir une vitesse infinie en un point qui est à distance finie.
Si un fil dont chaque élément est soumis à une force connue F dessine une certaine courbe dans un plan, un point matériel pourra décrire la même courbe sous l'action d'une force F' ayant la même
direction que F aux points correspondants et égale à -; — ,9 i étant
l'angle que F et F' font avec la tangente à la courbe. Ainsi un point lancé parallèlement à une droite dont il est repoussé avec une force proportionnelle à la distance peut décrire une chaînette.
(P. Seubt.)
Une bille pesante est lancée horizontalement à partir d'un point d'un plan incliné parfaitement élastique. Quand elle retombe sur le plan, elle rebondit avec une vitesse égale à sa vitesse d'arrivée, mais symétrique par rapport à la normale au point d'incidence ; trouver l'angle d'incidence au /z'^" bond et sa distance au point de
départ. La tangente de l'angle cherché est — - — ^- — -> (Bob-
DONI
Mouvement d'un point attiré vers un centre fixe par une force
a, b,c étant des constantes, r la distance au point fixe ; cette disr
tance est d'abord a, et la vitesse initiale — perpendiculaire au
rayon vecteur. (Licence, 1870.)
On emploiera l'intégrale des forces vives, où les constantes se détruiront, et l'on verra que la trajectoire est la podaire d'une ellipse relative à son centre.
Mouvement d'une bille placée sur un plan horizontal et attaché à un fil élastique légèrement extensible dont la réaction est proportionnelle à l'allongement ; la vitesse initiale est perpendiculaire au fil. (Walton.)
Mouvement d'un point attiré vers un centre fixe par une force
~ 4- — 3 ; la trajectoire est la projection d'une ellipse dont le plan
serait enroulé sur un cône, quand p est assez petit. Clairaut avait pensé que telle était la trajectoire de la Lune.
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MOITVTEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE FIXE
Cas où la courbe est donnée et parfaitement polie.
133. Imaginons un point assujetti à rester sur une courbe fixe qni ne produit pas de frottement ; on peut décomposer la force extérieure F qui sollicite le mobile en une force P, dirigée suivant la tangente à la courbe, et une composante normale Q. La première produit l'accélération tangentîelle
^ ' di 2
Q, composé avec la force normale N, qui représente Tac-
tion de la courbe, produit l'accélération centripète m~*
P Comme l'une des équations (i) ne contient que le temps et
le paramètre qui détermine la position des points sur la
courbe, on peut dire qu'elle donne la loi du mouvement.
La seconde proposition fait connaître l'action de la courbe,
résultante de m— et de Q pris en sens contraire^ cette
réaction fait en général un angle fini avec la normale principale. La pression supportée par la courbe est égale à cette réaction changée de sens.
Si l'on rapporte la courbe à trois axes rectangulaires et qu'on nomme X, Y, Z les composantes de F, X, fx, y les
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angles de N avec les axes, on a
éf'x
di
- = X -h N cosX,
(2) \ m — ^ = Y -h N cos/A,
dt
- = Z -f- N cosv.
avec la condition dx cosX + dy cospi H- dz cos v = o. On eor conclut Téquation des forces vives
L'intégration est possible si X, Y, Z ne dépendent que des coordonnées x^ y^ z, et, en définitive, d'un paramètre unique^ alors les équations (a) donnent les composantes de N, et le problème est résolu.
134. Mouvement d'un point dont la masse est l'unité, assujetti à rester sur la courbe d'intersection d'un çj^- Undre parabolique et d *un cône
et sollicite par une force dont les composantes rectangulaires sont
le point est d'abord placé à l'origine et lancé "vers le haut sur la branche qui est en avant du plan xz^ avec une vi-tesse ak.
Ce problème se traite très-facilement à l'aide des équations générales ( a ) . On tire des équations de la courbe
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d'où
, « - , . Iiz - a H- z ,
oa? = - dz^ ajr =:dz\/ — » as=i dz,
L^équation des forces vives est ici
rf ip» z=i^k^xdx -h 9 ^'^rfj -4- 2X^-(a -H 3z)<&.
On peut intégrer sans même remplacer x, j^ dx^ dy par leur valeur en z, paramètre le plus propre à définir les points de la courbe, *
Remplaçant x, j^ et j^ = -— par leur valeur en z^
ds" [a-^zY dz" h^ , ,,
— = ^^ ■ = — (a -f- zr;
dt' a} dt^ a'
d'où
dz
= kdty a -^ zz= ae^'.
Le mouvement se fera toujours dans le même sens, avec une vitesse croissante. Il nous reste à calculer les compû-
1 TVT 1 •! i» * d^^ dW d*z
santés de N, et pour cela il faut connaître -^ï -^ > -j-j •
On a
dx dx dz kz[a'^z) d^x d /dx\dz ^'(û-+-z)(a4-22)
dt dz dt ô ' 5^ dz\dt)dt a
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par conséquent
dt'^
NcosfA=r (fl^-f- ^az — 3z'),
^7,az
Ncosv = — -**(a-f- 5«).
n est aîsë de constater que co&'kdx 4- . . .= o 5 quant à Tangle de N et de la normale principale, on en aura facilement le cosinus, mais il est très-compliqué.
1 35. Un point matériel, assujetti à rester sur une ellipse, est attiré "vers les deux foyers par des forces inversement proportionnelles au carré de la distance et vers le centre par une force proportionnelle à la distance; démontrer que la pression exercée en chaque point de l'ellipse est inversement proportionnelle au rayon de courbure; déterminer .la vitesse initiale qui annulerait la pression; mouyfement correspondant, (Question de licence, i865, généralisée.)
Je suppose la masse du mobile M égale à l'unité, et je désigne par r, r', u ses distances aux foyers F, F' et au centre O, par fji, ii.\ X les attractions de ces trois points à lunité de distance, par ^oXtù les angles de la normale en M avec MF et MF' d'une part, avec MO de l'autre. On sait que le travail d'une force attractive émanant d'un centre fixe est égal et de signe contraire au produit de la force par l'accroissement de distance du mobile au centre. Le théorème des forces vives donne ici
I dr I dr'
d'où
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Soit N la réaction normale de la courbe, supposée positive quand elle est dirigée vers le centre de courbure ; nous avons
— =N-f- ~ COS-J*-!- ~- COS-J* +^ttCOSGd;
d*oà, en tenant compte de la valeur de p* tirée de Téquatîon (I),
,/ 2 COS+\ . /tt' \
Pour évaluer les termes variables en jui et i>.\ je rappelle les relations
b^ , rr'
p = r--9 rrcos^^=:b^, pcos^^= — ;
d'où
2 cosip 2r — pcos^p 2«r — rr' i 2 cost^
rp r* r'p ar'p ap r'p r'*
Pour calculer les termes en X, je désigne par p la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente en. M ^ on sait que u cosw =/? et p^p = a'i* ; donc
La dernière transformation est fondée sur les théories
d'Apollonius, d'où résulte que — est le diamètre conjugué
de OM. Les calculs précédents donnent à la valeur de M la forme proposée
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Il a été dit que, si N est positif^ c'est que le point tend à sortir de IVilipse. Pour qu'elle soit nulle ou que le point décrive librement la courbe, il faut avoir
Pour avoir l'équation différentielle du mouvement dans ce cas particulier, je reprends l'équation (I), en l'additionnant membre à membre avec l'équation (II),
^=^^l+^.-lu'-t±JL+^a'+b').
Déterminons les points de l'ellipse par leur anomalie excentrique cp ^ on a
rz=.a[i — tfCOSf], /•'=:û(i -Hccosç),
w* = a^ ces' ç -H t^ sin'f , ds^=:a^[i — e^ ces' (j) ) dt^^.
Substituant dans l'équation précédente, on lui donne, après de simples réductions, la forme suivante :
dt^ a®(i — tfcos®)' û^(i -I- ecos^)^
do
On ne peut effectuer l'intégration^ mais, comme -j- ne peut
s'annuler, on voit que le mouvement sera continu.
L'équation (II) est remarquable : si l'on y annule tour à tour fjt' et X, ji et X, fj( et ii.\ on reconnaît que f'J est la somme des carrés de trois vitesses initiales avec lesquelles le mobile décrirait librement l'ellipse sous l'action de F seul, ou de F', ou de O. Nous avons un cas particulier d'un tbéorème général : lorsqu'un mobile, partant d'un point donné avec des vitesses dirigées suivant une droite donnée, peut, sous l'action de forces qui donnent lieu à l'intégrale des forces vives, décrire une certaine courbe, il la décrit encore si
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toutes les forces agissent à la foîs, pourvu que la vitesse initiale soit dirigée suivant la droite donnée, et que son carré soit la somme des carrés des vitesses correspondant à Taction individuelle de chaque force. U suffît d*écrire Tintégrale des forces vives avec toutes les forces pour y lire ce résultat.
Une autre proposition, qui comprend le cas proposé, consiste en ceci : soit un mobile soumis à l'action de certaines forces, qui, avec une vitesse initiale donnée, décrit une courbe plane ^ si Ton change la vitesse initiale et qu'on oblige le mobile à décrire la même courbe, il exercera une pression inversement proportionnelle au rayon de courbure. En effet la valeur de N, qui était nulle dans le premier cas, se complique seulement d'un terme provenant
de -• Or la valeur de t^* ne diffère de ce qu'elle est dans le
P premier cas que par l'addition d'une constante A, qui rend
136. Un mobile M, non pesant, assujetti à rester sur une circonférence de cercle, est attiré vers un point O de cette courbe par une force fonction de la distance; déterminer cette fonction de manière que la pression exercée sur le cercle soit constante; nature du mouvement produit,
(Licence, 1868.)
Prenons la masse du mobile pour unité, le point O pour pôle, le diamètre OA pour axe polaire ; désignons par a le diamètre, par r la distance OM et par ©(r) l'attraction du centre O. La vitesse est donnée par le théorème des forces vives
(I) e/.f^'nr— 2(p(r)^r.
La réaction normale N du cercle fait avec r un angle égal
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à 6, et, comme le rayon de courbure est -? on a
— z=NH-cosÔflp r, p'=: 1 — r»(r ,
puisque acosd = r. DifTérentio'ns et comparons à Téguation (2)
donc
c désigne une constante \ l'attraction varie en raison inverse de la cinquième puissance de la distance. On peut alors intégrer Téquation (2), qui donne
La pression exercée sur le cercle est égale à N, mais dirigée en sens contraire^
a ar\
Quand N est positif, c*est que le mobile tend à sortir du cercle^ si N est négatif, il tend à y pénétrer. Je tire c de cette relation pour le substituer dans Téquation (3), en même temps que les valeurs
dB
/ NX ', = a w, r^ = a cosa, c = û* cos*a I atù^ j 5
elle devient
,,, ^0» N / , N\cos*a
^^' dt^ 2 \ 2/C0S<ô
On ne peut intégrer dans le cas général-, mais on voit
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que, si N est ^aao)* ou c<^o, le mobile n'atteindra jamais le point O et oscillera entre les points dont l'angle polaire est ± 6', où Ton a
cos^
Ô'= I I =- j cos'a.
Qand N <^ saw', c'est-à-dire quand la force est attractive, le mobile arrivera en O avec une vitesse infinie^ mais il n'atteindra pas toujours le point diamétralement opposé. Il n'y arrivera pas si
h (flft)' J COS'a <;0, N<C — 24»*C0t»a;
mais, lorsque N sera compris entre aaw* et — a«a)*cot*flf,
-r- ne s'annulera jamais , et le mouvement sera continu.
Les seuls cas où Téquation (4) s'intègre à l'aide des fonctions élémentaires sont celui de N = aaw' et de N = o : le premier répond à une attraction nulle et donne un mour vement uniforme^ le second, où le point suit libremirait le cercle, donne à l'équation (4) la forme simple
d^ COS^a /v . « r ,
-7- = « — — -î aô -h sin20 = 4«^cos'a -4- 2aH-sin2a-
d£ cos^ô
Le mouvement est continu, périodique, et la durée de la révolution sur le cercle est
TT irn*
6> cos^a
sfc
137. On donne, dans un plan vertical, une cycloïàe dont la base est 'horizontale et la convexité tournée vers le bas; le rayon du cercle générateur esta. Un fil sans masse, de longueur 6a, est attaché par une de ses extrémités à Vun des points de rebroussement de la cjcloïde; lé fil est d'abord ^wrtical et se termine par une
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masse m à laquelle on donne une vitesse horizontale ^Sga ; mous^ment du point m, tension duJiL (Licence, 1864.)
Je prends pour origine le point O, où le fil est attaché ; pour axe des x l'horizontale, et pour axe des j^ la verticale descendante. Soit A la position initiale de m; le fil OA s'eniroulera sur la cycloïde, une portion OP s'infléchissant suivant un arc égal de la courbe, Tautre partie PM étant dirigée suivant la tangente. Les coordonnées du point P peuvent s'écrire
a:^=za[u — sin«), jr^z=:a[\ — cosu).
Un calcul connu donne
arcOP = 4^ ( ï ~ cos - j ;
donc
PM
= 2 a I i-h 2. cos - j
D'ailleurs - est l'angle de PM avec OY ou de la tangente à
la trajectoire avec OX. Je le désigne par y. En projetant sur les axes l'arc OP et la tangente PM, on a les coordonnées du point M
xz=za[7.ff — sin2ç)-l-2«(i-f-2C0sy)siny = a(2y-f 2siny+sia2ç),
y z=za[Z -f- 2cosf H- cos2f j.
Sans effectuer l'élimination de (p, qui donne un résultat très-compliqué, on peut reconnaître la forme de la courbe. On a d'abord
dx-=:2,aCOSff[l -f-2C0Sf )</f, djr=. — 7,a[\ -f- 2C0Sf ] ÛXL^dff.
Dans la cycloïde, on fait toujours croître u\ on fera de même pour ^ ; x commence par croître, y par décroître;
pour f = -9 dx devient négatif; alors x diminue jusqu'à
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ce que (f soit égal à — •, dx et dy changent de signe à ce
moment; x et y vont augmenter, et Ton a un point de re-
broussement BLr = a(-57rH — ^3Ujr=-aL situé sur
la cycloïde, tandis que tout le reste de la courbe est en dessous. A partir du rebroussement jusqu'à 9 = tt, x'ety augmentent pour atteindre 2 a 7r et 2 a. La partie qui suit est symétrique de celle que je viens d'esquisser, par rapport à la verticale du second point de rebroussement de la cycloïde ^ mais le poids m n'atteint pas même le point B, car le théorème des forces vives donne
Or rf5 = 2a(i -h 2 coscp)^^-, il vient alors
i;- = 4«'(l -+- 2C0Sç)*--— = 2ga[l -f- 2COSf -h 2C0Sç);
d'où
COSff)df
V " vcosçfi
V^COSç(l -h COSf j
On voit que (f ne peut croître au delà de - *, pour cette valeur,
le mobile s'arrête et va rebrousser chemin pour exécuter des oscillations symétriques; les coordonnées du point d'arrêt sont j: = (Tr-i-2)a, ^=2a; la tangente est verticale; l'arc parcouru est
2a (l -f-2C0Sf)rff =ra(1r-f-4)•
Pour intégrer l'équation (I), on prendra pour variable tang - f , ce qui laisse un radical ; mais, comme (f reste com-
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pris entre dz. -» on posera tang - cp = sin/ut^ d'où
2 cos II duL cos'u d9= !--^j COSflp=: r^«
^ H-sm'fA iH- sm Y
Substituant dans Téquation (I),
, /g 3 — sin»a - /^^du i-
y a I -f- sinY ^ «^ 14- sin'fA '^ ^
i /-/=4^ctang(^atangfA) — jA^^a
= 4^^^^^^ ( ^2sin-yj — ^2arcsiD f tang-ç J*
Le temps d'une demi -oscillation s'obtient en faisant
y = - OU /x = -»
La tension correspondant à une position quelconque du fil est la résultante de la force centrifuge et de la compo^ santé normale du poids; or p = PM, et nous avons trouvé l'expression de v^ \ on -en déduit
^^ (^ \ 4cos<p-f-3cos^ç
N = m [ — h /f cosç I r= mg ^ i^ •
\P / i-hacosy
Cette tension est d'abord -^ mg et diminue jusqu'à zéro.
138. Deux points pesants se meuv^ent sur un cercle vertical dans des conditions telles, quç leurs vitesses au point le plus bas sont égales; montrer que la corde qui joint les positions simultanées des deux pendules eni^eloppe un cercle ayant pour axe radical avec le cercle s donné l'horizontale mesurant la hauteur d'où il faudrait /cure tomber les mobiles pour* leur damier leurs vitesses réelles^
(Jacobi.) i6.
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Soient [fig- sii) A et B deux positions simultanées des mobiles, A', B' des positions infiniment voisines, P le point
le plus bas du cercle, y/a gh les vitesses en ce point, HH' l'horizontale située à la hauteur h au-dessus : les carrés des
Fîg. 21.
vitesses sont entre eux comme les distances de A et B à HH' ou comme AS : BS, S étant le point de rencontre de AB et de HH'. D'ailleurs la similitude des triangles A A'M, BB'M montre que le point M, où AB touche son enveloppe, partage la corde dans le rapport de AA' à BB', c'est-à-dire des vitesses correspondantes \ donc
__ (SA — SM)' ■~*(SM — SB
Développons et réduisons^ nous pourrons diviser par AB et écrire
sm'=saxsb.
Le cercle qui passe en M^ H et H', ou qui admet avec le cercle donné HH' pour axe radical, est donc tangent à AB; quand cette droite se déplace infiniment peu, le cercle qui la touche et passe en H et H' vient à une distance de M qui est du second ordre infinitésimal au moins : c'est dire qu'il
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se confond avec le premier et constitue l'enveloppe de la corde AB. Pour construire ce cercle, il sera nécessaire de connaître h et une position particulière de AB.
La propriété que je yiens d'établir est l'interprétation mécanique d'une forme que Jacobi a donnée à l'intégrale de l'équation d'Euler^ on sait que cette équation peut
s'écrire
df _ d-^
Jacobi prend deux cercles dont les centres sont O et C, les rayons R et r^ il considère une tangente mobile AB au second cercle et remarque que, si l'on désigne par siR(f et 2Rt{f les arcs PA, PB interceptés sur le premier cercle par la tangente variable à partir de l'extrémité P du diamètre commun, les variations des angles f et ^ satisfont à une équation de la forme (a). En eifet, d'après une remarque faite dans la démonstration géométrique, si M est le point de contact de AB avec le cercle C, et si OC = a, nous aurons
2Kdf ___ ^ _ yAc'— MC' _ ^R»-|-a»-4-2flRcos2y^^ 2k4 "" BM ~" -/j^ ='_—=• "" ^Ri^4-fl»4-2aRcos2+ -^r»*
Je remplace cossif par i — 2 sin'f , cos2^ par i — asin'ij;,
et, en divisant les deux radicaux par ^(R-ha)* — r*, je trouve précisément entre cZcp et di^ une relation de la forme (a), avec la valeur du carré du module,
(a-f-Rj'—r'
Toute équation entre (f et ^, exprimant la propriété de la corde AB, sera l'intégrale générale de l'équation («) si 6lle renferme une arbitraire, ainsi prenons l'équation de
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AB €t écriyons que sa distance à C est r
(7) ûCos(iJ/-h y) -+-Rcos(,>p — y) = / :
c'est l'intégrale cherchée. Nous n'avons, en réalité, que
deux paramètres, ^ et —*, l'équation (|3) détermine l'un
d'eux, mais il en reste dans l'intégrale précédente un tout à fait arbitraire.
Revenons à nos pendules, que je suppose en A et 6^ en
P, leur vitesse était sj^gh^ et l'équation des forces vives prend la même forme pour les deux :
d'où
4R» ^ — ^^h = a^R(cos2f — i ) ;
\/âg^ , ^y _ d4f
^ et ^ sont liés par une équation de la forme (a) ^ donc la droite AB enveloppe un cercle analogue à celui que Jacobi a considéré -, on a
,•^ 2R_ 4flR
On obtient une seconde relation entre a et r en considérant l'instant où A et B sont sur une même horizontale; on peut regarder cp comme égal à — a et (p = a, et l'on a
évidemment
Rcos2a = r — «,
comme l'indique aussi l'équation (7). Si donc 2T est l'intervalle entre les époques du passage des deux mobiles en P, il est clair qu'il faudra un temps T à l'un d'eux pour parcourir un arc aRa à partir de P, et a sera déterminé
Sl]R LÀ
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et Ton pourra adjoindre à (5), pour déterminer z et a,
rt = R I cos^am — ^--e sin'am
T>/2gA \ 2R /
Supposons A^àR, le mouvement des pendules sera continu. Soit T le temps nécessaire pour parcourir tout le
cercle; si, à des intervalles de temps -9 on lance n mobiles
du point P avec la vitesse ^^gh^ ces mobiles forment les sommets d'un polygone dont les côtés enveloppent toujours un même cercle \ d'où ce théorème, dû au général Poncelet : Si deux cercles sont tels qu'on puisse construire un polj" gone inscrit dans l'un et circonscrit à Vautre, il existera une infinité de polygones ayant la même propriété.
Le temps d'une petite oscillation est donné par les formules précédentes. Soit 2 9 l'angle maximum du pendule avec la verticale, on aura
^=::2Rsin*d, et, si l'on pose sîny i=: sînS sinu, il viendra
sinB du
sine 1/1 rf^=-^=^
Vr »/i-sii
^i — sin'Ôsin'w dt 4/^ = du (1 + - sin'9 sin'u + ...),
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Cas où il 7 a des résistances de milieux et de trottement.
Les résistances du milieu, étant des fonctions de la vitesse, n'empêchent pas l'équation du travail, d.i^* = Vds^ de donner la loi du mouvement sur la courbe \ seulement, comme P dépend de t^, l'intégrale du premier ordre ne se trouve plus à l'aide d'une simple quadrature^ on a une équation différentielle à intégrer. S'il y a une force de frottement proportionnelle à la pression normale, il faut calculer cette pression, résultante de la force centrifuge et de la composante normale des forces extérieures \ en la reportant dans l'équation du travail, on est encore ramené à une équation différentielle en v^,
139. Un point pesant est lancé avec une vitesse hori^ zontale i^oi à partir du sommet d'une cjcloïde dépolie dont la base est horizontale et la conv^exité tournée vers le haut; le plan de la courbe est vertical. Mouvement du mobile; point où il quitte la courbe en le supposant posé au-dessus.
En prenant pour axes la tangente au sommet et l'axe de
la cycloïde, les coordonnées d'un de ses points ont la forme
connue
j? = fl(« -f- sinw), jr=:a[i — cosa).
On sait que la tangente fait avec l'axe des x l'angle -y et que
ds= 2acos-udu^ p = /Lacos-u.
Soit N la réaction normale de la courbe dirigée vers le haut, /*N sera la réaction tangentielle, et, en faisant la masse du mobile égale à Tunité, nous aurons, comme dans les cas précédents, les deux équations du mouvement
(I) d^V^=(gs\xï^ ^f-^ds, - =5^008-— N.
Eliminons N,
/- =z glsm-u — /cos-w)
2 ds p *'\2 a/
ou
--j /v^=:2ag[6inu — /(iH-costt)].
L 'intégrale de cette équation linéaire est donnée par une formule générale
i>^= ef*" I vl -4- 2ag I (sinu — / — fcosu)e'''^*du 1 ;
mais
donc
/, , sinM--/cosw ,
/' ft. . . cosi£-4-/sinw _f.
/, igo/^\ , r (i — /"Icosa 4- a/sinttl
En posant f=z tangcp, cette expression prend une forme remarquable
(n) p^= (pj — ^ag sin*^)é^^'^^ 4- 4a^sin' U — i uj •
Avant de discuter cette formule, je rappelle que nos équations (I) sont établies en supposant la réaction de la courbe dirigée vers l'extérieur, et N > o -, si N devient négatif, quand le mobile reposera simplement sur la courbe, il la quittera, et quand il ne pourra s'échapper, comme une bille enfermée dans un tube cjcloïdal, il faudra écrire la première équation (I)
(I bis) d^t>'=:(gs\n^u -h/N^ ds,
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et la formule (II) ne sera plus exacte. Or nous avons
N = fif cos -u ;
la formule (U) s'applique seulement tant que
v^ <C S^ cos - « < ^ag cos* - w.
Il faut que vf\ soit <^4^é'9 ^^^^^ ^^ mobile quitterait tout de suite la courbe. La formule (II) commence par être applicable tant qu'on a
((('J — 4^5'8in»^)tf"*"»?4-4«é'sinM y u\
f — 4^S'sinM «j<o.
Distinguons deux cas selon le signe de i^] — 4^S sin'f : s'il est positif, la formule (II) montre que i^' ne s'annule pas ; mais l'inégalité (III) cesse d'être satisfaite quand u dépasse une certaine valeur moindre que tt; alors le mobile s'échappe s'il en est libre, ou sinon il faut modifier les équations du mouvement comme il est dit (I bis).
Soit v] — 4^S'sin*<!p<^o; la formule (II) montre que v* s'annule pour une valeur de u moindre que acp, car le second membre, positif pour u= o, est négatif pour - M=<p5
mais le deuxième terme du premier membre de la formule (III) est moindre que le troisième, à cause de f <^-;
l'inégalité sera toujours vérifiée; le mobile restera sur la courbe jusqu'à ce que %f* devienne nul, et l'on arrivera à un repos indéfini.
Soit i^J — 4^S'sin*<3p=o. Le mobile s'arrête pour i/= 27, sans que l'inégalité (III) cesse d'être vérifiée; mais le point de repos est une position d'équilibre instable; u peut dé-
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passer la valeur atp sans que (^..devienne imaginaire; la vitesse est toujours donnée par la formule (II), du moins
jusqu'à M = y -f- -î valeur pour laquelle JNf est nul, et le
mouvement change de nature. On peut exprimer t en fonction de u ; car, avec la valeur actuelle de (^^ ,
if=aa cos
i du _, , — . / I \ n di ^ ® \^ 2 /
On met le signe -f- ou — selon que le mobile est au-dessus ou au-dessous du point d'arrêt. Prenons la première hypothèse ]
V a sïn[ff — Y«) sm(y — -^u)
Développant et intégrant,
Vî=
_ sm® 2 cosoL -.—. 2-; — r -\- usmo.
U faudra un temps infini pour arriver au point d'arrêt.
Le cas de y*= o se déduit aisément de nos formules ou se traite directement.
140. Mouvement d'un point pesant sur une hélice dépolie, tracée sur un cjlindre droit vertical, de rayon R \ la tangente à l' hélice Jait l'angle a avec l'horizon.
Nous ne connaissoi^s pas la direction de la réaction normale N de la courbe; nous savons seulement qu'elle est dans le plan normal, et nous désignerons par |3 l'angle qu'elle fait avec la normale principale; celle-ci n'est autre, on le sait, que la normale au cjlindre. Supposons la masse du mobile M égale à l'unité, son point de départ sur l'axe ' des X, et sa vitesse initiale t^o dirigée vers le bas; les arcs descendants seront comptés comme positifs. Ecrivons les
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composantes de raccélëration suivant la tangente, la normale principale el la binormale,
(i) -^ — =r^sina-— /N, -=Ncosp, g'cosa — Nsinp=3 0. Comme p = — — ? on en tire
^ cos* a tangp=: ~5 , N* = g''cos*aH
p'cosa R'
ou
^ = ^ sina — /cosa 1/ 5^^ + «i cos^a
«/.p* 2é2fCOSa
g'R tanga — / v/g'^R^ -H i^ cos»a ^^
Pour intégrer, je pose ^g^'R*-h^'*cos'a = g^R -f- ïcj'^cosa, et j'obtiens
(i — tf^jcosa
2^cos'a 2(1-+- !/•)</«
(i — w*) [tanga—/— (tanga -i-/)w']
La définition de u montre qu'il est compris entre zéro et I , et l'expression de v^ en fonction de 1/ prouve que ces deux variables augmentent ou diminuent ensemble. Lorsque /'est > tanga, l'équation (3) montre que du est toujours négatif, ds étant ^ o ; u diminue depuis sa valeur initiale iio, déterminée par 1^05 jusqu'à zéro; alors v est aussi nul et M s'arrête. Au contraire, si tanga ^y, le mobile ne s'arrête
plus. Soit A = i/ -—■ ^> la valeur de (^'correspondante
à 1/ t=s A sera
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Lorsque Uq sera <^ h^ du sera d'abord ^ o; u augmentera jusqu'à A, et la forme de la difierentielle prouve qu'il n'atteindra cette limite que pour 5 == oo ; si u^'^h^u diminue jusqu'à A, qu'il atteint seulement à l'infini. Enfin, si u^ = A, le mouvement sera uniforme avec la vitesse constante A*.
On peut trouver la valeur de u en fonction de ^ : il faut, dans l'ëquation (3), remplacer le coefficient de du par deux fractions simples relativement. à u' :
ds cos' a a tang a du a du
'R tanga — / — (tanga -h/)tt* i — m»
Dans le cas on f est ^ tanga, on a pour intégrale
^cos'a (1 + «b) (' — tf)
- — ^ '^"^^ arctang ^"^ - "^ N/Z'-tang'a
^/2 _ tang'a /— tanga + (/4- tanga) i/Hp
Pour avoir Parc parcouru jusqu'à ce que le mobile s'arrête, il suffit de faire dans cette formule u = o. Lorsque /"est <^ tanga, l'intégrale ne renferme que des logarithmes; elle est compliquée et ne pourra conduire à la valeur explicite de 5 en fonction de t\ mais on peut prouver que la courbe qui représente la loi des espaces en fonction du temps a une asymptote : ce sera un nouveau cas où l'équation différentielle d'une courbe ou d'un mouvement peut suffire pour en étudier les propriétés. Prenons égales les
longueurs qui représentent l'unité d'espace et de temps.
ds Puisque, pour 5 = 00 , lim -^^k, k sera le coefficient angulaire de l'asymptote ; l'ordonnée à l'origine sera
mais Téquation (2) peut s'écrire, en nous râtelant la
a54 RBCTIEIL D^EXEUGICES
valeur de /r*,
ds _ K gK tanga -h/s/g^K* -H p* cos'a d^ç^ "" cosa /»cos*a(/-* — i^*) '
OU
$ = — I (^Rtanga-h/v/^'R'-Hf'^cos'a)
^ /* cos»a ( /•» -h X-^f' -f- At^ + t^3)
Il est donc fini et déterminé.
L'hypothèse de f= tanga n6 donne pas beaucoup de simplification; on trouve que i^ diminue toujours jusqu'à zéro, valeur qu'il n'atteint qu'avec s infini.
Le mouvement ascendant se traiterait absolument de la même façon : on compterait les arcs montants comme positifs et Ton n'aurait qu'à changer g' en — g: 5 il y a toujours arrêt 5 et il n'est pas moins évident que le mouvement ascendant et le mouvement descendant ne peuvent pas être compris dans une même formule.
Détermination de la courbe par les propriétés données
du mouTement.
On peut demander sur quelle courbe un point, sollicité par des forces connues, doit être assujetti à rester pour que son mouvement satisfasse à des conditions données. Il faut donner deux conditions relatives à la courbç ou au mouvement^ car on aura ainsi deux relations qui, avec les trois équations du mouvement et la condition de perpendicularite de la tangente à la courbe et de sa réaction, permettent de trouver en fonction du temps les coordonnées du mobile et les composantes, de la réaction. En général, on écrira les équations du mouvement comme nous l'avons fait dans le
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cas précédent, et rélimination de ta réaction et du temps fera connaître la courbe.
141 . Déterminer dans un plan vertical une courbe telle qu'un point pesant, assujetti à la suivre, exerce une pression dont le rapport avec la composante normale du poids soit une constante X ^ cas oà l'on peut intégrer jusqu'à la fin, (Licence, i865, 1871.)
Je prends pour origine le point de dépari, l'axe des x étant horizontal, l'axe des j^ dans le sens de la pesanteur;
je désigne par ^^gh la vitesse initiale et par N la réaction de la courbe, comptée comme positive quand elle agit dans le sens du rayon de courbure. Si la masse du mobile est égale à l'unité, on a
On mettra le signe 4- ou le signe — selon que la courbe tournera sa convexité vers le haut ou vers le bas : dans le premier cas, la pression exercée sur la courbe, égale à
^gj-y sera dirigée vers le centre de courbure, en sorte que
N devra être représenté par — ^Sjr'^ àams le second cas, la pression, étant encore vers le bas, sera opposée au centre
de courbure, et N, dans le sens de ce rayon, sera ^g-^S donc
Remplaçons v^ par sa valeur tirée de l'équation des forces vives, et X — i par n^
... dx
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mais, en faisant —- = p et supposant d'abord dx de même signe que ds^ j'ai
rfj iJl-Jt-p^ ^ ' pdp
L'équation de la courbe est donc, en divisant par g^ Intégrant et désignant par c la constante h[i +p\Y',
yc» — [h-^ yY
On ne sait intégrer cette difTérentielle binôme que lorsque ou sera entier: ces deux cas sont com-
pris dans la formule /i= -> |x étant entier. Voyons quelques
valeurs simples de ji.
Soit |x = — 2 : alors /i = — i, X = oj l'équation (i) devient
dx=z± --È:É=z, ^C(h-^:r - c) = [a: - 2 \/c{h-c)]\
C'est une parabole à axe vertical que le mobile suivra librement, en sorte que la courbe, ne réagissant pas, n'éprouvera aucune pression.
Soient [1 = — I, n ^ — 2, X= — 15 la pression sur la courbe est égale et opposée à la composante normale du poids ^ Téquation (i) devient
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C'est une chaînette, car on déduit de Téquation précédente
La loi du mouvement sur la chainelte se déduit de l'équation des forces vives \ on a
On sera conduit à une intégrale elliptique de deuxième espèce^ mais on voit quej^ grandit indéfiniment avec t.
Soient |x = i,7i = 2, X=:3; la pression est triple de la composante normale du poids ^ l'équation (i) nous donne
C'est un cercle dont le mobile parcourt la moitié inférieure. Soient fx==2, 7i = i, X = 2^ la pression double de la composante du poids
La courbe est une cycloïde tournant sa convexité vers le bas -, la base est sur l'horizontale y"== — A, et le diamètre du cercle générateur est c\ quant au mouvementjisur la cycloïde, il est bien connu. Dans toutes les courbes brachistochrones, la pression est double de la composante normale des forons extérieures lorsque l'intégrale des forces vives existe.
Enfin, si Ton fait fx infini, on a
/î = 0, X=i; Di S.-6. — Bec. 1 7
le mobile doit rester sur une droite, et son mouvement est uniformément varié.
142. Déterminer dans un plan vertical une courbe telle quun point pesant, obligé de la suivre et ayant primitivement une vitesse horizontale ^2 gh^ exerce une pression constante. En déduire la courbe sur laquelle il faut faire enrouler le fil qui soutient un pendule simple restant dans un plan vertical pour que la tension soit constante.
(Agrégation, i84i0
Je prends pour axe des x l'horizontale du point de départ O, pour axe des y la verticale montante. Je désigne par OL l'angle de la tangente avec l'axe des x^ et par ng la réaction normale, comptée positivement quand elle sera dirigée vers le centre de courbure \ enfin je fais la masse du mobile égale à l'unité. Le théorèpie des forces vives et l'expression de l'accélération centripète nous donnent
(1) v'=7,g[h—y)^ -^ing^gcosa.
Supposons que la trajectoire doive d'abord être concave vers le haut, il faudra prendre le signe — \ en effet, tant que cosa est }> o et que la courbure ne change pas de sens, la composante normale de la pesanteur est en sens contraire du rayon de courbure \ elle devient de même sens que lui quand cosa <^ o \ mais cela fait .précisément que, dans l'accélération centripète, elle donne toujours — ^cosa. On conclut des équations (i)
h — Y ,- .ûncLdcK.
n — cosa = 2 =2(^ — r) — ; •
n est évident que n est ^ i ^ les variables ^e séparent, et l'on a, en intégrant,
{A_7)(«-cos«)'=A(«-i)», j. = A_(-^^)a;
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d'où
, . , svCLOLda. , , . , cosoLdoi
^ ' [n — cosaj' ^ ' [n — cos«)*
Ott peut intégrer la valeur de dx en prenant pour variable
tang - a \ mais, sans effectuer ce long calcul , on peut se
rendre compte de la forme de la courbe. Quand a varie de
zéro à -> X Qly augmentent régulièrement; pour a = -?
la tangente est verticale; ensuite j^ continue à croître, mais X décroît jusqu*à ce que a soit égal à tt ; au point correspondant A, la tangente est horizontale,
X a une certaine valeur a; puis, a continuant à croître, la trajectoire est Tare symétrique de Tare OA par rapport à la verticale de A, et le mobile revient toucher Taxe des x à une distance 2 a de l'origine ; puis tout se reproduit comme d'abord. Sans calculer la valeur générale de x^ il est aisé d'avoir a. On a, en effet.
Jo (/» — cosa»
Or
"^ da
Jo /î — cosa Y^/i»— I
Différentions par rapport à n,
da
cosa)^
=r/iw(/2»— if*.
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difierentions par rapport à -» puis divisons tout par n',
r- =3/î7r(/î'— Il \ az=z
o ('ï — cosa)» (^H_,)2^;,i._i
La courbe sur laquelle ou doit faire enrouler le fil d'un pendule pour que la tension soit constante n'est autre que la développée de la précédente. Soient x^^yi les coordonnées du point correspondant au point a:, j^^ on a
r, =1 V -f- p cosa = r 4- 2 — COSa
•^ n — cosa
r 3 cosa -—n . . 1
L [n — cosa)' ^ ' J
d'où
ni V,, sinacosa^fa _ ^., . sin'aâ^a
^ ' [n — cosa)* ^ ' [n — cosa)*
On a d'abord un point Oj, correspondant à O, où la tangente est verticale \ puis y^ diminue jusqu'à a = - pour
augmenter quand a varie de - à tt ; quant à OTi, il croît tou-
jours ^ il y a un point de rebroussement Ai, correspondant à A, avec tangente verticale \ puis la courbe forme une suite indéfinie de festons égaux. Il est clair que l'arc 0| A| peut seul servir à l'enroulem^it du fil pendulaire.
Supposons qu'au point O la courbe doive passer au-dessous de sa tangente, c'est-à-dire que a diminue à partir de zéro; on devra prendre
v^ dy
" r=z ng -h g cosa et p = —
Des calculs analogues à ceux du premier cas nous donnent
«H- co8a = 2(r-^ A)«în«-7-> rz=k — hl )•
^•^ ' dy '' \« -t- cosa/
lim
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La constante n est seulement assujettie à être ^ — i . Si on la prend ]>i9j^ reste fini, on a la même courbe que dans le premier cas \ toutefois l'origine en est le point le plus haut, au lieu d'être le point le plus bas. Lorsque n est compris entre i et — i , on peut le représenter par — cos^, et si P est Tangle compris entre zéro et — tt, dont le cosinus soit — 71, on voit que, pour a = 13, j^ et aussi x sont infinis; la direction asymptotique fait l'angle {3 avec l'horizontale, mais r asymptote est rejetée à l'infini \ en effet son ordonnée à l'origine est
_ (/»-4-i)*A r^ cos|(p — g)r/«
- 2/1 X sin»i(p-.a)sin»f(p4-a)'
Comme la quantité sous le signe/, multipliée par ((3 — a)*, reste finie pour a = |3, l'intégrale est infinie. Pour /i = o, on a
pour n = I , on trouve l'axe des x.
143. Tr ouvrer une courbe plane telle quun point obligé de la suii^re, et partant d'un point donné O [fig* ^2) de
Fig. 22,
cette courbe, sous l'action d'un point A qui l'attire pro^ portionnellement à la distance, arrive en un point quel-' conque M. de la courbe dans le même temps que s'il s'était ma 5UI' la droite ÂM. (OssiAir Bonitet.)
Soient M» M^ deux points de la courbe infiniment voisins; le mobile doit parcourir les arcs OM, OM' dans lo même temps que les cordes OM, 0M^ Soit P le point où arrive le mobile qui suit la corde OM^ à Tinstant où celui qui suit la courbe passe en M, tous deux étant partis en* semble de O-, nos deux mobiles doivent parcourir dans le même temps, Tun la droite PM', l'autre Tare MM'. Comme le théorème des forces vives a lieu, les vitesses en P et en M diffèrent infiniment peu; il faut donc PM'r= arc MM'; le triangle PM'M est isoscèle et M'= n — aM'PM.
D'autre part, il est aisé de démontrer que, si Ton considère des mobiles, partant ensemble du point O, attirés vers le point A et suivant des droites issues de O, le lieu de leurs positions simultanées ou courbe synchrone est un cercle dont le diamètre OC est dirigé suivant OA ; les points O, P, M, C
sont donc sur un cercle, M'PM = OCM = 6 en prenant OA pour axe polaire ; il en résulte
rdB M' ==20, --~r=tangaO, r» = c'sin20.
La courbe demandée est une lemniscate de BernouUi, angeute à OA, et dont le paramètre est quelconque.
144. Des tautochrones. — Trouver sur une surjace donnée une courbe sur laquelle un point, sollicité par des forces connues, doit se moui^oir pour qu'il arri\^e en un point A de cette courbe dans un temps constant, quel que soit le point d'où il part sans ^vitesse initiale.
Le mouvement d*un point sur une courbe. est déterminé par la composante tangentielle de la force motrice, comme le mouvement sur une droite Test par la force agissant suivant cette droite. La recherche des tautochrones se ramène à celle de la force qui doit agir sur un point assujetti à rester
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sur une droite pour qu'il arrive à un point donné A de la droite dans un temps constant. On a trouvé que, s'il n'y a pas de résistance de milieu, la force doit être une attraction proportionnelle à la distance MA^ donc, sur une tautochrone, la force tangentielle en un point quelconque M est proportionnelle à l'arc AM. On a une équation différentielle qui , avec la connaissance de la surface sur laquelle doit se trouver la tautochrone, suffit à la déterminer. Le point A est une position d'équilibre^ autrement il ne faudrait qu'un temps très -court pour y arriver en partant d'une position infiniment voisine.
Cherchons dans un plan la tautochrone pour un mobile attiré vers un point O du plan par une force inversement proportionnelle au carré de la distance. Je prends O pour pôle, OA pour axe polaire; le cosinus de l'angle que la force
dirigée suivant le rayon vecteur fait avec la tangente à la
dr courbe est — — ; on a donc, pour l'équation de la tauto-
chrone,
u. dr
\a rj ra
/2/* r adf r-—: --
ds=k -^ — sJdr^-hr^d^\
y na r — a ar'
dP= ^ —^ T^dr^',
2/îr*(r — a)
r doit rester compris entre a et une valeur r'^a\ pour r = a, la tangente est perpendiculaire au rayon vecteur ; pour r=:r^^ elle se confond avec lui et il y a rebroussement, en sorte que la courbe ressemble à une hypocycloïde.
Le temps que le mobile met pour arriver en A est - \/n.
Nous avons trouvé que, lorsqu'un mobile se meut en ligne droite dans un milieu dont la résistance est Ar(/*, pour qu'il arrive au point A de cette droite dans un temps con-
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stant, il doit être attiré vers le point A par une force qui, à la distance 5, est
Vk
le temps de la chute étant -X. Donc, pour qu'un point
assujetti à se mouvoir sur une courbe dans un milieu résistant arrive en un point A de cette courbe dans un temps constant, il faut que la composante tangentielle de la force extérieure ait une valeur telle que F. Supposons le mobile sollicité simplement par la pesanteur et la courbe dans un plan vertical \ prenons pour axe des x la tangente au point le plus bas, pour axe des j^ la verticale ascendante ; nous aurons en chaque point de la tautochrone
Comme j- doit être compris entre — i et -f- 1 , 5 a des limites^ il faut
ce qui donne, du côté des x positifs, un point d'arrêt à tangente verticale. Si l'on donne à s des valeurs négatives, on pourra aller jusqu'à — 00 quand X'g^Ar ^15 il y aura une branche infinie au-dessus de OX avec des abscisses négatives. Sî, au contraire, 'k^gk <^ i, j ne pourra aller à — 00 , et Ton aura un second point d'arrêt. Quant au mouvement sur ces courbes, il est donné par l'équation du travail
rfi .^=-rf,[j^ («»._, )_*^]
» étant la valeur initiale de s. Une nouvelle intégration
donne
I — ff-*'= (l — tf"**) COS-*
Le mobile descend pendant un temps égal à - X et remonte
pendant un temps égal, et Parc négatif Si qu'il décrit est donné par Téquation où Ton fait £ = irX. Pour le mouvement ultérieur, il faut changer le signe de Arf^* dans l'équation du travail, et la courbe n'est pas tautochrone du côté des arcs négatifs.
145. Cas particulier de la brachistochrone. — La hrachistochrone est la courbe que doit suivre un point sollicité par des forces connues pour arriv^er d'un point à un autre dans un temps minimum.
On peut éviter l'emploi du calcul des variations quand la courbe cherchée doit être dans un plan avec la force extérieure et qu'il existe une fonction des forces, c'est-à-dire une fonction f (^,j^)) telle que les composantes de la force soient
€ix djr
Le théorème des forces vives donne, dans ce cas,
en supposant la constante des forces vives contenue dans cette fonction ff\ de plus, la force qui sollicite un corps placé aux différents points d'une courbe f = const. est normale à cette courbe, dite courbe de niv^eau.
Nous résoudrons d'abord un problème d'Analyse. Étant donnés deux points Â et B qui se trouvent dans deux régions du plan séparées par la courbe G, quel chemin doit suivre un mobile pour aller de A en B dans un temps minimum, sachant que, dans la région où se trouve A, le
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mobile aura la vitesse ^^ dans Tâutre région la vitesse m'? Soient a:i, j^i, Xitj't les coordonnées de A et B, a:, j^ celles du point M où la ligne parcourue rencontre C ] il suffit d*égaler à zéro la diflerentielle du temps nécessaire à parcourir le chemin AMB, ce qui donne
Cela exprime que les cosinus des angles que la tangente à C au point M fait avec AM et avec MB sont proportionnels aux vitesses dans les deux régions 5 or ces cosinus sont les sinus de ce qu'on appelle les angles d'incidence et de transmission.
Cela posé, imaginons une série de courbes de niveau très-rapprochées, et cherchons à déterminer une ligne polygonale joignant deux points donnés P et Q, ayant un sommet sur chaque courbe de niveau qu'elle traverse, et telle que ce soit la ligne brisée qu'il faut suivre pour aller de P en Q dans un temps minimum ; on admet que chaque côté soit parcouru avec la vitesse qu'un mobile, partant de P sans vitesse initiale et soumis aux forces données, aurait sur la surface de niveau où se termine le côté considéré. Soient M un sommet du polygone situé sur une courbe C, A et B deux points infiniment voisins de part et d'autre de M, i et i -h di les angles de AM et MB avec la normale en M, f' et {> -\- dv les vitesses avec lesquelles AM et MB sont parcourus. On doit avoir
sin i sin ( / 4- di ) cos / di
V v -\- du dv
Si maintenant nous supposons que les courbes de niveau soient infiniment rapprochées, le polygone deviendra une courbe^ la loi suivant laquelle le mobile la parcourra ne sera autre que celle qui résulte de l'action des forces don-
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nées, et nous aurons la brachistochrone. Or l'équation de condition donne
sin/ cos idi dv sin/ cos idi
p I di' dt v^ vdt
mais, la force motrice F étant normale à la courbe de ni*
di
veau, i est Tangle de F avec la brachistochrone 5 alors ■—
est — cosi: d'ailleurs vdt est Tare de courbe et di l'angle
de contingence-, la condition devient
Fsin/ ~- /» — .
La force centripète est égale à la projection de la force extérieure sur la normale^ mais il suffît de faire la figure pour voir que c'est sur la normale portée en sens contraire du rayon de courbure 5 autrement dit, la pression exercée sur la brachistochrone est double de la composante normale de la force F. Cette propriété caractéristique donne, dans tous les cas, la courbe cherchée.
Dans le cas où les courbes de niveau seraient des droites parallèles, comme i -f- di serait l'angle d'incidence pour la courbe qui suit celle que nous avons considérée, on peut
dire que est constant, ce qui donne une équation différentielle du premier ordre, tandis que la propriété précédente donnait une équation du second ordre. Pour un point pesant, on a, en prenant au point de départ j^ = o,
ce qui caractérise une cycloïde où la tangente au point de départ est verticale.
268 RECUEIL D*EXERGICE8
Soit à déterminer la brachistochrone pour un point attiré vers un centre fixe O par une force inversement proportionnelle au carré de la distance. Désignons par a la
distance initiale et par -~ l'attraction à la distance r\ le
carré de la vitesse sera généralement 2ju ( ) ; nous
aurons donc
Si la distance du pôle à la tangente est /?, on aura
-, pnr --: d'eu — i^ = 2 ]-^\
r ^ dp^ r^ \r a] rdr
donc, c étant une constante.
dp adr , /i i \ , ,<' — '
~-2— = -7 ; z=zdr\--\ ), />'~c'
Au point de départ ;> = o, la courbe touche le rayon vecteur^ d'ailleurs
La courbe présente encore des festons analogues à ceux d'une hypocycloïde, mais elle est d'ordre plus transcendant. Les constantes se déterminent à l'aide des deux points extrêmes qui sont donnés.
(Pour Us Exercices^ voir le Chapitre suivant,)
MOUVEMENT SUR UNE SURFACE FIXE
146. Un point assujetti à rester sur une surface peut être traité comme un point libre, à condition d'ajouter aux forces extérieures la réaction de la surface^ cette réaction est normale quand la surface est polie -, s'il y a frottement, elle est dans le plan qui passe par la normale et la tangente à la trajectoire, et fait avec la normale un angle égal à l'angle de frottement. Supposons la surface polie et les coordonnées rectangulaires; on aura des équations de la forme
dt^ A dx
=\/(i)'-(iy-(î)
Quand N sera positif, c'est que l'action de la surface sera dirigée vers la région extérieure à la surface, celle pour laquelle /(j:,j, z) > o.
Les trois équations du mouvement, jointes ày*= o, font connaître x^j^ z, N en fonction du temps. U sera bon de cbercher si Ton peut appliquer quelques-uns des théorèmes généraux, comme celui des forces vives ou des aires \ enfin, dans certains cas, on définira la position du mobile sur la surface par deux coordonnées curvilignes, en fonction desquelles on transformera les équations du mouvement.
La force centripète est la résultante de la réaction normale et de la projection des forces extérieures sur le plan normal à la trajectoire; autrement dit, la pression suppor-
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tée par la surface est la résultante de cette projection et de la force centrifuge : elle est égale à la projection des forces extérieures sur la normale à la surface, augmentée de
m - cosd, 6 étant l'angle de la normale avec le plan oscu-
lateur. Cette dernière projection est, d'après le théorème
de Meunier, égale au quotient de la force vive par le rayon de courbure de la section normale à la surface qui passe par la vitesse. La pression N ne dépend donc pas directement de la position du plan osculateur.
147. Mouvement d'un point pesant obligé de rester sur un cylindre droit vertical et attiré vers un centre A par une force proportionnelle à la distance, (Licence,
Je prends pour axe des z Taxe du cylindre et pour axe des X une horizontale passant par A-, on a pour l'équation de la surface
Faisons la masse du mobile M égale à l'unité, OA = a, et appelons [/} l'attraction à l'unité de distance \ les équations générales du mouvement nous donnent
Ajoutons les deux premières multipliées respectivement par arfx, arfy,
d^x d^Y dx^-hdr^
dt^ dt^ ^ dt^ ^
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Posons j: = R cos9, j^ = R sinO, et désignons par o» et a les
valeurs initiales de --r- el de d^ cette intégrale peut s'écrire
(2) R— =:R«*-i- 2fA^a(cosO — cosa).
Quant à la troisième équation (1), elle s'intègre séparément :
smyLt — — -
La projection de M sur Taxe des z fait des oscillations dont la durée est — au-dessus et au-dessous du point dont
1 ordonnée est — ^* L'équation (a) prouve que le rayon vecteur de la projection de M se meut par rapport à OA, comme la tige d'un pendule de longueur ~~ par rapport à
la verticale^ le mouvement sera alternatif ou continu selon
que
R»' — 2fi'^x(iH- cosa)^o.
Dans le second cas, le temps d'une révolution est / rfO^R(afA'acosO -f- R»*— - 2p'acosa) ^;
s'il est commensurable avec — 9 la trajectoire sera fermée ^
mais elle ne peut être plane, car ce serait une ellipse, et 6 devenant une fonction connue de z s'exprimerait comme lui par des fonctions élémentaires de t^ or c'est incompatible avec la forme de Téquation (2) qui exige une intégrale elliptique.
Quand a &=; o, on peut appliquer le théorème des airea.
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sur le plan xy] d'ailleurs l'équation (3) donne
et, en prenant pour origine du temps une époque où rfz = o, (3) devient
cospr — ~;
si fji = 0), la trajectoire est plane.
Pour calculer N, j'ajoute les deux premières équations (i) multipliées respectivement par x et /, et, comme
je tire
d^ Tc d^ Y
mais
dx dy d^x d*r dx^ dr^
donc
dB* = — R»— -f-fA»(R'— aRcosô).
Remplaçant g; par sa valeur (2):
N = fA*(R-f-2aco8a — SacosO) — R«*.
Cette force diminue avec cos0^ il suffit de donner â cette variable ses valeurs extrêmes pour reconnaître si N peut s'annuler.
148. Mouvement d'un point assujetti à rester sur un cône droit et attiré vers l'axe par une force qui lui est
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perpendiculaire et proportionnelle à la distance du mobile à l'axe. Cas oii la vitesse initiale est perpendiculaire à l'axe et le demi-angle du cône égal à 3o degrés, (Licence, 1869.)
n est facile de résoudre ce problème à Taide des équations du mouvement sur une surface \ mais on y arrive plus rapidement par une considération souvent utile dans les questions sur le cône. Définissons la position d'un point M sur le cône par sa distance r au sommet, et par l'angle &> que la génératrice sur laquelle il se trouve ferait avec une génératrice fixe si Ton développait la surface sur un plan . Soient vp l'angle des plans méridiens passant par les deux génératrices considérées, Q le demi-angle au sommet du cône^ la distance de M à l'axe est rsind, et Ton a
Le mobile n'étant sollicité que par la réaction N de la surface et l'attraction de l'axe /x*rsinP, qui toutes deux rencontrent l'axe du cône, le théorème des aires a lieu pour la projection sur un plan perpendiculaire
r» sin»0 ^ = r» sinO ^ = C.
dt dt
L'équation des forces vives est intégrable, et donne, la masse de M étant i ,
dr^-\'r'*dfù* , , , .x . .
Les deux équations entre r et ci> sont celles du mouvement d'un point attiré vers un centre O par une force p}rûo}B^ r et 00 étant les coordonnées polaires ^ on sait qu'un pareil point décrit une ellipse dont O est le centre. Si donc on développe le cône sur un plan, la trajectoire du mobile proposé aura précisément pour transformée cette ellipse, ce
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qui en définit la nature dans l'espace ^ le mouvement du point sur la trajectoire est tel que Taire décrite par les rayons correspondants de la transformée croisse proportionnellement au temps. On détermine relHpse, puisqu'on en connaît un diamètre OMo, la tangente à son extrémité qui fait avec OMo l'angle de v^o avec r© ^ enfin i*^ est égal au produit de fi sin et du diamètre conjugué de OMo 9 on aura les axes 2 a, nb et leur direction.
La projection de la trajectoire sur un plan normal à l'axe est, p étant le rayon vecteur,
— p- = — cos*(^J<sinO) -4- Tjsin^f^'sîûô);
elle est transcendante quand sind est incommensurable; pour 6= 3o°5 c'est une courbe du quatrième ordre.
Soient, en un point de la trajectoire, a l'angle de la génératrice avec la tangente, R le rayon de courbure de la section menée par cette tangente et la normale au cône ; la
pression N est (146) — diminuée de l'attraction estimée
suivant la normale au cône, j:z'rsindcos0. La formule d'Eu- 1er sur la courbure des surfaces donne
I sin* a
R r tango' donc
„ p'sin^a , . « ^ C^cosO , . ^
N = r — fAVsm0cos9 = , . .^ — a^/smOcosO.
rtangO 7'sm*9 ^
149. Etudier le mouç^ement d'un point pesant sur un paraboloïde de réifolution dont Vaxe est vertical et la convexité tournée vers le bas; discussion générale, (Licence, 1861, 187a.)
Partons cette fois des équations du mouvement sur les
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surfaces. On peut écrire réquation du paraboloïde (i) «* + j^* — 2pz = o;
et, si la masse du mobile M est l'unité, les équations du mouvement deviendront
/ d'à: ___ Nor d\r _ Nj dH __ Np
(2J '"SiF^T"' ^^T"* dÔ^"^ À"'
( A = v/jc' -f- /* -h /?'.
Ajoutant les trois premières multipliées respectivement par 2t/x, ^dy^ ndz, et tenant compte de l'équation (i), on a l'intégrale des forces vives
dx* dy^ dz^ , , ,
Si l'on multiplie la première équation (2) par — y^ la deuxième par x, et qu'on les ajoute, on a
d^Y d'x dr dx ^
C'est Tintégrale des aires appliquée au mouvement de la projection sur le plan XY, et cette équation pouvait être écrite à Tavance, puisque les deux forces qui agissent sur M, la pesanteur et la réaction de la surface, ont un moment nul par rapport à l'axe des z.
La nature de la surface et la forme des intégrales premières conduisent à prendre des coordonnées semi-polaires r, 9 et z. Appelons a la valeur initiale de r, et e l'angle de la vitesse initiale t^o ^vec la tangente au parallèle, les intégrales des aires et des forces vives deviennent
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de plus l'équation de la surface donne
r' = 2/7Z, rdr=p dz.
Eliminons r et 6 entre les équations (3 ), faisons i^\ = iïgh^ et tenons compte de ce que a*= 2pz^^ nous trouverons
z doit rester compris entre deux limites égales à
±:-\/[z.— hy-hAz.ksiD}t,
Pour que ces limites se confondent, il faut la double condition z^^=^h^ e = o; dans ce cas, le mobile parcourra uniformément un parallèle de la surface avec la vitesse
^2g^Zo*, comme la longueur du parallèle est niz^^pzo^ le
temps de la révolution sera .. y/^:, U est le xaéa.e pour tous les parallèles (^).
(*) Sur une surface de révolution quelconque à axe vertical, on peut donner à un mobile pesant une vitesse horizontale i^,, telle qu'il reste sur le parallèle où il est d'abord; il faut et il suffit que la résultante de la force centrifuge et de la pesanteur soit normale a la surface. Soient r le rayon du parallèle, y l'angle de la normale avec la verticale; la condition est
gcosy = — " siny; le temps dé la révolution sera
T=— = a7rY/-tangy.
Pour que ce temps soit le même pour tous les parallèles, il faut que r tangy soit constant; or, en appelant dr et dz les variations correspondant à no petit arc de méridienne,
tangy;=-7-> rdr-=icdz;
la méridienne est nécessairement parabolique.
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Dans le cas général, le mobile monte jusqu'à une certaine hauteur P, puis redescend jusqu'à une hauteur plus faible a pour remonter à la hauteur |3 pendant un temps égal à celui de la descente \ il exécute des oscillations périodiques entre deux parallèles de la surface. Avant d'achever l'étude de ces oscillations, je calculerai la réaction N de la surface. Ajoutons les trois premières équations (2) multipliées respectivement par x^y^ — P\^^ ^^ déduit
mais, en dijfférentiant deux fois l'équation (i), on trouve
d^x d'^y d^z dx^ dy^ dz^
Le second membre est donné par nos formules précédentes \ substituant dans N et réduisant, on trouve
N= ^ - [jp'-i- 2jp( A4- Zq) 4-2AzoCOS'e].
Comme elle est toujours négative, il en résulte que le mobile appuie toujours sur le côté concave de la surface.
Revenons à l'étude du mouvement. Nous ne restreignons pas la généralité du problème en prenant pour origine du temps l'époque où z a sa valeur minimum a, le maximum
étant (3 = A = — î- 5 l'équation (4) donne
On prend le signe -h jusqu'à ce que z atteigne P, puis le signe — quand z décroit, et ainsi de suite; le temps d'une demi-oscillation est
^^ dz ^iz
^sJ. v^(^-«)CP-^)
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Posons 2 = a cos*a -f-^sm*ii, nous aurons des intégrales de forme connue
at= Jîï±P du l/, - ^±P^ cos'«.
Pour avoir la projection de la trajectoire sur XOY, je remplace dans Téquation (5) z par — i dz par — et di
par — j- = = -r= — ; il vient
(6) d6=±^± >r-HP'+r')
Nous avons, u étant la même variable que tout à Tlieure, r*= 2/? (a ces' « -h psia*«),
d^=±du\^h^ V^/^-^^«^s»//-4-2psin^ii ^ V i? acos^tt H- psiii^tt '
r oscille entre ^2)9 a et \l^p^\ Tangle de deux rayons maximum et minimum qui se suivent est supérieur à ->
a car c'est
JU
V/? -1- 2acos'«£ -{- 2psiu^a , -i-î , — • (l^
Q a cas'' fi -h psin^w
/ V « P . COS'tt "^ 2
Nous retrouvons le même théorème que M. Puiseux a démontre', au tome VII du Journal de Liowille, sur le pendule sphérique 5 la différence d'azimut de deux plans
de hauteur maximum et minimum est ^-^ mais la dé-
monstration est compliquée dans le cas du pendule sphé-
rique (*).
Lorsque (3 est très-voisin de a, on voit que l'angle des
Les petites oscillations s'étudient très-facilement sur le paraboloïde. Je fais ^pa = a\ 2pÇ> = b^ dans l'équation (6)5 puis, dans Téquation (5), je remplace z par la variable r, et j'introduis les mêmes paramètres a et J-, on
(*) Voici, sauf quelques modifications, la démonstration que M. Puiseux
donne de cet important théorème. Faisons le rayon de la. sphère égal à i,
appelons e Tangle du pendale avec la verticale, f Tazimut du pendule, et
de ^? ^ 1
supposons qu'à Tinstant initial on ait Ô = a, 9 = o, ^ = 0» ^^ — "• '^*
équations des aires et des forces vives donnent
8ln*6^ =«sîn»a, ^•+-"»'^^' = w»8in«a-+- 2^(008 ô - cos«);
d'où
dz(asin*a.d$
sin ^( cos 5 — cos a ) [ a^ sin" Ô — w' sin* a C cos Ô -+- cos a )]
La quantité entre crochets s'annule pour une valeur de 6, /3, que je suppose •< a; on a
2 fi" w'sin'a
Sfl^sin'jS = w*flin'aCco8â-i-co8a), — ;; = — . , .' >
or \ r n cosy3H-co8« sin'^
d'où
— sina8in)3</d
sin ô V^(co8 Ô— cos a) (cos ^— cos Ô) ^ I -t- cos a cos /3-f- cos 5 (cos a-h cos /3 )
Comme cos0 est <cos^, y3 étant le minimum de d, si l'on remplace dane le second radical cosd par cos/3, on diminuera df^ et l'on aura une lim t
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trouve sans peine
abdr dB =
ah dr ah rdr
, . ^ r^ a' 6* ah a^-^-h^ — ir
(7) a9 = arccos 1 arccos — ^ —
^' ' II 2/?' h^ — a*
L'équation (5) donne
rdr s] p^->r r^
Si l'on se borne à la partie principale en négligeant r' à
de Tangle des plans qui donnent 6 = 0. ou 9 = /3, savoir :
it
sinasin^g /•* de^ ^
^H-2 co8acos/3H-co8'/3 J^ sind\/(cos5 — cosa)(cos^ — cosfl)
En posant cosd = cosa cos'u + cos^ sin'u, l'intégrale définie devient
/» 'idu _ w / I I \
I — (cosaco8'«-4-co8i3sin'M)' "" 4 1 « & . a . 5 I
^ /-/-Il çQg _ çQg •_ sin — sin - /
oc — iS TC COS ^
sin a sin /3 '
d'où
wcosY(a — ^) . /i I + co8aco8y3 + sin/3sina^
^* V^i+2cosacos^ + cos»]3 '^ V 2 1 h- 2 cosacos/S h-co8*,3 '
mais i+acosacos/S-Hcos^'/S est visiblement <a(i+cosaco8j8+sinasin/9), donc f 1 >■ — •
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côté de p', on a
arccos
Ainsi qu'il convient dans une métliode d'approximation, on remplacera le deuxième terme du second membre de l'équation (7) par sa partie principale, et l'on aura
i/- =: arccos
Dans une première approximation, la projection du mobile décrit une petite ellipse dont le centre est à l'origine j une nouvelle approximation exprime que cette ellipse n'est
pas fixe, mais qu'elle tourne autour de son centre, dans le
même sens que M, avec la vitesse angulaire j—^ i/-« Il
serait facile, en développant quelques termes de dt^ d'avoii* le temps que le mobile met pour passer d'une position à mie autre ^ mais la forme d'intégrale elliptique que nous avons trouvée serait plus convenable pour cet objet.
Le cas où la vitesse initiale serait dirigée suivant la tangente au méridien et où le mobile ne sortirait pas de ce méridien se rapporte au mouvement sur une courbe ^ il se déi^uirait des calculs précédents en y faisant c* et a égaux à zéro. Au lieu de m'y arrêter, je préfère donner l'équation de la tautocbrone sur le paraboloïde \ on a, comime il a été dit pour toute tautocbrone,
dz s , . . dz\c
—-=:-» f»=2c(z — Zo), ds=i
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Remplaçons ds par sa valeur, éliminons z et faisons 2p^0 = a*, nous aurons
La courbe forme une suite de festons dont les parties les plus basses correspondent kr = a^ les rebrousse ments à la valeur qui annule le numérateur de dr. Pour a = o, en faisant cp — p^ =zh}^ on a,
dQ = -^ sjh!^ — r\ pB=zhL 4. ^A» — r\
en supposant 6 = pour r = A ; en ce point la courbe toucbe la méridienne, et elle revient au pôle en tournant indéfiniment autour de lui.
150. Déterminer toutes les surfaces telles qu'un corps pesant, abandonné sans vitesse initiale en un quelconque de leurs points et obligé de rester sur la surface, glisse toujours le long d'une ligne de plus grande pente.
Posons, selon l'usage, pour un déplacement sur la surface,
dz z=pdx -f- qdfy dp ■= rdx -t- sdy^ dq = sdx -h tdy.
Les équations du mouvement sont, en désignant le temps par 0, puisque t vient d'être pris dans un autre sens,
^0' ijl-ifp^-^q'
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Des deux premières on tire
mais, la trajectoire devant être une ligne de plus grande pente sur laquelle
{2) qdx^pdjrzrzQ^
on a, en divisant par dO et diâerentiant,
djc dr d^.T d^Y dp dr dq dx
^ d^ ^ d9 ' ^ dd' ^ dB^ dQ dQ d9 dB
L'équation (i) devient
dpdy — dqdx=:Of ( r — t) dxdy -h s [dj'^ — dx"^ ) = O ;
et, si Ton tient compte de l'équation (t^),
(3) [r -^ t]pq^ s[c[^ — p') = 0.
Cette équation, ayant lieu pour tous les points de la surface chercliée, est son équation aux dérivées partielles. On aura une intégrale du premier ordre en récrivant
rp -H sa ps -f- qt
^ ' r= ^ 1- on
dx
dz dx
dz dx
or c'est un théorème général que, si deux fonctions des mêmes variables ont leurs dérivées partielles proportionnelles, l'une de ces quantités est fonction de l'autre^ donc
Tout le long d'une section horizontale quelconque, la normale à la surface fait un angle constant avec la verticale; il s'ensuit, d'après un théorème de Joachimstahl, que ces
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sections sont des lignes de courbure*, mais nous le déduirons de Téquation qui détermine ces lignes ou plutôt leur projection sur le plan des xy :
Si Ton y remplace s par sa valeur tirée de Téquation (3) et si Ton divise par (i-f-y')r — (i -+-/?*) «, on a
d'où
pqdy^ -\- (/?* — 'q'^')dxdy — pqda:^z=iO\ dx q dx p
Le premier système, ou pdx+qdj^^ o, comprend les lignes de niveau; l'autre système est formé, comme l'indique l'équation (2), des lignes de plus grande pente. Je dis que chacune de ces lignes est contenue dans un plan vertical, ainsi que les normales, à la surface aux divers points de la ligne considérée. En effet, au point M d'une ligne de pente, la tangente MT à cette ligne et la normale à la surface sont dans un même plan vertical, comme étant Jtoutes deux perpendiculaires sur la tangente à la ligne de niveau en M 5 au point infiniment voisin, la tangente M'T' et la normale M^N' sont aussi dans un plan vertical; mais, si celui-ci était distinct du premier, il ferait avec lui un angle infiniment petit du premier ordre, et leur intersection serait verticale; or les lignes MT, MN du premier plan coupent les lignes M'T', M'N' du second, sauf des quantités du troisième ordre , et les deux points de rencontre ne sont pas sur une verticale; donc c'est un seul et même plan qui contient les tangentes à la ligne de pente et les normales à la surface. J'ajoute que ces lignes de pente sont superposables, puisque l'angle de leur tangente avec l'horizon, égal à l'angle de la normale à la surface avec la ver-
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ticale, est donne par une fonction commune de z*^ on peut donc écrire dx = y(z) dz^ x = 4* (^) "+" ^i a: et ^ étant des coordonnées dans le plan de Tune d'elles^ Téquation est la même pour toutes *, les éléments correspondants sont à la même hauteur. La surface peut être engendrée par une courbe plane quelconque dont le plan se déplace en restant vertical ; en considérant le cylindre enveloppe du plan, on peut obtenir le déplacement de la courbe en enroulant son plan sur le cylindre. Les surfaces de révolution, les surfaces canaux à directrice horizontale, les cylindres horizontaux sont des cas particuliers de nos surfaces. Quant à la loi du mouvement, elle est la même que pour un point pesant sur une courbe donnée dans un plan vertical.
151. Lignes géodésiques sur les surfaces de réi^olution et sur l'ellipsoïde.
Lorsqu'un point assujetti à rester sur une surface fixe n*est soumis qu'à des forces dirigées suivant la tangente à sa trajectoire, comme des frottements ou des résistances de milieux, l'accélération centripète n'est produite que par la réaction de la surface, en sorte que le plan osculateur est constamment normal à la surface. Cette propriété caractérise les lignes géodésiques, lignes de longueur minimum, du moins entre certaines limites *, mais le point de vue auquel nous nous plaçons donne un moyen de trouver ces lignes comme trajectoires d'un point libre de toute action extérieure. Les équations générales du mouvement deviennent, dans ce cas particulier.
^»:r N df dt^ ~ A dx'*
d^X N df dt* — A dy^
d'z _^df dt^ ~ ^dz'*
on en tire
v^ — const.,
et, si l'on peut former une autre équation indépendante
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de N, on n'aura qu*à éliminer t pour avoir une équation différentielle de la trajectoire.
Soit le point placé sur une surface de révolution
et faisons — = X ; les équations deviennent
dt^ ' dt* '^' dr ^^ ^
On en tire les équations des forces vives et des aires en coordonnées semi-polaires
, dr^-^r'd6*-hdz^ „ , ^Ô dt^ dt
Éliminant dt^
Telle estTéquation des lignes géodésiques. Si l'on appelle fx l'angle que leur tangente fait avec la tangente au méridien du point de contact, on a
tangV — ^^ri^Td? " r^— /!'*
Cette tangente est infinie pour r = w, et ne peut devenir nulle que pour r = oo . Sur un ellipsoïde aplatij d'axes 2 a et 26, l'équation des lignes géodésiques devient
On peut supposer que r parte de la valeur ri] la courbe est tangente au parallèle, elle traverse l'équateur pour r = aj l'angle avec le méridien est alors minimum, puis r redescend jusqu'à la valeur n pour croître ensuite ^ quant a 6, il
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augmente sans cesse; la courbe oscille entre deux parallèles équidistants de Téquateur.
Sur le paraboloïde, r augmente constamment de tz à oo .
Soit donné Tellipsoïde à trois axes inégaux
Nous supposons a'^h^c\ les équations du mouvement sont
d^x x^ d\y^ j ,dH z
dt^ "~ a"' dO "" fc»' dO "" c»'
Ajoutons ces équations multipliées respectivement par
\ dx \ dy \ dz •
1 dx d^x X dy d^y i dz d^z
, ^ 'di IF '^T^'dt 'dF '^ ?di dF
i I X dx y dy z dz\
\ "" \P'di'^T*'di'^ ?di]'
Multiplions, au contraire, par — » t^» -5» et ajoutons
7* IF '^T^'dF'^7^dF'^\a*'^ T*'^7*) '
mais, en différentiant deux fois l'équation (i), on a
X d^x _ / 1 dx^ JL^^^ \
â^lF'^ '^[^^dF'^T'dF'^'")'''
1 équation précédente devient
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Éliminons X entre cette équation et Tëquation (2),
I dx d^x ^ l dy d^y a» dt dO ^ è» dt dt^ ■^"
X dx y dy
• a^ dt~^ b* dt'^'"
I dx^ I dy^ a} dO "^ b^ dt^ "^*"
Les deux fractions sont des différentielles exactes, et l'on a Tintégrale
(j_dx^.}_^.ldz^\(^.y:,^2\ = A^
\a' dV "^ b^ dt' (? dt^) \a:* fc* &] On a aussi l'intégrale des forces vives
dx^ dy^ dz^
4 dt^ dV dO
de sorte qu'il suflSt d'éliminer dt entre ces dernières équations pour avoir l'équation différentielle des lignes géodésiques
Cette équation ne renfermerait que a: et j^ si l'on tirait z et dz de l'équation de l'ellipsoïde; mais on ne peut séparer les variables. Pour être ramené aux quadratures, il faut recourir aux coordonnées elliptiques. Considérons les deux surfaces homofocales à l'ellipsoïde (i)
(4) snô; + *rrï + ^rrx='.
Si l'on donne à X toutes les valeurs depuis c* jusqu'à £*, on a des hyperboloïdes à une nappe homofocaux à l'ellipsoïde, et qui le coupent, on le sait, suivant des lignes de
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courbure 5 pour X = c', Thyperboloïde se réduit au plan dès xj^ et à celui des zx pour X = i* 5 les intersections avec Fellipsoïde se projettent sur le plan des' xj suivant des ellipses concentriques, dont la dernière, pour X = i*, se réduit à la droite qui joint les projections des ombilics. Donnons, au contraire, à fx toutes les valeurs depuis è* jusqu'à a*, Téquation (5) représentera des hyperboloïdes à deux nappes dont Tintersection avec Tellipsoïde se projette suivant des hyperboles ayant leur axe transverse suivant 0X5 pour (x = a', cette hyperbole se réduit à une droite double dirigée suivant OY. Dans l'espace , ces intersections forment le second système de lignes de courbure de Tellipsoïde. On obtient ainsi sur la surface deux séries de lignes orthogonales qui forment un système de coordonnées définies par les valeurs de X et de jui. U est d'ailleurs aisé de repasser de ces coordonnées aux coordonnées ordinaires : il suffit de résoudre les équations (i), (4) et (5) (Binet a donné un procédé élégant qu'on trouve exposé dans V Algèbre de M. Bertrand) \ on trouve
Il suffit de substituer ces quantités et les différentielles dx^ dy^ dz dans l'équation (3) pour obtenir Téquation différentielle de la trajectoire en coordonnées elliptiques. Un calcul direct, que des considérations de symétrie peuvent abréger, donne
a* b* c* a^b^& Dk S.-G. — /I«c. 19
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On a encore
d'où
_X)(fc^-X)(c^-X)"^(a^~p)(6»-f.)(c
(X^p)rfX-^ ^ .(f*-^)^f*^
U suffit de substituer ces valeurs dans Téquation (3 ) pour avoir sa transformée en coordonnées elliptiques. On pourra diviser par (x — X qui n'est pas nul en général, autrement X et [Â seraient égaux à b* qui les sépare, et la trajectoire serait l'ellipse qui a pour axes le plus grand et le plus petit de l'ellipsoïde. L'équation des lignes géodésiques sera, en posant n*/t* = a' i'c*A*,
Xfl?A^ ^ ^rf|X*
a— a') (X— 6^) (X— c») (X— /!') (fx— 0=*) (p— b^) (f*— c'] (ft— «')
Gomme X est compris entre J* et c*, fx entre a' et t*, la constante n* doit donner des signes contraires à X — n} et yi — w* 5 on a nécessairement /ix > n' > X-, w* se déduit d'ailleurs de Téquation (3), connaissant la position et la vitesse initiales. Si /i' <^ i*, X devra varier entre n* et c', [i entre a^ et J' 5 la ligne géodésique sera comprise entre les deux lignes de courbure données par l'hyperboloïde à une nappe répondant à X = w*. Si, au contraire, n'> J', X variera entre J* et c*, fx entre a* et n* j la ligne restera entre les deux branches de la ligne de courbure située sur l'hyperboloïde à deux nappes pour lequel fx = n*. Si /i*= c*, X sera toujours égal à c*, et la ligne géodésique sera l'ellipse prin-
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cipale située dans le plan des xy] si n* = a*, ce sera l'ellipse du plan des yz. Le cas de /i'= b* est remarquable; les intégrales ultra-elliptiques se réduisent à des intégrales elliptiques; mais surtout, comme X finira par s'approcher de è*, l'intégrale du terme en rfX croîtra indéfiniment; il devra en être de même de celle en d[i^ et par conséquent fi tendra aussi vers A*, et la ligne géodésique passera par un ombilic, puis elle ira à l'ombilic diamétralement opposé, et ainsi de suite. Le mouvement sera, dans tous les cas, uniforme, et, en tenant compte de (6), on trouve
le temps s'exprime par deux intégrales ultra-elliptiques.
Mouvement d'ua point assujetti à rester sur une parabole y*z=z^px et sollicité par une force dont les composantes sont
PX
la vitesse au sommet est pc, [Fuhrmanit.]
Dans la gorge d'une poulie dont le plan est vertical, on a enroulé un fil dont une extrémité pend librement et se termine par une molécule pesante ; on imprime à ce poids une vitesse horizontale dans le plan de la poulie, et Ton demande son mouvement : cas des petites oscillations. (Vikille.)
Déterminer dans un plan vertical un» courbe sur laquelle doit glisser un point pesant pour qu'il descende de hauteurs égales dans des temps égaux ; la tangente au point de départ est verticale. Si le mobile tombe d'une hauteur ^ dans l'unité de temps, la courbe a pour équation 9^^^;'= 8gjr^, (P. Juixiew.)
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Un point matériel est attiré vers un centre O avec une force proportionnelle à la distance, et sa vitesse initiale est dirigée vers le point O ; sur quelle courbe doit- on Tobliger à se mouvoir pour que sa distance au point décroisse uniformément ? La coiurbe a une équation intégrable et est asymptote au point 0.
Déterminer dans un plan les courbes tautochrones pour un mobile attiré vers un point du plan avec une intensité proportionnelle à la distance. La courbe peut être une bypocycloîde ou une droite, ou une spirale logarithmique, ou une spirale formée de deux branches symétriques, s'éloignant indéfiniment du centre d'attraction. (P. Jullien.)
Déterminer la brachistochrone pour un point attiré vers un centre fixe en raison directe de la distance. On peut employer le procédé élémentaire que j'ai indiqué pour un cas semblable, et l'on trouve une bypocycloîde. (Eulkk.)
Déterminer dans un plan vertical une courbe sur laquelle doit se mouvoir un point pesant pour que la pression soit proportionnelle à la puissance n de sa distance à ime certaine horizontale. On arrive à une difierentielle binôme intégrable quand n est l'inverse d'un entier. (Vamgnow.)
On a une ellipse dont le grand axe 2a est vertical; un point pesant placé dans l'intérieur, à l'extrémité du petit axe, est lancé verticalement avec une certaine vitesse p© ; déterminer Po de sorte que le mobile, après avoir quitté Tellipse, décrive une parabole qui passe au centre. On aura le point où le mobile quitte l'ellipse en écrivant que la pression y est nulle; on trouve
V\ = j^ g. (P. JULLIBN.)
Mouvement d'un point pesant sur une cycloide située dans un plan vertical et dont le sommet est au point le plus bas \ on suppose que l'air exerce une résistance propoitionnelle à la vitesse* La cycloide est encore ici tautochrone» Pour de petites oscilla* tionsy le temps d'une double oscillation est à peu près k même
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que dans le vide, mais les arcs d'écart décroissent en progression gëomëtrique.
On laisse glisser des corps pesants sur différentes droites issues d'un même point,, Tair exerçant une résistance proportionnelle au carré de la vitesse; quel est le lieu des points sur les différentes droites où les mobiles ont une vitesse commune?
Déterminer dans un plan vertical une courbe AMB, telle qu'un mobile pesant, lancé du point A avec une vitesse convenable et soumis à une résistance proportionnelle au carré de sa vitesse, atteigne un point quelconque M avec une vitesse égale à celle qu'il aurait en tombant verticalement dans le même milieu d'une hauteur verticale égale à l'arc MB. L'équation de la courbe, en plaçant l'origine en A, est de la forme
^(ar-f-j) = i — c-^*'. (W. Walton.)
Trouver les lignes géodésiques sur un héliçoïde droit à plan directeur, ou surface de la vis à filet carré.
On peut écrire l'équation de l'héliçoîde
z=za arc tang - > ou z = a 9,
en prenant des coordonnées semi-polaires. On trouve aisément d^x d^y d^r f/G» dr^ , ^ rfô' ,
dt^^^dt^ do do dt^ ^ Ut^
d'où
d^r r I dr^
dt^ a'-t-r^ \ dt'
On peut intégrer :
il suffit d'éliminer dt pour avoir l'équation différentielle des projections sur xy»
Mouvement d'on point pesant assujetti à rester dans un tore dont Taxe est vertical, la vitesse initiale étant tangente au parallèle inférieur; cas où cette vitesse est petite. On trouve que le point n'arrive jamais à la partie où les courbures sont de sens contraire.
Un point lié à un point fixe par une tige sans masse est attiré vers un centre éloigné ; les petites oscillations ont une durée proportionnelle à la distance du centre attractif; loi de l'attraction.
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MOUVEMENT RELATIF
Accélération dans on monYement composé.
152. Etant donnés le mouvement d'un point M par rapport à un système S et le mouvement de S par rapport à un système fixe, la Cinématique permet de trouver Taccélération absolue de M. M. Bouquet a exposé pour cette recherche une méthode que je résume sommairement, parce qu'elle a l'avantage d'être fondée sur la considération la plus naturelle, celle des vitesses. Je négligerai tout de suite les infiniment petits d'ordre supérieur à ceux que je considère, et, pour exprimer qu'une droite AC est la résultante de AB et de BC, j'emploie la notation adoptée par quelques géomètres :
(AC)«(AB)-f-(BC).
Soient i^, i^r'i ^e les vitesses absolue, relative et d'entraînement de M, y, 7^, y^ les accélérations de même nom pour Tépoque t\ si ^'^ est la vitesse à l'époque t'= t + dt^ nous écrirons avec notre notation, et en négligeant ce qui dispaïaît à la limite, [v^) ^[v^] •+- (ydt).
Soient A, B les points de S avec lesquels M coïncide aux époques teit-+-dt'^ on peut regarder le mouvement élémentaire de S comme formé d'une translation et d'une rotation autour d'un axe AI ; soient o) la vitesse de cette rotation, a l'angle ABI. Menons AE et AR égales et parallèles
à i', et i^r9 {^)^ {^^) + i-^^) 7 quant à j^', ce sera la résultante de la vitesse relative u^ à Tépoque «', représentée par AR', et d'une vitesse d'entraînement AE', qui est la vitesse absolue à l'époque t\ non plus de A, mais de B^
donc
(u') == [p] + [ydt] = (AE') + ( AR').
AE' est la résultante de la vitesse AE'^ de A à l'époque i', et de la vitesse que donne à B la rotation autour de AI5 mais la distance de B à l'axe est AB sina = i^^^^ sina, cette seconde vitesse E'^E' est égale à (ùi^^dtsina et perpendiculaire au plan ABI, à droite de AB, par rapport à AI^ donc
(AE') = (AE") 4- (E^E') = (AEy+ [y,dt) + («P,rf<sina).
Quant à RR^, ce n'est pas yrdt^ parce que, pendant le temps dt^ la rotation autour de AI a amené AR dans une position AR'^, et l'observateur, entraîné avec S, juge que l'accélération de M, c'est-à-dire son accélération relative,
R"R' est — - — -, mais, comme la distance de R à AI est i^^sîna,
l'arc RR^^ sera précisément égal et parallèle à E^'E'j donc on aura
( AR'] = (AR") + (R'^R' j ^ (AR) -f- {-/rdi) -+- (wcv ^^sina),
Remplaçons, dans l'expression de (j/'), AR' et AE'par leurs composantes, et supprimons ((^) dans le premier membre et, dans le second, sa valeur (AR) -h (AE)-, tout devient divisible par dt^ et l'on a
(A) (7) = (7e) 4- [yr] H- (awcvsina).
L* accélération totale est la résultante des accélérations d'entraînement et relatii^e, et d'une accélération comptémentaire perpendiculaire au plan de l'axe instantané et de la "vitesse relative, et dirigée à droite de cette vitesse.
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Ce théorème, du à Coriolis, donne aisément les composantes de l'accélération en coordonnées polaires. Supposons qu'un mobile M parcoure un rayon vecteur pendant que ce rayon tourne dans un plan autour du pôle O^ l'accélé-
ration relative est •— ? dirigée suivant OM5 l'accélération d'entraînement a une composante — r— suivant OM, et
Cvw
une autre r— perpendiculaire; l'accélération complémentaire est, dans le plan du mouvement, perpendiculaire à
OM et éfi'ale à 2 -- —-• On connaîtra donc les deux com- ^ dt dt
posantes de y suivant OM et sa perpendiculaire,
d^r d^ d^B drdB_ï d ^dQ
'dF'^^dt^^ ^'dt^ "^ ^dï di'^rdt^ di'
En faisant tourner le plan considéré autour de la droite qu'on prenait d'abord pour axe polaire, on aura le mouvement dans Tespace, et le lecteur retrouvera, par Fapplication du théorème de Goriolis, les composantes de l'accélération en coordonnées polaires.
L'égalité (A) peut se mettre sous la forme
(B) ' (7,) = (7) — (7e) — (awt'rsina).
L'accélération relative est la résultante de l'accélération absolue, de l'accélération d'entraînement prise en sens contraire, et de l'accélération centrifuge composée; celle-ci est égale à acof^^sina, perpendiculaire à l'axe instantané passant par le mobile et à la vitesse relative, mais dirigée à gauche de la vitesse relative pour un observateur placé dans le sens de l'axe de rotation ; autrement, l'observateur dirigé suivant cette accélération, le sens positif allant des pieds à la tète, verrait la vitesse relative à gauche de l'axe de rotation.
Pour calculer les composantes de T accélération centrifuge composée suivant trois axes rectangulaires faisant partie de S, je rappelle le problème de Géométrie <jui consiste à chercher les cosinus directeurs X, /x, v d'une droite perpendiculaire à deux autres dont les cosinus directeurs sont a, J, c, a', J', c\ et qui font entre elles Tangle a. On doit avoir
aX + èp + cv = O, a'îl H- è'ft-+- c'v = o;
on en déduit une suite de rapports égaux
\ ^ V __ ±1 =bi
bc' — cb' ccû — ac' ab' — ba' d^lbc' ce')* *"^ *
Si l'on ne prend la perpendiculaire que d'un côté du plan des deux droites, de telle manière que l'observateur dirigé suivant cette demi-droite voie, par exemple, (a, J, c) à sa gauche, (a', è', c') à sa droite, on peut choisir le signe convenable 5 ce signe reste le même, quelle que soit la position des trois demi-droites par rapport aux axes, car les trois fractions ne sauraient changer de signe à la fois. Faisons coïncider la droite a, 5, c avec OX, la droite X, fz, v avec OZ5 la droite a', b\ c' sera dans le plan XOY et fera un angle aigu avec OY5 alors v = i, a=:i, i'>o, J=o;
donc -T7 T-7 est positif, et il faut le signe +. Pour nous
û= 7-> OZ=. --) •••» fl=— î O — J C —,
Vr dt Vr dt W « »
donc
I [ àf dz\
wPrSina \ dt dtj
Les composantes cherchées s'obtiennent en multipliant ces cosinus par aax^^sina^ ce sont
/ dr dz\ l dz dx\ [ dx dx\
['n-'^TtY Apii-'nr ""vTt-pii)
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Question d]riiamiqae.
1S3. Considérons un mobile de masse m et dont les coordonnées relatives soient x, j^, z-^ multiplions par m l'égalité (B) du Chapitre précédent 5 my^ est la force qui donnerait à une masse m un mouvement absolu identique au mouvement relatif de M; my est la force véritable qui sollicite M, et my^ est la force qui donnerait à une masse m l'accélération que possède le point A de S qui coïncide avec M; prise en sens contraire, on peut Tappeleryorce d'inertie d'entraînement. Le mouvement relatif est identique au mouvement absolu que produirait la force effective à laquelle on adjoindrait la force d'inertie d'entraînement, et la force centrifuge composée, produit de la masse par l'accélération de même nom. Ces deux dernières forces sont fictives et sont dites forces apparentes; leur introduction ramène toute question de mouvement ou d'équilibre relatif à une question de mouvement et d'équilibre absolu. Soient X, Y, Z les composantes de la force réelle, Xi, Yi, Zj celles de la force d'inertie d'entraînement^ les équations du mouvement relatif sont
m -rr = X -f- X| 4- 2m dt*
l dy dz\
Y'Tc^'^di)
et deux autres données par permutation tournante.
On remarque que la force centrifuge composée disparait dans trois cas : quand il y a équilibre relatif, quand le mouvement d'entraînement de S est une simple translation, enfin quand la vitesse relative est parallèle à l'axe de la rotation instantanée. Quand elle existe, son travail est nul, et elle n'intervient pas dans l'équation des forces vives.
i 54. Ecfuilibre du régulateur à boules quand on /tegUge la masse des tiges.
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L'appareil consiste essentiellement en un arbre vertical OA (fig' 23) tournant avec une vitesse uniforme cd, et portant une tige horizontale ÂG, à Textrémité de laquelle est articulée la barre CS qui porte Tune des boules 5
Fig. 23
cette droite doit rester dans le plan mobile OAC. En un point H est articulée une seconde tige dont l'autre extrémité B glisse sur Taxe OA et est soumise en B à une force verticale F provenant des organes que le régulateur est chargé de soulever. Soient AC = a, CS = /, CH= c, BH= A, BIS = ô, ABH = y , m la masse d'une boule. La tige HB exerce sur CS une force dont les composantes sont X parallèle à AC, Y à AB.
La seule force apparente à introduire est la force d'inertie d'entraînement, ici force centrifuge \ la résultante des forces centrifuges sur les molécules de la boule est la même que si la masse était concentrée au centre : elle serait appliquée au centre de percussion de la sphère par rapport à OA, mais je néglige l'écart de ce point avec le centre de la boule. On égalera à zéro la somme des moments par rapport à C de cette force centrifuge, du poids de la sphère et de la
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force appliquée en H, ce qui donne ml[gsinB-^ (/sinO — ajw'cosô] H- c{YsinÔ -f- Xcosô) =o.
Écrivons que la somme des projections verticales des forces agissant sur BH est nulle, ainsi que celle de leurs moments par rapport à B :
Y — F = o, Xcosç — Ysin^zrro.
Éliminant X et Y, on a, pour Téquation d'équilibre,
(i] m/ffi'sinô— f/sinô— a)û)*cosei+cF^î^îi? i = o.
' •- ^ ' cosy
Pour avoir une autre équation entre 6 et y, je projette le contour ACHB sur une horizontale
(2) a — csinô 4- Asinç = o.
L'influence de la masse des tiges sera faible, parce que leur poids et la force centrifuge qu'on leur applique agissent en sens contraire pour faire varier 9 et se neutralisent en partie. La résolution rigoureuse du système (i) et (2) n'en reste pas moins très-compliquée; mais on négligera d'abord a et F, et l'on aura une première valeur approchée
cosfli = -^ 5 on emploiera ensuite la méthode des approximations successives.
L'appareil est ordinairement disposé de manière que cp diffère peu de 9; supposons-les égaux, et par suite
sin(0-4-<p) . ^
— i ^ = 2sin0,
ços^
et posons uFc = mly\ l'équation (i) devient
(3) (^ + 7)sinô— (/sinô— ii)»'cosô = o.
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Faisons varier o)* de Jw*, et calculons la variation de 6,
[(§'"+■ 7) cosô -i-(/sinÔ.— û)»'sinÔ — /«*cos'ô]^0 = (/sinO — a)cos0^û)'.
Substituons à g* -+- y sa valeur tirée de (3), et calculons J6,
(Zsinô — a) sinOcos0(yw*
"" «^(/sin^e — «)
La sensibilité de Tappareil sera excessive si le dénominateur est nul, a = /sîn'65 dans ce cas, C sera le centre de courbure au point S d'une paraBole qui aurait OA pour
axe : car le rayon de courbure est de la forme ,", j et Tor-
r* donnée du centre de courbure j = — ptang'fl= — psin'9,
/^ ce qui est la relation entre AC et SC.
155. Mouifement d'un point pesant placé dans un tube droit qui tourne uniformément autour d'un axe horizontal; pression sur le tube, (Agrégation, i8do.)
Prenons l'axe de rotation pour axe des x. la perpendiculaire commune à cette droite et au tube pour axe des 2, et une perpendiculaire aux deux autres pour axe des y. Soient a la plus courte distance OA, cf Tangle du tube avec OX, 7' la distance AM du mobile au point où le tube coupe OZ, m la masse de M, w la vitesse angulaire avec laquelle le système des axes et du tube tourne autour de OX. Si l'on commence à compter le temps à partir du moment où OA est en sens contraire de la pesanteur, le poids du mobile aura pour composantes
X = o, Y = — mg sinuf, Z = — mg cosw f.
Les composantes de la force d'inertie d'entraînement sont Xi=:o, Y, = mw'j = mw'/'siny, Z, = /?îû6)*;
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enfin la force centrifuge composée sera parallèle à Taxe des
dr di
dr .
Zj égale à 2mû) — - sîncp, et, en supposant cp aîgu et positif,
du même sens que OZ quand ~ <^ o. On pourra décomposer
Y et Yi en deux forces, les unes suivant l'axe du tube, les autres perpendiculaires 5 les deux premières sont les seules forces tangentielles et ont pour somme (Y H- Yi) sin^. L'équation différentielle du mouvement est donc
dt^ ^ ° ^
c'est une équation linéaire à second membre, dont l'intégrale est
« cr Gi 1^ tf%
r= Ae"'»«T-f- Be-"'»*»î-l- —j-^ Xr—, sinw^
w'(i -h sm'(j>)
dr
On détermine A et B par les valeurs initiales de r et de —>
AH-B = ro, (A— B)wsiny4- ^sm? _.^>^
&)(i -h sin*^)
En général A est différent de zéro, et le mouvement finit par avoir lieu toujours dans le même sens et avec une vitesse de plus en plus grande. Si A et B étaient nuls, ce qui exigerait
le mouvement serait simplement oscillatoire.
La pression exercée sur le tube est égale à la somme des composantes, normales au tube, de la pesanteur et des forces apparentes; sa projection sur OZ est
dr .
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sa projection sur le plan des xy et dans le sens de la normale au tube, située du côté des x positifs, est
/w^sinw^cosflp — mw^rsiny cosy.
Si A est différent de zéro, ces projections augmentent indéfiniment avec le temps.
H est remarquable que le mouvement relatif ne dépende point de a ; la force centrifuge augmente avec cette quantité, mais non pas sa projection sur Taxe du tube. En supposant o = - j on aura le cas d'un tube qui décrit un plan
vertical en tournant autour d'un point du plan -, il n'y a pas de simplification essentielle.
156. Moiwement à' an point pesant assujetti à rester sur un plan incliné qui tourne avec une vitesse constante iù autour d 'une verticale.
Je prends pour axe des z l'axe de rotation, pour origine le point où cette droite perce le plan, pour axes des x et des y deux horizontales, la première située dans le plan. Soient i l'inclinaison constante de la surface sur l'horizon, N sa réaction comptée positivement au-dessus du plan, i la masse dû mobile M \ il suffit d'écrire les équations générales du mouvement relatif
d^x dy
^^ dt* dt
//2 ly dx d^ 2
(2) _=a>'j-Nsin?-2a> — , _=:NC0SI-g^.
Si l'on remplace z par j^ tangt et qu'on élimine N entre les équations (2), on a une équation qui, avec (i), indique comment se meut la projection horizontale de M
d^ Y dx
{ 3 ) -7^ = «' r cos*/ — s mi cosi — 2 « -r- cos'i.
^ ' dt* ^ dt
SUR LA MÉCANIQUE RATIONNELLE. 3o5
Pour intégrer les équations simultanées (i), (3), on pose
r et X étant des constantes qui vérifieront les équations /•' = w'-f- 2/wX, X/'' = X«^cos^/ — 2rwcos*/.
On en tire
(4) X = et H — (i — 3cos'0/''û)'-+-»*cos*/ = o.
Cette équation admet quatre racines, deux à deux égales et
de signes contraires \ r' sera réel quand cos'i sera' <^ -^ les
signes que prennent dans ce cas les coeflScients de (4) prouvent que les deux valeurs de r* sont }> o, et les quatre de r réelles. Les intégrales du mouvement ont la forme
X = Ae«H- B^P'-f- A'^-'^'+ B'e-P',
' y:=z—^ tang/ -h A €^-¥
En général x^\y augmentent indéfiniment, à moins que A et 6 ne soient nuls *, faisons dans les équations précédentes et leurs dérivées Â, 6 et £ nuls :
KàT 2aa> 2 pu
En éliminant A' et B' entre ces quatre équations, on aura deux conditions auxquelles doivent satisfaire les données initiales du problème pour produire ce mouvement
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particulier; le mobile tendra vers le point du plan
^^ = o, ^=:-^^g^tang/U
qui serait d'ailleurs une position d'équilibre relatif.
Quand cos'i^ -, les racines de l'équation (4) sont
imaginaires, et les intégrales du mouvement deviennent, avec des constantes réelles,
a: = ^'(Acosp/ H- B sinp^ ) -+- e— '(A' cospr -h B' sinpr), \ ^' r/ Aa--BB\
(6) •^=^Lr"^*p~"'"^^)'^'^'
(b-aP-«'^^)-p.] + ....
En général Â et 6 ne sont pas nuls, et, pour des valeurs très-grandes de £, les parties principales de x et 7- sont de la forme
X z= flrc*'coà ( p^ + A), j = a'c«' cos (p^ -+- A' ) ;
elles définissent un mouvement en spirale : le rayon vecteur augmente à Tinfini, et Tangle polaire croit de 2r
dans le temps -^- Si A et B sont nuls, le mobile tend vers
une position limite, définie comme dans le premier cas, mais il n'y arrive qu'après une infinité de circonvolutions.
Le cas dé cos'i = - se déduirait des formules (5} par la
méthode que d'Alembert applique à l'intégrale d'une équation linéaire dans le cas où l'équation caractéristique a des racines égales. On peut aussi faire tendre dans les formules (6) |3 vers zéro, cos^t vers i, sin|3£ vers j3t, et poser
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Bj3 == C, B' j3 = C'^ on trouve à la limite, a étant — >
/=^tang/-f- Aa-f-C (Aa— C)h-C M —
Le rayon recteur augmente, en général, à Tinfini, mais sa direction tend vers une limite déterminée.
Le cas où i = - > c'est-à-dire où le plan contient Taxe
de rotation, doit se traiter àTaide des équations (i) et (2) -, comme j" et ses dérivées sont évidemment nuls, elles se réduisent au système très-simple
d^x . _ djr d^z
=1: »-X, N = — 2bi
dt^ dt dt
et
» -jr.=—S'
Les intégrales sont, en tenant compte des circonstances initiales,
La trajectoire relative a une branche infinie dont la tangente tend vers l'horizontalité, mais elle n'a pas d'asymptote.
157. Un point matériel libre M est attiré vers un point d'un plan horizontal par une force fonction de la distance F = 9 (r) •, il se meut de manière à se trou\^er constamment sur une spirale logarithmique S qui aurait son pôle en O et tournerait autour avec une vitesse uniform.e Cl). Déterminer la loi de la force F et la nature de la trajectoire. (Licence, 1874.)
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Il est. naturel de traiter ce problème comme une question de mouvement relatif, bien qu'il soit possible et même plus court d'employer d'autres considérations. Si nous imaginons un plan horizontal qui tourne autour de O avec la vitesse ««>, nous savons que la trajectoire relative est la spirale
L'axe polaire est le rayon vecteur initial OA, dont la lon-
gueiu* est a, et/x, <[ -> désigne l'angle sous lequel la courbe
coupe ses rayons vecteurs. Supposons que la rotation co ait
lieu dans le sens où croit et que la masse de M soit l'unité;
les forces apparentes sont co'^*, dirigée suivant OM, et
ds 2W---Î perpendiculaire à la tangente, de manière à faire
avec OM l'angle [i. Ecrivons les composantes de l'accélération suivant OM et suivant sa perpendiculaire :
, . 1 d dQ ds
mais ds cosp = rfr, et (2) devient
. ^ô , JdB \
€/e \dt )
c'est l'équation des aires par rapport à des axes fixes. Si l'on y remplace rdB par tang/xrfr, on en déduit
dr dr [c \
Mangfx-H-^r'..:^, - = f - - «.j cotfx.
f — -=— cola — 4- w) -7-= »V» ].
\ dO ^\r^ I dt r \ ' r^ )
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L'équation (i) donne, en tenant compte de ce qui précède,
= -;r-T : — w-rCOt'a*
sm'jx r* *^
L'action du point O se compose d'une répulsion en raison inverse du cube de la distance et d'une attraction proportionnelle à cette distance.
La loi du mouvement s'obtient en intégrant (3), où les variables se séparent :
26)f COt|X = L
Pour avoir la trajectoire absolue, en y représentant par © l'angle polaire, écrivons
d'où
(4) 2(PC0ta — L— ==: L-^ --
L'équation (3) montre que, si h est la valeur initiale
, dr de — ) dt
c :=. ah tangp -+- a*«.
Quand c>-a'o«) y peut varier, dans la courbe (4) 9 de
— 00 à + 00 , r croissant alors de zéro à \/ -'-> /* étant ^ 0,
le mobile s'éloigne de son point de départ A pour tourner indéfiniment dans un cercle dont il s'approche de plus en plus.
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Quand c est compris entre zéro et a'a>, ç ne peut varier que de la valeur négative qui annule le dénominateur (4)
jusqu'à 4- ap -, r décroit de oo jusqu'à 1/-) A étant <:^ o, le
mobile tourne encore autour d'un cercle dont il s'approche, mais extérieurement.
Enfin, quand c <[ o, 9 peut varier de — 00 jusqu'à la valeur positive qui annule le dénominateur, r allant de zéro à l'infini ^ mais le mobile ne décrit que la portion de courbe qui se rapproche du pôle.
Pour c = o, la trajectoire est une droite, et pour c = a*(à c'est un cercle; mais, malgré la variété des cas examinés, nous n'avons pas le mouvement le plus général que puisse produire la force cj)(r) dans toutes les circonstances.
158. Influence de la rotation de la Terre sur les mouvements à sa surface.
L'efibrt qu'on fait pour soutenir un corps pesant ne doit détruire que l'attraction du globe diminuée de la force centrifuge correspondant à la rotation diurne, l'effet de la translation du globe étant négligeable; or la résultante de ces deux influences est cette force apparente que l'on appelle la pesanteur. Pour traiter les mouvements à la surface de la Terre comme des mouvements absolus, en tenant compte de la pesanteur, on n'aura plus à s'inquiéter de la force centrifuge, mais il faudra introduire la force centrifuge composée. Si l'on prend pour axe des a: la tangente au méridien dirigée vers le nord, pour axe des j^ la tangente au parallèle vers Test, pour axe des z la verticale montante, et si l'on appelle n la vitesse de rotation de la Terre, dont l'axe positif est dirigé vers le pôle sud, X la latitude, les composantes de cette rotation sont — n cosX, zéro et — n sini;
or /i= gc~^ = 0,0000729. Les équations du mouvement
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d'un point sur lequel agit une force X, Y, Z seront
dt^ dt
f \ ) ^^y ^r ( . ^ dx ^ dz\
dt* ^ dt
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'un point libre, et que X, Z, Y soient nuls \ le point de départ sera à Torigine des coordonnées, et les composantes de la vitesse initiale seront a, h^ c. On peut écrire immédiatement les intégrales premières des équations (i)
dx dt
dy (2) ^ — = è + 2/i(^sinX — zcos>),
dz
-7- = c — ^t'\- ^ny cosX.
dt
On aurait aisément les intégrales générales de ces équations, mais elles représentent un mouvement compliqué \ et, pour reconnaître l'influence de la rotation de la Terre, il vaut mieux faire des approximations successives. Suppo** sons que le point parte sans vitesse initiale \ si l'on néglige /i, on tire de ( 2 )
Tenons compte des termes en /ij en y remplaçant x^y^ z par ces valeurs et intégrant, on aura pour seconde approximation
:r = 0, 7 = - 7ï^^« COSX, Z = ^t^.
Une troisième approximation donne
= — "ft 5"'* sinX cos>,
jr =: ^ ngt^ cosX,
L'eflet le plus sensible est une déviation vers Test et une plus petite vers le sud.
Quand a, i, c sont de grands nombres, la première approximation donne
Une deuxième approximation donne des résultats utiles en balistique
xz=:at — nbt* sin>, z:=ct gf^-^ nbt^ cos>,
y=zbt^ n[a sinl — c cosX) f* -{- -^ ngt^ cos\.
Ajoutons quelques mots sur le pendule sphérique ; Torigîne étant au centre, les équations du mouvement sont
d^x N .r ' ^ dy
—, — = rr — 2 « smA -7-5
dt' m R dt
(2) < ■— ^ = ^ -f-2/z sinX- cos^— \j
^ ' \ dt' m R \ dt dt)
\ dH N 2 ^dx
\ dt^ ^ mK dt
Multiplions par 2dx^ ^d/y v^dz et ajoutons^ les termes en n qui représentent le travail de la force centrifuge composée disparaissent, et Ton est conduit à Téquation des
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forces vives
Le pendule ne peut jamais décrire un cercle horizontal, comme c'est possible en négligeant le mouvement diurne; en effet l'équation des forces vives prouve que la vitesse serait constante. On aurait, en supposant a: = a, j" = o, z = Zq pour t -■= o,
x=:a cosw t, j^ =: a sinw ^, z == s,.
Les deux premières équations (2) donnent
N = /wR(w* — 2/Z6>sinX),
et la troisième
N=: ( — g -h 2/2ÛWCOSA COSOit] ;
Zo
ces valeurs sont incompatibles.
Considérons encore le pendule abandonné sans vitesse, et faisons d'abord avec la verticale un petit angle a. Soient B l'angle du fil avec la verticale à l'époque i, ^ l'azimut du méridien du pendule. L'équation des forces vives devient
(3) R -T-^ =:2g(cosB — cosaj.
Eliminons N entre les deux premières équations (2);
d^r d^x , ^ / dx dr\ . dz
dt^ '' dt^ \ dt -^ dtj dr
on néglige le dernier terme qui contient, outre /i, le facteur
, dz très-petit -7- » et l'on peut intégrer, ce qui donne, en intro-
duisant 6 et ^^
(4) sin'ô-— =2«sinX(sin*0 — sin^a).
Cïv
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J'élîmîne dt entre les équations (3) et (4) et je sépare les variables :
/zsin^^d(cos9 -hcosa) ^R(cos0 — cosa)
sin9v^2g'sin'ô— ;|2R(cosô — cosa)(cos64-cosa)'sin'X
9 ne peut surpasser aydO est d'abord <^ o, et, comme (4) prouve que rf^ est aussi négatif, on prendra d'abord le signe -h. Pour que le dénominateur de rf(|/ soit réel, il faut que 9 reste supérieur à une valeur positive |3. En développant les sinus et cosinus et se bornant aux termes principaux, on a
'^^^ ;; 1/ ., ,w. , » ,^ ^ B = 72a i/-sm)L;
Ô y ^ô»_7|2Ra'sm>X ^ \ ê^
tandis que 9 diminue de a à |3 pour revenir à a, <{; décroît de
C'ndOsin'k /R a'— e» . /R
I ; i/ —h: 5t{ = îc — • nnsmki/ -
Au bout d'un temps double, l'azimut du pendule augmentera de 2 7r/isin^i/--; comme le temps d'une oscillation
complète qui paraît s'effectuer dans un plan est airi/ — j
il semble que le plan d'oscillation tourne du nord vers l'est avec la vitesse n sinX, ce qui a été vérifié par Foucault.
Mouvement d'une petite bille enfermée dans un tube circulaire qui tourne sur un plan horizontal autour d'un point O de sa circonférence ; la bille est d'abord en repos absolu, et se trouve au point diamétralement opposé à O. (Walton.)
Mouvement d'un point posé sur un plan horizontal parfaitement
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poli et attaché par un fil inextensible à un autre point qui pat court uniformément un cercle du plan. (Eulee.)
Mouvement des boules d'un régulateur quand on les a écartées de leur position d'équilibre ; on suppose la tige qui porte les boules articulée en un point de Taxe de rotation, et l'on néglige sa masse ainsi que le poids à soulever par l'appareil.
Établir le théorème de Coriolis par les formules de transformation de coordonnées; montrer par cette méthode que la suraccélération absolue est la résultante de cinq autres : i® la suraccélération relative; 2® celle d'entraînement ; 3^ 3ûa^(^rsinft>, t^r perpendiculaire à Vr dans le plan de cette vitesse et de l'axe instantané; 4° 376>rsin «», 7^ perpendiculaire à « et à yr; 5® 3cr7« sïnvr, 7» perpendiculaire à Pr et 7«; 7» désigne l'accélération angulaire [voir n" 1.13).
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DES PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LA DYNAMIQUE
AU RfOUVEMENT DES SYSTÈMES.
La recherche du mouvement d'un système de points matériels peut toujours se ramener à la détermination du mouvement individuel de chaque partie du système : si les différents points sont libres, on connaît les forces qui sollicitent chacun d'eux, et Ton en déduit les équations différentielles de son mouvement; s'il existe des liaisons, on introduit des réactions qui en représentent les effets, et les points peuvent être traités comme des points libres; on introduit de nouvelles inconnues, mais les conditions qu'on exprime donnent un nombre correspondant d'équations, et l'on peut toujours déterminer la position des parties du système et les réactions : il n'y a jamais qu'une solution.
Dans bien des cas, il suflGit d'un très- petit nombre d^ données pour déterminer la position d'un système, et les théorèmes généraux sur les mouvements des systèmes pourront les faire connaître : il faut, pour procéder ainsi, choisir les quantités les plus simples qui fixent la position des mobiles considérés, et les principes généraux, en nombre égal à celui des inconnues, qui peuvent s'appliquer à la question. Je rappelle ces principes.
Le centre de gravité d'un système quelconque se meut commç un point où toutes les masses seraient concentrées, et les forces extérieures appliquées, en conservant leur
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grandeur et leur^direction. Les forces intérieure» provenant de Faction des parties du système les unes sur les antres n'influent pas sur le mouvement du centre de gravité général. Un principe équivalent au précédent consiste en ce que la dérivée par rapport au temps de la somme des projections des quantités de mouvement sur un axe est égale à la sommie des projections des forces extérieures; autrement, la somme des impulsions des forces projetées sur Taxe égale la variation de la somme des quantités de mouvement estimées suivant le même axe.
La somme des moments des forces extérieures par rapport à une droite est égale à la dérivée par rapport au temps delà somme des moments des quantités de mouvement. Si la première somme est toujours nulle, la somme des masses des points multipliés par la projection sur un plan perpendiculaire à Taxe de Paire décrite par le rayon vecteur issu d'un point de Taxe croît proportionnellement au temps. Quand cela arrive pour tous les axes passant par un point, il y a un plan invariable, plan du maximum des aires, sur lequel la somme des produits considérés est maximum.
Enfin la demi- variât ion de la force vive du système est égale à la somme des travaux des forces qui y sont en jeu. Ici les forces intérieures peuvent intervenir; seulement leurs travaux se détruisent quand le système ne se déforme pas, et en générai quand les déplacements se font conformément aux liaisons, que des corps polis glissent les uns sur les autres, etc.; mais les déformations intérieures peuvent donner des travaux : quand deux points se repoussent avec une intensité P, si leur distance augmente de rfr, il y a un travail P dr ; quand deux surfaces dépolies glissent Tune sur l'autre, il y a un travail élémentaire résistant égal au produit de la force de frottement par Parc de glissement.
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Pour étudier le mouyement d'un systèi^ie, on peut chercher d'abord comment se meut le centre de gravité, puis considérer le mouvement par rapport à des axes de direction fixe menés par ce centre. Ce mouvement relatif se traite comme s'il était absolu, à condition d'appliquer à chaque molécule une force fictive égale à sa masse multipliée par l'accélération du centre de gravité prise eti sens contraire. Un calcul bien facile montre que la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à un axe fixe est égale à la même somme par rapport à un axe parallèle mené par le centre de gravité, augmentée du moment par rapport à l'axe fixe de la quantité de mouvement de la masse entière concentrée au centre de gravité. De même la force vive absolue est égale à la force vive relative à des axes menés par le centre de gravité, plus la force vive de toute la masse supposée réunie en ce centre.
Il est commode d'introduire dès à présent l'idée du moment d'inertie par rapport à un axe : soient m la masse d'un point du système, r sa distance à l'axe \ le moment est
k s'appelle rayon de gyration par rapport à l'axe. Le rayon de gyration d'une droite de longueur a a par rapport à une
perpendiculaire en son milieu est-^» celui d'un cylindre
de rayon R par rapport à son axe est —= * Enfin le carré du
rayon de gyration par rapport à un axe est égal au carré du même rayon relatif à l'axe parallèle mené par le centre de gravité, plus le carré de la distance des deux axes.
Principes des forces vives.
160. Mouvement d^une chaîne pesante, très -mince, mais non homogène, enfermée dans un tube dont la forme
SUR LÀ MÉCANIQUE RATIONlîELLE. Sig
est celle d'une cycloïde située, dans un plan ^vertical a^ec la base horizontale et le sommet en bas. (Puiseux.)
Il suffit de connaître le mouvement d'un point de la chaîne, par exemple du point A qui est le centre de gravité quand la chaîne est en ligne droite. Le principe des forces vives va nous donner notre unique inconnue : d'ailleurs la réaction des parois du tube sur la chaîne est en chaque point normale au déplacement et son travail nul \ la chaîne étant flexible et inextensible, les forces intérieures ne donnent pas non plus de travail, et Ton doit ne tenir compte que du travail de la pesanteur.
Prenons pour axes des x et des j* la tangente et la normale au point le plus bas de la cycloïde, et appelons a le rayon du cercle générateur, s l'arc de courbe à partir de l'origine; on sait que 5* = 8 aj". Soient r la valeur de s au point A, c la densité au point M tel que l'arc MA soit égal à /, V la vitesse de la chaîne, m sa masse. Si l'on suppose la vitesse initiale nulle, le théorème des forces vives donne, les intégrales étant étendues à toute la chaîne.
lm,A = gJ,dl[y.-y)=^ J,dl (
Mais s = r -^ l^ et / est invariable avec le temps ; donc
puisque A est le centre de gravité de la chaîne rectifiée,
(i) \Udl — o, et lv^z=z4-(r\ — r'Y
Le point A se meut donc comme s'il était isolé, et toute la chaîne participe à ce mouvement bien connu.
Pour avoir la tension T en M, je considère la partie MP de la chaîne qui se trouve au-dessus : soient A^ le point qui
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serait le centre de gravité de MP rectifié, arc OA'^^t^, m' la masse de M P, /Ma distance rectifiée d'un de ses points à A^ Appliquons le théorème des forces vives à un déplacement infiniment petit de MP^ on a, en prenant les intégrales le long de MP,
gm'
D'après Tcquation (i),
donc
,1 grdr , , ,
û?.~^»=: — ^7 — et dr=dr;
La tension est indépendante du temps et toujours négative,
c'est-à-dire que la chaîne tend partout à se replier et à se
raccourcir.
La pression N dl exercée par un petit élément MM' sur
le tube s'obtient en évaluant la force centripète pour cet
élément \ soient p le rayon de courbure de la cycloïde, a son
angle avec la verticale \ la projection de la tension en M'
l dl
sur la normale en M est sensiblement égale à T — -, on aura
donc
p' dl ep2 — T sdl- =^dl — gsdl cos OL -\-T —9 ]V = hâ'ecosa.
N est toujours positif : c'est dire que Je fil appuie toujours sur le côté concave du tube.
161. Un fil flexible et inextensible est enroulé sur un cylindre mobile autour d'un axe horizontal, et porte à
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ses deux extrémités deux poids V et Ç^\ déterminer le mouvement du système en supposant que P et Q aient une vitesse initiale a^ mais que les fils qui les soutiennent restent verticaux; on suppose que l'air oppose au mouvement de V et de Q une résistance proportionnelle au carré de la vitesse, (Licence, 1869.)
Soient P celle des deux masses qui descend d'abord ^ X la quantité dont elle est descendue au bout du temps t ] p, q les masses respectives, a m la masse du cylindre,
R son rayon, o) sa vitesse angulaire, -la somme des forces
résistantes que Fair oppose au mouvement de P et de Q. La force vive du cylindre eslftù^r^dm^ ou «' multiplié par le moment d'inertie par rapport à Taxe, c'est-à-dire
nm X - R' w* = 7» R* w* 5 mais, puisque le fil s'enroule sans
glisser sur le cylindre, Rct) est égale à la vitesse commune t' de P et Q, et la force vive du cylindre est mt^. Appliquons le théorème du travail à un déplacement infiniment petit du système
I v^ II) d-{p -^q 'hm)v^ = g[p^ q)tLc dx^
Supposons p'^q^ et faisons
on aura
Si a<^h^v croit constamment, pour devenir égal à k quand x est infini \ si au contraire a >> A", la vitesse décroîtra pour devenir égale à A^ à la limite : le mouvement aura lieu indéfiniment dans le même sens, tant du moins que le permet la longueur du fil* On peut avoir x en fonction du DbS.-G. — A«0. ai
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temps, car la dernière équation donne évidemment
dt = dx \h^ -f. (a^ — />) e'^\ ,
•— — Là : ' )
c^i A- -ha
(X'-4-âf)e^«"-4- (>t — «)e *-•»*= 2X•^'=^
Revenons à Téquation (i) dans le cas oiip<^q^ et faisons cg[p — 9) = — ^'5 on aura, comme dans le premier cas,
La vitesse est d'abord égale à a, mais elle va en diminuant et s'annule quand
CjiA a* -4- X^
(fl2-j- /.2)e CJ*_^.2^ ^__
On sépare les variables comme précédemment, et Ton trouve
dtz=e^v^da:\a} '\' P— k^&=v^\ ,
d'où
kt . /é?*^»* . k
= arc sm -^=- — arc sm
La valeur de a: pour laquelle f' s'annule rend le premier
terme du second membre égal à -9 et l'on a pour le temps que P mettra à descendre
eu k
r=-r- arccos
^ y/a'-hP
A partir de ce moment, c*est Q qui descendra; on ne pourra plus employer les formules précédentes, mais la quantité dont Q descend se calcule par les formules du premier cas, en changeant penq^ et faisant a = o.
Supposons en dernier lieu p z=z g*^ Téquation (i) devient
d.v^ idx ~ = : d ou v=iae ^^\
la vitesse diminue indéfiniment, mais elle ne s'annule que pour X infini ; en remplaçant v par sa valeur, il vient
é'^ dx = adt, rz=: ^ (e^ — ï ).
La tension de l'un des cordons se calcule en appliquant l'équation du travail au déplacement infiniment petit d'une des masses qui le terminent. Soit le cordon qui porte le poids P,
d.pç!^ =: 7.pgd.T — 7,Tdx — 2 — <ir.
La valeur de T s'obtient aisément, mais n'a rien de remarquable.
162. Un fil inextensible et sans masse passe sur deux très-petites poulies A ef B situées sur une horizontale, et porte à ses extrémités deux poids égaux P. ^u milieu de AB on pose sur le fil un poids Q^ et on l'abandonne sans vitesse initiale. Quel est le mouvement du système? Cas où, Q est beaucoup plus petit que P.
Le poids Q tend à suivre la verticale de son point de départ, et, comme l'action du fil est symétrique par rapport à cette verticale, rien n'en fera dévier le mobile. Soient donc z la quantité dont il descend et x cçUe dont montent en même temp^ les poids P, AB = 2a, ^ la masse de Q,
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p celle de P. Le théorème des forces vives donne immédiatement
Or X est égal à Faccroissement de la distance de Q à la poulie A :
Remplaçons z dans l'équation des forces vives
X est d'abord > o pour que yjx^-^ lax soit réel 5 mais, pour que le second membre de l'équation précédente reste positif, on doit avoir
Quand 2/7 est <[ q^ l'inégalité est toujours satisfaite, et le mouvement se continue indéfiniment dans le même sens, et) quand x devient très-grand, on a sensiblement
dx*
c'est dire que le mouvement se rapproche du mouvement imiformément accéléré. Lorsque 2/7 ]> ^, x a une limite
supérieure y ^ — - à laquelle correspond la valeur
Pour étudier ce cas, il convient de transformer l'équation (i)j or les inégalités (2) montrent que est
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compris entre zéro et -4—^* Posons donc
d'où
9ai'u^ 2a , La^udu
Substituant dans Tëquation (i), il vient, après quelques réductions,
I -h 2t(2 4- t) 11*4- «*tf^ du
On ne peut effectuer la quadrature, mais on reconnaît que u partant de zéro croîtra jusqu'à i pour décroître ensuite jusqu'à zéro, revenir à i , et ainsi de suite : la durée de ces oscillations est constante. Si Ton néglige les termes en e*, on a une valeur approchée de t en a:
latVl 3g\ , , 2tt + 3 ; H
I ( 1+ "7- ) ^C COS ( I — 2 « ) — • V' " — «* I
La durée d'une demi-oscillation est
La tension F du cordon se trouve en appliquant le théo* rème des forces vives à un déplacement infiniment petit de l'un des poids P^
. ^^-^ 1^ \ M ^ d \ dx^
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La dérivée de -r— se déduit immédiatement de la valeur
donnée par (i) : elle est d'ailleurs très-compliquée 5 je dirai seulement qu'elle est nulle pour a: = o et égale à
quand x atteint son maximum.
163. Une planche très- mince, de forme quelconque, est posée sur un cylindre droit horizontal sur lequel elle ne peut que rouler sans glisser; déterminer la loi de ses oscillations quand on l'écarté de sa position d'équilibre.
On reconnaît d'abord que, dans la position d'équilibre, le centre de gravité G doit se trouver sur la génératrice de contact. En effet, le moment de la réaction du cylindre par rapport à cette droite est nul ; il en doit être de même du moment du poids 5 cela exige, ou que G soit sur la génératrice, ou que la planche soit verticale. Or cette dernière position ne peut être une position d'équilibre 5 car il faudrait que le coefficient de frottement sur le cylindre fut infini. Soit A le point du cylindre qui coïncide avec G dans la position d'équilibre. La planche roulant sur le cylindre sans glisser ni pivoter, le point G ne sort pas de la section droite menée par A et décrit une développante de cette •section. Prenons pour axes l'horizontale et la verticale menées par le centre de cette section, et désignons par a l'angle du rayon OA avec la verticale, et par Q l'angle du même rayon avec celui qui va au point de contact variable I; l'angle de ce rayon 01 avec la verticale ascendante est a -H 6.
Pour évaluer la force vive, cherchons celle qui correspondrait à une masse égale à la masse m de la planche ac-
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cumulée en G. Le mouvement de cette planche est une rotation instantanée avec la vitesse ~ autour de la génératrice I, et, comme lA = R5, la première partie de la force vive est mR'ô* — • Il faut y joindre la force vive correspondant au mouvement relatif au centre de gravité, qui est encore un mouvement de rotation^ si k est le rayon de gyration de la planche par rapport à Taxe mené en G parallèlement à la génératrice I, la seconde partie de la force
vive est ^nk^ ■—• D'autre part, l'ordonnée du point G, qui
fera connaître le travail de la pesanteur, s'obtient en projetant OI et IG sur la verticale :
j^ =Rcos(ô -f- a) H- Rôsin(ô -+- a).
L'équation des forces vives est donc, H désignant une constante,
dd^
(i) m(R'0'4- /•') — r= H— 2/?ig'R[cos(ô -h a) -h sin(ô -+- a)].
On ne peut effectuer l'intégration; mais, si l'on appelle oi) la vitesse angulaire pour = o, il est facile de voir si la planche pourra devenir verticale. Avec cette donnée, l'équation ( I ) prend la forme
(R'O' -+- /*») — = X''w»4- 2g'R[cosa — cos(ô •+• a) — ô sin (0 -+- a)].
ce»
Le second membre décroit quand Q augmente de zéro à " — a. Pour que la planche atteigne la verticale, il faut
donc
X*w' H- sg^R ( cosa j ^ o.
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Quaud cette inégalité n'est pas vérifiée, la planche s'arrête pour une valeur de 6 égale à (3 ; Téquation (i) peut s'écrire
^^^ , (R'0^-h^>)^,=.2R^[cos(p-4-a) + psin(p^.a)
— cos(ô -ha) — 0sin(ô + «)]•
Pour que le second membre reste positif, il faut que 6 varie entre /3 et une valeur comprise entre zéro et — 13, car, pour 6 = o, la quantité entre crochets est > o, comme étant plus grande que
cos(p -h a) -h sinpsin(p -\- a) — cosa,
qui est (i — cosjS) cos((3 -f- a); pour 6= — P, elle devient
spsinàcosp — 2sinasinp <^ o.
Il est remarquable dans tous les cas que le mouvement ne dépende pas de la forme de la planche, mais seulement de k^. Quand (5 est très-petit, et par suite 0, on peut déve-
lopper ~ par la formule de Taylor, et, en se bornant aux
termes principaux, avoir
. ^ô' « /«. «.V * r t\/'Rs;cosoi /-— = R^(P^~e»)cosa, ô = pcos-5L_^ 5
les petites oscillations sont isochrones entre elles et à celles
d'un pendule de longueur :^ • En observant le temps
d'une de ces oscillations, on peut en déduire soit R, soil k. Si Ton veut calculer la réaction normale N et la réaction tangentielle T du cylindre, on projettera sur 01 et sur la tangente en I l'accélération du centre de gravité multipliée par m ^ ces projections sont égales aux projections correspondantes du poids mg^ augmentées de N sur 01, de T sur
la tangente. A l'époque t, la vitesse de G est égale àRO — et parallèle à 01; à l'époque t + dt^ elle est
et fait l'angle d9 avec 01. La différence entre les projections de ces vitesses, divisée par dt^ donne les projections de l'accélération ) et l'on trouve
wiRG —=: T -f- /itg' sin ( G -+- a).
— s'obtient en différentiant l'équation (a) par rapport au temps, et divisant ensuite par 2 ~ •
Quand on ne suppose pas le glissement absolument impossible, il faut, pour que le mouvement ait lieu comme il a été dit, que T reste <^fN] sinon il y a glissement, et l'on a tout un autre problème à résoudre.
Mouvemeiit dn centre de gravité.
164. Une chaîne homogèney attachée à une niasse m en l'une de ses extrémités A, est en partie pelotonnée sur un point 6 d'un plan horizontal; on a communiqué à m une certaine vitesse i^©? de manière qu une portion de la chaîne s'est déroulée; cette portion est en ligne droite et dans le prolongement de la vitesse du point A. On admet que la portion restante se déroule sans effort, et l ^on demande le mouvement du point A. [Smith' s prize, 1870, sol\fed hy professor Cajrley.)
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Le mouvement cherché est évidemment rectilîgne. Soient X la distance de A à B à Tépoque t, v la vitesse de A, a la valeur initiale de a:, |i la masse de Tunité de longueur de la chaîne, a + & sa longueur totale. Puisque la chaîne se déroule sans résistance, la projection de la quantité de mouvement sur la direction AB sera constante \ donc
(ï) v[^x H- m) = fo(p« H- 'w),
el, comme ^^= — » on intègre immédiatement
Cette équation donne le temps que la chaîne met k se dérouler :
L'équation (i) montre que, après ce temps, la vitesse est ^0 -^1 7-^ î la force vive correspondante est
^\ — r- r^-^ — =^l[y-a-^rn]\ i -, 4- .
" fx(a + ^>)-f-/n "^^ ^L \t.[a-\-b)'\-m\
Ce n'est qu'une portion de la force vive initiale \ la perte est due aux petits chocs que produisaient les divers éléments de la chaîne passant d'une vitesse nulle à une vitesse finie. La chaîne, une fois déroulée, prend un mouvement
uniforme.
La tension au point C, qui est à la distance c de l'extrémité A de la chaîne, se calcule en appliquant le théorème des forces vives à un petit déplacement de CA :
dUc-^m)y^ — '-iTdx, T = '-Ail— f vr y_ ,.j^
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Quand toute la chaine est déroulée, il est évident que le mouvement devient rectilîgne et uniforme, la tension nulle.
165. Une tige rigide dont la niasse est négligeable porte à ses extrémités A ef B deux masses égales à m\ la masse A est assujettie à glisser sur une droite PQ parfais tentent polie faisant l'angle i ai^ec l'horizon. Mouvement du système en supposant sa position et sa vitesse initiales, telles que AB ne sorte pas du plan ^vertical de la droite PQ 5 pression exercée sur PQ et tension de AB.
Je prends PQ pour axe des a:, et pour axe des y une perpendiculaire située dans le même plan vertical et dirigée vers le bas-, je pose AB= au, je désigne son milieu par C et son angle avec l'axe desj^ par 6; j'appelle x Tabscisse de C^ quant à son ordonnée, c'est j^ = a cosô.
Le centre de gravité C du système se meut comme un point de masse 2 m, auquel serait appliquée une force verticale '^mg et une force — N parallèle à OY-, les équations de son mouvement sont donc
( I ) — —- = e sin /, 2 m -r— = 7,ms cosi — N.
^ ' dt^ '^ dt* °
La première s'intègre immédiatement
dx . I
-— = C-+- gt sm/, X m Xo H- c^ H — gt^ sin /.
dt o ' ^o
La projection de C sur PQ a donc un mouvement uniformément accéléré. Quant à d, on peut le déduire du théorème des forces vives. La force vive du système est celle qui correspond à la masse 2 m concentrée en G, plus celle qui correspond au mouvement relatif autour de C. La seule force qui donne du travail est la pesanteur, et son travail est le même que si toute la masse était réunie en C : si donc
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a et 0) sont les valeurs initiales de 6 et de -7-9 on aura
at
2m ( -; htf'sm'ô- h«*-7-r I
\di* dt^
d^\ di')
= 2/w(c'+ a'w'sin'a -I- a'w')
^ing[[x — or,) sïni -+• a(cosO — cosa] cos/].
Remplaçons — par sa valeur^ tout ce qui dépend de la valeur de x disparait (*), et il vient, en divisant par 2 ma,
dB*
(2) a[i -j- sin'9) — = a{i -l-sin'a)w--i- 2g'COs/(cosÔ — cosa).
Posons a ( i-f- sin* a ) «* — 2gr ces i cos a=z 2gh cos i, on aura , , dB^ , cosô 4- A
(2) a-— • =:2fl'C08/ 7— rr»
Mous n'avons pas eu à dire dans quel sens on comptait les valeurs positives de d; il en résulte que le mouvement relatif autour de C est symétrique par rapport à une droite perpendiculaire à PQ, et qu'on peut supposer que soit d'abord croissant. La constante h est, par sa forme même, > — 15 mais elle peut être ^ i . Si A >• i , dQ ne pourra s'annuler, en sorte que croîtra indéfiniment, les révolutions relatives de A6 se faisant dans un temps constant. La trajectoire du point B sera une courbe sinueuse, comprise
(*) Cette réduction pouTait se prévoir; car, si l'on cherche le mouTement relatif à deux axes dont l'un coïnciderait avec PQ, l'autre lui serait perpendiculaire et passerait par G ; les forces apparentes qu'il faudrait introduire seraientdeux forces — mgsini, parallèles à PQ, appliquées à A etB; mais ces forces se réuniraient en une seule ~ am^sini, appliquée en G, et dont le travail détruit précisément celui de la composante de la pesanteur suivant PQ.
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entre deux droites parallèles à PQ, à une distance a a, de part et d'autre *, mais les points de rencontre de la courbe avec PQ deyiennent de plus en plus espacés.
La valeur h= i ne permet pas d'intégrer l'équation (a) ; mais, en l'adoptant, 6 croîtra jusqu'à tt, pour n'y arriver qu'après un temps infini.
Quand A <[ i , on peut le faire égal à — cos^, et oscillera entre les valeurs |3 et — (3 pendant des intervalles égaux, mais plus longs que ceux d'un pendule simple, de longueur a, oscillant entre les mêmes limites. Quand ^ est très-petit, on peut, dans la formule (a), négliger les termes du deuxième ordre par rapport à ceux qu'on a dans chaque membre, et, se rappelant que A = — cos^, on a
dB , ^ /gcosi a .0 = ^fi/g , t=\ aresm-î
^p»_e» V « V é'cos' P
les oscillations très-petites se confondent avec celles du pendule de longueur :•
On peut aller jusqu'à la limite, — i, de A. Son expression naontre que cela exige une double condition, cd = o, a = o, c'est-à-dire que, à l'origine, AB soit perpendicu* laire à PQ et animée d'une vitesse de translation parallèle à cette droite. Dans ce cas, doit rester constamment nul^ AB est toujours perpendiculaire à PQ, et se déplace d'un mouvement uniformément accéléré.
La pression exercée sur la droite PQ est donnée par la seconde équation (i)
iit^ di^ )
L'équation (a) donne -j-', en difierentiant ses deux mem-
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bres et divisant par --y on trouve
'■' at d^Q . . ,a -f-cos*e -f-2Acose
Substituant dans la valeur de N et réduisant,
. cos'6 ~hih cosO H- 2
° (iH-sm'Ô)*
Le numérateur est positif quand cos0 Test lui-même,
puisque h'^ — i . Si on le regarde comme un trinôme du
deuxième degré en cosd, on trouve que les deux valeurs
qui pourraient l'annuler ont pour produit 2*, Tune au
moins est inadmissible, et, pour que l'autre soit acceptable,
elle doit être comprise entre zéro et — 15 le numérateur
doit être négatif pour cos6 = — i, ce qui donne /i^-«
jt
C'est donc seulement quand la rotation relative autour de C est continue et assez rapide que N peut devenir négatif.
La tension F de la barre A6 s'obtient en exprimant que N est la résultante du poids de A estimé suivant O Y et de la composante de F suivant la même direction; on a ainsi
N = mg^cos/ -f- FcosO,
d'où
^ N — mg cosi ,lh -r- 6 cosô — ces*0
F = = mg cosi— ; . ,^. •
cosO ^ (i-i-sm'e)»
Le numérateur diminue quand 6 augmente; si A<^i, ne peut augmenter que jusqu'à la valeur ^. dont le cosinus est — h\ or, pour cette valeur, le numérateur est
cosj3(2 — cos*j3)', si donc P<-» F est toujours positif;
quand ]3 est ^ -» F devient nul et négatif. Il en sera de
même quand h sera ^ i , mais <^ -y • En résumé, F ne peut
devenir négatif que si h est compris entre zéro et ^•
166. Sur un plan horizontal, parfaiienwnt poli, repose un parallélépipède rectangle; dans la section verticale médiane, on a creusé un canal déforme connue dans /equel peut glisser sans frottement une petite masse m. On suppose que le prisme soit d'abord immobile et qu'on laisse tomber m en un point connu du canal, et Von demande le mouvement du système, en admettant que le prisme aura un moui^ement de translation parallèle au plan du canal; cas ou ce canal est une cjcloïde com^exe vers le bas, et oit l'on néglige le carré du rapport de la masse m à la masse M du prisme, (Licence, 1871 .)
Prenons des axes coordonnés dans le plan du canal, l'origine au point de départ de m, OX horizontal, OY dans le sens de la pesanteur 5 les coordonnées relatives du point m sont liées par Téquation du canal y (or, j^) =0. Considérons, au contraire, des'axes fixes qui auraient coïncidé avec les axes mobiles à l'origine du mouvement, et désignons par Xi la quantité dont le point O du prisme s'est déplacé horizontalement; les coordonnées absolues de m sont x-^Xi et^. Cela posé, le problème n'a que deux inconnues, j:i, et l'une des quantités j:,j^ ou un paramètre qui les détermine. Or le système du prisme et de m n'est soumis qu'à l'action de la pesanteur et à la réaction verticale du plan fixe ; le centre de gravité, d'abord immobile,* restera sur une verticale, ce qui donne, après une simplification évidente,
(l) Moî, -f- m(a: -h .r,) = o.
Le théorème des forces vives fournit la seconde équation
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nécessaire
dx^
dt^
f dx^, dx dxx dx^ \dt' dt dt dt' ^
'iihgy.
dx Il suffit de remplacer -j-^ par sa valeur obtenue en différen-
tîant (1) pour avoir une relation entre x^y et f, c'est-à-dire pour déterminer en fonction de t le lieu occupé par m dans le canal; on a ainsi
' '^ dx^ dr^
Connaissant x et j* en fonction de f , on a X| à l'aide de Téquation (i), et le problème est résolu.
Quand le tube est cycloïdal, on peut écrire
x=2a[u — sinu), 7 = a(i — cosii); et, si Ton pose m = Me, l'équation (a) devient
(l — COStt)*-+- 8m'« I -jy =!ig(l — COStt).
Je divise par i — cosu, et je sépare les variables,
(3) dti/^=.zhdu\/i-^ _l-.sin»-£i.
On est conduit à effectuer une intégrale elliptique de deuxième espèce; mais la forme de l'équation montre que z<, qui croit d'abord, ira jusqu'à uir, sans dépasser cette limite si le tube est formé d'une seule branche de cydoïde; du deviendra ensuite négatif, et u décroîtra jusqu'à zéro pour croitre de nouveau. Le temps de ces qscillations est constant, et la moitié correspond à la descente, l'autre
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moitié à la montée de m. Les coordonnées absolues de m sont
x-Ha?|== ( I — - j J?= (tt— sina), 7=a(i— cosa);
la trajectoire absolue est la cycloïde donnée, dont on aura réduit les abscisses dans le rapport de i à i + e. Le prisme a un mouvement oscillatoire en arrière, avec une ampli-
tude égale a •
La pression exercée par m sur le prisme s'obtient en écrivant que c'est elle qui produit l'accélération horizontale du prisme. Comme elle fait, avec ta partie positive de l'axe
des wc, l'angle ir u, on aura
— Ncos-tt =M-v^ = —
dt^ I -h e di^
dun 5FJ
ma Y , . d^u , lia- I
= (i — costt) -y- -h smi*-— r I ;
mais l'équation (3) peut s'écrire
I du^ g
i-i-tdt^ a(i-f-scos'7ii)'
d'où
2 d^u gtsin^ucosl-u
i~ht dfi a(n- «cos'jtt)*
Substituant dans N et réduisant, on trouve une valeur essentiellement positive
. I 2 H-l -H «COS^^M
*" 2 {i4-ecos'-jii)* Quand on néglige le carré de e, l'équation (3) devient
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întégrablë :
Le temps d'une oscillation est ^'Kyi — -r) V/""' L'équatîon (4) donne, par le retour des suites,
On peut dire que c'est l'expression de la loi du mouvement. Les coordonnées x^y^ x^ s'obtiennent en y remplaçant u par sa valeur et développant par la formule de Taylor suivant les puissances de 6.
Principe des aires.
167. Etant donnés trois points matériels A, B, C, qui s^attirent en raison directe de leurs niasses et en raison inverse du carré de leurs distances, on demande de leur donner une position et des vitesses initiales telles, que les trois points resfent constamment en ligne droite; quelles sont alors leurs trajectoires ? (Licence, i858.)
Le système n'étant supposé soumis à l'action d'aucune force extérieure, son centre de gravité O se meut uniformément sur une droite, et le mouvement relatif par rapport à des axes de direction constante, menés par O, se traitera Comme un mouvement absolu, sans que Ton ait à introduire des forces fictives. Dans ce mouvement relatif, le plan du maximum des aires reste invariable 5 or, les trois mobiles restant sur une droite qui tourne autour du point O, le plan du maximum des aires est à chaque instant celui de deux positions infiniment voisines de la droite ABC ] il faut
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donc que cette droite reste dans un plan fixe, que nous prendrons pour plan de coordonnées, avec O pour pôle et la position initiale de ABC pour axe.
Soient à Tépoque f, r, Tj, Tj les rayons vecteurs de A, B, Cj 6 leur angle polaire commun; X, ^ji, v leurs masses respectives; le principe des aires est applicable à chacun des corps séparément et donne
r^d^ z= a}dt, r]d^ = b^dt, rldB = c^dt;
on en déduit
Les rayons vecteurs conservent des rapports constants, et les trajectoires sont des courbes homo thé tiques. Les vitesses seron t toujours parallèles et leurs rapports seront les mêmes que ceux des distances des points au centre de gravité O, c'est-à-dire qu'ils seront invariables. Il faut donc que, à l'origine, A, B, C soient en ligne droite, animés de vitesses parallèles et proportionnelles à OA, OB, OC ; c'est, bien entendu, des vitesses par rapport au centre de gravité qu'ij s'agit.
Mais ce n'est pas tout : si je désigne par m* la valeur commune des rapports (i), on aura
Pour que le point O soit le centre de gravité, il faut que les trois points ne soient pas d'un même côté par rapport à O. Supposons que A et B soient d'un même côté, C de côté opposé ; on devra prendre les deux premiers signes -f- et le troisième — *, on pourra aussi prendre ri = cu^ k condition de prendre 9 -f- xr pour angle polaire de C. Pour que O soit centre de gravité, il faut
(2) la -\- if-b — vc = o.
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L'équation des sires se réduit, pour les trois corps, à
B'rfS = dt.
Cherchons les composaDtes de l'accélération des trois corps suivant leurs rayons vecteurs : en appelant f l'attraction des unités de masse à l'unité de distance, on a pour le point Â
fj; _ di' _ fy /»
df ''dt'" [r-r.)' {r-\-r,Y ou
On aurait de même pour B et G, B étant entre A et C,
jte_„^\-_r^r^ i-^1
\m- de) «1(4 + .). (»-4)-J'
\d,' de)- u-Ua + cf + (i + cyj
Pour que ces équations soient compatibles, on doit avoir
_L . _^ _jt L_ __L I p
L'équation (a) est une conséquence de celles-ci; car, si l'on y remplace a, b, c par les quantités proportionnelles (3), elle est identiquement satisfaite. D'ailleurs, en tenant compte de cette équation (a), on trouve que le système (3) se réduit à une seule équation, où n'entrent pas les masses,
fn " _^ c _„
'*' (* + .)' [a + cY (a-b)'-"-
Étant données les positions initiales des trois corps, l'é-
quation (a) permet d'en trouver le centre de gravîtë, et l'on peut s'assurer si la condition (4) est remplie. Dans ce cas, les trois mobiles décrivent des coniques homothé tiques ayant O pour foyer commun, et les lois de leurs mouvements relatifs sont tout à fait analogues à celles du mouvement des planètes. Quant aux trajectoires absolues, ce sont des sortes d'hélices sur des cylindres à base du second degré, courbes que M. Léopold Hugo a proposé de nommer o^hélites.
168. Une barre AB, de poids P, de longueur 2 a, homogène, s'appuie par ses deux extrémités contre un plan horizontal et un plan vertical parfaitement polis; elle est dans un plan perpendiculaire à leur intersection en O, et primitii^ement maintenue en repos. Un animal M, de poids Q^ peut se mom*oir le long de cette tige, qui lui fournira une réaction longitudinale pour accélérer son mous^ement. Quelle doit être la loi de ce moui^ement pour que AB, abandonné à lui-même, ne glisse pas le long des plans qui le soutiennent? L'anirnal est d'abord immobile à V extrémité supérieure ^ de la perche. ( W. Waltow.)
On suppose que l'animal puisse se donner un mouvement continu. Soit x le chemin BM qu'il a parcouru, à l'époque t, sur la perche, l'angle de AB avec l'horizon étant a. Les réactions des plans d'appui se rencontrent en un point C, quatrième sommet, du rectangle formé sur AOB. La dérivée du moment de la quantité de mouvement de l'animal et de la barre par rapport au point C est égale à la somme des moments des forces agissant sur le système. Le seul point en mouvement est M \ les réactions des plans ont un moment nul \ l'action que M reçoit de AB est une force intérieure, et l'on a
— «sm2a-^-- = <3rPcoS3t -h (2a — jrjQcosa
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OU
dt^ 2asina aQsina
Intégrons en tenant compte de ce que, pour t = o^ x et dx sont nuls,
X = — -— -^ a I I — cosf i / : — I j
Q \ V 2ûsina
-al I — cosf i / y 2 sina V 2«sina
ivf j • P-f-2Q
M devra parcourir un espace 2 a — — — ? ce qui ne peut
s'înterpréter qu'en supposant à AB un prolongement rigide, mais sans masse, au delà de A. Si P est négligeable par rapport à Q, le maximum de la vitesse est environ
\/ "'h pour a == a", a = 6o°, c'est près de y mètres par
seconde.
La réaction longitudinale de la barre sur M se calcule en écrivant que cette force avec la composante de Q produit l'accélération de M^ il en résulte
F = ^ — - -^ Q sm« = ^ costi/—^ Q sma.
g dt^ 2 sma y î^ sina
« Cette force, d'abord positive, devient bientôt négative 5 le
travail correspondant à la descente de M est d'ailleurs négatif. Puisque la force vive est nulle au commencement et à la fin, il faut que le travail de F soit égal et de signe contraire au travail du poids Q; ce travail est donc
— 2û(P-f- 2Q)siaa=/Fef.r.
Pour avoir la réaction verticale exercée par le plan horizontal, il suffit de prendre les moments des forces extérieures et de la quantité de mouvement par rapport au
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point B; le moment de la quantité de mouvement est nul,
et Ton a
Va -h Q^
(Pfl + Qj:)cos« — 2flNcosa = o, N =
La réaction du plan vertical se trouve d'une manière analogue
N, =:: -^^-^^ cota.
169. Une tige homogène AB, de masse fi^ de longueur ia^ est assujettie à tourner autour de son milieu O dans un plan horizontal; sur cette tige peut glisser un anneau M, de masse m, attiré vers O par une force pro^ portionnelle à la distance. Déterminer le mous^ement du système y connaissant, à l'origine du temps, la vitesse angulaire de la barre w, la distance c deM àOet la vitesse u de glissement de M sur AB. Cas où [i:=3m^ c = a^ m = o.
(Licence, 1870.)
^La position de la barre est déterminée à chaque instant par Tangle d qu elle fait avec sa direction initiale, et la position de M sera connue si Ton donne sa distance 7* au point O. Les forces extérieures sont Tattraction de O et la réaction du même point sur la barre; la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à ce point est constante, ou, si Ton veut, le théorème des aires est vérifié. Le moment de la quantité de mouvement de AB est
dt'^
le principe des aires donne
L'équation des forces vives est aussi applicable-, si Tattrac^
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tion de O sur M est représentée par k*mr^ ^n travail esc -A:*m(c* — r*), et Ton trouve
K(mr»-f--|xa*j ^~ /»«*— (/tic'H- ■- pa»j
Éliminant -7- entre ces deux équations et séparant les variables, on trouve
On ne pourra pas effectuer Tintégratiôn, mais les équations (i) et (2) donnent une idée très-complète du mouvement; la première montre que rffl ne peut s'annuler nî changer de signe : la tige tourne donc toujours dans le même sens et d'autant moins vite que r' est plus grand. Le dénominateur de la seconde doit rester positif, et pour cela r ne doit pas devenir infini. Il y a deux cas à distinguer selon le signe de la partie indépendante de r :
Pour r == c, le dénominateur y*(r) est égal à
f/wc*-f--ptaMa*, >o;
pour r = 00 , il est <^ o ; il y a toujours une racine r' comprise entre c et 00 , mais, pour r = o^f{r) = H. Si donc H <1 o, il y aura une racine r^<^ c, le mobile M restera compris entre deux cercles, dont le centre est en O, et dont les rayons sont r\ r"\ la trajectoire sera formée d'une suite de branches superposables, allant d'un cercle à l'autre en
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les touchant aux points communs. Si H^ o, il n'y a pas de racine entre c et o ^ r à partir de r' pourra décroître jusqu'à zéro, et même prendre des valeurs négatives jusqu'à — r'j les branches dont se compose la trajectoire sont limitées au cercle de rayon r\ et elles passent toutes à l'origine pour revenir toucher le cercle. Enfin, quand H = o, r pourra croître jusqu'à r', et diminuer ensuite jusqu'à zéro, mais il n'y arrivera qu'après un temps infini, parce que le coefficient de dr contient r en facteur commun au dénominateur, ce qui rend infinie l'intégrale qui a zéro
pour limite. D'ailleurs — tend vers ( i H j o) j la courbe
décrite est une spirale asymptote au pôle.
Un cas très-simple est celui où r'= r'^5 et, comme ils sont généralement séparés par c, leur valeur commune est c-^ f{c) doit être nul, ce qui exige m = 05 ensuite le produit des racines àQf[r) = o doit être c*^ donc
dans ce cas, l'anneau décrit un cercle d'un mouvement uniforme.
Cette discussion s'applique sans modification au cas particulier proposé^ seulement une des racines de f[r) = o est c, ou a : nous n'avons qu'à récrire les équations (i) et (a) avec les simplifications de forme qui résultent des valeurs numériques adoptées, on a
É?ô 2«'« , ±: dr Ja^ H- r^
— , dt=: ^
Quand w = A:, la quantité sous le radical est — h^ (r* — a*y*^ on voit que r doit toujours rester égal à a, et le lieu de M
est un cercle. Si ^<^a)^, le lieu est une courbe lobée
RECUEIL B^EXERCICES
comprise entre deux cercles concentriques de rayons a et a l/-Ti 1' Les branches passent à l'origine lorsque
k^t*>^ii. Enfin, pour /r = w y^a , la trajectoire est une spirale dont l'équation s'obtient en éliminant dt entre les deux équations du mouvement :
dza^drJz . 2 a^dr/a* \-{
dQ = = zc -^ -1 — I I •
Il faut prendre le signe — , parce que r ne peut que décroître à partir de a; on peut mettre l'intégrale sous l'une ou l'autre forme
Cherchons la pression N de l'anneau sur la barre dans le cas particulier, qui du reste ne diffère pas essentiellement du cas général. L'accélération du mouvement angulaire de AB est due à cette pression. Si donc on prend par rapport à O le moment de l'impulsion de cette force et celui des quantités de mouvement, on a
3^ dt
Mais
y/ô_ ^a^oardr ^a^tùrde^[A^—!loi^)a'-h1ia^(»h^'—Â^/\
donc
Comme le centre de gravité de la tige est immobile, et
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qu'elle n'est sollicitée que par cette pression N et la réaction du point O, cette réaction est égale et parallèle à N, mais de sens contraire.
170. On donne un cône droit dont Vaxe est vertical et le sommet en haut; un point pesant M assujetti à rester sur la surface convexe est attaché à un fil flexible, inextensible et sans masse qui passe dans un très -petit trou O au sommet du cône, pour s'enrouler sur une poulie C et se terminer par un poids TA' \ troui^er le mous^ement du système en supposant que M! soit d'abord immobile y et que, par suite, M ait une vitesse horizontale c,
(Licence, 1872.)
Soient r la distance OM, 6 Tangle^dont on a tourné le plan méridien qui contient cette droite, (f le demi-angle du cône, m, m', 2 (yi les masses de M, M' et de C. Le point M est soumis à la pesanteur, à la réaction du cône et à la traction du fil^ ces trois forces étant dans le plan méridien de M, leur moment par rapport à Taxe est nul, et le théorème des aires a lieu pour le mouvement de la projection de M sur un plan horizontal \ a étant la valeur initiale de r, on a
(1) Hsm(p~=:rc«;
Appliquons à tout le système le théorème des forces vives \ la pesanteur est la seule force extérieure ou intérieure qui donne un travail \ la force vive de M est
;„,. oum(^— +r>sm'ç— j,
celle de M' est 'w' -^ ' et celle de la poulie est le produit de son moment d'inertie par le carré de sa vitesse angulaire
Cl)
-, R étant le rayon de la poulie, on a ainsi - R'Xafxeo^^
mais Rg) est la vitesse d'un point de la circonférence sur
dr di
dr laquelle s'enroule le fil, ou —• On a en définitive
(/n4-m'-f-p) — -+-/wr'sin'ç— — mc^-=i i g [m co%^— m ]\r — a).
Éliminons dt entre cette équation et (i), puis séparons les variables
... 7\:. acdr Jm -h /w' H- tx
(2) siny<iô = — '
r^ntc^[r^ — a^) -t- 2gr'[ntcoSff — ^') ('' — ^) On peut intégrer quand m cosç est égal à m' 5 on trouve
r = asec\ B suivi/ ; ]•
Il suffit de multiplier r par sinf pour avoir en fonction de 6 le rayon vecteur d'un point de la projection horizon* taie de la trajectoire du point M ] c'est une courbe dont le rayon vecteur est a sinç pour = o, et devient infini pour
2 sm^ y
ce lieu se déduit de la ligne droite en augmentant les angles polaires de ses divers points dans un rapport constant; il y a une asymptote à distance finie du pôle. La loi du mouvement s'obtient en remplaçant dans [2) dO par sa valeur (i) en dt :
dz rdr dm -h m' -f- tx dtz=z • > — *
' Dans le cas particulier qtie j'ai pris, on intègre et Ton
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trouve
il faut un temps infini à M pour parcourir sa trajectoire^ il est bien entendu qu'il sera arrête si la longueur du fil est finie ^ mais cette impossibilité ne peut être prévue par nos équations, qui nous indiquent du moins Tépoque où elle vient à se produire.
Revenons au cas général, et posons r sinf == |0, a sin^ = a, 7w -+-/»'-+- fJt == X 5 l'équation (2) nous donnera la projection horizontale de la trajectoire*, on peut l'écrire
(3) ^v/^ = ±acdfMl
p ^(p — a) [ng (m ces ç — m') p* 4- mc^ sin y (p -H a)]
Quand mcosç — m'<^o, la quantité entre crochets s'annule pour une valeur positive, |3, de p et pour une valeur négative •, dO n'est réel que si p est compris entre a et P 'j la projection est donc comprise entre deux cercles ayant ces rayons, qu'elle vient toucher alternativement. Ces deux cercles se confondent et le mouvement de M est uniforme quand g(m^ — mcoscp) = me* a. Si de l'identité
2^(mcoSf — m')P'4- mc'siny(P -4- a) = o
on tire 2g{mcos(^ — m') pour le substituer dans (3), elle prend la forme
qu'il est aisé de ramener à la forme type des intégrales elliptiques de troisième espèce, en posant
p = a sin* a 4- p cos' «.
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Dans le cas où mcos(p — /n'^ o, la quantité entre crochets sous le radical (3) est positive pour toutes les valeurs positives de p ; ce rayon vecteur doit donc être toujours ^ a, et il grandit indéfiniment, mais cela exige un temps infini. Comme le coefficient de dp sma dénominateur de
l'ordre de p ^ , l'intégrale prise àep=:<xkp = GO sera finie, et à p infini répond une valeur finie 9i de 6j j'ajoute que l'asymptote correspondante passe au pôle, car la distance de ce point à l'asymptote peut s'écrire
lim p { 0, — B]z= hm = hm -r- = limp^ — - •
' ^ ' i ap ^ dp
Or p^ Y ^st nul pour p infini, puisque le numérateur est
de degré inférieur au dénominateur.
Dans ce dernier cas, il peut se faire que la quantité entre crochets soit un carré parfait, on trouve alors
dB sin<f=: 2a ^ V/ —
dp
On peut intégrer
- ô 1 / — sin© = arc tang i / arc tang 4 /t - •
mais cette intégrale, tout en précisant la valeur de 9 qui répond à une valeur donnée de p, ne nous montre pas les propriétés de la courbe plus nettement que son équation diflFcrentielle.
La tension du fil ne varie pas depuis le point M jusqu'il la poulie, elle serait donnée par l'expression de l'accélération de M suivant le rayon vecteur ^ mais il est plus facile de la calculer en appliquant le théorème des forces vives à un petit déplacement du système formé de G et du poids
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M'. Les forces extérieures qui sollicitent ce système sont la tension T du fil COM et le poids de M'^ le déplacement du point d'application esl pour toutes deux dr ; donc
Mais
(/n 4- m'-{- f*) — =mc^ — /ne*— ■+- 2^(/»cosf — m') [r — a),
€4fm m
On n'a qu'à différentîer, substituer et diviser par arfr,
[m -{- m'-f-f*) T = /?ig'[(m'-+-fx) cosf -+-/w'] H- /n(m'-+-p) •
La tension du fil CM' serait moindre que - 7-/^ -77*
Quant à la pression N exercée par M sur le cône, on Tobtient en calculant la composante de la force qui sollicite M, estimée suivant la normale extérieure au cône 5
— mr sm^ cosy — =: N — mg smij».
__ . / a'c'cos(p\
Ces calculs s'appliquent au cas où cf sera égal à 90 degrés, c'est-à-dire où le point M sera posé sur un plan horizontal.
171 . Mouvement d'une barre pesante et homogène AB , dont une extrémité A reste sur un plan horizontal, tandis que V extrémité B suit une verticale. Il ny a pas defrottentent, et, à l'origine, la vitesse du point B est nulle. Cas particuliers.
Prenons la verticale donnée pour axe des z, le sens positif étant dirigé de haut en bas, le plan horizontal pour plan XOY, et dirigeons Taxe des x vers la position initiale
35â • RECUEIL tk^EXERGIGES
de A. Soient 2a la longueur de la barre, G son point milieu, 6 l'angle COZ, <{; Tangle du plan COZ avec ZOX ou l'azimut du plan qui contient AB. Le triangle A06 étant rectangle, la médiane CO est égale à a, et l'angle de AB arec la verticale ir — 9.
Le théorème des aires s'applique à la projection du mouvement sur OXY. Si l'on désigne par dm la masse d'un élément M sur AB, par r la distance BM , la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à OZ est
r» sin'0 -^ dm = ^ a^m sm*0 -^ ; AB ^^ 3 dt'
(ù étant la valeur initiale de -^ et a celle de 0. on a donc
dt '
(i) sin'ô-7- = «sin*a.
^ ^ dt
Le théorème des forces vives nous donne une seconde équation^ le travail des réactions est nul, et il ne reste que celui du poids mg appliqué en G. Quant à la force vive, il est bon de la calculer comme étant la somme de celle qui correspondrait au cas de la masse concentrée au centre de gravité G, et de celle qui est représentée par le mouvement relatif autour du centre de gravité. Or, dans le temps dt^
l'arc parcouru par G est a y/d6'+ sin'ôrf^'*, le mouvement de AB autour de G est une rotation mesurée sur la sphère
de rayon i par l'arc \/d6*-{- sin'ôd^*, et, le moment d'inertie
par rapport à G étant m -^ 9 on a tous les éléments de l'é-
quation des forces vives. Au commencement, — est nul^ donc
= 2mga (cosB — cosa).
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Élimînant dt^ puis d^ entre cette équation et Téquation (i), on a tour à tour une équation de la trajectoire du point C et la loi du mouvement.
2a»'sîn^a
=z sin* ( ces — cosa )
X [35^(1 — cos*0) — 2a&>^sin'a(cosa + cosO)],
2asm*0-r-:
= (cosO — cosa)
X [35^(1 — cos^ô) — 2a6>'sin'a(cosa -f-cosÔ)].
La quantité entre crochets est <^ o pour cos6 = i et ^ o
pour cosfl =: — 15 elle s'annule pour une valeur j3 de 9 com-
€iB dB . / I .1
prise entre zéro et ît, et, pour que ;7- et — soient réels, il
faut que 6 reste compris entre a et |3. L'équation (i) montre que tp va toujours en augmentant dans le même sens ^ quant à d, il part de a pour aller à /3, revenir à a, et ainsi de suite j les accroissements de tetde^ correspondant à ces oscillations sont constants.
Pour étudier les diverses valeurs de j3, reprenons notre trinôme entre crochets en cos9, et désignons-le pary(9)^
on a
/(a,) =z [Zg — 4^**'^osa) sin'a.
Si / (a) < O, ce qui exige a<C-jona|3]>a5 d'ailleurs
y 1 - J z=Zg — 2tf «* sin*
a cosa.
Quand /( - ) est ^ o, |3 est compris entre a et -; C reste
sur la sphère décrite de O comme centre avec a pour rayon, entre deux petits cercles horizontaux au-dessous du plan
Db S.-G. — Rec. 23
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des xy. Quand y"(a) etyi-j sont <:^o, ^ est >-> mais
inférieur à w — «, car /(jt — a) est toujours positif; les deux cercles entre lesquels C reste compris sont l'un audessous, l'autre au-dessus de XOY. La dislance OÂ, d'abord égale à aaaiuix, croit jusqu'à aa, puis décroit jusqu'à aasin(3^ ensuite elle revient à a a, puis à sasina, et ainsi de suite. D'ailleurs, quand le point Â atteint une de ces limites, la tangente à son Heu est perpendiculaire au rayon
vecteur. Quand a est >-» P est toujours inférieur à oc et
même à ir — a, et la nature du mouvement est la même que dans le dernier cas, si ce n'est que le minimum de 6 est P et non plus a.
Si l'on avaity{a) = o, j3 se confondant avec «, Q devrait être constant, et ÂB décrirait uniformément un cône droit autour de OZ.
En tirant la valeur de 3^ de ridenlitéy"(^) = o et sul>stituant dans l'équation (a), on peut obtenir di/ sous une forme simple et symétrique
sinfl v'(cose — cos*)(cosp — cosfl) ^cose(cosir-;-cosp) H-n-cos«cosp
On peut reconnaître que la différence d'azimut de deux
plans pour lesquels 9 atteint des valeurs extrêmes est ^ -■
Posons cos9=:cosacos*u-|-cosPsin*Ui il vient, par une simple substitution,
[l— ^l;oslICns'u-|-COSpsin'u)']^I^-2COSaCOSp^-COS'olCOS'M-4-COS'psin'l
La diiïérence d'azimuts cbercLée s'obtient en intégrant de u = o à u = — ^ en supposant a <^ p, la quantité sous
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le radical est <^ i-f- 2 cosa cos|3 + cos*a, et
Q I — ( cosa cos' u -4- cos p sin* « ) sina sin p '
donc
cosKP — a) /i-+-cosacosp-|-sinasinp
v/i4-2cosacosp-+-cos»a '^ V 2-h4cosacosp-h2COS^a
et il est évident que la quantité sous le radical est ]> -?•
Les réactions de Taxe des z et du plan des xy se calculeront en exprimant que ces forces, appliquées en G avec le poids mg^ sont égales à la masse multipliée par l'accélération du point G; mais les r^ultats sont bien compliqués.
Cas particuliers. — Supposons co = o, la barre ne sort pas du plan vertical XOZ ^ le point G reste sur un cercle vertical, et la loi de son mouvement, aussi bien que celle du mouvement de AB, est donnée par l'équation (3), qui prend la forme
Vcosô — cosa Y 2^
6 diminue de a à — a pour revenir a a, et ainsi de suite j
oc oscille comme un pendule de longueur^ a. Soient Z
etX les réactions du plan Horizontal fixe et de l'axe OZ, X et z les coordonnées de C ; on aura, par le théorème du
mouvement du centre de gravité,
dt^ ' dt^ ^'
mais a: = a sin0, z = a cosd, et l'équation du mouvement
donne
«^6' 3fi:, , , d^Q 3g^ . ,
-— - =. -2.(cosô — cosa), --- - =-^ ^smô.
Ces expressions permettent de calculer X et Z, et l'on trouve
X=-r? sin0(6cosa — 9COS0),
1az=i-^ (6cosacosO — gcos^ô — i).
X est toujours de signe contraire à d et Z toujours négatif.
Un autre cas simple est celui où l'on suppose la barre
non pesante : en faisant g =^o dans l'équation (a), on en
lire
sina^d ,,
=: d^j tanga COtô = COStJ'.
sin*0 v^cos'^a — sin'a cet* 9
On en déduit que le lieu de A est une ellipse dont les axes sont 4^ sina et 4^? 6t la surface engendrée par AB se compose de deux surfaces du quatrième degré.
172. Deux masses m, m\ posées sur un plan horizontal, sont réunies par un Jîl flexible, de longueur ins^ariable /, et qui passe sur une très-petite poulie en 0\ la masse m est attirée vers O as^ec une intensité ins^ersement proportionnelle au carré de la distance; on imprime à m^ m' des vitesses connues, et l'on demande le moui^ement qui en résultera; cas où la vitesse initiale de m! est nulle.
(Licence, 1873.)
Soient r, r' les distances Om, Om!\ S, 6'les angles de ces droites avec un axe fixe*, a, a' les valeurs initiales de r, r*\
w, 0)' celles de -r? -r-î 2* la vitesse initiale de £;lissement du ' dt dt^ °
fil sur le point fixe O. Le théorème des aires est applicable
au mouvement de chaque point en particulier :
dt dt
on appliquera, au contraire, Téqualion des forces vives au système entier, parce que le travail de la tension du fil disparaîtra, et, si Ton appelle A' m l'attraction exercée sur m à l'unité de distance, on aura
dr^ dQ^ , \
\dt^ dl' )
Jdr'^ .de' , ,, ,A -, /i i\
. \dt' dt' ) \r a)
Remplaçons -—5 — par leurs valeurs, et r' par / — r; nous
dt dt aurons
(/7i -h m' ) -— := (/» 4- m' ) tt' -f- ma'tù'
dt' ^ ' r
[l^rY \r a
Le second membre est positif pour /• = «, et, si w et o)' ne sont pas nuls, il est négatif quand r est suffisamment voisin de o ou de l\ il y a donc toujours deux valeurs, a et p, comprises entre o et /, et entre lesquelles r oscille, allant de l'une à l'autre dans un temps constant. La trajectoire de m sera formée d'arcs égaux compris entre les cercles de rayons a et |3, qu'elle touche alternativement^ celle de m a une forme analogue entre les cercles de rayons / — a et / — j3. Pour que a soit égal à (3, il faut que leur valeur commune soit a, ce qui exige m = o, et, en outre, que r = a annule la dérivée du second membre de l'équa-
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lion (1)5 en observant que a'= / — û, cela donne
mtd-a — m' w"(/ — a) — h^ —z=zo.
H y a une infinité de manières de réaliser cette relation, et alors les deux points se mouvront uniformément sur deux cercles.
Si Ton suppose w = o, le second membre de l'équation (i) est > o pour les valeurs de r entre o et a; r aura une limite supérieure moindre que /*, mais, après' Favoir atteinte, il décroîtra jusqu'à zéro, et, si m peut dépasser le point O, il s'échappera^ et Ton aurait à étudier le mouvement de deux points liés par un fil et dont l'un est atriré vers O, problème bien plus difficile que le proposé.
Dans le cas particulier proposé, u et co' sont nuls. Je
r^dt reprends l'équation (i), en y remplaçant dt par
a'Gt>
(2) rfsy/.
m a^fùdr
yja^^y^ . t
a*fo^
Le radical s'annule poui* r = a et pour r = r4 = - ,^
Si Tj ^ O, r restera compris entre a et Ti, sinon il ira de a jusqu'à l'infini. On peut, du reste, intégrer la valeur de 0, et, en prenant les cosinus des deux membres, on trouve, pour la trajectoire de m,
I P r û'«'— X' / / m M - = — - n — cosl Ô\/ 7 ) •
Cette courbe est la transformée d'une conique ayant son foyer au p6le et où l'on aurait augmenté les angles polaires
de tous les points dans le rapport de y/m -+-m' h \[m. On trouvera la position de m en fonction du temps de la même
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façon que pour le mouvement des planètes *, en général cela revient à remettre dt dans l'équation ( 2 ) et à intégrer sa valeur
, . . m rdr
dt
vV^~^
tn -f- /w
n est entendu que, si r dépasse /, m! traverse le point O, et les conditions du problème sont tout autres.
i73. Mouvement d'une droite pesante assujettie à rester sur la surface, parfaitement polie, d'un hjperboloïde de ré\^olution dont l'axe est vertical.
Notre droite coïncidera successivement avec chaque génératrice d'un même système, et sa position sera connue si l'on donne l'angle ^ de sa projection sur le pian du cercle de gorge avec un diamètre OX de ce cercle, et la distance r comprise entre le milieu M de la droite et le point G, où sa direction perce le plan. Soient a le rayon du cercle de gorge, B l'angle des génératrices avec l'axe de la surface, qu'on prend pour axe des z 5 l'angle de OC avec OX est, en comp-
tant ^ dans un sens convenable, — j- ^j et les coordonnées
rectangulaires de M seront
x=L rsinOcos^' — asin^j», (i) < j^ = /•5in0sin>|/ H- acos^l',
z zzz rcosô;
z et r sont positifs au-dessous du cercle de gorge.
Comme les réactions que la barre reçoit aux divers points où elle touche la surface sont dirigées suivant les normales correspondantes, leur moment par rapport à OZ est nul, et la somme des moments des quantités de mouvement est constante. Cette somme est égale au moment relatif à la
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masse concentrée en M, plus celui qui correspond au mouyement relatif autour d'une verticale qui serait entraînée avec M 5 la première partie est
(dy dx\ r , . ^d'h , ^dr"!
la seconde est, en appelant mk* le moment d'inertie de la barre par rapport à son milieu, mk* sin'O-—-; donc
(2) (a* -h ^*sin*ô ^-r^sin'ô)-^ — a sinB -^ = [t..
La force vive s'évalue comme il a déjà été fait, en deux parties : l'équation du travail est
dr'^ d-it^
sin*ô -7- ^- (a^-h r^sin'ô -i- X'sin'ô) •—
dt^ ^ ' dt^
dr d'^ — 2asin9-7- -7- — as'/'cosô = h, dt dt ^
Multiplions par a' -j- (r* -f- A*) sin*9, et retranchons membre à membre de l'équation (2) élevée au carré, on élimine rf(f, et il reste
dr"^
(3) (r^H- k^] sin< 9-— = (a^-f. ^a gin^ô -h r^sin'Ô) (^4-2 g^rcos 9) — ft».
Le second membre étant du troisième degré, s'annule au moins pour une valeur de r ^ on peut compter le temps à partir de l'instant correspondant. Désignons par ro et «
les valeurs correspondantes de r et de •-—> et posons, pour
abréger,
«=:csin9, 25^0089 =7 sin' 9,
les équations (2) et (3) prennent une forme simple, en donnant à A et à jx les valeurs qui rendent les deux membres
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identiques quand f = o,
(5) {r »-f- A-») ^' = (r- /o) [7{r»-f- c»+ A-») -♦- (rj + c»4- A')f^'{r + ro)].
Si To ^ o, le trinôme entre crochets,/* (r), est >• o pour toute valeur de r supérieure à Tq^ r ne peut donc varier que de ro à 00 ; mais, quand ro<^o, il peut arriver que f{r) s'annule pour une ou deux valeurs de r plus grandes que ro5 dans le premier cas, qui répond ày(ro) <C<>, ou y 4- 2C«)'ro<^ o, r devra varier entre Tq et la plus petite des deux racines dey(r) = o. Si les deux racines sont réelles et ]> To, r variera encore de Tq à la plus petite, et la droite ne sortira pas d*une certaine zone comprise entre deux parallèles de Thyperboloïde. Dans le cas où Tune des racines def[r) = o est ro, et l'autre ]> r©, ce qui exige
M et tous les points de AB décrivent uniformément des parallèles. Quandy(r) ne s'annule pas pourrir©, r va
de To à 00 . ^ s'obtient en remplaçant, dans (4)) ^ P*r sa
valeur tirée de (5) 5 mais, quand r est très-grand, on a sensiblement dr = dt \fry^ r*d^^=icdr\ donc ^ tend vers une limite finie, et le mouvement de M devient à peu près uniformément accéléré.
Quand co = o, ou quand la barre part du repos, on peut intégrer (4)5
— s/ A* 4- c' = arc tanc . — arc taner . :
on en déduit la forme de la trajectoire de M.
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Mouvement d'une barre pesante et homogène dont les extrémités doivent rester sur un cercle vertical poli; pressions exercées. L'équation des forces vives détermine Tinclinaison de la droite, et le mouvement du centre de gravité donne les réactions, qui sont normales au cercle.
Une barre pesante et homogène AB peut se mouvoir dans un plan vertical autour de Textrémité A; l'autre extrémité s'appuie sur yne face d'un prisme triangulaire dont la base repose sur le plan horizontal parfaitement poli qui contient A ; le prisme ne peut se déplacer que parallèlement au plan vertical dans lequel se meut AB ; mouvement qu'il prend sous la pression de la barre.
Deux points A, B sont liés par une tige sans masse mobile autour de son milieu C; chacun d'eux est attiré vers un point O avec une intensité inversement proportionnelle au cube de la distance; CO est égal à - AB, et le mouvement initial est tel que la
barre reste dans un plan passant par CO, mouvement du système. Le théorème des forces vives conduit à une équation intégrable.
(Walton.)
Mouvement de deux points pesants qui se repoussent avec une intensité réciproque au carré de la distance et dont les vitesses initiales sont dirigées suivant la droite qui les joint. Le centre de gravité décrit une parabole, et la droite qui joint les deux mobiles conserve une direction constante.
Un prisme triangulaire repose par sa large face sur un plan horizontal parfaitement poli, et ne peut prendre qu'un mouvement de translation perpendiculaire à ses arêtes; deux petites masses réunies par un fil qui ne sort pas d'une section droite du prisme sont posées chacune sur une des faces inclinées et abandonnées à elles-mêmes ; déterminer le mouvement du système et la tension du fil.
Une aiguille AB de masse m peut tourner autour de son extrémité A dans un plan vertical; déterminer la loi suivant laquelle
un insecte de masse m doit se déplacer sur AB pour que cette aiguille puisse avoir un mouvement de rotation uniforme; Tinsecte est suppose en A quand AB est horizontale. On écrit que la dérivée de la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à Taxe autour duquel tourne la droite est égale à la somme des moments des poids ; on tient compte de ce que la vi-^ tesse angulaire est une constante u, et Ton arrive à une équation de la forme
, / ^ ^-^^\ g statut = 2«' I r — oL i ;
le mooYement n'est possible que pour une demi-révolution.
W ALTON
Déterminer le mouvement d'un disque circulaire non homogène assujetti à rester dans un plan vertical et posé sur une horizontale de ce plan ; on suppose : i® que cette droite est parfaitement polie ; 7? qu'elle soit assez rugueuse pour empêcher tout glissement. On doit chercher où se trouve à chaque instant le centre du disque et son centre de gra^àté ; on peut appliquer le théorème des forces vives, et lui adjoindre pour le premier cas celui du mouvement du centre de gravité.
Un fil inextensible et sans masse, assujetti à rester dans un plan horizontal, s'enroule par une de ses extrémités sur un treuil vertical de masse M, puis passe sur une très-petite poulie G, et se termine par une masse m attirée vers C par une force réciproque au carré de la distance ; déterminer le mouvement du système en supposant que M = 6/n, et que la vitesse initiale de m soit moitié de celle qui conviendrait au mouvement parabolique, si l'on supprimait le fil. (Licence, i865.) Se traite comme le problème 172.
Une droite homogène assujettie à rester sur un plan horizontal peut glisser sans frottement dans un petit anneau qui tourne luimême et permet à la droite de prendre toutes les directions ; la droite se termine à une extrémité par une masse attirée vers l'anneau, en raison inverse du carré de la distance, mouvement du système.
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Un tube droit, mobile dans un plan horizontal, peut tourner autour d'un de ses points qui est fixe ; le tube contient un certain nombre de petites billes qui peuvent s'y mouvoir librement ; déterminer le mouvement du système, en supposant qu'on imprime au tube une certaine vitesse et que les billes y soient d'abord en repos relatif à des distances connues. En exprimant que la com« posante tangentielle de l'accélération pour chacun des points est
nulle, on a
t €pr I rf*r, dB*
on en conclut que les distances des billes au point fixe conservent des rapports constants, et l'on n'a plus que deux inconnues distinctes. (Walton.)
Un tube circulaire homogène, assujetti à rester dans un plan vertical, repose sur une horizontale sur laquelle il ne peut que rouler sans glisser ; il contient une petite bille pesante qui glisse à l'intérieur sans frottement; déterminer le mouvement du système quand on l'abandonne sans vitesse initiale. On peut appliquer le théorème des forces vives et celui sur les moments des quantités de mouvement par rapport au point le plus bas du tube.
MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE
Des moments dlnertie.
174. J'ai rappelé (159) les propriétés les plus simples des moments d'inertie ; ajoutons qu'en un point quelconque d'un solide il y a trois axes principaux d'inertie perpendiculaires entre eux; en les prenant pour axes coordonnés, on a, m étant une des masses du système,
l'ellipsoïde central est un ellipsoïde dont les axes sont dirigés suivant les axes principaux et égaux à l'inverse de la racine carrée des moments d'inertie correspondants ou à l'inverse du rayon de gyration ; le rayon de gyration par rapport à une droite passant à notre origine est l'inverse du diamètre de l'ellipsoïde qui coïncide avec elle. Soient A, B, C les moments principaux d'inertie, le moment relatif à une droite qui fait avec les axes les angles oc, |3, y
est
I = A cos'a -4- B cos^ p -h C cos'7 J
si A, a, i, c désignent les rayons de gyration correspondants,
Considérons un ellipsoïde, réciproque du premier, dont les axes soient 2^, ai, ac; le rayon de gyration relatif à une droite passant au centre est égal à la distance du centre au
plan tangent perpendiculaire à la droite. Ce second ellipsoïde a été remarqué par Mac Cullagh.
175. Rayon de gjration d'un arc de cercle homogène par rapport à diverses droites menées par le centre du cercle.
Soient OX Taxe de symétrie, OY la parallèle à la corde, OZ la perpendiculaire au plan^ ce seront les axes principaux, et en appelaat a, i, c les rayons de gyration, acy Tangle au centre de l'arc donné, on aura
R»sin'ôrf0 = R» ^y smay ^
TT I
Pour un demi^cercle © = - ; a* = i* = - R'.
Le carré du rayon de gyration relatif à la droite qui fait des angles a, (3, y avec les axes est, j)ar conséquent,
K^=: ~ RM I -V- cos'7 -+- (cos*p — cos'a) î^^^ .
176. Moments d* inertie de taire d'une ellipse autour de ses deux axes et de la normale à son plan, menée par le centre; cylindre elliptique.
Soient a, |3 les demi-axes. A, B, C les moments demandés, on a
Pour calculer A, j'intègre d'abord par rapport à x, et je trouve
Posons/ = P cosy, dy = p sinf c^cp, et nous aurons On en conclut immédiatement
B = 2 ira'p, C = A -+- B . = i îrap (a»+ p»).
Les rayons principaux de gyration sont - P , - a , - y/^a'-f-P* .
Ce dernier serait le rayon de gyration d'un cylindre elliptique droit autour de son axe ] quant au carré du rayon relatif au grand axe de la section moyenne du cylindre, c'est, en désignant la hauteur par a A,
177, Moment d'inertie d'un ellipsoïde homogène par rapport à ses axes et à la diagonale du parallélépipède rectangle circonscrit.
Je désigne par «, P, 7 les demi-axes et je pose
hzrzJJJx'dxdiydz, h'^fy^dm, h!'=Jz'dm.
Dans A, si on laisse x constant, l'intégrale relative à j^ et à z est Taîre de l'ellipse suivant laquelle rellipsoïde est coupé par le plan parallèle au plan jz à la distance x ^ donc
On trouverait de même }J ^xh"\ et, comme les moments principaux d'inertie sont A'-hA^V--? on en déduit les
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carrés des rayons de gyration
Le carré du rayon relatif à la diagonale du parallélépipède circonscrit est
Le rayon de gyration d'une sphère autour d'un diamètre
estRy/|.
179. Moment d'inertie d'un triangle ABC par rapport à disperses droites; conséquences pour un polygone régu* lier, pour une pjramide régulière.
Prenons pour origine O le centre de gravité du triangle, pour axe des x la médiane OA, dont la longueur totale est m, pour axe des y une parallèle à BC^ soit 9 Fangle des axes \ le moment d'inertie relatif à la médiane est
1=1 dxfy^ sin^Bdy
nm r^ ma^sin'O z=zii \ dx ï y^ swi^^dy = ~ — 5
a , j3 , y sont les côtés du triangle ; sa surface est S = - /tz a sin Q\
donc
Les moments d'inertie par rapport à OA, et, par analogie, les moments relatifs à OB et OC sont inversement propor-
en
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tionnels aux carrés de ces droites 5 Tellipsoïde central en O
coupe le plan du triangle suivant une ellipse E homothé-
tique à T ellipse E' circonscrite à ABC et ayant son centre
O 5 le rapport de similitude est mi/— : ^m = -i/— 5
le demi-diamètre de E' parallèle à BC est---, celui de E
sera — ==5 et le moment d'inertie correspondant I' = -^«
Le moment d*inertie autour d'une perpendiculaire en O au plan du triangle sera
= -T-— =3 - ma smô -7 + -0 | =^ S ^ '- .
sm^e 2 \24 18/ 36
Le carré du rayon de gyration, relatif à une normale au plan menée par A, est
Considérons un polygone régulier de n côtés, dont l'apothème est m, l'aire S, le côté a et le rayon du cercle circonscrit R5 par le centrp de ce cercle, menons deux diamètres rectangulaires OX, OY et une perpendiculaire OZ; le moment d'inertie autour de OZ est la somme des moments des triangles ayant O pour sommet :
Les moments autour de OX et de OY sont
A =JJy^dxdy, B ^JJx^dxdy,
dk s.-g. — nec. 24
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nous avons comme pour une aire plane quelconque A 4- B = C 5 ici il est clair que A = B -, chacun vaut - C.
Soit maintenant une pyramide régulière dont la hauteur est h et dont la base a pour côté a, pour rayon R, pour aire S-, le résultat précédent donne le moment d'inertie autour de la hauteur
Le moment relatif à une droite menée par le sommet perpendiculairement à l'axe se calcule en observant que cette droite est parallèle à un diamètre du cercle circonscrit à la base d'une de nos tranches, et qu'elle en est à une distance égale à celle du sommet à la section \ donc
= lv(4«M-R.-l')
On en déduit les moments d'inertie des polyèdres réguliers et du cône droit.
179. Moments d'inertie d'un tore autour de son axe ou d'un diamètre de son équateur.
Soient R le rayon du cercle générateur, a la distance de son centre à Taxe 5 a:,j^, z les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque M, u sa distance au centre P du cercle générateur dans le plan duquel il est contenu, ^ l'azimut de ce plan, 9 l'angle de PM avec Taxe du tore^ le système de coordonnées m, i(^ et 6 est souvent utile quand on considère un tore, et donne
j:= (a -4- Msinô) cos>j/, 7= (« -h «sinO) sin^p, a = i£C0s9.
On pourra découper le plan du cercle en petites surfaces
ududO qui, en tournant autour deOZ, engendrent des volumes [a -^ u sind) u du dQd^'^ on a pour le volume du tore
' d^ I dB j udu[a'{-usinB)=iin^aK\ O V O «^O
Le moment par rapport à Taxe du tore est, en intégrant entre les mêmes limites,
C =fff[a -i- u sm^YududBd^ = 2ir'aR» («'-I- 7 rA •
Les moments autour de OX et de OY sont I^=fff[y^~^z')dxdydz=.Ji=ffJ[x^-^z^]dxdydz = ^'^'^
A r= B = ~SSS\.[^ 4- ttsinO)'-!- 2a*cos»ô](â5 + u sinô) ududBd^
= 2Jr^«R' (^«'+ûR')
180. Condition pour quune [droite soit axe principal d'inertie.
Supposons qu'une droite OZ soit axe principal par rapport à l'un de ses points O5 prenons deux droites OX et OY qui forment un système de coordonnées rectangulaires avec OZ, et nous devrons avoir
2/narz = o, i/nj^z^o.
Quand ces conditions ne sont pas vérifiées, on peut cherclier si OZest principale par rapport à un de ses points 0\\ si 00'= A, on aura, par analogie avec les conditions précédentes,
^mx[% — A)=:o, ^m[z — A)j = o.
Soient j:i,j^i,^i lés coordonnées du centre de gravité, M
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la masse totale -, ces relations deviennent
En écrivant que ces équations donnent la même valeur pour A, on obtient la condition demandée
Une droite ne peut être axe principal pour deux de ses points, sans l'être pour tous et passer au centre de gravité. Cherchons la condition pour qu'une arête AB d'un tétraèdre soit axe principal en un de ses points. Du milieu M de l'arête opposée CD, j'abaisse MO perpendiculaire sur AB, et je prends OM pour axe des x, AB pour axe des z avec un axe des y perpendiculaire ; le plan ZOX étant diamétral pour le tétraèdre, j^i = o et l'on doit avoir "Lmyz = o. Divisons le volume du tétraèdre en petits prismes parallèles à CD^ le milieu de chacun de ces prismes est dans le plan ZOX, et ses éléments ont deux à deux des y égaux et de signes contraires ^ si les arêtes du prisme ne sont pas perpendiculaires à OZ, les éléments dont Yy est ^ o auront un z toujours plus grand ou toujours plus petit que ceux dont l'j^ est <^ o, et la somme ne sera pas nulle. Il faut donc et il suffit que CD soit perpendiculaire à la direction de AB.
181 . Etant donnés les axes principaux OX, OY, OZ, relatifs au centre de granité et les rayons de gyration correspondants a^b^c^ trousser le rayon de gyration pour une droite quelconque MR passant par un point M \ axes principaux pour ce point; discussion et conséquences.
Soient Xi,yi,Zi les coordonnées de M par rapport à OXYZ, r la distance OM, a, P, y les cosinus directeurs de l'axe MRj pour une parallèle OR' à MR, le carré du rayon de gyration serait a' a' -h A'/3*H- c'y^^il suffit d'y ajouter le
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carré de la distance de M à OR', et l'on a
ecXi -h ^yt H- 7^1 est la distance de l'origine au plan P, mené par M normalement à MR. Imaginons une surface homofocale à l'ellipsoïde £ dont les demi-axes sont a^b^c^ écrivons son équation
et déterminons X de manière que cette surface soit tangente au plan P,
la condition de contact s'obtient en identifiant cette équation avec celle d'un plan tangent à la surface (2), et éliminant les coordonnées du point de contact \ on trouve
X n'a qu'une valeur X'5 il y a donc une seule surface du système (a) qui touche P, et, si l'on remplace dans (i) aXi -h ^yi -hyzi par sa valeur, il vient
En M passent trois surfaces homofocales (2), répondant aux paramètres X,, Xj, Jj ^ soit X^ <^ Xj <^ X3 5 à X = Xi correspond un ellipsoïde et, pour X<^Xi, (a) représente un ellipsoïde qui enferme le point M 5 de même, pour X > Xj, (a) représente un hyperboloïde à deux nappes et M est dans sa partie concave 5 donc, si X est <C^i ou }> X3, on a des surfaces auxquelles on ne peut mener de plan tangent P par M. Le minimum de A* est r' -H X^^ alors MR est normale à l'ellipsoïde homofocal de E qui passe en M^ le maximum de k* est r'+ Xs et l'axe MR du moment maxi-
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mum d'inertie est la normale à Thyperboloïde à deux nappes y ces deux normales sont deux des axes principaux pour le point Mj le troisième est donc la normale à Thyperboloïde à une nappe (2) qui y passe, et le rayon de gyration correspondant est r*4- Xj.
Puiscpie pour chaque point les axes principaux sont les normales des surfaces homofocales à E qui y passent, et que les rayons de gyration principaux sont égaux à r* augmenté du paramètre qui définit ces surfaces, on est ramené à discuter Téquation
Pour que deux des moments principaux d'inertie en M soient égaux, îi faut que Féquation (3) ait une racine double; si a, &, c sont différents, cela donne trois lieux différents pour le point M •, ce sont les focales de l'ellipsoïde £.
Xi = o, • , * , -h — — î— - = I , ellipse imaginaire; o' — a' c* — a^ '^
rt=o, —-Lj^-^.—l^^ = i, hyperbole;
z, = 0, • ', -+- ' =1, ellipse.
Les trois moments principaux ne peuvent devenir égaux en certains points, que si b est égal à c ou à a. Soit &= c, pour que les trois racines de (3) soient égales, il faut que leur valeur commune soit i, et alors
Pour i == a, on trouve deux points imaginaires.
Le lieu des points pour lequel un des rayons principaux a une valeur k s'obtient en écrivant que l'équation (3)
admel la solution X = A' — r*.
•^ -h— ; I=rO.
Si k est supérieur à a, i et c, on a la surface des ondes de l'optique-, sinon on en a une variété qui est comme elle du quatrième degré, mais possède des nappes infinies.
Veut-on trouver les points pour lesquels les rayons principaux aient des valeurs données h^k\k"^ on a le système d'équations
"T~ • • • — I } , . ; Th^ "T~ • • • — I •
On résout ces équations par le procédé de Binet [voir n® 151), et Ton trouve
et
Cette équation fait connaître r, et les précédentes donnent ensuite x^y^z. On voit que A' -f- A'* H- Ar "* doit être
Chaque propriété des familles de surfaces homofocales donne une propriété des axes principaux, et réciproquement. Ainsi un plan quelconque est tangent à une surface du système •, il est plan principal pour le point de contact et pour ce point seulement. Toute parallèle à un des axes de £ est normale à celle des surfaces qui se réduit au plan des deux autres axes de E; elle est axe principal au point où elle perce ce plan. Le lieu des normales qu'on peut
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mener d'un point fixe aux surfaces homofocales est un cône du deuxième degré : c'est le lieu des droites qui sont prin cipales pour un de leurs points.
MouYement autour d'un axe fixe.
182. Considérons un système d'axes coordonnés rectangulaires et un solide dont deux points A et B sont fixés sur l'axe des z 5 le solide ne peut que tourner autour de OZ, et il est soumis en A et 6 aux réactions dés appuis dont nous désignerons les composantes par Xi,Yi,Zi, X,, Yj, Zj. Soient a et J les z des points A et B, X, Y, Z une des forces extérieures, appliquée en x^y^z^ il suffit d'écrire les théorèmes généraux sur l'accroissement des projections et des moments des quantités de mouvement du système, pour avoir six équations d'où l'on déduit le mouvement du corps et les réactions aux points fixes. Ces équations sont de la forme
2/w— =2X-f-X, -f-Xî,
Soient 6 l'angle dont le corps a tourné à l'époque f , w la
vitesse angulaire —5 et w'= — , ari,j^i, Zj les coordonnées
du centre de gravité G, M la masse totale, I = MA:* le moment d'inertie autour de OZ, Yiinyz = a, Yiinxz = f3-, on a, en observant que chaque point décrit un cercle autour deOZ,
dx d^x
dt '^^ dt^ ^'
d^y , , dH
dt^ ^ ^ dV
et les équations du mouvement donnent
X| -f-Xj-h2X4-M(»»a?i -h 0»'^-, ) = o, Yi -hT, -f-2Y-4-M(«»jr, --w'a:»)=:0,
. . . Z| H- Zj -f- 2Z = o,
^ ^ ^ aYt -f-^'T, — 2(rZ— «Y)-4-«>a — »'p=:o,
«X, -f- ^^Xî — 2(arZ — zX) 4-w'p4-w'a = o, .
MA»«' = 2(a:Y— ^X).
La dernière donne la loi du mouvement ; les première, deuxième, quatrième et cinquième, Xj, Xj, Yi, Y, ^ la troisième donne la somme Zi + Z,, mais Zi et Z, ne peuvent être déterminés isolément, ce qui tient à l'hypotlièse d'une rigidité absolue du corps mobile.
Supposons que les forces extérieures se réduisent à un couple dont le plan soit perpendiculaire à Taxe : on a Zi -H Zj = o, et il est naturel d'admettre que Zi et Z, sont nuls séparément; les réactions des points d'appui sont perpendiculaires sur l'axe, et leurs composantes données par les équations
Xi + Xa-|-M(w»x, H-«'ji) =0, «X| + ôXj-4- w'P-|-«'a=:0, Y|-|-Y, 4-M(w2/i — w'x,)=o, ^Yi 4-^Ya-h»^a— w'p==o.
Pour que les deux réactions aient une résultante R, il faut et il suflSt qu'elles soient parallèles; XjtYi ::Xj:Y,; cette proportion conduit à l'égalité équivalente
X, 4- Xa «Xi H- ÔX, «'a?! ■+■ (ù'Xt w' p -I- w'a
Y, 4- Ya""'aY, -f- 6Y/ w^i — w'ar, "~w'a~»'p'
Effectuant les calculs, cette dernière donne
(to* 4-»")(a7, — px,) = o;
il faut
*-P''*iî/if
c'est-à-dire que Taxe fixe est axe principal pour l'un de ses points O. Supposons que l'on prenne ce point pour origine des coordonnées, a et P deviendront nuls, et les équations où ils entrent donneront
les moments de Xi et de Xi, de Yi et de Yj par rapport àO étant égaux et de signes contraires, la résultante passe en ce point, et est contenue dans le plan principal conjugué à l'axe de rotation. On peut faire passer le plan des zx par le centre de gravité, y^ est nulle, et les projections de R sont
X, -4- Xa = — Mw'ar,, Y, -h Y, =: Mw'x,.
Cette force, composée avec le couple accélérateur dont le moment est MAr'o)', donne une force unique, égale et parallèle à R, rencontrant l'axe des x en un point dont l'abscisse
est =z ^r = — % cest le centre de percussion du solide
Y, -h Y, or, ' ^
relativement à l'axe fixe.
On peut demander que la réaction d'un des points fixes A soit nulle : c'est dire que l'action de l'axe se réduit à une force unique appliquée en B 5 l'axe doit être axe principal pour ce point. Si les deux réactions étaient nulles, l'axe serait un axe principal passant au centre de gravité : dans le premier cas, c'est un axe permanent de rotation, dans le second, un axe naturel ou spontané.
183. Un parallélépipède rectangle homogène pesant est fixé par les extrémités P, Q d'une de ses arêtes^ qui est "verticale : quelle vitesse faudrait-il lui donner pour que le point fixe inférieur Q n'éprouvât aucune pression?
Si l'on prend pour origine le milieu O de PQ, et pour axes des parallèles aux arêtes, dont je désigne les longueurs
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par 2a, ai, ac, ona Xi = a, )r, = J, ^^ = o, a =:/3 =o, et les équations (A) deviennent évidemment
• X, + Xj + M(w»«-+-w'^»)=:0,
Yi -i- Ta + M(«»«» — w'a) = G, Z, 4- Z2 — Mg' = o, c(T, — ¥,)-+- ^Mg'r^O, c(Xi-— Xj) -4- Mag=zOy
La vitesse angulaire conserve la valeur constante w, et si l'on veut que Xj = Yg = o, on déduit des équations précédentes
X| 4- Ma«» rr: Y, -h Mèw» = cT, -f- M^'g' = cXj -f- m.ag = o.
Pour qu'elles soient compatibles, il faut et il suffit que c(ù^ = g] la reaction en F a pour composantes 2->
9 Mg'^ sa direction prolongée passe au centre du pa-
rallélépipède.
184. Déterminer la forme d'un pendule composé, assujetti à certaines conditions , de façon à rendre minimum la longueur du pendule simple synchrone.
Étant donnée une certaine quantité de matière, on peut en former un pendule composé qui oscille aussi vite ou aussi lentement qu'on voudra^ il suffit d'en former une trèslongue aiguille et de la faire osciller autour d'une parallèle à son axe qui en soit très-voisine, ou d'une perpendiculaire à cet axe. Mais, si l'on impose certaines conditions à la forme du pendule, le problème de rendre minimum le pendule synchrone admet une solution finie. On sait que, si a est la distance du centre de gravité à l'axe de suspen*
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sion, h le rayon de gyration autour d'une parallèle à l'axe menée par ce centre, la longueur du pendule synclirone
est / = a H ; la forme du pendule étant donnée, l ne
peut être minimum que s\a=zh\ alors 1= nk^ et l'on est ramené à former un corps de masse et d'espèce données, tel que son moment d'inertie, par rapport à un axe de direction donnée passant au centre de gravité, soit minimum. Il faut pour cela que, si l'on enlève ou qu'on ajoute une masse infiniment petite en des points quelconques de la surface, sans que cette surface cesse de remplir les conditions géométriques qui lui sont imposées, le moment d'inertie autour de l'axe choisi éprouve une variation infiniment petite, indépendante de l'endroit qu'on a creusé ou renforcé : sinon, en enlevant de la matière aux points les plus sensibles pour la rapporter en d'autres moins sensibles, on diminuerait le moment d'inertie, qui, par suite, n'eût pas été minimum.
Supposons que le pendule cbercbé doive être un cylindre droit, d'épaisseur h et de masse m, [oscillant autour d'une parallèle à ses génératrices, et considérons la parallèle OX par le centre de gravité O. Si l'on veut retirer une petite quantité de matière sans altérer la forme du pendule, il faut que cette petite masse soit répartie uniformément le long d'une génératrice : pour que la diminution correspondante du moment d'inertie soit constante, il faut que toutes les génératrices soient équidistantes de l'axe ^ la base du cylindre sera un cercle, et l'axe de suspension passera au milieu du côté du carré inscrit.
Demandons que le pendule soit de révolution autour d'un axe qui coupe à angle droit l'axe de suspension. Soit OX la parallèle à ce second axe par le centre de gravité : la masse dm qu'on enlève doit être répartie uniformément le long d'un parallèle de la surface; si y est le rayon, z la
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distance du plan du parallèle à Faxe, la variation du moment est
dm.
Pour que ce soit une constante, il faut que Téquation de la surface soit
c'est un ellipsoïde de révolution aplati dont le volume, égal au volume donné, est ^ tic' ^ et Ton aLk=ci/ •=•
18S, Une planche rectangulaire homogène est fixée aux extrémités A et "B d'une de ses arêtes qui /ait un angle i auec la ^verticale; moui^ement de la planche quand on l'écarté de sa position d'équilibre; réaction des deux gondsé
Je prends AB pour axe des z, son milieu O pour origine, la perpendiculaire à ÂB contenue dans le même plan vertical que cette droite pour axe des x et une perpendiculaire à ces deux droites pour axe des y^ soient aa = AB, ac la largeur de la planche. Le poids mg est appliqué au centre de gravité G, et ses composantes sont
X = mg sin/, Y = o, Z = — mg cosi; on a évidenmient
J'appelle 6 Tangle du plan de la porte avec ZOX et Xj, Yi, Zi, Xs, Yj, Zi les composantes des réactions de A et de B.
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Les équations générales deviennent
X, H- Xa -i- mg sin/ -l- wwr ( w* cosO -{- w' sin 0) = o, y, -f-T, -h mc(6i'5inO — u'cosG) = o,
(l) I Z| -h Zj — Wg^COSI^rO,
«(Y| — Yj) -4- cmg cosi sinO = o, a (X| — Xj) H- cmg' cos/ cosO = o,
^ /wc'w' = — cmg sinO sîn/.
La dernière donne, enmultipliantpar (x>dt = d6 et intégrant,
2c(w' — ftij) =: 3g'(cosO — cosOo) sin/\
Les oscillations sont isochrones à celles d'un pendule de longueur ^ . . ■ Les premières équations (i) nous donneront Xj, Xt, Y^, Y,^ mais, il est un peu plus simple de chercher les composantes des réactions dans le plan de la planche, parallèlement à OG, et suivant une normale à son plan; je désigne ces composantes par P|, P,, Ni, Ng et
je pose
, 3g sine, . _.
w» = --2 (cosô— ^1;
A est <^ — I si la rotation est continue. On a d'ailleurs
P = XcosO 4- YsinO, N=: YcosÔ — XsinO;
si donc on ajoute la première et la deuxième équation (i), après les avoir multipliées par cos0 et sinS, ou par — sind et cosd, on a
P. + p, = _î»£«^^(5K)ose-3A); Ni -f- Nj = -r mg sin i sin ©•
Ajoutons au contraire la quatrième et la cinquième après
, . ,. , sinO cosO cosO sinO avoir multiplie par et 5 ou par et 5 on
trouve
^ « cms^cosi
On peut ainsi calculer immédiatement les P et les N. Comme Ni = Ni, sans que P| soit égal à Pj, les deux réactions n'ont pas de résultante, à moins que cosi ne soit nul, c'est-à-dire AB horizontal^ alors
P,=P, = ^(3A — 5cosO), N,=z:N,r=:^sinO.
9r Ni
Si 0)0 = o et 60 = -9 h est nul et— = tangO; la tan-
2 Pi 10 ° '
gente de l'angle de la réaction avec le plan de la porte est
proportionnelle à tang9.
186. Oscillation d'une aiguille aimantée mobile autour d'un axe horizontal qui passe par son centre de granité O ; influence du frottement qui s'exerce sur l'axe quand l'aiguille oscille dans le plan du méridien magnétique.
L'influence de la Terre sur une aiguille symétrique par rapport à son centre de gravité peut être représentée par l'action de deux forces F égales, parallèles et de sens contraire, appliquées en deux points P, P', symétriques par rapport à O 5 l'angle i de ces deux forces avec l'horizon est la déclinaison, et le plan vertical qui leur est parallèle est le plan du méridien magnétique. F peut être remplacée par une composante verticale F sini, et une composante horizontale Fcos tj si doncl'axe de.raîguille fait l'angle a avecle méridien magnétique, Fcos i se décompose en deux autres, Fcos i sina, dans le plan où peut se mouvoir l'aiguille, Fcosicosa parallèle à l'axe : l'aimant sera en équilibre quand l'angle i'
de P'P avec Thorizon est tel que
cot«'= sînacot/.
Écartons PP' d'un angle 6 de sa position d'équilibre*, si PP^= 2/, r aimant est soumis au couple
2F/ sin9 v^sin'/ -4- ces*/ sin'a ; en appelant mk* le moment d'inertie, on a
/w^'w'zz:— 2F/smO ^i — C05'/C0S*a, OT^»(w* — wj) = ^Fl{cosB — cosOo) v/ï — cos^/cos'a.
L'aiguille prend un mouvement pendulaire, d'où l'on déduit l'intensité des forces F. Supposons l'aiguille assujettie à rester dans le méridien, a = - • Soient p le rayon
de l'axe de suspension, 2 a la distance des points d'appui, dont le milieu est en O ^ je prends cet axe pour axe des z, l'axe des y étant suivant la direction d'équilibre et l'axe des X perpendiculaire aux deux autres^ et je désigne par 8 l'angle de OP avec OY, le sens des angles positifs étant
tel que pour OX, 0= • Les composantes du poids sont
— mg sini, mg cosi et o, tandis que F est parallèle à OY. Par raison de symétrie, les points d'appui n'ont pas à fournir de réaction parallèle à OZ5 leurs actions, égales entre elles, ont pour composantes X et Y j la force de frottement en chaque point d'appui est donc sinç y/X^-f- Y*. Comme a:i,j^i, Zi, a, |3 sont nuls, les troisième, quatrième et cinquième équations générales deviennent des identités, et les autres donnent
2X — mgsmi=:o^ 2Y -{- mgco&i = o, /»^*»'= — 2F/ sinô -f- 2p siny y^X» 4- Y».
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Le Signe du dernier terme est pris en supposant que parte d'une valeur initiale positive X pour décroître. On tire de nos équations
La réaction de chaque appui est toujours verticale et égale à la moitié du poids. L'équation du mouvement devient
iifA»w' = — ^FlsmB-^mgpsintf».
Pour que le mouvement naisse, il faut
aF/ sinX ]>> mgf sin^ ;
s'il en est ainsi, intégrons en multipliant par 2(ùdt = 2d6^
;/?iX'0**=4F^(cO5Ô — COSX) -f- 2OTg^p($ — \) siof.
Cette formule est applicable jusqu'à ce que ait atteint une valeur X, pour laquelle o) s'annule. A cause de la petitesse de psin(f, X4 ne diffère pas beaucoup de — V? écrivons que w* s'annule pour 6 =. — X -+- /i,
2F/[cos(X — A) — cos^] — . /»^p(aX— h) stn^ = 0.
Développons cos(X — h) par la formule de Taylor, et négligeons les termes du deuxième ordre :
«,',.* ^ . * wffpXsin©
2¥ln smX — ^mgpk sm«p = 0, A = ^, . , ;
si X est peu considérable, -r-r diffère peu de i, A est sensiblement constant, et l'on voit que l'amplitude des oscillations décroit suivant une progression arithmétique^ quand
le sinus de celte amplitude est devenu <; — ^ > l'aiguille
s'arrête, faisant eu général un petit angle avec OY. Db s.-g. — Rec, 25
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Monrement antoar d'un point fixe.
187. Considérons un solide assujetti à tourner autour d'un point O et sollicité par des forces quelconques^ le mouvement élémentaire est une rotation autour d'un axe instantané 01, et il suffirait de connaître la grandeur et la direction de la droite 01 == w qui représente cette rotation à chaque instant pour être ramené à une question de Calcul intégral. Menons trois axes rectangulaires fixes OXi,OYi,OZi; la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à OXj est de la forme
la dérivée est égale à la somme des moments des forces extérieures, mais elle est difficile à calculer à cause des 2 qui y figurent et qui varient avec le temps. Aussi Euler a-t-i! cherché les projections p^ ^, r de 01 sur les axes principaux OX, OY, OZ relatifs au point O ^ ces axes sont mobiles, mais aussi il suffit de connaître leur position à un instant donné pour avoir celle du corps. Supposons les systèmes OXYZ, O Xi Yj Zi, disposés de manière que OX représente Taxe de la rotation de OY vers OZ, et ainsi de suite -, Euler considère la trace OP du plan XY sur le plan Xj Yj, et désigne par ^p Tangle dont il faut faire tourner OX^ dans le sens positif pour l'amener sur OP, par <f l'angle dont OP doit tourner pour aller sur OX, enfin par 6 l'angle du plan XY avec XiY, . L*angle Q s'évalue en prenant les parties des deux plans que décrirait d'abord dans chacun d'eux une droite qui se mouvrait dans le sens positif à partir de OP; quand est entre o et n, c'est que la partie considérée de XY vient par rapporta X, Yi du même côté que OZj. On a calculé (113)
les relations entre », a. r et les dérivées ~> —-» -, » que
' ' ' dt dt dt ^
s OR LA MÉGAITIQVE RATIONNELLE. 087
nous désignerons par (^\ ^', 6'*,
l /? = ^' siny sin -h ô' cosf , g = y sin cosy — ô' sin^ , ''^ j r = 7'4-f cosô.
Mais, pour trouver p, ^, r en fonction de ^, on me per-» mettra de résumer une metliode très-élégante exposée dans les leçons de Bour à TÉcole Polytechnique. Il considère une droite OR, appelée axe du couple résultant des quantités de mouvement, et dont les projections sur OXi, OYi, OZi sont
Transportons les forces extérieures en O, elles sont détruites, mais on obtient un couple résultant des forces extérieures, dont Taxe est une droite OG ; la projection de OG sur un axe est égale à la somme des moments des forces par rapport à cet axe. Le théorème sur la variation des moments des quantités de mouvement
/ d'z, d^xt\ . ^^
peut s'énoncer en disant que la vitesse du point R est représentée en grandeur et en direction par OG.
Cela posé, soient A,6, C les moments d*inertie autour de OX, OY, OZ*, la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à OX est A/?, . . . , c'est-à-dire que les coordonnées du point R sont, à Tépoque ^,
a: = Ap, jr = Bq, z = Cr.
A r instant t •+- dt^ les coordonnées relatives sont
k[p^dp), B{q-hdq), C{r-hdr);
mais, par une formule connue de Cinématique, les composantes sur OX, OY, OZ de la vitesse absolue de R sont les sommes des composantes de la vitesse d*eDtrainemeut et de la vitesse relative, c'est-à-dire, suivant OX,
— -t- ^5 — rr = A ^ -4^ grCr — rBy.
11 suffit d'égaler ces composantes aux projections de CXx sur les mêmes axes ou aux sommes L, M, N des moments des forces par rapport à ces axes, pour avoir les équations d'Euler
On remarquera que dp^ par exemple, se compose de deux
parties :
d'p= -^ qrdt, dTp = jài;
la première est celle qu'on aurait sans l'intervention des forces extérieures et eii vertu de Tinertie du solide 5 l'autre est due aux forces extérieures qui communiquent ainsi une
rotation do), dont les composantes sont - dt^ •— dtj — dt,
ABC
L'axe de cette rotation est dirigé suivant le diamètre OH de l'ellipsoïde central conjugué au plan du couple G; ce diamètre fait avec Taxe du couple un angle dont le cosinus est
ces
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Le moment d'inertie autour de OH est
p fit
donc tfoi) = -y-cosfij la rotation communiquée par un
couple pendant le temps dt est égale à l'impulsion du couple multipliée par le sinus de Tangle de son plan avec le diamètre conjugué dans Tellipsoïde et divisée par le moment d'inertie autour du diamètre.
Les équations (i) et (2) forment un système très-complexe de six équations simultanées, car L, M, N dépendent de ^, 9, cp. Ce système se simplifie quand deux moments A et B sont égaux. Remplaçons dans (a) p^q^r et leurs dérivées par les valeurs tirées des équations (i) :
A { sin^ ~ij»' sinO -f- >p'^' cos^ sinO -f- cos'^-— — $' ^' sin^ |
-f- (C — A) (f -h 4>' cosO) (^' siaO cpsy — 0' siny) = L,
A ( cosy — >[»' sin Ô -4- . . . j
A— •C)r(4»'sinesinf -+-6'cosf) =M
Ajoutons les deux premières, après les avoir multipliées respectivement d'abord par coscp et — sin^, ensuite par sincp et cosf ; la première combinaison donne au second membre L cosf — M sinf , la seconde L sin^ •+- M cosf ; ces quantités sont les projections de OG sur OP et sur une droite OQ qui lui sei'ait perpendiculaire dans le plan XY, c'est-à-dire la somme des moments des forces par rapport à OP et OQ^ désignons -les par P et Q, et nos équations
kr
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deviennent, après quelques réductions simples,
A r— — y »sinô cosOJ -h C(tp' -t- f cosO)f sinO= P, (3) I A ^sine^ -}- 2Ô'f cosO^j — Cô' (f'-»- f cosô) = Q, C~(f+-y cosô)=N.
Nous avons trois équations du second ordre, qui ont été données sous une forme équivalente par M. Resal^ cp n'y entre que par sa dérivée, et les moments P, Q s'obtiennent plus aisément que L et M.
188. Déterminer le moui^ement d'un anneau homogène en supposant que son centre coïncide a^^ec celui d'un autre anneau très^ grand par rapport au premier, et dont toutes les molécules attirent celles de Vanneau mobile suivant la loi newtonienne : il ninten^ient pas d'autre force ^ et le petit anneau est primitiv^ement animé d*un mouvement quelconque autour de son centre immobile. ^
On a vu (79) que l'action du grand anneau sur l'anneau mobile S se réduit rigoureusement à un couple dont l'axe est la ligne des nœuds, et que le moment de ce couple est approximativement
— if^ f* ■^- sin cosO ;
y étant le coefficient d'attraction, m et jx les masses du petit et du grand anneau, a et R leurs rayons, l'inclinaison du plan de S sur celui du grand anneau. Le centre O de S reste immobile^ nous le prendrons pour origine, et le plan du grand anneau sera notre plan Xi Yi , l'axe des .r j étant suivant la position primitive de la ligne des noeuds; nous
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conservons les variables <{/, et f . On a ensuite
an pose
et Ton peut substituer dans les équations (3); divisant par "ina*» il vient
— -f-4''*sin0cosO -f- 2^|»'ç' sinô H-XsînOcosO = o,
sinÔ-J- — iQ'if' = 0, -- (y' H- 4»' cosô) = o.
Je désigne par c, ?[, » les valeurs initiales de 6', ^' et ©', et par a celle de 6 ^ la troisième équation (4 ) donne tout de
suite
(5) <p' -4- ^' cos0 = u -+- Çcosa = A;
substituons la valeur de cf ^ dans les deux autres équations (4)
d9' ij;''sin9cos0-f- a/j^' sinô -f- XsinOcosO =: o,
siaO -7- -4- 2-y Ô' cosô.— 2AÔ' = ô.
dt ^ '
Si l'on multiplie la dernière par sinO, elle s'intègre et donne
(7) •^' sin'ô -+■ 2/icosO == Çsin'a-f- 2Acosa = K.
Tirons-en la valeur de y pour la rapporter dans (6),
dQ' cosÔ,„ _ ^. 2/2 .„ , A\ > . ^
---= -7-r-;: (R — 2Acosô)^ :—- (K— 2AcosO] — > smO cosO.
En mul tipliant par a6'dts=: 2 dd^ le second membre devient
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intégrable, et,' en remplaçant K par sa valeur, on a
fo\ A/, , (Çsm*a-+-2^co.sa — ^.hcouB]*
8 ô'»=e»— ^-^ ^ r— -— ÎLsin'OH- Ç^-i-> sin'a.
En général, 6 ne doît pas atteindre zéro nî tt, pour que le second membre reste positif, c'est-à-dire que le plan deFanneau mobile ne vient jamais coïncider avec celui de Panneau
fixe. Il n'y a exception que si le terme en t-j- disparaît, ce
qui exige ?[ = o et A = o, ou J^ = y; = o ; il faut que Tanneau n'ait reçu ni mouvement de précession ni de rotation autour de son axe de figure^ alors l'équation (8) devient
» = -7-, = «'-+- Xsm'a — sin'O) = £'-hX .
dt^ ^ ' 2
L'équation (7) montre que dans ce cas (f/'est nul; l'anneau oscille autour de sa ligne des nœuds comme un pendule de
longueur ~ = . . > mais dont l'angle d'écart serait à
chaque instant double de l'inclinaison du plan de S.
Cherchons les conditions pour que les valeurs entre lesquelles 9 doit rester compris soient égales entre elles et, par conséquent, à a : le second membre de l'équation (8) doit s'annuler ainsi que sa dérivée pour 6 = a; il faut d'abord que e soit nul \ puis, en se reportant à la valeur , M
2 ÇA — Pco8a-T-Xcosa= Ç'cosa -f- 2>ïÇ-f-Xrosa = o.
On doit donner à l'anneau un mouvement initial de préces>^ sion dont la vitesse ^ est l'une des racines de l'équation précédente*, ces racines sont de signe contraire à y?, et ne sont réelles que si r? ^ X cos*a; mais, si 19 est grand, l'une des racines est très-petite en valeur absolue, l'autre très-
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grande. L'équation ( 7 ) donnant pour (p' une valeur constante, Taxe de figure décrit uniformément un cône droit autour de Taxe de Tanneau fixe.
La discussion complète dés équations (7) et (8) est longue, et je me bornerai à un cas particulier intéressant, celui où £ et ^ sont uuls, tandis que m a une grande valeur. On tire des équations (7) et (8) simplifiées
, 5i>î(cosa — cosô)
''' ~" sin'O ' '
,j X(€os*0 — cos'ajsin'O — /^ri^lùqsB — cosa)*^
9 diminue à partir de a jusqu'à une valeur qui en diOere très-peu ; on posera fl = a — x, et Ton développera par la formule de Taylor en ne gardant que les termes les plus influents; on trouve ainsi
sma
On intègre aisément la seconde, et, en résolvant par rapport à X, on a
^ sin 2a. .
* = ^ „ ■ (l — C0S2flf), Oïl*
d'où
>(*osot, , ' \tcosgL >cosa .
4^== ^(l — COS2))f], 4r=: 1 7 SlU^nt.
w^ . X cosa
t aisons . , == n, et nous aurons
= a — n sina -4- /zsina cos2>}f, >p = — nmnt + /zsin2)if;
B et ^^ qui fonfconnaitre la direction de Taxe de figure, ont une partie moyenne et une partie périodique. Sur une spbère de rayon (, le pôle moyen de Tanneau décrit un
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petit cercle d'un mouvement uniforme pendant le temps
— ; mais le pôle vrai tourne autour de ce pôle moyen, de
façon que sa trajectoire relative est un petit cercle de rayon /zsina, et sa trajectoire absolue une épicycloïde spbéricpie
ordinaire, car, pour 6= a, rr est nul, ce qui indique un
rebroussemcnt; la période de ce mouvement de nutation
est -9 beaucoup plus petite que celle de la précession
moyenne. Ainsi, selon Texpression de Lagrange, le mouvement primitif du corps a transformé en mouvement de précession le mouvement oscillatoire que le couple tendait à lui imprimer.
Si Ton veut avoir la position de l'axe instantané à une époque quelconque, on recourra aux formules (i) dans lesquelles on peut faire <j> = o, car cet angle n'a apparu jusqu'ici que par sa diflérentielle ^ il vient, eu égard aux résultats précédents,
/?= 9' = — 2»qsinasin2Y}f,
q = 'Y sinô = — 2«» sina(i — cos2iî^),
L'axe instantané décrit, par rapport au système mobile formé de OP, OQ, OZ, un petit cône de révolution dont OZ est une génératrice, et dont le demî-angle au sommet est 2/iy]sina^ cet angle est très-petit, mais beaucoup plus grand que l'angle d'écart du pôle vrai et du pôle moyen.
189. Mouvement d'un solide de résolution pesant, animé d^une grande vitesse, autour de son axe défigure^ lorsqu'un point O de cet axe est fixe, et quun autre pointY^est sollicité par une force¥ perpendiculaire àl'axe.
Nous prenons pour origine le point fixe, pour axe des Zx
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une verticale montante, et les autres axes comme précédemment. Soient a la distance OA du centre de gravité à Torigine, U et V les composantes de F parallèlement à OP et OQ, et OB = 6; P sera égal à mga sinfl — i V, Q à iU, et, d'après les formules (3), on aura
A(-- ^I^'^sinOcosô j
A[sinO^-f-2Ô'f cosôj — CÔ' ((p'H- f 0080) = èU,
d{if' ^-^|*' COSG) =0.
La dernière donne de suite a>' 4- ^' cosfl = A, h étant une constante. Quand cette quantité est très-grande, ou que la vitesse autour de Taxe de figure est considérable, Teffet de la forcé F est singulier. Supposons qu'elle se réduise à V, ou que U soît nul, les quantités
conservent des valeurs finies •, 6' reste très-petit, tandis que \^' prend une valeur finie, sensiblement proportionnelle à V et à rinvei'se de A*, la force qui tendrait à soulever Taxe du corps ne lui donne en réalité qu'un mouvement de précession. Au contraire, si Ton cherche à donner un mouvement de précession, en appliquant une force qui se réduise à U, les quantités C/îtj/' et CAô'-f- iU restent finies^ on ne réussit qu'à diminuer 6 ou à relever l'axe de figure. Si Ton demandait la force nécessaire pour obtenir un mouvement de précession sans nutation, on ferait 0'= o dans (E), et l'on en déduirait
b\ = sinB{mga -f- Af ^cosô — CAf ), èU = AsinÔ ■-^;
396 RECUEIL D^EXERGICES
y aurait uae valeur considérable, tandis que U serait fini et i^dëpeudant de la vitesse de rotation qui entre dans h.
Quand on suppose F =: o, et qu'on tient compte de la valeur de jp' + ^'.cosd^ les deux premières équations du mouvement deviennent
ki— ^'^ sinô cosô I -4- Ch^' sinO = mga sinO,
I A ( sine -J- -4- 2ô'4»'cosô) — C/iO' = o.
La seconde, multipliée par sind, est intégrable, et donne une intégrale de la forme
(H') A4»'sin'0 4-CAcose;= AÇsin'a-hC^cosa.
Multiplions-la, au contraire, par %sm6d^^ et ajoutons-lui la première multipliée par a ^6, on a l'intégrale des forces vives
(H'^) A(9'*-^sin^fl^J>'')-f-2/wg'«cos6=A(«'^-Ç*sin*a)-4-2/wg'«cos«.
^ Ces deux équations donneront le mouvement dans le cas le plus général \ on peut en déduire les conditions pour que 6 conserve une valeur a \ maïs celles-ci résultent plus simplement des équations (H); la seconde donne d^'= o, 4''=?^» et la première
A cosaS' — C^Ç -4- mga z=z o;
il y a deux vitesses de précessîon correspondantes, l'une grande, l'autre petite.
Supposons le corps animé seulement à l'origine d'un mouvement de rotation autour de son axe 5 on fera e = î^= o dans (H') et (H''), et, si l'on élimine dt entre elles, on trouve
<Ap' C'^*(cosa — cosO)
dh^'~ sin*ô[2/w^Aasiii='e> — C'^'(cosa — cosO)j'
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La fonction entre crochets, posîtîve pour 6 = 0, négative pour 9 = ir, s'annule pour une seule valeur, j3, de 6 comprise entre zéro et tt*, (3 est ^a selon que a est positif ou négatif. Sur une sphère dont le centre est en O, Taxe de figure décrit une courbe comprise entre deux petits cercles, dont les distances sphériques au point le plus haut de la sphère sont les arcs (X et |3 ^ la courbe est tangente au second cercle, tandis qu'elle aborde le premier par des points de rebroussement où la tangente est orthogonale au cercle. Quand h a une grande valeur, |3 est très-voisin de or, en
sorte que, si a = -1 l'axe de figure décrit à peu près un
plan horizontal ^ mais, à mesure que les résistances passives diminuent la vitesse de rotation, Taxe dévie de plus en plus de ce plan.
1 90. Sur quelques propriétés du moui^ement d'un solide ijui tourne autour d'un point fixe sans être sollicité par 4xucune force extérieure; équation de Vherpoloïde.
Je prends les axés principaux d'inertie pour axes des x. des j^ et des z\ soient p^ q^ r les Composantes de la vitesse angulaire co, I le point d'intersection de l'ellipsoïde central (E) avec l'axe de cette rotation, p la distance QI. L'axe OG du couple des quantités de mouvement est invariable dans l'espace, mais ses projections A/>, 6^, Cr sur nos axes mobiles changent avec le temps, tout en satisfaisant à la relation
(i) AV'4-B»/y»-l- CV^=G^
le théorème de la conservation des forces vives donne en outre
Poinsot a indiqué une représentation très-simple du
mouveoieut; le plan tangent à (E) au point I est parallèle au plan invariable, c'est-à-dire perpendiculaire à OG, et
rencontre cet axe à une distance constante ~- de l'ori-
gine, 0) étant égal à p ^H. Le solide se meut de manière que rellipsoïde central reste toujours tangent à un plan fixe, le point de contact a une vitesse infiniment petite, mais il est le centre d'un pivotement,
Poinsot a déduit des équations (i) et (2) d'autres conséquences secondaires, faciles à établir^ ainsi la somme des carrés des distances des sommets de (E) à Taxe du couple OG est constante. En effet, cette somme est
4 sin'GOX -f- 4 sin'GOY -4- ^ sin»GOZ ABC
On aurait encore une somme constante en multipliant le carré de chaque distance par le moment d'inertie correspondant.
Le plan tangent à (E) au point I, étant perpendiculaire
à OG et à une distance ^ de l'origine, a pour équation
Apx -h Bqx -4- Crz = y'H;
la somme des inverses des carrés des longueurs qu'il in-
tercepte sur les axes à partir de l'origine est -— ^ si l'on
multiplie ces carrés respectivement par A, B, G, la somme des inverses devient égale à i .
Considérons Tellipsoïde réciproque dont les axes sont égaux aux rayons de gyration principaux*, ce sera la figure polaire réciproque de E par rapport à une sphère de rayon
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jjm m étant la masse du solide-, le point G' où il est coupé
par Taxe du couple des quantités de mouvement est le pôle du plan tangent en I à E^ OG' est égale à la longueur
constante G i/ — • Que Ton projette les axes a^b^c de
Tellipsoïde réciproque sur le plan invariable, -la somme des aires décrites par les projections de ces droites croîtra proportionnellement au temps. En elTet, en vertu des rotations pdt^ qdt^ rdt^ a décrit dans les plans XOZ et
XOY les aires -a'^rfz, -à*rdt] la somme de leurs pro-
jections sur le plan invariable est
I , f^q Cr \ dt . , ^ ,
-a.^.^^5 4-^rj=_^[A(Ai>'+Bg=-t-C/-')-AV'].
et la somme des trois projections donne dt
nGffi
Poînsot a donné une image très-nette du mouvement en disant que le cône S, lieu des droites 01 prises dans le corps, roule sans glisser sur le cône Si, lieu des droites de l'espace absolu qui coïncident successivement avec 01* La directrice de S est une courbe U, lieji des points I de l'ellipsoïde dont le plan tangent est à une distance donnée du centre 5 soit K l'inverse du carré de cette distance, les équations delà poloïde U seront
(3) A.v^-hBy-^Cz'=i, A»-i-»4-BV'-hC»z2=:K.
L'équation de S s'obtient en combinant les précédentes
Soit A > B ]> C^ lorsque K = A ou K = G, le cône se
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réduit à une droite et la poloïde à un point ^ les axes majeur et mineur de l'ellipsoïde central sont axes permanents de rotation*, si K = B, S devient un système de deux plans réels et la poloïde se compose de deux ellipses passant par Taxe moyen ^ cet axe peut être un axe permanent de rota tion, mais, avec les mêmes valeurs de H et G, il peut arriver que le point I se déplace tout le long d'une des ellipses. Ces courbes partagent la surface de TelUpsoïde en quatre fuseaux tels que, pour une valeur de K quelconque, la poloïde se compose de deux ovales renfermés à Tintérieur de deux de ces fuseaux opposés par le sommet, en sorte que le point I reste dans celui de ces espaces où il s'est trouvé à l'origine^ la poloïde est symétrique par rapport aux trois plans principaux, et se projette sur eux suivant des coniques. K est toujours compris entre A et C; selon qu'il sera ^6, la poloïde sera dans l'un ou l'autre couple de fuseaux opposés.
Dans l'espace absolu, le lieu de I est une courbe plane Ui, appelée herpoloïde, directrice du cône Sj. Soient P le plan sur lequel roule l'ellipsoïde central, T le point où il rencontre OG, p la longueur de Ol, ds l'arc înGniment petit dont I se déplace pendant le temps dt^ soit sur U, soit sur Ui ', p et ds sont les mêmes pour les deux courbes ; la relation qui les lie dans la poloïde sera une équation dilTérentielle de l'herpoloïde. Ecrivons
cette équation, jointe aux équations (3), détermine x^y^z en fonction de p :
,_ BCp»-4-K — B—C ^^ CAp'-f-K — C— A
Prenant la racine, difiërentiant et élevant au carré, on
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trouve
dx^ =
(A — B) ( A — Cj {BCp»-H K — B — C)
En ajoutant les trois quantités analogues, on aurait ds* en fonction de peldp\ or, si dans P on prend T pour pôle, si Ton fait TI == u, et qu'on appelle 9 l'angle de TI avec une droite fixe, on aura
(4) iis^r=du-~hu^dB\ p'=ii'-i--., fd^=:udu;
l'équation qui donne ds* deviendra, en éliminant ds et /9, une équation différentielle entre u et d, conduisant à une intégrale elliptique. Sans effectuer la quadrature, on voit que, Therpoloïde étant le lieu des points où P est touché par une orbe de la poloïde qui roule sur lui, cette orbe étant formée de quatre parties superposables, et p devenant tour à tour maximum et minimum aux sommets qui séparent ces parties, u est en même temps minimum ou maximum, et rherpoloïde se co/&pose d'arcs égaux, compris entre deux cercles dont le centre est en T, et que la courbe vient toucher alternativement.
Pour K = A ou K = C, Therpoloïde se réduit à un point; mais, pour K =: 6, c'est une courbe dont l'équation peut être explicitée. Les valeurs de dx*^... se réduisent aux suivantes :
(A-B)(A-C)(Bp-'-i)' *"""■ (B - A) (B - C) (ACp' H- B — A — C) *
^^-(C-A)(C-B)(Bp^-i)'
, _ (ABCp'-h B»— AC — AB — BC)^^dp\ (Bp'— i)(ACp'4-B — A— C) Di S.-G. — iUc. 26
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Faisons les substitutions (4), en supposant K=B, on obtiendra, après quelques réductions, Téquation diiSerentielle de l'herpoloïde
dB=:
«V^(A — B)(B — C) — ABCi/»
Posons (A — B) (B — C) == ABCa* -, on voit que u ne peut dépasser a, mais qu'il peut aller jusqu'à zéro^ supposons 9= o pour tt = a, Tintégrale est
«v/BÔ = Lr^-f-i/~i\ ^=^V54-^--Vô.
La courbe est une spirale qui tourne indéfiniment autour du point T : quand le pôle I s'approche de ce point, la vitesse de rotation est sensiblement constante ; mais, comme le cône S, réduit ici à un plan, doit rouler sur Si, lequel se replie suivant une infinité de spires, I n'arrivera en T qu'après un temps infini.
Monreinent quelconque d*an solide.
191 . On cherche d'abord le mouvement du centre de gravité, puis le mouvement relatif à des axes de direction constante dont l'origine coïncide avec ce centre ; ce mouvement s'obtiendra en traitant le centre comme un point fixe, et en ne tenant compte que des forces extérieures, parce que les forces apparentes disparaissent. Veut-on, par exemple, connaître le mouvement d'un solide pesant, abandonné d^ns l'espace, et dont les molécules soient attirées vers un centre fixe proportionnellement à la distance (Licence, 1867), les attractions et la pesanteur ont une résultante unique appliquée au centre de gravité ; rien de plus facile que.de reconnaître que ce centre décrit alors une ellipse -, quant au solide, il tourne autour de son centre
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de gravité comme autour d'uu poÎDt fixe et sans forces extérieures*, ce mouvement relatif *s'efFectue donc suivant les règles de Poinsot.
192. Mouvement d!un cylindre pesant homogène, abandonné sans vitesse initiale sur un plan incliné dépoli, de manière que ses génératrices restent toujours horizontaies; on tient compte de la résistance au roulement.
On peut réduire le cylindre à sa section médiane par rapport à laquelle tout est symétrique ; les réactions du plan pourront être remplacées par une force dont la composante normale est N, et la composante tangentielle H, dirigée dans le sens montant. La résistance au roulement se traduit par ce fait que la réaction N s'exerce à une petite distance 9 en avant du point de contact géométrique, et qu'elle a, par rapport à l'axe du cylindre, un moment — Nî, en vertu duquel elle tend à diminuer la vitesse de rotation. Soient i l'angle du plan avec l'horizon, m la masse du cylindre, a son rayon, y= tangcp le coefficient de frottement, X la longueur parcourue parallèlement au plan par le centre de gravité, l'angle dont le cylindre a tourné autour de son axe, cette rotation constituant le mouvement relatif^ on a l'équation du mouvement du centre de gravité et celle du mouvement autour de l'axe :
iPa; _ I .^0
-=m£'sin/ — H, - ma^—;-=ïla — N^.
dt^ ° ' 1 dt
D'ailleurs, N est égal à mgcosi^ puisque le centre de gravité ne se déplace pas dans le sens de la normale au plan. Pour qu'il y ait roulement, il faut à la fois
(i) m^sin/^H, aH>N^> ^/wg'cos/.
Comme la limite extrême de H estfmgcosi^ pour que la
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seconde inégalité ait lieu, il fatuif^ -9 ce qui est le cas
ordinaire dans la nature. Mais, quand f<^ -» il ne peut
naître de mouvement de rotation; si alors taûxgi<Zj\ le centre de gravité restera lui-même en repos; si tangi }>y, on a un glissement simple
-— =g'(8in/ — /cosi)y a::= - g[sini — /cos/)r', $ = 0.
Soit maintenant y > -> pour que les deux inégalités (i) puissent être satisfaites, il faut tangi^-; sinon il y a
Cm
encore* arrêt; au contraire, si cette inégalité est vérifiée,
il peut y avoir roulement simple ou roulement compliqué
de glissement. Pour qu'il y ait roulement simple, il faut
qu'on ait
dx M iPx iP9
dt dr dn dt*'
on peut alors déduire des équations du mouvement
— = - I g^sm/ gcosi J9 H =^ m^ I sm/ -h 2-cosi ]•
Mais H doit être <C.fmg cosi, il faut donc
tang/<3/— 2-;
si cela a lieu, le centre du cylindre prend un mouvement uniformément accéléré, l'accélération étant réduite à peu près dans le rapport de ^ à 3, parce qu'une partie de la pesanteur sert à accélérer le mouvement de rotation.
Quand tangi sera supérieur à Zf — a -» H sera égal à sa
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limite fmg cosz\ et Ion aura roulement avec glissement^
di
il est remarquable que le mouvement du centre de gravité soit indépendant de d dès qu'il y a glissement.
493. Déterminer le mouvement d'une sphère homogène, posée sur un plan horizontal, assez rugueux pour empêcher tout glissement; les molécules de la sphère sont attirées vers un point O du plan avec une force proportionnelle à la distance; on néglige la résistance au roule^ ment. (Licence, 1874.)
Je prends le point O pour origine, le plan donné pour plan des xy. une verticale pour axe des z] soient x, j-, a les coordonnées du centre S de la sphère, m sa masse ^ les attractions de O sur les divers points de la sphère ont une résultante appliquée en S, et dont les projections sur les axes sont — fjt'/wo:, — f^'^J^? — [i^ma. Au point de contact C de la sphère et du plan, la sphère éprouve une réaction dont les composantes sont X, Y^Z^ on a, pour le mouvement du centre de gravité,
fil • < cPr
O = mg -h /wfA'a — Z.
Pour étudier le mouvement autour de S, on pourra mener par ce point des axes Sxi, Sy^^Sz^ parallèles aux axes fixes, sans être obligé de prendre des axes liés au corps mobile ^ cela tient à ce que toute droite passant au centre d'une sphère est axe principal, et le moment d*inertîe correspondant invariable. Soient /?, q^r les composantes de la
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rotation autour de Sxi ... ; X, Y sont les seules forces dont le moment ne soit pas nul, et le théorème sur les moments des quantités de mouvement donne trois nouvelles équations :
^ ' 5 de 5 de ^ de
II faut encore deux équations pour pouvoir déterminer nos inconnues x^j^ X, Y, Z, ;?, ^, r^ on les obtient en écrivant que la vitesse du point C est nulle*, ses projections sur OX et OY sont les sommes des projections de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative par rapport au système Sxxj^ z^-^
io\ ^ ^y
Ces équations permettent de remplacer les deux premières du système (2) par les suivantes :
^^' 5 de^ ' 5 de^
éliminant X et Y entre ces équations et les deux premières du groupe ( i )
Ce système connu montre que le point S, ainsi que le point C, décrit une ellipse dont le centre est sur OZ^ compcons le temps à partir du passage à Tun des sommets, et supposons qu'alors j^ soit nul, x = c, ^^ = A, les intégrales du mouvement seront
x=:cco?,u.ei/ -^ y = -i/ i smaei/ "'
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Les équations (3) donnent
quant à r c'est une constante. Il résulte de ces formules que si l'on mène par l'origine une droite qui, k chaque instant, représente en grandeur et en direction l'axe de la rotation instantanée, le lieu des extrémités de cette droite sera une ellipse horizontale.
Les équations (4) et (5) nous donnent les composantes horizontales de la réaction du plan
La résultante de ces deux forces est dirigée suivant OC et
égale à -|i*/nOC^ pour que le mouvement ait lieu sans
glissement, comme on l'a supposé, il faut qu'elle soit inférieure à Z multiplié par le coeflScient de frottement
%«OC</(^-l-^t»«).
Si l'inégalité n'est pas toujours vérifiée, il y a glissemeipit, et le problème est plus compliqué.
194. Mouv^ement d'une sphère homogène, posée sur un plan horizontal dépoli, qui tourne uniformément autour d 'une verticale . ( Walton . )
Prenons pour axe des z l'axe de rotation, et pour axes des X et des j* deux droites rectangulaires, fixes dans l'espace, et passant par le point où OZ perce le plan. Le problème est analogue au précédent, si ce n'est que ji est nul, et que la vitesse de C, au lieu d'être nulle, est égale à celle du point du plan qui coïncide avec lui. Le système (3) sera
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remplacé par le suivant :
dx dy
Le système (5), donné par rélimination de p, ^, X,Y, devient
d^x dr d^Y dr.
' dt^ di ' dO dt
Intégrant,
dx ^ dy f
Posons j~jo—J-^=Ji, :r — Xo4-^^*=j^i, ce qui
revient à transporter Torigine en un point connu A, on aura
aw^i = Oi 7 -^^ — 2«.r, = o
L'intégration de ces équations ou leur interprétation géométrique prouve que C tourne autour du point fixe A avec
une vitesse angulaire - oi; la trajectoire apparente de C sur
le plan sera épicycloïdale ^ X et Y ont une résultante constamment dirigée vers A et de grandeur invariable.
Forces instantanées.
193. On nomme ybrce^ instantanées ou percussions des forces énergiques qui agissent pendant un temps très-court. Leur effet sur un système matériel se calcule comme celui des forces ordinaires, sauf quelques simplifications; on peut négliger, pendant la durée de la percussion, le déplacement des points du système et T action des autres forces dont l'intensité est finie. Considérons une grande force F agissant, pendant un temps très*court 0, sur un solide^ le centre de
gravité O prendra une vitesse parallèle à F,
"^iX
Ydt.
Cette intégrale est la mesure de la percussion P. Pour connaître le mouvement autour du centre de gravité, rappelons-nous ["voir n^ 187) qu'un couple G, agissant pendant un temps dt^ donne une rotation autour du diamètre OI de l'ellipsoïde central conjugué du plan du couple. Cette rotation est égale à l'impulsion du couple multipliée par le cosinus de l'angle de soii axe avec 01 et divisée par le moment d'inertie autour de 01.
Cela posé, soit RS (fig* 24) 1* force instantanée; on
peut choisir son point d'application S de manière que l'angle OSR soit droit; le plan du couple G sera ORS, sa grandeur FxOS, et ces éléments seront regardés comme constants pendant le choc. Si donc le diamètre OI conjugué de ORS fait l'angle d avec la normale à ce plan et si MK* est le moment d'inertie relatif à 01, le couple communique au solide une rotation autour de 01
** MK» X
^ PXOScosO FxOScose^/f = ,^^
Cette rotation se compose avec la translation v pour don-
ner un mouvement hélicoïdal. Pour que le mouvement résultant soit une simple rotation, il faut que RS soit perpendiculaire à 01 et, par suite, au plan lOS. Menons ST perpendiculaire à 01, on aura
- ST = OScose = a,
et, si Ton prend HT = — » la rotation résultante se fera
autour de Taxe HK parallèle à 01. Je dis que cette droite est axe principal d'inertie par rapport à H. En effet, menons en O trois axes rectangulaires, OX parallèle à ST, OY à SR, et 01 ^ Téquation de rellîpsoïde central en O sera de la forme
Comme le plan conjugué de OZ ou 01 passe par OY, il faut que D = Timyz soit nul \ quant à C, il est égal à MK'. Les équations de OS sont
jr = o^ Cz — Ea:r=0;
Ea
les coordonnées de S sont donc a, o, — •, celles de H,
= — — - > o, -— - • Menons au point H trois axes OX',
a Ma C ^
OY', OZ' parallèles aux premiers ; nous aurons, en nous
rappelant les propriétés du centre de gravité,
^myz' ==^mr L-^-^\ =^mxz — -^ ^mjr = o,
Si Taxe HK était fixe, il n'éprouverait pas de percussion, ce qu'on peut vérifier par l'expression générale de la charge supportée par un axe fixe.
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Considérons un cube complètement libre et cherchons où il faudrait lui appliquer une percussion pour le faire tourner autour d'une de ses arêtes AB. L'ellipsoïde central, relatif au centre de gravité O, se réduit à une sphère 5 le plan conjugué de la direction AB lui est perpendiculaire et passe en son milieu C\ na étant Tune des arêtes, le moment
d'inertie autour de OI, parallèle à AB, est xMa*^ il faut
que la percussion soit perpendiculaire au plan ABO, et
qu'elle rencontre CO en un point S tel, que 0S =-50 ^;
la vitesse de rotation sera
Ma^
196. Une barre homogène OA, de masse m, de lon^ gueur 2 a, peut tourner sur un plan horizontal autour de son extrémité O; à l'autre extrémité est articulée une barre égale AB, qui se meut aussi sans frottement sur le plan horizontal. On suppose les deux barres primitiue^ ment en ligne droite, et l'on applique une percussion P jyerpendiculaire en un point S de AB5 déterminer le mou-i^ement initial des deux barres et les réactions en O et A qui se produisent au moment du choc.
Soient OX la droite qui coïncide d'abord avec OAB, s la distance AS, a, (3 les vitesses angulaires de OA et de AB après le choc \ le moment de la percussion par rapport à O est égal à la somme des moments des quantités de mouvement des deux barres. Pour calculer la partie de cette somme relative à AB, je remarque que son centre de gravité a pour vitesse aaa -f- a(3; le moment de la quantité de mouvement, en y supposant la masse concentrée, est 3/na(2aa -4- a(3)*, il faut y ajouter la somme correspondant au mouvement relatif autour de ce centre, ^/na*(3.
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(1) ^mfl»a-4-3ma'(2aH-p) -H x/w«*P = P(2a •+• f).
La somme des moments des quantités de mouvement de A6 par rapport à A est égale au moment de la percussion P, car la réaction de OA en A a un moment nul ^
(2) mfl«(2aH-p)-h xm«»p = P*.
Les équations (i) et (2) donnent les vitesses angulaires initiales
Rien de plus facile que de discuter ces formules. Par exemple, pour que a et |3 soient égaux ou que les barres
restent d'abord en ligne droite, il faut 5 £= — a. La percussion Q, que AB reçoit en A par suite de sa liaison avec OA, s'obtient en exprimant la vitesse du centre de gravité deAB
/ «X P-hQ ^ Zs^^a^ a
(2a -4- B a = -^, 0= X_p=:— ^maoL.
^ ' ' m fja 3
La percussion R, que reçoit O, se tire de la vitesse du centre de gravité de OA
Pour avoir le mouvement ultérieur du système, on exprime que la force vive et la somme des moments des quantités de mouvement par rapport à O restent constantes*, 6 étant l'angle AOX, ^j/ Taugie de AB avec OA prolongé, on
trouve, après de simples transformations,
</ii>»__ 7(p — «)»— ia(4a»-4-3ap-f- p»)(i — cost^) de* 16 — g cos^il»
d9 _ iia-4-5p — (5l4-3cos^p)4»'^ di "^ 2(5 -H 3cos>|^} '
^ s'annule pour'des valeurs ^^^ — ipi, comprises entre
et -; vp doit osciller entre ces valeurs^ quant à 0, il peut ou
osciller ou croître indéfiniment ; on discute aisément d9 en remarquant que (2 + 3cos\{/)(p' est maximum ^n valeur absolue pour v|/ = o.
197. Une barre très-mince se meut sur un plan horizontal parfaitement poli; le centre instantané de rotation coïncide av^ec l'un de ses points. A, lorsqu'elle rencontre un obstacle fixe M; déterminer la grandeur de la per-cussion et le mouvfement ultérieur de la barre.
(Agrégation, 1872.)
Soient %f^ if' les vitesses du centre de gravité O avant et après le choc; cd, tù' les vitesses de rotation correspondantes; m¥J le moment d'inertie autour de O; a, x les longueurs OA, OM. On suppose A à gauche de O et M à droite quand x est positif; (^ est perpendiculaire à la barre et égal à ao). Après le choc, en supposant la barre dépourvue d'élasticité, M reste momentanément en repos et est centre instantané de rotation; if' est perpendiculaire sur AO et if':= — tù'x. Le moment de la quantité de mouvement par rapport à M est constant ;
— nwx -4- mK'w = — mv^a: -h mK'u',
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d'où
Soît B le poînl conjugué de A, à droite de O, et tel que OA X OB = K* \ quand M est à droite de B, w' est de sens contraire à w, i^' de même signe que \f\ quand M est entre O et B, 0)' est de même signe que o), {f' de signe contraire à |/^ il y a une sorte de réflexion. En discutant la valeur de sf\ on trouve qu'elle est maximum ou minimum, égale
à (a ifc ^/a*H-K*) — pour x = — azp ^a*4-K'. La grandeur de la percussion reçue par l'obstacle est mesurée par la variation de la quantité de mouvement de la barre projetée sur une perpendiculaire
^ , ,, YJmvix -^a]
Elle atteint un maximum - mw (a -f- ^a* 4- K*) pour
Si l'on avait supposé la barre parfaitement élastique, il aurait fallu adjoindre à l'équation (i) la condition que la force vive reste constante :
et l'on aurait pu calculer \f' et eo', qui, dans les deux cas, ne varient plus.
198. Etant donné un système en équilibre grâce à cerlaines liaisons, on suppose que quelques'^anes de ces lied-sons viennent à être détruites, et l'on propose de calculer les réactions qui représentent les liaisons restantes aussitôt après la rupture de l'équilibre.
Ces questions se rattachent aux forces instantanées.
M. W. Besant en a traité plusieurs dans le tome IV du Journal de Cambiidge; il prend les équations du mouvement du système aussitôt après la ri^pture des liaisons, en y négligeant les termes de Tordre du carré des vitesses^ ainsi, pour le mouvement dans im plan, on réduit les comr posantes de Taccélération suivant le rayon vecteur et sa
normale à -7-— et à r -r-r : on traite comme nulle Taccéléra-
tion centripète, etc.
Considérons une planche elliptique dont le plan est vertical et dont les foyers, situés à la même hauteur, sont soutenus par deux chevilles^ on en retire une, et l'on demande la pression P supportée par l'autre immédiatement après. Soit o) la vitesse angulaire du disque après un temps très -court", l'accélération dU centre peut être regardée comme simplement tangentielle et dirigée vers le bas
dv dtù _
m -;- = mae -7- = ms — P.
dt dt ^
Prenons le moment de la quantité de motivement autour du point fixe
/ î î . xr«, ^** _2-^3tf* dvk
^ ^ ' dt ^ dt^
éliminons ^-9 et nous aurons dt
Elle est inférieure ou supérieure à la charge d'équilibre - mg^ selon que ^* < ^ •
Soit encore un fil dont les extrémités Â et D sont fixes, et qui porte deux masses m^m' attachées en B et C, de manière que BG soit horizontal^ on coupe la partie CD, et
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l'on demande, les tensions initiales T, T' des cordons AB et BC. Le point B décrit un arc de cercle normal à AB \ on peut regarder d'abord son accélération suivant AB comme nulle, et l'accélération totale y comme perpendiculaire à ce rayon. Si donc est l'angle de AB avec la verticale, on a
T — T' sin0 — /n^ cosô = o, my = mg sia0 — T cosO.
L'accélération relative de C par rapport à B est tout entière perpendiculaire à CB^ son accélération totale, qui est la résultante- de la précédente et de l'accélération de B, aura ycos0 pour projection sur CB^ T'=m'ycos6. On tire de cette relation et des deux premières
m(/ii H- m')/f cosO ^ /wm'^sinOcosO^
m-h m' cos'ô m-f- m' cos'O '
la vitesse initiale de C sera dirigée suivant la résultante de T' et de m'g.
Moment d'inertie d'un secteur sphénque à une base autour d'une droite passant au centre de la sphère et perpendiculaire à l'axe du solide, p étant le demi-angle au centre, la densité étant i ,
1= -^ R»(4 — 3 cosp — cos'P). (Waltok.)
Un pendule a la forme d'une lentille biconvexe, soutenue par une tige droite dont la masse est négligeable ; déterminer le point de la tige où il faudrait placer le centre d'une sphère donnée pour accélérer le plus possible les oscillations du pendule composé.
Une tige rigide, très-mince et homogène, est suspendue en l'un de ses points autour duquel elle peut osciller librement, comme un pendule conique; appliquer les formules du mouvement d'un solide autour d'un point fixe à Tétude de son mouvement.
Une chaîne mince et homogène est partiellement enroulée sur
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la gorge d'une poulie mobile autour d'un axe horizontal dont le rayon est donné; le bout libre de la ch^une est vertical et se termine par un poids; déterminer le mouvement du système quand on permet à la poulie de tourner et à la chaîne de se dérouler; on néglige la roideur de la chaîne, mais on tient compte de son poids et du frottement de l'axe de la poulie 'sur les tourillons.
Mouvement d'une sphère pesante abandonnée sans vitesse initiale à l'intérieur d'une sphère creuse dans laquelle elle ne peut que rouler sans glisser.
Un cylindre est posé sur un plan horizontal dépoli ; quel sera le mouvement du cylindre si Ton vient à faire tourner le plan avec une vitesse uniforme autour de l'horizontale qui coïncidait primitivement avec l'arête de contact du cylindre ? Époque où le corps se détache du plan. On décomposera l'action du plan sur le cylindre en deux parties, l'une normale au plan, l'autre suivant ce plan, et Ton écrira que le point .du cylindre qui est sur le plan a une vitesse relative nulle. Le cylindre se détache quand la réaction normale du plan est nulle, à une époque donnée par l'équation
9COS<a?— 2(e»' -H e-*»') == 5 — • . (W. Walton.)
Mouvement général d'une sphère sur un plan horizontal dépoli, en négligeant la résistance au roulement. ( Gobiolis. ]
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ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA MÉCANIQUE
Principe des yitesses virtaelles.
199. Nous allons étudier très-rapidement certaines équations générales auxquelles les géomètres ont ramené la résolution de tous les problèmes de Mécanique; c'est une méthode moins directe que l'emploi des considérations mécaniques proprement dites, mais elle est remarquable par sa généralité et sa puissance. On peut dire que toute la Statique est comprise dans le principe des vitesses virtuelles, énoncé par Bemoulli : dans un système en équilibre, la somme des travaux des forces qui y sont appliquées est nulle pour tout déplacement virtuel des points du système, compatible avec les liaisons. Toutefois, quand quelques points du système sont simplement posés sur des surfaces, et qu'on leur donne un déplacement virtuel du côté où ils sont libres, la somme des travaux virtuels devient négative. On emploie indifféremment dans cet énoncé les mots de travail virtuel, moment virtuel, vitesse virtuelle.
Soient dx^ dy^ âz les projections rectangulaires du déplacement virtuel donné à l'un des points du système 5 X, Y, Z les composantes de la force extérieure qui le sollicite ; on a, eu faisant la somme relative à tous les points, dont le nombre est /i,
l{XSx -h YSj -f- ZSz) = o;
dx^ dy^ dz sont tels que les liaisons soient respectées.
Quand celles-ci s'expriment par des équations
(i) F(^,j,2,a?„. ..) =o, F2=o,..., Fi=o,
on a, i prenant toutes les valeurs depuis i jusqu'à /r,
^ ' dx dy dz dx^
On peut tirer de là h variations en fonction des autres, et, les substituant dans (i), on égale à zéro les coefficients de celles qui restent, en nombre Zn — /: . Il revient au même d'ajouter à (i) les équations (2) multipliées respectivement par des indéterminées ij, Xj,. . ., et d'annuler les coefficients de toutes les variations ^ on a le même résultat que si un point quelconque x, y^ z était libre, mais qu'on lui ait appliqué Ji forces, les composantes de Tune d'elles
dYi . dYi . dYi étant X, — ,X,-^,i,_.
Quand la position du système est déterminée par des variables yj, y,,. . ., y^, on peut transformer (i) en fonction de ces variables, et annuler le coefficient de chaque variation indépendante. Enfin en donnant des déplacements virtuels convenablement choisis, on peut obtenir des équations particulières d'équilibre contenues dans l'équation (i), et faciles à former.
200. Position d'équilibre d'un point M placé sur un plan incliné P, et attiré vers un point O proportionnellement à la distance; pression sur le plan.
Prenons O pour origine, avec un axe des z vertical^ soit l'équation du plan P
X cos a -hzsiaa — /? = o;
l'équation des travaux virtuels est évidemment
— ^^xèx — it-^x^X — (p'z -i- tng) Sz z==. o.
J'y ajoute X [cosaSx -h sinadz)^ et j'annule le coefficient
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de chaque â ^ /
— /x*;r -+■ \ cosa = o, it-^jr = o^ — it^z — mg -h ). sina = o.
Ces équations avec celles de P donnent les coordonnées de
la position d'équilibre, et la valeur 1 de la pression, qui
est normale au plan,
Xcosa Xsina — mg \ == u^p + mg ^may xz= --, X=o, z= ; ^.
201 . Une tige AB de poids P repose sur une chev^ille horizontale C et s'appuie par son extrémité inférieure A contre un mur vertical; il n'y a pas de frottements, Déterminer la position d'équilibre et les réactions.
On connaît la distance OC = c de la cheville au mur, et la distance AM = a du centre de gravité de la barre à son extrémité appuyée*, il s'agit de trouver l'angle Q de AB avec la verticale. Le plan vertical qui contient la tige est perpendiculaire au mur : faisons remonter A le long de ce mur*, la seule force qui donne un travail virtuel est la pesanteur qui agit en M^ la hauteur de M au-dessus de OC, a cosÔ — c cot 0, ne doit pas changer
sin^ô
asinô = o, sinO=:i/-.
Pour avoir la réaction R de la cheville, supprimons cet appui, introduisons la force R et faisons tourner AB de J9 autour de A \
Rc «P . ^ fa V
aPsine^ô —-^0 = 0, R=: — sin*ô = Pi/-=r -r---
smO c y c sm6
La réaction N du mur s'obtient à l'aide d'une translation virtuelle horizontale;
N*x — R cosô^or = o, N = R cosô = P colô.
Trois points A, B, C, assujettis à rester sur un
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cercle, se repoussent avec une intensité proportionnelle à la distance; position d'équilibre.
Soient a, (3, y les trois masses, R le rayon; on a
BC = 2RsinA;
pour une variation JA, le travail virtuel des forces exercées par B et C Pune sur l'autre sera
2/P7RsinA X ^2R sinA;
Péquation du travail est, en di^sant par a/R'a|3y,
/ N sinsA-^ sinaB ^^ sinaC ^^ I ^AH •«— ^B-t ^C = o;
mais A -+- B 4- C = TT, aC = JA 4- JB; donc
sin 2 A sin 2 B sin i C
2 A+ 2B4- 2 C = 271 •, construisons un triangle dont les côtés soient a, [3, 7, ses angles seront les suppléments de A, B, C; mais cette solution n'est possible que si « <C 1^ ■+■ 7 ^ (3<7-f-a, 7<!a-f-l3, L'équation (i) peut toujours être satisfaite en posant sin 2 A = sin2B = sin2C = o, deux des angles 2 A et 2 B étant égaux à tt, et le troisième à zéro^ on a une position d'équilibre qui convient dans tous les cas.
203. Condition d'équilibre du genou, (Licence, 1860.) Le genou se compose essentiellement de deux barres OA, AB articulées en A; l'extrémité O est articulée en un point d'une droite fixe OX, tandis que l'autre extrémité B est assujettie à glisser sur OX. Une force F dans le plan OAB agit sur un point C de OA, tandis qu'une autre force R pousse le point B dans le sens XO 5 étant donné l'angle o de F avec OA, trouver la force R qui peut lui faire équilibre.
Soient Tangle AOX, et OB = x ; si Ton donne à x Taccroissement dx^ à 9 T accroissement J0, le théorème du travail devient
— F X OC sintp^Ô — R ^^ = o.
D'ailleurs on a, par la Géométrie,
AB = OA -f- a:^ — 2a:0A cos9, x§x — OA(cos0^j; — ^sin6^9j =o;
éliminons $x et oO entre cette équation et celle du travail virtuel, et nous aurons *
R OC (or — OAcosô)sin«p
F"" jrXOAsinÔ '
la machine est d'autant plus puissante que 6 est plus petit; dans les appareils à frapper les monnaies OA = AB = OC,
o = 6 ; alors R = — cot0.
204. On imagine une pile triangulaire de boulets sphériques parfaitement polis, dont la base serait retenue par trois murs verticaux formant pj^isme triangulaire; déterminer la pression exercée contre chaque mur.
Soient n le nombre des boulets qui forment un côté de la tranche inférieure, a leur rayon 5 écartons virtuellement tous les boulets de la tranche inférieure de manière que la distance des centres de deux globes contigus deviennent 2(a-he), et que le centre O du triangle circonscrit à la base ne bouge pas. Les côtés du triangle formé par les centres des boulets qui sont au périmètre de la tranche inférieure augmentent de 2(71 — i)e, et chacun de ses côtés doit s'avancer à rencontre du mur de — =-£ : si donc on remplace
la fixité des appuis par l'adjonction d'une force F qui produise le même effet, au recul des parois correspondra un
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travail virtuel — {n — i)eF^. D'autre part, soient D le centre d'un boulet de la deuxième tranche reposant sur trois de la première dont les centres sont A, B, C 5 I le centre de ABC -, la hauteur de D au-dessus du plan ABC
était d'abord V4«' — AI ^ AI augmentant de JAI = --=, la distance de D à ABC diminue de
telle est la quantité dont chaque tranche se rapproche de celle qui la supporte. En tenant compte de l'abaissement des diverses tranches et du nombre de leurs boulets, en appelant P le poids de l'un d'eux, on a le travail virtuel de la pesanteur
(/i— 1)72(72 -+-l)(7Z -4- 2) Pt
En égalant ce travail au travail résistant des parois, on en tire
Pour une pile à base carrée, on a, dans des circonstances analogues,
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205. Un point pesant M est attiré "vers deux points A et B proportionnellement à la distance; il est porté par une tige sans niasse qui peut tourner autour du point O, milieu de AB^ position d'équilibre; reconnaître si l'équi' libre est stable ou instable.
Pour décider de la stabilité de TéquiUbre d'un système, on peut supposer les divers points légèrement écartés de leurs positions d'équilibre, chercher les forces auxquelles ils sont alors soumis et la nature de leurs mouvements, en se bornant aux termes principaux des équations que l'on obtient; on voit si les points tendent à osciller autour de leurs positions d'équilibre ou à s'en écarter de plus en plus. Mais Lagrange a établi une règle qui suffit souvent : supposons que le travail correspondant à un déplacement virtuel quelconque du système soit la variation exacte d\ d'une fonction Aile fonction des forces : quand V passe par un maximum, il y a équilibre stable ; quand il est minimum, l'équilibre est instable.
Dans le cas proposé, on peut, admettre que, pour l'équilibre, M doit être dans le plan vertical qui contient AB. Appelons Q l'angle dont OM a tourné en partant de la direction OA et commençant par passer en dessous ; a les distances OA, OB; c la longueur OM, X et fx les attractions de A et B sur M à l'unité de distance, P le poids de M; on a pour expression générale du travail virtuel
^V=:— XAM^AM — ftBM^BM -f- P5(csinÔ)
= Pcrcos0^0 — -^(xÂM'4-fABM');
mais AM =?a'-hc' — aaccosô, BM =a*-f-c'-f-2accosfi;
donc
^V = [a(fA — X) sinÔ 4- P cos9]c^9;
p cJV s'annule pour taneô = —7- : : on a deux valeurs de fl,
a et TT -4- a. Pour savoir si l'équilibre est stable, comme la fonction V existe et ne dépend que d'une variable, prenons
^2V=z[a(fi — ^)cosô — Psinô]cW=:[a(fA— X)cotô — P]csinô59>;
la parenthèse se réduit à — ^(f* — ^)' — P pour les valeurs
de répondant à l'équilibre . Si donc on prend = a < tt, J'Vest<^o,V maximum, équilibre stable^ pour6=7r H-a, V minimum, équilibre instable.
Principe de d'Alembert.
206. Dans tout système en mouvement, il y a à chaque instant équilibre, en vertu des liaisons, entre les forces extérieures appliquées au système et les forces d'inertie, c'est-à-dire les forces égales et de sens contraire à celles qui donneraient à chaque point supposé libre le mouvement qu'il a réellement \ pour le point de masse m et de coordonnées x^y^ z, les composantes de la force d'inertie sont
— yW , , > — 'W— - — y — /W-r — •
dt^ dt^ dt^
Ce principe, Tun des plus importants de la Mécanique analytique , ramène la Dynamique à la Statique. En exprimant l'équilibre idéal qu'il indique à l'aide de l'équation du travail virtuel et considérant tous lès points d'un système en mouvement, on a
(■)2;(x-„^)^+(T-™^)»^H-(z-».iî),.=o.
Jx, djr^ $z sont les projections rectangulaires d'un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, telles qu'elles existent à l'instant indivisible t. Si les liaisons changent
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avec le temps, ces déplacements peuvent être irréalisables. Quand les équations de condition sont
on a des relations de la forme suivante :
df df df df
dx dy dz dxx
Ajoutons à l'équation (i) les équations analogues à la précédente, multipliées par X^,. . ., X„, et annulons le coefficient de chaque variation,
d-^x . df, dfn
C*» C«»vC# \M09A0
Y— m---f^-t-X|-fi-f-...4-X„f^ =0, dt^ dy dy
La liaison y= o produit des réactions dont les composantes, appliquées au point {x^y^ z), sont X/^J, X^', X//, et ainsi aux autres points.
207. Le lecteur pourra appliquer le principe de d'Alembert aux problèmes que j'ai développés sur le mouvement des systèmes j je prends seulement un calcul qui sert à trouver les pressions exercées sur deux points fixes par un corps tournant autour de la droite qui les joint \ ce sont les résultantes des forces extérieures et d'inertie. Je me borne à composer ces dernières. Reportons-nous aux notations du vP 182 : les composantes de la force d'inertie du point m sont, la rotation ayant lieu autour de l'axe des z^
d^x d ~" ^ 'dt^ ~ Ht ^^'^ ^=^rn[*a^x -4- «'jj,
dt* ^ *^ ^
dt^
Si l'on transporte ces forces à Torigine, on a une résultante
et un couple dont les composantes, situées dans les plans coordonnés^ sont
208. Un point matériel M est renfermé dans un tube circulaire horizontal dont le centre reste fixe et dont le rayon augmente proportionnellement au temps; le point étant mis en moui^ement, déterminer sa trajectoire et sa pression sur le tube.
Le rayon du tube peut être représenté par r = a-\-bt'^ la pesanteur est la seule force extérieure qui agisse, et l'équation de d'Alembert devient, en prenant Taxe du cercle pour axe des z,
(,) ^m — 8x^m~8y-[mg^m—yz = o.
Les coordonnées du mobile sont assujetties aux relations
(2) a:^-{-y^z^[a'^ bty, z = O.
Prenons les variations, en regardant t comme constant.
Ajoutons à Téquation (i) ces équations multipliées respectivement par X et X', et égalons à zéro le coefficient de chaque variation,
(3) Xx = »t — , \jr = m — , y=mg + m—.
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Eliminant X entre les deux premières, on obtient
d^y d^x dy dx
dt^ -^ dt^ - dt -^ dt
On remplace x^ y par les coordonnées polaires /•, 6, et l'équation précédente devient
dt ^ ' dt
Intégrant et faisant 6 = o pour f = o, on trouve
= lVi Î_V _i_=i = _ifo_il^;
b \a a-^-bt) a-\-bt r c* \ abj
la trajectoire est une spirale hyperbolique dont l'asymptote
fait l'angle — avec Taxe polaire, et le pôle est à l'origine.
Les équations (3) font connaître l'action du tube sur le mobile. Comme 2: = o, on a d'abord V=:mg\ puis, en combinant les deux premières,
^ I dx dr\ l dx d^x dy d^y\ d l\ \
\ dt -^ dt I \dt dO dt dO ] dt\i J
OU, en tenant compte de ce qui précède,
^ dr 'd i / , c*\ me* dr mc^
dt dt 1 \ rV T^ dt r*
La pression exercée sur le cercle sera égale et de sens contraire à la force qu'on vient de calculer-, elle a une composante verticale égale au poids de M, et une composante
mc^
— dirigée suivant OM prolongé.
209. On donne deux petits poids égaux. A, B, assu-^ jettis à rester, le premier sur un plan incliné P, le second sur une verticale D, et s' attirant proportionnellement à
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la distance; déterminer leurs moui^ements sans tenir compte du frottement. Cas particulier : l'angle i de P
ai^ec l'horizon a pour sinus ^ > les positions initiales de A
et B sont celles qui com^iendraient à l'équilibrey et la vitesse initiale de A est telle, que ses projections sur une horizontale et sur une ligne de pente de P soient égales chacune à la vitesse initiale c de^, (Licence, 1874')
Je prends pour origine le point d'intersection de D et de P, pour axe des x la ligne de plus grande pente qui y passe, pour axe des j- une horizontale de P, et pour axe des z une normale au plan dirigée en dessous ^ je suppose les masses de A et de B égales à Tunité, et j'appelle /x' leur attraction à Tunité de distance ^ les coordonnées de A sont j:,j^, o, celles de B x', o, 2'. Il est facile d'écrire l'équation de d'Alembert, où manquent $z et Sj-^ qui sont nuls ;
^.(^«.^/)^g.sin/-^^a/
-f- ( g cosi — fA'21' -r-j j Sz'= o.
Au lieu de prendre la relation z'= x'coti, que la figure rendrait évidente, il vaut mieux considérer la distance OB'=r, qui donne a:'=rsini, z'=rcosi, dx^=smidr^ dz'= cosiâr. Egalons à zéro les coefficients de 5x, Sy et âr dans l'équation, (i), et nous aurons les équations générales du mouvement
~ r=z ^»(^sin^ — .r) -hgsini, ^ = - f*'/i (2) {
— r=§^-f-fA'(:csin/-r).
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Soient «, P, p les valeurs de x^j-^ r qui conviendraient h l'équilibre 5 on peut les calculer à l'aide de l'équation du travail virtuel, qui n'est autre que l'équation (i), où l'on
aurait supprimé -7-^ » • - • 5 on en conclut un système d'équa-
tions correspondant au système ( ï) ) :
(3) fA*(psinz — a)-4-gsin/=o, p = o, ^^'(asîni— pj+g^^o.
Ces équations donnent a^^etp. Posons
et retranchons les équations (3) des équations (2) ; .^-^=^»(r,sm^-^l), —-^^-^ïj-,, .^ = ft>(a:»smi~r.).
On remplace la première et la dernière par celles qu'on obtient en les ajoutant ou en les retranchant membre à membre,
d^{a:t'hn) ,
dt^ dt^
— p'(i -h sini) (a?! — r,).
Toutes nos équations s'intègrent séparément, et donnent pour les inconnues qu'elles renferment des valeurs périodiques. Dans notre cas particulier, Xi, j^i, r^ sont nuls à l'instant initial ^ leurs dérivées par rapport à t ont alors la
valeur commune c, et, comme i — sini = jy on trouve que les intégrales générales se réduisent ainsi :
7i = - smafy xi -f- r, = -2— sm - »<, x» — r, = o.
L'équation de la trajectoire de A s'obtient en éliminant fif entre les valeurs de Xy et de ji : fx'xj = 4c'(xî — y\).
Prenons des coordonnées polaires u et avec le point a, (3
pour pôle,
ac'cosaO
cos*ô '
c'est une courbe du quatrième ordre, qui ressemble à une lemniscate de Bemoulli.
210. Déterminer le mouvement d'une chaîne homogène, flexible y très-mince, mais pesante, placée sur deux plans inclinés dont l'intersection est horizontale, et de^ i^ant rester dans un plan perpendiculaire à cette intersection.
Soient OP, OQ les deux lignes de plus grande pente sur lesquelles glisse la chaîne; a, /3 leur angle avec Thorizon; la longueur de la chaîne, e la masse de l'unité de longueur, X la portion OA de chaîne qui est suivant OP -, la longueur OB, suivant OQ, sera égale à / — x. Pour un déplacement virtuel îx, la somme des travaux des forces d'inertie et de la pesanteur sera
zgx^irxoL — ig[l — ar)sin^ — ^'"TT l^*'
Égalons ce travail à zéro, divisons par tdx^ et faisons gr(sîna 4- âinj3) = la^ \
--- — a^x -+- fl' smfi = a.
Les intégrales sont
dt fi'sinB /sin6 ^ ^^ « .^,
à* sma + sinp
on peut toujours supposer, en prenant pour notre premier
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plan incliné celui sur lequel la chaîne descend d'abord, que la valeur initiale de — soit \>o^o\ les constantes sont déterminées par les relations
a sina -h sin^
On a toujours A > B. Si A > o, la vitesse ne s'annule pas, et toute la chaîne passe sur OP5 ensuite son mouvement devient uniformément accéléré^ mais, si A <[ o, la vitesse s'annule quand Ae"* = Be"*** ^ alors on a
^sinô
X = -T-T -, h 2 Ac«' < /.
sm p -f- sma
La chaîne n'est pas tout entière sur OP5 après s'être arrêtée , elle rebroussera chemin et continuera indéfiniment son mouvement sur OQ. La tension, en O est à un instant quelconque
d^x sffjrf/ — .r] (sina -H- sinS)
«ffjjsma — ex— -— = ~ — i -^ !-^:
^ dt^ Z '
son maximum a lieu quand x = -9 alors
T = -^ eg^Z ( sina H- sin p) .
Pour que la chaîne fût en équilibre, il faudrait avoir
/sinp
sina -h sinp
et la tension en O serait
eWsinasinB
sgxsmoL=^ 4 . ^ ;
sma-hsmp
cette tension est moindre que la précédente.
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flquations de Lagrange.
211 . Supposons que la position des diverses parties d'un système puisse être déterminée par certaines quantités, ?i9 9sv • • 7 7n) l^s coordonnées des points du système sont liées à ces variables par les relations
(l) x=:/{t,qi^q2,» » -, qn)f 7 =/ (^ Ç^n • • •)' ••••
Lagrange a donné une formule pour transformer en fonction des inconnues q l'équation générale de la Dynamique, fournie par le principe de d'Alembert,
W S*" (^ *"-^ IF^^^TF ^') =2;(x*^+Yîr+z*«).
Une simple substitution, sans artifice, donne au second membre la forme
Pour transformer le premier, considérons la demi -force vive du système, où S s'étend à tous les points.
Nous désignons par des lettres accantuées les dérivées par rapport au temps, et par D la caractéristique des dérivées partielles. Le premier membre de l'équation (a) peut s'écrire
Calculons le coefficient de iqi^ savoir :
ïqi'dt'b^' '^dt2dï^i^' '^2d î^ dtïqi^'dt" " Rec, — De S.-G. 28
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Je difierentie la première équation ( i) par rapport au temps :
Comme /* et ses dérivées partielles ne renferment pas les y/, cette égalité donne
^x 'bx' ^
donc la somme que j'ai représentée par A; devient
^ "^af bq'i bq'i
puisque T ne contient les q' et les q que par l'intermédiaire de x\y\ «',.... On arrive à la valeur de B.- en dîflerentiant l'équation (3) par rapport à qi
bx* b^X b^x , b
bqt "" btbqi bq^bqi ^ * * " bqnbqi ^«
b^x "b^x , d bx
bqibt bqibqi ^ * " ' dt bqi^
donc
__ Y bT d^bx^ __ Y ^b£_bT ' ~"^ bx' dt bqi ^ <)a/ bqi "" à^/'
Connaissant les deux parties du coefficient de J^/, on a immédiatement la transformée de l'équation (2) (les S se rapportant ici aux q) ^
Généralement les qi sont variables indépendantes, et les coefficients de leurs variations doivent être égaux dans les deux membres ; il en résulte les équations de Lagrange, qui donnent une solution uniforme des problèmes de Djna-
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mique. Quand il existe une fonction des forces ou que
X= — j • • 5 on a Q,- = — , et les équations de Lagrange
deviennent
,,. d n DT SV d ^T ^T DV
^^' dt ^q\ D/jr, ^^1 £/« D^, D^j ^<7a
On peut garder la même forme quand X^x -i- Y^ -f- . . .
n*est plus une variation exacte \ alors — est un symbole
DV
tel que — dçi soit le travail virtuel correspondant au déplacement difi^ ce qui peut donner le moyen de le calculer directement.
Quand la fonction V existe, elle ne dépend point de t ^ si T en est aussi indépendant, on peut, des équations (4)) tirer Téquation des forces vives 5 ajoutons ces équations multipliées respectivement par dçi^ rfy,, . . . ,
DT ^ . DT x-i DV
OU
Comme T est fonction homogène du second degré des y', on a
et l'équation (5) devient
2é?T — £3?T == dY, T — V = const.
212. J'applique d'abord les équations de Lagrange à deux problèmes qui ont été traités autrement, et j'engage le lecteur à multiplier ces applications. Reprenons le
problème 155; je choisis des axes fixes : OXi suivant l'axe de rotation, OYi horizontal et perpendiculaire à OXi, 0Z| vertical. Les coordonnées du mobile M s'obtiennent aisément; en se reportant aux notations du n^ 155, on trouve
^1 = r sinf coscj f •— a sina) f, 2i = rsin^ sinoi>r + acos^t.
La masse de M étant i , la demi-force vive est
T=-(^','-f-y,*H-z',*) =- (r'»-f-r»w*8in^y-f-«'»^— 2«r'«sinf);
d'où, en revenant à la caractéristique dj
dT , . dT
dr ' ar
D'ailleurs, pour un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, la pesanteur donne seule un travail
^V = — g9zi =z — g^rsin^ sincAt.
Les équations de Lagrange se réduisent à une seule
-_ ru'sm'f -h g'smf sm»f =o;
c'est précisément l'équation difierentielle qu'on a trouvée et intégrée. La méthode actuelle, très -avantageuse pour trouver le mouvement, ne fait pas connaître les réactions, qu'elle a justement pour effet d'éliminer.
Reprenons aussi le problème 170; la force vive a été calculée
2T = (m -+-/«' -h fi)r'*4-/î2r'8in*^0'%
-—- = (m -H m' H- air', -— = /nrsîn*«>0'S dr ^ ^ ' dr
_:=:mHsm>ô', — c=o.
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En outre, Sy = g(m costy — m.')dr; donc
— =g-(mcosç-m), ^=o.
Les équations de Lagrange sont au nombre de deux : (m -h /7i'-h ft) -7 mrQ'* sia^(f= g [m cosf — m'), — r'0'=o;
la seconde donne Féquation des aires, et, en la combinant avec la première, on retrouve celle des forces vives.
213. Un tube circulaire très-mince est assujetti à rester dans un plan ^vertical et à rouler sans glisser sur une îiorizontale de ce plan ; une petite bille M peut se mou" voir sans frottement à l'intérieur du tube. Déterminer le mouvejnent du système en supposant nulles les vitesses initiales du tube et de la bille.
Je prends pour axe des x Thorizontale fixe, pour axe des j^ la verticale qui passe par le point de contact initial de l'anneau avec OX. Soient, à Tépoque t, C le centre du cercle, CI le rayon qui va au point de contact avec OX, A le point de la circonférence qui a été le point de contact primitif, a le rayon de l'anneau, l'angle ICA, y l'angle ICM; je suppose CM et CA situés de part et d'autre de CI. L'abscisse de C est aB\ les coordonnées de M sont
(l) ^=:a(ô-f-sing>), y=.a[i — COSy);
m étant la masse de la bille, sa force vive est
Le mouvement élémentaire de l'anneau est une rotation autour de I avec la vitesse Q'\ (â désignant sa masse, le moment d'inertie par rapport à une perpendiculaire à son
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plan, menée au point I, est sjsxa*; donc, tout de suite,
Nos variables q sont ici 6 et cp, et les dérivées partielles ~,-=/?ia2(0'4-ç'cosy) -h2fAa«0', — =0,
— -- =/7ia'(© 4- O'cos®), — = — /wa'ô © sm®.
Comme le tube ne glisse pas sur OX, le frottement qui se développe en I ne produit pas de travail virtuel pour un déplacement compatible avec les liaisons, et 5V se réduit ici à — mg dy = — mga sin cp îcp . Les équations de Lagrange deviennent
-- [/7l(ô'-hç C0Sy)-H2fiiô ]=i:0, «( -f~ -1-COSf — J -Hg^smç=:0.
On en déduit l'intégrale des forces vives \ a étant la valeur initiale de 9,
(a) /?2fl(Ô'^-hç''-H2Ô'^'cosy)-h2pa9" — 7,mg[cost^ — cosa)=o.
Quant à la première du groupe, elle s'intègre toujours une fois^ mais, s'il n'y a pas de vitesses initiales, l'intégrale se silnplifîe :
(3) /72(ô'-i- «p'cOSç) -4- 2fxÔ'=0,
On peut alors intégrer une seconde fois \ (4) w(ô H- siny) H- 2fxO = msina.
Si l'on élimine 6' entre les équations (2) et (3), on trouve
(5) ^'=r ^y'^^^y , /_^. Ag (/n+2fx)(cosy — COSa)
Il est évident que y diminue d'abord, il décroîtra jusqu'à — a; pendant ce temps, 6 ira de zéro à 61 = ? valeur tirée de l'équation (4) pour ff = — «^ x décroit de asina à a ^sina: r va de a(i — cosa) à zéro, puis
revient à sa valeur primitive. Dans un intervalle de temps égal au premier, <f^9^ œ^j varient dans un sens opposé, et l'on a une suite d'oscillations. La trajectoire de M s'obtient en éliminant cp et 9 entre les équations (i) et (4)
c'est une ellipse tangente à OX et dont le grand axe est vertical ; mais il n'y a de parcouru que l'arc au-dessous de la droite y =a{i — cosa) .
Le temps d'une demi-oscillation s'obtient en intégrant la seconde équation (5); on est conduit à une intégrale transcendante^ mais, si l'on suppose que a et cp soient assez petits pour négliger leurs carrés et que m ne soit pas beaucoup plus grand que 2fx, on trouve
^<P 4 /5'('« + 2p)(a» — tp»)
dt V 2 fia
r dt /g m-h^n.
21 4. Unjil sans masse, fixé à Vune de ses extrémités O, porte deux petits poids A, B, attachés à des distances différentes du point 0\ déterminer les oscillations du système, quand on V écarte de sa position d* équilibre, de manière que les deux portions du fil restent tendues et ne sortent pas d ^un plan vertical donné,
(Agrégation, i8440
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Soient a et b les longueurs OA, AB; f et ^ les angles qu'elles font respectivement avec la verticale; m, n les masses de A et B -, on a
2T = /na»/2-H/i[a»ç'2_|_^2^/ï^ 2«^y'4*'cos(4» — f)].
La pesanieur est la seule force qui donne un travail virtuel
^ = — mga sixkfSff — ^g(^ sin^^y -+- b sin>p^\p ).
Les équations de Lagrange deviennent, après de simples réductions,
— ^2^ ( -7- ) sin(^ — (f) -h [m -^ n) g sîntf =1 o., ^ -^ -4- û ^ cos(4; — y) — a ( ~ j 8in(^|; — tp) + gûn^ = o.
On a l'intégrale des forces vives, mais on n'aperçoit pas d'autre intégrale première rigoureuse. Dans le cas des petites oscillations, en négligeant les termes du troisième ordre par rapport à y, ^|/, cp', ip', <{/', t(/', les équations deviennent
, , d^9 d^it
Cherchons à y satisfaire par des valeurs cp = e^*, ^p = Xe^* :
ar*
on doit avoir X = -r— » et
br^'+'g
(2) {m -h n) [ar^ -\- g) [br^ -h g) —nabr*=o.
L'équation en r* admet deux racines. Tune inférieure à ^ et à — Ti» l'autre supérieure à ces deux quantités,
mais encore négative. Sî ces racines sont — rj, — rj, les intégrales du système (i) seront
ç = A cosTi ^ -h B sinr, ^ H- C cosrj^ -+- D sin rtt,
^ = r-r fA cosr,^-h B sinrif) h \—~ (C cosr^t -f- D sinr,^).
Quand les vitesses initiales sont nulles, il en est de même de B et de D ; et, si a et |3 sont les valeurs primitives de cp et (p, on a, pour déterminer A et C,
^ kar\ Cari
Pour que les deux portions de fil oscillent comme des fils de pendules simples, il faut que A ou G s'annule 3 soit C. Les conditions précédentes donnent alors
substituant — r\2i r^ dans l'équation (2),
(m-h/i)aa'-f- [m'\- n)[b — fl)«p — /iiôp* = o.
On a toujours pour - deux valeurs réelles de signes contraires ; la positive est <[ 1 5 pour toutes deux,
ç = a cosr, f, 4^ = p cosri t
Les oscillations des deux fils se correspondent, mais leur amplitude est différente ; leur durée
2îf
ïr=^Vî('"-''i)
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est comprise entre les durées d'oscillation des pendules simples de longueur b et a -h h.
J'indique seulement un problème tout à fait analogue au précédent :
Un tube circulaire, mince et homogène, peut se mouifoir dans un plan vertical autour d'un point de sa circonférence; il renferme une petite bille qui peut se mouvfoir sans frottement à l'intérieur ; déterminer les oscillations du système quand on l'a écarté de sa position d'équilibre.
Soient (xelm les masses du tube et de la bille, O le point fixe, C le centre du cercle, R son rayon ; on peut déterminer la position du système par l'angle de CO avec la verticale et l'angle y de CM avec OC prolongé. On trouve aisément
?.T= 2 fAR» 9'» -h m 14 cos^ i (pô'2 -4- f " -4- 4G'ç' ces' i (p I R^
^V = — pg-R sinô^ô — /7ig-R[sme^ô -f- sin(e -h «p) [SQ -h ^f )],
et l'on en déduit deux équations analogues à celles du pendule double.
215. Une sphère est animée d'une très-grande vitesse de rotation autour d'un de ses diamètres, qui peut tourner dans un plan horizontal autour de son milieu; déterminer le mouvement que prendra l'axe sous l'influence de la rotation de la Terre.
La force centrifuge composée ne produit pas de travail effectif, mais elle peut donner un travail virtuel, parce qu'elle n'est pas normale aux déplacements virtuels des points où l'on doit l'appliquer. Pour évaluer ce travail plus aisément, composons toutes les forces centrifuges composées appliquées aux points d'un solide de révolution qui tourne avec une vitesse relative o) autour de son axe. Je
SUR LÀ MÉCAiriQXJE lULTIOlTirBLLE. 44^
prends le centre de gravité pour origine, Taxe pour axe des Zy deux droites perpendiculaires pour axes des x et des^; soient p, q^ r les composantes de la rotation d'en* trainement; celles de la vitesse relative d'un point sont — tùj^ tùx, o. La résultante de translation des forces centrifuges composées a pour projections (voir n® it3)
X ^=f7. rvixdm •= o, Y =zj'ir(ùydm = o, Z =:ijitù[ — qy — pjc)dm=:^ o.
Les projections de Taxe du couple résultant sont
L = — 2(^fdm[x[qx -hpx) -h zrjr] =. — ^qf^Jy^dm^ M = 2 tàjdm \zrx -4- x ( qy -h p j: ) J = ^ptafx^dm^ N=^0;
"xjx^dm et ifj^dm sont égaux ctacun au moment d'inertie pt par rapport à un des rayons de Téquateur. Le couple a son plan parallèle à Taxe de la rotation relative o) et à celui de la rotation d'entraînement. On peut le former avec une force /izo), agissant suivant OZ, et une force égale, parallèle, mais de sens contraire, appliquée au point de coordonnées /?, y, r, c'est-à-dire à l'extrémité de l'axe de la rotation d'entraînement.
Cela posé, prenons pour axe des j: la tangente au méridien terrestre dirigée vers le nord, pour axe des y la tangente au parallèle dirigée vers Test, pour axe des z la verticale montante^ soient OA le rayon de la sphère qui reste horizontal, ^ l'angle XOA, (f l'angle dont la sphère a tourné autour de OA à l'époque t. Le mouvement apparent du solide résulte des rotations ^' autour de OZ et y' autour
de OA-, T = -jx(çf"-H^'*). L'axe instantané ne coïncide
pas avec OA, mais on peut négliger leur écart si (p' est très-
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grand. Soient n la vitesse de la rotation diurne, X la latitude-, le couple résultant des forces centrifuges composées peut être formé approximativement par une force (f'fi suivant OA, et une force F, égale et de sens contraire, agissant au point M de coordonnées — /zcosX, o, — nsinX; à une rotation $(f correspond un travail nul, car F est normale au déplacement de M^ la rotation d^ fait décrire à M un arc «cosXJcp parallèle à OY, mais de sens contraire, et Ton a un travail virtuel jxy'/icosXsin^peîcp. Les équations de Lagrange sont
-r =0, -r Tiç'cosXsmJ» = 0.
dt dt ^ ^
La vitesse de rotation ff' autour de OA est constante \ quant à ^, il varie suivant la loi d'un pendule simple de lôn-
gueur — ,~ — - ; OA tendra à se rapprocher de la partie sud
de la méridienne, et ses petites oscillations auront lieu dans
le temps ■» A Paris, pour une vitesse de 4o tours
V««p' cosX
à la seconde, le temps d'une oscillation complète est d'environ 56 secondes, ce qui a été vérifié par Léon Foucault.
Équations d'Hamilton et dé Jacobi.
216. Les équations de Lagrange conduisent à un autre système d'équations de forme remarquable, dans le cas, commun à beaucoup de problèmes de Dynamique, où il existe une fonction des forces, V, et où les liaisons sont indépendantes du temps. Conservons les notations du n® 206 et posons, en outre,
Vir — Piy ^i=P2^ •■•5 ZT ^=^Pnî
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si l'on tire de ces équations les valeurs des q' et qu'on les substitue dans^T, la demi-force vive sera exprimée par une fonction connue des q et des p. Quand nous prendrons ces quantités pour variables indépendantes, nous désignerons les dérivées partielles par la caractéristique d^ réservant la notation d pour le cas où les variables indépendantes sont les qi et les q[. La différentielle totale de T peut s'exprimer de deux manières :
D'autre part, les liaisons étant indépendantes du temps, les dérivées des coordonnées des points du système par rapport au temps s'expriment par des fonctions linéaires homogènes des q* \ T est donc une fonction homogène dii deuxième degré de ces mêmes q\ et le théorème relatif à de pareilles fonctions nous 'donne
Prenons les différentielles totales
2C?T = 2pidq\ -h 2 q\dpi.
J'ajoute membre à membre les équations (i) et j'en retranche la précédente; il reste
Les différentielles étant indépendantes, le coefficient de
chacune doit être nul :
(iqi dqi
, dqi dT
Revenons aux équations de Lagrange : la fonction Y étant indépendante des q' et des p^ on a
TiY _dV ^_ .
T^qi dqi dpi
une quelconque des équations de Lagrange devient
dpi dT _ dV
dt dqi dqi
On considère la fonction V — T, et Ton pose, avec Hamilton.
Les équations de Lagrange, modifiées comme on vient de le faire, et les équations (2) nous donnent les équations du mouvement sous la forme canonique
dp, _ dn
dt '^ dq,^
dp, ^H dt . dq^
dp^ dfL ' dt "" dq,'
dq, £fH dt dpx
dq^ d^ dt dpt'^
dqn dB^ *' dt dp^
Les systèmes d'équations simultanées de cette forme, où Ton pourrait supposer que H contient explicitement la variable t, ont donné lieu à d'importantes découvertes, faites notamment par Poisson, Cauchy, Hamilton, Jacobi, MM. Bertrand et Liouville -, je me borne à exposer le théorème le plus célèbre, dû à Jacobi, en me restreignant au cas de nos problèmes où H ne contient pas t explicitement
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et garde une valeur constante, — X. Jacobi prend Técpation aux dérivées partielles
(5) 4'(^ii<72i-- -1?»» ^^
j— y • • • > -;; — 1 -h A = O, dqi dq^J
où^ désigne la fonction (3), dans laquelle on a changé les p dans les dérivées partielles de la fonction inconnue S : Si Von peut trouver une intégrale de cette équation avec n — I arbitraires autres que celle quon peut introduire par simple addition, soit
on aura immédiatement les intégrales générales du sj-stème (4), qui seront
.^. r?F d¥ dY
Piî P« V • î P„_i, e eto/zi n nouvelles arbitraires. *
Ces équations renferment le nombre voulu, an, d'arbitraires, et nous allons voir qu'elles conduisent au système (4). Differentions la première du groupe (6) par rapport à t, puis intervertissons l'ordre des dérivations; enfin, tenons compte des équations (7) : on a successivement
2 d^Y dqi _iç flPF dqi _ y^dpjdqt doL^dqt dt ~' Zàdqidtjiy^ dt '^ Zàdoiy^ ^'
on obtient ainsi un groupe de n équations
^^J ZédoL.'di-''' -^^«„_. ^r -"°' Zàdkli-^^'
D'autre part, puisque S = F est une solution de (5), on a
l'identité
Difierentions par rapport à «i, «tv*-? «n-i? ^» elrempla-
dF çons — par Pi, et ainsi de suite on a tz équations
2d^ dpi %r^ ^4* ^Pi . V* ^ ^Pi
Ce groupe ne diflere du groupe (8) que par le changement
des ~- en r^i comme tous deux sont linéaires, par
dpi dt^ ^ ^
rapport à ces quantités, celles-ci doivent être respectivement égales, ce qui donne les n premières équations (4)- Différentions la première équation (7) par rapport à f, et transformons comme nous l'avons fait pour les équations (6), on a
2^F dqt ^ gPF dgi _^dp(dqi dq^dqi dt ^aâdqidqx dt ^ddq^ dt
On peut remplacer -^ par — ^ » d'après ce que Ton a déjà vérifié \ il vient alors
dt ^bmk dpi dqi
Mais différentions l'identité (9) par rapport à ^1, et remplaçons les — par les /?/,
d^ "^ d^ dpi
ay ^ y gy api _ ^ dqt ^ dpi dqt
La comparaison de ce résultat avec l'égalité précédente
justifie la première équation de la seconde moitié du système (4), et par suite les autres analogues.
Quant à Tintégrale F, on n'a pas de méthode générale pour Tobtenir^ mais, en choisissant convenablement les Inconnues du problème, on peut séparer Féquation (5) en plusieurs autres à une seule variable indépendante, et trouver une intégrale avec n — i constantes, comme on le verra aux applications qui suivent.
217. Je commence par un problème tout à fait simple, mais pour lequel on pourra former sans aucun embarras toutes les équations précédentes, et y lire des résultats bien connus. Il s'agît de déterminer dans un plan vertical le mouvement d*un point pesant de masse m. Je prends pour q^ et ^2 les coordonnées rectangulaires de m, l'axe des q^ étant dirigé dans le sens de la pesanteur. On a
d'où l'on déduit
p, = mq\, p^=zmq\, T =—-(/?? -t-/?J)
^ fit
D'ailleurs V = rngq^^ donc
B.^mgq^ — —-[p\'\-p\],
jt fit
Les équations canoniques sont
dpi ^j dqx /?, dq2 Pt
~dt~~'^' dt"'^^ 'di'^'rn^ ^t'~^lrn
.Rien de plus facile que de trouver et de reconnaître les intégrales de ce système^ mais voyons celles que fournit le
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théorème de Jacobi. L'équation en S est
fdsy /dsy
Cherchons à y satîsfaîre en prenant S =y{^i) -h ç(^î); il suffit que l'on ait, en désignant par a une constante arbitraire,
y'(<7,) = zm^g[qi-h a), /'^{qi) ^ 2m(X — mga).
On a par de simples quadratures f{^i) et 9(^«), et leur somme
Les intégrales (6) et (7) deviennnent
y/amfX — /«S'a) V^C^ — '«fi'a)
\l^m[l — mgx) =/?„ m^2^(y2-ha) =:/?2.
La première donne la trajectoire parabolique, la seconde la loi du mouvement et les deux autres les dérivées p^ et p, ^ on peut vérifier que
Rz=.mgqi [2/71 (X — mga] -4-- igm^{qi-^ a]] = — X.
ji fft>
Les constantes X, a, P, e se déduisent des circonstances initiales.
218. Etudier dans un plan le mouvement d'un point M attiré vers deux centres fixes F ef Fi, as^ec des intensités réciproques au carré des distances.
SUR LÀ MÉCANIQUE KÀTIOlîNELLË . 4^1
Supposons la masse de M égale à l'unité et FFi = a c ^ on peut définir la position de M en se donnant ses coordonnées x^ y par rapport à la droite FF^ et à la perpendiculaire en son milieu, ou les demi-axes focaux q^ q^ de l'ellipse et de Thyperbole qui passent en M et ont pour foyers F et Fj-, ces deux systèmes de coordonnées sont liés par les relations
on en conclut immédiatement
a^ -^ ' % q^^c" ^ T.c^ — qy'
Les dérivées partielles sont
On pourra exprimer T en fonction dep et de pi'^ d'autre part, avec des notations dont le sens est bien clair, on a
mais les propriétés focales de l'ellipse et de l'hyperbole donnent
La fonction H d'Hamilton devient
Les équations canoniques forment un système compliqué^ sans les écrire, nous, chercherons leurs intégrales par le théorème de Jacobi. L'équation aux dérivées partielles est ici, après de légères transformations,
Posons, comme précédemment, S =f(q) -I- ^(^i), et écrivons, en nous bornant aux signes supérieurs,
(<^' — ^^ÎIt'M^') == 2 (fi — fx,)y,— îX^rJ — a; l'intégrale F, renfermant une arbitraire a, est ici
AV
-h 2(fA -+-fAi)<? 4- a
La loi du mouvement est donnée par la formule
dY
dF l'équation de la trajectoire est -7- = P ; elle renferme deux
intégrales elliptiques ; aussi sera-t-il aussi commode de la remplacer par sa différentielle
dq
\/(q^— €^)[i'kq^-h2{iL -f- f*,)<7 -4- a]
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Si Ton connaît les circonstances initiales, on aura la valeur initiale de H égale à — X 5 puis le rapport de q^ à /, j, donnera, à l'aide de Téquation précédente, la valeur de en. Pour que la trajectoire ait aes branches infinies, il faut que q puisse devenir infini ; pour qu'elle coupe Taxe FF^ , il faut que ^ ou ^1 devienne égal à c'; enfin elle se réduira à une ellipse ou une hyperbole si l'un ou l'autre des deux radicaux n'est réel que pour une seule valeur de q ou de q^ .
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