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AVERTISSEMENT
lioDS qui regardent la théorie des fonctions d'une variable imaginaire et celle des fonctions elliptiques. L'Auteur avait espéré tout d'abord traiter lui-même cet important sujet, mais les circonstances ne lui ont pas permis de réaliser son désir. Du reste, le lecteur n^aura pas à s'en plaindre. A la prière de notre éminent Éditeur, et avec une bonne grâce dont nous ne saurions trop nous montrer reconnaissant, M. Laurent, Examinateur d'admission à l'Ecole Polytechnique, nous a fait l'honneur d'enrichir cette édition d'un Appendice étendu renfermant de nombreux Exercices du choix le plus heureux et singulièrement propres à élucider les théories délicates auxquelles ils se rattachent.
M, Courcelles, Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée Saint-Louis, a eu la bonté de nous prêter, pour la revision des épreuves, un très obligeant et précieux concours; nous le prions d'en vouloir bien agréer ici tous nos remercîments.
>»oe*
IV. L'expression
dans laquelle a et 6 sont des nombres entiers, représente la somme des valeurs que prend F (/i) quand on y remplace n successivement par chacun des termes de la suite
a, a-M, a-f-2, ..., b — i, b. La même somme s'écrit plus simplement
^¥(n) ou ^Fin).
De méme^ au lieu de la somme
F(a,)-hF(û,)H-...H^F(â„;)/- - ^
MOTATIONS ET DÉFINITIONS.
lement
a le peut sans nuire à la clarlé.
!s coordonnées d'un point rapporté à des axes es sont ordinairement désignées par x,y^ s; les nées courantes le sont quelquefois par X, Y, Z, A ?: mention expresse du contraire, on suppose les pendiculaires entre eu]L.
représentent les coordonnées polaires d'un point
pi»"-
ésigne habituellement par O l'origine des coor-
loient Lx et A/ les accroissements correspondants riable x et de la fonction _j/ ^i^fi^x'); la limite du -^ quand ^x tend vers zéro, limite qu'on nomme imment la dérivée ou le coefficient difféientiet t exprimée par l'une quelconque des formes
(notation de Leibnitz),
dy
f'(sc) (nolalion de Laobangk), Y^xy (notation de Cauchï).
loie aussi les formes plus simples y, A, f, Dr
I n'en résulte aucune ambiguïté.
PRÉLIMINAIRES» IX
Le produit |>ar dx de la dérivée d'une fonction y de X est la différentielle de cette fonction et se désigne par dy,
La recherche de la différentielle ou la différentiation d'une fonction est donc un problème identique à la recherche de la dérivée.
La dérivée de V ordre n peut s'écrire
d^n' J-K^h ^xj.
OU encore
Soit
JK^'*^ rx\ /^"\ D«7.
^,/, z étant des variables indépendantes; si l'on prend la dérivée de cette fonction n fois par rapport à x^ la dérivée du résultat y fois par rapport à y, puis celle du nouveau résultat q fois par rapport à z^ la quantité à laquelle on parvient ainsi est une dérivée partielle d^ ordre n -+-/? + q de la fonction u et se présente par l'une quelconque des expressions
DSDÇDfM,
dx^^dyPdzl dx'^dyPdy^
La dernière, maintenant la plus généralement usitée, est due à Jacobi, qui réserve la forme ordinaire de la lettre d pour les dérivées des fonctions d'une seule variable.
Ces notations s'étendent sans difficulté au cas d'un nombre quelconque de variables indépendantes.
VIL Soit ç(:r:) la dérivée d'une fonction /(^); l'expression
J (f(x)dx,
NOTATIOMS ET DÉFinn
l'on nomme l'intégrale de <^{x)dx, indique une foncon dont la dérivée esl f{x) ; et le type le plus généra) une pareille fonction est représenté par
u)dx-^
1 désignant par C une quantité quelconque indépenante de x.
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Soit une série à termes positifs
dans laquelle chaque terme se développe en une série con-
CALCl'I. Dirrf.HBBTLEL.
à icrmus posilifs, de telle sorte qu'on ail
Si l'on forme les nouvelles
elles sont aussi convergentes, fit leurs sommes respectives ^'oî ^ Il ■ ■ -ï ^'^ni ■ ■ ■ forment une séi'ie euiivergentc ayant la iiièmi^ somme que la série (A).
Le théorème subsiste pour des séries à termes ï|iieIeoiiq:ics, pourvu qu'elles ne cessent pas d'être con\ergeules quand on j remplace ehaque terme par sa valeur absolue.
Si les fractions positives décroissantes
forment une série convergente, on peut prendre le nomI>r(î m assez grand pour que les produits
difTcrcnl de l*unité aussi peu qu'on voudra, quelque grand que soit/>.
15. Si les fractions positives décroissantes forment une série convergente, les produits
A„ = (l — «o) (l — ''l). ..(l — ffa)^ B„ = (l 4- «„) (l + W,). . .(l -f- //„)
tendent vers des limites finies quand n croît indéfiniment. 10. Si les fractions positives indéfiniment décroissantes
forment une série divergente, le produit
A;. = (l — lio){l — «.). . .(l — Un)
tend vers zéro quand n croit indéfiniment, et le produit
croit sans limite dans le même cas.
I-t- Wt -+- «2 -H . . • H- «n
en un produit de facteurs dont le nombre est infini.
Réciproquement, transformer en série le produit convergent
(Stern.)
19. Déterminer les coefficients A,, Aj, . . . , A„, qui rendent identiques les deux développements
P„ = (i -4-.rz) (i -\- .T^z). . .(l -h.r«2), S„= I 4- A,z -+- Ajz' -h. . .4- A„3«;
puis former la série convergente qui représente la limite de P„ quand on fait croître n indéfiniment. On suppose x et z moindres que l'unité.
EULER
23. Vérifier, au moyen de la formule de Moivre, les relations suivantes :
sin(a7 -I- «A) 3=sinx-h ( j ces ( j: H — jfasin-
{n\ ( _^.h\( , kV
— ( ] CCS ( .r H- 3 - ( 2 sm -
(^)si„(x + 4^)(.si„^)'
cos {x -\- /ih) ^- cosj: — ( j sin ( :r H — j ( 2 sin -
On suppose n entier positif.
24>. Calculer les sommes
p = n p=zn
\ acP cofi(a -\-j?a)^ \ .r/* sin ( rt -h /? a ) ,
p =zo p=zo
et en déterminer les limites quand on suppose que n croît indéfiniment.
§ II, — Différentiation des fonctions explicites
d' une seule ^variable,
.^ Î25. J = (i -f- 2.r — 4-^-) (l — aar H- 4 '^'' — ^-T^)'
p\m nj m -4- /î -h (/w — n)cosT
I / I I \ 2 7 sin.r
H 1 — aie tang ^ •
nq \m nj ^ m — /i -+- (/w H- /ijcosar
On suppose les relations suivantes :
/?/' rr= a -f- è -I- C, n^zz:^ a — ^ -f- c,
49. Les fonctions x^^ jci,..., a7„ étant définies par les équations suivantes
Xy :=z\ X yjx^ jTj =r \ X ^ xXi , . . . , x„ = V X y .3rJ"ii_i,
trouver la dérivée de la fonction vers laquelle tend x„ quand n augmente indéfiniment.
Etant donnée la relation
sinor 4- sin (jr -h ^) + sin (a: -h 2 A) -h ... -i- sin (jt 4- nh)
. / nh\ . /i H- I ,
, , , sm a* H 1 sm n
f sm -
en déduire l'expression de la somme
(2) cos.r -4- ces (x -h h) •+- cos (^-1-2^)4-... + ces (x -f- nh).
(n^lO.) 51 . Démontrer les relations
(/z H- 1 ) sin nx — « sin (« -f- 1 ) j:
sm.r -f 2 sin 2a: -|- . . . -h /i sm /î.r =:r
cosa: + 2 C0S2.r -l- . . . + n cosnx
(n -{- i) cos WJ7 — n cos (n -hi)x — i
**'^^™ Il I — — ■
4 sm' -
Asm- -
Soient
une fonction quelconque des quantités x^ y^ s, t^ el U = F (X, Y, Z, T) ce que devient cette fonction quand on y remplace x^jf^ z, t par des expressions linéaires homogènes en X, Y, Z, T. Démontrer qu'on a
df df àf df_^ d¥
X|, j 1, Zi, ti étant les valeurs de x, y, z, t correspondant aux valeurs X|, Y,, Z,, T, des variables X, Y, Z, T.
Étant donnée la fonction
démontrer qu'on a
dxdyôz
104. Si a et 6 représentent des fonctions de x ely^ réciproquement X el Y peuvent être considérées comme des ionclious de a et 6, Démontrer qu'entre les dérivées partielles de a et de S par rapport à Jc et h y et celles de x et de j' par rapport à a et à 6 il existe la relation
La considération des déterminants conduit à un résultai analogue pour le cas de n fonctions de n variables iiidép M niantes,
§ V. — Différentiation des fonctions implicilfs^
X -+- j H- z -t- « = a, xjrzu = b
123. Une fonction u de x, }', z, . . . , / est donnée par Téquation
îK et 6 désignant Tune quelconque des variables x,/, . . •, ^ on a
El ^ doL du
àf d'f d'f
[du)
â^ ôoi ôZ â^. du
àf J^ d^ du ôotôu du^
124. z étant une fonction des deux variables indépendantes X et j^, définie par l'équation
démontrer la relation
z=zx-+-X/{z),
Dy[<p(z)D,z]=:D,[ç(3)/(z)D,z].
125. La fonction z étant la même qu'au numéro précédent, on a
et, plus généralement,
D;¥{z) = Dl''[r{z)(fzYh,z].
QUESTIONS. ig
S VI. — Déi^eloppement des fonctions en séries. 126* De la série de Taylor
déduire la suivante :
.1 k » Jt • • • ri
el réciproquement.
Développer cos'x en série convergente
130. Développer e**°*'cos(A sinjc) et e**'°"'sin(A sino:) en séries ordonnées suivant les puissances entières, positives et croissantes de /i.
131. Appliquer la formule de Taylor et le résultat du n** 73 au développement en série de
arc tang( j: 4- A), i >• j: > — i .
20 CALCUL DiFFÉREKT/EL.
On en déduira la relation
. . îT . cos'©sinîî« cos'«sin3p (i) ç = cosysinyH 1 ^ h
en série or-
132. Développer j = log [x -+• ( i -+- x" )~* J donnée suivant les puissances entières, positives et crois santés de la variable.
Si Ton pose
— COt — zir: I — B| Ba — 7 — • . • — Bu • • • »
on a aussi
le* — I 1.2 l.a.0.4 1.2...2/Ï
Calculer les neuf premiers coef licients.
i&iO. Etablir les relations
Il I î I
COt j? ~--\ 1 h . . . ,
X 7r-4-ar tt — x 2.1: -\- x 27r — u:
tang^= h -—
TT TT O TT O 7r
141. Démontrer qu'on a, pour toutes les valeurs de x plus petites que tt en valeur absolue,
logcosa: = — (2'— i)- ^ _ (2* — i) -i f- — . . , . 1 I tt' 2 tt'
OîB J?
VM
OÙ Ton suppose
(n"« 11 et 22).
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Trouver la relation
X cosec J7 = iH ^ 1 i TT—} —
144. Représenter par des séries ordonnées suivant les puissances entières, positives et croissantes de x^ les fonctions u elv définies par les équations
•'=1+-^ iH--!— ... iH-
""^ ' ^ 9^"J \ :tn-\-i\^
et eu déduire leur expression sous forme finie.
S Vn. — Changement de variables,
Que devient celte équation lorsque la variable indépendante estj^P
Prendre t pour variable indépendante, a: et t étant liées par la relation
IW. x' -2.A-ax4--^hy = o.
cLxr dx
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a
X = ces t,
J^ + iJ:+^=o
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a
(FouRiEB, Traité de la Chaleur,)
2^ CAI.CIL DIFFÉKE^ITIEL.
15S. Sobstitaer la variable j^ à la variable x dans la différentielle
(,) du = ^f—
t (i — X^sin^r)»
X et j' étant liés par la relation
(2) sin(2/ — jr) = X sinjr.
On suppose que la variable x ne dépasse pas ~
'Tr-^
dr^\^
Transformer cette expression en une autre ne renfermant que r et d, sachant qu'on a
j: = rcos9, j^=^sinO,
du du
Transformer cette expression en une autre dans laquelle les variables indépendantes soient r et 0, sachant qu'on a
ar=rcos0, j^=r/*sînô, ô^u d^u
Eliminer les variables indépendantes a: et ^, sachant fu'on a
r-; H- TT + TT = o
Éliminer les variables indépendantes, sachant qu'on a
U=: ç{r), x^ -\-jr^ -4-«2=z:7-*.
Prendre pour variables indépendantes r et ô, sachant
iju'on a
a: = 7-cosO, j^=/-sin8.
Prendre pour variables indépendantes r, 6 et (p, sachant qu'on a
a:i=7-cos0, ^ = rsinôsiny, z = /sinôcos^.
J VIII. — Elimination des constantes et des fonctions,
u=.r''Jt,l
éliminer la fonction cy.
éliminer les fonctions y et ip.
165. z=:if[aj'h bx]^[ay — bx); éliminer les fonctions cp et vj;.
éliminer F et r, sachant qu'on a les relations
r = ç [ax 4- cz) = ^(ax — bjr), où f et ^ représentent des fonctions arbitraires.
éliminer les fonctions (f et tp.
S IX. — f^rave valeur des expressions qui se présentent
sous des formes indéterminées ,
lOO. î ; r ï ; r » DOUr X = U.
log(a")— lo';(.r") ^
^^^ x—in-h i)x"-^« 4- nx'*-^^
Iby. ^ -, — r; » pour .r = 1 .
(i — xy ^
.r-h jc'— (w-hl)'.r«+'-4-(?.W*-i-2/7 — l).r«-^' — //2.r"-^'
pour x = ^.
> pour Jc=û•
pour X = a.
qx 7.x[e^' -h i) "^
QtJESTlOWS. ^«
langTTJT — nx
î pour JT = o.
x*", pour X r= o
17». ; ; 5 pour .r = o.
[e* — ïf ^
.._ 2 sin*j:4- sin^r — i tt
iW. r-- ^— r 9 pour X=: ;,.
2sin'a7 — osinjT-f-i o
sm(a 4- 6) sin(rt -4- j:) — sinô sin.r
sin(a-|- b -\- x) pour :c = TT — a — b, 182. (cosaa:)(<^o»^^**)», pourx = o. iftîl tan(,'(fl -4- x) — tang(fl ~ .r)
lOO. 7 j ; : » pOUF X == O.
arc tang(a -4- jf) — arc lang(a — x) '^ a'sinax — l/*s\nbx
18^^• :::r-^ tt-^t-' P^^^ ^ = o.
g^sin^j: — n'smnx
/,\ tangr
Fig. 2.) PAIO est un triangle sphérique rectangle
en M; déterminer la position du point P par la condition que PO — MO soit un maximum.
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213. Sur la ligne qui joint les centres de deux sphères extérieures Tune à l'autre, trouver un point tel, que la somme des zones vues de ce point soit la plus grande possible.
214* Etant donné un prisme hexagonal régulier, on joint de deux en deux les sommets de l'une de ses bases, puis on mène par les droites ainsi obtenues des plans également inclinés sur la base et formant une pyramide. On demande quelle doit être l'inclinaison de ces plans pour que le volume total résultant ait la plus petite surface? On ne fait pas entrer dans le volume les pgrtions du prisme qui sont en dehors de l'angle solide au sommet de la pyramide.
215* Etant donné un cône droit, pn demande de le couper parallèlement h la génératrice par un plan tel, que le segment parabolique résultant soit le plus grand possible.
216. Déterminer l'ellipse la plus grande qu'on puisse obtenir en coupant par un plan un cône droit donné.
217. Parmi tous les secteurs sphériques de volume donné, trouver celui dont la surface totale est la plus petite possible.
218. Parmi tous les vases de même capacité dont la forme est celle d'un tronc de cône, et dans lesquels l'arête fait avec le fond un angle donné, trouver celui dont la surface totale est la plus petite possible.
219. Un point lumineux M est mobile sur la circonférence d'un cercle donné ] il éclaire une surface infiniment petite Cl) dont le plan est perpendiculaire à celui du cercle et passe par son centre. Cette surface pouvant être regardée comme située en un point P de l'intersection des deux plans et intérieure au cercle, on demande la position que doit occuper le point M pour que la surface o) en reçoive un éclairement maximum.
QTJESTIOirS. 3i
L'éclairement est proportionnel au sinus de Tangle de la direction des rayons lumineux avec la surface éclairée, et en raison inverse du carré de la distance du point lumineux à cette surface.
220- Remplaçant, dans la question précédente, la circonférence par une droite AY qui rencontre le plan de la surface w au point A, et se projette sur le plan suivant une droite AX passant par le point P, on demande quelle position doit occuper le point M sur la droite AY, pour que Téclairement de la surface o) soit maximum.
221. Trouver, sur une circonférence donnée, un point tel, que la somme de ses distances à deux points donnés A et B soit un maximum ou un minimum.
222- Inscrire dans un ellipsoïde donné le parallélépipède maximum.
223. Trouver le triangle de périmètre minimum inscrit dans un triangle donné.
Volume de rellipsoïde qui a pour équation
ax^ + aJy'^ -f- a" z' + 2 hyz -f- 2 h'xz H- 2 Vxy = c,
227. Circonscrire à un triangle donné la plus petite ellipse possible.
228. Inscrire dans un triangle donné la plus grande ellipse possible.
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229* De toutes les pyramides triangulaires qui ont même base et même hauteur, quelle est celle qui a la plus petite surface ?
230. Trouver un point tel, que la somme de ses distances à trois points donnés soit la plus petite possible.
S XI. — Tangentes aux courbes planes, 23 !• Sous-tangente de la courbe qui a pour équation
La courbe représentée par Téquation
yz=zx[x— «)»
est coupée en trois points par la droite j^ = m*a:. Trouver les tangentes en ces points, et déterminer le point où chacune d'elles coupe la courbe.
23V. Généraliser le problème de la cycloïde en substituant un cercle à la droite fixe et supposant que le point décrivant, toujours invariablement attaché au plan du cercle mobile, n*est plus situé sur la circonférence. Tangentes aux courbes ainsi obtenues.
235- Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point fixe A sur les tangentes à une courbe est dit la podaire de la courbe par rapport au point A. Si m et ,a sont deux points correspondants de la courbe et de la podaire, la tangente en p touche la circonférence décrite sur A m comme diamètre.
236. Trouver la poclaire de ]a courbe représcnlée par l'équation
le point fixe étant à Torigine.
237. Parmi les polygones d'un même nombre de côtés circonscrits à une figure fermée convexe, celui dont la surface a la plus petite valeur possible jouit de la propriété que chaque point de contact est le milieu du côté auquel il appartient.
238. Si l'on mène a plusieurs courbes données, à partir (l'un point fi situé dans le plan de ces courbes, des normales qui les rencontrent aux points m^, m,, 772$,. . . , et que le point (i se déplace de manière qu'on ait toujours
fA/w, -h iim-i -f- p/Ws H-. . . = const.,
la normale au lieu qu'il décrit passe par le centre des moyennes distances des points m^, m,, //'s,
239. Soit AMB un arc d'une courbe donnée. La corde AB = a étant fixe, on demande quelle doit être la position (lu point M sur cet arc pour que la somme des cordes AM H- MB soit un maximum. — Solution géométrique de la même question.
2W. Trois courbes étant données, on prend un point sur chacune d'elles et l'on demande comment ces points doivent être choisis pour que le triangle dont ils sont les sommets ait une surface maximum ou minimum. — Cas particulier où les trois courbes se réduisent à une même ellipse.
241. Mener à l'ellipse une normale telle, que la portion de cette ligne di'oite comprise dans la courbe soit la plus grande ou la plus petite possible. (O. Boi^jnet.)
FiiE!<ET. — RecuelL ^
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Podaire de la courbe qui a pour équation
le point fixe étant à Toriginr.
2'i.3. Soit m un point d'une courbe dont Téquation est
et dans laquelle les variables ueli^ peuvent représenter : x° Les distances du point aux droites A et B5 2° Les distances du point aux points fixes P et Q 5 3^ u la distance du point à A, et v" la distance m P. Dans tous les cas, si Ton porte, à partir de m et parallèlement aux directions des droites u et p», des longueurs proportionnelles à fl^ ^ fl , en ayant égard aux signes, la diagonale du parallélogramme construit sur ces longueurs sera dirisrée suivant la normale aux points m.
(JOÀCHIMSTHÀL.)
244.. Si Ton fait rouler dans un plan une courbe A sur une courbe fixe B, les positions successives d'un point fx, invariablement lié à A, déterminent une nouvelle courbe dont la normale en chaque point passe par le point de contact des courbes A et 3. (Descartes.)
245. Les tangentes à une courbe donnée étant représentées par l'équation
i) flX-f- 6Y-i-c = o,
quand on donne des valeurs convenables à une variable t dont dépendent les coefficients, exprimer les coordonnées d'un point de cette courbe en fonction de t. Vérifier que les valeurs des coordonnées obtenues définissent les points d'une courbe à laquelle la droite (1) est tangente*
§ XII. — Construction de courbes. — Points d'inflexion
et autres points singuliers.
Épicjcloïde (n
277. Soient mA=zr la distance d'un point m d'une courbe à l'origine A des axes supposés rectangulaires, p la perpendiculaire abaissée de A sur la tangente en m, 6 Tangle de cette tangente avec Taxe des x, ds rélémenl de Tare et p le rayon de courbure ; on a
ds d^p dr
^ ds ^ de^ dp
278. Dans toute courbe dont l'équation satisfait à la relation
du: b^ 4- x^ '
la différence entre Tinverse de la longueur de la normale et l'inverse du rayon de courbure est indépendante de b.
279. Lorsqu'en un point d'une courbe le rayon de courbure est maximum ou minimum, le contact de la courbe et du cercle osculateur en ce point est du troisième ordre.
280. Soit une droite OM qui passe par un point fixe O et rencontre, en Aj, Aj,. . ., A„, n courbes données (Ai), (Aj),. , ., (A„). Le point M est tel, qu'on a
a,, «sv^ ^nt /w étant des constantes. Lorsque la transversale OM tourne autour du point O, le point M décrit une courbe (M) et Ton a
p cos* a R cos^ p.
prêtant le rayon de courbure de la courbe (A^) et a^ l'angle que fait ce rayon avec la transversale. R et |i sont des quantités analogues pour la courbe (M).
§ XIV. — Géométrie à trois dimensions.
281. Etant données deux droites D et Dj représentées par les équations
on demande :
1° La direction de la plus courte distance des droites D et D, -,
2° La longueur de cette plus courte distance 5
diL
dy
3® Les coordonnces des points de D et de D, dont la distance est un minimum.
282. Soient, en un point M d'une courbe à double courbure, /2, i, c les cosinus directeurs de la tangente, a, 6, y ceux de Vaxe du plan oscillateur, w l'angle de contingence, u Tangle de torsion*, sachant qu*on a les relations
\ds / da dh de
as co b) fri
OÙ X, jEz, V désignent les cosinus directeurs de la normale principale, prouver qu'on a aussi
283. Déduire des équations ( 2 ) du numéro précédent la formule connue
, d,r(d^rd^z-^dHd^Y)-^dr{d'zdKT—d\rdH)-\-dz{d\Tdh''—d^rd'r]
U=:ds ^ '— '- -^
[d\ d z — dzdyy -f- {dzd'x — dxd zf -h {drd^y — dyd^r)^
284. Les notations étant celles du n® 282, démontrer les formules
et tirer de là Téquation
^ désignant l'angle de deux normales principales infiniment voisines.
285. Soient M un point d'une courbe C, Mi le point correspondant de la courbe Ci lieu des centres de courbure de C^ trouver les angles que la tangente en Mt fait avec la tangente, la normale principale et le plan osculateur au point M.
QUESTIONS. 3q
286. Soient M et M' deux points infinîment voîsîns d'une courbe donnée^ P un plan mené par M perpendiculairement à la normale principale en ce point ^ P' le plan analogue en M'; le point M étant supposé fixe, déterminer Tintersection limite L de ces deux plans, et en conclure une représentation géométrique de la seconde courbure.
(Lancret a donné au plan P le nom de plan rectifiant et celui de droite rectifiante à la ligne L. )
287. En un point M d'une courbe à double courbure, déterminer l'intersection limite m du plan normal avec deux plans normaux infiniment voisins et trouver l'expression de la longueur Mm.
Le point m est le centre de la sphère osculatrice dont Mm est le rayon.
288. Si le rapport des deux courbures d'une courbe est constant, cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre à base quelconque. La réciproque est vraîc« •
289. La courbe dont les deux courbures en chaque point sont constantes est une hélice tracée sur un cylindre à base circulaire. (Puiseux.)
290. Etant donnée une courbe AB, on en déduit une autre Aj Bi, en portant, à partir de chaque point M de la première, une longueur constante MM, = h sur la normale principale en ce point. Trouver les angles que la tangente en Ml à la courbe Aj Bj fait avec la tangente, la normale principale et l'axe du plan osculateur de la courbe AB au point M.
291. Les données étant celles du n° 290, trouver les conditions :
1® Pour que les tangentes aux points correspondants des deux courbes soient parallèles;
2° Pour que les normales principales correspondantes coïncident.
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Appliquer à la courbe représentée par les équations
( I ) x' rrr 3/>'/, 2XZ= p*
les formules fondamentales de la théorie des courbes gauches (p. igsi et ipS).
293. Trouver le plan normal, le plan osculateur et les deux rayons de courbure de la courbe d'intersection de deux cylindres droits dont les axes se coupent rectangulai rement.
29^' Résoudre les mêmes questions que dans le numéro précédent pour la courbe représentée par les équations
r' = 3J-, X' -h jz = 3px*
295. Résoudre les mêmes questions que dans le n" 293 pour le lieu des points d'une sphère tels que la somme de leurs distances à deux points fixes pris sur la sphère soit une quantité constante. (Ellipse sphérique.)
296- Sur une demi-sphère dont le cercle de base est dans le plan XY et dont le centre O est l'origine des axes, un point M décrit une courbe C telle que l'angle (f du rayon OM = R avec le plan XY est dans un rapport constant n avec l'angle 6 des plans ZOM et ZOX : trouver le pian normal, le plan osculateur et les deux courbures du lieu ainsi obtenu.
297. Soient m un point quelconque d'une courbe tracée sur une surface de révolution, r le rayon du parallèle passant en m, et 9 l'angle de la courbe avec le plan du méridien correspondant 5 si le plan osculateur de la courbe est normal à la surface en chaque point, le produit rsincf est constant.
298. Etant donnée une courbe qui rencontre toutes les génératrices d'une surface réglée, et telle que les cosinus directeurs de chaque génératrice, au point où elle coupe la
courbe, soient des fonctions des coordonnées de ce point, on demande :
I® La direction limite de la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines ^
2° La limite vers laquelle tend le*rapport -7 â étant la
plus courte distance et u Tangle de ces génératrices^
3° La position, sur Tune des génératrices, du point limite [point central) où elle est coupée par sa plus courte distance à Tautre.
299. La génératrice D d*une surface réglée est donnée par les équations
(D) x=imz-\-py jrz=znz-^q^
dans lesquelles m, w, p sont des fonctions d'une variable t\ on dejnande les coordonnées du point central situé sur cette génératrice.
300. Appliquer le résultat du numéro précédent à la recherche du lieu des points centraux [ligne de striction) du paraboloïde hyperbolique donné par l'équation
301. Trouver la ligne de striction de Thyperboloïde à une nappe représenté par 1 équation
302. Les données étant celles du n® 298, si d est une quantité infiniment petite par rapport à s^^ elle est au moins du troisième ordre infinitésimal. (Bouquet. )
303. Dans les surfaces pour lesquelles 5 est un infiniment petit d*ordre supérieur à p», le plan tangent en un point est tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce point. (Surfaces développables, )
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30i. Toute surface développable (n** 303) peut être regardée comme le lieu des tangentes à une courbe à double courbure, et réciproquement.
305. Les plans tangents d'une surface développable sont en même temps les plans osculateurs de son arête de rebroussement (n^ 304).
306* La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface réglée soit développable (n° 303) peut être remplacée par les relations
dl _ dm dn
a — / cos 0 b — m cos Ô c — n ces Ô
0 désignant Tangle de la génératrice avec la courbe directrice (n^ 298,.
307. Par chaque point d'une courbe à double courbure on mène une perpendiculaire à la tangente en ce point; condition nécessaire et suffisante pour que la surface réglée ainsi obtenue soit développable.
308. Par chaque point d'une courbe A on mène une perpendiculaire à la tangente, de manière à former une surface développable. On demande de déterminer, en un point Mi de l'arête de rebroussement Ai répondant au point M de la courbe donnée :
1° Les deux courbures de la ligne Ai; 7? L'élément de l'arc de cette courbe.
• (La courbe Ai est une des dévfeloppées de la courbe A.)
309. Des relations du n° 306 déduire l'équation générale des lignes de courbure.
310. Si l'intersection AB de deux surfaces S et Si est une ligne de courbure de chacune d'elles, ces surfaces se coupent partout sous le même angle; et réciproquement, si deux surfaces se coupent partout sous le même angle, et si Tin-
tersectîon est une ligne de courbure de Tune d'elles, elle sera aussi une ligne de courbure de l'autre.
311 . Trouver le lieu des projections du centre de l'ellipsoïde sur ses plans tangents {o? 235 J.
312. Mener un plan tangent à la surface représentée par Jéquation
et trouver Tinterscction de ce plan avec la surface.
Mener un plan tangent à la surface qui a pour équatÎ3n
el trouver la distance du centre à ce plan.
316. Déterminer les rayons de courbure principaux des surfaces du second degré.
317. Rayons de courbure principaux de la surface qui a pour équation
aryz = m®.
318. Rayons de courbure principaux : i° de Thélicoïde développable (n*^ 3U)^ 2° de rhélicoïde gaucbe (n° 313).
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S XV. — Em^eloppes des lignes et des surfaces.
319. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes ont les mêmes directions, et pour lesquelles la somme de ces axes est constante.
320. Enveloppe d*une droite de longueur constante qui se meut en s*appujant sur deux droites rectangulaires.
Enveloppe des cercles donnés par Téquation
avec la condition A* = ^ma.
323. On donne deux droites OaA, OiB, sur lesquelles les points A et B sont fixes et les points a et t mobiles, de telle sorte qu'on ait constamment Oa.Ob = aA.iB*, trouver l'enveloppe des positions de la droite ab.
32^. Enveloppe de la droite qui joint, dans, une ellipse donnée, les extrémités de deux diamètres conjugués, en supposant qu'on fasse varier le système de ces diamètres.
325. Un point mobile décrit une conique C ; trouver l'enveloppe des polaires de ce point par rapport à une autre conique dont l'équation est
(P) px^-^ iqxy -^ rx^z=zi,
UX -\- VY Z
les paramètres variables u et <^ étant liés par la relation
[au — i)' — bi'^=z o.
327. La spirale logarithmique (n*> 273) est sa propre polaire réciproque (n® 325) par rapport à toute hyperbole équilaière qui a son centre au pôle de la spirale et qui lui est tangente.
328. Par un point quelconque m d'une courbe donnée, on mène une droite D dont Tinclinaison sur la normale varie avec le point. Appelant (i Tintersection limite de D avec une droite analogue infiniment voisine, on demande : 1° la longueur [im\ 2" l'élément de la courbe enveloppe de la droite variable D, quand le point m décrit la courbe donnée.
329. Si Ton regarde les tangentes d'une courbe A comme des rayons lumineux qui se réfractent en tombant sur une courbe C, les rayons réfractés enveloppent une nouvelle courbe A^ Cela posé, soient m un point de la courbe C, auquel correspondent (x et (Xj sur les courbes A et Ai ^ a, «j et p l'angle d'incidence, l'angle de réfraction et le rayon de courbure en m; faisant en outre ixTn = r^ \x^mz=:i\^ on demande la, relation qui existe entre les quantités a, «i, p,
r, Tj et l'indice de réfractions = -. — (n° 328).
sma.
330. Un plan variable coupe un parallélépipède de manière à en détacher un tétraèdre dont le volume est constant; surface enveloppe de ce plan.
331 . Enveloppe d'une sphère donnée dont le centre se meut sur une circonférence aussi donnée.
332. Surface enveloppe d'un plan variable qui détache d'un cône droit un cône oblique à volume constant.
Enveloppe d'un plan qui touche deux sphères données
336. Enveloppe des plans normaux à Tellipse sphérique (no 295),
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S I. — Introduction. — Séries, produits de facteurs
en nombre injinî.
1. 1° Si Ton désigne par S„ la somme des n premiers termes de la série (i), comme on a
il en résulte
s.= (,-iU|i.-^),... + (^-i)
d'où
lim S„ = r .
2° Semblablement, S'„ se rapportant à la deuxième série.
de
on déduit
_! •-)^IL
d'où
lira si = -T •
i^ On trouve de la même manière pour la somme S„, qui se rapporte à la troisième série,
Il I / I I
et par suite
lim S' =r ^ ( H- i -+- -^ 4- . . . -h - ) • " m\ 2. 6 m]
Les séries (i) et (a) ont été données par Leibnitz dans une de ses lettres à Oldenbourg (1676), au début des recherches qui l'ont conduit au Calcul diflerentîel.
Si Ton multiplie chaque terme par h et qu'on pose
on obtient la série
' a-f-i a4-2 aH-/î
dont les termes sont respectivement plus grands que ceux de la série
en désignant par h un nombre entier quelconque supérieur à a.
Or la série (2) n'est autre que la série harmonique dans laquelle il manque un nombre fini de termes ^ la série proposée est donc divergente.
Cette conclusion subsiste, que le rapport a soit positif ou négatif.
SOLUTIONS. /q
3. On vérifie que la relation est vraie pour n = i et n= 2\ puis, en la supposant démontrée pour une certaine valeur 72, on fait voir qu'elle subsiste quand on y remplace» par n -h i.
Lorsqu'on fait croître n indéfiniment, il est manifeste que le premier membre croît aussi indéfiniment pour les valeurs de X qui ne sont pas inférieures à i . Si Ton suppose x <^ i , on est conduit à chercher la limite de l'expression
,2 .r"+2 — /î j:«+ ' ^= 71 j:" ( x' — or ) ,
OU simplement celle de nx"*. Or, en faisant x = » z
étant positif, on voit que cette limite est celle de
i-\-nz-\ ^ z'
c'est-à-dire zéro. La limite demandée est donc
(1 — .rj'
Soit fait il en résulte
(le môme
/■(.r + zi)— /(.r-h/^H-l) =
Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant croître n indéfiniment, on obtient la relation proposée.
Frenet. — Rccve.'l. 4
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5. La relation est connue pour f* = i , et se vérifie pour |x = 2 au moyen de la règle à suivre pour la multiplication de deux séries convergentes. Afin de la démontrer généralement, supposons-la vraie pour l'exposant (x. En posant, pour abréger,
tiju. ■4-i)...(fx+/> — l) a z= — 9
on a
et pour (jt = I ,
Le produit des premiers membres de ces égalités est (i H- j:)~^ •*"*"' \ et celui des seconds membres a pour terme
général
(— i)''(i H- a, -hûa-f-. . .-{'ap)xP.
On a d'ailleurs, comme on sait,
fx(^ -+-l)...f^ H-/? — l) _ (fx H-l) (p -h 2)...(u -+-/?)_
par conséquent
Ainsi la relation proposée subsiste quand on y remplace Il par yL-\-i\ elle est donc générale.
Le mode de raisonnement qu'on vient d'employer fournit aussi la démonstration immédiate de la relation (i).
Par hypothèse, la somme de la série demeure la même
SOLUTIONS. 5l
quand on remplace par des zéros les quantités Aj, /i,, . . •; cette somme est donc égale à
Il en résulte qu'on a
a — .rr .T a — X X X -h ht a — .r
a a a -\- hy a a -h ht a ^- h^
X X -\- hy X -\- h^ a — X
Or
a — X X -\- hx a — x x -{- h^
a -h àx a -i- fil a -\- ht a-^ h^
et ainsi de suite. Si donc on pose généralement
X -^ hp
il vient
+ -[i — a, -f- «, (i — a,) -4-a,aa(i — a^) -f-...J,
ce qui est évident.
On voit par là que la série proposée n'est autre chose qu'une transformation de Tidentité
1 = 1 — a, -f- «1 (i — aj) -4- a.av (l — «a) -h. . .3
OÙ les quantités a,, a,, «3, . - . représentent des fractions quelconques.
7. Le rapport du terme de rang 72 -f- 2 au terme précédent est égal à
et tend vers x quand n croit indéfiniment, La série est donc
convergente ou divergente selon que x est inférieur ou supérieur à i . Dans le cas où x = i , le rapport précédent peut s'écrire
fj — a
et Ton sait qu'alors la série est convergente ou divergente selon que lini n ? c'est-à-dire h — a, est une quantité
plus grande ou plus petite que i. Si h — a est plus grand que I , la série rentre dans la formule du n° 6 et a par con-
sequent pour somme ■
Si l'on a à la fois x = i , b — rtt = i , la série est manifestement divergente.
l'^Soit a>i. Ona
-1-1 a-\-nY\
et Ton sait que le second membre tend vers une limite finie quand n croit indéiiniment. La série (i) est donc convergente.
r- . 1 » ^ I sin « -
Si 1 on suppose y.<i\^ comme le rapport • tend vers
Tunité à mesure que Tare u tend vers zéro, on peut toujours faire en sorte qu'on ait, pour toutes les valeurs de 72 à partir d'une valeur /?,
sin
k étant un nombre déterminé plus petit que i . De là résulte
h. siii
Sin'
l{a-^jjl- {a
Le second membre de rinëgalité augmentant sans limite avec 7z, la série est divergente.
On reconnaît qu'elle Test aussi pour a = i .
1^ Soit a ]> £ . On a, pour toutes les valeurs de n autres que zéro,
;in [
sm '
tang <
ces
par conséquent
*.— - sin«(- l4-sin"(— ^y-:-...-f-sin«(— ^-) L
cos^f-H ^""^ \« + »/ \« + WJ
ce qui démontre la convergence de la série. Si l'on suppose a <^ I , on a
s„^, > -^^ [-a ^ («4-ir "^ • • • "^ [^r^^'J*'
la série est donc divergente^ elle Test encore si a = i .
9. Observons d/abord qu'on a, pour toutes les valeurs positives de x et pour les valeurs négatives de ,r plus grandes que — 1 ,
(A) log(i -4- a:)<;x.
Celte inégalité résulte immédiatement de la relation
H ( idz- 1-1-
Soit
y ^=.\ sin(a -t-/?a).
Le produit d'un sinus par un cosinus étant facilement transformé en une somme ou une différence de sinus, on conçoit que, si l'on multiplie les deux membres de l'équation (1) par 2 cosa, on puisse faire apparaître, dans le second membre
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de ]a uouvelle équation, la quantité inconnue j^. On trouve, en eiTet,
p = ii p=n
(a) 2^cosa = / sin(« +/>-!- la) -t- \ sin(a -hp — i ;x),
pz=io p=o
où la première somme du second membre représente
/ -f- sin(a -\- n -Y- ta) — sin«,
et la deuxième
X — sin(a -i- «a) H- sin (« — a).
L'équation (a) nous conduit alors, après des substitutions évidentes, à la relation
. « -4- I sin a
Y z=z sm
sin -
On trouve semblablement que la seconde somme est égale à
sin «
ces
sm-
/îa\
On obtiendrait par le même procédé la valeur des sommes
\ arP sin(a^pa)^ \ jci' cos(a -^ pa)
p-=io p=o
11. Pour établir la convergence de la série (uq)^ il suffit de montrer que la somme
est aussi petite qu'on veut pour m suffisamment grand, quelle que soit la valeur dep. Or cette somme n'est qu'une
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partie de la suivante
qui est moindre elle-même que la somme
et cette dernière est aussi petite qu'on veut à cause le la convergence de la série (A). On établit absolument de même la convergence des séries ( "i ) , (ui)^.. .^ ('•'»)• Cela posé, on a les équations
|i. dans lesquelles p^^\ p^^\ pC"»-*) désignent des quantités
(: aussi petites qu'on veut quand n est suilisamment grand.
it On peut donc supposer chacune d'elles moindre que — <•
; \ e étant très-petit et m très-grand.
On a de même
chacune des quantités a étant supposée plus petite que -• 11 suit de là que les deux sommes
H(«) ■+■ H(0 + ...-+- IK'"-'), Vo -f- V. -f- . . . -h V„_, OQt une différence qui tend vers zéro quand m et n croissent
SOLUTIONS. OJ
indéfiniment 5 la limite de la première est donc aussi la limite de la seconde, c. Q. F. D.
Dans le cas où les termes sont quelconques, et sous la condition énoncée, on voit que la valeur absolue de la somme u^,'"^*^ -f- u^^"^*^ + . . . -h u^^'^p^ est toujours moindre que la valeur absolue de la somme (B), inférieure ellemême à celle de l'expression
et Ton sait que cette dernière tend vers zéro, quel que soit p^ à mesure que m croit indéfiniment. De là résulte encore la convergence de la série («o)? et Ton arrive de la même manière à celle des séries («/i), (mj),. . ., (//„). La démonstration s'achève comme dans le premier cas.
Le théorème subsiste évidemment lors même qu'on suppose quelques-unes des séries (C) ou (D) composées d'un nombre fini de termes. Chaque série de cette espèce peut en eiï'et être considérée comme une série convergente indéfiniment prolongée, mais dans laquelle s-'évanouissent tous les termes dont le rang surpasse un nombre donné.
Ce théorème important, dû à Cauchy ( Anal, alsj^éb.^ p. 537), est utile dans la recherche du développement des fonctions en séries. [F^oir § VL)
L'expression
1 ces a 1 9
dans laquelle — '-^—^ est moindre que Tunité, peut se développer en série convergente, ordonnée suivant les puissance î croissantes de cette quantité, ce qui donne
On a aussi [n? 5)
(2) {i-f..r')-a+Oz=i~(>H-i)^»-|-...-h(-l)'*P"*"^]^'''-f-..-.
Or les séries (i) et (2) sont convergentes, et la seconde ne cesse pas de l'être quand on y donne le même signe à tous ses termes; il suit de là (n® il) que, si Ton développe chaque terme de la série (i) en une série de la forme (2), la série nouvelle à laquelle on arrive en ordonnant les résultats obtenus suivant les puissances croissantes de x est aussi convergente et a pour somme j^. Il faut donc calculer, dans chacune des séries que renferme l'équation (i), les termes où la lettre x est ail'ectée d'un même exposant. Or le terme général du développement qui répond à la valeur a étant
on voit que les puissances de x que ce développement contient sont de même parité que X. On est donc conduit à chercher séparément le multiplicateur de x'" et celui de
Dans le premier cas, posons
On a
sin2fl cos a = — : — 9 2Sina
a sina
cos - = 3
2sm-
sin-
cos -j = f
2 sm ,
sin
cos — = ;
2" . rt '
et. par suite,
2" / sin 2 a
. a 2a ' sm —
d'où résulte
,. _ sin2a lim P,. = .
La considération de cette limite s'est présentée à Viète [OE usures, p. 4^0)5 à propos de la surface du cercle. Il a été conduit, en effet, à la relation
cos — cos -7- • • • cos —
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OÙ Sjw ^ désigne la surface du polygone régulier de 2". k côtés, et A l'angle au centre du polygone régulier de k côtés.
l^.. i" On a évidemment
(l -- Wfl,4.,) (1 — I/,,^,) (l — n„,^,) >• I — «„,+ , — ««4.2 — W«-H3»
A^ >> I — ( Wfl,^., 4- Wm+j H- ... -4- Um+j,)'
Or, la série (1) étant convergente, on peut prendi'e m assez grand pour qu on ait
a étant aussi petit qu'on voudra.
De là résulte
2° On peut poser
Ap > I — c.
d*où
par conséquent.
par suite,
15. 1° A„ décroit à mesure que n augmente; il suLit donc d'établir que cette quantité ne décroit pas indciiuiment. Or on a
=:A«(l — Mfl,^.,) (l — tf,,^.2). . .(1 — w„),
et, d'après le numéro précédent^
a. étant une quantité aussi petite qu'on veut pour m suCisaniment grand.
2® On voit de même que
et comme, pour m suffisamment grand, le multiplicateur
de B,„ est moindre que •> on a
c'est-à-dire que B„, qui croît sans cesse avec 72, ne croit pas sans limite.
16. On voit sur -le -champ que B„ croit indéfiniment avec 72, car on a
B„ > 1 -f- Mo -f- Wt -1- . . . -f- Un
et, par hypothèse, la quantité
I/o -♦- Wi -h . . . -f- Un
croit indéfiniment avec n.
Quant à la limite de A„ , si Ton pose
d ou
I — uu on peut écrire
Uh
-- — (i + ro)(l-f-r,). . .(1 -h <'„)>(! + »o)(ï -^-«i)- • -(ï ^««)'
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H résulte de là que -- croît indéfiniment avec w, c'està -dire que A„ tend vers zéro.
On a les égalités suivantes
(m — Ol^w — 2). . .(m — p)
La valeur absolue du second membre de cette dernière égalité est celle du produit
et tend vers zéro lorsque p croît indéfiniment, quel que soit le nombre posilif /w (n** 16).
Quand m est négatif, les égalités précédentes subsistent encore, et la somme des p -h i premiers termes de la série est représentée par l'expression (2), dans laquelle on remplace m par une quantité négative. On sait d'ailleurs (n" 16/ que dans ce cas le produit (2) croît indéfiniment avec p.
18. 1° Soient S la limite de la série, S^^t la somme de ses n -f- 1 premiers termes-, on peut écrire
par suîte,
c est-à-dire que le produit
(H-t',)(r-f-(^,).. .(i4-rj,
où
Un
I -f- «I H- ... -h Wn-i
converge, pour n croissant indéfiniment, vers la même limite que la série proposée. On voit d'ailleurs que la condition de convergence du n° 15 est ici satisfaite. 2° Si Ton compare le produit
(l-hr.)(i-f-i',)...(l-4-r,) au second membre de l'équation (i), on en conclut
P, rzrtf, , cj— — ■ , v^zzz ; ,
Posons l'identité
Si Ton V remplace z par xz, Fidentité subsiste encore, et il en résulte
(i-f- A,3 4- A,2» + ...-+- AnZ") (i-h .r«-*-»z) = H- A.JTZ -h AaJ:'22_4_. . ._j_ A„.r«z»(i + -^s).
Egalant les coefficients de z^ dans les deux membres, il
vient
A^ .tP -f- A/,_, .tP =r A^ -f- A^_ , .i"-^-' ,
d*où
jcP — .r"-^' Al, rrz - Am_i ,
'^ I — .zP ^
et, par suite,
I — or 1 — x^
I — .tP
2^ Si Ton fait croître n indéfiniment, A^ a pour limite l'expression
(i — :r)(i —j:').. ,{i — xP)
laquelle diffère de A^ d'aussi peu qu'on veut, quel que soîl le nombre déterminé p^ pour n suffisamment grand. On peut donc poser l'égalité
6 étant un nombre positif très-voisin de zéro. Observons, en outre, que le premier membre de cette équation tend vers une valeur déterminée quand p croit indéfiniment,
puisque le rapport -^— tend vers zéro dans le même cas. On a aussi, pour p suffisamment grand et quel que soit 72.
supposé toujours plus grand que/?,
(i) 2Aa«a=limPp-t-$,
5 étant aussi petit qu'on voudra. On conclut des relations (i) et (2)
limP,,=: V Ba3^.
La formule de Moivre conduit à la relation connue
sin/itrr = m cos
wt-ia?sina? — f j cos'^-'a? sin^a? H-, . ..
En y supposant m impair, elle prend la forme
(1) sîn/nâ? = msinar(n- aisin'ar-+-. . .-4- a,n-\ ûx\^-^x) ou celle-ci
(2) sm/7ia? = mcos'"a7tanga?(n-6j tangua? 4-. ..-f-6;„-itang'»-*iF).
Or, si l'on pose
sina7 = ^ et sinma? = cp(/), l'équation
?(r) = o = j(i -h a2jK*4-. . .-+- am-\y"'-^) admet m racines, qui sont les sinus des arcs suivants :
j^ 1t . ITZ .m I Tt
o, ±— > =fc — , ± ;
ni m 2 m
par suite, la relation (i) peut s'écrire
sinma? = II sina?/ i \/ i —
sinî — / \ sin''2 —
Xi I
. - wi — I ir
1 m Fhenet. — Becueil.
Pour déterminer H, il suffit de remarquer que, si Ton fait X = o, on a
Il = liin — . = Iim -: — m = m,
sin.r
mx siiia:
d'où résulte la relation (A).
On arriverait de la même manière à l'équation (B). 21. Les inégalités (C) peuvent s'écrire
sin(a-+-A) — sina h tang(a-t-/i) — tanga h
siaa a tanga a
ou bien
. h a sin- cos •2
(an ) < - sma,
a tang/i[i -H tanga tang(a -\- A)] > h tanga; et sous cette dernière forme elles sont évidentes, car on a
sin- < -> acosa<sina, tang/i > A, a(n- tang*a) > tanga.
Elles s'établissent aussi très simplement par la Géométrie. Cela posé, de l'identité
smma? = 771 sina:/ i —
sin'a?
sin' — ni
sin'a?
sin^a?
ir.2
ni
sut
on tire
%\iïz = wsin— (l — tti)(l— Mj). . ./l— Mm- A,
en faisant
/l— Um~\\
ni mx = ^, = Un*
Supposons l'arc>5 compris entre les valeurs nit et (n -f- 1)11, n étant plus petit que m ; on peut prendre m assez grand
pour que — soit moindre que -• Par suite, et en appliquant le premier lenime, on a
d'où
( Zf 1 — I ) ( ttj — I ) . . . ( Z^ » ~ 1 ) ( 1 — tt «-♦. 1 ) . . . / 1 — Mm-l\
et enfin
(-,)'.sin^<(-.)'.^(.-|;)(.-^)
[-{4-yA
Le second lemme conduirait de la même manière à la deuxième inégalité.
Le numéro précédent fournit les deux inégalités
( — i)»sin-j<P, (— i)'»sin^ > P cos'» — *
où Ton a
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m représentant un nombre impair quelconque aussi grand * qu'on voudra. Or, si l'on fait croître m indéfiniment, P a
une limite (n® 15). D'ailleurs la quantité variable cos*" — >
toujours moindre que l'unité, s'en approche indéfiniment, car on a
— = ( I — sm*— ) în \ m I
cos'"»^ = ( I — sin*^ ) >i — msm^ — 9
ou
. sin' — . z z* m
m m / zy
et le second membre de cette inégalité est aussi voisin qu'on veut de l'unité, pour m suffisamment grand. Il suit de là que ( — i)"sins est compris entre deux quantités variables avec m et ajant la même limite; on en' conclut
donc
( — i)'* sin z = lim P, ou
sinz = z{ I
Si l'on déduit des relations proposées l'expression de
cos(a? -}- nh)-h isin(x -h nh) = (cosiP-4- isina7)(cosA -h isin A)'*,
on trouve, en posant pour abréger 2/sin - = a,
cosar-H i sina?-t-/ la cos lx-\ j-4-*sin(arH \
-H ( j a' cos (ar-f-2-j-+-isinfa?-4-2 — 1
■4-( ja^ I cos ( 07-+- 3 - 1 -h tsio (a?4- 3 - J -4-...
u désignant le binôme cos — h /sin -• Il suit de là qu'on doit avoir l'égalité
(cos A -t- isinA)"= (iH- aa)«, ou bien
COSA-+- j sinA = I + aisin- ( cos — h t sin— ) ,
relation qui est manifeste.
Posons
a = ^ii7/'cos(a +/?a), v = ^^xPsm{a H-jPg);
on tire de là
u-\- w =i ^ a?/' (cos a -i- isina)(cosjDa-f- 1 sin/>a)
= (cosa -H t sina) ^ [a7(cosa -h t sina)]/'.
La dernière somme est celle des termes d'une progression géométrique^ et elle est égale à
37/1-4-1 (cosa _{_ e'sinâe)'*^^ — f a7(cosa -f- 1; sina) — i
expression qui peut aussi s'écrire
)3:»+i[cos(n-4-T)g H- t'sin(/i -f- i)a] — i| (a?cosa — i — xisina)
1 — IX cosa -h 37*
On en tire, après l'avoir multipliée par cosa -\- î sina,
^«+^os(a-+-/ia) — a:"-»-i cos[a-H (n-f-i)»] — arcosCa— a)-hcosa__
I — 2X cosa -H 07*
x^-*-^s\n{a-\-noL) — a7«-^*sin[a-h (n-hi)g] — a?sin(a— a)-l-sina_ ^
I — IX cosa -i- a?2
Si l'on fait croître n indéfiniment, u ei if n'ont de limite finie que lorsqu'on suppose a:<^i. On a, dans ce cas,
,. cosa — a7C0s(a — a) ,. sina — xs\n(a — a)
1 — 2ir cosa -i- a?* i — aiFCOsa+x-
Remarque. — Le dernier résultat conduit à celui-ci :
a? sina
= icsina -f-. . .-H a7*'*sin2/ia
I — a a? cosa -h a?'
_l_ a7««-»-isin(2/i -h i)a -h. . ..
En le rapprochant des formules trouvées dans le n" 12, on en déduit
sin2/ia = A2«— 1 sina, sin(2/t -h i)a = Ag« sina;
et par suite
sin2/ia = (-— i)'»+isina V {—r)V'("''^^\{icosayv-+^,
[Lz=n
8in(2 7H-i)a = (— i)«sina \^(-- i)Ia/ ^ )(2 cosa)^^'.
ji.=o
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§ II. — Différentiation des fonctions explicites
d'une seule variable.
dx
dx {x — i)*
dy a*
^•^ (aî-:r2)'"
Soit
d'où
ylogsa? = log(Iog,ar),
dy
dx xlogarlogja?'
el généralement
dx a?logxlog,a?...Iogi»-ia?*
dy __ 5ar»
dx ~~ (5a? — 4)»*
dx
_ ^«roslnjr
(l — arï)»
a -h 6 cosa?
coso?
cos'a?
si n'a?
^ _ 1 (a«— 6«)r rfx 2 an- ftcosar*
g = «.-(co,.log.H-!i^)
SOLUTIONS. "jS
46. Les trois parties dont Texpression se compose ont respectivement pour dérivées
37(1-1- 4 sin*a:) 4^(ï H- ^ sin*ir) Sx
5cos®a? i5 cos*a? i5cos'ir'
dont la somme se réduit à
cos^x
dx
2 sin^
dx a -H 6 cosa? -4- c cos2a7
49. La fonction Xn tend vers une limite finie, car en désignant par a^, a^, . . . , a^i les exposants de x dans X\^ Xi^ . . ., ^„, on trouve
«i=-(n--)> at=ai(n ),
P\ qj \ PIJ
/Il I \
\ T'a' T' â' pn-\qn-\]
La limite de a« étant ^ _ > il en résulte que a:/i tend vers 0?'"/*, dont la dérivée s'obtient immédiatement.
50. Il suffit de différentier par rapport à x. On obtiendrait de la même manière la relation (i), en partant de la relation (2).
51. Qu'on fasse ^ = o dans les relations du numéro précédent, puis qu'on y remplace h par x\ en différentiant les résultats obtenus, on arrive aux formules à démontrer.
52. Il suffît de diiTérentier deux fois de suite la relation qu^OD trouve en prenant les logarithmes des deux membres de Téquation donnée.
53. On remplace a par x dans l'équation (i) du n° 13 et l'on opère ensuite comme dans le n° 52. Si n croît indéfiniment, on a deux séries convergentes dont les limites sont respectivement
acotaa?, --+-4cot'2a7 -.
§ IIL — Dérivées d^ordre quelconque^
V(/' — OC/? — 2,...(/?-/n-i)(a-ô^y
— -^ = a« cos ( ax -h n - ) • dx^ \ 2 /
d'^z . / it
— — = a» SIM ( ax -t- 71 dx'^ \ 1
«/» « i-f-cosaa? OO. cos2ip= ;
d'où
dny I û?«COS2a7 ^ . / -ît \
-r~- = ; = 2"-* COS l2X -{- n -
dx^^ 2 t/a7« V 2/
On déduit de là
- = — 2'*"* cos ( 237 H = 2'» -1 sin ( 2a? H • Tt '
rfa?« \ 2 / \ 2
57. On sait comment, au moyen de la formule de Moivre, on exprime les puissances entières de sino: et de cos^ en fonction des multiples de l'arec. Les résultats auxquels on
parvient peuvent s'écrire
(i) 2'^P sln^P a; = {— i)P ^ (— O'^f 'T ) cos(2/) -'ih)x,
(2) 22p+isin«/'+i:r = (— i)/' V (— O^P^r^j sin (2/? -hï— 2 A)ir,
(3) %Pco?>Px = ^^ ( , ) cos(/? — 7,h)x,
La dernière formule donne, en ayant égard au n^ 55,
Si la fonction proposée était sin^a:, les relations (1) et (2) conduiraient à deux formules analogues, Tune répondant au cas de l'exposant pair, l'autre au cas de l'exposant impair.
On a iuectiquement
c««[cos(6a?-h c) -{- isin{bx "h c)] = eaxH-/(6jr+c),
Appelons u le premier membre de celte égalité, il vient
Posons
= (a-h biY e^*-^*^^'-^K
= cosa, = sina;
la dernière égalité peut s'écrire
-— ^ = (a^T^- è*)*[cos(/ia -4- isinna)]
X [cof(62?h- c)-h isin(Aa7-i- c)]6**.
Si Ton remplace maintenant u par sa valeur et qu'on identifie les parties réelles dans les deux membres, ainsi que les parties imaginaires, on trouvera
— \. -^ ^ = (a»-i-6«)«e«^cos(^»a?-»-c + na),
— b ^^_ ii = (a«H-6«)*e«-«^sin(6a?H-c-H/ia).
. 6:2. Si Ton désigne par uelv deux fonctions de x^ on a, d'après le théorème connu de Leibnitz,
df^uv d'^u dv d^-^ u n(n — i) d^v d'^-^u
dx'^ dx"' dx dx^-^ 1.2 dx* dx'^-^
En l'appliquant ici, on trouve
dny d^(a-\-bxy d'^-^(a-^ bxy
dx^ dx^ dx^-^
Cl en vertu du n* 54,
= |-j />(/> — a)...(/) — a/n-4) x\na + (--\'i]bx\{a-^bx)^ ".
63. En appliquant le théorème de Leibnitz (n® 62) et supposant que p n'est pas un entier inférieur à /i, on a
^ = Af.-('")— J^ ^
aa?» L \i / p — n -h i i —
avec la relation
A =p{p — i). . Ap — n -i-i;(i — a?)''xP-».
Si n =p, l'expression devient
tf«*cosèa?) xP
En posant
- = tangot,
et ayant égard aux n°' 61 et 62, on trouve
r /» N /'^X , cosfôa? -4-(/i — i)a] X I a?''cos(6a7-+- /ia)-h f jpxP-^ ^^ j — —^
//i\ , . „ , cos[é>a?-h(/i— a)a] . "l
+ (^)/>Cp-Oa?''-» — ^^ T^ +•••
En opérant sur l'expression xP e^'*^^^^^' y on obtiendra à la fois le résultat précédent et celui qui convient au cas où sin6a? remplacerait cos6a? dans la formule considérée.
ia\a — bx a-hbx par suite,
d'^y 1.2.3... nb'^
^ny ^ 1.2.3... nb'^ V I ( i)»-»-i 1
Si n est pair, on peut écrire dr^y 1.2 3...n^«
df^y 1.2 3...n6« V'*//i-4-i\
et si n est impair, on a la formule
On peut appliquer ici la relation du n" 83. 68. ^=-ir_L L_].
ioya — bx a-\-bx\
En opérant comme au numéro précédent, on trouve pour n pair
d'^y 1.2.3. ..nô» ^ , - . . . .. ,
et pour n impair,
dx'^ {a^ — b-^ xi)n+i j^Q \ 2/i /
69. On obtiendra les formules demandées en remplaçant b par ib dans celles du n** 67; mais on arrive à des résultats plus simples en posant
a^-h b^x^ ia\a — ibx a-i-ibx/^
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d'où
Sî l'on fait a = rcosy, hx = rsincp, le second membre devient
i** ^^ [cos(/i -hi)çp-4-isin(/n-i)<p
(— i)''cos(n + i)<p — (— i)'*i sin(fH-i)çl.
Il en rjaulte pour n pair
^ =(-!)' __^cos[(/i + i)arctorg — j,
et pour n impair,
^=(-0' ^»sinl(/i + i)arctang— J.
On peut aussi obtenir une formule unique pour les deux cas; en posant en eflet
X — ai bx -+- ai) '
a^'-^b^'X^ iai\b
et opérant à peu près comme tout à l'heure, on trouve, quel que soit n,
5^ = (- O'* ^ sni ^{n + 1) arc tang^ J •
(LiOU VILLE.)
On peut appliquer ici la relation du n° 83.
70. En remplaçant b par ib on rentre dans la question traitée n° 68; on obtient d'ailleurs des formules plus simples en opérant comme au n*^ 69.
ly^ ^__ -iab
dx a^ — h^x^ La question est ramenée à celle du n** 67.
Appliquant ici le théorème du n° 62, et observant qu'on
dJP{a->rhx\ ^ , . 1.3. 5... (2/7 — 1) , — i '- — =( — \\P 1— £- 1^/»,
iP{a-\-hx) « il vient
^^.^ ,.3-(.»-.) r.^y(-.)*(:)Al
où Ton a fait
I.3...(2X- — 0 /l — ar
(2/2 — l)(2« — 3). ..(2/1 — 2/--I-I) \l-f-ar
On peut encore ici appliquer la relation du n° 83. 73. ^= " ■
dx~' à" -\'X''* par suite (n** 69 )
d'^y / X. , / x/ . sin/iosin"©
où Ton a
arc tang - = cp.
_. c/r sina sina
£?lr I — 2JPC0Sa-H.r* (i — Z»-^) (i — qx)
en posant
cosa -+- i sin OLz=p^ ces a — / sin a = </• Frexet. — Recueil. 6
On tîre de là
dx 2/\l— p.r i — qx)
et par suite
d dx^
ou bien (n^ 54)
^ — Ï7 (i — 7,x cosa 4- ^')"
Sî Ton fait
I — X cosa = p cosô, X sina = p sinO,
l'expression
se réduit à
2/sin7z(a 4- 6)p"»
et, par conséquent,
d^Y / X sinw(a + Q)
^•^ (l — 2a:a)Sa-t-ar»)»
75. Premier cas, m pair. La méthode de décomposition des fractions rationnelles donne la relation
jm Qtn ma'^~^ \x — a x -\- a
jc"' — a
'^.zi cos h i sm
* X — a cos /« sm-—
^^-^ cos i sm
Posons
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X — a cos
m COSÇA = -^>
x' — 2 ax cos h a}
asm
m sm^k = »
I x' — 2 ax cos h a' |
il vient
mar / ^^
'^ Lr' — 2axcos
Deuxième cas, m impair. On obtient encore, au moyen de la décomposition des fractions rationnelles en fractions plus simples.
^ — a" ma*»-» X —
cos h l sin
X — a cos ta sin
m — i 2.kn , . 2./nz cos i sm —
, « mm
ma"^^^^ ihic . 2/277 X — a cos h /a sin
En faisant une hypothèse semblable à celle du premier cas, il vient
2L_i cos h /2 -4- i)w
* Ijc' — 2a j? cos ha'
76. En opérant à peu près de la même manière que dans le numéro précédent, et adoptant les mêmes notations , on trouve pour m pair
daf"
2 ( x' — 2 a^rcos h a' )
et pour m impair,
if" r , ^ 1 . 2 . . . «
w-,-r- c^s — — h(/2-hi <
, 1.2. . ./2 Xf'
ma'"-''-'— ^ / . sAtt \ *
^ ( .r' — lax cos h a^
f(.'^l^)'=zy^h^-\ -^+...H
ax - - J-' - -
<ir ' 1.2 rfor' ' ' 1 . 2 ... 72 É^-r"
Or on a
(?'"*= I + 2 CX^ -f- i^ ^ A'-h. ..,
^*' = 14- ch^-h h*-^
Multipliant ces deux dernières égalités membre à membre et prenant le coefficient de A", on trouve qu'il est égal à
/i(/2 — i) (tï — 2) (rt — 3) ,, V , n
-7— s'obtiendra donc en multipliant cette quantité par
La méthode qu'on vient d'employer peut servir dans plusieurs autres cas. On arriverait d'ailleurs au même résultat en appliquant la relation du n° 83.
78. cos(a:^) -f- / sin(a:^) = e'«' ; par conséquent, en vertu du numéro précédent,
d''cos(x^) .^".sin(a?*)
Remplaçant les puisstnces de i par des exponentielles
au moyen de la relation iP = e ' , le second membre de l'équation précédente pourra s'écrire
on CU-CrL DlFFtKERTlEI..
On déduit de là
= (2x)«COslx»-f-/l-J
-h /l(/I — I) (2x)— »cos ( x> -+- -^ 1
X cos I x' -4- ir
Il suffit de remplacer les cosinus par des sinus pour ob-
tenir ; -»
dx"
79. Après avoir différentié un petit nombre de fois, on s'aperçoit aisément que la dérivée /i'*'^ de j est de la forme
g„ g«* -4- an^i g<"'^^* -f- ... -4- g. g*,
on peut donc poser
D'un autre côté, x ne recevant que des valeurs positives, on a la série convergente
X = tf-* — <?-'* -+- g-" — . . . ;
d'où, en la diflérentiant n fois, ce qui donne encore un résultat convergent,
On a aussi
I I • LA
Multipliant les équations (a) et (3) membre à membre et
observant qu'en vertu de la relation ( i) le produit des seconds membres ne doit renfermer qu'un nombre fini de termes à exposants positifs, d'où résulte que les termes affectés d'exposants négatifs se détruisent mutuellement, il vient
(Làplâce.)
80. La relation est évidente quand n = i. Afin de TétabUr généralement, prouvons que, si elle existe pour le nombre n , elle existe aussi pour le nombre n -|- 1 . Or on a, en différentiant les deux membres de Téquation (i),
pD»-*-»tt ■+- Di'D'*tt
= D«+' uv — ( ) D" (tt D«')
-4- (''jD"-«(ttDV)-h. . . + (— i)"D(wD»t^). Si d'ailleurs on remplace dans (i) p» par Dv, on trouve
i D<'D«i/ = D''(ttDt') — ( '^ )D''-'(i/D»r) (3)
('*jD»-n"DV)-f-...-»-(— i""D»+'p).
Retranchant membre à membre la relation (3) de la relation (2), il vient
-+- r "^ M D''-«(ttDV) -+- ...-!-(— i)'^'«D«-»-«i^
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i^Ona et par suite
Si n = I , il vient
Or
D,7 = D,jrD/X,
D,j = .rD,j;
donc
(2^ x»Di7 = (D,~i)D,j.
Pour 71 = 2, l'équation (i) donne et, d'après ce qui précède, et ainsi de suite.
83. Cette relation se vérifie immédiatement par le calcul pour les premières valeurs de n. Afin de l'établir généralement, supposons-la démontrée pour une valeur n quelconque et cherclions à reconnaître qu'elle subsiste pour la valeur 72 -|- i . En diflerentiant les deux membres , on obtient dans le second, pour le coefficient de y*("+*~*J (•^')î l'expression
^^ 7 ' ^ 2 jr )"-»*-»■»
I • 2 « • • Ar
-f- 2 -^ '- Vt î ■ /i — 2>t -4- 2) (20: »-»*+%
dans laquelle le multiplicateur de (ax)""'*"*"* est
M. » 2> » m % fk
On voit que la loi de composition des termes du second membre dans la relation proposée subsiste encore quand on y change « en /i 4- i ; la formule est donc générale.
On peut appliquer cette formule aux questions des
n°'67, 69, 72, 73 et : 6.
84. En vertu du numéro précédent, le terme général du développement de — _^ est égal a
On a ici
(2ar)'«-='*^«/(»-*-0(jîï).
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et par suite,
j,. 1 .w -» / i A 2/1— I 2/î — 3 aA'-f-S, ,x"T" /(*-»-0(x') = (-i)-*-— — -(i— «^) ' •
Pour faire apparaître le produit
qui figure dans le second membre de la relation proposée, observons qu'on a
A- -f- 1) 2*~"-^'P. 2.4.6. ..ik
On aura donc, pour le terme général du développement qu'il s*agit de former,
^^ ' (A'-M)^X-f-2)...(2X--Hl)
OU bien
(— i)— *-« - ( . '* 1 cos— >*-•« sin^+»flu
Ce rt^suhat, rapproché de la formule connue (n® 20)? Un/»« r^ If iH^*~* a sin X — ( J cos*~*a ân'a 4- . . .
\ 2 * -h 1 dcinouUv iiuuu\liAtoniout la relation proposée.
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Celte importante relation, attribuée ordinairement à Jacobi qui Ta donnée en 1 826 dans le Journal de Crelle, appartient en réalité à Olinde Rodrigues ( Thèse sur Vat" traction des sphéroïdes, i8i5). M. Hermite en a présenta une généralisation très -remarquable dans les Compta rendus de l' Académie des Sciences, année i865.
On a
dx sm(fiiarcsina;)
-~T = sin(f*arcsinjr) cos (uarcsina?):
et par suite,
En dilTérentiant n fois cette équation, il vient
On déduit de là, pour a: = o,
Ce résultat montre que toutes les dérivées de j" sont nulles quand n est impair, et qu'on a, pour les valeurs paires de 77,
On trouve de la même manière
quand tz est pair, et
quand « est impair.
87. En opérant sur j" comme dans le numéro précédtîTit, on trouve
S IV. — Différentiation des fonctions explicites
de plusieurs variables.
De Téquation
on déduit par la différentiation
ÔF
dF ÔY'
df dx df dr
Ox dX. àj- dX
df dx àfdy dx ÔY dy dY
df dt
'^ dt ax'
df dt ■ ^ dt W
dF dT~
df dr .dfdy ~ dx OT dy OT
df dt dt dT
On a d'ailleurs
^ djc dx d.r
'^' âx "^ ^' âY "^ ■ ■ • -^ ^' âf = ■''"
puisque -r-r- est égal au coefficient de X dans x, — au coefficient de Y, etc. Si donc on ajoute les équations (i) après les avoir multipliées respectivement par X|, ï|,. . •, Tj, il vient
^ àF ^ dF ^dF df df df
'dX 'dY 'dï 'dr^'^'dj 'di
Cetle proposition est utile dans la théorie des coordonnées homogènes.
Diaprés le théorème des fonctions homogènes, on a
mu = j:,i/, -f- .ijWj -I- x^tt,,
Soit H le premier membre de l'équation (i). Si Ton multiplie respectivement par Xi, a:,, Xi les colonnes de ce déterminant symétrique et qu'on remplace chaque terme
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de la dernière par la somme de ceux qui appartiennent à la même ligne que ce terme, on trouve, en vertu des équations (2),
«ai «« Wi i'ii «s» «»
Opérant sur les lignes du nouveau déterminant comme on vient de le faire sur les colonnes du premier, il vient
«Il «n «1
«ai «aa «a
(m — I ) a, ( /?i — I ) //, mu
d où résulte la relation (i).
Il est évident qu'on obtiendrait une relation analogue en procédant de la même manière, si le déterminant H était formé avec les dérivées secondes d'une fonction homogène u d'un nombre quelconque de variables indépendantes.
Ce déterminant, utile dans plusieurs questions d'Algèbre et de Géométrie, est dit le déterminant de Hesse ou le hessien de la fonction m, du nom du géomètre qui en a fait le premier de remarquables applications. (Consulter, à ce sujet, le Journal de Crelle, t. XXVIII et XXXVIII. Foii aussi Sylvester, Journal mathématique de Cambridge et Dublin, t. VI.)
di' âf dz
ô.rôjr
= (i -f- ZxYZ 4- x^y^z'^](f^*.
l5xjr
du:' à/'
dx^dj
I — 5f.r'H-.r') — 6(.r< -f-y) H- Sl.r'j*
gQ CALCUL DIFFÉRENTIEL.
— jz(fl> — x')=.
En représentant par ç le second membre, on a
par suite,
^ "^ ' ^ ^ drdxdz dz
et enfin
- - -t ^'tt J-dtt
^ ^ ^ -^ \^ ^ Orôjdz ^ ' àz
Le premier membre de cette équation ne changeant pas quand on y remplace x par j^, y par z et z par or, il en résulte la démonstration demandée.
On peut observer en outre que, si Ton pose
x=z'asïx\a, ^ = «sinp, z = asinY, Téquation (i) devient
u •= a*sin(a -4-3 4- 7)»
d'où
'du\ fdu
/àu\ / d*u \
\dz ) \dxdyôz)
(^\ (^\ (^\ (^\[îl\(^\
\ôx) \dr) \âz) \à^)\ôx)\dz)
ce qui n'est autre chose que la relation (2). 104. Soit
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différentiant cette équation successivement par rapport à a et à 6, en y considérant a: et j^ comme fonctions de ces variables, il vient
df , ^df , ^ àf df .
ou, ce qui est la même chose,
La relation qui lie 6 avec x ^\y donne de même
Si Ton pose
= êi xi -f- Sy ji, I = e; .ré 4- €] ré*
*x^y ~- oCy 6j — Ay
on tire des équations ("i) et (3)
Arl=-$
d'où résulte la relation (i).
Cette relation peut s'écrire
ik\
ji Je
et ron reconnaît immédiatement sous cette forme, en effectuant le produit des déterminants par la règle connue, quelle n'est autre chose qu'une identité. Ce produit est égal, en effet, au déterminant
s;, x^ H- ty y« 61- x'z + 6^ Je
dont la valeur est i, à cause des équations (a) et (3).
La proposition exprimée par la relation (4) subsiste pour un nombre quelconque de fonctions a, 6, . . . , w d'un
Frenet. - - Recueil, 7
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même nombre de variables indépendantes x^ y^ ..., i. On le vérifie absolument, comme on vient de le faire, en s'appuyant sur les résultats obtenus lorsqu'on différeniie, par rapport à toutes les fonctions a, 6, . . . , cd, les relations explicites qui expriment la valeur de cbacune de ces fonctions au moyen des variables indépendantes. On a vu qu .1 n'est pas nécessaire de connaître ces relations; il suffit de savoir qu'elles existent.
Ce qui précède conduit à envisager des expiessions de la forme
Cette expression J est diiale détef minant fonctionnel des n fonctions a, 6, . . . , w de w vaiiables indépendantes. La considération en est utile dans un grand nombre de questions. On la nomme aussi le déterminant de Jacobi ou le jacobien des fonctions indiquées, du nom de l'illustre géoiiièlre qui en a donné le premier les propriétés et fait connaitre toute l'importance [Z)e determinantibus fanetionalibus [^[Journal de Crelle, t. XXII).
§ V. — Dijfcrentiation des fonctions implicites.
dx
(a -}- j) [ax ^ bf-h xj) ■
dx
b-[-x){ax -^ by -h
dx
dx
- X^) 4- 2Xjr
dx
dx
\ — lo^o:
I loj-r
dy er dx 2 — X
dx
dx 2sin2/ — sin/ — .r cos/
sin'y sin/ sin 27 -4- cos j — i
</y I — 2jsinj4-7>
dx I — COS j — y siny
k.^Zy r-xMl-^') air
5!r (i-f- J72)(27— arctangx) "^ (i-h r') (j' + o:')
. £(X 3(l — 2JC23) ^3 I — ^X^
dx 4/('2 — 3) ' dx ■^2(3 — 3)
lOO
dY z — J? dz
dx y — z dx y — z
^ du i f Y*
dx U \ X
M^M àz u
Ox
z^ xz —
2 dz
X xz-i-
ôx a' — z* ' ôy 1/^—2*
àxdy
ôxôy
^'^ — _^— .r(^/'— 3»)' -4- gf.r'— «M'-h «(z'— r')»
x{z — u]' dy~ r{z—uy
dz z(u — .r) dz
ôx x[u — z ) ôy
du u[z — j?) du dx
dx^ • dx^
zu
(„ _ 2)2 4. ( i^ _^ .r.)^-4- (z — xV x''(i/-— z)'
d'z __ d*M _ [ii—A (" — >r) -*- (^— •^) (g—/) • d'z ■ d'// (m — z)^-f- (w — r)'-t- (2— j)'
— r = ;^ — = zu TT — ri "
ày'
dy-"
On déduit de l'équation (i) (3) D,z=/(z)D,z
Le premier membre de l'équation (a) est égal à
«p' (z) Dj. z D, z -+- ^(z) D, (Djr z), ce qui revient à
/(z)/(z)(D,z)'+ep(z)/'(z)(D,z)»-hç(z)/(z)Dir,
résultat qu'on obtient également en développant le second membre.
On peut dire encore : quelle que soit la fonction z des deux variables x et y^ on a identiquement
Dy[«p(z)D,z] = D4y(z)Dyz].
Or, pour la forme particulière de z que Ton considère, 1 équation (3) subsiste^ Téquation (2) subsiste donc aussi,
Considérant le cas général, on a (n
D^F(z) = F'(z)D,z=:F'(z)(/z)D,z; donc
On aurait de même
D/F(z) = Di[F'(z)(/z)»D,z],
et enfin
D;F(z) = Dr' f F'(z) (/3)"D,z].
Cette formule^ donnée par Duhamel, lui a permis de démontrer d'une manière très simple la série de Lagrange.
S VI. — Déi^eloppement des fonctions en séries,
i26. I** Il suflSt de poser A= — x dans la formule (i) pour avoir la formule (2), où 9i représente un nombre compris entre o et i .
2° Soit fait
d'où
L'équation (2) peut alors s'écrire
Y[h^x) = Y{h) -xY'{h — x)--.. .
OU bien, en posant li-^ x ^^^ z^
F(z-4-Jp) = F(z) + j:F'(z) -h. . .
H F(")(3) H ; F»(z H-ÔJ:),
résultat qui ne diiïère pas de la relation (i).
En posant
on reconnaît (n<* 60) que la série de Maclaurin est applicable à cette fonction, le reste de la série tendant vers zéro, quel que soit A, à mesure que le nombre des termes augmente indéfiniment. On a donc
h h' e*«»**cos(Asina:) ==:H — cosxH cos2.r-H . > .
' cos/2.r H- . . . .
On trouve également
e*<^"*'sinf// sinx) = // sin.r H sin2.r H sinSr -4- . . .
h" sin/? c
ï .1. . fi
On peut observer que les développements qui précèdent résultent immédiatement delà relation
en y remplaçant z par h(cosO -h /sin 6).
181. On vérifie aisément (n** 73 ) que le reste de la série de Taylor, dans le cas de arc tang(x -}- h)^ tend vers zéro à mesure que n augmente indéfiniment, pour toutes les valeurs de X dont la valeur absolue est inférieure à Tunité.
On a donc le développement
h" arc tang(j? -f- ^) = are tango; -h h sin'y sin*^ sin2f + . . ,
-4- ( — i)"-* — sin"cp sin/io
où
y = arc taDgjT.
En faisant A = — j?, on trouve la série (1). 132. On a
j = log(iH-x»)^-h log
Pour Jî<^i, log(iH-x')' se développe d'après la série de Maclaurin, et log I i -\ '- — - 1 en série ordonnée
suivant les puissances entières positives et croissantes de la quantité • Ces développements demeurent conver-
(l -hx')^
gents quand on prend tous les termes avec le même signe, et il en est de même pour le développement en série ordonnée par rapport à x d'une puissance entière positive quel-
conque de j-; donc (n° 11)
X = A,.r -4- Aj-r» -f- Aa-r» -f- . . . + A^x" -f- . . . .
Les quantités A„ se déterminent simplement par la méthode des coefficients indéterminés. On a en effet
djr _i
^ = A, H-aAjx-i-.. H-wA„x«-«4-. . .= (i + x») *.
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Or
la quantité A„ est donc nulle toutes les fois que n est pair, et, pour 71 = ap -h I , on a
par suite,
Ce résultat reproduit le développement de arc sîn z quand on remplace x par iz,
On a
/t = ao /!=•
or
ra = ao
V* or» , I
y —= log - —
et
n = oD
xA
Par conséquent,
(l — af^\\ou\\ — x\ 1 / j:' j::"'
/WX" /TIX^ \ 2 m
Cette équation subsiste même pour j: = i ( n° 1 ) .
134. La série connue qui représente arc sin x est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les
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limites — i et + i et pour ces limites mêmes, abstractioD faite du signe des termes du développement.^ il en résulte que la fonction (arcsino:)* se représente aussi par une série convergente dans les mêmes conditions. On a donc, d'après le n° 85,
(arc smj?)» = \- h ^ _ h- . . .
On arrive au même résultat en employant la méttode des coefficients indéterminés.
Il est clair qu'une puissance quelconque entière et positive de arc sin x donnerait aussi lieu à une série convergente pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas en dehors des limites — i et -j- 1 .
135. En différentiant Térjuation du n° 134, il vient arcsinx 2 2.4''-(2« — 2) ^^_j
(,_;r')' ' ^ 3.5... (an-.)
relation qui suppose x compris entre les limites — i et -|- 1
Soit fait
d*où résulte
arc sinar = arc tangs,
et par suite
arc tanff z :=. i H- 7: h tt-? 1 4-
^ i-4-z'L 3 i-hz' 3.5 Vi-+-zV ^
De cette équation et de la relation connue
7 = arc tang — h arc tang->
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on déduit la suivante, commode pour le calcul de ir :
ïï 4 f ^2 2.4/2\' 2.4.6/2y "1
4"~io! 3 10 3.5\io/ 3.5.7 \io/ J
AT -— lÂi—Y iiiiË/'-LV 1
10 L 3 10 3.5 \io/ 3.5.7 \IO/ ''*J*
Soit
jr= tangj: = sinx(i — sin*j:) *.
Si Ton a. X <^-f tang:r est développable en une série
convergente ordonnée suivant les puissances entières, positives et croissantes de sinx^ et la convergence de la série ne cesserait pas d'exister si tous les termes étaient pris positivement. Comme il en est de même du développement en série d'une puissance entière et positive quelconque de sinj: (n° 11), on peut donc poser, en remarquant que laiï^x est une fonction impaire,
tang.ri=x + T» -+- T» — -— 4-
3ll-f-l
Pour trouver la loi qui lie les coefficients, diiFérentions (2/1 -H i) fois les deux membres de Téquatioii
y Q.Çi%x 7=z sin^, ce qui donne {riP^ 55 et 62 )
COSor^O'^O -f- (2/2 -+- 1) €05 ix -f- - ) j(^) -H . . .
j COs(a- -|-jr7 7r) jC^+'-V) -h . . .
= sin I jr -f-
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Faisant x=o dans ce résultat, on en tire
En suivant une marche tout à fait semblable, on trouverait
sec jr = I 4- T, h T* =—7 -h . . .T,» h. . .
avec la relation
•SiS^ZlI
On a
p'(arc sinor)* fx*(arcsinj?)*
jr — I I _ _ • • • î
et cette sérîq demeure convergente quand on y prend tous les termes avec le signe -h. D'un autre côté, ^p désignant un nombre entier positif, on a (n? 134)
(arc sin.r )V = a:V -+- «jar'P+î _^ a^a:^P-*-*
les coefficients a,, a*, . . . étant tous positifs et la série convergente. Il suit de là que le théorème du n** 11 est ici applicable et que la fonction^ se développe en une série de
la forme
r = i-f- AjcT» -h Atûc* -h Ae.r«4-. ...
Les coefficients de ce développement devant être identiques à ceux que fournit la série de Maclaurin, il en résulte (no 86)
-♦- (— iWÎ—ii- 1 ii- ^ LJ^2«+,...
Une marche tout à fait semblable donnerait •
Ces remarquables formules sont dues à Euler. 138. Comme on a
X XI sin*.r i,3 sin*:r
COS^, -; = I H 5 1 7 — F
smx svax 2 3 2.4 5
il en résulte (n** 11) que la fonction paire y peut se développer en série convergente de la forme
x^ .r* jî'*
j = I -4- a, h «4 -—7 4- . . . + «te
du moins pour les valeurs de x qui ne surpassent pas - •
-r-^ I î diliérentions 2/iH-i fois Té-
qualion
^sin^=: arecs j;;
il vient
sinfo: H TT j ^ -f- (2/2 -4- i)sin(j?-f- ww)j' 4-- ••
I smlorH ^- -7rj j(V) -f
-f- (2/2 4- i) sin ( a: -h - j jt*») -4- sinar/C^^+O
=:a:cos (a: H tt ) -h (2/2 4- l)cos(a: 4- /2 7r),
d*où Uon tire, en faisant x = o.
13P. Si l'on pose
y -=z X CQtXy z = X
^"-hi
la question revient à démontrer que Ton a
On déterminera les coefficients relatifs au développement de la fonction paire désignée par z^ en dilîérentiant 2« -f- 1 fois les deux membres de l'équation
(c* — ^-')z = .r(e' 4- tf-'),
ce qui donne
= a:(^~^-')-+- (2/2 -f- i)(^4-tf-*),
V^ -h (— I JA» ^'] zCp) -f- . . . 4- (e* - e-')2f "+'^
et d*où Ton tire, pour x = o,
27? ) \dx^é'l „
En rapprochant ce résultat de celui du numéro précé-
dent, on en conclut Ja relation (i), ce qui démontre la proposition énoncée.
On aurait pu la déduire aussi de l'égalité
XCOtX=i IX
Les nombres B^, sont appelés nombres de Bernoulli, du nom de Jacques BernouUi qui les a le premier introduits dans r^nalyse (^rs conjectandi) , Euler s'en est occupé souvent-, il a montré que ces nombres jouent un grand rôle dans plusieurs questions, notamment dans la sommation des séries. Les dix-sept premiers ont été calculés par lui, d'après une formule qui permet d'obtenir l'un d'eux quand on connaît tous ceux qui le précèdent ( Calcul différentiel, IP Partie). Laplace a donné l'expression générale de chacun de ces nombres indépendamment des autres (Lacroix, t. III) .
Voici les valeurs des neuf premiers nombres de BemouUi :
o 3o 42 3o DO
2700 D OIO 790
140. Les formules du n? 22 fournissent les suivantes : log(siû»ar) = log(a;2)H-log (>— ^J M" ■ • •
log(cos'a:) = logM I— ^ j +...
et
d'où Ton tire par la différentiatioa
I 7.x IX 2j: cot jc = ;: : — 7—; : — ... r"7 1; — • • • j
On a la relation (n
iog(^!î^)=iog(i-^)^...4-iog(i-^)+...;
or
^^\ n'viA «»7r' 2 w^TT*
3 ««jr«
par conséquent, en vertu du n° 11,
sin J7 /il i \ J^*
log' =— --4- ■- +...-4- —
2 \ I * 2* /ï* / TT'
Pour logcosx, on trouverait semblablement
2'T2.ï' I 2<T4JC< I 2»"x,„.*log COSX := ; ; ... . . . »
en posant
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mais on a évidemment
par suite.
ce qui conduit à l'équation (2).
142. Il suffit de différentier les équations (i) et (2) du numéro précédent pour obtenir les formules (A)-, les formules (B) se déduisent de ces dernières au moyen de la relation
qu'on trouve en rapprochant la première des formules (A) de la première des équations qui font Tobjet du n° 139.
14.3. Cette relation est une conséquence de la formule coséca: = tang- H- cota:, et des relations (B) du numéro
précédent.
La quantité
^1 \~ ' 47rV V' ' «'^7 "
a une limite déterminée, quelle que soit la valeur finie attribuée à z (n° 15). Soit j^ cette limite, on a
e étant aussi petit qu'on voudra pour n suffisamment grand. Il en résulte qu'on peut écrire
j = I + A, z H- Aj z' + A3 z* -f- . . . .
Frenet. — Recueil, *^
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Pour déterminer A„ , observons que la relation
IH- A, z -{- A, z' + A3 3*4- . . .
ayant lieu quel que soit z, si Ton fait zz= — x^ et qu'on multiplie les deux membres par a:, il vient (n° 22)
sin a: = j: — A, j:* H- A, x* — A3 j:' -h . . . -h (— 1 )" A„ j:*"^' -f . . . ,
d'où
An ^= ^ ; ; -J
in -f- l
et, par suite,
r= IH ô -4-
Si Ton remplace maintenant z par j:* dans ce dernier résultat, et qu'on multiplie les deux membres par x^ on obtient la relation
c'est-à-dire
On trouverait d'une manière analogue
Ces résultats démontrent que les remarquables formules du n^ 22 subsistent encore quand on y remplace j: par ix-
SOLUTIOUS,
ii5
§ VII. — Changement de variables.
or'
4»^ dy dx dy q — P^ dx 'x[q ^ p)i
dx dt dt I — /' dt ( I — r»)»
De là résulte l'équation
/ \dy .
La substitution (i) est à remarquer; elle est souvent employée pour faire disparaître les expressions irrationnelles Je la forme y^x'-i- ax -h 6.
^*^- dx- dt"" ' </x' -^ U^' ^^/
^'j / xdy .
14>9. On trouve, en recourant aux imaginaires,
= / langT?
dy tly t d^y , t Id^y 2 t dy
</x . f/f / dx- i\dO i ^ i dt I
d^y nay d^y , ,, ,
I — /tang-7
'^"- dx- dt ' £/.r»-"\rfr' ^^y^ '
d^y ld\r ^ d'y dy\
dx* \dt' dl^ dt
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et, par conséquent,
152. La relation ( 2 ) permet d'exprimer x en fonction de y et donne
(3) tang(x — jr) — — j— ^ tang^ = ^ tangj-,
^ . I — Xen iaisant r = u.
On tire de là
cos»r-*-f*sin'^
flte = ( I -h fA ) 4-: — =^ (fy.
Pour calculer sino:, on met Tëquation (3) sous la forme
xz=y'^ arc tang( /z tang/ ),
d'où Ton déduit
sinj pcosT^tangj^
sin JT == — =^=z= H — ^ y
y^ I H- p* tang'j^ y/i -h p* tang'^
et, par suite.
^i — X'sin'o: ^ I — ( I — ^* ) sin*/
La substitution (2) employée ici est appelée transformation de Landen, du nom du géomètre anglais qui Ta fait connaître [Philosophical Transactions, 1771 et i77Î)' Elle joue un rôle important dans la théorie des fonctions elliptiques.
cos B
dx dr dB r
au au du cosô
dy dr dB r
du du du
dy -^ dx"" dB
Cette transformation s'emploie dans la the'orie des planètes. 155. — =.^-f, ^ = î^f! ^/i. ^'\
d^c dr /•' dx^ dr"^ r^ ~^ dr\r '^ 7^ ) '
on aurait de même
dy^ "~ £//-» 7-2 "^ ^ ^r ~ 7»"y '
et, par suite,
d^u I du 'di^'^ rd?—^'
Cette équation se rencontre dans l'étude du mouvement des fluides.
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flr^ r dr
Awm àu . ^ du cosd dn
T- = sinô — H
oy dr r ôô
d^u . ,^d*u cos'ô d»« cos*d ^« = sin Ô ^r^ ■+-
a sin9cos9
V'5^ dôj
Pour avoir -y-^j il suffit de changer dans réquatîon pré-
TT
cédenle j^ en jr en 6 en - -H 9, ce qui donne
d^u ^à*u sin*ô d*u sin*0 du
= cos'ô
djc* dr* r» de* r dr
2sîn5cosô/ d'à du
Vdrdô dôj'
et par suite
d*a d^u d'« I d'à i du
d? ^» "~ dr» r» ^^ 7 dr "*
158. Si l'on désigne par 5 une inconnue auxiliaire telle qu'on ait
j = r sin 0,
il en résulte
j =: # sin y, zz=s cos^, j = /sin5, jrznrcosô.
En ne considérant d'abord que les deux variables j^ et z^ il vient, comme dans le numéro qui précède,
. . d*u d^u d^u I d*« I du
l'^ dr* d?"" d7"^? d^"^7 dï'
Nous trouverons de la même manière
, , d*u d^u â*u I d^u 1 du
^^' ôs' ôx^ Or' "^ r^ de^ r ôr
La première équation du dernier numéro donne encore
i du 1 du cotô du
^ ' s ds r dr r* dO
En ajoutant membre à membre les équations (i), (a) et (3), il vient enfin
ôUi d^u d^u d-c' dj* dz^
â^u \ d^u I d^u 2 du cot9 du
dr^ a' dQ' s^ df ' r dr /» dO '
Remplaçant 5 par sa valeur, on trouve
âr^ sin'0 df sinO dQ
Cette équation, due à Laplace, est d'une très-baute importance dans la tbéorie de l'attraction et dans plusieurs questions de Physique.
§ VIII. — Élimination des constantes et des fonctions.
Posons, pour abréger
^i — e\sin^a = ces b ; il en résulte
(i) sin'6 = é^sia^a,
DifTérentiant Téquation proposée, on en déduit , , , cosx sin r dy -h sin x ces r dx
2 cos6 = — ^ ^— r ^~r
' smx cosjr djr -h cosor sin j dx
et, par suite.
sin:r CCS or djr -\- sin r ces r dx
COSa= -: ;; : — .
sm x cos jr dy + cosar sinj^ dv On trouve de plus
««»/. (^r' — ^') ( cos'7 — cos'x)
sin u zz: ; ' — ,
(sinx ces/ dj 4- coso: sin j dxy
. j (sin'or^^ — ûïi^ydx'^) (ces'/ — cos* a:)
sin d z^ , ' ^ ■ •
(sm j: cosj^ dy + coso: sinjr ^)'
Substituant dans l'équation (i) et réduisant, on obtiesl l'équation diiTérentielle
/ox dy dx
VI — é^ sin' j y ï — ^^ sin'o:
Il est facile de reconnaître qu'il faut prendre le signe -H dans cette équation, lorsqu'on suppose cosi> o. Portons
en eflFet dans Téquation (2), à la place de ^» la valeur
V' I — é^ sin'or il vient, après une transformation évidente,
i/i — e'sinV i/ 1 — é^ sin'a: — e' sin x sin r cos^ cosj^
co&bz= 1 — — — —
I — e*sin^xsvû}y
Or le numérateur sera positif si Ton a
(i — e^ sin*/ ) ( 1 — é^ sin*^) > e* sin' j: sin'/ ces* a: cos'/,
ou bien é sin* a: siD'/( i — ces* a: ces*/) — é^ (sin' jr -t- sin*/ ) H- i > o ;
et cette inégalité a réellement lieu, car le premier membre peut s'écrire
(i — é^ûu}x sm*j)[i — ^(i — ces* j? ces*/)],
résultat nécessairement positif, puisqu'on a e <^ i . On verrail que le signe — dans Téquation (3) convient au cas où Ton suppose cosi <^ o.
En rapprochant Téquation (3) de la proposée, on obtient une importante propriété des fonctions elliptiques.
X- — y-y -z — hz-- = 7i
Ox ox àz
164. On trouve, en différentiant successivement par rapport à X et à j^,
^ [i - xy'{z) — jrf (z)] = ç(a),
et par suite
dz\
/'désignant une fonction arbitraire.
Posons, pour abréger,
()z _ dz dp dp dq ^^ _
dar-P' à?^'^' 5Ï"'' ^~di""'* 53^-'-
Il viendra, en éliminant^* de Téquation (i),
q-r — !ipqs -^ pU = o;
c'est l'équation générale des surfaces réglées à plan directeur. On vérifie aisément que l'équation des surfaces conoïdes satisfait à cette relation difTérentielle,
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L'équation proposée peut s'écrire
\oQz = \oQ(f{ax -h bx) -|-log4»(fl/— bx)^
OU bien
logz = F(a^-h bx) ^/(ajr — bx)^
F et y désignant deux fonctions arbitraires.
On en déduit, en adoptant les notations du numéro précédent,
^ =: b¥'(ax -h bx) - bf(ay-- bx),
^ = aF'(ax -h bx) -+- a/'(ajr — bx), z
^''^J^ =b^Y%ay 4- bx) ^b^f^(aj'^ bx).
zzia^F^iax 4- bx) ^à^f'^ay-- bx\
Les deux dernières équations conduisent à celle-ci :
«»(zr— /?») — b'^{zt— q^) = 0.
On trouve, en différentiant
du du ôr du àz dx dr dx dz d.j^
du du dr du dz dy dr dy dz dy
dr I dz \
— = U-f-c— j f^'[ax-\-cz)=a^'[ax^by),
dr
d*où Ton déduit
I dr I dr
a (^or b dy
et
i du i du du 1 1 dz i dz\
a Or b df dz \a dx b dfj
On a d'ailleurs les deux équations
(a + c-r- \f'[aa:-\-cz)z= ay^'[ax — by),
qui donnent
et, par suite,
c -— f' [ax -h ca) = — b^' [ax — by)^
I ^3 i dz I
a dx b dx o
I du i du i du a dx b dy c dz
167. Dans cet exemple, comme dans la plupart des cas où Ton a à dilTérentier des produits de plusieurs iacteurs, il est avantageux de prendre la diirërentielle logarithmique des expressions sur lesquelles on opère.
Difl'érentiant donc par rapport à x les logarithmes des deux membres de Téquation proposée, il vient
I du __^''[x) 2<p'(dr)
Cotte équation, différentiée par rapport à y, donne celle-ci :
I d'^u I du du a^'f-^^l+'f^)
u àxdjr ^ u^ dxdy Ï7(^H-Tïr)? ' ou bien
d^u du du
dxôjr Ox OX
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Le premier membre de cette équation peut s'écrire
ir = u ^-— I
dy àxày
d*oà résulte
dxdy
Cette équation joue un rôle important dans Tétude des surfaces.
{Géométrie analytique de Mojnge, édition Liouville. )
§ IX. — f^raie valeur des expressions qui se présentent
sous des formes indéterminées,
g • La fonction proposée est la somme de la série
i»-ha:' V-h^^ 5*4-^^
(n° 6S6.) 175. La fonction proposée revient à
irJ7 tangTTj: — i:x
-^ est la vraie valeur du second facteur et, par conséquent,
de la fonction elle-même.
On serait arrivé au même résultat en faisant usage du développement de tangTr x en série ordonnée par rapport aux puissances croissantes de Tare.
176* La vraie valeur est celle de l'expression
/7COs'ar tangx sinaor npx
r=x, pour x=zo
\JLJC
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SX. — Maxima et minima,
J91, Pour jri= I, ^ est minimum.
Pour j: = 2, ^ est maximum.
Pour x=:3, j est minimum.
192. En égalant la dérivée à zéro, on trouve 4^' — 753 j:* 4- 4o34ox -h 566400 =1 o,
dont les racines approchées à moins de 0,01 sont
4- 22,06, -f-6i,o3, -+-io5,i5, et les valeurs correspondantes de y^
La considération de la dérivée seconde apprend que la deuxième valeur est un maximum, et que les autres sont des minima.
Pour reconnaître les maxima et les minima, il suffit de considérer seulement la fonction i — x*, parce que le facteur ~ restera toujours positif et sa dérivée ne deviendra pas infinie^ or
rf(l — .rM
donc X = I répond au maximum, j: = — i au minimum.
La remarque faite sur cet exemple simplifie souvent les
calculs qui servent à distinguer les maxima et les minima.
194. En opérant comme dans le numéro qui précède, on trouve immédiatement quej^ est maximum pour a: = o et minimum pour j? = 2.
Pour x = o,y=:o^ u s'annule, ainsi que
\dxdy/ dx^ dy*
En formant les diilérentielles d*u et d^u^ on reconnaît que a= o n'est ni un maximum ni un minimum. On arrive aussi à ce résultat en observant que la quantité
pour des valeurs infiniment petites de x et de j^, passe du négatif au positif quand - passe de zéro à i .
Pour x = ±2^ et^r=zp2', u=: — 8 est un minimum.
Pour a:z= — et Y =: -:ri u =z — — ^ maximum
Pour .r rrr: o et j =: o , ti = o , ni maximum ni minimum.
205. Quand u sera maximum, loga le sera aussi, et réciproquement. Prenant les logarithmes de deux membres et égalant à zéro les dérivées partielles du second, on trouve
Adoptons le signe -j- et posons
il en résulte
x = nay yz=n}a^ z^=n^a.
Calculons les dérivées secondes et remplaçons-y les inconnues par ces valeurs 5 les conditions de maximum ou de
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minimum pour les fonctions de trois variables indëpen* dantes se réduisent à
et la fonction u a pour maximum
Le signe — donnerait un minimum.
206. En appliquant la méthode des multiplicateurs, et désignant par X celui de l'équation donnée, on a
(2) >[/?<7a:-f- (1 + q^)x] -h sx-h tjr = 0,
Multiplions (i) par x, (2) par^, et ajoutons, il vient
ce qui donne
[«(' +/^') —r]a:=z — [upq — s)x, [u{i-^q') — t]y=i^[upq— s)x
et, par suite.
C'est l'équation qui résout la question proposée.
La même équation se rencontre quand on cherche les rayons de courbure maximum et minimum en un point d'une surface (n® 316).
Par la méthode des multiplicateurs on trouve
__ [\og{Aabc)\*
loi^û'log^Mogc*
209. {Pig' 40 Soient A et B les deux points, Ox la ligne droite, O l'origine, a et i les coordonnées de A,
Fig. 4.
^1, il celles de B, et OP = x; on trouve que la condition du minimiim est
Ux — X
c'est-à-dire que les angles APM, BPN sont égaux.
On a supposé les points et la droite dans le même plan; la question se traite absolument de même quand cette condition n'a pas lieu.
210. ia étant Tare donné, x le rayon cherché, la condition du maximum est
ai a , a
CCS — 1 a CCS j: sm — I rzr o.
On en tire :c= — ? c'est-à-dire que le segment est un demicercle. Les valeurs de l'angle - supérieures à tt ne peuvent
convenir.
SOLUTIOICS.
Le second facteur donne
a tang-
ce qui exige il en résulte
qui est un minimum.
a: = co ;
Fig.6.) POM = a, OP = y, OM = e
Fig 6
La condition du maximum est
d'ailleurs 11 en résulte
tangO = cosatangf.
que
langcp = /séca
donne le maximum.
213. Soient r, /' les rayons des sphères, a la distance des centres, x la distance du point cherché au rentre de la sphère de rayon r ; on a
On suppose que le point demandé est situé entre les deux
centres.
214. [Fig* 7.) Soient S le sommet de la pyramide additionnelle, PQRS une de ses faces , prolongée jusque dans
Tintérieur du prisme. On abaisse SO perpendiculaire sur la base, et Ton mène OM, RP, SQ, qui se rencontrent au
point N. Il résulte de cette construction que les pyramides PSRO et PMRQ sont égales 5 de sorte que le volume en question est indépendant de l'inclinaison de SQ sur OM. La valeur minimum cherchée correspond à
sinSNO=-^.
Les alvéoles des abeilles ont précisément la forme qui résulte de cette solution.
Fig. 8.) Soit fait
BC=:a, AC==ô, BN = X5
le plan principal ABC étant perpendiculaire au plan sécant, on a
DN = ~.r, EN = («a: ^ .r»)% FDE = ^ iax — x')K
Le maximum de la dernière expression répond à
216. {Fig. g.) Si Ton pose AC = a, CD = A, CN = x, BP représentant le grand axe de l*ellipse, la condition du
maximum est donnée par l'équation Les racines seront réelles si l'on a
c'est-à-dire lorsque l'angle du cône aura moins de 3o degrés.
Si les racines ne sont pas réelles, il n'y a pas de maximum, et la surface de l'ellipse augmente à mesure que son plan se rapproche de la base.
On aurait pu traiter le problème en prenant pour inconnue l'angle (f que fait le plan sécant avec le plan de la base. En désignant par 2 a, l'angle du cône, la condition du maximum est alors donnée par l'équation très-simple
sin 2 ^ nr 2 sin 2 a ,
qui conduit au résultat déjà obtenu.
217. Soient S la surface totale d'un secteur appartenant à une sphère dont le rayon est j:, j- la hauteur de la zone
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qui lui sert de base, ^ cra' le volume donne; on a les équalions
2a» ^ 2oa»r /J^* V\
Posant
26ra' a
il s'agit de déterminer les valeurs de z qui rendent maximum ou minimum la fonction
On trouve
d'où les deux solutions
«»=io, «»=a.
On a donc les deux systèmes de valeurs
Ijr = a/io,
et
La dérivée seconde apprend que le premier répond à un minimum et l'autre à un maximum.
218. Soient x le rayon du fond du vase, jr celui de l'ouverture ^ -S la hauteur, et l'angle de cette hauteur avec
Frenbt. — Recueil, û*
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Tarêle, et — r— le volume donné ; on trouve
(i) y^ — ar' — a' tanga,
M*sina = j^'(i -h sina) — J7*(i — sina),
en désignant par xsu^ la surface dont on cherche le minimum. On déduit de là
y^ dy — J^* dx = o.
(i -h sina)^ dy — (i — sina)a7rf.r = o,
d'où résultent les valeurs de o: et de ^
I -^ sina I — sina
a* tanga
(i H- sina)=* — (i — sina)*
'2 cosa(3 -h sin*a)
Le résultat obtenu répond bien à un minimum, la surface du vase pouvant croître indéfiniment.
219. Soient O le centre du cercle, r le rajon, a l'angle que fait MP avec le diamètre mené par le point P ; si l'on pose
OP = a, MP = 37,
on a, pour l'expression u de l'éclairement reçu par la surface,
k sina
D'ailleurs
r* = ir2 -h a' -h 2 aa: cos a ;
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d'où
En égalant à zéro la dérivée du second membre, il vient
a:* — 4^»(«» + r») 4- 3(/-» — fl')» = o.
Cette équation fournit les valeurs
X* z= 2(«» -f- r») + V^(a>4-r')»-|-i2aVS
dont la dernière est à rejeter, parce qu'elle conduit à l'inégalité x^a-^-r, La première répond à un maximum, car deux minima ont lieu aux extrémités du diamètre qui passe par le point P.
Soit fait AP = a, YAX=9, MA = jc, MP =^, MPA = a
1 éclairement u sera exprimé par la formule
A'sina u= — — ,
/ désignant une constante.
Or
a sinG
sin^G + a)
/'sinasin'(G -+- a)^
a^sin'O et par suite, en difiérentiant,
sin(ô -♦-a)[3sin(G 4- 2a) — sin0]=:o.
Un minimum évident répond à la solution
sin(ô -f- a) = o,
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et l'on a pour le maximum cherché
sin(G -h 2a) =:-smO, formule facile à construire.
221. En prenant des axes rectangulaires et supposant les deux points situés sur Taxe des x, à la même distance a de Torigine, on a les équations
Am = tt* = y' H- (x — ay.
Bm = (•■ = j2 -4- (j: H- fl)S
dont la première exprime qu'un point m du plan appartient au cercle du rayon R ayant son centre au point (a, (3). La question conduit à poser
du H- dff = G,
c'est-à-dire
jrdx-]-{a: — a)da: y dy -{- [x -\- a) dx
avec
[x — aL)dx -\- [y — ^)dy=z o.
On en déduit
ou bien
en faisant
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Or celte quantité h n'est autre que la distance de Torigine au point P où Taxe des x est rencontré par la droite qui joint le centre du cercle au point m, La dernière relation revient donc à celle-ci :
Am _ AP B^ ~ BP'
d'où il résullç que la droite mV est bissectrice de Tangle A/wB, et que, par suite, le point cherché est le point de contact de la circonférence et d'une ellipse tangente au cercle, ayant pour foyers les deux points donnés.
Le problème se traite facilement par la Géométrie; il suffit d'exprimer que, en passant du point m kua point ni infiniment voisin sur la circonférence, la différence Am'B — AmB est infiniment petite d'ordre supérieur au premier.
L'ellipsoïde ayant pour équation
et nx^ 2j', 7.Z étant les arêtes du parallélépipède, on a
abc
le volume cherché est donc
223. {Fig. lo) ABC est le triangle donné, DEF le triangle inscrit^ et l'on a
CD = 07, AE=j^, BF=^.
On trouve
je — (b — x) cosG
[x»-h (b-^xY — !iJc{b—x)cosCy
(a — x) — zcosB
[3* -h (a — xy — 2z{a — j?)cosB]' et deux autres équations analogues^ ce qui prouve qu'on a FEA = DEC, EDC = BDF, BFD = AFE.
Le triangle demandé s'obtient donc en joignant entre eux les pieds des perpendiculaires abaissées des sommets du triangle ABC sur les côtés opposés.
224. Ix -4- nry -i- nz = o étant Téquation du plan donnée r la distance du centre de la surface à un point de la section, on a
o = /ar -f- mx -f- nz.
Soient X et /!Jt deux multiplicateurs indéterminés ; la méthode connue donne
On tire de là
et par suite,
On trouve enfin) pour obtenir le maximum et le minimum de r, Téquation suivante :
1} m} ri}
elle sert à déterminer les vitesses de Tonde propagée dans un milieu cristallisé. La surface considérée dans cet exemple est la surface d'élasticité.
(Freswel, Mémoire de l'Institut, t. VII , p. i3o, et Herschel, Théorie de la lumière.)
h T — I — = I , équation de rdlipsoïde
Ix -h my H- Tîz = o, équation du plan.
En opérant comme dans le numéro précédent, Téquation qui détermine les axes est la suivante :
Après avoir ordonné par rapport à r, on trouve que le produit des demi-axes de Tellipse d'intersection est
abc
et, par suite, la surface a pour expression
nabc
226. Le volume demandé est égal au produit des trois demi-axes principaux par -^5 et comme ces demi-axes sont
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les valeurs maximum et minimum du rayon vecteur r mené par le centre, il suffira de chercher les maxima et minima de la quantité
le point x^y^ z appartenant à Tellipsoïde. On trouve alors, en désignant par X une indéterminée,
d'où
Xx-^- ax ->t- b'z 4- b"y = o, >j -f- ay -^ bz -h b"x = o, \z -f- fl"z '\'by -k- b'x = o,
par suite
b"x^ I i_ — a' jj -f. 63 = 0, b'x -4- ^J — ( — — a" ) z = o.
L'élimination de o:, j^, z entre ces équations conduit à annuler le déterminant
ce qui donne
Développant et ordonnant par rapport à r', l'équation à laquelle on arrive fournit les carrés des demi-axes principaux de la surface. Le produit de ces carrés n'est autre que le dernier terme changé de signe, c'est-à-dire le quotient de c' par le déterminant du système des équations (i) dans lesquelles on suppose X égal à zéro. On conclut de là que le volume demandé a pour expression
227, {Fig* 1 !•) En désignant par a et 6 les coordonnées
TÎQ. II.
du centre de l'ellipse cherchée, l'équation de cette courbe peut s'écrire
A{jc — a)» -f- 2B(^ — a) (7 — 6) -h C(^ — 6)M~ I = o.
Posons CA = p, CB = ^, et exprimons que la courbe passe par les points C, A, B; il en résulte les trois équations
(i) Aa' -t- aBaê -^- Cô^ -4- i = o,
(2) A(/7 — a)* — 2.B(p — a)6 + Cê^ -f- 1 = o,
(3) C(<7 — 6)»— 2B(7--6)a-f-Aa2-f-i = o.
Frenet — Recueil, ^^
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Retranchant successivement Téquation (i) des équations (a) et (3), il vient
(5) C(26 — ^) -4~2Ba=o.
Les relations (i), (4), (5i donnent enfin, pour les coefficients A, B, C,
__ — (26--<7) (aa— /?)(26 — <y)
A — — -. — ^^ t U rzr — — 9
a(/?5-+-<7a — pq) 7.a.^[p^ -h qct. — pq)
Pour obtenir l'expression S de la surface de l'ellipse en fonction de ces quantités, cherchons, en suivant la marche du numéro précédent, l'équation qui a pour racines les demi-axes de la courbe. Cette équation étant
(AC — B^)3* -f- (A -f- C — 2B cosô)z' -h siii^O = o,
le carré du produit des demi-axes est donc
sin»9 AC — B»-
et par suite,
TT sin Ô S= -•
AC — B
Le minimum a de S correspondant au maximum de AC — B*, il suffit de chercher le maximum de cette fonction des deux variables a et ê. Les valeurs de A, B, C sont connues -, en faisant le calcul et ne prenant q]ie les facteurs utiles, on arrive aux équations
2^a4-/>6 — pq=:zOy np^-hqoL — pq = o, d'où
a=^, 6=L fT = -^/3pqsïnO.
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On voit que le centre de l'ellipse est le centre de gravité du triangle. De plus, si Ton fait
pa4-g»^..2.^^sin(e — 3o")=P% /?'-h7'— 2/?ysin(Ô-+-3o«) = Q%
on trouve \{V -h Q) et 7(P — Q) pour les demi-axes.
Euler est le premier qui ait traité ce problème. La solution précédente est due à Bérard [annales rie Gergonne, t. IV). Liouville en a donné, dans le tome VII de son journal, une solution géométrique très-simple.
228. Cette question peut se résoudre en suivant une marche semblable à celle du numéro précédent. On trouve ainsi que Taire de Tellipse maximum est égale à celle du
TT
triangle multipliée par -79 que son centre coïncide avec le
3^ centre de gravité du triangle, et que les points de contact sont les milieux des côtés.
(Bérard, Annales de Gergonne, t. IV.)
229. h désignant la hauteur, et a, ê, y les angles dièdres correspondant aux côtés a, è, c de la base, il faut rendre tninimum l'expression
ah bh ch
sin a sin 6 sin 7
qui représente la demi-somme des triangles latéraux. Les angles a, 6, y sont liés d'ailleurs par la condition
a cota -V- b cote H- c coty = const. On trouve
230. Soient A, B, C les points donnés. Prenons pour axe des jc la droite qui joint A et B, et pour axe des j)^ une
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perpendiculaire à celte droite menée par le point A. a étant Vabscisse de B ; a, & les coordonnées de C ^ ^'i y celles du point cherché, l'expression à rendre minimum est la suivante :
Posons
dm
dy °'
on en tire
bYY [(.X
Élevant au carré et ajoutant, il vient
d'où l'on déduit
et comme le second membre peut s'écrire
on trouve enfin
a r a:' H- r' — a.r = db —^ •
Cette équation représente les deux cercles qui correspondent aux segments capables des angles de 1 20 degrés qu'on peut
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décrire sur la corde AB. Il suit de là que le point cherché est à rîntersection de trois segments semblables décrits sur les côtés AB, AC, BC5 il jouit par conséquent de celte propriété que les droites qui le joignent aux points A, B, C forment trois angles égaux entre eux et de 120 degrés.
Quand le triangle ABC à un angle plus grand que 1 20 degrés, les segments ne peuvent pas se couper. Les deux
conditions --^ = 0, -?• = o sont alors incompatibles. Le
problème ayant toujours une solution, pour trouver celle qui convient dans ce cas, remarquons que les dérivées
deviennent - si Ton prend pour le point cherché l'un des
trois points A, B, C5 c'est donc l'un de ces trois points qui résout la question, et Ton voit sans peine qu'il faut choisir le sommet de l'angle obtus.
Ce problème fut proposé par Torricelli à Fermât, qui en donna peu après trois solutions ; plusieurs géomètres s'en sont occupés depuis. La solution précédente est due à M. J. Bertrand [Journal de Liou ville, t. VIII).
§ XL — Tangentes aux courbes planes.
La tangente a pour équation
et les segments qu'elle détermine sur les axes à partir de
rorîgine étant (a'ar)% («*/)% la somme de leurs carrés est égale à la constante a*.
La courbe est nommée astroïde par quelques auteurs.
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233* Les abscisses des points de rencontre étant o, a -f- /n, a — m, il en résulte, pour les équations des tangentes corres])ondantes,
y z=. m['dm -\- ia)x — 2iw(/n -f- o)', jr=.m[Zm — 2a)r-4- 2m[m — a)*.
Le point où la tangente à une courbe du troisième degré coupe la courbe est dit le point tangentiel du point de contact. Le premier de ces points que Ton considère ici a donc pour coordonnées
L'abscisse du second satisfait à l'équation suivante :
(l) /w(3/71-+-2/i)j: — 2/w(/nH-«)*=.r(4: — a)';
mais il n'est pas nécessaire, pour l'obtenir, de résoudre cette équation. On sait, en efî'et, que Tabscisse a + m du point de contact est racine double de (i), et, comme le produit des racines est — 2m(a-f-m)', en le divisant par (ci-j-Tw)*, on a Tabscisse cherchée. On trouve ainsi pour le deuxième point, et semblablement pour le troisième, les coordonnées
X^= — 2/72, y=z — 2/»(2/ll -h a)% X =:= 2/71, J^= 2/72(2/72 — a)'.
On reconnaît immédiatement que ces trois points sont situés sur la droite
C'est là une vérification d'un théorème général démontré par Maclaurin, et qu'on peut éroncer ainsi : Quand trois points d'une courbe du troisième degré sont en ligne droite, il en est de même de leurs points tangentiels.
234. [Fig- i3.) Quand le cercle dont le centre esl O et dont le rayon est 0B= i roule sans glisser sur la droite AX donnée de position, la courbe engendrée par un point M
Fig. i3.
de la circonférence est une cycloïde. Si Ton considère la ligne que décrit en même temps un point M' situé sur le rayon variable OM, on la nomme cycloïde allongée ou cycloïde accourcie, selon que le point décrivant est intérieur ou extérieur au cercle mobile.
Pour obtenir l'équation du lieu des positions de M', soient h la distance de ce point au centre du cercle, AX Taxe des x, A l'origine des axes et aussi le sommet de la cycloïde engendrée par le point M ^ si B désigne le point de contact de la circonférence avec Taxe des x pour une position donnée du point M', et (j> Tangle variable M'OB, il vient
h sin f , h ces f .
Le système de ces deux équations représente une cycloïde allongée ou accourcie, selon qu'on a h<^b ou h^b. On
en tire
x-=.h arc cos — 7 y/A* — (6 — yf.
Si la droite fixe est remplacée par un cercle, le point M engendre une épicycloïde, le point M' une épicycloïde
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allongée, le point M'' une épicycloïde accourcie. Dans le cas où le cercle mobile est intérieur au cercle fixe, les lieux des points M, M', M'' sont des hjpocjrcloïdes.
Pour trouver Téquation de Tune de ces courbes, par exemple celle du lieu que décrit le point M (fig. i4) posons CB = a, OB=J, OiM = A. CN = x, MN=jr
Fig. 14.
ACB = ï -, si Ton admet qu'à l'origine du mouvement les points A et Q étaient confondus, on aura
QOB=-f
x = CB + HN = (a -h b)cose — ^cos — 7 — e
\ X = OR — OKz=(a-hb) sint —
h sm — ; — t .
Le système (B) représente une épicycloïde allongée ou ac« courcie, selon qu'on a h<^b ou h^ b. Il tient lieu d'une équation unique qui résulterait de l'élimination de ^, et qui serait, en général, moins commode pour les calculs, surtout si le nombre — - — = n était irrationnel. On peut
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d'ailleurs, dans tous les cas, obtenir cette équation. Ou déduit en effet des équations (B)
bn ces t ^zx-\- h cosni , bn sine = j -f- A sin w f , h cos/z t •=. bn ces t — ar , h sin/i t z= brisint — y; d'où Ton tire
^>*/î* = j:*-h^*-h h}-\- 7,h[xcosnt -h jsin/ï/), /«* = j7» -h ^* + b^n} — ibn{xcost -hjsin/),
ou bien
xcosnt -h^sin/ï/ = —^ =/*>
x cos/ -4- / sm r = 7 = q ;
et par suite, en remplaçant les fonctions trîgonométriques par leurs formes imaginaires,
(x — ijr) tf^""** — 2/?^*' -f- (:r -+- ijr ) = 0 , (x — /j)^" — 2^e" -4- (j? -f- 'jr) = o.
On conclut de là
x — iy X — z^-
par conséquent,
[^ ±(7^- :r«~7«fl"= (or — /»""' \_p ± (i?^ - ^^-r')'J »
ce qui est Téquation cberchée, en y supposant p et 9 remplacés par leurs valeurs connues en x et en J, et qui ne peut être rendue rationnelle qu'autant que le nombre n est. lui-même rationnel.
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On voit facilement que le système (6) se met aussi sous la forme, quelquefois utile,
L'iiypocycloïde allongée ou accourcie est représentée par le système
x=: (a — 6) ces/ -4- Acos — - — /,
r = (« — 6) sin^ — ^ sin — - — t y ' a
tout à fait analogue au système (B],'et qui s'en déduit en remplaçant dans celui-ci b par — i et A par — h. H. suffit donc de considérer les équations (B) pour embrasser tous les cas.
En faisant h = b^ on obtient les équations suivantes pour représenter les épicyclpïdes et les hypocycloïdes ;
x = (a -h o)cosi — bcos — j- — / , jr=z[a -h o)cost — o sin — - — t.
La détermination de la tangente.au point xy de la courbe
■ • dx
déGnie par les équations (B) exige la connaissance de -r-
Or on a
iir a -h b
( 6 sm r — h sm — - — f j ,
(i. il a-^b \
I b ces t — h ces — - — / J ;
dt b
dt" b
d*où
a-^ b b CCS t — h cos — ; — / dx b
dx a 4- ft
6 sin f — A sm — : — /
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Ce résultat, qui suffit à la détermination analytique de la tangente, ne met pas en évidence une construction géométrique simple •, mais, si Ton cherche Téquation de la normale, on trouve
Y — (a + ô) sin / -f- ^ sin — - — / ( 6 cos / — Acos — 7— t j = X — (a -4- 6) cosf -♦- ^ cos — 7 — ; 1 6 sin r — ^ sîn — - — t ) ,
et Ton voit manifestement, sous cette forme, qu'en faisant Y=asinf et X==acosl Téquation est satisfaite. Or le point dont les coordonnées sont a sint et a cos t n'est autre que le point de contact du cercle mobile et du cercle fixe, d'où résulte une construction immédiate de la normale'tout à fait semblable à celle que l'on connaît pour la cycloïde. 11 est évident que cette construction s'applique également aux courbes (A). Elle est d'ailleurs susceptible d'une grande généralisation (n° 24.4.).
La théorie des épicycloïdes est née d'un problème industriel. C'est en cherchant la meilleure forme à donner aux dents d'un engrenage que l'astronome danois Rômer y fut conduit en 1674. Plus tard (1694), de la Hire publia sur ces courbes un travail étendu, et plusieurs autres géomètres, notamment Halley (Transact. phil.)^ Newton (Princip.) et Euler [Introd. in ^nal. infinit.) ^ en ont étudié les propriétés.
Descartes s'est occupé le premier des cycloïdes allongées et des cycloïdes accourcies^ il en a déterminé les tangentes.
Parmi les courbes représentées par les équations (B), on remarque certains cas particuliers :
1° /i = è = — y. Au moyen des relations connues cos3^ = 4cos'^ — 3cosf , sin3/ = 3sin^ — ^^ïn^t^
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les équations (B) se réduisent à
x=ia cos' / , y = a sin' / ; d'où
x^ +jy' = «•,
et en développant,
Cette courbe se rencontre dans plusieurs questions (n® 232). a® i = • On trouve une ellipse dont Téquation est
3° b = h = a. On a, dans cette hypothèse, X — a = 2acost{i — cos/), ^ = 2asin/(i — cost).
Prenant des coordonnées polaires définies par les équations
X — a = r CCS 0 , x = rsindi
il vient immédiatement pour Téquation de la courbe
r = 2a(i — cosô).
C'est une des caustiques du cercle, le point lumineux étant sur la circonférence. On l'obtient aussi en projetant sur toutes les tangentes au cercle de rayon 2 a un point donné de la circonférence (n°235). A cause de sa forme, cette courbe a élé nommée cardioïdc [Transact, phiL, 174 0*
40 b = h= -" Les équations (B) deviennent ici
^=:2asin^/, x= 3a cost — 2 a ces' ^. On en tire
y»-4- 0:*= 4^^ — 3fl^cos'/ = a» -+- 3a^sm^ty
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et par suite
5** h=ib = • Le lieu est un diamètre du cercle fixe,
résultat facile à voir par la Géométrie.
235. Soit A Torigine des axes. Si Ton désigne par x el y les coordonnées du point m, par a et S celles du point |ca,
et par C le milieu de m Â, on a évidemment
a*+ 6^ — KX — 6j = G,
Les droites Afx et mix étant perpendiculaires, l'exprèssien adx -+- ëdy est nulle, et il en résulte
dî X — 2 a
doL y — 2 ê
ce qui démontre la proposition.
Un théorème analogue existe pouf les surfaces podaires,
236. Les coordonnées d'un point a, S de la podairc correspondant au point x^ y de la courbe satisfont aux équations
Éliminant x e\j entre les équations (i) et (2), il vient
(aa)"-« -f- [h^f^'= (a' -h 6»)'^.
Cette équation résout la question des podaires pour Tellipse, riiyperbole, les développées de ces courbes, Tastroïde (n*»232), etc.
237. {Fig. i5.) Soient AB, BC, CD trois côtés consécutifs du polynôme minimum, et prenons pour origine le point E, où se rencontrent AB et CD j la tangente BC doit
être telle que le triangle ECB soit maximum. Déterminons
Fig. i5.
le point de contact M par cette condition. On a
dy dx
dx dy
et
,CBE = -(r-x|)'|sinE.
Pour le maximum on trouve, en différentiant,
rf'r dx I dy\ I dx \
et, en égalant à zéro le dernier facteur du premier membre de cette équation, il vient
I /' dx\ I
2\ -^ dy) 2
ce qui montre que le côté CB est partagé en deux parties égales par le point de contact. La même chose a donc lieu par tous les côtés du polygone cherché .
238. Soient n le nombre des points mj, tw,, /n,,...*, x^^ jp les coordonnées de m^^ Ç, yj celles du point jutj on a
^[(Ç -»- •^/')'-+- (^ -t-r^)'] = const.*
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et en difTérentiant, toutes les quantités variables pouvant être considérées comme fonctions de Tune d'entre elles,
.Or
puisque chaque normale passe par le point (ix. On peut donc écrire Téquation (i) sous la forme
ou
c'est-à-dire que la normale au lieu des points fx passe par le point qui a pour coordonnées — - 5
^^P ^Xp
ri n
239. L'origine étant au point A et la direction de la corde étant prise pour celle de l'axe des x, il faut chercher le maximum de l'expression
Si Ton égale à zéro la différentielle de cette quantité, dans laquelle y est une fonction donnée de a:, il vient
dy dr
Soit N le point où la normale en M rencontre la corde AB^ 1 équation (i) revient à
AN BN
AM BM
c est-à-dîre que la tangente au point M est également inclinée sur AM et sur BM.
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Solution géométrique. — La position du point M étant supposée connue, soit M' un point infiniment voisin. L'accroissement de la distance AM est égal à MM' cos MM'Â; la diminution de MB est MM' cos BMM'; d'où résulte, pour l'accroissement infiniment petit de la somme AM + MB^ la quantité MM'(cosMM'A— cosBMM'). Or, en vertu de la théorie du maximum des fonctions d'une variable, cet accroissement doit être un infiniment petit d'ordre supérieur au premier; on a donc
liin( cos MM'A — cosBMM') = o, ce qui donne le résultat déjà obtenu.
Soient
j^=/{-^)» jr=M^)7 r=A{^)
les équations des trois courbes; x, y^ Xi, ^i, Xi, ^t les coordonnées des points /n, m^j m^ pris sur ces courbes et formant le triangle mmim^^ dont la surface A s'exprime par la formule
(i) A = iiz-[x(^,— jr,)-t-x,(^2 — ^)4-^2(r— ri)]-
Comme A dépend de trois variables indépendantes x, Xi, Xj, la condition du maximum donne les trois équations
Ces résultats expriment que la normale en chaque sommet est perpendiculaire à la droite qui joint les deux autres j les
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normales aux courbes données se rencontrent donc en un même point.
Dans le cas particulier énoncé, — -|- —• = i étant Téqua-
tion de Tellipse, on a
Comme la dernière équation résulte des deux premières^ le problème n'est pas déterminé. Pour le déterminer, concevons que le point m soit donné et rapportons la courbe à deux diamètres conjugués. L'équation de Tellipse peut
s'écrire
le point m étant l'extrémité du demi-diamètre a^ . On trouve
alors
Xy — j:, = 0, ^,(xj — ax) -f- sj a\ — x\ sj a\ — xj = o, d'où
«, = ar, = , ^2 = ± — ^--» j, = ±1
D faut évidemment prendre y^ et j^i de signes contraires. D'ailleurs, à cause de l'obliquité des axes coordonnés, la surface est égale au second membre de l'équation (i) multiplié par sind, 9 étant l'angle des axes. L'aire maximum du triangle a donc pour expression
V^ , . . sii^ab —7-^ ûi o, sm 0 = 7 — ■ •
Frenet. — Recueil, 1 1
L'équatîon de Tellipse étant
la normale au point x^ y Sl pour équation
et si l'on désigne par x^ , j^ les coordonnées du point où cette ligne rencontre obliquement la courbe, l'expression dont on cherche le maximum ou le minimum est
(i) [x, — j:)'-h [y,—yy = l\'
avec les conditions
(3) <)'-+- b\T^ = an\
Des relations (3) et (4) on déduit celle-ci :
Les équations (i) et (a) donnent d'ailleurs
En portant ces valeurs dans (5), on en tire
Si l'on égale à zéro la difTérentielle de ce résultat, on trouve les deux solutions
(7) ^ = =i=^4/^!ZLii%
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La demîère, combinée avec réquation (3), donne
Les relations (y) et (8) définissent quatre points symétriquement situés par rapport aux axes et répondant à des loni;ueurs minima, pourvu toutefois qu'on ait a? — si'^ o. En effet, les extrémités du grand axe répondent évidemment à des maxima, et Ton ne peut passer de Tun à Tautre sans rencontrer au moins un minimum \ la symétrie de la courbe en doit d'ailleurs fournir au moins deux de chaque côté du grand axe. Il suit de là que la solution x = o correspond à un maximum.
Les résultats changent si Ton a a* — 2 i* <^ o ^ les quatre lainima n'existent plus, et la solution j: = o répond alors à un minimum. On s'assure facilement de cette dernière circonstance en mettant /' sous la forme
Si l'on développe le second membre, en supposant x aussi petit qu'on veut, on trouve
ce qui démontre que l'extrémité du petit axe répond à un maximum quand on a ih^- — iï* <^ o, et à un minimum dans le cas contraire.
La règle ordinaire pour la recherche des maxima et des minima de f{^x) n'a pas donné les solutions maxima répondant aux extrémités du grand axe. Cela tient à ce que, dans la question présente, on ne peut comparer à/(a) les deux expressions /*(« H- A) , y(a — /i), h étant
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un infiniment petit positif, vu qu'il n y a pas de points de Tellipse dont Tabscisse surpasse a.
Remarque. — Si Ton cberche les valeurs de x^^ Ji dans l'hypothèse a" — ai* > o, on trouve
et ces coordonnées satisfont à Téquation de la développée de
Tellipse
iaxf^[byy=c\
(O. Bonnet.)
242. Il suffit de considérer les points de la courbe donnée pour lesquels nB n'excède pas -• Soient r et 0 les coordonnées d'un point m pris sur cette courbe \ r^ et 6i celles du point correspondant de la podaire; 9 l'angle que la tangente en m fait avec le rayon vecteur. On a
tani<» = —7— = — cot/zd, ar
Il résulte généralement de là
A étant un entier quelconque. D'ailleurs, en supposant n positif, (f représente un angle obtus, et Ton trouve facilement la relation
flp= - 4-0. — 0.
Il suit de là qu'il faut prendre A = i , ce qui donne et par suite
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cos/i 9 = cos •
D'un aulre côté,
/"i z= 7siny = rcos/zO; d'où
/;•+*= fl^^ COS —^0„
équation de même forme que la proposée. Le résultat n'eut pas été diflérent si l'on avait supposé n négatif.
243. Concevons la courbe rapportée à des axes rectangulaires ox, oj^ dont l'origine soit située, par rapport aux droites A et B, du même côté que le point /n. Si l'on désigne par p la longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur A, par a et 6 les angles de cette perpendiculaire avec l'axe des x et l'axe des y^ la distance de m à A aura pour expression
p — X cosa — y cosS.
Semblablement, la distance de ce point à B peut s'écrire
/>! — X cosai — y cosSf
Les coordonnées des points P et Q étant respectivement a et &, ai et h^^ on a
L'équation de la normale est d'ailleurs
df du dfdv^^dfdu df d^^ du ôx dv ôx du df dv df
et comme on a dans tous les cas
du du . .
^ = — cos(ii, x), — = — C0S(tf,7),
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en désignant généralement par (D, Dj) Tangle des directions des droites représentées par D et Di, l'équation de la normale prend alors la forme
-4- cos(«,.r) + ^-^ cos(f', x) -f cos(i/,7) 4- -T- cos((',7) dtt df ou ôv
qui n'est autre chose que l'expression analytique du théorème énoncé.
244. Rapportons la courbe B à des axes rectangulaires. Soient t*mt la tangente commune à A et B; 0*,^^ les coordonnées du point de contact /w^ Ç, yj celles du point fx. La longueur txm=^r et l'angle de sa direction avec une droite quelconque, invariablement liée à A, constituent un système de coordonnées polaires auquel on peut concevoir que sont rapportés les points de cette courbe. Cela posé, de l'équation évidente
on tire par la diflérentiation
r ds r ds \ r ds r dsj ds
ds représentant l'élément de la courbe B. Or l'angle l!m^^ formé par le rayon vecteur juim et kt direction mll^ a pour
dr . • 3 \ ^ ^ — ^ dx Y — yï dy
cosinus—: ce cosinus est aussi égal a r- 4- -*
ds' ^ r ds r ds
L'équation (i) se réduit donc k
X — n dm
ce qui démontre le théorème énoncé.
2!i>5. i^ Les coordonnées x eljr du point de contact m de la tangente représentée par (i) ne sont autres que les valeurs limites des coordonnées du point de rencontre de cette tangente avec la tangente voisine, dont Téquation est
(a-f-Afl)X-f-(ô-hA^)Y-f-c-t-Ac==o; c'est-à-dire qu'on a
bc^ — ch' ca' — ac^
7' y = -zïj
ah'^ba' -^ ab'—ba' 2® L'équation de la tangente au lieu des points m^ étant
coïncidera avec (i) si l'on a
. dy y a dy c
Or, en posant, pour abréger,
k=b(^"^cb\ B:=ea'^ac\ G=ab'^ ba\
on trouve les relations
Aûf-h B^ -f-Cc = o, C.r = A, Cj = B, C»ar' = CA'— AC'= 6(A/ï''+B^''-f-Cc"), Oy = CB' — BC' = — «(Aa'^-I- B^»"+ Ce"),
ce qui vérifie les équations (2).
Quand les fonctions a^ b^ c sont entières, il est facile de trouver le degré de la courbe. Plus généralement, si l'on désigne par A, B, D des fonctions entières de degré n en t^ on voit immédiatement que la courbe définie par le système des équations
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est du degré /», car, en substituant ces valeurs de jc et de t dans Téquation ax-h by=c d'une droite quelconque, il en résulte une équation du degré n en t dont les racines déterminent les coordonnées de n points (ré^ls ou imaginaires) où la droite rencontre la courbe.
Remarque. — Le système (U) définit des courbes algébriques auxquelles M. Cayley a donné le nom à'unicursaleSy et qui jouissent de propriétés importantes étudiée s par d'éminents géomètres contemporains. M. Hermite, en particulier, leur a consacré, dans son Cours d'analyse, quelques pages très-intéressantes et des plus instructives.
Oïl ramène facilement les coordonnées j: et^ au type (U) quand elles sont données par des fonctions rationnelles d'un nombre quelconque de sînus et de cosinus, pourvu que tous les arcs soient des multiples d'un même arc a, U suffit d'exprimer les lignes trigonométriques en fonction de la
variable t définie par la relation tang - = /.
L'équation ?(^,J^) = ^p(x, /), où f et ^ désignent des fonctions entières homogènes dont les degrés différent d'une unité, représente une courbe unicursale, comme on le voit en y faisant y = tx.
Il en est de même de l'équation
si <f est homogène du degré #w et ;^ homogène du degré m — a. On le reconnaît en posant d'abord y= tx^ puis, pour faire disparaître l'irrationnelle (n® 146),
La courbe gauche représentée par les équations
ABC
est dite aussi unicursale si A, B, C, D sont des fonctions
entières du degré n en /. Le degré d'une courbe gauche étant le nombre des points (réels ou imaginaires) où rlle est coupée par un plan quelconque, on voit, en raisonnant comme pour les unicursales planes, que la courbe considérée est (lu degré //.
§ XII. — Points singuliers. — Construction de courbes.
Fig, 16.) L'origine est un point triple; l'une des
branches touche Taxe des x, les deux autres font avec ce
170 CALCUL DIFFÉREMTIl L.
même axe des angles dont les tangentes sont \/ jCt — \ 1'
La coui'be est unicursale, comme on le voit en remplaçaut
dans réquation y par tx,
[Remarque du n^ 2^5.)
251. [Ffg* 17-) Point triple à l'origine. En ce point -4- a les trois valeurs o, \/3, — J5* La courbe est unicursale (n° 24-5).
Fig. 22. ) Asymptotes : a:=-9 j =: —^ ix -{- -A
2* A Torigine, rebroussement de première espèce. Quatre points d'inflexion, dont deux situés sur l'axe des x.
259. La courbe a trois points d'inflexion, l'un à l'origine, les autres aux points dont les coordonnées satisfont aux é:}uations
réels (ce JjTT ^^ . "" "'"' '""'"'' d'inflexion
^^oirceTj/ '' ^7""^ '"""^'•^ '^"W/e en paisse ^O'r), ces points sont en ligne droite.
(^o"Ba,ox, Complément de Géométrie analytique.)
Fi{;. 2i.
aux^nif ^' ^^'^ ^° substituant des coordonnées polaires apport 1 "" '■''''''^"^^' ^'^*ï-'-- -' --l"'le par Changer de coordonnées, en prenant une inconnue auxi- Wet=^^, ce qui donne
= Zt/(rt2f«-H 46' if)'-^
^X = -±L (aU* ^^buy—at'
L'orîgîng est un point triple, un point d'inflexion et un point de lebroussemeut. Les points de la portion fermée do
la courbe qui sont les plus éloignés de l'axe des x et des y ont Respectivement pour coordonnées
L'examen de la dérivée exprimée en fonction de t fait connaître l'existence d'un point d'inflexion sur la branche infinie située à droite de Taxe des j^.
26 !• lia courbe a une infinité de points doubles, pour les-
quels — = di (A^tt)*, k recevant toutes les valeurs entières
positives. Elle a aussi une infinité de points isolés.
262. Lorsque les courbes sont représentées par des équations en coordonnées polaires, on trouve généralement les points d'inflexion en posant [formule (b), p. 178]
dr^
r^ -f- 2 — - — r -— r= o ou = QC
dr
dh
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n est quelquefois avantageux de remplacer cette condition par celle-ci, qui lui est équivalente :
,_. du d^u
(B) -TT -\ ; — =^ O ou =00,
^ ' dB dO^
0^ étant Tinverse du rayon vecteur.
Pour la courbe dont il s'agit ici, la condition indiquée
donne
d'où
Cette courbe, cas particulier des spirales dont Téquation est 7'= aô"^ a été désignée par Cotes sous le nom de Lituus ( Harmonia mcnsuraînun ) .
263. L'équation (A) ou Téquation (B) du numéro précédent devient ici
b CCS* 0 H- 3 û cos'O — 2 « =: o,
j ou, en posant —^ := z.
(i) 2.az^ — Zaz — b = o.
Si Ton a a^è, les trois racines de Téquation (i) sont réelles, mais l'une d'elles ne satisfait pas à la condition — I <^cos0 <^ I.
Si a <^ è, deux racines sont imaginaires. Il en résulte que la conclioïde a quatre points d'inflexion quand a est plus grand que J, et deux seulement quand a est plus petit que h.
D y a également deux points d'inflexion si a = b.
La conchoïde peut se construire de la manière suivante: d'un point fixe A on mène un rayon vecteur quelconque indéfini qui rencontre en B une droite XX' dont la position
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est Invariable. A partir de B, on porte sur le rayon vecteur, et dans les deux sens, des longueurs BM, BN égales à une ligne donnée a-, la conchoïde est le lieu décrit par les points M et N, quand on suppose que le rayon vecteur tourne autour du point A.
Cette courbe fut imaginée par le géomètre Nicomède (environ 1 5o ans avant J.-C.) pour résoudre les deux problèmes, si célèbres chez les anciens, de la duplication du cube et de la trisection de Tangle. Newton en a fait usage pour la construction des équations du troisième degré [Arithmétique unis^erselle) ^ et les architectes Vîgnole et Blondel Tout utilisée pour le tracé des fûts de colonne [Cours d' Architecture, par d'Aviler). On peut substituer
à la base XX' une ligne quelconque, et Ton obtient alors des conchoïdes d'ordre supérieur. Dans le cas où l'on
prend un cercle et où le point A est sur la circonférence. on trouve le limaçon de Pascal (n® 479). De La Hire a donné, dans les Mémoires de l'académie des Sciences (année 1708), un long travail sur les conchoïdes à base quelconque.
tig- aS.) L'axe des^ est une asymptote
Les points d'inflexion autres que l'orîgîne sont déter-
Frenet. — Recueil. 1 2
mines par l'équation
8cOS*2Ô -h 3cOS'2rô 4- 6COS2 0 -hlO r= O,
qui ne donne qu'une valeur réelle pour cos 20.
La plupart des courbes données dans ce paragraphe sont tirées de V Introduction à l'analyse des lignes cowbes, par Cramer (Genève, 1750).
S XUI. — Rayons de courbure et déi^eloppées
des courbes planes.
Notations et formules. — p, rayon de courbure en un point (x^jr) ou (r, 6) d'une courbe donnée par l'équation
/(•^,r) = o, ou F(^0) = o;
e, angle de la tangente avec l'axe des x ou l'axe polaire j /?, distance de l'origine à la tangente 5 a et 6, coordonnées du centre de courbure ;
ds'
dx d^jr — djr d'^x
idf\^d-f ^df df d-f ^ idf
\dx] dj^ dx dy dxdy \dx
dfyd^i
dx"
/*VT L.+^iV"
^drY d'r [ d^u
tt' 1 u
d^j di)^ \ dB
. . ds . d^p dr
Les quantités p et r se rapportant à un point d'une courbe, px et r^ au point correspondant de la développée, on a
\dx' j \dj:^
Si 0) désigne l'angle des axes, on a
(/) p- ^ft:
-r— sin« 266. On tire immédiatement de Téquation
Par suite,
On a aussi d'où
De plus.
/'(I-HZ)-*-/?' Z' ce qui donne
P^'i''-[l^q)[qy^+p^)'
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et comme l'équatîon proposée peut s'écrire il en résulte
{i -^ qy^qr' '^P'Y=^p'[p -^ a^Yf
ou bien, en tenant compte de la relation (i),
Pour 7 = 0, l'équation (2) se réduit à une identité; mais en la mettant sous la forme
et prenant la vraie valeur du second membre pour ^ = 0, on trouve
équation connue de la développée de la parabole.
p. = ilfL
8i62h-ï6 [aî-+-i8aa±a2 (a — 6a)2j =0.
La parabole semi-cubique est la première courbe qui ait été rectifiée. Cette rectification fut trouvée presque eu même temps par Van Heuraet, Neil et Fermai.
SOLUTIONS. l8l
-.-- ax(5x — i2a) ^ 8ax^ 8a y
' ô(ia — x)
a [Sa — 3.t)^x'-
Quand une courbe est unicursale (n® 245), il est manifeste que sa développée Test également. Si Ton pose ici x = tj^ on trouve en effet
a{i-h6f^] ^ Sa 3/« 3r
a=:^ + 3(xj>)% 6=j-+-(3x»j
pz=3{axjrY,
En faisant tourner les axes d'un angle de 4^° autour de Torigine, on reconnaît que la développée est aussi une astroïde (n*»232).
i 6ifc(6»— 8a')^ 07 , 6d=(6» — 8^M
e«= ^ -^ -=log ^—7 '
et enfin
a = aIog , ô—
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Celte courbe a été nommée logarithmique j^ar Huyghens, qui Ta étudiée [De* causa grai^itatis^ Opéra reliqua).
d*OÙ
, 6db(6»— 4a»)* 6(6»— 4a')'
a = a log î — '- q= -i Y-^ — '-
La chaînette est la courbe que figure un fil homogène pesant, flexible et inextensible, et dont les extrémités sont fixes. A Torigine du Calcul diflérentiel, les géomètres s'en sont beaucoup occupés, notamment Leibnitz, qui la construisit au moyen de la logarithmique (n° 270), et Jean Bernoulli, qui en donna le premier Téquation et les propriétés
principales.
6 = — - 9 a = — a loff ^—^ ;
d'où
La chaînette est donc la développée de la tractoire (n° 473).
La traotoire ou tractrice est la courbe décrite par l'extrémité d'un fil inextensible et sans masse, situé dans un plan horizontal, et dont l'autre extrémité est tirée le long d'une ligne droite. Il faut ajouter que la vitesse acquise du
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point mobile est incessamment détruite par la résistance du plan, ce qui revient à supposer le flottement infini. Leibnitz a démontré que la portion de la tangente à cette courbe comprise entre le point de contact et la droite directrice est constante, d*où le nom de courbe aux tangentes égales donné à la tractoire. Huyghens en a fait Tobjet d'intéressants travaux-, Clairaut Ta beaucoup généralisée en prenant une ligne quelconque pour directrice.
273. En faisant usage des formules (c) et (/i) de ce paragraphe (p. 178 et 179), et posant
on a
Il en résulte que la développée est une spirale logarithmique égale à la proposée \ elle se confond d'ailleurs avec le lieu des extrémités de la sous-normale polaire.
La spirale logarithmique peut être à elle-même sa développée. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que Textrémité du rayon r^ aboutisse à la courbe. On doit donc avoir en même temps, puisque les deux rayons r et ri sont perpendiculaires ,
ae", Ti = ae*
Comme on a de plus r = «Ti , la condition cherchée revient à celle-ci :
oLzzze ** ou a*=:e
Il faut et il suffit qu'on puisse déterminer un nombre entier h satisfaisant à cette équation.
Cette courbe se reproduit de plusieiurs autres manières :
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sa développante, ses caustiques par réflexion et par réfraction en supposant le point lumineux au pôle, le lieu du pôle d'une spirale roulant sur une spirale fixe égale, sont des courbes égales à la proposée. Ces propriétés remarquables ont vivement frappé Jacques Bernoulli. A ses yeux, la spirale logarithmique n'est rien moins que le type de la constance et le symbole de la résurrection. Voici le curieux passage où il donne carrière à son enthousiasme :
« Cum autem ob proprietatem tam sîngularem tamque » admirabilem mire mihi placeat spira liœc mirabilis, sic » ut ejus contemplatione satiari vîx queam, cogilavî illara » ad res varias symbolice reprœsentandas non inconcinne » adhiberi posse. Quoniam enim semper similem et eam- » dem spiram gignit, utcumque volvatur, evolvatur, radiet, » hinc poterit esse vel sobolis parentibus per omnia similis » emblema : simillima Jilia matri,.,, Aut, si mavis, quia » curva nostra mirabilis in ipsa mutatione semper sibi con- » stantissime manet similis et numéro eadem, poterit esse » vel fortitudinis et constantiae in adversitatibus, vel etiam » camis nostrae, post varias alterationes et tandem ipsam » quoque mortem, ejusdem numéro resurrecturae symbo- » lum \ adeo quidem ut si Archimedem imitandi hodie nunc » consuetudo obtineret, libenter spiram hanc tumulo meo » juberem. incidi cum épigraphe : Eadem mutata resurgo. » [Acta eruditorum, ann. 1692, p. 212.)
Descartes s'est occupé le premier de la spirale logarithmique. Il la définit par la propriété que possède le rayon vecteur de faire un angle constant avec la tangente.
274. Soit (f l'angle du rayon vecteur avec la tangente en un point de la courbe 5 l'équation revient à celle-ci :
tang(p==: 5
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par suite,
(i) /?=: rsin<p = (r» — û')S
et, en vertu de la formule (c), p. 178, (2) p^=r^—a\
Rapprochant ces résultats des formules (rf), p. 1 79, îl vîent
pour l'équation de la développée, laquelle est évidemment un cercle.
On reconnaît d'ailleurs, dans l'équation proposée, l'équation différentielle de la développante du cercle.
L'équation de la courbe étant
/'=: a' CCS 2 6, et aussi
on trouve d'abord
puis
3(x'^X^y ^'' 3(cos2Ô)^
j(^' — ^^ — J^) 2asin*0
3(*'+j') 3(cos29f'
a:{a^ -h x^ -h y^) 2 a ces'* 6
d'où
Si Ton passe aux coordonnées polaires, en posant
a = rcos9, 6 = rsin0,
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l'équation (i) devient
4fl» 1 -f- tang'g 4fl^ 1 — tang'e + tîing'Q
^ (1 -h tangue) (i — tangue) ^ i — tang^ô
On voit que cette courbe est unicursale (24-5) en posant
L'épîcycloïde étant représentée (n° 234) par les deux
équations
Ifl H- ô xz=(a -h b) cost — ^ cos — r — /^ y j- = {a -^ b) sin t — b sin — - — /,
on en tire
dx , , , a-if ib ^ at
--- := 2 ( fl -h 6 ) cos ; / Sm r )
dt ib 7.b
dr , ,,. a->r7.h , at
, -^ = 2(a -4- c>) sm ; — f sin— 75
\dt ^ ' 2 0 ^b
dy a -^ ^b d^x a H- 2 6 1
— =tang ^ ^ — 46(« + ^^) ,« + 2^» . ««'
^ ^ ' cos* ; t sm — r
Par suite
Y* a-\-ib 7.b 2£>*
[ y a-^ib ib 26
De là et des équations (i) résultent les relations
(4) p= 7— sin— -9
a =: 7 ; cos t -\- cos r t ) ,
ab / a -h b . , a -^ b \
6 = r — - — sin t -f- sin — ; — t .
SOLUTIONS. iSn
Il suffirait de remplacer b par — b pour avoir les formules qui conviennent à Thypocycloïde.
Les équations (5) représentent la développée demandée 5 on voit qu'elle est aussi une courbe du genre épicycloïde. En changeant d'axes rectangulaires sans déplacer l'origine , on peut mettre les équations (5) sous la forme des équations (i).
L'équation (4), qui donne la valeur de p, peut s'obtenir presque sans calcul en employant la formule (p. 178)
rdr
p=- (no 277).
Pour cela, il est nécessaire d'avoir une relation entre rel p. Or on tire d'abord des équations (i) et (2)
x* -4-7» = 7^ = a» -4- 4^ (a -f- ^)sin*— 5
X dy — Y dx a t
— '^—~ =2 a4^^){a-f- 2^»)sin'-7.
dt ' ^ '7.0
ds . , at
— = 2 (a H- 6 ) sm — r :
dt ^ ' ^b
puis
xdy — ydx , . . , at
p ::= — : ; = ( a + 2 6 ) sm — 7- ?
'^ ds '2.0
et enfin
^^) P- pï^-TT) '•
relation qui, diflerentîée, conduit immédiatement à l'équation (4). Cette relation (6), qu'on peut regarder comme l'équation de Tépicycloïde, est d'un emploi commode dans plusieurs cas (n^* Wl et 489).
I** De l'équation évidente
p =zxs\m — / ces £ ,
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on tire
dp = (a?cose -h^sine) ûfe.
Or
d^p dx dy
— , Ç = — p -H cos t—, sine -—•
di^ ^ dt dz
d.r . dy ds
cos g=r— -9 sine=-^î p=:---:
ds ds ' «Ê
donc
2** Pour obtenir la relation p = -r- » il suffit de diffé-
dp
rentier Téquation
et de comparer le résultat à la formule (i) de ce paragraphe, p. 178.
La relation proposée se ramène à celle-ci
ds y
OÙ le premier membre peut être regardé comme précédé du signe di -, et comme on a généralement
il en résulte
On a d'ailleurs, N étant la longueur de la normale,
ds 1 ay^
•^ dx J'H-^»'
par suite
L'équation proposée appartient à la courbe décrite par l'un des foyers d'une ellipse qui roule sans glisser sur Taxe des x (Delatjway, Journal de Liouvilley t. VI). Cette courbe jouit aussi de la propriété d'engendrer, par sa révolution autour du même axe, la surface minimum qui renferme un volume donné (n° 686).
La variable indépendante étant or, on trouve
et pour le maximum ou le minimum,
D*ailleurs, l'équation du cercle osculateur étant on a
if
dX " ' dX' Différentiant Téqualiôn ( 2 ) par rapport à X, il vient
, dY d'Y .^ ^ d'Y ^dXdX'-^^^-^^dX'^''^
et, à cause des relations (3),
c« qui démontre le théorème énoncé.
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Si ron joint le point m d'une courbe avec le milieu pt d'une corde parallèle à la tangente en ce point et infiDiment voisine, l'angle de la normale avec la direction limite de la droite mfi a été nommé par Transon la déviation de la courbe en m, La tangente de cet angle a précisément pour valeur le second membre de l'équation (i). (Voir Journal de lÀouuîlle, 184I9 p* ipi*)
L'équation proposée peut s'écrire
en supposant les courbes rapportées à des coordonnées polaires dont O est le pôle, et désignant par (îj, d,, . . . , cJ„, A les rayons vecteurs des points Ai, A,, . . . , A„, M.
Les quantités d ainsi que A sont des fonctions de l'angle que fait la transversale avec Taxe polaire^ en différentiant deux fois l'équation (i) par rapport à cet angle, il vient
D'un autre côté
COSa= j, - rzr ^
d'où
I S'-hnS'^ — SS"
de même
I A' -f- 2 A'» — . AA*'
Rcos^p A^
Donc, en tenant compte des équations (i) et (a),
pcos'a ^0 ^j d^ Rcos^fA
Ç XIV. — Géométrie à trois dimensions.
Formules relatives aux courbes gauches. — En un point m{^x^yj z) d.*une courbe on peut concevoir trois lignes droites rectangulaires entre elles, savoir : la tangente, la normale principale et la perpendiculaire au plan osculateur. Sur chacune de ces droites il existe deux directions différentes : Tune est définie par les cosinus des angles que fait cette direction avec les directions positives des axes coordonnés, et l'autre, qui lui est opposée, par ces mêmes cosinus changés de signe. Pour abréger, nous appellerons cosinus directeurs d*une droite ou d'une direction quelconque ceux qui définissent ainsi une direction convenue*, et ces mots ; la direction (a, i, c), désigneront celle que déterminent les cosinus «, £, c. On pourra même souvent substituer à ces cosinus des quantités qui leur seront proportionnelles.
Quelques-uns des résultats exprimés par les formules qui suivent seront démontrés dans ce paragraphe.
a, ^, c, cosinus directeurs de la tangente;
X, fx, V, cosinus directeurs de la normale principale;
a, 6, 7, cosinus directeurs de Vaxe du plan osculateur
ou simplement de Vaxe; «, angle de contingence ou première flexion; u^ angle de torsion ou seconde flexion; p, rayon de courbure; /•, rayon de la seconde courbure.
( «2 -f- ^2 -+- c» — I , X2 H- fi» -H v' = I, a' -f- e* H- 7^ = I ; j «a -f- ^6 -4-^7 = 0, aX-4- ^fA-4-cv-— o, aX + 6|x H- «yv = 0.
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Ia = ^v — c^y Qz^cX — ûT», y=zatt — bX; X = 6c — 7^, iiz=ya — ac, v=OLb — 6a; a = fty — v6, b = VOL — Xy, c = X6 — yia,
dx djr dz
ds ds ds^
6) Cl) G>
djrd^z — dx d^y dz d?.v — dx d}z dx d^y — dyâ>x
vPds tà!^ds f^^ds
v*^) U ds ds
__ [(^r/»j ~ dfj <f»^)» H- (^r<^2? — dzd'xY ■+• [dzd^x — dxd-zy]\
r ds
dx [d^x d}z — d^z cPjj + dy [d^z d}x — d}x d}z) -f- dz [d^x d*y — d})' âx)
"" [dyd'z — dzd'yY + (é/z é/^or — dxdz'Y -f- (^^r — ^/^-^l'
(/) X=:^ = -£î, .^^^_^, v = -=-^ (no282),
[q) dXz=i(jLU — ûw, diL= ^u — 6w, é/v = 7 M — c« (n** 284)«
Les formules {f) jouent un rôle assez important dans l'étude des courbes à double courbure. On peut remarquer que Tune quelconque des égalités
n'est que l'expression analytique de ce théorème :
da dx
db d^
de dy
Oi u
« Le rapport des flexions d'une courbe en un point est égal au rapport des accroissements que subissent, en passant de ce point à un point infiniment voisin, les cosinus des angles d'une droite quelconque avec la tangente et l'axe du plan osculateur (*). »
Plusieurs des formules précédentes se simplifient quand on prend l'une des coordonnées pour variable indépendante. Si, par exemple, cette variable est x, en posant pour abréger
v/i-Hj'*H-3"=D,
on trouve
fyo + z'z y-z'f.r'î"— z'r»),
z''+y(r'»''-»V) ~ iv '
« = P D^ ' «=-Pd'' ■^ = Pd«'
(ïz"-
(*) Dans le Traité de Calcul différentiel de M. Bertrand, les formules {h\ «ont désignées sous le nom à^ formules de M, Serret. C'est là une dénomination erronée, comme l'a reconnu M. Bertrand lui-même {Rapport sur les progrès les plus récents de l'Analyse mathématique y 18^7, p. 27). Le t^iéorème cité dans le texte, et qui, sauf la notation algébrique, est identique aux formules (A), a été donné par l'auteur du présent Recueil dans une Thèse ilnprimée à Toulouse en 1847; '® travail de M. Serret sur ce point n'a paru que trois ans plus tard. De plus, un développement de la Thèse renfermant ces formules et plusieurs de leurs conséquences avait été mis, dés la fin de 1847, entre les mains de l'illustre rédacteur du Journal de Mathématiques (iw/r les Nouvelles Annales de Mathématiques, 1864, p. 284).
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Il est quelquefois commode de calculer r par la formule
281. 1** Soient j:, y^ z les coordonnées d'un point M de la droite D^ Xi, j^i, Z| celles d'un point Mi de la droite Di, et posons
jr, — a, Xi — bx Zi — c,
La condition du minimum donne la relation
{x -- Xi)dx -h (x ^ rt)dX -H (z-~z^)dz = (x — xx)dx^ 4- [x — /i)4ri -4- (a — Zi)û?ai.
D'ailleurs,
dx •=. çf.dh^ dx '==-^dh^ dz •=-*>idh^ dx^ziz cL^dhx ^ ^, = 6|^A|, dztz=zyidhi\
d'où, à cause de l'indépendance de A et ^i ,
(3) (a:— ar,)a -f- (j— Ji)6 4-(3 — z,)7 = o.
(4) (ar — .r,)a,4-(r--7,)6,-f-(2 — Zi)7i=0,
Ces équations expriment que la ligne MMi est perpendiculaire à chacune des droites données. On en tire
671 — 761 7a» — «7» aé, — 6a,
La valeur commune de ces rapports est
v/67, — 76,)' H- (7*« — «7')' + («6. — 6a,)' " sinV
en désignant par d la plus courte distance, et par V l'angle des deux droites.
Il résulte de là que les valeurs /?, y, r des cosinus directeurs de Tune des directions de la plus courte distance sont données par les formules
sinV sinV sinV
2** On déduit des équations (5) et (6)
et par suite,
D'un autre côté,
SÛT. — jTiZzz a — a, -4- ah — ai A| ,
p(x—Jr^)-hb{Jr—y^)-hr{z—z^)=p(a—a^)-^q{b—bt)'hr{c--c^)^
en tenant compte des relations évidentes
Les relations (7) et (9) donnent enfin
$ = ±[p(a — a,) -^ q{b — b,) -h r(c — c^)], c'est-à-dire
(a— ai) (6y,— . yS.) -f- (b-^b,) (7a,— a7,) -f- (c— c.) (a6,— êa.)
sinV où l'on peut concevoir sinV remplacé par sa valeur
3° Pour le calcul des coordonnées des joints M et M,, il suflSt de déterminer h et /ij. Or, si Ton multiplie respectivement par a, 6, y les équations (8) et qu'on ajoute le résultats, il vient ,
o = a(a — fl,) -f-6(6 — i>,) -+-7(c — c.) -|- A — A, cosV On trouverait semblablement
o = a, (a — û,) -f- 6,(^ — ^i) -4- 7i(c — c,) H- AcosV — A, d'où
(lo) — h sin»V=: (« — £!,)(«, cosV— a) -f. (A — 6.) (€, cosV - e)
(c— c,)(7, cnsV— y).
Observant que le binôme a, cos V — a peut être mis sous la forme
a,(aa|-+- 66, -f-yVi) — a = 7,(7a, — 7ia) — 6,(a6, — a, 6)
= sinV(<77, — r6,), îl vient
^ _ (g— ^i) (<77'— ^^') -t- (^ — ^i) (^«1—7^7') -*- (^— ^i) (/^€, — <ya,) "" sinV
On obtiendrait pour hx une formule tout à fait semblable. L'analogie des expressions A et d est manifeste. Elle tient précisément à cette circonstance, facile à reconnaître par la Géométrie, que la longueur h sin V est la plus courte distance de la droite D, et d'une parallèle à la perpendiculaire commune, menée par le point (a, i, c).
2S2. Démontrons d'abord que la droite dont la direction
est définie par les cosinus — ? — » — est perpendiculaire
à la fois à la tangente et à l'axe du plan osculateur. Il suffit, pour cela, d'établir les équations
a r/a H- ^ fifÇ -h c fify = o, OLcloi -I- 6 r/o -+- 7 fif7 = o ;
or la dernière résulte évidemment de
et la première, de celle qu'on obtient en différentiant la relation manifeste
aa4- 6A -h 70 = 0,
et remarquant qu'on a
a da -^ ^ db -h y de = O
en vertu des équations données. 11 suit de là que Ton peut poser
mais il est permis de choisir pour l'angle de torsion un signe tel, que ces relations coïncident avec les équations (2).
283» Ces équations donnent
u = — (X c?a -f- iid^ -hvdy)=: 0Ld\ -f- 6 <f|x 4- 7 û?v.
De la relation
da ds d^jc — dvd^s
on tire
fùds'd\ -^\d[^ds^) = dsd^x — da:d's; on aurait aussi
ùids^dv -+- vd{(àds^) = dsd^z — dzd^s.
Si Ton multiplie par a la première de ces équations, par o la deuxième, par y la troisième, et qu'on ajoute les résultats', il vient
u^dsu = nd^x -+■ f^d^y + yd^z.
dfd^z — dzd^y Remplaçant dans cette relation a par -^^ > 0 et y
par des expressions analogues, on trouve la formule en question [formule (e), p. 192].
284. En un point M d'une courbe, la tangente, la normale principale et Taxe du plan osculateur déterminent trois plans qui forment huit angles trièdres trirectangles. Les arêtes de l'un de ces trièdres sont parfaitement définies parles cosinus directeurs a, &, c^ X, |ul, v ^ or, 6, y, entre lesquels on a les relations (p. 191 et 192)
> = 6r — 76, |* = ya — ar, v=ab — €a.
En diflerentiant les trois premières et tenant compte des formules (/) de la page 192,
(/a (1% db (I^ de ^/«y
^' b></ W« OAH
on obtient immédiatement les relations (1).
On y arriverait aussi, mais d'une manière moins rapide, en diilëreutiant les trois dernières et ayant égard aux équations (y).
Si les directions ()., fx, v), (X -h A>., fx-h A;/, v -h Av) font un angle i|^, on trouve en général
4 sin' I- = A>* -f- Au' -h Av^
et par suite
(3) \^=zd\^ 4- di»} -h d?=u^ 4- w%
puisqu'on a
aa -h 6^ -f- 7c = o.
La relation (3) est due à Lancret.
285. Si l'on convient de représenter les quantités relatives à Ml par les lettres adoptées pour les quantités ana-
logues qui se rapportent à M, en les accompagnant de Tindlce i , on a
d'où
djTi = dx -h pd\ -\-\dp^
dzx =■ dz -h pdv -\- vdp;
OU bien, en remplaçant rfA, dfi^ dif par leurs valeurs (no 284),
aidsx-=aLpu^\dpy b,dsi = ^pu -^ iidp^ c, dl^i = yp tt -f- v ^p .
D en résulte
aOi •+- bby -\- cCi — 0,
Aa, -+- uô, -h vc, — —^5
^ dsx
ù u aa, -f- 66, -f- 7c, — ^5
dSx
et par suite
ds\ dp^-hp'u^>
Les équations (i), (2) et (3) montrent que la tangente au lieu des centres de courbure est dans le plan normal de la courbe donnée, et fait avec la normale principale au
point M un angle dont la tangente est ^ • Cet angle n*est
égal à zéro, en général, que pour les courbes planes.
Par suite d'un calcul incomplet, Lagrange avait été conduit à ce résultat, que le lieu des centres de courbure peut avoir pour tangentes les normales principales de la courbe {Fonctions analytiques). Cette assertion inexacte ne lui serait pas écbappée, comme l'a fait voir Poinsot, s'il eût poussé ses calculs un peu plus loin.
286« Le plan rectifiant au point {Ji^^y^ z) a pour équation (p, 191)
En la combinant avec celle-ci,
on en conclut les équations de la droite rectifiante, qui sont
li(/v — V d^ V d\ — Adv X d^ — ^dï.
Remarquant qu'on a [formules (i) et (^), p. 191 et 192]
lid'j — vd^ = |*(V — ^^) — v(6tt — b(ù) ::= au -{- aw,
et des expressions analogues pour les autres dénominateurs, on met ces équations sous la forme
X- 3? __ Y — x ___ Z — z au -h «w bu -^ 6» eu -4- yw
d'où résulte que les cosinus directeurs de la rectifiante sont
au -f- aw bu H- 6w ci/ -f- 7w
y/a' -f- w^ y/tt^ -f- «* v'tt' H- w'
par suite, cette droite fait avec la tangente un angle dont le cosinus est égal à -=^z:= • Si doiic on prend sur cette tan-
gente à partir du point M une longueur MA = p, et qu'on mène par le point A une parallèle à Taxe du plan osculateur, cette parallèle rencontre la rectifiante en un point B tel, qu'on a
AB = — = r.
287. Le plan normal au point (x,j^, z) de la courbe a pour équation (p. 191)
(,) (X-^)«-t-(Y-j)£»-f-(Z — z)c = ]\=ro,
et la recherche des coordonnées du centre de la sphère osculatrice revient à déterminer les valeurs de X, Y, Z qui satisfont au système
(2) N = o, ^N = o, rf»N=:o,
les différentielles étant prises par rapport à une variable indépendante dont toutes les autres variables sont des fonctions. La seconde équation de ce système prend la forme
r-, V da ,,, . dh ,„ .de
et la troisième revient à
(4) (X-.)rfJ+(Y-r)^^ + (Z-.)rfg = o.
Les équations (i) et (4) donnent immédiatement X — ^ Y— 7 Z — z
, ,dc db _ da de .db , , du
bd-- ed-rr- cd— ad-—- ad— bd—-
ds ds ds ds ds ds
OU
1 bde — cdb\ fcda — adc\ 1 adb — bda\
Or on a [formules [f)^ p. 192]
bde — cdb bv — cy. a ds p p '
a pdoL — ixdp pu}\.-\- adp
De là, et d*autres transformations analogues, on conclut
X—x _ Y— y _ Z—z pul-^-adp pupi.-h^dp puv-^ydp
ou
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D'ailleurs l'ëquation (3) peut s'écrire
(X-x)l + (Y-/]p + (Z-.l. = fi par suiie, les coordonnées ç, », !^ de m et le rayon R de la sphère osculatriee sont donnés par les formules
^ — .r — pi_ ^ — j- — pfi _ ; — z — p* _ ^-Jf ^
a e ■} <ll
D'après les formules {/) (p. 192), on a
d/i_(rt_(fc__«_ rfi </? (/y u
m étant une constante. On tire de la, Â, B, C désignant trois autres constantes,
a = ma + A, é = raS + B, c = «7 + C,
d'^ i'-f-c'=m(aa4-iS-l-C7) +A(i-I- Bi-l-Cf.
La dernière équation se réduit à
- + Bll
ce qui montre que Ja tangente en chaque point de la courbe fait un angle constant avec une droite 6xe dont les cosinus directeurs sont proportionnels à A, B, C. Cette propriété déCnit précisément l'hélice tracée sur un cylindre à base quelconque, la génératrice étant parallèle à la droite fixe. Réciproquement, l'axe des z étant supposé parallèle à la génératrice du cylindre sur lequel l'hélice est tracée, on » les équations (p. 191 et 19a)
rfc=: — ïH, r'+ 7'-l-ï'=l, efv^zf'i — cm, d'où il résulte que, pour c constant, v est nul, y constant, et par suite aussi le rapport des courbures.
ao3
Les formules (rf), (e), (f) de la page 192 donnent
les relations
da dx
" ds ds
db d^ _
* ds ds
elc dy
• ds ds
d'où, en désignant par A, B, C des constantes arbitraires,
(i) pa-t-ra = A, p^-4-rS = B, pc -^ ry =:C,
On déduit de là sans difficulté
AA-+-Bu-t-Cv=ro, Aa-+-BAH-Cc = p, Aa-f-B6 +C7 = /.
Ces dernières équations montrent qu'il existe une droite fixe, perpendiculaire à la normale principale de la courbe, et faisant des angles constants avec la tangente et Taxe du plan osculateur. Les cosinus directeurs de cette droite sont proportionnels à A, B, C, et si l'on suppose qu'elle soit prise pour Taxe des ^, on a
A = G, B = o, d'où résulte
(i) pa -h ra=zo^ p6-l-r6==o, v = o.
On trouve aussi c constant, ce qui devait être (n° 288). Si l'on observe qu'en général
a = bv — cp, 6 = cX — avj les équations (i) nous donnent
paz=: cry. , pb =z — cr\ ,
OU bien
dh da
a=:cr—-y b z=z — cr —-^ ds ds
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OU enfin
dy dx
dx =r crd -p-» dy = — crd ---' ds ' ds
On tîre immédiatement de là, en désignant par Xq et Jj deux constantes arbitraires,
djr dv
x — T.z=zcr -—^ ^—jo = — cr--, ds ds
et par suite,
{x — x.)dx'Jt- (/— jo)^ = o;
par conséquent
(.r — x^y -f- (r — Jo)' = const. , équation qui représente un cylindre à base circulaire.
290. Désignons toutes les quantités qui se rapportent au point Ml de la deuxième courbe par les mêmes lettres adoptées pour les quantités relatives au point M, en les accompagnant de l'indice i. On a (p. 191 )
On en tire
dx^ :=. dx -\- hd\^ dy^ = dy -h hd^iy dz^ z=: dz -\- hd^^
ou bien
aidSiZ=ads -\- hctXf bidSi= bds -h hdiiy CxdSi = cds -{- hd^t.
Il en résulte
-, ds — koi
aai -f- obi •+- cCi = -: — ; .
du
Telle est la valeur du cosinus de T angle que fait la tangente en Ml avec la tangente en M Quant au cosinus de 1* angle que la première tangente fait avec la normale principale en M, il est égal à zéro, puisqu'on a
On trouve enfin, pour le cosinus du troisième angle cherché,
D'ailleurs, la somme des carrés de ces trois cosinus doit être égale à i ; d*où résulte
ds, = sj(ds — hf^y + k'^u^ =ds Mi — -V-f- ^T.
291. I® Conservant les mêmes notations que dans le précédent numéro, il faut et il suffit que la tangente en Mi soit perpendiculaire au plan normal en M, ce qui exige qu'on ait
ou bien
c'est-à-dire que la courbe soit plane.
2** Les cosinus directeurs de la normale principale en Mi
sont
et a y dby dcy
ttii oi>i eù|
il faut et il suffit que sa direction soit perpendiculaire au plan rectifiant en M (n*^ 286), ce qui conduit à chercher la valeur du trinôme
a dtti H- 6 dbi -H 7 dc^*
Or on a (n°290)
dsy
par suite,
{hu\ a da^ -f- 6 db^ -^ 'i dcy -h a^dx -\- h^d^ -\- c^d^i z=z d ( -7- ) ;
\dsx)
et en vertu des relations [f) de la page 192
dx^=: — \Uy d^ -= — au y c^7 = — vî/,
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la dernière équation se réduit à
arfti, + idb,-h fdc.-^d ( -T— I ;
]a condition cherchée est donc exprinsée par d'où l'on lire (n" 290)
h désignant une constante.
Ce résultat est dil à M. Bertrand.
292. En prenant X pour variable indépendante et posant p*+ 20:'=^ m*, on obtient les résultats suivants :
La dernière équation fait voir que la courbe est du genrf bélice (n°288). On peut la concevoir tracée sur un cylindre dont la génératrice est parallèle i la droite qui a pour équations
la tangente faisant avec cette droite un angle de 4^- Si l'on cherche les cosinus directeurs de la droite rectifiante (n" 286], on reconnaît qu'elle se confond en chaque point avec la génératrice.
Si Ton met la première des équations (i) sous la forme
as = <-—- -h — — = — ^3 -h ^/ ,
on en conclut s = j^ — z^ pourvu que Ton convienne de compter les arcs à partir du point pour lequel z =y.
293. La variable indépendante étant X, on trouve pour Tëquation du plan normal
Xj2 — Yzx — Z.ry 4- xjrz = O ;
pour celle du plan osculateur,
et pour les rayons de courbure,
^ "" («'— b^f'x'-hb*j^-\- a<^«'
'5a^ù'^[a — b^]xyz
La variable indépendante étant z, on a (p
yx =zp — z, f xz^ip-' 2,
afl f _ 2,,2 x'f — /x'^ or' a:" -4- yf
j. y j.iy.% — p xx^ -\- y y'
X{p^z) ~y[ip'-'Z) "~ XJ "" y'jc2(^ _ z)2 4_^-i ^2/7 — zy -f- OT-'/»'
On déduit de là Téquation du plan normal et celle du plan osculateur. La dernière, qui prend la forme simple
Xj — Yx 4. (Z — z)p == o,
fait voir que toute parallèle au plan Xj^, menée par un point de la courbe dans le plan osculateur, rencontre Taxe des z.
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On tire aussi des mlîaKis foriaules
el par suite, en iL-iiaiit compte des relations (2),
P On peut remarquer que IV-Iement de j'arc
se simplifie quand on élimine p de la quantité placée soi II- radical. O 1 a, en efl'et, en désignant celte quanlilé pan et ayant égard aux équations (i),
ce qui conduit à poser x +,z = »; il en résulte
et par suite, à cause de la relation [x+y){z+X — y)=py
dz
-v'(.>-+7-H^)'+xr
En posant^ = Ix, on voit que la courbe est unicursale et du troisième degré (item, du n° 245). Elle est d'ailleurs un cas particulier de l'interseclion de deux liyperboloides ayant une génératrice commune. Si l'on prend cette génératrice pour axe des ^, el pour axes des x et des j' des génératrices appartenant, dans chaque surface, au système dillereiil de celui dont fait partie l'axe des z, il résulte immédiatemcni des équations obtenues que l'iuiersection est
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unicursale et du troisième degré, d'où le nom de cubique gauche par lequel on la désigne ordinairement. Observons que si Ton en cherchait les projections sur Tun des plans coordonnés, on trouverait généralement une courbe du quatrième degré, puisque chaque hyperboloïde est du second. Cette circonstance tient à ce que Tintersection complète renferme à la fois la cubique gauche et U génératrice commune. Généralement, si m et /i sont les degrés des deux cylindres qui projettent une courbe parallèlement à deux des axes^ leur intersection complète étant du degré /71W, il en résulte qu'elle renferme nécessairement des points étrangers à la courbe si le degré de celle-ci est un nombre premier.
La cubique gauche jouit de propriétés dont les plus importantes ont été données par Chai^les. M. Cremona [Non\f. Ann, de Math,, 1862) en a fait l'objet d'un travail remarquable et très-instructif.
P^g* ^6-) Soient M un point du lieu, H et K les
points fixes dans le plan xj^ C le milieu dp HK, O le centre de la sphère dont on suppose le rayon égal à i , MP un arc
Frk:(et. — Recueil.
de grand cercle perpendiculaire à HK ; on a de plus
MH 4- MK = 2/?, HC = CK = ^, BiP = e, CP = (p.
L'angle P étant droit, la formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique donne les relations
cosMK = cos0cos(^ — <p), cosMH =:cos9cos(<7 -+-7);
d*où l'on tire
MH — MK cos 0 cos «y COS7 cos = — >
2 COSp
. MH — MK cos 9 sin (p sinq
sin = : î
1 smp
par suite,
« /cos^'? , sin'<7 .
I = cos'0 cos'^y H- -1—;- sm'a
\cos'/7 sin 7?
Or il est facile de voir sur la tigure qu'on a
jr = cos 0 sin <» , j^ = COS0 coS(p; par conséquent
sin'^
sin^j? ces'/?
Si le rayon de la sphère estR, la projection de la courbe cherchée sur le plan xj a pour équation
sin^/>» cos'p
la courbe résulte donc de l'intersection de la sphère avec un cylindre.
En combinant la dernière équation avec celle de la sphère,
(1) jc» -t- j2 H- z^ == Rî,
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on en déduit
cos* g x« 4- ( I — tang*/i cos' q )x^ 4- 3* = R' cos'/?, ou bien
[1] Pj^-t- /7l*7*+ /l»Z»= I,
en posant
cos' 7 , 1 — tiing'ocos'ûr . I
R* cos'/? R'' cos'/? R' cos*/?
Si Ton prend x pour variable indépendante, on tire des équations (i) et (2)
,.,. y //^ (/»-m')(/*-.20(,~/^RM.r^
,. . . ,,_3a:(/i»-/-0(/7^'-/^)(i~/*R')(i--m*R-)(i-/i»R') De ces résultats, on déduit pour l'équation du plan normal
pour celle du plan osculateur
m^'-ti' ^ ^ 72'—/' ^ •^'
et pour les raj ôns de courbure
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___[(/«x»-|-m«7»-f-/i«z»)Il'- i]^
_ (/»— m>){m>— 7i»)(/ï»— P)n' '''"3xr2{/'R>— i)(m^R«— i)(/i'R» — i)'
où Ton a fait
La courbe dont on vient de s'occuper est r ellipse sphérîque. Pour étudier les courbes tracées comme celle-ci sur la sphère, il est avantageux d'employer un système de coordonnées pris sur la sphère même. Consulter à ce sujel le Journal de Crclle, t. VI et XIII; les Transactions philosophiques, t. XII; les Nouv^clles 'annales de Mathématiques, t. VI et VU, et divers travaux de MM. Chasles, Gudermann, Borgnet, etc.
Des relations données par l'énoncé
x* H- ^' H- «' = R', arc sin — = /i arc tang - »
on tire, en posant p*=T\} — z* = R' cob* n 0,
(i) x^ir 4- /^ -f-afib = o, nydx — nxdy -\-pdZ'=-(i^
et par suite
. , dx dy dz ds
^py — nxz pT^nyz np^ p^K^n' + p'
Ces équations déterminent les cosinus directeurs a, i, c de la tangente à la courbe, et aussi l'équation du plau normal qui peut s'écrire
(«tang/îôcosÔ-f-sinôjX-f- (/î tang /lô sin ô — cos0)Y = /ïZ.
Si l'on prend z pour variable indépendante, les équations (i) deviennent
x.r' 4-^7 -«-2=0, nyx^ — n/x + pz= o,
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et Ton en déduit, en faisant pour abréger ^/R'/i*-!-/?' = Ri', /l'/j* af = npyz ^ — R' f ' x, n^p^y" = — npxz — R* t'*^*,
Ces relitions donnent les cosinus directeur» a, 6, 7 de Taxe du plan osculateur, et, pour Téquation de ce plan,
«(/îx«-f-R»»^"sin0)X + /i(/ij2 — R»»^»cos0)Y
On tire des mêmes relations, en exprimante en fonction de 1^,
= R*[(i— /i')c'*-h«''(«^4-2)i/'+/i*(/ï»-f-l)J; et comme on a d'autre part, d*après les relations (2),
I np
il en résulte
/* de
Pour calculer - = > observons qu'on a d'abord
p dy *
puis, si l'on représente le dénominateur de p" par II',
ny=z (i — /^»)l'^-^/2»[/^*^-I),
On déduit de là
par suite,
^__R'(/î'+ COS'/20)»
w cos/iÔ (i — «'3 cos'/iô H- 2/2'(/î'-h 2)
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OÙ H représente l'expression
(i — /i*)cos*/îô — /i'(/i'— 4)cos*/îô+./î<(/ï*-f-4)»
Si 7Z = 1, la courbe est TintiTsection de la sphère donnée et du cylindre dont IVquatîon est x*-hy*= ax\ on la rencontre dans le problème célèbre de Viviani (n** 510). Pour ce cas particulier, l'équation du plan normal est
X sin r2 Ô — Y cos ti 0 = Z cosô,
celle du plan osculateur
Xsinô(2 cos' 6 4- i) — 2Ycos*ô -f- î2Z = sin0(2 -f- cos'Ô)R,
et l'on a, pour les rayons de courbure,
r— 5-h3cos>ô "" 6cos(9
Pour n = yî la courbe est l'intersection de la sphère
avec le cylindre dont la génératrice est parallèle à l'axe des z et dont la base est la courbe représentée par 1 équation
^x' 4- j^* = R ces y •
Cette interseclioîi a été étudiée par Pappus (n** 5t0)-
297. En général, la condition pour qu'une courbe, tracée sur la surface dont l'équatîon est F[x^y^z) = o, ait son plan osculateur normal à la surface, s'exprime par les relations
L'équation de la surface de révolution pouvant être mise sous la forme
on en déduit
fly dx
(2) x-^ j — = const.
^ ' ds ds
D'ailleurs, cp est le complément de l'angle que fait la tangente en m avec la tangente du parallèle, et comme les cosinus directeurs de celte dernière sont respectivement
— — , , o, il en résulte que le premier membre de
Téquation (2) est égal à rsincp.
Les courbes jouissant de la propriété définie par les relations (1) sont dites les courbes géodésiques des surfaces sur lesquelles elles sont tracées. En particulier, l'équation r sin C5 = const. est l'équation des géodésiques des surfaces de révolution.
298. i°et2°Soienlj:,j,z les coordonnées d'un point Mde la courbe C qu'on peut appeler la courbe directrice f /, m, n les cosinus directeurs de la génératrice qui passe en M. Pour un point voisin de la courbe, les quantités analogues seront X 4- Ao:, j -f- Aj, z -f- As, l-\-^l^ m 4- Am, n -f- A/z. Les équations du n° 281 donnent immédiatement, pour les cosinus directeurs de la plus courte distance de deux génératrices dont l'angle est j^,
m^r7 — n ^m n^l — l^n làm — mil
sini' smi' sint-
et pour la plus courte distance elle-même,
^x(màn — /lA/n) -h Aj(/?A/ — lAn) -f- àz(l^m — mal)
Les limites cherchées sont alors
md/i — ndm ndl — Idn Idm — mdl
V If V
^ dx(mdn -— ndm) 4- djr(ndl — Idn) •+- dz{ldm — mdl)
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OÙ
3* Soit h la distance du point M au point cherché Mj dont les coordonnées sont X|,j^i, Zi\ on a
et par suite [n*» 273, ëq. (lo)]
dxdl -♦- dydm + dzdn
Le point Ml que cette équation détermine sur la gênétrice G a été nommé point central par Chasles, et le lieu de tous les points centraux est dit la ligne de striction de la surface réglée. Au point central se rattachent une droite et un plan. La droite est celle qui occupe la position limite de la plus courte distance entre G et la génératrice infiniment voisine, et l'on pourrait, pour abréger, l'appeler droite centrale. Le plan, que Bour a nommé plan central, est celui qui contient cette droite et la génératrice, et dont réquation est par conséquent
[m — x,)dl + {Y — x,)dm -^ [Z^ z,]dn,
ou, ce qui revient au même à cause des équations (i),
(X — xjt// -^ (Y — j)^/n -h (Z — ^z)dn = o.
Si A = o, la courbe C est elle-même la courbe de striction, et Ton voit que le plan central contient la tangente à cette ligne; ce plan est donc tangent à la surface réglée en chacun des points de la ligne de striction. Observons que la droite centrale ne se confond pas généralement, comme le pensait Lacroix {Cale, différ. etintég,, t. III, p. 668), avec la tangente à la ligne de striction. Cela ne peut avoir lieu, en effet, que lorsque cette tangente est perpendiculaire à la génératrice, laquelle est nécessairement perpendiculaire à la droite centrale.
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Soient
les équations de la génératrice D^ répondant à la valeur « 4- At de la variable. Pour trouver le point [l où la perpendiculaire commune à cette droite et à D rencontre cette dernière, on considère le plan mené par D parallèlement à D| et dont Téquation est
^n[x — mz — p]'= Am(/ — nz — q)y
A/n, A/i, ... désignant les différences m, — ni^iix — ^9 --'ï puis on fait passer par Dj un plan perpendiculaire au précédent. Ce nouveau plan, qui a pour équation
A/1 -f- 7W, ( w A/2 — n A/w ) /?, ( /w A/î — n ^rn ) — A//î
rencontre D au point |ui, dont le z est par conséquent donné par la relation
zàm-h^p z^n-^-^q
A/i -h /Wi ( w A/i — n A/w ) /2, ( //i A/2 — n Am ) — A/n
Les coordonnées du point central sont donc fournies par le système formé des équations (D) et de celle-ci :
. . zdm H- dp zdn -f- dq
[\ -{- m?)dn — mndm mridn — [\ -\- rC^dm
300. Les deux systèmes de génératrices de la surface sont donnés par les deux groupes d'équations (A) et (B),
Les équations (A) peuvent s'écrire
atz a btz b
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Appliquant ici réquatîon(Z) du numéro précédent, il vient
d'où, en éliminant z et t entre cette équation et celles du système (A),
équation d'un plan coupant la surface suivant une parabole qui est la ligne de striction de ce système. Le second donnerait une autre parabole située dans le plan représenté par Téquation
301. Les équations des génératrices de la surface peuvent être mises sous la forme [Foir Briot et Bouquet, Géométrie analytique)
— = - cosy ni sin®, — = - sin©iîicosy. a c oc'
Appliquant la formule (Z)duno 299 au système donné par les signes supérieurs, on a, f étant le paramètre variable,
z c^[b^ — rt*)sin<pcosy
b a*b'-\- a^c* sin'ç -4- b^c^ cos^f Si Ton pose, pour abréger,
A = ^4-i, Bz=z\^-, c=:-^-^ = B-A, b^ r' c* fl' «' o'
l'élimination de f entre les équations (A) conduit à celle-ci
-+- a} c^ sin^ f
cos'
sin^
aH^
-h <2*c'sin^^
cos'
b^[c^-\- rt'
)cosî>
équation d'un cône dont Tin tersection avec la surface renferme la ligne de striction cherchée.
Au lieu d'éliminer cp comme on vient de le faire, on peul exprimer rationnellement les coordonnées x^y^ z au
moyen d'une même variable ï= tang-» ce qui donne
où l'on a lait
On voit que la ligne de striction répondant aux génératrices du premier système est unicursale et du quatrième degré. [liemarque du n^2k&.) Celle relative aux génératrices du second système est définie par des formules qu'on tire des précédentes en y changeant le signe de c*. Les deux solutions du problème se trouvent ainsi données par des formules distinctes, tandis que l'ensemble des équations (i) et (2), où c n'entre que par son carré, les confond dans une même courbe gauche du huitième degré. Cette courbe, comme on le voit, n'est pas irréductible, contrairement à l'opinion de Chasles (Quetelet, Corresp. math., t. XI). L'observation qu'on vient de faire est de M. Migotti.
Si 1 on pose — = a, -f =/>»,-- = c, et qu on de
^ as as as
veloppe suivant la série de Taylor toutes les diirérenccs A qui entrent dans l'expression de 0 (u° 298), Tare 5 de la courbe directrice étant pris pour variable indépendante et A5 étant désigné par e, on a
Ax = âft -h a' h «" ^
et d'autres formules analogues pour A/, Az, A^n, l^n.
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Pour trouver ce que devient alors â^ il suffit, à cause de la symétrie des calculs, de considérer l'expression
qui prend la forme
2 (tS
par suite,
ê='^—(iV-\ -4-... K
smV \ 2 t/j /
où
P = a(/n/t'— /î/?i') H- ^^(/î/'— In') 4- c[lm' -- mH).
dV ,
Si cette quantité est nulle identiquement , — Test aussi,
ce qui démontre le théorème énoncé.
303. En égalant à zéro la quantité P du numéro précédent, on a l'équation
(A) djc[mdn — ndm) -hdf{ndl — Idn) -^dz{ldm — m^) = o.
Elle exprime que, pour toute surface réglée qui y satisfait, la direction définie par les binômes
mdn — ndniy ndl — Idn^ Idm — mdl^
déjà perpendiculaire à la génératrice, Test aussi à la courbe directrice au poiçit M où cette courbe est rencontrée par la génératrice. C'est donc aussi la direction de la normale en M à la surface 5 et comme elle ne diffère pas de la direction limite de la plus courte distance de la génératrice considérée à la génératrice infiniment voisine, elle ne dépend nullement de la courbe directrice et demeure la même tout le long de la génératrice. On peut d'ailleurs reconnaître facilement que cette direction est perpendiculaire à toute courbe tracée sur la surface au point fji( J, w, ^) où cette
courbe rencoptre la génératrice. On a en effet, en posant
et par suite,
£i^ = dx -{- Kdl -+- IdK^ dn-h dx -h Rdm 4- mdR^
^ -h ^3 H- R^/î -f- /îé/R, d'où Ton tire
di{mdn — ndm) -h dn{ndl — hin) -J- d^[ldm — mdl) z= o.
L'équation (A) caractérise les surfaces dés^eloppables et les définit analytiquement.
304- Prenons un point fx($, >7, Ç) sur la génératrice qui passe en M, et désignons par R la distance pM. On a
rfÇ — c/jr = Vidl H- IdK, dm — djr = R//rw-+- /n<fR, «rt; — c& = Hdn H- w^/R,
et il s*agit de prouver qu'on peut déterminer le point (i de telle sorte que les quantités rfÇ, dm^ d^ soient proportionnelles à /, /w, 71. Or la direction /, m, n est perpendiculaire à celle de la plus courte distance, et aussi à Taxe du
plan central [n^ 298), dont les cosinus directeurs sont — >
— » —5 il faut donc qu'on ait
d{{mdn ^ ndm) -J- dn{ndl — Idn) -h dl^[ldm — mdl) = o
et
d^dl + dndm •+■ dX^dn = o.
On sait que la première équation est satisfaite (n° 303)) ^^ la seconde le sera également si l'on pose
dxdl -4- dydm -4- dzdn
dl^ H- dm^ -h ^/*»
Ce résultat démontre que les génératrices de la surface sont les tangentes de la ligne de striction (n® 299)) qui prend le nom à* arête de rebroussement quand la surface réglée est développable.
La réciproque du théorème se voit immédiatement.
305. Si Ton prend l'arête de rebroussement pour courbe directrice àeldi^nridice développable (n° 304), les cosinus/, /n, n deviennent respectivement égaux à a, i, c (p. igi). Or l'axe du plan osculaleur de l'arête de rebrousseineiu est perpendiculaire à la direction (a, i, c) et à la direction (dû, db^ rfc)^ la normale à la surface l'est également, puisqu'on a la relation
djL [mdn — n dm) -f- dj (ndl — Idn) ■+■ dz[ldm -4- mdl) = o,
et l'identité dl[mdn — ndm) + dm[ndl — Idn) -f- dn[ldm — mdl) = o;
le théorème est donc démontré.
I® Les équations générales du D® 306 deviennent ici
, , dl dm du f—- ; -—
(1) — = -— = — = i/r//' -4- dm^ -h dri" -
abc
Si Ton désigne par cp Tangle de la génératrice avec Taxe du plan osculateur au point M de la courbe directrice, on a
(2) /a -f- /116 H- 717 = cos^, >/ -♦- fxm -h v/î = sinç, et par conséquent
( 3 ) IdoL -\- md^ ~\- nd'^ -\- cLdl -h ^dm -\- ydn = — sin y d^.
Transformant ce résultat au moyen des équations (i) et des formules connues (p. 192),
- r/a d^ dy
il vient
dvf = u.
Telle est la relation nécessaire qui régit les variations de Tangle que fait la génératrice avec Taxe du plan osculateur.
2° La relation d z^ = u étant supposée exister, la surface est développablc. En effet, si l'on en tient compte ainsi que des forjuules (2) et (4), l'équation (3) se réduit à
otdl -h P dm -^ '^dn ==1 o.
On a d'ailleurs
/ (il -t- m dm -h ndn =2 o^
et par suite
dl dm dn
my — «é noL — /y /6 — mu.
Or la direction définie par les dénominateurs de ces rapports est celle d'une droite perpendiculaire à la génératrice
et à Taxe du plan oscillateur, c'est-à-dire celle de la tangente, ce qui conduit aux relations (i).
Les arêtes de rebroussement des surfaces développables déflnies par Téquation (5) sont dites les dés^eloppées de la courbe directrice. Comme cette équation ne renferme que la différentielle de l'angle f et non cet angle lui-même, il en résulte qu'une courbe à double courbure admet une infinité de développées. Si la courbe est plane, <p est une quantité constante.
308. I ° Désignons les quantités qui se rapportent à l'arête de rebroussement par les lettres affectées aux quantités analogues relatives à la courbe directrice, en les accompagnant de l'indice i. Nous excepterons seulement les cosinus directeurs de la tangente, qui seront toujours /, m, n. Cela posé, en se reportant aux notations et aux formules des pages 191 et 192, on a
dl doLx dm ^S, dn ûfy,
et, à cause des formules (i) du n° 307^
dl =r:a&>|, (1) { dmr=. 6w,,
dn = cw, y
doLi = — aui , (a) ^ dSi = — ^tt, ,
d'où
ft>, =r adl -h bdm -4- cdriy
(3) £/, = — {«</«,-*- è<iS, -h Cflfy,).
Or, par hypothèse,
al '{■' hm -h cnzzzo^
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et par suite,
adl 4- bd/n -4- cdn =z — [Ida -+- mdb -h ndc) = — » siny ,
en désignant par cp l'angle de la génératrice avec Taxe du plan osculateur au point M de la directrice \ donc
(4) Wi = — fr) sin^.
D'un autre côté, le plan tangent à la surface étant osculateur à l'arête de rebroussement (n" 305) ? les cosinus directeurs de Taxe de ce plan sont donnés par les relations
a.i = bn — c/w, ^, z= cl — an^ 7, = am — bl. On en déduît
à ad(Xi-h bd^i -\- cdyiZ= — (a,û?<2 H- 6,rfft -I- 7iC?c) I = — «(a,X-f- 6| fx -f- 7iv),
puis
a, > -f- 6, f* -f- 7, V = — {al -f- 6/72 -f- 7/2) = — C0S(j».
Ces résultats transforment l'équation (3) en celle-ci : (6) «I = — wcos<p.
Des valeurs (4) et (6) on tire
--=rtangy;
il suit de là que, si la courbe directrice est plane, l'arêle de rebroussement de la surface développable est une hélice (n** 288). Cette remarque a été faite par M. A. Serret dans le cas particulier où la génératrice est normale à une surface S sur laquelle la courbe est tracée, c'est-à-dire lorsque cette courbe est une ligne de courbiu*e de S.
2^ On a trouvé généralement (n° 298), pour la distance MM, = II,
d.Tdl -h dydm -+- dzdn "" dl^^dm''-^dn^~'*
Freset. — Recueil 1 0
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formule qui donne ici
D'un autre côte, des relations évidentes
X, — .r = /A, j, — yz=z mh^ z, — z = nh^ on tire
JTi — dx=:mdh -f- ^€//72, /Vz, — dz =^ ndh -f- Arfw;
et par suite, à cause des équations (i) et (7), . dxy, = Idh, dfx = mdh^ dz^ = ndhy
résultat facile à trouver par la Géométrie.
On en déduit
ds^ = dh^
ce qui fait voir que la génération des développées de la courbe directrice est tout à fait semblable à celle de la développée d'une courbe plane.
309. Soit <2 = (p (^, JK) Téquation de la surface donnée; si /, m, n représentent les cosinus directeurs de la normale au point M, on sait qu'on a
l = lSp^ mz=^q, 72 = — N, avec
et
dz z=.pdx -f- qdj»
D*ailleurs, la courbe directrice (n" 298) étant ici une ligne de courbure, les formules du n° 306 deviennent
/ V dl dm dn
OU bien
cLc dy dz
11 est manifeste que d(Np) est une différentielle totale, ainsi que d(Nq) et rf(N).
On lire de là
N^z dx -h pdz dy -\- qdz r/N dp dq
L'égalité des deux derniers rapports donne immédiatement Téquation connue des ligues de courbures.
Les équations (i), cas particulier do celles que nou« avons données dans le n** 306, sont dues à O. Rodrigues.
310. 1° Puisque la courbe AB appartient à la surface S, on a (n*^ 295)
dl dm _^dn yjdl' H- dnû -h dti^ v
dx dy dz ds ds
/, /w, n étant les cosinus directeurs de la normale à cette surface au point M(j:,j>^, z) de la courbe. On a de même
dix dm^ driy (^ djc dy dz ds
/j, 77Z,, 7ii et ^'i se rapportant à la surface Si. De plus,
CCS 9 = //, -h /W/72, + /?/?,,
6 désignant l'angle sous lequel les deux surfaces se coupent au point M. De là résulte la relation
(3) — sin hd^^=zldl^-\-m dm, -\-ndni-\-lidl-r- rh^ dm -\-n^dn\
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ou, à cause des équations (i) et (2) et des identités évidentes
Idx + mdj- -1- nih = O, /, dx + m,dy -i- n, ih = o,
1" Réciproquement, si 6 = const., el qu'on ait en même ips tes équations (i), l'équation (3) conduit à celle-ci :
«nime on a d'ailleurs
/, dl, + m, dm, -♦- n, dn, = o,
équations (4) et (5) expriment que la direction {dl„ I, dn,) est perpenili cul aire à la direction (/, m, n) el a direction (/,, m,, n,), c'i;st-à-dîre qu'elle se confond !C la direction [dx, dj, dz). c. q, f. d.
ïll. L'ëqualion de rdlipsoïde étant
aura pour celle du plan tangent au point (a:, y, z]
:c la relation
Les équations d'une pcrpeiidicidaire à ce plan, menée p.ir 'igine, peuvent s'écrire
Pour éliminer x, y^ z entre les équations (i))(!2), (3), comme la valeur commune des rapports (3^; est
(«'X»-+-<5»'Y>-+.c'Z=j', il suffit d'observer qu'on a
d'où
La podaire de l'ellipse ïde (n® 235) relativement à son centre est donc la surface d'élasticité (224).
Le plan tangent a pour équation
(1) (^5^. -') j:X— />V Y — .r'zZ -h j:'z»=:o.
Pour déterminer son intersection avec la surface, il faut combiner l'équation (i) avec la suivante :
(2) (a'— Z»)X2— b^Y^=zo, sachant qu'on a d'ailleurs
Si l'on élimine ^ et Y entre ces trois équations, on trouve
{a^ ^ z^y {a^ — Z^yX = .Tz{z — Z) H- (a^— z')X, et, par suite,
(a^ — z^) {z^ ^ Z')X'= x^z'iz — Zy -h 2J:z(a*--3»)(3 — Z)X. Cette équation peut s'écrire
(z - Z) { («» — z») [X^z + Z) — ixzX\ — ^^z'(2 — Z) } = o ;
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ce qui montre que le plan tangent coupe ta suriace suiviD: ne ligne droite et une courbe du troisième degré.
La surface considérée est un conoïde droit dont la géné- >trîce se meut parallèlement au plan XV, en rencontrant instamment l'axe des z et le cercle qui a pour équations
'est le cono'ùic de la voûte d'arête en tour ronde, uommi ussi coin conique de TVallb.
Les équations de l'hélice étant
X = a cosS, -^ — a sin 9, t = k6, ;)les de la tangente peuvent être mi^es sous la forme
|«sine(.-Ao) = -M^-«<=ose)
J j rtc<,se(,-te) = X-(j'-ûsin9),
I) j;cos9+j-sine— a — o.
La dernière de ces équations peut être considérée comm^ îlle de l'hélicoïde développable, en y supposant 6 replacé par la valeur que donne la précédente. Si l'on repre- ;nte par a le premier membre de (3), on est conduit»
soLUTiours. a3i
calculer Texpression
du /du} du* du'\ *
En différentiant et tenant compte de la relation
f CCS 0 — .r sin ô = ( .r' H- /' — ^ ' ) ^ » qui se déduit facilement des équations (i), on trouve
du ^ X du . ^ y du (j:*-4- r* — a"*)*
— = COSÔ î -r- = 81110— -, --■=. '-— ,
Ox a ojr a Oz k
et, par suite, pour l'expression cherchée,
quantité constante identique au sinus de l'angle que la tangente à Thélice directrice fait avec le plan jy^.
315. r étant la distance d'un point de la surface à l'origine, on trouve pour l'équation du plan tangent
et pour la distance cherchée,
316. 1° Surfaces à centre. 11 suffit de considérer Tellipsoïde rapporté à son centre et à ses axes. Appliquant Téquation connue des rayons de courbure principaux
on trouve ^
où D représente la distance de l'origine au plan tangent.
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inverse du piuiluit des r.-ivons àe courbure prîncipau); , d'après (îauss, la mesiirei île la courbure, ou simple- ; la couibnre de cette surface, celte courbure est ici âme pour tous les points dont les plans tangents soui le distance du centre.
Pataboloidcs. — ■ L'équation de ces surfaces étanl
, , J -il ." 27'"'. I I / ' I , i.\
■iyx -^j +3 ] _4.-^_; ___^_ + _ _^^j
° Les équations (i) du n" 31'fr donnen' celles-ci ;
I dernière, JuiiiLe à la relation (3) du même numéro, ssente la surface, et l'on en tire en différenliant
i formule (1) du n" 316 montre que l'un des rayons ourbure est inlini, et que le carré de l'autre est
a appelant courbure moyenne la demi-somme des ns principaux de courbure, on voit que la courbure enne de l'hélicoïdc gaucbc est toujours nulle.
§ XV. — Ens^eloppes des lignes et des surfaces,
k désignant une constante, Téquation générale de
ces ellipses sera
En dilTérentiant par rapport à ^e, on trouve
et par suite,
(n"» 232 et 234..)
320. Soient k la longueur de la ligne, a et i les segments qu'elle intercepte sur chacun des axes coordonnés à partir de rorigine ; son équation sera
avec la condition «' H- i* = A*. Diflérentiant ces deux équations par rapport aux paramètres a et J, et désignant par / un multiplicateur indéterminé, il vient
et aussi
par conséquent Tenveloppe a pour équation
qui représente l'hypocycloïde du numéro précédent.
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On trouve
C'est l'équation de l'enveloppe dos paraboles que décrit un projectile lancé dans le vide avec une vitesse constante, maïs sous une inclinaison variable. Faiio proposa ce problème à Jean Bernoulli, qui le résolut; ce fut le premier [exemple de la détermination de l'enveloppe d'une suite de ligne courbes.
Soient OA l'axe des j?, OB celui des j", et posons
OAr=a, OA~b, oa=py ob = //% on demande l'enveloppe des droites données par l'équation
sacliant qu'on a
OU
En difTérentiant les équations (i) et (a) par rapport aux paramètres variables, on a
par suite,
P' ou bien
. ir
Le résultat de rélimînation de p et de 9 entre les équations ( I ), ( 2 ), ( 3 ) peut s'écrire
c'est l'équation d'une parabole.
Cette enveloppe est employée quelquefois dans la construction des routes comme courbe de raccordement.
On peut généraliser le problème en remplaçant la condition [a) par celle-ci :
(b) /jq -\- bp -\- cpq =. ab»
Le calcul conduit alors à éliminer p et fj entre cette équation et les suivantes :
Pq=PX'^7''^9 q'.r[a-^cp) z=zp^r{b -»-<?/).
On tire successivement des deux dernières
aq^x— bp^y= cpq(px — qx], q^x[a -^cx] =ip^y[b -\- cy), p[b -{- cy) — q [a -^cx) ^=^ay — bx\
et, comme on déduit de Téqualion (6)
/? ( 6 H- rj ) -f- ^ ( fl -f- ^x ) = «^,
il en résulte pour l'équation de l'enveloppe
.r^ r* , , XY IX 1Y
a' 6' ^ ' ab a b
Les deux systèmes de points déterminés sur les axes par la droite mobile, en vertu de Téquation (i), sont dits homo graphiques . On voit que le calcul précédent démontre ce théorème :
Une droite qui se meut dans un plan en en détermi^ nant sur deux droites Jixes des divisions homographiques
eîivfeloppe une conique tangente à ct^s deux droites, [Voir Briot et Bouquet, Géom. analjt.^ chap. XI).
324. Appelant jr, et j^j les coordonnées de rextrémltf d'un diamètre, celles de son conjugué seront
et la ligne qui joint ces deux poiats a pour équation
hx^ (rt r -f- hx^ -f- ay^'yjLy — l)x) — à^b^=z o. On trouve pour l'équation de l'enveloppe
ix'* 1 r*
325. Si, dans Téqualion de la tangente en un point d'une conique, on remplace les coordonnées du point par les coordonnées a, 6 d'un autre point \k^ on sait que la nouvelle équation représente la polaire du point par rapport à la conique, le point /[x étant le pôle de cette droite. Cela posé, si la courbe C a pour équation
( I ) ax^ -f- o.bxf-+- er^ -f- "y/x -f- 2 g y -\- h =1 o,
la question revient à trouver l'enveloppe de la droite dont l'équation est
(2) cl[px-\- qj] -^^^[qx -ir ry) — \ z=zo,
les paramètres a et 6 satisfaisant à la condition
(3) aa'-h lba.^-h cê'-h 2/a -h '>-g^ -+- /i = o
Faisant pour abréger px -+- qy = P, qx = ry=i Q et nommant X un facteur indéterminé, on trouve
( >PH-aa + ^ê-h/ = 0,
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d'où
(5) — >+/a-f-^e + /r=zo.
On obtient le résultat de l'élimination de X, a, f entre les équations (2), (3), (4) et (5) en posant
Il en résulte, pour Téquation de Tenveloppe cherchée,
-f- 2 ( ^'g' — f/) P H- 2 ( bf— ag)q-h b^'-ac=:o.
En cherchant l'enveloppe des polaires des points de cette courbe par rapport à la conique (P)-, on retrouve C. Le fait est général : si les polaires des points d'une courbe quelconque A enveloppent une courbe B, réciproquement les polaires des points de B par rapport à la même conique enveloppent la courbe A. De là vient le nom de polaires réci'i^ro fues donné à ces courbes [Voir Briot et Bouquet, Géom. analyt,y chap. X).
326. Quelle que soit la relation y(u, v») = o à laquelle doivent satisfaire les paramètres, on est conduit à les éliminer entre Téquation de la droite et celles-ci :
X y Ces dernières deviennent ici 3 a [au — i)' — ibp
"~ -^ ~~ r d'où résulte pour l'équation de l'enveloppe
Si 4^ = î*7^'^ on a une cissoïdc.
= [au — \y(au + 2),
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Les cjuantités u ot v, considérées comme des variables indépendantes, déterminent d^ns le plan une infinité de positions pour la droite représentée par ux + l'j ^= i ; on 'os nomme les cooritonnèes tangentielles de la droite. Cette Iroile variable a une enveloppe, quand il existe entre o et r me relation 9(u,t') ^ o, qui est dite alors ['équation lanji-iilielle de la courhe enveloppe.
La considération des coordonnées tangvntielles, due à >lu<;ker (Journal de Creite. t. V) se rallaclie au Prinipe de dualité, l'une des conceptions les plus importantes le la Géouiétrie analytique. [Foir Chasles, jépercu kàlo- ■,,„e.)
L'équation de la spirale
e sous la forme
arc tati'' - = - !o^
2elle d'une hyperbole équilatère étant
;elte courl)e touchera la spirale au point 0 ^ w si l'on a
l) ni'=; a'c'COSaai,
a) utang2(j = i.
La polaire d'un point (x^y), pris sur la spirale, ayant pour jquationXj; — ïy =:»«', l'enveloppe des positions de celtt Iroite s'obtient en éliintaant x et / entre les équations
3) arctangi = ^log^!^.
Sî 1*011 passe aux coordonnées polaires, et qu*on fasse
X = r, cosO,, Y = r, sin©!,
comme on a déjà x = rcosO^ j = rsinô^ le système (3)
revient à celui-ci :
e (4) T-/-, cos(0 -h 0i) = w', r=ae', - = tang(ô -h 0,).
En vertu de la condition (2), la dernière des équations (4) donne
où k désigne, en général, un nombre entier, lequel est ici égal à zéro, puisque les angles 6 et di prennent simultanément la valeur w. De là résulte
rriz= rt'e\ et, par suite,
328. 1° Soit a l'angle de la droite variable D avec la normale au point 77i(jCjy) de la courbe donnée. L'équation de cette droite sera
U) (Y— j)(tanga-r')=:(X — .r )(!-+- /tan-a).
Une position de la droite variable, infiniment voisine de la première, détermine sur celle-ci un point limite fx dont les coordonnées X, Y satisfont à l'équation (i) et à la suivante
(2) (Y~j)(tanga-/0 + '-t-j'^ = (X-^) (:^'^--^"*^"S«) > qu'on obtient en différemiant l'équation (1) par rapport à x,
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On déduit de là
cosa(sina — j'cosa)(i -+-jr'*)
' cosa(cosa -h/'sina) (i -f-7'^)
et par suite,
cosa(i-4-y)'
Soit p le rayon de courbure de la courbe donnée 5 si l'on pose
cosa(T -4- j'*)'
la quantité r, qu'on peut désigner sous le nom de rayon de courbure oblique, se réduit à p quand a est nul. L'équation (4) revient à celle-ci :
cos a I da.
p cls
qu'il est facile de démontrer géométriquement.
1^ Pour trouver l'élément dS de la courbe lieu des points /!Ji, on a les équations
(8) (X— ar)éfX-f-(Y— j)^Y = (X— .r)^ + (Y— j)^/4-r^^
X — .r r/X Y— r dY
Or, des relations (3) mises sous la forme
cosa dy — sin a dx
ds
i „ smaoK + cosa<sr.r
on tire
(i 0 (X — .r) d.T -f- ( Y — y)dx •=. rds sina.
En rapprochant les équations (8), (9) et (ii), on est conduit à ce résultat simple :
(12) rfS = rfr -f- sin a rf.ç,
qu'on trouve aussi par la Géométrie.
329. r étant la portion du rayon incident comprise entre les courbes A et C, si Ton applique à ces deux courbes la formule (6) du numéro précédent, on trouve
cosa 1 doL r p ds'^
et de même, /*, désignant la portion du rayon réfracté comprise entre les courbes Aj et C, on a
cosai I doLy
r, p ds
D'ailleurs,
cosa dot = n cosoLi da^
/l cosa\ /i cosa' cosa I =/îC0Sa,
Cette formule générale a été démontrée par C. Lambert [Annales de Mathjématiques, t. XX). Petit l'avait donnée pour le cas du cercle, dans la Correspondance sur l'École Polytechnique, t. II.
Quand on suppose que la courbe A se réduit à un point, 1 équation (12) du numéro précédent devient
dr-h sina cis = o.
Freket. — Recueil. Iv3
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Si la courbe Ai se réduit aussi à un point, on a de même
dtx -f- sin ft, d!f = o ;
par suite,
dr sin a
dr^ sin a,
d'où
f = /?r, -f- const.
C'est l'équation des ovales de Descartes ou lignes aplanétiques (Chasles, Aperçu historique, etc., Note 21).
330* Prenons pour origine le sommet du parallélépipède qui appartient au tétraèdre, pour axes les arêtes qui passent en ce point ^ appelons a, i, c les longueurs interceptées, sur ces arêtes à partir du sommet; l'équation du plan sera
abc
avec la condition
abc =z m^ = const*
L'enveloppe a pour équation
xyz ■=. — •
On a l'équation
avec la condition
tf* -4- è' r= c' = const.
Si X est un multiplicateur indéterminé, on trouve les relations
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doù
et par suite,
ax -^ by ax -^ by i_ (^' "^ ^'')* ,
on déduit de là *
[czt(x^-hyy\=r^ — z\
C'est Téquation du tore, qu'on obtient également, comme on sait, en cherchant la surface engendrée par la révolutio:i d'un cercle tournant autour d'un axe situé dans son plan.
332. x* -h^* = A'z*, équation du cône donné ^ lx-hniy'hnz = p^ équation du plan variable, dans laquelle /, m, n sont les cosinus des angles qu'il fait avec les plans coordonnés, et p la distance de l'origine h ce plan ;
sera l'équation de la courbe suivant laquelle se projette, sur le plan des o^, l'intersection du cône et du plan. La valeur
de [x* -I-Jk')* = '' f^î^ voir que l'origine est un foyer de cette projection. Si Ton compare l'équation (i) avec l'équation
I H- ^cos(0 — a)
qui est celle des sections coniques en coordonnées polaires, le pôle étant au loyer, comme cette dernière peut s'écrire
r -f- r^cosÔcosa H- r^ sinôsina = a(i — e'), ou bien
(^+^')' = a{i — e^) — tfxcosa — cjsina,
o!i en déduit
I] uit de là que Taire de la projeclion est
et celle de la section même
Le cône oblique détaché a donc pour expression
Cette quantité devant être constante, on peut la faire égale à
-5-- a', et la question se ramène alors à chercher Tenveloppe
du plan
Ix H- my + nz ^=p^
/, m, w, p étant liés par les relations On trouve
X.r Yr Zz
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ce qui donne, en désirant par X et (i deux coefficients in« déterminés,
et par suite,
X 4- fx -f-/> = o
On déduit de là
ft(Z — z) =.pz — c*/?, et aussi
/?j: — à^l py — b'^m pz — c^/2
Soit k la valeur commune de ces trois rapports 5 multipliant les deux termes de chacun d'eux respectivement par
-;» t:» -;» on trouve facilement a} b^ c^
/? — (/X-f-mY-f-7iZ)
Multipliant encore les deux termes de chacun des rapports (i) respectivement par /, m, /i, on en déduira
/? — (/X-f-mY-f-/?Z)
d'où résulte pour Téquation de l'enveloppe
x^ j' z^ (/jr-H mj -f- wz — pY
^"*" ^ "+■ ^""^ — fl^'ï-f. b^rn''-\'C^n^—p''
et fi étant des multiplicateurs indéterminés, les
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conditions du problème fournissent les relations
(l) \x=z ni H — -,
(2) ^y = i""" -^ yzu^'
— T— il— /w» /?^ 1
Des équations (i), (a) et (3) on tire \p = |ui, et aussi
Élevant ces mêmes équations au carré, puis les ajoutant membre à membre, il vient
X'r* = tx' H 1 h
(/?»—«')» (p'—b'Y (p^-^c^y On déduit de là
et par suite,
Ces valeurs, substituées dans les équations (i), (a), (3), conduisent aux relations
JC
z pn
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En les multipliant respectivement par x, y^ z et ajoutant les résultats, elles donnent enfin
C'est l'équation de la surface de l'onde lumineuse qui se propage dans un milieu cristallisé. En en retranchant membre à membre l'identité
a:» 4- ja -+- at
on trouve
fl^r> b^j^* c^z^
Telle est la forme donnée par Fresnel.
Les deux sphères ont pour équation
j:J4_j2 _^ z^ — h^^ (ar— a)2-+.(j^ 6)« -h (« — c)» = /^
L'équation d'un plan tangent à la première au point (xi, 7t, Zi) sera
(1) X.r, H- rj, -f sr, =: /j*.
Pour exprimer que ce plan est aussi tangent à la seconde au point (xs,^!, Zf), on a les relations
*2 — O' yi — ^ «2 — c
d'où l'on tire
X, — a y-i — b z, — c k A* — {axx -4- by^ + ^^1 ) .
par suite,
(2) aar, -h ôj'i -4- C3, — A(A±^).
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La question revient i trouver la surface enveloppe d'un plan dont Tëquation est (i), les paramètres arj, ji, Zi devant aatisfaire à Téquation
(3) a:]-hy]-^z]=:A\
et à la relation (2).
Diffërentiant les équations (i), (2), (3) par rapport aux paramètres, il vient
(4) ^^i -^ y^Xi ■+- z(izt = o,
(5) Xictr, -hj'ic//, 4-2,^z,= o,
(6) adxi -h bdjTi -^ cdzi = o.
Ajoutons entre elles ces dernières équations après avoir multiplié la première par 1 et la seconde par fi^ 1 et (i étant deux indéterminées, puis égalons a zéro les multiplicateurs des diilérentielles ^ on trouve ainsi
>jr = par, -f- fl, >j = pj', -f-6, lz = pz, -f-c.
Ces relations, multipliées respectivement par x, j^ z et ajoutées, donneront
Tirant (x de là, on obtient enfin, eu égard à la symétrie des calculs.
x — x, y — Xi z — Zi
ha — [h ± k)x, hh — (/i±A )j, hc — (Adz A-)«, Ces trois rapports ont une valeur commune
et aussi
ax -h bjr -h cz — h[hzàz /)
^(rt» + ^,2 -4- c») — A(/i dz X )■
Il en résulte Téquation
(^a + ji + ai — AS) [a' -f- ô» + c» — (A dz X )»] = [ax-h hy -\' cz^h{h±k)\ ^
qui représente deux cônes, comme on pouvait le prévoir.
336. L'équation du plan normal à la courbe au point (x, 7, z) est 'a suivante :
a:,j>^ et -2 étant liées par les deux relations
Différentîant ces trois équations par rapport à or, JK ^^ ^î il vient
j?^x + ^^ + zdz — 0,
xdx y dy zdz
En faisant usage des indéterminées X et fx comme dans le numéro précédent, on trouve
^ ^ x^ ^ ûf* '
Multiplions respectivement par x, j', z ces dernières équa-
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lions, et ajoutons les résultats, il vient
Xr*H-p=:o, et par suite
î nY, «•=-7- Z
D'ailleurs, de la combinaison des équations (2) et (3) on déduit
et en substituant kx^j^z leurs valeurs tirées des équations précédentes, on arrive à un résultat de la forme
Cette équation homogène par rapport aux variables représente une surface conique, résultat facile à prévoir puisque tous les plans normaux passent par le centre de la sphère.
QUESTIO^s. a5i
3Uk.
Soient OMi, OM, les arcs de deux courbes ayant
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une tangente commune à l'origine O et leurs tangentes aux points correspondants quelconques Mj(a:t, j\) et M8(a:2, j s) parallèles entre elles. OM = s étant Tare d'une troisième courbe dont un point quelconque M est déterminé par les équations
on aura, Sx et 5, désignant les deux premiers arcs,
s ■= a^Si -h a-iS^,
492. Deux rayons vecteurs r et r^ de la lemniscate (n*^ 477) étant liés nar la relation
prouver que Tare sous-tendu par le rayon /'j est double de l'arc sous-tendu par le rayon r.
Deux courbes étant représentées par les équations
(i) r^=«'cos-e,
(a) a* = r*cos2 9,
prouver que la longueur totale de la première est égale à six fois la différence entre Tare infini de la seconde et son asymptote. L*arc de la seconde courbe et son asymptote commencent à Taxe polaire. (W. Roberts.)
§ X. — Cubature.
494. Volume engendré parla chaînette (nP 485) tournant autour de Taxe des y.
495. Volume engendré par la cissoïde ( n° 487 ) tournant autour de son asymptote.
496. Volume engendré par la conchoïde (n^ 480 ) tournant autour de son asymptote.
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497. Volume engendré par la révolution d'une section conique autour de son axe focal.
Paraboloïde elliptique
501. Volume commun à deux cylindres droits égaux dont les axes se coupent rectangulairement (n® 509).
502. Trouver la portion de sphère comprise dans un cylindre droit dont l'axe passe par le centre de la sphère.
503. On donne une sphère de rayon a dont le centre est à l'origine des axes et un cylindre droit qui a pour base la courbe c représentée dans le plan xy par l'équation V •=> a cosnd, v étant le rayon vecteur; trouver le volume commun à la sphère et au cylindre (n® 510).
504. Volume commun au paraboloïde et au cylindre qui ont pour équations
505. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent en faisant un angle oi\ évaluer le volume commun à ces deux solides.
506. Un plan passe par le centre de base d'un cylindre droit en faisant avec cette base l'angle « \ évaluer les volumes des deux portions de cylindre ainsi obtenues (n°5i3).
§ XI. — Quadrature des surfaces courbes.
507. Surface engendrée par la cycloïde tournant autour de sa base.
508. Surface engendrée par la révolution de la tractoire (n" 486) tournant autour Je Taxe des x,
509. Les données étant celles du n° 501, évaluer la portion de surface de Tun des cylindres comprise dans l'autre.
510. Les données étant celles du n** 503, trouver Taire de la portion de surface sphérique comprise dans le cylindre.
Les surfaces A et B ayant pour équations
( A ) « = a log ^ — 9
trouver la portion de Taire de A comprise dans le cylindre 6 et entre deux plans menés par Taxe des z,
513. Les données étant celles du n° 506, évaluer les surfaces des deux portions du cylindre.
S XIL — Changement de ^variables sous le signe
d'intégration.
Slb. Étant données les relations transformer Tintégrale
en une autre où les variables soient u et (^.
Trouver la fonction qui rend maximum Texpressioft
Jr ' I I j^ 4- ay I dx.
^Ik. Par deux points donnés A et B faire passer uDti
courbe plane telle, que la surface comprise entre i*arc AB^ les rayons de courbure extrêmes et Tare de développée correspondant, aît une valeur minimum.
625. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum l'expression
Jx^
p désignant le rayon de courbure et ds l'élément de Tare.
626. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum l'expression
-^r'H'-^SX'^'
627. Trouver la ^courbe qui rend maximum ou minimum Texpression
(a: — JCt]'^ds,
628. Plus courte distance de deux points sur la surface d'un cylindre quelconque. Cas du cylindre droit.
629. Parmi toutes les courbes planes passant par deux points fixes, tournant autour du même axe situé dans leur plan, et engendrant une aire de révolution donnée, trouver celle qui donne lieu au volume de révolution maximum.
630^ Par deux points donnés A et B on abaisse sur une droite OX deux perpendiculaires AC, BD^ déterminer un arc de courbe AMB, de longueur donnée, de manière que Taire constante AMBDC tournant autour de OX engendre un volume maximum ou minimum.
631. Faire passer par deux points donnés une courbe telle, que le produit de l'arc par Taire comprise entre cet
arc, l'axe des x et les ordonnées extrêmes, soit un mini-
mum.
632. Trouver la courbe qui, passant par deux points donnés, rend maximum ou minimum T expression
s désignant la longueur de Tare.
633. Parmi toutes les courbes de même longueur, trouver celle qui, passant par deux points donnés, rend minimum l'expression
jctfds
«/jr.
ds
(p étant une fonction connue de Tare s,
634. Soient /i, y't» • • •? ^n des fonctions de x indépendantes entre elles; toute fonction u de ces quantités, homogène du degré p par rapport à leurs dérivées premières,
qui rend I udx maximum ou minimum, est égale à une
constante pour toutes les valeurs de p autres que Tuiiilé. Vérifier le théorème sur Téquation
' dx dx \ dx )
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FORMULES FONDAMENTALES
.T^dx = H C, excepté pour /i = — i •
W J— = logx+C.
(c) I cosj:cte=sinx -f- C.
(d) l sinxdx == — cosa: -|- C.
/djr ^ = lang:r -+- C.
/* d.T X j=arcsin- + C.
[^) /• ^ — j-=:arccos — h C,
r ^dx
/dr I X
dx
r dx I , .r , ^
/ = - arc sec — h C.
(k) Ça'dx — :-^ hC.
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A ces formules on peut ajouter les suivantes, qui sont d'un fréquent usage :
in) f-^±—,=Uo,\ ^— l^-C.
Nous désignerons ordinairement par S l'intégrale cherchée, abstraction faite de la constante.
§ I. — Intégration par substitution.
S= f -^t-'—')^ . =arcsin(g^r
3fc0. S = -
ML + i-V-4-ifi^
On intègre au moyen des formules (A), (/) ou [a] (formules fondamentales, p. 277 et 278), selon qu'on a
^ac — ^"> o, 4^^ — ^'<C o> ^^ 4^^ — è*=o. Le dernier cas se tire aussi des deux autres par la théorie des expressions qui se présentent sous la forme-»
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'quand on prend le signe +9 et
dx
quand on prend le signe — . On intègre au moyen des formules (m) et (/*), p. a77 et 278*
s=(6-^) r_^î^-^f riz
px-\- g
Cette expression s'intègre au moyen du u? 3^0 et de la formule (i), p. 277.
Comme application, on trouve
(I — X cosÔ) dx I — 2 Jr ces Ô -+- ar*
Jf — cos ô —
= sin 0 arc tanc r— r cos 0 loc ( i — 2 x ces ô -4- x*) \
La décomposition de cette intégrale en deux autres s'obtient rapidement, si Ton observe qu'on a
I =; sin'ô -h cos^G.
3b8* Si l'on multiplie haut et bas sous le signe par (i-ho:)*, il vient
r(i'hx)dr . , 1
— 1^ i — = arcsinar — (i — x*)*.
Remarque. — Il est souvent utile d'opérer comme dans cet exemple.
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S = ^— ^— 7T[(x-+-a)'— (x-+-^)M. Rem. du n
Si a = i, cette formule donne encore l'intégrale demandée, comme on le voit par la théorie des fonctions qui
prennent la forme - •
2\ ïT»
en posant
La première intégrale se réduisant à — / j-) u
en résulte
s = — arc sin (a» -— x^] .
= -arcsin--f--(û'-^^)^ (n« 351).
Cette expression s'intègre comme celle du n° 341 .
2{2CX+ b)
ac —
x~'*da:
[aar
■^^bx-''\-cy
i[ia -f- bx)
{^aC'—b^)[a-\- bx -f-c-c')*
• '=/'^^[T^--ôrT^]
Sous cette forme, on voit que le second terme de la parenthèse est la dérivée du premier; et comme la dérivée de e* est e', on en conclut que l'expression sous le signe est
la dérivée du produit e' — — — •
. S = / = log .
358, S = I (séc'jT — i) €/jr = tangx — x»
COS
(a H- è) -h (a — 6) tang»-
En posant tang - = z, on trouve, pour a^h^
I h -\- a cosjr : arc cos
a -4- t cos j:
7 arc tang
pour a<^h^
log
(6 -4- «)' -f- (ô — «)> tang-
(6» — a')* (^,-hrz)* — (^» — a)»tang-
SOLUTIOZfS. 283
Pour a = J, ces résultats prennent la forme - • En leur
appliquant la règle connue, on retrouve l'intégrale du numéro précédent.
Sz={ab) » arc tang | ( - ) langar
(no 361).
363 S = -4 ^vcUing(—^^\ (n» W7).
Ce résultat peut se déduire du précédent.
_ I /^smar(i 4- «'cos'j: — 1) ,
S = — - I dx
a}j ' I -f- a=* ces* j:
cosar ï ,
= 1 — - arc tanc(acos.r).
J \flcosj: 4- 6smx a*-ho^J a^
ax
— — \ax -I- ^logfacosx -I- èsinx)!.
[h — a) cos'.r]*
(b^af
arc ces
367. Au moyen des formules qui permettent de transfor- Jier en une somme un produit de sinus et de cosinus, on
trouve
I /sin6.r sin^A* sin2j:
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S IL — Intégration par parties^
I-hX
On trouve, comme application,
^ ^ p—L. dxz=:~ [x-h (l + ^')'J
{i-hx^y
r'ftBKET. — Recueil.
kio. Prenant Jes signes supérieurs et observant que la diil'ërentielle peut s'écrire
— h ^ ] dx
on est conduit à essayer la substitution
ce qui donne
da:= , 2x=j=iz J/*— 4, a:» -+- -r = j' — 2 ;
IX — y ./ v^ T x^
et il suffit maintenant de poser j^* — 2 = 2* pour que l'expression sous le signe devienne rationnelle. Par suite
I , di-h x^-^- X\j2.
S = -plog^^ \
Ce résultat s'obtiendrait, comme on voit, par une subslitution uaiquo,en posant tout d'abord
et Ton aurait à faire usage des formules
x*-\-i^x^z^, 2jr'= 3'-4-\/3*— 4> (A) / j-a_f_i y/z*-i-2 cix zdz
OÙ le radical y/z* — 4 est supposé précédé du signe ± Si l'on prend les signes inférieurs dans la proposée,
S = — =. arc sm
i^^l6. On est conduit à poser, comme dans le numéro
précédent,
et Jes formules (A) de ce numéro donnent immédiatement
S = — = log -— ^^ = arc tang "^
i8. La dillércntielle, étant mise sous la forme
dx
renferme seulement la variable x* et sa diirérentîelle ; îl suffit donc, pour obtenir une expression rationnelle, de poser
d*où Ton déduit
s = arc tans:
[[i-hx^y-x^Y
En opérant comme on vient de le faire sur Texpression
dr
(i4-^''')L(i -f-xv)''— x'J
on trouve
s = arc tang
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419. On abaisse évidemment au second degré l'irrationnelle du dénominateur en faisant ax* — i = j *, et la différentielle qu'on obtient ainsi s'intègre comme celle du n° 417 dans laquelle elle est comprise. On est donc conduil à égaler tout d'abord l'expression
v/aj:'— 1 H-
au carré d'une nouvelle variable qu'il sera commode, poui simplifier, de représenter par «y/2. 11 en résulte
u =z ^ - •> dx r= = )
_ I , sjix"^ — \ -\- X I Jrf.x^ — 1
S = 7 '"04/——^ r ^'C tang
4 Xjh. x"^ I X ^ ~ ^
La différent'elle proposée, mise sous la forme
dx
ne renferme que la variable x*, son carré et sa différentielle; on est donc assuré qu'en posant 2x' — i = j:*2*, l'expression transformée ne contiendra pas de radical dont le degré soit plus grand que 2. La nouvelle substitution ne diffère pas d'ailleurs de la première, car -211 = 1.
En posant successivement
on trouve
Les dernières intégrales de ce paragraphe, à partir du n** 4-15, ont été données par Euler, mais sans indiquer la voie qui a pu le guider dans le choix des substitutions.
§ V. — Intégration par réductions successis^es . I .r 2/î — Z \ r djc
2(7z— I) «'(a'-f-ar')"--* 2(/2— i) a^J (a^-hx^)"-'
, ^ f* dx Si 71 est positif et entier, rintégrale est ramenée à 1 -7—- ,
Pour w = 4? ^^ trouve
6 «'(«' + .^?')' 6.4 ^<(a'H-jr;2)2 6.4.2 a«(a'-4-JC^)
^-7 arctang-.
net p étant positifs et entiers, l'intégrale se réduit à Tune des trois formes
f r/jT r xdx Ç j
où Xr désigne un nombre entier positif. Pour /i = 4» /^ = î^î 011 trouve
S = j-- 4- - ( a? — arc tang -
hfl\
Pour 71 = 5,
ft
H- 77—? — a'arcsm--
Si Al est impair, l'intégrale se ramène à
si n est pair, a
= arcsecar;
^JT (**—")*
.r»(x'— ly» "^
SOLUTIONS. aoS
Pour n = 6^
Pour /i = 3,
Pour /i = 4? A = I ,
S = 2(«H-*)'{ ax»H-
(/i — i)a x*~* 2a « — ijaf*-^^ '
Pour 71 = 3,
S=(-^ ) (a-î-èx)'H log^
8a' (aH-6x)*-^a*
X"~* €lx
Pour 71
3(fl
— -a(aH- 6
x»-»{a-4-6xH-cx»)»
ne
r-4-cx'
x"-'rfx
^ (a -h 6x-hcx»)*
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Pour /i = c5, a = i, b ^= c = — i.
S = — ^ ; — (ox' — loar -+- 3i) ^arcsm ; — •
— b sin j:
(« — '!)(«* — ^*) (« -H ^cosx)«~»
(/i — i)(a*— ^*)J [04^^ cosx)'»-'
"~ (« — i)(a'— ^')j {a -h ècosj:)''-*'
)îu faisant «=2, la dernière intégrale disparaît, et il vient
eix I
— bsïnr 7. a X \ — -T ' r arctang
^«+tC0SX (^,__^,)j
S pourra donc s'obtenir au moyen de cette dernière formule et de celle du n° 361.
On déduirait facilement de là
, , C cosjtdx a} — b^) \
^zsinx ib I /a — b\* x\
=: ; r arctang I ( | tancr- •
a-^bcosx (^,_^,jT ^L\«^-^/ ''2.1
On peut remarquer que l'expression plus générale
f[ co^x)dx
[a -h b cosxj"
où Ton désigne par^une fonction entière de degré p<C^h se ramène à la proposée. Soit, en effet,
a-h b cos^ = z;
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il en résulte, en faisant pour abréger bh = — n,
/(cos.)^/(/0-4-im-Hf^-....-.5i^^^-.
' «^ V / b ^ ' A>' 1.2 bP i ,1.. , .p
et, par suite,
i .2. , .p,bP J z^-P
§ VI. — Intégiales définies.
Formules d^un usage fréquent :
tf-'a:"-' da: = - j e'^" dx.
(G) r(/n-i)=:/ir(/i).
V / \ ; V / Cl 11 /; 4r
tf
298 CALCUL INïEGttAT..
Posant X = - dans la dernière întégrale, elle devient
dz ___ r* dx
zY
hâ^. Soit
il vient, en intégrant par parties,
d-j Ar)dr = [x¥(x)]]^j^ x — dx
Si Ton fait
la seconde intégrale du second membre prend la forme 43^.. Soit
une intégrale définie telle qu'on ait
A ces limites on peut généralement en substituer d'autres quelconques, y:? et ^, en posant
Si Ton suppose les nouvelles limites p et q indépendantes
de a, le changement de variable donne ici
relation où l'on regarde x comme remplacé par sa valeur en z tirée de l'équation (i). 11 résulte de là
q df h — a
dz -4- ).,
en faisant, pour abréger,
r^dfdxb^a^ r^ ^, Jdh da\ dz
Revenant à la variable x^ on a
dx ~" J^ do.
dx -h 5l, ux j ^ aoL
et
.,.-«,=x'[lë<'-i-/<'.-)(Ê-ë)]--
Or on déduit de (i)
dx du db
^ ' doL doL^ ' dOL^ '^
et par suite d'où
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Wd. Le multiplicateur de dx a x""* pour dérivée par rapport à n \ d'ailleurs
si donc on multiplie les deux membres de cette égalité par dn et si Ton intègre, il viendra
/ dn \ jt«-'ûLc= / —7 £/ar=:log/ï.
On aurait de la même manière
ce qui se déduit aussi immédiatement du résultat qui précède
On trouve, au moyen de l'intégration par parties
5 ^=(,_^a)»_Iog[, + (,_x')'J
[i — (i— x'j'J logx;
^^^ CiLCri INTÉGRAL.
ei en ayant égard aux limites,
Uz=z\og7, — I.
1^39. w=:lim— logsinf- -j ^-logsinf- - | -4-...
=:lim — loLM sinf 1 sinf- - | ...sinf -\
n croissant indéfiniment.
On a d'ailleurs, par le théorème de Cotes,
-T = (2 — 22COS-7r + I I [Z^ — 22COS-7r -|- I | . . .
X ( 2 — 2z CCS TT -+- 1
Pour z = I , cette relation donne
72 2/ \n ni \ n n
et par suite
lo{J/2 — 2(/Z — l) l()g2
= log[sin(i^)sin(^^)...sin(!L_L^'
Multipliant les deux membres de cette égalité par — et passant aux limites, il vient
TT I
tt = - 1o;ï - • 2 °2
4.40. Cette intégrale se ramène immédiatement à la précédente en posant
a:=:sin«.
SOLUTIONS. 3o3
kki. L'iatégratioQ par parties ddhne la relation
\ogx
En passant aux limites et tenant compte de Tintégrale du numéro précédent, il vient
«=r ~(l — log2).
rf.r
X^ X sin X d.r f*^ X sin .r rf.
I -f- cos^r / I -f- cos
Faisant dans la seconde intégrale elle devient
r ^ j sin j f/f r^ ûïixdr
Jo i-f-cos^j Vo ï + cos'.
On a donc simplement
TT
I 4- cos^j- 4
443. L'intégrale proposée peut s'obtenir de la même manière que celle du n*' 439, qu'on en tire d'ailleurs en faisant ici a = i . La question revient, en effet, à chercher la limite de l'expression
- log ( a* — 2 « ces - TT -f I j -4- log f û' — 2 a ces - tt H- i j . . .
+ log(a' — 2a ces tt H- ' ) m
quand n croit indéfiniment.
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Or cette expression peut s'écrire
- log (a* — 2a cos -ir-t-i) [a* — 2a cos - tt -f- 1 \ n ^L\ « / \ ^ I
X ( a* — 2 a cos tt + i / ;
et comme, en vertu du théorème de Cotes, la quantité comprise entre les crochets est égale à
on trouve
u = lim ( - loi' 1 .
Pour a < I , cette limite est zéro.
Pour a'^i elle est ait loga.
kkh. On a
et par suite
„ = _ r l2i(i±fi «ir.
Développant log(i +x) en série, il vient
Or, des séries qui représentent tangx dans les n°* IW el 14.2, on tire
ir* II tr'
8— '"^32-^-52 -^•••' 6~'''^2»"^3^"*''"' il en résulte immédiatement
SOLUTIO-NS. 3o5
On trouve, au moyen de l'intégra ti on par parties
Jo ^
D'un autre côté,
ou bien
en vertu du numéro précédent.
Cette intégrale aurait pu s'obtenir aussi en développant !og(i — x) en série.
On déduirait facilement de ce numéro et du précédent
Jo 1 — ^ "" Jo 2(' — ^) "*" Jû MTT^ ~" "" "8' et
/*' a: log. r<3?.r i /*' logx^^f.x* tt'
Jo I — x^ " 4 Jo I— ^* ■" 24"
446. Si Ton suppose d'abord n pair et égal à 2a, le premier membre de l'égalité qu'il faut établir renferme a — i facteurs de la forme T{r) r(i — r), plus le facteur du mi
lieu r(-) =7r^. Ce premier membre peut alors s'écrire
[formule (D), p. 297]
a — I TT sin l I sm I 1 . . . sm
. / l 7r\ . /2 TT
)in sm
fuEXET. — Recueil, 20
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D'ailleurs, on a trouve (n® 4^39)
le produit considéré est donc bien égal à
Si n est impair, le nombre des facteurs est pair, et en recourant encore à la théorie des équations binômes, on retrouve la valeur précédente.
X -\- h 1 -+- /r l'intégrale devient
= Â^TTT^ r^r!) [formule (F), p. 297].
4.4.9. En difTérentiant par rapport à a l'équation connue Informulé (H), p. 297],
^ Qosaxdx Tf — = -^~^»
11 vient
If ^ — ff
i50. En multipliant par da les deux membres de la formule employée dans le numéro précédent, intégrant entre les limites o et go , puis déterminant la constante arbitraire de telle sorte que l'intégrale s'évanouisse avec a, on trouve
tt=:-(l— e-«).
tôt. On a, pour toutes les valeurs de a moindres que
Puni té,
= (i -h lacosbx -h 2a'C0S2Ôar-4- 2a' ces 3 6a? -f- ..)•
Multipliant par — les deux membres de cette égalité,
puis intégrant enire les limites o et 00 , en tenant compte de la formule (H), p. 297, on trouve
ir I I -f- aer^
uz= , .
2 I — a^ i — ae~*'
On a, pour toutes les valeurs de a moindres que
l'unité (n° 24),
- = sin o.r -h a sm 2 f» j: -4- a* sm 3 6 x -4- . . . ;
I — 2acosbx -f- a^
X ci V
multipliant les deux membres par '—^i intégrant entre
les limites o et 00 et ayant égard à l'intégrale du n® 449, il vient
453. En opérant comme dans le n® 451 et observant qu'on a toujours
cosfx dxz=z o,
I cos^x
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tant que les nombres entiers b et b' sont différents l'un de l'autre, on trouve
Si le nombre a surpasse l'unité, on obtient la formule
TT
On a
du C^
-77- == — 2 / xe-^^'^dx.
En appliquant l'intégration par parties au second membre,
on trouve qu'il est égal à w^ par conséquent
uz=iCe «%
La constante se détermine par rbjpothèse b = 0^ ce qui
SOLUTIONS. 3o9
donne
e-^^'^dx = -^— (forniiile B, p. 297).
b56« On trouve par la diflTércntiation
- . du /** (cosx — a)sm'*.tr( (l) — ==2/if 7^ rr—»
(Pu , r'^ (cosjr — aysm^^xf/jc
Jq (i — 2flCOSjr-f- «')'''^*
L'intégration par parties donne en outre
Jf*^ C0SJrsin'"x</jT 2(/i-f-i)rt /*'^ sin^"*"* j: dlr
d'où
du __ 4«(« H- 0 r^ sîn»»+»xr/x
£/a 2/1-4-1 Jq (i — 2fl
/•'^ si — awa I T
cosx -+- a^ Y'*'* sin*"x dx
cosx-f- a* )"■*■'
Si Ton élimine la première intégrale du second membre entre cette dernière équation et Téquation (a), il viendra
d^u 2w + I du
da^ a da
d'où Ton déduit facilement
a étant <r, c' doit, être nul, sans quoi Tintégrale devrait croître indéfiniment quand on fait tendre indéfiniment a. vers zéro, ce qui ne peut avoir lieu. La valeur de c résulte
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d'ailleurs de Thypothèse a = o qui donne
W = I SI
Jo
('>'^ — ï)(2/ï — 3)...3.lîr SMi^xdx r= -î —
Si Ton suppose a >• i , on voit sans peine que Tintégrale s'obtient en multipliant l'expression précédente par a"**.
iii.57. Si l'on pose
il vient
Ap = — j (i — u)Pu'' du
et, en intégrant par parties.
D'ailleurs
J{i — uy-^u^du=:l (i — uy-^u^ *[i — (i — tt)]<fw; o Jo
d'où
(i — u)Pu'' du = np I (i — tt)''-'tt'* < 0 Jo
{np -f- 1) / (i — u)Pu" duz=znp I (i — uy-^u^ du,
et par suite
{np -+- i)A^ =: npAp^y.
Si p = m, on a la relation proposée. En donnant à p toutes les valeurs entières depuis m jusqu'à i, on trouve
n 2/î 3/1 mn 1
^^ ■" «-f- 1 2/i-hi 3/1 4-1 /w/H- 1 '^
SOLUTIONS. 3ll
On saît que Texpression ( i 1 9 toujours plus
petite que e""'", se rapproche autant qu'on a eut de cette limite, quand on fait croître indéfiniment le nombre en* tier m. On peut conclure de là
e-'''dx == lim / f i j dx.
Pour établir cette relation en toute r/gueur, considérons
les trois intégrales
Jq
où Ton suppose h <^ m", et par suite
On peut toujours prendre m assez grand pour avoir A=B-|-a5 a désignant un nombre aussi près de zéro qu'on voudra. On peut également donner à h une assez grande valeur pour qu'on ait aussi
e-'" cU r= A -4- 6, o
6 étant du même ordre de grandeur que a. Il suit de là
e~-*"rfx — B est infiniment o
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petite pour m et h infiniment grands ; il en est à fortiori (le
e"'" dx — C, ce qui
démontre la relation (i).
Cette relation devient intuitive si l'on construit les courbes données par les équations
En rapprochant de Téquation (i) la valeur trouvée pour A, dans le numéro précédent, il vient
J[ tf-'" dx z=z lim I •
mn
Pour n= 2, on sait que le premier membre est égal à
- 7r'. Quant au second, il se présente sous une forme peu
commode pour le calcul, mais il est facile de le ramènera celle de la formule de Wallis (n° 642) avec laquelle il présente de l'analogie. En posant
on a également ^
m \ m} ^ I 357 7, m — i/2/7iH-i' d'où
, _ 2 4 4 2w im \ m
et par suite
ce qui s'accorde bien avec la formule de Wallis,
SOLUTIONS. 3l3
Le cas général peut se traiter d'une manière semblable. On a, en ellet, d'après le numéro précédent,
. 71 2/1 mn ;:
Am = • • . /»",
AjB = — ; ; •• •- r 9
I /Z-hl 2/i-f-I (/72 — l)/2-+-I /72/2 -I- I
""' ^ 2 /? \ ""' / mn "^ ""•
On déduit de ces relations
" I\/î-+-I/ \/ï-hl/ \2/î-4-I/
mn \ "~^ 771
mn -f- I y 772/2 -f- 1 et par suite
limA. = (i^" r^ f-^y-'^^L. f _2f_ y-'. . .f .
§ VU. — Intégration des fonctions de plusieurs variables.
Lorsque les conditions d'intégrabilité sont remplies, les expressions
ont respectivement pour intégrales
La première peut être remplacée par celle-ci,
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et la seconde, en y permutant convenablement les variables, les fonctions et les liaiites des intégrales, en fournit cinq autres qui représcnlcnt chacune la même fonction. Ou choisit, selon les cas, Tordre d'intégration qui paraît le plus avantageux. Ou assigne de même à Xo, j'o? ^9 les valeurs qui donnent les résultats les plus simples.
u = arc sm + ^^^^ '- -h G
SOLUTIONS. 3l5
§ VIIl. — Quadrature des courbes planes.
On désignera généralement par A Taire considérée. 473. Il faut calculer
^Ha^^j^fd^ (n«852).
Si Ton prend a et o pour limites, cette expression se réduit à -y- • Telle est donc la portion de surface comprise entre la courbe et les parties positives des axes.
hlh. L'équation de la courbe étant
jr*(2a — j?) = jr*,
on trouve, en intégrant par parties,
A = — 7.x[2.ax — x^y .■+'3 1 (2«2j: — x^Y dx.
La portion de plan comprise entre l'asymptote et la courbe est égale à trois fois Taire du cercle de rayon a.
L'équation de la courbe étant ( - ) -h ( j ) = i
on est conduit à une différentielle binôme. Le calcul donne
— ^— pour Taire totale.
On arrive plus rapidement à ce résultat au moyen du théorème suivant, dû à M. Lejeune-Dirichlet. Soit
V= idx I df I dz. ..a:«-'y-»3*-*....
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Les 11 alites étant données par la condition qu'on ait toujours
et les quantités a, A, ^v**? ^'i ^î 7v9 P'i ^7 ''vî ^^^^^^ positives, la fonction V aura pour valeur
.. M -Vf-
par (abc \ p q r
Or Taire cherchée A a pour expression 4 j jdxdj^ les limites des intégrales étant assujetties à la condition
-iir=.=
on a donc
et comme, d'après les formules (D) et (C), p. 297,
r(4) = ....3. r(!) = r(.-.i)=lr(i), r(l) = v;,
on retombe sur l'expression déjà obtenue. Le théorème de Lej'?*une-Dirichlet se trouve dans le Tome IV du Journal de Idomnlle.
On peut remarquer que la courbe représentée par l'cquation
est toujours carrable quand n est entier ou la moitié d'un nombre entier.
SOLUTIOKS. 317
hn» En employant les coordonnées polaires, il vient
A = 7^ a'sinaO -|- C.
L'aîre totale est égale à a*.
On tirera de là
*A — îA
tange=:-^;^^ =:5j, r^ = e +
tf
La courbe est une hyperbole équilatère ayant pour équation, en coordonnées rectangulaires,
X* — J* zz: I .
Si Ton exprime aussi les coordonnées a: et j^ en fonction de A, on trouve
fA , —SA tA -SA
I^a grande analogie de ces résultats avec les formules connues
tAi — lAi lAi —SAi
e -he . ^ e —e
C0S2A= j sin2A= :
a fait donner à Tabscisse le nom de cosinus hyperbolique de 2 A, et à l'ordonnée celui de sinus hyperbolique de la même grandeur, ce qui conduit à écrire généralement sous forme abrégée
(H) =Cha. f— = Sha.
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Si l'on rapproche de Thyperbole considérée le cercle qui a pour équation
en appelant At le secteur circulaire correspondant au même angle 9 que le secteur hyperbolique A, on trouve que l'abscisse et Tordonnée du point déterminé sur le cercle par cet angle 0 ont respectivement pour valeurs cosaAj et sinaA,, ce qui rend plus complète encore Tanalogie qu'on vient de signaler.
La considération des fonctions hyperboliques Shx elQix a conduit à d'autres définies par les équations
Th.r = pq— == - , » Séchx=-;r— » Coséchj: = -r-. Chx Cothx Ch.r Shj;
De plus, à chaque fonction correspond la fonction inverse. Par exemple, de Téquation Shx =j^, où x est Vargument de la fonction Sh, on tire x = argShj^, et ainsi des autres.
Le Tableau suivant montre que l'analogie entre les fonctions hyperboliques et les fonctions trigono métriques subsiste dans un grand nombre de cas.
Formules relatives aux fonctions hyperboliques,
Sha: = > Kja.x:z=. 9 Thj: = — •
Sh ( /x ) = / sin j", Ch ( ix ) = ces Xy Th ( / .r ) r=: / tang.r,
sin ( /x ) = / Sh x, ces ( /.r ) = Ch x, tang ( ix ) = / Th x.
Sho = o, Cho = i, Tho=o,
Shoo=oo, Choo = QO, Thoorrri.
Sh (— x) = — Shx, Ch( — x) = Ch.r, Th( — x) = - Thx,
Ch'x — Sh».r= I.
Sh(x ±7) = Shx Chjzt Chx Sh^, Ch(x±j) = ChxCh^±ShxShr,
SOLUTIONS. 3ig
dSh.r = Chxdj:, dChjr=zShxdx, dThx = -r^*
Ch'ar
c'z= Chx -f- Sh.r, (Chx± Shx)»= Chnx dt Shnx
-pi jjA
Shx =:x '\ r H o / f 4- • • • •
dix =. I H 1 — — 7 +
hes Jonctions hyperboliques se rencontrent dans plusieurs questions. Lambert s'en est beaucoup occupé et en a le premier donné une petite Table ^ depuis, les travaux étendus de M. Gudermann [Journal de Crelle, t. VI et suiv.), et les Tables développées de M. Gronau (Dantzig, i863) ont mis en lumière l'importance et l'utilité pratique de ces fonctions. On consultera avec intérêt et profit, sur cette matière, l'excellent Recueil de Formules et de Tables numériques publié en i866 par M. Houël, V Essai de M. Laisant (1874) et le Traité de M. Gûnther (1881).
479- [P^S* ^Tf P« 320.) Pour avoir l'aire enfermée dans la ligne ODGAHC, on intègre depuis S = o jusqu'à la première valeur de 0 qui annule le rayon vecteur, et Ton double le résultat. Soit a cette valeur fournie par l'équation de la courbe, on trouve
aire ODGAHC = - [{a^-h 2è»)« 4- 3^(«"— b^f].
a aussi
On
aireOEBF=:-[(a»4-2A»)(7r-- a) — 5^(fl»- ^»v].
Roberval, qui a calculé le premier Taire de cette courbe, lui a donné le nom de limaçon de Pascal. C'est une conchoïde du cercle, dont la construction a été déjà indiquée
(n° 263). Cette même construction montre qu'elle est la podaire d'un cercle (235) par rapport à un point quelconque de la circonférence.
Le limaçon de Pascal, qui figure parmi les épicycloïdes, est aussi un cas particulier des oi^ales de Descartes ou courbes aplanétiques (n* 329).
WO. A=- a'tangô + art^logtangf^ -i- -J -i-^>»8 4-C.
Wl. En faisant usage des coordonnées du n° 277, ou trouve facilement
et par suite,
rdB=pcIs=p(dr^^r^dQ^)\
Appliquant cette formule à l'épicycloïde , dont Téquation
est mise sous la forme
obtenue à la fin du n" 276, il vient
On déduit de là que Taire engendrée par le rayon vecteur pendant une révolution entière du cercle mobile a pour expression
-i — 7 '— — — {a^-\-Zab -4-5t^M,
en remplaçant c par sa valeur a-^- ib.
Cette expression renferme, outre l'aire comprise entre le cercle fixe et Tépicycloïde, un secteur du cercle fixe dont Tare a pour longueur la circonférence mobile. Ce secteur ayant pour valeur xsab^ la surface restante est égale à
tsb^
(3aH-2Ô).
I -+- tani-^e
= -y arc tang (tang'ô ).
Fa£3IE1. — Recueil, ^ *
L'aire contenue dans Tune des boucles de la courbe est donc égale a -j--
483. Par un changement d'axes de coordonnées, l'équation prend la forme
En posant a — x y/2 = z', îl vient
Or
(Iz
3 jv'4«-3z' Jv4«-3^'
donc
, r z*dz , /• z^dz z*
On a, par conséquent,
On déduit de là que Faire de la courbe renfermée dans
la boucle est égale à -^9 et il en est de même pour la surface
comprise entre la courbe et son asymptote.
Cette courbe, que Roberval appelait feuille de jasmin, a été signalée par Descartes dans une de ses Lettres comme
échappant à la méthode des tangentes donnée par Fermât. C^est Hujgens qui en a le premier trouvé la quadrature.
§ IX. — Rectification des courbes.
On désignera généralement Tare cherché par S. 4>84>« La longueur totale de la courbe est égale à 6a,
^^85. ds'=C\ïxdxz=d.S\ix, (F'o/r p. 319.)
Le rapport de l'arc à Faire correspondante est constant. Cette propriété est caractéristique de la chaînette.
S = a log-ï l'arc étant supposé nul pour j^ = a
. s = a / ( ) /ir -4- C.
J la — x\ la — X I
La longueur de l'arc, à partir de l'origine, est 8fl- 3,
ia
\ -4a + 2.zv^log^ -L \ -^•
Si Ton fait croître y indéfiniment, la ditFérence S — j tend vers la limite 2 a [ \/3 log (2-1-^^3) — 2J.
488. On est conduit à une difFérentielle binôme. Il en résulte
ce qui donne — pour le quart de la longueur de la
courbe. On obtiendrait le même résultat en observant que, pour rectifier la développée d'une courbe connue, il suHit
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de prendre la différence des rayons de la développante qui correspondent aux extrémités de l*arc dont on veut trouver la longueur.
kSd* En faisant a -^-b = bn dans les formules (D) du n® 234, on en tire
S := / 2 ^/Z SIQ tdt = ^^ — Sin* yr'
Jo ^ a \h .
Pour riiypocycloïde, il suffirait de changer le signe de b dans la parenthèse.
La question proposée se résout très-simplement au moyen des coordonnées r et p (n*= 4-81).
490. La courbe étant située sur une sphère, les coordonnées d'un de ses points IM peuvent s'écrire
x = acosôsiny, jr = a s'mQ sinf^ z=acosy.
On tire de là
et les angles (j et 6 sont liés par la relation
j = sinf>Ch./i0 = i. (To/r pages 3i8et Sig)
On eu déduit, en supposant nQ positif,
/ X rw.1 /» ^^^ cos<pSh/2 0 I
df smip LhnQ sm^
«t, par suite, si Ton fait n tang y =sr i ,
sin
COS0C
La loxodromie est la courbe qu'un vaisseau décrit sur la mer en coupant tous les méridiens sous un angle constant, qui est ici oc. Nonius (1492) s'en est occupé le premier.
SOLUTIOSS.
Hallej a trouvé que la projection stéréographique de celle courbe sur l'équaleur est une spirale logarithmique (273)) ce qui résulte immédiatement d'une propriété bien connue de ce genre de projection. On le démontre d'ailleurs aisément par ce qui précède, car l'équaleur étant pris pour le plan xy et r désignant la projection stéréographique sur ce plan du rayon vecteur de M, on a d'abord
r=ia tang - ;
puis, en vertu de la première des équations (i),
9 I — cos® Ch/i0 — Sh/i0 ..
tang» - = = = <?-*"•.
® 2 i-hcos^ Ch/i0 -4-Sh/ïô
Maupertuis s'est également occupé de la loxodromie (il/emoire sur la parallaxe de la Lune et Mémoires de V Académie des Sciences pour i744)«
fc91* Les tangentes en M i et M^ étant parallèles entre elles, on a
dyx _ dy^ _ d(a,y,-hatyi) __ dy dxi dxi fi?^a, .r, + fljo;,) dx
la tangente en M leur est donc aussi parallèle, et par conséquent
d.K dxi ffjCi éf(a,x, -f- «j-r,) ils dsx dsj d[aySi-^ a^Si)
puis
j = rt, 5, -h ûj j,,
en taisant commencer tous les arcs au point O.
INTÉGRAL
D'ailleurs,
d'où résulte
dr
dr
vV-rJ ^
- i6aV<(a« —
or ou a
-4-r<)«— i6aV«(a<
r'Yi
par cousëqueut,
rrx
dr,
Jo S'' —n Jo vû' — '*
Ce résultat est du à Fagnano.
493. En désignant par s la moitié de la longueur de la première courbe, par s^ un arc quelconque de l'hyperbole, on trouve
I r"" dr /"• r^dr
11 faut démontrer que la valeur absolue de la différence r — Si tend vers - quand on suppose que r croit indéfiniment. Pour rapprocher les formes des intégrales qu*îl s'agit de comparer, faisons dans la première r = az*^ et dans la seconde a = rz ; il vient
. r' z'dz r' dz
s=:6a I j9 Si=:a I ^>
et
Or
/z'rfz _ 1 dz r{l — z*)'(iz
(l-z^y J z\,-zy J
et comme on trouve, en intégrant par parties,
il en résulte
et par suite
r, (i — zM^ r z'dz 1
On conclut de là
Vf ^ I ' ^'^^
lim{r — 5,) = ^z / ^~3'
r' z^dz ^ \ 1
ce qui démontre la proposition énoncée.
M. Faure {Nouvelles Annales de Mathématiques, 1 853) a généralisé la question précédente en remplaçant l'hyperbole par la courbe qui a pour équation
r«cos«Ô = «" (n«242).
§ X. — Cubjature,
On désignera généralement par V le volume cherché. W4. Le volume étant supposé nul pour j:= o, on a
V = ira I — + aM Vc«
= " "'^ [ log — ^ J
4.95. En prenant Tasymptote pour axe des ac^ la cissoïde a pour équation .
il en résulte .
djr[a -f-j^)(2aj — ^*)' = 2o'a^
L'équation de la conchoïde étant
le volume engendré par la révolution de cette courbe autour de Taxe des x a pour expression
Eu faisant j^ = o et doublant le résultat, on trouve pour le volume total
CJ
497. Lorsque Téquation d*une courbe est donnée en coordonnées polaires, Télément du volume de révolution, engendré par le secteur infiniment petit dont Taire est
-7'*rf9, a pour expression —r*sin9d9. Appliquant , cette
formule à l'ëquation
rz= -,
i -h € ces 6
il vient
V=,-5-jôM (i H- £?cosô)-»sinOc?0
V = r r 'xç (^ j ^rfr
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ji étant donné par l'équalioii
on a donc
en désignant par a une contante. Soit fait — = o)^ il en résulte
Appelons S Taire de la section faite dans la surface par un plan parallèle à z^ et à une distance x de ce plan, on aura
zdjr =ix^ l ^ («) dfù^
0 Jù
et par suite
résultat facile à prévoir puisqu'il s'agit d'une surface conique.
Soient
les équations de la sphère et du cylindre^ si Ton pose
jr = rcosô, x = rsïnQ, il viendra
1=/ I zrdrd^= / rrfr£/0(a» — r»)»
503. Observons que rinlersectîon C de la sphère et du cylindre est une courbe qu'on peut concevoir engendrée comme il a été dit au n° 296. L'angle d détermine en efl'et un point m de C auquol correspond un point M de Tintersection, et, si Ton désigne l'angle Mom par 9, on trouve, en vertu de Téquation de la courbe, (p = nO,
Cela ])osé, en considérant seulement la demi-sphère située dans la région des z positifs, le volume V, limité par le plan ZOX, le plan ZO/w et la surface cylindrique, a pour expression
Le premier terme -^ mesure la portion de la demi-
sphère comprise entre les mêmes plans que le volume V; le second, qui a pour valeur
-—— Q sm' - — sm* - -
est donc l'excès de cette pyramide sphérique sur V. Pour
© = - cet excès se réduit a — 2 9/1
On peut trouver directement l'excès E, sans recourir aux
intégrales doubles, en considérant le segment sphérîque dont une base est celle de la demi -sphère, et Tautre un petit cercle qui passe en M. La hauteur du segment étant a sinf , son volume sera, d'après la formule connue.
_I(i-f-COS»y),
et la diiïérentielle de la portion de ce volume comprise entre les plans ZOX et ZO/n est, à un infiniment petit près de sa valeur,
aHmff ( -. j r/9.
En en retranchant lecylindre infinitésimal qui a pourvolume
i'V/0 a* a sinO = — sino cos'«></9.
II
on retrouve - sin'cp^70 pour l'élément de E.
Si /i = I, l'excès du volume de la demi-sphère située dans la région des x positifs sur celui qu'en détache le cylindre entier est égal au neuvième du cube du diamètre. Ce résultat a été donné par Bossu t.
Pour nz=i j^ C est la courbe étudiée par Pappus (n'âOô),
et Texcès du voluqje de la demi-sphère située dans la région des z positifs sur celui que le cylindre en détache est encore égal au neuvième du cube du diamètre.
On a (n
arc Mn -
par suite
505. ABDC (Jig. a8) représente la section faîte dans le solide par le plan qui contient les deux axes. Le point le
Fig. 38.
plus haut de la portion de volume située au-dessus de Â6DG se projette en O, point de rencontre des diagonales de ce losange. Â une distance z du plan des axes, menons un plan qui lui soit parallèle; la section obtenue se projettera en PQSR qui est sa vraie grandeur. Soient A la section, a le rayon de base commun aux deux cylindres, V le volume cherché ; on aura
= 2 / Adz.
Abaissons OK = p perpendiculaire sur PQ, il en résulte
2p = PQsina, A = -?^—.
^ ^ sma
D'ailleurs, p^ z el a formant un triangle rectangle,
d'où enfin
smaX ^ ' 3 sma
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506. Il suffit d'évaluer le volume QEDB [fîg. 29). AB est perpendiculaire à ED, trace du plan sécant sur la base
Fig. 29.
dont le centre est C. Soit VlSnp = A la section faite par un plan perpendiculaire à la base et dont la trace N/z esi parallèle à ED ; si Ton pose
on aura (n? 459)
Vr^z
kdxz=i 2 /
yzdx.
Or
donc
z = a:tanga, j'-4-j:' = a*;
V = ^ «' tanga,
§ XL — Quadrature des surfaces courbes* On désigne généralement par S la surface cherchée.
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L'équation dîirérentîelle de la cycloide étant
dx \ ^ on a
n suit de là que la surface engendrée par la révolution de la cycloide entière a pour expression
509« Les équations des surfaces étant
on tire de la première
dz X dz
dx z djr '
et, en posant ji = [a} — x^Y ^
C"" r^' dxdy
Jo Jo («^--«r
510. En nommant A la portion de l'aire cherchée, limitée, commele volume Vdun** 503, paries plans ZOX,ZO/w
et la surface cylindrique, on a
A = a j j ^ = a»0— a»/ sinnBd^.
L'intégrale du second membre, qui a pour valeur
— sin* -» représente l'excès sur A de Taire du triangle
spliérique limité par les mêmes plans que A. L'élémeiitde cet excès s'obtiendrait aussi directement en calculant l'airedela zone qui répond au segment de sphère considéré dans le n° 503.
Pour /i = y 9 la courbe tracée sur la sphère est la spirale
de Pappus (n» 296), et Ton voit que la surface comprise entre cette courbe et la base de la demi -sphère est égale au carré du diamètre. Ce théorème, dû à Pappus [CoUect. Math,, Liv. IV, prop. 3), est le premier exemple de la quadrature d*une surface courbe.
Si « = I , l'excès de la surface de la demi-sphère située dans la région des x positifs sur celle que le cylindre droit en détache a pour valeur 4^'. Ce résultat résout le problème qui consiste à percer un dôme hémisphérique de quatre fenêtres égales telles, que le reste de la surface soit équivalent à un carré, problème que Vivîanî proposa sous forme d'énigme aux géomètres de son temps. Voici en quels termes il s'exprime dans les ^icta eruditoruni de 1692 :
JEnigma geometrlciim de mlm opificio testudinis f/uadrabiUs hœmhphericœ, autorc D. Pio Lisci Pusillo Geometra. .
« Inter venerabilia olim Grœci» monumenta extat adliuc
» perpetuo quidem duraturum templum augustissimum
D ichnographia circulari almœ Geometriœ dicatum, quotl
» testudine intus perfecte hemisphserîca operiturj sed in
» hac fenestrarum quatuor aequales areae (circum ac supra
')) basin hemisphaerœ ipsius dispositarum) tali configura-
» tione, amplitudine, tantaque iudustria ac ingenii acu-
» mine sunt extructœ, ut his detractis superstes curva
n testudinis superficies, predoso opère musivo ornata, )) tetragonismi vere geometrici sit capax. » (n^ 503.)
Sous l'anagramme qui dissimulait le nom de l'auteur, on trouve : Postremo Galilei discipulo. Le problème était en effet une épreuve à laquelle un des élèves les plus distingués de Galilée voulait soumettre la nouvelle analyse créée par
Leibnitz. Celui-ci en trouva la solution le jour même où le programme de Viviani lui parvint (Acta erudit., i6g^). Jacques Bernoulli résolut aussi la question et montra qu'on y pouvait arriver d'une infinité de manières. La construction géométrique donnée par Viviani lui-même est ingénieuse, mais manque de rigueup. Un religieux camaldule, Urbain Grandi, en fit connaître une plus satisfaisante en 1699. ^ prouva en outre qu'on peut détacher d'un cône droit une portion de surface quarrable, à laquelle il donna le nom de voile du Camaldule; mais cette remarque avait déjà été faite en 1696 par Jacques Bernoulli. On peut d'ailleurs la formuler ainsi : Tout prisme droit dont la base s'appuie sur celle d'un cône droit détache du cône une sur J ace dont le rapport à la base du prisme est égal à celui du côté du cône au rayon de sa base,
Bossut, comme on Ta vu (n® 603), a démontre que le volume du dôme de Viviani est égal au neuvième du cube du diamètre de la sphère. Euler a beaucoup généralisé le problème de Viviani (Comm. nov^. Acad, Petrop,, 1759).
L'élément co de Ja surface ayant pour valeur
dxdy -
la nature même des limites indiquées conduit à transformer cette expression au moyen des coordonnées polaires daus le plan xy^ ce qui donne les relations
„ = ardH ^^^?Ï±Z, .' = 6' - «' tang'9,
cosô
où i^ désigne le rayon vecteur de la courbe suivant laquelle le cylindre B coupe le plan xy. On a, par suite, zOx étant Tun des plans fixes,
S= / / (irdB^
J 0 Jo
cosQ
Si Ton intègre par rapport à ret qu'on fasse a* + b^ = c\ on trouve pour l'aire cherchée
c^cos'0 — û'H-ccosO
c r^ , Jc-co^'B — a} a^ C^ dd ^ i/
- / dd î 1 / — lo^ ^
2Jq cosô 2 Jq COS^fr ° û
OU bien
/>' . /csinfi'X à"
— arc sm 1 — - — j -\ tangG log
\jc^ cos^ô — «^ -H c cosô.
Pour 0 = arc tang-j cette expression se réduit à -y-»
quantité indépendante de a. Si Ton n'avait en vue que ce dernier cas, on obtiendrait le résultat d'une manière beaucoup pi us prompte en conservant les coordonnées rectilignes.
Foir n*» 506 et/g'. 29) ds désignant lelément de
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Tare DNB, la surface QDNB a pour expression L'aire de la surface QEDB est donc
2a' tanga.
§ XII. — Changement de variables sous le signe
d'intégration»
514* La relation générale
iixdr = ( -^ — ;- ;- 1 dudf^
\du ôv oV daj
se réduit ici à
dxdy = ududv\ on a donc
/ laf"f'*dxdx =11 w""^"'^' (i — v)''v'dudv.
Cette transformation a été donnée par Jacobi [Journal de C relie, t. XI) ^ elle est d'un grand usage dans la recherche des intégrales définies.
Par la méthode de la variation des constantes on trouve
On arriverait au même résultat en observant que, le second membre étant ime fonction entière du quatrième degré. en x, si Ton pose
il sera facile de déterminer les coetticienis A , B, . • • , J^' telle sorte quej^, soit une intégrale particulière de Téquation proposée. Pour avoir l'intégrale générale, il sutiira d'ajouter à yi l'intégrale générale de l'équation privée du second membre.
La méthode précédente peut toujours s'appliquer lorsque le second membre de l'équation est une fonction entière de X ] elle convient encore quand il renferme linéairement des exponentielles, des sinus, des cosinus, dans lesquels x n'entre qu'au premier degré. Si, par exemple, ^e second membre contient e"' ou sinax^ on introduit daL.s l'expression de ji la quantité Ae*" ou A sin a a: -h B cosaa:, A et B étant deux indéterminées.
Le procédé qu'on vient d'indicyier abrège souvent les calculs.
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Les racines de l'équation à résoudre sont
— 3, n- 2/, I — 2/; il en résulte
ix 28
j^ = -r-+--^, p--f- e*(Csin2^H-C,cos2^)-4-C,<r".
S XIV. — Equations linéaires à coefficients variables. .
529. Cette équation étant linéaire et du premier ordre, on trouve, en appliquant la formule connue,
530. Cette équation est linéaire et du premier ordre. On déduit de la formule générale
Si 71 == î , les deux derniers termes peuvent s'écrire
La vraie valeur de la première de ces expressions, obtenue par la méthode connue, est
— - [(i-f-x')^"— ^J log[(i 4- :r»)^— x ].
On trouverait d'une manière semblable la formule relative au cas de 71 = — i .
I /i _|_ xN » /i — x\^
Si a == — 4) oii peut écrire
La vraie valeur du terme renfermé dans la grande parenthèse est
En mettant l'équation sous la forme
dx\
^dx X ]
et posant
ensuite
il vient
I dz ^ n'djr'
d'où
d^z 2 dz
dx^ X dx
Cette équation, traitée comme celle du n" 537, a pour intégrale
zx=:Acos(nx -1- a),
A et a étant deux constantes arbitraires. En diiférentiant et tenant compte des relations (i) et (2), on trouve
Acos(/îjr-+- a) Asin{nx -h a)
w'jT* nx
639, L'équation peut s'écrire
dx
-di — '^'^=°-
346 CALCUL intégual.
En posant x = ii^\ la transformée conduit aux deux suivantes :
dont la dernière fournit Tintograle
L*équation proposée s'intègre encore comme il suit :
Soit \ On x" •=y une série dont le terme général est û„a",
n pouvant recevoir des valeurs entières positives ou négatives. Cette valeur de j^, substituée dans l'équation diiiérentielle, donne la relation
rt?jjj_2 3u — O»
En égalant à zéro le multiplicateur de j;"~*, il vient
égalité d'où résulte qu'on ne peut attribuer à n que des va leurs négatives. Faisant donc successivement n égal à — i — 2,..., on trouve
T C* le*
«0 et «1 désignant deux constantes arbitraires. Ce résultat peut évideinmcnt se mettre sous la forme déjà obtenue.
5W. Substituant à y dans l'équation la séiie
SOLUTIOKS. 347
on est conduit à poser successivement a = o, a = 1 , ce qui donne les intégrales particulières
ra
à condition de remplacer dans la première i .2 . . > 2n par l'unité quand on fait n == o.
On peut toujours trouver la somme des séries précédentes. En eiïet, de Téquation évidente
2 , . , in 2
on tire
V^ ( 2 /? — Ils'" c' , . e~* ,
par suite,
.= - [e^-* {3c J - 1) - e-^''{3cJ — i)j;
On aurait de même, b désignant une constante,
y^= h [c»^'' (3<?ar» — 1 ) -H e?-»"' ( 3ca:' -*- i ) J ;
d'où résulte enfin
7=:a(i — 3cx^) ^3c- ' -h B ( I + 3 c jc^ ) tf- ««' ' .
En suivant une marche analogue à celle du numéro
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)>iécédent, on trouve
-f-B(3 + i5cx*-i- !i5c'x^)e-^^'
§ XV. — Equations différentielles non linéaires,
5^2. Cette équation étant de la forme ( A ) dx-^Fx^x^z Q j"-»-' dx,
la méthode connue donne
— nx
ce " -^ nx — a
Si n = I , Téquation obtenue est celle d'une logarithmique. Ce cas particulier est intéressant au point de vue de rhistoîre des Mathématiques ; il donne la solution de la question sui vante, proposée aux géomètres par de Beaune, ami de Descartes, environ trente ans avant rinvention du Calcul infinitésimal :
Tromper une courbe telle que la sous-tangente soit à l'ordonnée comme une ligne constante est à la différence entre l'ordonnée et l'abscisse,
La question était d'un genre tout à fait nouveau. Il ne s'agissait plus, comme on l'avait fait jusque-là, de déterminer la tangente d'une courbe dont on connaissait les pro priétés, mais de remonter, au contraire, d'une propriété de la tangente à la découverte de la courbe même. Ce problème, qui parait uniquement du riîssort du Calcul intégral, Descartes le résolut par des considérations qu'il n'a malheureusement pas fait connaître. En 1692, l'Hôpital et Jean Bernoulli en donnèrent une solution fondée sur la nouvelle Analyse créée par Leibnitz.
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En posant
Téquation devient linéaire par rapport à 1^ et a pour intégrale
548* L'équation étant homogène, si Ton pose
elle donne
dz
logor -4- - log(i — ma + z') H /
mz -f- z*
Pour m]> a, le dénominateur de la quantité sous le signe est de la forme
et par suite,
mdz a' -f- 1 , / 2 — a
J* mdz a' -f- I I — /wz-f-z' rt' — 1
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par conséqueDt,
2(a' — i) ay — x Pour /w <^ 2 on trouve, en posant m = 2 cosa,
J. y ___ jj ces 3C
lo" [s? -^ r^ — mxyY -h cota arc tang ^ =r C.
" ' ^sina
Si enfin m:= 2,
On aurait pu intégrer l'équation en passant aux coordonnées polaires, ce qui donne
dr wsin'Ô^O m cos20rf.2Ô m d,i%
r msinGcosô — i 2 /nsin2 9 — 2 2 /wsinaô— 2
Pour l'intégration du dernier terme, voir le n** 361. 549. Cette équation est homogène et a pour intégrale
Dans le cas particulier où Ton a
Téquation se réduit à
(i) (aiX-hUijr) [xdy —yd.r) = (i», j: -h biy)dj— [cx^-^-c^y] dr,
et rentre dans celle du numéro précédent.
Pour voir s'il est possible de ramener Téquation donnée à la forme (i), changeons de variables et posons
a* et 6 étant deux constantes qu'il s'agit de déterminer de manière à obtenir la réduction qu'on a en vue. On est conduit de la sorte à satisfaire aux deux équations
ai[a -\- Oi OL -\- a^^) — (6-|-6,a-|-6, 6) = o, 6(« -i- ^z, a -h «26) — (c H- c, a -h Cjê) =0.
On peut les écrire
6 4- è, a H- ^2 S c H- c, a -f- Cj 6
" = li = rt -f- û| a H- a j 6 ;
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et si Ton pose chacun de ces rapports égal à A, il en résulte
le système
(a — >) -f- fl, a -f- «jê = o,
d'où Ton déduit, pour déterminer X, et par suite a et 6, l'équation du troisième degré
— aib{cî — X) -h «1 6jC H- a, 6c, =0.
La réduction à la forme (i) est donc toujours possible, et Téquation proposée peut toujours s'intégrer.
L'intégration de cette équation a été donnée par Jacobi {Journal de C relie, t. XXXIV), en adoptant une marche très différente de celle qu'on vient de suivre, et qui est due à G. Boole.
554. Cette équation rentre dans celle de Riccati, dont la (orme générale est
, et qu'on sait intégrer toutes les fois qu'on a
nrzïz I r étant un ùombre entier. Dans l'équation proposée,
on trouve alors
j^-^'^' ^=ti»Jhp.^c^ (n»55i
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556* Cette équation peut s'écrire
dx , dy I dx dr\
a ^b — A- X- y* c 1- tf ^ ) = O.
^ X \ ^ jrj
Posons
elle devient
en faisant
JV ^~
me — ne
^ Aa — mb
ce —
ae — bc
ae — bc
On trouve alors
Si me = /ic, Tia = mb^ on a
Si ae — 6c = o, sans que les numérateurs de a et de 6 soient nuls, l'équation proposée revient à
et elle est satisfaite par
a b afjT = C, et par af'y* = = •
557. On voit sans peine que si o: et / représentaient deux tangentes les radicaux disparaîtraient ^ posons donc
jr = taDgi', xz=langii;
Téquation devient
»în(p — u)dç = ndu.
Faisant
FuMiT. — Recueil. 23
on trouve
_ ndz
dVZ=. ; 9
n — sin«
équation qui s'intègre au moyen du n^ 36 !•
On obtient alors a: et j^ en fonction de Vauxîliairc z.
Posons
dy y
di=P^ .="•
il vient
dy Tzz p dx z=z u dx -^ X du y dx du dp pdp
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et en désignant une constante arbitraire par loga,
On en déduit
et par suite, en tenant compte de la valeur de - >
562* Cette équation est homogène en x et en y, comme celle du numéro précédent, et peut se traiter de la même manière \ mais il est plus simple de la résoudre pai* rapport
à ~- > ce qui donne
dx
T ^[fn>
ou bien
Or^r-h«*.
= d^dx,
équation qui .
El pour
intégrale
En posant
dy z=zp dxj
l'intégrale résulte de l'élimination de p entre les deux
équations
x = 2{i —p) -hCe-P.
56^ • L'équation peut s'écrire
et son intégrale s'obtient en éliminant pz=z— entre cette équation et la suivante :
565* Cette équation revient à
ày __y^ — x"
dx ^xy
équation homogène dont l'intégrale est
y* 4-x«r=2Cx.
566* L'équation peut s'écrire
ou
dV
-çr -^fi^) dx-^^(y)dy=i o.
On a donc
et par conséquent
On tire de là
Ce^f^y^^rdy = Ci -+- C/«-J'/<*'^*cte.
567, Lorsqu'une équation différentielle est homogène par rapport aux quantités :r, y^ dx^ dy^ d^y^ ^^f^ • • •? ^^ peut toujours en abaisser Tordre d'une unité en posant
X = e^, ^ = ue^.
Ces hypothèses conduisent ici à la relation
d^u (il du*
Faisant
du
il vient successivement
I — ex I — ex
Posant ffy = p <fx^ Téquation devient
flp 7.x dx
p x^ x^ -h ab
{i-hp^y
On déduit de là
pdx= j i '- j.
Cette équation, dont le second membre s'intègre au moyen des fonctions elliptiques, est celle de la courbe que forme une lame de ressort fixée horizontalement par une de ses extrémités à un plan vertical, et chargée d'un poids à Tautre extrémité. Jacques Bernoidli, qui s'est*occupé le premier de cette courbe [Mémoires de Vj4cadémie des Sciences, 1703), lui a donné le nom de cow^be élastique (n® 630).
Cette équation peut s écrire
dp I
c'est la forme de l'équation de Clairaut. On trouve pour l'intégrale
Car -f- C'r= log[c/ -f- /i(l 4- rt'C^)^J.
U y a une solution singulière
y ■=zna sm •
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§ XVI. — Solutions singulières des équations différentielles du premier ordre»
C'est à propos de cet exemple que Taylor ( 1 7 1 5 ) a remarqué, le premier, qu'une équation différentielle peut avoir des solutions non comprises dans l'intégrale générale.
On trouve, en différent! ant
d'où
Solution singulière ^î = a* -+- 2ax;
Solution générale J^* -H(G -*a?)2 = aCa.
L'équation différentielle répond à la question suivante :
Troux^er la courbe dans laquelle la normale est moyenne proportionnelle entre une ligne donnée et celle quon obtient en ajoutant V abscisse à la sous-normale,
Leibnitz proposa ce problème en 1694 dans les Acta eruditorum, et trouva la parabole qui le résout.
A) 7»-i-*»-.fl»=o
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ILi'ec[ualion proposée pouvant s'écrire
on. trouve pour rinlégrale générale
d'où résulte que Tintégrale (Â) est une solution singulière. Hemarqub. — Pour reconnaître si une solution j' = a d'une équation différentielle de premier ordre est une solution singulière, on peut se dispenser de recourir à l'intégrale générale en s'appujant sur le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que la solurlion ^7=0 de V équation ^'=cf{x,^) soit une solution
singulière est que -^ devienne injîni pour y = o.
( Zajaczkowski, Arcliiv de Grunert^ 1874). Posant en effet j' = a -f- m, on applique le théorème à la transformée en u.
Dans le cas actuel on fait
et il en résulte
d*où Ton déduit que j = a est une solution singulière.
583. La remarque du numéro précédent fait voir que la première solution est une intégrale particulière et l'autre liiie solution singulière.
j» — 4 j:* = o. ( Remarque du n
La substîtutîon y t= ^x conduit à Tintégrale générale
5gg. j« — 4x = o ne fournît pas une solution. La substitution yjy^ — 4jc=j— -»« conduit à Imtégrale générale
-h 4iogî[r + «)' + 41' -^r -4- «! = c,
où Ton a fait j ' — 4^ = 'J^*-
587. Les solutions particulières se trouvent parmi celb qui satisfont à l'équation
L'application de la remarque du n® 582 montre quer = o et j^ = o sont des solutions singulières, et que la solution y = X est particulière.
La substitution ay = z^x conduit à l'intégrale générale
§ XVIL — Équations différentielles simullanées.
On obtient une équation qui ne renferme plus de
termes indépendants des dérivées, en éliminant ni entre les deux équations du système. On trouve ainsi
/•COS0— - -+- 2cos9 -- rsinQ -—■ -I- smO --- =0.
dt^ de de de^ de
Or le premier membre de cette équation est la dérivée seconde de r sin0 par rapport à t\ donc
(3) rsinO = a« -f- 6,
a elb désignant des constantes arbitraires. D'un autre côté, si Ton multiplie Téquation (1) par sin0, l'équation (2) par COS0 et qu'on retranche le premier résultat du second, il vient
d'r dB^ . d^9 , dr dH
cosô / cosO rsmô -; asmô-; — ; /w=:o,
de^ df de^ di de
équation qui se ramène à
^(rcosô)
de'' '
par suite,
(4) rcosO = — + Cf -I- C.
Les relations (3) et (4) donnent la solution du problème.
594. Multiplions la première équation par x, la deuxième par j)^, la dernière par z, et posons
il vient
jrjrz de 'y
lie — a)
a, s, y étant trois constantes arbitraires. On déduit de là
Cette équation ne peut s'intëgrer généralement qu'au moyen des fonctions elliptiques. <f étant exprimé en fonction de t^ on aura aussi j^ et z en fonction de la même variable.
Les équations proposées se rencontrent dans le problème du mouvement d'un corps solide qui tourne autour d'un point fixe, et qui n'est sollicité par aucune force.
Les équations données reviennent aux suivantes
d^jc __dK jc d'y _ '^R T d*z dK z ^'^ dl* «^ r' dt* dr r^ dt' ^ dr r'
On en tire
xdjr — jreh:=zCid/j ydz — zdy z=C^dty zdx — xdzz=zC^dt,
Si Ton ajoute membre à meml>/e les carrés de ces équations,
le résultat peut s'écrire
(2) (x»4. y^ -h z») (dx^ -f- dj » -h rfz») — (x €ir -^y dy'-\-zdzY=z A} de,
A* représentant la somme C J -h CJ -h CJ .
D^ailleurs, en multipliant les équations (1) respectivement par arfx, arf;^, 2,dz et ajoutant, il vient, 2B désignant une constante arbitraire,
dx^ -+- dy^ ^- ^3» = 2(R -4- h)dt\ ce qui permet de mettre l'équation (2) sous la foi me
(3) (xdx -^ydy + z dif = [2r»(R + B) — k}]dt'' = r^ drK On tire de là
(4) é// = [2r»(R-f-B) — A»] Vrfr,
et, en dilTéren'iant,
Ce résultat permet de déduire de la première des équations une relation qui ne renferme plus R \ on trouve ainsi
ou bien
dt\^ dt\rjj r* r
Changeons de variable indépendante et posons
Ja relation précédente devient
et par suite
- z=gi cosç -f- A, sitif .
On aurait de même
- =2 g^costf -h Ajsinf ,
- z=gfCOS<f + A, sin<p.
On tire d'ailleurs des équations (4) et (5)
Les constantes arbitraires A, B^ a, 6, g^t, A|, ... ne sont pas toutes indépendantes. En effet, en élevant au carré les valeurs de x^y^ z et ajoutant les résultats, on trouve
I = cosXg'î -h g\ -+- g\) -4- sin»ip(AÎ -*- a; 4- h\) 2sin(pcos<p(g',A| 4-^,Aa4-g',A,).
Cette relation ayant lieu pour toutes les valeurs de y, on en conclut
de plus, S modifiant seulement les constantes ^1, //j, . . . , on peut le supposer nul, et il reste en définitive six constantes distinctes.
Observons aussi que les intégrales qui déterminent f et y ne sont pas indépendantes. Si l'on pose, en effet,
S=['^[2;'(R-hB)-A»]% on a
Si R = -9 fx désignant une constante, le calcul précédent
donne la loi du mouvement d*un point matériel attiré par une force centrale qui varie en raison inverse du carré de la distance.
Ce calcul, dû à Binet, a été appliqué par lui au cas d'un nombre quelconque d'équations.
[Journal de Liou\^ille, t. II.)
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§ XVJU. — Equations linéaires aux dérii^ées partielles
du premier ordre.
On a
dx dy dz
d'où
80LCTION8. 3^9
dx dy zdz
^ = Car, ««=:C:c'4-C%
z» = xr + y(jj.
dx dr dz tiOi. ; = -4= '^
aC ««■
^^r^ dx dy dz
I ^i (f^ cospy
on tire de là
^ -4- ax = Cj
^ m cos/? ( C — €ix) — ap smp (C — ax)
_ ^« m cospy — a;> sin/?/ _^^, m} -I- a'/?*
et par suite
m^-ha^p' ^ '
gQQ ^ ^ __ ^ __ ^
u:=z —yz — TT ( ^ z -f- cj ) -4- ttf h (ï>(r — 6a:, « — ex).
dx dy dz
La première des équations peut s'écrire
xdy — y dx -\- x dx -^ y dy z=. o^
qui s'intègre immédiatement au moyen des coordonnées
FR£r<£T. — tiecueU, 24
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polaires, et donne
arc tang - -f- log(^' -^J^)* = C.
On a aussi
(/z xdx -■\- y dy
d'où
et par suite
z=:(j:*4-^')'<P aictang^-h log(x' -f- j»)'
£/7 sinjrfz oU5. cosar dx = — = ;
a zcusjr
z= {smx)''<f(jr — asinx),
dx dy dz
y — bz az — x bx — ay '
multiplions les deux termes du premier lapport par «, ceux du second par h \ chacun de ces rapports sera égal à
a dx -h b dy -+- dz ,
ce qui exige qu on ait
ax -^-hy -^ z=i C.
On trouve semblablement
d'où
;c»4-^2 4- -z'= fii{ax -^ by -\- z).
ydz
dz
=r a sin
arj + y
(I+JM
Soit fait
= du^
dr
d'où
dv
IJ en résulte
et par suite
Zrr:
_f [(,-f-j»)"ï-j]log
or
XY X Y
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^ j j dx dy dz du
^-fz-h« z-+-tt-f-JC tt-hX-hJ X-j-J-hZ
Ajoutons terme a terme ces rapports égaux, il vient
d [x -{- y -\- z -{- u) dx dv
3{x -h^ + z H- w) X -\- z -{- u Zv
en posant
jr-f-J^-|-z-4-ii=:J'.
U'aillcurs, on a aussi
dy — dz d{y — z) dv ^ z—y "" y — z 3t^'
d*où résulte
v[r-zY c.
On trouve encore, à cause de la symétrie, l'équation intégrale est donc
§ XIX. — Equations non linéaires aux dériv^ées partielles du premier ordre à deux variables indépendantes.
On sait que pour intégrer l'équation
où
àf df
on pose le système des équations simultanées
. . dx dr dz — dp — dq
SOLUTIONS» SjS
dont on détermine une intégrale
(îi) F(x,j,/?,7, C) = o,
contenant au moins Tune des quantités p, ^ et une constante arbitraire C. Cela fait, les équations (i) et (2) fournissent pour p et q des valeurs qu'on porte dans l'équation
et, en intégrant cette dernière, on a Vintègrale complète
renfermant les deux constantes arbitraires C et Ci.
L'intégrale générale est donnée ensuite par le système
dans lequel on suppose que C, est une fonction arbitraire de C. Ce système se remplace par une équation unique quand on peut éliminer C entre les équations (4).
Si enfin, considérant C et Ci comme des quantités indépendantes, on les élimine entre les équations
on obtient la solution singulière de (i).
Il suffira donc, dans chaque exercice, de déterminer une intégrale complète de l'équation proposée.
Les équations (S) p. 872 deviennent ici
dx df dz dp dq
mp^~^ mq^-^ mz^ npz'*-'^ nqz'^"^
De la solution ;:;"*== Cz" résulte q'^=i {i — C)^"*; et par suite,
mz '"
(2) = C'"jr-h(i — CV^jH-C
Une autre solution du système (i), q = Cp^ conduit à l'cqualion
qui se ramène facilement à la précédente. Si m = n^ Téquation (2) devient
\ogz == C" X -4- (i — C)'" j 4- C
613. Du système des équations simultanées (S) (p. 875), on tire ici
Xdx — xciy pdq — qdp ixy ^ pq
ce qui conduit à
px^z=zCqx\
et donne Tintégrale complète
logz = --— ^ 4" C
On aurait pu se servir de Téquation
dz dp
2Z' '?.pz — /?'
au moyen de laquelle on trouve successivement
[( logCî)'— 4xf = 2r' + c,.
Observons enfin que Téqualion proposée peut s'écrire
ce qui conduit à faire ^ = «'* et donne Téquation
dz] âz', _
d'où la fonction a disparu explicitement. On simplifie davantage encore en posant
et 1 équation à laquelle on a:Tive a pour intégrale complète (n° 612)
z, = Ca:, H- yjx — Q?y, -h C„ d'où résulte
log3= îCv/^r-h 2\/i — C'y/: -}- C,.
614.. Poui former le système des équations simultanées, il j a avantage à mettre la proposée sous la forme
y(f^ — .r/>-' — « = o, ce qui donne
d.r (ly dz dp — dq
xp~^ — Jî"~* « p~* q On tire de là p = Cx, et par suite
i[\ -\- aC]
Observons qu'on aurait pu ramener Téquation proposée à la forme plus simple, facilement intégrable,
/7 — <7 — apq^^o,
en y remplaçant x par y/ax etj^ par v^2j.
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On ramènerait aussi l'équation
pj* — qa^ — apq zt = o
à la même forme en changeant convenablement les ?a-
riables.
61d. Du système des équations simultanées on tire
pdq — q dp y dx — xdy qp " XX '
il en résulte l'intégrale complète
On trouve pour l'intégrale complète
j[/(3)]^r/z = C^(x-hCj) + C,.
On aurait pu, ce qui est souvent utile, faire disparaître la fonction avant d'intégrer. Si Ton pose, en eflet, (0 = 9(2), G étant une fonction à déterminer, il en résulte
ddà II \ ^^ tt \
— ■^p,=zrf'[z]p, j^=q,=zf'{z)q,
et l'on voit qu'en faisant
on est ramené à l'équation plus simple dont l'intégrale complète est
Soit, pour abréger
/.(^)=X. /,(jr)=Y, /,(z) = Z;
on fera disparaître la fonction de Téqualion donnée en posant (n° 616)
et la transformée pourra s'écrire
~Zl ) "Y^" Il est clair qu'en faisant ici
on est ramené à une équation de la forme p'^= q^ considérée dans le numéro précédent et d'où résulte pour l'intégrale complète de la proposée,
L'équation donnée a été intégrée par Lagrange [Mém. de Berlin^ l'J'Ji) en suivant une marche qui parait moins naturelle que celle qu'on vient d'indiquer.
618. Comme on peut faire disparaître z de l'équation en posant z = e", il sufQt de considérer celle-ci :
(i) p^-hg^-hxp -hyq — (x-f-j)'=o.
Du système d'équations simultanées qui en dérive, on tire
d'où résultent les intégrales
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OÙ 1*011 a C'= — C, en vertu de l'équation (i).
On en conclut, pour l'intégrale complète de la proposée,
4 M = 4 log2 = — •^' — J> *-^/ \^9(^ + v)^-hC r/(x -f- 7)
Le système des équations simultanées donne l'intégrale
au moyen de laquelle on tire de la proposée
lapC = — z*{x 4- Cy) ±s/ z*{x -^ Cx)'— /\ffC^.
Posant
x-hCy=zUf zh^z^lx-^-CfY — ^acz^=zv, Téquation dz = pdx -i- qdy se met sous la forme
ce qui donne Tîntégrale complète
Ciz(x-\-Cy' -4-C,) -haC = o.
Il y a la solution singulière .vyz — ^ = o.
621. Le système des équations simultanées donne l'iniégrale ^ = Cp, d'où résulte, en faisant a:-|-Cj=c«),
par suite,
équation qui s lutegre en posant
V'(i>' -f- 3^1 := w -h tt,
et donne Tiritégrale complète
(i) 2/»— 3t'(x -h Cj) -h (07 H- cj'Y = c„
où l'on représente par t l'expression
La recherche de l'intégrale singulière conduit à la solution 2 = o (jui rentre dans (i).
622. p = C(/ étant une intégrale du système des équations simultanées, on en déduit
qsJiC=:{z- tfC-f- s^lTcY -J^{z — aC — s/T^y,
et, par suite, pour l'intégrale complète,
On trouve une autre forme de cette intégrale en partant de l'équation
2 q^dx == dq[q^-i- 2a)^
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qui donne
et conduit à celle-ci,
en y regardant ç comme une fonction de x représentée par Téquation (i).
Il en rt suite Tintëgrale complète
c'est-à-dire
z[{x -h C) ±>J[x -h Cy -i- ^aY
= g-f-(r-t-C,)[(xH-C)div/(j:-^C)»4-2aj'.
Si Ton fait a== 2, i = o dans la proposée et qu'on y remplace ensuite z par 22 — 2 a, on retrouve une équation traitée par M. Imschenelzki [Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Traduction Houël, p. 87).
§ XX. — Calcul des variations.
Formules générales :
dx dx
V^-r == A,, — A,, -f- / Bwr/.r.
A*j représente ce que devient la fonction A quand on y remplace les lettres qui y entrent par les valeurs qu'elles
prennent à la limite j: = Xi^ A,, a une signification analogue. D'ailleurs,
B=:N — 7--+--7T rr ■+-
aa: dx^ djr
(i) Ax, — A,, = 0, équation aux limites;
(2) B = o, équation indéfinie.
Si V renfermait Xo, x^^ j^^ j^i, ^05 Pi v valeurs de x, y^ p,.,., relatives aux limites, on ajouterait au premier membre de Téquation (i) la quantité
' —— - dx -f- dj^o I -T" dx -h, , .
Lorsque la fonction V ne contient pas de dérivée d'ordre supérieur au second et qu'on suppose en outre lVI = o, l'équation (2) se remplace par celle-ci :
et si Ton a à la fois
elle se remplace par la suivante :
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T^ors'tiie V renferme plusieurs fonctions de x^ chacune d'e'les donne lieu à une équation de la forme (2), à moins toutefois qu'elles ne satisfassent à une ou plusieurs équations données.
623. En égalant à zéro la variation de Tintégrale proposée, on trouve
Jl" -f- 2 /z ( j:* -h j' ) * =: o.
Si l'on fait tourner autour de l'axe des x la courbe représentée par cette équation, la surface qui en résulte renferme un volume qui, parmi tous ceux de même masse, exerce Tattraction maximum sur un point de l'axe. L'altraction est supposée proportionnelle aux masses et en raison inverse du carré de la distance.
G24.. LV4cment de la surface en question est p désignant le rayon de courbure^ on a donc
Jx.. Jx. 1
Coriimc X et jr n'entrent pas explicitement sous le signe. on trouve, d'après les formules générales,
OU bien
^Cp-^a ;
if
ce qui peut s'écrire encore
^ ' ds
bOLDTIONS. 3S3
Par un changement d'axes convenable on obtiendra
ou bien
^^^^ ^Pdp ^
dont l'intégrale est
On déduit de cette dernière
équation différentielle d'une cycloïde.
Les quatre constantes qu'introduit l'intégration complète sont déterminées par les conditions de la question. Dans le cas où Ton donne les points extrêmes A et B, sans donner les tangentes en ces points, Téquation aux limites se réduit à
Qi^/?i — Qo^/»o = o eu Q, =ro, Qo = o;
par suite,
^, =zQO, <7o=:ao;
les points Â et B sont donc les points de rebroussement de la cycloïde.
625. Cette question est celle du numéro précédent généralisée; elle se traite de la même manière. On trouve en effet, pour Téquation différentielle,
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OU
Sn-f 1
ce quî peut encore s'écrire
En changeant convenablement les axes, cette équation devient
Prenant maintenant Taxe des x pour Taxe des j^ et réciproquement, et désignant toujours par la lettre p le coefficient angulaire de la tangente, on a
Substituons à p sa valeur
pdp
et intégrons, il vient
On peut démontrer que dans les courbes définies par cette équation diflerentielle le rayon de courbure est proportionnel à une puissance de l'ordonnée . On tire en eflet de
SOLUTIONS. 3g5
l'ëquation (i)
-^ dr
P et par suite
OU simplement
en changeant eonrenablement les axes.
(O. Bonnet, Journal de Liouville, t. IX.)
626. Soient r et d les coordonnées polaires d'un point quelconque de la courbe, ds l'élément de l'arc, r% et Tj les valeurs de r qui correspondent aux constantes x% et Xx\ si l'on fait seulement varier 9, ce qui est permis, la condition du maximum ou du minimum donne Téquation
et par suite
Cette équation intégrée (n*' 411) prend la f(»rme
r«+'cos(/ï-f-i) (e — e.) = C = /î-»-* (n«242).
Les courbes que cette équation renferme jouissent de la propriété de représenter, dans un grand nombre de cas, les intégrales eulériennes de seconde espèce (Serret, Journal de Liouville, t. Vil) . On les obtient aussi en cherchant la figure d'équilibre d'un fil flexible, homogène, dont la tension varie d'un point à l'autre proportionnellement à l'épaisseur, et dont tous les points sont sollicités par une
Frsret. — Becuetl, 2*^
force centrale en raison inverse de la distance. (O. BonneT) Journal de Liouville, t. IX-)
x'-'X.Yds
' [n{x — j:,)"-'(Jx— ^;r,) -t- (a? — x.yd^s].
On a d'ailleurs et par suite
dx dy dz
dh= -r dêx -f- -f- d^Y -t- -p dêz.
ds ds ds
Après avoir substitué cette valeur dans la première équation et intégré par parties pour faire sortir du signe / les
dillérentielles des variations > on arrive aux équations suivantes :
rf [(X _ ..). g] = o, d [(. - ..Y I] = o. d\ (x — j-«)"^ I — n(x— x.y-^dszzzo,
' n[x — x^Y^^ds=zo^
A représentant Texpression
Les deux premières suffisent pour déterminer la courbe. On en tire
donc la courbe est plane. Si ou la suppose située dans le
plan des x^jr^ il faut intégrer Tëquation Cette équation revient à la suivante :
ou plus simplement
dont il est facile de trouver les cas d'întégrabilîté.
Si /2 = ? la courbe est une cycloïde et le calcul qui
précède est celui de la brachistochrone.
Cherchons ce que devient Téquation aux limites quand les deux points Pq et Pt répondant à x% et or, ne sont pas fixes, mais assujettis à rester sur deux courbes données C^ et Cl. Les variations des points extrêmes étant indépendantes Tune de l'autre , on a d'abord
A,, = o, ou
c'est-à-dire que la tangente à la courbe au point P est per^ pendiculaire à la tangente au même point de la courbe C| . On a aussi
D'ailleurs, pour tous les points de la courbe,
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d'où Ton tire
L'équation (3) devient alors
H- (x — ^o)"-^ I ^Zo==0.
Dans les multiplicateurs de djo et Sz^ on peut remplacer l'indice x^ par Tindice Xi, car on a, pour tous les points de la courbe,
/ ^ dx , . dz
\x — jTo )" -7- = const. , \x — .r, )" — - = const. ds ds
L'équation (4) ainsi modifiée prouve que la tangente à la co irbe cherchée au point Pi est perpendiculaire à la tangente au point P^ considérée comme appartenant à la courbe C^.
L'intégration des équations (i) introduira quatre constantes, et il y aura en outre à déterminer les six coordonnées des points P^ et Pi. Il est facile de voir, d'après la méthode générale, qu'on obtiendra en tout dix équations pour calculer ces valeurs.
Les (tourbes renfermées dans l'équation (2) s'obtiennent en faisant rouler sur l'axe des j>^ les courbes dont l'équation est
/-•COS/werrrr^ (n° 626).
628. Si l'on suppose la génératrice du cylindre parallèle à Taxe des z^ la surface a pour équation
La condition du minimum nous donne, en supposant les limites constantes,
D'ailleurs la relation
dx dy -^ '
déduite de (i)^ permet de réduire à deux les variations sous le signe. Il en résulte alors les deux équations suivantes :
dz
dont la dernière est une conséquence des relations (i) et (3).
L'équation ( 3 ) apprend que pour toutes les surfaces cylindriques la tangente à la ligne minimum fait un angle constant avec la génératrice. Ce résultat était facile à pré* voir.
Si le cylindre est droit, la courbe a pour équations
c'est une hélice.
629« Il s'agit de rendre maximum l'intégrale
ajrds).
On trouve, en faisant varier seulement l'abscisse,
dx ,
et par suite
Cette équation n*est pas integrable en général, mais on peut toujours obtenir s en fonction de y. On a en effet
__ ayilr _ ay dy
ce qui s'intègre sous forme finie.
Si b = o^ la courbe est un cercle.
630. La théorie des maxima et minima relatifs donne Téquation
Sr l'on fait seulement varier Tabscisse, il en résulte l'équation différentielle
as ou
dx
(X-^ay-hub—^zC,
as
ou bien encore et par suite
C'est l'équation de la courbe élastique (n® 571). C'est aussi celle de la courbe que décrit le foyer d'une ellipse ou d'une hyperbole dont le grand axe est abj et qui roule sans glisser sur l'axe des x {n? 686).
SOLUTIONS. Soi
631. La question revient à trouver la fonction de x qui rend minimum le produit
' (i-f./>«)^/.rX / ydx.
Or, si Ton cherche en général à déterminer une fonction jtelle que le produit UV soit maximum ou minimum, U et V désignant deux intégrales définies quelconques prises entre les mêmes limites, on est conduit à la relation
Les multiplicateurs des variations sont ici des constantes qu'on pourra calculer dès que la fonction sera connue.
Dans le problème proposé , Téquation à laquelle il faut satisfaire est la suivante :
A et B représentant les valeurs constantes que prennent respectivement les deux facteurs du produit (i) pour la valeur cherchée de y.
L'équation ( a) peut s'écrire
il en résulte Féquation différentielle
cdx — d z=. o,
et par suite
Il est manifeste que l'arc de cercle qui répond à la question doit tourner sa convexité vers Taxe des x.
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Les constantes A et B, dont le rapport est le rayon même du cercle, se déterminent au moyen des intégrales dont elles expriment les valeurs.
y variant seul, on a
Afin de faire apparaître sous le signe la différentielle de $s^ on pose
il eni l'ésulte
et en ayant égard aux limites, qui sont supposées constanles,
j 's^-'dxSs = — j 'fLd$s=: j 'Ssdfn-^y L'équation de la courbe est donc
d'où
et par suite
ds
nd^ -hdR^=zOi ds ds
dr dr*
-i- -h -T- ^"~*fl^x = o.
^ ^ ds ds^
Soit fait — = M, Téquation (i) devient
a du J. -f- ^«-1 ds=zO^
et enfin
- nads
dy"=L
[rt'a»-4-(f"-+-c)»]'
Pour ra = I, OQ trouve la chainette.
633* Le dénominateur de l'expression proposée ne devant pas changer avec la nature de la courbe, il suffit de poser
Cette équation devient, en ne faisant pas varier x,
dsis -f- xtfd$s) == o.
Afin de faire apparaître partout sous le signe la difléreutielle de ds^ on pose
i xff'dsz=zB.\
d'où
I x<f'dsSs=zB.Ss ^ l B.d$s^
et en ayant égard aux limites, qtii sont constantes,
f x^'dsSs = ^ j Hd^s.
On trouve alors pour l'équation de la courbe
d'où Ton tire
a a -r— — — -- o£U7 = o; ds ds* '
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et par suite (u° 632)
ads
df =
en posant
Si cf = I , on trouve la chaînette.
Le cas général est celui où Ton cherche, parmi toutes les courbes de longueur donnée, celle dont le centre de gravité est le plus bas, en supposant que la densité soit en chaque point fonction de l'arc qui y aboutit.
IZ — ^1 » TZ — J
on aura, p désignant le degré d'homogénéité,
f du f du
P^=yxÀZr+X^
àx\^''dA
par conséquent
, , du , , du
il) {
du ^ , du . ,
dri ^/,
D'un autre côté, puisque l'intégrale / udx est un maximum
ou un minimum, sa variation est nulle. En observant que les fonctions J>'^i5 jr«5 • • • 5 JT» ^c sont liées par aucune relation, il en résulte
, du du du du ^
o/t dxx ' dx\ dy. '
Par suite, Téquation (i) devient
du , du ,
du ^ , au ^ , et, comme p est suppose difTérent de i, on en conclut
Dans le cas de Téquation (i), on trouve pour les valeurs de j'*! et de j^s satisfaisant à la condition donnée,
y^zzi (<iar-h é)*, j^, = -log(ax-+- b) H- C:p + C».
SgC QUESTIONS DIVERSES
Si) dans le développemenl symbolique
qui a Heu pour une fonction /(Xjj-, z) = m, entière et homogène du degré n, on représente! Xi-^ — f~ } 1 ^ — ^ "1 y par A, et si Ton pose en outre
on a les relations
d.A*w da
^ ' da, Oa.
dans lesquelles a désigne l'une quelconque des quantités jc^ y^ z^ et ofi Tune quelconque des quantités Xj, ji, z,.
639. Logx ne peut être égal à une fonction rationnelle de X. (LiouvîLLE.)
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Étant donnée la fonction
X = (/i, X|-4- a,a:, -f- . . . -4- ^, j:»)' -f- (^i x, + ôj jr,-f- . . . -f- ^«-^J' 4- ..., OÙ le nombre des polynômes élevés au carré est n, calculer
é/iT, 1 rfx,. . . I dr^er'^ = K,
puis déduire du résultat que, si les variables JC|, t,,... sout des fonctions linéaires de n autres variables 7^1, /tv")7«î de telle sorte qu'où ait
le produit Aj Aj . . . A„ est un carré parfait.
Étant donnée l'équation
-hGV = o,
dans laquelle V, K et G sont des fonctions de x, K restant
dY constamment positif, démontrer que V et -7— ne peuvent
s'annuler pour la même valeur assignée à x. (Sturm.) 648. Si Ton connaît une intégrale première de Téquation
on peut toujours obtenir son intégrale générale au moyen des quadratures. (Jacobi.)
649« Soit l'expression (A) DV H- A.D^-'j + . . . -h Aaiy'-Pr -4- . . . -f- A^ =/(7)f
OÙ Al, At, . . . , Ap, . . . représentent des fonctions de la variable Xy et où Ton a fait, pour abréger.
dxP
==ivr;
si l'on désigne par u et (^ deux fonctions de la même variable, on trouve
quelle est la loi de formation des quantités ^''|/(^';?
650. L'expression ^''^/{j) étant dite la conjuguée p'''"' àef{y) (il** 6 W\ on a les théorèmes :
I ° Si la fonction j^j annule identiquement f(j) et ses p — I premières conjuguées, l'équation diflerentielle
admet les solutions
(i) cyu Cxxyu c,a7«^i,..., Cp-^xP-'^yi,
c, C|, C2, ... , Cp^\ désignant des constantes arbitraires. 2"* Si les /> soluûons (2) satisfont à l'équation (i), l'équation
est satisfaite également par les p — h premières solutions (2).
3° Si les équations
ont une solution commune cj"i, et si la seconde est satisfaite
en outre par les solutions
la preinîère lest aussi, et elle admet de plus la solution
651 • Soit j^i une solution de Téquation linéaire
I>J H- A.j = o ; si Ton déduit de cette équation la suivante :
dans laquelle on a
A^^i ^z AiAp -4- -A^
A^ désignant --^j cette nouvelle équation est satisfaite par les n intégrales
Cft , Ci,vj\ , . . . , c,.., or"-*/, . (Brassinne. )
L'équation
cpy cpy d'Y ___
est satisfaite par l'intégrale
Ha dh de
ffj
[{x - a)» + (/ - ^»)2 + (z - cy]
dans laquelle on suppose les limites constantes. Trouver
Faeket. — Recueil, 26
une solution de forme semblable pour l'équation
le nombre des variables indépendantes étant /z.
653. Étant donnée l'équation z = x -h ae**, développei siu z en série par la formule de Lagrange.
654. De la relation 2'' = 2 x -h a z^ déduire le développement de z en série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de ce.
Cas où p = — 7.
Trouver la somme S de la série
1 cosx , >„ cosnx
657. Une courbe C de degré n étant représentée en coordonnées homogènes {Rem. du n» 638) par l'équation F( j:, j, z) = o, dont le premier membre se réduit à/(x,/) quand on y fait z = i , on a pour le rayon de courbure
H désignant le hessîen (n« 100) de F (07,7, «) et la parenthèse (5 = 1) indiquant qu il faut remplacer z par i après les différentiations . ( Hesse )
QUESTIONS. 4o3
658. Trouver la première polaire d*ua point [Rem. du 10? 638) par rapport à la cardioïde (p. i56).
Première polaire du point qui a pour coordonnées
par rapport à la courbe du n? 251.
660. Lorsqu'un point m décrit une droite, la droite polaire de ce point (Rem, du n» 638) relativement à un« courbe du troisième ordre enveloppe une conique.
661. En chaque point m d'une courbe donnée on prend sur l'ordonnée Pm une longueur P/x égale à la normale du point m; quelle doit être cette courbe pour que ses tangentes soient parallèles k celles du lieu des points p aux points correspondants?
662. Trouver la courbe dans laquelle la distance de l'origine au pied de la normale a un rapport constant avec la longueur de cette normale.
663. Trouver la courbe dont l'aire est égale au cube de l'ordonnée divisé par l'abscisse.
664. Trouver la trajectoire orthogonale des lemniscalcs {oP 275) dont Téqualion est
a étant un paramètre variable.
665* Trajectoire orthogonale des ellipses données par l'équation
le paramètre variable étant b.
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666. (^*gr« 3o.) Trouver la courbe qui coupe une série de paraboles, ayant même axe et même sommet, de telle
Fîg. 3o.
sorte que les aires AMP, AM'P' soient égales à une surface donnée.
667. Trouver la courbe qui rencontre une série de cercles concentriques de telle sorte que les arcs de ces cercles, compris entre une droite fixe menée par le centre et les divers points de rencontre, aient une longueur constante.
668. On peut toujours trouver, sur un quadrant d'ellipse, deux points tels, que les normales qui y passent soient à la même distance du centre. Relation qui lie les abscisses de ces deux points. [Points associés.)
669. Soient m et /tï, deux points pris sur un même quadrant d*ellipse, /ul et pi leurs points associés (n° 668) i démontrer la relation
arc/72/72i — arcfAfti =/?i — /?,
Pi et p étant les longueurs des perpendiculaires abaissées du centre de l'ellipse sur les normales aux points m et nii
Trouver une courbe telle, que la longueur de l'arc
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soit dans un rapport constant avec la distance de l'origine au pied de la tangente.
671. Trouver la courbe dans laquelle le rayon de courbure est égal à n fois la normale.
672. Trouver une courbe telle, que, si d'un point fixe pris dans son plan on mène des rayons vecteurs à ses divers points, la projection du centre de courbure sur le rayon vecteur engendre une courbe semblable à la première.
Trouver une courbe semblable à sa développée
674. Trouver la courbe dans laquelle une puissance donnée de l'abscisse est proportionnelle à l'arc.
675. L'origine des coordonnées, auxquelles est rapportée la courbe C donnée par l'équation
r" cos 71 ô = fl",
étant un point qui fait parlîe de C, on demande quel est le lieu que ce point décrit quand la courbe roule sans glisser sur une droite fixe.
676. Trouver les lignes asymptotiques de la surface représentée par l'équation
677. Trouver la courbe qui rencontre les génératrices d'un cône droit sous un angle constant.
678. Par le centre O d'un ellipsoïde on mène un plan quelconque et une normale à ce plan, puis on porte sur cette normale, et dans le même sens, des longueurs OA, OB égales aux demi-axes de la section obtenue \ trouver le lieu des points A et B.
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679. Par le centre O d*un ellipsoïde on fait passer un plan TT contenant la normale d'un point quelconque m (x, j", r), et Ton mène dans ce plan une droite 0/jl égale et perpendiculaire à 0//i 5 démontrer ; 1° que le lieu des points fx est la surface de l'onde (n° 334)^ a** que les normales aux points correspondants m et fi des deux surfaces sont situées dans le même plan et se coupent à angle droit [MaC'Cullagh).
680. Par un point m d'une surface S on mène un plan tangent, et d'un point fixe O on abaisse sur ce plan une perpendiculaire OH. Si Ton prend sur OH un point m^ tel, qu*on ait O/Wj .OH égal à une constante A*, le lieu S, des points m^ est tel, que la perpendiculaire OHj abaissée sur son plan tangent en m^ passe par le point m\ et l'on a aussi
Om OH, = K
681. Étant donnée une surface qui sépare deux milieux homogènes de densité différente, on suppose que des rayons lumineux passent de Tun dans l'autre en suivant les lois ordinaires de la réfraction. Démontrer que, si les rayons incidents sont normaux à une même surface, les rayons réfractés seront aussi normaux à une autre surface.
(Charles Dupin.)
682. Trouver la surface qui coupe à angle droit toutes les sphères passant par un point donné et dont les centres sont sur une droite fixe menée par ce point.
683* Équation générale des surfaces qui coupent à angle droit l'ellipsoïde dont Téquation est
a' b^ c^ 684. Trouver une surface telle que la distance d'un
point Â au point où une droite fixe AB rencontre le plan tangent en M soit proportionnelle â la longueur AM.
685. Trouver la surface pour laquelle les coordonnées du point où la normale rencontre le plan des xy sont proportionnelles aux coordonnées correspondantes du point de la surface.
686. Trouver la surface de révolution pour laquelle la somme des courbures principales [courbure moyenne) (n*> 3183 est nulle en chaque point
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635. Désignons par A^ le premier membre de la relation proposée*, on voit facilement que Ai esl nul, quelles que soient les quantités a: et A. Gela posé, la diliërentiation donne
dk
H- (— ï )"-» {x -4- mh)P-^ .
Si Ton fait x — h = z^ le multiplicateur de mp devient
9P-' —["jlz — im — i) hy-' + . . .
Or, pour /? = 2, ce facteur est identiquement nul, pourvu que m soit supérieur k p. A, est donc indépendant de A, et comme il est manifestement égal à zéro en même temps que A, la relation est vérifiée pour p = i. On Tétend sans peine aux valeurs plus grandes.
636. La relation est évidente quand m = i . En désignant le second membre par A,„, les dérivées des deux membres
soLuxiojMS. 4og
par rapport à x sont respectivement
(2) /w(j: -f-a)"-», mA«.i.
Si ces résultats sont égaux pour une certaine valeur de m, les fonctions (a: -h a)"* et A « ne pourront dilFérer que d'une quantité indépendante de x; et comme elles sont égales pour j: = — a (n® 635) ? leur différence devra être nulle. Or les expressions (2) sont égales quand w = 25 la relation (i) se trouve donc vérifiée pour cette valeur, et par suite pour toutes les autres.
La relation (i), qui généralise d'une manière si remarquable le binôme de Newton, a été donnée par Abel dans le tome I®*" du Journal de C relie.
637. En prenant les dérivées partielles des deux membres de Téquation (i), on obtient les formules connues
*^' Ôx Ôf Of ÔJC
Ces relations expriment, comme on sait, les conditions nécessaires et suffisantes pour que, deux fonctions P et Q de JT et j^ étant réelles et continues, P -h Qi représente une fonction de .r -+■ iy et admette une dérivée. On peut remarquer qu'elles expriment aussi que les courbes représentées par les équations
où a et (6 sont des constantes, se coupent à angle droit.
En différentiant les identités (4)^ on en déduit celles-ci, également connues,
Si l'on difiérentie maintenant les équations (4) A — i fois par rapport k x et n — k fois par rapport à y^ on trouve
les formules (a). Les formules (3) se tirent des équations (5) en opérant d*une manière analogue.
Ces relations (2) et (3), dues à Prouhet, l'ont conduit à des résultats algébriques et géométriques intéressants. (Sturm, Cours d'analyse, a* édition.)
La fonction P + Qi admet une représentation assez expressive, duc à MM. Briot et Bouquet. Une valeur quelconque de la variable imaginaire z définissant un point (x, y) dans le plan xOy^ on peut concevoir que sur la pei'pendiculaire à ce plan en chaque point on porte des longueurs respectivement égales à P et Q. Les deux surfaces qui en résultent jouissent de diverses propriétés, conséquences des relations fondamentales (4). Ces relations elles-mêmes expriment que, si Ton fait tourner d'un angle droit Tune des surfaces autour d'une perpendiculaire au plan xOy^ les plans tangents des deux surfaces aux points correspondants situés sur cette perpendiculaire deviennent parallèles. ( Foir Briot et Bououet, Théorie des fond, ellipt,, 2* édition.)
La première relation résulte de l'égalité manifeste
d^u du
Pour démontrer la seconde, observons qu'en vertu de (A) Texpression /(/7j:-4- 7X1, pj -h qfi, pz-hqzt) admet ; les deux développements identiques
q'»u -hg^-^p^u H 1 ? — ^ a* « H 1 A"tt,
Si n — k=2. /i, l'égalité des coefficients de ^"~* p* donne la relation (a).
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La troisième s*obtIent en prenant la dérivée par rapport à a, des deux membres de la seconde. On trouve en effet, à cause de la première,
dn^u 1 .2 . . • ^ dui
da I . 2 . . . ( /i — /' ) doii
Or, u étant une fonction homogène du degré n — i , en lui appliquant la formule (s) il vient
. du, . . du
et, par suite,
Les expressions de la forme Ù^Uy u désignant une fonction homogène d'un nombre quelconque de variables indépendantes, ont été nommées par M. Sylvester les émanants d'or rire Âr de la fonction u. Elles jouent un rôle important dans r Algèbre moderne [Voir Salmon, Leçons d^ Algèbre supérieure).
Remarque. — Lorsque la fonction u ne renferme que trois variables indépendantes x^y^ r, on sait qu'en l'égalant à zéro on obtient l'équation en coordonnées homogènes d'une certaine courbe, dont les coordonnées ordinaires sont alors exprimées par les rapports - et - • Dans ce
cas, les émanants de la fonction admettent une interprétation géométrique. Concevons, en effet, sur une même droite, le système des n points
un point m généralement distinct de ceux-ci, et un autre
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point nii k déterminer. Si l'on forme les- rapports
//la, mat ma^
dans lesquels on a égard aux signes des segments et qu'on représente par l'expression
^ \ maj k
la somme de tous les produits obtenus en multipliant ces rapports k k k^ l'équation
<« im.=i
ma — m/w,
ma / k
déterminera k valeurs pour la distance m///,. Chacun des points THi qui en résultent est dit un centre harmonique d*ordre k du système des points a par rapport au pôle m.
Cela posé, soit une courbe C de degré n représentée en coordonnées homogènes par l'équation y(X, Y, Z) = o, et supposons qu'autour du pôle /w, pris dans son plan, on fasse tourner une transversale; les points tt?,, centres harmoniques d'ordre k du système des points d'intersection de la courbe avec cette droite dans toutes ses positions, seront situés sur une courbe P qu'on nomme la [n — /•)**«• polaire du point m par rapport à C. C'est précisément l'équation de cette polaire qu'on obtient en égalant à zéro l'émanant d'ordre k de la fonction /(x,^^, z) = u\ x^y^ z représentant les coordonnées du point fixe m et Xi,yi, «i celles du point variable mj.
Pour démontrer qu'il en est ainsi, soit a l'un des points où la transversale mm^^ dans une de ses positions particulières, rencontre la courbe donnée. Les coordonnées homogènes a, 6, y de ce point se déterminent facilement, car les points a, m et m^ appartenant à une même ligne
SOLUTiOMS. 4>3
droite, leurs coordonnées doivent satisfaire à la relation
qui est évidemment satisfaite en posant
quelle que soit la valeur de p. Cette valeur se calcule ici en substituant les expressions de a, 6, y qu'on vient de trouver dans la relation manifeste
(a jr\ I /a J?, \ i y z ) ma \y Zx)ni^a'*
d*où Ton tire
z ma Zx m^a
Si l'on exprime maintenant que le point a est situé sur la courbe, on a
/(a?-4-/?j7„ jr-\-.pxx» z-{-pz,) z:=o,
ce qui peut s'écrire, en vertu de (A),
Cette équation a pour racines les n valeurs de la quantité - répondant à une position déterminée de la transversale. Ed égalant à zéro, en vertu de Téquation (4)9 la
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souime des produits A à A: de ces valeurs, on trouve
équation qui est bien celle de la courbe P, puisqu'elle est satisfaite par les coordonnées J^i,/i, ^1 des points mi dans toutes les positions de la transvei sale. A cause de (2), ou peut aussi récrire
Si h est égal à i, on voit que le lieu des centres harmoniques du premier ordre est une ligne droite appelée la droite polaire. Ce théorème a été donné par Cotes.
La théorie des polaires des divers ordres, créée par Bobilier [Ann. de Gergonne, i8a8), a été Tobjet des travaux de plusieurs géomètres ( voir Clebsch, Leçons sur la Géométrie, 1" Vol., p. aSS; traduction Benoist).
n faut démontrer qu'on ne peut avoir
10gJT= -9
f et (f désignant deux fonctions algébriques entières de x et premières entre elles. Pour cela, difîerentions l'égalité précédente, elle donne
il résulte de là que y doit être divisible par x^ et que /ne doit pas l'être. Faisons donc
^ étant un nouveau polynôme non divisible par x\ on conclut de là
SOLUTIOINS. 4l5
Substituant cette valeur et celle de y dans l'équation (i), il vient
ou bien
Cette dernière égalité est absurde, carie second membre est divisible par x et le premier ne peut Tètre , y et 4* étant premiers avec x. Donc, etc.
Si l'on pose a j: = z, Téquation devient
et en diflérentîant par rapport à Xy
équation linéaire du premier ordre d'où Ton tire
t—ii-
641. Si la fonction cf(a:) n'est pas nulle depuis a: = a jusqu'à x = i, elle doit changer de signe dans cet intervalle, sans quoi, les éléments de l'intégrale étant tous de même signe pour une valeur convenable de /i, l'intégrale ne pourrait être nulle. Supposons donc que cp(a:) change de signe, trois fois par exemple, et soient o^i, x,, x% les valeurs de x qui donnent lieu à ce changement. Soit fait
Puisque l'intégrale est nulle pour toutes les valeurs entières de 72, on a
a Ja
Jf*h r*h
a:y(a:)<£r = o, / y(ar)^ = oj
4l6 QUESTIONS DIVERSES.
et par suite
J a Ja
La dernière équation ne peut exister puisque, ^[x) et ^[x] changeant toujours de signe en même temps, Télément de l'intégrale a toujours même signe. D'ailleurs le raisonnement resterait le même quel que fut le degré de ^ *, donc, etc.
6&>2. On sait que la formule de Wallis ( n° kïA) consiste en ce qu'on a, quand n croit indéfiniment,
,. TT 3.3.5.5. ..(2/ï — l)(2/l — l)(2/Z-hl)
lim î^ — j— — — — '- = I ,
OU bien
(A *-- lin, 3.5.7. . .(2/2— l)(2W-f-lV
\îr/ 2.4.6. . .2/1
Or
A r^ ,-AiA CI 1.3. 5. ..(2/2 — i)
A = / COS^»0 (19 = y-^ i;
Jq 2 2.4. . .272
par conséquent.
lim A
■r TT -. 1.3.5. ..(2/2 l)(2/2-f-l)^ / n
.72= - lim ^ , '^ L
OU
Ua.»^£cos.-0rf9=j(|)'(i)'=Ç
L'équation
TT
conduirait d'une manière analogue à la relation
Jq
lim/ï' / cos"»-»''9«r/3 = — *
643. 1° Pour ramener l'intégrale à une forme connue, il suffit d'un changement de variables. Si l'on pose, en elFet,
ces relations étant du premier degré, l'élément de l'intégrale transformée sera
OÙ a. représente un coefficient rationnel en a], &],.. .. D'ailleurs, les limites restent les mêmes, et comme on a, d'après la formule B de la p. 297,
il en résulte
2^ On a également, en vertu des conditions admises.
/QO /»0O /»Q0
6 étant rationnel par rapport aux quantités aj, £1, . . . . On conclut de là
K= ^TT
(Al A3. . • A^j Frenet. — Recueil, 2'J
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et par suite
(A,Aa. . .A«)* = -•
()&4>. Soit
Afin d'avoir des limites indépendantes de A, posons
zh = x;
il vient
Il faut que ;it- soit nul, quel que soit li\ on a donc
Soit fait
ly'(x)4..rf(:i:)=F(x),
il en résulte
— =/ rfz(A-zA) 'F(zA)= / — L-^
Pour que Tîntégrale soit nulle, quel que soit A, il faut que F(j:) soit nul identiquement-, car si F(a:) n'est pas nul, on peut prendre h assez petit pour que F(a:) garde le
même signe dans toute Té tendue de Tîntëgrale, et comme le facteur p est toujours positif, l'intégrale ayant tous
ses éléments de même signe ne peut pas être nulle. Donc On tire de là
équation différentielle de la cycloïde.
Le problème que nous venons de résoudre n'est autre que celui de la tautochrone dans le vide.
(PciSEUX.)
G45« E^n raisonnant comme dans le numéro qui précède,
on trouve
646. Multiplions l'équation (i) par le facteur zrfj:^ x étanl une indéterminée, et intégrons par parties de manière à dé-
barrasser^ de tout signe de dilTérentiation sous le signe/.
(In-ky
Un terme tel que /;* ^_^ donnera naissance à l'intégrale
le signe 4- répondant à /i — k pair et le signe — k n — k impair. Ainsi le résultat de l'intégration se composera
d'une partie débarrassée du signe i et de l'intégrale
r [d-z d^Hp.z) , d--'{p,z) . " "1 ,
J -^ \_djc" djc^'^^ djc')'^ \
Si z satisfait à Téquation (2), Tîntégrale s'évanouit*, Téquation (i) devient donc intégrable quand on la multiplie par une solution de Téquation (2).
L'autre partie de la proposition se voit facilement de la même manière.
Supposons que V ne soit pas nulle pour x=^a
Comme l'équation différentielle proposée est du second
ordre, on peut concevoir une fonction Vi qui y satisfasse
et qui diiïère de V en ce qu'on en tire, pour a: = a, des va-
d\ leurs arbitraires de V* et de —r-^ différentes de celles de V
dx
et de -r- • dx
On a donc
-+-GV = o, — ^^- ^-f-GVt = o;
dx dx
d'où résulte, en multipliant la première par Yidx et la seconde par \ dx et retranchant.
par conséquent,
K ( V, ^ — V ^ ) = const.
€ix dx
On suppose que V n'est pas nulle pour x = a^ et Ton peut
se donner à volonté, pour a: = a, des valeurs de Vi et -jtelles, que l'expression
/ dW dVA
\ . dx dx /
ait pour X = a une valeur différente de zéro, quî sera celle de la constante. On voil alors que, pour toute autre valeur de x^ on ne peut avoir en même temps
puisqu'il s'ensuivrait const. = o, ce qui est contre Thypotlièse.
Il suit de ce qui précède que la fonction V change de signe chaque fois qu'elle s'évanouit. On le fait voir absolument comme dans la démonstration du théorème de Sturm.
648 • Soit
dr
l'intégrale première connue renfermant la constante arbitraire a. On trouve, en différentiant,
et, par suite.
da:^ df dx*
Différentions par rapport à a cette nouvelle équation, elle donne
ou bien
o = -^ « -4- ^ ^-? + Jll^, ôadjr^ df da àaôx^
K^') ^fê)
ôf àx
ce qui est la condition pour que l'expression
-z-djr — — ffdx
soit une dillérentielle exacte. On a donc pour l'intégrale générale
df9
^i(dx-r'-) = c.
(Journal de Liouinlle, t. XIV.) 6W. En appliquant la formule de Leîbnîtz (n° 62)
I>"(ttp) = ttfC") -i- i) ttVl"-') -4- . . .
et prenant /*(i') sous la forme
on reconnaît que ^^^f{i^) s'obtient en formant la dérivée d'ordre p def{u)^ pourvu qu'on y considère les indices de dérivation comme des exposants et qu'on y suppose la fonction ^ affectée de l'indice de différentiation o. Dans cette opération 5j^mio//^we, les coefficients Aj, A|,..., A^ jouent le rôle de constantes. On trouve de cette manière
'/(u) = 7li.(«-0 + ( « ^- l) A. l'C—») -»- . . . -f- An^t «', •••»
(«-«y^,.) =zn{n — i). . ,2v' -h (« — i). .2.1 A, i', ^"V^l**) =n(n — i). . .2.I.P.
La même loi de formation permet évidemment de développer y(Mt^), "f[u{f)^...y ^P\f [uvf)^.,.^ etc. M. Brassinne a désigné l'expression ^^^f{v) sous le nom de conjuguée d'ordre p ou de conjuguée p»*'»» de l'expression y (i^). Observons que si l'on pose
D» H- A, D»-» + . . . -t- A^ D"-/» -l-...H-A„=î(D), on peut écrire symboliquement
et il est facile de reconnaître qu'on a, pour toute valeur entière et positive de p^
(i')/(jr) = T<^)(D).j.
Cette nouvelle forme de la conjuguée p'**"* de y(i') est remarquable. Elle permet de remplacer la relation (B) par celle-ci, analogue à la série de Taylor pour le cas des fonctions entières :
f(D).«i' = «<p(D).«'-*-Dttç'(D).p -*-...
On développerait évidemment de la même manière la conjuguée d'ordre quelconque
6o0« 1® Si l'on pose v=iji dans l'équation (B) du numéro précédent, elle devient
X)Pu
/{uy,) = (PY(j,) —- -h. . .-hr.D-«,
et Ton voit que le second membre s'annule si l'on assigne à u l'une quelconque des valeurs
il en résulte que l'équation linéaire
admet les solutions
2** Soit fait u^=^ X dans la même équation (B), elle se réduit à
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En y substituant à i^ les valeurs j^i, xj^i^ . . . , x^'^ji^ on voît que ces valeurs annulent (/"(i^), d*où il suit que l'équation linéaire
admet les p — i premières solutions (2). Il suit de là que Téquation
admet les p — 2 premières solutions (2), et ainsi de suite. 3° D'après l'hypothèse, on doit avoir
d*où Ton tire, en vertu de Téquation ( B),
Or, pour toute puissance entière et positive de x inférieure à n^ mise à la place de m, on a f(uj\) = o, c'est-«vdire que l'équation f[j) = o admet les solutions (3), et de plus la solution c„.i a:"~*j"i .
Si l'on assimile les solutions (2) aux racines égales des équations algébriques, les propositions de ce numéro établissent, entre ces équations et les équations différentielles linéaires, des analogies remarquables signalées par M. Brassinne, auquel on doit d'intéressantes recherches sur ce sujet. (Sti]bm, Cours d' Analyse, Note III de la deuxième édition.)
651. On reconnaît d*abord que l'équation (1) admet la solution j^i, pour zi = 2, Afin de prouver qu'il en est de même, dans tous les cas, ilie l'identité
supposée vraie pour tz, on tire en différen liant
Multipliant par A| les deux termes de l'équation (2) et rajoutant membre à membre à l'équation (3), on obtient une nouvelle égalité dans laquelle le multiplicateur de lypj est égal à
quantité qui se réduit à
p-hi '^"^'^
en vertu des notations adoptées. Il en résulte que l'identité (2) subsiste quand on y remplace n par /iH-i, c'està-dire que Téquation
admet la solutionnai, quel que soit n.
Pour compléter la démonstration du théorème, il faut prouver que si l'équation (i) admet les solutions
l'équation
les admettra aussi et sera satisfaite en outre par la solution CnOc'^ji, Il suflSt pour cela de chercher la conjuguée
'?"+» (y) y qu'on trouve égale à 7ia>„ (j ), et de se reportera la solution du n° 650 (3^).
On arrive au même résultat en prouvant généralement que, si z désigne une solution quelconque de l'équation (i), Téquatiou (4) est satisfaite par la solution zx. Le premier membre de cette équation peut en effet s'écrire
ir/
kp !>•-»-• -Pf,
d'où résulte, en y remplaçante^ par zx^
quantité qui est nulle, puisque z satisfait à l'équation (i) et par suite à l'équation (4). On conclut de là que l'équation (f^[y) = o admet les solutions cj^ et CiXji'^ puis que Téquation <fz[j) =0 admet les solutions c/i, c^xj\^ CtX^ji^ et ainsi de suite.
L'analogie indique la forme suivante
dadbdc, . ^
p étant une indéterminée. On tire de là
. / / \ r r r (^ — aVdadbdc. . .
par conséquent,
dj-^ dy^ dz'
dadbdc, . .
= [^p{p^i)-^pn]jjj....^^-—
Le second membre sera nécessairement nul si Ton pose p = I ; la solution demandée est donc
dadbdc, • .
653* Si Ton a généralement la formule de Lagrauge donne
pourvu que le module de a soit moindre que le plus petit dii ceux qu'on obtient pour la quantité ^. . quand on y remplace z par les diverses racines de Téquation
Cette équation se réduisant ici à
(z — a:)// — 1=0, on doit donc avoir
( a ) mod a <i mod -— r — •
Sous celte condition, la formule (i) donne pour le développement demandé
sinz = sina: 4-atf^cosx-f- •••H D"~'(e"*'cosj:) 4- •••!
où Ton a
(3) D'-^e"*' coso: = e^\ y'I j (/î/i )«-*-• ces ix -h — j •
La formule du n? 61 conduit à la formule plus simple sin3 = sinx-|- ue^ cosjc -{- . . .
-♦ (/î'A»-4-i) « e'^cos(/i H- w— iy«) 4- •••»
l'angle cp„ étant défini par la relation nh tangcp„= i .
En partant de l'expression (3) de D"~Sr"*'cosa: pour
calculer le module du rapport du terme général de la série
au terme précédent, on reconnaît que ce module, pour n
croissant indéfiniment, tend vers une quantité moindre
que I quand la condition (2) est remplie.
Posant z^=Uy l'équation devient u = 2X -{- ccu^y
et, pour appliquer la formule de Lagrange, il faut avoir
mod«<mod'^(^~'^'''
qP[lLx]P
Cette condition satisfaite, si l'on pose F(i/) =. u^= z^ on déduit de la formule (i) du numéro précédent,
XJP^ 1 1— \(2X) P H •
Pour p = — q^ 0LZ'f=^ — x -+- ^j:* 4- a ^ et comme (y/j^* -I- a -h X)^ est celle des valeurs de z'^ qui se réduit
à — quand on suppose a = o, on tire de (A)
{sjx^ -i- a -t- x) ^
= (2xr7r,_^...^(z:^Y2n-^--i\(2.r)— + •••
Si l'on fait ^^ = I, on a la re^itîon remarquable
\Ja;^ -h a H- J7
La proposition admise, on en tire
{ ^\ . sin2x sin/îx x
2) smx 1 h ( — I V»"' !-•••=:-.
Or, si le développement d'une fonction (f{x) par la série de Fourier se présente sous la forme
î>(j:) = A, sinjT -f- . . . -4- A, sin/îx 4- . . . , on sait qu'on a généralement
A« = - 1 y (^) sin/ijcf/x, ce qui se réduit à
pour la fonction - . L'équation (a) est donc vérifiée et sub-
sisto pour toutes les valeurs de x comprises entre — tt et::. Il en résulte que l'expression (i) est égale à
Posons On tire de cette érjuation
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d'où, en tenant compte de Téquation (2] du numéro précédent,
puisque y s'annule avec x.
Ou a donc
Pour déterminer la constante C, observons que lorsque une fonction <f (x) est donnée par la série de Fourier sous la forme
y(j!r) = h A| COSX -+-••• -4- A«cos/ix -+••••»
on a généralement
- / 9(0?) cosnxdx.
Cette expression, appliquée ici au premier terme de la série (i), conduit à la formule
,aie A— aie
On déduit immédiatement de là les relations suivantes trouvées par Euler :
OQ V' I TTÛ — I te
TT
-H (2/1 -4- 1)* ^a 2rt(c**-i-i)
' 657. Appliquant à la fonction /"(j:,^) la formule du n" 123 et faisant usage des notations du n** 100, il vient
O fs fy
fr Jj* fjj
On tire aussi de la formule du n® ICO
H = l^::;il'
F/» ^yx
et ces résultats, combinés avec ré(|uatîon évidente
vérifient immédiatement le lliéorème.
L'équation H = o, à laquelle satisfont les coordonnées des points d'inflexion de C, représente une autre courbe nommée la H es sienne de la première, et dont la considération est utile dans la théorie des courbes algébriques. Comme le degré de cette courbe est au plus égal à 3(72 — 2), il en résulte que le nombre des points d'inflexion de C ne surpasse pas Zn{^n — 2).
658. L'équation "de la courbe en coordonnées homogènes (n** 638) se met sous la forme
et celle de la première polaire par rapport à un point dont les coordonnées sont «, 6, y est
du - du du
djc djr dz
il en résulte, en remplaçante et 7 par Tunité après la différentiation,
a[(;c'-h^')(j7 4- «) -H 2«x*] -f- 6 j ( x' -f- jr* + 5<"^ — ^^'
Si le point fixe est à Torigine, cette équation représente une cissoïde. Elle donne une sirophoïde [voir Briot et Bouquet, Géom, analyt., 7® édit., p. 16) si Ton a
6=0, 2«=:rt.
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On trouve le foUum de Descartes (n
6t>0. La droite polaire du point m (a, 6, y) relativement à la courbe [Remarque du n° 638) a pour équation
djc* ojr^ oz* ' ojdz ' Oxàz àxày
ou, plus simplement, (i) Aa»4- BÇ'-H Cy»-*- aDSy 4- aEya -h 2Fa§= o =y,
A, B, C, I . • étant linéaires en x, /, z et les quantités a, 6, y satisfaisant à la relation
(2) /la -4- ^6 -»- C7 =: o.
Quand le point m décrit la droite L, on peut considérer les coordonnées «^ 6, y comme des fonctions d'une même variable t. Pour obtenir l'enveloppe de la droite représentée par l'équation (i), on est donc conduit à différentier (i) et (2) par rapport à f, ce qui donne
-T-dQL-\- -^dZ-^f TT- ^7 = o, ad% 4- bd^ -H c J7 = o, da do ^7
et, par suite,
^ ' a doi b d^ c dy^
ces dernières équations se réduisant à une seule à cause de
09 ^ dv d<p
^ Ôa 0^ ây
Si Ton égale chacun des rapports (3) à 2ji, on obtient l'enveloppe cherchée en éliminant a, 6, y et fi entre les
équations
Aa 4-Fe4- Ey = iia^
Fa -hJi^-hDy=ziib, E«4-Dg-*- Cy=z lie, aoL -{- b^ -\- cy ■=. o.
BOLVTlOJXSi
Le résultat se met sous la forme
et représente, comme on voit, une courbe du second degré dont M. Cayley s*est occupé le premier et que M. Cremona a nommée la poloconîque de la droite L.
La proposition qu'on vient de démontrer est d'ailleurs un cas très- particulier de celle-ci, due à M. Cremona {^Introduzione ad una Teoria gfiometrica délie cuive piane, p. ii4) •
Quand un point parcourt une courbe d'ordre m, les dioites polaires de ce points relativement à une courbe du jjiime orJ^fc^ eni^eloppent une courbe de la classe m (^n — i ). On sait que la classe d'une courbe est le nombre des tangentes (réelles ou imaginaires) qu'on peut lui mener d'un point pris dans son plan.
On trouve l'équation
qui a pour intégrale
(X — c)(c*-|- 2cxy = 3cj: H-c',
Une conséquence immédiate de la correspondance admise entre la courbe des points m et celle des points |ul, abstraction faîte du parallélisme des tangentes, consiste en ce que la surface de révolution engendrée par un arc de la première tournant autour de l'axe des X est proportionnelle à l'aire correspondante de la seconde.
C'est là une remarque à peine utile à faire, mais qui présente un certain intérêt bistorique. Leibnitz raconte en
Frenet. — Recueil. ^o
eflet (Opéra, t. Ill, p. ig'i) que cette proposition, qu*il rencontra presque au début de ses études mathématiques et qui lui causa un très-grand plaisir, le mena à la découverte du Calcul différentiel en lui faisant trouver le triangle caracléiistique. Il entend par là celui qui a pour côtés, en chaque point d*une courbe, les quantités dx^ dy^ ds^ et qui ne diil'ère pas du triangle différentiel dont Barrow avait déjà fait usage.
L'équation à laquelle on parvient peut s'écrire
(a} — \]ydY -^ n^xdx , , _ == ± d.r^
d'où
663. En différentiant l'égalité qui exprime la condition donnée, on trouve l'équation homogène
( A'* -^- y'^^dx •= Zxydf^ dont l'intégrale est
66&'. Posons
(x»-hr'r~«'(^'-r')==F(^,r),
d'où
\iix f X 3 /' — j:'
Vï ]
l'équation différentielle est donc, d'après la théorie des trajectoires orthogonales,
dy X ( Zy^ — ar' )
"■^;z;7(37'~ir7)='^*
SOLVTIOJNS. à(di5
Cette équation homogène donne par l'intégration
équation d*une lemniscate semblable aux proposées et dont Taxe est incliné de 4^ degrés sur celui de ces courbes.
Le problème des trajectoires orthogonales a beaucoup occupé les géomètres. Jacques et Jean BernouUi en avaient déjà traité des cas particuliers lorsque Leibnitz, en 1 715, le proposa comme défi, « pour tâter un peu le pouls à nos analystes anglais », disait-il dans une lettre à Tabbé Conti. Le gant fut relevé par Newton, qui résolut la question sur-lechamp dès qu'il en eut connaissance; Taylor le suivit avec succès dans la lutte. On doit à Euler de nombreux et importants travaux sur ce problème des trajectoires.
Soient
l'équation de l'une des paraboles, h* la surface constante; on a
Les relations (i) et (2) font connaître les coordonnées de l'extrémité de l'arc à laquelle s'arrête l'intégrale, et l'équation
qui en résulte par l'élimination de a, est celle du lieu demandé.
667» Soient b la longueur donnée, jr * -4- jj • = a' l'équation de l'un des cercles, x^^ji les coordonnées d'un point
du lieu^ on a
/•^ ady . Xa
b=: I = a arc sm — )
__ rJ" adr __
et
De là résulte Téquation de la spirale hyperbolique arc tang — = ;- » ou rô z= b.
Cette dernière équation aurait pu s'obtenir tout de suite, car on a, pour les coordonnées polaires d'un point du lieu,
T zzzUy 0 =r — •
C68. Soit
Téquation de l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes. Celle de la normale au point {x^y) est
en posant
On en déduit, pour la distance p du centre à la normale,
d'où
(i) e*x^ — [à^e^-^- p^)e'x'^ -hrt'/?' = o.
Les racines de cette équation sont réelles, si Ton a
Cette condition remplie, Téquation (i) donne deux racines pour x*. Désignant Tune d'elles par x*, l'autre par Ç*, on a
et, par suite, la relation demandée
Les deux points ainsi déterminés sont des points associés, La relation (3) peut s'écrire
(a'— a?») (a* — Ç») = (i — <?»).r»ÇS
ce qui montre que, si Tun des points parcourt le quart de Tellipse en allant de l'extrémité du petit axe à celle du grand, l'autre parcourt le même arc en sens inverse.
669. Si Ton désigne par a; et ^ les abscisses des points associés m et (ix, on a les formules (n° 668)
Soient s= B/ra Tare d'ellipse qui part du sommet B du petit axe et qui aboutit au point variable m\ 7 = Aiix celui qui part du sommet A du grand axe et qui aboutit au point associé II \ l'équation de l'ellipse fournit les deux suivantes :
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D*ailleurs, on tire de rëquation (2)
donc
a dx a
et par suite
, , adr. ad^
as — UQ =1 1 •
D'un autre côté, les équations (i) donnent par la diflerentiation
dr d\ pdp dp
d'où
ds — dv =1 dp.
On en conclut (3) *i — j — (<r, — a) =/?,—/>,
où l'on a
La relation (3) est précisément celle qu'il fallait démontrer.
Si l'on y fait x = o, elle donne
B/7Ï, = AfAi;
la proposition qu'exprime cette égalité est connue sous le
nom de théorème de Fagnano.
(Le Besgue.)
Soit y le rapport donné; on a
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DîfFérentiant et prenant y pour variable indépendante , il
vient
de
Faisons — - = f et intégrons, il viendra et enfin
Ce problème, le cas le plus simple des courbes de pour^ suite, revient au suivant : Un point mobile A parcourt une droite PQ avec une vitesse constante a \ il est poursuivi par un autre mobile B animé d'une vitesse b\ on demande la courbe décrite par B, en supposant que la position initiale de ce point ne soit pas sur PQ.
On trouve
dj:z=dx\c^y' " — i^ ,
équation toujours întégrable si n est entier. Pour » = 2, on a une cycloïde \ pour n = i , un cercle. Lorsqu'on suppose n = — I , Téquation devient
- dr ady ar= "- =r
d'où l'on tire
La courbe est donc une cliaineite.
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672. Prenons le point A pour pôle; le rayon de courbure en un point quelconque a pour expression, au moyen des coordonnées polaires [formule (c), p. 178],
dr
en posant
dr
La condition du problème revient d'ailleurs à dire que la projection du rayon de courbure sur le rayon vecteur est à ce rayon vecteur dans un rapport constant. Il en résulte Téquation
* qui peut s'écrire
p(rdpj^pdr) ^ r ^ ^ ^^^
Elle devient
nu du dr
en faisant
par suite,
et enfin
r*'=6'(i-f-tt*),
Cette dernière formule intégrée (n** 411) donne
r«cosa(0 — «) = 6 (n» 626).
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673- Ce problème se résout simplement en définissant la courbe, d'après Euler, par une équation entre le rayon de courbure p et l'angle cp que fait ce rayon avec une direction constante. Soit donc
l'équation de la courbe, cf étant Tangle du rayon de courbure avec une droite donnée. Pour fixer les idées, nous supposerons que cette droite est l'axe des x. On voit sans peine
qu'on a
iis = p dfpf
et comme
djr
- = tang^
dx^dsii-h-^
dx
-j =pC0S«J)</9,
Ces deux dernières équations feront connaître x et j^ en fonction de cy. D'ailleurs , si jOj et cfi sont les coordonnées du point de la développée correspondant au point qui a p et (f pour coordonnées, on a
d'où
et comme l'élément de la développée est égal à ^p, on a
aussi
dp = p, dfi = p, d<f.
Si la développée est semblable à la courbe^ n étant le rapport de similitude,
pi = /2p,
et par suite
dp
-^ =z n d(D, p = A tf"^.
Sî Ton porte cette valeur de p dans celles de dx et de dj^ on obtient les équations intégrales
a: — a=z (sin© -f- ncosi»),
Y — b= (n sin© — cosv),
en appelant a et & deux constantes arbitraires. Faisons
^ tangO, - = tang»,
il viendra
Ar"î
Y =Asin»e'"»*,
sin» — cosçtanffw , .
tang8= -T— 4 ^- = tang(y — «);
^ smytanjo) -I- cosy
et par conséquent
Cette dernière équation est celle d'une spirale logarithmique dans laquelle le rayon vecteur fait avec la tangente Tanglc w.
On trouve
La cycloïde et la développée de la parabole sont des cas particuliers de la courbe cherchée.
675. Soit en général une courbe roulant sur Taxe des x et située dans le plan des axes -, pour trouver le lieu décrit par un point A de ce plan invariablement lié à la courbe,
supposons-la rapportée à ce point comme pôle et à la droite quelconque AP comme axe polaire. La droite AP est aussi inyariablement attachée à la courbe. Soient r et d les coordonnées polaires du point M où la courbe touche Taxe des x\ la relation qui les lie est exprimée par une équation
X et y étant les coordonnées du point A, on a aussi (n* 2kk)
(2) tangAM.: = -- = — ,
et
(3) AQ=j=r
Le lieu s'obtient en éliminant 9 et r entre les équations (i), (a) et (3).
En appliquant ici ce calcul, il vient
Si 72 = — I , la courbe mobile est un cercle dont un point est situé au pôle 5 on retrouve la cycloïde.
Pour w = - j la courbe mobile est une parabole qui a son
foyer en A ; ce foyer décrit une chaînette.
Pour 72 = 2, le point A, centre d'une hyperbole équilatère, décrit une courbe dont Téquation dilFérentîelle
(a*-yy
représente un cas particulier de la courbe élastique (n"* 571 et 630).
676. Observons d'abord que Téquation représente une famille de surfaces réglées, dans lesquelles la généralrice rencontre constamment Taxe des z. Cela posé, si l'on désigne simplement par cp et i{/ les fonctions qui figurent dans le second membre, on trouve en diiférentiant
rjf:*z=:tjrj /H- 7"* y" -f- ^j'^*'»
Au moyen de ces relations, l'équation générale des lignes asymptotiques,
<fr* dy
djc* dx
se décompose en ces deux-ci,
xdj — jrdx=zOy [tf" ^x-Y)[xdy — xdx)=:ix(f' dx,
dont la première détermine les génératrices mêmes de la surface. La seconde, qui peut être mise sous la forme
est une équation linéaire, dont Tintégrale
définit un second système de lignes asymptotiques. Cette équation se réduit à
quand ^ = o ; c'est le cas des conoïdes. On trouve en pai^ ticulier pour le coin conique de Wallis (312)
Si Ton suppose cp'" = ai|^', l'équation (1) devient
ïn-l
nx^' * -h (ti/t — i)ûy" = C.r,
ce qui se réduit à (.r 4- a)*cj>'= cx^ pour /i = 1 . Cette équation se rapporte alors à la surface engendrée par une droite mobile glissant sur deux droites fixes, qui sont ici Taxe des z et une parallèle à Taxe des y.
6T7. Cherchons d'abord l'équation de la courbe en supposant, pour plus de généralité, qu'il s'agit d'un cône quelconque du second degré, dont l'équation est
En un point {^ty^ z)^ situé à une distance r de l'origine,
le cosinus de l'angle formé par la génératrice et la tangente
sera
f y. xdx -h rdy -h zdz dr
r dr Us
m étant une constante. Les équations (i) et (2) se transforment au moyen des formules connues
J7 = /-sinôcosy, 7- = r sin 9 siiKp, z = rcosO, et deviennent
,^v sin*ecos> sin*9sin*« cos'Ô
(4) rfr' = mV5» = /72^(^/'2-f-/"c?9'-h/»sin^e)^(p». On tire de l'équation (3)
sin^ô:
en posant, pour abréger,
(5) /?'= rt'sin'(p H- fc»cos'(p;
et par suite
abcdp ahc(b^ — a') sin^ cos^ ^9
Substituant les valeurs de sind et de dO dans l'équation (4)) elle prend la forme
OÙ Ton suppose p remplacé par sa valeur (5).
L'équation (6) s'intègre au moyen des fonctions elliptiques. Lorsque a=: b^ p = a^ etc., on a
ou
L'équation ( 3 ) se réduit alors à
et Ja projection de r sur le plan des xj étant égale à rsinO, il en résulte que la projection de la courbe sur le mjnie plan est une spirale logarithmique. On voit par l'équation (2) que la courbe cherchée est rectiflable.
678. En faisant usage des notations du n® 225, on a reconnu que les carrés des demi-axes de l'ellipse d'intersection sont les racines de l'équation
Or, x^y^ z désignant les coordonnées de K ou de B, on voit sans peine qu'on a
et, par suite, pour l'équation de la surface
dans laquelle
r» = j:>-4-^'-|- zK
Cette construction de la surface des ondes lumineuses a été donnée par Fresnel [Mémoire de l'Institut, t. VII).
L'équation de Tellipsoïde étant
et (X, 6, y désignant les coordonnées de fx, le plan mou a pour équation
(i) X(^ -^ r)xz -^ Y [r -- p]zx -h Z{p ^ q)xjr = o,
et la question revient à éliminer jr, y y z entre les relations
(2) «j:-4- ej-f-73 = o,
(3) «(^ — r)j3-f-g(r — /?)^irH-7(/7 — ^)t7==o,
(4) x» + j»-+- 3'= a»-l- e'-f 7»= tt». Faisant, pour abréger,
;?tt^— i=P, çtt»-— i=iQ, rw»— i = R, on t're des deux dernières
P.r>-4- Q>»-4-Rz-i=o.
Si l'on écrit ce résultat sous la forme
Px.x H- Q/'J -*- Rv.«v=: o,
et qu'on le rapproche de réquation (a), on en déduit
Qj7 — R^e _ Rza — Pry _ Pxg — Q/a
_aj3(R — Q)-f-€3^(P — R) -hy-ry(Q — P)
Le dernier rapport étant nul en vertu des équations (3)
et (4), il vient
et, par suite,
équation qui est bien celle de la surface de Tonde (n** 334).
Pour obtenir la direction de la normale au point (/ de
cette surface, soit F le premier membre de réquation (6)
et désignons par o) la valeur commune des rapports (5).
On trouve
et, en différentîant,
I àY d Ipot} q6^ ry^\
do: P \ P ^ Q' ^ R
1 d¥ ^ I âP
— = rw — Cw', — -r- =r 3w — yw'.
2 dS -^ ' 2 ây '
Ces relations montrent que la normale est perpendiculaire à Taxe du plan donné par l'équation (i).
On voit qu'elle l'est aussi à la tangente en m, car on a
dY dF ^F
-rP^ -f- -T^ 9/ -h -r- /-^ = o.
aa d^ dy
On peut généraliser la question en remplaçant u = on par 9 ( w). Le calcul s'effectue de la même manière et coiuiuii
à uue surface représentée par l'équation
Dans ce cas les normales aux points correspondants de l'ellipsoïde et de la surface sont encore dans le même plan, mais ne se coupent à angle droit que si f (i«) = Aru, k désignant une constante.
680. Soienty= o,/i = o les équations des surfaces; x^ y^ z les coordonnées de m; a:,, ji, z^ cplles de m^. On a
xxx-^yyx-V- z8| = Om.O/n, cosmOH = /*,
J7, dx jr, dy z, dz
En difTérentiant la première de ces relations et tenant compte des deux autres, il vient celles-ci
Ti dx -f-Vi ^f 4- 2| ^« = o, xdvi H- ydyi -f- zdzi =z o,
dont la dernière équation exprime que la droite om est perpendiculaire à toute direction définie par les quantités rfxi, f/yi^ dzi (p. 191), c'est-à-dire au plan tangent en m,. Par suite
X ôjci y ^y^ z dzi^
d'où résulte
^vr """
Les surfaces qu'on vient de considérer ont été nommées réciproques par M. Mac-Cullagli.
Fbbnet. — Recueil. 2^
45o ' QUESTIOKS DIVERSES.
Observons que le lieu des points H est la podaire (n®335) P de S. Deux points correspondants de P et de Si sont donc liés par la relation 0//i.OH = /:*; on dit alors que la courbe S| résulte de la courbe P au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques. Ce mode général de transformation donne souvent d'intéressants résultats. [Voir Pàbl Sebret, des Méthodes en Géométrie).
De l'équation 9{x^y^ z) = o de la surface, on tire
Ox Oy os
/, m, n étant les cosinus directeurs de la normale MN au
point M {x,},^).
Soient en outre a^ S^y les cosinus directeurs du rayon incident qui aboutit en M, et qui rencontre en un point fjt(Ç, >3, î^) la surface L à laquelle tous les rayons incidents sont perpendiculaires. Posant /aM = /i, on a
(l) l — x=a/ij Yi — y=z^k^ Ç— zm^/z.
Si «1, 6t, 7i sont des cosinus directeurs du rayon réfracté qui passe en M; |i, rji, ^j les coordonnées d'un point (i^ pris sur ce rayon à une distance de M égale à /ii, on a aussi
et il s'agît de prouver qu'on peut déterminer Ai de telle sorte que les rayons réfractés soient normaux au lieu des points fij. Or, en diiTérentiant les équations (i), on en tire
di = iljc -^ a rth -h hdoL^ dri =z dy -h ^dh -^ hd^ ,
f/Ç =zdz -^ ydh ^ hdy ,
et par suite
puisque la droite fiM est normale à la surface Z. Les équations (2) donnent de même
(3) «krfl, + êi^*ii -1-71^1 =:^aidjp-*-6,r/jr4-7irfz -4- ilà^.
D'un autre côté, la première loi de la réfraction exige que le plan qui renferme le rayon incident et le rayon réfracté contienne la normale en M. On exprime ce fait en écrivant que Vaxe du plan /uiMN est parallèle à celui du plan |:X|MN^ c'est-à-dire qu'on a, i désignant Tangle d'incidence, r celui de réfraction,
6/? — 7»n 6,w — 7,/» 7/ — an 7,/ — a,/?
sin/
sinr
sin/
sinr
am — 6/ sm/
Ctx
m — 61/ sinr
d'où
-. /. tf i
k est ici l'indice de réfraction.
Comme on a
Idjc -^ mdy -^ nffz=z o,
on tire des équations (4)
adx -f- ^djr -\-ydz = A{oLidx •+■ ^xdf + yidz) =z — dà,
ce qui transforme la relation (3) en la suivante :
«1^1 -f- Si'^'»! -+■ 7i<5?Çi = j hd/ii.
11 suffit donc qu'on ait dhi = — pour que les rayons réfractés soient normaux à la surface des points fjti, et par suite à toutes les surfaces parallèles.
Ce théorème remarquable a été trouvé par Malus, dans le cas narticulier où les rayons incidents émanent d'un ^ même point. La première démonstration qu'on ait doiiiirc du cas général est due à Charles Dupin.
682. Prenant le point donné pour origine et la ligne donnée pour axe des a:, l'équation de Tune des sphères sera
X* -t- ^' H- a' = 2ax.
Si Ton désigne en outre par — j — les dérivées partielles
relatives à la surface inconnue, on est conduit à intégrer
réquation
dz r^ -h z* — x' Y dz
dx 2J"Z z l)y
On trouve
-4-J»-hz' = zy^^\
684. On trouve immédiatement, en prenant A pour origine et AB pour axe des z^
dz dz , , ,^
équation qui a pour intégrale
x«-' [(x» +r» -h z^')^-h z\=if(— 685. Jr + 3 -r- =:/WX, ^-hZ-- =/2J.
o'^ ôy
On déduit de là
et, en intégrant,
i 4-/?'-h^»)' = o, on tire
et Ton a aussi
(2) Z = ff{x'^jr^),
Taxe des z étant pris comme axe de révolution. Si, pour abréger, on représente x* -+-J* par a, et qu'on tire de l'équation (2) les valeurs de /?, </, r, s ett pour les porter dans Téquation (i), on trouve
En intégrant une première fois, il vient
df_ I
rfa» a(Ca — 4)
ou, en posant a = u", ^ = «-,
du"^ w* — a' On déduit de là
ce qui fait voir que la surface cherchée est celle qu'engendre une chaînette en tournant autour de son axe, et que M. Lindelôf a nommée calénoïde.
4^4 QUESTIONS DIV£aS£6. — SOLUTIONS.
Ce problème est un cas particulier de celui où l'on demande la surface de révolution dont la courbure moyenne est constante, surface qui jouit aussi de la propriété de rirconscrire un volume donna sous une aire maximum. Delaunay a donné une élégante solution du cas général en prouvant que la courbe méridienne de la surface est celle qu'engendre le foyer d'une ellipse ou d'une hyperbole roulant sur l'axe des z (630). Quand la courbure moyenne est nulle, la courbe roulante est une parabole. [Journal de Liouvitte, t. VI.)
QUESTIOlfS. 4o5
RÉSroUS, FONCTIONS ELLIPTIQUES, ÉQUATIONS
Trouver la valeur de Pintégrale
B\(x)da;. (FotVp.463.)
699. Vérifier les formules (c) et (d) du Tableau n° i (p. 464) et démontrer qu'en désignant par 9 l'une quelconque des fonctions S{x), 0< (or), H(a;), H| (a;), la fonction impaire >. s'accroît de la quantité — ~ quand on y remplace x par a: -f- 2 K' 1 .
700. Soît un rectangle ABCD dont les côtés AB = 2K, AG = 2K' sont respectivement parallèles à l'axe des x et à l'axe des y^ la direction de A vers B étant celle des x positifs et la direction de A vers C celle desj^ positifs; démontrer que la fonction 9 de la question précédente n'a qu'un zéro dans l'intérieur de ce rectangle appelé le rectangle des périodes 2^ et 2 K' i.
Trouver les formules qui donnent les zéros de
702. Étant donnée la fonction F(js) aux périodes 2 R et aR'ï, qui n'a d'autres discontinuités que des pôles, démontrer que l'intégrale
prise le long du contour d'un rectangle des périodes (n^ 700) à l'intérieur duquel se trouve un point ^, a une valeur indépendante de tj et en donner l'expression au moyen des résidus de la fonction sous le signe f.
(Théorème de M. Hermite.)
Trouver les fonctions F (a:) telles que, si Ton pose
on ait
On prouvera d'abord que la question se ramène à la recherche des fonctions qui prennent la même valeur quand
on y remplace la variable par q ou par -7 — 5 .
706. Soient x^'\-y^ — z'^=o, ax^-^ by^'^z\=:o les équations de deux coniques A et B rapportées à un triangle autopolaire commun ; si l'on définit un point quelconque M de A au moyen d'un paramètre cp par les équations
cn^ sncp '
et un point N où la tangente en M rencontre B par des formules analogues au moyen d'un paramètre if, démontrer que la relation qui lie les paramètres des points correspondants M et N exprime que cp — if est une constaute.
707. Si l'on considère un polygone dont tous les côtés touchent une conique et dont tous les sommets moins un se déplacent en demeurant sur une autre conique, le dernier sommet décrira une conique. (Poncelet.)
Trouver une courbe telle que, si l'on projette le
rayon de courbure d'un point sur l'ordonnée et celle-ci sur le rayon de courbure, le produit des projections obtenues soit constant. Exprimer l'ordonnée de la courbe par une fonction elliptique de l'abscisse.
709. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit proportionnel à l'inverse de la normale.
710. Trouver une courbe dont l'arc soit proportionnel au cube de l'ordonnée.
711. Exprimer au moyen des fonctions elliptiques les coordonnées d*un point quelconque de la courbe
a?8 -f-j^5 -I- %xy — œ — y = o.
712. Toute équation aux dérivées partielles du premier ordre linéaire par rapport aux variables et ne contenant pas la fonction inconnue peut être ramenée à une équation linéaire.
Soit l'expression
dans laquelle Xj, Xa, . . ., X^ sont des fonctions données de ^4, x%^ , , .^ Xfi et u une fonction arbitraire des mêmes variables; si l'on remplace otj, x^t ..•, Xn par de nouvelles variables ^i, z^, •.*, Sn liées aux premières par n relations linéaires de la forme
Zp = api Xi -\- Upi iPj -H . . . -h apn Xfii
p recevant toutes les valeurs entières de i à /i et le déterminant D = S dz an ût22 • • • cinn étant égal à i , on aura
46o APPENDICE.
Z|y Z),, . . . désignant des fondions de Zi, Z2, . . ., z^. On propose de prouver que
àXn
dz„
et de généraliser celte
proposition.
Soient
(i) cp(ar, ^) = o, ^{Xyjr)=zo
deux équations algébriques, R(:r) = o, S(^) = o les résultantes obtenues en éliminant entre elles x ety, D {x^y) le déterminant f^^j — i/^^'^el ¥{x^y) une fonction entière quelconque; démontrer que, si l'on développe
suivant les puissances décroissantes de x et de^, le coefficient de — dans le développement est égal à
la somme s'étendant à tous les couples de valeurs x^y^^ ^2^2, • • •> ^pyp qui satisfont à (i). (Jacobi.)
Nota. — La solution de cette question servira à résoudre les questions qui suivent.
722. Les points d'intersection (^oJKO? (^2>^2), ••• des courbes ^{x^y) = o fixe de degré m et ^{x^y) = o variable, mais de degré fixe n, satisfont aux équations différentielles
où
do â<D
APPENDICE. QUESTIONS
et OÙ F(j?, jk) désigne une fonction de degré m — 3, d'ailleurs quelconque. (Abel.)
723. Montrer que le théorème de Taddition des fonctions elliptiques est une conséquence du théorème précédent.
724. Montrer que Taire d'un segment de courbe du troisième degré peut toujours s'obtenir au mojen des fonctions elliptiques.
725. Trouver les lignes de courbure de rhyperboloïde à une nappe, en s'appuyant sur ce fait qu'elles partagent en parties égales Tangle des deux génératrices qu'elles rencontrent.
SOLUTIOJJS. 4^3
Formules concernant les fonctions elliptiques. (notations de jagori et hebmite.)
Tableau N« 1.
~(î/ix + l««K'i)
ns — «e
= 1— agr cos-^ H-a^*cos— =7 a^r» cos -^r-
Iv IV Iv
Asae
^*(J/ix+î««E'<)
n ss — «0
= i-+-a^ ^^^"k" +^9^ <5<>*"^" -f-ay*cos-^^ — h...,
Il SB— 00
^ aK ^ aK ^ aK
ns: — 00
i ira? î- Sira? M Sttj?
= 2 7* cos— rr -+- aor* cos — r;r-H-aûr* cos — jr- 4-
^ aK ^ aK ^ aK
TZt-
e(ar-h K) = ei(ar), H(ar-i- K) = Hi(a:),
ei(rF-h K) = e(a:), Hi(a:-i- K) = -H(a:), e (a?-H2K) = e {x), H (ar-4-aK)= — H (a?), 01(07 -h aK) = ei(a:), lU{x + 2K) = — Hi(ir). 4K est une période de O, 0|, H, H|.
if)
(Suite du Tableau n° 1.)
e (arn- K'i)= iH(x)e *»t
ei(a?-+- K't)= Hi(ar H (a? -H K'0= *e(^ Hi(a?-+- K'0= ei(ar e (iF + aK't)=— Ô (a?
ei(iP-+-2K't)= ©i(a7 H (a?-h2K'0 = -H (a:
-?^(îa: + K'i)
-^(îx + K'i)
— 0?)= Hi(ir),
e (— ar) = e (ar), H
e,( — ar) = 61(37), Hi Zéros de 6 {x), . .a/nK 4-(2m'-f-i)K'i, » U (x). . ,2mK-h im'K'i,
» 6i(a?). ..(2/n + i)KH-(2m'4-i)K'f,
» H,(ir). . .(a/n4-i)K-j- 2/n'K't,
Hî(o) e2(a?) = ej (o) H^{x) -+- 02(0) Hî(^),
eî(o)es(ar) = H2(o)Hî(a?)-+-eî(o) oK^?).
Tableau n° 2.
(l-5r2)(i-5r*)(i-gr6)...= c,
COS -=pr- = A.
e (a?) = C(l— 25rXH-5r2)(i — 25r3X-4-^6^_.^ e,(a?) =:c(l-h2yX + ^2)(l-h25r3X-h^6K_^
H (0?) = ac^'îsin ^(i — 2^îX H-^r*) (i — 2gr*X -f- gr»)...,
Hi(a7) = 203^* COS^ (l 4- 25rïX H- ^r*) (i + 2gr*X -f ^r»)....
Tableau h^ 3.
cosamâ; =« cna? = a /£. ">(^)_
Aamâ7 = dna? = /^ *^ . >
tangamrr = tn^ =
I H(ar)
Hf(o)^H-t(o) eî(o) e«(o)'
eî(o)'
sno = o,
snK = 1) snaK = o, (c) { snK'i = <»,
5n(2KH-K'i) = 00,
sn( K-hK'0= ^'
/ sn(— ar)=— snrr, sn(aK — 0?)= sna?, sn(2K-ha:)=— snar,
sn(K — a?) = sn(KH-a?) =
CDâ?
dna?
en a?
dna?'
sn(a7-f- K'0 = sn(a7H-2K'ï) =
ksnx sna?,
Fremet. — Recueil.
cno = I, cnK = o cn2K = — I, cnK'i = 00,
cn(2K + K'0 = «>, cn( K-+-K'0=-^*^
cn( — 3?)= cna?,^ cn(2K — a?) = — cna?, cn(2K + a?) = — cna?,
cn(K-a7)= X:'^,
cn{KH-a?) =— k'^ — , ^ ' dna?
, „, .. idna;
cn(a7-h K0= T >
/tsnx
en (a? + 2 K' i) = — cna?,
dno = I dnK dn2K dn K' i
dn(2K-hK'0
dn( k-HK'0 = o,
dn( — a?) = dn(2K — a?) = dn(2KH- a?) =
dn(K — a?) = dn(K-Ha?) =
dn(a?-4- K't')=—
dn(a? + 2K'i)=— 3o
dna?,
dna?,
dnar,
k' dna?'
k' dna?'
icna?
sna?
dna?.
(Suite du Tableau n® 3.)
Fonctions. Périodes. Zéros. Infinis.
sn^ 4K, 2K't o, àK K't, 2K-hK'i
(e) { cna? 4K, aKH-aK't K — K K'i, 2K-+-K'i
dna? 4K, aK'i dzKn-K'i K't, aK + K'/
sn(a±6) =
Tableau n® 4.
sna cn6 dn6 ± sné cna âna I — X:' sn'a sn^b
f _, 1.x cna cnô ni sna sn6 dna dnô ^ ^ I — X:«sn«asn26 '
j-/ _i_ t\ dna dnôzp A:* sna snô cna cn6 dn(a it ô) = -!--; j •
^ ^ i~X:îsn2asn2e»
a sna cna dna sn 2a = j- — ,
.,v I cn'a — sn^adn^a
(/d) < cn2a = — ,
^ ' 1 I— X:2sn*a *
j • sn*a — A:* sn^a cn'a dn2a = ,
I — k^ sn*asTi*6 9nX-hsnfx= Gsnacn6dn6, cnX-*-cn(jL= G en a en 6, dnX + dnfi= Gdnadn^, snX — snfx=: Gsn6cnadna, en X — en jx =: — G sn a sn à dna dn 6, dnX — dnfx = — GA:' sna snô ena en 6, enXdnfx-*-cnfjLdnX = Gêna dnaenè dnè, en X dn {X — en fx dn X = — G A:'* sn a sn 6, snX dnfjLH- sn jxdnX = Gsnadnaen^, sn X dn {x — sn fjL dn X = Gsn6dn6cna, snX enfx -h sn fx enX = Gsnacnadnô, \ snX enjx— sn|x en) = Gsnfecnôdna.
Tableau n** 5.
d snx j
— -j = eux CLUXf
uX
deux ,
— — — = — son; an â?,
ddiïx ,.
— î — = — A:' sna? cna?.
dx
Équations difTérentielIes. Intégi;a1es.
dz I
-7-= ^{\^z'^){\ — A:*^») ^ = sna?
ê= V^(-'-.)(.->t".') •. . = gi^
^= v'(h--52)(,-hX:'î^î) z = iiiar
ctx
aa? dna?
^-^ /7T^ Tr~t — : rm dna?
-=- = — /(Â:2-hz»)(^* — X:'«) ^=
aa? sn a?
^^ n ST"; ,a « , en a?
dx ^ dno?
^z n .. . ,« ST dno?
aa? ' ^ ' ^ cna?
(Foirp. 488.)
Nota, — La constante arbitraire a été omise dans les intégrales pour abréger.
687. Rappelons en quelques mots la méthode de Gauchy que nous allons appliquer : elle consiste à remplacer rintégrale à évaluer par une autre prise entre les mêmes limites, mais le long d'un contour différent le long duquel l'intégration est plus facile ; la différence des résultats est égale à a ic^' multiplié par la somme des résidus de la fonction à intégrer relatifs à ses infinis ou pôles contenus entre les deux contours, mais cette méthode suppose la fonctioa uniformcet bien déterminée entre les deux contours.
L'intégrale / ^ est égale à
dz
prise tout le long de l'axe des x. Remplaçons cet axe par le contour formé d'une demi-circonférence décrite de l'origine comme centre au-dessus de l'axe des x avec un rayon r infini; nous aurons
dx r^ re^iicB
r jdx_ _ r re^ijcffi
e désignant la somme des résidus de relatifs aux infinis contenus au-dessus de Taxe des x. Comme r doit être supposé infini, l'intégrale qui figure dans le second membre est nulle et la valeur cherchée est 2 7cie. Évaluons e; les zéros de i + .5* situés au-dessus de l'axe des
X sont racines de i -i- a:* =: o et égaux à— (i -h i) = a et à — ( — I -j- t ) = a'; on a donc
,.«- js — a I I — I
e = lina
OU
on a donc
= ^--ir. (Fotr n" 386.)
688. Pour évaluer celte intégrale, nous la remplacerons par la suivante
qui n'en diffère que par l'addition de
* is\na.x dx
I H- ar*
L'intégrale (i) que nous voulons évaluer n'est autre chose que la suivante, prise le long de l'axe des x^
Supposons a >> o, et remplaçons le contour d'intégration par une demi-circonférence de rayon /• infini, décrite de l'origine comme centre ; appelant e la somme des résidus relatifs aux infinis de la fonction à intégrer, nous aurons
r^" e^^ dx __ r
i-hA-^e^O'
Comme âcest supposé positif, l'intégrale qui figure dans le second membre est nulle et l'intégrale cherchée se réduit à 27cie, et, en procédant comme dans le numéro précédent, on trouve
. V^2 -yfi-l OlJt. . OL\/l\
e = — i ~-e s I cos-^ h sin— î^ N
et par suite la valeur chercliée est
^^ ire " t I cos ^ y. sm-î— 1;
d'ailleurs,, si a était négatif, comme l'intégrale ne change pas de valeur en remplaçant a par — a, on obtiendrait sa valeur en remplaçant a par sa valeur absolue.
689. Nous supposerons a > o, l'intégrale changeant de signe avec a; nous supposerons, en outre, m compris entre I et 2, pour que l'intégrale soit finie; on connaît d'ailleurs sa valeur pour m = i . L'intégrale en question est égale à
sin 'xz dz
prise le long de la partie positive de Taxe des x^ ou, si l'on veut, c'est le coefficient de i à un infiniment petit près relativement à e de
e^^' dz
prise le long de l'axe des a: positifs à partir du point
d'abscisse e. La fonction — ^ n'ayant pas de point cri-
tique dans Tangle des coordonnées positives, on peut remplacer le contour d'intégration : 1° par un quart de cercle décrit dans l'angle des coordonnées positives avec un rayon e de l'origine comme centre; 2® par un quart de cercle de rayon infini décrit de l'origine comme centre dans l'angle des coordonnées positives; 3° par l'axe des y positifs, abstraction faite de la portion contenue à l'intérieur du cercle de rayon e dont il vient d'être question. Le coefficient de i dans cette dernière intégrale étant infiniment petit, si l'on néglige les parties réelles,
on pourra écrire, en remplaçant z par ti et en observant que la seconde intégrale est nulle,
sinarrfr . r^ e~^^ d ti
r* sin OLX dr . _ r
et il eslbien entendu que la partie réelle du second membre
doit être négligée; quant à( — i)*, il faut en prendre la valeur qui a le plus petit argument positif, à savoir
cos 1- isin
on aura donc
Je sinoixdx. r «, ,^., „/ miz , . rrnzX ! . 1=/ e"*'a^t<-'"( COS «sin — U
d'où l'on conclut, en faisant tendre e vers zéro,
Jr*sinaa? . f* ^, ,, rrnz
mais
et, en vertu de
y e-«/ t-m dt = ^^^,_j^^ [p. 297, ( A )]
r(m)r(i-m)= -^^î^ Lp.a97, (D)]
r e-^H-^dt —
, r( m) sin mit
On a donc
*sinaa? , ira'»-* mir ir a"»-* 1
dx = =r^ — — ï ros = -
x^ r(/?î)sinm7r a 2 . mi: r(/n)
^ ' sin —
La fonction u, déGnie par l'équation
u = I — dz,
est, pour chaque valeur de z, susceptible de prendre une infinité de valeurs. En effet, tous les chemins d^intégration qui mènent du point i au point z se ramènent : i*' à Tun d'eux A. ne passant pas par l'origine; 3° au chemin A précédé de lacets ayant leur entrée au point i et leur centre au point zéro. En appelant alors a la valeur de l'intégrale prise le long du chemin A et Ha valeur de l'intégrale prise le long du lacet, les diverses valeurs de u seront données par la formule
n désignant un entier positif ou négatif quelconque. / est d'ailleurs égal à 27rt multiplié par le résidu de— relatif au point zéro : ainsi /= 2Tct.
692. Cette intégrale est une de celles pour lesquelles on peut obtenir l'intégrale indéfinie, comme on le voit n'^ 409, mais la méthode de Cauchy conduit plus rapidement au but. Nous supposerons a réel.
Intégrons la fonction
le long d'un cercle de rayon infini décrit de l'orîgîne comme centre, nous aurons évidemment un résultat nul; mais on peut remplacer ce contour par tout autre renfermaDt les points critiques — i , -}- i , — ae, -f- a/ {Jig* 3o), car la
fonclion reste monodrome à rintérieur de tout contour contenant les deux points — i et -+- 1; nous suivrons alors le chemin formé des quatre lacets ajant leur entrée à l'origine et pour centres de leurs cercles les points critiques. Commençant alors par suivre le bord droit du lacet
I, nous aurons Tinlégrale / G dz : l'intégrale le long
du cercle du lacet ■+- 1 est nulle; nous avons ensuite l'inté-
grale / — G dz :1a. valeur de G qui y figure est précédée
Fig. 3o.
du signe — , parce que la fonclion G n'est pas monodrome autour du point + i et change de signe quand z effectue une rotation autour de ce point, en sorte que le lacet -+- 1 fournit à Tintégrale que nous cherchons la contribution
Gdz;
suivant ensuite le bord droit du lacet a«, nous obtiendrons une intégrale qui, combinée avec celle que l'on obtient en suivant le bord gauche, donne zéro. Enfin il faudra évaluer l'intégrale prise le long du cercle de ce lacet; elle est égale à 21x1 multiplié par le résidu de G ou plutôt de — G, puisque G a subi tout à l'heure un chan-
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gement de signe. Le lacet at fournit alors la contribution
I — ir
ZI
2ai ^[-i- a- a/i-h a* On verrait de même que le lacet — i fournit la conliibution
f --Gdz-h f Gdz = 2 f Gdz, le lacet — ai la contribution
en sorte que Ton a
an
et, par suite,
dz.
693. Nous distinguerons deux cas suivant que r sera plus grand ou plus petit que i. Supposons d'abord r<i et considérons l'intégrale
r]og(i-hz)
Si nous la prenons le long d'un cercle décrit de l'origine comme centre avec un rayon r, elle sera égale à 2iï/
multiplié par le résidu de °^ ^ ^^ relatif au point ^=o,
résidu égal à la valeur. de-T-log(i -f- z) pour z = oouài. On aura donc
aicts: I log(i -+- arcosO-hr^^ + «arc tang r
cosO— fsinO ,^
d'où Ton lîre
aicr
log(n- ar cos6 -t- r*) cos6 rf6
H- / arctang ^smOrfO,
Jt, °i-Hrcos6
SIC
log(i -h arcosô 4- r')sm6£/ô
r"" '•sine ^ ..
— 1 arctanff- xCosôaO;
J^ ''i-hrcosO '
mais le long du cercle de rayon r on a encore
/log(n- z)dz^ o
ou
0= / log(i-f- arcosô H-r»)
X r(cos6 4-isinO)û?Oi; d'où l'on tire
. rsmô 1
larctang r
'^ i-f- rcosÔJ
0= / log(i -h 2rcos6 -h r*)cosO rf6
arc tang
r sinO
su
i-h rcos
-z sinô c?6,
0= / log(n- 2rcos6 4- rî)sinô rf6
arc tang ^ cosO aO,
^ H- rcosO
En combinant les formules (i) et (2), on trouve, entre autres formules,
lo
g(i-t- 2rcos6-h r*)cos6 rfô.
Une marche analogue permetli^ait de traiter le cas où r> I, mais le résultat serait plus compliqué.
On peut observer qu'en intégrant par parties l'exprèssioil proposée, elle prend la forme
ar
arcosÔ -h r'
et, l'intégrale étant indépendante du signe de r, on voit facilement qu'elle est égale à
r^ sin» e d^
cosÔ-h r*'
c'est-à-dire à - pour r < i , en vertu de l'intégrale de Poisson donnée au n** 456.
On sait que l'importante formule de Cauchj
où /{z) représente une fonction continue et monodrome ù. l'intérieur d'un contour donné S et sur le contour même, œ désignant un point intérieur à ce contour, conduit à celle-ci
Or, si l'on fait dans cette dernière /(2) = e^ eta; = o, on voit immédiatement que la relation proposée existe pour toutes les valeurs entières et positives de /i, et l'on peut supposer que le contour d'intégration est, soit un cercle décrit de l'origine comme centre, soit un lacet ayant ses bords sur l'axe des x négatifs et son point critique au point o, etc. Il s'agit de prouver que cette même relation a lieu quel que soit n,
A cet effet, supposons n compris entre o et i et prenons
pour contour d'intégration ; i" l'axe des x négatifs de — 00 à o ; a® un petit cercle de rayon e décrit autour du point o ; 3^ Taxe des x négatifs de o à — 00; nous aurons
/e^dz r^ e'' dx r~* e^ dx , . .
-^ =Jf^^— -+J -^^(co92/iir-ïsiii2nic),
l'intégrale le long du cercle étant nulle, et la dernière intégrale se trouvant multipliée par cos2/î7ï — tûn^mz, parce que la fonction z'^ est multipliée par la puissance /i**-'™* de l'unité cosamt-f- isin^mz quand le point z effectue une rotation autour de l'origine \ on a donc
re^dz r^ e'dx .
I — -- = / — — -(1 — cosa/i7u-+-ism2/nr)
ou, en changeant a? en — x,
/e^ dz /** , ^ , I — C0S2/11C-+- i sini/iTc = I e~'x~"' dx ■ z'^ J^ cos/iTc — isinniz
ou enfin
c'est-à-dire
— -^ = asinnictr^i — n);
mais (p. 297)
r(n) sin/iit
e^ dz 2Tt
donc
ety par suite,
^ * ITZlJ
e^ dz I
Cette formule, établie pour le cas où n est compris entre o et I, est facile à généraliser; il suffit, pour cela, d'inté-
grer par parties en supposant que Fintégrale qui figure dans cette formule est prise le loog du lacet considéré tout à l'heure et dont l'origine est à — 00. On a en effet ainsi
âîtlLi^ ■*"'*J ^^^J ■" r(/i) et, comme la partie intégrée est nulle,
ii^ij ^«+1 "" nT(n) "" r(/i-+-i)'
en faisant l'intégration en sens inverse, on aurait de même
1 re^dz _ I
aic*V »'*"* "" r(/i — i)*
La formule (2), ayant lieu quand on augmente ou quand on diminue n d^une, deux, . . . unités et ayant lieu pour toutes les valeurs de n comprises entre o et i etpour touies les valeurs entières de /i, est générale.
695. De l'équation on tire, en la différen liant /i -|- 2 fois,
ou
en posant
' ^ dx'*' dx"- I -i- a?*
(2) étant, en supposant n entier et positif, une solution de (i). Cette équation pourra, dans ce cas, être intégrée complèteuient.
D'aulre part, l'équation (i) du numéro précédent peut
s'écrire
d'^f{x) __ i.a.3.../i Ç f(z)dz
et, si l'on j remplace /(a?) par jj on voit que la solution (2) se présente aussi sous la forme
i /• dz
ou, en négligeant un facteur constant,
/dz {z-^xy^^^(i-hz^y
l'intégrale étant prise le long d'un contour fermé contenant le points, mais aucun des points — «, H- e. 11 est tout naturel de se demander si l'expression (3) ne serait pas encore une solution de (i) quand n est quelconque, et alors on saurait encore intégrer l'équation (i) complètement. Posant en conséquence
* et portant cette valeur dey dans (i), celle-ci devient
dz
X [(H-a7«) + 2a7(z — ir) + (^ — 2?)«](^-+-i)(/H-2) = o;
pour s'assurer qu'elle est vérifiée, négligeons le facteur (/i -f- i)(/i -H 2); elle se réduit alors à
dz
Cette formule a lieu quand n est entier : cela devait être; mais quand n est fractionnaire ou incommensurable, ou même égal à — 2, elle est fausse, parce que la fonction
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placée sous le signe / n'est pas monodrome ; cependant rinlégration peut être effectuée, et le premier membre est égal à
^ ^ TH-a n-f-a '
Z2 est égal à z^, mais nous employons cette notation pour indiquer que, le point ^ ayant tourné autour de x, les deux termes de la différence ne sont pas identiques, le second étant égal au premier multiplié par le facteur e"^'*^^^'^'^'. Cette différence (5) peut être annulée si /i + 2 >> o, en supposant Z| = jS2 = Qo; on satisfera donc encore à Téquation (1) dans ce cas, si Ton calcule j^ au moyen de (4), en prenant pour contour d'intégration un lacet ayant son entrée à l'infini et son point critique au point a?, ou tout contour équivalent à ce lacet. Si n -f- 2 < o, il faudra prendre le point X voisin du contour d'intégration et intégrer à partir du voisinage de ce point.
Le cas où n= — 2 doit être étudié à part, mais il ue présente pas de difficulté, l'équation se réduisant à
dx
qui représente le coefficient de x^ dans le développement
de (i — 1XZ -\- z^) 'et jouit de propriétés remarquables. 697. La formule connue du n® 694 donne celle-ci
j_ rf(z)dz ^ /«J(o)
qui permet de représenter le terme général de la série proposée par une intégrale définie, et cela de plusieurs manières. Il suffit, en effet, de prendre une fonction de z dont
la dérivée /i*'-'*"® se réduise à pour z=zo\ or
est une des expressions les plus simples qui puissent conduire à la solution du problème, et si Ton pose
l'équation (i) donne immédiatement
\i.2.../i/ ~" 2111 J 1.2. . ./i^«-+-i' Il en résulte que la série proposée est égale à l'intégrale
'i.'KlJ ^ \ Z 1,1 Z^ j ll^lj Z
En intégrant le long d'un cercle décrilde Toriginecomme centre avec un rayon égal à l'unité, cette expression se réduit à
dz
On arriverait au même résultat en partant des développenaents
ZX Z^X^ Z'^X"'
ffzx^ IH 1 h» • -H ^ h* • • >
Frenet. — RecueiU 3l
multipliant ces deux équations membre à membre et intégrant par rapport à 2 le long d'un cercle décrit de l'origine comme centre.
O SI
niix - \
cos —=zr- dx = ' K
K I — SI nf=n.
En élevant maintenant la formule (i) au carré et en intégrant les deux membres de o à K, on trouve
f Q\{x)dx = K^7.q'^K-\'iq*K-\-...
ou
/eî(a?) dx = {i'^- iq^ -+- 2^**+ 272,9 _|_^ . .)K.
On obtient d'une manière analogue les valeurs de
et cela au moyen de séries très convergentes, si q est notablement plus petit que i, ce que l'on suppose ordinairement.
099. I® La vérîficalion est immédiate en prenant les fonctions sous la forme où figurent des exponentielles. Considérons, par exemple, la première des équations (c),
d'où Ton tire
On a aussi
iH(ar)=2:(— i)«e*Kl- « J;
et, comme l'exposant de e dans le terme général de celte dernière formule ne diffère de l'exposant analogue dans la
précédente que de la quantité ^-^{^x -h K!i) qui ne varie
pas avec n, la formule est démonlrée. On vérifierait aussi les autres facilement.
2° Il suffit de jeter les yeux sur les formules (a) et (6)
du Tableau en question pour reconnaître que ^ ^ est
une fonction impaire admettant la période aK, et qu'on a
bien
^'(x-h7.K'i) _ e'(^) _ Tri
^*^ e(a:-+-2K'0 ~ e(ar) K*
En particulier, si ô = H, on a, en posant ^ ^ = Z(x)j
Cette fonction Z joue un rôle important dans l'Analyse.
On peut remarquer que -j- et les trois autres fonctions analogues ont les deux périodes 2K et aR'f.
Rappelons que, lorsqu'une fonction /(z) a [jl zéros
dans un contour donné S, de telle sorte qu'on ait
o{z) ne devenant ni nulle, ni infinie dans l'intérieur du contour, le théorème de Cauchy sur les résidus donne immédiatement la relation
dz.
En l 'appliquant ici, nous avons à prendre l'intégrale
•A—{ dz le long du rectangle des périodes que nous par-
courons dans le sens ABDC. A l'exemple de M. Hermite, nous emploierons la notation (PQ) pour désigner la valeur d'une intégrale prise en allant du point P vers le point Q, de sorte qu'on aura (PQ) = — (QP), et la somme à calculer sera représentée par(AB)-h(BD)-j-(DC)+(CA). Or les termes (BD) et (CA) se détruisent, car la fonction sous le signe admettant la période 2K prend la même valeur aux points de BD et de AG qui ont même ordonnée, et (AG) = — (CA). D'autre part, si z est l'affixe d'un point de AB, z -{- *i¥J i est celle du point de GD qui a la même abscisse, et, comme (DG) = — (CD), il en résulte que l'intégrale cherchée, en désignant par a l'abscisse de A, prend la forme
et se réduit à 2 tc if en vertu de l'équation (1) du numéro précédent, ce qui donne
LL = I
Remarque, — Si co et w' sont des périodes imaginaires d'une fonction, tout parallélogramme ayant pour sommets
un point a quelconque du plan et les points a 4- (*>, a + co', a -h 0) + Cl)', est dit un parallélogramme des périodes dont ABDC est un cas particulier.
701. Uune de ces fonctions, H(j:*), étant impaire, admet la racine j: = o; de plus, comme on a (Tableau n** 1)
H(arH-2K) =— H(:r),
il en résulte de proche en proche que la fonction s'annule en faisant
771 et m' étant des entiers quelconques, et cette formule représente toutes les racines de fl(x) = o, puisque la fonction H(ar) n'a qu'un seul zéro Sans le rectangle des périodes 2Ket 2K'/ (n*» 700).
En outre, le Tableau n^ i (p, 464) permet de rattacher les autres fonctions de Jacobi à la fonction H/'xjaa moven des relations
Hi(ar-f.K;=-H(ar;, e, (ar -f- K -H t'K'; =- *H, far-h Kk" *K ''^'■^''
qui montrent que les racines de H|/'^) = o, 0|(x) = o, ©(^) = o sont respectivement données par les formules
jr = i/nK — (7.m* — I71K',
i'ÏH\f\i'Hix ri* I- p. 4^4-;
Soit fait, pour abréger. -,,- ' = Z (n'' 699 : nous
calculerons Tintégrale
en raisonnant identiquement comme au n° 700 et, eu égard à la double.périodicité de F(^), on voit qu'elle se réduite
a + llL
F(z)dzy
quantité indépendante de t^ et que nous désignerons parC.
On peut avoir une autre expression de cette intégrale. Elle est égale, en effet, à la somme des résidus de la fonction ¥(^x)Tj{z — t) relative aux pôles situés dans le rectangle des périodes. Ges pôles sont le point t pour la fonction Z(^ — t) et les infinis de F(^). Or H^z — t) n'ayant qu'un zéro dans le rectangle en question, Tj{z — t) n'a que le seul point Z = ^, et le résidu correspondant est ¥{t).
Quant aux résidus relatifs à F(5). supposons que celte fonction admette un pôle a d'ordre de multiplicité /?. Le résidu correspondant R sera, comme on sait, le cocfficienl
de Tdansle développement du produitF(a4-A)Z(a+A—/)
suivant les puissances croissantes de h. Or, par hypothèse,
OU bien
la fonction F^ (z) étant finie et continue dans le voisinage du pôle a.
D'ailleurs, en appliquant la série de Taylor à la fonc-
tîon Z(/ — a — A) = — Z(a-|- /i — ^), on a
il résulte de là que — R a pour expression
ip I
Chaque pôle de F(^) donnant lieu à une expression du même genre, on a la formule générale
ou
( F(0= G-hY TAiZC^ — a)— AjZX^ — a)-^ -^Z'it — a) -h.. .
OÙ la sommation s'étend à tous les pôles de F(^) situés dans le rectangle des périodes.
La relation (A), qui démontre que la fonction doublement périodique F{z) s'exprime linéairement au moyen de la fonction 7j(z) et de ses dérivées, est due à M. Herniite. Elle est 1res remarquable. « C'est l'expression analytique générale des fonctions uniformes admettant les périodes 2R et iK!i et n'ayant que des discontinuités polaires, sous une forme qui offre la plus complète analogie avec celle des fractions rationnelles décomposées en fractions simples. » (Hermite, Cours de la Faculté des Sciences.)
Tous les termes du second membre étant des dérivées, on comprend la grande utilité de cette formule pour Tintégration des fonctions doublement périodiques.
703. II suffit de considérer Tune de ces formules, celle par exemple où Ton a
, ^ I cna?
tna? sno?
On trouve, en didérentiant et ayant égard aux formules [a) du même Tableau,
dz ^snxd,cnx — cnxd.sikx^ dna?
dx "^ sn*a7 ' sn'a?
D'ailleurs, on tire de (i)
sn*a7 = r, dn*a? = -
et, par suite.
On vérifierait les autres formules avec la même facilité.
Remarque /. — Il est bon d'observer que le Tableau n® 5 permet de calculer les dérivées successives de chacune des fonctions qu'il contient et, par là, d'obtenir autant de termes que l'on voudra de leur développement par la série de Maclaurin ou par celle de Tajlor. C'est ainsi qu'on trouve, par exemple,
1+^' , 1 + 14^:5 + ^* , sna: = x — x^ -\ x^-\-. . .,
cna? = -A:'(a?-K)-hl^ — JL!L(^x — K)^
Remarque IL — Ce même Tableau offre aussi l'avantage de fournir sur-le-champ l'intégration, au moyen des fonctions elliptiques, des équations différentielles de la
forme
^ = A /di(id:m^«)(idbm'z«),
le cas excepté où le radical serait imaginaire.
Voici d'ailleurs, d'après Briot et Boaquet, les substita-
lions à eflectoer dans les difTérents cas pour transformer
l'expression
dx
v/A(i -h mx^){i -t- m'x'^) en une autre de la forme
dz
où k est moindre que i :
1** A positif, m = — A*, m!= — A'^, h >► A', on pose
2** A positif, m = A^, m'= A'*, •
hx = ^1 — 2*; 3° A positif, m = AS m' == A'S A > A',
z hx =
4* A négatif, m = ^ h^, m! = A'*,
hx =
5« A négatif, m = -'h^,m' = — A'^ A > A',
704. Considérons deux fonctions entières, l'une ff{x) de degré m et l'autre ^(^) de degré /i, sans facteur commun; si Ton intègre le long d'un cercle de rayon infini décrit de l'origine comme centre, on aura
puisque la limite de . . , . est nulle pour s = « ;
r ^ ^iz)^{z) '
mais le premier membre de la formule précédente est aussi égal à
a désignant une racine de <p(.r) = o, et ^ une racine de ^(x) = o.
Supposons maintenant que <f{x) et ^(x) soient deux fonctions doublcinent périodiques, de mêmes périodes, sans zéros et sans infinis communs. L'équation (1) aura encore lieu si l'intégrale est prise le long du parallélogramme des périodes; mais, en appelant a^, a2, • . . les zéros de <p(^), «i, aj, . . . ses infinis, 6|, 62? • • • les zéros de ^(^), po ^2} ••• ses infinis, la formule (i) pourra s'écrire
La relation (i) donne immédiatement
COL — ac — b
oc — ^-^^—^——^——
x' — a (a — a)j7 -h ac — coL-\-h a — a a — a
a:' — p (a — p)a7-4-ac — c^->rh a — p c^^ — ac — b
et l'on fera paraître dans le second membre une expression semblable au premier en posant
ca — ac — b cS — ac — h ^
d'où l'on voit que a et ^ sont les racines de Féquation obtenue quand on fait od ^=. x dans (i).
Si l'on pose 0 = A", on a la relation
identique, au fond, à l'équation (i). La fonction cherchée F est donc telle qu'en la considérant comme une
aura
fonction /de —, — r» on
il en résulte, en vertu de (a), que la fonction/ jouira de la propriété définie par l'équation
Posons alors
^Zrp=^"' /(e«) = cp(a),
nous aurons
o(a) = cp(M-hlogX:);
mais logA" est de la forme ct> -\- 2mzif n désignant un entier quelconque. Ainsi
et la fonction ^{u) a les deux périodes a> et 2 7rt; par conséquent, la fonction/, en posant
devient doublement périodique. Pour former la fonction f{oc)^ il suffit donc de prendre une fonction doublement
périodique <p(w) et d'y remplacer u par log ^•
Si k était égal à i, a serait égal à ^, et nos conclusions seraient en défaut ; la fonction que nous avons appelée y (tt) serait simplement périodique et aurait pour période 21:/.
Il est facile de constater que, si l'on pose (mod/:<i),
on aura
et par suite, si l'on pose
on aura
TU
706. Les relations qui définissent le point N doivent être de la forme
En exprimant que ce point est sur la courbe B, on trouve
et, en écrivant qu'il est situé sur la tangente MN dont Téquation est
X en (p -h Y sn çp — 7 = 0,
on arrive à la relation
(i) cnç cnij^ -4-y? sn<p snij» = gr,
qu'il s'agit d'interpréter. Or, on voit qu'elle présente une grande analogie avec la formule (n° 161, p. 25)
cosa? cosj^ -h sina? sin^ /i — X:*sin* G = cos G,
au mojen de laquelle Lagrange a exprimé l'intégrale de l'équation d'Euler [p. 120, (3)],
(E rfy _ di,
Si l'on pose en effet x = amcp, y= ami/y C ^=am^, elle prend la forme
(2) cnîp cnij' + sncp sn<)/ dn9 = cnô,
avec laquelle s'identifie immédiatement l'équation (i) en y faisant
(3) jD = 4/|=dn6, ^ = v/â=cn6;
et comme, en vertu de (E), l'équation (2) est satisfaite par ^ = ± ((f -{- ^) j ia. proposition est démontrée. Des relations (3) on tire
Observons qu'on obtient aussi Téquation (2) en éliminant k^ entre deux des équations ( a) du Tableau n** 4 ( p. 466).
707. Comme on l'a vu dans le nuuiéro précédent, les équations des coniques étant mises sous la forme
aa?2 -f- by^ — ^2 = 0,
on satisfera à la première en posant
cncp snc&
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et à la seconde en posant
CD({/ sn^/dnO cnO
avec les relations
^1 en 6 f
en 0 = -r= > -r—E = ■;= •
/a dne ^^
Par le point M| de la première conique déterminé par le paramètre cpi, menons une tangente à cette conique; elle aura pour équation
a? en îpi -f- ^ sn çt — ^ = o,
et coupera la seconde en deux points Nj et N'^ , dont les paramètres i/ satisferont à la relation
ou
Nous prendrons la valeur de if en N| égale à cp, -4-B. Si parle point N^ nous menons une tangente à la première conique, le cp du point de conlact sera cp» -h 28, et elle rencontrera la seconde conique en un point dont le ^ sera cp^ 4- 38 et que nous appellerons N2. Si par le point N2 on mène encore une tangente à la première conique, le cp du point de contact sera cp, -|- 4O, et ainsi de suite. ^
Le lieu des intersections de deux tangentes quelconques
a? en <pi -H j^ sn cpi — <s = o, a?en(<pi + 2n0) -f-j^sn(cpi-H2nô) — z = o,
s'obtiendra en éliminant cp, entre ces deux équations. On peut évidemment remplacer ces équations parles suivantes
a?cn(cpi-f- n6) -h y sn(cpi-i- nO) — z = o, rr cn(cpi— - /i6) -+-j'sn(cpi — n6) — ^ = o,
d'où l'on lire par soustraction
â7 snnO dn nô sncpidncpi — y ^nnO cncpidn fi = o
ou
cnçpi X dnnô y a se' en ajoutant les formules (i), on a
^sncpicn/iô dnnô -+- arcn/iO cncpi = ^ (i — A:'sn'/i6 sn'cpi),
et si Ton remplace sncp» et cnçj par leurs valeurs tirées de l'équation précédente, il vient
équation d'une conique qui a même triangle autopolaîre que les proposées. En appliquant la méthode des polaires réciproques, on a le théorème suivant, également dû à Poncelet:
Si l'on considère deux coniques et une ligne poly gonale inscrite dans Vune et circonscrite à Vautre, mais non fermée, quand les sommets de cette ligne décrivent la courbe à laquelle elle est inscrite, la droite qui la ferme enveloppe une conique qui a même triangle autopotaire que les proposées; en particulier, V enveloppe ou le lieu peut coïncider avec V une des coniques données; alors on voit que : si Von peut inscrire et circonscrire un même polygone de n côtés à deux coniques, on pourra trouver une infinité de polygones à la fois inscrits et circonscrits à ces coniques,
La marche suivie dans ce numéro et dans le précédent a été indiquée par M. Hermite.
708. Poiir trouver la courbe en question, il faut intégrer l'équation
OÙ
elle peut s'écrire
y dy
OU
nydy{\ -+-yî
"ydy.
ce qui donne, en intégrant,
a/i(i-hy«)' =
c désignant une On tire de là
constante.
^ ^ r 7.ndy
La quantité placée sous le radical est décomposable en facteurs réels de la forme {y^± à){y*±b)^ mais il v aura plusieurs cas à considérer; pour nous borner à un seul d'entre eux, supposons que l'on ait
indy
et a < p, on pourra écrire, en posant — = «/,
in r du
P J i/(i-ha»)(i-HX:'îw2
A:'= ^ désignant le module complémentaire d'un système de fonctions elliptiques dont le module est k. Or, si
l'on a
tna? = m;
on a aussi, comme on le voit par les formules (4) du Tableau n** 5, p. 467,
^1 =/(n-i*'-)(n-A-'«aî);
l'équation (i) donne par conséquent
y Sa: 4- A
— =tanoram^- 9
h désig>nant une constante arbitraire.
709. La courbe dont le rayon de courbure est proportionnel à l'inverse de la normale a pour équation différentielle
j/^ et y désignant les dérivées de l'ordonnée j' et n un coefficient constant. Cette équation peut s'écrire
si l'on intègre en désignant par m une constante, on a .d'où l'on tire
ce qui montre que /n -j- /i et m ne peuvent être positifs à Ja fois. Pour fixer les idées, nous supposerons n = — /?, p étant positif, ce qui revient à admelire que la courbe tourne sa concavité vers la région des jj^ négatifs, et soit en outre/? ^ m >• oj Téqualion s'écrit alors
=Vi
rf:r---" ""^^'
p — jn — jK^ Frrnet. — Recueil. 32
OU
ml \ m
Nous allons essayer d'exprimer ^ et y au moyen des fondions elliptiques. Or le Tableau n*^ 5, p. 467, montre tout de suite qu'on peut donner au radical du second membre de l'équation précédente la forme de celui qui se rapporte à la fonction cn^; il suffit pour cela de poser
d'où
y zzzyJp — mu, /f2 = -^ > A: 2 = —
Au moyen de ces relations, l'équation (i) devient v/m dx [ m -f- (/? — m)u^]du
^'/('-«')(.-Hg«')
Si donc l'on désigne par t une variable auxiliaire définie par la relation
on a
(3) u=—^==cnt,
yp — m
et par suite
-jy- dx=: s/pdx = — [m-H(/? — m)cn«f] dt\
remplaçant cn^t par i — sn^^, et intégrant, il viendra
a? v/Jp = const. — pt-h(p — m) / sn^tdt,
et la courbe cherchée sera représentée par le système des équations (3) et (4). H reste encore à calculer fsn^tdt; nous emploierons pour cela le théorème de M. Hermite (p. 486). Observons d'abord, puisque sn^ a la période 2K'/ et que sn(î;iK-|- ^) == — sn^, sn^^ aura les périodes îK't et 2K; de plus, sn^ a un seul infini K!i dans le rectangle des périodes, pourvu qu'on ait choisi ce rectangle de manière que le pôle K'î ne soit pas sur son contour, et ce pôle sera double pour sn^^. Gela posé, l'équation qui exprime le théorème de M. Hermite devient ici
(5) G = sn«^-+- résidu [sn*^Z(5— t)],
l.e résidu étant pris relativement au pôle unique K! i. Pour le calculer, posons z = K't + A, on aura (p. 465)
sn*(K'i-f-A)Z(K'i — f + A)
et comme sut est de la forme h + ah^ 4- . . . (p. 488), il en résulte que le coefficient de 7 dans le second membre de (6) ou le résidu cherché est
On peut simplifier ce résultat au moyen de la relation
qiiî donne
H7ar-+-fK') e'(x)
Tj'/ HiTTT = W7 — T -^ COnsl.,
li(x-^iK) 6(3?) d'où
ce qui transforme la relation (5) en celle-ci
I re'(t)r
et par suite
On détermine la constante C en remarquant que la valeur de Ar^L est celle de — ^-^^^ — \^'^ ^^-^ pour t=o. c est-
à-dire -^7^ > quant à C, l'équation (7) montre qu'elle est nulle.
710. La courbe dont Tare s est proportionnel au cube de l'ordonnée j^ a pour équation différentielle
et yZ
c^ désignant une constante que l'on peut supposer positive. Désignons par x l'abscisse et différentions, nous aurons
d'où
( i) dx=z /(c2^2_i)(c«j^2-f-i) dy.
Or, quand on a
dy
dt =
5oi
on en conclut (p. 467) que y -=■ — t> les modules étant k et k\ supposons /: = /:'= î— , on aura
a v/(r'-i)(j"+i) et par suite, en changeant y en cy^
a /(c«j^»--i)(c«j^»-Hi)
Si donc, dans la formule (i), on pose oj^= — -> elle deviendra
La courbe en question est alors représentée par les deux équations simultanées
ccut
i _ Çdt\fi I — cn*< _\fi. r dt /^
Il reste à évaluer l'intégrale
dt
cn^ ^ *
à cet effet, et conformément au théorème de M. Hermite (p. 486), nous décomposerons en éléments simples la fonc-
lion — J-» et pour cela nous poserons
G=:— . fjL-Z{^Z-t)dz,
l'intégrale étant prise le long d'un parallélogramme des périodes aK et aKV. De cette formule on tire
le résidu étant pris relativement aux racines de en 3 = o. Il n'y a d'ailleurs dans le parallélogramme d'intégration qu'une racine qui est K, mais elle est quadruple.
Or, nous remarquerons à ce propos que si une fonction uniforme F(5), qui n'a de discontinuités que des pôles, admet le pôle a de multiplicité /?, on a
^ ^ {Z — Ol)P {z — OL)P-i Z — OL ^^ -"
'f{z) restant finie et continue ainsi que ses dérivées dans le voisinage de a. Cette relation fait voir immédiatement que les dérivées successives de F(z)(z — a)^, quand on y fait ^ = a, donnent les valeurs des coefficients A^,, A^_i, . . . , et qu'on a en particulier pour le résidu A| relatif à ce pôle
I dp-^
Dans le cas actuel, le résidu sera
1 ^ 6 dz^
Posant, pour abréger, = u, on trouve
l ^ r tr,/ X-, . d^Z(Z— t)
du^ d^Z{z — t)
dz dz^
( -^^-d^-^dJ-^-^-dz^'^^'^'^^
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et la série de Taylor nous donne (p. 488), en observant qu'on a ici A" = A'= — >
cnz = — ^(^ — K)+^(z-K)8H-....
On déduit de là que, pour <s = K, w est égal à — y/2, et que le second membre de (4) se réduit à son premier terme, qui a pour valeur
OU
la formule (3) devient alors
I ^ 2 rf3Z(K — 0
cn*^ 3 dt^
et la constante C se calcule en faisant ^= o par exemple. On aura par suite, au lieu des formules (2),
•^ ~~ cent '
{'^--^'■^h dt^ -'\
-I- const.
On arriverait à une autre forme du résultat, et qui dispenserait de recourir à l'emploi de la fonction Z, en appliquant l'intégration par parties à Téquation (i). On en lire, en effet,
1 dy^c^y'*—\ =7v/c*j'*--i — 2 ( dys/c'-^y'^—i—i / , -^ ; J . J J s/c*jK*— 1
d'où
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Si Ton pose cy^=z u dans l'iotégrale du second membre, on voit qu'elle rentre dans la quatrième des formules (6)
de la page 467, où Ton a fait A: = Ar'=^— j d'où résulte
qu'en désignant par t une variable auxiliaire définie par l'équation
v/2 du
on a w = c^= — -> le module de la fonction elliptique
étant égal à — > et aussi
Zx=y v/c*7*--i — i— ^H-const.
Il suit de là que la courbe cherchée est représentée par le système des équations
Zcx = f /2 -h G.
711. Pour résoudre la question, on calculera les coordonnées de la courbe représentée par l'équation
/p« -1- ^8 _|_ .-^xy — X — ^ = o
au moyen d'un même paramètre t, A cet effet, par rorigine faisons passer la droite
les X des points d'intersection seront les racines de
x^i^i-^ \i?)-\- 2 jjLar*— xi\-\- jx) = o;
d'où l'on tire
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et
a? = (JL ± /[x2-h(l-|- (JL)(l-h fX»") OU
et
^ = fJl' ± fi /p.* -h fJi' -+- p.* -+- JJH- I .
Appliquons maintenant à la quantité sous le radical les calculs qui permettent de ramener un polynôme quelconque du quatrième degré à la forme bicarrée. Pour cela, il faut la décomposer en facteurs 5 en" l'égalant à zéro, l'équation obtenue a pour racines
a, a», aS, a*,
ou
aie . . 2ir a = cos — -f- 1 sin -- >
en sorte que, en appelant R le radical, on a
R = /(fi-a)(iJi-a«)(HL-a3)(j^_a*); posons
nous aurons
en groupant deux facteurs correspondant à deux valeurs conjuguées des a
coso) -H t sino) et cosw — tsino),
on trouve pour produit
v*(a'-h a'* — 2aa' cosbi)
— 2v[a6 -f- a'6'— (a6'4- ba') cosu)] -h b^-h b'*— ibb' cosw.
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Pour ramener le polynôme sous le radical à la forme voulue, il faudra poser
ab-\-a'b' — {ab' -^ ba') cos — = o, ab -H a'b' — {ab'-+- ba') cos ^ = o, et, par suite, on pourra prendre
on aura alors
<5) R=(-^^v/(4V"n.î+4cos«^)(4v«sin''^+4cos':^);
nous pouvons écrire
— cos - cos — ^ 1^1 -h v« tang» -j ^i -f- v^ tang^ -ç j
ou, en posant
(4) vtang-y=^, tang^:tang^ =-p,
(5) R= -^ A cos I cos ^/(n- <»)(!-+- A-'2/2).
On rend R rationnel en prenant « = tnô; on a alors
„ 4 7c 271 dn0
R = cos - cos -r
( tn 6 cot -^ -M j ou enfin
=«5 5 en* 6
4 cos— cos -— un 9 R= 5 5 .
( snOcot— H- cn6 i
par conséquent, on aura
la* — laar —
JT
d'aîlleors, le module k' est éz^l à lan^^ : lainç-r^- l] e>l
plus petit que Ta ni té- et. par «uile, k est aassi iï:::niri» qoe runité.
On pourrait, en partent de ces formules. trouTer Taire d'un segment de la courbe; le Cialcal ne présente 2'jcune difficulté, surtout si Ton Tcut calcul- r Faire d'un s€cîeur dont la différentielle esivdx — x Jy: le calcul est un peu long.
Considérons léqualion
dans laquelle P^, Pj, Pj, .... P„ désignent des fonctions des dérivées pt , /?(, • - - » pa ^^ 1^ fonction inconnue is relatives aux variables jTi. x^: • . . . jt^, ne contenant pas les variables, ni u^ si Ton observe que
(i) du=pidjci-^pidx2 — ...-i-p^djTgj
on aura
Si donc on pose on aura
dç =■ Ti dpi -r- JTî dp<i — -^ Xfi dp a
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et, par suite,
réquation proposée pourra alors s'écrire
dç dv
àp\ opn
Supposons que l'on considère, dans cette équation, v comme la fonction et/>i, /?2, ... comme les variables; elle sera linéaire, et Ton pourra Tintégrer. La formule (2)
donnera alors
dv dv
U =V—pij- . . '—Pnj--^
opi opn
c'est-à-dire l'intégrale de l'équation proposée. 713. D'après l'énoncé, le système des équations
donne celui-ci
où (Xpq est le déterminant mineur de D relatif à l'élément apg^ le déterminant SaHa22. . .a«« étant d'ailleurs, comme on sait, égal à l'unité. Si l'on conçoit que dans u les variables x soient exprimées en fonction des variables 2,
on aura
du _ du du du
du _ du du du
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On lire de là
^ au du . V ^" _ 7 <^" . 7 ^« . _u 7 "^^
dXi dx% dxn dz^ dz^ âz^
en posant
(3) Zp = XiaijB + Xjajp-H. . .-h Xn^^np =^ Xn^kf
Pour démontrer TégaHté (A), difFérentions l'équation (3) par rapport à Zp en tenant compte des relations (i), il viendra
dJjp dzp
Si l'on fait successivement dans cette équation
et qu'on ajoute les résultats membre à membre, en observant que l'expression
«Al «Arl + «A2 aA:2 -H • • • -+- «A» «A-n
est nulle pour k différent de h et égale à D pour A" = A, on trouve la relation (A).
Si, au lieu de différenlier l'équation (3) par rapport à Zp^ on la différentie par rapport à l'une des variables x, Xq par exemple, on arrive à un résultat digne de remarque. On trouve en effet ainsi, en ayant égard aux relations (2),
que la dérivée -r-^ se présente sous les deux formes
* OX n
àXp àXx <^^2 ^^/i
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Or, si Ton donne k p et k q toutes les valeurs entières de I à n, on pourra former le déterminant
~ dxi dx% dxn
et Téquation (4) montre qu'il est égal au produit de
2dZx dZ^ dZn A V^ -^ n/
tion (5) prouvant aussi qu'il est égal à
—^-^ — — • • • — ^-^— dxi dx2 Ox,i
multiplié par la même quantité, il en résulte A = B. Si l'on applique ce résultat à l'expression
qui, par le changement de variable, devient
on voit que l'on aura, quel que soit 5,
dXi
âxi
âXi
àXn
àXn
àx\
dxi
dXn
OXn
dZ^
dzi
az,
àZn
àZn
àZn
les coefficients des diverses puissances de s seront égaux, et l'on aura en particulier, comme tout à l'heure,
âxi dx',
dX,i dZi àZ^ dZfi
ôx,i dzi dz^ * ' * dZn
L'équation proposée renfermant plus de deux va
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riables indépendantes, la règle de la page 872 ne lui est pas applicable. Aussi croyons-nous utile, à cette occasion, d'indiquer une marche à suivre quand il s'agit d'intégrer des équations de la foroie
(i) F(^, a^i, arj, . .., Tn\p[yPi, .. .,/^»)= o,
011 z est une fonction de n variables indépendantes x^y
X'2^ . . . , .r,i et où l'on a ph = -\ — > h recevant toutes les valeurs entières de i à n.
Dans le cas général, une fonction >s de ^Ti, ^2» • • •> -3:^ qui satisfait à (1) et qui se réduit à une fonction arbitraire Ç de ^<, ^25 • • • ï ^n^\ quand on y donne à Xn une valeur déterminée \n choisie à volonté est dite ^intégrale générale de (1).
Une intégrale complète de (i) est toute équation entre z et les Xh qui satisfait à (i) et renferme n constantes arbitraires.
Soit
une telle équation; on peut concevoir qu'on en déduise une solution de (i) renfermant une fonction arbitraire de n — I variables et qui coïncide généralement avec l'intégrale générale. Pour cela, on y considère les arbitraires comme des variables et en y supposant a„ remplacée par la valeur
(3) a«= cp(ai, aa, ..., ««-i),
où <f désigne une fonction arbitraire. On en déduit les équations
L'intégrale générale s'obtiendrait en éliminant a^y
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«2> • • •? <^n-\ entre les équations (2) et (4), mais l'élimination n'est pas possible, à cause de la fonction arbitraire cp qui entre dans (2) et dont les dérivées partielles figurent dans (4). On conserve alors le système des équations (2) et (4) qui définit l'intégrale générale d'une manière suffisante.
La condition imposée à l'intégrale générale z de se réduire à une fonction arbitraire Ç=: 9(j;,, ;r2, ...,^/î«i) quand on donne à Xn la valeur déterminée quelconque \n entraîne des conséquences dont il faut tenir compte.
Si l'on pose, en effet,
on devra avoir, pour Xn= S/i, non seulement -s= tj, mais encore
Outre les intégrales complètes et l'intégrale générale, l'équation (i) peut encore admettre une solution dite intégrale singulière qu'on obtient en éliminant les constantes arbitraires entre l'équation (2) et les équations
dui ' da^ ^ ' dan
La recherche des solutions de l'équation (i) revient donc, en définitive, à celle d'une intégrale complète.
Ce dernier problème est ramené lui-même à l'intégration d'un système d'équations simultanées
/ dxx dxii dx,i dz
\ Xi+Z/?i Xj-f-Z/>2 *** X,i-+-Z/>«'
où l'on a
h prenant toutes les valeurs entières de i à /i.
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Il importe de remarquer que l'équation (i) peut tenir Heu de Tune des équations de la formule (5).
Supposons ces équations (5) intégrées et que l'on ait déterminé les constantes arbitraires de manière qu'on ait, poura:«=$n,
et soient alors
les intégrales résolues par rapport à z^ Xi, ..., Xn-\^
L'intégrale générale de (i) sera le résultat de l'élimination de 2^, ^o • • • > i/î-o 'j'> • • • 1 ^«î entre les n équations (6) et les n 4- I équations
mais l'élimination ne sera possible, en général, que quand on aura fixé la fonction arbitraire 0. ( Voir, pour la théorie, le Calcul intégral de M. Serret, d'où ce qui précède est un extrait à peu près textuel.)
Revenons maintenant à l'équation proposée.
Pour intégrer cette équation , qui peut être considérée comme la généralisation de celle de Glairaut, il n*y a pas besoin de recourir aux méthodes générales ; posant
Fbenet. — Recueil» 33
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—1 = Di , ^ — =p2i • • • î elle devient
et
(i) z = aia?i-+-aja7j-4-. . .-»- a/iir„+/(ai, a», ..., a„),
ai, ^2, •..) a/2 désignant des constantes, en est une intégrale complète. L'intégrale générale s'obtiendra en posant art= ^(«1, «2, . . .^ <3f/j_i ) et en éliminant a^, aj, . . ., a^-j entre Téquation (i) et ses dérivées relatives à «<, a^, ..., a„_i 5 indépendamment de l'intégrale générale, il existera encore des intégrales singulières que l'on obtiendra par les procédés connus.
715. Pour intégrer cette équation, posons ph = ^ — ? elle deviendra (i) plxl-hplxl-h...-hplx\=i.
Pour intégrer cette équation, on formera les équations
dpi dpi
, , , ~ ^iPÎ " ^ÏPÏ (2) <
dxi dx^ dz
p^x\ piX\ />î^î-+-.-.-+-/?«^/î
Ces équations, auxquelles on doit adjoindre (i), sont surabondantes . Intégrons-les en prenant/? i = nji , /?2 = ^2 ? • • • î ^1 = Çj, ^2= ^2) • • •; ^ = ÎJ pour Xn= \nj on trouve
Pi dx\ -h Xx dpi = 0, . . . ,
d'où l'on tire
p^Xi = TîTiÇi, j )
on a ensuite
dz =
ce qui donne
dxi dx\
I , Xx I , Xt
et à ces formules (3) et (4) il faut joindre
(5) wî?î + ^îîl -+-... -+-wA5J = i,
qui servira à définir w^ et à l'éliminer. Cela posé, pour avoir rintégrale générale de (i), ou la valeur de z qui se réduit à la fonction arbitraire 6(^<,^2> •• •» Xn-\) pour Xn= Çw, on éliminera les/?, les tîj, les $ et Ç entre (i), (3), (4), ( 5) el
ç = e(Çi, ...,ç«_i), de
ae
On peut aussi obtenir une intégrale complète en éliminant les p et les ts entre (i), (3), (4), (5), ce qui donne
et en déduire toutes les autres intégrales.
716. Soit z une fonction de ^<, ^2> • • •> -^^wj si l'on pose
dz àxh
= Pht la condition pour que le hessien (p. gS) de z soit
nul s'exprime par Téquation
àp\
âpi
àpi
dxi
dxi
àxn
àpi
àpi
àpi
âxi
àxz
âXn
àpn
âxi
àpn
àpn àXn
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le jacobien (p. 98) des fonctions p^, />2? ..-,/>« est donc nul el il existe entre elles une relation
(i) FQdi,/),, ...,j»rt) = o,
F désignant une fonction déterminée. Pour intégrer cette équation du premier ordre, il faudra (n® 714) former les équations ordinaires
[àpj \dpj
dp\ dpi — dz
àpi ^ dpn
Si l'on désigne alors par Ç|, Çj, ..., gJ|, ^2, ..., 2^ les valeurs de x^^ x^^ . . ., /?<, /?2? • . ., ^^ pour Xn^= i„, on aura les intégrales
(3) />i = ^i) /^i=Wî> •••?
i ii\ ^i~ Si _ ^2—^8 _ _ -g — C
^^^ àY " e^F aF aF '
-r ;t Wl-7 h...4-TïJft-r
avec la condition
Pour avoir l'intégrale générale de (i), on désignera par 9(^1, ^2) • • M ^«-1) ui^e fonction arbitraire de X\^ x^-^ .. .-^ Xn-\t et on éliminera les/?, les m, les Ç et Ç entre (3), (4),(5),(i)et
Toi = -rj:- > . . . , W/t_i =
On peut donc dire que (4) et (5) donnent la réponse à la question, si l'on suppose que, dans ces formules, xs^ est
= ûfi, 377 = «1, . . .,
S0LUT10JN3* 5 I
donné par (5) et que Ç, OT|, ©27 •••y représentent une fonction arbitraire de Ç^, . . ., Ç^.^ et ses dérivées.
Autrement, considérons la fonction
z = ai a?! -+- «2 J72 -f- . . . -f- a/t ar^ + ^»+i >
«4, «2) «"î ^rt désignant des constantes liées entre elles
par la relation
F(ai, «2, . . ., an) = o,
et a„_j.| une fonction arbitraire <f (ûTi, ût2, . . . , a,2_i). H est clair que l'on aura
àz _ dz
dxi *' dx^
et que a<^4 + a2^2 4-* • •+ <ï«^«-h «/,+! est une intégrale complète de (i) : donc l'intégrale générale de (i) s'obtiendra en éliminant ai, a2y . . . entre les équations
z = aiXi-h a^Xf-h. . .H- anXfi-^ ç(«i^ «2» . • •» <3t,i_i),
()cp (JF dF
o = a7i-h — î ^/iT— • ^ — '
c'a] aai dan
âo dF dF
o = Xi-+- -^ Xn T— : -^ — y
oa^ oa^ oan • )
F(ai, «2, . . . , an) = o.
717. Pour intégrer cette équation, nous poserons dx P' dy ^' dz '
elle deviendra alors
nous formerons ensuite les équations différentielles ordinaires
dq dr
— dx — dy
^dz _ —df
ip iq
ir 2p^-hiq^-hir^
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auxquelles nous adjoindrons (i); leurs intégrales sont, en appelant ^o> ^o> -^o? />o> S'o» ^0)/a les valeurs initiales des variables,
/>=i>o-t-î(a? — iTo),
/>o «yo ''o
Nous obtiendrons une intégrale complète en éliminant p, Çj ^f Pot Çoy '*0' Cette intégrale est
Pour obtenir l'intégrale générale, on pose, rn désignant une fonction arbitraire,
(4) /o = w(a?o,ro, '«o);
on élimine ensuite ^o? J^o? ^o entre (3), (4) et les équations , dm , (^oj .dus
OÙ, pour abréger, on a fait
que l'on peut écrire
x — xo y—yo z — zo
\dxo/ \àyo/ \àzo/
Je suppose que l'on égale / à une constante a; on obtiendra une surface qui sera une enveloppe de sphères de rajon constant et dont le centre sera assujetti à décrire
une surface T«y(:ro, J^o^ Zo) = o. La surface /= a sera donc l'équation d'une surface parallèle à w = o.
Pour intégrer les équations
f dx =■ X du H- y dv, djy =y du-hx dv^
qui satisfont d'ailleurs à la condition d'intégrabilité complète, on intéarera d'abord
dx _ dy _
dii,"^' dû^^' et l'on aura
X = Xq e»-**o, y zzzyQ e^-^o ; puis on déterminera Xq et jko ^^ moyen des formules
dxo = yo dv, dyo = x^dv, d'où l'on tire
x^ = ae^-^ 6e-*', y^ = ae^ — 6e~«', a et 6 désignant deux constantes arbitraires. On en conclut
y = e«-«o(ae*'— be-^).
719. Il est facile de s'assurer que l'équation proposée est intégrable. Pour l'intégrer, on fera dz = o, et l'on aura
{y^ -^y^ )dx-\- (x^ -^ xz)dy ~Oy
que l'on peut écrire
dx dy
x^ -hxz y^-h yz *
l'intégration donne
, X Xq-\-z . y yo-^ z
log H- lOff —^ ■= O
"^x-^-z xo ^y-hz /o
OU bien
^0 ^^yo désignant les valeurs initiales de a: et y. Pour déterminer â?o, on a ensuite
{y^-^- z) dxo— Xq dz = o,
ou
d'où Ton tire
et, par suite.
log-- = log;; >
cette valeur de Xo portée dans (i) conduit à la relation
x-\-y -^ z " a?oo -t- J^o -H -So intégrale de l'équation proposée.
L'équation
{z* — yx)dx'\- (a?* — zy)dy ->r {y^ — xz) dz = o
présente des difficultés quand on veut lui appliquer la méthode générale; mais, si l'on observe qu'on a identiquement
Xx-h Xy-\-Zz — o,
on en déduit la double égalité
, V y dz — zdy __ zdx — x dz _ x dy — y dx
z* — xy "" x^ — yz "~ y* — xz
et l'on voit que, en prenant pour variables les rapports de deux quelconques des quantités x, y, z k la troisième, on
est ramené à l'intégration d'une équation différentielle à deux variables. Posant donc - = m, ^ = ç;, et faisant en-
suite -r- =/>, on trouve 1 équation
En la différentiant, on en tire celle-ci
dp __ du p^-^i ~~ u* — I
doiit l'intégrale peut s'écrire
(3) (/> -+-!)(/?-+- a)a(7? -4- cfiy = G( M — i) ( a — a)a(M - a')«',
a et a' désignant les racines cubiques imaginaires de l'unité.
Comme on a d'ailleurs /?= — t7> w=-> en substituant
ces valeurs dans (3) et supprimant les facteurs communs, on obtient pour l'intégrale cherchée,
(a? H-^ H- ^) (a? -h fs! y -f- a^)«(a7 4- a^ -4- a'z)»' = G.
On en pourrait chasser les imaginaires, mais le calcul est sans difficulté et sans intérêt.
Revenant à la relation (a), on reconnaît facilement que la valeur commune des rapports qu'elle contient est égale à
_ \dy-\-Xdz-^Zdx ^
■" y^z-^Xx^Zy ' .
comme on sait d'ailleurs que la différentielle à deux variables Mdx-^N dy admet j^^ ^^ pour facteur intégrant, l'analogie porte à examiner si l'expression
Xz-hYx-hZy
ne jouirait pas de la même propriété à Tégard de
\dx-\-\ dZ'\-Z dx.
Pour simplifier le calcul, posons
Xz -H Ya?H- Z^= x^-\- y^-\- z^ — Zxyz = cp;
d'où résulte
et Ton trouve que les conditions d'inlégrabilité reviennent ici à Texistence des équations
Y«— ZX Z«— XY X«— YZ
(4) cp= = = ,
dont la vérification est immédiate.
On constate que c'est aux mêmes équations (4) qwe doit
satisfaire - pour être un facteur intégrant du premier
membre de l'équation (i), et il l'est évidemment aussi de
la difi'érentielle
ILdz -\-X dx -^-tdy -= d^.
On peut noter l'identité suivante
X8-h Y3h- Z3— 3XYZ = (a?3+ J3^_^3-_ ^xyz)^,
conséquence immédiate des relations (4).
L'existence d'un facteur intégrant commun aux trois différentielles considérées se rattache aux propriétés des fonctions de la forme
/(x-\- ay -{- ol' z) = P -+- QoL -h Ra',
qui sont elles-mêmes un cas ti*ès particulier d'une théorie générale exposée dans un intéressant Mémoire de M. Laurent Sur les Equivalences algébriques et V Elimination, {Nouvelles Annales de Mathématiques; septembre et octobre i886.)
721 . La composition de D condui t à introduire ici deux expressions de la forme X^ -h [i-^y V(f + [x'<{^, et Voa conçoit qu'en prenant pour X, ijl, X', [jl' des fonctions entières convenables, on puisse égaler ces expressions à d'autres fonctions entières données quelconques. En conséquence, nous poserons
et il importe de remarquer que le déterminant
est nul pour les systèmes de valeurs de a: et j^ qui annulent R et S sans annuler à la fois f et ^. Or, si l'on différentie (2), on a
\ ^ ^ — dj^—R'
dx ^ dx ^ dx ^ dx ^ ^
'()«p d^ dX I ^^F*- __
ày ày àjr ^ dy '
OU, en supposant que ;r et^ soient solutions de (i),
d'où l'on tire, pour les valeurs de x qui satisfont à (i), (3) R'S'=DA;
or, si l'on développe J" suivant les puissances décroissantes de X, on sait que le coefficient de - dans le résultat est y^^,^ ^ >. Xp désignant une racine de R(^) = o; donc
le coefficient de — dans le développement de j^,\l, \ sera ^R\^J)S\) y ^"f désignant une racine de S{y) = o. Il en résulte que V p?'. , c// '"T^ sera le coefficient
de — dans
xy
mais tki^Xp^yq) est nul, excepté pour p=iq^ d'après ce que nous avons vu ; donc la fonction symétriqi:^
2L{xi,yi)V{xi,yi) H'(a^/)S'(^/) '
est le coefficient de — dans le développement de l'expression (4); en vertu de (3) cette fonction symétrique est égale à
^^ 2àD{x,,y,y
ce qu'il fallait démontrer.
Supposons cp de degré m, if de degré n, le plus petit de ces nombres n'étant pas inférieur à 3, les degrés de X, |JL, X', |jl' seront mn — m, mn — n^ mn — /??, mn — /i, le degré de A sera 2.mn — m — /i, celui de D, m + Al — 2. Si donc le degré de F est au plus m -\- n — 3, c'est-à-dire si F est de degré moindre que D, le numérateur de la fraction (4) sera de degré
m -h 71 — 3 + 2 mn — m — n
ou 2/n/i — 3, le dénominateur de degré imn et le coefficient de — sera nul dans le développement de (4); donc,
Si F est de degré inférieur à D /a fonction symétrique
des solutions de (f(x,y) = o, ^{oc, y) = o sera nulle.
Si le plus petit des nombres m et n était inférieur à 3, les relations (2) pourraient n*étre satisfaites qu'en donnant aux multiplicateurs des degrés supérieurs à mn — m et mn — n, mais la conséquence précédente n'en subsisterait pas moins.
Si l'on pose, pour abréger
?*=dî' f*'=àjr' +'=5^' ^*=-àP'
et qu'on différentie les équations proposées en désignant par 8tj^ la différentielle de ^ prise par rapport à ses coefficients sans faire varier x et y, on voit que les points Xpj yp satisfont aux formules
cpi <fa7 + <pt cÇ;^ = o, 4^1 dx -\- ^^dy -{- 1^ =: o,
d'où, en éliminant dy^
et, par suite,
F{x,y)dx ^ l^Tjx.y) ^
Si dans cette formule on fait x=^Xy^ X2, ... et si l'on ajoute les résultats en supposant F de degré m — 3, on aura, en vertu du théorème du numéro précédent,
2F(xp^yp)dxp ^^^ ^ii^pjyp)
L'idée première de ce théorème est due àAbel, la démon-
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stralion précédente est de Clebsch. Cauchy et d'autres géomètres ont donné des formes un peu différentes au théorème d'Abel {Comptes rendus, mai 184 !)•
Coupons la courbe
par la parabole
qui la rencontre en trois points variables avec a et ^ dant
nous appellerons les coordonnées (^|,j^4)(^,,j^2)j(^3>y8) et au point fixe a? = o, y = 1 . La fonction ^ du numéro précédent étant icijK^ — (i — ^^){^ — k^x*^)^ on acp2=2y, et le théorème d'Abel donnera
dx^ dxm dx*
ou
dx\ dx\
^/{x-x\)(x-k^x\) slv-x\){i-l<^x\)
dx% "^ ^(i-a;î)(i-^T^) """'
or X\^ X2, Xz sont les racines de l'équation
(1 — x^) (i — k^x^) = (i -h Pa? -H oLx^y, dont on a supprimé la racine ^ = o, soit
ar8(^2_a2) — îa^a?* — (i-h A:*H- 2aH- P«)a? — 14^ = 0.
On en conclut
2aS a?i -4- a^j -f- 373 = ^j ^j,
et par suite
:r.rr«a7»
On a, d'autre part,
d'où l'on tire
et, en remplaçant a par sa valeur (3),
Cette formule est une conséquence de (2); or, si l'on pose Xi = sna, X2=^ snô, ^3= snc, (2) devient
da -i- db -f- de = o ou
G désignant une constante. Mais (4) donne
sn^a — sn*^
SnC = F -, TT>
sno sn a — sna sn 0
et snc s'annulant pour a= — b,c s'annule aussi, et l'on a C= o et c = — (a + 6); de là résulte la relation
sTï'b — sn*a
sn ( a -h 0 ) = — i — 7 TT '
et Ton retrouve la formule connue en multipliant le second membre haut et bas par sn6 sn'a + sna sn'è et observant que sn'a = cna dn a.
724. Pour trouver l'aire d'une courbe du troisième deffré, nous montrerons d'abord que les coordonnées x,y d'un point quelconque peuvent s'exprimer au moyen des transcendantes elliptiques. A cet effet, plaçons l'origine des coordonnées sur la courbe ; son équation prendra la
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forme
Çs> ?2> ?i désignant des polynômes homogènes de degrés 3, a, I, en sorte que, si l'on pose
Féqualion précédente pourra s'écrire
t];,, Aa, ^i désignant des polynômes entiers en t de degrés 3, a, i; on en conclura
Ainsi on peut exprimer x rationnellement en fonction de /
et d'un radical y/T, où T est du quatrième degré en t, par suite y -=: tx est de la même forme.
Pour introduire les fonctions elliptiques dans l'expression de X et de j^, nous poserons
puis nous ferons la substitution
S désignant une nouvelle variable et X, [x, V, ja' des constantes; ^4, ^2f 4*3 ^^ changeront en des fonctions rationnelles de s, et l'on aura
= >^/ ^ ,,^ (A5*-f-B53+G52 4-D5 4-E), (X'5-4- {jl')* ^ ^'
A, B, C, D, E désignant de nouvelles constantes ; on sait que
l'on peut choisir X, [Ji, V, jx' de manière à faire évanouir B et D, en sorte que Ton pourra poser
y {s) et g{s) étant des fonctions rationnelles et />, q des constantes, y sera de la même forme et contiendra le même radical; il ne diffère de x que par un facteur rationnel. En posant alors, suivant les cas, ps ou qs égal à
l'une des fonctions snw, cnw, dnw, tna, 3 — i 3 — ou à
leurs inverses (p. 467), on aura x et y sous forme rationnelle en sn;/, cni/, ànu,
La différentielle j^rf^r de Paire de la courbe pourra donc s'intégrer au moyen des fonctions elliptiques.
L'hyperboloïde à une nappe
/pS yi z^ __
peut être représenté par l'ensemble des deux équations
ou encore
1 — = 005 cp sincp,
Ci C ,
,- = smcp H — COS9, b ^ c *
sin({;
- sin«V,
- cosiy.
Ces équations (i) et (2), qui n'en forment en réalité que trois distinctes, représentent des génératrices passant Tune au pointer = acos<j), yz=b sin^f^ z = o,et l'autre au point X = acos^j y = bsin^f z = o\ elles sont d'ailleurs de
Fbenet. — Recueil, 3^
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systèmes différents. Parleur rencontre elles déterminent un point (a?, jk, z) dont les coordonnées s'expriment en o et ^ par les formules
sin(®-4-y) 2
a? = CL —, ^-*^ r^-^ = Cl )
smo H- sind; cp — d» ^ ^ cos -i ^
COS 9 -h cos <L 9 — d» * ^ ces i-
_iir» J L
sin9 — sind»
sin
cos4/-hcos9 cp — ^ ^ ^ cos -S ^
Or, si Ton observe que Ton doit avoir, en appelant s Tare de courbe tracé sur l'hyperboloïde,
ou
cette équation représentera, à l'aide des coordonnées cp, 4, l'équation des lignes de courbure; en remplaçant dans cette équation les dérivées partielles par leurs valeurs, on trouve
formule où
L'équation des lignes de courbure est donc l'équation d'Iîuler, ou sous forme finie
cos (A = cos cp cos <j/ ±: sin «p sin ^ ^i — A:* sin^ p..
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En remplaçant dans cette équation sin^p, cos<p, sintj;, costj» par leurs valeurs tirées des équations (i), on trouve, pour la projection des lignes de courbure sur le plan des xy^
Au fond, comme on connaît les équations des lignes de courbure des quadriques, l'analyse que nous venons de développer est une nouvelle méthode d'intégration de l'équalion d'Euler.
FORMULES CONCERNANT LES FONCTIONS ELLIPTIQUES
{Notation de Weierstrass,)
.co, q = e "«
6|(a?) = a\]^\ */ cos(fî/n-i) ,
6,(a?) = I -h 2 ^( — i)^ y»*cos
63(2?) = I -+- 'i 2^qn^ cos-—^
0 {œ) = 2 V (— O^^v ^/sin(2/i-hi) -— •
1 /TCJC
e,(a?) = 63(2? -h (Di), ei(ar) = 63(3? + caO^^'^e'^^S
6(0?) = — ôi(a?-4-a)i), e3(a?H-2a>i) = 63(3?), 62(37 + 20)2)= ej(a?), 61(5? -h 20)1) = — 61 (a?), 6 (a?-+- 20)0 = — 6 (a?).
FORMULES CONCERNANT LES FONCTIONS ELLIPTIQUES
Zéros de 6 2mi(i)i-f-a/ns(ûty
Os (i)|-f- (1)}+ amib>i+ amtcos,
I2r,ici)i = 7:*lç^ — 3y*-f-55' * — ...y.
on pose
on a
ITZ
«i-hco,-|-ci)a=o, îli-4-r,i-hr^j = o;
ff(a?-+- 2u)a) = — cr(a?)<?«TQa(«+w«).
= 4[p(ir) — «i][p(a7) — e,][p(a:) — es], p(ci)i) = <?,, p(c*),) = c,, p(c«>a) = e3.
Sna7=/ei — Cj -« A:» =
vK/ë^li)-^'
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