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SUR LE
L'Auteur et TÉditeur de cet Ouvrage se réseryent le droit de le traduira ou de le faire traduire en toutes langues. Ils poursuivront, en vertu des Lois, Décrets et Traités internationaux, toutes contrefaçons, soit du texte, soit des gravures, ou toutes traductions faites au mépris de leurs droits.
Le dépôt légal de cet Ouvrage a été fait à Paris dans le cours de 1882 , et toutes les formalités prescrites par les Traités sont remplies dans les divers États avec lesquels la France a conclu des conventions littéraires.
Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme ci-dessous, la griffe de l'Éditeur, sera réputé contrefait. Les Aesures nécessaires seront prises pour atteindre, conformément à 'la loi, les fabricants et les débitants de ces exemplaires.
AVERTISSEMENT
Cet Ouvrage, dont le titre indique suffisamment le but, se compose de trois Parties. La première est consacrée au Calcul différentiel, la seconde au Calcul intégral, et la dernière contient un choix d'Exercices pris indifféremment dans ces deux branches de l'Analyse.
La solution des questions proposées ne demande, en général, que la connaissance des théories énoncées dans le programme de la licence es Sciences mathématiques. La partie de ce programme qui figure dans le Cours de Mathématiques spéciales a naturellement amené certains développements et un assez grand nombres d'Exercices, appropriés surtout aux besoins des élèves qui suivent ce Cours. Comme la notation de Leibnitz, employée ici, n'a pas encore accès dans l'enseignement secondaire, on a dû l'expliquer en tête du Livre.
Des publications analogues, répandues en Allemagne et en Angleterre, ont fourni de précieux secours. On a surtout largement puisé dans l'excellente collection due à M. D.-F. Gregory, et qui a pour titre : Examples of the processes ofthe differential and intégral Calculas; Cambridge, 1846.
VI AVERTISSEMENT
Cette nouvelle Édition se distingue principalement de la précédente par un accroissement notable du nombre des Exercices. Les derniers changements apportés au programme de la Licence en ont suggéré la plus grande partie. L'objet des autres est d'appeler l'attention sur des notions et des théories importantes qui ne rentrent pas nécessairement dans l'enseignement officiel, et d'inspirer aux lecteurs studieux la pensée de les approfondir.
L'Ouvrage est complété par une Table analytique destinée à faciliter les recherches, et à permettre le rapprochement des divers passages qui se rattachent à un même sujet.
»ti«i
I. -J 11— ~ L '- = [ ). EOLER
IL v' — I =r l\ (GaUSS.)
ni. Logj: désigne le logarithme népérien de x. IV. L'expression
dans laquelle a et i sont des nombres entiers, représente la somme des valeurs que prend F(7i) quand on y remplace n successivement par chacun des termes de la suite
a, a-\-ïy a-f-2,..,, b — i, b»
La même somme s'écrit plus simplement
^F(7i) ou Sr{n),
lorsqu'il n'en peut résulter aucune ambiguïté.
V« Les coordonnées d'un point rapporté à des axes rectilignes sont ordinairement désignées par x, j^, z-^ les coor-
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A) H(«>, HO),..., H
dans laquelle chaque terme se développe en une série con-
vergente à termes positifs, de telle sorte qu'on ait
H(»^ = «0 -h «1 -4- «2 -f- . . . -h tt„ -4- . . . ,
Si Ton forme les nouvelles séries
\ ^0 j "0 j ^0 > ''o î • • • » Wo , , . .
("1) ^1, «1 , «1 »-.. , Wi %
elles sont aussi convergentes, et leurs sommes respectives Vo, Vi, . . . , V„, . . . forment une série convergente ayant la même somme que la série (A).
Le théorème subsiste pour des séries à termes quelconques, pourvu qu'elles ne cessent pas d*êtrje convergentes quand on y remplace chaque terme par sa valeur absolue.
Si les fractions positives décroissantes
forment une série convergente, les produits
B«= (i 4-««)(i H- M,)., .{i -+- w«) tendent vers des limites finies quand n croit indéfiniment.
16. Si les fractions positives indéfiniment décroissantes (i) w,, «,, «:,..., «n,...
forment une série divergente, le produit
A„ = (i — tto)(i — "i). . .{i — w„) tend vers zéro quand n croît indéfiniment, et le produit
B„=:(l-f- tt«)(l-4- tti)...(l -+-««)
croit sans limite dans le même cas.
I -f- Wi H- Wj -4- . . . -h tt
en un produit de facteurs dont le nombre est infini.
Réciproquement, transformer en série le produit convergent
(i-h^Oli-hv,).. .(i-i-p») —
(Sterw.)
19. Déterminer les coefficients At, Aj, . . . , A„, qui rendent identiques les deux développements
P, = (l-f- ûcz) (i -4- x»z) . . . (i-f- x^z)y S, = I -h A, z -h Ajz» -h. . .-+- A.z";
puis former la série convergente qui représente la limite de Vn quand on fait croître n indéfiniment.
On suppose j: et z moindres que l'unité.
Démontrer les identités
smmo; = sm^r / i —
sin'j:
sin*—
sin'^
sm*2 — m
sin'o:
m — I ir
sm^
sin ma: =z m cosTjc tajïça: I i —
tang'or taûosr —
tang'ar
tang^
m — 1 TT
tang'or
tang*2 — «t.
où m représente un nombre positif impair*
QUESTIOIÏS.
2 J . Des relations du n® 20 déduire celles-cî :
( — i)"sm3<^{ —
'^(r5)('-^«)--|'-^=iv;;]'
(-,)-dnz>(-,).cos"j(.- J) (,-^,)
tWï^]'
dans lesquelles Tare x est compris entre m: et {n -+• i)7r, et le nombre entier n est plus petit que le nombre impair m. On s'appuiera sur les inégalités
.^. sin(a -f- h) sina tang{a -f- ^) ...^^ tanga
qui supposent a et a -h /i moindres que -> et A essentiellement positif.
Démontrer les relations
(EuLER.)
23. Vérifier, au moyen de la formule de Moivre, les relations suivantes :
sin(x -4- nh) = sina: -h f J ces ( a: H — j I a sin - J
8 CALCUL DIFFÉREMTIEL.
cos |.rH-2-) l2Sin-J
cos(a; -h nh) = cosa: — ( )sin(a?+-j(2sin-j
-(^)cos(.
On suppose n entier posîtîf.
24>. Calculer les sommes
\ xP COS (a -h poi)^ \ xPsin(«H-/7a),
et en déterminer les limites quand on suppose que n croit indéfiniment.
§ II. — Différentiation des fonctions explicites
d'une seule variable.
Étant donnée la fonction démontrer qu'on a
lOi. Si a et 6 représentent des fondions de x etj^, réciproquement X el Y peuvent être considérées comme des fonctions de a et 6, Démontrer qu'entre les dérivées partielles de a et de 6 par rapport à a: et à j^ et celles de x et de j^ par rapport à a et à 6 il existe la relation
La considération des déterminants conduit à un résultat analogue pour le cas de n fonctions de n variables indépendantes.
§ V. — Différentîation des fonctions implicites.
Une fonction u de a:, j^, -z, . . . , £ est donnée par
l'équation
a et S désignant Tune quelconque des variables Jc,/, . . , , ^, on a
àoL du àf dV d\f
du doidu da^
124., z étant une fonction des deux variables indépendantes X et j^, définie par Téquation
démontrer la relation
z=rar-f-j/(3),
125. La fonction z étant la même qu'au numéro précédent, on a
'et, plus généralement,
D;F(z) = Dr'[F'(z)(/z)-D,3l.
QUESTIONS. iq
§ VI. — Déyfeloppement des fonctions en séries. 126* De la série de Taylor
déduire la suivante :
et réciproquement.
Développer cos*x en série convergente
130. Développer e*^°*'cos(Asina:) et e**'°''sin(/isina:) en séries ordonnées suivant les puissances entières, positives et croissantes de h,
131. Appliquer la formule de Taylor et le • résultat du w^ 73 au développement en série de
arctang(:c -h ^), i>ar> — i.
On en déduira la relation
, . îT . cos^cpsina© cos'osinS?
(l) epn=C0S<pSin«H i H 1- 1- -f-
132. Développer ^ = log[j:-»- (i-j- j:*)*J en série ordonnée suivant les puissances entières, positives et croissantes de la variable.
lii^3. Trouver la relation
2(2'— i)B,.r» 2(2' — i)B,.r* .r cosecx = I H ^ 1 ^ r^-7 —
2(2*— QBaX^ T .2.3. . .6
144. Représenter par des séries ordonnées suivant les puissances entières, positives et croissantes de x^ les fonctions u el {f définies par les équations
tt = o: I IH- — 1 lu- j-z 1 ••• ( I-+-
et en déduire leur expression sous forme finie.
§ Vn. — Changement de variables.
Que devient cette équation lorsque la variable indépendante est j^P
x -- p]sl [x — p][x — q) -^ -^ ay z=ih
Prendre t pour variable indépendante, x et t étant liées par la relation
(l) sl[x—p)[x-^q) = [x^p)t.
IW. x» -j^ -I- aa: -^ -+- ^7 = O.
dx^ dix
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a
ar = cosf.
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a
a-hxY^^3(a-hxY^~^(a-^x)^-^bjr = o
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a
r = log(a H- x),
air' .r ai:
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a
(FouRiER, Traité de la Chaleur, )
9^ CALCUL DIFFÉHEIITIEL,
152. Substituer la variable^ à la variable x dans la dilférentielle
(1) du = ^^ ,,
(i — X^sin^r)'
X elj étant liés par la relation
(2) sin(2/ — x)z=zks\nx.
On suppose que la variable x ne dépasse pas - •
dr*Y
Transformer cette expression en une autre ne renfermant que r et 0, sachant qu'on a
x = rcosO, jrz=rsinB,
du du
ôx ox
Transformer cette expression en une autre dans laqueUe les variables indépendantes soient r et 0, sachant qu'on a
j:=/-cosG, ^:=rsinO.
Eliminer les variables indépendantes j; et ^, sachant pi'on a
Eliminer les variables indépendantes, sachant qu'on a
Prendre pour variables indépendantes r et 0, sachant
t^u*on a
xi=:7-cos0, yz=.rsm^,
juo ^*" <^*" à^^
Prendre pour variables indépendantes r, et y, sachant qu'on a
X z= rcosô, jr = rsinO sin^ , z = / sinO cosf. S Vni. — Elimination des constantes et des fonctions.
Mf
éliminer les fonctions ç et ^,
§ IX. — F^raie valeur des expressions qui se présentent
sous des formes indéterminées»
log(a«)-log(:r")' P«"'-^ = ''- (TZ:^)^ ' Pour^=i.
pour a: = I*
^'^* : j-» pour :r = a.
x(%a}x^-Jf&ax^Y — [7.oaKT'-^iia*x^)
6a[^x — loa) -f- (36a* a? H- 45^*)* (ao?* — û*)*
pour ^ = a.
*^*- îi~2*(/',+ ,)' P0»'-'^=0.
TT ^T n TT
206. w = rx' 4- 2 sxy -h 0^% r et j^ étant liés par la relation.
(i -h /?*) J?' -f- 'i.pqxy -f- ( I -f- q^)y'^ = l .
QUESTIONS. ag
207. u=za cos'a: -\- b cos'j-, a: Ql y étant liés par la relation
avec la condition
a'bTc^=zK.
209. Trouver sur une droite donnée un point tel, que la somme de ses distances à deux points donnés soît un minimum.
210* Quel est le rayon du cercle dans lequel, à un arc de longueur donnée, correspond le segment maximum ?
Fig. 2.) PMO est un triangle sphérique rectangle
en M 5 déterminer la position du point P par la condition que PO — MO soit un maximum.
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213. Sur la ligne qui joint les centres des deux sphères extérieures Tune à l'autre, trouver un point tel, que la somme des zones vues de ce point soit la plus grande possible.
2ik» Etant donné un prisme hexagonal régulier, on joint de deux en deux les sommets de Tune de ses bases, puis on mène par les droites ainsi obtenues des plans également inclinés sur la base et formant une pyramide. On demande quelle doit être l'inclinaison de ces plans pour que le volume total résultant ait la plus petite surface? On ne fait pas entrer dans le volume les portions du prisme qui sont en dehors de Tangle solide au sommet de la pyramide.
215* Etant donné un cône droit, on demande de le couper parallèlement à la génératrice par un plan tel, que le segment parabolique résultant soit le plus grand possible.
216. Déterminer l'ellipse la plus grande qu'on puisse obtenir en coupant par un plan un cône droit donné.
217. Parmi tous les secteurs sphériques de volume donné, trouver celui dont la surface totale est la plus petite possible.
218. Parmi tous les vases de même capacité dont la forme est celle d'un tronc de cône, et dans lesquels l'arête fait avec le fond un angle donné, trouver celui dont la surface totale est la plus petite possible.
219. Un point lumineux M est mobile sur la circonférence d'un cercle donné \ il éclaire une surface infiniment petite û) dont le plan est perpendiculaire à celui du cercle et passe par son centre. Cette surface pouvant être regardée comme située en un point P de l'intersection des deux plans et intérieure au cercle, on demande la position que doit occuper le point M pour que la surface w en reçoive un éclairement maximum.
QUESTIONS. 3l
L'éclaîrement est proportionnel au sinus de l'angle de la direction des rayons lumineux avec la surface éclairée, et en raison inverse du carré de la distance du point lumineux à cette surface.
220* Remplaçant, dans la question précédente, la circonférence par une droite AY qui rencontre le plan de la surface &> au point A, et se projette sur le plan suivant une droite AX passant par le point P, on demande quelle position doit occuper le point M sur la droite AY, pour que l'éclairement de la surface w soit maximum.
221. Trouver, sur une circonférence donnée, un point tel, que la somme de ses distances à deux points donnés A et B soit un maximum ou un minimum.
222* Inscrire dans un ellipsoïde donné le parallélépipède maximum.
223* Trouver le triangle de périmètre minimum inscrit dans un triangle donné. <
224* La surface qui a pour équation
étant coupée par un plan donné qui passe par son centre, on demande les distances maximum et minimum de ce centre au périmètre de la section.
225. Surface de la section faite dans un ellipsoïde par un plan qui passe au centre.
226» Volume de Tellipsoïde qui a pour équation ax* H- a'x^ -f- a" z^-\- 2. byz -4- 2 b'xz -+- 2 b"xx =r c.
227. Circonscrire à un triangle donné la plus petite ellipse possible.
228. Inscrire dans un triangle donné la plus grande ellipse possible.
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a29. De toutes les pyramides triangulaires qui ont même base et même hauteur, quelle est celle qui a la plus petite surface?
230. Trouver un point tel, que la somme de ses distances à trois points donnés soit la plus petite possible.
S XL — Tangentes aux courbes planes.
23 i. Sous-tangente de la courbe qui a pour équation
La courbe représentée par Téquatiou
est coupée en trois points par la droite j" = m}x. Trouver les tangentes en ces points, et déterminer le point où cha« cune d'elles coupe la courbe.
234. Généraliser le problème de la cycloïde en substituant un cercle à la droite fixe et supposant que le point décrivant, toujours invariablement attaché au plan du cercle mobile, n*est plus situé sur la circonférence. Tangentes aux courbes ainsi obtenues,
235. Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point fixe A sur les tangentes à une courbe est dit la podaire de la courbe par rapport au point A. Si m et fx sont deux points correspondants de la courbe et de la podaire, la tangente en /2 touche la circonférence décrite sur A m comme diamètre.
236. Trouver la podaîre de la courbe représentée par Téquation
.r\" ly\^
le point fixe étant à l'orîgîne.
237. Parmi les polygones d'un même nombre de côtés circonscrits à une figure fermée convexe, celui dont la surface a la plus petite valeur possible jouit de la propriété que chaque point de contact est le milieu du côté auquel il appartient.
238. Si Ton mène à plusieurs courbes données, à partir d'un point fx situé dans le plan de ces courbes, des normales qui les rencontrent aux points mj, m, , mj,. . . , et que le point \x. se déplace de manière qu'on ait toujours
fATW, -\- ^m-i -f- jx/Wg +... = const.,
la normale au lieu qu'il décrit passe par le centre des moyennes distances des points mj, mj, m^,. . . .
239. Soit AMB un arc d'une courbe donnée. La corde AB = a étant fixe, on demande quelle doit être la position du point M sur cet arc pour que la somme des cordes AM 4- MB soit un maximum. — Solution géométrique de la même question.
24.0. Trois courbes étant données, on prend un point sur chacune d'elles et l'on demande comment ces points doivent être choisis pour que le triangle dont ils sont les sommets ait une surface maximum ou minimum. — Cas particulier où les trois courbes se réduisent à une même ellipse.
241. Mener à l'ellipse une normale telle, que la. portion de cette ligne droite comprise dans la courbe soit la plus grande ou la plus petite possible. (O. Bonnet.)
FuE-fET. — Recueils 3
Soit m un point d'une courbe dont l'équation est
et dans laquelle les variables uelv peuvent représenter : I ° Les distances du point aux droites A et B 5 2** Les distances du point aux points fixes P et Q •, 3® u la distance du point à A, et j^ la distance mP. Dans tous les cas, si Ton porte, à partir de m et parallèlement aux directions des droites u et f^, des longueurs proportionnelles ^ fi ^fl ^ en ayant égard aux signes, la diagonale du parallélogramme construit sur ces longueurs sera dirierée suivant la normale aux points m.
(JOÀGHIMSTHAL.)
244.. Si l'on fait rouler dans un plan une courbe A sur une courbe fixe B, les positions successives d'un point 11 , invariablement lié à A, déterminent une nouvelle courbe dont la normale en chaque point passe par le point de contact des courbes A et B. (Descartes.)
245. Les tangentes à une courbe donnée étant représentées par l'équation
(i) flX -t- ^Y-hc = o,
quand on donne des valeurs convenables à une variable t dont dépendent les coefficients, exprimer les coordonnées d'un point de cette courbe en fonction de t. Vérifier que les valeurs des coordonnées obtenues définissent les points d'une courbe à laquelle la droite (i) est tangente.
§ XII. — Construction de courbes. — Points d'inflexion
et autres points singuliers^
Épîcjcioïde (n
277. Soient m A = r la distance d'un point m d'une courbe à Torigine A des axes supposés rectangulaires, p la perpendiculaire abaissée de A sur la tangente en m^ e l'angle dô cette tangente avec Taxe des x, ds l'élément de l'arc et p le rayon de courbure^ on a
ds d^p dr
^ di ^ di' dp
278. Dans toute courbe dont l'équation satisfait à la relation
dx b^-hX^ '
la différence entre l'inverse de la longueur de la normale et l'inverse du rayon de courbure est indépendante de b,
279. Lorsqu*en un point d'une courbe le rayon de courbure est maximum ou minimum, le contact de la courbe et du cercle osculateur en ce point est du troisième ordre.
280. Soit une droite OM qui passe par un point fixe O et rencontre, en Ai, A2,. . ., A„, n courbes données (Ai), (Aj),. , ., (A„). Le point M est tel, qu'on a
«,, <7j,..., /7„, m étant des constantes. Lorsque la transversale OM tourne autour du point O, le point M décrit une courbe (M) et Ton a •
pcos^a Rcos*/x
p^ étant le rayon de courbure de la courbe ( A^) et «^ l'angle que fait ce rayon avec la transversale. R et jx sont des quantités analogues pour la courbe (M).
§ XIV. — Géométrie à trois dimensions.
28i. Etant données deux droites D et Di représentées par les équations
X — a, y — hx z — c,
on demande :
1° La direction de la plus courte distance des droites D et D, -,
2° La longueur de cette plus courte distance \
djL
dn
dl
3^ Les coordonnées des points de D et de Dj dont la distance est un minimum.
282. Soient, en un point M d'une courbe à double courbure, a, i, c les cosinus directeurs de la tangente, a, S, y ceux de Y axe du plan osculateur, co l'angle de contingence, u Tangle de torsion*, sachant qu'on a les relations
cl{—\ , . ^ \ds I da db de
as 6> b) M
où X, ;/, V désignent les cosinus directeurs de la normale principale, prouver qu'on a aussi
283. Déduire des équations ( a ) du numéro précédent la formule connue
d,r{d^Xd^ z—d"^ zd^y)-{-dy{d^ zd^ .T—d^xd^ z)-\-dz{dKTdy — d\rd*.r) ~~ * (djdz — dzdyy-h{dzd\x — dj:d'zy-hid,rd^X'—dxd^j!:y
284-. Les notations étant celles du n° 282, démontrer les formules
et tirer de là l'équation
4» désignant l'angle de deux normales principales infiniment voisines.
285. Soient M un point d'une courbe C, Mj le point correspondant de la courbe Ci lieu des centres de courbure de C 5 trouver les angles que la tangente en Mi fait avec la tangente, la normale principale et le plan osculateur au point M.
QUESTIONS. 3q
286. Soient M et M' deux points infiniment voisins d'un^ courbe donnée^ P un plan mené par M perpendiculairement à la normale principale en ce point ^ P' le plan analogue en M'; le point M étant supposé fixe, déterminer l'intersection limite L de ces deux plans, et en conclure une représentation géométrique de la seconde courbure.
(Lancret a donné au plan P le nom de plan rectifiant et celui de droite rectifiante à la ligne L. )
287. En un point M d'une courbe à double courbiu'e, déterminer l'intersection limite m du plan normal avec deux plans normaux infiniment voisins et trouver l'expression de la longueur Mm.
Le point m est le centre de la sphère osculatrice dont Mm est le rayon.
288. Si le rapport des deux courbures d'une courbe est constant, cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre à base quelconque. La réciproque est vraie «
289. La courbe dont les deux courbures en chaque point sont constantes est une hélice tracée sur un cylindre à base circulaire. (Puiseux.)
290. Etant donnée une courbe AB, on en déduit une autre Aj Bj , en portant, à partir de chaque point M de la première, une longueur constante MMi = h sur la normale principale en ce point. Trouver les angles que la tangente en Mj à la courbe Ai Bi fait avec la tangente, la normale principale et l'axe du plan osculateur de la courbe A B au point M.
291. Les données étant celles du n° 290, trouver les conditions :
1° Pour que les tangentes aux points correspondants des deux courbes soient parallèles *,
2° Pour que les normales principales correspondantes coïncident.
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Appliquer à la courbe représentée par les équations
( I ) x^z= Sp^Xf 2JCZz=p*
les formules fondamentales de la théorie des courbes gauches (p. 192 et 193).
293. Trouver le plan normal, le plan osculateur et les deux rayons de courbure de la courbe d^intersection de deux cylindres droits dont les axes se coupent rectangulai rement.
294". Résoudre les mêmes questions que dans le numéro précédent pour la courbe représentée par les équations
r' = z.Tj x*-\-jrz-= 3px.
295. Résoudre les mêmes questions que dans le n** 293 pour le lieu des points d'une sphère tels que la somme de leurs distances à deux points fixes pris sur la sphère soit une quantité constante. (Ellipse sphérique.)
296. Sur une demi-sphère dont le cercle de base est dans le plan XY et dont le centre O est l'origine des axes, un point M décrit une courbe C telle que l'angle y du rayon OM = R avec le plan XY est dans un rapport constant n avec l'angle des plans ZOM et ZOX : trouver le plan normal, le plan osculateur et les deux courbures du lieu ainsi obtenu.
297. Soient m un point quelconque d'une courbe tracée sur une surface de révolution, /' le rayon du parallèle passant en m, et 9 l'angle de la courbe avec le plan du méridien correspondant 5 si le plan osculateur de la courbe est normal à la surface en chaque point, le produit rsincp est constant.
298. Etant donnée une courbe qui rencontre toutes les génératrices d'une surface réglée, et telle que les cosinus directeurs de chaque génératrice, au point où elle coupe la
courbe, soient des fonctions des coordonnées de ce point, on demande :
I** La direction limite de la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines •,
2° La limite vers laquelle tend le rapport -j â étant la
plus courte distance et p» Tangle de ces génératrices^
3° La position, sur Tune des génératrices, du point limite [point central) où elle est coupée par sa plus courte distance à l'autre.
299. La génératrice D d'une surface réglée est donnée par les équations
(D) x=zmz -hp, jr =z nz -{- q^
dans lesquelles m, w, p sont des fonctions d'une variable t-^ on demande les coordonnées du point central situé sur cette génératrice.
300. Appliquer le résultat du numéro précédent à la recherche du lieu des points centraux [ligne de striction) du paraboloïde hyperbolique donné par l'équation
301. Trouver la ligne de striction de l'hyperboloïde à une nappe représenté par l'équation
302. Les données étant celles du n? 298, si â est une quantité infiniment petite par rapport à ^, elle est au moins du troisième ordre infinitésimal. (Bouquet. )
303. Dans les surfaces pour lesquelles S est un infiniment petit d*ordre supérieur à i^, le plan tangent en un point est tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce point. (Surfaces développables. )
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304- Toute surface développable (n° 303) peut être regardée comme le lieu des tangentes à une courbe à double courbure, et réciproquement.
305. Les plans tangents d'une surface développable sont en même temps les plans osculateurs de son arête de rebroussement (n® 304).
306. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface réglée soit développable (n° 303) peut être remplacée par les relations
dl dm dn
a — Zcosô b — wcosô c — /z cosO
désignant Tangle de la génératrice avec la courbe directrice (n° 298).
307. Par chaque point d'une courbe à double courbure on mène une perpendiculaire à la tangente en ce point-, condition nécessaire et suffisante pour que la surface réglée ainsi obtenue soit développable.
308. Par chaque point d'une courbe A on mène une perpendiculaire à la tangente, de manière à former une surface développable. On demande de déterminer, en un point Mi de l'arête de rebroussement Aj répondant au point M de la courbe donnée :
1° Les deux courbures de la ligne Ai^ 2® L'élément de Tare de cette courbe.
(La courbe Ai est une des développées de la courbe A.)
309. Des relations du n° 306 déduire l'équation générale des lignes de courbure.
310. Si l'intersection AB de deux surfaces S et Si est une ligne de courbure de chacune d'elles, ces surfaces se coupent partout sous le même angle-, et réciproquement, si deux surfaces se coupent partout sous le même angle, et si Tin-
tersectîon est une ligne de courbure de Tune d'elles, elle sera aussi une ligne de courbure de Tautre.
311. Trouver le lieu des projections du centre de Tellipsoïde sur ses plans tangents {a? 235 J.
312. Mener un plan tangent à la surface représentée par J équation
et trouver l'intersection de ce plan avec la surface.
313. Mener un plan tangent à Thélicoïde gauche dont l'équation est
xcoskz — ysmÂzz=z o,
et calculer la distance de Torigine à ce plan.
314. Le plan tangent en un point du lieu des tangentes à l'hélice (hélicoïde développable) fait un angle constant avec la base du cylindre droit sur lequel la courbe est tracée.
Mener un plan tangent à la surface qui a pour équation
a^x^-\' b\r^-h c*z^= [.T^ -hr^-h z'Y (n« 311), et trouver la distance du centre à ce plan.
316. Déterminer les rayons de courbure principaux des surfaces du second degré.
317. Rayons de courbure principaux de la surface qui a pour équation
318. Rayons de courbure principaux : i*' de rhélîcoïde développable (n° 314)^ 2° de Thélicoïde gauche (n° 313).
§ XV. — Enveloppes des lignes et des surfaces.
319. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes ont les mêmes directions, et pour lesquelles la somme de ces axes est constante.
320. Enveloppe d'une droite de longueur constante qui se meut en s 'appuyant sur deux droites rectangulaires.
Enveloppe des cercles donnés par Téquation
[x— ay -f- J^= h\
avec la condition è* = ^ma.
323. On donne deux droites OaA, OèB, sur lesquelles les points A et B sont fixes et les points a et i mobiles, de telle sorte qu'on ait constamment Oa.Ob = aA.iB^ trouver l'enveloppe des positions de la droite ab.
324.. Enveloppe de la droite qui joint, dans une ellipse donnée, les extrémités de deux diamètres conjugués, en supposant qu'on fasse varier le système de ces diamètres.
325« Un point mobile décrit une conique C ; trouver l'enveloppe des polaires de ce point par rapport à une autre conique dont l'équation est
(P ) p a;^ -h 1 q xy -h rr^ = i .
Enveloppe de la droite qui a pour équation
ux -\- cr = I,
les paramètres variables u et t^ étant liés par la relation
[au — 1)' — bv^=z o.
327. La spirale logarithmique (n** 273) est sa propre polaire réciproque (n® 325) par rapport à toute hyperbole équilatère qui a son centre au pôle de la spirale et qui lui est tangente.
328. Par un point quelconque m d'une courbe donnée, on mène une droite D dont Tinclinaison sur la normale varie avec le point. Appelant fx l'intersection limite de D avec une droite analogue infiniment voisine, on demande : 1" la longueur [xm*^ 2" l'élément de la courbe enveloppe de la droite variable D, quand le point m décrit la courbe donnée.
329. Si Ton regarde les tangentes d'une courbe A comme des rayons lumineux qui se réfractent en tombant sur une courbe C, les rayons réfractés enveloppent une nouvelle courbe Al. Cela posé, soient m un point de la courbe C, auquel correspondent jtx et (Xi sur les courbes A et Ai*, a, a, et p l'angle d'incidence, l'angle de réfraction et le rayon de courbure en m 5 faisant en outre ixm = r^ ^^mz=7\^ on demande la relation qui existe entre les quantités a, «i, p,
r, Tj et l'indice de réfraction tz = -. — - (n" 328).
sm a.
330. Un plan variable coupe un parallélépipède de manière à en détacher un tétraèdre dont le volume est constant; surface enveloppe de ce plan.
331. Enveloppe d'une sphère donnée dont le centre se meut sur une circonférence aussi donnée.
332. Surface enveloppe d'un plan variable qui détache d'un cône droit un cône oblique à volume constant.
Enveloppe d|3i plans normaux à Tellipse sphérique
(no 295).
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S I. — Introduction. — Séries, produits de facteurs
en nombre injini.
1. i*^ Si ron désigne par S„ la somme des n premiers termes de la série ( i ) , comme on a
il en résulte
d'où
lim S„ = I .
2^ Semblablement, S'„ se rapportant à la deuxième série.
de
on déduit
d'où
Km S' =7.
3^ On trouve de la même manière pour la somme S\^ qui se rapporte à la troisième série,
et par suite
lim S^ r= - ( I -4-
II i\
2 3 mj
Les séries (i) et (2) ont été données par Leibnitz dans une de ses lettres à Oldenbourg (1676), au début des recherches qui l'ont conduit au Calcul dilTérentiel.
2. Si l'on multiplie chaque terme par b et qu'on pose on obtient la série
^ ' a-f-i a-i-2 OL -h n
dont les termes sont respectivement plus grands que ceux de la série
TT' ^T
en désignant par h un nombre entier quelconque supérieur à a.
Or la série (a) n'est autre que la série harmonique dans laquelle il manque un nombre fini de termes \ la série proposée est donc divergente.
Cette conclusion subsiste, que le rapport a soit positif ou négatif.
3. On vérifie que la relation est vraie pour n ^= i et n=. i\ puis, en la supposant démontrée pour une certaine valeur tî, on fait voir qu'elle subsiste quand on y remplace /i par « -H I .
Lorsqu'on fait croître n indéfiniment, il est manifeste que le premier membre croit aussi indéfiniment pour les valeurs de X qui ne sont pas inférieures à i . Si Ton suppose x <^ i , on est conduit à chercher la limite de l'expression
OU simplement celle de nx". Or, en faisant x = — étant positif, on voit que cette limite est celle de
n{n — i) , \-\- nz -\ z' + . . .
c'est-à-dire zéro. La limite demandée est donc
[x-xy
k. Soit fait
il en résulte
de même
(j:-\-n)(x-^n-hi)(x-hn-h2)(x-hn-\-3)
Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant croître n indéfiniment, on obtient la relation proposée.
Fee^ilt. — Recueil, 4
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5. La relation est connue pour |ui = i , et se vérifie pour fx = 2 au moyen de la règle à suivre pour la multiplication de deux séries convergentes. Afin de la démontrer généralement, supposons-la vraie pour l'exposant [i. En posan^ pour abréger,
__ fx(u-4-l)...(f*-h/>~ l) fl — ,
on a
(i H- j:)~v-z= I — a.j: -+- a^x^-\- . . . 4- ( — i)Pap.rP -\- . . ., et pour fx = I ,
(l +a:)-' = l — .r-h .r'-f-. . .-i-(— \)PxP'^
Le produit des premiers membres de ces égalités est (i -h jc)""^ ''■*■' \ et celui des seconds membres a pour terme
général
(— i)''(i -4- a, H- «2+. . .4- ap)xP,
On a d'ailleurs, comme on sait,
par conséquent
, , (tA -4- l) (a -f- 2). . .(fx H-/?)
Ainsi la relation proposée subsiste quand on y remplace j^k par fx -h I ^ elle est donc générale.
Le mode de raisonnement qu'on vient d'employer fournit aussi la démonstration immédiate de la relation (i).
Par hypothèse, la somme de la série demeure la même
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quand on remplace par des zéros les quantités h^^ h^^ . . . ^ cette somme est donc égale à
a — X 11 en résulte qu'on a
a — X X CL — X XX H- h\ a — .r.
a a a -h hi a a -{- h^ a -^ h^
X X -\- hi X -^ hi a — X
a a '\- hx a -\- hi a -\- h^
Or
a — X X -\- hy a — x x -\- h^
__ HT I — ) nr I — : - 9
a -\- hi a -{- hi a -\- h^^ a -^ n-x
et ainsi de suite. Si donc on pose généralement
il vient
-\ [l — a, -+- a, (i — aj) -+- a.a, (l — a.^) H-...J,
ce qui est évident.
On voit par là que la série proposée n'est autre chose qu'une transformation de Tidentité
l = I--ai -h a, (l — a2)-l-a,aï(l-— a,) -+-.» .,
où les quantités «j, a,, «s? • • • représentent des fractîouo quelconques. .
7. Le rapport du terme de rang n 4- a au terme précédent est égal à
et tend vers a: quand n croit indéfiniment. La série est donc
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convergente ou divergente selon que x est inférieur ou supérieur à i . Dans le ca^s où x = i , le rapport précédent peut s'écrire
et Ton sait qu'alors la série est convergente ou divergente
selon que lim Ji 1 c'est-à-dire b — a^ est une quantité
plus grande ou plus petite que i . Si b — a est plus grand que I , la série rentre dans la formule du n° 6 et a par con-
sequent pour somme -7 •
Si Ton a à la fois x = 1^ b — a = i,Ia série est manifestement divergente.
i^Soit a>i. On a
et Ton sait que ïe second membre tend vers une limite finie quand n croit indéfiniment. La série (i) est donc convergente.
Si Ton suppose a <[ i , comme le rapport tend vers
l'uni te à mesure que l'arc u tend vers zéro, on peut toujours faire en sorte qu'on ait, pour toutes les valeurs de tî à partir d'une valeur /?,
sm > A- 9
k étant un nombre déterminé plus petit que i . De là résulte
Asin*
a -hp
f- sin* f — - — ] H- . . . -f- sin* I
I \a-hp-^ij \a-T-/2/
Le second membre de rinégalité augmentant sans limite avec 71, la série est divergente.
On reconnaît qu'elle Test aussi pour a = i .
2° Soit a ]> i. On a, pour toutes les valeurs de n autres que zéro,
sin ( I
par conséquent
ce qui démontre la convergence de la série. Si Ton suppose a <^ I , on a
la série est donc divergente^ elle Test encore si a = i .
9. Observons d*abord qu'on a, pour toutes les valeurs positives de x et pour les valeurs négatives de x plus grandes que — 1,
(A) log(H-a:)<;x.
Cette inégalité résulte immédiatement de la relation
-I- (irh^
On tire d'ailleurs de (A)
OU, en faisant r =
(B) bg(i-4-j)> ,_^^
Cela posé, la série (i) revient à la suivante :
1 log ( . + tang' f ) + 1 log ( , + tang' -j^ j
+ ^log(, + ,ang»^)4-...,
laquelle est convergente en vertu de (A) et d'un résultat du numéro précédent.
Quant à la série (a), elle est divergente (n® 8), car les
séries
Soit (i) 7=\ sin{«-+-77a
Le produit d'un sinus par un cosinus étant facilement transformé en une somme ou une difierence de sinus, on conçoit que, si Ton multiplie les deux membres de Téquation (i) par 2 cosûf, on puisse faire apparaître, dans le second membre
de la nouvelle équation, la quantité inconnue j". On trouve, en eflet,
('?.) a^cosa = \ sm{a +/>-+- la) -f- \ sin(a -hp — i a),
;)=o p=zo
OÙ la première somme du second membre représente
^-f-sin(a -i-/i-+-ia) — sin^, et la deuxième
X — sin(a-i- /la) + sin (a — a).
L'équation ( 2 ) nous conduit alors, après des substitutions évidentes, à la relation
. w -t- I sin a
ia\ Y = ~ sm [ a
sin ~
On trouve semblablement que la seconde somme est égale a
sm a
2 / ncf.
cos a -h
sm -
On obtiendrait par le même procédé la valeur des sommes
\ x/'sin {« -f-y^a), \ j:Pcos{a -hpa.) ^o H (n«24).
11. Pour établir la convergence de la série (mo )? îl suflSt de montrer que la somme
est aussi petite qu'on veut pour ra suffisamment grande quelle que soit la valeur de p. Or cette somme n'est qu'une
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partie de la suivante
qui est moindre elle-même que la somme
et cette dernière est aussi petite qu'on veut à cause le la convergence de la série (A). On établit absolument de même la convergence des séries (wj), ( a,), . . ., (m»). Cela posé, on a les équations
dans lesquelles p^*^^, p^*^, p^'"~*^ désignent des quantités aussi petites qu'on veut quand n est suffisamment grand.
On peut donc supposer chacune d'elles moindre que — *
« étant très-petit et m très-grand.
On a de même
Vo = «0 H- «0*^ -h ... -h «^0"*"*^ H- <T„
cliacune des quantités o* étant supposée plus petite que - • Il suit de là que les deux sommes
. H(o) H- H(0 4- . . . -H HC"-) , Vo -f- V, 4- . . . -h- V«_. ont une différence qui tend vers zéro quand metn croissent
îndéfinîment ^ la limite de la première est donc aussi la limite de la seconde. c. q. f. d.
Dans le cas où les termes sont quelconques, et sous la condition énoncée, on voit que la valeur absolue de la somme u^^'*'^^ -f- u^^'^^^ -j- . . . -f- u^I^~^p^ est toujours moindre que la valeur absolue de la somme (B), inférieure ellemême à celle de ^expressio^
et Ton sait que cette dernière tend vers zéro, quel que soit p^ à mesure que m croit indéfiniment. De là résulte encore la convergence de la série (wo)^ et Ton arrive de la même manière à celle des séries («1), (wj),. . ., (w„). La démonstration s'achève comme dani le premier cas.
Le théorème subsiste évidemment lors même qu'on suppose quelques-unes des séries (C) ou (D) composées d'un nombre fini de termes. Chaque série de cette espèce peut en effet être considérée comme une série convergente indéfiniment prolongée, mais dans laquelle s'évanouissent tous les termes dont le rang surpasse un nombre donné.
Ce théorème important, dû à Cauchy ( /In al. algéb,^ p. 537), est utile dans la recherche du développement des fonctions en séries. [J^oir § VI.)
L'expression
1 cosa 9
dans laquelle — '—^ est moindre que l'unité, peut se dcve-
lopper en série convergente, ordonnée suivant les puissance \ croissantes de cette quantité, ce qui donne
(1) y =z\ [ix cosoLf{i ^ x-)-0^^'
On a aussi (n° 5)
(2) (i-i-.r')-(^+Orm — (X-hi).r»-4-...H-(— i)/'(^"^^'j^V4-....
Or les séries (i) et (2) sont convergentes, et la seconde ne cesse pas de l'être quand on y donne le même signe à tous ses termes 5 il suit de là (n*' 11) que, si Ton développe chaque terme de la série (i) eiï une série de la forme (2), la série nouvelle à laquelle on arrive en ordonnant les résultats obtenus suivant les puissances croissantes de x est aussi convergente et a pour somme j)^. Il faut donc calculer, dans chacune des séries que renferme Téquation (i), les termes où la lettre x est affectée d'un même exposant. Or le terme général du développement qui répond à la valeur X étant
(2C0Sa)^(--l)f[^"^'^W^-^V,
on voit que les puissances de x que ce développement contient sont de même parité que X. On est donc conduit à chercher séparément le multiplicateur de jc'" et celui de
Dans le premier cas, posons
On a
sin2<z
COSa = : »
2smâ a sina
COS— = ' î
2Sin-
. a sma 2 ces 7- = »
2 sm -/
sm
ces — =r :
2sin — 2»
V2"/ sin2^
d'où résulte
sm — 2"
,. _ sin2a
limP„ = •
La considération de cette limite s*est présentée à Vîète {OEui^res, p. 4co), à propos de la surface du cercle. Il a été conduit, en effet, à la relation
ces — COS -r • • • COS —
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où Sji, ^ désigne la surface du polygone régulier de 2"- A côtés, et A l'angle au centre de ce polygone.
i"^ On a évidemment
(l — "iii+i) (l — «iin-2) > I — "«+1 — "/n+2 1 (l — W«+,) (l — U^^i) (l — Z/«+3) >> I — M«+, — M„+2 — tf«+3l y
Ap ^p> I — (2^m+> ^~ ^iii-»-2 "+" • • • H~ ^m+p)*
Or, la série (1) étant convergente, on peut prendre m assez grand pour qu'on ait
a étant aussi petit qu'on voudra.
De là résulte
2^ On peut poser
-h WA
d'où
IH- WA
par conséquent,
Xl — «m+l) ( I — ««+2) . . . (l — ttm+/,) ;
par suite.
15. I® An décroit à mesure que n augmente^ il suffît donc d'établir que cette quantité ne décroit pas indéfiniment. Or on a
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et, d'après le numéro précédent*
a étant une quantité aussi petite qu'on veut pour m suffi sanunent grand.
2? On voit de même que
et comme, pour m suffisamment grand, le multiplicateur de B,„ est moindre que » on a
c'est-à-dire que B„, qui croit sans cesse avec «, ne croit pas sans limite.
16. On voit sur-le-champ que B„ croit indéfiniment avec 71, car on a
et, par hypothèse, la quantité
croit indéfiniment avec n.
Quant à la limite de A„ , si Ton pose
d'où
I — Uh
On a les égalités suivantes
La valeur absolue du second membre de cette dernière égalité est celle du produit
et tend vers zéro lorsque p croît indéfiniment, quel que soit le nombre positif m (n° 16).
Quand tti est négatif, les égalités précédentes subsistent encore, et la somme des p ■+- 1 premiers termes de la série est représentée par l'expression (2), dans laquelle on remplace m par une quantité négative. On sait d'ailleurs (n° 16) que dans ce cas le produit (2) croît indéfiniment avec p,
18. I** Soient S la limite de la série, S„+i la somme de ses 7^ -h I premiers termes ^ on peut écrire
S«+i = (l-4-tt,) ; • ;
/ H- tt, H- ?^,. + . . . 4- «w
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par suite,
Xli-f-
c'est-à-dire que le produit
OÙ
Un
i*^ Posons l'identîté
(l-^jrz) (i-hx^z). . .(H-^''z) = i-4-A,z-f-AjZ»+. . .-f-Art2".
Si Ton y remplace z par xz^ Tidentîté subsiste encore, et il en résulte
(14- Atz 4- A,z» + ...-f- A„z") [i-h Jc^^z) = i-+- Aixz -h AîOr'z'H-. . .-h A|,a:"z"(i -\- a:z).
Égalant les coefficients de z^ dans les deux membres, il vient
Ap X" — f" A-n — I X" -~J An -T" An_-| Xt ^
d'où
et, par suite ^
Af, ^=: • • • •
'^ l — X I — .r' I — xP
2° Si Ton fait croître n indéfiniment, A^ a pour limite l'expression
(i — j:)(i — j:'). . .[x—xP]
laquelle diffère de A^ d'aussi peu qu'on veut, quel que soîi le nombre déterminé /?, pour n suffisamment grand. On peut donc poser l'égalité
(1) Vb«z*— y A,3*-!-«,
e étant un nombre positif très- voisin de zéro. Observons, en outre, que le premier membre de cette équation tend vers une valeur déterminée quand p croît indéfiniment,
puisque le rapport -~^ tend vers' zéro dans le même cas.
Ou a aussi, pour p suffisamment grand et quel que soit /i.
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supposé toujours plus grand que p,
Aa3« = limP^ -f- a.
î étant aussi petit qu'on voudra. On conclut des relations
(i)et(2)
iimP„nr V B^z'.
aa=o
La formule de Moivre conduit à la relation connue
En y supposant m impair, elle prend la forme
(i) sinm.r^=r msinx{i -f- ^2 sin^or -\- . . .-\-am..iSm'"~^Jc)
ou celle-ci :
(2) sinwx = /wcos'"j:tangjp(i-|-Ô3 tang'a:-f-...-f-6fl,_, tang"-*x).
Or, si Ton pose
sina7z=j et smmx=ff(x)y Téquation
admet m racines, qui sont les sinus des arcs suivants :
TT 27r , m I TT ^
par suite, la relation (i) peut s'écrire
„ . / sm'^ \ / sm'-t-
sin/no: ■=. H smj" / i \ / ^
îT I I . "T
sin^ — / \ sm'2 —
sin^x \
sm'
Frkmet. — Recueil. J
Pour déterminer H, il suffit de remarquer que, si Ton fait j: = o, on a
,. sïnmx ,. sïnmx .r
H = lim —. = lim ; — ni=: m^
smo? mx smx
d*où résulte la relation (A).
On arriverait de la même manière à Téquation (B).
Les inégalités (C) peuvent s'écrire
sm(a -\- h) — sina h tang(fl -t- A) — tanga h sina a tanga a
ou bien
, h I h\ ^h , a sin — ces 1 a H \ <C— sina,
^ atangA[i -f- tanga tang(a -+- A)]> A tanga;
•et sous cette dernière forme elles sont évidentes, car on a
sin - < -» a cosfl -<; sin«, tangA > ^» a[i -\- tang^^i) > tanga.
Elles s'établissent aussi très-simplement par la Géométrie. Cela posé, de l'identité
sin'j: \ / sin^.r sinmx z= m smjr / i \ / i
sm' 2 — m
on tire
(l) SÎnz = /Wsin— (l — "i) (l — «a). . . /> — «/n-l\
^n faisant
sm- — m
mx r=r 2, = w„.
sin'/î —
Supposons l'arc z compris entre les valeurs ni: et (7i-|-i)7r, n étant plus petit que m\ on peut prendre m assez grand
pour que — soit moindre que - • Par suite, et en appliquant
— soit moindre que m ^2
le premier lemme, on a
d'où
(«, — l)(i/2— l). . .(l/„ — l)(l — ««-^i). '•(^'-Ujn-\
et enfin
(-,)-sin.<(-.^(._J)(.-^.)
Le second lemme conduirait de la même manière à la deuxième inégalité.
Le numéro précédent fournit les deux inégalités
(—1 )''sinz<P, (— - i)"sinz>Pcos*"— *
OÙ l'on a
m représentant un nombre impair quelconque aussi grand qu*on voudra. Or, si Ton fait croître m indéfiniment, P a
une limite (n° 15). D'ailleurs la quantité variable cos" — »
toujours moindre que l'unité, s'en approche indéfiniment.
car on a
ces"" — = I — sin' — ) > i — m sin* — > m \ m/ m
ou
, sm* —
ces*'" — > I —
et le second membre de cette inégalité est aussi voisin qu'on veut de l'unité, pour m suffisamment grand. Il suit de là que ( — i)"sin5 est compris entre deux quantités variables avec m et ayant la même limite 5 on en conclut donc
{ — ij^sin^ = limP,
ou
Pour tirer de là cos<^, il suffit d'observer qu'on a
^L (2«-l)'ir'JL (2n)'.r'J '
«n'=-(-JSr)('-|J)(^-|^)-{'-(^]-»
d'où, en divisant ces deux inégalités membre à membre.
ces
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23. Si Ton déduit des relations proposées l'expression de cos(x -h nh) -+- isin{x-hnk) =:(cosa:-f- /sin.r)(cosA-i-/sinA)",
on trouve, en posant pour abréger 21 sin- = a, cosa? -t- / sin j: -f- f ) a ces Ix-i — j 4- ' sin ( x ^ — | 1
-h(^ja»cos(ar-f-3-|-f-sinf:c-4-3-j -f-,..
= (cosjr4-/sin.r) j i-f- f |attH-( } a'tt'+ ( J a'tt"-*-... U
u désignant le binôme cos — h / sin - •
jt 2
U suit de là qu'on doit avoir Tégalité
(cosA + /sinA)"= (i -h aw)", ou bien
relation qui est manifeste.
Posons
u=:\ xP COS (a -h poi)^ v = \ jcPsm{a-hpa);
on tire de là
U -^ iv = \ xP(cosa •+- i sina) [cospct + / sinpa.)
= (cosa -f- isina) > [or (cos a H- /sina)]/*.
cosh -1- / sm^ = I H- 2 « sm - I cos — h ' sm — ) >
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La dernière somme est celle des termes d'une progression géométrique, et elle est égale à
a:»+' (cosa -f- / sina)"-*"* — i X (cosa 4- / sina) — i
expression qui peut aussi s'écrire
jjr»+«[cos(/i -4-i)a + zsin(/t -4-l)a] — ij («cosa — i — xi sina)
I — 2«C0Sa + x*
On en tire, après l'avoir multipliée par cosa -f- i sina,
x'^'^cos{a-\-n(ii) — ar""*"*cos [«-*-(/! -4-1) a] — xcos(a — cit)-\-co%a
I — 2^ cosa -+- x^
a:*^*sin(a-4-«a) — j;"-^'sin[«-f-(7i-+-i)a]— j:sin(a — a) 4- sina
I — 7,x cosa -h «'
Si Ton fait croître n indéfiniment, u et {^ n'ont de limite finie que lorsqu'on suppose a: < i • On a, dans ce cas,
cosa — xcosia — a) ,. sina — xsiaia — a)
llïnttr=: ^^ — ^, limi'= ^ — ^ .
I — 2 JC cosa "4- «' I — 2ar cosa -\- x^
Remarque. — Le dernier résultat conduit à celui-ci :
j^sina . _ .
= JTsma + ...-}- «'*sm2/îa
î — 2a: cosa -f-j:'
jr*«+'sin(2 72 -+- i)a-i
En le rapprochant des formules trouvées dans le n*^ 12,
on en déduit
sin 2 /z a == Aja— 1 sin a,
sin(2/t H- i)a = Atxsina; et par suite
sin2/fa=(— i)"+'sina V (— i)«* f '* "^ ^ j (2cosa)»»''*-S sin(27i-f-l)a= (— ij^sinaN ( — i)J* y "^ ^ j(2C0sa)»^
§ II. — Différentiation des fonctions explicites
d'une seule variable.
dr 25. -^=4-^(2ox* — 2^x^-+-gjc — 2).
Soit d'où
dx arlogxlogjjr'
et généralement
dr X logo? loga ar . » . log»-., J
d.T^ (Sx — 4)*
dx i*^ *
dx a -h b cos jr
dx cos a:
^/y- cos'j:
dlr sin*j?
dx_ I (fl»-ft')^ é/x 2 a-h b cosx
— — x*^^* I cosorlogx H j «
df/ I /x -h a\^
dx X \x — a )
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k6. Les trois parties dont l'expression se compose ont respectivement pour dérivées
5 cos*:c 1 5 cos*^ 1 5 cos'x
dont la somme se réduit à — :— •
cos*j:
,- djr acosxe •*"'
dx
in^:r(i — ^ •in*) [i— (i_^ «i-'j J
2sm
d.r a '\- bcosx '\- CC0S7.X
. 49. La fonction Xn tend vers une limite finie, car en désignant par ^1, as,..., a^ les exposants de x dans Xi,
Xj, . . . , a:„, on trouve
V pqj a, / I I \
/7^ \ pq p'qy
V pq p'q' p^-'q^^-'j
La limite de a^, étant ? il en résulte que Xn tend vers
xf*^'~\ dont la dérivée s'obtient immédiatement.
50. Il suffit de différentier par rapport à x. On obtiendrait de la même manière la relation (i), en partant de la relation (2).
51. Qu'on fasse x = dans les relations du numéro précédent, puis qu'on y remplace h par x\ en diflerentiant les résultats obtenus, on arrive aux formules à démontrer.
52. Il suffit de différentier deux fois de suite la relation qu'on trouve en prenant les logarithmes des deux membres de réquatîon donnée.
53. On remplace a para: dans Téquation (i) du n** 13 et Ton opère ensuite comme dans le n° 52. Si n croit indéfiniment, on a deux séries convergentes dont les limites sont respectivement
I 8 I - — 2 cot 2 7-, ^ -+- 4 cot'2 j:
SIIÎ. — Dérwéés d'ordre quelconque.
û*- •^=(~^)V(/'-0(/' — 2)...(/?~-«-hl){a~6a:)/-
- = «" cos ax A- n-\
-— = «'» sm ( aa: -h /2 - 1 .
i + C0S2.r 5o. ces' a: =r
d*où
Jny j ^n COS 2 a:
On déduit de là
; =: — 2"'"' cos \'>,X -\ | = 2
"""* sin I 2 j? H tr )
57. On sait comment, au moyen de la formule de Moivre, on exprime les puissances entières de sino: et de cosx en fonction des multiples de Tare x. Les résultats auxquels on
parvient peuvent s'écrire •
(i) 2V sin'Pa; = ( — O^Vl— 0* ( Y ) ^^^i^P — ^^)^^
h=o A=tp4-1
(2) 2V+«sinV+<x==(— i)pY(~i)*P^"^' jsin(2/?^-I — (3) 2Pco&Px = \ l^\ cos{p — 2,h)x.
La dernière formule donne, en ayant égard au n** 55,
Si la fonction proposée était sin^'o?, les relations (1) et (2) conduiraient à deux formules analogues, Tune répondant au cas de l'exposant pair, Tautre au cas de l'exposant impair.
On a identiquement
e"[cos{bx H- c) -f- isïn{bx -4- c)] =: c««+'(4»+0.
Appelons u le premier membre de cette égalité^ il vient
^ = (û + biY ^'+K*x+c).
Posons
a h j-=cosa, j-=sma;
la dernière égalité peut s'écrire
- — z= (a' H- b^y[cos{na -+- /sin/ia)]
X [cos(6j:-|- c)-4- fsin(èj:H-c)]c«*.
Si Ton remplace maintenant u par sa valeur et qu'on identifie les parties réelles dans les deux membres, ainsi que les parties imaginaires, on trouvera
d"\ef"cos(bx-{-c)] , , , ,?
— L ^_ LL==(û2_|_ b'Y e" cos{bx -h c -{- na),
eue
d'ie""* sïnlbx^ c)^ -
-L ^^ ^ ^^ =^{a^-\-b'fe"ûn{bx-^c-^noL).
62. Si Ton désigne par m et ^' deux fonctions de x, on a, d'après le théorème connu de Leibnitz,
d^usf d^u dv d'^-^u nin — i) d^v d'^'-^u
djc^ daf" dx daf"-^ 1.2 dx^ daf-'^
En l'appliquant ici, on trouve
d'^y d''[a-^bx)* d'^-Ua-^bx]^
dx*" dx^ rfjc"-» '
et en vertu du n° 54.,
X I 'îû -h (— -h I ) ^J? j (« -I- bjc)*
63. En appliquant le théorème de Leibnitz (n° 62) et supposant que p n'est pas un entier inférieur à tz, on a
Uy (/7-.i+i)(/.-//-f-2)(i-:r)» '-y
avec la relation
Si n = p^ l'expression devient
r=-i-r— S — iT
2 \_a — bx a-hbxj
En opérant comme au numéro précédent, on trouve pour n pair
d"x dx"
et pour 72 impair,
69. On obtiendra les formules demandées en remplaçant b par ib dans celles du n° 67 ; mais on arrive à des résultats plus simples en posant
a^ •+■ b^x^ 2a \a — ibx a-\-ibx)
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d'où âa^y . 1 . 2 ... « ^
dx''
Si Ton fait a = rcosy, hx=. rsîncp, le second membre devient
'" fTÇl [cos(« -f- i)«ï> -h f sin(72 -f- 1)9
4- (— i)"cos(« + i)<p— (— i)" / sin (/H- 1)9]. n en résuite pour /z pair
J"r / V? 1.2...»^'» r, , ^ ftx"]
,7^=(~0' m ''''M (« + Oarctang— I,
et pour n impair,
^^ i.?...nb^ . r, ^ bxl
i) * ^sm (7H-i)arctang — J
On peut aussi obtenir une formule unique pour les deux cas ; en posant en effet
^2 ^ ^2jj2 2 a/ \^ è.r — ai bx -4- a//
et opérant à peu près comme tout à Theure, on trouve, quel que soit /?,
^« = (- 0" ^ sm (« + i)arc tang— .
(LiOU VILLE.)
On peut appliquer ici la relation du n** 83.
70. En remplaçant b par ib on rentre dans la question traitée n** 68*, on obtient d'ailleurs des formules plus simples en opérant comme au n° 69.
dx a} — b^x^
La question est rameDée à celle du n^ 67.
Appliquant ici le thëorème du n^ 62, et obserrant qu'on a (n*> 54)
dP{a-^rhx)^ __ 1.3.5. ..(2/?~i)
1lP{a H- bx) * il vient
où Ton a fait .
aA- — 1) /i — x
Kk =
(2/1 — OC^'^ — 3).-. .(2/1 — 2X'-f- On peut encore ici appliquer la relation du n° 83.
par suite (n^69)
^J / V—, / \i . sin/2cpsin»fl>
OU 1 on a
X ir
arc tanc - r= ©.
^, flfr sina sina
dx I — 2a:cosa-+-x* (i — P^)[i — q^)
en posant
cosa -f- I sina = />, ces a — / sina = q.
Fee!IET. — Recueil. 6
On tîre de là
djr i I p q
dx ii\i — px I — qx
et par suite
d'*x ^ I r rf«-'(i— /?j?)-' d'^^ {i — q x)'-^~\
'dx^ "" Ï7 L^ dx^-' ^ dx^' J
OU bien (n^ 54)
d*x 1.2. ..(«-— i) /?"(i — <7a?)"-- ^"(i —px)
dx^ 2/ (ï — 2a?cosa -4- x^y
Si Ton fait
I — j?cosa = p cosO, xsina r=: psinS,
Texpression
/?"(l — qx^^ — ^"(l — pxY
se réduit à
2/sin/z(ce -1- 6)p",
et, par conséquent,
d^r , , sin/z(a + 0)
dx"" ^ ^ H
(l — 2a:cosa H- a:*)*
75. Premier cas, m pair. La méthode de décomposîtîoD des fractions rationnelles donne la relation
^m ^m Awa"'* \x — a X -^ a
CCS h « sm —
x-^ a ces — / « sm
CCS ^ sin —
mm
X — a ces h la sin
Posons
X — a cos
m cos^A = — —
\x^ — lax COS h a' |
. T-hre asm
or* — 2 ax COS '- -H a'
il vient
du.
^ COSr2-^-4-(/l+l)(pA 1.2. ../l y « L ^ J
2 Lr* — lax COS h fl |
V rn J
Deuxième cas, m impair. On obtient encore, au moyen de la décomposition des fractions rationnelles en fractions plus simples.
xf" — a'" ma"-^ x — a
cos h i sin
X — a cos lasin
^2—± cos i sin
mo'"- '^
a cos h ta sm
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En faisant une hypothèse semblable à celle du premier cas, il vient
dx^ mcf*"^ {x — a)
cos
( x^ — 2âarcos h a* |
76. En opérant à peu près de la même manière que dans le numéro précédent, et adoptant les mêmes notations, on trouve pour m pair
^' ( x^ — 7.axco^ ha'J
et pour m impair,
cir» ^ ^ moT'-P-^ [x — a)
fHrX
^ [x* — 2aarcos \-a^
m^ /-^AM ,^J ^^ d*Y h" d^Y
air 1.2 ax' i , 2 . . . w a«c"
Or on a
l 2 C Xr
Multipliant ces deux dernières égalités membre à membre et prenant le coeflScient de A", on trouve qu'il est égal à
-j^ s'obtiendra donc en multipliant cette quantité par
La méthode qu'on vient d'employer peut servir dans plusieurs autres cas. On arriverait d'ailleurs au même résultat en appliquant la relation du n° 83.
78. ces {jc^)'\-i sin {x^ ) = e'*' ; par conséquent, en vertu du numéro précédent,
//''cos(x') .J'*.sin(«')
Remplaçant les puissances de i par des exponentielles
au moyen de la relation i^ = e * , le second membre de l'équation précédente pourra s'écrire
g(J CÂLCn. DIFFÉ&EHTIEI..
On déduit de là
X cos I x' H ir j -h . . . .
Il suffit de remplacer les cosinus par des sinus pour ob-
. ^sin(x*) tenir ; -•
djf
79. Après avoir diffërentié un petit nombre de fois , on s'aperçoit aisément que la dérivée «'*"" de j' est de la fonne
on peut donc poser
D'un autre côté, x ne recevant que des valeurs positives, on a la série convergente
d'où, en la différcntiant n fois, ce qui donne encore un résultat convergent,
(2) j^ =:(— i)"(i»c-*— 2"<f— '^-3'•<?■-"-~...)• 0n a aussi
Multipliant les équations (2) et (3) membre h membre et
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observant ^u'en vertu de la relation ( i ) le produit des seconds membres ne doit renfermer qu'un nombre fini de termes à exposants positifs, d'où résulte que les termeis affectés d'exposants négatifs se détruisent mutuellement, il vient
dx'*
(Laplace.)
80. La relation est évidente quand 71 = 1. Afin de l'établir généralement, prouvons que, si elle existe pour le nombre n , elle existe aussi pour le nombre n-hi- Or on a, en différentiant le$ deux membres de l'équation (i),
f'D''-^»ttH-DcD"tt
i**Ona et par suite
(l) (D, — /i)(.r«D;j) =a.«+'DrV'
Si 7z = I , il vient
Or
d'où
D^jrzzzDtjrBtX,
I)tX = xBxjr;
donc
Pour 71= 2, l'équation (i) donne
et, d'après ce qui précède,
^Di j = (D, -^ 2) D, — i) Dtx; et ainsi de suite.
83. Cette relation se vérifie immédiatement par le calcul pour les premières valeurs de n. Afin de l'établir généralement, supposons-la démontrée pour une valeur n quelconque et cherchons à refconnaitre qu'elle subsiste pour la valeur w-f-i. En difiérentiant les deux membres, on obtient dans le second, pour le coefficient de y*("+i-*) (a:'), J 'expression
dans laquelle le multiplicateur de (2ar)"~**+* est
_ (/Z -h l) [(/l -1- l) — l]. . .[(72 -f- l) — 2iî- -4- 1]
On voit que la loi de composition des termes du second membre dans la relation proposée subsiste encore quand on y change « en w -|- i •, la formule est donc générale.
On peut appliquer cette formule aux questions des
n*»' 67,69,72, 73 et 16.
84.. En vertu du numéro précédent, le terme général du développement de — ^_^ ' est égal à
(n — i) (fi — 2)... (72 — 2k) 1,2. . ,k
On a ici
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et par suite,
Pour faire apparaître le produit
qui figure dans le second membre de la relation proposée, observons qu'on a
(2rt — l) (2/2 — 3) (2A'-h3)
2*-i.+ip
2'*— «-Mp
On aura donc, pour le terme général du développement qu'il s'agit de former,
(/.-l)(/»^2).,.(/Z^2/) îi±l
ou bien
/ I )«-*-« - ( , '^ ) CCS»-»*- » a sin'*+» a,
Ce résultat, rapproché de la formule connue (n° 20), sin/ia == /i cos"~*a sina — ( ^ j cos"""*» sin'a + . . •
-+- (— i)M ,'* ) cos"-'*-'asin'*+«a-f-. . . + . .. démontre immédiatement la relation proposée.
Cette importante relation, attribuée ordinairement à Jacobi qui Ta donnée en 1 826 dans le Journal de Crelle, appartient en réalité à Olinde Rodrîgues ( Thèse sur l'attraction des sphéroïdes, i8i5). M. Hermite en a présenté une généralisation très -remarquable dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, année i86d.
On a
djr ;siii(fAarcsinj:)
d^ Y \xx v?
-T-i= 3 sin(fxarcsinj:)— ^ cos(ftarcsinar);
et par suite,
En différentiant n fois cette équation, il vient On déduit o j là, pour x == o,
Ce résultat montre que toutes les dérivées de y sonl nulles quand n est impair, et qu'on a, pour les valeurs paires de 77,
On trouve de la même manière quand n est pair, et
quand n est impair.
87. En opérant sur j comme dans le numéro précédent, on trouve
j IV. — Différentiation des fonctions explicites
de plusieurs variables,
De l'équation
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on déduit par la dîfféren dation
dF__àf dx df dy df dt^
(ï) { dY" dJc àX'^ df dX'^ "^ dt'dY'
df '^ dx dl'^ dy dT~^ * "^ dt dT*
On a d'ailleurs
dx dx dx
puisque -^^ est égal au coefficient de X dans x, -r^ au coef-
ficient de Y, etc. Si donc on ajoute les équations ( i) après les avoir multipliées respectivement par X|, Yj,. . •, T,, il vient
Cetle proposition est utile dans la théorie des coordonnées homogènes,
D'après le théorème des fonctions homogènes, on -i
mu = x,tt, -t- j'iUi -h 0^3 Wj,
Soit H le premier membre de Téquatîon (1). Si Ton multiplie respectivement par a:,, Xj, 3:3 les colonnes de ce déterminant symétrique et qu'on remplace chaque terme
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de la dernière par la somme de ceux qui appartiennent à la même ligne que ce terme, on trouve, en vertu des équations (2),
«Il «I» «I
Opérant sur les lignes du nouveau déterminant comme on vient de le faire sur les colonnes du premier, il vient
Wi
[m — 1)11, [m — i)aj mu
d'où résulte la relation (i).
Il est évident qu'on obtiendrait une relation analogue en procédant de la même manière, si le déterminant H était formé avec les dérivées secondes d'une fonction homogène u d'un nombre quelconque de variables indépendantes.
Ce déterminant, utile dans plusieurs questions d'Algèbre et de Géométrie, est dit le déterminant de Hesse ou le hessien de la fonction m, du nom du géomètre qui en a fait le premier de remarquables applications. (Consulter, à ce sujet, le Journal de Crelle, t. XXVIII et XXXVIII. Foir aussi Sylvester, Journal mathématique de Cambridge et Dublin, t. VI.)
dxdfdz
(i -+- 3xrz 4- x^y^z^)e*^*.
i5xr
dx^dy^
d'u __ ^ I — 5(a:'-f- J*) — 6{x* -^y*) -\- 5ix*y^
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-L JL
— yz[a^ — x')-.
En représentant par y le second membre, on a
(«. _ ;,.)T ^ = (a. -y.)' àf = ( «, _ ^.)i ^ = _ „; Ox ^ àr àz
par suite,
- -'- à^u du
^ -^ ^ ^ ' dxàyàz àz
et enfin
Le premier membre de cette équation ne changeant pas quand on y remplace x par^, y par z et z par x, il en résulte la démonstration demandée.
On peut observer en outre que, si Ton pose
ar = asina, x = asinp, z = «cos7, l'équation (i) devient
it =r û» sin (a H- P H- 7),
d'où
'du\ fdu\ /du\ ( d*u \
^dx 1 \dy
(Êl\ (Él\ (^\ (^\[^\(^\
\à^) \àx) \àz) \dx)\dx)\dz)
ce qui n'est autre chose que la relation (2). 104- . Soit
dîfférentîànt cette équation successivement par rapport à a et à S, en y considérant x et j- comme fonctions de ces variables, il vient
df . ^ôf , ox ôy
" ° = âi'*
OU, ce qui est la même chose,
La relation qui lie 6 avec j: etj- donne de même
Si Ton pose
z= Sixi -f- S^jl, I = 61. j:i -\- g^Xff»
«x^j — ay6j.=:= A,
on tire des équations (i) et (3)
Axi = — a;., Ajré = al-,
d'où résulte la relation (i).
Celte relation peut s'écrire
fe
et Ton reconnaît immédiatement sous cette forme, en effectuant le produit des déterminants par la règle connue, qu'elle n'est autre chose qu'une identité. Ce produit est égal, en effet, au déterminant
Si ^'oL 4- ^ y a 61- x'i 4- 6^ ji
dont la valeur est x, à cause des équations [n) et (3).
La proposition exprimée par la relation (4) subsiste pour un nombre quelconque de fonctions a, 6, ...,00 d'un
Fretibt. - - Recueils 7
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même nombre de variables indépendantes Xy jy . . ,, t. On: le vérifie absolument, comme on vient de le faire, eu s* appuyant sur les résultats obtenus lorsqu'on différenlîj, par rapport à, toutes les fonctions a, 6, ...,&), les relations explicites qui expriment la valeur de chacune de ces fonctions au moyen des variables indépendantes. On a vu qu'il n'est pas nécessaire de connaître ces relations; il suffit de savoir qu'elles existent.
Ce qui précède conduit à envisager des expressions de la forme
/ Oif
Cette expression J est dite le déterminant Jonc tionnel des n fonctions a^ €^ » . ., ot) de n variables indépendantes. La considération en est utile dans un grand nombre de questions. On la nomme aussi le déterminant de Jacob i ou le jacobien des fonctions indiquées, dU nom de l'illustre géomètre qui en a donné le premier les* propriétés et fait connaître toute l'importance [De determinantibus functionalibus \_[Journal de C relie, t. XXII );
S V. — Différentiation des fonctions implicites.
dJc
{a -+- j) [a.T -\-bx -^r xy) — x
m ■ ■ ■ lÉ ..^^ ■ ■ ■ ■ ■— ■ > laiMiii ■ ■ ■ ■ ■ ■ a^i» ^
y — {b + x) (ax + by -ir xy)
dx
ijr^
dy dx
i — coïnx
dx I — ^ '
dy _^ y Xaingxy{sécxyY -f- 7.e^^ yx^-'
ar tangir/ (sécarj)* -^ ie*^ xt^ logj?
J 2xr-« — tangarj
nk. ± = ^.
iix x
Cet exemple rentre dans l'équation générale
qui conduit au même résultat.
(2J* — or») (l — x')
il6 ^r_ ^-♦-2X-f-2J:» _ jr^jr-H2Jr-4-2J:') ^
^ij» (i-h J^^)(2j — arctangar) (1-4- r') (/* + J?*)
"'■ i-\rF-
..ç. dy 3(i — 7,x^z) dz I — 6^'
dx 4/(^ — ^) ^•'' ^(* — 3)
lOO
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dx y — z ax y — z ^ du 1 /r' X — Y z* xz —
dx u\ X X H- r
X xz-^
-^- àz !/• — x* dz
(îtt z' — .r* du 2* — /'
()j? m' — z' djr u^ — 2*
d'2___ {?»w __ tt(j:»— z^)^-f-3r(ii^— 2»)»4-2(^^^— .3^')' dr 4r ^-^ ày ( "* — ^* )'
d'tt
^(„»^2a)»-4. 2(ja— tt»]»-m(2» — .r»)»
()r' ày^ " (a»— 2»)'
dz z[u — or) dz z(a — j)
d«F x(tt — z) d/ (w — z)
da tt(z — x) d« «(z — j)
do: x(2 — «)' dy y{z — «)'
d'2_ ^'«_ (tt — 2)^-f-(M — jr)»-4- (z — J?)'
dx' dx* x'{i/ — z)'
d'z d*a (tf — x) (m —j) 4- (z — x) (z — j)
àxày dxdy x/(tt — z)*
On déduit de Téquation ( i
Le premier membre de l'équation (2) est égal à
ce qui revient à
/(^)/W(I>xz)'+?W/'W(D,z)'-f-y(z)/(z)niz,
résultat qu'on obtient également en développant le second membre.
On peut dire encore : quelle que soit la fonction z des deux variables x et y^ on a identiquement
D^[y(z)Dxz]=D^[(p(z)D^z].
Or, pour la forme particulière de z que Ton considère, l'équation (3) subsiste^ l'équation (2) subsiste donc aussi.
Considérant le cas général, on a (n
D^F(z)=:F'(z)D^z = r'(z)(/z)D,z; donc
D;F(z) = D^[F(z)/(z)D,z] = D,[F(z)(/z)'D,4 On aurait de même
D/F(a) = Di[F'(z)(/z)'D.z], et enfin
d;f(z) = Dr^F'CO (/^r^x 4
Cette formule, donnée par Duhamel, lui a permis de démontrer d'une manière très simple la série de Lagrange.
S VI. — Déi^eloppement des fonctions en séries,
126. 1° Il suffit de poser h=: — x dans la formule (i) pour avoir la formule (2), où 61 représente un nombre compris entre o et i .
2** Soit fait
d'où
L'équation (2) peut alors s'écrire
F(A— .r)=zF(A)-a:F'(A — ;r) — ...
OU bien, en posant h — x =^ z. ^
F(2-f-a:) =F(z) + jrF'(z) -4-. . .
+ — FW(z) + — — — - TW{s -+. 9.r),
résultat qui ne difl'ère pas de la relation (i). 127. On pose, dans la série de Taylor,
En posant
on reconnaît (n^ 60) que la série de Maclaurin est appli* cable à cette fonction, le reste de la série tendant vers zéro, quel que soit A, à mesure «que le nombre des termes augmente indéfiniment. On a donc
e**^®»'COS(Asmar) =H C0SJ7H C0S2J?-H . . .
cos/z.r
On trouve également
fit fii
ghco%x gin ( A sino: ) = A sina: h sin 2.r H r sin 3a: -4- . . .
sia/?x
On peut observer que les développements qui précèdent résultent immédiatement de la relation
I I .2. . . It '
en y remplaçant z par A(cos0 4- 1- sin6).
13i. On vérifie aisément (n® 73 ) que le reste de la série de Taylor, dans le cas de arc tang(a: -f- A), tend vers zéro à mesure que n augmente indéfiniment, pour toutes les valeurs de X dont la valeur absolue est inférieure à Funité.
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On a donc le développement
A' arc tang(^-f- ^) = arc lang.r -hhsin'ff sin'^ sin2f
-f- ( — i)"~* — sin"osin/?cp -h...
cù
y = arc tang^.
En faisant h -~ — x, on trouve la série (1).
On a
jr=l0g(l-H^^)^+l0gj
[1+ — ^-— rr
Pour JC <^ I , log ( I -h X* ) ' se développe d'après la série de Maclaurîn, et log 1 1 H en série ordonnée
suivant les puissances entières positives et croissantes de la quantité '- • Ces développements demeurent conver-
gents quand on prend tous les termes avec le même signe, et il en est de même pour le développement en série ordonnée par rapport à x d'une puissance entière positive quel-
conque de ^\ donc (n** H)
j = A,.r -H Aj;r» -f- Aj^ -h ... H- k^a^ -h . . . .
Les quantités A„ se déterminent simplement par la méthode des coefficients indéterminés. On a en effet
dy . — L
~ r= A, -h2A,:r-f... .-H/îA^-r^-^-h. . .= (i-ha:») ».
Or
la quantité A„ est donc nulle toutes les fois que n est pair, et, pour 72 = 2p -f- 1 , on a
par suite,
Ce résultat reproduit le développement de arc sin z quand on remplace x par iz.
On a
/i=oo n = oo
or
n=:ao
et
hcH h. ..H
Par conséquent,
772X^ 77ÎJ:" \ 2 772 /
Cette équation subsiste même pour a: = i (n° 1).
134. La série connue qui représente arc sin x est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les
limites — i et -4- i et pour ces limites mêmes, abstractioD faite du signe des termes du développement^ il en résulte que la fonction (arc sin j:)* se représente aussi par une série convergente dans les mêmes conditions. On a donc, d'après le n° 85,
, . . or} 2 x^ 1.L ,'£*
arcsma:)»rr= h -^ ^- ô-i -ô" -+-• •• ' i 3 2 3.5 3
On arrive au même résultat en employant la méthode des coefficients indéterminés.
Il est clair qu'une puissance quelconque entière et positive de arc sin x donnerait aussi lieu à une série convergente pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas en dehors des limites — i et H- 1 .
Soit
^ = langa? i=sinx(i — sin'or) *.
Si Ton a x<[-? tango: est développable en une série
convergente ordonnée suivant les puissances entières, posi< tives et croissantes de sinx, et la convergence de la série ne cesserait pas d'exister si tous les termes étaient pris positivement. Comme il en est de même du développement en série d'une puissance entière et positive quelconque de sino? (n^ 11), on peut donc poser, en remarquant que tangx est une fonction impaire,
Pour trouver la loi qui lie les coefficients, diiTérentions ( 2w -f- 1) fois les deux membres de Téquatioc
y co%x = sina:, ce qui donne (n°* 55 et 62 )
COSJr7(**+') -f- (2/ï -h i) CCS [a: -+- - ) jC»») -f- . . .
(in -\- i\ -h I j COs(.r -f-/?7r)7C»'H-i-v) _^ _ ,
= sin I
On a
p'(arcsinar)' fA*(arcsinj:)*
et cette série demeure convergente quand on y prend tous les termes avec le signe -f-. D*un autre côté, 2p désignant un nombre entier positif, on a (n° 134)
(arc sin.r )V = x^'p ■+■ a^a^P-^^ -+- atX^P-*-* -f- . . . ,
les coefficients a,, ^4, . . . étant tous positifs et la série convergente. Il suit de là que le théorème du n** 11 est ici applicable et que la fonction j^ se développe en une série de la forme
/ = I 4- A,x^ 4- A4 a:* -h Ae A-* -f- . . . .
Les coefficients de ce développement devant être identiques à ceux que fournit la série de Maclaurin, il en résulte (no 86)
,^, fx'(F'-^')---[F'-(^"-a)']
Une marche tout à fait semblable donnerait
5= La: — L-IL — -^:c»
ln+l
Ces remarquables formules sont dues à Euler.
Comme on a
x X I sin*.r i,3 sin'ar
y = . ces j:, -: = 1 H r— . , ^
smo: sino: 2 3 2.4 5
il en résulte (n** 11) que la fonction paire j" peut se développer en série convergente de la forme
J- = I -+- a, h a^ ' , + . . . -f- flî«
du moins pour les valeurs de x qui ne surpassent pas - •
^-~ I 5 différentions 2«-f-i fois l'équation
X sino? = a: coso:;
il vient
sm I a: H 7r| j H- (2/ï -4- i)sm(x-|- /iir)j^ -H...
/2/H-i\ . / 2/1 — 2» 4- I \ ,. , -f- ( j sin(;rH tt j jrCV) -t- . .•
4- (2/n- i) sin ( jr H- - ) x^^^ H- sinar^C»*^») =rarcos ( ar H îrj H- (2/1 4- i)cos(jî -|- /ïtt).
d*où Ton tire, en faisant x = o,
139, Si Ton pose
la question revient à démontrer que Ton a
On déterminera les coefficients relatifs au développement de la fonction paire désignée par z, en différentiant a/iH- I fois les deux membres de l'équation
ce qui donne
=zx(e* — e-') H- (272 H-i)(e»H- <?""'), et d'où Ton tire, pour x = o,
\ 2 y \€/xv . \ 2p j \dx^rl «
En rapprochant ce résultat de celui du numéro précé-
dent, on en conclut Ja relation (i), ce qui démontre la proposition énoncée.
On aurait pu la déduire aussi de l'égalité
e^ix _ ,
Les nombres B„ sont appelés nombres de Bernoulli, du nom de Jacques Bernoulli qui les a le premier introduits dans l'Analyse [Ars conjectandi) . Euler s'en est occupé souvent^ il a montré que ces nombres jouent un grand rôle dans plusieurs questions, notamment dans la sommation des séries. Les dix-sept premiers ont été calculés par lui, d'après une formule qui permet d'obtenir l'un d'eux quand on connaît tous ceux qui le précèdent ( Calcul différentiel, II* Partie). Laplace a donné l'expression générale de cbacun de ces nombres indépendamment des autres (Lacroix, t. III) .
Voici les valeurs des neuf premiers nombres de Bernoulli :
T. _ %ï 11—7 «—^^''7 TK 43867
2730 o 5io 790
HO. Les formides du n** 22 fournissent les suivantes :
log(sin»j:) = log(a:^)-+-logM 1— ^j -t-...
et
log(cos«ar)=:logM I— -^ j M-...
, if 4^' y}
-4- log ' I } H- , . . ,
d*où Ton tire par la différentiation
I ix IX 2.r
cot j: = —
On a la relation (n
.r^ \ x^ \ x^ I Jt'
or
par conséquent, en vertu du n° 1 1 ,
sinx /il I \ a:'
log ==—-. + -.
n} / tt'
Pour logcosx, on trouverait semblablement
log ces X = —
en posant
TT* ••• n t:^
SOLtJTIOIfS. II?
mais on a évidemiueiit
Sp — Hp^ — Si,; par suite,
ce qui conduit à Téquation ( 2 ) .
142. Il suffit de diflférentier les équations (i) et (2) du numéro précédent pour obtenir les formules (A); les formules (B) se déduisent de ces dernières au moyen de la relation
^^ = aî/.-l j^Vl ^2/, ^
qu'on trouve en rapprochant la première des formules (A) de la première des équations qui font Tobjet du n® 139.
La quantité
a une limite déterminée, quelle que soit la valeur finie attribuée à z (u? 15). Soit j^ cette limite, on a
e étant aussi petit qu'on voudra pour n suffisamment grand. D en résulte qu'on peut écrire
/ = I + A, z 4- Aj z' -f- A3 3* -+- . . . .
Frknet. — Recueil, ^
Pour déterminer A„, observons que la relation
('^5)('-^4^')0-^ii)-=
i-f-A, «-J-Ajz'-l-Ajz'-f-...
ayant lieu quel que soit z^ si Ton fait z = — x' et qu'on multiplie les deux membres par x^ il vient (n® 22)
sinarr=j- — A,jr»-hA,J:* — A,J:'-h. . . -4-(— l)*A,x»+« -«- . . .,
d'où
c'est-à-dire
On trouverait d'une manière analogue
Ces résultats démontrent que les remarquables formules du n® 22 subsistent encore quand on y remplace x par ix.
§ VII. — Changement de variables, 145. ----.+^ — ^^=0.
dy dx dy q — pf" dx 9.{q -^ p)l
dx dt dt 1 — /' dt 1 — /*
De la résulte réquation
La substitution (i) est à remarquer; elle est souvent employée pour faire disparaître les expressions irrationnelles de la forme sj^-k- ax -h b.
^*^- dx- dt ♦ dx'~ \dt' dt)'
d^Y dy
On trouve, en recourant aux imaginaires
dr dy t d^r , t fd^r 2 t dr\
dx dt i dx^' i\dr i ^ i dt )
d^Y ^ay d^Y , „
I — / tang r
dx dt dx^ \dV dt I
d^Y d^ Y ^ dW
dx^ \dO di^
dt)^ '
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et, par conséquent,
152. La relation (2) permet d'exprîmer x en fonction de y et donne
(3) tang(:r — 7) = ——j^ tangj^ = ^ tangj,
en faisant r = u.
On tire de là
/ . N cos' r -h p sin' j^ cos*7 -h fx*sin'/
Pour calculer sinx, on met l'équation (3) sous la forme
.r =7 -f- arc tang(fx tangj),
d*où Ton déduit
sinj fxcos^tang^
sm j: = -T==.== H — p====e— 5
^i -f- p' tang'j v^i +p^tang»jr
et, par suite,
(Ir. dy
y^i — X* sin^A- ^i — (i — IX*) sin'j
La substitution (2) employée ici est appelée transformation de Landen, du nom du géomètre anglais qui l'a fait connaître [Philosophical Transactions, 1771 et 1775). Elle joue un rôle important dans la théorie des fonctions elliptiques.
153 . dx :— ces ^ dr — r sin ^9, dy = sin ô dr -h reosÔ rfô ;
SOLUTIONS. ÏI7
xdy — y dx-=. r^dQ, dx^ -h dy'' z=z dr* -h H dh^ ;
et, par suite.
dx -^ r'
-gy (-^:)
15*. I =^^:-co80 — rsinôr—? or=:-T-cos6f —r sinô — ,
do: d^c (// oy
dr . ^ âe àr , ^ ^âe
0= -r^smÔ -f rcos9 -:— 9 I =r-r-sin6 -^ rcosd —-;
ox ox ôy oy
donc
du du ^ du sinô
T- = T- C<>S6 — -rr 1
(/j; dr 0$ r
du du . ^ du cosQ dy dr dO r
On déduit de là
du du du
^dy^^dx~dê'
Cette transformation s^emploie dans la théorie des planètes.
du du X d*n d^u x^ du ( i j?'
dx dr r dx"^ dr"^ r' dr \r r^
on aurait de même
d^u d^u y^ du f i y^
dy^ dr* r* dr \r r^ j ^
et, par suite,
d^u i du dr^ r dr
Cette équation se rencontre dans Tétude du mouvement des iluides.
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.„^ d^n 2 du
dr^ r dr
j M-f au .A ^'* cos H du
in0 — H
dj //r /^ d0
ô^u . ^^dUi cos^Q d^u cos'ô du ôy ôr' r^ dO^ r dr
1 sindcosd
lôcosô/ d^u du\ 7^ y drde~'dô)
• d^u , Pour avoîr-r— j9 il suffit de changer dans Téquation pré-
cédente j^ en o: en en — h 9, ce qui donne
djc'
sin*0 à^u sin'ô du r» dô» ' r dr
2 sind cos
e/ d^u du\
ydrds de)'
et par suite
d^u dx^
d^u d^u dr' "" dH "^
ï d^u I du
r' dO' ' i' dr^^'
158- Si Ton désigne par s une inconnue auxiliaire telle qu'on ait
5 = rsinO,
y = ssiUf, z = s cos f^ f = rsind, jr = rcosd.
En ne considérant d*abord que les deux variables j^ et 2, il vient, comme dans le numéro qui précède,
, , d^u d^u d^u I d^u I du
^ ' dx^ dz^ ds' s^ âf s ds
SOLUTIONS. IKJ
Nous trouverons de la même manière
d^u ô^u d^u I (Vu 1 du
La première équation du dernier numéro donne encore
\ du \ du cot$ du
En ajoutant membre à membre les équations (i), ( 2) et (3), il vient enfin
d^u dx^
d'u dz^
I d^u r^ dO'
â^u dv'
du dr
cot9 du r» de
Remplaçant s par sa valeur, on trouve
dr* sin*ô df siiiô dQ
Cette équation, due à Laplace, est d'une très-haute importance dans la théorie de l'attraction et dans plusieurs questions de Physique.
§ VIII. — Élimination des constantes et des fonctions,
On a les équations
adr: -^ b dy -{- c dz = o.
, ad^x-^- b d*x -f- c ^'z = o.
Les deux premières donnent a h
dyd^z — dzd^y dzd^x — dxd^z dxd^y — djrd^x et par suite, au moyen de la troisième,
{dyd^z — dzd*jr)d^j: -h (dz d^x — dxd*z)d^jr
H- (dxd^jr — djrd*x)d*zz= o.
Cette équation exprime la condition pour qu'une courbe soit plane ou que l'angle de torsion soit nul en chacun de ses points (n®283).
Posons, pour abréger
^i — ^'sin^fl = ces b ; il en résulte
Difierentiant l'équation proposée, on en déduit , . , coso; sin r dy -h sin x ces r dx
(2 COS6=r : ^ ,^L—
' sinx cosjr djr -^ cosx siny dx
et, par suite,
sin X cosar dr 4- sin r ces r dx
cosazzz ^ ,, '
sinx cos jr dy + ces a: sm/ dx
On trouve de plus
• , IL (^y' — ^') ( cos'j — cos*^)
sin o rrz - — 7— — ■ — — i —
( sm X ces/ dy -4- cos x sin^ dx)^
. j (sin*.r ^» — sin^ydx^) (cos'^ — cos'x)
sm Cl — — , , •
(sma: cos^ dy -4- cos or sinydxy
Substituant dans l'équation (i) et réduisant, on obtient 1 équation différentielle
VI — e* sin'/ \/ 1 — e^ sin'x
Il est facile de reconnaître qu'il faut prendre le signe dans cette équation, lorsqu'on suppose cosA^ o. Portons
en eflFet dans l'équation (2), à la place de ^1 la valeur
v/i — Éf'sin^j:
il vient, après une transformation évidente,
, ^i — c'sin'^ i/ 1 — é^ sin* j: — e^ smx smy cos or cosj^
cos6 = -^— — r— •
I — tf'sin'arsm*^
Or le numérateur sera positif si l'on a
(i — e^ sin^j) ( I — e^ sin* x) > c* sin'j; sin'^ cos'j: ces*/,
ou bien
e^ sin'a: sin'j( i — ces* x cos*j) — é* (sin'a? -h sin*j ) H- i > o ;
et cette inégalité a réellement lieu, car le premier membre peut s'écrire
(i — é^ sin'o: sin*j)[i — é^[\ — ces' a: cos^/)],
résultat nécessairement positif, puisqu'on a e<[ i . On verrait que le signe — dans l'équation (3) convient au cas où l'on suppose cost <^ o.
En rapprochant l'équation (3) de la proposée, on obtient une importante propriété des fonctions elliptiques.
On trouve par la difiercntiation
et, par suite,
dz âz
résultat facile à prévoir, puisque z est une fonction homogène de degré n.
On poiu'rait d'ailleurs observer tout d'abord que les deux fonctions se réduisent à une, car on a
163. Le second membre étant homogène du degré /i, on a sur-le-champ
du du du
ox ôf ôz
16i!». On trouve, en différentiant successivement par rapport à a: et àj^,
dz
— [i - xfi'[z) — :rf (z)] =^{z),
et par suite
\dy)
/* désignant une fonction arbitraire.
Posons, pour abréger,
dz dz dp dp dq dq
dx dx àx dy dx dy
Il viendra, en éliminant y de l'équation (i),
q^r — ^ipqs -^ p*tz= o;
c'est l'équation générale des surfaces réglées à plan directeur. On vérifie aisément que l'équation des surfaces conoïdes satisfait à cette relation différentielle.
L'équatîon proposée peut s'écrire
logz = logç(aj' -4- bx) -4-log>p(aj — bûc)^
OU bien
logz=: F(ay ^ bx) -^/[ay — bx)^
F et y désignant deux fonctions arbitraires.
On en déduit, en adoptant les notations du numéro précédent,
t=, bW (ajr -h bx) -- bfiax— bx), z
1 = aY' [ay -f- bx) + af (ay — bx), z
tUllfl =b>¥''{ay ■+■ bx) +b'/"(ax- bx),
îill^ z=a^Y^[ay -f- bx) ^a^f"[ay— bx).
Les deux dernières équations conduisent à celle-ci :
a}[zr—p^) — b^[zt— q^)=zo.
On trouve, en différentiant
du du ôr du àz ôx dr dx dt dx
du du dr du dz
dy dr dy dz dy
^ = U H- c ^j f^^ax + cz)=a^'[ax-^by),
dr
— = ^b^'{ax-^by)^
dr
dz d'où l'on déduit
i dr i dr
a dx b dy
et
1 du i du du 1 ï dz 1 dz\
a ô-x b ày dz \a dx b dy]
On a d'ailleurs les deux équations
( a -f- c^ j f[ax -f- cz) = a-Y (fix — 6y),
dz
c — f'[ax -+- cz) = — b^' [ax — bjr),
qui donnent
1 dz 1 dz I
a dx b djr c
et, par suite,
T du 1 du i du a ox b oy c ôz
167. Dans cet exemple, comme dans la plupart des cas où l'on a à diflerentier des produits de plusieurs facteurs, il est avantageux de prendre la différentielle logarithmique des expressions sur lesquelles on opère.
Différentiant donc par rapport à x les logarithmes des deux membres de l'équation proposée, il vient
I du __^''[x) 2(j»'(a:)
Cette équation, difierentiée par rapport à j^, donne cjlle-ci :
1 du du 7.ff'(.T)'^'[r)
u dxdy u^ Ox dy [f[^)'^'i[x)V
G II bien
d^u du du ôxoy dx dy
S0LI3T10IÎS. I2D
Le premier membre de cette équation peut s'écrire
4r ôxdx
d'où résulte
dMogtt
Cxdy
nu»
Cette équation joue un rôle important dans Tétude des surfaces.
[Géométrie analytique de Mowge, édition Liouville. )
S IX. — F^raie valeur des expressions qui se présentent
sous des formes indéterminées.
rz=:o, x
dx (1+37^)2
Pour reconnaître les maxima et les minima, il suffit de considérer seulement la fonction i — a:*, parce que le facteur — restera toujours positif et sa dérivée ne de-
viendra pas infinie *, or
donc j? = i répond au maximum, x = — i au minimum.
La remarque faite sur cet exemple simplifie souvent les
calculs qui servent à distinguer les maxima et les minima.
194. En opérant comme dans le numéro qui précède, on trouve immédiatement que j^ est maximum pour a: = o et minimum pour j: = 2.
Par la méthode des multiplicateurs on trouve
loga' logé' loge*
209. {Pig' 4-) Soient A et B les deux points, Ox la ligne droite, O Torigine, a et i les coordonnées de A,
Fig. 4.
«1, il celles de B, et OP = j:; on trouve que la condition du minimum est
ttx — X
\h''^[x—ayY [^î-+-(^-«.rJ
c'est-à-dire que les angles APM, BPN sont égaux.
On a supposé les points et la droite dans le même plan; la question se traite absolument de même quand cette condition n'a pas lieu.
210. 2 a étant Tare donné, x le rayon cherché, la condition du maximum est
al a , a
cos - ( a- cos a: sm — I = o.
On en tire j:= — ? c'est-à-dire que le segment est un demi-
TT
cercle. Les valeurs de l'angle - supérieures à tt ne peuvent
convenir.
Le second facteur donne
a tang-
ce qui exige il en résulte
qui est un minimum,
jr = Q0 ;
Fig.&.) POM = a, OP = y, OM
Fig. 6.
La condition du maximum est
d'ailleurs
Il en résulte que
tango = cosa tangf«
tang^ = ysica
donne le maximum.
213. Soient r, /*' les rayons des sphères, a la distance des centres, x la distance du point cherché au centre de la sphère de rayon r\ on a
jc z=z a
On suppose que le point demandé est situé entre les deux centres.
214. [Fig- 7.) Soient S le sommet de la pyramide additionnelle, PQRS une de ses faces , prolongée jusque dans
l'intérieur du prisme. On abaisse SO perpendiculaire sur la base, et Ton mène OM, RP, SQ, qui se rencontrent au
point N. Il résulte de cette construction que les pyramides PSRO et PMRQ sont égales 5 de sorte que le volume en question-^st indépendant de l'inclinaison de SQ sur OM. La valeur minimum cherchée correspond à
sinSNO— 4^.
Les alvéoles des abeilles ont précisément la forme qui résulte de cette solution.
Fig. 8.) Soit fait
le plan principal ÂBC étant perpendiculaire au plan sécant, on a
DN =: - r , EN -.- [€i.r^ r» ) % FDE = ^ ( ^ .r — a' ) ».
Le maximum de la dernière expression répond à
216. {Fig. 9.) Si Ton pose AC = a, CD = i, CN = x, BP représentaDt le grand axe de Tellipse, la condition du
maximum est donnée par l'équation
Les racines seront réelles si Ton a
c'est-à-dire lorsque Tangle du cône aura moins de 3o degrés.
Si les racines ne sont pas réelles, il n'y a pas de maximum, et la surface de l'ellipse augmente à mesure que son plan se rapproche de la base.
On aurait pu traiter le problème en prenant pour inconnue l'angle (f que fait le plan sécant avec le plan de la base. En désignant par 2 a T angle du cône, la condition du maximum est alors donnée par l'équation très-simple
sin 2 f = 2 sin 2 a ,
qui conduit au résultat déjà obtenu.
217. Soient S la surface totale d'un secteur appartenant à une sphère dont le rayon est x, ^ la hauteur de la zone
SOLUTIONS. i37
qui lui sert de base, -^^a^ le volume donné 5 on a les équations
Posant
îl s'agit de déterminer les valeurs de z qui rendent maximum ou minimum la fonction
On trouve
d'où les deux solutions
Z*=:IO, Z»z=2.
On a donc les deux systèmes de valeurs
j? = a j/io, J = gV^io, et
( ar = a^2,
La dérivée seconde apprend que le premier répond à un minimum et l'autre à un maximum.
218. Soient x le rayon du fond du vase, y celui de Touverture, z la hauteur, « Tangle de cette hauteur avec
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Tarète, et -=- le volume donné; on trouve
(i ) /' — x^=za* tanga ,
2i'sina =x^ — ^^(^ — sina),
en désignant par cr m* la surface dont on cherche le minimum. On déduit de là
jdy — xdx{i — sina) = o, jr^dx — x^dxzzz o,
d'où résulte l'équation
x[\ — sina) = o,
satisfaite par x = o, et aussi par o: = (i — sîna)j^. Négligeant la première solution qui répond à un cône, on tire de la seconde, combinée avec l'équation (i),
^cosa(3 — 3 sina -h sin*a)
et, par suite, x et um*.
Le résultat obtenu répond bien à un minimum, la surface du vase pouvant croître indéfiniment.
219. Soient O le centre du cercle, r le rayon, a l'angle que fait MP avec le diamètre mené par le point P; si l'on pose
on a, pour l'expression u de l'éclairement reçu par la
surface,
k sin a
u D'ailleurs
r* = jp^ -t- a' H- a /7 jî cosa;
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d'où
tt* 4^*^' — ('^ — ^' — •^')'
En égalant à zéro la dérivée du second membre, il vient
Cette équation fournit les valeurs
dont la dernière est à rejeter, parce qu'elle conduit à l'inégalité x'^a-hr. La première répond à un maximum, car deux minima ont lieu aux extrémités du diamètre qui passe par le point P. «
X-sina u
h désignant une constante.
Or
asinO
•^ sin(9-I-a)'
^sinasin'(d -4- a)
a^sin^O '
et par suite, en différentiant,
sin(ô -+- a)[3sin(0 -f- 2a) — sinO] =0.
Un minimum évident répond à la solution
sin(ô + a) = o,
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et l'on a pour le maximum cherché
sinfô -h 2a) r=- sinO, formule facile à construire.
221* En prenant des axes rectangulaires et supposant les deux points situés sur Taxe des x, à la même distance a de l'origine, on a les équations
(x — a)' -h (X — ^y ='R-^ Km = w* = r* -f- ( j: — a)%
hm =z f' =zy^ -f- (jc _ a)%
dont la première exprime qu'un point m du plan appartient au cercle du rayon R ayant son centre au point (a, |3). La question conduit à poser
du -\- di^ =z o^
c'est-à-dire
jc?j-t-(x — a)dx y dy -ir (x -\- a) dx 1 : — O,
avec
(j?— a)d:r -f- (x — ^)djr = o.
On en déduit
ou bien
en fais,ant
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Or cette quantité k n'est autre que la distance de l'origine au point P où Taxe des x est rencontré par la droite qui joint le centre du cercle au point m, La dernière relation revient donc à celle-ci :
A/71 _AP Bm "^ BP'
d'où il résulte que la droite mP est bissectrice de l'angle AmB, et que, par suite, le point cherché est le point de contact de la circonférence et d'une ellipse tangente au cercle, ayant pour foyers les deux points donnés.
Le problème se traite facilement par la Géométrie; il suffit d'exprimer que, en passant du point ttz à un point ml infiniment voisin sur la circonférence, la différence Am'B — AmB est infiniment petite d'ordre supérieur au premier.
L'ellipsoïde ayant pour équation
et 2^7, 2j^, HZ étant les arêtes du parallélépipède, on a
abc 3' 3^ 3*
le volume cherché est donc
^abc
223. {Fig. lo.) ABC est le triangle donné, DEF le triangle inscrit, et l'on a
On trouve
a: — (b — x) cosC
[x^ -t- (ô — ^)» — !ix(b — x) cosC]*
(a — x) — zcosB
[z^ -\- (a — j:)» — 2z{q — ,r) cosB]'
et deux autres équations analogues 5 ce qui prouve qu'on a
FEA = DEC, EDC = BDF, BFD = AFE.
Le triangle demandé s'obtient donc en joignant entre eux les pieds des perpendiculaires abaissées des sommets du triangle ABC sur les côtés opposés.
224. Lv -f- my -f- wz = o étant l'équation du plan donné, /• la distance du centre de la surface à un point de la section,
on a
r* = JT* + /' + z',
r* = à}x^ -+- 6*7* 4- c*z% == /j: -4- my + nz.
Soient X et (x deux multiplicateurs indéterminés; la méthode connue donne
X -\-\lz=.Y.a^x^ y ->c-\mz=i ^h^y^ zH-X« = fAC*z
On tire de là
^=Tx'
et par suite,
On trouve enfin, pour obtenir le maximum et le minimum de /•, l'équation suivante :
elle sert à déterminer les vitesses de Tonde propagée dans un milieu cristallisé. La surface considérée dans cet exemple est la surface d'élasticité*
(Fresnel, Mémoire de l'Institut, t. VII , p. i3o, et Herschel, Théorie de la lumière.)
225. "~a "^ 77 "• — i = ï 1 équation de Tellipsoïde ; Ix -\r my -4- wz = o, équation du plan.
En opérant comme dans le numéro précédent, Téquation qui déternune les axes est la suivante :
Après avoir ordonné par rapport à r, on trouve que le produit des demi-axes de Tellipse d'intersection est
abc
et, par suite, la surface a pour expression
itabc
(aU'-^b^ni'-^-c^n^y
Le volume demandé est égal au produit des trois
demi-axes principaux par ~- î et comme ces demi-axes sont
les valeurs aiaximum et minimum du rayon vecteur r mené par le centre, il suffira de chercher les maxima et minima de la quantité
r z=z \ja:^ -+- J^ -4- 2* ,
le point x^j^ z appartenant à rellipsoïde. On trouve alors, en désignant par X une indéterminée,'
/ \x-\- ax -^ Vz -4- h" y = o,
(i) I \y-^ay -h bz -h b'^x=:o,
\ \z -^a"z -^ by -\- b' x^=^o^ d'oij
ou
par suite
~ — a\x — b" y — V z-=Oy
L'élimination de x, y^ z entre ces équations conduit à annuler le déterminant
ce qui donne
t-bW^o.
Développant et ordonnant par rapport à r*, Téquation à laquelle on arrive fournit les carres de demi-axes principaux de la surface. Le produit de ces carrés n'est autre que le dernier terme changé de signe, c'est-à-dire le quotient de c' par le déterminant du système des équations ( i } dans lesquelles on suppose X égal à zéro. On conclut de là que le volume demandé a pour expression
^ [aa'a"— ah^ — a' b'^ — n'' b''^ -^ 7,bb' b"y 227. [Fig. il.) En désignant par a et 6 les coordonnées
Fig. II.
du centre de l'ellipse cherchée, l'équation de cette courbe peut s'écrire
Posons CA = p, CB = ^, et exprimons que la courbe passe par les points C, A, B; il en résulte les trois équations
(i) Aa' -t- aBaS -*- C6^ -t- I = o,
(2) k(p — olY — 2B(/? — a)6 -4- C6' -f- I = o,
(3) C(/7 — 6)» — 2B(<7 — 6)a + Aa2-f-i = o.
Fbenet. — Recueil, 10
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Retranchant successivement Téquation (i) des équations
(a) et (3), il vient
(5) C(26 — ^) -r-2Ba = o.
Les relations (i), (4), (5) donnent enfin, pour les coefficients A, B, C,
^_^ --(ag — g) g^ (2a— /;)(26 — ^) ^
ol(P^-{- qoL — pq) 2.ai^(p^ -{- qa — pq)
C -_ — (aa
6(/?6 H- <7a — pq)
Pour obtenir Texpression S de la surface de Tellipse en fonction de ces quantités, cherchons, en suivant la marche du numéro précédent, Téquation qui a pour racines les demi-axes de la courbe. Cette équation étant
(AC — B^)z« -h (A -I- C — 2B cosÔ)z» -f- sin'ô i= o,
le carré du produit des demi-axes est donc
sin'Ô AC — B>'
et par suite,
TT sin Ô S= r-
AC — B
Le minimum a de S correspondant au maximum de AC — B', il suffit de chercher le maximum de cette fonction des deux variables a et S. Les valeurs de A, B, C sont connues \ en faisant le calcul et ne prenant que les facteurs utiles, on arrive aux équations
nqoL-^p^ — pq = 0^ 2p^-^qa — pq z= o,
d'où
On voit que le centre de Tellipse est le centre de gravité du triangle. De plus, si Ton fait
ps _i_ q^-^2pqsm{9 — 3o°) =:P', /?' -h q'— ipg sin(ô -f- 3o°) =:Q%
)n trouve {('P •+- Q) et {(P — Q) pour les demî-axes.
Euler est le premier qui ait traité ce problème. La solution précédente est due à Bérard [annales de Gergonne, t. IV). Liouville en a donné, dans le tome VII de son journal, une solution géométrique très-simple.
228. Cette question peut se résoudre en suivant une marche semblable à celle du numéro précédent. On trouve ainsi que Taire de Fellipse maximum est égale à celle du
triangle multipliée par -g-? que son centre coïncide avec le
3^ centre de gravité du triangle, et que les points de contact sont les milieux des côtés.
(Bérard, annales de Gergonne, t. IV.)
229. h désignant la hauteur, et a, 6, y les angles dièdres correspondant aux côtés a, &, c de la base, il faut rendre minimum l'expression
ah bh ch
sina sin6 siny
qui représente la demi-somme des triangles latéraux. Les angles a, 6, y sont liés d'ailleurs par la condition
a cola -+- b cote -4- c coty = const.
On trouve
230. Soient A, B, C les points donnés. Prenons pour axe des x la droite qui joint A et B, et pour axe des^ une
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perpendiculaire à cette droite menée par le point A. a étant Tabscisse de B; a, £ les coordonnées de G^ ^'i y celles du point cherché , l'expression à rendre minimum est la suivante :
Posons
on en tire
[[a:-aY-^[y — bYy [{x — olY^X^Y (^' + X^Y ^—X X . X
[[x — ay -4- (r - hYY [{^ - «)• +7*]' {^'-^x^Y
EUevant au carré et ajoutant, il vient
2[(jr— a)x -t-^^J
i = îa-h
d'où Ton déduit
et comme le second membre peut s'écrire
i-[(.r» -f-^» — oLxY 4- aV>],
on trouve enfin
X* -h r' — aar = di -^
Cette équation représente les deux cercles qui correspondent aux segments capables des angles de 120 degrés qu'on peut
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décrire sur la corde AB. Il suit de là que le point cherché est à rintersection de trois segments semblables décrits sur les côtés AB, AG, BC*, il jouit par conséquent de cette propriété que les droites qui le joignent aux points A, B, C forment trois angles égaux entre eux et de 120 degrés.
Quand le triangle ABC a un angle plus grand que 1 20 degrés, les segments ne peuvent pas se couper. Les deux
conditions --^ = 0, -j- = o sont alors incompatibles. Le
problème ayant toujours une solution, pour trouver celle qui convient dans ce cas, remarquons que les dérivées
deviennent - si Ton prend pour le point cherché Tun des
trois points A, B, G; c'est donc Tun de ces trois points qui résout la question, et Ton voit sans peine qu'il faut choisir le sommet de Tangle obtus.
Ce problème fut proposé par Torricelli à Fermât, qui en donna peu après trois solutions \ plusieurs géomètres s'en sont occupés depuis. La solution précédente est due à M. J. Bertrand [Journal de Liouville, t. VIII).
§ XI. — Tangentes aux courbes planes.
La tangente a pour équation
et les segments qu'elle détermine sur les axes à partir de
l'origine étant (a*j:)*, (û*^)% la somme de leurs carrés
est égale à la constante a*.
La courbe est nommée astroïde par quelques auteurs.
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233* Les abscisses des points de rencontre étant o, fl-f-/7z, a — m, il en résulte, pour les équations des tangentes correspondantes,
y =■ m[3m -{- iia)jc — 2m (m -+- û)', jr =. m[3m — 211) r 4- 2m [m — a)*.
Le point où la tangente à une courbe du troisième degré coupe la couibe est dit le point tangentiel du point de contact. Le premier de ces points que Ton considère ici a donc pour coordonnées
L'abscisse du second satisfait à Téquation suivante :
(i) m[3m -\- 2/i)jc — 2/1* (m -|-û)' = .r(x — a)';
mais il n'est pas nécessaire, pour l'obtenir, de résoudre cette équation. On sait, en eifet, que l'abscisse a + m du point de contact est racine double de (i ), et, comme le produit des racines est — 2m(a-f-w)*, en le divisant par (£Z-f-w)*, on a l'abscisse cherchée. On trouve ainsi pour le deuxième point, et semblablement pour le troisième, les coordonnées
X = — 2/W, ^ = — 2/?l(2/« -H a)% ar= 2/w, J^= 2m[2m — a)^.
On reconnaît immédiatement que ces trois points sont sitttés sur la droite
C'est là une vérification d'un théorème général démontré par Maclaurin, et qu'on peut éroncer ainsi : Quand trots points d'une courbe du troisième degré sont en ligne droite, il en est de même de leurs points tangentiels.
234.. [Fig. i3.) Quand le cercle dont le centre esl O et dont le rayon est OB = b roule sans glisser sur la droite AX donnée de position, la courbe engendrée par un point M
Fig. i3.
de la circonférence est une cycloïde. Si Ton considère la ligne que décrit en même temps un point M' situé sur le. rayon variable OM, on la nomme cycloïde allongée ou cycloïde accourcie, selon que le. point décrivant est intérieur ou extérieur au cercle mobile.
Pour obtenir Téquation du lieu des positions de M', soient h la distance de ce point au centre du cercle, AX Taxe des x, A Torigine des axes et aussi le sommet de la cycloïde engendrée par le point M ^ si B désigne le point de contact de la circonférence avec Taxe des x pour une position donnée du point M', et cp Tangle variable M'OB, il vient
X = b(f — h sincp,
jr = b — h CCS ^ .
Le système de ces deux équations représente une cycloïde allongée ou accourcie, selon qu'on a h<^b ou h'^b. On en tire
xzzzb arc cos
-slh^-(b-yY.
Si la droite fixe est remplacée par un cercle, le point M <ïn gendre une épicycloïde, le point M' une épicycloïde
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allongée^ le point M^ une épicjcloïde accourcie. Dans le cas où le cercle mobile est intérieur au cercle fixe, les lieux des points M, M', M'' sont des hjpocjcloïdes.
Pour trouver l'équation de Tune de ces courbes, par exemple celle du lieu que décrit le point M (fig- i4) posons CB==a, OB==i, OM = A, CN=x, MN = j
Fig. i4.
ACB = Z •, si l'on admet qu'à l'origine du mouvement les points A et Q étaient confondus, on aura
et
QOB=-.
X = CH -f- HN = ( a -h 6 ) cos / — A ces ^^-^ t ,
Le système (B) représente une épicycloïde allongée ou accourcie, selon qu'on a A<è ou /z > i. Il tient lieu d'une équation unique qui résulterait de Félimination de ^, et qui serait, en général, moins commode pour les calculs, surtout si le nombre ^-j- = n était irrationnel. On peut
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d'ailleurs, dans tous les cas, obtenir cette équation. On déduit en effet des é(}uations (B)
bn CCS t =zx-^ h co&nt , 6/1 sin / =^ -4- ^ sin « ^ , h cos/i t z= bn ces t — a: , hsmnt=zbnsmt — y; d'où Ton tire
6*/î*z=: jr*-4-^*-f- h} -V- ih[xco^nt H-jsin/i^}, /i' = a:* -h ^» 4- b^rO — ibn [x cos t 4- / sin f ) ,
ou bien
r cosnt -4- ^ sin « / =: 7 z=zp ,
X cosr -f- r sm ^ = ; = a ;
et par suite, en remplaçant les fonctions trigonométriques par leurs formes imaginaires,
[x — iy) é^"»' — 2/?^'"' + (ar -4- /^) =0, (x — iy)e*^' — 2^^*' H- (x H- /j^) = 0.
On conclut de là
^ — ; 9 er — ■ ; ,
X — IX X— ly
par conséquent,
ce qui est Téquation cherchée, en y supposant pel q remplacés par leurs valeurs connues en x et en j^ et qui ne peut être rendue rationnelle qu'autant que le nombre n est lui-même rationnel.
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On voit facilement que le système (B) se met aussi sous la forme, quelquefois utile,
L*liypocycloïde allongée ou accoiu*cîe est représentée par le
système
a — b x= {a — 6)cos^ -f- Acos — - — /,
X z=:z[a — b) siJït — h sm — - — t ,
tout à fait analogue au système (6), et qui s'en déduit en remplaçant dans celui-ci b par — b eX. h par — A. Il suflSt donc de considérer les équations (B) pour embrasser tous les cas.
En faisant A = i , on obtient les équations suivantes pour représenter les épicycloïdes et les hypocycloïdes :
/ IV t a -\- b
x=z\a-\- 6) ces/ — 6cos — -^ — /,
j = (/z -h b)cost — b sm — 7 — t .
La détermination de la tangente au point xj de la courbe
dy définie par les équations (B) exige la connaissance de -r-*
Or on a
dx a -\- b I , , . a -h b ^
-r- = ; — [ bsmt — n sm — ; — t
dt
d'où
dr a -^ b [ ^ , a -^ b '
-7- = ; ( b CCS t — h CCS — : — /
dt b
r a^ b ^ b CCS t — h ces — ; — ^ dy b
dx , ; a -\- b
bs\n t — à sm — ; — t
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Ce résultat, qui suffi t. à la détermination analytique de la tangente, ne met pas en évidence une construction géométrique simple 5 mais, si Ton cherche Téquation de la normale, on trouve
Y — (fl -h ^) sin ^ -4- A sin — - — / ( 6 ces r — Acos — - — t j = j X — [a -k- b) cost -\- h cos — ^— r f ( ô sin ^ — A sin — 7 — t j ,
et l'on voit manifestement, sous cette forme, qu'en faisant Y=asin? et X=acos£ Téquation est satisfaite. Or le point dont les coordonnées sont a sint et a cos t n'est autre que le point de contact du cercle mobile et du cercle fixe, d'où résulte une construction immédiate de la normale tout à fait semblable à celle que l'on connaît pour la cycloïde. 11 est évident que cette construction s'applique également aux courbes (A). Elle est d'ailleurs susceptible d'une grande généralisation (n® 244-).
La théorie des épicycloïdes est née d'un problème industriel. C'est en cherchant la meilleure forme à donner aux dents d'un engrenage que l'astronome danois Rômer y fut conduit en 1674. Plus tard (1694)? de la Hire publia sur ces courbes un travail étendu, et plusieurs autres géomètres, notamment Halley [Transact, phil.)^ Newton [Princip.) et Euler [Introd, in AnaL infinit.) ^ en ont étudié les propriétés.
Descartes s'est occupé le premier des cycloïdes allongées et des cycloïdes accourcies; il en a déterminé les tangentes.
Parmi les courbes représentées par les équations (B), on remarque certains cas particuliers :
1° h=zb = — -J' Au moyen des relations connues cos3^ = 4^^^'' ~" 3cosf , sin3/ =: 3sin^ — /{sin^tn
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les équations (6) se réduisent à
x=:a cos' / , y =^€i siD* / > d*où
et en développant,
Cette courbe se rencontre dans plusieurs questions (n^ 232), 2** i = On trouve une ellipse dont Téquation est
3° b =:Ji = a. On a, dans cette hypothèse, X — az=: 2acosr(i — cosr), y =:'i.asmt[\ — ces/).
Prenant des coordonnées polaires définies par les équations
X — a'=.r ces ô , ^ = r sinô ,
il vient immédiatement pour l'équation de la courbe
' rrr: 2o(l — COS©)^
C'est une des caustiques du cercle, le point lumineux étant sur la circonférence. On l'obtient aussi en projetant sur toutes les tangentes au cercle de rayon 2 a un point donné de la circonférence (n®235). A cause de sa forme, cette courbe a été nommée cardioïde [Transact, phiL, I74ï)»
4<> b = h= -' Les équations (B) deviennent ici
j=2«sinV, x = 3acost — 2flcos*/.
On en tire
y^ '-\' X* z= ^a* — 3a^ cosU = a» -f- 3a»sin*f,
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<:t par suite
5® h = h = • Le lieu est un diamètre du cercle fixe,
résultat facile à voir par la Géométrie.
235. 5oit A Torigine ^es axes. Si Ton désigne par x et y les coordonnées du point m, par a et 6 celles du point [i^
€t par C le milieu de tw A^ on a évidemment
«2-^- gî — a^ — gj- =: O,
Les droites A[jl et mfjL étant perpendiculaires, l'exprès* sion adx -f- 6 Jy est nulle, et il en résulte
doL X — a 6
ce qui démontre la proposition.
Un théorème analogue existe pour les surfaces podaireSm
236. Les coordonnées d'un point a, S de la podaire correspondant au point or, y de la courbe satisfont aux équations
ax"""' 6/"-' x"~* y
û" b"" ^ a^oL Z>"6
Éliminant x etj entre les équations (i) et (2), il vient
Cette équation résout la question des podaires pour l'ellipse, Thyperbole, les développées de ces courbes, Tastroïde (n«»232), etc. .
237. {Fig. i5.) Soient AB, BC, CD trois côtés consécutifs du polynôme minimum, et prenons pour origine le point E, où. se rencontrent AB et CD 5 la tangente BG doit
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être telle que le triangle ECB soît maximum. Déterminons
le point de contact M par cette condition. On a
dy dx
EC=r — «^3^» EB=r — j —
dx dy
et
,CBE=-(r-x|)'JsinE.
Pour le maximum on trouve, en différentiant,
d^r dx [ dy\ 1 dx \
dx^ df\ 'dx) \ -^ dy ) '
et, en égalant à zéro le dernier facteur du premier membre de cette équation, il vient
1 / dx\ I ^^
j;=-Lf— r--) = -EB,
2 V -^ dy) a '
ce qui montre que le côté CB est partagé en deux parties égales par le point de contact. La même chose a donc lieu par tous les côtés du polygone cherché.
238. Soient n le nombre des points mi, ttzs, /ti^,...; j:^, y^, les coordonnées de m^-, Ç, 19 celles du point /[z^ on a
^[{Ç-*-^/')'^- (>î+r^)'] = const..
SOLUTIONS. iSg
et en differentiant, toutes les quantités variables pouvant être considérées comme fonctions de Tune d*entre elles,
( I ) 2.[(Ç - .Tp) d^-h{7i --Xp) ^>î ] = 2 [(Ç - Xj,) dxp -4- [-il —Xp) dyp\.
Or
(Ç — Xp)dXp-^ [fi —yp)dfp = o,
puisque chaque normale passe par le point fji. On peut donc écrire Téquation (i) sous la forme
c?Ç(/2?— ^Xp) -+-dn(n-n — Ijp) =0, ou
c'est-à-dire que la normale au lieu des points fx passe par le point qui a pour coordonnées — -j — -•
239. L'origine étant au point A et la direction de la corde étant prise pour celle de Taxe des a:, il faut chercher le maximum de l'expression
^x^ H- j' -+- ^(a—xy-hx^-
Si Ton égale à zéro la différentielle de cette quantité, dans laquelle j" est une fonction donnée de x^ il vient
dx dx
^x'-hj» sj[a — xY -\- y"^
Soit N le point où la normale en M rencontre la corde AB-, l'équation (1) revient à
AW __ BN AM ~" BM '
c'est-à-dire que la tangente au point M est également inclinée sur AM et sur BM.
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Solution géométrique, — La position du point M étant supposée connue, soit M' un point infiniment voisin. L'accroissement de la distance AM est égal à MM'sinMM'A; la diminution de MB est MM' sinBMM'5 d'où résulte, pour Taccroissement infiniment petit de la somme ÂM + MB, la quantité MM'(sinMM'A — sinBMM'). Or, en vertu de la théorie du maximum des fonctions d'une variable, cet accroissement doit être un infiniment petit d'ordre supérieur au premier; on a donc
lim(sinMM'A — sinBMM') = 0, ce qui donne le résultat déjà obtenu.
Soient
les équations des trois courbes; x^ y^ Xi, j^i, Xt, y\ les coordonnées des points m, mi, m, pris sur ces courbes et formant le triangle mm^rrix^ dont la surface A s'exprime par la formule
Comme A dépend de trois variables indépendantes x, .Ti , j*!, la condition du maximum donne les trois équations
Ces résultats expriment que la normale en chaque sommet est perpendiculaire à la droite qui joint les deux autres; les
SOLUTIONS. l6l
normales aux courbes données se rencontrent donc en un même point.
Dans le cas particulier énoncé, — -f- — = i étant Téqua-
lion de Tellipse, on a
X, .ra — xxy ^ j,72 — XTi _
*t^'*^2 — X\ X'i jry^ J\J2
Comme la dernière équation résulte des deux premières, le problème n'est pas déterminé. Pour le déterminer, concevons que le point m soit donné et rapportons la courbe à deux diamètres conjugués. L'équation de l'ellipse peut
s'écrire
le point m étant l'extrémité du demi-diamètre a, . On trouve
alors
f, — jc, = o, x^[xi — ax) -f- \l a\ — x\ yj a\ — x\z=iQy
d'où
Il faut évidemment prendre y^ et j^ de signes contraires. D'ailleurs, à cause de l'obliquité des axes coordonnés, la surface est égale au second membre de l'équation (i) multiplié par sinO, étant l'angle des axes. L'aire maximum du triangle a donc pour expression
^-^«, 6, smôz= .î— ^ — .
FcE?fET. -> Recueil. 1 1
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241. L'équalîon de l'ellipse étant la normale au point a:, y a pour équation
et si Ton désigne par x, , j^ les coordonnées du point où cette ligne rencontre obliquement la courbe, Texpression dont on cherche le maximum ou le minimum est
(i) [x,^xY^{x,--yy=:l\
avec les conditions
(4) «'JÎ+ b^^]z=a^bK
Des relations (3) et (4) on déduit celle-ci : Les équations (i) et (2) donnent d'ailleurs
Xi — .r Xi— y ^^
En portant ces valeurs dans (5), on en tire
^ _ 4(«*J' + b^JC^f __ 4^'(«* — ^'^')*
Si Ton égale à zéro la différentielle de ce résultat, on trouve les deux solutions
(6) X=Oy
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La dernière, combinée avec Téquation (3), donne
Les relations (7) et (8) définissent quatre points symétriquement situés par rapport aux axes et répondant à des longueurs minima, pourvu toutefois qu'on ait a} — ai'^o. En effet, les extrémités du grand axe répondent évidemment à des maxima, et Ton ne peut passer de Tun à Tautre sans rencontrer au moins un minimum; la symétrie de la courbe en doit d'ailleurs fournir au moins deux de chaque côté du grand axe. Il suit de là que la solution j: = o correspond à un maximum.
Les résultats changent si Ton a a* — ib^<^o\ les quatre minima n'existent plus, et la solution x=o répond alors à un minimum. On s'assure facilement de cette dernière circonstance en m^ettant /' sous la forme
Si Ton développe le second membre, en supposant x aussi petit qu'on veut, on trouve
l^=Ab^-^ " — - — 2^»— a» -4-...,
ce qui démontre que l'extrémité du petit axe répond à un maximum quand on a 2 i' — a' <^ o, et à un minimum dans le cas contraire.
La règle ordinaire pour la recherche des maxima et des minima àe f[x) n'a pas donné les solutions maxima répondant aux extrémités ^u grand axe. Cela tient à ce que, dans la question présente, on ne peut comparer hf{a) les deux expressions /"(a -h /i), /(^t — A), h étant
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un infiniment petit positif, vu qu'il n*y a pas de points de l'ellipse dont Tabscisse surpasse a.
Remarque. — Si Ton cherclie les valeurs de Xi, > i dans Thypothèse a} — ai* ^ o, on trouve
et ces coordonnées satisfont à Téquation de la développée de Tellipse
(O. Bonnet.)
Il suffit de considérer les points de la courbe donnée
pour lesquels nO n'excède pas -• Soient r et 6 les coor-
données d*un point m pris sur cette courbe; rj et 6i celles du point correspondant de la podaire; çj'angle que la tangente en m fait avec le rayon vecteur. On a
tangç = --— = — cotwQ.
ar
Il résulte généralement de là
ff = nB h /tt,
k étant un entier quelconque. D'ailleurs, en supposant n positif, 9 représente un angle obtus, et Ton trouve facilement la relation
Il suit de là qu'il faut prendre * = i , ce qui donne et par suite
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cos nO =z cos •
D'un aulre côté,
^, = 7sincp = rcosnO; d'où
Tl^' = ar^' cos 0.,
équation de même forme que la proposée. Le résultat n'eût pas été différent si l'on avait supposé n négatif.
243. Concevons la courbe rapportée à des axes rectangulaires ox^ oj^ dont l'origine soit située, par rapport aux droites A et B, du même côté que le point m. Si Ton désigne par p la longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur A, par a et 6 les angles de cette perpendiculaire avec l'axe des x et l'axe des j^ la distance de m à A aura pour expression
p — pc cos a — y cos6.
Semblablement, la distance de ce point à B peut s'écrire
Les coordonnées des points P et Q étant respectivement a et i, «1 et ^2, on a
P/72 — slï^— ay -f- (j — b)\ Qm = ^/(^ — «,)=» + (j — b.y.
L'équation de la normale est d'ailleurs
df du df d^ ôfdu ^^' du ô.r dv ôx du àf dv df
et comme on a dans tous les cas
du , du , .
dx dy
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j^ = '- cos(fS .r), ^ = — ^^^("^ y )'
en désignant généralement par (D, Dj) Tangle des directions des droites représentées par D et Dj, Téquation de la normale prend alors la forme
-r- C0S(W, .r) H- -■- COS(<', X) -f. COSfl/,/) -f- -r- COS(r,^)
OU OV Ou Ôv
qui n'est autre chose que l'expression analytique du théorème énoncé.
244. Rapportons la courbe B à des axes rectangulaires. Soient t'mt la tangente commune à A et B; x, j^ les coordonnées du point de contact m; ^, y] celles du point /z. La longueur fzm = r et l'angle de sa direction avec une droite quelconque, invariablement liée à A, constituent un système de coordonnées polaires auquel on peut concevoir que sont rapportés les points de cette courbe. Cela posé, de l'équation évidente
on tire par la diflérentiation
ds r ds
dj jr-^n dnX ds r ds )
ds représentant l'élément de la courbe B. Or l'ang]
formé par le rayon vecteur ju m et la direction mlfà
dr . . / 1 X ^ — ç, dx
cosinus -7- : ce cosinus est aussi égal a
ds ^ r
L'équation (i) se réduit donc à
Y — >i dfi X. — \ d\
ce qui démontre le théorème énoncé.
SOLtlTIOMS. 167
2'»5. 1° Les coorduunéei x tiij ilu point ic coiitacl m de la tangente représentée par (1) ne sont autres que les valeurs limites des coordonnées du point de rencontre de cette tangente avec la tangente voisine, dont l'équation est
(n -l-i<j)X + (* -(-ié)Y + c + ic-=Oi
c'est-à-dire qu'on a
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esl du degré //,.car, en substituant ces valeurs de x et dej dans l'équation ax-h £j= c d'une droite quelconque, il en résulte une équation du degré n en t dont les racines déterminent les coordonnées de n points (réels ou imaginaires) où la droite rencontre la courbe.
Remarque. — Le système (U) définit des courbes algébriques auxquelles M. Cayley a donné le nom d'wwicursaleSy et qui jouissent de propriétés importantes étudiées par d'émincnts géomètres contemporains. M. Hermite, en particulier, leur a consacré, dans son Cours d'jdnalyse, quelques pages très-intéressantes et des plus instructives.
On ramène facilement les coordonnées x elj au type (U) quand elles sont données par des fonctions rationnelles d'un nombre quelconque de sinus et de cosinus, pourvu que tous les arcs soient des multiples d'un même arc «. 11 suffit d'exprimer les lignes trigonométrîques en fonction de la
variable t définie par la relation tang - ^ /.
L'équation ^{x^y) z:^^(^x^y)^ où y et 4* désignent des fonctions entières homogènes dont les degrés diffèrent d'une unité, représente une courbe unicursale, comme on le voit en y faisant / = tx.
Il en est de même de l'équation
si f est homogène du degré m et p^ homogène du degré m — 2. On le reconnaît en posant d'abord y=ztx^ puis, pour faire disparaître l'irrationnelle (n® 140),
1 — 9' La courbe gauche représentée par les équations
ABC est dite aussi unicursale si A, B, C, D sont des fonctions
entières du degré n en t. .Le degré d'une courbe gauche étant le nombre des points (réels ou imaginaires) où elle est coupée par un plan quelconque, on voit, en raisonnant comme pour les unicursales planes, que la courbe considérée est du degré n.
§ XU. — Points singuliers, — Construction de courbes.
point d'inflexion.
Fig, 16.) L'origine est un point triple; l'une des
branches touche Taxe des j:, les deux autres font avec ce
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même axe des angles dont les tangentes sont \/ ret — \/t*
La courbe est unicursale, comme on le voit en remplaçant
dans l'équation y pdt tx,
[Remarque du n*^ ^k^.)
251. {P'g' 17) Point triple à Torigine. En ce point -j- a les trois valeurs o, ^3, — ^'d.
La courbe est unicursale (n° 245).
Fig, 32.) Asymptotes : j? = -» j^ = — p
A l'origine, rebroussement de première espèce. Quatre points d'inflexion, dont deux situés sur l'axe des x.
259. La courbe a trois points d'inflexion, l'un à l'origine, les autres aux points dont les coordonnées satisfont aux équations
.r' y/i2f\/3 — i) jr
Les trois points, coaime on voit, sont situés sur la droite représentée par la seconde des équations (i). C'est là une application de ce théorème général, dû à Maclaurin : Quand une courbe du troisième degré a trois points d'inflexion réels (ce qui est le plus grand nombre quelle en puisse avoir) ^ ces points sont en ligne droite,
{^Voir Briot, Complément de Géométrie analytique,)
Fig. 23.
260. (Pig* 23.) En substituant des coordonnées polaires aux coordonnées rectilignes, Téquation est résoluble par rapport au rayon vecteur. On la discute d'ailleurs.^ sans changer de coordonnées, en prenant une inconnue auxi-
liaire t= -5 ce qui donne
L'origîne est un point trîple, un point d'inflexion et un point de rebroussement. Les points de la portion fermée de
la courbe qui sont les plus éloignés de Taxe des x et des y ont respectivement pour coordonnées
L'examen de la dérivée exprimée en fonction de t faîl connaître l'existence d'un point d'inflexion sur la branche infinie située à droite de Taxe des j^.
261» La courbe a une infinité de points doubles, pour les-
quels -j-=^± (/rTr)% h recevant toutes les valeurs entières
positives. Elle a aussi une infinité de points isolés.
262. Lorsque les courbes sont représentées par des équations en coordonnées polaires, on trouve généralement les points d'inflexion en posant [formule (fe), p. 178]
dr'- dr
r^ -\- 1 -r— — r --- z= o ou dr d'i^
ce .
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Il est quelquefois avantageux de remplacer cette condition par celle-ci, qui lui est équivalente :
/ « X du d^u
u étant l'inverse du rayon vecteur.
Pour la courbe dont il s'agit ici, la condition indiquée
donne
Celte courbe, cas particulier des spirales dont Téquation est /•= a0", a été désignée par Cotes sous le nom de Lituus {^Harmonia mensurarum),
263. L'équation (A) ou l'équation (B) du numéro précédent devient ici
h cos*0 4- 3a cos'G — ia:=i o^
ou, en posant — - =: z,
ces 9
(i) 2flz' — Zaz — ^ =z o.
Si Ton a a^A, les trois racines de l'équation (i) sont réelles, mais Tune d'elles ne satisfait pas à la condition — I <; cos0<^ I.
Si a<^b^ deux racines sont imaginaires. Il en résulte que la conclioïde a quatre points d'inflexion quand a est plus grand que i, et deux seulement quand a est plus petit que b.
Il y a également deux points d'inflexion si a=zb.
La concboïde peut se construire de la manière suivante : d'un point fixe A on mène un rayon vecteur quelconque indéfini qui rencontre en B une droite XX' dont la position
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est invariable. A partir de B, on porte sur le rayon vecteur, et dans les deux sens, des longueurs BM, BN égales à une ligne donnée a\ la conchoïde est le lieu décrit par les points M et N, quand on suppose que le rayon vecteur tourne autour du point A.
Cette courbe fut imaginée par le géomètre Nicomède (environ i5o ans avant J.-C.) pour résoudre les deux problèmes, si célèbres chez les anciens, de la duplication du cube et de la trisection de Tangle. Newton en a fait usage pour la construction des équations du troisième degré [^arithmétique unii^erselle) ^ et les architectes Vîgnole et Blondel Tout utilisée pour le tracé des fûts de colonne {Cours d'architecture, par d'Aviler). On peut substituer
à la base XX' une ligne quelconque, et Ton obtient alors des conchoïdes d'ordre supérieur. Dans le cas où Ton
prend un cercle et où le point A est sur la circonférence, on trouve le limaçon de Pascal (n° 479). De La Hire adonné, dans les Mémoires de V académie des Sciences (année 1708), un long travail sur les conchoïdes à base quelconque.
Fig- aS.) L'axe desj^^ est une asymptote
Fig. 25.
Les points d'inflexion autres que l'origine sont déter-
Feenet. — Recueil. 12
mines par l'équation
8cos*2Ô -t- 3cos'2 9 4- GcossO -4-10 = 0,
qui ne donne qu'une valeur réelle pour cossô.
La plupart des courbes données dans ce paragraphe soni tirées de V Introduction à l'analyse des lignes courbes, par Cramer (Genève, 1750).
§ XIII. — Rayons de courbure et déi^eloppées
des courbes planes.
Notations et formules. — p, rayon de courbiu^e en un point (jo^j) où (r, 0) d'une courbe donnée par l'équation
/(.r,jr) = o, ou F(a,0) = o;
E, angle de la tangente avec l'axe des x ou l'axe polaire^
/7, distance de l'origine à la tangente 5
a et ê, coordonnées du centre de courbure;
ds^
d.r d^j — dy d^x
df df d'f . Id/\'d'/
dx dy dxdy \dy ] dx^
. dr\^ d'r ^ / d^u
, . ds d^p dr
ds ds^ dp
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Les quantités p et r se rapportant à un point d'une courbe, /;, et r, au point correspondant de la développée, on a
[d) rî=rr»4-p^-2/7p, p\=T^-p\
£^r\ dx /d^
dx^l \ dx'
Si oi désigne Tangle des axes, on a
-- — smw
On tire immédiatement de Téquation
Par suite,
On a aussi
d'où
De plus.
a — .r=(/7-|-^Ji7)
ce qui donne
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et comme rëquatîon proposée peut s'écrire il en résulte
{l-\'qy{qX'-^p^f=p'[p + qcLY^,
OU bien, en tenant compte de la relation (i),
Pour ^ = o, l'équation (2) se réduit à une identité; mais
en la mettant sous la forme
et prenant la vraie valeur du second membre pour ^ = o, on trouve
équation connue de la développée de la parabole. 267. f.'=.ill±Ifï.
d'où
81 6^ + 16 [a'-i- 8aa it «^ (û — 6a)^ J = O.
La parabole semi-cubique est la première courbe qui ait été rectifiée. Cette rectification fut trouvée presque en même temps par Van Heuraet, Neil et Fermât.
SOLUTIONS. l8l
ax[5j: — 12a) Sax^ 8a y
P— 3(2fl— or)» '
— I -*-6flM-Trl -f-3a>a==o.
Quand une courbe est unicursale (n° 245), il est manifeste que sa développée Test également. Si Ton pose ici x = ty^ on trouve en effet
o = ar + 3(jy»)', e=7 + (3x»j
En faisant tourner les axes d'un angle de 45^ autour de l'origine, on reconnaît que la développée est aussi une astroïde (n*»232).
ay
a{J'^-^i) /If \
e = — i i-, a = a? — âr\<?* -i-i/;
d'où
^_- ^ , -=log 7 9
et enfin
, 6±:(6«— SaM' 6' -h 4a'±6(6» — 8aM a = «log i-~^^- '- 3 ^ ^
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Celte courbe a été nommée logarithmique i^dx Huyghens, qui Ta étudiée [De causa gras^italis^ Opéra reliqua).
d^où
a =: fl log -I I -^ \ -T /
La cliaînette est la courbe que figure un fil homogène pesant, flexible et inextensible, et dont les extrémités sont fixes. A Torigine du Calcul diiîérentiel, les géomètres s'en sont beaucoup occupés, notamment Leibnitz, qui la construisit au moyen de la logarithmique (n** 270), et Jean Bernoulli, qui en donna le premier Téquation et les propriétés principales.
6r=— -9 a = — alog i ^—^'k
d'où
La chaînette est donc la développée de la tractoire
La tractoire ou tractrice est la courbe décrite par l'extrémité d'un fil inextensible et sans masse, situé dans un plan horizontal, et dont l'autre extrémité est tirée le long d'une ligne droite. Il faut ajouter que la vitesse acquise du
point mobile est incessamment détruite par la résistance du plan, ce qui revient à supposer le frottement infini. Leibnitz a démontré que la portion de la tangente à cette courbe comprise entre le point de contact et la droite directrice est constante, d'où le nom de courbe aiix tangentes égales donné à la tractoire. Huyghens en a fait Tobjet d'intéressants travaux^ Clairaut l'a beaucoup généralisée en prenant une ligne quelconque pour directrice.
273. En faisant usage des formules (c) et [d) de ce paragraphe (p. 178 et 179)5 et posant
on a
r p^=zmr^ 0=—» p^z=zmrx.
Il en résulte que la développée est une spirale logarithmique égale à la proposée ; elle se confond d'ailleurs avec le lieu des extrémités de la sous-normale polaire.
La spirale logarithmique peut être à elle-même sa développée. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'extrémité du rayon r^ aboutisse à la courbe. On doit donc avoir en même temps, puisque les deux rayons r et r, sont perpendiculaires ,
r =1 ae^ , r, := ad*- *
Comme on a de plus /• = a/'i, la condition cherchée revient à celle-ci ;
a=^e *" ou a" = e * •
Il faut et il suffit qu'on puisse déterminer un nombre en« tîer A" satisfaisant a cette équation.
Cette courbe se reproduit de plusieurs autres manières ;
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sa développante, ses caustiques par réflexion et par réfraction en supposant le point lumineux au pôle, le lieu du pôle d'une spirale roulant sur une spirale fixe égale, sont des courbes égales à la proposée. Ces propriétés remarquables ont vivement frappé Jacques BernouUi. A ses yeux, la spirale logarithmique n'est rien moins que le type de la constance et le symbole de la résurrection. Voici le curieux passage où il donne carrière à son enthousiasme :
(( Cum autem ob proprietatem tam singularem tamque » admirabilem mire mihi placeat spira haec mirabilis, sic » ut ejus contemplatione satiari vix queam, cogîtavi illam » ad res varias symbolice repraesentandas non inconcinne » adhiberi posse. Quoniam enim semper similem et eam- » dem spiram gignit, utcumque volvatur, evolvatur, radiet, » hinc poterit esse vel sobolis parentibus per omnia similis )) emblema : simillima Jilia matri,,.. A ut, si mavis, quia « curva nostra mirabilis in ipsa mutatione semper sibî con- » stantissime manet similis et numéro eadem, poterit esse » vel fortitudinis et constantiae in adversitatibus, vel etiam » carnis nostrae, post varias alterationes et tandem ipsam » quoque mortem, ejusdem numéro resurrecturae symbo- )) lum } adeo quidem ut si Archimedem imitandi hodie nunc » consuetudo obtineret, libenter spiram hanc tumulo meo )) juberem incidi cum épigraphe : Eadem mutata resurgo. » [jicta eruditorum, ann. 1692, p. 212.)
Descartes s'est occupé le premier de la spirale logarithmique. Il la définit par la propriété que possède le rayon vecteur de faire un angle constant avec la tangente.
274. Soit tf Tangle du rayon vecteur avec la tangente en un point de la courbe 5 Téquation revient à celle-ci :
tangy = -^
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par suite,
(i) p =z r sinif =: (r^ — a*)S
et, en vertu de la formule (c), p. 178,
Rapprochant ces résultats des formules (d), p. 1 79, il vient
pour l'équation de la développée, laquelle est évidemment un cercle.
On reconnaît d'ailleurs, dans l'équation proposée, l'équation différentielle de la développante du cercle.
L'équation de la courbe étant
/' = a^ ces 2 6,
et aussi
(j:^-hj2)»— a'(:r' — j»).
on trouve
d'abord
3(j:»-h7^)' 3(cos2e)^
puis
^ y {a? — x^ — j') 2asin'9
^(a'-4- x' -h j') 2acos*ô
d'où
Si l'on passe aux coordonnées polaires, en posant
a = rcos9, 6 = rsin0,
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l'équation (i) devient
4fl» I -f- tang'9 ___ 4 «' ' — tang^Ô -h tang'
^^ ( I -+- tang^ ® / 1 ' — taiig^ ^ / *^ * ~ tang^O
On voit que cette courbe est unicursale (â^-S) en posant
276. L'épîcycloïde étant représentée (n** 234) par les deux équations
JC := (a -^ b) COSt — 6 CCS — 7 — r ,
^=r (â5 -f- 6) sinf — b sin — - — r,
on en tire
fl?lr ,2 -+- 3 ^ . ^ ^
— - = 2 ( û -h 6 ) ces ; — t sm — - f
dt ^ ' 7.b ib
dX , a-A-lb at
— - =L i[a -f- b) sm — f sin— 75
rf/ ^ ' o.b ib
dy _ a-^ lb d}y a -f- 2 6 i
^~ ^ 26 ' </a;2 ~ 4^(rt 4- 6) a-f- a^ r~«î
ces* ;^ — ^ sin —7
Par suite
— 77— = -^— ^ T^ ces -— / sin — r z= 6 — r,
y a -h ib nb 2b ^ '^
^; — r — 7— sin ; — t sm — - z=U — X.
De là et des équations (i) résultent les relations
... ^b[a-^b) . at
^^' ' a -\- nb 26
ab [ a -^ b a -^ b
ces t -t- ces — t ,
a -\- ib \ b b
P = r — ; — sm / -f- sin — - — c .
^ a -{- ib \ b ^ J
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Il suffirait de remplacer h par — h pour avoir les formules qui conviennent à l'hypocycloïde.
Les équations ( 5 ) représentent la développée demandée \ on voit qu'elle est aussi une courbe du genre épicycloïde. En changeant d'axes rectangulaires sans déplacer Forigine, on peut mettre les équations (5) sous la forme des équations (i).
L'équation (4), qui donne la valeur de p, peut s'obtenir presque sans calcul en employant la formule (p. 1 j8)
Pour cela, il est nécessaire d'avoir une relation entre retp. Or on tire d'abord des équations (i) et (2)
,T^ -\- y- =2 r^ =z a^ -\- ^b{a -h ^)sin*— ,
— ^^—r-' — =2 « + ô)(a-f- 2^»)sm'— 7.
dt ' '26
puii
et enfin
ds . ,v * «^
—- =2.[a -h 0) sm — r:
de ^ '26
xdr — rdx , . . , at
vz= — - — ; =i[a-\- 26)sm— 7î
' ds ' ib
(^) P- — 46[^TTj — '
relation qui, diflérentîée, conduit immédiatement à l'équation {4). Cette relation (6), qu'on peut regarder comme l'équation de l'épicycloïde, est d'un emploi commode dans plusieurs cas (n°» iSl et 489).
La relation proposée se ramène à celle-ci
dx b^ -^X^
. 2fl -r- = »
ds X
OÙ le premier membre peut être regardé comme précédé du signe ± ; et comme on a généralement
P dx
il en résulte
2aj*
On a d'ailleurs, N étant la longueur de la normale,
ds 1 ax^
dx 7=*-*- 6^'
par suite
L^équation proposée appartient à la courbe décrite par l'un des foyers d'une ellipse qui roule sans glisser sur Taxe des x (Delaunay, Journal de Lious^ille, t. VI). Cette courbe jouit aussi de la propriété d'engendrer, par sa révolution autour du même axe, la surface minimum qui renferme un volume donné (n° 686).
La variable indépendante étant x^ on trouve
^'^ 3 ds'"'^ '6y''
et pour le maximum ou le minimum.
D'ailleurs, l'équation du cercle osculateur étant
on a
Diflerèntiant l'équation (2) par rapport à X, il vient
, dY d'Y ,^ , d'Y
et, à cause des relations (3),
ce qui démontre le théorème énoncé.
igO CALCUL DIFFÉRENTIEL.
Si Ton joint le point m d'une courbe avec le milieu p d'une corde parallèle à la tangente en ce point et infiniment voisine, Tangle de la normale avec la direction limite de la droite mix a été nommé par Transon la déviation de la courbe en m, La tangente de cet angle a précisément pour valeur le second membre de Téquation (i). (Voir Journal de Lioui^illej i84i,p.i9i.)
L'équation proposée peut s'écrire
en supposant les courbes rapportées à des coordonnées polaires dont O est le pôle, et désignant par c^i, Jj, . . . , J„, A les rayons vecteurs des points A,, Aj, . . . , A„, M.
Les quantités d ainsi que A sont des fonctions de l'angle que fait la transversale avec Taxe polaire 5 en diflerentiant deux fois l'équation (i) par rapport à cet angle, il vient
/w(AA"— 2A'»)
D'un autre côté
osa
^ (^2 _|_ ^fiy
d'où
p ces* or
de même
I A^ -h 2 A'^ — AA"
Rocs Y A^
Donc, en tenant compte des équations (i) et (2),
SOLUTIO»S. 191
§ XIV. — Géométtie à trois dimensions.
Formules relatives aux courbes gauches. — Eh un point m[x^y^ z) d'une courbe on peut concevoir trois lignes droites rectangulaires entre elles, savoir : la tangente, la normale principale et la perpendiculaire au plan osculateur. Sur chacune de ces droites il existe deux directions différentes : Tune est définie par les cosinus des angles que fait cette direction avec les directions positives des axes coordonnés, et l'autre, qui lui est opposée, par ces mêmes cosinus changés de signe. Pour abréger, nous appellerons cosinus directeurs d*une droite ou d'une direction quelconque ceux qui définissent ainsi une direction convenue^ et ces mots : la direction (a, i, c), désigneront celle que déterminent les cosinus ^, fc, c. On pourra même souvent substituer à ces cosinus des quantités qui leur seront proportionnelles.
Quelques-uns des résultats exprimés par les formules qui suivent seront démontrés dans ce paragraphe.
rt, bj Cy cosinus directeurs de la tangente;
>, p, V, cosinus directeurs de la normale principale;
«t 6, 7, cosinus directeurs de Vaxe du plan osculateur
ou simplement de Vaxe; w, angle de contingence ou première flexion; 1/, angle de torsion ou seconde flexion; p, rayon de courbure; r, rayon de la seconde courbure.
( rt» -f- ^' H- c* = f, >2 _^ p' -f- V* 1= I, a} -h t' -\-y^=: i; [aa.-\-bQ-\-cy=iOj «). -h ^pi -h cv = o, aX H- 6|x H- «yv = O.
fï^ + aS-+-).u = o, 604-67 -h fxv=;o, r^-f-7a-fv).=:o.
igSk CALCUL DIFFÉRENTIEL.
Ia,:=:by — cpi, S = cX — av, y = a^i — ft>; À = 6c — 7^, y.z=ya — aCy v z= ab — 6fl; az= ^y — vS, b = va — X7, c = X€ — pa.
dr djr dz
ds ds ds '
11= , vrrr ',
djrd^z — dxd^r ^ dz d}.r. — dx €Pz dz r/'r — drd^i
CL =1 ) 5= 9 7 = r~ '
f^'^ds (fi^ds tà'ds
^* f I rj ds ds
[{d.vd^y — dyd^xy - ^[dyd^z — dzd}y)^ -f- [dzd}x — dxd'zX^
ds"
r ds
dx [d'y €pz — d^z d^y) -+- dy (d^z dKr — d^x d^z) -h dz {d}xd^y — d*fdx
[dyd'z—dzd^yY -4- [dzd'x — dxdz^Y -h [dxd^y — dyd*xf
W u ta u Ui U
(g) d\z=:oLU — «w, d^^=^U — Ôw, dttzrzyu — c« (n° 284)-
Les formules [f) jouent un rôle assez important dans Tétude des courbes à double courbure. On peut remarquer que Tune quelconque des égalités
. da doi db d^ de dy
G>> u ta u oi u
n*est que l'expression analytique de ce théorème :
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« Le rapport des flexions d'une courbe en un point esr égal au rapport des accroissements que subissent, en passant de ce point à un point infiniment voisin, les cosinus des angles d'une droite quelconque avec la tangente et l'axe du plan osculateur (*). »
Plusieurs des formules précédentes se simplifient quand on prend Tune des coordonnées pour variable indépendante. Si, par exemple, cette variable est .r, en posant pour abréger
on trouve
(• ) Dans le Traité de Calcul différentiel de M. Bertrand, les formules {h) sont désignées sous le nom de formules de M. Serret. C'est là une dénomination erronée, comme l'a reconnu M. Bertrand lui-même {Rapport sur les progrès les plus récents de VAnaljrse mathématique, 18G7, p. 27). Le théorème cité dans le texte, et qui, sauf la notation algébrique, est identique aux formules (A), a été donné par l'auteur du présent Recueil dans une Thèse imprimée à Toulouse en 1847; '^ travail de M. Serret sur ce point n'a paru que trois ans plus tard. De plus, un développement de la Thèse renfermant ces formules et plusieurs de leurs conséquences avait été mis, dès la fin de 1847, entre les mains de l'illustre rédacteur du Journal de Mathématiques {voir les Nouvelles Annales de Mathématiques, 1864. p. 284).
Fresiet. — Recueil. 1 1^
Il est quelquefois commode de calculer /' par la formule
281. i** Soient x^ j^ z les coordonnées d'un point M de la droite D^ Xj, j^,, -Zi celles d'un point Mi de la droite Di, et posons
La condition du minimum donne la relation
{x'—x,)dx -h \y — rx)dy -h (z — Zi)flz = (x — x,)dx,-+' ( j — j, ) ûfj, -f. (z-—Zx)dz,.
D'ailleurs,
dx =za,d/i^ djr ■=^dhy dz z=ydh^
dxt z=: a, dhi , df/, =. 6, dki , dzi = yi <£A, ;
d'où, à cause de l'indépendance de A et Ai ,
(4) (j? — .^i)ai-4-(r — ri)^i-«-(2~«i)7i=o,
Ces équations expriment que la ligne MM^ est perpendiculaire à chacune des droites données. On en tire
^5) ^— _ Jr-r
671 — 76, 7a, — ayi aS, — - êaj
La valeur commune de ces rapports est
Zh V(.r — j:,)^ -4- ( r — .r> )' — (2 — g.T' _ ±S v/67, — 76,)* H- (yx, — a7,)^ -t- (aÇ. — Sa,)' ^^^ ^
SOLUTIONS. igo
en désignant par d la plus cour^ distance, et par Y l'angle des deux droites.
Il résulte de là que les valeurs p^ q^ /• des cosinus directeurs de Tune des directions de la plus courte distance sont données par les formules
/^\ 67» — 7^1 7«« — «71 aê, — 6a,
smV sinV sinV
2° On déduit des équations (5) et (6)
D'un autre côté,
i.r — j*, =: <3t — rt, -f- a^ — 5ti^i j z — z, = c — c, -*- 7^ — 7i^i > d'où
en tenant compte des relations évidentes
Les relations (7) et (9) donnent enfin
8=:±i [p{a — a,) 4- ^(i, — 6, ) 4- r(c — c, )], c'e;3t-à-dire
(û— fl,) (<>7i — 76,) 4- (6—^,) (7a,— a7,) 4- (c— Ci) (aê,— Sa,)
sinV
où Ton peut concevoir sînV remplacé par sa valeur
3° Pour le calcul des coordonnées des points M et M„ il suffit de déterminer A et /i|. Or, si l'on multiplie respectivement par a^ S^ y les équations (8) et qu'on ajoute le résultats, il vient
0=:a(a — a,) -4-6(^ — 6,) -hf{c — c,) -h A — A, COsV.
On trouverait semblablement
0=z ai(a — ai) -^ 6,(^ — ^i) 4-7, (c — c,)4-^ cos V — h,
d'où
(10) — A sin'V= [a — c.) (a, cosV— «) 4- (b — b,) (6, cosV — 6)
-f- (c — c,)(7, cosV— 7).
Observant que le binôme a, cos V — a peut être mis sous la forme
a,(aa, -h 66, H- 771) — a = 7, (7a, — 7, a) — 6,(a6, — a,6)
= sinV(<77, — r6,), il vient
smV
On obtiendrait pour hi une formule tout à fait semblable. L'analogie des expressions h eli est manifeste. Elle tient précisément à cette circonstance, facile à reconnaître par la Géométrie, que la longueur h sin V est la plus courte distance de la droite Di et d'une parallèle à la perpendiculaire commune, menée par le point (a, i, c).
Démontrons d'abord que la droite dont la direction
est définie par les cosinus — 9 — » — est perpendiculaire
à la fois à la tangente et à l'axe du plan osculateur. Il suffit, pour cela, d'établir les équations
adct-\~ bd^ -^ cdy = 0, otda. -h 6 ^6 + 7 c?7 = o ;
or la dernière résulte évidemment de
et la première, de celle qu'on obtient en différentiant la relation manifeste
aa4-6^ + 7^ = 0,
et remarquant qu'on a
en vertu des équations données.
U suit de là que Ton peut poser
A = 31 — 5 p = rt: — j V — ^^- — •
u ' u tt '
niais il est permis de choisir pour l'angle de torsion un signe tel, que ces relations coïncident avec les équations (2).
283* Ces équations donnent
u = — (\da 4- yid^ -h vf/7) = ctd'k -f-êc/f* -*- ydv.
De la relation
da ds d^x — dv d^s Oi (t>ds^
on tire
tùds^d\ ■+- \d[îùds^) = dsd^x — dxd^s;
on aurait aussi
tids^dyL-^- iid{(ùds^)=dsd^jr — dyd^s^ »ds*dv -+■ vd(ùi>ds^) ^ dsd^z — dzd^s.
Si l'on multiplie par a la première de ces équations, par 6
la deuxième, par y la troisième, et qu'on ajoute les résultats,
il vient
oidsu =z oid^x -I- td^jr + yd^z.
T* 1 1 1 • dyd^z — dzd^Y ^ Remplaçant dans cette relation a par » b et y
par des expressions analogues, on trouve la formule en question [formule (e), p. 192].
284. En un point M d'une courbe, la tangente, la normale principale et Taxe du plan osculateur déterminent trois plans qui forment huit angles trièdres trirectangles. Les arêtes de Tun de ces trièdres sont parfaitement définies parles cosinus directeurs a, &, c^ X, |ui, v ^ a, 6, y, entre lesquels on a les relations (p. 191 et 192)
û» -H a» -h >* = I , è» -+- e» 4- fi» = I , c» -4- 7' -h V» = I ,
En différentîant les trois premières et tenant compte des formules (/) de la page 192,
da (loi dh r/§ de ^^7
ou obtient immédiatement les relations (1).
On y arriverait aussi, mais d'une manière moins rapide, en difléreutiant les trois dernières et ayant égard aux équations (/).
Si lés directions ()., jui, v), (X-+-A>., fx-f-A/a, v-t- Av)
(ont un angle ^, on trouve en général
4 sin^ ^ = A>» -4- Aa» -♦- Av»,
et par suite
(3) ^^» = d\^ + di^} + d?=^u^ H- w%
puisqu'on a
aa -+- 66-1-70 = o.
La relation (3) est due à Lancret.
^85. Si l'on convient de représenter les quantités relatives à Ml par les lettres adoptées pour les quantités ana-
logues qui se rapportent à M, en les accompagnant de Tindrce i, on a
d*où
dxi =z dx -f- p é/X -f- X é/p,
djTx =:dx -^ pd^-h iidp, dz^ r=z dz -f- pdv -\- ydp;
OU bien, en remplaçant rfX, dti^ dv par leurs valeurs
«, dSi = ap« -f- X É?p , 6, é/j, = 6p « -f- fx r/p , C| é£^i z=y^u -hv dp.
Il en résulte
aa^ -4- A6, -f- ce, 0,
Xa, + fx^, -h vc, --^,
pu
et par suite
ds] =zdp^-h p^u^.
Les équations (1), (2) et (3) montrent que la tangente au lieu des centres de courbure est dans le plan normal de la courbe donnée, et fait avec la normale principale au
point M un angle dont la tangente est ^ • Cet angle n'est
égal à zéro, en général, que pour les courbes planes.
Par suite d'un calcul incomplet, Lagrange avait été conduit à ce résultat, que le lieu des centres de courbure peut avoir pour tangentes les normales principales de la courbe {^Fonctions analytiques). Cette assertion inexacte ne lui serait pas échappée, comme l'a fait voir Poinsot, s'il eût poussé ses calculs un peu plus loin.
286. Le plan rectîfiant au point {x^j^^ z) a pour équation (p. igi)
(l) (X — .r)A-4-(Y — jr)ft + (Z — z)v = o.
En la combinant avec celle-ci,
(X — j:)û?X-4- (Y-— j)i/fA-+- (Z — z) Jv = >ûtr + |X£/7-f-v^z = o, on en conclut les équations de la droite rectifiante, qui sont X— r _ Y— y _ Z— z
Remarquant qu'on a [formules (i) et (g^), p. 191 et 192]
|x<fv — vdu. =z iJi{yu t — cw) — v(6tt — A») = au -h aw,
et des expressions analogues pour les autres dénominateurs, on met ces équations sous la forme
au -4- aw bu ■+- 6« eu -f- yw
d'où résulte que les cosinus directeurs de la rectifiante sont
au -\- aw bu + €w eu -{- 7w
^Ju"' -4- w^ \fû^ -+- w^ yju^ -h w'
par suite, cette droite fait avec la tangente un angle dont le cosinus est égal à » Si donc on prend sur cette tan-
gente à partir du point M une longueur MA = p, et qu'on mène par le point A une parallèle à Taxe du plan osculateur, cette parallèle rencontre la rectifiante en un point B tel, qu'on a
287. Le plan normal au point (^,jKî ^) d® '^ courbe a pour équation (p. 191)
et la recherche des coordonnées du centre de la sphère osculatrice revient à déterminer les valeurs de X, Y, Z qui satisfont au système
(2) N = o, fi?N = o, rf'N = o,
les différentielles étant prises par rapport à une variable indépendante dont toutes les autres variables sont des fonctions. La seconde équation de ce système prend la forme
et la troisième revient à
^ * V », . , da ,, , , db de
(4) lX-x;«f-+(Y-^)rf--H(Z-.)rf-=o.
Les équations (i) et (4) donnent immédiatement
. ,dc ^db .da de .db , ,da
od^ cd-— cd— ad-—- ad— bd—-
ds ds ds ds ds ds
OU
bdc — cdb\ .Icda — adc\ .ladb — bda
)icda — adc\ l adb — bda\
ds Or on a [formules (/*), p. 192]
bdc — cdb bv — cp a
ds p p '
pdoL — adp puT^-h ocdp
De là, et d'autres transformations analogues, on conclut
X — ^ _ Y — jr _ z — z
pul-hoLffp pun-h^dp puv-hydp
_ (X--J:)).-|-(Y-r)fx-4-(Z~2) v
ûU
D'ailleurs l'équation (3) peut s'écrire
(X -x)l-h (Y -7)fx + (Z - «)v = p;
par suite, les coordonnées ç, yj, 1^ de m et le rayon R de la sphère osculatrice sont donnés par les formules
Ç — j: — p). yj — X — Pli Ç — z — pv dp
a 6 'j ds
D'après les formules [f) (p. 192), on a
dfi dh de w
doL d^ dy w '
m étant une constante. On tire de là, A, B, C désignant trois autres constantes,
a^-¥- b^-h c*= m[aa. 4- ^6 -t- C7) -+- A a -*- B 6 -i- Ce. La dernière équation se réduit à
dx _ dy ^ dz A-T- + B-f + C- = i, ds as ds
ce qui montre que la tangente en chaque point de la courbe fait un angle constant avec une droite fixe dont les cosinus direcleurs sont proportionnels à A, B, C. Cette propriété définit précisément l'hélice tracée sur un cylindre à base quelconque, la génératrice étant parallèle à la droite fixe. Réciproquement, l'axe des z étant supposé parallèle à la génératrice du cylindre sur lequel l'hélice est tracée, on a les équations (p. 191 et 192)
dc=z — vu, r*-|- 7^4- v*= I, dvz=yu — cw,
d'où il résulte que, pour c constant, v est nul, y constant, et par suite aussi le rapport des courbures.
Les formules (<i), (e), (/) de la page 192 donnent
les relations
da doL
ds ds
db €/S
de tZ-y
" ds ds
d'où, en désignant par A, B, C des constantes arbitraires,
(l) p«H-ra=:A, p^-4-r6=:B, pc -f- ry =r C.
On déduit de là sans difficulté
AX-t-Bp-+-Cv = o, Afl4-BA-f-Cc=:p, Aa-f-B6 -+-C7 = /^.
Ces dernières équations montrent qu41 existe une droite fixe, perpendiculaire à la normale principale de la courbe, et faisant des angles constants avec la tangente et Taxe du plan osculateur. Les cosinus directeurs de cette droite sont proportionnels à A, B, C, et si Ton suppose qu'elle soit prise pour Taxe des ^, on a
Ar= G, B = o, d*où résulte
(i) pfl-4-/-a = o, pè-f-/^6 = o, V = O.
On trouve aussi c constant, ce qui devait être (n° 288). Si Ton observe qu'en général
a = 6v — cpi, 6 :^ cX — av.
les équations (i) nous donnent
pa:=: cr^ , pb = — cri ,
OU bien
db da
az=: cr —-y, 6 = — cr -rr-^ ds ds
OU enfin
djc =z cra —-^ dr = — cra—-»
as as
On tire immédiatement de là, en désignant par Xq et j^ deux constantes arbitraires,
dr dv
x^ar^ = cr — -9 7— ^0 = — cr--i ds ds
et par suite,
par conséquent
(.r — xo)' -4- {x —XoY = const. ,
équation qui représente un cylindre à base circulaire.
290. Désignons toutes les quantités qui se rapportent au point Ml de la deuxième courbe par les mêmes lettres adoptées pour les quantités relatives au point M, en les accompagnant de l'indice i. On a (p. 191 )
On en tire
dxx =z dx -h hdky d/i = djr -V- hd^L^ dzx = dz -{- k d-j , ou bien aidSi=ads -h hdXy bidSi = bds -h hd^^ Cxdsxz=cds -\- hdt.
Il en résulte
, _ ds — Aw
aa^ -4- bbx -h cCi:=
dSi
Telle est la valeur du cosinus de 1* angle que fait la tangente en Ml avec la tangente en M. Quant au cosinus de l'angle que la première tangente fait avec la normale principale en M, il est égal à zéro, puisqu'on a
On trouve enfin, pour le cosinus du troisième angle
cherché,
-, hu
aat 4- 06, H- 7c, = --— •
D'ailleurs, la somme des carrés de ces trois cosinus doit être égale à i ; d'où résulte
291. I® Conservant les mêmes notations que dans le précédent numéro, il faut et il suffit que la tangente en Mj soit perpendiculaire au plan normal en M, ce qui exige qu'on ait
aa, -4- € ^, -f- «yCi = ^w ,
OU bien
tt =0,
c'est-à-dire que la courbe soit plane.
2*^ Les cosinus directeurs de la normale principale en M|
sont
dut dbx dci
ci>, c^i ea,
il faut et il suffit que sa direction soit perpendiculaire au plan rectifiant en M (n** 286), ce qui conduit à chercher la valeur du trinôme
a dai -h 6 dbi -+- 7 rfc,.
Or on a (n^290)
_ , hu
a«, 4-06, ■+■ yct= —-,
dsi
par suite,
et en vertu des relations (/) de la page 192
dx = — "k lly do r=: — a«, c/7 = — vw,
la dernière équation se réduit à
adat -h ^dbi-^ ydc^zizd ( — J ;
la condition cherchée est donc exprimée par
d où Ton tire (n° 290)
k désignant une constante.
Ce résultat est dû à M. Bertrand,
292* En prenant x pour variable indépendante et posant ^*-f- 20:*= m*^ on obtient les résultats suivants :
ip^x^
P* IX
ip^.T*
ip^x^ m' '
^âC
La dernière équation fait voir que la courbe est du genre
hélice (n** 288). On peut la concevoir tracée sur un cylindre
dont la génératrice est parallèle à la droite qui a pour
équations
la tangente faisant avec cette droite un angle de 4^- Si Ton cherche les cosinus directeurs de la droite rectifiante (n° 286), on reconnaît qu'elle se confond en chaque point avec la génératrice.
Si Ton met la première des équations (i) sous la forme
p'd.r. x'^àx
on en conclut s =-j — z^ pourvu que Ton convienne de compter les arcs à partir du point pour lequel z =y.
293- La variable indépendante étant .r, on trouve pour l'équation du plan normal
'X.jrz — Yzr — Z.ry -+- xyz = O ;
pour celle du plan osculateur,
(<?'— ^>»)-t«X+ ^VY— a-i'Z= (a'^ Z^»)rt'6>; et pour les rayons de courbure,
( a} — h^ )».r« -♦- ^* >• -^ «* «• 3 a* 6' (a* — b^]xyz
La variable indépendante étant z, on a (p. ig
jrx =zp — 3, y .r 1= 2/; — z,
x" __f _ — '^v^ __ ^'f — y^" _ ^'-ï^" -H yf
y^ —•^~ P'~ sjx^ -f- j» -+- /?'
On déduit de là Téquation du plan normal et celle du plan osculateur. La dernière, qui prend la forme simple
X^- — Yx -H (Z — z)p = o,
fait voir que toute parallèle au plan Xj^, menée par un point de la courbe dans le plan osculateur, rencontre Taxe des j.
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On tire aussi des mêmes formules
et par suite, en tenant compte des relations (2),
X^-hy^-h p^
P On peut remarquer que Télément de J*arc
as =: ^
xy
se simplifie quand on élimine p de la quantité placée sous le radical. Oi a, en effet, en désignant cette quantité par A* et ayant égard aux équations (i),
93'//» = j» [gj* — 4^3(^ -f- 2) H- 47^(jT'-h :.») + x« -h «<],
ce qui conduit à poser x -^ z = u*^ il en résulte
et par suite, à cause de la relation (j:+y)(z-+-a: — y)=rpy^
ds py
dz
sj[x + j- -h zj'H- 2.r3.
En posant r = /x, on voit que la courbe est unicursale et du troisième degré [Rem, du n® 245). Elle est d'ailleurs un cas particulier de rinterseclion de deux hyperboloïdes ayant une génératrice commune. Si Ton prend cette génératrice pour axe des z, et pour axes des x et des j" des génératrices appartenant, dans chaque surface, au système différent de celui dont fait partie Taxe des z, il résulte immédiatement des équations obtenues que Tintersection esl
unîcursale et du troisième degré, d'où le nom de cubique gauche par lequel on la cPésigne ordinairement. Observons que si Ton en cherchait les projections sur l'un dos plans coordonnés, on trouverait généralement une courbe du quatrième degré, puisque chaque hyperboloïde est du second. Cette circonstance tient à ce que l'intersection complète renferme à la fois la cubique gauche et la génératrice commune. Généralement, si m et n sont les degrés des deux cylindres qui projettent une courbe parallèlement à deux des axes, leur intersection complète étant du degré /7i//, il en résulte qu'elle renferme nécessairement des points étrangers à la courbe si le degré de celle-ci est un nombre premier.
La cubique gauche jouit de propriétés dont les plus importantes ont été données par Gha^les. M. Cremona (Nouv^. Ann, de Math,, 1862) en a fait l'objet d'un travail remarquable et très-instructif.
295» [Pig' 2i6.) Soient M un point du lieu, H et K les
points fixes dans le plan xj^ C le milieu de HK, O le centre de la sphère dont on suppose le rayon égal à i , MP un arc
FKENrT. — Recueil,
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de grand cercle perpendiculaire à HK ^ on a de plus
MH -h MK = 2/?, HC z=CK = q, MP = 0, CP = y.
L'angle P étant droit, la formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique donne les relations
cosMK := cosÔ cos(q — ^) , cosMH = cosO cos(q + t)>
d'où Ton tire
MH — MK cosO cosç cos<7
CCS = ■ -9
cosp
. MH — MK ces sin o sinûr
sm =z : — i-:
2 smp
par suite,
,^ /cos*5' , , sin'q . , \ I = cos*0 ( — - cos*ç -4- . , sm*q, ) .
\cos^p ' sm'/ï ^/
Or il est facile de voir sur la figure qu'on a
j? m cos ô sin ç , j^r= cosôcosy;
par conséquent
sin'^ cos'^
-^■TIITt^ ='
sin^p CCS'/?
Si le rayon de la sphère estR, la projection de la courbe cherchée sur le plan x/ a pour équation
sin'p cos'p
la courbe résulte donc de l'intersection de la sphère avec im cylindre.
En combinant la dernière équation avec celle de la sphère,
(l) or' -+. ^'^ H- z' = Rî,
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on CD déduit
cos' ^ x' 4- ( I -- t-ing*/> eos*^ q ) j* -h 3* ^= R^ cos*/^ ou bien
en posant
cos»7 , I — t;ingVcos»</ 1 * ::^= :;r: » w = ;-; ;: ^ /?
R'cos'/? R'^cos'/? R'cos*/?
Si Ton prend x pour variable indépendante, on tire des équations (i) et (2)
De ces résultats, on déduit pour l'équation du plan normal
jr y z
pour celle du plan osculateur
et jMJur les rayons le courbure
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_^ (/»— ;n')(m'— /g')(/i'~-/»)IP '' "" 3xr3(/'R'— I ) ( m^R^ — I ) ( /î»R2 — I ) '
où Ton a fait
La courbe dont on vient de s'occuper est V ellipse sphérique. Pour étudier les courbes tracées comme celle-ci sur la sphère, il est avantageux d'employer un système de coordonnées pris sur la sphère même. Consulter à ce sujet le Journal de Crelle, t. VI et XIII -, les Transactions philosophiques, t. XII; les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. VI et VU, et divers travaux de MM. Chasies, Gudermann, Borgne t, etc.
Des relations données par Ténoncé
^' -4- j^ H-- z' = R', arc sin — = /i arc tang '- »
on tire, en posant p^ = R' — 2* = R* cos' n 0,
(i) xdx -^ ydf + zdz = o^ nrdr — nxdy -\-pdz-=.o^
et par suite
ilx dy dz ds
Ces équations déterminent les cosinus directeurs a^ h^c de la tangente à la courbe, et aussi Téquation du plan normal qui peut s'écrire
(/î tang/iôcos0 -h sinô)X -t- (/î tang/iôsinô — cosô)Y = /iZ.
Si Ton prend z pour variable indépendante, les équations ( I ) deviennent
xx' -^xy -^ s = o, nyx^ — ny' x -i- p = o,
s )LUTIONS. 2l3
et Ton en déduit, en faisant pour abréger ylî* /i' •+- ^* = Rj;, nî^p^x" = npjrz — R*c'ar, «'/>*/" = — np.rz — R'»'^^',
Ces relitions donnent les cosinus directeurs a, 6, y de l'axe du plan osculateur, et, pour Téquation de ce plan,
n [nxz -h R^i^^ sine)X -h nnrz — R^*cos0)Y
On tire des mêmes relations, en exprimant z en fonction de f^,
et comme on a d*aulrepart, d'après les relations (2),
I np
il en résulte
Pour calculer - = -5 observons qu'on a d'abord
p ay ^
de «'
puis, si Ton représente le dénominateur de p' par H',
Ou déduit de là
r IV
p rtcosnQ[(j — /î2)p'-|- 3/i'(/22-f- i)]*'*' par suite,
__R»(/ï'4- cos'«ô)=
ncosnQ (i — /z') cos'/iÔ -i- 2w'(/2*H- 2)
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où II représente l'expression
(i — /i^)cos*nQ — n^[n^— 4) cos'/î^ H-/i*(/i*+ 4).
Sî 71 = 1, la courbe est TintcTsection de la sphère donnée et du cylindre dont l'équation est x*-h j^*= ax'^ on la rencontre dans le problème célèbre de Viviani (n® 510). Pour ce cas particulier, l'équation du plan normal est
X sin 1 6 — Y ces iO =zZ cos 9,
celle du plan osculateur
Xsin0(2 cos'Ô -h i) — 2Ycos^ô -f- 2Z = sin9(2 -hcos'OjR,
et l'on a, pour les rayons de courbure,
,_ x>, (ij^cos^)^ ^ _ ^ 5-4-3cos'9 ^ 5-4-3cos26 6cosô
Pour n = -T9 la courbe est l'intersection de la sphère
avec le cylindre doi:t la génératrice est parallèle à l'axe
des z et dont la base est la courbe représentée parl'équa-
'tion
^x^ 4- j-* :=r R cos . •
Cette interréciion a é:é étudiée par Pappus (n° 510).
297. En général, la condition pour qu'une courbe, tracée sur la surface dont l'équation est Y[x^y^z) = o, ait son plan osculateur normal à la surface, s'exprime par les relations
L'équation de la sui-face de révolution pouvant être mise sous la forme
on en déduit
dy dx
(2) x—^ J-— =:const,
^ ' ds as
D'ailleurs, cp est le complément de Tangle que fait la tangente en m avec la tangente du parallèle, et comme les cosinus directeurs de cette dernière sont respectivement
— -, 9 o, il en résulte que le premier membre de
l'équation (2) est égal à rsincf.
Les courbes jouissant de la propriété définie par les relations (1) sont dites les courbes géodésiques des surfaces sur lesquelles elles sont tracées. En particulier, l'équation rsin(5)== const. est l'équation géodésîque des surfaces de révolution.
298. i°et2°Soient j:,j, z les coordonnées d'un point M de la courbe C qu'on peut appeler la courbe directrice; /, m, n les cosinus directeurs de la génératrice qui passe en M. Pour un point voisin de la courbe, les quantités analogues seront jc -+- Aj:, y -^- Aj, z -+- A^r, l-\-^l-, rn-h A/n, n 4- A/i. Les équations du n° 281 donnent immédiatement, pour les cosinus directeurs de la plus courte distance de deux génératrices dont l'angle est t^,
smt^ smi^ smp
et pour la plus courte distance elle-même,
^x{màn — TîAm) H- Aj{/iA/ — làn) -f- ùkz{l^m — mM)
Les limites cherchées sont alors
mdn — ndm ndl — Idn Idm — mdl
à dx(mdn — ndm) -t- €lf (ndl — Idn) h- dz{ldm — mdl)
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OÙ
v=zi^(U}-\- dm} -f- r//2*.
3° Soit h la distance du point M au point cherché Mi dont les coordonnées sont Xi,j^, , «i^ on a
( I ) X, — .r = A/, y^ — y '=' hm^ z, — z-=. hn,
et par suite [n® 273, éq. (lo)]
dxdl + dydm H- é/^^/i
Le point Mi que cette équation détermine sur la génétrice G a été nommé point central par Ghasles, et le lieu de tous les points centraux est dit la ligne de striction de la surface réglée. Au point central se rattachent une droite et*un plan. La droite est celle qui occupe la position limite de la plus courte distance entre G et la génératrice infiniment voisine, et Ton pourrait, pour abréger, l'appeler droite centrale. Le plan, que Bour a nommé plan central, est celui qui contient cette droite et la génératrice, et dont l'équation est par conséquent
ou, ce qui revient au même à cause des équations (i),
Si /i = o, la courbe C est elle-même la courbe de striction, et Ton voit que le plan central contient la tangente à cette ligne ^ ce plan est donc tangent à la surface réglée en chacun des points de la ligne de striction. Observons que la droite centrale ne se confond pas généralement, comme le pensait Lacroix [Cale, différ, etintég., t. III, p. 668), avec la tangente à la ligne de striction. Cela ne peut avoir lieu, en elFet, que lorsque cette tangente est perpendiculaire à la génératrice, laquelle est nécessairement perpendiculaire à la droite centrale.
Soient
les équations de la génératrice Di répondant à la valeur / 4- At de la variable. Pour trouver le point [jl où la perpendiculaire commune à cette droite et à D rencontre cette dernière, on considère le plan mené par D parallèlement à D| et dont l'équation est
An[x — mz — p)=:Am[jr — nz — q),
Am, A/ï, ... désignant les différences nii — m,/i, — w, ..., puis on fait passer par Dj un plan perpendiculaire au précédent. Ce nouveau plan, qui a pour équation
An -h /W| ( /?2 A/2 — n Am ) tz, ( /tz A/z — n Am ) — Am
rencontre D au point |u, dont le z est par conséquent donné par la relation
zAm-f-AjD zA/2 -h A<7
An -\- my[mAn — nAm) /z,(/72A/z — nAm) — Am
Les coordonnées du point central sont donc fournies parle système formé des équations (D) et de celle-ci :
. . zdm -h dp zdn H- dq
^ ' (i -t- m')c?/i — mndni mndn — [\ -^ n*)dm
300. Les deux systèmes de génératrices de la surface sont donnés par les deux groupes d'équations (A) et (B),
Les équations (A) peuvent s'écrire
atz a btz b
X = h - 1-\ r = nK
A ppliquanticîréquatîon(Z) du numéro précédent, il vient
rt'— b^
d'où, en éliminant z et i entre cette équation et celles du système (A),
équjition d'un plan coupant la surface suivant une parabole qui est la ligne de striction de ce système. Le second donnerait une autre parabole située dans le plan représenté par Tcquatiou
301. Les équations des génératrices de la surface peuvent être mises sous la forme [Foir Briot et Bouquet, G éométrie an a ly tique )
- =r -cos<p=n sino», V = - sin^rteos?.
a c oc
Appliquant la formule (Z) du n» 299 au système donné par les signes supérieurs, on a, (p étant le paramètre variable,
z c^[b^ — rt')sinycosy
b a*b^-\- a^c^ sin'<p + b^c^ cos'y Si Ton pose, pour abréger,
Télimination de y entre les équations (A) conduit à celle-ci
a^c^sin^y -f
ces'
— «»(^»»-Hc')
sin^)
+ ût'c'sin^y 4-
cos'
6' ( c' -h à^) ces y
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équation d*uii cône dont Tintersectiou avec la surface renferme la ligne de striction cherché*».
Au lieu d'éliminer cp comme on vient de le faire, on peut exprimer rationnellement les coordonnées x^y^ z au
moyen d'une même variable ^= tang-i ce qui donne
^__— 2A/(i + /=) j__B(i — r*) 3_ 2C(l — t) rt"" D ' 6"" D ' ê"" D
oti Ton a fait
Bi<-4- 2(A — C)/'-4-Br=D.
On voit que ]a ligne de strie lion répondant aux génératrices du premier système est unicursale et du quatrième degré. [Remarque du n°2W.) Celle relative aux gént'ratrîces du second système est définie par des formules qu'on tire des précédentes en y changeant le signe de c. Les deux solutions du problîme se trouvent ainsi données par des formules distinctes^ tandis que l'ensemble des équations (i) et (2), où c n'entre que par son carré, les confond dans une même courbe gauche du huitième degré. Cette courbe, comme on le voit, n'est pas irréductible, contrairement à Topinion de Chasles (Quetelet, Co/resp, math., t. XI). L'observation qu'on vient de faire est de M. Mîgotti.
on pose -^ =za. --=: b. — = c. i.1 qm on de
*■ cts cls ds ^
veloppe suivant la série de Taylor toutes les différences ^ qui entrent dans l'expression de J (n** 298), Tare s de la courbe directrice étant pris pour variable indépendante et A5 étant désigné par ;, on a
A/ = /'gH-r- H- r -H ,
et d'autres formules analogues pour A/, A 2, A/w, A//.
Pour trouver ce que devient alors 5, il suffit, à cause de la symétrie des calculs, de considérer Texpression
qui prend la forme
, / I is 9.^ d\a(mn' — nm!)\
2 as
par suite,
smV
2 7Zr"^"V'
ou
P = a{mn' ^ nm')^ b{nl'--ln') -t- c{lm' — ml').
dP Si cette quantité est nulle identiquement , — Test aussi,
ce qui démontre le théorème énoncé.
303- En égalant à zéro la quantité P du numéro précédent, on a Téquation
(A) d.r[mdn — ndm) -\-df[ndl — Idn) -\-dz[ldm — mdl)z= o.
Elle exprime que, pour toute surface réglée qui y satisfait, la direction définie par les binômes
mdn — ndm^ ndl — Idn^ Idm — mdl^
déjà perpendiculaire à la génératrice. Test aussi à la courbe directrice au point M où cette courbe est rencontrée par la génératrice. C'est donc aussi la direction de la normale en M à la surface 5 et comme elle ne diffère pas de la direction limite de la plus courte distance de la génératrice considérée à la génératrice infiniment voisine, elle ne dépend nullement de la courbe directrice et demeure la même tout le long de la génératrice. On peut d'ailleurs reconnaître facilement que cette direction est perpendiculaire à toute courbe tracée sur la surface au point |Ejt(f, rî, Ç) où cette
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courbe rencontre la génératrice. On a en effet, en posant
« Ç — jc=:R/, n — j = R/w, Ç — z = R/î,
et par suite,
€iiz=dc -h Rcil 4- /rfR, dn -h dx -^ Vidm + mdK^
d};-\- dz-h Kdn -+- ndRy
d'où Ton tire
d^(mdn — ndm) ■-{- dn[ndl — Icln) -\-dT^{ldm — mdl) = o.
L'équation (A) caractérise les surfaces dév^eloppables et les définit analytiquement.
soi. Prenons un point a (5, yj, ^) sur la génératrice qui passe en M, et désignons par R la distance /xM. On a
d^-'da: = Kdl -h IdK, dm — djr z=. "Kdm-^- mdR, r/Ç — dz = Kdn -h nrlKy
et il s'agit de prouver qu'on peut déterminer le point fji de telle sorte que les quantités rf^, rf>}, d^ soient proportionnelles à /, m, 72. Or la direction /, m, n est perpendiculaire à celle de la plus courte distance, et aussi à l'axe du
plan central (n** 298), dont les cosinus directeurs sont — »
— » —; il faut donc qu'on ait
d{{mdn — ndm) -J- dn{ndl — Idn) -+- d^{ldm — mdl) =z o
et
il^dl H- dtidm •+■ d^dn ■=. o.
On sait que la première équation est satisfaite (n^ 303)) et la seconde le sera également si l'on pose
dxdl -4- dydm 4- dzdn
dl^ -h dm" -f- du^
Ce résultat démontre que les génératrices de la surface sont les tangentes de la ligne de striction (n« 299), qui prend le nom à' arête de rebroussement quand la surface réglée est développable.
La réciproque du théorème se voit immédiatement.
305. Si Ton prend l'arête de rebroussement pour courbe Ji/ectr/ce de la surface développable (n^ 304), les cosînus/, /?/, n deviennent respectivement égaux h a^b^ c (p. 191). Or l'axe du plan osculateur de l'arête de rebroussement est perpendiculaire à la direction (a, fc, c) et à la direction (da, db^ de)] la noî^maie à la surface Test également, puisqu'on a la relation
tU [mdn — n dm) -f- (lx[ndl — Idn) 4- dzl^ldm -h mdl) = o,
et l'identité dl(mdn — ndm) -4- dm[ndl — Idn) -f- dn[ldm — mdl) = o;
le théorème est donc démontré.
I** Les équations générales du n° 306 deviennent ici
(1) —=—-=:: — — \ldl' -I- dm} -h dri^ -
abc
Si Ton désigne par cp Tangle de la génératrice avec Taxe du plan osculateur au point M de la courbe directrice, on a
(2) /a H- mê -f- W'/ = cosç, )./ -f- p-m -h v/î r= siny, et par conséquent
( 3 ) Idcx. -f- md^ -{- ndy -h OLdl -+- ^dm -\- ydnz= — sin ^ df^.
Transformant ce résultat au moyen des équations ( i ) et des formules connues (p. 192),
. , . dx d^ dy
il vient
Telle est la relation nécessaire qui régit les variations de Tangle que fait la génératrice avec Taxe du plan osculateur.
2® La relation rfcp = m étant supposée exister, la surface est développable. En effet, si l'on en tient compte ainsi que des formules (2) et (4), Téquation (3) se réduit à
ar// -f- p dm -^ ydrt = o.
On a d'ailleurs
Idl 4- mdm -\- ndn = o^
et par suite
dl dm dn
m*^ — wé noL — /y It — m
Or la direction définie par les dénominateurs de ces rapports est celle d'une droite perpendiculaire à la génératrice
et à Taxe du plan osculateur, c'est-à-dire celle de la tangente, ce qui conduit aux relations (i).
Les arêtes de rebroussement des surfaces développables définies par Téquation (5) sont dites les développées de la courbe directrice. Comme cette équation ne renferme que la différentielle de Tangle (f et non cet angle lui-même, il en résulte qu'une courbe à double courbure admet une infinité de développées. Si la courbe est plane, 9 est une quantité constante.
308. I ^ Désignons les quantités qui se rapportent à l'arête de rebroussement par les lettres affectées aux quantités analogues relatives à la courbe directrice, en les accompagnant de l'indice i. Nous excepterons seulement les cosinus directeurs de la tangente, qui seront toujours /, m, n. Cela posé, en se reportant aux notations et aux formules des pages 191 et 192, on a
É?6, dn dfi^
cil dcL; dm
et, à cause des formules (c) du n° 307,
dl =â!6>, ,
(i) { dm=. èw,,
dn z= cwi ,
da.1 :=■ — aui y
(2) { €3?6, = — bUiy
dyi= — cur,
d'où
6), = adl -+- bdm -f- cdri^
(3) tt, = — [adoLx -h bd^x -+- ccfy,).
Or, par hypothèse.
al 4- bm -f- c« = o.
et par suite,
adl -1- bdm -f- cdn =z — [Ida H- mdb ■+- ndc) = — &> sinf ,
en désignant par cp l'angle de la génératrice avec Taxe du plan osculateur au point M de la directrice ; donc
(4) «I = — 6i>sinf.
D*un autre côté, le plan tangent à la surface étant osculateur à l'arête de rebroussement (n° 305), les cosinus directeurs de Taxe de ce plan sont donnés par les relations
ai = ^/î — c/n, 6, = c/ — an^ 7, r=: am — bL
On en déduit
i adoL^ H^ bd^^ -f- Cé/7, =r — {axda -h^idb H- 71 de)
( = — «(a,XH- 6, fx •+■ 7iv),
puis
a, > 4- ê, fx -f- 7i V = — (a/ H- 6/n H- 7/2) = — cosç.
Ces résultats transforment Téquation (3) en celle-ci : (6) Wi = — wcosç.
Des valeurs (4) et (6) on tire
-=tangy;
il suit de là que, si la courbe directrice est plane, Tarète de rebroussement de la surface développable est une hélice (n** 288). Cette remarque a été faite par M. A. Serret dans le cas particulier où la génératrice est normale à une surface S sur laquelle la courbe est tracée, c'est-à-dire lorsque cette courbe est une ligne de courbiu'e de S.
2** On a trouvé généralement (n** 298), pour la distance MM, = A,
d.rdl -H djrdm -f- dzdn ' "" dl^-hdni'-^dn}^'*
Frenet. — Recueil. i5
formule qui donne îcî
D*un autre côté, des relations évidentes on tire
dx\ — dx zrz Idh -f- hdl^ dfx — djr=z mdh -h hdm^ dzi — dz = ndh -f- hdn\
Cl par suite, à cause des équations (i) et (7),. <£r, .= IdJi^ dfx = mdh^ dzy = ndhj
résultat facile à trouver par la Géométrie.
On en déduit
dsx •=! dh^
ce qui fait voir que la génération des développées de la courbe directrice est tout à fait semblable à celle de la développée d'une courbe plane.
309. Soit z = (p [x^y) Téquation de la surface donnée; si /, m, n représentent les cosinus directeurs de la normale au point M, on sait qu'on a
avec
et
dz =zpdx 4- qdy.
D'ailleurs, la courbe directrice (n** 298) étant ici une ligne de courbure, les formules du n° 306 deviennent
. . dl dm dn
abc
OU bien
12 1 rzz z:zz ——————
' €lx dy dz
Il est manifeste que d(Np) est une différentielle totale, ainsi que ^(N^) et rf(N).
On tire de là
mdz dx H- pdz dy -^ qdz ^N dp dq
L'égalité des deux derniers rapports donne immédiatement Téquation connue des lignes de courbures.
Les équations (i), cas particulier de celles que nous avons données dans le n° 306, sont dues à O. Rodrigues.
310. I** Puisque la courbe AB appartient à la surface S, on a {tûP 295)
(U _^dm dn ^dl^ -f- drn^ -f- diû^ v
^ ' dx dy dz ds ds
/, m, n étant les cosinus directeurs de la normale à cette surface au point M(a:,j^, z) de la courbe.
On a de même
dl^ dnix driy c,
^ ' dx dy dz ds
li^rriiy Jii et \^i se rapportant à la surface Si.
De plus,
cosô = lit H- mm, H- nn^j
désignant Tangle sous lequel les deux surfaces se coupent au point M. De là résulte la relation
(3) '-'SmBdB=ldli-{'mdm,-hndni-hlidl'hmidm-\-nidn;
2^8 CALCUL DIFFÉREIITIEL.
OU, à cause des équations (i) et (2) et des identités évidentes
Idx -f- mdjr H- ndz = 0, /i ctr -f- /w» cfx" -f- /ïi fl?« = o,
6 = const.
7? Réciproquement, si = const., et qu'on ait en même temps les équations (i), l'équation (3) conduit à celle-ci :
(4) Idlx -f- mdmx -I- ndrii = o; et comme on a d'ailleurs
(5) Il dix -*- 'Wi dmx -4- 7i| drti = o,
les équations (4) et (5) expriment que la direction {dlx^ drrii^ dui) est perpendiculaire à la direction (/, m, n) et à la direction (/i, mi, tii), c'est-à-dire qu'elle se confond avec la direction (rfx, dj^ dz). c. q. f. d.
L'équation de l'ellipsoïde étant
on aura pour celle du plan tangent au point (x, j^, z)
Hx Yr Zz
avec la relation
Les équations d'une perpendiculaire à ce plan, menée p:ir l'origine, peuvent s'écrire
Pour éliminera:, y^ z entre les équations (i),(2), (3), connue la valeur commune des rapports (3) est
(a'X>-+-6»Y»-+-c'Z»)% il suffit d'observer qu'on a aX -, X bY __ r cZ „ z , „__, _^„. ,„.x-?
d'où
La podaire de l'ellipsoïde (n» 235) relativement à son centre est donc la surface d'élasticité (224).
312* Le plan tangent a pour équation
Pour déterminer son intersection avec la surface, il faut combiner l'équation (i) avec la suivante ;
(2) («'— Z») X»— Vy' = o, sachant qu'on a d'ailleurs
(3) (rt»— .z»)j:»— Ô*j«r=o.
Si l'on élimine j^ et Y entre ces trois équations, on trouve
(«2 _ 2»)T ^^i _ 2»)'^X = a:z (z — Z) -4- (a» — z») X, et, par suite,
(a2_ s») (z»— Z»)X^ = a:»z»(z — Z)«-t- 2xz(a^— z») (z — Z) X.
Cette équation peut s'écrire
(z — Z) { (a» — «'>[Xn5; -+- Z) — 2xzX] — x'2'(z — Z) } = o;
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ce qui montre que le plan tangent coupe la surface suivant une ligne droite et une courbe du troisième degré.
La surface considérée est un conoïde droit dont la génératrice se meut parallèlement au plan XY, en rencontrant constamment Taxe des z et le cercle qui a pour équations
c'est le conoïde de la voûte d'arête en tour ronde, nommé aussi coin conique de Wallis.
313. Le plan tangent a pour équation /a distance demandée est
31 4'. Les équations de l'hélice étant
X — acosô, Y~^isin0, 2 = A*0, celles de la tangente peuvent être mises sous la forme
ÎaûnB[z — kB) = — k[x — acosO) acosQ[z'-kB) =A(jr — flsinô),
et l'on en tire
(3) JCCOS0 -4-/sinô — o = o. »
La dernière de ces équations peut être considérée comme celle de l'hélicoïde développable, en y supposant B remplacé par la valeur que donne la précédente. Si Ton représente par u le premier membre de (3),* on est conduit â
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calculer l'expression
En différentiant et tenant compte de la relation
j jrcosQ — xsinQ= (or'-f- j» — ^')*»
qui se déduit facilement des équations (1)^ on trouve du ^ X du , ^ y du f j:»+ r^ — a*)*
—.=: COSQ y -r-=SinÔ 9 -r- = '—: —9
Ox a oy a dz A-
et, par suite, pour l'expression cherchée,
quantité constante identique au sinus de Pangle que la tangente à Thélice directrice fait avec le plan j^.
315. r étant la distance d'un point de la surface à l'origine, on trouve pour l'équation du plan tangent
(2,»_ a*)xX 4- (2/-'— 6»)jY -l-(2r».- c\z'A =z r*,
et pour la distance cherchée,
316. i® Surfaces à centre. 11 suffit de considérer Tellipsoïde rapporté à son centre et à ses axes. Appliquant l'équation connue des rayons de courbure principaux
I X[(H-/?')^— 2/7<7J+(i-h«7')r]-4-(i-f-/?»-4-<7')»=o, on trouve
où D représente la distance de l'origine au plan tangent
L'inverse du produit des rayons de courbure principaux étant, d'après Gauss, la mesure de la courbure, ou simplement la cowbure de cette surface, cette courbure est ici la même pour tous les points dont les plans tangents sont à égale distance du centre.
2® Pat aboloïdes . -^ L'équation de ces surfaces étant
2,a ib
on a
p 27^«, i__i(±.±^iy
2(ar* + 7*-f-2
318. i® Les équations (i) du n" 314 donnent celles-ci : acosO — X y — asind rcosÔ -^^sinô z — /-0
a sin 9 a ces d
La dernière, jointe à la relation (3) du même numéro, représente la surface, et Ton en tire en différentiant
fl// :r: — k sinô, aq •=: h COSO, r s t k
cos^ô sinÔcosO sin'Ô , , ..t
La formule (i) du n® 316 montre que Tun des rayons de courbure est infini, et que le carré de l'autre est
2® «p = =il(j:*H-j»-f- /').
En appelant courbure moyenne la demi-somme des rayons principaux de courbure, on voit que la courbure moyenne de l'hélicoïde gauche est toujours nulle.
§ XV. — Enveloppes des lignes et des surfaces,
319. k désignant une constante, Téquation générale de CCS ellipses sera
En dîflFérentiant par rapport à a, on trouve
x' + j^* ar^-4-j-*
(n°» 232 et 234.)
320. Soient A* la longueur de la ligne, a et b les segments qu'elle intercepte sur chacun des axes coordonnés à partir de l'origine ; son équation sera
avec la condition a* -h J* = /:•. Différentiant ces deux équations par rapport aux paramètres a et &, et désignant par X un multiplicateur indéterminé, il vient
et aussi
par conséquent l'enveloppe a pour équation
qui représente l'hypocycloïde du numéro précédent.
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On trouve
C'est Téquation de Tenveloppe des paraboles que décrit un projectile lancé dans le vide avec une vitesse constante, mais sous une inclinaison variable. Fatio proposa ce problème à Jean Bernoulli, qui le résolut; ce fut le premier exemple de la détermination de Tenveloppe d'une suite de ligne courbes.
Soient OA Taxe des x^ OB celui des j^, et posons
OA.=zay OjL=b^ oazzzpy ob=q\
on demande l'enveloppe des droites données par Téquation
sachant qu'on a
pq — [a^p)[b'^q)^
ou
En différentiant les équations (i) et (2) par rapport aux paramètres variables, on a
X y dp dfj
-dp-^^-dgz=o, ^4.-J. = o;
par suite.
eue hy
ou bien
(axY db(ftr)^
Le résultat de rélimination de y:; et de 9 entre les équations (1), (2), (3) peut s'écrire
ir-af-
c'est Téquatîon d'une parabole.
Cette enveloppe est employée quelquefois dans la construction des routes comme courbe de raccordement.
On peut généraliser le problème en remplaçant la condition (a) par celle-ci :
(If) nq -i" bp -^ cpq =z ab.
Le calcul conduit alors à éliminer p et q entre cette équation et les suivantes :
pq zzzpy H- qx, q*x[a -+- cp) :=:zp'^y(b -h oy).
On tire successivement des deux dernières
aq^x — bp^x = cpq (py — qx), q'^x[a -t- ex) z=p^y[b ■+- cy)^ p[b -\- cy) — q[a -h ex) '=^ay — bx\
et, comme on déduit de l'équation (i)
p[b + cy) + q[a H- cx)^=iab^
il en résulte pour l'équation de l'enveloppe
x} r'^ , .XY ix ir
a^ b^ ^ ' ab a b
Les deux systèmes de points déterminés sur les axes par la droite mobile, en vertu de l'équation (&), sont dits homo graphiques. On voit que le calcul précédent démontre ce théorème :
Une droite qui se meut dans un plan en en déterminant sur Jeux droites fixes des divisions homographiques
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enifeloppe une conique tangente à ces deux droites , {f^oii Briot et Bouquet, Géom, analyt,, chap. XI).
324. Appelant Xx ex j^ les coordonnées de rextrémiie d'un diamètre, celles de son conjugué seront
et la ligne qui joint ces deux points a pour équation
bx^[ay H- bx) -f- ay\[ay — bx) — a^b*= o.
On trouve pour l'équation de l'enveloppe
9 hi
325. Si, dans Téquation de la tangente en un point d'une conique, on remplace les coordonnées du point parles coordonnées a, 6 d'un autre point fx, on sait que la nouvelle équation représente la polaire du point par rapport à la conique, le point fx étant le pôle de cette droite. Cela posé, si la courbe C a pour équation
(i) aj;'-f- ^/»xj--f- cj*H- a/j? -f- 2g-jH- /i =: o,
la question revient à trouver l'enveloppe de la droite dont l'équation est
les paramètres a et 6 satisfaisant à la condition
(3) «a' -h aôae-f-cê'H- a/a 4- 2gS-\- h = o
Faisant pour abréger px-hqy =zV^ qx= rj =: Q et nommant X un facteur indéterminé, on trouve
On obtient le résultat de l'élimination de X, a, o entre les équations (2), (3), (4) et (5) en posant
H en résulte, pour Téquation de Tenveloppe cherchée,
(^'-c/0P+2(6A-/^)PQ-4-(/»-a^)Q^ .
-f-2(6^--r/)P-+-2(^/— a^)Q-f-^*— ac = o.
En cherchant Tenveloppe des polaires des points de cette courbe par rapport à la conique (P), on retrouve C. Le fait est général : si les polaires des points d'une courbe quelconque A enveloppent une courbe B, réciproquement les polaires des points de B par rapport à la même conique enveloppent la courbe A. De là vient le nom de polaires réciproques donné à ces courbes [Voir Briot et Bouquet, Géom. analyt.f chap. X).
326. Quelle que soit la relation f(zi,(^) = o à laquelle doivent satisfaire les paramètres, on est conduit à les éliminer entre Téquation de la droite et celles-ci :
Ces dernières deviennent ici
—'—^ -= ^-— = [au ~ lYiau + 2),
d'où résulte pour Téquation de Tenveloppe
Si /{b =. ol^j a^ ^ ovL ^ une cissoïde.
Les quantités u et ^^ considérées comme des variables
indépendantes, déterminent dans le plan une inSnité de positions pour la droite représentée par ux 4- i^j = i 5 on les nomme les coordonnées tangentielles de la droite. Cette droite variable a une enveloppe, quand il existe entre u et v une relation 9 (m,*') = o, qui est dite alors V équation tangentielle de la courbe enveloppe.
La considération des coordonnées tangentielles, due à Plûcker [Journal de Crelle, t. V) se rattache au Principe de dualité^ Tune des conceptions les plus importantes de la Géométrie analytique. (^ow'Chasles, Aperçu historique,)
L'équation de la spirale, peut être mise sous la forme
Y w , jc' -4- r* arc tang - = - log r^^-
Celle d'une hyperbole équilatère étant
.r^ — J^ = /*' COS 2 6 = m*
cette courbe touchera la spirale au point = « si Ton a
(i) /»'= a*e'cos2w,
(2) fii)tang2fit> = i.
La polaire d'un point [x^y),^ pris sur la spirale, ayantpour équation Xx — Y^ = m*, l'enveloppe des positions de cette droite s'obtient en éliminant x ely entre les équations
y w .r^ + j' /ox / arc tang - = - log -— j
Sî Ton passe aux coordonnées polaires, et qu'on fasse
X = r,cosO,, Y = r,sin6i,
comme on a déjà x = rcos9, y =^ rsinô, le système (3)
revient à celui-ci :
(4) rr,cos(ô-hôi)=:/w% r=aê', - = tang(ô -h 0,).
En vertu de la condition {2), la dernière des équations (4) donne
OÙ h désigne, en général, un nombre entier, lequel est ici égal à zéro, puisque les angles 6 et 0i prennent simultanément la valeur o). De là résulte
et, par suite,
rri=:' «'e%
r.^zae'^.
328. 1° Soit a Fangle de la droite variable D avec la normale au point ni(x^y) de la courbe donnée. L'équation de cette droite sera
(i) (Y —7) (tanga — 7') = (X — x) (i -f-j' tanga).
Une position de la droite variable, infiniment voisine de la première, détermine sur celle-ci un point limite (x dont les coordonnées X, Y satisfont à l'équation (i) et à la suivante
(2) (Y- j)(tanga-y')-f-n-/» = (X-.r) iy~ /'tanga) ,
y cos oc J
qu'on obtient en diiférentiant l'équation ( i ) par rapport à x.
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On déduit de là
cosa(sina — j'cosa) (i 4- j'*)
y. cosa(cosa -hj^'sina) (i -f-^'*)
et par suite,
_, cosa(i -f- r")* 771 M =iiz i — - — .
Soit p le rayon de courbure de la courbe donnée ^ si l'on pose
(A) cosa(r+j^^)» _
la quantité r, qu'on peut désigner sous le nom de rayon de courbure oblique, se réduit à p quand a est nul. L'équation (4) revient à celle-ci :
.^. cosa I dx
r p as
qu'il %st facile de démontrer géométriquement.
a** Pour trouver l'élément dS de la courbe lieu des points IX ^ on a. les équations
(8) (X— x)rfX-f-(Y— j)rfY = (X— .r)^-+-(Y-7)flrj + r^r, , , X — .r /fX Y— r dY
Or, des relations (3) mises sous la forme
^ cosa ûÇr — sin a dx
* , sinatfr -4- cosaolr
on lire
(11) (X-~x)d.r -h (Y — j)</j:^ rds sina.
En rapprochant les équations (8), (9) et (11), on est conduit à ce résultat simple :
(12) iiS = dr -h sin a dsj
qu'on trouve aussi par la Géométrie.
329. r étant la portion du rayon incident comprise entre les courbes Â et G, si Ton applique à ces deux courbes la formule (6) du numéro précédent, on trouve
ces a I dot
et de même, /*, désignant la portion du rayon réfracté comprise entre les courbes Ai et G, on a
ces ai I dxi
n "^ p ds
D'ailleurs,
ces a daL=in cosoci dcnx^
(I cosa\ /i cosaA 1 = n cosa, ( I •
Gette formule générale a été démontrée par G. Lambert [Annales de Mathématiques, t. XX). Petit l'avait donnée pour le cas du cercle, dans la Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, t. II.
Quand on suppose que la courbe A se réduit à un point, l'équation (12) du numéro précédent devient
dr -f- sin dds =2 o.
VtŒSHKT, — Recueil, 1^
Si la courbe Ai se réduit aussi à un point, on a de même
cfr, -h sin ai £iy = o ;
par suite,
dr sin a
a/*i sina,
d'où
r •=znrx'\' coDSt.
C'est Téquation* des oi^ales de Descartes ou lignes aplanétiques (Chasles, aperçu historique, etc., Note 21).
330- Prenons pour origine le sommet du parallélépipède qui appartient au tétraèdre, pour axes les arêtes qui passent en ce point ^ appelons a, i, c les longueurs interceptées sur ces arêtes à partir du sommet; Téquation du plan sera
abc
avec la condition
abc = m^ =. const.
L'enveloppe a pour équation
^ 27 331. On a l'équation
avec la condition
tf* -4- i^* z:^ c* = const.
Si ^ est un multiplicateur indéterminé, on trouve les relations
\a-\- X — <2 = o, Xt-f-/ — fc = o;
d'où
et par suite,
on déduit de là
C'est Téquation du tore, qu'on obtient également, comme on sait, en chercliant la surface engendrée par la révolution d'un cercle tournant autour d'un axe situé dans son plan.
332. X* -i- j>^* = /i*^;', équation du cône donné ^ Ix -h mj -i-nz = p^ équation du plan variable, dans laquelle /, /n, n sont les cosinus des angles qu'il fait avec les plans coordonnés, et p la distance de l'origine à ce plan-,
/ A J^P h{lx-^my\
sera l'équation de la courbe suivant laquelle se projette, sur le plan des xj^ l'intersection du cône et du plan. La valeur
de (x* -h j' )' = r fait voir que l'origine est un foyer de cette projection. Si l'on compare l'équation (1) avec l'équation
I -f- ^cos(0 — a
qui est celle des sections coniques en coordonnées polaires, le pôle étant au*foyer, comme celte dernière peut s'écrire
T -^-re cosÔ cosa H- re sin 6 sina =r « ( i — ^'),
ou bien
[x^ -j- j')' = ci'\\ — 6»') — e.r cosa — r/sina,
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on en déduit
II suit de là que i'aîre de la projection est
et celle de la section même
Le cône oblique détaché a donc pour expression
Cette quantité devant être constante, on peut la faire égale à
-^ a', et la question se ramène alors à chercher Tenveloppe
du plan
Ix + my H- nz =/?,
l^ m^Uy p étant liés par les relations On trouve
X.r Y> Zz
ce qui donne, en désignant par \ et (i deux coefficients indéterminés,
et par suite, On déduit de là
f*(Z — z) =/?z — c'/?, et aussi
/?.r — a*/ py — b^m pz — c^n
Soit h la valeur commune de ces trois rapports^ multipliant les deux termes de chacun d'eux respectivement par
— :? 7-» — j on trouve facilement
'" p— [IX -h mY -h nZ)'
Multipliant encore les deux termes de chacun des rapports (i) respectivement par /, m, /i, on en déduira
p — jlX-hmY-IrnZ) ^
d'où résulte pour Téquation de l'enveloppe
jc^ jr^ z^ (l X -^ my -y- n z — /?)*
fl» ^» c* a'i*» -h 6^/71' -4- c'/2* ■— /?'
33i. X et fx étant des multiplicateurs indéterminés, les
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conditions du problème fournissent les relations
(2) À7=:fA/WH : r:i
(3) >Z = fA/l -h
Des équations (i), (2) et (3) on tire \p = ;*, et aussi
. . /^ my nz
Élevant ces mêmes équations au carré, puis les ajoutant membre à membre, il vient
{p^^a^y (p^^b^Y (p^^c^y On déduit de là
et par suite,
Ces valeurs, substituées dans les équations.(i), (2), (3), conduisent aux relations
X . pi
z pn
En les multipliant respectivement par x^y^ z et ajoutant les résultats, elles donnent enfin
C'est l'équation de la surface de l'onde lumineuse qui se prqpage dans un milieu cristallisé. En en retranchant membre à membre Tidentité
on trouve
-+■ —. TZ -»- -■:: r =: o.
Telle est la forme donnée par Fresnel.
Les deux sphères ont pour équation
j.i _^_yi _j_ z^ = k*, (.r— a)2-+- (7— by -f- (z —cY= AK
L'équation d'un plan tangent à la première au point {Xi , Xi, zi) sera
(1) xx^ -H jj, + zzi = h\
Pour exprimer que ce plan est aussi tangent à la seconde au point (^s,jKïî ^2)5 on a les relations
XiX2 -»- 7.^2 + *1 Z2 = h\
Xi — a y-i-^ b z<i — c *?i ~~ Ji "" 3, ' d'où l'on tire
x^ — a x^ — b Zt — c k h} — [axx-\- by^ -4- cz, ) ^
par suite,
(2) a.r, H- ôj, + cz, — h[h±k).
'a/^S calcul différentiel.
La question revient à trouver la surface enveloppe d'un plan dont l'équation est (0, les paramètres j:,, ji, Zi devant satisfaire à Téquation
(3) a:]^j]-hz] = à\
et à la relation (2).
DifTérentiant les équations (i), (2), (3) par rapport ami paramètres, il vient
(4) ,rdjr,-hjrdjri-\-zdzt = o^ '
(5) Xidxi -h/i^/j, -f- z^dz^z=^ o, ( 6 ) a r/jf, -h h dy^ -f- c cte, = o .
Ajoutons entre elles ces dernières équations après avoir multiplié la première par X et la seconde par ji, X et fx étant deux indéterminées, puis égalons à zéro les multiplicateurs des différentielles ^ on trouve ainsi
Ces relations, multipliées respectivement par x^ y^ z et ajoutées, donneront
Tirant fx de là, on obtient enfin, eu égard à la symétrie des calculs,
x — xy X^Xt z — Zt
ha — ( A d= k)xy hh — (/i d= k)y, hc — [h±:k)z, Ces trois rapports ont une valeur commune
h{ax-\' by-^cz) — {/izhk)/^
et aussi
ax ■+- by -\- cz — h(h± k) h{a^ -4- 6^ H- c») — h{U ± ky
Il en résulte Téquation
( j;î + j3 -i_ a2 _ ^2) |-^2 _|_ è» _|_ c» — (^ Zh X)']
= [ax -h by -Jf cz — h{h±k)'Yy
qui représente deux cônes, comme on pouvait le prévoir,
336. L'équation du plan normal à la courbe au point (j:, , z) est Ja suivante :
(i) a»{6»— c') — + ^''{c' — « ^- H- [a}^b')'^ z=zo,
x^y ex z étant liées par les deux relation»
Dîfférentîant ces trois équations par rapport k x^^ j et z, îl vient
xdx '\' ydy + z ^js ,
xdx y dy zdz
«. + fc, + ^, «•
En faisant usage des indéterminées X et jut comme dau5 le numéro précédent, on trouve
Multiplions respectivement par x^ y^ z ces dernières équa-
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lions, et ajoutons les résultats, il vient et par suite
D'ailleurs, de la combinaison des équations (2} et (3) on déduit
et en substituant k x^j^^ z leurs valeurs tirées des équations précédentes, on arrive à un résultat de la forme
Cette équation homogène par rapport aux variables représente une surface conique, résultat facile à prévoir puisque tous les plans normaux passent par le centre de la sphère.
QUEST^o^■s.
r_îi2e£_rf
. u= I log(sînx)dlr. (Edxer.) t/o
tu. «=: / "^ ^^^^ dx. (EULER.)
Jo (l~
U2. "= / —dx.
Jq I -h COS^.r
J/»7r ' log ( I — 2 « cosa: -h «2 ) ^jc» (Poisson. ) o
Jr^ loga?
do:. (EuLER.)
, « 17= I 2 rfx, (EULER.)
Jo ^ '^
446* Démontrer la relation 72 désignant un nombre entier positif.
448. Réduire aux fonctions eulériennes de seconde espèce Texpression
/ ~7 , .„.A " "■^' (AbeL.)
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4*9, u= I T ax, (Laplace. )
Loxodron^ie. Cette courbe a pour équations
491'. Soient OMi, OM, les arcs de deux courbes ayant
une tangente commune à l'origine O et leurs tangentes aux points correspondants quelconques Mi(j:i, j^) et M.^[Xi^j^) parallèles entre elles. OM = s étant Tare d'une troisième courbe dont un point quelconque M est déterminé par les équations
on aura, Sx et s% désignant les deux premiers arcs,
492. Deux rayons vecteurs r et r^ de la lemniscate [nP 477) étant liés par la relation
prouver que Tare sous-tendu par le rayon /*, est double de l'arc sous-tendu par le rayon r.
Deux courbes étant représentées par les équations
(i) H=a*cos-ô,
(2) a'==r'cos20,
prouver que la longueur totale de la première est égale à six fois la différence entre Tare infini de la seconde et son asymptote. L'arc de la seconde courbe et son asymptote commencent à Taxe polaire» (W. Roberts.)
§ X. — Cubât lire.
494. Volume engendré parla chaînette (n** 485) tournant autour de Taxe desj^.
495. Volume engendré par la cissoïde (n** 487) tournant autour de son asymptote.
496. Volume engendré par la concboïde (n® 480) tournant autour de son asymptote.
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4.97. Volume engendré par la révolution d'une section conique autour de son axe focal.
cH'=x'{a' — x^). (n
501. Volume commun à deux cylindres droits égaux dont les axes se coupent rectangulaîrement (n° 509).
502. Trouver la portion de sphère comprise dans un cylindre droit dont l'axe passe par le centre de la sphère.
503. On donne une sphère de rayon a dont le centre est à Torigine des axes et un cylindre droit qui a pour base la courbe c représentée dans le plan xy par l'équation 1/ = a cos7z9, u étant le rayon vecteur 5 trouver le volume commun à la sphère et au cylindre (n*^ 510).
504. Volume commun au paraboloïde et au cylindre qui ont pour équations
j' -t- z=» = 4«a:, x^ -^ jr^ z= 2.ax,
505. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent en faisant un angle a; évaluer le volume commun à ces deux solides.
506. Un plan passe par le centre de base d'un cylindre iroit en faisant avec cette base l'angle a ^ évaluer les voumes des deux portions de cylindre ainsi obtenues (n°5l3 .
§ XI. — Quadrature des surfaces courbes,
507. Surface engendrée par la cycloïde tournant autouf de sa base.
508. Surface engendrée par la révolution de la iractoire (n*' k86) tournant autour de l*axe des x.
509. Les données étant celles du n** 501, évaluer la portion de surface de l'un des cylindres comprise dansTautre.
510. Les données étant celles du n*^ 503, trouver Taire de la portion de surface sphérique comprise dans le cylindre.
Etant données les relations
xzrrrcosO, jT = r siu G siiKp , z = rsin9cosy, transformer l'intégrale
y dxdydz
in
en une autre où les variables soient r, 9 et 9.
517. z étant une fonction de a: et j^ déterminée par Téquation
transformer l'intégrale
dxdy ( I
en une autre où les variables soient 9 et cp, sachant qu'on a
X =: a sixiO cos(jf>, jr =: bsinO sin^.
§ XIIJ. — Équations linéaires à coefficients constants.
a_r -4- è JT -f- c
af
d^ X dx dy
d'^Y dy dx ^ ^
dt^ dt dt
59o. A* -7T ^- 2 -; — T- H- w sin = o, </^* £/f dt
-rrr — r — - — m COS = O.
d^^ dt*
dx 594. a-- h (c—- 6)yz = o,
dt ^ '
rf'j: _ ^R ^r _ ^R d^z _ ^R ^""TZr' IF'^'dy^ IF'^'dz'^
x^ y^ z sont des fonctions de ^, et R est une fonction de
§ XVID. — Équations linéaires aux dérivées partielles
du premier ordre.
dz d
£96. x-r jrT" = "-
dx dy y
dz dz z
dx dy je -h y
..^^ dz dz
x-bz)j^-^(x^az)^ = bx^ay
/./viir .^« .<^2 .r*
dx d/ J
«^rt àz dz , . .,4"
dx df
dx dx
/.^/v <?« dw dtt xr
olO- x-r — hr- — h«-r- = ««H •
do: dj^ dz z
nAA , K^u , .du
'dx ' 'dj
/ \àu
dz
S XIX. — Équations twn linéaires aux dériyfécs par-tielles du premier ordre à deux variables indépendantes.
f dz\'" / dzX"
Frikst. — Recueil,
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g,., dz dz dz àz
(/.r Oy ox oy
^-„ dz dz dz dz
ax d'j ax dy
niAo ^^^ ^^^ àz dz , ,, ,
dx^ dy^ dx -^ dy ^ "^ '
/jjft , / dz dz\ dz dz
Par deux points donnés A et B faire passer une
courbe plane telle, que la surface comprise entre l'arc AB, les rayons de courbure extrêmes et Tare de développée correspondant, ait une valeur minimum.
625. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum l'expression
fds^
p désignant le rayon de courbure et ds Télément de Tare.
626. IVouver la courbe qui rend maximum ou minimum l'expression
627. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum Texpression
628. Plus courte distance de deux points sur la surface d'un cylindre quelconque. Cas du cylindre droit.
629. Parmi toutes les courbes planes passant par deux points fixes, tournant autour du même axe situé dans leur plan, et engendrant une aire de révolution donnée, trouver celle qui donne lieu au volume de révolution maximum.
630. Par deux points donnés A et B on abaisse sur une droite OX deux perpendiculaires AC, BD^ déterminer un arc de courbe AMB, de longueur donnée, de manière que Taire constante AMBDC tournant autour de OX engendre un volume maximum ou minimum.
631. Faire passer par deux points donnés une courbe telle, que le produit de Tare par Faire comprise entre cet
arc. Taxe des x et les ordonnées extrêmes, soit un minimum.
632. Trouver la courbe qui, passant par deux points donnés, rend maximum ou minimum l'expression
s désignant la longueur de Tare.
633. Parmi toutes les courbes de même longueur, trouver celle qui, passant par deux points donnés, rend minimum l'expression
f^ds x^
<p étant une fonction connue de l'arc s,
634. Soient 71, y%^ . . . , y„ des fonctions de x indépendantes entre elles ; toute fonction u de ces quantités, homogène du degré p par rapport à leurs dérivées premières,
' udx maximum ou minimum, est égale à une
<3ons tante pour toutes les valeurs de p autres que l'unité. Vérifier le théorème sur l'équation
dx dx \ dx
FORMULES FONDAMENTALES
afdjc z=z 1- C, excepté. pour n=: — i.
(b) I —=loga:-hC.
cosxdx = sinar -+- C.
(d) j sin:cc?j: = — cos^ -i- C.
(e) / — 4" ~ tang:r -f- C.
n dx , 3r
(/) / T = arc sm - f C.
r ^dx
(g) l — T = arc cos ^ + C.
{* dx I X ^
(i) I ' = ^ arcséc - -I- G.
/* dr. _ 1
/a* a'dx z=L ' h C.
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A ces formules on peut ajouter les suivantes, qui sont d*un fréquent usage :
,,, r clr I _ I .t a\ ^
(«) T-^^ = \ logf — -^^1 + c.
Nous désignerons ordinairement par S Tintégrale cherchée, abstraction faite de la constante.
§ I. — Intégration par substitution^
s=rr--Larctang
6 \2 Aac— b'
On intègre au moyen des formules (A), (/) ou (a) (formules fondamentales, p. 277 et 278), selon qu'on a
4«c — ^'^ o, ^ac — 6'<^o, ou ^ac — **= o.
Le dernier cas se tire aussi des deux autres par la théorie des expressions qui se présentent sous la forme-*
3M, S = c quand on prend le signe -f-, et
quand on prend le signe — . On intègre au moyen des formules [m) et [f)^ p. 277 et 278.
Cette expression s'intègre au moyen du n** 340 et de la formule (J), p. 277.
Comme application^ on trouve
(i — X cosô) dx 1 — 2arcosO ■+■ x*
^ ces ô -î.
r=z sinO arc taDg '- — r— r cosô loc ( i — s^r cosO -f- 3c^Y .
sm 9 ^ '
La décomposition de cette intégrale en deux autres s'obtient rapidement, si Ton observe qu'on a
I = sin'O -h cos'9,
Sz
en posant
La première intégrale se réduisant à — / pj i]
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en résulte
S = — arc sin '.[a}^ x^\^ ,
et X X —
= — arc sin - -+- - (a« — x'^Y (n« 351).
[ax-^-{-bx-'-^cY J {ax-^-^bx-'-^cY
Cette expression s*întègre comme celle du n** 341,
dx
1l[7.CX -h ô)
x-'^dx
(4ûc — ^2) (a 4- ^j: _|. cx^Y
sz=Ç dxA— î 1.
Sous cette forme, on voit que le second terme de la parenthèse est la dérivée du premier; et comme la dérivée de e* est e', on en conclut que l'expression sous le signe est
la dérivée du produit e' •
e—-hi " I •+- e*
S = / ( — î; h -r^ ]da:= —2 C0t2x
J \cos'.« sin*x/
dx
-f- b) cos^ — h (a — è)sin*-
dx
cos*-
[a ^- i») -h (a — 6) Ung'-
En posant tang ~ = z, on trouve, pour a ^ 4,
Je
I ^ -♦- a cosjr S = r arc CCS ;
p arc tang
pour a<^h^
(A 4-a)^ + (6 — «)'tang-
î ;p lOg — , ^ ?
(è'— fl')* (i^-f a)'— (^^ — a)' rang-
Pour a=: b^ ces résultats prennent la forme -• En leur
appliquant la règle connue, on retrouve Tintégrale du numéro précédent.
p'°"(' + "'''°^'"-'^fe
COSa: I
^ — ^ arc tang(acos.r).
cosx -+- b sin^r à* -{- b^ } a^ -■{- b^
[ax -4- èlog(flCOsa: -♦- bsinx)^.
sinxdx
(b — a) ces' a:]'
(b-af
arc ces
367. Au moyen des formules qui permettent de transfor- :n€T eu une somme un produit de sinus et de cosinus, on
trouve
I fsïn&x sin^A' sinajc
§ II. — Intégration par parties^
Si l'on a généralement
y et F désignant des fonctions qui n*ont pas de facteurs communs et ^(x) n étant pas divisible par x — a, il est aisé de
démontrer que A^ est égal à ce que devient
quand on y remplace x par a. En s*appuyant sur cette proposition, on trouve, pour n pair,
l — xY x« [i—xf Lj:"-' [i — xy-'}
_^.(. + .)rj_ i_^-|
Cette expression est rendue rationnelle en posant
On tire en eflFet de là
z**— I , n(z^-\'i)dz
X zrz — « dxzzz ■ >
On trouve, comme application,
^ J— L ^x= — L^-f- (l-f-ar»)*J .
Frenet. — Recueil,
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415. Prenant les signes supérieurs et observant que la différentielle peut s'écrire
ii-^')
dx
on est conduit à essayer la substitution
ce qui donne
_ xdr / 7 I
dx= j 2x=jilzJ/* — 4, x^'h—; = jr^ — a;
IX — jr X
et il suffit maintenant de poser j^' — 2 = z* pour que l'expression sous le signe devienne rationnelle. Par suite
^ I , Jl-^-X*-^ x^.
s = -7= log ^
Ce résultat s'obtiendrait, comme on voit, par une subsli* tution unique, en posant tout d'abord
et l'on aurait à faire usage des formules
(A) I x'-f-i ^z^-\- 2 dx zdz
OÙ le radical \lz^ — 4 ®st supposé précédé du signe ib. Si Ton prend les signes inférieurs dans la proposée,
S = — = arc sm
La diûérentielle, étant mise sous la forme
renferme seulement la variable x^ et sa différentielle ; il suffit donc, pour obtenir une expression rationnelle, de poser
i-+-xn' ,^,2.
d'où Ton déduit
S = arc tang
En opérant comme on vient de le faire sui' l'expression
dx
[ i 4- ^c'/») L( I + xV )'' — a:» J
on trouve
S = arc tang
(l + xV)[{l-+-x'/')'' — x»J
i|.19. On abaisse évidemment au second degré rirrationnelle du dénominateur en faisant ax' — i = j*, et la différentielle qu'on obtient ainsi s'intègre comme celle du n° 417 dans laquelle elle est comprise. On est donc conduit à égaler tout d'abord l'expression
au carré d'une nouvelle variable qu'il sera commode, pour simpliâcr, de représenter par i/y/â. Il en résulte
Il = . — 9 a.c z=z == >
I , Jix^ — I + .r I \/'>.x^ — I
S = y log — - - arc tang ^
La différentielle proposée, mise sous la forme
dx
ne renferme que la variable x*, son carré et sa différentielle 5 on est donc assuré qu'en posant î2.r* — ï = x^z\ l'expression transformée ne contiendra pas de radical dont le degré soit plus grand que 2. La nouvelle substitution no diffère pas d'ailleurs de la première, car zu = i.
420. L'analogie de cette question avec la précédente conduit à poser
y^S-r" — I H : z:r: - = 2 tt*,
d'où résulte
r du J i - n
im
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Observons encore que, la diflGerentielle de l'expression proposée pouvant s'écrire
re
dx
y.lm
cette forme suggère assez naturellement la substitution 20:"* — i = x*'"2''", qui ne diffère pas au fond de celle qu'on vient d'employer.
En posant successivement
on trouve
__(2.2^— 0"" Q_ Çz'^-'^dz
Les dernières intégrales de ce paragraphe, à partir du n*^ 415, ont été données par Euler, mais sans indiquer la voie qui a pu le guider dans le choix des substitutions. •
^ § V. — Intégration par réductions successives.
I se v.n — 3i/* dx
Si n est positif et entier, l'intégrale est ramenée à/-
dx
Pour w = 4^ on trouve
8=^ --7-T TTT -♦-
6 a»(û5'H-.r»)' 6.4 a*{a'+x2)» 6.4.2 û«(a'4-ar»)
■^^ -arctang-.
ar»-»
2(/?— i) («'-f-;cy-» 2(/?
n et p étant positifs et entiers, l'intégrale se réduit à l'une des trois formes
où A" désigne un nombre entier positif.
Pour w = 4? P = ^-i on trouve
S = -, H — [jc — arc tanc - | •
Pour 72 == 5 ,
s^ 3x"(éz4-&^)^' Zn a C^^^Ll^L
Pour Tï = 2,
a^-^[a'^bx-^cx'^Y » —
/zc
2 71 — I è /* X^-^ dx
71 — la r a^^^dx w c f I
Pour n==3, a = i, i = c = — i,
S=z:— ^ 7 '- (Sx' — ioj?-f-3i) ^arcsm ; —
— ^ sinx
(/î — l)(a>— b^) (a -h ècosj:)'*-»
(2/2 — 3)a /* fl^or
n — 2 /• dx
^ (72 — i) (a» — 6*) J (a -f- 6 cosx)"-*'
Ea faisant ra=: 2, la dernière intégrale disparait, et il vient dx I
, — &sinx 2 a X < — T-ï ' T arctang
[(jriv-^^]!-
S pourra donc s'obtenir au moyen de cette dernière formule et de celle du n'* 361.
On déduirait facilement de là
/ 2 _ AîN r_cosxç^_
^^ ^ J (a -{- b cosxy
asino: ib
a+bcos. ^^,_^.^.
arctang
[(si)'-d-
On peut remarquer que Texpression plus générale
/( cosx)dx
[a -f- ^cosj?)"
où Ton désigne par y* une fonction entière de degré p <^n^ se ramène à la proposée. Soit, en effet,
a H- fccosx = z\
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il en résulte, en faisant pour abréger bh = — ^, et, par suite,
V Z" 1.2. . .OL.b^J 2"-^
i .2, , ,p,bP J ^-P
, § VI. — Intégrales définies.
Formules (Tun usage fréquent :
r(7i) = / e-'a^'^dx = i \ e-^dx.
(C) r(/i-f-i) = /ir(»).
Soit
une intégrale définie telle qu'on ait
« = ?(«)> ô = >Ka).
A ces limites on peut généralement en substituer d'autres quelconques, p et q^ en posant
(l) x—az^ (2 — P)-
Si l'on suppose les nouvelles limites p et q indépendantes
de a, le changement de variable donne ici
nq J^ — a,
U= I f{x, a)- -dz,
Jp 1—P
relation o^ Ton regarde x comme remplacé par sa valeur en z tirée de Téquation (i)* U résulte de là
du _ r'I df h — a dcL ~~l da q — /?
en faisant, pour abréger,
ndfdxh^a , f^,, fdh da\ dz
Revenant à la variable a:, on a
du^ r^r(f dct J^ da
et
Or on déduit de (i)
dx dcL db
et par suite
d'où
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435. Le multiplicateur de rfx a x""* pour dérivée par rapport à n\ d'ailleurs
si donc on multiplie les deux membres de cette égalité par dn et si Ton intègre, il viendra
dn I x''-^€Lc= I — ; f/x=log/i.
On aurait de la même manière
I c?j: = Iog-»
ce qui se déduit aussi immédiatement du résultat qui précède.
Si l'on pose
et qu'on fasse
3oi
il vient
'z-'^dz.
t/'ût
Or
et par suite
De même,
Si donc on fait croître h indéfiniment, on a
liin(
A-B) = (ô--a)7r> + limAV<? '^^ — e ^V;
et, là limite qui figure au second membre étant nulle, il vient
u=z[b — a) TT*.
i'SS. On trouve, au moyen de l'intégration par parties.
-t- [i — (i — x')'J logx;
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et en ayant égard aux limites,
u = log 2 — I .
[i.39. w = lim — logsin f - - ) H- lox^sin f ) 4-.. »
-l-logsin
mlim -^ lofirl sinf 1 sinf- - ) ...sinf ) 1
/i croissant indéfiniment.
On a d'ailleurs, par le théorème de Cotes,
= 3' — 2Z CCS - TT H- I I Z' — 2 Z COS
X I ^'^ — 2Z COS 77 -h I 1 •
Pour 2 = 1, cette relation donne
,z = 2^(-)sin'(iî^Uin'(^^V..sin^(^i^^l,
et par suite
log« — 2(72 — i) log2
Multipliant les deux membres de cette égalité par — - et passant aux limites, il vient
jr I
tt = - loff -
4-11^0 • Cette intégrale se ramène immédiatement à la précédente en posant
sm£/.
SOLUTIONS. 3o3
Hhlikl. L'intégratioQ par parties donne la relation
logo:
En passant aux limites et tenant compte de l'intégrale du numéro précédent, il vient
« = t(ï — log2).
. , ^ r^ xsin.Td.r r^ X sin.r rf 442. u = / — + /
J^ I -+- cos*;c J^ I -h cos*
Faisant dans la seconde intégrale
elle devient
o I -f- cos^j ^ Jo 1 -4- cos»:
On a donc simplement
r si
'^ sin r dy ^ TT*
kkZ. L'intégrale proposée peut s'obtenir de la même manière que celle du n*' 439, qu'on en tire d'ailleurs en faisant ici a = I . La question revient, en effet, à chercher la limite de l'expression
"I ^^& ( ^' — ^ ^ ^^s - TT -+- I J -f- log fa' — 2a CCS - tr -f- i ) . . .
+ log la' — 2 a CCS ir -i-
quand n croit indéfiniment.
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Or cette expression peut s'écrire
- log la^ — 2, a cos -ir-f-ij la^ — 2 a cos - tt -h i J
X (^^ — aacos tt -h i j ;
et comme, en vertu du théorème de Cotes, la quantité comprise entre les crochets est égale à
on trouve
tt = lim ( - log — ;
Pour a < I , cette limite est zéro.
Pour a > I elle est tt log a*.
hkk. On a
/Xoaxdx , , , X rioaii-^ x)dx
-ji^=logxlog(, + .)-J g^ , ^ >
et par suite
Développant log(n-x) en série, il vient
Or, des séries qui représentent tangx dans les n*** \h^ el 1^2) on tire
TT* II ;r* Il
il en résulte immédiatement
3t* Où
/iH-S. On trouve, au moyen de I intégration par parties, D'un autre côte,
ou bien
r Mog(i — ^)^^ _ r' iog(i
ar) r/.r
en vertu du numéro précédent.
Cette intégrale aurait pu s'obtenir aussi en développant log(i — x) en série.
On déduirait facilement de ce numéro et du précédent
J^MogJT^.T- ^ /*' \o^T.d,r, /•' log.r^.r r*
/".rjog£^ __ 1 r' logarV..r» _ ït^
446. Si Ton suppose d'abord n pair et égal à 2a, le premier membre de Tégalité qu'il faut établir renferme a — 1 facteurs de la forme r(r) r(i — r), plus le facteur du mi
lieu ri-j =:r^. Ce premier membre peut alors s'écrire
[formule (D), p. 297]
. /I7r\ . /27r\ . la — i7r\
sm sm ( 1 . . sm ( )
Frenet. — RecueiU 20
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D'ailleurs, on a trouvé (n° 4.39)
«.2-'(-.) = sin» (l l^ sin' (II)... sin' (^ ^) ; le produit considéré est donc bien égal a
(air) 2 /î""*.
Si 71 est impair, le nombre des facteurs est pair, et en recourant encore à la théorie des équations binômes, on retrouve la valeur précédente.
kkl. On tire de Téquation
/ ^-''^r = - ( - ) [formule (B), p. 297], •en la difTérentiaut n fois par rapport à a et posant ensuite
X -f- A i -h ^ Tintégrale devient
I r(a)rlb) ,, , ,„,
449. En difTérentiaut par rapport à a Téquation connue [formule (H), p. 297],
cos a Tflr iT
il vient
450. En multipliant par da les deux membres de la formule employée dans le numéro précédent, intégrant entre les limites o et oo , puis déterminant la constante arbitraire de telle sorte que l'intégrale s'évanouisse avec a, on trouve
tt = - (i — e-^).
'i-51. On a, pour toutes les valeurs de a moindres que l'unité,
(1 — o.acosbx -4- a')~*
= Tr^^'
lacosbx -\- 2,à*cos7,bx -f- ia^ cos^bx -\- ..1.
Multipliant par — '• — ; les deux membres de cette égalité,
puis intégrant entre les limites o et oo , en tenant compte de la formule (H), p. 297, on trouve
Tf I I -f- aer^
. 21 — a^ i — ae~'*
495. On a, pour toutes les valeurs de a moindres que runité(n0 24),
sm b X
; =: sin ^x + « sin 2 ^x -f- à^sinZbx -\- . , . ;
I — lacosbx -^ a^
X dx
multipliant les deux membres par ^> intégrant entre
les limites o et c© et ayant égard à l'intégrale du n** 449, il vient
496. En opérant comme dans le n^ 451 et observant qu'on a toujours
ces b^x dx z= o,
I cosbx^
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tant que les nombres entiers b el b' sont différents l'un de l'autre, on trouve
U 'Jj::
Si le nombre a surpasse Tunité, on obtient la formule
TT
""" ià(^i^
k^k, Différentîant par rapport à a, il vient
du r^da: -(x«+5!)
Si l'on remplace - par z, le second membre se réduit à
— 2 U, ce qui donne
Pour déterminer C, on fait a =: o dans les deux valeurs de u, d*où résulte
Jr»<» I JL
e-'"dx = ^it^; o 2
et par suite,
On trouve par la dîflerentiatîon
du Z*'^ (cos:c — a)sm^".r
^ ' ^o, J (i — 2acosx-|-«'
'^ (cos^ — aYs\ii}''xtU
f/'M , C"^ (COS^-
Q (i — aacosj: -4- «')""*■
L'intëgratîon par parties donne en outre
Jf*^ cosarsm"»JCf/j? i{n-{-\)a f*'^ sin'""*"'x rf.r ^ (i — 2acosa:+aM""*'' "" 2/î H- i J^ ( i — 2 û cosx+x^)'*-^» '
d'où
^tt __ 4«(«-+-0 r'^ sir
^a 2/2+ I Jo (i — 2a
/•^ si — 2/îa I 7
sin^xdx
coso? -4- a*)
Si l'on élimine la première intégrale du second membre entre cette dernière équation et Téquation (a), il viendra
d*u un -h i du
da^ a da '
d'où Ton déduit facilement
a étant <^i, c' doit être nul, sans quoi l'intégrale devrait croître indéfiniment quand on fait tendre indéfiniment a vers zéro, ce qui ne peut avoir heu. La valeur de c résulte
d'ailleurs de Thypothèse « = o qui donne
Jf^ , „ , (2/2 — (2« — 3). . .3. 1 TT Q 2/2(2/2 — 2)... 4. 2 2
Si Ton suppose « ]> i , on voit sans peine que Tîntégrale s'obtient en multipliant l'expression précédente par a""*".
Si Ton pose
il vient
^p— i ( * "~ ~ ) ''•^» "" = "> A^ = — I (i — u)Pu'' du
et, en intégrant par parties,
D'ailleurs
A^ r=pm'' / (l — uy-^it"du
/ {i — u)P-'u"duz= j {i — uy-'u^ \i^{i-^u)\du;
d'où
(i — u)Pu" du =: np I (i — uY^^u" duy «/o
et par suite
[np -h i)Ay, m npkp^x.
Si ^ = m, on a la. relation proposée. En donnant à p toutes les valeurs entières depuis m jusqu'à i, on trouve
n in on mn
/2-f- 1 2/2 -+-I 3/2-4- I mn-\-i
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j I , toujours plus
petîte que e~'", se rapproche autant qu'on >eut de cette limite, quand on fait croître indéfiniment le nombre entier m. On peut conclure de là
e-'^dx = lim I ( I j Jr.
Pour établir cette relation en toute r/gueur, considérons les trois intégrales
dx ■:= A ,
où l'on suppose h <^ rn"^ et par suite
On peut toujours prendre m assez grand pour avoir A=B-+-a, a désignant un nombre aussi près de zéro qu'on voudra. On peut également donner à h une assez grande valeur pour qu'on ait aussi
£?-* Vj: == A -4- 6, o
6 étant du même ordre de grandeur que a. Il suit de là
foc e'~*"dx — B est infiniment
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petite pour met h infiniment grands 5 il en est à fortiori de
OO
même pour la différence positive / e^'Vx — C, ce qui
Jo
<lémontre la relation (1).
Cette relation devient intuitive si 1 on construit les courbes données par les équations
En rapprochant de Téquation (i) la valeur trouvée pour A« dans le numéro précédent, il vient
X^ . , ..In in mn -\
Pour 71= 2, on sait que le premier membre est égal à
- 7r\ Quant au second, il se présente sous une forme peu
commode pour le calcul, mais il est facile de le ramener à <;elle de la formule de Wallis (n" 64-2) avec laquelle il présente de l'analogie. En posant
246 im \ f
557 2m-hi) • '
on a également
/a 4 6 8 am \ m*
d'où
2/n-l- I et par suite
ce qui s'accorde bien avec la formule de Wallîs.
Le cas général peut se traiter d'une manière semblable. On a, en ellët, d'après le numéro précédent,
f . n in mn ^
n -\-\ 2 « -f I mn -+- i
Ajn —
n m 6n mn m
LOT
I «-4-I 272-1-1 [m — \)n -\- i mn -h i
" \n-\-ij \2/2-f-i/ ' *\
mn ^ "-•
mn H- i On déduit de ces relations
- _ 72 / n y'~' I 'y-n \ f in ^ »-»
mn \ I mn x""' m
{m — i)n -\-i] \mn -h s j mn -\- i
" \nj \_i\n-{-iJ n -h-i \in -{- 1 ) J
§ VII. — Intégration des fonctions de plusieurs variables .
Lorsque les conditions d'întégrabilité sont remplies, les expressions ff [x,y) dar-^^ (.r, j) dy, f [x,x, z)dj:-h'if {x,jr, z) dy «f- ^ (^, J, z\ dz,
ont respectivement pour intégrales
•^^0 •^ro «^^o
La première peut être remplacée par celle-ci,
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et la seconde, en y permutant convenablement les variables, les fonctions et les limites des intégrales, en fournit cinq autres qui représentent chacune la même fonction. On choisit, selon les cas, l'ordre d^intégration qui parait le plus avantageux. On assigne de même à Xq^ y^^ Zq les valeurs qui donnent les résultats les plus simples.
u = arc sia ^^^ 4- ^•^'"^'''^ -4- C
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§ VIII. — Quadrature des courbes planes.
On désignera généralement par A Taire considérée. ^•TS. Il faut calculer
[a^-^y^Ydx (n«352).
Si Ton prend a et o pour limites, cette expression se réduit à -j- • Telle est donc la portion de surface comprise entre la courbe et lès parties positives des axes.
Wlk. L'équation de la courbe étant
on trouve, en intégrant par parties,
(aajT — Jii^Y dx,
La portion de plan comprise entre Tasymptote et la courbe est égale à trois fois Taire du cercle de rayon a.
A=:^-(<?2-tf '^)=za{x^-a
W6. L'équation de la courbe étant ( - j H- ( ^ ) = « ^
on est conduit à une différentielle binôme. Le calcui donne
pour Taire totale.
On arrive plus rapidement à ce résultat au moyen du théorème suivant, du à M. Lejeune-Dirichlet. Soit
V= \d.T Idx j dz.,.af'''x^'^zP-'
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Les lîmîtes étant données par la condition qu'on ait toujours
et les quantités a, A, c,..., a, 6, y,.--^ P? ^î ''vm étant positives, la fonction V aura pour valeur
ri^\r(-]r(i^
par ( a Oc
Or Taire chercliée A a pour expression 4 f j da: cljr^
les limites des intégrales étant assujetties à la condition
ià
on a donc
et comme, d'après les formules (D) et (G), p. 297,
r(4) = ..,.3. r(^) = r(.^l) = lr(i), r(l)^,;^.
on retombe sur l'expression déjà obtenue. Le théorème de Lejeune-Dirichlet se trouve dans le Tome IV du Journal de Liouuille.
On peut remarquer que la courbe représentée par l'équation
(f-(ir="
est toujours carrable quand /* est entier ou la moitié d'un nombre entier.
hn. En employant les coordonnées polaires, il vient
A=: 7^û^sin2Ô -f-C.
L'aire totale est égale à a*.
L»o A i r^ d9 I, 1 + tango
VIS. A^::- /' - = 7log r-^*
2Jq COS2Ô 4 ' — tango
On tirera de là
iA — îA
tangG=-^^^ riA' '"'^^ +^
La courbe est une hyperbole équîlatère ayant pour équation, en coordonnées rectangulaires,
Si Ton exprime aussi les coordonnées x et y en fonction de A, on trouve
«A . — îA «A -îA
La grande analogie de ces résultats avec les formules connues
tAi , — SAi lAi — 2Ai
. e -he . ^ e —c
ces 2 A rr:: j Sm2A = :
a fait donner à Tabscisse le nom de cosinus hyperbolique de 2 A, et à l'ordonnée celui de sinus hyperbolique de la même grandeur, ce qui conduit à écrire généralement sous forme abrégée
(H) z=.Cha, = Sha.
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Si Ton rapproche de l'hyperbole considérée le cercle qui a pour équation
en appelant Aj le secteur circulaire correspondant au même angle 6 que le secteur hyperbolique A, on trouve que Tabscisse et Tordonnée du point déterminé sur le cercle par cet angle 6 ont respectivement pour valeurs cos2 A, et sin 2 A,, ce qui rend plus complète encore Taualogie qu'on vient de signaler.
La considération des fonctions hyperboliques Shx et Clix a conduit à d'autres définies par les équations
De plus, à chaque fonction correspond la fonction inverse. Par exemple, de l'équation Slio: =j't où x est Vargument de la fonction Sh, on tire x = argShjj^, et ainsi des autres.
Le Tableau suivant niontrç que Tanalogie entre les fonctions hyperboliques et les fonctions trigonométriques subsiste dans un grand nombre de cas.
Formules relatives aux fondions hyperboliques»
Chx ''^'~
— 1 Tn T —
Sh(/ar) iûnx.
Ch(/^) — coso:,
Th(/.r) — /tangj-,
sin(/\r) /Shx,
cos{/.r) — Ch^,
teng(«.r) = iThx.
Sho=:o,
Cho I,
Tho=:o,
ShoD 30 ,
Choo 00 ,
Thoo-— !•
Sh( — x] — — Shar,
Ch( — ^)=Ch.r, Ch^jr — Sh».r— i.
Th(— ^) — — Thx,
Sh[x±
j ) = Sh,r Ch j H- Ch j: Shj,
Ch(j:dij) = ChxChj±:ShxShr,
Tli(.r±:j) —
Thj:±:Th/
idbThxThj
dx r/Sh.r = Ch jc^-r, r/Ch.r = Sh.r^ar, dUlix z=i -t — •
' Ch'.r
£•*= Ch j: -f- Shx, (Chx± Sh.r)"= Ch«.r ± Sh«x
Snxr= j7 H -I- ^ . y 4- . . ..
CliJrrz: I H 1 —-7 -f- . . ..
Sh.r = X i -f- -- I -h -1- 1 i 4-
tt'/ y 4 '^'Z \ 9
hes fonctions hyperboliques se rencontrent dans plusieurs questions. Lambert s'en est beaucoup occupé et en a le premier donné une petite Table ^ depuis, les travaux étendus de M. Gudermann [Journal de Crelle, t. VI et suiv.), et les Tables développées de M. Gronau (Dantzig, 1 863) ont mis en lumière Timportance et Tutilité pratique de ces fonctions. On consultera avec intérêt et profit, sur cette matière, Texcellent Recueil de Formules et de Tables numériques publié en 1866 par M. Houël, V Essai de M. Laisant (1874) et le Traité de M. Gûnther (1881).
4.79. {Fig. 27, p. 320.) Pour avoir l'aire enfermée dans la ligne ODGAHC, on intègre depuis = o jusqu'à la première valeur de 9 qui annule le rayon vecteur, et l'on double le résultat. Soit a cette valeur fournie par l'équation de la courbe, on trouve
aire ODGAHC -^ - [(«'-+- 2 6»)« -f- 3ô(<2»— ^^'j^J. On a aussi
aireOEBF==-[(/t»4- 7.ù'){n ^ a) — 5b{a^- h^y].
Roberval, qui a calculé le premier Taire de cette courbe, lui a donné le nom de limaçon de Pascal, C'est une concljoïde du cercle, dont la construction a été déjà indiquée
{n°263). Cette même construction montre qu'elle est la podaire d'un cercle (235) par rapport à un point quelconque de la circonférence.
Le limaçon de Pascal, qui figure parmi les épicycloïdes, est aussi un cas particulier des oi^ales de Descartes ou courbes aplanétiques (n** 329).
4^80. A == - a' tango -f a ab log tang ( j
^'b] -hC.
kSU En faisant usage des coordonnées du n^ 277> on trouve facilement
et par suite.
r^dQ=zpds=zp[dr^-hr^dB^)\
Appliquant cette formule à Tépicycloïde , dont l'équation
est mise sous la forme
^~ (a-^nby—a^ ~~ c2 — a' ' obtenue à la fin du n" 276, il vient
Azzr
c{r^ -^ a})' ic^ — r^y c[c' — à") , ( r^ — a? \'^ -— 7^-^ — I — ^ — 7 arcsm •
On déduit de là que l'airfe engendrée par le rayon vecteur pendant une révolution entière du cercle mobile a pour ex- , pi'ession
-î^ 7 ^— — û' -+- Zab -f- a^M,
en remplaçant c par sa valeur a -h ai.
Cette expression renferme, outre l'aire comprise entre le cercle fixe et Tépicycloïde, un secteur du cercle fixe dont l'arc a pour longueur la circonférence mobile. Ce secteur ayant pour valeur xsab^ la surface restante est égale à
(3a -f- ib),
usa. En coordonnées polaires la courbe a pour équation
a'sinOcosG sin* 9 H- cos^ ' par suite,
^o:«A«^-û^û ^t '^^ tango rf(tange)
a} r^ sinOcosQéfe _ «* /•''tan 2 Jq sin<ÔH-cos*0 hJq I
tang^d
= Y ^^^ tang(tang*6').
Faeh£T. — Recueil, 2 I
L'aire contenue dans Tune ,des boucles de la courbe est donc égale à -5-«
^ 483. Par un changement d'axes de coordonnées, l'équation prend la forme
X = En posant a — a: ^ = 2*, il vient
Or
r z'dz
= — -ri z^d^^a — 3;
donc
, r g^^g _ ,^ r z^dz _____£ ,/ir=3?
On a, par conséquent,
A = (4a — 3zM^H-C.
On déduit de là que l'aire de la courbe renfermée dans
la boucle est égale à 7-9 et il en est de même pour la surface
comprise entre la courbe et son asymptote.
Cette courbe, que Roberval appelait feuille de Jasmin, a été signalée par Descartes dans une de ses Lettres comme
échappant à la méthode des tangentes donnée par Fermât. C'est Huyghens qui en a le premier trouvé la quadrature.
§ IX. — Rectification des courbes.
On désignera généralement Tare cherché par S.
S = a log~> l'arc étant supposé nul pour jj^ = a
V87. S = «r-l_(§^^V^Z«-HC.
La longueur de l'arc, à partir de l'origine, est
/Sa—3x\' , /-, (8«— 3a:)'--(6«~3.r)^
2 a ( I — 4« + 2fl i/3 loff ^- — — —*
\ 2a-a;/ ^ ^ sj^—^^a
SU l'on fait croître y indéfiniment, la différence S — r tend vers la limite 2 a [ ^ log ( 2 -h yjo) — 2 J .
488. On est conduit à une différentielle binôme. Il en résulte
[[^'xY ^[^^xy\ -^'
ce qui donne — pour le quart de la longueur de la
courbe. On obtiendrait le même résultat en observant que, pour rectifier la développée d'une courbe connue, il suffit
de prendre la différence des rayons de la développante qui correspondent aux extrémités de l*arc dont on veut trouver la longueur.
489. En faisant a H- t = 6« dans les formules (D) du 11® 23k^ on en tire
S= / abn sm tdt=-^ L_sin'---.
Pour l'hypocycloïde, il suffirait de changer le signe de b dans la parenthèse.
La question proposée se résout très-simplement au moyen des coordonnées r et p ( n« 4.81) .
490. La courbe étant située sur une sphère, les coordonnées d'un de ses points M peuvent s'écrire
j: = a cosOsiny, jr = a s\n6 sinff z = acoSf,
On lire de là
et les angles oj eiO sont liés par la relation
1 — siny Ch . /i = I . ( Foir pages 3 18 et 3 ig- )
sin
On en déduit, en supposant nB positif,
, ^ r„, ^ nd^ ces© Sh 710 i
I COS7r=:Th«0, --z^--^__=--,_,
€19 smv Ch/id sm^
et, par suite, si l'on fait n tang y --«' i ,
g __ e> — «po COSa
La loxbdromie est la courbe qu'un vaisseau décrit sur la mer en coupant tous les méridiens sous un angle constant, qui est ici a. Nonius (1492) s'en est occupé le premier.
Halley a trouvé que la projection stéréographique de cette courbe surTéquateur est une spirale logarithmique (273), ce qui résulte immédiatement d'une propriété bien connue de ce genre de projection. On le démontre d'ailleurs aisément par ce qui précède, car Téquateur étant pris pour le plan xy et r désignant la projection stéréographique sur ce plan du rayon vecteur de M, on a d*abord
r = «tang|;
puis, en vertu de la première des équations (i),
.9 I — ces® Ch«6 — Sh/iô .
® 2 i-+-cosy Chne -i-Shne
Maupertuis s'est également occupé de la loxodromie [Mémoire sur la parallaxe de la Lune et Mémoires de l* Aca-
demie des Sciences fOVLV i y 44)'
li^91. Les tangentes en Mj et M, étant parallèles entre elles, on a
fÇri _ ^ _ d(a,xx-^a7Xi) __ fÇr .
la tangente en M leur est donc aussi parallèle, et par conséquent
djr clxx dx<x d^a^x^-^- a^x^") ds dsx dSi ^{«1 J| -4- ûa5j)
puis
j = rt, j, -f- ûj 5j,
en faisant commencer tous les arcs au point O.
^92. En difierentiant l'équation donnée, on trouve
a} — 6aV^ -h /•• ,
Cfr, irr 2 «' ===1 ûfr.
D* ailleurs,
d'où résulte
dr a* — 6a* r* -h r* dr
or ou a
par couséquent,
. Ce résultat est du à Faguano.
k93. En désignant par s la moitié de la longueur de la première courbe, par s^ un arc quelconque de Thyperbolc, on trouve
Il faut démontrer que la valeur absolue de la difierence r — Si tend vers ^ quand on suppose que r croit indéfiniment. Pour rapprocher les formes des intégrales qu'il s'agit de comparer, faisons dans la première r = az', et dans la seconde a = rz'^ il vient
o r' ^^dz /»' dz s=6a i j» #, =:a I 7>
et
Oi
et comme on trouve, en intégrant par parties,
/ {l — z')Kh _ _ (1 — zM^ _ .^ 1 ''<^'
il en résulte
On conclut de là
lim(/' — j,)=:« / r=2'
ce qui démontre la proposition énoncée.
M. Faure [Nouvelles Annales de Mathématiques, 1 853) a généralisé la question précédente en remplaçant l'hyperbole par la courbe qui a pour équation
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§ X. — Cubature.
On désignera généralement par V le volume cherché.
L'équation de la conchoïde étant
le volume engendré par la révolution de cette courbe autour de Taxe des x a pour expression
V = ^-^ Biai»'arcsin"Ç -f- ? (b^ —x'fir^-hnb^).
En faisant j^ = o et doublant le résultat, on trouve pour le volume total
(aa + ^
4.97. Lorsque l'équation d'une courbe est donnée en coordonnées polaires, l'élément du volume de révolution, engendré par le secteur infiniment petit dont l'aire est
-r^dO^ a pour expression —r*sinQd^. Appliquant cette
formule à l'équation
I H- e CCS 9 il vient
I -f- ecos0)-'sin9«fÔ
W8. Le paraboloïde elliptique a pour équation
a b Soit
on en déduit
499, Si Ton désigne par jj 1 une constante, on trouve
• "=XT'^(î)''''^-^''
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yi étant donné par l'équalion on a donc
en désignant par a une contante. Soit fait -=0}, îl en
résulte
Appelons S Taire de la section faite dans la surface par un plan parallèle à zj^ et à une distance x de ce plan, on aura
«or
Jr*(x.x noL
et par suite
résultat facile à prévoir puisqu'il s*agit d'une surface conique.
Soient
x2 H-7= -f- z* z= fl', .r' -f-7' = /'*
les équations de la sphère et du cylindre ^ si Ton pose
A» = rcosô, j^^rsinO, il viendra
1— / I zrdrdB= I f rdrdB{a^^r^)
503. Observons que Tintersection C de la sphère et du cylindre est une courbe qu'on peut concevoir engendrée comme il a été dit au u? 296. L'angle 9 détermine en effet un point m de C auquel correspond un point M de l'intersection, et, si Ton désigne l'angle Mom par 9, on trouve, en vertu de l'équatiom de la courbe, 9 = nO.
Cela posé, en considérant seulement la demi-sphère située dans la région des z positifs, le volume V, limité par le plan ZOX, le plan ZOm et la surface cylindrique, a pour expression
Le premier terme -5- mesure la portion de la demi-
sphère comprise entre les mêmes plans que le volume V^ le second, qui a pour valeur
-TT— Q sm' - — sm* — ^ I =r: E, 18/? \^ 2 1 J
est donc l'excès de cette pyramide sphérique sur V. Pour
ç = - cet excès se réduit à
2 gn
On peut trouver directement l'excès E, sans recourir aux
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intégrales doubles, en- considérant le segment sphérique dont une base est celle de la demi- sphère, et l'autre un petit cercle qui passe en M. La hauteur du segment étant a siny, son volume sera, d'après la formule connue.
^(2-f.COS^Î»;,
et la différentielle de la portion de ce volume comprise entre les plans ZOX et ZOm est, à un infiniment petit près de sa valeur,
«^sinç» ( TT j rtô.
En en retranchant lecylindre infinitésimal qui a pour volume
. v'^dd a? , , ^^
a sm0 r= — smo) cos'œaô,
on retrouve -^ sin^cp^/O pour l'élément de E.
Si /î =: I, l'excès du volume de la demi-sphère située dans la région des x positifs sur celui qu'en détache le cylindre entier est égal au neuvième du cube du diamètre. Ce résultat a été donné par Bossut.
Pour 71 = ^ » C est la courbe étudiée par Pappus (n® 296),
et l'excès du volume de la demi-sphère située dans la région des z positifs sur celui que le cylindre en détache est encore égal au neuvième du cube du diamètre.
On a (n
par suite
o.ir
. 505. ABDC (Jig. 28) représente la section faîte dans le solide par le plan qui contient les deux axes. Le point le
Fig. 28.
plus haut de la portion de volume située au-dessus de ABDC se projette en O, point de rencontre des diagonales de ce losange. A une distance z du plan des axes, menons un plan qui lui soit parallèle^ la section obtenue se projettera en PQSR qui est sa vraie grandeur. Soient A la section, a le rayon de base commun aux deux cylindres, V le volume cherché ] on aura
I Adz,
Abaissons OK = p perpendiculaire sur PQ, il en résulte
2/7 = PQ sina, A = —
ip'
sma
D'ailleurs, p^ z et a formant un triangle rectangle,
d'où enfin
smaj^ osmot
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506. Il suffit d'évaluer le volume QEDB (fig. 29). AB est perpendiculaire à ED, trace du plan sécant sur la base
Fig. a<).
dont le centre est C Soit PNn/? r=: A la section faite par un plan perpendiculaire à la base et dont la trace N/i est parallèle à ED ( si Ton pose
on aura (n** 459)
Or
donc
T. tanga, jr* -h a:* = a' ;
y zzz-^a^ tanga« o
§ XL — Quadrature des surfaces courbes* On désigae généralement par S la surface chercliée,
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507* L'équation diflerentielle de la cycloïde étant
^ — (if- V
on a
Jo \l7.a—x
II suit de là que la surface engendrée par la révolution de la cycloïde entière a pour expression
608. 27r / r (i + ^ j dx — 27ta\ 509. Les équations des surfaces étant
on tire de la première
dz .T fiz
(Lk z dy '
et, en posant j, = [a? — J?*)%
510. En nommant A la portion de Taire cherchée, limitée, comme le volume V du n"" 503, par les plans ZOX, ZOw
et la surface cylindrique, on a
A — «/ / j = a'Q—a^j sinnQdB.
L'intégrale du second membre, qui a pour valeur
— sin*-) représente l'excès sur A de Taire du triangle
sphérique limitépar les mêmes plans que A. L'élémeiitde cet excès s'obtiendrait aussi directement en calculant Taire de la zone qui répond au segment de spL ère considéré dans le n° 503.
Pour n =jt la courbe tracée sur la sphère est la spirale
de Pappus (n® 296), et Ton voit que la surface comprise entre cette courbe et la base de la demi -sphère est égale au carré du diamètre. Ce théorème, dû à Pappus [Collect. Math,, Liv. IV, prop. 3), est le premier exemple de la quadrature d'une surface courbe.
Si 72 = I , Texcès de la surface de la demi-sphère située dans la région des x positifs sur celle que le cylindre droit en détache a pour valeur 4«'. Ce résultat résout le problème qui consiste à percer un dôme hémisphérique de quatre fenêtres égales telles, que le reste de la surface soit équivalent à un carré, problème que Viviani proposa sous forme d'énigme aux géomètres de son temps. Voici en quels termes il s'exprime dans les ^cta eruditoruni de 1692 :
Mnigma geometrlcum de mirn opificio testudinis quadrabilis * hœmisphericœy aiUore D. Pio Lisci Pusillo Geometra,
« Inter venerabîlia olim Graeciae monumenta extat adhuc » perpetuo quidem duraturum templum augustissimum » ichnographia circulari almœ Geometriœ dicatum, quod » testudine intus perfecte hemisphaerîca operitur; sed in » hac fenestrarum quatuor œquales areae (circum ac supra » basin hemisphœrœ îpsius dispositarum) tali configura- » tîone, amplitudine, tantaque industria ac ingenii acu- » mine sunt extructœ, ut his detractis superstes curva
» testadînis superficies, prelioso opère musivo ornata, » tetragonismi vere geometrici sit capax. » (n° 503.)
Sous r anagramme qui dissimulait le nom de l'auteur, on trouve : Postremo Galilei discipulo. Le problème était en effet une épreuve à laquelle un des élèves les plus distingués de Galilée voulait soumettre la nouvelle analyse créée par Leibnitz. Celui-ci en trouva la solution le jour même où le programme de Viviani lui parvint (Jlcta erudit.^ 169^^)* Jacques Bemoulli résolut aussi la question et montra qu'on y pouvait arriver d'une infinité de manières. La construction géométrique donnée par Viviani lui-même est ingénieuse, mais manque de rigueur. Un religieux camaldule, Urbain Grandi, en fit connaître une plus satisfaisante en 1699. n prouva en outre qu'on peut détacher d'un cône droit une portion de surface quarrable, à laquelle il donna le nom de voile du Camaldule; mais cette remarque avait déjà été faite en 1696 par Jacques Bemoulli. On peut d'ailleurs la formuler ainsi : Tout, prisme droit dont la base s'appuie sur celle d'un cône droit détache du cône une sur j ace dont le rapport à la hase du prisme est égal à celui du côté du cône au rayon de sa base.
Bossut, comme on Ta, vu (n** 503), a démontre que le volume du dôme de Viviani est égal au neuvième du cube du diamètre de la sphère, Euler a beaucoup généralisé le problème de Viviani (Comm, no\f, Acad, Petrop.y 1759).
L'élément co de la surface ayant pour valeur
cLtdy i 9
la nature même des limites indiquées conduit à transformer cette expression au moyen des coordonnées polaires dans le plan xj^ ce qui donne les relations
ces G
où V désigne le rayon vecteur de la courbe suivant laquelle le cylindre B coupç le plan xy. On a, par suite, zOx étant Tun des plans fixes,
cosd
Si Ton intègre par rapport à /'et qu'on fasse lî^ -+-&- = r'. on trouve pour l'aire cherchée
c C^ ., i/c» cos' G — «» «' r^ rfô , i/c*cos'Ô — </•"*- ccosO - J ^/ôî 1 / — —logi ^
ou bien
A» . /csind\ r/'
— arc sm ( — r — ) H tangO log
sjc* ces' ô — £<^ -t- c cos 0.
Pour = arctang-î cette expression se réduit à —-»
quantité indépendante de a. Si Ton n'avait en vue que ce dernier cas, on obtiendrait le résultat d'une manière beaucoup plus prompte en conservant les coordonnées rectilignes.
f^oir n° 506 etjîg. ag) ds désignant l'élément de
l'arc DNB, la surface QDNB a pour expression
L'aire de la surface QEDB est donc
2 a' tanga.
^ XJl. — Cliangement de variables sous le signe
d'intégration.
ol^. La relation générale
\du df oV OaJ
se réduit ici à
dxdy = ududvj on a donc
/ i af'j^'dxdx z= i / K«"+''+'(i — t/)'"r"rf«^p.
Cette transformation a été donnée par Jacobi {^Journal de C relie, t. XI) \ elle est d'un grand usage dans la reclierche des intégrales définies.
51 6. Ci Çydxdydz =: j j j Yr^dr&inQdQ dtf.
On reconnaît ici la transformation usitée quand on passe des coordonnées rectangles aux coordonnées polaires.
Par la méthode de la variation des constantes on trouve
jr* A.r^ â..3.T^ 4«3.2.r 4-3.5.1
Y z= Ce^ -^ ^-— ^ :
On arriverait au même résultat en observant que, le second membre étant une fonction entière du quatrième degré en a:, si Ton pose
j, = A -4- Bjt -f- C.r2 -+- D.r3 -4- E J:*,
il sera facile de déterminer les coetticienis A , B, . . . , de telle sorte que j^, soit une intégrale particulière de l'équation proposée. Pour avoir l'intégrale générale, il suffira d'ajouter à y^ l'intégrale générale de Téquation privée du second membre.
La méthode précédente peut toujours s'appliquer lorsque le second membre de l'équation est une fonction entière de X'^ elle convient encore quand il renferme linéairement des exponentielles, des sinus, des cosinus, dans lesquels x n'entre qu'au premier degré. Si, par exemple, le second membre contient e"*' ou sin a or, on introduit dans l'expression de jx la quantité Ae'" ou A sin a a: -H B cos a or, A et B étant deux indéterminées.
Le procédé qu'on vient d'indiquer abrège souvent les calculs.
r = — • -h C cosnx 4- C'smnx
Cette expression peut s'écrire
^, . _,, cosm.r — cos/tx
r =r C smw.r -h C cos/ix :; 9
et Ton voit que pour m=. n elle se réduit à
X sin/ijr
^ = C'sin/i.r H- C^coswjT -t-
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523. y ^ /'"""^ ^ 4- G cos(i2'^^-+- a) + C'cosfs^x 4-^) . ^ m<— 5/7î'-+-6 ^ ^ ^ '
— . . . 4- C cosjr -h C'sin j:».
coSwC
Les racines de l'équation à résoudre sont
— 3, I -+- 2f, X — 2/; il en résulte
ar^ 2a? 20 ,^ . ^ v «
J = -= H f; Tl 4-^(Csm2ar-f-C,C0S2ar)-ï-C2tf~".
S XIV. — Equations linéaires à coefficients variables,
529. Cette équation étant linéaire et du premier ordre, on trouve, en appliquant la formule connue^
530. Cette équation est linéaire et du premier ordre. On déduit de la formule générale
-f-c[(l-f-a:')^— :rj .
Sî 71 = I , les deux derniers termes peuvent s'écrire
La vraie valeur de la première de ces expressions, obtenue par la méthode connue, est
— - [(i-|-ar»)ï— ^J log[(i -f- x»)"^— x\.
On trouverait d'une manière semblable la formule relative au cas de w =r — i .
Si a = — 45 011 peut écrire
_\I Xj \I X] J \I X
La vraie valeur du terme renfermé dans la grande parenthèse est
K^)'"«(iêf)
„^^ \nx{i — x'^y -h î— ix^\
Remarque du n^ 533. En posant
l'équation à intégrer est
d^y d^Y ,dY o ï -i
dt^ dt^ ^ dt "^
Si Ton opère comme il est indiqué au n® 518, on trouve pour résultat
C, cos[log(i -4- x)»] -+- C2sin[log(i -+■ a:)*].
536. Remarque du n** 533. On est conduit à intégrer l'équation
Le résultat auquel on parvient peut être mis sous la forme
jr = (C -h C, ^ -4- C, f» -+- £/) <?", où l'on a
iiu= j e-^*ff[e*){t—zYdz.
L'équation (i) ne diflere pas d'ailleurs de celle-ci :
En mettant l'équation sous la forme
dx\
^dx X j
et posant
ensuite
dy 2 j
dx X
il vient
I dz ^ n' dx'
d'où
d}z 2 dz dx* X dx
Cette équation, traitée comme celle du n° 537, a pour intégrale
zxz=:Acos(nx -\- a),
A et 0E étant deux constantes arbitraires. En différentiant et tenant compte des relations (i) et (2), on trouve
Acos(/i.r-f- a) Asin{nx -h a) n^x^ nx
L'équation peut s'écrire
dx dx
En posant x = ir* ^ la transformée conduit aux deux sui-
vantes :
dr d} Y
(lu du
d}[ur)
— C^Ujr:=0^
du^ -dont la dernière fournit l'intégrale
L'équation proposée s'intègre encore comme il suit :
Soit \ Un x" ^=y une série dont le terme général est a„ j:",
n pouvant recevoir des valeurs entières positives ou négatives. Cette valeur de j*, substituée dans l'équation différentielle, donne la relation
dx^
En égalant à zéro le multiplicateur de x""*, il vient
égalité d'où résulte qu'on ne peut attribuer à n que des valeurs négatives. Faisant donc successivement n égal à — i, — 2,..., on trouve
\ 1.2 or 1.2.0.4 ^
«0 et «1 désignant deux constantes arbitraires. Ce résultat peut évidemment se mettre sous la forme déjà obtenue.
Substituant à y dans Téquation la série
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on est conduit à poser successivement a = o, a = 1 , ce qui donne les intégrales particulières
yt=\ On^t:^- = — a\ \ Li /-,
•^'"■(Srj-Jj 1.2. ..(2/2-1- 3) '
à condition de remplacer dans la première 1.2.. .in par l'unité quand on fait n =z o.
On peut toujours trouver la somme des séries précédentes. En effet, de Téquation évidente
Sr
on tire
par suite,
On aurait de même, b désignant une constante,
X,= ble^<^^'' [Scjc^ — l) -h e-^'^ {^cx^ -^ ï)\; d'où résulte enfin
= a(i — 3c.i:^)6'3<^'^-f-B(n- 3cx')e ^\
En suivant une marche analogue à celle du numéro
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précédent, on trouve
+ b(3h- iScx^ -¥- 25c*J7*)e-5'^^*'
§ XV. — Equations diffcrentielles non linéaires.
54-2. Cette équation étant de la forme ( A ) df-^ Vydx =1 Q7"+» dx,
la méthode connue donne
— nx
Y^^zn '■ •
Si /z = I , l'équation obtenue est celle d'une logarithmique. Ce cas particulier est intéressant au point de vue de l'histoire des Mathématiques ; il donne la solution de la question suivante, proposée aux géomètres pardeBeaune, ami de Descartes, environ trente ans avant l'invention du Calcul infinitésimal :
Trouv>er une courbe telle que la sous-tangente soit à V ordonnée comme une ligne constante est à la différence entre V ordonnée et V abscisse,
La question était d'un genre tout à fait nouveau. Il ne s'agissait plus, comme on l'avait fait jusque-là, de déterminer la tangente d'une courbe dont on connaissait les pro priétés, mais de remonter, au contraire, d'une propriété de la tangente à la découverte de la courbe même. Ce problème, qui parait uniquement du ressort du Calcul intégral. Descartes le résolut par des considérations qu'il n'a malheureusement pas fait connaître. En 1692, l'Hôpital et Jean Bernoulli en donnèrent une solution fondée sur la nouvelle Analyse créée par Leibnitz.
543. L'équation rentrant dans le type ( A ) (n^ 542), on a y = _+C(.-x»)«.
ib
L'équation étant homogène, si Ton pose
elle donne
I rn r clz
Iog.r H log(i — mz -h z') H |
Pour m^ a, le dénominateur de la quantité sous le signe est de la forme
et
par
suite,
mdz
log/
— mz -h z'
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par conséquent,
' 2 («' — i) ^ ay — X
Pour m <^ 2 on trouve, en posant m = 2 cosa,
— Y — ne ces oc
log (.r^ -f y' — mxyY 4- cola arc tani' : — ^— z=z C.
.rsina
Si enfin />i := 2,
On aurait pu intégrer Téquation en passant aux coordonnées polaires, ce qui donne
dr m sin' rfô w cos 2 ^/. 2 9 /« é^. 2 ô
/• /rasinOcosd — i 2 msin20 — 2 2 /?isin29-— 2
Pour Tintégration du dernier terme, voir le n** 361. ^kQ. Cette équation est homogène et a pour intégrale
Dans le cas particulier où l'on a
a z= b := C z=z Oy
l'équation se réduit h
et rentre dans celle du numéro précédent.
Pour voir s'il est possible de ramener l'équation ^donnée à la forme (i), changeons de variables et posons
a et S étant deux constantes qu'il s'agit de déterminer de manière à obtenir la réduction qu'on a en vue. On est conduit de la sorte à satisfaire aux deux équations
i a (a H- «I a -4- «26) — (é -f- èi a -h ^,6) = o, ^ 6(a -f- a, a -+- 0,6) — (c 4- <î| a -h c, 6) r=: o.
On peut les écrire
et si Ton pose chacun de ces rapports égal à A, il en résulte le système
^-^•(^i — a) a -f- 6, 6 = 0, C-4-C, a 4- (Cj — >)6r:=0,
d'où Ton déduit, pour déterminer X, et par suite a et ê, l'équation du troisième degré
(a — X) (!/i — \) (c, — X) — è,c,(a — \) — a^c[bi — >)
— axb[c.i — X ) -h «i ^2 c — «2 èc, = o .
La réduction à la forme (i) est donc toujours possible, et Téquation proposée peut toujours s'intégrer.
L'intégration de cette équation a été donnée par Jacobi [Journal de C relie, t. XXXIV), en adoptant une marche très différente de celle qu'on vient de suivre, et qui est due à G. Boole.
554. Cette équation rentre dans celle de Riccati, dont la forme générale est
et qu'on sait intégrer toutes les fois qu'on a
2rzli: 1 r étant un nombre entier. Dans l'équation proposée,
on trouve alors
l±22flz^=tang/i:iî + C^ (n-SSr
556» Cette équation peut s'écrire
dx. , dy I dx dy\
X jr \ X y I
Posons
elle devient
du g dv
en faisant
me — ne na — mh
ae — bc ae — bc
On trouve a
ors
Si me = wc,
na= mb^ on a
Si ae — ic = o, sans que les numérateurs dé a et de S soient nuls, Téquation proposée revient à
et elle est satisfaite par
af^y^ zz: C, et par jr^j» = = .
557. On voit sans peine que si o: et / représentaient deux tangentes les radicaux disparaîtraient ; posons donc
^=:tangf', x:=tangw;
Téquation devient
sin (r — u)dv = /? du*
Faisant
FaEZfET. — Recueil, ^'^
on trouve
ndz
dv=. : ï
71 — sm 5
équation qui s'intègre au moyen du n*' 361.
On obtient alors j: et j^ en fonction de Tauxiliaire z.
Posons
il vient
djr = pdx z= udx -^xduj
dx
du dp p dp
O — Il , , Y 1 -+- /»'
et en désignant une constante arbitraire par loga,
On en déduit
aU + /i(i-t-/7»)'l r, „i "I"
et par suite, en tenant compte de la valeur de - »
562. Cette équation est homogène en x et en y^ comme celle du numéro précédent, et peut se traiter de la même manière ^ mais il est plus simple de la résoudre par rapport
(ÎY
à -y- î ce qui donne
dx
dx n} — I
ou bien
in^ — \)YdY -f- n^xdx
[(71»— .1)7* -+-/!> ar«]'
équation qui a pour intégrale
L'équation peut s'écrire
ou
dy'
T -\- f{x)dx '\- fs^[y)dy z=zo.
On a donc
et par conséquent
On tire de là
e'-S^{r)^rdy = C, -4- CeSfi*)'^,
567. Lorsqu'une équation différentielle est homogène pa rapport aux quantités x^y^ dx^ dj^ d*j^ rf'j^, . . . , on peut toujours en abaisser l'ordre^d'une unité en posant
« = ^', y = ué.
Ces hypothèses conduisent ici à la relation
d} u d'i du}
dt^ dt dt*
Faisant
du
il vient successivement
j = a: log
ex
Posant dy é= p dx^ l'équation devient
dp IX dx
d'où
On déduit de là
^ ^ [a' ^ [x'^ -\- abyy
Cette équation, dont le second membre s'intègre au moyen des fonctions elliptiques, est celle de la courbe que forme une lame de ressort fixée horizontalement par une de ses extrémités à un plan vertical, et chargée d'un poids à l'autre extrémité. Jacques Bernoulli, qui s'est occupé le premier de cette courbe [Mémoires de V Académie des Sciences, 1 7o3), lui a donné le nom de courbe élastique (n^ 630).
C.r -f- Cz= log[cr -4- n(i -f- n^Cy
11 y a une solution singulière
^ z= na sin •
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§ XVl. — Solutions singulières des équations différentielles du premier ordre.
C'est à propos de cet exemple que Taylor ( 1 7 1 5 ) a remarqué, le premier, qu'une équation différentielle peut avoir des solutions non comprises dans l'intégrale générale.
On trouve, en différentiant
d'où
Solution particulière. ... y*^=a? -^ lax; Solution générale X^-^ [^ — j;)'== 7.Qa,
L'équation différentielle répond à la question suivante :
Trouver la courbe dans laquelle la normale est moyenne propojtionnelle entre une ligne donnée et celle quon obtient en ajoutant Vabscisse à la sous-normale,
Leibnitz proposa ce problème en 1694 dans les Acla truditorum, et trouva la parabole qui le résout.
xdy--ydx)[^y'— x*] = o
Solution singulière .... 9J di ^' = o ; Solution générale s»./ — ex' -h 3c*= o.
L*équalîon proposée pouvant s'écrire
on trouve pour l'intégrale générale
d'où résulte que l'intégrale (A) est une solution singulière. Remarque. — Pour reconnaître si une solution j = a, d'une équation différentielle de premier ordre est une solution singulière, on peut se dispenser de recourir à l'intégrale générale en s'appuyant sur le théorème suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que la solution 7=0 de V équation j' z=rs^{^x^j) soit une solution
ày ,
singulière est que -^ de%>ienne infini pour y = o.
(Zajaczkowski, Arclw de Grunert, 1874).
Posant en efiet j)^ = a +• 1/, on applique le théorème à la transformée enu.
Dans le cas actuel on fait
et il en résulte
d'où l'on déduit que } = a est une solution singulière.
583. La remarque du numéro précédent fait voir que la première solution est une intégrale, particulière et l'autre une solution singulière.
584-. j* = 4 ^' •*^- ( Remarque du n'» 682. ) La substitution j '= az conduit à l'intégrale générale
Cj2— Ox'—a}— o.
x^—^x*=o. {Remargue dix n^m
La substitution y z=z 2x conduit à l'intégrale générale
586. j' — ^x = o ne fournit pas une solution. La substitution yjj* — 4^=^T — '^z conduit à l'intégrale générale
-f- 4 logj [r 4- «)M- 4]' -f- j + « j == c,
où Ton a fait j * — 4 -^ = w* •
587. Les solutions particulières se trouvent parmi celles qui satisfont à Téquation
L'application de la remarque du n** 582 montre quex = o et j^= o sont des solutions singulières, et que la solution y = x est particulière.
La substitution 2y' = z*x conduit à l'intégrale générale
§ XVIL — Équations différent lell es simultanées.
On obtient une équation qui ne renferme plus de
termes indépendants des dérivées, en éliminant m entre les deux équations du système. On trouve ainsi
/•cosô -rr -t- 2 cosO — - —, rsmO -— ■ -f- sm9 — - = o.
dl^ dt dt dt^ dt
Or le premier membre de cette équation est la dérivée seconde de rsinô par rapport à t\ donc
(3) rsinO ^r: af -f- 6,
a et i désignant des constantes arbitraires. D'un autre côté, si Ton multiplie Téquation (i) par sin0, Téquation (2) par COS0 et qu'on retranche le premier résultat du second, il vient
^rfV ^d^'' . ,^9 . ^dr d^
CCS ô T CCS r sm 9 ^ sm ; m =: o,
de dt^ dC' dt dt
équation qui se ramène à
i ^/'(rcosô)
dt^ '
par suite,
(4) /-cosô = h C^ -i- C.
Les relations (3) et (4) donnent la solution du problème.
594. Multiplions la première équation par x, la deuxième par j^, la dernière par z, et posons
il vient
xyz dt ;
X* =z o + ce ,
or^ê^y étant trois constantes arbitraires. On déduit de là
Cette équation ne peut s'intégrer généralement qu'au moyen des fonctions elliptiques, (f étant exprimé en fonction de t, on aura aussi j" et z en fonction de la même variable.
Les équations proposées se rencontrent dans le problème* du mouvement d'un corps solide qui tourne autour d un point fixe, et qui n'est sollicité par aucune force.
Les équations données reviennent aux suivantes
{Pjc dR a: d'y riR y €pz dK z
di^ dr r dt- dr r dt' dr r On en tire rdy — ydjcz=zC^dt^ ydz — zdy =zCjdty zdx — xdz=.Cidt.
Si Ton ajoute membre à membre les carrés de ces équations,
le résultat peut s'écrire
(2) (x^-\-y^ -\-z^)[dx^ -^ dy'^ -\~ dz^)--[xcîxA-y dy -^zdzY=z A}dâ^
A* représentant la somme C J -H C^ -+- C* .
D'ailleurs, en multipliant les équations (i) respectivement par idx^ ^dy-i ^dz et ajoutant, il vient, 2B désignant une constante arbitraire,
dx^ -h dy'' 4- dz" = 2(R -4- B) dt\ ce qui permet de mettre Téquation ( 2 ) sous la forme
(3) [xdx -^ydy -\-zdzY = [2r*(R + B) — k.']dfi = r^drK On tire de là
(4) dt = [2r\K -4- B) — A^]"^rdr,
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et, en différenlîant,
dO "~ dr "^ 7^'
Ce résultat permet de déduire de la première des équations une relation qui ne renferme plus B *, on trouve ainsi
ou bien
dO r dt^ ' r* r '
d r d (xX! A' X
Changeons de variable indépendante et posons
(4) . dt-^T,'^
la relation précédente devient
—SLL^l
et par suite
- =gt cosy -f- A, sin^ .
On aurait de même
- = gi cos(p -f- h^ siny ,
- = g^ cosy -4- A3 sin ^.
On tire d'ailleurs des équations (4) et (5)
e-ha=z 1 [2/'(R -f- B) — A^]'Kdry
SOLLTIONS. 367
Les constantes arbitraires A, B, a, 6, gfi, //i, ... ne sont pas toutes indépendantes. En effet, en élevant au carré les valeurs de .r, j^, z et ajoutant les résultats, on trouve
I = coVy (g^î -f- g\ 4- g\) -t- ûn^^{h\ + h\ 4- hl) + 1 Ûntf COS«p(§',A, -f- g^K -f- g's^a)-
Cette relation ayant lieu pour toutes les valeurs de ç, on en conclut
g,h, -^-gihi-^gih — O',
de plus, 6 modifiant seulement les constantes g^i, 7/i, . . . , on peut le supposer nul, et il reste en définitive six constantes distinctes.
Observons aussi que les intégrales qui déterminent t et y ne sont pas indépendantes. Si Ton pose, en effet.
on a
dS ^ dS
• Si R = - 9 fA désignant une constante, le calcul précédent
donne la loi du mouvement d*un point matériel attiré par une force centrale qui varie en raison inverse du carré de la distance.
Ce calcul, dû à Bînet, a été appliqué par lui au cas d'un nombre quelconque d'équations.
[Journal de Liouv^ille, t. IL)
§ XVIII. — Equations linéaires aux dériv^ées partielles
du premier ordre.
xdx^nx^X^y
z d'où
80LX3TI01T8. i6g
d.r. dy z dz 600. — — — = -,
y z= C.r, 3» =: Car' -4- C,
z*=za:jr "^ <P ( " j * ^^s djf' dy dz
xy y o,xz
aC ax
I a €^ cospy
on tire de là
j" -f- aj? =: C,
m cos/? ( C — ax) — ap sinp (C — a.r) z = c^' — — — —- h C
__ ^ m cosp/ — a^ sinpy _^ ^, m' -4- a*p*
et par suite
^j^« dlr dy dz du
\ b c xyz
d'où
tt= — yz — -^{^hz -\' cy^ ->r hc Hflp(j' — bx^ z — co?).
La première des équations peut s'écrire
xdy — y dx -{- X dx -^ y dy -=. Oy
qui s'intègre immédiatement au moyen des coordonnées
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polaires, et donne
arc tang -^ -t- log(jr2 -^^Y = C.
On a aussi
dz xdx-^-jrdy d'où
et par suite
= (^'-f-j»)'<p arctang2^-h log(a:^-f- j')' L
cosar dx
a zcosx
zz=: {ûn.xYif[jr — asmx),
dx dy dz
y — bz az — x bx — a^ '
multiplions les deux termes du premier rapport par a, ceux du second par h \ chacun de ces rapports sera égal à
adx -{- bdjr -+- dz
ce qui exige qu on ait
ax + bjr -h 2 = C.
On trouve semblablement
x^-hy^-hz^=C;
d'où
ar'4-jr2 4- z'=: ^(ax-f- by -^ z).
Jt' .r I Y — X
2— H h<pP^
r/j* dy dz
uz=- iL-^ + z-^ -, :i
3^1 CALCUL IKTÉGRAI..
d.v dy dz du
j-fz-f-w z-hu-\-.v a-4-ar-f-/ x -\- f -\- z Ajoutons terme à terme ces rapports égaux, il vient
d(a: -hjr -h z -\- u) dx dv
3(x H-^ + z -4- w) jr -^ z -h u Zv
en posant
D'ailleurs, on a aussi
dy — dz d{y — z) dv
z—y "" r — 2 "" Sf' d'où résulte
On trouve encore, à cause de la symétrie,
i»(z — uY = c\ i>{u — xy = c" y
Téquation intégrale est donc
?[«'(r--^)% «'l« — «)% v{u-'xY] — o.
§ XIX. — Équations non linéaires aux déniées partielles du premier ordre à deux vaiiables indépendantes.
On sait que pour intégrer Téquation
(0 A'^Jr^z^Pfq) — o
où
on pose le système des équations simultanées . . dx dy dz — dp — dq
/p ~ fi "Pfp + 7/; ~fs^Pfrfy + <lh
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dont on délermîne une intégrale
contenant au moins Tune des quantités p^ q et une constante arbitraire C. Cela fait, les équations (i) et (2) fournissent pour p et q des valeurs qu'on porte dans Téquation
i/z = p dx -h q dy^
et, en intégrant cette dernière, on a Vintégrale complète
renfermant les deux constantes arbitraires C et Ci-
L'intégrale générale est donnée ensuite par le système
, , , 09 dif dCt
dans lequel on suppose que Cj est une fonction arbitraire de C. Ce système se remplace par une équation unique quand on peut éliminer C entre les équations (4)*
Si enfin, considérant C et Ci comme des quantités indépendantes, on les élimine entre les équations
df df
^=*'' dc=°' âc:=°'
on obtient la solution singulière de (i).
Il suffira donc, dans chaque exercice, de déterminer une intégrale complète de Téquation proposée.
Les équations simultanées (S) deviennent ici
d.r df dz dp dq
niff-^ mq^-^ m 2" npT^"^ nqz^"^
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De la solution p'"=:Cz'* résulte ^'"= (i — C)^:?, et par suite,
Une autre solution du systè.me (i), q = Cp>i conduit à l'équation
qui se ramène facilement à la précédente.
Si m = 77, l'équation ( 1) devient
613. Du système des équations simultanées (S) (p. 372), on tire ici
rdx — xdy pdq — qdp
rj pq
ce qui conduit à
px^=zQqX\
et donne l'intégrale complète
iosz = ■ 4- C,.
On aurait pu se servir de l'équation
dz dp
2Z' JLpZ — p^
au moyen de laquelle on trouve successivement
[( logCs)»— /^xY = iy^ -4- C.
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Observons enfin que Téquation (i) peut s'écrire
dz V
ce qui conduit à poser z = e*» et donne l'équation
dz] àJ,
d'où la fonction a disparu explicitement. On simplifie davantage encore en posant
et l'équation à laquelle on arrive a pour intégrale complète (n° 612)
z, — Cx, H- v/i — Ofx -4- C„ d'où résulte
ôH. Pour former le système des équations simultanées, il y a avantage à mettre la proposée sous la forme
ce qui donne
dx dy dz dp — dq
On tire de là p = Car, et par suite
Ca' Cy'
Observons qu'on aurait pu ramener l'équation proposée à la forme plus simple, facilement intégrable,
p — q^ apq — o,
en y remplaçant x par \]2,x ely par yj^y»
On ramènerait aussi Téquation
/7J* — qa^ — apq «T rrr o
à la même forme en changeant convenablement les variables*
On trouve pour l'intégrale complète
/[/( z)Y^^ dz = Qr^^ [x -^Cy] -^ C
On aurait pu, ce qui est souvent utile, faire disparaître la fonction avant d'intégrer. Si Ton pose, en effet, w = ç(a), cp étant une fonction à déterminer, il en résulte
dtù dfù
et Ton voit qu'en faisant
on est ramené à Téquation plus simple dont l'intégrale complète est
Soit, pour abréger
on fera disparaître la fonction de Téquation donnée eu posant (n^ 616) '
et la transformée pourra s'écrire
~TÏ ) "TdP' Il est clair qu'en faisant ici
on est ramené à une équation de la forme />"*= <jr, considérée dans le numéro précédent et d'où résulte pour Tintégrale complète de la proposée,
/ Z^^'dz =: C j X~"'dx -f- C" / Ydf -f- C,.
L'équation donnée a été intégrée par Lagrange [Mém, de Berlin, 1772) en suivant une marche qui parait moins naturelle que celle qu'on vient d'indiquer.
618. Comme on peut faire disparaître z de Téquation en posant z = e", il suffit de considérer celle-ci :
(l) p^-k-q^-^ xp -^Xq — {x +j)'=o.
Du système d'équations simultanées qui en dérive, on tire
d[ x-\-y) ^ -.d(p-hq)
2{p-\-q) -{-x-hjr /^-i- ^ — 4(x-|-jj'
d'où résultent les intégrales
^ (y^ ^ 7) = - {-^ + r ) ± v ^9(^-i-rr-^-c ,
OÙ Ton a C'= — C, en vertu de réquation (i).
* On en conclut, pour l'intégrale complète de la proposée,
Le système des équations simultanées donne l'intégrale
q — Cp,
au moyen de laquelle on tire de la proposée
lapQ = — z^[x + Cj) ±slz\x -f- C^)'— 4aGa». Posant
x-hCx = u, ±V^2^(.r 4-C/)' — ^ac^ = v^ l'équation dz = pdx -h i/dj- se met sous la forme
/ , ^dz\ I 4aC\"'^ • [udu-^ 7.aQ—\ («^— ^î j =zduy
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ce qui donne rîntégrale complète
Il y a la solution singulière xjz — a = o.
621. Le système des équations simultanées donne l'intégrale <7 = C^, d'où résulte, en faisant x -i-Cj = (ù^ (p(i,C) = cf,,
par suite,
équation qui s intègre en posant
et donne l'intégrale complète
OÙ Ton représente par t l'expression
La recherche de l'intégrale singulière conduit à la solution s zr= o qui rentre dans (i ).
622. p = C(f étant une intégrale du système des équations simultanées, on eu déduit
q i^2C=. [z - r/C -f- yfbCY ^[z — aC — ijbc)\ et, par suite, pour l'intégrale complète,
On trouve une autre forme de cette intégrale en partant de l'équation
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qui donne
et conduit à celle-ci,
en y regardant q comme une fonction de x repréeentée par l'équation (i).
Il en résulte Tintégrale complète
c'est-à-dire
z [(x -f- C) dz v/(.r -h Cy -h 2^ j'
Si l'on fait a = 2, i = o dans la proposée et qu'on y remplace ensuite z par 2Z — 2 a, on retrouve une équation traitée par M. Imschenetzki [Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Traduction Houël, p. 87).
§ XX. — Calcul des variations.
Formules générales :
V=rF(:r,j,77, 7,...), fl^V = Mr/.r-f-N^/-f-Pc(p-*-Qrf«7-h.*.
fiy fip
Wdx = A,, — A,. -+- / Bw ^.r.
Xç « 'r,
Ax, représente ce que devient la fonction A quand on y remplace les lettres qui y entrent par les valeurs qu'elles
prennent à la limite x = Xi'^ A^.^ a une signification analogue. D'ailleurs,
n — N— — ^ — 'IUL
tlx dx' rtj.*
(t) Ax, — Ax, =; o, équation aux limites;
(2) B =0, équation indéfinie.
Si V renfermait Xo, Xi, j"o, j^i, poi pif-- valeurs de x, j^, p,. . -, relatives aux limites , on. ajouterait au premier membre de l'équation (i) la quantité
cxg I — — dx + ^jo / -7- «2''
«îj;, / -— é/j? -h ^r» / -7- ^^
Lorsque la fonction V ne contient pas de dérivée d'ordre supérieur au second et qu'on suppose en outre M = o , l'équation (2) se remplace par celle-ci :
V = P/.4-Qar-/7^+C;
et si l'on a à la fois
elle se remplace par la suivante :
Lorsque V renferme plusieurs fonctions de or, chacune d'elles donne lieu à une équation de la forme (2), à moins toutefois qu'elles ne satisfassent à une ou plusieurs équations données.
623. En égalant à zéro la variation de l'intégrale proposée, on trouve
Si l'on fait tourner autour de l'axe des x la courbe représentée par cette équation^ la surface qui en résulte renferme un volume qui, parmi tous ceux de même masse, exerce Tattraction maximum sur un point de l'axe. L'attraction est supposée proportionnelle aux masses et en raison inverse du carré de la distance.
L'élément de la surface en question est
2 ^ p désignant le rayon de courbure \ on a donc
Jx^ J x^ "
Comme a: et ^ n'entrent pas explicitement sous le signe, on trouve, d'après les formules générales.
ou bien
ce qui peut s'écrire encore
=1 Cp -f- C ;
_ C/? -+- C ___ Cdy -^ Q/d.r ^ î ds
Par un changement d*axes convenable on obtiendra
ou bien
dy
* as
, ip dp
dxz=i — a - — = — ^— T 9
dont l'intégrale est
On déduit de cette dernière
dy = dx
équation différentielle d'une cycloïde.
luQS quatre constantes qu'introduit l'intégration complète sont déterminées par les conditions de la question. Dans le cas où Ton donne les points extrêmes A et B, sans donner les tangentes en ces points, l'équation aux limites se réduit à
Q« ^/?i — Qo <îp* = o ou Q, = o, Qo = o;
par suite,
^, r= 00 , ^, rrr 00 ;
les points A et B sont donc les points de rebroussement de la cycloïde.
625. Cette question est celle du numéro précédent généralisée^ elle se traite de la même manière. On trouve en effet, pour l'équation différentielle,
<'-*-^') ' =:_-Cy,-.C'-.('-^^') •
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ou
ce qui peut encore s'écrire
En changeant conTenablement les axes, cette équation devient
Kp K
(I -\rp^)
Prenant maintenant Taxe des x pour l'axe des j^ et réciproquement, et désignant toujours par la lettre p le coefficient angulaire de la tangente, on a
Substituons à p sa valeur
pdp
et intégrons, il vient
[ay -\- by^^ (lY
h-{ay + bY^^
On peut démontrer que dans les courbes définies par cette équation différentielle le rayon de courbure est proportionnel à une puissance de l'ordonnée. Ou tire en eil'et de
l'équation (i)
np''-'dpz= — K(i-+-^»)' '£//? = — K—,
et par suite ou simplement
en changeant convenablement les axes.
(O. Bonnet, Journal de Liouville, t. IX.)
626. Soient r et 9 les coordonnées polaires d'un point quelconque de la courbe, ds l'élément de l'arc, /'o et i\ les valeurs de r qui correspondent aux constantes x^ et x^\ si l'on fait seulement varier 0, ce qui est permis, la condition du maximum ou du minimum donne l'équation
Cette équation intégrée (n" Ml) prend la forme
r"+'cos(w-{-i)(0 — Oo)=C = r«-*-i (n«24.2).
Les courbes que cette équation renferme jouissent de la propriété de représenter, dans un grand nombre de cas, les intégrales eulériennes de seconde espèce (Serret, Journal de Liou\^ille, t. VII) . On les obtient aussi en cherchant la figure d'équilibre d'un fil flexible, homogène, dont la tension varie d'un point à l'autre proportionnellement à répaissem», et dont tous les points sont sollicités par une
Frenet. — Recueil, ^*^
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force centrale en raison inverse de la distance. (O. Bonnet, Journal de Liouv^ille, t. IX.)
On a d'ailleurs
et par suite
Apres avoir substitué cette valeur dans la première équation et intégré par parties pour faire sortir du signe / les
différentielles des variations , on arrive aux équations suivantes :
d\ {x — j^o)" -^1 — « (*'• — x^Y^^ds = o, Ât^ — A,^ — (îjr, / n(x-- x^f-^ds =r O,
A représentant l'expression
. ( dx . dy. dz ^\
Les deux premières suffisent pour déterminer la courbe.
On en tire
donc la courbe est plane. Si on la suppose située dans le
plan des x^y^ il faut intégrer Téquation Cette équation revient à la suivante :
ou plus simplement
(2) dy — dx
dont il est facile de trouver les cas d'intégrabilité.
Si /i = 5 la courbe est une cycloïde et le calcul qui
précède est celui de la bracliistochrone.
Cherchons ce que devient Téquation aux limites quand les deux points P© et Pi répondant à x^ et x^ ne sont pas fixes, mais assujettis à rester sur deux courbes données Cf et Cf Les variations des points extrêmes étant indépendantes Tune de l'autre, on a d'abord
I dx dy dz \
\(ts ds -^ ds /x,
c'est-à-dire que la tangente à la courbe au point P est perpendiculaire à la tangente au même point de la courbe Cj . On a aussi
\ds as ds /-
+ ^,^ / n(x — .T.Y-'ds = o.
D'ailleurs, pour tous les points de la courbe,
-r-d\ (.r — .ro)" — — - /z(.r — a:o)'*~*rfar — o,
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d*où Ton lire
£' n(. - .,]'-'ds = [(. - ..Y ^]^ - [(, - *.). 1]^.
L'équation (3) devient alors
H- I (jt — XçY -- ^Zo = o.
Dans les multiplicateurs de djo et Szo on peut remplacer l'indice x^^ par l'indice jTi, car on a, pour tous les points de la courbe,
(x — 0:0)''-—=: const. , (x — .r^ )" ~- = coDst. 'as as
L'équation (4) ainsi modifiée prouve que la tangente à la courbe cherchée au point Pi est perpendiculaire à la tangente au point P^ considérée comme appartenant à la courbe C^.
L'intégration des équations (i) introduira quatre constantes, et il y aura en outre à déterminer les six coordonnées des points P^ et Pi. Il est facile de voir, d'après la méthode générale, qu'on obtiendra en tout dix équations pour calculer ces valeurs.
Les courbes renfermées dans l'équation (2) s'obtiennent
en faisant rouler sur l'axe des^ les courbes dont l'équation
est
r^cosme = rf (n«626).
628. Si l'on suppose la génératrice du cylindre parallèle à l'axe des z, la surface a pour équation
(l) ff{x,jr) = o.
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La condition du minimum nous donne, en supposant les limites constantes,
D'ailleurs la relation
déduite de (i), permet de réduire à deux les variations sous le signe. Il en résulte alors les deux équations suivantes :
dz (3) ^5=0.
dont la dernière est une conséquence des relations ( i ) et ( 3 ) .
L'équation (3) apprend que pour toutes les surfaces cylindriques la tangente à la ligne minimum fait un angle constant avec la génératrice. Ce résultat était facile à prévoir.
Si le cylindre est droit, la courbe a pour équations
c'est une hélice.
Il s'agit de rendre maximum l'intégrale
! (y^dx-^aytls)."
On trouve, en faisant varier seulement l'abscisse,
dx
et par suîte
[a'y'-ijr'-byy
Cette équation n'est pas întégrable en général, mais on peut toujours obtenir s en fonction dey. On a en eflet
ay d.x a Y dy
ds "=. —
ce qui s'intègre sous forme finie.
Si i= o, la courbe est un cercle.
630. La théorie des maxima et minima relatifs donne l'équation
[( j^ -f- aajr) ûfcr H- 2 1^^] = G.
Si l'on fait seulement varier l'abscisse, il en résulte l'équation différentielle
jr? -h 2 a/ -h 2 ^ — = C,
ou
dx
ou bien encore et par suite
d.Tz=
[^b^^(c-~ryy
C'est l'équation de la courbe élastique (n® 571). C'est aussi celle de la courbe que décrit le foyer d'une ellipse ou d'une hyperbole dont le grand axe est ai, et qui roule sans glisser sur l'axe des x {n^ 686).
631. La question revient à trouver la fonction de x qui rend minimum le produit
(l -\- p^ydx X / J'/^.
Or, si Ton cherche en général à déterminer une fonction j' telle que le produit UV soit maximum ou minimum, U et V désignant deux intégrales définies quelconques prises entre les mêmes limites, on est conduit à la relation
Les multiplicateurs des variations sont ici des constantes qu'on pourra calculer dès que la fonction sera connue.
Dans le problème proposé , Téquation à laquelle il faut satisfaire est la suivante :
(2) A(î / jr/r-f-B^/ [\ -\- p'^Y dx =z o,
A et B représentant les valeurs constantes que prennent respectivement les deux facteurs du produit ( 1 ) pour la valeur cherchée de y.
L'équation (2) peut s'écrire
il en résulte Téquation différentielle
cdx — d = o,
et par suite
[.v--^aY-^[X—hY=zc\
Il est manifeste que Tare de cercle qui répond à la question doit tourner sa convexité vers Taxe des x.
3g2 CALCUL INTÉGRAL.
Les constantes A et B, dont le rapport est le rayon même du cercle, se déterminent au moyen des intégrales dont elles expriment les valeurs.
63?. y variant seul, on a
Afin de faire apparaître sous le signe la différentielle de is^ on pose
et en ayant égard aux limites, qui sont supposées constantes,
' s^'da:ês = — 1 Rd^s= j dsdlR-
dy
ds
L'équation de la courbe est donc
d'où
ds ds
et par suite
dy Soit fait -~ = M, l'équation (i) devient
ds
a du
- 4- y»-> Jf = ,
tt*(i — tt»)
et enfin
_ nads djr= j.
Pour n =^ I, on trouve la chaînette.
633« Le dénominateur de l'expression proposée ne devant pas changer avec la nature de la courbe, il suffit de poser
Xffds=zo.
Cette équation devient, en ne faisant pas varier x,
1 {a:(^^€lsSs 4- xtf d$s) = o.
Afin de faire apparaître partout sous le signe la difiereutielle de ds^ on pose
I z(f'ds = H;
d'où
I Xff'ds^s^B.^s-' j RdSsy
et en ayant égard aux limites, qui sont constantes,
xff'ds9s=— j B.dh,
On trouve alors pour Féquation de la courbe
dy (H-x,)-=«,
d'où Ton tire
dy dy^ ad— —- «prfjcrrro;
ds ds^ ^ '
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Cl par suite (n° 632
ads
dx=
ja. + [F(.) + C]'|'
en posant
Y[s)— \ if fis.
Sî cf = I , on trouve la chaînette.
Le cas général est celui où. Ton cherche, parmi toutes les courbes de longueur donnée, celle dont le centre de gravité est le plus bas, en supposant que la densité soit en cnaque point fonction de Tare qui y aboutit.
634.. Posons, pour abréger, on aura, p désignant le degré d'homogénéité,
, du , du
par conséquent
, , ()u , , du
p du -.. X d —-7- -{- > ,.d'—-r -+-...
. àx, Ox,
ou ^ , du ^ ,
D'un autre côté, puisque l'intégrale j udx est un maximum
ou uii minimum, sa variation est nulle. En observant que les fonctions j)'^,, ^'^j, . . . , j^ ^le sont liées par aucune relation, il en résulte
.du du du du
Of, dyt ' dX7 a/, '
Par suîte, réquatîon (1) devient
. du , du _
au , , du et, comme p est supposé différent de i, on en conclut
Dans le cas de l'équation (i), on trouve pour les valeurs dey^ et de j^j satisfaisant à la condition donnée,
Si, dans le développement symbolique
qui a lieu pour une fonction /'(j:,j^, z) = li, entière el
homogène du degré /î, on représente f Xi ^ — ^Ti"^ — ^ ^1 ^) par A, et si Ton pose en outre
rf ^ [ d d
on a les relations
, , ().A*M .du
[1) ^- rA*« = \ n^ï'*"»'
■3) iLi!ff = x.A»->^,
dans lesquelles « désigne Tune quelconque des quantités j:, ^, z, et oTi Tune quelconque des quantités Xi, jj, z,.
Soit Texpressîon
(A) D"/ ^- AiD"-'^ -4- ... -4- A^D"-/'/ -+-.,. -4- A^ =/(r)f
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OÙ Al, Al, . . . , Ap, . . . représentent des fonctions de la va< riable x^ et où Ton a fait, pour abréger.
dPy
dxP
= Wx^
si Ton désigne par uelv deux fonctions de la même variable, on trouve
(B) < J)Pu D"*/
quelle est la loi de formation des quantités ^''^/'(i^)?
ièm*
650. L'expression ^^^/(j) étant dite la conjuguée p àGf{y) (n^ 64-9), on a les théorèmes :
i** Si la fonction j^i annule identiquement y (j^) et ses p — I premières conjuguées, l'équation dillérentielle
admet les solutions
c, Cl, Cj, . . . 5 Cp__i désignant des constantes arbitraires.
2° Si les p solutions (a) satisfont à Téquation (i), Téquation
est satisfaite également par les p — h premières solutions (2).
3° Si les équations
ont une solution commune c^i, et si la seconde est satisfaite
en outre par les solutions
ia première Test aussi, et elle admet de plus la solution
L'équation
(Py cpy d'Y
est satisfaite par l'intégrale
da db de
[(.r - af + (/ — bf -f- (z - cYY
dans laquelle on suppose les limites constantes. Trouver
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une solution de forme semblable pour l'équation
d'Y (i'V d^y d'\ 0.1'^ d/^ dz" du'
le nombre des variables indépendantes étant n,
653. Etant donnée l'équation z •= x -\- cac^* , développer sin z en série par la formule de Lagrange.
654-. De la relation zP z= 'i x -\- a z'^ déduire le développement de z en série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de a.
Cas où /7 = — 7.
Trouver la somme S de la série
I cos.r , ,„ cosnx
657. Une courbe C de degré n étant représentée en coordonnées homogènes [Rem, du n° 638) par Téquation f'(.r,j, ^) = o, dont le premier membre se réduit àj{x^y) quand on y fait z = 1 , on a pour le rayon de courbure
H désignant le hessien (n° 100) de F{x,x,z) et la parenthèse {z^i) indiquant qu'il faut remplacer z par i après les différentiations. (Hesse. )
658. Trouver la première polaire d'un point [Rem. du n® 6S8) par rapport à la cardioïde (p. i56).
Première polaire du point qui a pour coordonnée
par rapport à la courbe du n" 251.
660. Lorsqu^un point m décrit une droite, la droite polaire de ce point (Hem, du n'' 638) relativement à une courbe du troisième ordre enveloppe une conique.
661. En chaque point m> d'une courbe donnée on prend sur l'ordonnée Pm une longueur T?^ égale à la normale du point m; quelle doit être cette courbe pour que ses tangentes soient parallèles à celles du lieu des points ^ aux points correspondants?
662. Trouver la courbe dans laquelle la distance de Torigine au pied de la normale a un rapport constant avec la longueur de cette normale.
663. Trouver la courbe dont l'aire est égale au cube de Tordonnée divisé par l'abscisse.
66^1. Trouver la trajectoire orthogonale des lemniscates [yiP 275) dont l'équation est
a étant un paramètre variable.
665. Trajectoire orthogonale des ellipses données par l'équation
le paramètre variable étant b,
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666. (P^g- 3o.) Trouver la courbe qui coupe une série de paraboles, ayant même axe et même sommet, de telle
Fîg. 3o.
sorte que les aires AMP, AM'P' soient égales à une surface donnée,
667. Trouver la courbe qui rencontre une série de cercles concentriques de telle sorte que les arcs de ces cercles, compris entre une droite fixe menée par le centre et les divers points de rencontre, aient une longueur constante.
668» On peut toujours trouver, sur un quadrant d'ellipse, deux points tels, que les normales qui y passent soient à la même distance du centre. Relation qui lie les abscisses de ces deux points. [Points associés,)
669. Soient m et rrii deux points pris sur un même quadrant d'ellipse, [i et /u, leurs points associés (n° 668) \ démontrer la relation
arc/n/w, — arcpipi, =/?i — /?,
pi et p étant les longueurs des perpendiculaires abaissées du centre de Tellipse sur les normales aux points m et m^.
Trouver une courbe telle, que la longueur de l'arc
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soit dans un rapport constant avec la distance de l'origine au pied de la tangente.
671. Trouver la courbe dans laquelle le rayon de courbure est égal à n fois la normale.
672. Trouver une courbe telle, que, si d*un point fixe pris dans son plan on mène des rayons vecteurs à ses divers points, la projection du centre de courbure sur le rayon vecteur engendre une courbe semblable à la première.
Trouver une courbe semblable à sa développée
674. Trouver la courbe dans laquelle une puissance donnée de l'abscisse est proportionnelle à l'arc.
675. L'orîgîne des coordonnées, auxquelles est rapportée la courbe C donnée par l'équation
r"cos/iô=n: a",
étant un point qui fait partie de C, on demande quel est le lieu que ce point décrit quand la courbe roule sans glisser sur une droite fixe.
676. Trouver les lignes asymptotiques de la surface r. .'présentée par l'équation
677. Trouver la courbe qui rencontre les génératrices d'un cône droit sous un angle constant.
678. Par le centre O d'un ellipsoïde on mène un plan quelconque et une normale à ce plan, puis on porte sur cette normale, et dans le même sens, des longueurs OA, OB égales aux demi-axes de la section obtenue^ trouver le lieu des points A et B.
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679. Par le centre O d'un ellipsoïde on fait passer un plan TT contenant la normale d'un point quelconque m (x, j^, z), et Ton mène dans ce plan une droite Ou égale et perpendiculaire à O/// ^ démontrer : i® que le lieu des points yi est la surface de Vonde (n® 334) ^ 2° que les normales aux points correspondants m et |tx des deux surfaces sont situées dans le môme plan et se coupent à angle droit {MaC'CuUngh).
680. Par un point m d'une surface S on mène un plan tangent, et d'un point fixe O on abaisse sur ce plan une perpendiculaire OH. Si Ton prend sur OH un point m^ tel, qu'on ait Om, .OH égal à une constante A*, le lieu Si des points TWi est tel, que la perpendiculaire OHj abaissée sur soiî plan tangent en m^ passe par le point m; et Ton a aussi
OH,=:X
681. Etant donnée une surface qui sépare deux milieux homogènes de densité différente, on suppose que des rayons lumineux passent de l'un dans l'autre en suivant les lois ordinaires de la réfraction. Démontrer que, si les rayons incidents sont normaux à une même surface, les rayons réfractés seront aussi normaux à une autre surface.
(Charles Dupin.)
682. Trouver la surface qui coupe à angle droit toutes les sphères passant par un point donné et dont les centres sont sur une droite fixe menée par ce point.
683* Equation générale des surfaces qui coupent à angle droit l'ellipsoïde dont l'équation est
Trouver une surface telle que la distance d'un
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point A au point où une droite fixe AB rencontre le plan tangent en M soit proportionnelle à la longueur AM.
685. Trouver la surface pour laquelle les coordonnées du point où la normale rencontre le plan des xy sont proportionnelles aux coordonnées correspondantes du point de la surface.
686. Trouver la surface de révolution pour laquelle la somme des courbures principales [courbure moyenne) (n** 318) est nulle en chaque point.
4o8 QUESTIONS DIVERSES.
SOLUTIONS DES QUESTIONS DIVERSES
635. Désignons par A^ le premier membre de la relation proposée 5 on voit facilement que Aj est nul, quelles que soient les quantités x ex h. Cela posé, la diâerentiation donne
z=.mp\ (j:— ^)/'~«-f....(— i)— •^'"^M(.r— w^)/»-'-!-...
Si Ton fait x — h = z^ le multiplicateur de mp devient
zP-' —[^)[z — (m — i) /i]P-' + . . .
Or, pour p = 2^ ce facteur est identiquement nul, pourvu que m soit supérieur à p. A, est donc indépendant de A, et comme il est manifestement égal à zéro en même temps que /i, la relation est vérifiée pour p = 2. On Tétend sans peine aux valeurs plus grandes.
636. La relation est évidente quand m=i. En désignant le second membre par A,„, les dérivées des deux membres
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par rapport à x sont respectivement
(2) m{x '\~ aY-\ mAm^ ,
Si ces résultats sont égaux pour une certaine valeur de m, les fonctions (a: 4- a)'" et A^ ne pourront différer que d'une quantité indépendante de x^ et comme elles sont égales pour x = — a (n° 635)? leur différence devra être nulle. Or les expressions (2) sont égales quand w = 2^ la rela-. tion (i) se trouve donc vérifiée pour cette valeur, et par suite pour toutes les autres.
La relation (i), qui généralise d'une manière si remarquable le binôme de Newton, a été donnée par Abel dans le tome P** du Journal de C relie.
637. En prenant les dérivées partielles des deux membres de Téquation (i), on obtient les formules connues
(A) d^__dQ ££___^
' djc dj" dx dx
Ces relations expriment, comme on sait, les conditions nécessaires et suffisantes pour que, deux fonctions P et Q de jr et 2^ étant réelles et continues, P + Qi représente une fonction de x + 17 et admette une dérivée. On peut remarquer qu'elles expriment aussi que les courbes représentées par les équations
où a et S sont des constantes, se coupent à angle droit.
En différentiant les identités (4), on en déduit celles-ci, également connues,
Si Ton diflérentie maintenant les équations (4) k — i fois par rapport a x et n — k fois par rapport à y^ on trouve
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les formules (a). Les formules (3) se tirent des équations ( 5 ) en opérant d'une manière analogue.
Ces relations (2) et (3), dues à Prouhet, Tout conduit à des résultats algébriques et géométriques intéressants. (Sturm, Cours d' Analyse, 2* édition.)
La fonction Ph-Qî admet une représentation assez expressive, due à MM. Briot et Bouquet. Une valeur quelconque de la variable imaginaire z définissant un point (.r, j^) dans le plan xOy^ on peut concevoir que sur la perpendiculaire à ce plan en cliaque point on porte des longueurs respectivement égales à P et Q. Les deux surfaces qui en résultent jouissent de diverses propriétés, conséquences des relations fondamentales (4). Ces relations elles-mêmes expriment que, si Ton fait tourner d'un angle droit Tune des surfaces autour d'une perpendiculaire au plan xOy^ les plans tangents des deux surfaces aux points correspondants situés sur cette perpendiculaire deviennent parallèles. ( Foir BaiOT et Bouquet, Théorie des fond, ellipt,, 2* édition.)
I . 2 ... Al * I . 2 . . . rt
Si n — /» = /i, Tégalité des coefficients de ç"~* />* donne la relation (2).
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La troisième s'obtient en prenant la dérivée par rapport à a, des deux membres de la seconde. On trouve en elFet, à cause de la première,
{)a*m 1.2.../- du^
doi. i ,2 ... in — /• ) (^«,
Or, Il étant une fonction homogène du degré n — i , en lui appliquant la formule ( 2 ) il vient
du, , . du
âa, Ôv.
et, par suite,
Les expressions de la forme A*u, u désignant une fonction homogène d*un nombre quelconque de variables indépendantes , ont été nommées par M. Sylvester les émanants d'ordre h de la fonction u. Elles jouent un rôle important dans l'Algèbre moderne [Foir Salmom, Leçons d'Algèbre supéiieure).
Remarque. — Lorsque la fonction u ne renferme que trois variables indépendantes x, y^ z, on sait qu'en l'égalant à zéro on obtient l'équation en coordonnées homogènes d'une certaine courbe, dont les coordonnées ordinaires sont alors exprimées par les rapports ~ et - • Dans ce
cas, les émanants de la fonction admettent une interprétation géométrique. Concevons, en effet, sur une même droite, le système des n points
un point m généralement distinct de ceux-ci, et un autre
point TTii à déterminer. Si Ton forme les rapports
mai mUi man
dans lesquels on a égard aux signes des segments et qu'on représente par l'expression
rfixa majk
la somme de tous les produits obtenus en multipliant ces rapports A à A, l'équation
'« im.-i{
rua / *
déterminera k valeurs pour la distance mwi. Chacun des points m, qui en résultent est dit un centre harmonique d'ordre k du système des points a par rapport au pôle m.
Cela posé, soit une courbe C de degré // représentée en coordonnées homogènes par réquationy*(X, Y, Z) = o, et supposons qu'autour du pôle /w, pris dans son plan, on fasse tourner une transversale; les points mj, centres harmoniques d'ordre k du système des points d'intersection de la courbe avec cette droite dans toutes ses positions, seront situés sur une courbe P qu'on nomme la (n — ly^^ie polaire du point m par rapport à C. C'est précisément l'équation de cette polaire qu'on obtient en égalant à zéro l'émanant d'ordre k de la fonction /^( a:, j^, s) = w^ x^y^ z représentant les coordonnées du point fixe m et Xi,yi, Zi celles du point variable iWi.
Pour démontrer qu'il en est ainsi, soit a l'un des points où la transversale mm,, dans une de ses positions particulières, rencontre la courbe donnée. Les coordonnées homogènes a, 6, y de ce point se déterminent facilement, car les points a^ m et m^ appartenant à une même ligne
droite, leurs coordonnées doivent satisfaire à la relation
qui est évidemment satisfaite en posant
quelle que soit la valeur de p. Cette valeur se calcule ici en substituant les expressions de a, ^^ y qu'on vient de trouver dans la relation manifeste
\y z J ma \y z, //?2, û'
d'où Ton tire
z ma
Zi 772, a
Si Ton exprime maintenant que le point a est situé sur la courbe, on a
/{x-hpXif X -hpji, 3-f-/>2,) ~o,
ce qui peut s'écrire, en vertu de (A),
- « -h - ) Am P \P/
I • 2 • • . At
Cette équation a pour racines les n valeurs de la quan-
tité - répondant à une position déterminée de la transversale. En égalant à zéro, en vertu de Téquation (4)5 la
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somme des produits k k k de ces valeurs, on trouve
^ " = ['''dr.-^^'d}-^" Tz) •^("''•^' "' = "'
équation qui est bien celle de la courbe P, puisqu'elle est satisfaite par les coordonnées\ri, j^i, z^ des points rrii dans toutes les positions de la iransvei sale. A cause de (2), 011 peut aussi Técrire
Si k est égal à i, on voit que le lieu ries centres harmoniques du premier ordre est une ligne droite appelée la droite polaire. Ce théorème a été donné par Cotes.
La théorie des polaires des divers ordres, créée par Bobilier [Ann, de Gergonne, 1828), a été Tobjet des travaux de plusieurs géomètres ( voir Clebsch, Leçons sur la Géométrie, 1" Vol.^p. 253^ traduction Benoist).
Il faut démontrer qu'on ne peut avoir
loir^:^ -?
f el (f désignant deux fonctions algébriques entières de x et premières entre elles. Pour cela, différentions Tégalité précédente, elle donne
il résulte de là que (f doit être divisible par x^ et que/* ne doit pas l'être. Faisons donc
'^ étant un nouveau polynôme non divisible par x*^ on conclut de là
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Substituant cette valeur et celle de y dans Tëquation (i), il vient
OU bien
Cette dernière égalité est absurde, car le second membre est divisible par x et le premier ne peut l'être ^ f gI ^ étant premiers avec oc. Donc, etc.
Si l'on pose ux~= s, Téquation devient
et en différentiant par rapport à x,
équation linéaire du premier ordre d'où l'on tire
641. Si la fonction cp(j:) n'est pas nulle depuis x = a jusqu'à x = b^ elle doit changer de signe dans cet intervalle, sans quoi, les éléments de l'intégrale étant tous de même signe pour une valeur convenable de tz, l'intégrale ne pourrait être nulle. Supposons donc que (^{x) change de signe, trois fois par exemple, et soient Xi^ x^^ x^ les valeurs de x qui donnent lieu à ce changement. Soit fait
Puisque l'intégrale est nulle pour toutes les valeurs entières
de w, on a
Jr*b nb
a Ja
X(f{.r)dr = o, I ^(.r)^/.r = o;
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et par suite
1 (Ax»-i-B.r»4- C^4-D)<p(a?)i/.r = 1 -^{x) ^{x)clx = o.
La dernière équation ne peut exister puisque, ^(x) et y (x) changeant toujours de signe en même temps, rélément de rintégrale a toujours même signe. D'ailleurs le raisonnement resterait le même quel que fût le degré de ^ -, donc, etc.
642. On sait que la formule de Wallis (n** 4.58) consiste en ce qu'on a, quand n croit indéfiniment,
ir 3.3.5,5. ..(2« — 0(^''^ — i)(2/î-+-i)
OU bien
2\ ' __ ^.^ 3.5.7...(2/Z— l)(2/I-t-l)^ TT/ 2.4*6. . .2/2
Or
TT
Jq 2 2.4. • .2/ï
par conséquent
,. . i TT ,. 1.3.5. ..(2/2 l)(2/î-|-l)^ / /2 \ *
limA./2= - lim ^ , '^ '— ,
ou
lim/i' /
lim/i' / cos»"G^Or='^''^'^' '^'^^ ^'
CT
L'équation
%os"'+'9rf9 =r — f-^-°''
conduirait d'une manière analogue à la relation
lim/z* I Jq
lim/z* / cos'"-^* £?0 = — •
643. 1° Pour ramener Tintégrale à une forme connue, il suflBt d'un changement de variables. Si Ton pose, en effet,
ôiX, -h biX^ -f- . . . + 6„jr„ =r «2,
ces relations étant du premier degré, l'élément de l'intégrale transformée sera
OÙ a représente un coeflScient rationnel en aj, ij,.. .. D'ailleurs, les limites restent les mêmes, et comme on a,. d'après la formule B de la p. 297,
il en résulte
2^ On a également, en vertu des conditions admises,
6 étant rationnel par rapport aux quantités ai, &i, . . . . On
conclut de là
fi il
Faiket. — Recueil, 2^
jr3ls:S£3L-
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et par suite
(A1A3. . .Ab)* = -•
6ik. Soit
Afin d'avoir des limites indépendantes de A, posons
zh-=x\ il vient
T= Ç f^{i^z)^f^'[zh)dz.
Jo
Il faut que -^r- soit nul, quel que soit A; on a donc o^^^j'dz[i--zy^lh^^'[zk)-^h^fi''{zh)z'^.
= Ç dzh\i^z)''^\^ff'{zh)-hzhff(zh)\
Soit fait
^?'(^)+VW=F(a:),
— =\dz(h^zh)'Y[zh)=l —^ r = o.
Jo jf MA--r
Pour que l'intégrale soit nulle, quel que soit A, il faut que F(a:) soit nul identiquement; car si F(x) n'est pas nul, on peut prendre h assez petit pour que F(j:) garde le
SOLUTIOirS. 4^9
même signe dans toute l'étendue de l'intégrale, et comme le facteur j- est toujours positif, l'intégrale ayant tous
ses éléments de même signe ne peut pas être ntdle. Donc
ç'(a?) -f- 11Xff[x) = O.
On tire de là
équation diflerentîelle de la cycloïde.
Le problème que nous venons de résoudre n'est autre que celui de la tautochrone dans le vide.
(PuiSEtJX.)
645. En raisonnant comme dans le numéro qui précède, on trouve
dy = f A'jr-n»-^») — i^dx.
64.6. Multiplions l'équation (i) par le îdJcXGMvzdx, x étant une indéterminée, et intégrons par parties de manière à dé«'
barrasser j^ de tout signe de différentiation sous le signe f . Un terme tel que pj, _^ donnera naissance à l'intégrale
le signe -H répondant k n — h pair et le signe — an — k impair. Ainsi le résultat de l'intégration se composera
d'une partie débarrassée du signe i et de l'intégrale ^r fd^z df^Hp.z) d'^^ipiz) , 1.
Si z satisfait à Téquation (2), l'intégrale s'évanouît ; Téquatîon (i) devient donc intégrable quand on la multiplie par une solution de Téquation (2).
L'autre partie de la proposition se voit facilement de la même manière.
647. Supposons que V ne soit pas nulle pour x=^a. Comme l'équation différentielle proposée est du second ordre, on peut concevoir une fonction Vi qui y satisfasse et qui diffère de V en ce qu'on en tire, pour a: = «, des valeurs arbitraires de V* et de -— -^ différentes de celles de V
dx
et de -r- •
dx On a donc
\ dx ] \ dx )
GV=:o, -^— ^H-GVt = o;
dx dx
d'où résulte, en multipliant la première par Vi dx et la seconde par V dx et retranchant,
par conséquent.
On suppose que V n'est pas nulle pour ;r = a, et l'on peut
dV se donner à volonté, pour x = a^ des valeurs de Vi et -^
telles, que l'expression
aît pour x = a une valeur différente de zéro, qui sera celle de la constante. On voit alors que, pour toute autre valeur de x^ on ne peut avoir en même temps
puisqu'il s'ensuivrait const. = o, ce qui est contre l'hypothèse .
H suit de ce qui précède que la fonction V change de signe chaque fois qu'elle s'évanouit. On le fait voir absolument comme dans la démonstration du théorème de Sturm.
648 • Soit
l'intégrale première connue renfermant la constante arbitraire a. On trouve, en différentiant,
dx^ dy dx »
et, par suite,
Différentions par rapport à a cette nouvelle équation, elle donne
ou bien
dady dj da dadx^
ôjr dx
ce qui est la condition pour que l'expression
àa "" da
4aa QUESTic
soit une différentielle exacte. On a donc pour l'intégrale générale
{Journal de Liouville, t. XIV.} 6i9. En appliquant la formule de Leibnitz (n" 63)
iy"(w} = uvw -(-['") u'fi"-'' + . . .
et prenanl^(t') sous la forme
f{v) = vW 4- A. ^("-0 + . . . -t- A, «t-*-) -I- ... 4- A, V,
on reconnaît que '''{/' (f) s'obtient en formant la dérivée d'ordre p Aef[v), pourvu qu'on y considère les indices de dérivation comm.e des exposants et qu'on y suppose la fonction i> aâectée de l'indice de difTérentiation o. Dans cette opération y m Jo/iy Me, les coefficients A|, A,,..., Ap jouent le rôle de constantes. On trouve de cette manière
(-)/(.) = „(„_.)... 2..'+ («_ï). .î.iA,^.
La même loi de formation permet évidemment de déve- , "/(uf),..., ''''/(m-),..., etc. M. Brassinne a ression ''"'/(c) sous le nom de conjuguée de conjuguée p''™ de rexpression_/'(i').
pie si l'on pose
D^'-l-.. .-i-A,I>^'' + ...-l-A„=f(D}, ! symboliquement
et il est facile de reconnsdtre qu'on a, pour toute valeur entière et positive de p^
Celte nouvelle forme de la conjuguée p'*"** A.e f{v) est remarquable. Elle permet de remplacer la relation (B) par celle-ci, analogue à la série de Taylor pour le cas des fonctions entières :
ç(D).«ï' = «y(D).f + Dtt(j)'(D).f +• • .
On développerait évidemment de la même manière la conjuguée d'ordre quelconque
650. I® Si Ton pose \^=^yi dans l'équation (B) du numéro précédent, elle devient
f[ux,) = (P)f(y,) -~5^ -h. . .-hriD"«,
et l'on voit que le second membre s'annule si Ton assigne à u l'une quelconque des valeurs
il en résulte que l'équation linéaire
admet les solutions
2° Soit fait u = X dans la même équation (B), elle se réduit à
En y substituant à {^ les valeurs j^i, o^i,. . . , oo^^^ji^ on voit que ces valeurs annulent (/"(f^), d'où il suit que l'équation linéaire
admet les p — i premières solutions (2).
Il suit de là que l'équation
admet les p — 2 premières solutions (2), et ainsi de suite. 3° D'après l'hypothèse, on doit avoir
/{Xi) = o, '/(r.) = o,..., («-o/(^,) = o,
d'où l'on tire, en vertu de l'équation (B),
Or, pour toute puissance entière et positive de x inférieure à 7ï, mise à la place de u, on a f[uj\) = o, c'est-à-dire que l'équation f{y) = o admet les solutions (3), et de plus la solution c„_i;r""*j^i.
Si Ton assimile les solutions (2) aux racines égales des équations algébriques, les propositions de ce numéro établissent, entre ces équations et les équations différentielles linéaires, des analogies remarquables signalées par M. Brassinne, auquel on doit d'intéressantes recherches sur ce sujet. (Stubm, Cours d' Analyse, Note DI de la deuxième édition.)
651. On reconnaît d'abord que l'équation (i) admet la solution j^i, pour zi = 2. Afin de prouver qu'il en est de même, dans tous les cas, de l'identité
(2) D«^»+r)A,D'^«7, + ...4-( jA^D«-/'^. + ...-hA„^,==o,
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supposée vraie pour n^ on tire en diflférentiant
D«+*7, -h r\ A, By, -h..,-h( "^ \ A^+, B"-PXi +... f JA;D»"-/'j,-4-...H-A;r,=o.
Multipliant par Ai les deux termes de Téquation (2) et l'ajoutant membre à membre à Téquation (3), on obtient une nouvelle égalité dans laquelle le multiplicateur de D^^Pj- est égal à
quantité qui se réduit à
en vertu des notations adoptées. Il en résulte que l'identité (2) subsiste quand on y remplace n par w + i, c'està-dire que l'équation
admet la solution j-i, quel que soit n.
Pour compléter la démonstration du théorème, il faut prouver que si l'équation (i) admet les solutions
l'équation
les admettra aussi et sera satisfaite en outre par la solution CnOO^yt» Il suflSt pour cela de chercher la conjuguée
'9»+i (y)^ qu'on trouve égale à 7iy„ {jr)y et de se reporter à la solution du n° 650 (3*^).
On arrive au même résultat en prouvant généralement que, si z désigne une solution quelconque de Téquation (i), l'équation (4) est satisfaite par la solution zx. Le premier membre de cette équation peut en eflFet s'écrire
scr)*-'--'-
d'où résulte, en y remplaçant y par zx^
quantité qui est nulle, puisque z satisfait à l'équation (i) et par suite à l'équation (4). On conclut de là que Téquation ç,(j^) = o admet les solutions c^i et c^xj^'^ puis que l'équation (f%(y) = o admet les solutions cj^i, Ci xy^y Cj x*j^i, et ainsi de suite.
L'analogie indique la forme suivante
V— r C C âadbdc...
p étant une indéterminée. On tire de là
par conséquent,
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Le second membre sera nécessairement nul si l'on pose
p = 1 : la solution demandée est donc
dadbdc, , ,
[(or — fl)»-+- (r— ^)*+ (2— c)»...]* 653. Si Ton a généralement
la formule de Lagrange donne
(l) Y[z)z=Y[x)+oLf[x)Y'[x)-^ i ?l_-D"-[/(a:)»F'(^)]-f— ..
I «s • • • il
pourvu que le module de a soit moindre que le plus petit de ceux qu'on obtient pour la quantité ^. > quand on y remplace z par les diverses racines de Téquation
Cette équation se réduisant ici à
[z — x)h — I = o, on doit donc avoir
(2) moda<mod-j^.
Sous cette condition, la formule (i) donne pour le développement demandé
a" sin z = smx H- ae^ qx)Sx -4- • • • H D*~' fe"** cosar) H- • • •»
OÙ l'on a
(3) D'-^e"** cosx = ^2i\'^ ] (wA )«-*-• cos Ix H- — J .
La formule du n^ 61 conduit à la formule plus simple sin2 = sinj? -h ac**cosx -f- . . .
l'angle cp„ étant défini par la relation nh tangcp„= i .
En partant de l'expression (3) de I>*~*e"*'cosj: pour calculer le module du rapport du terme général de la série au terme précédent, on reconnaît que ce module, pour n croissant indéfiniment, tend vers une quantité moindre que I quand la condition (2) est remplie.
654. Posant zp= w, l'équation devient u= 20: H- au^, et, pour appliquer la formule de Lagrange, il faut avoir
moda<mod'''^ ^^^
Cette condition satisfaite, si Ton pose F(u) =.u^= z^ on déduit de la formule (i) du numéro précédent,
(A) Zz=z[!lx)P-^ 1 / -^i \(2^) '^ H
Pour /[> = — ^, azf= — X4- yiM-a î et comme {\/x*-+- a H-j:)""* est celle des valeurs de z^ qui se réduit
à — quand on suppose a = o, on tire de (A)
nx
—in
Si Ton fait X^ = i , on a la relation remarquable
/ IX y
La proposition admise, on en tire
... sin2â? , . sin/iJF jr
(2) sma: 1 •-!-{ — ir~* !-•••=-•
Or, si le développement d'une fonction ç(j:) par la série de Fourier se présente sous la forme
y(a:) = Al sinx -f- . . . + A„sin/ia; -h . . .,
on sait qu'on a généralement
ce qui se réduit à
Aa=-
pour la fonction - • L'équation (2) est donc vérifiée et sub-
sîste pour toutes les valeurs de x comprises entre — tt etîr. Il en résulte que l'expression ( i ) est égale à
Posons
, . X sin.r , . sin/ij?
^ ^ *^ 2fl» l{«»-4-i)^ ^^ ^ /î(a'-t-ii»)
On tire de cette équation
„ X , . sin/i.î?
a^jr—y = h — I " 1 >
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d'où, en tenant compte de Tëquation (a) du numéro précédent,
y = Ce-' -h C,e-"=: C(c«'— tf-«),
puisque y s'annule avec x.
)n a donc
S = Cfl(e«'4-c^').
Pour déterminer la constante C, observons que lorsque une fonction <f (or) est donnée par la série de Fourier sous la forme
y (a:) = h Ai COS^ -f- . . . 4- A„COS/ï^ -f- • • «i
on a généralement
An=- I ff[x\cQ%nxdx,
Cette expression, appliquée ici au premier terme de la série (i), conduit à la formule
_ ir e«*-+-ir"«
na c** — tf-
aic
On déduit immédiatement de là les relations suivantes trouvées par Euler :
V^ I 7r« — I iz
V î = JL î in" m).
^a»4- (a«-+-i)» La 2a(e~+i) * '
657. Appliquant à la fonction /"(x,/) la formule du n^ 123 et faisant usage des notations du n° 100, il vient
o fs fj
fr //. fn
On tire aussi de la formule du n^ 100
o F, Fj.
et ces résultats, combinés avec l'équation évidente
vérifient immédiatement le théorème.
L'équation H = o, à laquelle satisfont les coordonnées des points d'inflexion de C, représente une autre courbe nommée la Hessienne de la première, et dont la considé-* ration est utile dans la théorie des courbes algébriques. Comme le degré de cette courbe est au plus égal à 3 ( /i — 2) , il en résulte que le nombre des points d'inflexion de C ne surpasse pas Zn[n — a).
658. L'équation de la courbe en coordonnées homogènes (n° 638) se met sous la forme
et celle de la première polaire par rapport à un point dont les coordonnées sont a, S, y est
du ^ du du ôx oy ôz
il en résulte, en remplaçant r et y par l'unité après la différentiation,
a[(x» + ^')(j7 -f- û) -h iiax^'\ -h 6j(a;*-t- j*H- nax — na^
-f- a[a^-{-xx^ — lay^) = o.
Si le point fixe est à l'origine, cette équation représente une cissoïde. Elle donne une strophoïde {voir BaiOT et Bouquet, Géom, analyt., 7® édît., p. 16) si l'on a
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On trouve le folium de Oescartes (n
660. La droite polaire du point m (a, 6, y) relativement à la courbe [Remarque du n° 638) a pour équation
dx^ dx^ ' ôz^ ' àyàz ' àxàz dxdy
ou, plus simplement, (i) A«*4- BS'H- Cy*+ aDêy + aEya -f- 2Fa§= = 9),
A, B, C, ... étant linéaires en or, j, z et les quantités a, 6, y satisfaisant à la relation
{2) aoL-^- b^ -^ cyzzzo.
Quand le point m décrit la droite L, on peut considérer les coordonnées a, 6, y comme des fonctions d'une même variable t. Pour obtenir Tenveloppe de la droite représentée par Téquation (i), on est donc conduit à diflFérentier (i) et (2) par rapport à t, ce qui donne
T^ ^a 4- t5 ^^ -+- T^ ^7 = O, adix. -f- bdS 4- cdy = o,
ÔK o^ Ôy
et, par suite,
/«v ££? i^ àf i df
^ ^ a ôk b d^ c dy^
ces dernières équations se réduisant à une seule à cause de
Si Ton égale chacun des rapports (3) à 2/:x, on obtient Tenveloppe cherchée en éliminant a, 6, y et fx entre les
équations
Aa -+-F6-4- E7 = /xa,
Fa-+-Be-4-D7 = fx3,
Ea-f-D6H- C7 = ficy ûaH-^^H- C7 = o.
Le résultat se met sous la forme
et représente, comme on voit, une courbe du second degré dont M. Cayley s'est occupé le premier et que M. Cremona a nommée la poloconique de la droite L.
La proposition qu'on vient de démontrer est d'ailleurs un cas très- particulier de celle-ci, due à M. Cremona [Introduzione ad una Teoria geometrica délie cwve pianey p. 11 4) :
Quand un point parcourt une courbe d'ordre m, les droites polaires de ce points relatii^ement à une courbe du ^ièmê oj^j^rc^ enveloppent une courbe de la classe ni[n — i). On sait que la classe d'une courbe est le nombre des tangentes ( réelles ou imaginaires ) qu'on peut lui mener d'un point pris dans son plan.
On trouve immédiatement l'équation qui a pour intégrale
[y — c)(c*-|- 2Cj)* = ^CX -\-c\
Une conséquence immédiate de la correspondance admise entre la oourbe des points m et celle des points jix, abstraction faite du parallélisme des tangentes, consiste en ce que la surface de révolution engendrée par un arc de la première tournant autour de l'axe des x est proportionnelle à l'aire correspondante de la seconde.
C'est là une remarque à peine utile à faire, mais qui présente un certain intérêt historique. Leibnitz raconte en
Frenet. — Recueil, ^^
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effet (Opéra j t. III, p. igS) que cette proposition, qu'il rencontra presque au début de ses études mathématiques et qui lui causa un très-grand plaisir, le mena à la découverte du Calcul différentiel en lui faisant trouver le triangle caractéristique. Il entend par là celui qui a pour côtés, en chaque point d'une courbe, les quantités dx^ dy^ ds , et qui ne diffère pas du triangle différentiel dont Barrow avait déjà fait usage.
L'équation à laquelle on parvient peut s'écrire
(a^ — i]ydY -f- à^xdx ^=±dx^
d'où
(a»— l)/»-4- rt»x»= (C ±;p)».
663. En différentiant l'égalité qui exprime la condition donnée, on trouve l'équation homogène
( a?' -f- X* ) rfa? = Zxydfy dont l'intégrale est
66&>. Posons
d'où
dx j X 3y^ — x^
l'équation différentielle est donc, d'après la théorie des trajectoires orthogonales,
dx riSa^^r^)
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Cette équation homogène donne par l'intégration
équation d'une lemnîscate semblable aux proposées et dont l'axe est incliné de 4^ degrés sur celui de ces courbes.
Le problème des trajectoires orthogonales a beaucoup occupé les géomètres. Jacques et Jean Bernoulli en avaient déjà traité des cas particuliers lorsque Leibnitz, en 171 5, le proposa comme défi, a pour tâter un peu le pouls à nos analystes anglais », disait-il dans une lettre à l'abbé Conti. Le gant fut relevé par Newton, qui résolut la question sur-lechamp dès qu'il en eut connaissance^ Taylor le suivit avec succès dans la lutte. On doit à Euler de nombreux et importants travaux sur ce problème des trajectoires.
Soient
l'équation de l'une des paraboles, b* la surface constante;
on a
Les relations (i) et (2) font connaître les coordonnées de l'extrémité de l'arc à laquelle s'arrête l'intégrale, et l'équation
2xjr = 3 6%
qui en résulte par l'élimination de a, est celle du lieu demandé.
667. Soient b la longueur donnée, x*-f-j^* = a* l'équation de l'un des cercles, Xi^yi les coordonnées d'un point
du lieu; on a
X^ ady ___
b= I — '-^-^ = a arc sin ~>
et
De là résulte l'équation de la spirale hyperbolique
Y b arctang— = -^ ou r0 ■=: b.
Cette dernière équation aurait pu s'obtenir tout de suite, car on a, pour les coordonnées polaires d'un point du lieu,
Soit
l'équation de l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes* Celle de la normale au point [x^y) est
en posant
On en déduit, pour la distance p du centre à la normale,
d» ^ ou
Les racines de cette équation sont réelles, si Ton a (a) a-^p^h.
Cette condition remplie, l'équation (i) donne deux racines pour a?'. Désignant Tune d'elles par a:', l'autre par $*, on a
et, par suite, la relation demandée
Les deux points ainsi déterminés sont des points associés. La relation ( 3 ) peut s'écrire
ce qui montre que, si Tun des points parcourt le quart de l'ellipse en allant de l'extrémité du petit axe à celle du grand, l'autre parcourt le même are en sens inverse.
669. Si l'on désigne par x et '^ les abscisses des points associés m et |jt, on a les formules (n** 668)
(2) . a* — a^{a:^'hli')'{'e^Jc^V = o.
Soient 5 = B w l'arc d'ellipse qui part du sommet B du petit axe et qui aboutit au point variable m] a = A/x celui qui part du sommet A du grand axe et qui aboutit au point associé if.\ l'équation de l'ellipse fournit les deux suivantes :
ds == 4 / — dx. Jff =; — 4 / 1. dl.
D'ailleurs, on tire de l'équation (2)
I a}^l^ là' — x"
donc
Cl dx Ci ds = — -— 5 û?er = û?Ç,
_ , adx ad^
ds — d(r=z 1 ^
D'un autre c6té, les équations (i) donnent par la dîflFé-
rentiation
dx d^ pdp dp
d'où
ds — d(T •=. dp»
On en conclut
(3) 5, cÇ— ((T, — (t)=/>i — /?,
où Ton A
Si = B/w, > B/w, <r, = Api > Afi*
La relation (3) est précisément celle qu'il fallait démontrer.
Si l'on y fait x = o^ elle donne
B/72, = Api;
la proposition qu'exprime cette égalité est connue sous le
nom de théorème de Fagnano,
(Le Besgue.)
670, Soit - le rapport donné; on a
Différentiant et prenant^ pour variable indépendante, il vient
dx
Faisons -- = t et intégrons, il viendra
et enfin
Ce problème, le cas le plus simple des courbes de pour^ suite, revient au suivant : Un point mobile A parcourt une droite PQ avec une vitesse constante a ] il est poursuivi par un autre mobile B animé d'une vitesse b-^ on demande la courbe décrite par B, en supposant que la position initiale de ce point ne soit pas sur PQ.
On trouve
dx^dj-yc^jr " — 1) ,
équation toujours intégrable si n est entier. Pour w = 2, on a une cycloïde; pour w = i, un cercle. Lorsqu'on suppose n= — I , Téquation devient
dy ady €ix — rrz 9
d'où l'on tire
al f±£: -f±£'\
La courbe est donc une chaînette.
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672. Prenons le point A pour pôle; le rayon de courbure en un point quelconque a pour expression, au moyen des coordonnées polaires [formule (c), p. 178],
en posant
dr
La condition du problème revient d'ailleurs à dire que la projection du rayon de courbure sur le rayon vecteur est à ce rayon vecteur dans un rapport constant. Il en résulte Téquation
p^—rp£--ha{r^-hp') = o.
qui peut s écrire
pjrdp^p jr)^ r_^^^^^
Elle devient
2 u du dr
= la — »
en faisant
par suite,
et enfin
r2«z=èî(n-«'),
df^-=z
Cette dernière formule intégrée (n° 411) donne
r«cos«{ô-- «) = ô (n» 626).
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673 • Ce problème se résout simplement en définissant la courbe, d'après Euler, par une équation entre le rayon de courbure p et l'angle cp que fait ce rayon avec une direction constante. Soit donc
l'équation de la courbe, cp étant Tangle du rayon de courbtire avec une droite donnée. Pour fixer les idées, nous supposerons que cette droite est l'axe des x. On voit sans peine
qu'on a
ds = p ddfj
et comme
dy
- = tang?.
dx-=^ds\\-\- -— j = p cosç d(f^ dy = psin(fdff.
Ces deux dernières équations feront connaître x et y en fonction de cp. D'ailleurs , si pi et cpi sont les coordonnées du point de la développée correspondant au point qui a p et cp pour coordonnées, on a
d(fi = d<f'f
et comme l'élément de la développée est égal à <ip, on a aussi
dp z=z p^ d(fi m p, d(f.
Si la développée est semblable à la courbe, n étant le rapport de similitude,
et par suite
-^ =z n d(Dy p = Ae"?. • P
Si Ton porte celte valeur de p dans celles de dx et de djr^ on obtient les équations intégrales
X — a = (sin© -+• /zcosv),
y—hzzz ^p^T^ {n sintp — cosy), en appelant a et b deux constantes arbitraires. Faisons
= tangO, -=:tang«,
il viendra
- ==Asin«e'*•^»^
sin® — cosœtanffw
tange=: -^ ^ 2_~tangU— w);
sm y tang w -h CCS ^
et par conséquent
e = y — •), r = A sinwc»*"»*».
Cette dernière équation est celle d'une spirale logarithmique dans laquelle le rayon vecteur fait avec la tangente Tangle w.
On trouve
La cycloïde et la développée de la parabole sont des cas particuliers de la courbe cherchée.
675. Soit en général une courbe roulant sur Taxe des x et située dans le plan des axes 5 pour trouver le lieu décrit par un point A de ce plan invariablement lié à la courbe,
supposons-la rapportée à ce point comme pôle et à la droite quelconque AP comme axe polaire. La droite AP est aussi invariablement attachée à la courbe. Soient r et ô les coordonnées polaires du point M où la courbe touche Taxe des x\ la relation qui les lie est exprimée par une équation
X elj étant les coordonnées du point A, on a aussi (n° 244)
(2) tangAMx = ^ ---=—, et
(3) AQ=r = r
(^r»+r»rfô^)»
Le lieu s'obtient en éliminant et r entre les équations (i), (2) et (3).
En appliquant ici ce calcul, il vient
Si 72 = — I , la courbe mobile est un cercle dont un point est situé au pôle 5 on retrouve la cycloïde.
Pour n = -, la courbe mobile est une parabole qui a son
foyer en A 5 ce foyer décrit une chaînette.
Pour n = 2, le point A, centre d'une hyperbole équilatère, décrit une courbe dont l'équation différentielle
représente un cas particulier de la courbe élastique {pP* 571 et 630).
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676. Observons d'abord que Téqualion représente une famille de surfaces réglées, dans lesquelles la génératrice rencontre constamment Taxe des z. Cela posé, si Ton désigne simplement par cp et 4* les fonctions qui figurent dans le second membre, on trouve en différentiant
rx^ =z7.xy<f -^ y^ ^" H- r^'^p*', 507* = — a?' ç)' — XY ^" — yx'^Y y
Au moyen de ces relations, Téquation générale des lignes asymptotiques,
dy^ dy
/-^-+-a5f-4-r=o, ax^ dx
se décompose en ces deux-ci,
xdy — ydxzzzOy [tf" -\- X'^")[xdy — ydx) -izzix^' dx^
dont la première détermine les génératrices mêmes de la surface. La seconde, qui peut être mise sous la forme
est une équation linéaire, dont l'intégrale
définit un second système de lignes asymptotiques. Cette équation se réduit à
quand ip = o: c'est le cas des conoïdes. On trouve en particulier pour le coin conique de Wallis (312)
Si Ton suppose (^'^ =. a^p', l'équation (i) devient
Jn-l
nx(f' * -h [in — i)a(p'^ = Cx^
ce qui se réduit à (.r + a )' cj>' = co?* pour w = 1 . Cette équation se rapporte alors à la surface engendrée par une droite mobile glissant sur deux droites fixes, qui sont ici l'axe des z et une parallèle à Taxe des j-.
QTÎ. Cherchons d'abord l'équation de la courbe en supposant, pour plus de généralité, qu'il s'agit d'un cône quelconque du second degré, dont l'équation est
En un point (x^y^ z)^ situé à une distance r de l'origine, le cosinus de l'angle formé par la génératrice et la tangente sera
(^^ xdx-^ydy-^zdz dr
r dr fis
m étant une constante. Les équations (i) et (2) se transforment au moyen des formules connues
ar^rsinôcosy, ^ = rsin0sinç, » = rcosô, et deviennent
/ox sin*ecos'9 sin'0sin'(p cos'0
(4) dr-" = m}ds^ =z m?[dr^ -f- t-'û^O» -4- /•> sin^S) rfy». On tire de l'équation ( 3 )
sm^ô = ; -5
en posant, pour abréger,
(5) /?'= a*sin'(p -4- 6>cos'9;
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et par suite
abcdp abc{b^ — a})sm^cos^d(f
Substituant les valeurs de sind et de dO dans l'équation (4), elle prend la forme
^ dr abm ^p^{a^b^-hc^p^)-\-c'(b^ — a^)*sin^^ cos'ç
OÙ l'on suppose p remplacé par sa valeur (5).
L'équation (6) s'intègre au moyen des fonctions elliptiques. Lorsque a = b^ p = a^ etc., on a
ou
L'équation (3) se réduit alors à
tangd = -»
et la projection de r sur le plan des xy étant égale à rsînô, il en résulte que la projection de la courbe sur le mi^me plan est une spirale logarithmique. On voit par Téquation (a) que la courbe cherchée est rectifiable.
678. En faisant usage des notations du n^ 225, on a reconnu que les carrés des demi-axes de l'ellipse d'intersection sont les racines de l'équation
Or, x^y^ z désignant les coordonnées de A ou de B, ou voit sans peine qu'on a '
et, par suite, pour Téquation de la surface
dans laquelle
Cette construction de la surface des ondes lumineuses a été donnée par Fresnel [Mémoire de l'Institut, l. Vil).
L'équation de Tellipsoïde étant
et a, 6, 7 désignant les coordonnées de fx, le plan mofx a pour équation
(1) X(q — r)xz-hY{r^p)zx~hZ{p'-q]a:jr=o,
et la question revient à éliminer jt, y, z entre les relations
(3) v.[q'-r)yZ'^t[r — p)z.r->fi[p — q]xyz=:LO,
Faisant, pour abréger,
^tt^—izrrP, ^m'— I=::Q, . r«»— I =R,
on lire des deux dernières
P^^-i-Qj'-hRz'=o.
Si Ton écrit ce résultat sous la forme
Pa;..r 4- Qj./ -h Rz.^ = o.
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et qu'on le rapproche de réquation (2 ), on en déduit
Qr? — R2S R2a — Pry Pa;g — Qja
_ arz{R — Q) -+- ezj?(P — R) -f-y^^(Q — P)
Le dernier rapport étant nul en vertu des équations (3) et (4), il vient (5) «._«_"/
et, par suite, (6)
Va: Qj l\z
équation qui est bien celle de la surface de Tonde (n** 334). Pour obtenir la direction de la normale au point (i de cette sxu'face, soit F le premier membre de l'équation (6) et désignons par w la valeur commune des rapports (5). On trouve
pxu -h <y/6 -^ rzy
KCti*
et, en diflerentiant,
I Ô¥ a fpa^ q^^ ry»\
doL P V P=' ^ Q' ^ RV I ^F ' I dF
^ = J» — 6w% - *3- ==: z&) — yw'.
Ces relations montrent que la normale est perpendiculaire à Taxe du plan donné par Téquation (i).
On voit qu'elle l'est aussi à la tangente en m, car on a
dY
âF
On peut généraliser la question en remplaçant u^Ofi par 9 ( li). Le calcul s'effectue de la même manière et conduit
à une surface représentée par Téquation
7^(?«)'— > Vl?")'— ' ^(^«j'-i
Dans ce cas les normales aux points correspondants de rdlipsoïde et de la surface sont encore dans le même plan, mais ne se coupent à angle droit que si (p(w) = ku^ k désignant une constante.
680. Soienty= o, /i = o les équations des surfaces •, x^ y^ z les coordonnées de m; Xx^y^. z^ celles de Wj. On a
^\ àr. y^ dy J3, dz
En différentîant là première de ces relations et tenant compte des deux autres, il vient celles-ci
£x dr -^yidy ~h Zidz = o, x^.r, -f- ydyi -h zdz^ = o,
dont la dernière équation exprime que la droite om est perpendiculaire «^ toute direction définie par les quantités r/jr,, (Iji^ dz^ (p. 191), c'est-à-dire au plan tangent en w,. Par suite
X dxx y dyi z dzi ' d'où résulte /
^„ a.r, '^ dît dz, X»
UUl = 7 '
Om
Les surfaces qu'on vient de considérer ont été nommées réciproques par M. Mac-Cullagli.
Frenet. — Recueil, 2g
Observons que le lieu des points H est la podaire (n** 235) P de S. Deux points correspondants de P et de Si sont donc liés par la relation 0/ai.OH = A*5 on dit alors que la courbe St résulte de la courbe P au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques. Ce mode général de transformation donne souvent d'intéressants résultats, [Foir Paul Serret, des Méthodes en Géométrie),
De Téquation ^[x^y^ z) = o de la surface, on tire
ôx oy àz
J_ <?î>' ()y^ dy*
/, m, n étant les cosinus directeurs de la normale MN au point M (x, 7^,^).
Soient en outre a, 6, y les cosinus directeurs du rayon incident qui aboutit en M, et qui rencontre en un point |x(5, >3,^) la surface S à laquelle tous les rayons incidents sont perpendiculaires. Posant /:xM= A, on a
(i) Ç — j?=aA, in—'y=Zhy Ç— « = 7/^.
Si «1, Stî 7i soîit deà cosinus directeurs du rayon réfracté qui passe en M ^ Çiî ^în C* ^^* coordonnées d'un point (Xi pris sur ce rayon à une distance de M égale à Ai, on a aussi
et il s'agit de prouver qu'on peut déterminer Ai de telle sorte que les rayons réfractés soient normaux au lieu des points /ut}. Or, en difierentîant les équations (i), on en tire
<f$ = Jo? -H ar/A + Arfa, <i>i = fl?/ 4- ^dh -f- hdZ^
rfÇ = r/z -f- ^dh -i- hd'i y
et par suite
puisque la droite jxM est normale à la surface 2. Les équations (2) donnent de même
(3) «icfÇ, -t-6,É?>i| +71^, = aidx -h €idjr-h "/idz -4- dki.
D'un autre côté, la première loi de la réfraction exige que le plan qui renferme le rayon incident et le rayon réfracté contienne la normale en M. On exprime ce fait en écrivant que Vaxe du plan /iMN est parallèle à celui du plan p^MN^ c'est-à-dire qu'on a, i désignant Tangle d'incidence, r celui de réfraction,
6/ï — ym 6,72 — 7,/w yl — an 7,/ — a|/2 sini sinr sini siur
am — 6/ a,m — 6,/
sini smr
d'où
h est ici l'indice de réfraction.
Comme on a
Idûc -4- mdy -4- ndz = Oj
on tire des équations (4)
adx -h ^dy 'hydz = k^ctida: -^^idjr -hyt'^z) = — dà^
ce qui transforme la relation (3) en la suivante :
dk k
dh.
Il suffit donc qu'on ait dli^ = -7- pour que les rayons ré*
fractés soient normaux à la surface des poiûts fAi, et par suite
à toutes les surfaces parallèles.
45u QUESTIONS DIVERSES.
Ce théorème remarquable a été trouvé par Malus, dans le cas particulier où les rayons incidents émanent d'un même point. La première démonstration qu'on ait donnée du cas général est due à Charles Dupin.
682. Prenant le point donné pour origine et la ligne donnée pour axe des x^ l'équation de l'une des sphères sera
jc' -f- ^' -h «' == 2 ax.
Si l'on désigne en outre par — j j- les dérivées partielles
relatives à la surface inconnue, on est conduit à intégrer
l'équation
dz Y^ -h z^ — j?' Y dz .
0x 1XXZ z or
On trouve
68&* On trouve immédiatement, en prenant A pour origine et âB pour axe des z^
dz dz , , ,i-
équation qui a pour intégrale
jM^i [(^ -+-r' -t- 2'^+ 2] = ? (-) •
^^.. . âz dz
On déduit de là
• {m — i)xdjc (n — i)ydy
uz = ' h '■ — '— j
et, en intégrant,
a* =: (m — l)a:2 H- (/ï — jj^a ^ q^
De Téquation connue (n** 316) on tire
et Ton a aussi
Taxe des z étant pris comme axe de révolution. Si, pour abréger, on représente x^ -f-jK* P^^" ^î ^^ qu'on tire de Téquation (2) les valeurs de /?, q^ r^s elt pour les porter dans l'équation (i), on trouve
(Pa do
fioL^ dx
En intégrant une première fois, il vient
df I
doL^ a(Ca — 4) t 4 t
ou, en posant a = ury ^ = a',
df^ à}
du} u* — a^
On déduit de là
ce qui fait voir que la surface cherchée est celle qu'engendre une chaînette en tournant autour de son axe, et que M. Lindelôf a nommée caténoïde.
Ce problème est un cas particulier de celui où Ton demande la surface de révolution dont la courbure moyenne est constante, surface qui jouit aussi de la propriété de circonscrire un volume donné sous une aire maximum. Delaunay a donné une élégante solution du cas général en prouvant que la courbe méridienne de la surface est celle qu'engendre le foyer d'une ellipse ou d'une hyperbole roulant sur Taxe des z (630). Quand la courbure moyenne est nulle, la courbe roulante est une parabole. {^Journal de Liouville, t. VI.)
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