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flompte rendu de l'édition allemande dans la Revue générali Sciences par M. Fehr, prîvat-docent à TUniversité de Genève.
Ce volume contient tout ce que, de nos jours, un ingénieur d'une cr>» supérieure doit connaître dans le domaine delà résistance des matériau» n'est pas un simple aide-mémoire, mais un ouvrage didactique qui sera lu ' fruit tant par les étudiants que par les ingénieurs. L'auteur présente actuel de cette branche de l'art du constructeur en tenant compte des pn les plus récents. Le laboratoire d'essais attaché à rétablissement h** d'ailleurs, permis de contrôler et de compléter un grand nombre d'expérier Tout en employant le langage de l'analyse, M. Fôppl a évité, le plus poss d^entrer dans des développements exclusivement analytiques.
Les sujets traités sont ceux que l'on rencontre dans la plupart des ouvn classiques sur la résistance des matériaux. Nous nous bornerons à iixdkj^ marche suivie en donnant les titres des onze chapitres que renferme ce 1^
L Recherches générales sur l'élat de tension. — II. Déformation élasj charges des matériaux. — lU. Flexion d'une pièce droite. — IV. Le trava déformation. — V. Flexion des pièces courbes. — VL Pièces reposant su base flexible. — Vil. Résistance d'une pièce encastrée sur son pourtour. — Résistance des enveloppes. — IX. Résistance à la torsion. — X. Résista la rupture. — XI. Théorie mathématique de l'élasticité.
Signalons seulement comme particulièrement intéressant le dernier cha dans lequel l'auteur a su condenser les principes fondamentaux de la tbt mathématique de l'élasticité ; on y trouve, notamment, un aperçu des théi de Boussinesq et de Hertz.
Tous ces chapitres sont traités £[i'ec une méthode et une clarté remarqua ils contiennent de nombreux problèmes, fort bien choisis, et résolus beaucoup de soi*).
Le traducteur a ajouté d'intéressantes notes à la suite de Touvrag
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AVANT-PROPOS
La question des conaaissances mathématiques nécessaires à l'ingénieur a été très vivement discutée dernièrement en Allemagne. Le temps toujours plus considérable qu'il faut accorder aux cours pratiques et surtout à Télectrotechnique, el la difficulté d'augmenter la durée des études déjà fort longues, ont fait surgir la proposition de diminuer le nombre des heures d'étude consacrées aux mathématiques. Les promoteurs de celte idée s'appuient sur le peu d'occasions qu'a l'ingénieur d'employer ensuite ces connaissances mathématiques qui lui ont coûté tant de temps et de peine à acquérir.
Cette opinion qui a trouvé des partisans parmi des représentants les plus éminents de l'industrie allemande et parmi les professeurs des écoles supérieures techniques semble cependant avoir de la peine à s'imposer. M. Fôppl, s'exprime à cet égard comme suit, et nous ne pouvons que partager sa manière de voir : « Il est clair que l'étude de spé- « dilations mathémairiques sans utilité pratique me paraît « inutile, pour l'ensemble des ingénieurs du moins. Mais, « par contre, je ne puis que m'opposer absolument aux cou- « rants qui, sous le couvert de cette opinion, tendent à abais- « ser le niveau général des connaissances mathématiques de <c nos futurs ingénieurs. Je sais par expérience combien une « culture mathématique sérieuse est utile et nécessaire pour « saisir la vérité et pour porter un jugement exact sur les nombreuses questions qui se présentent chaque jour dans a carrière du technicien, questions dans lesquelles il s'agit
bien plus souvent d'estimer juste que de calculer... ».
AVANT-PROPOS
C'est dans cet esprit qu'est écrit le livre que nous publions, et c'est ce qui, nous Tespérons, lui conquerra une place honorable à côté des nombreux traités parus déjà sur la matière.
Pour la première fois, à notre connaissance du moins, on trouvera traité en détail, dans un ouvrage de portée générale, le sujet si fécond du travail de déformation et les beaux théorèmes de Castigliano qui s'y rattachent. Ces théorèmes sont en somme peu connus, en dehors de leurs applications au calcul des ponts ; ils sont cependant d'une utilité considé* rable pour les calculs de résistance des organes de machines^ qui constituent si souvent des systèmes hyperstatiques.
Quelques articles sont également consacrés aux théories de M. Boussinesq et de Hertz sur la dureté des corps.
Dans deux notes placées à la fin du volume, nous avons indiqué brièvement les méthodes de détermination graphique des moments d'inertie et de la ligne élastique des prismes travaillant à la flexion. Ces méthodes, d'une application fréquente, n'étaient pas exposées dans l'ouvrage, l'auteur les réservant pour un traité de statique graphique.
Le Traducteub»
S 1. Actions moléculaires, travail élastique. — i. Introduction. — S. Poslulatum fondamental. — 3. Actions moléculaires. — 4. Relations entre les forces extérieures et les actions moléculaires. — 5. Intensité des actions moléculaires. — 6. Essai d'un ciment k l'extension. — 7. Gompo santés de l'action moléculaire agissant en un point donné dans une direction donnée. — 8. Tétraèdre des actions moléculaires. — 9. Décomposition des actions moléculaires, équilibre d*un parallèlipipède infiniment petit. — iO. Equations d'équilibre d'un tétraèdre infiniment petit.
§ 2. Cas particuliers d* états élastiques, — 11. Etat élastique double ou plan. — 12. Etat élastique simple ou linéaire. — 13. Ellipse des actions moléculaires. — 14. Glissement simple. Exercices, no* 1 à 3.
ACTIONS MOLÉCULAIRES, TRAVAIL ÉLASTIQUE
t. Introduction. — H suffit en général en Mécanique de considérer les corps solides comme absolument rigides et parfaitement indéformables. Souvent, cependant, les corps dans la nature se comportent d^une façon telle que cette hypothèse n'est plus admissible. Dans certains cas, en eflfet, il est impos- >le de prévoir si un corps donné, placé dans des conditions .onnées, se comportera réellement comme s'il était indéforlable ou s'il n'éprouvera pas au contraire des déformations
notables qui le défigurent, ou même entraînent sa rupture. Dans d'autres cas, au coiitrairey il n'existe au?bn doute sur la façon dont se comporte le corps donné ; par contre, les équations universelles d'équilibre fournies par la Mécanique ne suffisent pas pour résoudre les questions proposées, bien que celles-ci paraissent être de son domaine. Par exemple : un prisme, chargé do poids quelconques et reposant sur deux appuis, exerce sur ces derniers certaines pressions que Ton peut calculer à Taide des théorèmes généraux de Téquilibre des corps solides ; ces théorèmes, par contre, ne permettent plus de résoudre le problème si le prisme repose sur trois appuis. Semblablemenl, il est impossible de déterminer avec leur seule aide quelle est la pression exercée sur le sol par chacune des quatre jambes d'une table chargée d'une façon quelconque. Uétude du choc des corps solides est également impossible aussi longtemps qu'on les suppose absolument indéformables.
La Résistance des matériaux étudie le premier genre des cas cités, tandis que l'étude du second genre est du domaine de la Théorie de r Elasticité,
Anciennement, lorsqu'on admettait encore pour certains corps tels que les matériaux pierreux, le postulatum des solides invariables, on s'est souvent efforcé de combler la lacune apparente que présentait la mécanique des corps solides en établissant à côté des conditions générales d'équilibre des lois spéciales (par exemple, la loi de moindre résistance dans la théorie des voûtes). Nous savons .aujourd'hui que cette manière de se tirer d'affaire était incorrecte. Il n'existe aucun corps dans la nature qui soit absolument invariable. Tous les corps sont susceptibles de subir certaines déformations sans se briser, et toutes les questions insolubles selon les idées anciennes peuvent être immédiatement résolues dès que l'on tient compte de celte propriété des matériaux. ^'
La résolution des problèmes de la résistance des matériaux, aussi bien que celle des questions dépendant de la théorie de
Télasticité, nécessite l'élude des déformalions des corps considérés, si petites soient-elles. Il n*est donc pas nécessaire, en somme, de séparer ces deux sciences, et, dans ce qui suit^ nous entendrons par résistance des matériaux^ au sens large du terme, la partie de la mécanique des corps solides dans laquelle on tient compte des déformations subies par ces corps sous l'action des forces agissant sur eux.
Le terme « corps solide » est employé ici par opposition èi « corps invariable » il ne signifie toutefois pas encore « corps élastique». L'étude de la façon dont se comporte un corps plastique, par exemple un morceau de terre glaise mouillée,, est aussi du domaine de la résistance des matériaux. Il est vrai que Ton s'est peu occupé des cas de ce genre jusqu'à présent, et cela tout simplement parce que la nécessité ne s'en est pas fait sentir.
La résistance des matériaux estdoncfle complément indispensable de la Mécanique des corps solides invariables, pour l'étude des propriétés réelles des corps solides existant dans la nature.
•. Postulatun' rondamental. — Les équations universelles d'équilibre sont applicables non seulement aux solides invariables mais encore à tout corps qui, dans le cas considéré,, se comporte comme s'il était indéformable. En particulier, si le corps est en repos, toutes les parties dont il se compose sont également en repos ; donc le corps durant le moment où nous le considérons, au moins, ne subit pas de variation de forme, il se comporte comme s'il était invariable.
Ce cas du repos est très important pour la résistance des matériaux, car il correspond à Vétat de réquilibre élastique c'est-à-dire à l'état réel d'un corps solide soumis à l'action de certaines forces extérieures constituant un système en équililibre statique. Il sera donc permis d'appliquer à l'étude de ce cas les résultats de la Mécanique, en les complétant chaque fois que cela sera nécessaire pour la résolution du problème.
Ce qui précède est susceptible d'une généralisation. Nous i pouvons en effet énoncer le postulatum suivant : Toute
partie d'un corps ^ quelle que soit la façon dont elle est limitée y peut être envisagée à son tour comme un corps auquel les théorèmes généraux de la mécanique sont applicables.
Ce principe parait évident au premier abord; il Test certainement si Ton suppose la portion considérée du corps comme i} effectivement séparée du reste. Mais il a une portée plus générale : on peut l'appliquer encore à des parties du corps qui demeurent attachées au reste, et que" l'on considère pour ellesmêmes afin de tirer de cette étude des renseignements sur la manière dont se comporte le corps tout entier. Ainsi, ce postulatum ne peut être posé que comme une loi expérimentale qui tire sa démonstration du fait qu'elle s'est trouvée vérifiée dans tous les cas.
En Mécanique on ne considère que les forces extérieures, c'est-à-dire celles transmises par d'autres corps sur le solide donné. Les forces intérieures, corrélatives de la cohésion de ce solide, n'interviennent pas dans les calculs. Par contre si nous ne considérons plus le corps entier, mais une portion seulement, arbitrairement délimitée, les forces qui s'exercent entre cette partie et le reste du corps sont soit par rapport à la partie envisagée, soit par rapport au reste, des forces extérieures. Nous aurons donc à les introduire dans les équations d'équilibre
Nous avons par conséquent à examiner tout d'abord de quelle nature sont ces forces qui agissent à Pintérieur d'un corps solide.
8. .actions moléculaires. — Remarquons qu'en général les corps que nous étudions n'exercent d'actions mesurables les uns sur les autres que lorsqu'ils se touchent. Exceptionnellement toutefois, il pourrait y avoir lieu de tenir compte de forces se transmettant à distance. Par exemple, si nous considérions une partie d'un aimant, il faudrait tenir compte des __
actions exercées par les molécules da reste sur celles de la partie envisagée, et nous devrions traiter ces forces comme des forces extérieures. Nous ne nous occuperons pas davantage de ces cas exceptionnels. Les forces agissant entre une partie d'un corps et le reste sont donc de même nature que celles qui se produisent au contact de différents solides, en particulier leurs points d'applications seront situés sur la surface de séparation des deux portions considérées. Ces forces auront en général une direction quelconque, un corps solide opposant une résistance à toute déformation, quelle qu'elle soit. On nomme /or- €€S iîiténeures^ ou actions moléculaires^ les forces qui naissent dans la matière sous l'influence des forces extérieures agissant sur le corps. Comme il est possible de délimiter arbitrairement une portion du corps, on pourra toujours faire en sorte que l'action moléculaire agissant dans une direction donnée devienne une force extérieure et soit par suite accessible au calcul. En particulier, en appliquant les équations générales d'équilibre à un élément du corps limité d'une façon quelconque, il sera possible d'obtenir des relations entre les actions moléculaires agissant en divers points du corps et selon des directions différentes, relations qui serviront de base à tous les développements subséquents.
4. Relation entre les forces ei^térienres et les ae« tlons moléeulaires. —Délimitons une portion du corps de telle sorte qu'une partie de la surface de séparation coïncide avec la surface extérieure du corps. Il faudra qu'il y ait équilibre entre les forces extérieures agissant sur la partie considérée de la surface extérieure et les actions moléculaires réparties sur le reste de la surface de séparation. Comme en général les forces extérieures sont données, les équations d'éqnilibre permettronirde calculer dans certains cas les actions lolécttlaires.
Exemple : Tige travaillant à Pextension sous l'influence de eux forces P appliquées aux extrémités et agissant selon l'axe
int
Fig. i
de la pièce. Faisons une section mm à travers la tige, les Ji
conditions d'équilibre appliquées par exemple à la partie située à gauche de la section 7nm exigent que la résultante
i"^ des forces intérieures a-
•^ (^ — ! @ "^ gissant dans cette section
soit égale et de signe contraire à la force P, et coïncide en direction avec Taxe de la tige. Nous ne déterminons toutefois ainsi quelarésultante des actions moléculaires développées dans la section mm, nous n'avons^ rien^jjris but la répartition de ces actions sur la section. Ainsi donc, même dans ce cas très simple, il n'est pas possible de déterminer cette répartition tant que nous considérons la tige comme indéformable, le problème est indéterminé comme ceux cités à Tarticle 1.
Du reste si la tige était réellement indéformable, il n'y aurait guère d'utilité à connaître la répartition des actions moléculaires : celle-ci ne serait d'aucune influence sur la façon dont se comporterait la lige. Mais la résistance qu^oppose une tige à laruptureest toujours limitée. Si une rupture se produit, on peut de prime abord s'attendre à ce ^ue celle-ci ne se produise pas simultanément sur toute la section. Elle commencera évidemment à se produire là oh les circonstances sont le plus favorables pour cela, puis s'étendra de proche en proche à toute la section. Il est donc de toute nécessité, pour pouvoir juger si une charge donnée peut produire une rupture, d'avoir des idées précises, sur la répartition des actions moléculaires sur la section.
5. Intensité des actions moiécalaires. -— Seule Fétude des déformations qui précèdent la rupture peut nous renseigner sur la répartition des actions moléculaires ; car les déformations subies par le corps dépendent de cette répartition.
La nature de celte dépendance varie suivant les propriétés particulières des corps considérés et ne peut se déterminer
que par Texpérience. Dans l'exemple précédent, si la section mm est suffisamment éloignée des extrémités de la tige et si la matière est élastique, il est plausible d'admettre, en se basant sur des considérations géométriques, que les allongements élastiques des divers points de la section mm sont égaux entre eux, ainsi que les actions moléculaires agissant en ces points. On peut donc calculer la force intérieure agissant sur Tunité de surface en divisant la force P par la section F. Ce quotient :
porte le nom àUntensité de raction moléculaire dans la section considérée, de travail élastique * ou encore d'action moléculaire spécifique. Cette dernière appellation est d'un usage général dans les ouvrages allemands.
La grandeur que Tintensilé de Taction moléculaire peut atteindre sans qu'il y ait danger. -de-ju;ipture dépend de la matière dont est formée la tige. La détermination de l'intensité des actions moléculaires est par suite, dans tous les cas semblables^ Tun des plus importants problèmes de la Résistance des matériaux.
6. E««ai d'un eintenii à l'exlensian. — Il ne faut pas toutefois s'attendre à ce que la répartition des actions moléculaires soit toujours aussi simple que dans le cas précédent. L'essai d'un ciment à l'extension nous en donne un exemple excellent.
Pour essayer un ciment, on en prépare un mortier formé
i. Il ne faut pas vouloir comparer le travail èlastiqucy quotient d'une force par une surface, avec la notion de travail mécanique, produit d une force par une longueur. Nous éviterons du reste autant que possible d'employer ce terme, afin d'éviter les confusions qui pourraient se produire lorsque nous traiterons du travail des actions moléculaires pendant la déformation.
N. du T.
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d'une partie eu poids de ciment, de trois parties d'une sorte de sqfele spécial, appelé sable normal, et d'une quantité d'eau déterminée. Ce mortier, soigneusement trituré, est mis dans un
moule de métal et soumis à une pression j convenable. Une fois Téprouvelte ainsi obte-
nue (fig. 2), durcie, on la soumet au moyen d'une machine d'essai à un effort de traction mesurable, que Ton augmente jusqu'à ce que la rupture s'en suive. Celle-ci se produit naturellement entre les lignes aa et bb. Ici i encore on calcule généralement l'intensité
Fig. 2. des actions moléculaires au moyen de la
formule (0, mais il est évident que l'on n'obtient ainsi qu'une valeur moyenne du travail élastique par unité de surface ; on reste dans l'ignorance au sujet de l'intensité réelle de l'action moléculaire au point oti la rupture a commencé. Il est facile de se rendre compte que cette intensité est beaucoup plus grande que la valeur moyenne fournie par l'équation (1). Si Ton prend, en effet, un morceau de caoutchouc de forme et de dimensions semblables à celles de l'éprouvelte et qu'on le soumette à un essai analogue, on verra que l'allongement élastique est beaucoup plus considérable dans le voisinage des arêtes qu'au milieu. Les droites parallèles aa et bb tracées sur les faces de Téprouvette se transforment en deux courbes opposant l'une à l'autre leur convexité. Dans une expérience de ce genre, dans laquelle les allongements entre aa et ii, étaient mesurés au microscope, à des distances différentes de Taxe, l'auteur a trouvé les résultats suivants: l'allongement à une distance de 11,5 mm. de l'axe, soit à 0,S mm. de Tarêle de l'éprouvette, étant posé égal à 100 : Distance à l'axe : 0 4 8 11,5 ram.
Allongement correspondant : 24 34 53 100 L'allongement observé dans le voisinage de l'arête est donc quatre fois plus grand que celui qui est constaté au milieu, il en résulte nécessairement que les actions moléculaires dans le
voisinage des arèlos sont beaucoup plus grandes qu*au milieu.
Il n'est pas possible de soumettre les éprouvettes employées ordinairement pour Tessai des ciments à une expérience semblable, Ie3 allongements subis étant trop petits en valeur absolue pour qu'il soit possible de les mesurer avec une exactitude suffisante; on peut toutefois conclure d'autres essais que, tontes proportions gardées, elles se comportent exactement comme le morceau de caoutchouc.
Nous ne chercherons pas ici, pour le moment du moins, €e qu'on pourrait conclure de ces expériences sur la répartition des actions moléculaires. Notre but était de montrer, premièrement, qu'il faut être prudent dans les déductions faites sur la répartition des actions moléculaires et, secondement, qu'il n'est possible de se faire une idée exacte de cette dernière qu'en étudiant les déformations subies par le corps considéré.
V. C^omposautes de Taetion moléculaire agissant •ur un point donné, dans une direction donnée. —
Nous venons de voir qu'en général les actions moléculaires ne sont pas réparties uniformément sur une surface ; il nous faut donc modifier la définition donnée plus haut de l'intensité id'une action moléculaires. Considérons au point donné un élément de surface AF, et soit AP la part de la force P transmise par Télément AF ; nous appellerons intensité de Faction moléculaire au point considéré l'expression :
d'où
rfP = RrfF (3)
Nous avons toujours supposé implicitemeat, nous appuyant ir les exemples précédents, que l'action moléculaire est perendiculaire à l'élément de surface sur lequel elle agit. En
général il n'en n'est pas ainsi. Si donc l'aclion moléculaire forme un angle quelconque avec la normale à Télément de surface </F, il nous sera loisible de la décomposer en deux composantes, à savoir en une action moléculaire normale^ \
dirigée selon la normale à l'élément rfF, et en une action moléculaire tangentielle^ située dans le plan de i/F. Dans la suite, nous désignerons toujours par R, Yintensité de l'action moléculaire normale, par S celle de l'action moléculaire tangentielle. Pour fixer les idées, il faut encore attribuer des signes aux actions normales, nous les affecterons du signe positif lorsqu'elles tendent à séparer l'élément dF de l'élément de surface infiniment voisin, c'est-à-dire lorsqu'elles font travailler la matière à l'extension ; au contraire nous leur donneront le signe — si elles tendent à rapprocher ces deux , '^
éléments, c'est-à-dire s'il y a compression. Quant aux actions tangentielles, elles seront complètement définies si Ton donne leurs composantes selon deux axes de coordonnées tracés dans le plan de l'élément dF.
Il faut donc 3 composantes pour définir complètement l'action moléculaire agissant sur l'élément de surface dF.
Il serait toutefois faux de croire que la connaissance de ces 3 composantes suffise pour déf\u\r Yétat élastique Au corps au point considéré, c'est-à-dire l'état du solide en ce point "^
sous l'influence de forces extérieures données. En effet, cet état n'est complètement déterminé que si nous connaissons l'action moléculaire agissant en ce point sur un élément de surface orienté d'une manière quelconque.
8. Tétraèdre des aetions moléculaires. — Nous allons démontrer qu'il suffit de connaître l'action moléculaire relative à 3 éléments de surface passant par le point donné A, pour queTétat élastique en ce point soit complètement déterminé. Considérons un tétraèdre infiniment petit, tel que l'un de ses sommets coïncide avec le point considéré, et écrivons pour ce corps les conditions générales d'équilibre, en supposant de
plus que les 3 faces passant par le poinl donné coïncidenl précisément avec les 3 éléments de surface pour lesquels Taction moléculaire est connue, la quatrième face étant absolument quelconque. L'action moléculaire qui agit sur cette face est un peu différente de celle qui agirait dans une surface parallèle passant par A, si nous supposons le tétraèdre de plus en plus petit, cette quatrième face se rapproche de plus en plus de A et à la limite la différence entre les deuK actions moléculaires disparaît. C*est là la raison qui nous oblige à supposer le tétraèdre infiniment petit, dans d'autres cas nous pourrions considérer un tétraèdre de dimensions finies. En effet, il est bon de faire remarquer déjà ici qu'il est très souvent possible dans la résistance des matériaux de remplacer Tétude de corps infiniment petits par celle de corps de dimensions finies, très petites il est vrai, sans que Texaclilude du calcul en souffre sensiblement. Dans chaque cas particulier il sera en général possible de se rendre compte de la grandeur que les solides peuvent atteindre sans qu'il résulte d'erreur sensible du fait que l'état élastique varie en passant du point considéré à un point voisin.
Le tétraèdre considéré est sollicité par cinq forces extérieures qui doivent se faire équilibre, savoir : les actions moléculaires agissant sur chacune des quatre faces et la résultante des forces agissant sur la masse du solide. Dans les applications ordinaires de la résistance des matériaux, ces forces extérieures se réduisent à une seule, le poids du tétraèdre. Si Ton étudiait un solide en mouvement, il faudrait a]jûuter les forces d'inertie. Toutefois ces forces qui dépendent de la masse du tétraèdre sont des infiniment petits du teoisième ordre et par suite négligeables devant les actions moléculaires, qui sont proportionnelles à Taire des faces et par suite infiniment petites du second ordre.
Pour qu^il y ait équilibre, il faut que la §ommc géométrique aes quatre actions moléculaires soit nulle, la force inconnue se trouve donc comme ligne do fermeture d'un polygone des
i4 CHAPITRE I
forces gauche ou à l'aide de la méthode analytique. Il faut que ces quatre forces se coupent en un même point. De là résulte immédiatement que les actions moléculaires agissant sur les trois éléments de surface donnés doivent satisfaire à certaines conditions afin d*être compatibles entre elles. On trouverait ces conditions en écrivjml que les sommes des moments des forces par rapport à 3 axes rectangulaires sont nulles. Il est toutefois plus simple de considérer l'équilibre d'un parallèlipipède infiniment petit.
•. Décomposition des actions moléculaires. Eqvili» bre d'un parallëll pipède infiniment petit. — Nous venons de voir que Fétat élastique d'un solide en un point donné est déterminé sans ambiguïté dès que Ton connaît les actions moléculaires agissant sur trois éléments de surface passant par ce point. Pour plus de simplicité, supposons ces trois éléments perpendiculaires Tun à l'autre^ de façon à pouvoir employer un système d'axes rectangulaires.
Soit 0 (fig. 3*) le point dont nous étudions Télat élastique. Prenons-le comme sommet d'un parallèlipipède infiniment petit dont les arêtes sont dirigées suivant Ox, Oy, Oz.
Nous sommes forcés de supposer le parallèlipipède infiniment petit; sans celaTintensité des actions moléculaires en différents points d'une même face du solide pourrait prendre des valeurs très différentes. Dans cette hypothèse, nous pouvons admettre, au contraire, sans commettre d'erreur notable, que les actions moléculaires sont réparties uniformément sur les faces du solide. La résultante des actions agissant sur une face passe dans ce cas par le centre de celle-ci, elle est égale en grandeur (éq. 3) au produit de l'intensité de Faction moléculaire multipliée par Taire du rectangle considéré.
Les composantes normales des actions moléculaires ont naturellement la direction des axes de coordonnées; nous décomposerons également les composantes tangentielles agissant dans chaque face en deux composantes selon les mêmes axes.
li»
Ainsi donc sur les six faces du parallélipipède agissent dix-huit composantes qui font équilibre aux forces agissant sur la masse du solide.
Examinons maintenant les relations existant entre les composantes agissant sur deux faces opposées. Considérons les deux parties A et B d'un corps séparées par une section. En vertu du principe de Faction et de la réaction, Faction moléculaire exercée par A sur B en un point déterminé de la section est égale et de signe contraire à celle exercée par B sur A. Prenons en ce point la normale à la surface de séparation, d'un côté de celle-ci seulement. Pour Tune des parties, cette normale sera extérieure, ^our Tautre intérieure. Un travail à rexlension est, pour chacune des deux parties, une force dont le sens coïncide avec celui de la normale extérieure à la partie considérée. En effet, si nous envisageons Tautre portion du corps, d'après le principe d'action et de réaction^ le sens de la force est changé, mais en même temps le sens de la normale extérieure a changé aussi, de sorte que nous pouvons dire, sans ambiguïté, que la composante normale d'une action moléculaire produit toujours un travail à Textension (c'est-à-dire est positive, d'après nos conventions), lorsqu'elle coïncide en direction avec la normale extérieure à la section considérée.
Considérons (6g. 3^), par exemple, les deux faces opposées perpendiculaires à Taxe des x, La normale extérieure à l'une d'elle sera dirigée selon les x positifs, celle de l'autre aura le sens opposé. Supposons que l'on rapproche toujours davantage ces deux faces jusqu'à ce qu'elles coïncident. L'action moléculaire agissant sur l'une sera alors la réaction de l'action moléculaire agissant sur l'autre ; nous voyons donc que les composantes des actions moléculaires agissant sur deux faces opposées sont toujours de sens contraires.
Au sujet des signes nous îerons la convention suivante : pour les faces du solide dont les normales extérieures sont dirigées dans le sens des coordonnées positives, la composante
normale R est également positive, car nous avons déjà convenu précédemment d'affecter du signe + les actions faisaoL^ travailler la matière à l'extension. Le plus simple est donc de prendre avec le signe +, non seulement la composante R, mais
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aussi les deux composantes de S, lorsque les normales extérieures des faces seront dirigées dans le sens positif. Sur les faces opposées^ il faut changer tous les signes si les composantes des actions moléculaires sont positives. Le sens des flèches des fig. 3 a été déterminé d'après cette convention ; nous recommandons au lecteur de Tétudier attentivement. Dans la figure 3a on n'a indiqué, pour plus de clarté, que les composantes agissant sur les faces visibles. La normale à la face située dans le plan XOZ est dirigée selon les y négatifs ; par suite les flèches de R et des composantes de S sont également dirigées selon les coordonnées négatives. Dans les deux autres faces, au contraire, dont les normales extérieures sont
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positives, les flèches sont également tracées dans le sens des axes positifs, conformément à notre hypothèse. La sig-nifica* lion des indices dont sont affectées les lettres R et S est facile à'sàisir. Chaque R est affeclé d'un indice, indiquant à quelle face il se rapporte, cela en donnant la direction de Taxe^ auquel cette face est perpendiculaire. De même le premier indice dont sont affectées les composantes taugentielles S indique la direction de la normale à la face sur laquelle elles agissent. Le second indice indique la direction de Taxe à laquelle cette composante est parallèle.
^^dx
Fig. 3^
Reste encore un troisième point à examiner. Pour les faces^ passant par 0, on peut admettre, en faisant abstraction dequantités infiniment petites d*ordre supérieur, qu'en tous les points d'une même face les composantes R et S ont la même valeur qu'en 0. Par contre, il n'est plus permis de négliger les variations qu'éprouvent ces quantités, lorsque Ton passe de la
face considérée à la face opposée.
En général, les composantes des aclions molécalaires sont des fonctions des coordonnées x, y, z. Nous admettrons que ces fonctions sont continnes ainsi que leurs arrivées partielles du premier ordre, ce qui revient à supposer : i^ que la matière est homogène, c'esl-à-dirc que ses propriétés élastiques sont les mêmes en chaque point, ou, tout au moins, qu'elles varient d'une façon continue lorsqu'on se déplace à Pîntérieur du corps ; 2^ que la périphérie du corps est une surface continue ; 3*^ que la loi de répartition des forces extérieures peut être représentée par une fonction continue d'à:, y, eiz. En vertu de ces hypothèses, connues dans leur ensemble sous le nom de loi de cofiùnuité, il est facile d'exprimer la valeur des composantes agissant sur les faces opposées à celles passant par 0. Considérons, par exemple, les forces agissant sur la face située dans le plan x oz, Ry, Syx, St^s, nous pouvons les supposer appliquées au centre de gravité de cette face. Si nous passons au centre de gravité de la face opposée, a: et z ne subissent aucun changement tandis que y croît de rfy, les composantes des actions moléculaires relatives à cette face s'obtiennent donc en développant Ry, SyxSj^^ en série à Paide du théorème de Taylor, en nous arrêtant au second terme, il vient :
On procéderait de même pour les autres faces. Les valeurs sont indiquées dans les figures 3.
Nous sommes maintenant en mesure d'écrire les équations générales d'équilibre des forces sollicitant le parallèlipipède dx dy dz.
Nous formerons tout d'abord la somme des moments relatifs à un système d'axes parallèles aux arêtes et dont l'origine coïncide avec le centre de gravité du solide, ceci afin d'obtenir les relations que nous avons reconnu devoir exister entre les neuf composantes Rx, Ry, Rz, Sxy, Sxz, Syx, Sy^, S^x, Szy, re-
latives aux trois éléments superficiels passant par 0. Dans^ les équations, il faudra introduire, non les intensités des actions moléculaires, mais leurs grandeurs qui sont proportionnelles aux aires des faces d'application. La somma des moments des forces, relatifs à Taxe parallèle à Taxe des Zy est (fig. 3*) :
Cette somme doit être nulle ; en divisant par dx dy d% et en nég'Iigeantles termes infiniment petits devant lea termes finis, nous obtenons :
En annulant les sommes des moments relatifs aax deux autres axes, nous obtenons deux relations analogues, de sorte que nous trouvons finalement les trois conditions.
qui constitue Tun des fondamentaux de la résistance des matériaux. Il est possible de généraliser ce résultat en considérant un parallélipipède oblique au lieu d'un parallélipipëde rectangle. Mentionnons encore le fait que beaucoup d'auteurs remplacent des doubles indices par un seul, en posant par exemple Sy» = Sxy = S^, l'indice z indiquant alors l'axe relativement auquel le moment de ces composantes est nul. Nous préférons toutefois conserver le système des deux indices qui nous parait plus clair.
Nous voyons donc que six quantités sont nécessaires pour
1. A rintérieur d'un aimant cette équation n'est plus satisfaite, car au moment des actions moléculaires s'ajoute un moment dû aux forces magnétiques, qui peut être du même ordre de grandeur. Nous faisons naturellement abstraction des cas de ce genre.
définir complètement Tétat classique du corps en un point donné 0. Aucun raisonnement n'est capable d'en réduire le nombre.
Formons maintenant les trois autres conditions d'équilibre en égalant à zéro la somme des composantes suivant les axes. Il n'est plus permis ici de négliger les forces extérieures agissant sur la masse du corps, car ces forces sont du même ordre que les variations des actions moléculaires relatives à deux faces opposées. SoitX, Y, Z, les composantes de la résultante de ces forces extérieures rapportées à l'unité du volume. Dans chaque équation, les termes contenant R^;, Ry, Rj,.*-- b'annulent deux à deux ; il ne reste donc que les termes contenant les dérivées partielles des actions moléculaires. Nous obtenons donc les expressions :
Forces parallèles à Ox.
^-^ dx dydz+'^^ dx dy dz + ^* dx dy dz
Ti dx dy dz =^0
Forces parallèles à Oy
i^ dx dy\dz + ^y dx dydz + ^^dxdy rf; dx ^ dy ^ ^ dz ^
+ Y dx dy dz^=o Forces parallèles à Oz.
*' dxdydz+ ^-Jldxdydz + ^ dx dy d
dx "^ dy ^ dz
-H Z dx dy dz =^0
d'où en supprimant le facteur r/^ dy dz^ volume du solide ——-1- --X + — — 4- X =0
dx dy dz
dx dy dz
dx dy dz
tO. SSqaations d'équilibre d'un tétraèdre infiniment p^tit. — Etablissons maintenant les conditions d'équilibre du problème traité à l'art. 8. La fig. (4) donne le tétraèdre en projections verticale et horizontale ; nous supposons connue rintensité des actions moléculaires agissant en 0 dans les trois plans zOy, ocOz^ yOx. Il s'agit de calculer l'intensité de l'action moléculaire relative à la face opposée à 0. Soient Pn cette
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intensité Pnx, Pny, Pnz les composantes selon les axes, n désignant la normale extérieure à la face considérée, rfF, l'aire do celle-ci. Les aires des trois autres faces du tétraèdre sont simplement les projections de rfF sur les plans de coordonnées, on les obtient donc en multipliant ^F par le cosinus de l'an-
gle des denx pltins. Mais cet angle est, d'après un théorème bien connu, égal à Tangle des normales aux deux plans; donc par exemple Tangle formé par dF et le plan yoz est égal à l'angle formé par n avec Taxe des x^ angle que nous désignerons par (nx). Egalant à zéro la somme des composantes selon les axes, nous trouvons, en appliquant la conrention précédente au sujet des signes et en laissant de c&té le facteur commun rfF :
P^ = Pj, cos (nx) + SyxCos (ny) + S^ajcos (nz) )
P„y == Sxy cos (nx) + Rj, cos (nt/) + Sty cos (nz) > (6)
P^, = Sxz cos {nx) + Syz cos (ny) + R^ cos {nz) )
Si la face considérée se trouve à la périphérie du corps, il faudra entendre par? la force extérieure agissant en ce point sur le corps.
Si cette force extérieure est nulle, les équations précédentes deviennent :
Rj. cos {nx) + Syx cos (ny) 4- Szx cos (nz) = o )
S«y cos (nx) + Rj, cos (ny) + S^y cos (nar) = o > (7)
S»y cos {nx) + Syx cos (ny) ■+- Rg cos (nz) = o )
Il serait naturellement possible d'étudier de la même manière Téquilibre d'un solide infiniment pelit de forme quelconque. On n'obtiendrait toutefois aucun résultat nouveau. Dans l'intérêt des commençants, ajix_qu£Lls'nous recommandons spécialement de bien se pénétrer des articles précédents, il est préférable de se bornera l'étude du tétraèdre et du parallélipipède, un corps quelconque pouvant toujours être divisé en solides infiniment petits de ces formes.
CAS PARTICULIERS D'ÉTATS ELASTIQUES
11. Etats élastique double ou plan- — Nous avons étu. dié jusqu'ici le cas le plus général d'état élastique qui puisse se produire dans un corps. Les problèmes qu*on rencontre dans la pratique sont ordinairement beaucoup plus simples. Nous nous bornerons par suite à considérer Télat élastique double, c'est-à-dire, un état dans lequel la matière en chaque point n'est sollicitée à aucun travail dans une direction déterminée. Nous prendrons précisément celte direction comme axe des Z. L'état élastique double est donc défini par les relations.
Kz= 0 Syz = 0 Syz = 0 (8)
i>e5 6 qaantités nécessaires pour définir généralement ^in état élastique, trois seulement sont ici différentes de zéro, savoir :
Bar, Ry Gt ^xy = Sy»
Noos écrirons dorénavant simplement S, sans indice, une confusion n'étant plus possible.
Proposons-nous de résoudre la question suivante : Etant donné un point d'un corps, soumis à un état élastique double, quelles sont les sections menées par ce point, pour lesquelles rintensité de Faction moléculaire atteint une valeur ou maximum ou minimum. Il suffit de considérer des sections parallèles à l'axe des z. Considérons un prisme à base triangulaire (fig. 5), soit dz la longueur des arêtes parallèles à Taxe des z. Les relations (8) montrent immédiatement que les bases du prisme ne sont sollicitées par aucune force.
Les intensités des actions moléculaires agissant sur les faces latérales sont indiquées dans la figure. L'intensité de l'action relative à la section considérée qui fait un angle cp avec
Fig.
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Taxe ox^ est décomposée en deux composantes, l'une normale R', l'autre tangentielle S'. L'action moléculaire relative à cette section ne saurait en effet avoir de composante dans le sens de l'axe des z, puisqu'il n'existe à la surface du prisme aucune autre force dirigée dans ce sens qui puisse lui faire équilibre. ^ ^
Les équations d'équilibre sont ici, </F désignant l'aire delà ^ face inclinée :
Force parallèle à l'axe des x :
R'rfF siny + S'rfF cos (p — R, rfF sin cp — SrfF cos <p = o d'où en supprimant le facteur commun dY :
R' sîn cp -f- S' cos ^ — Rx sin (p — S cos y = o Force parallèle à l'axe des y :
R'cos<p — S' sin <p — Ry cos cp — S sin (p = o Résolvons ces deux équations par rapport à R' et S' en mul-
tiplianl la première par sin o el la seconde par cos ^, puis en faisant les multiplicalions inverses ; il vient :
R' = Rj. sin' y + Ry cos* <p + 2 S cos (p sin^p
ou, en introduisant dans le calcul Tangle 2 <f :
. , " i — cos 2 c) , 1 + cos 2 © sin'cp= ^ ,cos»cp=
R, Rs -t- Ry nx ■"• Ry rt, o • **
' = — -!^— ï. -— cos 2 cp + S sm 2f
^. R* — Rw • rw r^ rk
o = — 5—^ sm 2ç + S cos 2 cp
Nous avons ainsi R' et S' en fonction de l'angle <p. Cherchons d*abOrd le maximum de R' ; en égalant à zéro la dérivée de R' par rapport à ©, il vient :
o=_5!LZ_5^2sin2(p-h2Scos2<p (10)
d'où
^ ^ Ry — Rx
n désignant un nombre entier quelconque.
Le membre de droite de l'équation (10) est précisément égal au double de la valeur de S' (éq. 9). Nous voyons donc que R' est maximum ou minimum pour les sections dans lesquelles S' est nul. L'équation (11) montre de plus qu'il existe au moins deux sections perpendiculaires l'une à l'autre pour lesquelles ceci à lieu.
Une exception est toutefois possible, savoir quand S = c; et Ra; = Ry ; dans ce cas S' = 0 et R' est indépendant de tf , c'est-à-dire constant pour toutes les sections menées par 0.
Abstraction faite de ce cas particulier, il existe donc toujours dans un état élastique double deux sections parallèles à Taxe des 5, perpendiculaires l'une à Tautre et pour les-
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quelles S' = o et R' atteint une valeur maximum ou mi* ninum. On nomme ces deux sections les seciioîis principales^ et les actions moléculaires correspondantes, actions moléculaires principales du solide au point considéré.
Remarquons en passant qu'il est possible de résoudre le même problème dans le cas général de Tétat élastique triple ; le calcul, beaucoup plus long, s'opëre d'une façon analogue. On trouve 3 sections perpendiculaires entre elles dans lesquelles les actions tangentielles s* annulent. On peut considérer dans Tétai élastique double le plan xoy comme troisième plan dans lequel n'agit pas d'action moléculaire tangentielle ; de plus pour ce plan, l'action moléculaire normale est nulle. Il est donc possible de définir comme suit l'état élastique double : F état élastique dans lequel une des actions principales est nulle,
Nous trouvons l'intensité des actions principales en substituant dans (9) les valeurs de <p tirées de (10) et de (11).
Résolvons (10) par rapport à sin 2<p et cos 2©, nous Irotivous :
zS ^ Ry — R«
sin 2cp == rfc -tz==l , cos 2y = ±:
\/4S« 4- (R» - »»)' V*S« + (Rx - Ry)^
l'équation (9) donne par suite :
R 4.R i(R, -«.)« + 2Si
"■ max. a —
OU
11 serait facile de voir en formant la dérivée seconde de R'par rapport à f que l'une des valeurs est un maximum, l'autre un minimum, ceci résulte, du reste déjà du fait que toute fonction continue de l'angle cp qui n'est pas une constaute doit avoir au moins an maximum et un minimum lorsque f varie de 0 à 2 tc.
Si S = o, les axes de coordonnées coincideut avec les actions moléculaires principales, et de plus Rj; = Rj^, les actions principales sont égales entre elles, «et toutes les sections passant par le point donné sont des directions principales.
Déterminons maintenant les sections dans lesquelles S' est im maximum ou an minimnm. L'équation (9) donne :
- 2 cos 2tp — 2S sm 2çp = o
df 2
d'où
tg2,= 5^^ (13)
On voit que cette valeur est égale à la cotangente de Tangle 2f déterminé par la formule (10). Donc les sections dans^ lesquelles S" atteint sa valeur maximum ou minimum^ for^ ment un angle de 45^ avec les sections principales. Il convient de remarquer que, dans ces sections, l'action moléculaire normale n'est pas nulle ; si Ton substitue la valeur (13) dans (9), il vient ;
Rx+Ry
Dans le cas seulement où Rx, = — Ry, R' est nul. La formule (13) donne :
sin 2ç = ±: , ,cos2cp=zt
^48» + {Rx — Ry)« V4S« + (Rx — Ry)»
en introduisant ces valeurs dans la seconde des équations (9),. nous aurons :
S' Sin : = ±\ V4S« + (Ra.-Ry)« (U)
Les deux quantités S' ma», et S'mjn. ne diffèrent Tune de
olre que par le signe. Ce n'est là, du reste, en ce qui con-
roe 1^ valeurs absolues, qu'une conséquence immédiate de
formule (4) exprimant Tégalilé des actions moléculaires
tangentielles dans deux sections perpendiculaires. Les signes dans la formule (14) n'ont pas d'importance car ils dépendent de la convention arbitraire faite au sujet du sens dans lequel S' serait compté positivement.
19. Etat élastique simple oa linéaire. — H est nossible de déduire de Tétat élastique double, un état élastique plus simple encore en supposant Tune des deux actions moléculaires principales égale à zéro. Supposons que les axes de coordonnées coïncident avec les directions principales : S est donc nul ; de plus, nous admettons par hypothèse :
Ry=0
Les formules précédentes deviennent :
R = Ra; = Rx sm* <f
S' =^ sin 2co
C'est là Tétat élastique qui s'établit à l'intérieur d'une tige travaillant à l'extension ou à la compression.
La seconde des formules (15) montre que la plus grande action moléculaire tangentielle peut au plus être égale à la moitié de l'action moléculaire principale^
18. Ellipse des aetions moléeulalres- — Supposons que, dans le cas de l'état élastique plan, nous ayons déterminé, pour toutes les sections parallèles à l'axe des z passant par le point considéré, les composantes R' et S' de l'intensité des actions moléculaires.
Formons chaque fois la résultante P de R' et S' et représentons cette quantité par un vecteur (fig. 6). A chaque sec* tion correspond un vecteur semblable, et les extrémités de ces vecteurs sont situées sur une certaine courbe. Nous allons démontrer que cette courbe est une ellipse : l'ellipse
des actions moléculaires. Décomposons P en deux composantes suivant deux axes perpendiculaires ox et oy\ ces composantes Px et Py sont les coordonnées d'un point du lieu cherché. On peut calculer facilement Vx et Py au moyen des équations (9), en décomposant R"* et S' selon les axes. 11 est toutefois plus simple de procéder autrement. Supposons que les axes coïncident avec les directions principales, la figure (5) se simplifie, S étant nul, et les forces agissant sur le prisme élémentaire sç réduisent à celles indiquées
Fig. 6.
P de la fîgure = P du texte Pnx » = Pnx »
Pny
ny
dans la figure (7). Rx et Ry sont donc maintenant les intensités des actions moléculaires principales.
Les conditions d^équilibre du prisme (fig. 7) donnent les relations :
Pnx = Rx sin (p Pny = Ry cos f
En éliminant f, noaa obtenons pour l'ëqaatioD àa lien cherché :
Cest bien là l'équation d'une ellipse rapportée à ses axes. Si Rx=Ry Tellipse des actions moléculaires devient un cercle, qui correspond au cas déjà souvent menlionné dans leqael toute direction peut être envisagée comme direction principale. Cet élat élastique s'établit, par exemple, à l'intérieur d'un liquide en repos, ou même à l'intérieur d'un liquide en mouvement, à condition toutefois que le liquide soit sans frottement.
L'ellipse des actions moléculaires, tout en donnant une
image parlante des intensités des différentes actions moléculaires, de leur grandeur et de leurs directions, ne permet cependant pas de déterminer la direction de la section relative à une action moléculaire donnée et inversement. Pour les actions principales seulement, on sait que les actions correspondantes leur sont perpendiculaires. On peut démontrer qu'il
«xîste une conique par rapport à laquelle la direction d'une section quelconque et la direction de Faction moléculaire correspondante sont conjuguées. Cette conique est appelée courbe -directrice des actions moléculaires. Nous renonçons à en établir Téquation, vu le peu d'utilité pratique de ces considé- Tatîons.
Naturellement, tout ce que nous avons dit dans les articles précédents sur Tétat élastique double est susceptible d*ètre généralisé. On peut démontrer, dans le cas général de Tétat élastique triple, Texistence de trois actions moléculaires principales, dun ellipsoïde des actions moléculaires^^ d^ine surface directrice des actions moléculaires, etc.
14 Glissement «impie. — L'ellipse des actions moléculaires dégénère en un cercle dans un autre cas que celui que nous venons de voir, savoir : lorsque les deux actions principales sont égales et de signe contraire. Nous avons déjà fait mention de ce cas dans les remarques qui suivent Téqualion (13). Nous avions reconnu que, dans les sections inclinées à iS"" sur les directions principales, les actions moléculaires normales disparaissent tandis que de réqu&tion (14) résulte que les actions moléculaires tangenlielles relatives à ces sections sont égales aux actions principales. Ces résultats sont confirmés par l'examen du cercle des actions moléculaires. Supposons que Ton fasse tourner le vecteur dans le sens des aiguilles d'une montre : la direction de la section correspondante tourne en sens inverse.
Dans chaque position de la section, Tintensité de l'action moléculaire correspondante est la même; seul, l'angle qn'elle forme avec la section varie. Dans deux positions de la section, perpendiculaires l'une à
Fig. 8.
raatre, cet angle est droit ; dans deux autres, inclinées de 45"" sur les premières, cet angle est nul, et par suite Faction naoléculaire purement tangenliellc.
Il est désirable d^avoir, pour ce cas qui revient fréquemment dans la pratique, une dénomination spéciale. Nous dirons qu'en tout point où s'établit un état élastique pareil, la matière travaille au glissement simple. On peut, en effet, déterminer complètement cet état en délimitant, au point considéré, un cube infiniment petit, tel que sur quatre faces agissent exclusivement des actions moléculaires tangentielles perpendiculaires à l'axe des z, tandis que les deux faces perpendiculaires à Taxe des z ne subissent aucun effort (fig. 8)»
Cette définition revient à dire que dans le plan diagonal parallèle à Taxe des z agissent deux actions moléculaires principales, égales et de signes contraires.
EXERCICES SUR LE CHAPITRE PREMIER
Exercice /. — Appliquer les équations (5) au cas de rétat élastique plan.
Solution, Si Ton supprime dans les équations (5) les composantes indiquées dans les équations (8), il vient entre autres Z = o. Cet état élastique n'est donc possible que si la forc^ extérieure est perpendiculaire à Taxe des z (ou si elle est nulle).
Les deux autres équations (5) deviennent,
c/Raj rfS ^ _ dx dy
dKy rfS -.
dy dx
On pourrait déduire ces équations directement, en posant les conditions d'équilibre d'un parallélipipède infiniment petit
dont une arèlc serait parallèle à l'axe des ;: et en tenant comple des équations (8).
Exercice 2. — Détemimer la valeur de la composante normale Rn de Vintensité Pn de raction moléculaire relative à un plan donné.
Solution, Au lieu de projeter Pn elle-même sur la normale n pour obtenir Rnilest plus simple de projeter surcette normale les composantes de Pn selon les axes et de former la somme algébrique des projections. Nous aurons donc :
Rn = Pnx COS {nx) + Pny COS (wy) + Pn» COS {nz)
ou, en multipliant les valeurs tirées des équations (6) :
R» == Ra; COS* {nx) + Ry COS* [ny) + R« cos* {nz) + 2 Sicy COS {nx) COS (ny) -h 2 ^yz cos {ny) cos {nz)
+ 2 Szx cos {nz) cos [nx)
Exercice 3. — Un arbre, travaillant simultanément à la flexion et à la torsion^ subit à Fendroit le plus dangereux une action moléculaire perpeîidiculaire à la section^ dont fintensité est égale à 300 kilogr, par cm^y et une action moléculaire tangentielle d'intensité égale à 400 kilog, par cm^. Dé' terminer les valeurs de IMmax et S mû«.
Solution. L'état élastique est double. Prenons Taxe longitudinal de l'arbre pour axe des or et supposons Taxe des y parallèle à la direction de Faction moléculaire tangentielle. Nous avons :
Ra.= 300 S = 400 Ry = o
Les équations (12j et (14) donnent :
Vi'max = -h 577,2 kilogr. par cm*.
S'ma* = 427,2 »
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Exercices, N»* 4 à 10.
DE L'ELASTICITE
§6. Déformations eorrélatives des actions moléca-
laires. — Les conditions d'équilibre dos actions moléculaires et toutes leurs conséquences sont applicables à tout corps, quelle que soit la façon dont il se comporte, à condition toutefois que la loi de continuité soit satisfaite. Elles sont donc
valables aussi bien pour un las de sable ou une molle d'argile que pouf les mélaux, les liquides ou les gaz. Nous avons vu également qu'elles ne fournissent que 3 équations entre les composantes des actions moléculaires et les forces exlérieures, alors que 6 quantités sont nécessaires pour définir Tétat élastique d'un corps en un point donné. Nous sommes donc obligés pour résoudre complètement le problème d'introduire dans le calcul de nouveaux élémenls.
Sous rinfluence des actions moléculaires le corps, quel qu*il soit, subit certaines modifîcalions de forme, certaines déformations. Il est évident qu'il doit exister des relations parfaitement déterminées entre les déformations et les aclions moléculaires corrélatives. La déformation subie par le corps en un point donné est complètement définie si nous savons de 'combien le point s'est déplacé dans le sens des 3 axes de coordonnées. Si donc nous connaissons les relations existant entre les déformations et les actions moléculaires correspondantes, nous pouvons exprimer celles-ci en fonction de celles-là; en substituant dans les équations 5, nous obtiendrons un système de 3 équations aux dérivées partielles à 3 variables indépendantes: le problème pourra donc être résolu complètement, en théorie du moins; pratiquement la résolution des équations présente le plus souvent des difficultés insurmontables. / *
L'expérience seule peut donner la relation existant entre les actions moléculaires et les déformations corrélatives. Pour la déterminer, il faut mesurer les déformations produites par des forces connues sur un corps donné, étudier l'influence des dimensions du corps en question et conclure de là quelles seront les déformations subies par un parallèlipipède infiniment petit.
16. EHnaisiden matériauiK à Texteiision. — L'une des expériences les plus fréquentes consiste à déterminer les déformations subies par une tige métallique travaillant à l'ex-
lension. On emploie à cet effet une lige d'environ 20 à 25 ram. de diamètre et de 300 mm. de longueur. L*expérience consiste à mesurer Pallongement qu'éprouve la portion médiane de la lige^ comprise entre deux points de repère distants d'environ 100 à 150 mm. Cet allongement étant très petit, il est nécessaire d'avoir un appareil assez sensible pour le constater.
L'appareil à miroir, construit à cet effet par Bauschinger, permet de mesurer les allongements avec une exactitude d'un dixm-illième de mm. Il se compose essentiellement (iig. 9) de
_ ^ deux ressorts F fixés à Tun des
F R p » / ^"" n points de repère A sur Téprou-
^S ^ juMjs vetteS. L'extrémité libre des
ressorts s'appuie légèrement contre deux roulettes d'ébonite R, qui peuvent tourner librement autour de leurs axes. Ces axes sont calés entre pointes dans un cadre fixé surl'éprouvette à l'autre point de répère B. Lorsque Téprouvette subit un effort d'extension, l'espace compris entre les deux points de repère s'allonge, et les ressorts F en, s'appuyant sur les roulettes R les font tourner d'un certain angle proportionnel à TallongemenL L'axe des roulettes porte un miroir qui permet de mesurer cet angle à l'aide d'une règle divisée et d'une lunette, selon la méthode si souvent utilisée en physique. Il est nécessaire d'employer deux roulettes : on voit en effet que celles-ci tournent en sens inverse; par suite les erreurs d'observations, dues à des imperfections de calage de l'éprouvette dans la machine d'essais, à des déformations de certaines pièces de celles-ci, etc., sont éliminées en prenant la moyenne des lectures faites aux deux lunettes. On pourrait naturellement observer d'une façon semblable le raccourcissement d'une tige soumise à un effort de compression.
Une expérience de ce genre faite sur une éprouvetle d'acier doux montre que les allongements sont proportionnels aux efforts d'extension tant que ceux-ci ne dépassent pas une
certaine grandeur ; de plus ils disparaissent complètement lorsque Teffort cesse. Si par contre l'effort d'extension dépasse une certaine limite, les allongements corrélatifs ne disparaissent plus complètement; enfin pour une certaine valeur de cette force, la tige se rompt.
Une éprouVelte de bois ou d'autre métal se comporterait sensiblement de la même manière, les matériaux pierreux par contre d'une façon tout autre.
tV.Elastleitéet planiieité. — Gomme dans Texemple précédent, on constate d'une manière générale que les déformations subies par un corps sous Tinfluence de forces extérieures données sont de natures diverses. Si, les forces extérieures cessant de solliciter le corps, les déformations observées précédemment ne subissent aucune modification, on dit que la matière dont est formée le corps esl plastique (Type de matière plastique : Targile mouillée).
Si au contraire les déformations disparaissent avec la cause qui les produit, la matière du corps esl dite parfaitejnent élastique (Type de matière élastique : le caoutchouc). Si enfin les déformations ne disparaissent que partiellement, la matière sera semi-élastique. Afin de définir d'une manière précise la notion d'élasticité, nous introduirons le principe du travail de déformatimi. Nous entendons par là le travail mécanique fourni par des forces extérieures pour amener un corps dans un état de déformation donné,ce travail s'emmagasine dans le corps sous forme d'énergie potentielle interne. Dans l'exemple précédent ce travail serait
/i=-f;pdx (17)
P désignant l'effort d'extension, x l'allongement corrélatif.
Nous pouvons maintenant, formuler les définitions suivantes :
l) L'élasticité est la propriété des corps de pouvoir emmagasiner sous forme d'énergie potentielle interne, le travail de
déformation et de le restituer entièrement ou partiellement lorsque la cause des déformations cesse d'agir.
2) Un corps est parfaitement élastique lorsqu'il restitue entièrement, sous forme d'énergie mécanique, l'énergie potentielle inlerno accumulée durant la déformation.
3) Le degré d'élasticité d'un corps semi-élastique est le rapportde Ténergie restituée, lorsque la cause delà déformation est supprimée, au travail de déformation.
4) Il n'existe aucun corps qui soit parfaitement élastique, quels que soient les efforts auxquels il est soumis. On appelle limite d'élasticité, la limite à piàrtir de laquelle un corps cesse pour un système de forces extérieures donné d'être parfaitement élastique.
Pour une barre de fer doux travaillant à l'extension cette limite est d'environ 1800 kg. par cm' (ellevarieunpeu suivant les sortes de fer); au-dessous de cette limite, le fer est parfaitement élastique. La fonte de fer, les pierres, les ciments se comportent autrement, ces corps sont d'abord semi- élastiques, puis une application répétée des forces finit par établir un état de régime : les déformations sont alors parfaitement élastiques. Il n'est toutefois pas nécessaire de tenir compte de ce fait dans les calculs pratiques de Résistance des matériaux.
Le temps durant lequel les forces agissent sur les corps n'est pas non plus sans influence pour les matières précitées. Les déformations augmentent avec ce temps, surtout si l'état de régime, dont nous venons de parler, n'a pas encore été atteint par une application réitérée des charges. L'influence du temps est encore plus nette pour les matériaux tels que les cordes, les courroies, les filés et les tissus.
Inversement, lorsque les forces extérieures sont supprimées, la déformation ne disparaît pas instantanément : le corps ne revient que lentement à sa forme primitive. De plus, les déformations produites par des forces données ne dépendent pas seulement de ces forces, mais de celles qui ont agi précédemment sur le corps et du temps qui s'est écoulé depuis leur application.
Ces phénomènes, étudiés avec §om dans le cas des fils de soie employés dans la construction des instruments de physisique, sont peu connus en ce qui concerne les matériaux utilisés dans les constructions. Ils sont du reste peu intenses (cordes de .chanvre et courroieà de transmissions excepté) de sorte qu'il n'y a pas lieu de s'en occuper davantage.
18. liol de Hooke, déformations d'un prinme travaillant à l'ex.tenffion onà la eompression. — Il résulte des
essais à l'extension ou à la compression d'éprouvettes de fer doux, que les allongements observés sont jusqu'à une certaine grandeur de l'effort exercé, proportionnels à l'effort qui les produit. On trouve de plus que, pour un même effort, les allongements sont inversement proportionnels à la longueur observée. Si donc nous appelons dilatation^ e, le quotient de l'allongement A/, par la longueur primitive /, nous pourrons écrire :
-; désignant une constante dépendant des propriétés de la
matière. On appelle E le coefficient cTélasticité longitudinale de la matière, sa valeur inverse / porte le nom de coefficient de souplesse directe. La dilatation s, quotient de deux lon« gueurs, est un nombre ; il s^en suit que E est de même dimension que R, c*est-;à-dire que l'intensité d'une action moléculaire : il s'exprimera donc, par exemple, en kg. par cm*. On trouve pour le fer soudé E == 2.200.000 kg. par cm*, pour l'acier doux E = 2.200.000. La valeur de E est la même pour ces matériaux dans le cas de l'extension et dans celui de la compression.
Nous avons trouvé précédement.
P désignant l'effort total de compression ou d'extension, F la section noraiale de la tige, il vient donc
Ê = EF
On admettait anciennement, et Ton admet à tort encore quelquefois actuellement, que tous les matériaux obéissent à la loi exprimée par Téquation (19), et Ton appellait cette loi loi de rélasticité. Comme elle n'est pas absolument générale, il est préférable de renoncer à cette dénomination. Nous l'appellerons loi de Hooke^ du nom du physicien qui la formula pouj la première fois.
L'allongement de la tige n'est pas la seule déformation que l'on constate. Il se produit dans l'essai à l'extension une contraction transversale de la section. Inversement, dans un essai à la compression, on observe une augmentation de Taire de la section. Cette déformation transversale (positive ou négative) est, tant que la limite d'élasticité n'est pas dépassée, proportionnelle à l'effort agissant sur Téprouvette. Elle est donc toujours proportionnelle à la dilatation (positive ou négative^ ; le facteur de proportionnalité dépend de la nature de la matière ; il porte le nom de coefficient de contraction
transversale; nous le désignerons par -. Il est compris entre
-et --, pour le fer on admet très généralement la valeur
m = 3 -, — = — ; Poisson, en se basant sur diverses hypo-
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thèses, avait trouvé, pour tous les corps, m = 4. Ce chiffre n'a pas été confirmé par l'expérience.
Principe do superposilion. — On entend souvent par loi d'élasticité une propriété plus générale qui comprend comme cas particuliers les formules (18) et (19), résultant d'essais à l'extension ou à la compression.
Ces formules ne suffisent évidemment pas pour définir les relations existant entre les déformations et les composantes
des actions moléculaires dans le cas le plus général d'état élastique, puisqu'elles sont tirées d'observations portant sur un état élastique simple. Il est donc nécessaire de les comptéter en énonçant le principe : Toute déformation devenant s'ajouter à une déformation déjà existante ne dépend, tant que la limite d'élasticité n'est pas dépassée, que des nouvelles forces extérieures appliquées sur le corps; autrement dit: une superposition d'états élastiques différents entraîne la superposition des déformations corrélatives de chacun des états élastiques considérés. Ce principe, dit à^ superposition y n'est guère susceptible d'une démonstration directe ; il trouve sa justification dans le fait que les conséquences que Ton en déduit se trouvent vérifiées par l'expérience pour tous les corps satisfaisant à la loi de Hooke.
Propriétés élastiques de« corps ne satisfaisant
pas à. la loi de Hooke. — Les fig. iO et {\ donnent les résultats d'essais à l'extension et à la compression exécutés par l'auteur sur des prismes de granit et de molasse. Les prismes étaient de section rectangulaire d e 20 sur 30 cm. de côté. Des essais préliminaires avaient démontré la nécessité de recourir à des prismes d*aussi grandes dimensions. Le travail des blocs à l'aide des oiîlils du tailleur de pierre enlraine certaines modifications des couches extérieures qui influent trop sur les résultats lorsqu'on opère avec des sections plus faibles. Les abscisses donnent, en centimètres, les dilatations observées. Avant ressai,les prismes étaient soumis à des charges réitérées, de sorte qu'ils se comportaient dans l'expérience comme des corps parfaitement élastiques.
La ligne pointillée de la fig. 11 a été obtenue en soumettant le prisme aux mûmes efforts, 15 heures après le premier essai, dont les résultats sont donnés par la ligne pleine. La différence des ordonnées donne une idée de l'influence du temps sur les déformations. Cette influence est ici très grande, ce qui provient probablement de la grandeur de l'effort d'ex-
tension, voisin de la charge de rupture, atteint la première fois.
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Fig. 40 granit
Druck zz Compression Zug = Extension Atm = kg. par cm* Les dilatations sont indiquées en centimètres
Un corps obéissant à la loi de Hooke donnerait, pour image des dilatations en fonction des efforts, une droite. Les pierres donnent, comme on voit, une courbe, en forme d*S, possédant, semble-t-il, un point d'inflexion à Torigine. Les dilatations élastiques e croissent plus rapidement que les efforts d'extension ou de compression correspondants.
Une opinion assez répandue actuellement, bien qu*elle no repose sur aucun essai exact, est que les pierres satisfont sensiblement à la loi de Hooke, mais avec des coefficients d'élasticité longitudinale différents pour la compression et pour l'extension. Si cela était, il devrait être possible d'assimiler les courbes précédentes à deux droites obliques se rencontrant à Torigine et coupant Taxe des abscisses sous des angles différents. On voit qu'il n'en est rien : les calculs basés sur cette hypothèse n'ont aucune valeur.
Pour représenter par une formule la loi (réiasticité qui régit ces corps, il faut poser :
/ étant une certaine fonction qui représente avec une exactitude suffisante les courbes trouvées. La notion du coefficient d'élasticité longitudinale perd naturellement son sensprimilif, il faut en poser une nouvelle définition. Malheureusement, deux
Jjpuch
Fig. 11 molasse
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quantités absolument diiTérentes sont prises, tantôt Tune tantôt l'autre, comme coefficients d'élasticité, sans qu'il soit toujours possible dans un cas donné de distinguer de laquelle des deux il est question.
En dérivant (20) par rapport àR, on obtient, si Von désigne par f la dérivée de / :
On peut prendre cette valeur — — comme coefficient d'élasticité longitudinale ; en effet, dans le cas de la loi de Hooke cette définition coïncide avec celle qui a été donnée primitivement. Cette quantité est susceptible d'une interprétation géo-
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métrique très simple : c'est la tangente trigonométriquc de Tangle que la tangenle aux courbes (fig. 10 et 11) au point R, e, fait avec l'axe des e.
L'équation (20) donne encore :
Cette valeur devient aussi égaleau coefficient d'élasticité dans le cas de la loi de Hooke ; on peut donc avec le même droit la regarder comme généralisation do ce coefficient. Géométriquement, elle est représentée par la direction de la corde joignant Torigine au point R, e. Et naturellement ces deux définitions ne sont nullement identiques, la direction de la tangente étant diflérente de celle de la corde; dans les deux cas du reste le coefficient d*élasticité n*est plus une constante, mais une fonction de R. Nous adopterons ici la seconde définition, formule (22); celle-ci permet en effet de calculer immédiatement, la déformation, connaissant la force et inversement Or c'est là Tusage principal du coefficient d'élasticité; il faut de plus lorsqu'on donna ce dernier indiquer à quelle force R il se rapporte.
Pour de petites valeurs de R et de e les deux définitions coïncident d^une manière assez satisfaisante pour qu'il soit possible de remplacer Tune par l'autre ; on peut donc poser :
R=tf R=:a
Pour certains problèmes traités dans la théorie de Télasticité, par exemple la propagation des ondjes sonores^ dans lesquels on n'a à considérer que de très petites forces, on pourra employer avantageusement la valeur de E donnée par l'équation (23). Inversement, il serait possible de déterminer cette valeur à l'aide d'observations sur la vitesse de propagation du son.
Sur l'initiative de M. von Bach, un de ses élèves, M. Schûle,
a déterminé à l'aide de nombreux essais la forme de la fonction /.
Il a trouvé que Texpression :
« représente d'une façon satisfaisante la loi cherchée, dans rintervalle des efforts survenant dans la pratique » (*). Les constantes a et m ont été déterminées séparément pour la compression et pour rextension,et cela pour toute une série de matériaux. Une sorte spéciale de fonte de fer a fourni par exemple les valeurs suivantes :
Essai à la traction : a = , ^^, ,^ , m = 1,0663
Essai à la compression : a = T-T^r-^jîj;, 'w = 1 ,395
Les unités, dans la formule (24), sont le centimètre et le kilogramme.
Pour le coefficient d'élasticité longitudinale, on tire de (24),
selon (21) ^= ^
^' «mR*^^^
suivant (22)
et d'après (23) E = oo
M. Lang a proposé (') une autre formule donnant E en fonction de R : •"
E = Eo — cR (25)
E étant pris dans le sens de la formule (22).I1 est impossible actuellement de se prononcer en faveur de Tune ou de l'autre de ces formules ; il faudrait calculer les constantes de la for-
1. Voir Zeitschrift des Vereines Detitscher îngeîiieure, Année 4887, p. 249.
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mule de Lang en se basant sur les expériences de Bach et
comparer les résultais.
On peut faire cependant une grave objection à la formule de
M. Schûle au point de vue théorique. Il est en effet impossible
d'assigner une dimension à la constante a de Téquation (24).
D i » j 1 j- • longueur
Pour m= 1, a est de la dimension : -7 , comme un
force
coefficient de souplesse. Si Ton voulait s'en tenir une fois pour toutes à cette dimension pour a, l'équation (24) cesserait d'être homogène : dès que m diffère de i , elle n'aurait plus de sens au point de vue physique. Enfin, et c'est là le point le plus faible de la formule, la dimension de a varierait d'une matière à l'autre.
La conséquence que Ton tire de cette formule, E= 00 pour R =0, est également contraire aux résultats de l'expérience: les courbes (fig. 10 et if) sont loin de couper Taxe des abscisses aous un angle droit.
La formule de Schûle ne peut, pour ces raisons, servir de base à la théorie de Télaslicité des corps que ne régit pas la loi de Hooke, elle n'est qu'approximative.
La formule de Lang n*est pas sujette aux mômes critiques; la constante c est un facteur numérique qui, pour certains matériaux,alteint la valeur 200 et qui s'annule pour les corps régis par la loi de Hooke. Dans la formule (25), R est pris en valeur absolue, de sorte que, dans la compres3ion, E diminue lorsque la charge croit. L'équation (22) donne :
si Ton définit E selon la formule 21, on trouve :
Pour que les formules de Lang ou de Schûle pussent devenir d'un usage courant, il faudrait les compléter par des indications sur la contraction transversale, car le facteur
Vi'-'
^ esl aussi variable pour les malériaux n'obéissant pas à la
loi de Hooke. Enfin il faudrait trouver ce qui remplace le principe de superposition quand ces malériaux sont soumis simultanément à deux états élastiques linéaires dont les directions principales différent.
L'expérience seule pourrait fournir ces renseignements, car il est fort improbable qu'il soit jamais possible de résoudre le problème par l'analyse. Il faut donc se borner dans les recherches théoriques an cas de la loi de Hooke, eu se rappelant que leurs résultats ne sont qu'approximatifs pour des matériaux tels que les pierres, la fonte de fer, etc., quitte à déterminer après coup, par l'expérience ou en se servant des formules précédentes, Terreur commise dans chaque cas particulier.
DÉFORMATIONS ÉLÉMENTAIRES
Mi. Déformations élémentaires d'un parallélipipède infiniment petit* — Par déformations élémentaires nous entendrons les 6 quantités qui définissent complètement la déformation d'un parallélipipède soumis à un état élastique donné, savoir : 1® les 3 défortnations longitudinales ou directes, c'est-à-dire les variations de longueur, subies par les arêtes et rapportées à l'unité de longueur. Nous donnerons le signe -f- à ces quantités lorsqu'elles représentent des allongements, le signe — lorsqu'elles sont des raccourcissements ; 2** les 3 déformations tangentielles ou transvei'sales que Ton peut définir à l'aide des variations subies par les angles primitivement droits des faces des cubes. Nous mesurerons ces variations par la tangente trigonométrique de la différence entre
TT
l^angle du parallélogramme et l'angle primitif -, ou, cette dif-
férence étant infiniment petite, par la longueur d'arc de
rayon!, compris entre ses côtés. On appelle distorsion cette
déformation transversale. — Dans le cas d'un état élastique
linéaire^ les angles des faces ne sont pas déformés, les
arêtes seules varient.
^^„ En vertu de la loi de Hooke,
*""! que nous supposons applicable
■ — r*"^ dorénavant,, nous avons les rela-
— -^ tions suivantes, e^, 6y, tz désignant
^^ ^^ les déformations longitudinales.
Fig. 12. I
ff = R du texte. ^dx = (i^xdx=: -Rxdx (28)
en même temps, il se produit une contraction des aréles perpendiculaires à la direction de Rx,
ty = ez= = =—ZT (30)
Ceci suppose toutefois que la matière est isotrope, c'est-àdire que sa structure est la même dans toutes les directions, de sorte que E et m conservent la même valeur en un point donné pour tous les axes que l'on peut mener par ce point. Si, de plus, le corps est parfaitement honiogèney ces quantités sont indépendantes de la position du pointchoisi à l'intérieur du corps. Les deux constantes E et m suffisent alors pour déterminer complètement les relations existant entre les déformations et les actions moléculaires. Si le corps est anisotrope, c'est-à-dire si ses propriétés élastiques varient avec les directions passant par le point donné, mais satisfait cependant à la loi de Hooke, 21 constantes sont nécessaires pour définir complètement les relations entre les actions moléculaires et les déformations corrélatives. La discussion de ces
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équations générales indispensables pour le physicien, n*est pas d*un grand intérêt pour l'ingénieur, la plupart des matériaux en ujsage pouvant être considérés comme isotropes. Le bois fait cependant exception ; toutefois, les problèmes à résoudre dans les constructions en bois sont en général fort simples et ne nécessitent pas des recherches aussi approfondies. De plus, les propriétés élastiques du bois sont si fortement influencées par des circonstances accidentelles, nœuds dans le bois, (lirection des fibres, etc., qu'il est parfaitement inutile de youtoir tenir compte des variations des propriétés élastiques dans différentes directions.
Déterminons la variation de volume du parallélipipède. Le volume du parallélipipède déformé est égal à :
dx (1 + e«) dy (1 -f- ty) dz (1 + e^)
ou, en multipliant et en négligeant les produits des e entre eux devant ces quantités elles-mêmes :
dxdy dz{i +eaj+Êy + cz)
La somme tx^^ + ^z représente donc le rapport de l'augmentation de volume au volume primitif. Nous l'appellerons la dilatation cubique^ e^ du parallélipipède.
e«=€aj + 8y4-Cs (31)
Cette formule est générale. Si Tétat élastique est linéaire, on trouve (équation 30) :
e = £a = --^=rR« (32;
Cette dernière relation permet d'assigner une limite inférieure pour la quantité m. Il est, en effet, bien peu probable qu'un effort d'extension produise une diminution de volume et que, par suite, e devienne négatif; m doit donc être au moins égal à 2, un corps pour lequel m aurait cette valeur est dit incompressible^ puisqu^il ne subit aucune altération de
volume. En réalité, m est plus grand, il est généralement compris entre 3 et 4.
En superposant trois états élastiques linéaires dont les directions principales soient perpendiculaires entre elles, on obtient les déformations d'un parallélipipëde soumis à un état élastique triple, il vient :
ea,=:g(Rx--[Ry + Rz])
Il reste à examiner les distorsions produites par les composantes tangentielles des actions moléculaires. Considérons un parallélipipëde soumis au glissement simple, c'est-à-dire sur les faces latérales duquel n'agissent que des actions moléculaires tangepti elles S, fig. (13). En négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, on reconnaît que le volume du parallélipipëde ne subit pas de variations.
En vertu de la loi de Hooke, la distorsion y, sera proportionnelle à l'action moléculaire qui la produit, nous pouvons donc écrire :
Fig. 13.
T t=s s du texte.
Y=PS
P, et son inverse G sont deux nouvelles constantes, dépendant de la nature de la matière, p est le coefficient de souplesse transversale y G le coefficient d'élasticité transversale. On comprend maintenant le nom de glissement donné à la déformation que nous étudions, on voit que deux faces latérales opposées du parallélipipëde se déplacent parallèlement
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Tune àTautre, de sorte que, si l'on en suppose une fixe, Tanlre parait glisser par rapport à la première.
Y étant un nombre, on voit que G est de même dimension que S. Etant donné les unités choisies, 6 est, comme Ë, un
très grand nombre.
t». Relations entre G, E, a, p, et m* — Nous avons vu que les quantités E et m définissent complètement les propriétés élastiques d'un corps isotrope ; il existe donc nécessairement une relation entre G, E et m. Pour la déterminer, nous utiliserons la remarque faite à Tart. 14. Nous avions, dit qu^un parallélipipède travaillant au glissement simple peut être considéré comme se trouvant dans un état élastique double, dont les aclions principales sont inclinées de 45'' sur les faces latérales. Ces deux actions principales sont égales en valeur absolue aux actions tangentielles agissant sur les faces du solide ; Tune est positive, l'autre négative.
Considérons un cube dont les arêtes sont parallèles aux actions principales. La face du cube perpendiculaire à Taxe des z devient un rectangle (fig. 14). Soit Aa la déformation de l'arête a du cube. Dans les plans diagonaux agissent les
actions tangentielles S ; la distorsion Y de l'angle compris entre les diagonales peut s'exprimer sait a-^a en fonction de S (équation 34), soit en fonction des déformations des arêtes du cube. En égalant ces
„ ,. deux valeurs de y, nous oblien-
Fig. 14 * .
drons la relation cherchée. Faisant dans les formules (33) Rx = — Ry = S, R« = o, nous trouvons :
De la figure nous tirons :
a-|- Aa
- d'où, en développant et en posant
2 a+ la
et par suite
Aa 2(m+i) e ' a mE
d'autre part on a (équation 34) :
donc
G = r7^TTx E (35)
pour m=4 .... G = 0,4 E, pour m = 3 .... G = -E.
Il n est pas possible de déterminer G directement. On peut le calculer en se basant comme nous le verrons sur des essais à la torsion. Les valeurs trouvées ainsi ne satisfont souvent pas à Téquation (35), qui cependant est strictement exacte pour tout corps obéissant à la loi de Hooke. Les différences qui se produisent proviennent donc nécessairement de fautes d'observations ou surtout de l'emploi d'une formule inexacte pour le calcul des efforts de torsion.
98. Ellipsoïde des déformations. — Délimitons à Fintérieur du corps une sphère infiniment petite et supposons qu'au centre de la sphère règne un état élastique triple; soient x^ y, z les coordonnées d*un point de la sphère, les axes étant
dirigés parallèlement aux actions principales : ces quantités augmentent ou diminuent dans les rapports donnés par les formules (33). Si Ton exprime les valeurs primitives x, y,z en fonction des valeurs nouvelles et si l'on substitue dans Téquation de la sphère, on obtiendra évidemment Téqualion d'un ellipsoïde, dit des déformations élémentaires. Les déformations dans le sens des axes de Tellipsoïde sont les déformations élémentaires principales,
Déformatioii élémentaire dans une direction
quelconque. — Nous bornerons cette recherche au cas de Tétat élastique double. Nous prendrons les axes de coordonnnées parallèles aux directions principales. Prenons la direction donnée, <p, comme diagonale d'un rectangle infiniment petit.
Calculons rallongement A ds de la ^g^ 15 diagonale ds^ on a
ds = sjdy* + dx
le plus simple est de dériver partiellement ds par rapport à dy et dx il vient :
. , dxà,dx4-dy ^dy dx ^ ^ dy ^ .
t,ds^—-^^:^^~Ldx+j^Ldy Sdy^^dx'^ ^^ ^
soit e^ la déformation élémentaire dans la direction (p ; on a :
Arf« /dx\* /idx /dy\* à^dx " (fe "^ \ ds) dx \ds ) ds
= ex cos* ç 4- ey sin* <p, (36)
expression qui devient maximum ou minimum pour y = o
et y =- comme on pouvait s'y attendre.
Bf pourrait se déduire aussi directement, en considérant la %. (15),
TRAVAIL DES MATÉRIAUX DE CONSTRUCTION
•s. Inimité pratique da travail des matérlaax. -— Le
but des calculs de la résistance des matériaux est de déterminer le danger de rupture des constructions. Pour pouvoir interpréter dans ce sens les résultats obtenus, il faut connaître les relations qui existent entre le danger de rupture et les déformations ou les actions moléculaires. Si Tétat élastique du corps est simple, il n'y a pas de doute à avoir : on sait par expérience quel effort d'extension ou de compression la matière dont est formée le corps peut supporter sans que la limite d'élasticité soit dépassée ou que la rupture se produise. On peut convenir de ne jamais dépasser dansles constructions un certain travail élastique, égal à une certaine fraction de la limite de rupture. C'était ainsi que Ton pratiquait anciennement ; le rapport entre la limite pratique et la limite de rupture portait le nom de coefficient de sécurité^ il était égal
à-pour lefer, àj- pourle bois, etc.
Cette manière de faire est en général abandonnée actuellement car Ton a reconnu qu'il est possible d'amener la rupture d'une pièce avec des forces beaucoup plus faibles^ intermittentes et répétées un nombre de fois très grand. La notion de la limite de rupture, c'est-à-dire de la charge statique qui entraine la destruction du corps a de ce fait perdu de son importance en ce qui concerne la détermination du travail élastique pratique. Enfin le choix plus ou moins arbitraire du coefficient de sécurité rend les calculs incertains, un constructeur hardi pouvant se laisser entraînera prendre ca coefficient trop granj^ Il est donc nécessaire de partir d'un autie point de vue pour définir la limite pratique à assigner au travail élastique.
90. EiKpériencea de l^^'oehler. — Cesi Wœhler qui le premier a entrepris des expérieuces sur l'influence de charges intêrmitlentes. On a tenté d'en déduire des formules pour la limite pratique de travail élastique : nous ne les donnerons pas ici ; elles se basent sur un trop petit nombre d'essais pour qu'il soit possible de les admettre sans restriction, nous nous bornerons à donner les résultats trouvés par Bauschingerpour Ssortes différentes de fer. Auparavant, nous introduirons quelques dénominations dues à Weyrauch. Par résistance à la rupture nous entendrons le travail élastisque qui entraine à la rupture, la charge croissant lentement et progressivement ; par résistance aux efforts intermittents, le travail élastique maximum qui peut être supporté sans qu'une charge variant do zéro à un maximum constant et* toujours le même entraîne la rupture, quelqu'élevé que soit le nombre des intermittences. Enfin la résistance aux charges oscillantes est le travailélastiquemaximumqu'unecharge variant entre unmaximum et un minimum d'égale intensité et de signes contraires peut développer un nombre quelconque de fois sans que rupture s en suive. La résistance aux charges oscillantes «st un peu plus faible que celle aux charges intermittentes, la différence, d'après les essais les plussûrs de Bauschinger^ est cependant beaucoup moins grande que les quelques essais de Wœhler ne l'avaient faire croire. Voici les chiffres trouvés par Bauschinger :
Not
Fer (obtenu par puddlage)
Acier douxr
9 » jde diverses compositions..
Acier Thomas
Acier pour rails
Tôles d'acier pour chaudières
Tôle d*acier (sans désignation spéciale)
à la ruptare en kilos, par cm*.
aux charges
intermit-
tentes.
aux charges
oscillantes.
Oq voit par ces chiffres que la résistance aux charges oscillantes coïncide sensiblement avec la limite d'élasticité. Il faut en conclure que la limite d'élasticité est la quantité déterminante pour le choix de la limite pratique du travail élastique et non pas la résistance à la rupture. On pourrait en général prendre la moitié de la limite d'élasticité comme limite pratique du travail élastique.
97 . Oauses déterminantes de la rupture dans le eau d'un état élastique triple,opiulons diverses k eet éyard .
— Les renseignements précédents, absolument suffisants dans le cas d'un état élastique linéaire, ne suffisent plus pour indiquer le danger de rupture d'un corps soumis à un état élastique triple. Nous ne sommes même pas absolument fixés actuellement sur les causes déterminantes de la rupture; trois
opinions ont cours à cet égard, l'une il est vrai semble pré-' valoir actuellement (c'est aussi celle à laquelle Tauteur se rattache, se basant sur les résultais' de ses propres expériences). Son exactitude n'est cependant pas encore démontrée d'une façon absolue.
Selon Tune de ces manières de voir, le danger de rupture dépend uniquement delà grandeur de la plus grande des actions principales, tandis que, suivant les deux autres, ce danger dépend non des actions moléculaires mais des déformalions. D'après ridée émise déjà par Coulomb et reprise plus lard ^d^vTresca^ la grandeur de la distorsion maximum y, qui se produit est déterminante pour le danger de rupture ; selon Ponceletj de Saint' Venant et Grashof^ au contraire, ce danger dépend de la dilatation maximum £. C'est cette opinion là qui rencontre aujourd'hui le plus de partisans.
Si l'état élastique est simple, les trois points de vues reviennent au même, puisque l'action moléculaire principale, la dilalation ma.>:imum et la distorsion maximum sont proportionnelles.
Il n'en est plus ainsi lorsque l'état élastique est triple. Afin
de mettre en évidence les divergences qui existent dans ce cas entre les trois opinions, supposons que l'on plonge dans la mer, par exemple, un cnbe de grès dont la résistance à la compression est d'environ 500 kilogr.par cm* et dont les faces ont été vernies afin d'empêcher la pénétration de Teau : suivant ridée de Coulomb, aucune pression, si grande soit-élle^ ne causerait la destruction du cube, puisque, la pression étant égale sur toutes les faces, le cube reste semblable à lui-même. D'après Popinion qui ne tient compte que des actions moléculaires, le cube serait détruit dès que la profondeur atteindrait 5.000 m. environ; enfin, selon la manière de voir de Poncelet, le cube se désagrégerait, non pas à 5.000 m. de profondeur, mais à une profondeur plus grande : le raccourcissement des arêtes croit en effet plus lentement que Faction moléculaire, par suite de la dilatation transversale provenant des pressions sur les faces latérale. Enfin une destruction du prisme serait aussi impossible dans un cas, savoir si m était égal à 2 ou si m tendait vers cette valeur lorsque la pression augmente (on sait que m varie en effet pour les pierres avec la grandeur de Tefifort subi). Des expériences ont été faites par M. Voigt de Gôttingue, il n'est cependant pas possible d'en tirer déjà des conclusions. A priori il est impossible de dire d'avance ce qui se passerait en réalité dans une expérience de ce genre.
Travail élastique de eomparalaon. — Quoique nous envisagions la dilatation maximum comme quantité détermitante de la rupture, il n'est pas pratique d'introduire ces déformations dans le calcul des matériaux. Les calculs de résistance donnant toujours la grandeur du travail élastique, il serait fort incommode s'il fallait y introduire la condition que la dilatation maximum correspondante ne dépasse pas une fraction donnée de la dilatation qui provoque la rupture, cela surtout pour les matériaux ne satisfaisant pas à la loi de Hooke.
En effet pour exprimer les déformations en fonction du travail élastique, il faudrait connaître le coefficient d'élasticité
longitudinale ; or dans la pratique on ne connaît souvent celuici que très approximativement
Cest pourquoi il est préférable d'avoir recours à l'expédient suivant : On compare le cas donné à un état élastique linéaire dont la dilatation est égale à la plus grande des déformations élémentaires principales de Tétat élastique considéré ; nous appellerons l'intensité de l'action principale de Tétat de comparaison : le travail élastique de comparaison.
Soient Ri et Ru les actions moléculaires principales d^un état élastique double ; les déformations élémentaires maximum sont (formule 33), en supposant la loi de Hooke applicable :
Le travail élastiquede comparaison sera ici Tefîortqui produirait une dilatation égale à la plus grande des deux quantités ei et en ou (dans le cas où elles sont de signes contraires) égale à celle présentant le plus dp danger pour là matière. Donc, ^ désignant le travail élastique de comparaison, on aura :
iR. = Ri - - Rii ou a = R„ — i R, (37)
la plus grande de ces deux valeurs étant valable.
Soient de même Ri, Ru, Rm les actions moléculaires principales d*un état élastique triple, on aurait : -
d'où
D'après les remarques faites plus haut, il faut naturellement que £ soit la pins grande des déformations élémentaires principales«
L'une des applications les plus fréquentes de ces formules est la suivante ; Déterminer la limite pratique du travail élas-
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tique d'un corps travaillant au glissements impie. Soient R' la limite pratique du travail élastique à l'extension ou à la compression (si ces deux limites sontdifiérentes, R' désignela plus petite des deux) et S' la limite pratique de la résistance au glissement. Nous savons (art. 14) que les actions principales sont égales à S' et de signes contraires. Nous avons donc ici :
Ri = S Rii = — • s
et, si le travail élastique de comparaison Si doit être égal à R', nous obtenons d'après Téquation (37) :
Exprimons les quantités Ri et Ru de l'équation 37, en fonctions des actions moléculaires Rx, R^i S agissant selon deux axes perpendiculaijes quelconques, et cela dans le cas particulier où Ry= 0. Ce problème se rencontre fréquemment dans la pratique, par exemple lorsque une pièce prismatique travaille simultanément à la flexion et à la torsion, la flexion détermine des actions moléculaires Rx perpendiculaires aux sections transversales, la torsion des actions tangentielles S.
Supposons queRx otS aient été calculés séparément à Taide des méthodes indiquées plus loin, les formules (12) donnent,
Rn = ^ [Rx - AS' + Rx']
en subsliluant dans l'éqnalion (37), nous aurons
;a='ÎLzJR. ±^W4S'+Rx* (40)
D'après les remarques précédenles, il faut prendre le signe qui donne la plus grande valeur pour ^. Si m = 4, il vient
pour m =3 1/3
a = 0,35 Rx ± 0, 65 v/4S* + R«*
TRAVAIL SPÉCIFIQUE DE DÉFORMATION
99. BéUeri^i® potentielle interne d^an paralléiipipède inflnlment petit. — Considérons de nouveau un paralléiipipède dont les arêtes sont parallèles aux actions principales. Les actions moléculaires qui agissent sur ses faces sont, relativement à ce solide, des forces extérieures ; lorsqu'il se déforme, les points d'application de ces forces se déplacent, les actions moléculaires fournissent donc un certain travail qui s'emmagasine, comme nous Tavons déjà dit,sous forme (T énergie potentielle interne à l'intérieur du paralléiipipède. Nous emploierons de préférence pour désigner cette énergie le terme : travail de déformation^ lorsque nous le rapporterons à Tunilé de volume, nous parlerons de travail spécifique de déformation.
Nous avons déjà calculé ce travail (équation 17) dans le cas de l'état élastique simple. Si de plus le corps obéit à la loi de Hooke la force P de l'équation (17) est proportionnelle à x^ de sorte que si P' désigne la force qui produit l'allongement maximum A/ nous pouvons écrire
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et (17) devient
pour obtenir le travail spécifique, il suffit de remplacer P' par R et A/ par e, il vient
A,= l Re =iEc« = 5^ (42)
Si deux des actions principales, Ro; et Ry sont différentes de o, nous obtiendrons A de la façon suivante : les déplacements de leurs points d'application ne sont pas autre chose que les déformations élémentaires principales, nous avons ici
il n^est pas nécessaire de considérer tz, puisque Rz est nul. Sur les rectangles dydz agissent deux forces opposées égales à Rxdydz (il n'y a pas lieu ici de tenir comple de la variation des actions moléculaires d'une face à l'autre, le travail de ces variations étant négligeable devant celui des actions moléculaires elles-m6mes),et le point d'application de chacune d'elles
se déplace, selon leur propre direction, de -^^— • Le travail
fourni est donc égal au pbemin multiplié par la valeur moyenne des forces, laquelle est égale comme plus haut à la moitié de la valeur finale. (Nous devons introduire la valeur moyenne puisque nous supposons implicitement que les forces extérieures, et par suite les actions moléculaires, augmentent lentement et progressivement). Nous avons donc pour le travail de ces
deux forces :
2 (gRr dydz. ^^)
On trouverait un terme analogue pour le travail fourni par Ry ; nous avons doue, en divisant par dxdydz^
^ = . (!!1±JV _ i „. „, ) (")
Si les trois actions principales sont différentes de zéro, on obtiendra par un raisonnement analogue :
Glissement simple. — Il est avantageux, ici aussi, de considérer ce casa part. Supposons donc gu^iLjilagisse à la sur-* face du solide que des actions tangeutielles S (fig. 13). Dans la déformation indiquée sur la figure, il y a lieu de ne considérer que le travail de l'action moléculaire relative à la face supérieure, puisque la face inférieure reste fixe et que les déplacements des points d'application des actions relatives aux faces latérales sont perpendiculaires aux directions de ces forces. Il n^y a pas lieu non plus de considérer les mouvements du prisme produits par d^autres causes, puisque le système des quatre forces S est en équilibre.
La valeur moyenne de la force agissant sur la face supérieure est, pour la même raison que plus haut :
-• Sdxdz
le chemin parcouru mesuré sur la direction de la force :
yrfy
le travail de déformation est donc :
; Sy dxdydz
d'où, en tenant compte de (34) :
jt = isr = iGY' = | (43)
L'expression (43) doit être identique à (43), si Ton fait dans celle-ci Rx = S et Ry = — S, donc
~is.sW£
d'où
soit la relation trouvée précédemment par une autre méthode. Pour être strict, il resterait à démontrer que le travail de déformation d'un élément infiniment petit de forme quelconque esè proportionnel au volume de cet élément, mais indé^ pendant de sa forme. A cet eiïet, on décomposera cet élément en élément, d'ordre supérieur dont les arêtes soient dirigées selon les actions principales. Si Ton fait la somme de tous les travaux fournis par les actions moléculaires agissant à la surface de ces éléments, on reconnaît qu'en vertu du principe d'action et de réaction, les travaux des forces relatives aux surfaces de séparation de ces éléments sont nuls. La somme se réduit à celle des travaux des actions moléculaires relatives à la surface de l'élément considéré. D'où le théorème.
EXERCICES SUR LE CHAPITRE II
Exercice 4, — Une éprouvcUe d'acier doux est soumise à un effort d'extension de iOOO hg. par cm^. Quelle est la distorsion tnaxi7nufny exprimée en secondes? Prendre E = S.200M00 kilogrammes par cm^. et m = S i /3.
Solution. Dos équations 15 résulte que l'action (angenticlle maximum pour un état élastique linéaire est égale à la moitié de l'action moléculaire principale ; elle est donc égale ici à 500 kg. par cm'. On trouve de plus (équation 35) :
G = 2.200.000 = 846.000 kg. par cm*
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d'où résulte, d'après la formule (3i) :
'^ 846000 el comme
1" = 4, 85.10"^ unités (en fonction de Tare de rayons 1)
La formule (34) n'a été, il est vrai, établie que dans le cas du glissement simple ; elle est cependant applicable ici en vertu du principe de superposition, puisque les actions moléculaires normales qui agissent ici ne produisent pas de déformations angulaires.
La quantité y est la variation qu'éprouve l'angle droit compris entre deux lignes inclinées de 45^ sur l'axe de la pièce» L'auteur a essayé de la déterminer directement au moyen d'un appareil à miroir spécial, sans arriver à un résultat satifaisant, vu la difficulté de fixer les miroirs sur Téprouvette d'une manièreassez rigide pour que chacun d'eux reste parallèle à l'un des côtés de l'angle ; s'il était jamais possible de construire un tel appareil, un simple essai à l'extension donnerait immédiatement Ë et G et par suite m. Cette détermination directe de G présenterait de sérieux avantages sur celle basée sur les essais à la torsion.
Exercice 5. — Un cube de granit de 6 cm, de côté est soumis à une compression de 24 tonnes. Quelles sont faction molécti" laire tangentielle maximum et la distorsion maximum y ?
E = 300.000 kg. par cm». m = 4.
Solution. — On trouve de la même manière que dans Fexercice précédent
S = 333 kg. par cm*. G= 120.000 kg. par cm'. V = -~ d'unité (en fonction de l'arc de rayon i = 0° 9' 30"
ooO
m//mm////mmM
MM
'9w////^/ji //7/',.//aù/M^.''-'.l^l
Fig. i6
Remarque. La question se rattache à une opinion fort répandue autrefois sur la façon dont la rupture de cubes de
pierre semblables se produit. En général , la désagrégation du solide a lieu de telle façon quli] se forroe-ileux pyramides opposées par les sommets (fig. 46).
Les faces de la pyramide semblent coïncider sensiblement avec les sections du solide dans lesquelles S est maximum.
On en concluait que, dans les essais à la compression, c'était la résistance au glissement qui était d'abord surinontée. Il est toutefois très probable que cette manière de voir est fausse et que Pexplication suivante est la vraie : La compression du cube entraîne une dilatation transversale (celle-ci peut atteindre 60. 10-^ cm. pour le granit, 40. iO-^cm. pour la molasse sans qu'il se produise de désagrégation) qui, lorsqu'elle dépasse une certaine limite, entraine à son tour la désagrégation des faces latérales. Quant à la forme pyramidale elle s'explique facilement par le fait que les faces en contact avec les plaques de la machine d'essai ne peuvent se dilater librement par suite du frottement L'influence de ces plaques se fait sentir de moins en moins lorsqu'on s'en éloigne, il faut donc s'attendre à ce que la rupture commence au milieu, là où cette action est la plus faible. Dès lors la forme pyramidale s'explique d'elle-même.
L'expérience montre de plus, et c'est là une preuve en faveur de ce qui précède, que la résistance à la compression d'un prisme de pierre dépend du rapport de la hauteur aux dimensions de la base. Cette résistance est d'autant plus faible que ce rapport est plus grand, ce qui s'explique sans difficulté si l'on admet ce que nous venons de dire. Les éprouvettes employées généralement dans les essais sont de forme cubique, aussi est-
il bon de tenir compte des remarques précédentes lors de la discussion des résultats obtenus.
Exercice 6- — Une matière plastique (E très petit) est contenue dans une enveloppe cylindrique résistante et comprimée dans le sens de Paxe du cylindre avec une force de 200 kg. par crf?. Quelle est la pression exercée sur les parois de f enveloppe? (Etudier les denx cas m'=4 et m=2).
Solution, On a ici
a = 200 R„ = Ri„ = X
X doit être tel que e„ et e,„ soient nuls (nous admettons que Tenveloppe ne subit pas de déformation). Donc
— - (x + 20oW o
pour
m = 4 x = 66 - kg. par cm*.
Si m = 2, la matière est incompressible, la pression sur les parois de Tenveloppe est la même que si elle contenait un liquide.
Exercice 7. — Déterminer le travail élastique de comparaison dans le cas de l'exercice 3^ en prenant m = 4,
Nous avons, pour m = i
or, ici
Ra. = 300 kg. par cm*. S = 400,
donc
^ z=zz 646 kg. par cm*.
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Exercice 8. — Un tube cylindrique fermé est soumis à une p7*ession intérieure telle qu^en un poiîit de la paroi V action moléculaire normale dirigée dans le sens de la tangente au contour est de 800 kg. par cm^^ tandis que celle dirigée dans le sens longitudinal est de WO kg. Quel est le travail élasti-
que de comparaison si ?n = 3 ?
Solution. Oq trouve immédiatement (formule 37) : R = 800 — — 400 =680 kg. par cm'.
Exercice 9. — Une tige de longueur /, allant s' amincissant d'une façon continue^ est soumise à un effort d'extension P. Quel est le travail de dé formation ?
Solution. (1) Soient Fj et F, les aires des deux bases ; Taire d'une section normale quelconque, distante de x de la base F, est donnée par la formule
F=[v'F-;+f(v7.-VF-)]'
le travail de déformation du volume élémentaire Vdx est (formule 42) :
le travail total sera
J I - ( i/ïT i/?
on a généralement
dx
(ax + 6)* a {ax + h)
donc :
(d) Une erreur de calcul qui s'était glissée dans l'édition allemande a été corrigée par l'auteur. (N. du T).
Si Fj et F, différent peu l'une de Taulre, on peut remplacer sans commettre d'erreur appréciable, la moyenne géométrique par la moyenne arithmétique et l'on a :
E (F, + F,) C'est le travail de déformation d'une tige de section constante égale à ^^^^'*
Exercice iO, — Une [barre de fer fixée aux deux extrémités est soumise, à fêtât initial, à un effort d'extension de 600 kg. par cm*. On abaisse sa température de 50^» De combien augmente le travail spécifique de déformation, E = 2.10' kg,
par cm*, le coefficient de dilatation du fer étant égal à
pour /• centigrade ?
Solution, Si la tige était libre, le refroidissement produirait un raccourcissement
Il faut qu'il se développe dans la pièce un eff'ort produisant un allongement égal. Cet effort est (équation 18) :
R = Ee = 2.10'^=1.230kg. par cm*
Le travail élastique passe donc, par suite du refroidissement, de 600 à 1.850 kg. par cm*. Cette valeur est déjà supérieure à ta limite d'élasticité de bien des qualités de fer. Supposons que ce ne soit pas le cas ici, car sans cela il ne serait pas possible de calculer exactement le travail de déformation.
Dans l'état initial le travail spécifique de déformation est (équation 41) :
__ R. 600. K, _ omK_^
2E 4.10* cm^ cm^
(remarquons en passant que Jt est bien un travail, cm. Kg. divisé par un volume, cni* comme le prouve l'indication des dimensions). Après le refroidissement ce travail est :
cm
l'énergie potentielle interne s'est donc accrue de 0,766 ^•
La source de cette énergie est ici, non pas le travail de forces extérieures, mais la chaleur. On reconnaît que la chaleur spécifique de la pièce doit varier un peu selon que le corps est au repos ou soumis à des efforts élastiques, et qu'il cxisie, par suite, une relation bien définie entre Tétat élastique et Félat calorifique d'un corps.
Ces questions sont du reste du domaine de la théorie mécanique de la chaleur. Elles n'ont pas d'importance au point de vue de la résistance des matériaux. Ajoutons seulement que la température d'un prisme travaillant à la traction, sans qu'il reçoive de chaleur de Textérieur, s'abaisse légèrement. Ce phénomène passe^ du reste, complètement inaperçu dans les essais par suite de sa faible intensité. Ce qui précède n'est valable que tant que la limite d'élasticité n'est pas dépassée ; à partir de là, le travail des forces extérieures n'est plus emmagasiné sous forme d'énergie potentielle, mais se transforme partiellement en chaleur, de sorte qu'au moment de la rupture l'augmentation de température est très notable.
g i. Notion de la flexion (Tun prisme; hypothèse de Navier et de Bemouilli. — 30. Définition des pièces prismatiques. — 31. Composition des forces extérieures. — Flexion, torsion, glissement, résistance composée. — 3:2. Moment fléchissant et moment de torsion, effort normal et effort tranchant. — 33. Flexion simple, hypothèse de Bernouilli. — 34. Nature des actions moléculaires dans le cas de la flexion simple.
§ 2. Conséquences de la répartition linéaire des actions moléculaires normales. — 35. Position de Taxe neutre dans une section transversale.
— 36. Condition de lavalabilité des formules (49 et 51).
I 3. Moments d inertie. — 37. Relations entre les moments d'inertie relatifs à divers axes. — 38. Axes principaux et moments principaux d'inertie.
— 39. Ellipse centrale d'inertie. — 40. Moment d'inertie polaire. — . 41. Evaluation des moments d'inertie à l'aide du planimètre.
§4. Cas généj^al de flexion simple. — 42. Calcul des intensités des actions moléculaires. — 43. Application, calcul des dimensions d'une panne de toiture.
§ 5. Flexion d'un prisme droit sollicité par une force parallèle à Vaxe longitudinal. — 44. Calcul des actions moléculaires développées dans uae section transversale quelconque, région centrale d'une surface. — 45. Applications. — 46. Détermination des actions moléculaires développées dans une section transversale d'un prisme travaillant à )a flexion simple à l'aide de la région centrale de la section .
§ 6. Détermination des actions moléculaires tangentielles agissant dans un prisme tratyaillant à la flexion. — 47. Répartition des actions moléculaires tangentielles dans une section transversale rectangulaire. — 48. Relation entre le moment fléchissant M et l'effort tranchant Y, relatifs aune même section. — 49. Répartition des actions moléculaires tangentiellas pour d'autres formes de section transversale. — 50. Courbes enveloppes des directions des actions moléculaires principales, influence des actions moléculaires tangentielles sur le danger de rupture d'un prisme travaillant à la flexion.
8 7. Ligne élastique d'un prisme travaillant à la flexion. — 51. Equa-
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tioD différentielle de la ligne élastique. — 5â. Cas. particuliers — 53.
Influence des actions moléculaires tangentielles sur la forme de la ligne
élastique.
§ 8. Poutres continues et prisme encastré aux deux extrémités. . —
54. Poutres continues. — 55. Prisme encastré aux deux extrémités. Exercices, no» 11 à 22.
NOTION DE LA. FLEXION D'UN PRISME HYPOTHÈSES DE NAVIER ET DE BERNOUILLI
SO. Définition des pièee« prismatiques. — On appelle prisme ou pièce prismatique y en résistance des matériaux, le corps engendré par un profil fermé plan se déplaçant perpendiculairement à la courbe que son<;entre de gravité est assujetti à décrire. Le profil est appelé section transversale du prisme, la courbe décrite par le centre de gravité des différentes sections est Vaxe longitudinal du prisme. Celui-ci ne doit présenter aucun point singulier et posséder une courbure assez faible pour que le rayon de courbure en un point quelconque soit toujours très grand comparativement aux dimensions de la section transversale. Nous désignerons par prisme élémentaire la portion du corps comprise entre deux sections infiniment voisine, ei fibre élémentaire, le prisme infiniment petit engendré par un élément de surface du profil générateur lorsqu'il passe d'une position à la position infiniment voisine. Un prisme élémentaire est donc formé d'une infinité de fibres élémentaires. De même, le prisme entier peut être envisagé comme formé d'une infinité de fibres. Celle qui suit Taxe longitudinal est Ih fibre moyenne.
Le profil générateur d'un prisme n'est pas nécessairement constant : il peut varier ; toutefois, cette variation doit être lente et continue, au sens mathématique de ce terme, de
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façon que deux seclions transversales infiniment voisines diffèrent infiniment peu Tune de l'autre.
Comme le titre du chapitre l'indique, nous ne nous occuperons d*abord que des prismes dont Taxe longitudinal est rec* tiligne.
31. CJompositioii des forées e^iLiérieures. torsion, i^lissenient, résistauee eomposée- — Considérons une pièce prismatique sollicitée par des forces extérieures consliluant un système en équilibre statique. Coupons ce prisme selon une section transversale. Les actions moléculaires développées dans celte seclion doivent être telles qu'elles fassent équilibre aux forces extérieures agissant sur Tune ou Taulre des deux parties du prisme.
Pour déterminer ces actions, le premier pas à faire est de réduire les forces extérieures, appliquées à la position considérée du prisnic, aune résultante et à un couple résultant ; la répartition des forces extérieures en elle-même ne jôùe aucun rôle, aussi suffirait-il, au besoin^ de ne connaître qu'un système de forces équivalent. Cette réduction exige le choix d'un point arbitraire par lequel passe la résultante; nous prendrons ici pour ce point le centre de gravité de la section transversale suivant laquelle le prisme a été coupé. Les actions transversales développées dans la section devront fournir, pour qu'il y ait équilibre, une résultante et un couple résultant égaux et de signes contraires à la résultante et au couple résultant des forces extérieures.
Les conditions dans lesquelles travaille le prisme dépendent du résultat de la composition des forces extérieures. Il ppurra se présenter les cas suivants :
1° Le couple résultant est nul, la résultante passant par le centre de gravité de la section est dirigée selon Taxe du prisme ; dans ce cas la pièce travaille à Vextension ou à la càmpi*ession simple, suivant le sens de la résultante.
2* Le couple résultant est nul, et la résultante agit perpen-
diculairement à Taxe longitudinal. On dit alors que le prisme travaille au glissement simple. Ce cas ne saurait se produire que pour certaines sections seulement; en effet, si Ton passe d'une de ces sections transversales à la section voisine, il se produit un couple,provëhàntdu déplacement du point d'application de la résultante au cenlre de gravité de la nouvelle section. 3** Inversement, les forces extérieures se réduisent à un couple ; il faut distinguer ici plusieurs cas :
a) Nous dirons que le prisme travaille k\d^ flexion simple y si le plan du couple passe par Taxe longitudinal ou lui est parallèle;
b) Le prisme travaille à lat07*sion lorsque le plan du couple est perpendiculaire à Taxe longitudinal ;
c) Enfin, si le plan du couple esl quelconque, on décomposera le couple en deux couples composants, Tunsilué dans un plan passant par Taxe du prisme, l'autre silué dans un plan perpendiculaire ; le prisme subit une flexion et une toimon simultanées. Conformément à la loi de superposition applicable à la plupart des matériaux (matériaux pierreux et fonte de fer exceptés), il suffira, pour obtenir les actions moléculaires totales développées par Faction de ces deux couples, de déterminer séparément les actions produites par chacun d'eux et de les composer.
Nous avons vu précédemment comment s'opérait cette composition; il suffit donc de rechercher les actions moléculaires développées dans chacun dos cas simples énumérés ci-dessus. Pour les corps auxquels la loi de superposition n'est pas applicable, les problèmes analogues ne sont pas susceptibles d'une solution exacte. Il faut se contenter d'une solution approchée, en appliquant malgré tout cette loi et en tenant compte dans les calculs subséquents de Tincertitude du résultat provenant de ce fait.
4** Enfin lorsquele système des forces extérieures admet un couple résultant et une résultante, on a le cas de la résistance composée. En s'en tenant strictement à cette définition, le cas où le système des forces extérieures se réduit à une résultante
perpendiculaire à Taxe du prisme et à un couple passant par cet axe serait un cas spécial de résistance composée. Il se présente toutefois si souvent dans les applications, qu'il convient de le traiter à part comme cas général de la flexion. On ne parlera donc de résistance composée que lorsque le prisme travaillera simultanément à la flexion, à la compression ou à Textension et à la torsion, c'est-à-dire lorsque la résultante des forces extérieures n'est pas perpendiculaire à Faxe du prisme et que le plan du couple ne passe pas par cet axe.
St. Momeiit fléehissant et moment de torsion ; Eiffort normal et effort tranchant. — Afin de pouvoir écrire les conditions d'équilibre entre les forces extérieures et les actions moléculaires nous devons considérer, non seulement le plan du couple résultat, mais son moment et son sens. On appelle moment fléchissant^ M, le moment d'un couple tendant à produire une flexion, moment de torsion^ T, le moment d'un couple qui occasionne une torsion. Les deux composantes de la résultante des forces extérieures portent ég'alement des noms spéciaux. On désigne par effort nojinal^ N, la composante dirigée suivant Taxe, longitudinal du prisme, et par effort tranchant^ V, la composante perpendiculaire à cet axe.
Dans le cas général de la flexion, tel qu'il a été défini plus haut, on aura donc à déterminer, pour chaque section transversale considérée, le moment fléchissant et l'effort tranchant. Il est évident qu'il est indifl^érent de calculer ces quantités pour Tune ou pour l'autre des parties du prisme séparées par la section considérée. En efl^et, si nous passons de l'une à Tautre de ces parties, le moment fléchissant et l'eff'ort tranchant changent de signe, puisque, par hypothèse, les forces extérieures appliquées au prisme forment un système en équilibre, mais en même temps les actions moléculaires dans la section transversale changent aussi de signe. Rien n*est donc modifié.
Il est d'usage, dans les traités de résistance des matériaux, de considérer la partie du prisme située à gauche de la sec-
tion transversale envisagée, le prisme élant supposé horizontal.
Les forces agissant sur un prisme sont, dans la généralité des problèmes de flexion, situés dans un même plan (le plus souvent dans le plan vertical) ; de plus TefTort tranchant est toujours situé dans le plan du couple fléchissant. Nous nous bornerons dans la suite à étudier ce cas particulier ; du reste, si exceptionnellement ces suppositions n'étaient pas remplies, on pourrait encore résoudre facilement le problème en se basant sur les développements qui suivent.
Convenons enfin d'affecter le momenlfléchissant, M, du signe + lorsque, le prisme étant supposé horizontal, le couple des forces extérieures appliquées à la partie du prisme située à gauche de la section considérée tend à faire tourner cette partie dans le sens des aiguilles d^une montre.
Nous prendrons Tofforl tranchant, V, avec le signe +, lorsque, pour cette même partie du prisme, il sera dirigé de bas en haut.
Ce sont là les conventions que Ton fait généralement en mécanique technique.
Flexion •Impie. Hypothèse de Bernouilll
M et V étant supposés connus, il s'agit de déterminer les actions moléculaires développées en chaque point de la section transversale considérée. Résolvons d'abord le problème dans le cas particulier de la flexion simple, c'est-à-dire supposons V=o.
Il sera facile ensuite de passer au cas général de la flexion : il n'y aura qu'à combiner les actions moléculaires trouvées avec celles qui se développent sous Faction V. Le cas de la flexion simple se rencontre dans la pratique. La partie d'un essieu de wagon comprise entre les roues, la portion du prisme (fig. 47) comprise entre les deux forces intérieures travaille à la flexion simple. En effet, pour une section mm quelconque, les forces extérieures agissant sur la partie située à gauche
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de la section se réduiseat à un couple unique de moment P/; et de sens positif, conformément à la convention faite plus haut sur les signes.
La détermination des actions moléculaires développées dans une section transversale n'est pas possible, si Ton ne dispose que des équations universelles d'équilibre. Du reste, si nous n'avions pas à tenir compte des déformations élastiques du prisme, corrélatives des forces extérieures agissant
„ sur lui, nous pourrions admel-
^ • tre une répartition quelconque
^ des actions moléculaires dans la :j section, pourvu que ces actions se réduisissent à un couple de \^ • moment égal à M et de signe
Fig. 17. contraire.
La seule chose que nous puissions afKrmer, au sujet de la déformation élastique qu'éprouve le prisme sous l'inQuence des forces indiquées dans la figure 17, est que les points d'application des forces extérieures se déplaceront les uns par rapport aux autres, dans le sens de ces forces. Supposons ces points d'application situés sur l'axe • longitudinal du prisme ; dans la déformation, cet axe se transforme nécessairement, par suite de la cohésion de la matière, en une courbe à faible courbure, tournant sa convexité vers le haut.
Cette courbe porte le nom de ligne élastique du prisme. Cette remarque sur la nature de la déformation est cependant trop peu précise pour qu'il soit possible d'en rien conclure sur Il répartition des actions moléculaires. On est obligé, pour faire cesser l'indétermination existant à cet égard, d'avoir recours à l'hypothèse. On admet que les sections transversales demeurent planes durant la déformation. Cette hypothèse, introduite d'abord absolument arbitrairement par Bernouilli, sert, depuis les travaux de Navier, de point de départ à la théorie de la flexion des prismes.
L'introduction d'une pareille hypothèse, sans aulre dénnonslration, paraît au premier ahord étonnante. Et cet élonnement est parfaitement juslitié si le postulatum est présenté, ainsi que c*est souvent le cas, comme un véritable axiome ; il est plus admissible, par contre, si Ton présente cette hypothèse comipe une loi naturelle, une proposition qui trouve sa seule jqstification dans le fait que les conséquences que Ton en tire concordent avec les résultats de l'expérience.
L'hypothèse de Bernouilli se trouve confirmée, tout au moins dans le cas de la flexion simple, pour les corps obéissant à la loi de Hooke. Pour les matériaux auxquels cette loi n'est pas applicable, l'expérience seule peut montrer si l'hypothèse de Bernouilli est encore vraie. L'auteur a soumis à des expériences de ce genre des échantillons de pierres de construction. Un prisme de pierre de section rectangulaire de 20 X 30 cm. de côté était placé de champ sur deux appuis distants de 1 m.50. Le long du contour de différentes sections transversales, on cimentait sur les faces du prisme de petites tiges de fer portant chacune un petit miroir. Lorsqu'on chargeait le prisme, les miroirs se mouvaient avec les parties du prisme auxquelles ils étaient fixés et l'on pouvait facilement constater les déviations, au moyen d'une échelle divisée et d'une lunette, selon la méthode si souvent employée en physique. L'auteur a constaté que les miroirs placés le long du contour d'une même section transversale exécutent sensiblement la même rotation, or ceci n'est possible que si les côtés de la section transversale sont restés rectilignes; en effet, s'ils se courbaient d'une façon appréciable, les éléments de cette courbe formeraient des angles divers avec la direction primitive du côté ; les miroirs devraient donc tourner d'angles différents. De plus, si les côtés d'une section transversale restent rectilignes, il y a de fortes raisons de supposer que la section elle-même demeure plane. Nous pouvons donc admettre cette expérience comme preuve que, même pour des matériaux auxquels la loi de Hooke n'est pas applicable, l'hypothèse de Bernouilli est suf-
fisacnment exacte. Par « suffisamment exact » nous entendons un degré d*approximalion assez satisfaisant pour qu^ilne puisse résulter d'erreurs grossières de l'application de Thypothèse de Bernouilli.
84. IVaCure ûen aeCionn moléculaires dans le eau de la fleiiLion «impie. — Dans le cas de la flexion simple (Effort trartchant V = o) il n'y aucune raison d'admettre l'existence d'actions moléculaires tangentielles dans une seclion transversale..
En effet, si elles existaient, elles seraient nécessairement en équilibre entre elles, mais par hypothèse la section transversale demeure plane ; il faut donc que ces actions tangentielles soient nulles, car elles entraîneraient des distorsions y de grandeurs et de signes différents, qui altéreraient les angles droits formés par les éléments plans de la section avec la directioi^ de Taxe longitudinal du prisme : la section transversale ne pourrait pas rester plane.
Ainsi donc, si V = o, les actions moléculaires tangentielles §ont également nulles. Il en résulte immédiatement que la section transversale est, dans le prisme déformé, perpendiculaire à la ligne élastique.
Considérons maintenant un prisme élémentaire, c'est-àdire, l'élément de prisme limilé par deux sections transversales infiniment voisines. Dans le prisme déformé, ces deux sections se coupent suivant une droite qui passe par le centre de courbure de- la ligne élastique. Les Gbres élémentaires avaient, à l'origine, toutes la même longueur; dans la déformation, celles d'entre elles qui sont situées du côté de la convexité de la ligne élastique subissent un allongement, celles sjtuées du côté de la concavité deviennent plus courtes; en général les longueurs nouvelles de ces fibres sont entre elles comme les distances des fibres au centre de courbure de la ligne élastique. D'après la loi de l'élasticité les déformations sont corrélatives des actions moléculaires développées. 11 fau-
dra donc qu'ici il y ait des actions moléculaires normales de signes différents, ce que nous savions déjà, puisque ces actions normales doivent se réduire à un couple. Nous venons de voir que certaines fibres subissent un allongement, d*autres un raccourcissement, nous savons de plus qu'une déformation est toujours continue ; il doit donc y avoir une couche de fibres qui n'ont subi aucune déformation. L'intersection de cette couche de fibres et d'une section transversale s'appelle Vaxe neutre de la section. Les variations de longueur des fibres sont proportionnelles à leur distance de l'axe neutre ; par suite, si la loi de Hooke est applicable, rintensité R des actions inoléculaires nowiales agissant en des points donnés de la section est proportionnelle à la distance de ces points à Paxe neutre.
C'est Navier qui, le premier, a déduit ce résultat de l'hypothèse de Bernouilli.
CONSÉQUENCES DE LA RÉPARTITION LINÉAIRE DES ACTIONS MOLÉCULAIRES NORMALES.
S5. Ponition de l'aiLe neutre dans une «eetion transveraale. — Prenons, dans le plan de la section transversale considérée, un système d'axes rectangulaires oyz, tel que l'axe des 2, coïncide avec l'axe neutre, R est alors indépendant de z, et, puisque R= o pour y=o, le terme constant que contient généralement une fonction linéaire, disparaît. En désignant par Ro l'intensité de l'action moléculaire normale en un point distant de yo de Taxe neutre, nous avons pour un point quel-
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conque, en vertu de larépavHlion linéaire des acltons moléculaires, la relation :
Ro
y yo
Ro
-y yo
Dans le cas de la flexion simple, les actions normales forment un couple, la somme des travaux d'extension doit donc èlrc égale à la somme des travaux de compression. L'équation (46) donne du resle R avec son signe, si Ton convient d'aflfecter y d'un signe difi'érent, selon qu'il est mesuré d'un côté oii de l'autre de l'axe neutre. Nous pouvons donc écrire simplement que la somme algébrique des actions moléculaires normales, étendue à toute la section transversale, est nulle.
Donc :
JRcIF == o en mettant pour R sa valeur (46), nous obtenons :
J yo ^ yo J ^
yo *- yo
d'où
SydY = o (47)
L'intégrale du membre de droite réprésente le mom^n/ 5/atique de la surface relatif à Taxe des z, l'équation (47) exprime donc la condition : Vaxe neutre de la section transversale doit passer par le centre de gravité de cette section.
Pour qu'il y ait équilibre entre les forces extérieures et les actions moléculaires, il faut, non seulement que les moments des couples formés par ces forces soient égaux et de signes contraires, mais encore que les plans de ces deux couples coïncident.
Cette dernière condition est remplie d*elle-mêmo dans la
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plupart des cas pratiques, où, en général, la section transversale possède un axe de symétrie et où les forces extérieures sont situées dans le plan de symétrie; car alors Taxe neutre de la section est perpendiculaire à ce plan de symétrie.
Traitons d'abord le cas où Vaxe neutre est perpendiculaire au plan du couple fléchissant y la section transversale étant d'ailleurs quelconque. Ecrivons les conditions d'équilibre : Téquation des moments relatifs à Taxe neutre (axe des z) donne :
R.rfF.y = M ou en remplaçant R par sa valeur (46)
5^/yW=M (48)
L'intégrale /y*rfF, qui s'étend à toute la surface de la section transversale, ne dépend que de la forme de celle-ci. La section étant connue, on pourra toujours former cette expression soit en effectuant directement l'intégrale indiquée, soit au moyen d'une quadrature. Elle porte le nom de moment d'inertie de la section relatif à Taxe des z. Désignons la par I, Téquation (47) s'écrira :
Ro = ^ yo (49)
Le problème : déterminer l'intensité Ro de Faction moléculaire agissant en un point distant de yo de Taxe neutre d'une section transversale donnée, est donc résolu. En tenant compte de la formule (46), on voit que Ton peut supprimer l'indice o dans l'équation (48). En général on désire surtout connaîtrel'intensité maximum R des actions moléculaires développées dans la section. Il suffit, pour obtenir ce maximum, de prendre pouryo laplus grande valcurqu'admette y. Soitym cette valeur, on peut réunir, en une seule les deux quantités qui ne dépendent que des dimensions de la section transversale en posant :
La formule (48) s'écrit alors :
Nous donnerons à W le nom de moment de résistance de la section (').
R désigne donc^ dans l'expression ci-dessus, le maximum de rinlensité des actions moléculaires normales, maximum qui a lieu dans les fibres les plus éloignées de Taxe neutre.
Vérifions Téquation (48) au point de vue des dimensions, si nous exprimons les longueurs en centimètres et les forces en kilogr. il vient :
cm. kg kg : — cm = ■
cm* cm*
ko
or -^' est bien la dimension de l'intensité d'une action molécm%
culaire : un quotient d'une force par une surface.
3«. Condition de valabillté des rorniuleii(40)et(6l).
— Les formules précédentes ne sont applicables que lorsque faxeneutre est perpendiculaire au plan du couple de flexion, que nous appellerons simplement, pour abréger, plan de flexion. Ecrivons Téquatiou exprimant la condition que le plan du couple des actions moléculaires coïncide avec le plan de flexion, pour cela, formons la somme des moments de toutes les forces par rapport à Taxe oy, lequel est, par hypothèse, contenu dans le plan de flexion : cette somme doit être nulle* Le moment des forces extérieures relatif à cet axe est nul. 11 reste donc :
VizdF = o
i. Divers auteurs, entre antres M. Résal, introduisent dans leurs calculs l'inverse de W, sous le nom de module de résistance» Les formules s'écrivent alors un peu plus simplement ; par contre, cette notation est désavantageuse pour les calculs pratiques. Les aides-mémoires et les catalogues des forges donnent en effet les valeurs de I et de W pour les profits courants, et
non celles des modules de résistance.
N. du T.
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OU, en Icnaat compte de la formule (46)
fzydF = 0 (52)
L'intégrale, du membre de gauche, qui s'élend à toute la section transversale, ne dépend que des dimensions de celle-ci et de la direction du système d'axes zoy. Elle porte le nom de proditit (Tinerlie ou de moment d'inertie composée ; nous la désignerons par la lettre $, affectée de deux indices indiquant les axes relativement auxquels cette expression est formée. L^équation (52) s'écrit :
Hz = o (83)
La condition cherchée peut donc se formuler ainsi :
Les formules (48) et (50) ne sont applicables que si le plan de flexion coupe la surface selon tme droite perpendiculaire à l'axe neutre et telle que le moment d* inertie composée de la section^ relatif à cette droite et à Faxe neutre, soit nul.
Un moment d'inertie ne peut être nul : les éléments de l'intégrale/y VF étant tous essentiellement positifs. Le moment d'inertie composée, par contre, peut être positif, négatif ou nul, les éléments xydF de l'intégrale ayant des signes différents suivant les quadrants.
Avant d'aborder le calcul de l'intensité des actions moléculaires dans le cas ou 9yz est différent de o, examinons les propriétés des moments d'inertie.
MOMENTS D'INERTIE
89. Relations entre les moments d'inertie relatifs à divers axes. — On appelle, comme nous Tavons vu.
FLEXION DliS PaiSMKS A AXE RECTILIGNE S5
moment (Tinerlie d'une surface rcIaliE à un axe, la sommo (les produits de cliacun des éléments do surface par le carié de la distance de cet élément à l'axe donné. Soîl donnée _ip (fig. 18) une surface F et soit
AA l'axe relativement auquel on veut calculer le moment d'inertie. Menons une parallèle à AA par le centre degra- ' vite S do la surface et soit y la distance d'un élémentsuperficiel rfF à cette parallèle. On (Fig. 18) aura, par définition ;
Iaa =J[y -I- a)' (IF =y*ï/' rfF + 2 afydF + â'fdF
fydF est XamomeiU stafiqiie àe la figure. Cette quantité est iiutle, puisque l'axe auquel elle se rapporte passe par le centre de gravité, fdf n'est autre chose que l'aire cntiëre. Donc, en désignant par I le moment relatif & la parallèle passant par S, on a :
Iaa = I + a" F (54)
Il est par suite facile de calculer le moment d'inertie d'une surface pour n'importe quel axe, si l'on connaît les moments d'inertie relatifs à loasies axes passant parle centre de gravité. La formule (53) est en outre d'une grande utilité pour calculer le moment d'inertie d'une surface pouvant se décomposer en un certain nombre de surfaces plus simples; par exemple, en rectangles, comme dans le cas d'une section en forme de double té.
Comparons maintenant entre eux, les moments d'inertie de la surface relatifs à des axes de direction quelconque, passant par le centre de gravité S. Soit AA un de cesascs, a l'angle qu'il forme avecl'axe des y (Kg.lît), Soient y elz les coordonnées de l'élément <IF par rapport aux axes ySz, u et v les distances de cet élément à l'axe AA et à une droite perpendiculaire à AA, passant par S. (non tracée dans la figure).
s CHAPITBE m
Ona:
u = y cos a + 2 8in et V = — y sin ot + a cos a Soit la le moment d'inertie relatif à AA, il vient :
la î= jv*dF=f(zcosix — ysina')
rfF
Fig. 19.
ou, en développant:
Ia = cos'a rz'rfF4- sia'njy'dF — 2 sinacosa jyzdF
fz' dF = ly, moment d'inertie relatif à l'axe des y
f y* dF^ ïi, moment d'inertie relatif k l'axe des z
I yzdF= ^ty, moment d'inertie composée relatif kySz
donc :
Ia = Iy cos' a + Iî sin'a — *jjrsin2a (S5)
CalcuIoQS encore le momenl d'inertie composée ^a, par définition nons avons :
*a = / Mt;rfF= /(ycosa+^sina) ( — y sina+;jcosa) rfF
d'où^ toutes réductions faites :
ly — I^f ^a = — - — sin 2 a + ^^z cos 2 a (56)
Les formules (55) et(56) permettent de calculer les moments d'inertie pour n'importe quel axe, sitôt que l'on connaît les moments d'inertie relatifs à deux axes perpendiculaires quelconques.
9H. Axes principaux, et moment* prineipaax d'Iner-
tie. — Cherchons maintenant les valeurs de a pour lesquelles la devient un maximum ou un minimum. Si Ton dérive la par rapport à a, il vient :
— 7^= — 2 L costtsina + 2 h sin a cos a — 2 ^«7C0s2 a aoi.
== (L — ly) sin 2 a — 2 ^yz cos 2 a
Cette expression doit s'annuler lorsque la est maximum ou minimum. On a par suite :
(U — ly) sin 2 a — 2 cos 2 a 9yz = o d'où:
Il existe toujours deux augles compris entre o et tt et différant entre eux d'un angle droit qui satisfont à cette relation. En
4. On peut donc formuler le théorème : La dérivée du moment dlnertie relatif à un axe, prise par rapport à l'angle que forme cet axe avec Taxe des y, est égale à — 2 fois le moment d*inertie composée relatif à Taxe considéré et à la perpendiculaire passant par Torigine.Ce théorème permet d'établir facilement plusieurs propriétés des moments d'inertie.
(N. du T.)
formant la dérivée seconde de lo, on verrait facilement qu'à Tun de ces angles correspond un maximum et à l'autre un minimum. Il suffit du reste de prendre garde que la étant une fonction continue de a, Tune des valeurs correspond nécessairement à un maximum, l'autre à un minimum. Les axes dont les directions sont déterminées parla formule (56) portent le nom d'axes principaux d'inertie, ou simplement d'axes principaux. Les moments d'inertie relatifs à ces axes sont les moments principaux (rinertie,
On voit, d'après la valeur trouvée pour -^, que le moment
d'inertie composée relatif aux axes principaux est nul.
Toute figure possède au moins deux axes principaux. Si ^zy^= Of les axes yOz sont eux-mêmes les axes principaux. Il peut se faire que tout axe passant par S' soit un axe principal, ceci à lieu lorsque :
^yz = 0 et ly = Ij5
En effet, la fraction de la formule (57) prend dans ce cas
la forme indéterminée -. L'équation (56) montre que, <Pa = o
et (55) que la est constant. Ce cas se présente pour le carré, pour le cercle et, en général, pour tous les polygones réguliers d'un nombre pair de côtés.
Remarquons que les formules (55) à (57) ont été établies sans que nous ayons utilisé les propriétés du centre de gravité, elles sont donc applicables, non seulement aux axes passant par ce point, mais aux axes issus d'un point quelconque du plan.
89 Ellipse eeiitrale d'iiierlie. — Nous allons maintenant établir une représentation graphique des résultats précédents. Prenons les axes principaux pour axes de coordonnées rTéquation(55) se simplifie, on a :
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la = ly cos' a + I5 sin' a (58)
Il est toujours possible de considérer le quotient d'un moment d^inerlie par Taire de la surface donnée comme le carré une certaine longueur. Nous donnerons à cette longueur le nom de rayon de gyralioriy et nous la désignerons par la lettre t ; ainsi par exemple :
Divisons (58) par F, nous pourrons écrire :
l^ = ly* cos* a + tr' sin' a (60)
Il semble à première vue tout indiqué, pour obtenir une représentation graphique de u en fonction de a, de porter à une certaine échelle une longueur égale à toL dans la direction donnée et de considérer le lieu géométrique des extrémités des vecteurs ainsi déterminés. Ce serait toutefois peu commode, car la courbe obtenue serait du 4' degré. Il est facile d'arriver à une représentation graphique plus simple, en portant sur chaque axe une longueur inversement proportionnelle à ta.
Formons l'expression :
et substituons aux différents/ de l'équation (60), les longueurs -z correspondantes, il vient :
C'est là Téquation d'une ellipse, lieu géométrique des extrémités des vecteurs t.
Soient a et 6 les demi-axes d'une ellipse ((ig. 20). Traçons la tangente TT parallèle à AA ; p étant la longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur TT, on démontre en géométrie analytique que
p^ = a' sin' a + />* cos» a (63)
En comparant avec la formule (60), on voit que jo est égal au rayon de gyration relatif à Taxe AA, si on Ta tz=aei ty =b. On reconnaît d'autre part, que ce sont précisément là les valeurs que fournit la formule (61) pour les demi-axes de rellipse('62). L'ellipse ainsi déterminée porte le nom d'ellipse (ftnertie. On remarque que, dans cet article, nous n avons pas fait usage des propriétés du centre de gravité, les ré-
Fig. 20.
sultats sont donc applicables à un point quelconque du plan de la surface considérée. L'ellipse d'inertie relative au centre de gravité porte le nom d'ellipse centrale d'inertie ou simplement d'ellipse centrale.
Nous pouvons arriver aux résultats précédents sans faire usage de la propriété, représentée par la formule (63). Considérons à cet effet Tellipse d'inertie comme projection d'un cercle. Traçons tous les carrés circonscrits au cercle : les parallélogrammes circonscrits à l'ellipse, qui sont les projections de ces carrés, auront tous la même aire, les carrés circonscrits au cercle étant tous égaux.
Nous pouvons donc écrire :
pr= constante = xy 'Zz
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d'où:
Ty Tz __ ^
L'ellipse centrale étant donnée, on trouve le rayon de gyration relatif à un axe donné, en mesurant la dislance du centre de Tellipse à la tangente à Tellipse parallèle à la direction donnée. On n'a besoin d'aucun calcul, ce qui n'est pas le cas si Ton part du vecteur t, déterminé par l'ellipse sur Taxe considéré.
Indiquons encore comment on obtient^ le plus rapidement possible, l'ellipse centrale. Si la surface possède un axe de symétrie, la direction des axes principaux est connue ; il suffit de calculer les moments d'inertie et les rayons de gyrations relatifs à ces axes. Si les axes principaux ne sont pas connus, on pourra par exemple calculer les moments d'inertie et les rayons de gyrations relatifs à trois axes passant par le centre de gravité. En menant de chaque côté de ces axes des parallèles, à une distance égale au rayon de gyration correspondant, on obtiendra six tangentes à l'ellipse ; au moyen du théorème de Brianchon,on en déterminera ensuite d'autres, en nombre suffisant, pour pouvoir tracer l'ellipse avec Texactitudc désirée. Dans d'autres cas, il sera préférable d'employer la méthode générale, consistant à calculer les moments d'inertie relatif à deux perpendiculaires passant par le centre de gravité et à en déduire la direction des axes principaux et la valeur des moments principaux.
Air. pioments d'inertie polaire. — Nous nenous sommes occupés que des moments d'inertie relatifs à des axes situés dans le plan de la figure considérée. On peut aussi calculer le moment d'inertie d'une surface relatif à un axe qui coupe le plan de la surface sous un angle quelconque ou qui lui est parallèle. Un seul de ces cas jouit d'une certaine importance
dans la résistance des maiériaux : celui dans lequel Ta.'^e est perpendiculaire au plan de la surface donnée.
Le moment d'inertie relatif à un axe ainsi dirigé s'appelle moment d'inertie polaire. Nous le désignerons par I^. Il est défini par la formule :
où ;• désigne la distance de l'élément superficiel rfF à l'axe considéré. Menons dans le plan de la surface et par le point d'intersection de ce plan avec l'axe deux axes de coordonnées, il vient :
d'où :
Ip=Iy+I, (64)
Si nous désignons par Ii et I, les moments d'inertie principaux relatifs au point considéré, et en remarquant que nous n'avons rien supposé de spécial sur la direction des axes de coordonnées^ nous trouvons la relation :
I, +I,=Iy-hI^=Ip
c'est-à-dire : La somme des montants d'inertie relatifs à deux axes perpendiculaires quelconques menés par un point donné est constante et égale au moment d inertie jjolaire relatif à F axe passant par le point considéré,
41. Eiralaattoii des iiioiiieiits d'inertie à l'aide d^un d^un planiniètre. — Il n*existe certainement pas d'autre sujet, en mécanique techniqujB, sur lequel il ait été autant publié de travaux que sur la théorie des moments d'inertie et des régions centrales. Les méthodes d'évaluation des moments d'inertie, en particulier, sont innombrables. Il nous serait impossible de toutes les indiquer ici ; ce n'est du reste pas nécessaire, pas plus qu'il ne l'est de donner dans un traité de géomé-
Irie, loutos les démonstrations du ihéoième dePythagorc. Les méthodes graphiques sont du reste du domaine de lasladque graphique, menlionons en passant celle de Culmann et celle de Mohr, la plus élégante de toutes (voir noie I).
Nous ferons remarquer, qu'en principe, la détermination du moment d'inertie d'une surface ne saurait présenter de difficultés. Il est toujours possible de se tirer d'embarras en décomposant la surface donnée en une série de bandes étroites, au moyen de parallèles à Taxe relativement auquel on veut déterminer le moment et en envisageant ces bandes soit comme des rectangles, soit comme des trapèzes*. En prenant des bandes assez étroites, on obtiendra ioujours une exactitude suffisante pour les calculs pratiques de Résistance des matériaux.
Nous exposerons dans ce qui suit le principe sur lequel repose la construction du planimètre d'Amsler^ appareil destiné à l'évaluation mécanique des moments d'inertie. Soit
Fig. 21.
(fig. 2i) AA l'axe relativement auquel il s'agit de déterminer le moment d'inertie de la surface donnée. Formons d'abord le moment d'inertie de l'élément superficiel indiqué dans la figure au moyen de hachures, nous aurons :
dzjy'dy = dz,j
Supposons maintenant qu'une tige de longueur / se meuve
de lelle sorte que re^^trèmité B décrive le contour de la surface taudis que Tautre G glisse le long de Taxe AA. Nous avons :
M = / sin <p et par suite^ pour le moment d*inertie de la surface entière :
= 3 Jsin*<prf<p
en tenant compte de la formule
. , 3 sin 9? — sin 3 fl> sm' (f = —T -
nous pouvons écrire :
1 = 2 I ^^^ ?^? — 7? I ^^^ S(fdff
La tige BC est pourvue d'une roulette R, qui roule sur le papier, lorsque le point B décrit le contour de la surface donnée. Un vernier permet de lire exactement la quantité dont cette roulette a tourné. La rotation qu'effectue R pendant que B parcourt un élément du contour considéré, peut se décomposer en deux parties: Tune correspondant à la projection horizontale de Télément, Tautre à la projection verticale. Supposons que nous partions d'un des points situés sur Taxe AA, pour parcourir le contour ; la tige BC sera donc à Torigine horizontale, lorsque nous arrivons à l'autre de^ points du contour situé sur AA, la tige reprend la même position ; le chemin décrit dans le sens vertical par B est nul, donc les rotations de la roulette qui correspondent aux projections verticales des éléments de la partie du contour située d'un même côté de AA, se compensent.
Il suffit par suite de considérer les rotations dues aux projections horizontales des éléments au chemin de B. Pour l'élément du contour considéré dans la figure, cette projection horizontale est dz. Il est d'autre part hien évident que la roulette R n'effectue aucune rotation lorsque la tige se déplace
dans sa propre direction ; donc, lorsque B se déplace de dz dans le sens horizontal, la roulette tourne dans une direction perpendiculaire à la tige BC d'un angle proportionnel à dz sin cp. Ainsi, lorsque B aura parcouru la partie du contour située au-dessus de Taxe AA, par exemple^ Tangle dont aura tourné la roulette R sera proportionnel à
sin (fdz
Nous pouvons répéter les mêmes raisonnements à la partie du contour située en dessous de AA, en remarquant toutefois, que les deux facteurs du produits ^/zsincp changentde signe, de sorte que le produit lui-môme conserve le même signe que précédemment. Les rotations de la roulette déterminées par les déplacements horizontaux ne se compensent donc pas comme celles dues aux déplacements verticaux de la pointe B.
L'angle total dont a tourné la roulette R, est par suite une mesure pour l'intégrale / sin ^dz, étendue à tout le contour donné. On voit donc qu'il suffit de décrire une fois avec la pointe B le contour de la surface donnée, pour obtenir, abstraction faite d'un facteur constant dépendant de la construction de l'instrument, le premier terme de l'expression de L Le second terme de cette expression est exactement de la même forme que le premier, seul l'angle <f est remplacé par l'angle 3 <p. Il est facile d'obtenir la valeur de cette intégrale en ajoutant à l'instrument une seconde roulette^ tournant autour d'un axe, dont les coussinets sont reliés à la tige BC par un pignon et une roue dentée tels, que le rapport des vitesses angulaires des deux tiges soit égal & i : 3. L'axe de rotation de cette roulette, qui se meut sur le papier comme la roulette R, forme à chaque instant l'angle 3 cp avec AA ; l'angle dont elle tourne en tout, est par suite proportionnel au second terme de l'expression de L Nous avons donc finalement pouri l'expression :
I = an — pr, où a et p désignent deux constantes de l'instrument, déter-
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minées expérimentalement et ?\ et r,, les lectures faites aus: roulettes.
Le planimètre d'Amsler est muni encore d'une troisième roulette, qui permet d'évaluer le moment statique d'une surface relatif à un axe ÂA.
Caleiil des intciiMtési des» aetious moléculairen
Le cas général de la flexion simple se présente lorsque le plan de la flexion ne contient pas r axe principal des sections transversales,
La pièce prismatique est faussée. Si les forces extérieures sont situées dans un même plan, nous les décomposerons chacune en deux composantes respectivement parallèles aux axes principaux des sections transversales, et nous réduirons ensuite chaque système de composantes à un couple fléchissant dont le plan contiendra un axe principal. Si, au contraire,les forces extérieures sont situées dans des plans différents, nous les réduirons à un couple résultant que nous décomposerons ensuite en deux couples dont les plans passent respectivement par Tun et par l'autre des axes principaux. Soit a Tangle formé par le plan du couple fléchissant M avec Tun des axes principaux, les moments des couples composants sont M cos a et M sin a. Nous pouvons calculer l'intensité des actions moléculaires développées par chacun d'eux au moyen des formules (49) ou (51), qui sont applicables ici à chacun des couples composants, puisqu'ils passent chacun par un axe principal. Nous obtiendrons Tintensité des actions moléculaires qui agissent réellement dans la section, en formant la somme algébrique des actions produites par chaque couple.
On a donc :
^ M cosa M sin « , ,„,
Un simple raisonnement indique ensuite en quel point de la section l'intensité R des actions moléculaires est maximum.
Pour démontrer l'exactitude de la formule(65), nous pouvons soit nous baser sur le principe de superposition, soit remarquer que la répartition des actions moléculaires représentée par (60) est linéaire, et que par suite il y a certainement équilibre entre les forces extérieures et les forces intérieures. Cet équilibre n'est en effet possible que pour une répartition linéaire unique et bien déterminée des actions moléculaires : la direction de Taxe neutre détermine sans ambiguité le plan du couple résultant des actions moléculaires, et Tintensité de ces actions à une distance donnée de Taxe neutre détermine à son tour la grandeur du moment de ce couple.
Si la loi de superposition n'est pas applicable à la matière dont est formée la pièce considérée, la première justification n'est plus utilisable ; la seconde du reste ne l'est pas davantage, car dans ce cas la répartition linéaire des actions moléculaires est très problématique. Il ne faut alors plus compter sur l'exactitude de la formule (65), elle peut au contraire fournir des résultats très différents de la réalité.
4S. ApplicMilioo. Calcul des dimensions d'ane panne
de toiture. — Appliquons la formule (65) à un exemple simple, savoir au calcul d'une panne de toiture. Nous avons affaire là, à une poutre placée de telle sorte que les côtés de la section transversale sont parallèles ou perpendiculaires à la pente du toit, tandis que les forces extérieures sont situées dans un plan vertical. Supposons ces forces (y compris le poids propre) uniformément réparties sur la longueur / de la poutre. Le moment fléchissant maximum se produit au milieu de la pièce ; il est égal, comme on trouve facilement, à :
Q désignant la charge totale de la pièce de bois. Le plan
de ce couple est vertical, il forme donc les angles a et -« — a
avec les axes principaux de la section, les moments des couples composants sont indiqués dans la figure. Pour le moment d'inertie d'un rectangle, nous trouvons :
I,=/y«rfF
dy =
et pour le moment de résistance :
les moments relatifs à Taxe s'obtiennent en permutant 6 et A
dans les formules. Les axesy,js partagent la section transversale en 4 rectangles. On reconnaît immédiatement que dans deux de ceux-ci les actions moléculaires développées par chacun des couples fléchissants sont de signes contraires et par suite se compensent en partie, tandis que dans les deux autres, ces actions sont de même signe et s'ajoutent. On voit ainsi que le plus grand travail de compression se produit en A et le plus grand travail d*extension en B, ces deux travaux étant égaux en valeur absolue. On trouve pour ce travail maximum :
Fig. 22.
^ M cos ot M sin a
^ 6 M cos a 6 Msin «
6A« ' b^h la projection horizontale (; de la section est égale à :
c = b cos a + A sin a d'où :
Si nous faisons* = o, nous retombons sur la formule ordinaire de la flexion.
A L'AXE LONGITUDINAL
•44. Oaleul de* aetionii moléeulaire* développée* danii une seetlon transvcmale quelconque. Région
centrale d'une surfaee. — Admettons ques les forces extérieures agissant sur la partie du prisme considérée se réduisent à une résultante unique, parallèle à Taxe longitudinal.
C'est là un cas de résistance composée. En effet, nous pouvons remplacer la résultante des forces extérieures par une force égale et de même signe coïncidant en direction avec l'axe longitudinal et par un couple dont le plan passe par Taxe du prisme. Nous décomposerons ce couple en deux autres agissant dans des plans passant par les axes principaux de la section transversale.
CIIAPIÏHK JIl
Considérons Tellipse centrale de la section transversale (dans la tig. 23 on n'a tracé que cette ellipse, la forme de la section n'intervenant pas autrement dans le calcul).
Soient A le point d'application de la résultante P des forces
Fig. 23
extérieures, ii et v les coordonnées de ce point ; soient encore r/F un élément de surface de la section, xei y ses coordonnées ; l'intensité de l'action moléculaire normale développée en ce point est donnée par la formule :
P Pt; Pm
F ' ly ' I«^
Le premier terme de cette expression représente l'intensité des actions normales développées par l'effort normal, les deux autres termes donnent les intensités des actions développées par les deux couples fléchissants. £n introduisant les demiaxes a et 6 de l'ellipse centrale, on pourra écrire :
Cette expression doit s'annuler pour les points de l'axe neutre de la section transversale ; nous obtenons donc pour équation de cet axe :
X et y étant les coordonnées courantes. C'est là Téquation d'une droite (il ne saurait en être autrement, du reste, l'expression posée pour R le supposant implicitement).
L'équation (68) fait correspondre à chaque point ^/, v du plan une droite déterminée ; étudions la nature de cette rela-
Supposons d'abord le point A situé sur l'ellipse centrale ; r, et \ désignant les coordonnées d'un point de celle-ci, nous avons la relation :
Si l'on fait ii = tj et v = $, Téqûation (68) est satisfaite si Ton prend y= — irjel;s= — Ç; on reconnait qu'elle est identique à Téquation (69). Donc, dans ce cas, Taxe neutre passe par le point de l'ellipse diamétralement opposé au point considéré ; de plus, cet axe est tangent à l'ellipse : en effet, en dérivant les équations (68) et (69), il vient :
a} b^ dy
-4-1^ = a* "*" 6« rfiî ~ ^
Ces deux expressions sont identiques pour // = — r, et 2 = — i, donc :
dr_d^ dy d-n
L'axe neutre est, dans ce cas particulier, une tangente àTellipse centrale; sa position est donc complètement déterminée. Admettons maintenant que le point A se déplace le long d'une droite passant par le centre de gravité, u etu varient dans le
ds même rapport, -^ reste par suite constant, et l'axe neutre se
déplace parallèlement à lui-même. Plus le point d'application A de la résultanle se rapproche du centre de gravité, plus l'axe neutre s'en éloigne, et cela de lolle façon que le pro-
duit des distances du pointet de Taxe neutre au centre de gravité demeure constant. Lorsque Taxe neutre coupe Tellipse centrale, le point A est situé à l'extérieur de Tellipse et vice versa. Si le point Â s'éloigne à Tinfini, Taxe neutre passe par le centre de gravité, ce qui est naturel car ce cas n'est autre que celui de la flexion simple : une force infiniment petite dont le point d'application est à l'infini produit un moment fléchissant fmi, tandis que l'effort normal, égal en grandeur à la force, est négligeable. Si inversement le point d'application A coïncide avec le centre de gravité, l'axe neutre est situé à l'infini, les actions moléculaires sont réparties uniformément sur la section, et nous retombons sur le travail à l'extension ou à la compression d*un prisme droit.
Faisons décrire au point A une droite quelconque : à chaque position de A correspond un axe bien neutre déterminé ; recherchons comment cet axe varie lorsque A décrit la droite donnée. Soit :
l'équation de celle-ci, a et ^ désignant deux constantes arbitraires. Soient w,, v^ et w„ v, les coordonnées de deux points quelconques de cette droite et proposons-nous de déterminer l'intersection des axes neutres relatifs à ces points. Les équations de ces axes sont :
d'où résulte pour les coordonnées du point d'intersection cherché :
Les coordonnées t/j, t\ et i^„ v, des deux points arbitrairement choisis ne figurent pas dans ces expressions. Donc lors-*
que le point A décrit une droite^ l'axe neutre correspondant tourne autour d'un point déterminé correspondant à la droite décrite par A. Si le point A coïncide avec ce point dont les coordonnées sont :
on trouve, en substituant dans (68), pour équation de Taxe neutre correspondant :
c'est précisément là Téquation de la droite décrite par A.
Nous avons donc ici des propriétés absolument analogues à celles despAles et polaires dans la géométrie des sections coniques. La seule différence est que dans le cas présent, le point correspondant à une tangente à la conique n'est pas le point de contact, mais le point de Tellipsc diamétralement opposé; de même pour un point ou une droite quelconque. Nous appelons ici les points et droites correspondants^ antipôles et antipolaires.
Les résultats précédents peuvent se formuler ainsi :
i") L'axe neutre correspondant à un point de la section pris comme point d'application de la résultante des forces exté* rieuresest Tantipolaire de ce point par rapport à l'ellipse centrale. De là résulte la propriété corrélative : Le point d'application de la charge correspondant à un axe neutre quelconque est Tantipôle de cel axe par rapport à Tellipse centrale ;
2"") Si le point d'application de la force décrit une droite, Taxe neutre tourne autour de l'antipôle de la droite ; inversement, si Taxe neutre tourne autour d'un point fixe, le point d'application de la force se déplace le long de Tantipolaire du point considéré;
3^) Si le poinl d'application décrit une courbe du second degré, les axes neutres correspondants enveloppent une autre conique.
Dans les applications des théorèmes précédents, ilestindif-
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férenl que Taxe neutre coupe ou non la surface donnée. S'il ne la coupe pas, les actions moléculaires développées dans la section sont toutes de même signe. Si Ton lient compte de cette remarque, il est facile de résoudre le problème suivant : déterminer le lieu des points d'application de la résultante des forces extérieures pour lesquels les actions moléculaires développées dans la section soient toutes de même signe. Ces points d'application sont situés à l'intérieur d'une certaine région que nous nommerons réffion ce^itrale de la section donnée. Le contour fermé qui limite celte région est le Heu géoniélriqne des antipôles de toutes les tangentes au contour de la section donnée^ et plus généralement de toutes les droites qui ont un point commun avec ce contour et qui ne coupent pas la surface. En effet, Tanlipolaire de tout point situé à l'intérieur de la région limitée ne coupera pas la surface ; les actions moléculaires développées dans la section seront de même signe : ceci est encore vrai à la limite pour un point du contour de la région centrale, puisque aux points de ce contour ne correspondent que des droites qui ne coupent pas la surface.
La considération delà région centrale d'une surface donnée est en particulier utile dans l'étude de la stabilité des maçonneries. L^expérience démontrant que la maçonnerie ne présente qu'une faible résistance à Textension, on pose en général la condition que le point d'application de la charge transmise par une section transversale soit situé àTintérieur de la région centrale de la section considérée, afin que le long de celle-ci la maçonnerie ne travaille qu^à la compression. Ceci suppose, comme fout ce qui précède, une répartition linéaire des actions moléculaires. Or on peut avoir des doutes sur Texactitude de cette hypothèse pour de la maçonnerie, laquelle ne satisfait certainement pas à la loi de Hooke. Jusqu^à présent, cependant, cette règle s'est toujours confirmée ; il n'y a donc pas lieu de se méfier de son application. Il convient toutefois de ne pas perdre de vue la base hypothétique sur laquelle elle repose.
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afin de ne pas trop présumer des résultats théoriques qui en découlent.
46. itpplieations. — Région centrale (Tun rectangle. Soient a et 6 les côtés du rectangle ; le moment d'inertie principal relatif à Taxe parallèle au côté a est, comme nous l'avons vu
le rayon de gyration correspondant est donc égal à :
Les quantités relatives à Tautre axe principal s'obtiennent en permutant a et b. Les axes de l'ellipse centrale sont ainsi
déterminés, il est possible de construire celle-ci. L'ensemble des tangentes qui ne coupent pas la surface est formé ici des 4 côtés du rectangle et de toutes les droites passant par les
angles du rectangle sans le couper. On passe donc d^un côté au suivant en faisant tourner la tangente autour du sommet commun ; or on sait que, dans ce cas, Pantipôle décrit une droite, savoir Tantipôle du sommet considéré ; la région centrale d'un rectangle est par suite un quadrilatère. Par raison de symétrie, on voit immédiatement que ce quadrilatère est un losange. Il suffit d'en déterminer les sommets, situés sur les axes principaux. L'antipôle du côté aa est le point A. On sait que le produit des distances de l'axe et de son antipôle au centre de gravité de la figure est constant et égal au carré du demi-diamètre de Tellipse conjugué à la direction considérée. On a donc ici :
Chaque diagonale du losange est donc égale au tiers du côté du rectangle, qui lui est parallèle. De là la règle que dans les piles en maçonnerie, le point d'application de la charge soit situé à rintérieurdu tiers moyen du joint, supposé, naturellement, que le point d'application soit contenu dans un des plans de symétrie de la pile.
La région centrale d'un cercle est elle-même un cercle. Calculons d'abord le moment d'inertie polaire du cercle par rapport au centre. Soit a le rayon du cercle ; nous décomposons l'aire en anneaux de largeur infiniment petite ; tous les points d'un tel anneau étant équidistants du centre^ nous pouvons le prendre comme élément superficiel du cercle, et par suite écrire :
I« = 2it
/ r^dr=^—
Les moments d'inertie relatifs aux axes issus du centre sont évidemment égaux entre eux ; donc, en vertu de la formule (64), on trouve pour ces moments la valeur ;
et pour le rayon de gyralion :
de là nous tirons, comme plus haut, pour le rayonz de la région centrale :
Région centrale cTuneaire elliptique. Le plus simple est de considérer l'ellipse comme projection d^une circonférence. Soionl a le demi*grand axe, b le demi-petit axe ; posons b =a cos a, a étant donc l'angle formé par le plan du cercle avec le plan de projection. Soit la le moment principal relatif au grand axe, nous aurons :
la = fz'dF = cos' a fzi'
dFj
Zi et dFi étant les quantités dont les projections sont z el clF\ donc :
la = COS a I z'rfr = cos' a — = -—
de même :
h = jy'dF = cos a fyi'dFi
nous avons ici simplement cos a et non cos' a comme plus haut, parcejue y et t/i sont parallèles
15 = cos a — - = — —
les rayons de gyrations principaux sorîl par suile :
L'ellipse centrale esl donc semblable à rellipselirailant Taire donnée. La région centrale est, elle aussi, limitée par une ellipse semblable et semblablement placée. On trouverait, exactement comme dans le cas du cercle, que les axes de celte ellipse sont égaux au quart des axes de Tellipse donnée.
45. Caleul des actions inoléeulaires développées dans une seetion transversale d'an prisme travaillant à la flexion simple, à l'aide de la régrion centrale de la seetion. — Nous avons déjà remarqué précédemment que le travail d'un prisme à la flexion simple n'est, après tout, qu'un cas particulier du travail d'un prisme soumis à Tinfluence d'une force dirigée parallèlement à l'axe longitudinal. Nous pouvons donc utiliser les résultats des articles précédents pour résoudre le problème traité à l'article 42.
Dans la figure 25, la section transversale est supposée rectangulaire pour fixer les idées : elle pourrait naturellement avoir une forme quelconque. Soit BB la trace du plan de flexion sur le plan de la section transversale, nous pouvons envisager le couple fléchissant comme une force infiniment petite appliquée au point à Tinfini de la droite BB. L*axe neutre correspondant NN est Tantipolaire de ce point ; il coïncide' donc avec le diamètre de l'ellipse centrale, conjugué à la direction BB. Ce diamètre est parallèle à la tangente à l'ellipse menée au point d'intersection de BB avec l'ellipse. L'intensité des actions moléculaires normales atteint son maximum dans Tarète la plus éloignée de l'axe neutre : soit e, le maximum de cette distance; pour calculer l'intensité maximum R^ des actions moléculaires, nous posons que le moment résultant des actions moléculaires est égal au moment du couple fléchissant par rapport à l'axe NN. La condition que les actions moléculaires forment un couple est remplie par le fait même que
lO'J
nous avons déterminé la position exacte de Taxe neutre ; il sufiil donc de nous occuper de la grandeur des moments. Le
Fig. 2S
couple fléchissant n'est pas perpendiculaire à Taxe neutre, il forme avec NN l'angle a; le moment du couple fléchissant pris par rapport à NN ne sera donc pas M mais M sin a.
L'intensité de l'action moléculaire développée en un point distant de y de l'axe neutre est, suivant l'hypothèse de Navicr;
La condition d'équilibre entre les forces extérieures et les forces intérieures est par suite :
Msina=— /î/WF=-j I„
In étant le moment d'inertie de la de la section relatif à Taxe NN. Nous avons d'autre part, par construction :
hn = /*
ou, en considérant au lieu de ces 3 quantités leurs projections sur la direction perpendiculaire à NN :
k sina. e = /*=-^
/ étant, par définition, le rayon de gyration relatif à Taxe NN. En remplaçant dans la condition d^équilibre, Im par sa valeur tirée de la relation précédente et en résolvant par rapport à Bo nous obtenons :
Il est possible de donner à cette formule une forme un peu différente ; en généralisant la notion de moment de résistance introduite d'abord dans la formule 50, nous définirons le moment de résistance le produit de la surface F par la longueur k. Cette définition nouvelle n'est pas en contradition avec la précédente, (formule 50), laquelle n^était valable que si le plan de flexion contient l^un des axes principaux delà section: car on a dans ce dernier cas :
et par suite :
-i-=FA.
yo
En admettant cette généralisation, la formule (71) peut s'écrire :
Ro = ^ (72)
Elle est exactement de même forme que la formule (51).
FLEXION DES PRISMKS A AXE REGTILIGNE 141
Le calcul de Ro , au moyen de celle relalion, est en luimême beaucoup plus simple qu'en ulilisanl la formule de Tarlicle (42), à condition toutefois de connaître la région cen- Irale de la section transversale du prisme. Si les catalogues des profils courants de fers laminés donnaient les dimensions de la région centrale, comme le vœu en a été souvent exprimé, il n'est pas douteux que les formules (71) et (72) ne devinssent d'un emploi fréquent. Par contre, si l'on ne connaît pas la région centrale de la section, il est clair que la méthode de Tarticle 42 est plus rapide.
Il est aisé aussi de déterminer, à l'aide de la méthode précédente, quellecstladirectiondu plan de flexion BB pour laquelle le danger de rupture est maximum, c'est-à-dire de déterminer pour quelle direction de BB, Ro atteint sa plus grande valeur, le moment fléchissant étant supposé donné une fois pour toutes. Ce sera évidemment la direction de BB à laquelle correspond la plus petite valeur de A, donc, si la section est rectangulaire, la direction perpendiculaire à l'une des diagonales. Ce résultat découle aussi delà formule (66), dans laquelle la seule quantité dépendant de la direction du couple fléchissant est c (fig. 22). Cette longueur atteint précisément sa plus grande valeur dans le cas cité, elle est alors égale à la diagonale du rectangle.
DÉTERMINATION DES ACTIONS MOLÉCULAIRES TANGENTIELLES AGISSANT DANS UN PRISME
TRAVAILLANT A LA FLEXION
49. Répartition des actions moléculaire* tan^ntielles dans nue section transversale reetanculaire- — Nous ne nous sommes occupés jusqu'ici que du cas de la flexion
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simple. Considérons maintenant le cas général de la flexion, c'est-à-dire le cas où les forces extérieures agissant sur la parlie considérée du prisme se réduisent à un couple fléchissant de moment M et à un eflbrt tranchant V. D'après le principe de superposition de divers états élastiques, l'action de V n'influe en rien sur la répartition des actions moléculaires normales. Nous pouvons donc utiliser ici sans changement tous les résultats précédents, il nous reste simplement, à déterminer la répartition des actions moléculaires tangentielies qui se développent dans la section transversale considérée, sous Tinfluence de TefTort tranchant V. La question est plus facile à résoudre que celle de la répartition des actions normales, car cette dernière détermine jusqu'à un certain point celle des actions tangentielies. En effet, ces actions moléculaires sont liées entre elles par les équations (5) (Chapitre I). Prenons pour axe des x Taxe longitudinal du prisme, pour axe des y, rintersection du plan de la section transversale et du plan de flexion et pour axe des z, Taxe neutre. La composante X des forces extérieures est nulle ; la première des équations (5) devient :
dSix dSyz cIl^zx
dœ dy de de plus, nous avons (formule 4) :
Ces relations expriment les conditions nécessaires que doivent remplir, les efl'orts de glissement, elles ne suffisent pas cependant pour les déterminer complètement. Il faut pour cela faire une hypothèse plus ou moins arbitraire.
Traitons d'abord le cas oîi la section transversale est rectangulaire et où le plan de flexion coupe le plan de la section suivant un axe principal. Il est alors naturel de poser :
Sxz = 0
Il n'y a eu effet aucune raison d admettre l'existence d'ac-
lis
lions moléculaires tangcnlicHes perpendiculaires au plan de flexion, nous savons au contraire d^une façon certaine que, dans les arêtes parallèles au plan de flexion, Sxzcstnul, puisqu'aucune force extérieure n'agit sur tes faces latérales du prisme. En somme, nous admettons que toutes les couches du prisme parallèles au plan de flexion subissent les mêmes déformations, ou, ce qui revient au même, que la répartition des actions tangentielles et les déformations sont indépendantes de z. L'équation précédente devient alors :
dSxy dy
dRx dx
Rx étant déterminé pour chaque point de la section transversale, cette relation donne la répartition des actions tangentielles dans la section.
49. Belation entre le momeiit fléehisftant M et l'effort traneliant If^ relatif» à ane même «eetiaii. — H
est avantageux de remplacer le raisonnement précédent par un autre. Les équations d'équilibre (5) se rapportent à un parallélipipède infiniment petit ; nous allons appliquer le raisonne-
Fig. 26.
ment qui nous y a conduits à l'équilibre d^une portion finie du prisme.
Cette portion est indiquée par des hachures dans la figure (26). La fig. (27) donne Tensemble du prisme et des forces
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extérieures à Taction desquelles il esl soumis. Par définition,
Dérivons M par rapport à x :
nous trouvons pour l'effort
tranchant :
et pour le moment fléchis-
sant :
M = Aa: — SP(a;— p)
kx :
dx
SP
Ce calcul suppose toutefois qu'en faisant croître x de dx nous ne dépassons pas le point d'application d'une force concentrée, car dans ce cas, M serait bien continu, mais — par I
dx
contre, éprouverait une discontinuité : cette dérivée passerait ^
brusquement d'une certaine valeur à cette valeur diminuée de /
rintensité de la force agissant au point considéré. Si la charge agissant sur la pièce est répartie d'une façon continue sur
toute la longueur de celle-ci, — est, elle aussi, une fonction
ox
continue de x.
On voit donc, en comparant les formules précédentes que :
dH
la dérivée du moment fléchissant^ prise par rapport à V abaisse dune section transversale quelconque^ est égale à l'effort tran^ chant agissant dans cette section. Celte propriété esl absolument générale, car V, lui aussi, présente des discontinuités lorsque la section transversale considérée passe par une charge concentrée. Il est encore possible d'établir la relation (73) de la façon suivante : M et V étant le moment fléchissant et l'effort
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tranchant pour une section donnée, si nous passons à la section voisine distante de dx^ le déplacement de Y au centre de gravité de la nouvelle section fait naître un couple 4e moment Vrfar, qui représente l'accroissement rfM de M. D'où :
(M = Wdx.
Revenons maintenant aux conditions d'équilibre de l'élément de prisme indiqué dans la Bgure (26). Formons la somme des composantes selon Taxe longitudinal des forces agissant sur ce corps et égalons-la à o. Nous avons d^abord les actions moléculaires normales agissant dans les deux sections transversales. Dans la section x, leur intensité R est (form. 49) :
R=Yy dans la section d'abscisse x + dx^ elle sera
ces actions normales agissent en sens contraire; leur résul*
tante est donc
I rfR.rfF = dxj j
dyF
l'intégrale s'étendant naturellement à la partie hachée de la section transversale. Dans la face parallèle à l'axe du prisme, agissent des actions tagentielles d'intensité Sux, Taire de cette face est bdx^ et la résultante de ces actions est
Sux bdx par suite, nous avons
Sux bdx
d'où nous tirons la valeur de Sux et par suite celle de Sxu, c'est-à-dire la valeur de l'intensité des actions tangentielles agissant dans la section à une distance u del*axe neutre.
^ux = r. ff yrfF (74)
L'intégrale n'est autre chose que le moment statique relatif à l'axe neutre de la partie de la section transversale située au-dessus de la droite y = w. Pour une section rectangulaire :
et par suite
en général, désignons ce moment statique par la lettre T: (74) s'écrit alors
VT
Sx«=-^ (75)
En effet, cette formule n'est pas seulement valable pour une section rectangulaire, mais encore pour toute section qui, à l'endroit où nous déterminons l'intensité des actions tangentielles, est limitée par deux droites parallèles au plan de flexion, par exemple pour une section double té.
L'équation (75) montre que l'intensité Sxu des actions tangentielles est nulle dans la couche de fibres la plus éloignée de l'axe neutre, c'est-à-dire à l'endroit où l'intensité des actions normales est maximum. Inversement, S«u atteint sa plus grande valeur le long de Taxe neutre, soit là où les actions normales sont nulles. Si la section est rectangulaire, on voit que Sxti est une fonction du second degré eu u, en portant en chaque
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l point de la section sur un vecteur perpendiculaire à celle-ci f
1 une longueur proportionnelle à la valeur correspondante de
! Sxuy le lieu des extrémités de ces vecteurs serait un cylindre
parabolique.
Les actions moléculaires tangentielles no sont donc pas \ réparties linéairement sur la section comme les actions nor-
^ maies.
^v^nX '^ 49. RéiMiriilloii des aetioas nioléealaires tann^en* tiellen pour d'autres formes de seetlon transver* sale. — Nous exposerons la méthode en l'appliquant à une section circulaire. Celle-ci a, en efiel, une importance toute ' .. spéciale, à cause du calcul des rivets qui travaillent toujours V au glissement. Il n'est plus possible ici de supposer Sx« égal à o comme dans le cas de la section rectangulaire ; en effet, sur le contour de la section, l'action^ moléculaire tangentielle est dirigée selon la tangente à ce contour, elle possède donc '' une composante dirigée suivant Taxe des z. Cela résulte de la
considération d'un parai lélipipëde iufiniment petit dont une arête coïncide avec un élément du contour de la section, à condition toutefois d'admettre que la surface du prisme n'est soumise à Faction d'aucune force parallèle à Taxe longitudinal. Si l'action moléculaire tangentielle à la périphérie avait une composante normale au contour,^ il faudrait, pour qu'il y eûl équilibre, que des forces extérieures parallèles à l'axe longitudinal agissent à la surface du prisme, et cela pour la mémo raison que celle dont nous avons tiré la relation :
On peut se demander si, justement dans le cas d*un rivet
entouré par les t6les qu'il relie, il ne se produira pas des forces
' extérieures de ce genre provenant du frottement ; le calcul que . . .
nous allons entreprendre est donc peu sur, précisément pour
l'une des applications les plus fréquentes. C*est pourquoi
il est préférable, dans les calculs de rivures/de s'en tenir aux résultats expériraenlaux plutôt que d'employer la formule que nous allons établir. Les résultats des essais montrent en général que la résistance des rivets au glissement est plus grande que celle indiquée parle calcul. Cette résistance est a peu près aussi grande que si les actions tangentielles étaient réparties uniformément sur la section transversale.
Admettons donc la pièce absolument libre dans toutes ses dimensions transversales^ au moins dans le voisinage de la section transversale considérée. Les actions moléculaires tangentielles en un point de la périphérie sont alors dirigées selon la tangente au contour ; en un point de Taxe y elles sont évidemment, par raison de symétrie, dirigées selon cet axe. Nous ne commettons par suite pas une très grande erreur en admettant que les actions de glissement en des points situés sur une même corde perpendiculaire à Taxe y passent toutes par le point P (fig, 28), intersection de Taxe y avec les
Fig. 28
tangentes au contour menées aux extrémités de la corde considérée. De plus, nous admettons que la composante S^y de rintensité des sections tangentielles est constante le long d'uae
môme corde, c'est-à*dire indépendante de z. Celte hypothèse est sans doute plus sujette à caution que la première ; c'est toutefois la plus simple que Ton puisse faire, et elle suffit pour un calcul approximatif.
A l'aide de ces hypothèses, le problème est facile à résoudre : on calculera Sxy à Taide de la formule (75), dans laquelle T signifie le moment statique par rapport è Taxe neutre de la portion de la section indiquée par des hachures dans la figure (28), puis on déterminera Sxz en se servant de la condition que la résultante passe par le point P.
50. Coarbes enveloppes des direetions des aetlons moléeulaireii priiieipales. Influence des aetlons mêléeulairea tong^entielles sur le danger de rupture d'un prisme travaillant à la flexion. — Nous venons de voir qu'une section transversale quelconque d'un prisme travaillant à la flexion subit des efforts normaux et des efforts de glissement L'action moléculaire normale n'est donc pas une action jpvincipale. Les directions principales de Tétat élastique sont en général inclinées d'un angle quelconque sur Taxe longitudinal. Dans Jes fibres les plus extérieures, où R est maximum et S nul, et dans les fibres moyennes où R = o et S'est maximum, seules, les actions normales et tangentielles sont respectivement des actions principales. C'est grâce à cette circonstance qu'il suffit, dans la plupart des problèmes, de calculer la valeur maximum de R pour reconnaître à quel travail la matière est soumise.
Ce procédé n'est plus admissible, lorsque les actions tangentielles sont grandes comparativement aux actions normales, c'est-à-dire lorsque V est grand et M petit, cas qui se présente lorsque le prisme possède une grande section et une faible longueur.
Le prisme étant court, les bras de levier des forces sont petits, par suite aussi les moments fléchissants, de sorte qu'un tel solide, en ne tenant compte que des efforts normaux, est
susceptible de supporter des charges relativement grandes. Mais d'autre part V grandit^ les efforts de glissement ne sont plus négligeables, et il peut se faire même que la résistance de la pièce dépende d'eux exclusivement.
Il est donc désirable d'avoir une vue d'ensemble sur les directions des actions moléculaires principales dans les différentes parties du prisme. On construit à cet effet les courbes enveloppes des directions des actions moléculaires principales et les courbes enveloppes des directions selon lesquelles les actions moléculaires de glissement sont maximum. Les premières forment un système de courbes qui se coupent à angle droit) de même les secondes ; de plus, celles-ci coupent les premières sous un angle de 45^. L'équation différentielle de ces courbes est facile à établir ; Tintégralion par contre, même dans des cas simples, est fort compliquée. La figure 29 donne ces courbes pour un prisme encastré à une extrémité
Fig. 29
et soumis à une charge uniformément répartie. Les courbes enveloppes des directions principales coupent les fibres extérieures sous un angle de 90^ et Taxe longitudinal sous un angle de 45^. Les courbes enveloppes des directions des efforts tangentiols maxima coupent les fibres extérieures
SOUS UQ angle de 45^ et Taxe longiludinal, sous un angle de 90^
La délerminalion des actions moléculaires tangenlielles est spécialement importante lorsque la matière dont est formé le prisme est de nature fibreuse et ne possède qu'une faible résistance au glissement dans le sens des fibres. C'est le cas par exemple pour le bois. Il arrive assez souvent qu'une poutre de bois, même lorsque la longueur est relativement grande comparativement aux dimensions de la section transversale, se rompt lorsqu'on la charge au milieu par suite de la faible résistance au glissement. Le danger d'une rupture de ce genre est d'autant plus grand qiiè le rapport de la longueur do la pièce à la hauteur de la section est plus petit.
Déterminons à partir de quelle valeur de ce rapport le danger de rupture dépend des efforts normaux seulement. Considérons une poutre de bois de longueur 2/, chargée au milieu d'un poids 2P. Soit h la hauteur de la section que nous admettrons rectangulaire. Nous aurons
V=P Mma* = P/
par suite
et (éq. 74)
p àh^ b\ 26A
Soit n lé rapport entre la résistance du bois à la compression (cette résistance est un peu plus petite que la résistance à Pextension, toutes deux étant comptées dans le sens des fibres) et
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sa résislance au glissemeol dans le sens des fibres ; nous aurons Téquation de condition
6W_ 3 P^ bh* ~^'lbh
n est environ égal à 10 ; donc, si la portée de la poutre dépasse 5 fois sa hauteur, le danger de rupture ne dépend plus des efforts de glissement. Exceptionnellement (surtout pour le sapin blanc), n peut prendre des valeurs beaucoup plus grandes ; ces valeurs anormales de n sont rares, elles ne se rencontrent jamais pour d'autres matériaux que le bois, pas même pour le fer corroyé qui, de tous les métaux, présente au point de vue de la structure le plus d'analogie avec le bois. Il est donc ainsi démontré que Ton peut sans danger négliger en général les actions moléculaires tangentielles.
Mentionnons cependant encore un cas. Pour un double té, le moment statique T de la formule (75) est presque aussi grand pour la plate-bande seule que pour la moitié de la section. L'intensité des actions tangentielles à la jonction de rânffe et de la plate-bande sera donc relativement grande, tandis que celle des actions normales ne sera pas encore beaucoup plus pelite que sa valeur maximum dans les fibres les plus extérieures. Il peut donc se faire que l'action moléculaire principale soit plus grande que dans la fibre la plus extérieure ; ici encore ce fait se produira d'autant plus facilement que la poutre et plus courte est plus haute. On trouvera dans les exercices à la fin du chapitre un exemple numérique.
Poutres riirée(i. — Un prisme est formé souvent de plusieurs parties, de telle façon que la section transversale soit égale à la somme des sections transversales des parties composantes. Si celles-ci faisaient corps entre elles, il se développerait
dans les surfaces le long desquelles elles se louchent des actions moléculaires tangentielles. Ces actions ne pouvant exister (les frottements dans ces surfaces ne les remplacent pas complètement), il faut, pour que le prisme se comporte comme s'il était d'une seule pièce, que les organes qui relient les différentes parties entre elles soient capables de résister aux forces extérieures.
On emploie surtout fréquemment des poutres formées de tôles rivées ensemble, auxquelles on donne en général une section double té afin d'obtenir, en employant le moins de métal possible, un grand moment dMnertie. Les plates-bandes sont reliées à Tâme au moyen de cornières et de rivets. Ce sont ici les rivets qui ont à résister aux efforts de glissement. Calculons la force qui agit ainsi sur un rivet N reliant les cornières à Tâme. Soit (fig. 30) e la distance de deux rivets consécutifs. Le rivet N doit pouvoir résister à une force correspondant à la différence des actions normales R développées dans les pfates-bandes et dans les cornières, dans deux sections transversales distantes de e Tune de Tautre ; en effet le
rivet joue ici le même rôle que les
T actions tangentielles agissant sur la r^ ^4^ S^ I' face bdx de Télément de prisme con- 1 — £4 J sidéré à l'article 48 (fig. 26), la seule
différence étant qu'ici les deux sections tansversales sont distantes de e et non de dx> Nous aurons donc comme précédemment :
R = -y et AR=Yy = -jy
la force P agissant sur le rivet est donc :
P=f^^.dF=YfydF
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T désignant le moment statique relatif à Taxe neutre des parties de la section transversale reliées à Tâme par le rivet N.
La formule (76) pourrait servir également au calcul des poutres de bois composées de plusieurs parties reliées par tenons et mortaises, telles qu^on les employait anciennement dans les constructions.
A LA FLEXION
&f . Equation différentielle de la ligue élastique. —
Nous n'avons jusqu'ici tenu compte des déformations du prisme qu'autant que cela était nécessaire pour la détermination des actions moléculaires. Nous allons maintenant étudier la ligne élastique du prisme, c'est-à-dire la courbe en laquelle Taxe du prisme se transforme par suite de la flexion.
Nous supposons de prime abord que cette flexion est toujours très faible, le cas contraire n'étant d'aucun intérêt pour les applications. Calculons d'abord Tangle do dont tournent, Tune par rapport à Tautre, deux sections transversales distantes de dx Tune de l'autre. Une fibre élémentaire distante de y de Taxe neutre éprouve une variation de longueur égale à ydtf, La relation existant entre dx^ t/d'f et Tintensité de l'action moléculaire normale agissant sur la fibre considérée est donnée par la loi de l'élasticité :
l/df R
dx E
d'où, en remplaçant R par sa valeur (49) :
rfy = dx. - (77;
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Introduisons le rayon de courbure o de la ligne élastique :
prfç =z= dx par suite :
L'expression analytique du rayon de courbQre est :
y étant ici Tordonnée du point de la ligne élastique dont Tabscisse est x. La courbure de la ligne élastique est très faible par hypothèse, la tangente trigonométrique de l'angle forcaé par une tangente à la courbe avec Taxe des x (que nous supposons coïncidant avec Taxe longitudinal du prisme non
déformé), c'est-à-dire — est très petite ; nous pouvons donc
négliger le carré de cette quantité devant r unité Qi écrire :
dx*
d'où
IE.g=±M (79)
Le signe de p est en effet indéterminé, l'expression analv^ tique de p contenant une racine.
Etant donnée la convention faite précédemment au sujet du signe du moment fléchissant M et en convenant de plus que Taxe des y est dirigé de haut en bas, il est facile de voir qu'il faut introduire M avec le signe — dans l'expression précédente. L'équation (79) est Véquation différentielle de la ligne élastique.
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Pour obtenir Téquation de cette courbe en termes finis, il suffira d'exprimer, dans chaque cas particulier, M en fonction des forces extérieures données et de x et d'intégrer ensuite l'équation (79) deux fois par rapport à a:. La valeur de y ainsi obtenue contiendra deux constantes d'intégration que Ton déterminera à Taide des conditions à la limite.
59. Cas partieuliers. — 1^ Pihce à section constante sollicitée par un rnoînent fléchissant constant. — M étant indépendant de a:, Téquation (79) intégrée deux fois donne
. IEy = ^ + ca: + c',
c et c\ étant les constantes d'intégration* C'est là Téquation d'une parabole. D'autre part, si nous considérons l'équation (78), nous voyons que le membre de droite est constant; donc p est constant : la ligne élastique est par suite un arc de cercle.
Cette contradiction apparente entre les deux résultats provient
de la valeur approchée de p^"^ que nous avons utilisée dans
l'équation (79). On voit que, dans le cas particulier, cela revient
à substituer à l'arc de cercle un arc de parabole osculateur à
du l'arc de cercle au point où — = o. L'approximation est très
suffisante tant que p est très grand.
2* Prisme à section constante reposant librement aux extrémités sur deux appuis ^ sollicité par une c/iarge uniformément répartie sur toute la longueur l de la pièce. Soit q la charge par unité de longueur. Le moment fléchissant M, pour une section transversale distante de x de l'extrémité de gauche, est :
Le premier terme du membre de droite est le moment de la
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réaction ç- de l'appui de gauche; le second est le moment de
la charge agissant sur la longueur x.
Remarque. Supposons que l'on porte la valeur de M en ordonnée à une échelle quelconque, la courbe ainsi obtenue sera dans le cas particulier une parabole. Généralement, on donne à cette courbe le nom de courbe des moments ; la surface limitée par cette courbe et Taxe des x est la surface des moments.
L'équation (79) devient ici :
gT tf'y _^ (q^^ _ yjc'N d'où :
les conditions à la limite sont :
pour a; =^0 et x = l y==^o
en introduisant ces valeurs de Téquation il vient :
0 =c\ et :
^/* ql' ,
d'où
l'équation de la ligne élastique est donc :
EIv = ^ — + - — (80)
Déterminons encore la /7ècAe/, c'est-à-dire la valeur maximum
de y qui correspond ici à a; =-.
Nous aurons
' 384 lE 384 lE ^ ^
Q désignant la charge totale du prisme.
3* Prisme de section constante, reposant librement aux deux extrémités et sollicité en son milieu par une force unique P.
Ely = — J5" +^^ + ^'
Les conslanles c et c ne peuvent plus être déterminées ici
Po?
comme précédemment. L'expression M = — n*est valable que
pour a: < - ; si a:> j , c'est-à-dire pour la moitié de droite du prisme, nous avons
L'équation précédente trouvée pour la ligne élastique n'est donc valable que pour la moitié de gauche. La ligne élastique se compose ici de deux arcs qui se raccordent au milieu, ces deux arcs sont évidemment identiques par raison de symétrie. La tangente à la ligne élastique en son milieu est donc horizontale. Par suite l'expression
^^ dv Pj?«
doit s'annuler pour x=^'. Nous tirons de là
de plus y =^ 0 pour a: = o, par suite
c = 0 Nous avons donc finalement
EIy=l^-^ (82)
en faisant x = ;: nous trouvons la flèche / :
Si le prisme est sollicité par deux forces P| et P„ distantes respectivement dejOi et je?, deTappui de gauche, la ligne élastique se compose de 3 arcs se raccordant entre eux. Soient A la réaction de Tappui de gauche, x la distance à cet appui d'une section transversale quelconque, nous avons
Mi = kx pour o <, X <C pi
M, = Ax — Pi {X — />,) » Pi < X < p^
M, = Aar — Pi [x — />,) — P, {x — /?,) » Pt < x <i l
En introduisant successivement ces 3 expressions dans Téquation (79) et en intégrant, nous obtiendrons dans les équations des 3 arcs de la ligne élastique. Ces 3 équations contiennent en tout 6 constantes d'intégration ; pour les déterminer nous utiliserons d'abord les deux conditions : pour x =o ei X =1, y = 0. De plus, les arcs de la ligne élastique se raccordent au point de jonction de deux de ces arcs ; leurs équations
doivent donc donner la même valeur de v et de — . Cette remar-
ax
que fournit 4 équations de condition qui, avec les deux pre-* miëres, suffisent pour déterminer les constantes.
Le procédé s'applique sans changement à un nombre quelconque de forces ; lorsque celui-ci est grand, le calcul des cons* tantes devient pénible, et il est alors préférable d'employer les méthodes graphiques pour déterminer la ligne élastique (voir note II). La méthode graphique est également avan^ tageuse lorsque la section du prisme n'est pas constante, mais varie par sauts brusques, comme par exemple dans le cas d'une poutre double té dont les plates-bandes sont renforcées vers le milieu par des semelles, car ici aussi la ligne élastique se compose*d'une série d'arcs se raccordant entre eux. Par contre, si la section transversale varie d'une façon continue, il suffit d'introduire I, en fonction de x dans l'équation différentielle de la ligne élastique.
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Ces cas du reste sont de peu d'importance ; en général, il suffit de connaître une valeur approchée de la flèche et non sa valeur exacte : on peut donc s'épargner le calcul exact et déterminer la flèche en prenant une valeur moyenne de I.
Tout ce qui précède suppose implicitement que le plan de flexion coupe les sections transversales du prisme selon un axe principal. Si tel n'est pas le cas, on décomposera comme à l'article 42 les forces extérieures selon les axes principaux, et l'on déterminera la ligne élastique produite par ces composantes dans les deux plans. La déformation totale sera égale à la somme géométrique des déformations produites par chacun des systèmes de composantes.
68. Inflaenee des »eti«ns molécntoire» tanf^enlielle* «ur la Corme de 1* liirne élastique. — Les actions moléculaires tangentielles dont nous n'avons pas tenu compte jusqu'à présent ont pour conséquence d'augmenter un peu la flexion d'un prisme et de modifier la forme de la ligne élastique.
Soit (fig. 31) un prisme élémen- [^ taire. Si l'effort tranchant V se répar-
tissait uniformément sur la section
«x — K7.ur — \ »- transversale, il en résulterait une dis-
torsion v, qui, en désignant par Sm la valeur moyenne de l'intensité des r efforts de glissement,
Fig. 31 V
serait donnée par la formule (34) :
_Sm V 1^ ~ G ™ GF
La distorsion y a pour conséquence un glissement relatif des deux sections transversales l'une par rapport à l'autre ; désignons le par du'^ il vient
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Ydœ
du'=ydx ==
GF
En réalité, les choses ne sont pas aussi simples. Les actions tangentielles ne se répartissent pas uniformément sur la section, mais bien selon la loi étudiée dans les articles 48 et 49. Sur Paxe neutre, les efforts de glissemepl sont plus grands que la valeur moyenne Sm, et il vont en diminuant jusqu^à o dans les fibres extérieures. La distorsion y de Tangle droit formé par Taxe du prisme et la section transversale est par conséquent plus grande que celle que nous venons de calcu- 1er, tandis que celle des fibres extérieures est nulle.
On voit donc que Phypothèse de Bernouilli des sections transversales restant plane dans la déformation n'est pas absolument exacte, ainsi que nous l'avions déjà fait prévoir plus
Nous allons essayer de déterminer la différence de hauteur entre des points consécutifs de Taxe longitudinal du prisme, provenant de Faction des actions moléculaires tangentielles. Désignons cette différence de hauteur par du et posons
du =zndu' =x -— (84)
X désignant un coefficient, plus grand que 1 d'après ce qui précède. La valeur exacte de x dépend de la forme de la section transversale, puisque celle-ci exerce une influence sur la répartition des actions tangentielles, et par suite sur le rapport entre la valeur S de l'intensité des efforts de glissement le long de l'axe neutre et Sm* U ne serait toutefois pas exact de poser simplement x égal à ce rapport. Les déplacements des différents points de la section ne peuvent se produire indépendammentles uns des autres, donc en particulier le déplacement des points de Taxe neutre dépend de celui des autres points de la section transversale. Cette dépendance est assez compliquée par suite de la courbure de la section transversale qui se produit nécessairement. Nous déterminerons x en nous
basant sur le principe du travail de déformation, et nous en servirons pour calculer une valeur moyenne de du. C*est là un procédé absoment arbitraire ; le résultat trouvé ne sera donc qu*une évaluation approchée, suffisant ici puisqu'il s'agit du calcul d*une correction très petite en elle-même.
Nous avons trouvé (formule 45), pour le travail spécifique de déformation dans le cas du glissement simple, Texpression
2G' pour un prisme élémentaire nous aurons :
dx f^ d¥
rintégration s*élendant à toute la section transversale.
Le travail de déformation ainsi trouvé est égal au travail de TelTort tranchant (lequel est une force extérieure par rapport au
prisme élémentaire considéré)- V du, nous avons donc
dx\^d¥ = ^\du =i Vxrfw'
J ÎG 3
d'où
GF
Appliquons ce résultat au cas d'une section transversale rectangulaire. Nous avons trouvé, art. 48,
« =Kr -?)
z désignant la distance d*une fibre quelconque à l'axe neutre
et par suite
f^^-wjjil^--^")'
bdz
d'où toutes réductions faites :
en introduisant cette valeur dans f85), il vient
Il est toujours facile de déterminer x même lorsque Tinlégration n'est pas possible par les méthodes ordinaires. Il suffit de décomposer la surface en bandes étroites et de remplacer rintégrale par une somme '.
La déformation du prisme en un point d*abscisse x soûs Faction simultanée du moment fléchissant M et de Teffort tranchant Y sera
du (86)
y désignant la déformation produite par H seul. Gomme nous
rx l'avons dit, le terme / du sera en général négligeable devant
y : on peu donc faire abstraction des efforts de glissement. Pour les prismes de faible portée et de grande section seuls, dans lesquels les efforts de glissement atteignent de grandes valeurs, il conviendra cependant de tenir compte de ces efforts. Considérons un prisme de section rectangulaire, reposant
1 . Pour les actions double lé on peut calculer x une fois pour toutes.
Par exemple pour le proBl normal allemand N^ 8 (le numéro du profil indique la hauteur du fer en cm), on trouve x =: 2,4, et pour le profil N* 50, X = 2,0. On peut admettre que, pour les profils intermédiaires, x varie linéairement entre les deux valeurs).
librement par ses extrémités sur deux appuis et sollicité en son milieu par une force P. Nous avons trouvé (art. 52) :
' ~ 48IE ~ 4EÔA»
p il vient ici pour rfw, en prenant x = 1,2, V == r.
' Qbh
et
PI
la flèche /', en tenant compte des actions moléculaires tangentielles, est donc
en prenant G=s 0,4E c'est-à-dire m ==: 4
on voit donc que, si -== 10, la flèche due aux efforts de glissement seul s n*est que les 3 0/0 de celle produite par 1 es actions normales. Pour - = 5, le second terme dans la parenthèse est
égal aux 12 0/0 du premier : il est alors nécessaire de tenir compte des efforts de glissement.
DEUX EXTRÉMITÉS
ftA. Poalres eontlnues. On appello ainsi un prisme reposant sur des appuis dont le nombre est plus grand que 2. Sup<
posons que les réactions des appuis soient connues, il est alors possible de calculer, pour une section transversale quelconque, la valeur du moment fléchissant M et de TefiFort tranchant Y et par suite de déterminer les actions moléculaires agissant dans cette section. Le problème revient donc à déterminer les réactions des appuis.
On voit immédiatement que les équations générales de Téquilibre ne suffisent pas à le résoudre, elles sont dans ce cas en effet au nombre de deux, or nous avons précisément plus de deux inconnues. Le problème est hyperstatique (voir art. 61). Nous sommes obligés, pour obtenir de nouvelles équations, de tenir compte de la déformation du prisme.
Considérons le cas d*une poutre rectiligne à deux travées d'égale portée /, sollicitée par une charge uniformément répartie. Soit q la charge par unité de longueur.
Si Tappui médian était supprimé, la pièce s*infléchirait d'une quantité que nous pouvons calculer au moyen de la formule (81) dans laquelle nous remplacerions / par 2/. Généralement, il n*est pas nécessaire de tenir compte de la déformation due aux actions moléculaires tangentielles ; si toutefois cela était désirable, il suffirait d'employer la méthode décrite à l'article pré-^ cèdent.
Appliquons maintenant au milieu de la poutre une charge isolée P agissant de bas en haut^ elle produira en ce point une inflexion de la poutre donnée par la formule (83). Si nous choisissons P de telle sorte que la déformation première se trouve exactement compensée, cette force P sera égale à la réaction de l'appui médian, car pour cette valeur de la réac* tion seulement, la ligne élastique du prisme passera par le point prescrit. En égalant donc les deux valeurs de /, précé* demment considérées, nous obtenons
Q étant la charge totale de la poutre.
On voit que Tappui médian supporte une plus grande charge que si Ton avait deux poutres séparées de longueur / reposant librement par leurs extrémités. Dans ce cas en effet l'appui médian supporterait une charge égale à Q/2.
La réaction des appuis extérieurs est dans le cas présent
Nous avons supposé dans le raisonnement précédent que les trois appuis étaient situés à la même hauteur, et qu'ils ne s'af'^ faissaient pas sous Tinfluence des charges. Si l'appui médian s'affaisse d'une quantité S ou s'il était primitivement de S audessous du niveau des deux autres, P serait donné par Téquation
384 lE "^ 48 lE
Si au contraire l'appui du milieu est de S plus haut que les autres, il faut faire entrer cette quantité avec le signe — dans la formule.
On se rend compte facilement que la méthode est générale, et qu'elle s'applique encore lorsque les travées sont inégales et en nombre plus grand que 2 et les charges quelconques. Il suffit de remplacer la quantité /, par la valeur de Tordonnéc de la ligne élastique correspondant au point considéré.
Nous renonçons à entrer dans plus de détails, les problèmes plus compliqués sur les poutres continues se résolvant plus rapidement par les méthodes de la statique graphique.
6&. Prisme eneastré aou deuxeTKtrémités. — La ligne élastique possède deux tangentes horizontales aux extrémités. Il est facile, par suite, de reconnaître, qu'il existe deux points d'inflexion entre lesquels la ligne élastique tourne sa concavité vers le haut tandis que celle-ci est tournée
vers le bas entre les points d'inflexion et les extrémités. Il s'exerce nécessairement un couple dans la section d'encas- Irement, la réaction de Tappui étant impuissante à elle seule à rendre la ligne élastique horizontale en ce point. Soient M| et M, les moments de ces couples^ ils sont inconnus ainsi que les réactions des appuis A et B ; le problème est donc hyperstatique, car les conditions générales d'équilibre ne fournissent que deux équations. Nous sommes obligés d'avoir recours à Tétude des déformations.
Supposons le prisme sollicité par une charge uniformément répartie sur toute sa longueur /; par raison de symétrie nous aurons évidemment :
A = B = |^ et M, =M, =Mo
q désignant la charge par unité de longueur, et Mo la valeur commune de Ml et Mf Le moment fléchissant M agissant dans une section transversale d'abscisse x est
M = Mo + Ax — ^
par suite, Téqualion de la ligne élastique sera : une première intégration donne
rfx 6 2
dy
pourx=o, — =0
donc c = o \
de même, pour x=:zl^ -p^i^o d*où Téquation
ql^ ql l*
^ ^ ' Mo l = 0
de laquelle nous pouvons tirer Mo :
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Le momeat fléchissant maximum au milieu du prisme est égala
al
La section dangereuse est donc la section d'encastrement..
Il serait naturellement possible de tenir compte ici des efforts de glissement ; ce n'est cependant pas nécessaire. Les calculs de ce genre sont en effet pratiquement affectés d'une importante cause d'erreur. Il est impossible d'être absolument certain de Tefficacité de l'encastrement. De petites variations de la direction de la tangente de la ligne élastique au point d'encastrement se produisent, qui entraînent parfois des différences notables entre les résultats prévus par le calcul et ceux donnés par l'expérience. Ce serait donc éveiller un faux sentiment de sécurité que de calculer des corrections certainement plus petites que les erreurs pratiques impossibles à prévoir.
EXERCICES SUR LE CHAPITRE HI
Exercice 11. — Déterminer l'ellipse centrale dCun profil de cornière de 70 mm. de côté et 10 mm. d^épaisseur.
Solution, Nous considérons la section donnée comme formée de deux carrés soustractifs. L'un des axes principaux de la section est l'axe YY, le moment principal ly relatif à cet axe est
7*^ 6* 12 lï
Iy=«f^— I_ = 92,lcm*,
car l'axe YY passe par le centre de gravité des deux carrés*
Nous obtenons la distance a du centre de gravité S de la seC'
tion au centre de gravité du grand carré en écrivant Féquation des moments :
13a =0,707X36 a =1,96 cm.
Le moment d^inertie Ig relatif à ZZ est égal à la différence des moments d^inertie des deux carrés ; il faut de plus tenir compte du fait que cet axe ne passe pas par le centre de gravité des carrés. On a donc :
Les rayons de gyration principaux sont par suite : /y=i/?!?=2,66«°». /^=i/^=l,35*«».
L'ellipse centrale est ainsi déterminée.
Exercice iS. — Un prisme de i,W m. de longueur, encastré à une extrémité, est sollicité à r autre extrémité par une charge isolée verticale de 500 kg. Déterminer la valeur maximum de l'intensité R des actions moléculaires normales. La
fig. 33 donne la forme du profil et ses dimensions (fer en Z, profil normal allemand nM6). Vâme du fer est verticale, et l'extrémité non encastrée absolument libre.
':âr.-k
Kig. 33.
fSO
Les catalogues indiquent tg % = 0,39, h = Iy = 58,8cm*.
Solution. De /^a = 0,39 nous tirons :
a = 20'^20',sina = 0,36,cosa = 0,93.
Le moment fléchissant dans la section encastrée est :
H93 cm*.
500 X 120 = 60.000 kg. cm.
Le plan formé par la force de I^axe longitudinal ne passe pas par les axes principaux de la section. Il faut donc décomposer le moment fléchissant en deux composantes suivant la direction de ces axes. On trouve :
Mz = 60.000x0,93 — 55.800, My=60.000x0,36= 21.600
^Le travail résultant en un point quelconque de la section de coordonnées y, z est par suite :
R = Ri+Rii = 46,8y + 367s
Nous prenons comme axe positif des y la partie de Taxe SY située au-dessus de ZZ, et pour axe positif des z, Paxe SZ à droite de YY.
Les coordonnées de Asonly = 7,32cm. 2:= 3.29 cm. donc :
Ra = 46,8 X 7,32 + 367 X 3,29 = 1 .550 kg. par cm*. En B« Ri et Ru sont de signes différents, on a donc : Rb= 46,8 X 8,85 — 367 X 3,48 = — 863 kg. par cm».
Le travail maximum a lieu dans Tarète A^ il y atteint à peu près une valeur égale à la limite d'élasticité.
La flexion de ^extrémité libre du prisme sous Tinfluence de la charge verticale a lieu obliquement. Si l'extrémité du prisme était guidée de sorte qu'elle ne pût se déplacer que dans le sens vertical, il se produirait une force horizontale, réaction de Pappui sur l'extrémité de la pièce. Dans ce cas, l'axe neutre est horizontal, et l'on obtient R d'après la formule ordinaire, le moment d'inertie étant alors pris par rapport à l'axe horizontal passant par le centre de gravité.
Exercice 1$. — Déterminer les régions centrales des deux profils précédents.
Solution, — L'ensemble des tangentes au contour du profil comprend : les côtés de la surface (à l'exception de ceux de l'angle rentrant), la droite parallèle à Taxe ZZ qui joint
îi%
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les deux sommets les plus distants de ce dernier, et enfin,
yy tous les axes qui passent par les sommets du profil (sommet de Tangle rentrant excepté) et qui ne coupent pas la surface. Ces axes représentent les positions que prend successivement la tangente au contour lorsqu'on passe de Tune des 5 droites mensionnées cidessus à la suivante.
En tenant compte des prppriétés des antipôles et antipolaire, ainsi que des remarques précédentes on reconnaît facilement que la région centrale est limitée par un pentagone dont les sommets sont les antipôles de ces 5 droites et dont les côtés sont les antipolaires des sommets du profil.
On procédera d'une façon analogue pour déterminer la région centrale du profil du fer en Z (fig. 35).
Eexrcice 14. — Déterminer r ellipse centrale et la région cen^
traie de la section transversale cTiine colonne creuse en fonte
de SO cm. de diamètre extérieur. Epaisseur des parois : 2 cm.
Solution. — Le moment d'inertie d'un anneau relatif à un
axe passant par le centre est :
I=^(10* — 8*) = 4.636cm*.
la surface de l'anneau est F= 113 cm', d'où
/=\/Î5^ = 6,40cm.
L'ellipse centrale se réduit à un cercle de rayon I.
La région centrale est limitée par une circonférence dont le rayon k est donné par la proportion :
Fig. 35.
d*où
e,4~ 10 k =s 4,1 cm.
Exercice /5. — Un solide reposant librement par ses extrémi' tés est de révolution par rapport à Faxe longitudinal. Il est
sollicité en son milieu par une charge isolée. Déterminer la forme du méridien de façon qu'en chaque section transversale la valeur de l'intensité maximum R des efforts normaux soit la même,
(Solide d'égale résislance).
Solution, — Soit A la réàclion de Tappui de gauche, le moment fléchissant pour une section d*abscisse x est M = Ao: et par suile :
^ M . Ao;
W Trr'
r désignant le rayon de la section transversale. Pour que R soit conslant, il suffit que le membre de droite le soit ; nous trouvons donc immédiatement ren fonction dex :
V jrR
C^est là Téquation de la courbe méridienne, celle-ci est une parabole cubique. Il est facile de varier à Tinfini le problème en admettant d'autres formes de sections transversales et d'autres lois de répartition des charges. Quelque intéressants qu'ils soient en eux-mêmes, les problèmes de ce genre n'ont toutefois pas grande importance, car dans leur application en pratique on est généralement forcé, pour différentes raisons, de donner au solide une forme différente de celle trouvée par le calcul. De plus, ce dernier est inexact en ce sens qu'il n'y est pas tenu compte des efforts de glissement. Nous trouvons ici r =o pour ;r = o ; il est évident que ce résultat est faux, car il faut qu'aux extrémités la section soit assez grande pour que l'intensité des efforts de glissement ne dépasse pas le travail élastique pratique du métal.
Exercice 16 • — Un prisme de section double té y encastré à une extrémité, porte à l'autre une charge de 5.000 kg. Déterminer le travail maximum du métal da?is la fibre extérieure
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et la valeur de celui-ci à la jonction de rame et de la plate-
bande, La longueur du prisme est de 0,8 7n.; les dimensions de la section sont indiquées dans la figure 36.
Solution. — Nous calculons le moment d'inerlie relatif à Taxe faorizonlal passant par le centre de gravité du profil en considérant la surface comme formée d'un grand rectangle additif et de deux rectangles latéraux soustractifs.
Fig. 36.
I=ii^_2M^=8.335cm*
le moment statique T de la platebande relatif au même axe est :
yrfF=i,5Xl2xH,25 = 202,5cm»
rintensité R des actions normales en un point d'ordonnée y de la section encastrée est :
R=yy =
Dans la fibre extérieure, y == 12 ; donc
Rmax == 900 kg. par cm*.
Âla jonction de la plate-bande et de Tâme,
y =£= 1 0,5 R = 787 kg. par cm'.
Calculons l'intensité des efforts de glissement en ce point; Téquation (75) donne
VT 5.000 X 202,5 ,^_
^=7l= 1x5335 =i90kg.parcm'.
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d'où, pour rialensité de Taction moléculaire principale (équa-
s=830kg. par cm*.
Celte intensité est donc plus petite que celle des actions normales maximum C'est ce que montre aussi le calcul du travail élastique de comparaison qui mesure en réalité le travail du métal. D'après (40) on a, pour m = 3 1/3 :
^ = 0,35Rx ±: 0,65 y/iS + Ro:* = 844 kg. par cm*.
Les résultats qui précèdent montrent bien que, même pour des sections double té, il n*est pas nécessaire en général de tenir compte des efforts de glissement. Si le prisme est encore plus court, S conserve la même valeur (la charge restant la même), tandis que R devient plus petit ; il y a donc une longueur à partir de laquelle les efforts de glissement à la jonction de la plate-bande et de Tame sont plus grands que les efforts normaux dans la fibre extérieure.
Remarquons du reste expressément que tout le calcul n'est qu^approximaiif : Téquation (75) repose, en effet, sur une hypothèse peu certaine, qui, surtout k la jonction deT&me et de la plate-bande, n'est pas exactement remplie.
Exercice 17 , — Répartition des actions moléculaires tangentielles S dans une section circulaire.
Solution. — Calculons d'abord le moment statique, relatif à l'axe Z, du segment indiqué par des hachures sur la figure 37 :
z = \/r^—y' ydF
= 2 / yslr' — y^dy ,
b désignant la longueur de la corde, le long de laquelle nous voulons déterminer les efforts de glissement.
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L'équation (75) donne
^xy
121 3ffH
la valeur de la composante Sxz sur le pourtour résulte de la
Fig. 37
condition que la résultante soit tangente à la circonférence ; donc
'JBS
ç. ^2 • 2u 2Vm6
d'où, pour rintensité S de l'effort de glissement :
Sirr* V 37rr»
le maximum de S se produit Je long de l'axe Z, pour6=2r
CHAPITUE III
'mas.
La valeur maximum de rintensité des ciïorls de glissement est doDC à la valeur moyenne de celle-ci dans Thypolbëse d'une répartition uniforme des elTorls sur la section comme 4 est à 3.
Exercice 18. — Quelle force de cisaillement le rivet N de la poutre rivetée (fig. 38) a-t-il à supporter^ la réaction de Cappui étant de 6.000 kg ?
jo^ro'fo
soo
KZP ^Z7 KZP
uvo 9 p
I 'Mm^wf
9000 Kg,
Fig. 38
Solution. — La formule (76) donne
PourI, on a avec une approximation suffisante
I = 2X4'>X23,5V— = 60022 cm*
On a simplement cslimé à 23,5 cm. la distance du centre de gravité de Tensemble formé par la plate-bande et les deux
cornières, au centre de gravité de la section entière ; la décimale est naturellement incertaine.
La valeur approximative de I déterminée ainsi est très suffisante pour ce genre de calcul ; si Ton ne veut pas s^cn contenter il est facile de déterminer I diaprés la méthode indiquée précédemment. Le moment statique T de la platebande et des cornières, relatif à Paxe neutre de la section^ se détermine de la même façon :
T = 46x23,S = 1.081 cm'
d'où, Vêlant 6.000 kg. et /=12cm.
Cette force de cisaillement se répartit sur les deux sections des rivets situées de chaque côté de Tàme.
Exercice. 19. — Déterminer la ligne élastique d* un prisme dont la section transversale varie de telle sorte que I soit en chaque point proportionnel au moment fléchissant M.
Solution, — Posons
nous avons, c étant une constante :
ex* . -
où a et 6 désignent les constantes d'intégration. Cette équation est valable pour toute la longueur du prisme, si la condition posée dans Ténoncé est exactement remplie. La ligne élastique
1 enon< '^fOole ;
est une parqfbole ; foat x = o el x = lj j/ =-0, donc :
^ '' b = o et 0 = — vH-^/
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la flèche au milieu du prisme est par suite : ^ ^ ^
Soient Mm et Im» le moment fléchissant et le moment d'inertie pour le milieu du prisme, on a
Supposons le prisme sollicité par une force unique P, agissant au milieu :
Mm = j
et
Pi»
32ImE
Si le moment d*inertie de la section était constant et égal à Im, nous aurions d'après la formule (83) :
PZ»
la flèche est donc de 50 0/0 plus grande dans le cas présent que dans le cas du prisme à section constante.
L'hypothèse de I proportionnel à M est sensiblement satisfaite dans les poutres riveléès dont la section eist renforcée vers le milieu par Taddition de semelles de telle façon que R ait à peu près la même valeur dans toutes les sections. En effet, les semelles ne modifient pas sensiblement la hauteur de la poutre, de sorte que
est partout à peu près proportionnel au rapport --
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Exercice SO. — Calculer la constante x de la formule {84} pour une section circulaire.
Solution. — La formule (85) donne
7J S»dF
" = — vï—
Nous avons trouvé, à Texercice 17, pour une section circulaire :
4Vr«
oti 22 désigne la longueur de la corde distante de y de Taxe des z.
Si nous ne tenons compte dans le calcul de x que de la composante Sxy des efforts de glissement, soit de la composante parallèle à la direction des forces extérieures, nous avons en utilisant les notations de la fig. (37) :
Nous pouvons écrire
zWF = 32 / z»</y = 64 / (r« — y*) dy
+ - r' arc sm-
en introduisant les limites, il vient :
z*dF = lOw»
et par suite
On pourrait naturellement calculer x en partant de S et non de Sxy : on trouverait une valeur un peu plus grande. Gomme il ne s'agit toutefois que d'obtenir une valeur approximative, le
calcul tel que nous venons de le faire esl absolument suffisant.
Exercice Si. — Calculer les réactions des appuis (T un prisme sollicité par une charge uniformément répartie^ reposant libreynent sur 4 appuis de même niveau et équidistants.
Solution. — Par raison de symétrie, les réactions C des appuis intermédiaires sont égales entre elles ; de même, les réactions A des appuis extérieurs. Celles-ci sont égales à
a désignant la distance de deux appuis consécutifs, ;> la charge par unité de longueur,
Le moment fléchissant pour une section d^abscisse x de la travée de gauche est {x étant mesuré à partir de Tappui de gauche) :
Téquation différentielle de Parc correspondant de la ligne élastique est donc
d^où
pour X = Oy y z=z 0 d'où K' = o
et pour a: == fl, y '=^ o d'où :
Pour une section de la travée suivante
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pax , , ^ px^
les abscisses x étant comptées à partir du second appui de gauche, nous obtenons donc :
rf»y pœ^ pax ,
d'où
dx 6 4 ^
pour X = 0 y = 0 d'où K'' = o
pour a; = a // = ^ d'où :
K --;,a_C- Enfin nous avons encore la condition que les deux arcs de
dy
la ligne élastique se raccordent tangentiellement. Donc — pour x=za dans le premier arc doit être égal à la valeur de j- pour a: = o dans le second arc. Ceci nous donne l'équation
OU, en introduisant les valeurs trouvées pour K et K'' :
C est la seule inconnue dans cette équation. Il vienl :
et par suite
Exercice 22. — Deux prismes de longueurs l^ et 1% reposant librement par leurs extrémités se croisent à angle droit en leur milieu. Les deux prismes sont assemblés d'une manière invariable au point de croisement et sollicités en ce point par une charge isolée P. Déterminer la répartition de cette charge entre les deux prismes.
Solution. — Soienl Ij et I, les motueDls d'inertie des pièces ; la Qèche du milieu doit être la même pour les deux prismes, et si C est la part de Tun, Taulre supporte uue charge P — G ; nous avons donc Téquation de condition :
A^EU ~ 48EI, d'où
li%+ l,%
La méthode resterait la même si les prismes ne se croisaient pas au milieu, mais en un point quelconque. On aurait alors^ non plus à égaler les flèches /, mais les ordonnées y de la ligne élastique des prismes, correspondant au point de croisement.
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Exercices Nos 23 à 25.
ENERGIE POTENTIELLE INTERNE D'UN PRISME DROIT TRAVAILLANT A LA FLEXION
56. Travail de défonuAtion des aetions moléealaire« normales. — Nous avons défiai, à Particle 29 le travail de déformation comme étant le travail mécanique des forces intérieures corrélatives de la déformation du corps. Si les actions moléculaires tangentielles sont négligeables devant les forces intérieures normales ou si elles sont nulles {cas de la flexion
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simple) on trouve, pour le travail spécifique de déformation, l'expression (42) :
on a d'aulre part (éq. 49) :
RM
Introduisons cette valeur R dans la formule (42), multiplions par Félément de volume d-z^ et intégrons à l'intérieur d'un prisme élémentaire de longueur ^.ir, nous obtenons ainsi l'énergie potentielle interne e/A accumulée dans cet élément du prisme :
or on a
d-z = rfF. dx de plus M, E, I eidx sont constants ; il vient donc
dA= ^dx I vWF 2EI»
lA'
mais
fy'dF=
donc finalement
Nous pouvons établir cette formule par une autre méthode. Considérons à cet effet un prisme élémentaire pendant le phénomène de la déformation. Les actions moléculaires normales agissant sur les deux sections transversales sont des forces extérieures par rapport au prisme élémentaire et l'énergie potentielle interne de celui-ci est égale au travail fourni par ces forces durant la déformation. Peu importe que le prisme entier
\.*jàÊ
soit en mouvement ou au repos ; en effets les forces agissant sur le prisme élémentaire se font équilibre^ et leur travail serait nul dans un mouvement de la pièce entière. Il suffit donc de considérer les mouvements relatifs des molécules à l'intérieur du prisme élémentaire. Pour nous faire une idée exacte de ces mouvements, supposons Tune des sections transversales fixe, immobile, nous savons queTautre section tourne dans la déformation d'un angle r/^p par rapport à la section fixe. Cet angle est donné parla formule (77) :
^ lE
Le travail des actions moléculaires agissant sur la section transversale supposée immobile est naturellement nul. Pour l'autre section, les forces intérieures se réduisent, comme nous Tavons vu, à un couple de moment égal au moment fléchissant M, le travail de ces forces sera donc
ainsi que nous l'avons trouvé plus haut. Nous avons posé
parce que le moment M n'est pas constant pendant la déformation, il croit au contraire de o à M : il faut donc introduire la valeur moyenne dans le calcul.
L'énergie potentielle interne du prjsme entier est naturellement
2jlE
l'intégrale étant étendue à la pièce entière.
69. Travail de déformation des aetions moléeulaires tangrentiellea. — Lorsqu'il n'est pas permis de négliger les actions moléculaires tangent ielles, l'expression du travail
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de déformation d'un prisme travaillant à la flexion contientun lerme de plus qu'il est facile de déterminer en se basant sur les résultats du § 6 du chapitre III.
Remarquons que le travail des actions tangentielles, dans la déformation due aux actions normales, est nul, les points d'application des actions tangentielles se déplaçant perpendiculairement à leur direction. Inversement et pour la même raison, le travail des actions moléculaires normales est nul pendant la distorsion, c'est-à-dire pendant le glissement relatif des deux sections transversales. Le travail de déformation total d'un prisme élémentaire est donc égal à une somme de deux termes, l'un représentant le travail des actions normales pendant la rotation, l'autre étant égal au travail des actions tangentielles dans la distorsion. Nous avons trouvé^ art 53, pour le travail de déformation dû aux actions moléculaires tangentielles :
Par suite, le travail de déformation d'un prisme, en tenant compte des actions moléculaires tangentielles, est
si le prisme travaillait simultanément à la flexion et à l'extension (ou à la compression) il faudrait ajouter un troisième terme à l'expression précédente, représentant le travail des actions moléculaires développées par cet effort normal.
68. Relation entre le travail de déformation et le travail de» force» extérieures. — En vertu du principe de la conservation de l'énergie, le travail de déformation, soit l'énergie potentielle interne du prisme, est nécessairement égal au travail des forces extérieures pendant la déformation. Il est donc possible de trouver une autre expression pour A et de l'égaler à celle que nous venons d'établir.
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i Les réactions des appuis ne fournissent aucun travail ; en
effet leurs points d'application sont ou absolument fixes ou susceptibles d'un déplacement le long de la surface d'appui ; or dans ce cas le chemin parcouru est perpendiculaire à la direction de la force. Il y a toutefois des exceptions : par exemple, le déplacement des rouleaux de friction sur lesquels reposent généralement les extrémités des poutres métalliques, ne peut se produire sans un travail notable destiné à vaincre le frottement, et doqt il faudrait tenir compte. Dans ce qui suit nous exclurons les cas de ce genre ; les résultats trouvés ne seront donc strictement exacts que si le travail des réactions des appuis est bien nul.
Soient P Tune des forces extérieures agissant sur le prisme^ y le déplacement de son point d'application, mesuré dans la direction de la force. Par suite de Taccroissement graduel de P pendant la flexion, le travail de cette force sera
jPy
nous aurons donc
A=^2:Py (91)
la somme s'étendant à toutes les forces extérieures agissant sur le corps. Si les charges étaient réparties d'une façon continue, nous aurions une intégrale au lieu d^une somme.
Applieation des résaltot» précédents. — Si le
prisme n'est sollicité que par une force unique, on pourra, en égalant les formules (89) ou (90) à (9i), calculer le déplacement du point d'application de la charge.
Soit donné par exemple un prisme encastré à Tune des extrémités et sollicité à l'autre par un poids P. Le moment fléchissant agissant dans une section transversale distante de x de l'extrémité libre est
Par
Nous avons donc, en négligeant les actions moléculaires tangenlielles :
A = — 1 x^dx =
/élaiil la longueur du prisme^
soit la flèche à rexlrémilé libre le travail de la force P est
- P/, nous aurons :
i ' ~ 6IE ' ~ 3ÏÊ
en comparant ce résultat avec la formule (83) qui donne la flèche d'un prisme reposant librement sur deux appuis et chargé au centre par une force P, on reconnaît que le prisme encastré que nous venons d'étudier se comporte exactement comme une moitié de prisme de longueur double reposant sur deux appuis et sollicité au milieu par une charge double. Si Ton voulait tenir compte des actions moléculaires tangentielles, il faudrait calculer A selon la formule (90). On retrouverait les résultats trouvés plus haut par une autre méthode.
§ 2 THÉORÈMES DE CASTIGLIANO
•O. Propriétés des dérivées partielles da travail de déformation par rapport anx forées extérieures ^ —
i . Cet article et les suivants diffèrent sensiblement du texte original allemand, Tauteur ayant saisi l'occasion de la publication d'une édition française pour rectifier une erreur commise lors de la rédaction de ce §.
N. du T.
Supposons que Tune quelconque des forces extérieures, Pi, subisse un accroissement infiniment petit et calculons Taccroissement correspondant du travail de déformation. Le rapport de ces deux accroissements, c'est-à-dire la dérivée partielle
peut se calculer de diverses manières. Le moyen le plus simple consiste à dériver partiellement la formule (91) par rapport à Pt ; il vient, si Ton remarque que le déplacement y de chaque force dépend de P» :
^A. 1 „^ du i ,^^^
Le calcul, tel que nous venons de le faire, revient à admettre que, tandis que les autres forces extérieures croissent de o à leur , valeur maximum P, Pi passe de o à P» + rf Pi. Nous aunons pu supposer les forces appliquées d'abord toutes avec leur intensité primitive puis ensuite faire croître Pi de d Pi. Du reste, Tordre dans lequel nous supposons les forces appliquées est indifférent; en effet, dans lesdeux cas, rétatfinalestlemème et par suite aussi le travail des forces extérieures, puisque ce travail est égal à Ténergie potentielle interne, laquelle ne dépend que de Tétat final. Cette déduction suppose toutefois que le travail des forces extérieures se transforme en entier en énergie potentielle; elle cesserait donc d'être exacte, s*ilse produisait des frottements ou des défo7^mations plastiques. D'autre part, il n'est pas nécessaire que les déformations aient lien suivant la loi de Hooke, il suffit qu'elles soient parfailement élastiques^ au sens donné précédemment à ce terme.
Restreignons maintenant notre étude aux corps satisfaisant
dX à la loi de Hooke ; nous pouvons alors déterminer — de la fa-
çon suivante. Les forces extérieures étant appliquées avec leur intensité normale fournissent le travail A. Si nous augmcn*
tons Pi de d P<, le déplacement y de Tune quelconque des forces »*accrolt de
le travail corrélatif de la force F (laquelle reste constante pendant le déplacement) est
Celte expression est valable pour tontes les forces extérieures, y compris Pi. Il faut de plus tenir compte du travail de crPi ; Pi passant insensiblement de la valeur Pi à Pi -f- e/Pi, ce travail est
C'est là une quantité infiniment petite du second ordre que nous pouvons négliger devant les autres termes. Il vient donc :
iA=SP^^,
en égalant les deux expressions (92) et (93) trouvées pour t— on trouve
et pur suite
Il est possible d'établir directement ce résultat. Appliquons
d'abord sur le prisme la seule force dP%;le Iravail de déformation correspondant est:
Appliquons ensuile les charges P, en les faisant passer insensiblement de o à leur valeur maximum : le prisme subit la même déformation que précédemment ; les forces P fournissent donc le même travail A ; en même temps le point d'application de dPi se déplace de ^i, le travail corrélatif de dPi est :
yi dPi
Donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre, il vient :
A + e/A=|2:Py + yirfPt
d'où
dk
comme plus haut.
Nous pouvons formuler comme suit le contenu de la for^^ mule (95) : Le déplacement du point d'application d'une force extérieure agissant sur un corps satisfaisant à la loi de Hooke est égal^ dans le cas d'une déformation élastique du corps, à la dérivée partielle du travail de déformation^ prise par rapport à la force considérée. Ce théorème est dû à Casti*^ glîano.
Comme nous Tavons dit, les déplacements sont comptés suivant la direction des forces correspondantes, ils sont positifs ou négatifs suivant que leur sens coïncide ou non avec celui des forces.
Nous avons établi le théorème précédent en supposant les forces extérieures appliquées à unprismej mais il est bien évi-
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dent que celte restriction est inutile : le théorème s'applique à tout corps satisfaisant aux conditions indiquées.
• I. Application au ealoul des forées de liaison. —
En généra], toutes les forces extérieures agissant sur le prisme ne sont pas connues, nous avons eu précédemment l'occasion de calculer : par exemple, les réactions des appuis sur lesquels reposait la pièce. Le corps considéré est le plus souvent relié à des corps voisins de sorte que certains de ses points ne peuvent se déplacer librement. Pour déterminer les réactions exercées par les corps avoisinanls sur la pièce, on se servira de la remarque que ces forces dépendent des gènes apportées aux déplacements des points soumis aux liaisons. Ces déplacements sont le plus souvent nuls ou de grandeur connue, dans le cas le plus général, ils peuvent être représentés en fonctions connues des forces de liaisons.
Il peut se présenter deux cas : V Les liaisons sont telles que le nombre des forces inconnues à déterminer est précisément égal à celui des équations universelles d'équilibre dont on dispose. Le problème se résout alors comme s'il s'agissait non d*un corps élastique mais d'un solide invariable. Nous dirons que les forces extérieures connues et les forces de liaisons inconnues forment un système isostatique. 2" Les forces inconnues sont en plus grand nombre que les équations d'équilibre. Nous savons déjà que, pour résoudre le problème inderminé au point de vue de la Mécanique générale, il est nécessaire de faire intervenir les équations fournies par la résistance des matériaux, qui définissent les rapports existants entre les déplacements élastiques permis par les liaisons et les réactions exercées sur la pièce prismatique. Nous dirons dans ce casque les forces extérieures et les liaisons constituent un système hyper statique.
Formons, par rapport à l'une do ces forces de liaison l'équation (95) ; le membre de gauche est, comme nous venons de le voir, une quantité connue dépendant de la nature de la
liaison : nous pouvons donc ainsi établir autant d*équations de conditions qu'il y a d^inconnues indéterminées et par suite résoudre le problème. En particulier, si la liaison est fixe ou complète {articulation sphérique fixe : un point fixe, généralement le centre de gravité d'une section ; articulation cylindrique fixe : une droite fixe, généralement un diamètre de la section ; enca^strement fixe : le plan de la section de liaison est invariable dans Tespace), le déplacement du point d*application de la réaction correspondante est nul et Téquation (95) devient
La marche à suivre est donc la suivante : après avoir fait chois des inconnues statiquement indéterminées du problème, on exprime les inconnues restantes en fonction de celles-ci à Taide des équations universelles d'équilibre; on forme de même, en fonction des inconnues statiquement indéterminées, les moments fléchissants, les efforts tranchants, etc., et le travail de déformation à Taide des équations (89) et (90). En appliquant les formules (95) ou (96) autant de fois qu*il y a d'inconnues à déterminer, on obtient des équations en nombre suffisant pour résoudre le problème sans ambiguïté aucune, ces équations étant toujours du premier degré par rapport aux quantités cherchées.
La méthode est du reste encore plus générale. Il n'est pas nécessaire que Pi soit une force seulement, on peut entendre par Pi un groupe quelconque de forces extérieures, à condition de prendre pour yi une quantité qui, multipliée par Pi (ou par la valeur moyenne de Pi, dans le cas d'une application graduelle des forces) donne le travail de déformation de ces forces. Cette extension ne modifie en rien les théorèmes énoncés. Par exemple, on pourra prendre comme inconnue un couple de forces : yi sera alors l'angle dont tourne dans la déformation la section sur laquelle agit le couple ; en particu-
lier, si la section est encastrée, Tangle dont elle tourne est nul, et Ton pourra encore appliquer Téquation (96) à la détermination du couple P».
Dans les calculs, il est souvent avantageux de décomposer le système hyperstatiqne considéré en deux ou plusieurs par-* ties, et cela de telle sorte que les forces extérieures agissant sur chaque portion envisagée en elle-même forment un système isostatique ; les inconnues staliquement indéterminées du problème sont alors les actions moléculaires relatives aux surfaces de séparation. Il est facile de voir que ces forces satisfont à l'équation (96).
Supposons le système divisé en deux parties, 1 et 2, par une surface quelconque. A désignant le travail total de déformation, nous pouvons poser
A=At + A, (97)
Ai étant le travail de déformation relatif à la partie 1, A| le travail relatif k 2. Soit Pi Taction moléculaire régnant en un point quelconque de la surface de séparation; on a (équation 95) pour la partie i :
et de même pour la portion 2 ; si, de plus, on remarque que, le point considéré appartenant à la fois à 1 et à 2, son déplacement est le même dans les deux cas, on a :
le signe — du membre de droite vient de ce qu'en vertu du principe d'action et de réaction la force agissant au point con* sidéré sur la partie 2 est — Pt. En tenant compte de ce résultat, Téqualion (97) donne
dk dAi dkf
dPi d?i ' dP
Nous pouvons formuler les résultats précédents de la façon suivante :
Les dérivées partielles du travail de déformation d'un corps obéissant à la loi de Hooke, prises par rapport à des forces extérieures choisies de telle façon qu'elles ne produisent elles» mêmes aucun travail y sont nulles. Les équations qui expriment cette condition peuvent servir , le cas échéant y à déterminer ces forces,
Cethéorème, formulé pour la première fois par Castigliano, peut s'énoncer d'une façon différente, plus facile à retenir. L'équation
est la condition nécessaire pour que Pi rende A maximum ou minimum. Formons la dérivée seconde ; ayant égard à (95), nous trouvons :
rf«A <lyi
dPf d?i
le second membre est nécessairement positif, car Taccroîssement dVi d'une force extérieure quelconque Pt ne peut nécessairement produire qu'un accroissement dyi de yi dirigé dans le sens de Pt. Il s'agit donc ici d'un minimum. Nous pouvons par conséquent dire :
Les forces de liaison dont le travail est nul sont telles qu^ le travail de déformation du système hyperstatique considéré est minimum. D'où le nom de théorème du travail minimum de déformation donné à cette propriété.
•9. Exemple. — Soit donné (fig. 39) une poutre uniformément chargée sur toute sa longueur, reposant sur 3 appuis inégalement distants. Soit q la charge par unité de longueur.
Comme quantité statiquement indéterminée du système
nous prendrons la réaction Z de l'appui médian. Les conditions d'équilibre donnent
C — îS^+^_z ^
Le moment fléchissant ^'^- ^^ pour une section quelcon-
que de la travée de gauche est
A s'obtient à l'aide de la formule (89).
dk Nous devons calculer -r-yet égaler celte quantité à zéro. Si
CL i*
nous supposons E et I constants, il suffit de former :
Wdx
dZJ
Leslimitesderintégrale sont des constantes, et la seule quantité sous le signe somme qui dépende de Z est M ; nous trouvons donc en différentiant sous le signe somme :
rfM • dZ
pour la travée de gauche nous trouvons :
Jo \ 2 / rfZ \ 3 S J dZ
on voit immédiatement que, pour obtenir le terme relatif à la seconde travée, il suffit de permuter B coiitre C et « contre A. Nous aurons donc finalement :
dX i^{ /Ba» qa^\ dB fW qb^\ dC
rfZ ~ ME 1 \ 3 ~ 8 / rfZ "*" \ 3 8" j ^
cette dérivée doit être nulle, le point d'application de Z ne subissant pas de déplacement. En remplaçant^ et ---parleurs valeurs :
dB b dC a
dZ a + b dZ a + b
nous obtenons Inéquation :
b /2fl» r g + 6 „ h "i ga*\ g /26»r g+&
d'où
en faisant a-=b,'û vient
comme nous Tavons trouvé précédemment.
,Onle voit par cet exemple, Tinconvénienl de la méthode réside dans la longueur des calculs qu'elle exige, inconvénient largement compensé par la sûreté et la facilité avec laquelle elle conduit au but, lorsqu'on la possède complètement.
•3. Chartres iottlaiitauée», elioes. — Nous avons toujours admis jusqu'à présent que les charges appliquées sur le corps croissaient lentement et progressivement de o à leur valeur maximum, de sorte que nous pouvions en toute rigueur admettre que tout le travail fourni par les forces extérieures se transformait en énergie potentielle interne, et négliger par suite les vitesses des différents points du corps. Bien qu'une augmentation lente des forces extérieures soit en général la règle, il est intéressant d'étudier ce qui se passe lorsque les forces sont appliquées d'une façon instantanée, c'est-à-dire, passent brusquement de zéro à leur valeur maximum. Désignons par/d le déplacement du point d'application d'une force P, lorsque celle-ci est appliquée instantanément, /^ étant mesuré sur la ligne d'action de la force. La force P fournit dans ce déplacement un travail égal à :
On voit immédiatement que fd est plus grand que le dépla-
cernent /i qui se produirait dans le cas d'une application lente et progressive de P. Car, lorsque la déformation élastique a atteint la valeur /,, Pa déjà fourni un travail P/«, égal au double de Ténergie potentielle interne qui, d'après les résultats précédents, correspondrait à cette déformation : il ne peut donc y avoir équilibre dans cette position ; au contraire, Tautre moitié du travail des forces extérieures s'est transformée en énergie cinétique, et la déformation dépasse la valeur /,. Dans ce mouvement, la force vive dès masses en mouvement se transforme en énergie potentielle interne, et, lorsque la déformation a atteint sa plus grande valeur fa, la force vive est nulle et Ténergie potentielle interne égale à
Le corps ne saurait toutefois conserver cette position, les déformations étant plus grandes que celles qui correspondent à P dansTétat de repos; il se produit par suite des oscillations, des vibrations autour de la position d'équilibre/*.
On sait par expérience que ces oscillations diminuent peu à peu, soit parce que les. déformations ne sont pas absolument élastiques, soit par suite des résistances passives. Puisque une telle perle d'énergie se produit durant le phénomène, il est naturel d'admettre qu'elle a lieu déjà pendant la première oscillation, et par suite il convient de poser
A = nPfd
n étant un facteur dépendant des circonstances accessoires, mais en tous cas plus petit que 1.
Il ne s'agit pas d'étudier le mouvement vibratoire du corps autour de sa position d'équilibre, mais seulement de déterminer le plus grand travail auquel est soumise la matière, durant le phénomène. Ce travail dépend de la déformation maximum, donc de fd . Pour trancher la question, le plus simple est de déterminer la force P' qui, appliquée progressivement, produirait la même déformation fd. Nous savons queTénergie potentielle interne sert^it :
et comme A désigne dans les deux cas la même énergie potentielle, celle-ci ne dépend que de Tétai de déformation atteint, nous obtenons en égalant les deux valeurs
ou, en faisant approximativement /i == 1
L'application instantanée de la charge produit donc un travail de la matière double de celui qui correspondrait à une application lente et progressive des charges. Il est souvent nécessaire de tenir compte de ce fait dans les calculs de résistance de certaines constructions.
Quelque chose d*analogue se présente dans le cas des ponts de chemins de fer, sur lesquels passent des trains ariinrès d'une grande vitesse. Toutefois la question est beaucoup plus compliquée ; pour la résoudre il y aurait lieu d'examiner la nature des vibrations de la construction. On peut cependant affirmer que les déformations subies seront plus grandes que celles que produirait une charge statique égale. De là l'idée d'introduire dans les calculs la charge mobile multipliée par un certain facteur numérique. Gerber proposait de prendre ce facteur égal à 1,6, c'est-à-dire un nombre plus petit que la valeur 2 trouvée dans l'équation (99). En effet, il n'y a pas ici une application instantanée de la charge, de sorte que l'augmentation du travail élastique n'est pas aussi forte que dans le cas étudié plus haut.
Chocs. Il nous reste encore à examiner le cas des chocs proprement dits. Soit V la vitesse acquise par la charge au moment considéré, mesurée dans le sens de la déformation qui se produit. La force vive L que possède la charge est égale à :
Ptt*
h désignant la hauteur de chute nécessaire pour produire la vitesse v.
Nous pouvons traiter ce cas comme le précédent et poser :
A = nP (A + /d ) (100)
n désignant un facteur numérique qui peut, ici, être de beaucoup pluspetitque 1. C'eât précisément dans le calcul de cette constante n que réside la difficulté du problème, difficulté qui n a pas jusqu'ici été completementsurmonteo.il se produit, durant le choc, des phénomènes accessoires qui en compliquent beaucoup Tétude. Il peut y avoir, dans le voisinage immédiat du point où a lieu le choc, des déformations plastiques, soit de la charge, soit du corps lui-même, qui sont évidemment sans importance pour la manière dont se comporte le corps, mais qui, par contre, absorbentune partie deTénergie disponible. En outre, une partie de la force vive se transforme immédiatement en chaleur.
Il convient également de tenir compte du fait que la vitesse de Tébranlemônt n'est pas infinie, mais égale à la vitesse du son; enfin la durée du choc peut être si courte que la plus grande déformation n'ait pas encore eu lieu lorsque l'influence de la charge cesse, de sorte qu'une partie de Ténergie n'est pas employée.
Les meilleurs travaux sur cette question difficile sont ceux de St. -Venant. On les trouvera dans sa traduction française de la Théorie de l'Elasticité de Clebsch. Il semble toutefois que les résultats de la théorie diffèrent très sensiblement de ceux obtenus dans la pratique. Il convient donc de considérer la question comme non résolue et d'attendre que des expériences aient montré quelle importance il faut attacher aux divers phénomènes accessoires que nous venons de mentionner.
Si ;?< était connu, on déterminerait la charge P' qui, appliquée progressivement, produirait les mêmes déformations, pour de là tirer le travail élastique de la matière. On aurait
^P7d=nP(A+/rf) (101)
On trouvera un exemple dans les exercices, à la (in du chapitre. Nous attirons l'attention du lecteur sur la remarque qui le suit.
THÉORÈME DE MAXWELL
m. Béciprociié des déplacements dc« poiuiM d'appUeatlon des forées extérieures. — Nous avons trouvé (équation 94) :
Prenons la dérivée partielle^ar rapport à une force quelcon-
du que Pjfe. Dans le membre de droite, les quanlilés —seules dé-
pendent de P*, sauf dans le terme où P = P* ; donc nous avons :
^==SP.jf!^+^* (102)
rfPjfc dVi dVk ^ dPi ^ ^
Le principe de superposition étant applicable, puisque nousnous sommes placés dansThypothëse de la loi de Hoocke, les déplacementsy sont des fonctions linéaires des forces P ; y^ est donc de la forme :
yt=ai,Pi + ai, P,4- + a/iPi+ (103)
Lesquantités 0L,\es coefficients diJifluence * des diverses for-
1. Il eslfacilede se rendre compte de la signification de ces coefficients. Supposons toutes les forces extérieures égales à o sauf Tune, Pj^ par exemple,
que nous prendrons égale à Tunité, il vient
y» = Hk Ces coefficientsne sont donc pas autre chose que les déplacements que pro*
ces extérieures sur le déplacement du point considéré dépendent des propriétés élastiques du corps et de la répartition des forces exlérieares.
Les quantités y étant des fonctions linéaires des forces P nous avons :
par suite (102) devient
ou, en tenant compte de (103) :
<f-ik = cf.ki (105)
IJinfltience de la force k sur le déplacement du point d'application de la force i est égale à f influence de la force i sur le déplacement du point d'application de la force k.
Tel est le théorème de Maxwell sur la réciprocité des déplacements des points d'application des forces extérieures.
Nous on donnerons une autre démonstration indépendante de la précédente, en nous bornant au cas très simple d'une poutre reposant librement sur deux appuis. Considérons (fig. 40)
\ji deux sections transversales quel-
I conques I et II, et supposons qu'en
I agisse une force extérieure P,.
î Soit ttjj rinflexion que produirait en
I I une force égale à ronité agissant
l\ |2r dans cette section, et«t| celle qu'elle
,„. ,^, produirait en II: a., et a,i sont les
(Fig. 40). ^ . 7 M «
coefficients d'influence des forces agissant en I sur les déplacements des sections I et II. Les inflections réelles en ces deux points sont par suite :
«1, P«eta„P,
duiraicnt, au point considéré, des forces égales à l*unité agissant dans la direction des forces primitives. N. du T.
Soient mainienanl une force P, agissant en II, aj, cl ol„ les coefficients dinfluence, le premier indice désignant par conséquent le point oùse produit ie déplacement, et le second la force qui le cause. Si Ton applique d'abordPi puisensuiteP,, cesdeux forces produisent un certain travail égal à Ténergie potentielle interne emmagasinée dans la poutre. Pi fournit tout d'abord un travail égal à
Pendant l'application de Pf les points d'applications de P| et Pt se déplacent. Ces deux forces fournissent un travail; il faut de plus remarquer que Pi conserve sa valeur durant toute la durée du phénomène, tandis que Pa croit insensiblement de o à sa valeur normale. Le travail développé dans cette seconde période est donc
Pi *ll Pf + 2 ^« *M Pi
par suite Ténergie totale emmagasinée dans la pièce sera
A =5 an Pt* +a„ P, P, + ia„ P.' (106)
On atteint naturellement le même état de déformation en appliquant d'abord P^ puis P, ; en répétant exactement les mêmes raisonnements, on trouve :
A=2-a„P.»+a,iP.Pi + ^a,,P.«
Les deux valeurs de A doivent être identiques. Il faut donc que
«11= «fi (107)
£t le théorème de Maxwell est de nouveau démontré.
Il serait facile de montrer que les hypothèses faites sur la
forme du solide et la direclion des forces extérieures ne sont
pas nécessaires. Il suffirait de considérer (fig. 4i) un corps quelconque soutenu d'une façon quelconque. On prendrait deux points I et II et, passant par ces points, deux directions arbitraires ; pj ^1 on verrait que si l'on fait agir
une force en I dans le sens
choisi, II se déplace dans la direction considérée, autant que
se déplace I lorsque la force agit en II. Il nous reste à montrer comment on applique le théorème de
Max\\ell dans les calculs pratiques de résistance.
•6. ApplIcaUoiis. — Nous reprendrons Texemple déjà traité d'une poutre reposant librement sur 3 appuis. Supposons Tappui intermédiaire enlevé, appliquons en ce point une force égale à 1 tonne (ou, en général, égale à Tunité de force) et déterminons la ligne élastique correspondant à cette répartition des forces extérieures, soit analytiquement, soit graphiquement (voir Note IIj. Soient «Tabscisse de l'appui médian comptée à partir de Texlrémité gauche, x Tabscisse d^une section transversale quelconque. L'ordonnée delà ligne élastique correspondant à l'abscisse x n'est autre chose que le coefficient d'inQuence
D'après le théorème de Maxwell :
Nous connaissons ainsi l'inflexion qui se produirait en a si, l'appui intermédiaire enlevé, on appliquait en x une force égale à 1. De h\ résulte la grandeur de la réaction de cet appui en se basant sur un raisonnement fréquemment employé au chapitre précédent. Cette réaction doit être telle qu'elle corn-
pense celle inflexion. Or nous connaissons par iaiigne élastique précédemnieni calculée le déplacement élastique aaa de la section a sous rinfluence d^une force agissant dans cette section, et nous savons de plus que la déformation élastique est proportionnelle à la grandeur de la force. Si donc nous désignons par P la force agissant en x et par Z la réaction de l'appui médian développée par la force P, nous aurons Téqualion :
d'oii^ ayant égard au théorème de Maxwell :
Le rapport des deux ordonnées de la ligne élastique primitivement tracée, correspondant aux abscisses a: et a, donne immédiatement la fraction de la charge P qui est supportée par Tappui médian. Celle fraction est proportionnelle à l'ordonnée aaa delà ligne élastique. C'est pourquoi l'on désigne celle-ci sous le nom de ligne d'influence relative à la réaction Z. Ainsi donc, une fois celte courbe tracée, le calcul de la poutre continue est ramené à un problème isostatique, car on est en étal de calculer, pour n'importe quelle répartition des charges, la réaction z d'après l'équation :
Z = — 2j OLxa P QLaa
et par suite les réactions des divers appuis, les moments fléchissants, etc.
Le théorème de Maxwell est surtout précieux lorsque Ton a affaire à une charge roulante (train ou voiture) qu'il est nécessaire de considérer dans plusieurs positions. Le calcul serait très pénible, si l'on devait pour chaque nouvelle position le recommencer en parlant de la théorie de rElasticité. Il résulte des explications qui précèdent que cela n'est nullement
nécessaire ; la conslruction d'une seule ligne d'influence suffit pour donner. une base à tous les calculs ultérieurs.
Afin de voir eomment il y a lieu de procéder dans des cas plus compliqués, calculons encore les réactions des appuis d'une pièce prismatique reposant sur 4 appuis de niveau. Soit a Tabscisse du premier appui intermédiaire^ b celle du second, comptées & partir de Tappui extérieur de gauche. Supposons les deux appuis intermédiaires supprimés et appliquons en a une force égale à Tunité. Les ordonnées de la ligne élastique correspondante fournissent, pour chaque section a:, le coefficient d'influence, a^o et par suite olox* Nous construirons ensuite une seconde ligne élastique, relative à une force 1 agissant en 6, qui fournit les coefficients axh et oLbX' Ces travaux préliminaires exécutés, les réactions C et D des appuis intermédiaires, correspondant à une charge P agissant dans une section quelconque d^abscisse x^ s^obliennent en résolvant les deux équations
«on C -+• aa6 D = Pa«, |
OLbàC-hOLbbH^PoLbx ) ^ ^
qui expriment la condition que le déplacement des points d'appui médians est nul. On trouve
-, n ^ax^bb "" ^bx^ab Kj =a " ' ■
^X-aa^bb-^ <^'ab
(HO) PI p 0C||«*6a — ^bx^aa
les facteurs de P dans ces expressions sont faciles h calculer, tous les coefficients a étant donnés par les deux lignes élastiques tracées; on pourra donc construire sans difficulté la ligne d'influence des charges sur les réactions des appuis intermédiaires.
Nous nous bornons ici à ces indications de portée générale, le développement que comporte celte méthode étant du domaine de la construction des ponts.
KF
Exercice S3. — Trois poutres métalliques équidisiantes (fig. 42) de section double œ (Profil normal allemand n^ 36, /= 19766 cm*.) sont reliées invariablement ent7*e elles par une poutre transversale de section semblable {profil normal
n' W, 1= '21 62 cm'). Quelle force P, est-il possible d^ appliquer au centre de cette construction, le travail élastique R ne devant nulle part dépasser 1000 kg.
par cm^. On fait abstraction du poids propre des poutres.
Solution. — Nous diviserons la construction en deux parties, Tune comprenant les deux poulres extérieures et la poutre transversale, l'autre la poutre médiane. Chacune de ces parties considérée pour elle-même constitue un système isostatique ; Tinconnue staliqnement indéterminée du problème est la portion Z de la charge P, que la poutre médiane transmet au reste de la construction, par ^intermédiaire de la pièce transversale. La poutre médiane est donc sollicitée en son milieu par une force concentrée P — Z, tandis que la poutre transversale exerce sur chacune
des pièces latérales une force ^. Au point d^application de P,
les deux parties de la construction étant reliées d^une façon invariable subissent la même déformation ; nous trouverons donc Z en égalant à zéro la dérivée partielle du travail de déformation, prise par rapport à Z (art. 61).
Le moment fléchissant M qui agit sur la section d'abscisses:
Fig. 42.
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de la moilié de gauche d^un prisme reposant librement aux
exlrémilés et sollicité au milieu par une charge Q est — ; le
travail de déformation emmagasiné dans la moitié de gaucho du prisme se calcule à l'aide de la formule (89) (nous pouvons négliger ici sans inconvénient les actions de glissement). Le travail total sera égal au double du résultat ainsi trouvé, nous aurons donc :
Pour la poutre médiane, il faut faire Q = P— Z /=/, = 6m. I = I» = 19766 cm*; pour chacune des deux poutres latérales
Q=? / = /, = 6m. I = It = 19766 cm*
et pour la poutre transversale
Q = Z /=/, = 2m. I=I, = 2162cm*
D*où, pour Ténergio potentielle interne de la construction entière :
. (P~z)'V . Hij ^*' . z«v
en égalant •-- à zéro, on obtient
96IiE ' 96I,E ' 96I,E 2P/,«
Reste à déterminer la section dangereuse. Celte section ne peut se trouver qu*au milieu de la poutre médiane *ou au
milieu de la poutre transversale, car les poutres latérales sont certainement moins chargées que la poutre médiane. Pour cette dernière, le moment fléchissant maximum est
{LiLi:i)=68,4Pcm.kg.
si R =rr: 1,000 kg. par cm*, l'équation (49) donne :
d'où
P = 16.000 kg.
Le moment fléchissant maximum de la pièce transversale est
et, R ne devant pas dépasser 1.000 kg. par cm' :
F = 8.000 kg.
Donc, si Ton ne modifie pas les dimensions de la pièce trans* versale, la force P no doit pas dépasser 8.000 kg.
Exercice S4. — Une poulre horizontale de section double té (profil normal n® 24, I = 4.288 cm\) de longueur égale à S m. repose librement aux extrémités. De quelle hauteur un poids de 400 kg, peut-il tomber sur le milieu de la poutre sans que le travail élastique maximum dépasse 1,600 kg. par cm*, en admettant que 80 Vo de la force vive se transforme en tra^^ vail de déformation (E = 2.000.000 kg. par cm*).
Solution. — Calculons d'abord la force P' qui, appliquée progressivement au milieu de la pièce, produirait un travail
m . CHAPITRE IV
élastique maximum de 1.600 kg» par cm'. L'équation (49) donne
Le travail de déformation est calculé comme dans l'exemple précédent ; nous trouvons ici
\ ^/ / 96 lE ee«E d'où, en introduisant les données numériques, R = 1.600kg.parcm*,/=— 200 cm., 1 = 4.288 cm*, e = 12cm.
£=»: 2,000.000 kg. par cm'.
A= 1.270kg. cm.
La hauteur h dont le poidl peut tomber est donnée par Téquation
0,8 X400xA = 1.270 Assidu cm»'
Ce chiffre n'est pas absolument esact, car le poids fournit aussi un travail le long de /^. Il faut donc poser strictement
A+/^=î=4,0cm,
la flèche fd ^»t égale ii celle produite par la forcei P' ; donc
La hauteur initiale h du poids au-dessus de la pièce ne doit donc pas dépasser 3,8 cm.
Remarque. ^^ A l'occasion de la détermination de la résistance au choc de récipients en porcelaine, Tauteur a fait quelques expériences. Il employait à cet effet des b&tonnets d'en-*
viroti 7 mm. d'épaisseur reposant sur deux appuis distants de 15 cm. Une partie des bâtonnets fut soumise à une force augmentant progressivement jusqu'à ce que rupture s'ensuive, tandis que les aulres éprouvettes eurent à subir le choc d*un poids de 0,4 kg. tombant d'une hauteur 3e quelques centimètres. De la comparaison des déformations observées ressort que 40 ^/o seulement de la force vive du poids était transformée en énergie potentielle interne. Ajoutons que, pour amortir les actions locales du choc dans le voisinage du point de contact, on collait un petit morceau de carton mince sur les bâtonnets. Il importe de tenir compte de ce fait.
Exercice S5. — Uîie pièce prismatique subit, sous r influence d'une charge de 10 tonnes^ des flexions mesurant respectivement en 3 endroits donnés^ SjO ; 2,5 et 4 mm. La force de 10 tonnes étant supprimée, on applique aux trois points consi" dérés des forces concentrées, égales respectivement à 8, 12 et 6 tonnes. Quelle sera, sous l'influence de ces forces, la flexion de la section dans laquelle agissait primitivement la force de 10 tonnes?
Solution. — Nous admettons que les forces données ne produisent que des déformations élastiques. D'après le théorème de Maxwell, la flexion cherchée y est égale à
y = 8x0,2 + 12x 0,25 + 6 X 0,4 = 7,0 mm.
§ 1. Hypothèses fondamentales ^ divergences de vue à leur sujet. — 66. Déformations de Taxe longitudinal. — 67. Discussion.
S â. Applications. — 68. Ârc à deux articulations aux naissances. — 69. Autre méthode pour déterminer la poussée horizontale. — 70. Influence des variations de température. — 71. Ârc encastré aux deux extrémités. — 72. Résistance d'un anneau ou d'un tube travaillant à l'extension ou à la compression dans un plan diamétral. — 73. Ressort en spirale.
Exercices numéros 26 à 3i.
VUE A LEUR SUJET
IMI. Détorniation de l*axe lonf^itadinal. — Soit donné un prisme dont l'axe longitudinal est, à Tétat initial, une courbe plane. Supposons ce solide soumis à un système de forces extérieures agissant toutes dans le plan de Taxe et admettons de plus que ce plan coupe les sections transversales suivant un de leurs axes principaux. Dans ces conditions^ il n'y a aucune cause qui tende à faire dévier Taxe longitudinal du plan dans lequel il est contenu : cet axe reste plan dans la pièce déformée.
Nous aom plaçons immédiatement dans ce cas particulier^ le cas général d'une pièce dont Taxe est une courbe à double courbure ne présentant aucune importance pratique. On le traiterait d'ailleurs de la même manière, en s'aidant des remarques faites précédemment au sujet des prismes à axe rectiligne (art. 42).
Supposons que le rayon de courbure de Taxe soit très gfand par rapport aux dimensions des sections transversales. Soient p le rayon de courbure en un point donné, p' la valeur de ce rayon après la déformation, M le moment fléchissant, N Teffort normal et V l'effort tranchant développés dans la section transversale passant par le point donné ; cherchons la relation qui lie entre elles ces différentes quantités.
On reconnaît d'abord qu'il est permis de négliger Tinfluence de leffort tranchant ; en effet, celui-ci produit un glissement de la section considérée par rapport à la section in6niment voisine, lequel glissement ne saurait influencer sensiblement le rayon de courbure. Semblablement, Teffort normal qui se répartit uniformément sur toute la section transversale n'influence que Tangle dièdre rff formé par les plans des deux sections inGniment voisines, mais ne modifie pas le rayon de courbure, car chaque fibre élémentaire s'allonge proportionnellement h sa longueur primitive, de sorte que les plans des deux sections se coupent toujours suivant la même droite. La variation Ac?y de rfcp causée par N est, du reste, le plus souvent fort petite ; on a en effet :
où ^ds désigne rallongement d'une fibre quelconque dont la longueur initiale est ds. Pratiquement, le rapport g est au plus
égal à â-QÔQ ! ^^T ^^^ ^^'^^ négligeable devant df. Nous indiquerons cependant plus loin quelques exceptions.
Les variations ducs à l'action du moment fléchissant M sont
PRISMES A AXB CURVILIGNE i87
en général beaucoup plus grandes. Pour calculer p', nous uliliserons Tartifice suivant : nous supposerons que la courbure initiale de Taxe du prisme est due à Faction d'un moment fléchissant fictif Mf, agissant «ur un prisme à axe rectiligne. Le rayon de courbure p' s'étabHra sous Tinfluence de Hf4- M. Nous devons admettre qiie le prisme fictif peut subir cette déformation sans que la limite d'élasticité soit dépassée. Cette bypothbse est remplie si le prisme réel ne subit pas de déformations plastiques, lors de la flexion de p è. p', et si les longueurs dM des fibres ne différent pas à l'origine beaucoup les unes des autres. En eiTet, le prisme fictif doit se comporter de p à p' comme le prisme réel ; or rien ne nous empêche de choisir la limite d'élasticité de la matière dont il est formé de telle sorte qu'il puisse subir les flexions p et p' sans que cette limite soit dépassée. Grâce à cet artifice, le problème est maintenant ramené k celui qui a été traité à Tarlicle S^ En appliquante formule (78) aux moments Mf et Mf 4-M, il vient :
1 Ml 1 Mf+M
P JE p' IB
d'où, en éliminant Mf,
p' P lE ^ ^
semblablement, Téqnation (77) donne pour la variation angugulaire ùkd(f de Tangle^cp, produite par M :
Arfcp^rf^^ (113)
oix ds désigne la longueur d'un élément d'arc de l'axe longitudinal.
La répartition linéaire des actions moléculaires normales est aussi vraisemblable ici que dans le cas des prismes à axe rectiligne; nous pouvons donc appliquer sans changement les formules trouvées précédemment pour le calcul de Tintensilé des actions moléculaires.
Ceci n*esl toutefois plus exact, ou devient douteux tout au moins, lorsque la condition : p très grand par rapport aux dimensions des sections transversales, n'est plus remplie, car alors les longueurs ds des fibres situées à des distances différentes du centre de courbure sont très différentes les unes des autres, et les variations ^ds de ces longueurs ne sont plus simplement proportionnelles .aux valeurs correspondantes de R, mais dépendent de plus de la position de la fibre dans le prisme élémentaire.
Les deux hypothèses fondamentales dont nous étions partis pour déterminer les actions moléculaires et qui étaient^ comme nous Tavons vu, équivalentes, conduisent donc ici à une contradiction. L'hypolbèse de Bernouilli des sections demeurant planes dans la transformation et Thypothèse de la répartition linéaire des actions moléculaires deviennent incompatibles.
Les résultats des expériences faites jusqu*à ce jour ne permettent pas de se prononcer définitivement en faveur de Tune ou de Tautre de ces deux hypothèses.
ev. DIseassion. — Anciennement, on penphait plutôt à admettre la répc^rtition linéaire des actions moléculaires sur la section; plus tara, la plupart des auteurs se sont basés sur l'hypothèse de Bernouilli. Celle-ci entraîne, comme nous verrons, des. calculs plus compliqués ; on pénsau toutefois ne pas devoir craindre la peine, les résultats devant être plus exacts. Il y a quelque temps, Tautcur a montré que les résultats d'essais faits sur des prismes curvilignes ne semblent pas confirmer celle opinion. Ces résultais, peu nombreux il est vrai, coïncident au contraire beaucoup mieux avec les valeurs calculées en admettant la répartition linéaire des actions moléculaires. Si donc, d'une part, il n'est pas absolument .démontré que cette dernière hypothèse soit dans tous les cas conforme à la réalité, il n'y a, d'autre part, aucune raison pour le moment de s'en tenir à l'hypothèse de Bernouilli, qui conduit à des calculs
compliqués dont Texactitude est moindre que celle de formules très simples.
Nous admeltons par conséquent dans cet ouvrage, ainsi que nous l'avons fait dans un travail paru il y a quelque temps, la loi de la répartition linéaire des actions moléculaires, bien que dans les ouvrages parus récemment (avant le travail mentionné) Thypothëse de Bernouilli soit partout admise (*).
Ce dernier fait montre comment une hypothèse absolument arbitraire en elle-même (celle de Bernouilli par exemple), lorsquelle fait ses preuves dans un domaine déterminé (flexion des prismes à axe rectiligne), est ensuite étendue à d'autres cas
sans que l'on songe à en contrôler à nouveau l'exactitude. L*bypothèse de Bernouilli a joué pendant longtemps dans la
mécanique technique le même rôle qu'un axiome en géométrie, et beaucoup de techniciens la considèrent encore actuellement comme telle. Il n'est pas nécessaire d'insister encore sur la fausseté de ce point de vue. dçp Chercher à étendre à un cas plus général une hypothèse exacte dans un cas particulier^ est une tentative très naturelle, à laquelle on ne peut trouver à redire, à condition cependant de ne pas oublier que seule la vérification expérimentale des formules est on état de prouver que l'on était sur la bonne voie. Etablissons maintenant les formules auxquelles conduisent chacune des deux hypothèses précitées. Admeltons que les sections restent planes dans la déformation et considérons le prisme élémentaire, tig. 43. 0 vient en 0' dans la déforma-
Fig. 43
1. On a publié dans l'inlervalle des résultats d'expériences faites sur des prismes à axe curviligne. Les résultats d'une longue série d'essais pratiqués par l'auteur sur des crochets d'attelage de wagons ont contirmé absolument son opinion. Des essais faits par M. le prof, von Bach de Stuttgart et répétés ensuite par l'auteur avec des prismes en fonte de fer ont donné pour les actions moléculaires des valeurs plus grandes que celles qui résulteraient de in loi
lion ; pour une fibre quelconque, distante de y de Taxe du prisme NN, on a :
ds= (T+y)d^
si Ton désigne par r la dislance de Taxe NN au point 0. La variation de longueur qu'éprouve ds est :
Aûfe = y Arff par suite, en comparant ces deux résultats, on trouve :
ds r -^-y d<f ^ ^
R n'est plus, comme on le voit, une fonction linéaire de y : si Ton représente R en fonction de y on obtient un arc d'hyperbole. Les tensions moléculaires devant former un couple, puisqu'elles font éq uilibre au moment de flexion, on doit avoir :
RrfF=o
Cette équation de condition permet de déterminer la position de Taxe neutre ; en introduisant pour R sa valeur (114) on a :
^rfF=o (115)
Ainsi, suivant rhypothëse de Bernouilliy l'axe neutre d'une section transversale ne passe plus par le centre de gravité de celle-ci. Lorsque la forme de la section est donnée, la formule (115) permet de calculer la distance de cet axe au centre de gravité comme on le verra dans l'exercice 26, à la fin du chapitre, r étant ainsi déterminé, nous pouvons calculer R au moyen de l'équation :
yVid¥= M laquelle devient, en mettant pour R sa valeur :
de répartilioii linéaire. 11 faut tenir compte naturellement des propriétés spéciales de la fonte de fer qui rendent incertaines les valeurs calculées, quelle que soit l'hypothèse admise au sujet de la répartition des tensions.
Si y est petit par rapport à r, l'intégrale est sensiblement égale au moment d'inertie 1 de la section relatif à Taxe neutre. Si cette condition n*est pas remplie, on peut développer l'expression sous le signe / en série et prendre aulant de termes qu*on le juge nécessaire. Il vient :
pour abréger, nous poserons la parenthèse égale à V (il ne s'agit le plus souvent que d'une valeur différant peu de I) ; la formule s'écrit alors :
et par suite, Téquation (114) s'écrit finalement :
Si y était négligeable devant r, la formule (116) deviendrait identique à celle qui a été trouvée pour le prisme à axe rectiligne. Dans certains cas, par exemple pour un crochet d'attelage ou de grue, la différence entre les résultats des deux formules peutètrede 30 0/0. Elle est donc si considérable qu'il ne serait pas possible de remplacer la formule (116) par l'expression :
qui repose sur l'hypothèse de la répartition linéaire des actions moléculaires, s'il était démontré que la formule (116) fût plus exacte que (1 17). Or nous avons vu que tel n'est pas le cas ; nous ne tiendrons donc pas compte de l'expression (116) dans ce qui suit.
En adoptant la loi de la réparlilioa uniforme des actions moléculaires exprimée par (117), nous admettons implicitement que les sections transversales ne restent pas planes dans la déformation, même dans le cas où il n'agit sur la section qu'un moment fléchissant, sans ciïorl trauclianl. Il faut alors préciser ce que nous entendons par la variation élastique A^^cp de Tangle d^ des plans de deux sections : nous entendrons par A(/(p la variation de Tangle compris entre deux tangentes inBniment voisines de la fibre neutre ; cette variation se calcule à Taide de l'équation (113), dans laquelle c/^est la longueur de l'élément de fibre neutre.
APPLICATIONS
68. Are à deux «rtieulatleiiift aux. uaNsanees. —Soit donné un prisme à axe curviligne dont les extrémités peuvent tourner librement autour de deux tourillons. Il s'agit de déterminer les réactions de ces points d'appui lorsque le prisme est soumis à un système de forces extérieures Le problème est statiquement indéterminé, le nombre des inconnues étant de quatre (les composantes des réactions des appuis), tandis que les conditions universelles d'équilibre ne fournissent que 3 équations.
Les tourillons autour desquels les extrémités peuvent se mouvoir portent le nom A^ articulations. L'arc à deux articulations est pris assez fréquemment comme type de pont en fer.
La fig. 4i en donne la disposition ordinaire : les deux articulations sontsiluécsàla même hauteur. Les composantes verticales des réactions des appuis se calculent sans difficulté, en formant l'équation des moments pour chacun des deux points d'appui.
rji.
Quant aux composantes horizontales H^ nouS pouvons seulement dire qu'elles sont égales et de signes contraires. Leur intensité, /a poussée horizontale de Tare, est Tinconnuc statiquement indéterminée du problème, qu'il s'agit de déterminer tout d'abord. On reconnaît en eiïet qu'une fois cette quan-
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tité connue on peut établir sans difficulté aucune le moment fléchissant, l'effort tranchant et l'effort normal pour une section traversale quelconque. Nous pouvons donc nous borner à rechercher H.
Nous emploierons d'abord à cet effet le théorème ile Castigliano sur le travail de déformation minimum. Soit z Tordonnée de la fibre moyenne correspondant à une abscisse x, le moment fléchissant dans la section transversale est
M=M6 — Hs
(li8)
où TAb signifie le moment des forces extérieures par rapport à la section considérée, c'est-à-dire le moment fléchissant qui agirait sur la section si Taxe du prisme était rcctiligne ; Md est donc de la forme
M6 == Ax —S P {x —p)
c'est une quantité connue, les forces extérieures étant données. Le travail de déformations emmagasiné dans le prisme élémentaire se calcule d'après la formule (88) ; en négligeant
l'action de reffoVt normal N et deFefPorl tranchant, on trouve pour Tare entier :
^J lE 2y lE
l'intégrale étant étendue à tout Tase.
dk Nous formons maintenant — et égalons cette quantité à zéro
an.
Il vient en différenciant sous le signe l :
zds = 0
dA__ ri
rfH" J
d'où
M^zrf*
lE
le coefficient d'élasticité E est une constante; si i^on suppose également I constant sur toute la longueur de l'arc, on a :
Les intégrales qui entrent dans cette formule peuvent toujours être déterminées, soit directement, soit à Faide d'une quadrature mécanique.
Appliquons les formules précédentes au cas très simple où Taxe longitudinal est une parabole dont Taxe vertical partage la portée de Tare en deux parties égales et où les charges sont réparties uniformément sur la projection horizontale de l'arc. Ce cas est plus important qu'il ne semble tout d^abord, On peut en effet, sans commettre une grande erreur, rempla-
cer tout arc symétrique et de faible courbure par un arc de parabole passant par les deux points d^appui et le point le plus bas et simplifier ainsi notablement les calculs. Nous trouvons ici :
-- ql qx^
q désignant la charge par unité de longueur.
La surface des moments est donc limitée par une parabole ; en choisissant convenablement l'échelle, il serait possible de faire coïncider cette courbe avec Taxe du prisme.
. ql*
Au milieu de l'axe, M^ devient^ et z = A, on peut donc
aussi poser :
si Ton introduit cette valeur dans la formule (121), il vient, tous calculs faits :
Cette valeur de H annule l'expression de A,comme il résulte de Téquation (118). En général, si Pon peut trouver pour Tinconnue statiquement indéterminée une valeur telle que le travail de déformation soit nul, cette valeur correspond nécessairement à un minimum de A, le travail de déformation ne pouvant être négatif. Nous aurions pu déterminer H en nous basant sur cette remarque. Il convient de remarquer que les formules (421) ou (120) ne donnent pas la valeur exacte de A ; en e£fet, Papplicalion de charges, si petites soient-elles, produit nécessairement une déformation et A ne peut être nul comme nous le trouvons.
La raison de cette contradiction est que, dans les calculs, nous n'avons tenu compte que du moment de flexion. Pour obtenir des résultats exacts, il faudrait lenir compte de TelTort normal N. On peut négliger le travail des actions moléculai-
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res tangenlielles, et cela avec plus de raison que lorsque Taxe du prisme est recliligne, car ces actions moléculaires sont moins intenses dans les prismes à axe curviligne. On pourrait du reste introduire ce terme dans Texpression du travail de déformation^ exactement comme nous l'avons fait précédemment pour le prisme droit. Ce n'est toutefois d'aucune importance pratique ; aussi ne le ferons-nous pas.
Si R est rintensité d^actions moléculaires normales uniformément réparties sur la section transversale F, R étant donné par Texpression
ces forces fournissent un travail dans l'allongement du prisme élémentaire, qui, rapporté k l'unité de volume, est égal à (éq. 42) :
en multipliant par bW.v, le volume du prisme élémentaire, il vient :
(lA, = — (is ^ — (Is 2E 2EF
Supposons qu*une fois celte déformation accomplie nous fassions agir le moment de flexion M. Celui-ci occasionne une rotation d'une des sections du prisme élémentaire, relativement à l'autre, et, d'après l'hypothèse delà répartition linéaire des actions moléculaires, celte rotation a lieu autour d'un axe passant par le centre de gravité. Dans ce mouvement, les
points d'application des actions R=7; se déplacent, nous devons calculer le travail qu'elles fournissent dans ce mou«> vement. Le chemin parcouru par le point d'application de Faction moléculaire agissant sur l'élément superficiel dFy distant de y de l'axe neutre est
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le travail total de ces actions moléculaires sera donc
or l'inlégrale fydF est nulle, puisque Taxe neutre passe par
le centre de gravité de la section. Les actions moléculaires normales duesà TefForl normal N, ne fournissent donc pas de travail durant la déformation occasionnée par le moment fléchissant M.
Inversement, on démontrerait que le travail des actions moléculaires qui se développent sous l'action de M est nul durant la déformation produite par N.
Nous avons donc maintenant, au lieu de l'expression (119), la valeur suivante :
d'où
Il faudrait connaître N en fonction de II ; pour des arcs de faible courbure, on peut poser approximativement H = N : H et N étant dans ce cas très grands, Terreur commise est très petite. On a alors :
et l'équation précédente donne :
'M 5 zds
OU, si Ton suppose I et E constants :
^ pif, zds (124)
t désignant le rayon de gyraiion de la surface F, de sorte que
La comparaison de cette formule avec l'expression (121) montre Tinfluence de la considération de Teffort normal N sur la valeur de II. Tant que / est petit par rapport à z, les deux valeurs de H fournies par (121) et (124) différent fort peu Tune de Tautre; or cette condition est très généralement remplie. Il suffit donc le plus souvent de calculer H à Taide de la formule (121).
611. Antre méthode pour déterminer la poussée horizontale. — Etant donnée l'importance pratique du calcul de la poussée horizontale, il nous paraît désirable d'indiquer encore une autre méthode pour le calcul de cette force.
Supposons Tare encastré à Texlrémité gauche, tandis que l'extrémité droite est absolument libre, et admettons que, seul, un élément ds de Tare subisse une déformation, tandis que tout le reste de Tare conserve sa forme initiale.
Par suite de la déformation det/s, la partie de Tare (fig. 45)
If'
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située à droite de cet élément tourne rehitivemenl à la partie de gauche d'un angle Arfcp, chaque point décrit un arc de cercle, dont le centre se trouve au milieu de ds et dont l'angle au centre est Arfcp. Sur la figure, le rayon w de l'arc de
cercle décrit par l'extrémité droite du prisme est indiqué en pointillé.
Le chemin décrit par cette extrémité est égale à wtid^.
Pour reconnaître de combien la portée de l'arc s'est accrue par suite de la déformation subie par ds^ supposons que l'arc
entier tourne sans se déformer autour de rextrémité gauche, jusqu^à ce que l'extrémité droite se. trouve de nouveau sur l'horizontale primitive. Les chemins parcourus successivenaent par Texlrémité droite forment Thypoténuse et un côté d'un triangle rectangle infiniment petit, tandis que le troisième côté représente précisément la variation rfA/ de la portée. Dans ce triangle, Tun des angles est égal à l'angle compris entre le rayon w et la verticale. Nous avons donc
dbkl= w ts^d^ cosa = z Arf^p .
En appliquant successivement le même raisonnement à tous les éléments ds de Tare, nous trouvons pour la variation totale A/ de la portée / de Parc :
A/ = fztid^ = f^ ds (125)
Nous n'avons pas tenu compte ici de l'action de l'effort normal; il est cependant facile de la considérer. Si l'arc est de faible courbure, on peut poser pour expression de la variation correspondante :
EF
Ce terme est naturellement négatif, la poussée horizontale tendant à diminuer la portée de l'arc ; A/, dans l'équation (125), est positif si M l'est aussi, car un moment positif d'après nos conventions tend à diminuer la courbure de l'arc et par suite à en augmenter la portée.
Dans les déformations réelles que subit l'arc, la portée reste invariable. Nous avons donc l'équation de condition :
l^ds — rr. = 0 El EF
En mettant pour M sa valeur (éq. 118) et en résolvant par rapport à H^ on retombe sur les valeurs trouvées précédemment, savoir sur la formule (120) si Ton néglige le second terme, et sur (123) si l'on en tient compte. Nous avons
toutefois ici /au lieu de fds; ce fait provient naturellement de
Teslimation arbilraire du terme de correction.
On peut aussi procéder en supposant pour un instant que Textrérililé droite de la pièce est munie d'une glissière. Le moment fléchissant est alors simplement Mft, par conséquent Taugmentation de la portée est :
lE
Appliquons maintenant sur le palier mobile de droite une force horizontale H, telle qu'elle compense l'allongement A/, de sorte que Tare se trouve ramené dans sa position définitive. La force H produit des moments fléchissants négatifs Hz ; le raccourcissement correspondant do la portée est (équation 125)
d'oti Téquation
J ÏE J lE
de laquelle résulte H. Si on le jugeait nécessaire, on pourrait également tenir compte de la déformation due à Teffort normal.
Ces dernières méthodes ont sur l'application des théories de Castigliano l'avantage d'êlre plus claires. On voit mieux la signification de chacun des termes des diverses formules. Par contre, elles exigent une connaissance exacte des différentes phases du phénomène, tandis que la méthode de Castigliano conduit directement au résultat.
loflaenee den Tariatlons de température. — Si
le système des forces extérieures qui agit sur un corps est isoslatique, les variations de température sont sans influence sur les actions moléculaires développées dans le solide. En effel, les forces do liaison peuvent alors êlre déterminées à
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Taide des équalions universelles de Téquilibre et sont toujours nulles si les forces extérieures le sont, quelle que soit la température à laquelle le solide est soumis. Si donc toutes les forces extérieures sont nulles, il faut que, dans chaque section transversale, les actions moléculaires se fassent équilibre entre elles ; ceci n'est possible, en vertu de rhypotbëse de la répartition linéaire des actions moléculaires, que si elles sont nulles.
Dans le cas d'un échauffement inégal des diverses parties du solide, il peut s'établir à l'intérieur du corps des forces élastiques qui ne sont plus réparties suivant la loi de répartition linéaire ; il n'est alors plus exact de supposer les forces intérieures nulles, lorsque les forces extérieures le sont. Un excellent exemple d'actions moléculaires développées par suite d'un échauffement inégal est donné par les actions moléculaires latentes de fabrication qui se développent dans les pièces de fonte refroidies irrégulièrement après la coulée et dont certaines parties se sont solidifiées, tandis qued^autres étaient encore fluides. Souvent, ces actions latentes atteignent une intensité voisine de la limite de résistance, de sorte qu'une charge très faible suffit pour causer la rupture de la pièce. Remarquons en passant qu'il est possible de faire disparaître ces forces ou tout au moins de diminuer leur intensité en portant la pièce au rouge ou, comme Tout démontré des expériences récentes, en la soumettant à des charges réitérées dont on augmente insensiblement l'intensité.
Nous exclurons ce cas et admettrons qu'à l'état initial le corps n'est soumis à aucune force intérieure, que la température varie partout uniformément et enfin que le coefficient de dilatation est le même en tous les points du solide. Dans ces conditions, si le corps n'est sollicité par aucune force extérieure et s'il subit une variation de température, il se dilate en restant géométriquement semblable à sa forme initiale. Il n'y a alors aucune cause pour que des forces intérieures se développent.
Si, par contre, le solide est sollicité par un système de forces hyperstatique, il peut arriver que par suite des liaisons auxquelles il est soumis il lui soit impossible de se dilater librement, en restant semblable à lui-même. Il se produira de ce fait de nouvelles forces de liaisons indépendantes du système des forces extérieures. Les quantités slatiquement indéterminées que Ton a à déterminer dans le calcul des pièces soumises à un système de forces hyperstatique ne dépendent donc plus de ces forces seulement, mais aussi des variations de température.
L'arc à deux articulations aux naissances est un exemple des cas de ce genre. S'il subit une élévation de température il ne peut se dilater en restant semblable à lui-même puisque la portée de Tare reste invariable ; il se produira donc une poussée horizontale qui s'oppose à rallongement de la corde de Tare. Cette force développe dans le prisme des moments fléchissants, des efforts normaux et transversaux et par suite des actions moléculaires qui viennent s'ajouter à celles provenant des forces extérieures. En général, Tinlensité de ces forces est assez considérable pour qu'il soit nécessaire d'en tenir compte dans les calculs de résistance.
Pour les constructions établies en plein air, les ponts par exemple, on admet des variations de température de 40^ en dessus et en dessous de la température correspondant à l'état initial. Une pareille variation produit dans une construction en fer une dilatation linéaire d'environ 1/2000 des dimensions primitives. Par exemple, la distance des points d'appui d'un arc à deux articulations de 50 m. de portée initiale tendrait à s'allonger de A/^^ 28 mm. L'augmentation de la poussée horizontale devrait être assez grande pour que la déformation produitecompensât exactement A/. Posons d'une façon générale
ladilatation del'unité delongueurégaleàT^ et ne tenons compte que des moments fléchissants produits par H ; il vient comme plus haut :
ds
d'où Ton tire pour la poussée horizontale causée par la variation de température
lË
On traiterait de même l'influence sur H d'un déplacement possible des culées.
On peut déterminer facilement aussi les forces de liaisons dues à des variations de température à l'aide des théorèmes deCastigliano. Soit U l'une de ces forces de liaison, et supposons la liaison correspondante supprimée : le solide pourra se dilater librement en ce point ; soit u le chemin décrit dans cette dilatation par le point d'application de U, mesuré suivant la direction de U. On pourra toujours calculer facilement tt lorsque n est donné. Il faut évidemment que U soit telle que le déplacement u disparaisse.
En vertu de la formule (9S) nous avons donc
Cette relation remplace la formule
qui sert à calculer U, lorsqu'il n'y a pas de variation de température.
U n'est pas nécessairement une force, ce peut être aussi un couple ; il faut alors entendre par u la rotation que ferait le solide considéré si la liaison était supprimée.
Appliquons ces résultats à Tare à deux articulations.
Nous avons U = H et w = — t;/, l'équation (1 27) devient :
dA
en mettant pour A sa valeur (119), dans laquelle M6 est égal
à zéro, puisqu'il n'y a pas de forces exiérieures, nous oblenous :
rfH / lE
ds = rj
d'où résulte la même valeur pourll que celle trouvée précédemment (formule 126).
71. Are encastré aux deux ex.t remîtes. — Les inconnues statiquement indéterminées du problème sont au nombre de 3; nous avons en effet 6 inconnues en tout : les composantes verticales et horizontales des réactions des appuis et les moments des couples agissant dans les sections d'encastrement.(jomme inconnues statiquementindéterminées, nous prendrons la composante verticale B et la composante horizontale II de la réaction de Tappui de gauche, ainsi que le moment Mo du couple dans cette section; il vient alors, si Ton conserve les notations précédentes, pour le moment de flexion M dans une section transversale quelconque d'abscisse x :
M = Mo + B:c — H5 — S P (x—p).
En particulier, si la charge est répartie uniformément sur la projection horizontale de Tare:
M = Mo + Ba: — H::— ??*
Pour plus de simplicité, nous négligerons les efforts normaux dans le calcul du travail de déformation ; nous avons donc simplement :
' I zr ds V El
En égalant à o les dérivées partielles de A prises successivement par rapport à B, II et Mo nous obtenons les trois équations de condition :
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m — J ElrfB J El
dK fM dM , /'Mr ,
c/U J El rfH y El
rfA Al rfM , TM ,
Après avoir remplacé M par sa valeur, on pourra résoudre ces trois équations par rapport à B, H et Mo. Les intégrales qu'elles renferment peuvent toujours être évaluées graphiquement si rinlégralion directe présente trop de difticullés. Les 3 inconnues restantes se déterminent ensuite à Taide des conditions générales d'équilibre.
Recherchons quelles valeurs prennent les quantités B, H et Mo lorsque Tare ne subit qu'une variation de température. Supposons l'extrémité gauche de l'arc libre, on reconnaît que, seul, le point d'application de H subit un déplacement dans le sens de la force (à condition naturellement, que les deux appuis soient à la même hauteur).
Nous avons donc les trois équations :
Ma? ,
---' ds = 0
lE
dans lesquelles M est simplement :
Mo + Bx— Hz
puisque, par hypothèse, il n'y a pas de forces extérieures. On en tirerait comme plus haut les valeurs B, H et Mo.
91. Rési»(aoee d uo anneau ou d'un tabe travail* lanl à, la compreftaiou ou à. l'exten«lon dana un pian
diamétral. - La figure 46 représenieuQ corps de forme annulaire comprimé dans le plan vertical entre deux plaques avec une force P. Un tuyau situé sous une chaussée subit des efforts analogues lorsque passe une voilure chargée. Si nous considérons au lieu d'une compression une extension de même intensité, les déformations et les actions moléculaires sont les mêmes en valeur absolue; seul leur signe change. Un maillon de forme annulaire d'une chaîne chargée à une extrémité travaille exactement dans ces conditions. Il suffit par suite de traiter Tun des cas, celui de la compression par exemple.
On reconnaît immédiatement que l'on peut se borner à
fîg. AQ
considérer un quadrant^ les trois autres se trouvant dans des conditions absolument analogues. Envisageons le quadrant supérieur de gauche et supposons-le séparé du reste du corps. Pour que riçn ne soit changé, nous devons appliquer sur les surfaces de séparation des systèmes de forces extérieures équivalents aux systèmes des actions moléculaires qui agissaient
précédemment sur ces sections. Pour lasection transversale horizontale, la résultante de ce système, que nous pouvons supposer passer par le centre de gravité, est évidemment perpendiculaire à la section par raison de symétrie ; en effet, les deux quadrants qui se joignent suivant cette section travaillant dans des conditions absolument semblable, l'action et la réaction qu'ils exercent Tun sur l'autre doivent être dirigées par rapport à l'un exactement comme par rapport à l'autre : ceci n'est possible que si l'angle qu'elles forment avec le plan delà section est droit; de plus, en considérant l'équilibre d'une
moitié du corps, on voit que la résultante agissant sur la
p section transversale horizontale est égale à -.
Soit Mo le moment du couple inconnu agissant sur cette section. Le moment fléchissant M dans une section transversale quelconque dont le plan est incliné de l'angle <p sur l'horizon est donné par la relation :
p M = Mo + -(r — rcps<p)
L^effort normal N agissant sur la section est égal à :
P -cos ç
Nous ne considérons d'abord que Tinfluence de M dans le calcul des déformations, celle-ci étant assez prépondérante pour que l'on puisse se borner à tenir compte d'elle seule dans les calculs pratiques.
La déformation du quadrant est soumise à la condition que les sections extrêmes demeurent perpendiculaires entre elles. En effet, à l'axe longitudinal correspond un angle de 360°, lequel ne subit aucune variation tant que Taxe longitudinal ne cesse pas d'être une courbe fermée, c'est-à-dire tant qu'il n^y a pas rupture. De plus^ les quatre quadrants travaillent dans des conditions absolument semblables ; Tangle au centre de 90^ qui correspond à chacun d'eux ne doit donc pas non
plus subir de variation. L'équalion de condilion nécessaire pour déterminer la seule inconnue statiquement indéterminée du problème, Mo, est donc la suivante :
nous avons trouvé précédemment :
par suite :
Pr Pr
(Mo + ~ — Y ^^s 'f)^ ^?
Arf,p = ïi
Si l'on substitue cette valeur dans Téquation ci dessus et si on laisse de côté les facteurs constants I, Ë et r, on obtient :
X2 Pr Pr
(Mo + Y ~ 7 cos<f)^/f = 0
Tz PrTï Pr ^0^ + ^-1 = '
d'où
Mo = — ^*Pr= — 0,182 Pr
Ainsi, aux extrémités du diamètre horizontal^ le moment fléchissant est négatif : il tend par conséquent à augmenter la courbure. On pouvait du reste s'attendre à ce résultat en considérant la figure. Celle-ci laisse reconnaître de même que le moment fléchissant aux extrémités du diamètre vertical est positif.
Dans ^expression de M, le second terme est positif, Mo est donc le moment maximum de signe négatif. Le plus grand
moment positif correspond à la valeur o = -\ on trouve :
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M„ =-=0,318Pr.
TT
C'est donc aux exlrémités du diamètre vertical que le moment fléchissant atteint son maximum absolu et par suite que le (ravail de la matière est le plus considérable.
Si le solide considéré est par exemple un tube de longueur l^ dont l'épaisseur des parois est o,la section transversale est un
rectangle dont le moment de résistance est --- ; onobtientdonc
pour le travail élastique maximum :
^ 6Pr
TT
Tenons maintenant compte de Tinfluence de Teffort normal sur les déformations. On a, formule (iil) :
N Mrrfo
donc dai^s le cas qui nous occupe :
^''' = LiÊF ^^'? "^ TÊ + 2ÏÊ ('* ~ ^^''' '^) J '^ï
en intégrant entre les limites o et -et en égalant l'intégrale à zéro, nous obtenons :
P Mor 7î Pr» u Pr*
d'où nous tirons :
Mo= — (Pr-- h—)
OÙ / désigne le rayon de gyration de la section transversale relatif à Taxe principal parallèle à Taxe du tube. En particule
lier pour une section rectangulaire nous avons /* = —, par
iz
suite:
== — Pr{-^H )
Le terme représentant Tinfluence de l'effort normal n'alteint une valeur notable que si Tépaisseur du lube est très grande comparativement à son rayon.
Nous trouvons ici :
MpM<,+'f + 'f(l-,^) (129)
Ce moment fléchissant est un peu plus petit que celui que nous avions trouvé précédemment, c'est-à-dire que le tube peut supporter une charge un peu supérieure à celle que donne la formule (128). L'expression exacte de R serait :
Pour 8 =^, le second terme de la parenthèse est égal à
environ 0,003 ; on peut donc le négliger sans commettred'erreur appréciable tant que les parois du tube ne sont pas trop épaisses (*).
Calculons encore l'allongement ^d du diamètre horizontal, nous pouvons utiliser la formule qui donne Taugmentation de portée d'un arc ; nous avons, formule (136) :
1. Il résulte d'une série dressais faits par Fauteur sur des anneaux en acier que ceux-ci supportent, avant de subir des déformations plastiques, une charge de plus de 50 0/0 supérieure à celle que donne le calcul. La raison de ce phénomène est probablement la suivante : sous l'influence delà charge, l'anneau subit des déformations plastiques très petites, qui échappent & nos moyens de mesure, aux points où le travail élastique est le plus grand. Ces déformations entraînent une autre répartition des actions moléculaires dans les sections transversales, ce qui permetà l'anneau de supporter des charges plus grandes que celles données par la formule, laquelle naturellement cesse d'être applicable sitôt que la loi de Hooke n'est plus satisfaite.
âil
J JE
ds
nous aurons maintenant Aâf au lieu de A/, de plus :
=:Mo + -(Pr — rcosçj eiz = rco^(f
Il suffit d'étendre l'intégrale à un quadrant seulement et
de doubler le résultat. Posons immédiatement I=-rT7, afin de
traiter complètement le cas du tube (ou celui d'un anneau de section rectangulaire). Il vient, tous calculs faits:
El 2jr ' Eli*
Nous aurions pu naturellement employer les théorèmes de Castigliano pour arriver aux résultats ci-dessus. Nous allons montrer comme ces théorèmes peuvent servir à résoudre un cas plus général.
Soit (fig. 47) un corps de forme annulaire soumis à l'action d*uu système de forces normales à la. face extérieure (ou à la face intérieure) et constituant un système en équilibre.
Il s'agit de déterminer le travail élastique de la matière dans une section transversale quelconque.
Menons une section mm à travers Tanneau. Les actions moléculaires agissant sur cette section peuvent être ramenées à un effort normal No, à un effort tranchant To et à un couple de moment Mo. Si ces trois quantités étaient connues, on pourrait déterminer immédiatement les quantités correspondantes N, T, M relatives à une section transversale
Fig. 47
quelconque, faisant un angle cp avec la section 772m ; il serait facile d'en tirer ensuite la valeur du travail élastique de la matière. Le problème consiste donc à déterminer les valeurs de No,To et Mo. La marche à suivre est semblable à celle employée à l'article 71, car nous pouvons considérer l'anneau comme un arc encastré aux extrémités ; le fait que dans le cas particulier les deux extrémités coïncident ne change rien au raisonnement. Nous formons donc conime précédemment l'expression du travail de déformation A, pour laquelle il sufGt en général de ne tenir compte que des moments de flexion, puis, en égalant à zéro les dérivées partielles de A prises par rapport aux quantités No, To et Mo, nous obtenons trois équations qui, jointes aux conditions d'équilibre, suffisent pour déterminer Mo, No, To sans ambiguilé. En effet, les points d'application de No et de To ne se déplacent pas, et le plan du couple Mo reste fixe dans l'espace puisqu'on réalité l'anneau ne présente pas de solution de continuité le long de la section mm. Les dérivées partielles du travail de déformation, prises par rapport à No, To et Mo, sont donc bien nulles, en vertu du théorème de Castigliano.
Les maillons de chaînes sont en général de forme allongée. Si Ton en assimile Taxe longitudinal à une ellipse, le calcul s^opère exactement comme lorsque cet axe est circulaire. On rencontre toutefois au cours du calcul des intégrales elliptiques. 11 est préférable alors de remplacer l'intégrale par une somme de termes en nombre fini, ou bien d'avoir recours à une quadrature mécanique. Abstraction faite de la longueur des calculs, ce cas ne présente pas de difficultés spéciales.
78. Reiiaort eu spirale. — Lorsqu'on bande le ressort (fig. 48), c'est-à-dire lorsqu'on l'enroule autour de l'axe, tandis que l'on maintient fixe l'autre extrémité, la courbure de chaque élément du ressort augmente. L'angle A«f dont on a fait tourner l^axe est évidemment égal à la somme des variations angulaires élastiques Ar/cp qu'éprouvent les angles formés par les plans des
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sections liaiisversaies lintitaiil les élémoiils au longueur 'A', du ressort. Le ressort exerce une force P sur le point d'altaclie C, {lirigéo perpendiculairement au rayon vecteur joignant ce point au centre du ressort .
I — S" Le moment lléchîssant agis-
'• sant sur un élément dx dont la
! distance k P esl y, est :
C F M = ry
'"*''' Car, si l'on suppose le ressort
coupé en ce point et si l'on envisage la partie comprise entre cette section et le point d'atlache C, on voit que P est la seule force extérieure agissant sur le corps. Le signe de M est le même pour lotis les éléments; dans la ilisposilion de la figure il serait négatif d'après nos conventions. Il suffit toulefoJs de considérer la valeur absolue de M, aucun doute ne pouvant s'élever au sujet du sons des déformations. La formule (tl3) donne :
d'où, en intégrant le long do l'axe longitudinal du ressort et en supposant la section constante
^'?=hJ'J'''
L'intégrale, dans la formule ci-dessus, a une signification très simple : c'est le moment statique de l'a\e longitudinal du ressort relatif à une droite coïncidant en direction avec la force P ; il est égal au produit de la longueur de cet a\e par )a distance de son centre de gravité à la fiirce P. Or ce centre de gravité coïncide sensiblement avec le centre de la tige sur laquelle s'enroule le n'ssorl ; nous pouvons donc poser :
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Af = |-' (133)
Le but de l'emploi de ressorts en spirale dans les mécanismes est d'emmagasiner sous forme de travail de déformalion une certaine quantité d'énergie déterminée par les conditions dans lesquelles les mécanismes auront à fonctionner. Il est donc fort important de savoir calculer le travail de déformation A. Le plus simple est de déterminer le travail qu'il faut dépenser pour remonter le ressort, c'est-à-dire pour l'enrouler autour de la tige centrale. Remarquons que les forces exté-rieures appliquées sur cette tige doivent faire équilibre à la force P qui agit sur l'extrémité C du ressort ; il faut donc qu'elles se réduisent k une force égale et parallèle à P passant par l'axe de la tige, et à un couple de moment Pp. La force unique agissant sur la tige est compensée par les réactions des coussinets de celle-ci, tandis que le mompnt T?p doit l'être par une roue à rochel placée sur la tige et par un cliquet. Pour remonter le ressort il faut appliquer un couple de même moment et de sens contraire. Le travail produit par un couple dans une rotation est égal au moment du couple multiplié par l'angle dont le solide^a tourné, exprimé en fraction du rayon i. Ici nous devons, de plus, multiplier encore cette expression par i/2, puisque le moment croit insensiblement à mesure que le ressort se tend, de o à une valeur maximum. Nous avons par conséquent :
A=>AT = i» (134)
On cherche naturellement à utiliser le ressort le mieux pos-. sible, c'est-à-dire à y emmagasiner le plus d'énergie possible. La limite est donnée par la valeur que peut atteindre au maximum le travail élastique de la matière ; elle est en général très élevée, plus élevée que dans les autres genres de construction, à cause de l'excellente qualité des matériaux em-
ployés pour la fabrication des ressorts. En aucun cas, naturellement, la limite d'élasticité ne doit être dépassée. Soit Rla valeur maximum du travail élastique, nous avons :
car le moment de flexion atteint sa valeur maximum dans la spire extérieure, au point diamétralement opposé à l'extrémité C du ressort. Le bras de levier de la force P est donc sensiblement égal à 2 p.
Tirons de cette équation la valeur de P/> et substituons dans la formule (134) il vient :
Supposons la section du ressort rectangulaire et soit beih les côtés du rectangle: I =77, ^ =7
oii V= bhl signifie le volume du ressort. On voit ainsi que la quantité d'énergie qu'un ressort peut emmagasiner ne dépend que de son volume^ donc que de la quantité de matière employée et non pas des quantités b^ h ei l prises séparément.
EXERCICES SUR LE CHAPITRE V
Exercice %, — La section d\m prisme à axe curviligne est un rectangle de S cm, de largeur et de 4 cm. de hauteur ^ {celleci étant înesurée dans le sens du rayon de courbure) le rayon de courbure de taxe longitudinal est égal à 5 cm. De combien les valeurs du travail élastique maximum produit par un mo^
ment de flexion M calculées^ tV une part ^ (Tapi^ès T hypothèse de Bernoiiilliy (F autre part, d'après la formule R =^y, diffèrentelles l'une de l'autre ?
Solution. — Dans l'hypothèse de Bernouilli, Tîntensité de Tactioa moléculaire est donnée par la formule (116) :
où c désigne une quanlité indépendante d*y que nous calcu-
Fig. 49
lerons plus bas. Les distances y sont mesurées à partir de Tase neutre NN, dont il faut déterminer la position. Nous utilisons à cet effet Téquation :
ou
qui exprime que les actions moléculaires se réduisent à un couple résultant. En tenant compte des notations indiquées sur la 6g. 49, nous avons : y + r = w ei dF=bdu. L'équation précédente devient par suite :
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du =h — rhg — = 0
II. u u
d'où :
log
Ci)
en introduisanl les valeurs numériques de Ténoncé, nous trouvons :
L'axe neutre est donc éloigné de 0,28 cm. du centre de la section.
Il faut encore déterminer la constante e. Pour cela, écrivons Téquation exprimant que le moment fléchissant est égal au moment résultant des actions moléculaires :
M= f^ydF
du
Eiïecluons l'intégration dans le second nombre
or :
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h — r loq — =a o
donc:
et par suite :
Soit Ri rintensité de l'action moléculaire dans les fibres les plus intérieures (w =Wi), Ru le travail élastique dans les fibres extérieures {u =w,) ; il vient :
-. Mj — r M 2,28 ^ j*M xiT
Tunité de longueur étant le centimètre. Les signes de Ri et Rii dépendent de ceux de M ; nous n'avons du reste, pas à nous en occuper ici. Le travail élastique maximum se produit dans Tarète intérieure.
La formule R =— que nous considérons comme plus
exacte donne pour Taréle intérieure et pour Tarête extérieure des valeurs de R égales en valeur absolue, savoir :
Entre les valeurs de Rmax données parles deux méthodes la différence est donc 0,069 M, soit de 30 0/0 de la valeur donnée par la formule simple. Le travail élastique produit par Teffort normal qui vient s'ajouter à celui développé par le
mouvemeiit de flexion, tend à diminuer un peu cette différence .
Exercice 27. — Un prisme d'acier doux de section quadrangulaire de 6 cm. de côté et dont taxe lojigitudinal est une courbe de 0^20 cm. de flèche et de 1m. 90 déportée est encastré à ses deux extrémités. Au milieu agit une force concentrée de 3000 kg. Déterminer la poussée horizontale et le travail élastique maocimum .
Solution. — Bien que cela ne soit pas expressément mentionné dans renoncé, nous admettons que Taxe longitudinal du prisme est une parabole. Nous avons fait remarquer précédemment que cette hypothèse est possible tant que la courbure de Taxe est faible. Si / désigne la portée de Tare, /, la flèche et si nous prenons comme origine le point d'appui de gauche, Taxe des x étant choisi horizontal, l'équation de la parabole sera :
Le moment de flexion M^ produit parla charge concentrée P
dans une section quelconque d'abscisse x est égal à — ; on a
par conséquent (formule 121) :
/ Mf^sdx
zHx
Nousavons remplace le rf^ de la formule (121) par cfe. C'est là une approximation permise dans la pratique, afin de simplifier les calculs. Dans un arc de faible courbure, ds diffère en effet fort peu de dx ; de plus ds se trouve dans la formule aussi bien au numérateur qu'au dénominateur ce qui tend encore à diminuer l'erreur commise. Si M& était en chaque point proportionnel à 2, H ne serait pas changé lorsque l'on remplacerait ds par dx. Dans les autres cas, l'erreur est, au plus, de même ordre que la différence entre la longueur de Tare et celle de la
corde comparée à la portée totale, de sorte que pour un arc à faible courbure, elle est certainement comprise à Tintérieur des limites d'exactitude que Ton peut imposera un calcul de résistance.
En substituant M& et 2 dans la formule, il vient :
Nous n'intégrons que le long de la moitié gauche de Tare
Px
parce que l'expression M6= ■— cesse d'être valable pour l'autre
moitié. L'intégrale du dénominateur de H peut être prises directement entre les limites o et /. Il vient :
Ç z'dx =^ f (/V — l^x' -^x') dx = -^/V et par suite, nous avons :
Le moment fléchissant total est !
Pour en trouver le maximum, nous égalons à zéro le dérivée de cette expression, prise par rapport à x,
^= 1500 - 3520 ^^= 1500 — 3520 ^[(l — 2x) = o dx dx l* ^
d'où a: = 22 cm, 2=: 12 cm.
Le moment dans cette section est négalif ; nous avons donc :
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• M»,m = — 9200 cm. kg.
Il y a lieu de considérer encore le mocneiil fléchissant au sommet de Tarc^ qui n'est pas un maximum analytique^ par suite du fait que l'expression de M, subit une discontinuité au sommet de Tare, mais qui cependant est le plusgrand moment en valeur absolue. Il vient, en effet :
M i= 1500 X60 —3520X20 = + 19600 kg. cm.
le travail élastique maximum est donc :
R = -- = -^ = 544 kg. parcm'.
• A ce travail s'ajoute celui développé par un effort normal
égal à H, savoir— -= 98 kg. par cm*. Le travail élastique
maximum à la compression est donc 544 + 98 =642 kg. par cm* et le travail maximum à Textension : 544 — 98 = 446 kg. par cm*
Exercice 28. — Le mêine prisme est soumis à une charge totale de iOMOO kg, uniformément répartie sur sa projection horizontale. Calculer la poussée H, /* en tenant compte de r effort normal, S^ en négligeant r influence de ce dernier.
Solution. — Nous n'avons qu'àintroduire les valeurs numériques dans les formules de l'article 71.
Dans le premier cas, la formule (122) donne :
^_40,000Xi20_
Dans le second, nous employons la formule (124). Nous avons :
par suite, en tenant compte de la valeur trouvée plus haut pour z^dx :
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jVL,zd.=fJ.^d.=
qPf
Il vient déplus :
, _ I_ éA« _A«_36_ ,
F i2bh là il
Donc, en remplaçant aussi ici ds par dx :
„ fu.zdx i5 10000X420X20 ^^^^,_
r^«É/a; +f^dx 15 ^ "^
Comme on voit, la différence entre les deux valeurs de H est sans importance.
Exercice 29. — De combien augmente la corde du prisme, dans le cas de charge de F exercice 27 ^^ si Von suppose le solide non plus encastré mais articulé aux deux extrémités.
Solution. — Si, dans l'équation (125) on remplace M par Mo et ds psivdxj il vient, si Ton lient compte des résultats trouvés et si l'on prend E = 22x10' kg. par cm*.
A/= r^ _ 5P/V_^ 5 X 3000 X 120» X 20 _ ^ oo
J lE 481E 48 X 22 X 10» X 108 "»^^ ^"^•
Si, dans le cas du problème 27, Tun des points d'appui cède de 1 ^/m dans le sens horizontal, la poussée en sera dimi-
^ 1 3520 ^^^, nuéede-— • = 926kg.
Exercice 20. — Selon quelle loi f épaisseur d'une bague de piston doit-elle diminuer, en s'éloignant de chaque côté de la fente, pour que la bague exerce sur tout son pourtour tme prèssion spécifique constante p sur les parois du cylindrel
Solution. — Considérons une portion de la bague comprise
entre la solution de continuité et une section quelconque dont
le plan fait un angle cp avec la section transversale (fig. 50). Les forces extérieures qui agissent sur cette portion admettent la même résultante que si les pressions étaient réparties sur la corde s. En effet, considérons un liquide remplissant le segment : ce dernier serait en équilibre sous rinfluence de la pression spécifique qu'exercerait le liquide surloules les faces. De là résulte que la résultante des forces agissant sur l'arc est égale en grandeur à celle des pressions agissant sur la corde et coïncide en direction avec elle. Si nous désignons par b la hauteur de la bague (dans le sens perpendiculaire au plan de la figure), celte résultante est égale à pbs, et par suite le moment fléchissant dans la section ^ est donné par l'expression :
Fig. 20
M = jo6 -- = 2pbr* sin* -^
Supposons que le rayon primitif de Tanneau de fonte dans lequel a été découpée la bague soit égal à r + A^ ; celle-ci doit subir une certaine déformation élastique pour s'appliquer ensuite exactement contre les parois du cylindre de rayon r. Nous avons donc, d'après l'équation (119) :
El
ou, en désignant par h l'épaisseur variable de la bague :
Lr étant petit par rapport à ;• nous pouvons écrire simplement
Ar
le membre de gauche — ; en résolvant alors Téqualionpar rap-
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porl à A, il vienl :
A=cy/sm* l
où c désigne une valeur constante pour un anneau donné, savoir :
Tir
C n'est autre chose que l'épaisseur de la bague au point diamétralement opposé à la solution de continuité. Si Ton suppose c et Ar donnés, on peut inversement calculer la pression p exercée sur la paroi du cylindre.
Pour (f=oetf = 360*, A = o ; la bague devrait donc se terminer en biseau. Ce n'est en général pas le cas dans la pratique ; à part ce détail, il est d'usage d'augmenter l'épaisseur de la bague vers le milieu suivant laloi trouvée plus haut.
Nous avons supposé h très petit par rapport à r, ce qui nous a permis de confondre r avec le rayon de la fibre
moyennne ; strictement, il aurait fallu écrire r — -•
Dans le cas particulier toutefois, où s'il s'agit d'étudier la question dans ses traits généraux, cette correction est superflue.
Exercice 31. — Une baire de section constante est courbée en forme (TU^ fig.51. On applique à une hauteur a au dessus de la base deux forces P qui tendent à écarter les deux bras de la pièce. Démontrer que y dans la déformation qui se produit ^ les parties des bras situées au-dessus de a tournent chacune autour d'un point fixe o et déterminer la position de ce point.
Solution. — Les parties des bras situées au-dessus de a demeurent naturellement reclilignes puisqu'elles ne sont soumises à aucune force extérieure.
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Nous pouvons considérer la pièce comme un prisme dont
Taxe longitudinal est formé par 3 côtés d'un rectangle. Nous déterminerons d*abord de combien la dislance entre les bras de TU, mesurée à la hauteur a, augmente, lorsqu^on applique les forces P ; puis nous calculerons l'angle dont tournent les extrémités supérieures des bras. Ces deux quantités étant connues, il sera facile de reconnaître si le point 0 existe réellement et quelle est sa position.
Nous admettrons de plus que Taxe de symétrie de la pièce demeure immobile dans Tespace durant la déformation, les mouvements dont la pièce peut être animée n'ayant aucune influence sur les quantités qu'il s'agit de déterminer. D'après la formule (125) :
rM£
J El
ds.
Il suffit ici d'intégrer le long d'une moitié de l'axe longitudinal. L'intégrale se compose de deux parties, Tune se rapportant à la base de l'U, Tautre, au bras. Pour la première on a z = a, pour la seconde ds^= dz, il vient donc :
Jo lE Jo lE lE V 3/
La rotation ^o de la partie supérieure d'un bras est égale à la somme des variations angulaires élastiques ^dto que subissent les prismes élémentaires compris entre le milieu de la pièce et la section transversale z=a ; donc (formule 113) :
iE -Jo
bPads
Ie"
ré'"='i{^^t)
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Si, dans la déformation, les extrémités des brasse déplacent réellement comme si elles tournaient autour d'un point fixe 0 distant de u du point d'application de P, on doit avoir la relation :
ttA<p = A/
de laquelle on tire, en mettant pour A<p et A/, leurs valeurs :
On reconnaît que u est indépendant de P, le point 0 est donc bien un point fixe pour une pièce donnée et pour une position donnée des points d^applications des forces P.
74. Hypothèses fondamentales. — 75. Traverses de chemins de fer de section constante. — 76. Solution graphique. — 77. Problèmes similaires.
Exercices, A'os 32 à 34.
74. Hypothèses rondanieiitale». — En examinant quels sont les efforts que subissent les divers éléments d'une voie de chemin de fer, on est amené, à propos des traverses, à se poser le problème suivant : déterminer les moments fléchissants, les efforts tranchants et par suite le travail élastique développé dans les sections transversales d'un prisme reposant de toute sa longueur sur une base qui cède elle-môme sous l'influence des charges agissant sur le prisme.
Il est facile de constater, par une simple inspection de la voie au oioment du passage d'un train, que chaque traverse s'enfonce dans le ballast sous l'influence du poids des voitures. On constate d'abord un affaissement du rail qui provient en partie de la compression élastique des traverses dans le sens de la hauteur ; cette cause est toutefois insuffisante pour expliquer à elle seule l'abaissement très visible à l'œil nu que subit le rail : il faut nécessairement admettre que les traverses s'enfoncent dans le ballast au moment du passage du train. Cette déformation de la voie doit de plus être à peu près parfaitement élastique, puisque les traverses reprennent leur position normale après le passage des trains.
On pcol se proposer de déterminer la loi suivant laquelle la charge se répartit le long de la traverse et Ton reconnaît immédiatement qu'il n'est possible d'arriver à un résultat quelconque qu'en étudiant attentivement les déformations et de la traverse et du ballast. La loi de répartition de la charge le long de la traverse dépend essentiellement, cela va sans dire, de la façon dont la traverse repose sur le ballast. Nous admettrons dans la suite que la traverse repose, par toute sa surface inférieure, sur le lit de gravier, de sorte qu'à cet égard, les conditions initiales soient les mêmes sur toute sa longueur.
Il peut sembler étrange à première vue qu'un corps hétérogène, comme un tas de sable ou de gravier, soit capable de subir des déformations élastiques. Outre l'exemple des voies de chemins de fer, on peut citer d'autres phénomènes qui confirment le fait : par exemple, on sait que le sol; formé de sable et de gravier, transmet les ondes sonores.
L'auteur aentrepris de démontrer directement l'élasticité du sol. Dans la cour de son laboratoire il fit enfoncer deux pieux , distants de 3 m. l'un de l'autre et portant une barre de fer h une hauteur d'environ 70 cm. au-dessus du sol. En dessous de cette barre, on enfonça un piquet dans le sol, de manière qu'il fît corps avec lui et en reproduisît les mouvements. Pour mesurer les déplacements du piquet par rapport à la barre de fer horizontale dont la position restait invariable par suite de la profondeur à laquelle étaient enfoncés les supports, on employa un appareil à miroir. Le piquet portait à la partie supérieure une monture en laiton, sur laquelle reposait une tige de même métal, et l'extrémité supérieure de cette tige s'appuyait contre une petite poulie d'ébonite, montée sur la barre de fer et portant un petit miroir sur son axe. Un système de ressorts et de contrepoids assurait une pression suffisante do la tige contre la poulie. Les déplacements verticaux du piquet avaient pour conséquence une rotation de la poulie, laquelle était amplifiée au moyen de l'équipage à miroir. Dansles expériences, un déplacement de 1 mm. de l'échelle par rapport au réticule
de la lunelte employée à faire les lectures, correspondait à un déplacement vertical du piquet de 0^835 millièmes de millimëlre ; comme il était facile d'évaluer le dixième de millimèire sur Téchelle, on pouvait mesurer les mouvements des piquets avec une exactitude d'environ 1/10000 de millimètre.
L'appareil permettait de constater distinctement les déformations produites par le passage d'une personne dans le voisinage du piquet. Dans les limites de sensibilité de l'appareil, ces déformations étaient absolument élastiques. D'autres expériences furent faites avec un poids de 100 kg. placé à diverses distances du piquet ; voici les valeurs trouvées dans Tun des cas pour les déformations élastiques du sol : Distance du poids au piquet en cm. 20 40 60 80 Abaissement du sol en 1/1.000 de mm. 18,3 4,1 1,4 0,6
Des expériences faites avec des poids différents ont montré que les déformations sont sensiblement proportionnelles aux charges, ceci tout au moins pour des charges relativement faibles, comme celles employées dans ces essais.
L'auteur espère pouvoir bientôt reprendre ces expériences avec une installation permettant d'employer des charges allant jusqu'à 1.000 kg.
Ces observations sont toutes récentes et n'ont pu être encore utilisées comme base de recherches théoriques. Elles tendent à démontrer qu'une solution des équations générales de la théorie de l'élasticité, proposée par Boussinesq et dont il sera question dans un chapitre suivant, n'est absolument pas applicable dans le cas actuel.
Dans les calculs, on est parti jusqu'à présent d'une hypothèse très simple qui, pour la détermination de valeurs approximatives, parait donner des résultats satisfaisants. On admet que la compression du ballast en un point donné, sous la charge exercée par la traverse, ne dépend que de la pression spécifique en ce point et lui est proportionnelle. Cette hypothèse est vraisemblablement inexacte; on voit cependant par les •biffres indiqués plus haut que l'intensité des déformations
diminue très rapidement avec la distance au point d application de la charge : par suite, la grandeur de la déformation en un point donné dépendra en première ligne des charges appliquées dans le voisinage immédiat de ce point et, fort peu seulement, des charges plus éloignées. L*usage de Thypolhèse ci-dessus est donc justifié. Il serait désirable que Ton fit des essais pour déterminer le degré d'approximation auquel il y a lieu de s'attendre ; il existe déjà quelques expériences de Zimmermanasur ce sujet, mais elles n'ont malheureusement pas été répétées ni complétées malgré Timportance et l'intérêt de la question.
Vd.Trav^emes deeliemlnile fer de iiection eonstante.
— Soit p la pression exercée par Tunité de longueur de la traverse sur le ballast, la pression exercée par l'élément de longueur dx sera pdx. Pour une section dont Tabscisse est x {x < fl), on trouve pour l'effort tranchant V et le moment
fléchissant M , les expressions
u désignant une abscisse qui MIHtHÎHlHtHHftH' ^^^^ ^"^^® '«» limites o et x.
[TTT
L^ j II est préférable d'introït i j duire, dans les calculs, les
! dérivées de ces expressions,
prises par rapport à 2: et de "'«•'* les exprimer en fonction de
la quantité qu'il s'agit de calculer, c'est-à-dire en fonction de p. On a évidemment, étant donnée la signification de p,
dW =pdx d'où:
Nous avons démontré précédemment (art. 48) que l'effort
PRISMES REPOSANT SUR UNE BASE COMPRESSIBLE 23i
tranchant est la dérivée du moment de flexion, nous pouvons donc écrire :
Nous aurions pu trouver directement ces valeurs en dérivant les expressions trouvées plus haut pour M et Y ; elles sont toutefois générales tandis que les expressions de M et V ne sont valables que pour a: < a. Les moments fléchissants entraînent une inflexion de Taxe longitudinal de la traverse ; soit y, rinflexion de cet axe au point d'abscisse x^ y = f{x) sera Téquation de la ligne élastique. L'inflexion y est liée d'une part au moment fléchissant par Téquation diiTérentielle de la ligne élastique et, d'autre part, elle doit être, d'après notre hypothèse, proportionnelle h p. En exprimant cette condition, nous obtenons Téquation différentielle qui conduit à la solution du problème.
L*équation de la ligne élastique est (formule 79) :
Elp. M.
dx*
En dérivant deux fois par rapport kx et en tenant compte de l'équation (138) il vient :
Par hypothèse y est proportionnelleà /> ; nous pouvons poser
où k est une constante qui ne dépend que des propriétés élastiques du ballast sur lequel repose la traverse. L*équation (139) devient :
C'est là une équation linéaire à coefficients constants du
quatrième ordre sans second membre : l'intégrale générale, qui contient quatre constantes arbitraires, est de la forme :
y = CiC«wp cos oo: -f- C,^a« sin aa: + C,c — «a?C08aa: +
+ C*^? — «» sin oo: (142)
oîi Cl, Ct, G,, C4 désignent des constantes arbitraires, et a une valeur définie en valeur absolue par la relation :
' = Vfe ('♦"
Il est facile de vérifier, en différenciant quatre fois (142) par rapport à x, que cette expression satisfait bien à Téquation (141); on reconnaît de plus que c'est bien Tintégrale générale puisqu'elle contient quatre constantes arbitraires. Celles-ci se déterminent à Taide des conditions à la limite.
11 faut avoir soin de remarquer que la ligne élastique entière se compose de 3 branches, Tune allant deo à a, l'autre comprenant la partie de la traverse située entre les rails, la troisième enfin, l'extrémité droite en dehors du rail. Par suite de la symétrie, il suffit de considérer la première branche et la moitié de la seconde.
La solution (142) est générale, elle s^applique à toutes les branches ; seules, les constantes d'intégration varient. Nous avons donc ici huit constantes à déterminer à l'aide des conditions du problème, lesquelles sont aussi au nombre de huit.
En effet nous devons avoir :
1» M = 0 et V = 0 pour a: == 0, ou, M étant proportionnel à
Pour plus de clarté, écrivons les trois premières dérivées de y :
-- == a I Cl (e<^ cosour — e<xx sin ax) + C, (e^ sin our +
+ e«^cosair) +Ct( — ^— «^ cosour — c — «^sinour)
+ Ci (— ^ — «^ sin ox + ^ — «^ cos our) j,
= a' I — 2 C, ^«J? sin Qor + 2 C, e«« cos aa:
+ 2 C, e — m: sin ox — 2 C4 e — «^ cos our
rf»i/ ( ^ .
-- = aM — 2 C, (c«? sm oo; + e<MP cos ax)
+ 2 C, {e^ cos ou: — e«? sin oa:)
+ 2 C, ( — ^ — ««3? sin aa: + e — «» cos our)
+ 2 C4 (c — «a?cosax + ^ — ôa^sinour) (•
Les deux conditions précédentes fournissent les relations
et
Ct = C. + Cs + C4; r*45)
pour abréger, nous poserons :
e«a cos (ta = TWi, e«a sin aa = m,, ^— aacosaa = m„ c — «a sin aa = m4,
et nous désignerons les constantes relatives à la seconde branche par G5, Ce, C7, Cf.
2o)Âu point X = a, les deux branches se raccordent, il faut
dy
donc qu'en ce point, y et -—- prennent la même valeur pour
les deux branches. De plus, —^ doit aussi être le même pour
les deux parties de la ligne élastique, puisque le moment fléchissant M, qui esl proportionnel à cette quantité ne subit pas de discontinuité pour a: = a. Nous obtenons donc les trois nouvelles équations :
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C, m, -H C« m, + C, tw, + 04^4 = Cb mt + Ce iWi
+ C7 m, + Cg m*, Cl (mi — m,) + C, (mi + m,) — C, (m, + m*) + C4 (m, — W24) = C9 (/Wj — m,) + Ce (m, +nî,) X'*^) — C7 (m, + ^4) + Ca (m, — m4), — C, m, H-C,mi +C,m4 — C4m,= — C5m, + C«mJ
+ C7 m4 — Cg m,.
La Iroisiëme dérivée de y^ par contre, n'a pas en a la même valeur pour les deux: branches, car on a
V=-f =IeJ.^;
dx ax^
or relTort tranchant subit en a une discontinuité dont la valeur est — P, si donc nous désignons pour un instant les ordonnées de la première branche par yi^ celles de la seconde par yn, nous pouvons poser :
dx^ dx^]x=a lE
ou bien, en introduisant les valeurs explicites des dérivées,
(Ci — Çg) {m, + m,) + (Ce — C,) {m, — m,) + (Ct — C,) (m, — m4) + (Cg — C) (m, + m,)
3^ Enfin, soient ni, n,, n„ n^ les valeurs que Ton obtient quand on remplace dans les quantités m, a par /.
Sur Taxe de symétrie, on doit avoir --f =0 puisque la tan-
ox
génie à la ligne élastique est horizontale ; de plus on a
--—=o,V étant nul dans cette section.
dx*
On a donc encore les deux équations de condition :
Cb (/Il — n,) + Cb (/Il + n») — C, {n^ + n^)
+ Cb (n, — 714) = 0, ..
— Cb (ni + n,) + Cb (ni — n,) + C, {n, — n,) ^
Toutes les quantités contenues dans les équations de condition (142-148) sont, à l'exception des inconnues C, des valeurs numériques. On pourra donc, dans chaque cas particulier, résoudre les équations et déterminer la forme de la ligne élastique. Celle-ci étant connue, la loi de répartition des pressions en découle immédiatement (formule 140).
La résolution du système des huit équations de condition est sans doute un calcul assez long, cependant il faut remarquer qu'il n'est nécessaire de le répéter qu'un petit nombre de fois pour se rendre compte d^une façon suffisamment exacte de la façon dont se comporte la traverse dans diverses conditions données. De plus, les traverses sont un élément si important dans la construction des chemins de fer, qu'il vaut la peine de consacrer quelque temps à l'étude des questions qui s'y rapportent.
Il est inutile d'entrer ici dans plus de détails, la question étant résolue en principe.
79. SolnUon irraphique. — On démontre en statique graphique (voir note II) que la ligne élastique d'un prisme peut être envisagée comme une courbe funiculaire déterminée, correspondant èi une surface de charge donnée. Les équations différentielles du problème précédent expriment simplement la condition que, dans le cas particulier, les ordonnées correspondantes de la courbe funiculaire et de la courbe de charge doivent être proportionnelles. Géométriquement parlant, il s'agit de trouver une forme de la surface de charge telle qu'en choisissant convenablement l'échelle son contour coïncide avec la courbe funiculaire.
Il n'existe pas de méthode permettant de résoudre directement ce problème; par contre, il est relativement facile d'arriver à la solution, en procédant par approximations successives (règle de fausse position). On cherchera à se faire une idée de la répartition probable des pressions : celles-ci sont évidemment maximum sous les rails et vont en diminuant soit vers le milieu de la traverse, soit vers ses extrémités; puis on
choisira ane répartition de p remplissant ces conditions. On dessinera la surface de charge correspondant à celte fonction p et l'on en déduira la courbe funiculaire. Si les ordonnées de cette courbe (mesurées à partir de sa ligne de fermeture) étaient toutes proportionnelles aux ordonnées correspondantes de la ligne élastique de charge, la courbe funiculaire tracée serait la courbe cherchée, et Thypothèse faite sur la répartition de p correspondrait effectivement à la vérité^ Cela ne sera généralement pas le cas. Les ordonnées des deux courbes ne seront pas partout proportionnelles entre elles ; on modifiera alors la courbe de charge d'après les indications fournies par ce premier essai et Ton recommencera la construction autant de fois qu'il sera nécessaire pour atteindre le degré d'approximation désiré.
Cette méthode graphique, quoiqu'un peu longue, a l'avan-^ tage de s'appliquer au cas d'une traverse à section variable (traverses en fer) qui présente des difficultés pour ainsi dire insurmontables au calcul.
Il est clair qu'avec la méthode graphique il n'est pas nécessaire de considérer séparément les trois branches de la ligne élastique, car il est absolument indifférent pour les constructions que la troisième dérivée de y présente des discontinuités.
77. Problèmes similaire». — Si^ au lieu de considérer un prisme reposant sur une base compressible par toute une face, nous supposons qu'il repose sur une série de supports équidistants et peu éloignés les uns des autres, les conditions du problème précédent ne sont pas sensiblement modifiées, à condition toutefois que ces points d'appuis subissent, "^ sous des pressions égales, des déformations égales. On rencontre assez fréquemment des cas de ce genre. Par exemple, les poutres transversales qui supportent le tablier d'un pont transmettent aux longerons certaines pressions, provenant soit du poids propre du tablier soit des surcharges. Ces pressions se répartissent sur les divers longerons, selon une loi
semblable k celle à laquelle on arrive daas le problème de la traverse de chemio de fer.
La%ure(53} montre encore un casdti même genre. Une cheville en fer remplit exactement le trou percé dans une pièce de bois. Deux tirants en fer transmettcntà la cheville une certaine charge. Sous l'influence de celle-ci, la cheville tend à fléchir, I I le bois qui l'enloure s'oppose à celte dé-
formation. Il se produit de ce fait une pression du bois sur la cheville dirigée de haut en bas, au milieu, de bas en haut aux extrémités. On peut aussi admettre que la pression exercée par le bois est proportionnelle à la compression qu'il subit au point considéré. Le problème ne diffère alors Fig. 53 (te celui de la traverse qu'en ce que les
pressions transmises agissent ici dans deux sens différents. L'équation (142) donne encore dans ce cas la forme générale de la ligne élastique et par suite la loi de la répartition des pressions; les quatre constantes C se trouvent à l'aide des conditions aux limites :
— = 0 aux deux extrémités,
--^^-- à l'une des extrémités, = — — àl'autre. dx' JE ' IB
Lorsqu'on a à transmettre à un massif de maçonnerie une pression considérable, par exemple la poussée d'un ponl en arc, il faut répartir cette force concentrée sur une surface assez considérable pour que la résistance à la compression de la maçonnerie ne soit pas dépassée. On intercale k cet effet entre l'arc et les sommiers des culées une plaque de fonte qui sert en outre de base à l'articulation de l'arc. Les considérations précédentes nous permettent d'indiquer la loi suivant laquelle la pression se répartit sur le summier. On désire naturellement obtenir une répartition aussi uniforme que possible; pour
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cela, il faut que la plaque repose exactement sur la maçonne'^ rie. C'est là du reste une des conditions que nous avons posées au commencement du chapitre ; de plus, la répartition des pressions sera d'autant plus uniforme que le moment d'inertie de la section transversale de la plaque sera plus grand. L'un des exercices suivants a pour objet un cas semblable.
EXERCICES
Exercice 3S> — U?i rail d'une longueur assez considérable pour pouvoir être considéré comme ayant une longueur infi" nie repose de toute sa longueur sur le sol et est chargé en son milieu par une force concentrée P, Suivant quelle loi la pression se répartit-elle sur le sol ?
Solution. — Nous compterons les x positifs à partir du point d'application de P et allant vers la droite. Les équations (437) et (138) ne sont pas modifiées et par suite la solution (142) est encore applicable ; il ne reste qu'à déterminer les constantes d'intégration conformément aux données.
Pour ar = 00 , y = o, donc C, et C, = o,
par raison de symétrie — = o pour x = o
d'où résulte C, = C4.
On a donc :
y = C, e — «« (cos our + sin ax)
et, en vertu de l'hypothèse représentée parla relation (140) :
p z=i AC, e— «a? (cos our + sin owc)
Telle est l'expression de la loi selon laquelle la pression p varie.
On reconnaît que pour :
Btt
p devient négatif. Au point a: = j , le facteur e— «?= 0,094,
tandis qu'il est égal à 1 pour a; = o : la diminution de compression, lorsqu'on s'éloigne de P, est donc fort rapide. Nous supposerons que le poids du rail est suffisant pour que celui-ci ne se soulève pas au point où p est négatif, ou bien simplement que le rail est fixé au sol. Dans cette hypothèse la formule trouvée pour p est valable sur toute la longueur du rail.
La constante AC, a une signification fort simple ; faisons x = 0 dans Texpression trouvée pour p^ il vient :
px = o=fcCz = po
Le produit A;C, est donc égal à la pression spécifique du rail sur le terrain au-dessous du point d'application de P ; pour déterminer cette quantité, servons-nous de la relation évidente :
pdx=''^.
En substituant pour p sa valeur et en intégrant il vient :
/lOO /»00
I pdx=poj tf— «» (cosowc + sin our) rfx
^— oa^cosourl = —
a Jx = o a,
par suite :
où tt désigne la constante définie par la formule (143), laquelle est déterminée dès que Ton connaît le moment d'inertie du profil du rail, le coefficient l'élasticité et la constante k.
Exercice 33. — Une barre d'acier de 80 cm. de longueur et de section carrée de 6 cm. de côté repose exactement sur le sol par une de ses faces et supporte en son milieu une charge concentrée de i. 000 kg. Quelle pression cette barre exerce-t-elle
sur le sol au milieu et à ses extrémités^ et quel est le travail élastique du fer en ces points si Ion admet que le terrain éprouve une compression de 0,S5 mm. sous l'influence d\ine pression de 1 kg. par cm^ ?
Solution. — Nous considérerons la partie de la ligne élastique située à gauche du milieu et supposerons Torigine du système d'axe à l'extrémité gauche du prisme. Nous pouvofis alors appliquer directement la formule (142) ainsi que les conditions à la limite exprimées par les équations (144) et ({45) ;
déplus ici, par raisonde symétrie t- =opourar=a = 40cm.,
d'où la relation :
Cl (m, — m,) + C, (m, + m,) — C, (/w, + m*)
+ C4 (m, — mt) = 0.
Los constantes d'intégration sont ainsi déterminées. Pour trouver leurs valeurs numériques, nous calculons d'abord a. Nous avons :
Nous prenons :
E = 22x10* kg. par cm».
La constante k est définie par l'équation (140), elle est de la dimension d'un travail élastique ; si la pression exercée parla barre est de 1 kg. par cm*, l'unité de longueur (1 cm.) exercera une pression de 6 kg. Comme une telle pression produit une compression du terrain de 0^25 mm., nous avons :
A = - = 240 kg. par cm*
et par suite :
^"^ = 0,0224 cm-'
4x22XlO''^,Xl08cm*
cm*
PRISMES REPOSANT SUR UNE BASE COMPRESSIBLE Ui
Il vient, en effectuant les opérations^
(ta = 0,896, e«a = 2,450, ^-«û = 0,408, cos aa = 0,625,
sin au = 0,781, d'où
Les équations de condition pour la détermination des constantes C s'écrivent maintenant :
Cj = C4, Cl = C3 + 2 C14,
d'où résulte :
Cl =4,7ïC4, Cj = C4, Cj=2,73 C*.
L'équation delà ligne élastique est par suite :
y= C4 |4^73 e««cosaa: + eaa?sinaxH-2,73e— ««cosax
e—^ sin ar
de même, la pression de la barre rapportée à Tunité de longueur est :
p = A C4 j 4,73 e^ cos olx -+- e«J?sin olx H-2,73é?— M? cos our + e—«^ sin ox };
faisons a? = o, la parenthèse prend la valeur 7,46. Désignons par po la valeur de p pour x = 0, il vient :
po = 7,46 k C,
d'où découle la signification et la valeur de C4.
Soit/>a la valeur de jo pour ar = a, c'est-à-dire au milieu du prisme, la formule donne :
P<^=^^\ *»'^3 m, + m, 4- 2,73 m, + mL
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et en introduisant les valeurs trouvées pour les quantités m :
;)«==*, 36 Pc
Nous avons ainsi déterminé le rapport entre la pression aux extrémités et la pression au milieu. Pour obtenir ces quantités en valeur absolue, nous utiliserons, comme précédemment» la condition que la somme des pressions exercée par le prisme
est égale à sa charge. Pour effectuer l'intégrale fpdx étendue
à tout le prisme, il suffirait, comme il ne peut s'agir ici que d'obtenir une valeur approchée, de remplacer la loi de répartition trouvée par une autre plus simple^, par exemple une répar-
Pa
lilion parabolique pour laquelle le rapport — serait égal à la
valeur trouvée plus haut. Rien n'empêche du reste d'effectuer rintégration avec la vraie valeur de /?, il vient :
a P e^ cos aa: rfa:= 1,221 , a J^* e«« 8inttxrfa:=0,691,
a r^e— ««cos(»a:rfa:=0,787, a /*<?-«« sinoLa:rfar=0,213,
« et, par suite :
Jo P^^ —7,46" 0,024 ' ^'"
L'unité de longueur est ici le centimètre, puisque a. a été calculé avec celte unité. Le double de l'intégrale ci-dessus est égal à 1000 kg., on a donc :
^<' = ÔM = *^^' • ^
et
^ ' cm.
Si Ton avait adopté la répartition parabolique de la pression :
p =;>o+^'*7«^" (2aa:-a:«)
pour éviter les intégrales des fonctions exponentielles et trigonométriques, on aurait trouvé :
I pdx=- — a=4y,opo,
Tapproximation aurait donc été très satisfaisante. Aussi voulons-nous utiliser cette représentation approchée de la pression, pour calculer le moment fléchissant agissant dans la section médiane de la barre. On trouve :
__ pa + po ,
el, en substituant les valeurs numériques :
Ma'=9560A;y. cm.,
d^où
6Ma 6X9560 ,
R= -^ = — - — 266 kg. par cm*.
On aurait pu prouver également Ma sans difficulté à l'aide de la relation
Ldx*jx =z a*
Exercice 34. — Un corps de longueur l repose sur le sol par toute sa base et supporte dans la section médiane une charge égale à P. La section transversale du solide est un rectangle de largeur constante dont la hauteur varie de façon à ce que le moment dinertie de la section soit partout proportionnel au moment fléchissant correspondant. Indiquer la loi de répartition des pressions sur le sol, ainsi que celle selon laquelle la hauteur de la section doit varier pour que la condition du problème soit remplie.
Solution. L'équation différentielle de la ligne élastique peut s'écrire :
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dafl lE
OÙ c signilio une cooslaiilc, qui reste indétcrmiDéo A cas parliculier, l'énoncé ne disanl rien sur le fadeur à porlionnalité enire Met I. En intégrant il vient :
i/ = — cf +K,z + K..
Pourx=o,— ^o, donc:
K, = ca.
On trouve par suite :
p = ky = k K, +^ (2ax — a:').
La loi de répartition des pressions sur le sol est i ment parabolique. Pour les pressions aux extrémités milieu il vient :
B problème précédent. On a de même, ai
3pa + po _P
^^ 2o 3 ' ' 2aft 3
La forme de la ligne élastique, et, par suite,/) son absolument déterminés dès que l'on connaît les valeu et de k.
PBISHES REPOSANT SUR UMR BASF. COMPRESSIBLE i
Pour le momeal fléchissanl agissant dans une seclic d'abscisse :r (comptée à partir del'exlréniilé gauche), il vient:
" ^ /c '^ ~ "-' P =^ -i-iP'' ~Po) -7^^ ■ On lire de là I à l'aide de la retalion :
I élaul connu en fonclton de x, la hauteur de la section l'o aussi, puisque la largeur de cette dernière est constante.
mw-'^'t
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CIRCULAIRES
V9. CoudltloMA du promèitte, équation» téiiérale«.
— Nous traiterons dans ce qui suit les deux cas : d'une force unique agissant au centre de la plaque, et d'une charge uniformément répartie sur toute la surface. On résolvrait le problème (le la même manière s'il s'agissait d'une autre loi de répartition des charges, à condition cependant que celles-ci soient réparties symétriquement par rapport au centre de la plaque. Pour une loi de répartition quelconque, le problème devient si compliqué que, dans la plupart des cas, on doit se contenter d'une approximation.
Lçs charges symélriques sont du reste celles que Ton ren-. contre le plus fréquemment dans les applications.
Nous admettrons que la plaque est ou encastrée sur tout son pourtour ou qu'elle repose librement. Contrairement à ce qui se présente dans la théorie de la flexion des prismes, le cas de la plaque encastrée est plus simple à traiter que celui de la plaque reposant librement. Dans ce dernier cas en effet, les parties de la plaque situées en dehors du cercle d'appui participent au travail de la plaque, il nVst donc pas indifférent de savoir de combien celle-ci dépasse le cercle d'appui. Nous supposerons dans ce qui suit qu'elle ne dépasse que de fort peu^ de façon a pouvoir négliger les actions moléculaires dans la partie extérieure au cercle d'appui. On peut naturellement s'attendre à ce que le problème présente certaines analogies avec la théorie de la flexion des prismes. En particulier, au lieu d'une ligne élastique, nous aurons à considérer une stir-face élastique. Nous appellerons ainsi le plan médian déformé de la plaque, et nous admettrons comme précédemment pour le prisme, que les ordonnées y de la surface élastique, mesurées à partir du plan médian initial, sont des quantités très petites. Par raison de symétrie, y ne dépend que de la distance X du point considéré à Taxe de symétrie perpendiculaire au plan médian; la surface élastique est donc de révolution. Nous négligerons les déformations des points du plan médian parallèles à ce plan.
Il est nécessaire de faire certaines suppositions sur la nature des déformations ; ces hypothèses jouent ici le même rôle que celle de Bernouilli dans la théorie de la flexion des prismes.
Nous admettrons que tous les points de la plaque situés primitivement sur une droite perpendiculaire au plan médian se trouvent encore, après la déformation, sur une droite qui, par raison de symétrie, doit couper Taxe de symétrie de la plaque (à moins qu'elle ne lui reste parallèle). Une section annulaire, faite par un cylindre dont l'axe coïncide avec Taxe de symétrie, se transforme donc, dans la déformation, en une surface conique.
Ces hypothèses faites^ nous allons établir, comme précédemment dans la théorie des prismes, une expression des variations spécifiques de longueur qui se produisent dans la déformation^ puis nous en déduirons la valeur des actions moléculaires corrélatives. En un point distant de x de Taxe de symétrie^ et distant de z du plan médian (fig. 54), il se produit des dilatations tangeoiielles et normales que nous désignerons par e^ et £r- Le rayon x de la circonférence qui passe par le point envisagé s'accroît de 2Qp, par suite de l'inclinaison ^ que la normale à la surface élastique prend par rapport à Taxe de symétrie (l'angle 9 est toujours assez petit pour qu'il soit permis de remplacer le sinus de l'angle par l'angle lui-même). La circonférence croit évidemment dans le même rapport que le rayon ; la dilatation tangentielle, au point considéré, sera donc donnée par la relation :
Fig. 54.
Prenons une seconde normale à la surface élastique, distante de dx de la première, soit d^ Tangle qu'elles comprennent ; la fibre qui passe par le point z s'allonge, entre ces deux normales, de zd'^ par rapport à la fibre correspondante située dans le plan médian, et dont la longueur n'a pas varié.
if-'.
La dilatation dans le sens radial- est donc :
rdf
Cette expression est la même que celle trouvée dans la théorie de la flexion des prismes ; nous avons ici en plus la dilation e^qui, dans le cas du prisme, était indifférente. Nous aurons donc, outre les actions moléculaires Rr (qui correspondent aux actions moléculaires normales dans un prisme), des actions dans le sens tangentiel R^ D'après la loi de l'élasticité, ces actions moléculaires sont déterminées par les formules :
En résolvant par rapport à Rt et Rr^ il vient :
Rf =
mE
mE
* = ^;rrï (^^' + ^^) » **'= ^^m (^^'- + '*) î (*5i)
d'où, si Ton introduit dans ces formules les valeurs (149) et (150), trouvées pour et et er :
tm ^ i \ dx xj
La loi de répartition des actions moléculaires le long d'une normale à la surface élastique est donc linéaire tant pour R< que pour Rr; ces actions moléculaires sont proportionnelles aux distances des points considérés au plan médian.
Les valeurs des actions moléculaires étant trouvées, nous pouvons ^maintenant établir les conditions d'équilibre d'un élément de la plaque. Menons, par Taxe de symétrie, deux plans méridiens formant entre eux un angle infiniment petit rfa, celui-ci ne subit pas de variation dans la déformation. Con* sidérons encore doux sections circulaires concentriques de rayon x et ar + dx. Les quatre sections précédentes déli-
mitent un élément de volume représenté en plan et élévation dans la figure (55).
Sur chacune des quatre sections agissent les actions moléculaires R« et Rr, que Ton peut réduire pour chaque face de l'élément à un couple résultant. En outre, il existe évidemment
t^< iLv — >-
fi.
des
Fig. 55.
La lettre R du texte correspond & 9 de la figure.
dans ces sections des actions moléculaires tangeatielles. En effet, les forces R, qui sont toutes horizontales, ne sauraient faire équilibre aux charges verticales.
Nous allons établir maintenant les équations qui expriment les conditions d'équilibre de ces forces. Considérons d'abord les actions moléculaires R< ; à chaque élément dF de Tune des sections méridiennes correspond un élément de l'autre section, dans lequel Taclion moléculaire est égale en intensité ; les lignes d'action de ces deux forces se coupent dans le plan bissecteur de l'angle dièdre r/a. Déterminons la résultante de ces forces, elle est contenue dans le plan bissecteur, et égale en grandeur à R< d¥d%. Supposons qu'on effectue la môme opération pour tous les éléments r/F des sections méridiennes : toutes ces résultantes partielles, contenues dans le
plan bissecteur, peuvent être remplacées par un couple résultant, dont il est facile d'indiquer le moment. En effet, le moment delà îovceRidFdx par rapport à un point quelconque du plan médian étant R^zrfFrfa, le moment du couple résultant de toutes les forces semblables est :
rfa TR/ zdFy
ou, en tenant compte de (152) :
''—M^tjf'-"^-
L'intégrale dansTespression ci-dessus n'est autre chose que le moment d'inertie de la section relatif à Tintersection du plan méridien avec le plan médian:
fz'dF = dx^'
Nous avons donc :
Moment résultant des: R^ = -^- f mt4--I Wa?rfa.(153)
iz(m — 1) \ X dx/
En ce qui concerne le signe de ce moment, il y a lieu de faire la remarque suivante : convenons de compter les ordon-
nées z positivement en allant de haut en bas. Si © et —
sont positifs, il se produit dans la partie inférieure de la plaque des efforts d'extension R<, et la résultante de ces efforts dans les deux plans méridiens est dirigée comme Tindiqueles flèches dans la fig. (55). Dans la partie supérieure de la plaque, c'està-dire pour les z négatifs, les directions sont renversées. Le couple résultant des actions moléculaires R^ tend donc à faire tourner l'élément considéré en sens inverse des aiguilles d'une montre. Il devra par suite, conformément à nos conventions, être affecté du signe — .
Considérons maintenant les actions moléculaires Rr. Celles
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qui agissent dans la section dont le rayon est x forment un couple dont le moment est, en tenant compte de (152) :
J m* — \ \ dx xj J
L'intégrale du membre de droite représente le moment d'inertie d'un rectangle de base xd(L et de hauteur h^ par rapport à un axe parallèle à la base et passant par le centre de gravité. L'expression précédente peut donc s'écrire :
mEA» / rf? \ , I inx -r + 9 jdcL.
i\ dx */
Les actions Rr qui agissent sur la section de rayon x-\- dx se ramènent à un couple de sens opposé à celui que nous venons de calculer. Il y a donc lieu de ne considérer que la différence des deux couples. Celle-ci n'est autre chose que la différentielle de l'expression précédente prise par rapport à x. Donc :
Moment des Rr :
= ^^' (^nx ^^ + m J -^ ?) dx rfa. (154) (12m« — i)\ dx* ^ dx^ dxj ^ ^
df Au sujet du signe, nous remarquerons que si ? et — sont
positifs, les actions moléculaires Rr sont des efforts d'extension dans la partie inférieure de la plaque ; le couple dans la section x tend par conséquent à faire tourner Télément en sens inverse des aiguilles d'une montre ; le couple qui agit dans la section x + dx tend à le faire tourner en sens inverse. Si donc la différentielle que nous venons de calculer est positive, le moment résultant des Rr est positif.
Enfin, il reste à calculer le couple résultant des efforts tangentiels S. Ce calcul n'est possible que si Ton introduit la loi de répartition des charges extérieures, tandis que tout ce qui précède est applicable à toute répartition symétrique des
charges.
Nous allons d'abord poursuivre le calcul en considérant
une charge uniformément répartie.
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78. Charité uniformémeiit répartie »ar une plaqae encastrée »ur tout le pourtour. — Ce cas 86 présente dans la pratiquiB, lorsque le fond d'un cylindre est soumis à la pression d'un fluide. Pour calculer TefiFort tranchant, supposons que l'on fasse une section annulaire de rayon x. La partie de la plaque située à Tintérieur de cette section supporte une charge égale à :
p étant la charge par unité de surface. Les actions tangentielles qui agissent dans la section de rayon x doivent faire équilibre à celle charge ; en particulier, la partie de cette section située entre les deux plans méridiens, qui comprennent entre eux l'angle e/a, en supporte une fraction
égale à —, car les actions tangentielles sont évidemment uniformément réparties le long de la section. L'effort tranchant qui agit, dans la section ^, sur l'élément considéré précédemment est donc
Dans la section x + dx^ l'effort tranchant subit un accroissement infiniment petit, égala la différentielle de Texpression précédente. Cette différentielle est toutefois négligeable dans l'expression du moment; on a donc :
Moment résultant des S = — r — • (155)
Le signe de ce moment est positif ainsi que le montre immédiatement la hgure.
Pour que l'élément de volume considéré soit en équilibre, il faut que la somme des moments résultants des Ri, Rr et S soit nulle, d'où, en tenant comme des valeurs trouvées (153, 154 et 155), l'expression :
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mEA' / 9 d9\ , , mEA» / rf*« e/o
(12m*— 1) \ jj dx/ (12OT«~i) V </a? dx
. d(f\ j 1 . px*dxdoL
OU, en simplifiant :
(12m»-i)\ rfj;» • rfx a:/ 2
Posons pour abréger :
N = ";;;rir7r^ , (156)
Téqualion précédente s'écrit alors :
^. Ë!?_^. a; ^_<p,+ Nx' = o. (157)
dx^ dx
L'intégrale générale de celle équation est de la forme :
^ = -^a:^^Qx^l (Î58)
où B et C désignent deux constantes d^intégration. En substituant cette expression dans fl57), on reconnaît facilement que cette équation est satisfaite ; de plus, (158) est bien Tintégrale générale, puisqu'elle contient deux constantes arbitraires.
Pour déterminer la valeur de ces constantes dans le cas particulier, nous faisons usage des conditions aux limites. On a évidemment :
(p = 0 pour X = 0.
Par conséquent G ss= o.
De mémo, à la périphérie, puisque la plaque est encastrée, l*angle f doit aussi s'annuler. Soit r le rayon de la plaque, nous avons par suite la condition :
d'où :
Donc finalement :
ce
- {rx~x) 4 m* E A» ^ '^
En substij^uant celle valeur de <p dans les formules (149) et (150), nous obtenons les dilatations élastiques exprimées explicitement en fonction d'x ; il vient :
Au centre de la plaque, c'est-à-dire pour a: = o, on a :
ei=ey == - r' s.
Il ne pourrait en être autrement, car la dilatation, qui est tangentielle pour un cerlain plan méridien, est évidemment normale pour le plan méridien normal au premier, ti croît
avec x^ tandis que sr diminue; à la périphérie e< s*annule,
N tandis que sr devient égal à r*z. Celle valeur est, ab-
straction faite du signe, double de celle trouvée au centre de la plaque. C'est donc sur le pourtour de la plaque que le travail élastique de la matière atteint sa plus grande valeur ; il y a donc lieu de s'attendre à voir s'y former en premier lieu les fissures qui précèdent la rupture de la plaque. Le travail élastique de comparaison qui sert de mesure au travail élastique maximum que subit la matière première, s'obtient en multipliant par E la valeur de tr pour x = r et js = A. En effet, nous avons admis, art. 28^ qu'il dépendait delà dilatation maximum.
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On a doûCv
^^ = E -iï—^^iTT^v^ (161)
iO ., . .
pour m = — - , il vient:
On pourrait Irouver aussi immédialement les valeurs de Rr et de Ri en remplaçant dans la formule (151) ou (152), les quantités er et ti par leurs valeurs. Celte transformation présente peu dlntérêl, puisqu'après tout, il s* agit simplement de connaître le travail élastique maximum et que celui-ci est absolument défini par «R.
Il reste à déterminer la forme de la surface élastique. L^angle <p que nous avons calculé, est égal à Tangle que la tangente au méridien de la surface élastique forme avec Taxe des X. En tenant compte des conventions faites au sujet des signes, nous avons donc :
dy
Comme Tangle ç est fort petit, nous pouvons remplacer la tangente de Tangle par Tangle lui-même ; il vient par suite, en tenant compte de la formule (159) :
d'où, en intégrant :
A la périphérie, soit pour x =^r,y = o; donc :
Nr*
et par conséquent :
Désignons par /, Tinflexion de la plaque au centre, nous trouvons, en faisant x -= o \
En metlanl pourN sa valeur et en prenant pour m = — , nous
obtenons :
/= :si^ f" = «■" £■ ('«*)
80. Plaqae eneasirée à la périphérie et •eumifte à l'iietion d'une feree unique P aKl»»ant au eentre. — Il
faut calculer les valeurs que prennent dans ce cas les actions moléculaires tangentielles, développées dans une section circulaire.
L'effort tranchant auquel elles font équilibre est P ; la résultante des actions moléculaires langentielles agissant sur la partie de la section qui correspond à Télément considéré précédemment sera par suite :
Le moment du couple formé par les actions moléculaires tangentielles est donc :
P Moment des S = —dadx. (*65)
Cette expression remplace la formule (155) de l'article précédent.
L'équation d'équilibre de l'élément de volume, considéré est donc ici :
~12(m«~l) V'^x"^rfi/'^12{m»-l) V^^rfJî'^^rfï'^ di)
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en posant pour abréger :
Téquation précédente peut s'écrire :
L'intégrale générale de cette équation est, comme on le vérifie facilement en substituant :
?=-|a: loga: 4-Ba? +^; (168)
les constantes B et C se déterminent à l'aide des mémos conditions que précédemment :
(p = 0 pour ar = 0, d'où C = o,
<p = o pour x=^r^ d'où B= - log r.
Oq peut donc écrire :
? =|a;Iog^- (169)
En inlroduisant celte valeur de 9 dans les formules pour tt et Er. nous trouvons .-
Q , r et =-zlog-.
Pour x=Oy ces expressions de viennent infiniment grandes : la plaque devrait donc se rompre, s'il était réellement possible de concentrer la charge P en un point, commme nous l'avons admis dans le calcul. En réalité, la charge est toujours répartie sur une certaine surface. Les formules précédentes ne permettent pas de déterminer le travail élastique au centre de la plaque puisque e^ et tr deviennent infiniment grands.
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Pour les points du pourtour, nous trouvons, en faisant X =r \
Pour z =-el en prenant m = --, il vient :
Le travail élastique à la périphérie est donc indépendant du rayon de la plaque.
Afin de nous rendre compte du travail élastique développé en réalité au cenlre de la plaque, supposons que la charge P se répartisse uniformément à Tinlérieur d'un cercle de rayon très petit a. La ligne méridienne de la surface élastique se compose dans ce cas de doux branches qui se raccordent : Tune allant de o^ = o à a: = a, et déterminée par Téquation (iS8), l'autre, définie par l'équation (168), allant de ar = « à ar = r.
Pour la première branche nous avons :
?= — g a:'H- Bx,
ol pour la seconde, en désignant les conslanles d'intégration par d'autres lettres que précédemment, pour éviter des confusions :
ç = — ja:loga: + M x +--
Ces deux branches se raccordent ; les constantes B, D. F doivent donc satisfaire aux deux équations de condition suivantes :
f» N - Q , wx F
Ba — -a: = — -a log a + ua H--»
B — - «' = — ^ log a — ^ 4- D .»
qui exprimenl qu'au point 2:= a, les valeurs de y et de
-T" doivent être les mêmes pour les deux branches.
dx ^
En résolvant par rapport à F et D, il vient :
F =1 (No- -s Q),
Enfin, pour la seconde branche, nous devons avoir encore :
çp = 0 pour X = r,
donc :
o = ■- r\o^r '\-\Sr "{ — •
Si Ton substitue dans cette équation les valeurs trouvées plus haut pour D et F, il vient, en résolvant par rapport à B :
B = §log^- + N^+g.(2Q-Na')-5.
Considérons les quantités N et Q, nous devons faire ici :
par suite, formule (1 56) :
^^6(in'-l) P
En comparant cette expression avec la valeur de Q (formule 166), qui n'a pas changé, on voit que :
Na» = Q ;
B = ^(41og^- + $). 072)
L*équalion delà première branche de la ligne méridienne (de X = 0 jusqu'à j: = a) est donc :
wm
Nous pouvons maintenant calculer les dilatations élastiques qui se produisent au centre de la plaque. Les formules (149) et (150) donnent :
8 \ ° a r* aV
Pour.2: = o, £( et er sont égales entre elles et atteignent leur plus grande valeur. Le travail élastique de comparaison au centre de la plaque est donc :
ou, si Ton introduit la valeur explicite de Q et si Ton fait h
87rm«
Le dernier terme de la parenthèse peut être négligé devant
le premier, a étant très petit; dans ces conditions, et si l'on
fait m = — , il vient :
s, = 0,43 j^ log r . (175)
On voit que le travail à la périphérie serait égal à la valeur ci-dessus, si r était égal ke a^ e désignant la base des logarithmes naturels {e = 2,718...). Si a est plus pelit, le travail élastique au centre est plus grand qu'à la phériphérie.
Pour a=0,l r, par exemple, on trouve :
^ = 1,00^,; pour a =0,01 r :
DE LA RÉSISTANCE DES PLAQUES PLANES SeS .:'4
On voit par là que le travail élastique au centre augmente en effet rapidement lorsque Taire de la surface de charge diminue ; on reconnaît d'autre part qu'il n'y a pas à craindre qu'il devienne infini comme le faisaient croire les formules (170). Du reste, les formules précédentes ne sauraient prétendre à une grande exactitude : il se produit toujours dans le voisinage du point d'application de la charge des actions locales, dont la théorie ne lient pas compte, mais qui modifient sensiblement les hypothèses faites sur les déformations et la répartition des actions moléculaires.
Déterminons encore la surface élastique et l'inflexion de la plaque au centre. Il n'est pas nécessaire, pour ce calcul, de considérer spécialement la branche intérieure de la ligne méridienne de la surface élastique, car elle n'a pas d'influence sensible sur la grandeur de la déformation au centre de la plaque.
De l'équation (169) nous tirons, comme à Tarticle précédent :
d'où, en intégrant :
y = - ^ logr-h Y ^^&^ - 8 + ^- ^*^^^
Or»
Pour a: = r, y = o, donc C = — ,
par suite :
y=Q—^ jiog-- (178)
Comme nous l'avons remarqué, cette équation est valable jusqu'au centre de la plaque. Pour x = o, le second terme
du membre de droite prend la forme indéterminée £. ; il est
cependant facile de reconnaître que la vraie valeur de ce terme
est 0 ; en efl'ct, le logarithme d'un nombre croît beaucoup plus
lentement que le nombre lui-même et a fortiori que son carré.
r Le produit x' log — s'annule donc pour x = o. C'est du reste
le résullat auquel on arrive, si Ton applique à celte expression la règle de L'Hospilal.
Nous trouvons donc pour Tinflexion / au centre de la plaque :
Qr» 3 (m' - i) Pr^.
8 47rm* EA»
pour m = —:
Pr*
En comparant celte valeur avec la formule (464) on reconnaii que la flèche, dans le cas où la force P est concentrée au centre, est quatre fois plus grande que lorsque F est répartie uniformément sur toute la surface de la plaque.
81. Plaque reposant librement sur (ont le pour* tear et Boumise à une ehari^e uniformément répar« tie. — Toutes les considérations de Tarticle 79, sont encore applicables au cas qui nous occupe maintenant ; la constante d'intégration C de Téqualion (158) est nulle, par contre la constante B de l'expression
? = — ^x' + Bj: (180)
prend une nouvelle valeur. Si Ton admet que la plaque ne dépasse qu'infiniment peu le cercle d'appui, Rr esl nulle à la périphérie; on détermine alors B à Taide de cette condition. Si la plaque dépasse le cercle d'appui d'une quantité notable, il faut étudier la forme de la ligne méridienne de la surface élastique àTextérieur du cercle d'appui et exprimer la condition que les actions moléculaires radiales s'annulent à la périphérie. Il faut, en effet, qu'il en soit ainsi, puisqu'il n'existe en ces points aucune force extérieure qui puisse leur faire équilibre.
Le calcul indiqué ne présente aucune difficulté, on trouve facilement l'équation de la partie extérieure de la ligue élas-
tique en faisant N = o dans les équations qui donnent la branche intérieure. Les opérations sont toutefois un peu longues, car Ton a, outre B, deux constantes d'intégration à déterminer (on utilise à cet effet les relations exprimant que la branche extérieure et la branche intérieure de la ligne élastique 6e raccordent).
Nous nous bornerons ici au premier cas, celui oîi la plaque ne dépasse que très peu le cercle d'appui, de sorte que Rr = o pour j: == r.
L'équation (152) donne :
^ m* — i \ dx œ)
En vertu de ce qui précède^ la parenthèse doit s'annuler pour x = r; or, d'après (180) :
m£ + ^ = - (3/72 + 1) ^' + (m + l)B, il faut donc que :
d'où
Nous obtenons donc pour les dilatations :
La plus grande dilatation se produit au centre de la plaque, on trouve :
d'où résulte pour le travail élastique de comparaison, si l'on fait
h z = - et si Ton met pour N sa valeur (156) :
et pourm = ~ :
Â rinverse de ce qui a lieu pour une plaque encastrée, les actions moléculaires atteignent ici leur maximum au centre de la plaque.
Toutes choses égales d'ailleurs, le travail élastique maximum est, dans le cas présent, 1,28 fois plus grand que dans le cas de la plaque encastrée.
Afin de calculer l'inflexion / au centre de la plaque, nous posons :
d'où résulte :
y=l{^-'":rK'-]+C; (.86)
pour ar = r, y = 0, il faut donc que :
Si Ton fait a: = 0 dans l'équation (186), il vient y = C; la constante C n'est par suite autre chose que la flèche /. En introduisant la valeur de N, il vient :
' 16WEA' ^ m+1 ' ^ '
et en particulier pour m = — :
Cette flèche est un peu plus de quatre fois plus grande
que celle de la plaque encastrée supportant la même charge.
On pourrait donc^ dans les essais de résistance, se rendre compte de Tefficacilé de Tencastrement des plaques en mesurant la flèche.
S9, Plaque reposant librement «ur tout le pourtour et soumise à. nue forée eoueentrée as:i»sant nu centre.
— Nous nous bornons à déterminer l'équation du méridien de la surface élastique et à calculer Tinflexion au centre, sans quoi nous devrions reprendre toutes les discussions de l'article 80, sans qu'il en résulte grand profit pour le lecteur.
Nous partons de la formule (168) qui est valable quelle que soit la manière dont la plaque repose à la périphérie .
Nous avons donc :
o=~-x\ogx -f Ba:,
G étant nul, comme précédemment. Pour déterminer B, nous utilisons la même condition qu'à l'article précédent: il faut que l'expression
df f
m -7- + ax X
s'annule pour j: = r. Nous trouvons :
m? + "=— (m + l)hogœ + (m + l)B -^m\; ax X 4 2
d'où, en faisant x = r :
B = ^ log r +
Nous avons doue :
cp = ?:rlog^+— ^^^o:. (188)
L'équation différentielle du méridien de lasurface élastique est par suite :
du /Q , »• . W^Q \
d'où, en intégrant:
V = — - - off — h-r + r: — tt; + G. (189) Pourar = r, y= o, donc :
Q/r» mr* \
2 V 4 ^ 2 (m + ly '
c'est là aussi la valeur de la flèche /. En mettant pour Q sa valeur, il vient :
. ^ 3(m-4)(3m+i> ^ ^ ^jg^^
' Anm* Eh*
et pour m =-r-:
Pr*
THÉORIE APPROCHÉE
83. Théorie approeliée de Bacb pour le* plaques eircnlaircs. — Les calculs qui précèdent ont la réputation de présenter de grandes difficultés mathématiques, et sont souvent, pour cette raison, laissés de côté dans les ouvrages de portée générale. Nous ne partageons pas cette opinion, caria résolution des problèmes précédentsne demande en somme que les connaissances les plus éléraenlaires des méthodes de résolution des équations différentielles. L'établissement de ces der-
Qtères est un peu délicat, il est vrai, mais ne présente cependant pas de difficultés que des techniciens ou des élèvesingénieurs ne puissent surmonter.
D'autre part, pour des raisons que nous dirons plus loin, nous ne rejetons pas les tentatives faites pour établir des théories approchées. Ces dernières peuvent,dans certains cas, rendre de réels services.
Nous admettrons dans ce qui suit que la plaque repose librement à la périphérie. Cette hypothèse est justifiée, puisque nous venons de voir que, toutes choses égales d'ailleurs, le travail élastique de la matière est plus grand dans ce cas que lorsque la plaque est encastrée. De plus, comme nous l'avons fait déjà remarquer pour les prismes, les encastrements ne sont jamais pratiquement assez parfaits pour qu'il ne se produise pas de petites déformations angulaires, qui, naturellement, entraînent des modifications très importantes dans la façon dont se comporte la plaque.
Faisons une section suivant un diamètre et considérons Tune des moitiés de la plaque. Par raison de symétrie, il n'y a évidemment pas d'actions moléculaires tangentielles ; il n'y a lieu de considérer que les actions moléculaires normales que nous avons désignées par la lettre R< dans les articles précédents. Ces actions moléculaires se réduisent à un couple résultant, exactement comme celles agissant dans une^ section transversale d'un prisme travaillant à la flexion.
Supposons de plus que les charges qui agissent sur la plaque soient uniformément réparties, leur résultante est égale à
et passe par le centre de gravité du demi-cercle. Les réactions de l'appui sont, par raison de symétrie, uniformément réparties ; leur résultante est égale et de sens opposé à la résultante des charges, et passe par le centre de gravité de la demi-circonférence de rayon r. Donc, les forces extérieures qui agissent sur la moitié considérée de la plaque se rédui-
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sent à un couple, qui doit naturellement faire équilibre à celui des actions moléculaires. Soit M le moment de ce couple ; le
4r centre de gravité d'un demi-cercle est distant de— du dia-
mètre de base, celui de la demi-circonférence de — , nous avons donc :
npr^ /2r 4r
~ 3 Jusqu'ici, lo calcul est absolument rigoureux ; il n'est cependant pas possible d'aller ainsi plus loin, parce que nous ne pouvons indiquer a prioriïd, loi suivant laquelle la répartition des actions moléculaires R varie avec la distance x du point considéré au centre de la plaque. Tandis que la théorie mathématique nous permettait de trouver cette loi, nous devons avoir ici recours à l'hypothèse : nous admettrons que cette répartition est indépendante de x^ c'est-à-dire que les actions moléciilaires R sont réparties absolument comme sur la section d'un prisme travaillant à la flexion. Pour déterminer la valeur de R dans les arêtes, nous pouvons par suite utiliser la formule trouvée pour un prisme de section rectangulaire :
dans laquelle b doit être remplacé par 2 r, le diamètre de la plaque ; h signifie l'épaisseur de la plaque. En remplaçant M par sa valeur (191), nous trouvons :
La valeur de R ainsi déterminée n'est qu'une limite inférieure de rintensité maximum du travail élastique. En effet, les actions moléculaires qui dépendent en réalité de <r, doivent être en certains points plus grandes, et en d'autres plus petites que la valeur moyenne que nous venons de calculer. Pour pouvoir appliquer avec quelque sécurité l'équation (192), il nous faut montrer que la différence entre les résultats qu'elle fournit et
vr
la valear maximum réelle n'est pas assez grande pour que son emploi entraîne de graves erreurs.
A cet effet, on peut poser :
et chercher à déterminer expérimentalement la valeur à donner au coefficient numérique t). Il résulte d'essais faits par M.v. Bach, que Ton peut poser pratiquement ce coefficient égal à Tunité.
La justification de la formule (192) est donc ainsi établie. Il se pourrait cependant que tj prenne dans certains cas présentant des conditions très différentes de celles dans lesquelles les essais ont été faits, des valeurs assez différentes de Tunité; il est donc bon de comparer la formule de Bach avec les résultats de la théorie mathématique. On a, équation (152) :
de plus, d'après la rclalion (182),
N/3OT-H , A
rfy N/3m + l
dx 8
En substituant dans (152), et en faisant j; = o, pour obtenir le maximum de R/ ; il vient, pour .5 = - :
En mettant pour N sa valeur, formule (156), et en prenant m=— , nous trouvons :
La différence entre la formule exacte et la formule approchée est donc déterminée. Il faut encore tenir compte d'un
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fait: le travail élastique de la matière ne dépend pas uniquement des actions Rr, mais encore des actions moléculaires Rr qui leur sont perpendiculaires. Au centre, R^ et Rr sont égales et de même signe. Dans ce cas, nous avons vu au chapitre II
que le travail élastique de comparaison, qui détermine le dan-
(ffi {\ jmes de l'intensité commune des actions moléculaires R/ et Rr. Si donc nous considérons la formule (192) comme déterminant le danger de rupture, ce n'est pas avec la formule (193) qu'il faut la comparer, mais avec la relation (184) qui donne la valeur de ^. Cette comparaison montre que les valeurs données par la formule de Bach sont trop défavorables. Cette dernière peut donc être employé en toute sécurité dans la pratique.
Il est certain qu'à première vue, l'avantage de la formule approximative n'apparaît pas d'une façon bien nette. Elle n'est pas plus simple pour le calcul que la formule eicacte et nous avons du nous servir de cette dernière pour la justifier. Elle est^ sans doute, beaucoup plus facile à établir, mais nous avons déjà dit que nous faisions peu de cas de cet avantage. La raison pour laquelle nous apprécions la théorie approchée est qu'il est possible de l'employer à résoudre des cas compliqués, dans lesquels l'emploi de la théorie exacte conduirait à des difficultés insurmontables. Il est, par suite, bon de l'appliquer à quelques cas simples, afin de juger de l'approximation qu'elle permet d'atteindre, et de pouvoir l'employer ensuite avec plus de confiance dans d'autres cas plus difficiles. Il sera cependant toujours bon de contrôler par des essais les résultats auxquels on arrive, afin de reconnaître si l'on n'a pas négligé de tenir compte de certaines conditions exerçant une influence notable sur la façon dont se comporte la plaque.
Si la plaque supporte une charge concentrée P, agissant au centre, le moment fléchissant est
., P 2r Pr
et la valeur approchée de R devient :
Nous avons vu précédemment que le travail élastique maximum de la matière dépend essentiellement de la façon dont P se répartit sur une petite surface autour du centre. Il n'est donc pas possible de comparer ici les résultats de la formule approchée avec ceux de la théorie exacte ; il n*exisle pas d'essais non plus qui permettent de les contrôler. On fera par suite bien d'être prudent dans l'emploi de cette formule.
84. Théorie approcbée poar les plaques elllptl* qnes. — Le problème est ici plus compliqué que dans le cas précédent^ car nous ne savons comment les réactions de l'appui se répartissent le long du bord de la plaque. Afin de nous en faire une idée, très approximative il est vrai, supposons l'ouverture elliptique que recouvre la plaque, traversée par deux prismes perpendiculaires Tun àl'aulre^ dont les axes coïncident avec ceux de l'ellipse, et admettons que ces deux prismes soient reliés entre eux, au centre, d*une manière rigide.
En nous servant des résultats obtenus au chapitre III, il nous est facile de calculer les réactions des appuis qui se développent^ si Ton admet que chacun des prismes supporte une charge uniformément répartie q par unité de longueur. Soit Z la pression qu'exerce le prisme de longueur 2a sur celui de longueur 26,1a flèche du plus grand sera, formules (81) et (83):
et celle du plus petit
^~ 24 lE 6Ie'
' 24 lE "^eiE
ces deux flèches sont égales entre elles ; si nous égalons les seconds membres des deux relations, nous pouvons tirer de Téquation ainsi formée^ la valeur de Z, il vient:
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les réaclions A aux extrémités du grand axe sont par suite : et aux extrémilés du petit axe :
leur rapport est donc :
A 3a* + Sab^ + 56* (<) B ~ 6a* + 8a»6 + 3A*
Nous admettrons que les valeurs que prennent les réactions de Tappui sur la plaque aux extrémités des axes sont entre elles dans le même rapport que A et B ; ainsi, les réactions do Tappui vont en augmentant des extrémités du grand axe vers celles du petit axe. Le point d'application de leur résultante, pour la demi-ellipse déterminée par le grand axe, sera donc certainement plus éloigné du grand axe que le centre de gravité de Tare de demi*ellipse, par lequel cette résultante devrait passer si les réactions des appuis étaient uniformément réparties sur le pourtour. Si a est très grand par rapport à 6, c*est-à-dire si Tellipseest très allongée, la résultante des réactions sera presque distante de b du centre. Nous admettrons, afin d'obtenir ensuite une formule simple, que
cette dislance est égale k — b. Cette quantité est très vrai-
(1) M. V. Bach arrive, par suite d*une remarque dont nous contes*
A /by tons l'exactitude, au résultat -•= ( — ), et fonde sur ce résultat ses conclu-
sions subséquentes, qui reviennent à dire que la pression transmise sur Tap-
pui en un point donné est proportionnel au rayon de courbure de Tellipse
(Voir Bach. Elasticitdt tind Festigkeit, Berlin, 1890, page 354). Dans la
seconde édition de son ouvrage, M. v. Bach arrive au môme résultat par
une autre méthode, avec laquelle nous ne pouvons non plus nous déclarer
d*accord.
semblabieroent trop grande ; mais comme nous faisons d'autre part rh ypothèse certainement trop favorable, que les actions moléculaires se répartissent uniformément le long de la section, il n'y a pas d'inconvénient à prendrele moment de flexion un peu plus grand qu'il n'est en réalité. La résultante des réactions des
appuis est égale à la charge de la demi-plaque^^ ; et celle
des forces extérieures qui agissent sur la plaque passe par lecentrede gravi téde Taire de demi-ellipse, lequel est distant de
r- du grand axe. Le moment de flexion est donc :
napb /Bb ib\ iab*p
Si nous envisageons la section faite suivant le petit axe, nous pouvons dire a priori que le bras de levier du couple fléchissant est certainement plus petit que la distance qui sépare le centre de gravité de Tare de demi-ellipse de celui de Taire de demi-ellipse, mais il est fort difficile de Testimer avec quelque certitude. Le système des deux prismes en croix ne nous apprend rien, car si Tellipse est allongée, nous ne pouvons plus considérer la bande délimitée le long du grand axe comme soutenue seulement au milieu, nous devrions la supposer soutenue sur une certaine largeur. Le plus simple est de s'en rapporter aux essais faits par Bach avec des plaques elliptiques, lesquels montrent que la rupture se produit généralement suivant le grand axe ; ce qui tend à prouver que Ra est le travail élastique dont dépend le danger de rupture. Si Tellipse n'est pas très allongée, Téquation (197) donne certainement des valeurs trop grandes, car lorsque nous passons au cas du cercle, R n'est en réalité que la moitié de la valeur donnée par la formule (197). On pourrait écrire, par exemple,
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pour un rapport quelconque des axes, à la place de l'équalion (197) :
Dans les deux cas extrêmes, cercle et ellipse très allongée, c'est-à-dire dans les cas où nous pouvons nous faire une idée à peu près exacte de la portée de nos hypothèses, la formule ci-dessus donne des valeurs satisfaisantes. Ou pourra donc toujours l'employer pour un calcul approximatif.
96. Plaques carrées ou reefangralaires. — Considérons d'abord une plaque carrée. Soit 2a la longueur du cAlé
et désignons par d la diagonale 2a^2. La charge totale de la plaque est ia'p ; par raison de symétrie, la résultante des réactions des appuis est évidemment pa* pour chaque côlé de la plaque.
11 est facile de reconnaître en outre, que la pression exercée par la plaque sur les appuis va en diminuant du milieu des côtés vers les angles. Menons par le centre une section parallèle à deux des bords de la plaque, et déterminons le moment de flexion qui agit dans cette section : la résultante des réactions des appuis du côté parallèle à la section est /?a% elle produit donc un moment de flexion jO«' ; la résultante des réactions des appuis des deux demi-côtés est aussi égale à j9û* ; on voit de plus que le point d'application de cette force est certainement situé à une distance œ <Ca àe la section considérée ; enfin, les pressions extérieures qui agissent sur la plaque fournissent un moment égal à;>a^
Le moment de flexion résultant est donc :
M = pa^ -f- pa^x — pa^ = pa^x.
En supposant que nous puissions utiliser la formule :
W 2aA« '
nous trouvons : ri o ^^
X étant certainement plus petit que-, nous avons :
Considérons maintenant une autre section^ menée suivant une diagonale. Le bras de levier des résultantes des réactions
des appuis est égal à 7 ; le point d'application de la résul-
tante des pressions coïncide avec le centre du triangle dont
la diagonale est la base, il est donc distant de-rde la section
considérée. Nous pouvons par conséquent indiquer exactement dans ce cas la valeur du moment fléchissant, nous avons :
M = 2 ;>«*- — 2 pa'^ ==— ,
et par suilo^ pour l'intensité des actions moléculaires :
Celte intensité est égale à celle qui se développerait dans une plaque circulaire de rayon a. La valeur que nous venons de trouver est plus petite que la limite supérieure calculée pour Tintensilé des actions moléculaires dans une section parallèle aux côtés de la plaque. Tant que x n'est pas connu, il n'est pas possible de dire dans laquelle des deux sections le travail élastique de la matière est le plus grand. Dans les essais faits par M. v. Bach, les plaques carrées se sont en général rompues suivant une diagonale ; on peut donc considérer la formule (499) comme étant celle qui donne la valeur maximum du travail élastique.
Pour les plaques rectangulaires, nous admettrons également
que la section diagonale est la section dangereuse, bien que les expériences de Bach soient moins probantes dans ce cas
^^ fV- ■■•■'* ''t-
If-*
que dans le précédent. Il est toutefois permis de faire cette hypothèse, puisqu'il ne s'agît ici que d'une estimation.
Soient 2a et 26 les côlés du rectangle, 6? la longueur d^une diagonale, c la longueur de la perpendiculaire abaissée d'un^ sommet sur la diagonale opposée. Quelle que soit la loi de répartition des réactions des appuis sur les bords de la plaque, leur résultante pour le triangle formé par le rectangle coupé selon une diagonale est évidemment égale à 2pah ; le point
d'application de cette force est distant de ^ de la diagonale
considérée.
Les pressions qui agissent sur le triangle ont pour résultante une force égale aussi à 2pab^ appliquée au centre de
gravité, soit à une distance- de la diagonale.
Le momenl de flexion résultant est donc :
pahc
Nous avons par suite :
or
^ 6M _ abc
dh^ ^ dht
cd=i iaby rf« = 4a* + 4 6S
donc :
»« mm^ •
EXG RCICES SUR LE CHAPITRE VIL
Exercice 35. — Une plaque de fer d'étendue suffisamment grande pour pouvoir être envisagée comme une plaque circu^ laire de rayon infiniment grand repose exactement sur le sol. Elle est soumise au centre à V action d^une force concentrée P.
Déterminer la loi de répartition des pressions exercées sur le sol par la plaque^ en supposant que, ces pressions sont, en chaque points proportionnelles à Vinflexion corfespondante de la plaque.
Remarque. — Co problèmeest analogue àun autre, d*énoncé un peu différent, résolu par H. Hertz : Hertz considérait une banquise de glace chargée en son milieu. Sous l'influence de cette charge, la banquise se déforme aussi, comme notre plaque de fer, et en chaque point, l'inflexion détermine une certaine poussée hydrostatique. Dans le problème de Hertz, la pression hydrostatique et par conséquent la réaction de la banquise, sont exactement proportionnelles à Tinflexion, tandis que, dans notre cas, la pression de la plaque sur le sol ne Test qu'approximativemeut, comme il résulte des considérations du chapitre VI. Sous la forme que nous lui avons donnée, le problème présente une assez grande importance pratique qui nous Ta précisément fait choisir.
Hertz a résolu complètement la question ; il lui a fallu, pour cela« faire usage de théories mathématiques que nous ne pouvons supposer connues de la majorité des lecteurs ; aussi nous contenterons-nous d'établir Téquation différentielle de la courbe méridienne de la surface élastique. Pour la résolution de cette équation, nous renverrons le lecteur que la chose intéresse et qui possède les connaissances nécessaires au mémoire original de Hertz (Hertz, Gesammelte Werke, 1*' vol., Leipzig, 1895, page 228).
Solution, — Nous pouvons utiliser les formules de l'article 78 jusqu'à l'équation (154), sans aucun changement. Soit V la résultante des réactions transmises par le sol sur la partie de la plaque, située en dehors d'une section circulaire de rayon x. L'effort tranchant qui agit sur un élément infiniment petit de cette section, correspondant à l'angle au centre </a, est égale à :
ÎTT *
Nous avons donc, dans le cas particulier, au lieu de Téquation (155), la relation :
Mom. des S
ÎTT
doLclx ;
l'équation des moments de l'article 79 devient par suite :
cPf df y 6 (m* — 1) V
X ——[-———- [— ' — assa 0 -
d^x dx X m*EA* tt
V n'est pas connu, on sait cependant que V décroît d*une quantité égale à la charge agissant sur un élément superficiel annulaire, lorsque x crott de dx. Donc :
OÙ k désigne une constante, dont la signification a été définie à Tart. 74, et y, l'ordonnée de la surface élastique. Différencions Téquation précédente et introduisons ta valeur trouvée
pour j- , il vient:
dx
d}y id*f idf jp 12 (m« dx* rfx-* xdx -»•*
m«EA>
xy=o,
Remarquons que nous pouvons écrire :
dy ? =~Tx'
si nous posons en outre, pour abréger,
m«EA»
Téquation ci-dessus prend la forme :
^d^ _1^ . ±^ , 0^4 ^^ X dx^ x^ dx* x^ dx ^
Le reste du problème est du domaine purement mathématique. Les quatre constantes d'intégration que contient la solution se déterminent à Taide des mêmes conditions que celles que nous avions dans le cas des prismes reposant sur une base
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compressible. La résolution de Téquaiion ci -dessous est facilitée si l'on remarque que le membre de gauche présente une forme qui revient souvent dans les recherches de physique mathématique. Désignons part/ et v les coordonnées d'un point du plan médian de la plaque, de sorte que
et représentons par le signe A' l'opération consistant à
former la somme des dérivées partielles du second ordre d'une fonction à deux variables indépendantes par rapport à ces
dernières :
rfY(u,r) rfy(u,r).
du* "^ dv* '
Téquation précédente peut alors s'écrire :
forme sous laquelle il est possible de l'intégrer.
Hertz part directement dans son mémoire de cette dernière équation. On trouvera également dans son travail des données numériques et des résultats d'expériences (*).
Exercice 36- — Quelle force concentrée^ agissant au centre^ une plaque de fonte de^ cm. d'épaisseur et de diamètre quelconque^ reposant librement à sa périphérie^ peut-elle supporter, si l'on admet que r intensité des actions moléculaires, calculée d'après le procédé d approximation de F article 8$, ne doit pas dépasser 200 kg. par cm^ ?
(1) L'auteur fait au sujet de cet exercice la remarque suivante : Quelques critiques trouveront peut-être que cette question sort du cadre de notre ouvrage. Nous leur répondrons que Hertz venait de quitter l'Université technique de Munich lorsque! publia son mémoire. Sans doute les esprits de cette taille sont rares, mais qui oserait prétendre qu'il ne s'en retrouvera jamais de pareils parmi nos auditeurs ou nos lecteurs, et qui voudrait prendre la responsabilité de taire l'existence de travaux importants simplement parceque ceuxci sortent du cadre des leçons ordinaires. Nous avons trop le respect des talents latents qui résident dans la jeunesse universitaire pour ne lui présenter jamais que des problèmes élémentaires. II est clair, d'autre part, que le problème n*est pas à la portée de tout le monde et qu'il ne saurait faire l'objet d'une question d'examen.
On suppose qtte la force extérieure se répartit sur une surface très petite.
Solution, — Il suffit de substiluer les valeurs numériques dans la formule (194), il vient :
P =!L^ = | X 2'X 200 = 837 kg.
II parait, au premier abord, étrange que le diamètre de la plaque soit sans influence dans le calcul du travail élastique, tandis que la portée d'un prisme joue un rôle si prépondérant. La raison est facile à trouver : dans le cas de la plaque, la largeur de la section sur laquelle se répartissent les actions moléculaires croit dans le même rapport que les bras de levier des forces extérieures lorsque le rayon de la plaque augmente, tandis qu'il n'en est pas ainsi dans un prisme.
Si la charge donnée était uniformément répartie sur toute la plaque, la charge totale pourrait être trois fois plus considérable, comme on le reconnaît en comparant les formules (192) et (194).
RÉSISTANCE DES ENVELOPPES SOUMISES A UNE PRESSION INTÉRIEURE OU EXTÉRIEURE
§ 4. Enveloppes à parois minces. — 86. Enveloppe sphérique soumise à une pression interne. — 87. Enveloppe cylindrique soumise à une pression interne. — 88. Tubes de section elliptique soumis à une pression extérieure.
I 2. Enveloppes à parois épaisses. — 89. Tubes cylindriques soumis à une pression interne. — 90. Tubes frettés.
Exercices no» 37 à 41.
ENVELOPPES A PAROIS MINCES
H%. BuTeloppe aphérlqae aouinise à ane preaslon inlepiie. — Par paroi mince, nous entendons une paroi dont l'épaisseur est très petite par rapport aux dimensions de Tenveloppe. C'est le cas qui se présente par exemple dans les chaudières.
Soit r le rayon intérieur de Tenveloppe sphérique; menons un plan méridien, les forces extérieures qui agissent sur l'un des hémisphères sont les pressions exercées sur la paroi parle liquide ou le gaz que contient Tenveloppe. Comme nousTavons mon 1 ré en résolvant Texercice 30, la résultante de pressions hydrostatiques, agissant sur une partie d'une surface fermée,
est égale et coïncide en direction avec la résultante des pressions agissant sur le reste de la surface. Pour faire de Thémisphère une surface fermée, il n'y a qu'à considérer le cercle intérieur de la section méridienne ; si p désigne la pression hydrostatique par unité de surface, la résultante des pressions hydrostatiques exercées sur l'hémisphère sera égale en grandeur à :
Cette force passe évidemment par le centre de la section et est perpendiculaire à cette dernière.
Nous supposons implicitement ici que la pression p est la même en tous les points delà surface, c'est-à-dire que les différences dépression dues au poids du liquide sont négligeables. Cette hypothèse est toujours satisfaite du reste dans le» applications.
Les actions moléculaires développées dans la section méridienne de l'enveloppe font équilibre à la résultante des pressions hydrostatiques. En raison de la symétrie, ces actions moléculaires sont évidemment normales et ont la même intensité le long d'un cercle concentrique à la section. On peut facilement se rendre compte, par le raisonnement suivant, que, dans le sens radial aussi, les actions moléculaires se répartissent uniformément à peu de chose près : sous Tinfluence de la pression intérieure, l'enveloppe se dilate, le rayon passe de la valeur râla valeur r -4- Ar ; les forces intérieures R, qui se développent dans la section, sont précisément corrélatives de cette dilatation. Or le rayon extérieur de Tenveloppe. ne dillère du rayon intérieur que de l'épaisseur h de la paroi ; sa déformalion est donc très peu différente de celle du diamètre intérieur : par suite, les actions moléculaires seront presque constantes. On reconnaît toutefois que, pour des enveloppes à parois épaisses^ il ne saurait Atre question d'une répartition uniforme des actions moléculaires et que, par conséquent, la formule que nous allons établir ne leur est pas applicable.
Dans le cas présent, nous avons Téqualion fort simple :
2'ïtr A R = irr*/?,
Par un point donné d'une sphère passent une infinité de sections méridiennes et, à chacune de ces sections, correspond une action moléculaire R. Le travail delà matière n'est donc pas défini par R, il faut calculer le travail élastique de comparaison ; nous trouvons :
^ = ^L:ziR = ?Lilî|r (202)
= 0,35 ^ ( pour m = -Tj
Si Tenveloppe a des rivures, il y a lieu de tenir compte de l'affaiblissement de la section que produisent les trous des rivets ; de plus, il faut tenir compte des actions extérieures : rouille^ etc. C'est pourquoi les formules employées dans la pratique pour le calcul de l'épaisseur des parois de chaudières donnent des valeurs plus grandes que la formule précédente.
m. ISnTeloppe eylindriqae souiuine À une pression interne. — Nous supposerons que la hauteur du cylindre est relativement grande par rapport au rayon. Les parties du manteau cylindrique qui se trouvent dans le voisinage des fonds ne pouvant se dilater librement, il s'y développe des actions moléculaires plus faibles que dans le reste de Tenveloppe. L'influence des fonds ne peut toutefois se faire sentir bien loin de ceux-ci, les parois cylindriques pouvant facilement fléchir d'une quantité égale à la différence At* des rayons aux extrémités et au milieu de la chaudière. Considérons un anneau, de longueur /dans le sens de l'axe, découpé dans le voisinage du milieu de l'enveloppe et menons une section par Taxe du cylindre.
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De même que dans le cas de l'enveloppe sphérique, les actions moléculaires développées dans les deux sections longitudinales de surface A/ font équilibre aux pressions du liquide. On a par suite :
2A /R^ = 2rlp d^où
Le travail élastique des parois dans le sens de la tangente au contour d'une section transversale est donc deux fois plus grand dans une enveloppe cylindrique que dans une enveloppe sphérique de même diamètre.
Pour calculer les actions moléculaires dans les sections transversales, nous pouvons utiliser la formule (201). Nous trouvons donc finalement pour le travail élastique de comparaison :
A = R,_iR, = !^?:« (204)
Si les fonds de Tenveloppe sont hémisphériques, on les calcule comme à Parlicle précédent ; s^ils pouvaient être assimilés à une calotte sphérique, les actions moléculaires se calculeraient comme si la calotte faisait partie d'une chaudière sphérique de rayon correspondant. Enfin, si ces fonds sont plats, on pourra utiliser les résultats du chapitre précédent.
88. Tubes de «eetii^ii elliptique oneirealalre «oumi» à une pression extérieure. — Le calcul d'un tube de section elliptique est exactement le même que celui que nous avons indiqué au chapitre V pour un anneau. Le cas représenté dans la figure 47, page 211, correspond absolument au cas présent, si l'on suppose le« forces extérieures uniformément réparties. Le calcul ne présente pas non plus de difficultés particulières. Il n'y aurait donc pas lieu de
s'occuper spécialement de ce problème (d'antaul plus que les tubes de section elliptique sont d'un emploi peu fréquent par suite de la faible résistance qu'ils opposent à une pression extérieure), si Ton n'y était conduit par une question de nature toute spéciale.
Supposons qu'un tube de section primitivement circulaire soit légèrement aplati par suite d'une circonstance accidentelle quelconque, de sorte que la section devienne elliptique (nous supposons que la déformation ainsi produite est élastique). Si le tube est soumis en outre à une pression intérieure cette déformation disparaît, lorsque la cause qui la produit cesse. Mais si, au contraire, le tube est soumis à une pression extérieure, il n'en est plus ainsi : la pression extérieure tend à augmenter ou tout au moins à maintenir la déformation.
Il s'agit de déterminer^ dans ce dernier cas, quelles sont les forces qui remportent : des pressions extérieures qui tendent à maintenir ou à augmenter la déformation accidentelle, ou des forces élastiques qui tendent à ramener le tube dans son état primitif. C'est cette question que nous allons résoudre, elle a une grande importance au point de vue pratique, par exemple pour les tubes à feu de chaudières^
Soit (fig. 56) une moitié du tube de section elliptique : étant donné l'hypothèse faite sur la formation de cette section, nous admetlrons que le demi-axe b ne diffère que fort peu du demiaxe a. Soit p la pression extérieure par unité de surface. Considérons un anneau de longueur égale à l'unité dans le sens longitudinal ; si Mo désigne le moment fléchissant à l'extrémité du petit axe, soit pour y =o et a? =«, le moment fléchissant au point Xy y sera, comme précédemment pour Tanneau (art. 72) :
M= Mo +pa{a — «) — ^' (205)
où 5 désigne la longueur de la corde. On a :
Si Ton tient compte de l'équation de Tellipse,
Figure 56.
Téquation (205) peut s'écrire :
M = Mo-^{y' + x'-a')
Désignons par a l'aplatissemenl de Tellipse,
bel a différant peu Tun de l'autre, nous pouvons poser, avec une approximation suffisante :
nous avons alors simplement :
M = Mo— />yV (206)
Il reste à calculer Mo. Comme précédemment, dans le cas de l'anneau, les moments de flexion doivent varier le long de la
section d'une manière telle que la somme des variations angulaires A</cp, étendue à tout un quadrant, soit nulle. Nous pouvons donc poser :
d'où, si nous introduisons pour M sa valeur et si nous remarquons que I est constant, le tube ayant partout la même épaisseur, par hypothèse, la relation :
Mo jds=p(i fy^ds. (207)
Jds est une intégrale elliptique^ elle représente la longueur
d'un quart d'ellipse ; nous pouvons ici, sans commettre une erreur sensible, la remplacer par la longueur d'un quart de circonférence dont le rayon r est égal à la moyenne arithmétique
de a et 6. Nous envisagerons également l'intégrale /y V^ comme
le moment d'inertie d'un quart de circonférence de même rayon. Nous avons donc :
Mo— —
et
M=Ç(r»-2yO. (208)
Pour le point a? = o, y = ô, soit aux extrémités du grand axe il vient :
M6 = -^*=-Mo,
si l'on néglige la différence entre r et 6. Pour les deux points delà demi-section situés sur les rayons inclinés à 45" sur Thorizontale, M = o. Les moments croissent en valeur absolue
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xl'uDe maûière continue de chaque côté de ces points : d'ua 4}ôté ils sont positifs, de l*autre négatifs.
NoQs connaissons donc maintenant les moments de flexion produits par une pression hydrostatique externe sur un tube ayant subi au préalable une déformation donnée. Comme on le reconnaît, le sens de ces moments est tel qu^ils tendent à augmenter la déformation déjà existante : à l'extrémité du petit axe, ie moment de flexion tend à augmenter la courbure, aux extrémités du grand axe, au contraire^ à la diminuer ainsi que le montre le signe.
Calculons maintenant les déformations élastiques que les moments que nous venons de calculer sont en état de maintenir, lorsque la cause de l'aplatissement initial cesse d'agir.
Nous pouvons procéder encore comme dans le cas de l'anneau. Soit Aa la variation élastique de longueur du rayon r, au point a, nous avons :
Aa = / yArfy = / ^
Mds IE '
M est donné par la formule (208), en substituant, il vient :
^''=^i^*fyd^-^Jfd')-^
la première intégrale de la parenthèse est le moment statique d'un quart de circonférence par rapport à l'un des diamètres extrêmes. On a la relation :
yds = rdx
(elle résulte immédiatement de la similitude des triangles dont les côtés sont respectivement dsy dx^ dy et r, y et x), donc :
/ yds = r I dx = r'j I tfds =r I y*dx =r'' j dx — r j x^dx
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Nous avons finalement :
La variation élastique A6 pourrait se calculer exactement de la même manière. Il n'est cependant pas nécessaire de répéter les opérations ; il suffit de remarquer queM^ étant é^al àMo changé de signe, A6 sera égal à Aa pris avec le signe contraire; donc :
L'aplatissement a'que produisent ces déformations est facile à calculer ; on a :
b — a = àb — Aa, par suite :
Combinons maintenant ces résultatsavec les précédents,c'està-dire supposons que l'aplatissement accidentel initial ce, qui occasionne les moments de flexion M soit précisément égal à Taplatissemcnt a que ces moments, agissant seuls, sont en état de produire. Les deux déformations étant égales, le tube se trouve au point de vue élastique dans un état d'équilibre ; l'aplatissement ne peut disparaître ni augmenter sans laction de nouvelles forces extérieures. Si, au contraire, a' est plus grand que a, il continue à augmenter, et le tube finit par être écrasé. Si enfin a' < a, il faudrait pour maintenir la déformation a une pression hydrostatique plus grande que celle qui agit en réalité : la section du tube reprend sa forme circulaire.
On voit donc qu'il existe, pour un tube donné, une pression extérieure critique, qui ne peut être dépassée sans que le tube ne se trouve dans un état d'équilibre instable.
2»f CHAPITRE VIII
Si alors une seclion vient à subir la moindre déformation accidentelle, celle-ci suffit pour entraîner des déformations toujours croissantes, qui amènent (inalenient la rupture du tube.
Si Ton pose dans Téquation (210) a = a', et que Ton résolve par rapport à p^ on obtient précisément cette pression critique joik . Il vient:
pu=^^- {2i4)
Le moment d'inertie I pour un tube de longueur égale à Tunité
h} et d'épaisseur h est égal à- ; donc:
Pk
C'est là le premier cas d'équilibre élastique instable que nous renconlrons. Nous aurons l'occasion d'en voir encore d'autres, parmi lesquels le plus important est celui qui se présente dans le travail à la compression des prismes droits chargés debout.
Si le tube considéré est relativement court et fermé aux extrémités par des fonds, l'écrasement du tube ne peut se produire. Dans le cas des tubes à feu de chaudière, cependant, la longueur est souvent assez grande par rapport au diamètre pour que, malgré les dispositifs employés pour augmenter la rigidité des parois, celles-ci s'enfoncent.
Si l'on a cherché à rendre le tube plus résistant en le cerclant avec des fers cornières, on utilisera pour le calcul non plus l'équation (212), mais bien la formule (211), en tenant compte de l'augmentation du moment d'inertie due aux cercles.
ENVELOPPES A PAROIS ÉPAISSES
89. Tnbes cylindriques soumis II une pression in-^ terne. — On reconnaît immédiatement que, par suite de la
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symélrio, l'un des axes de l'étal élastique, qui s'élablïl en un point quelconque des parois, est parallèle à l'axe du tube; qu'un autre est dirigé suivant le rayon et quele troisième coïncide en direction avec la tangente à la circonférence passant par le point donné et dont le centre se Irouve sur l'axe du lube. Nous laisserons d'abord décote les actions moléculaires et les déformations dirigées dans le sens de l'axe du lube et nous nous occuperons d'abord des autres, dont dépend eu première ligne le danger de rupture.
Nous supposerons d'abord que le lube est ouvert h ses ex- (rémilés et qu'il peut se dilater ou se contracter librement dans le sens axial. Soit^ la pression intérieure qui agil sur les parois par unité de surface, et admettons que la longueur du lube soit égale à l'unité.
Sous l'inQuence de la pression, le tube se dilate : soil u l'augmentation qu'éprouve la longueur x.
Si l'on connaissait u en fonction de x, on pourrait indiquer immédiatement les dilatations radiales et langenlielles EreUi e(, par suite, les actions moléculaires.
La question revient donc à déterminer la fonction i^. Considérons un élément superficiel d'une seclion transversale du tube (lig. 57), limité par deux arcs de cercle de
_ rayon xelx + dx, et deux rayons
Kg. 3/ ^ ... ,
comprenantentreeuxl angle t/a, et
envisageons l'élémeul de volume correspondant. Cet élément est en équilibre sous l'inflitence des actions moléculaires : en écrivant les équations qui expriment ces conditions d'équilibre, nous arriverons au résultat cherché. La figure 58 indique les diverses forces qui agissent sur cet élément. Nous avons évidemment :
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car la longueur d'une circonférence croil proportionnellement au rayon. Pour la dilatation radiale, nous avons:
en effet, dans la déformation, dx varie d'une quantité égale à du. On voit immédiatement qu'il se produit en réalité un raccourcissement dans le sens radial, du et par suite er sont négatifs. Il est cependant préférable de les supposer positifs, le signe — résultera des calculs. C'est pour cette raison que dans la figure (58), Rr est indiqué comme faisant travailler la matière à l'extension.
Fig. S8 La lettre B du lexle correspond à or dans la figure.
Déterminons d'abord la résultante des actions moléculaires R«. Sur chacune des faces latérales agit une force R/ dXy qui
forme avec la bissectrice de l'angle rfa un angle égal à ^ ;
la résultante des forces agissant sur ces faces est donc :
R^ dxdoL.
Considérons maintenant les actions moléculaires Rr . Larésultante des forces élastiques agissantjsur la face intérieure est :
Rr a; e/a ;
sur la face extérieure, Tinlensité de ces actions est Rr -jd Rr ; leur résultante est donc :
(Rr + dRr ) (oo + dx) doL.
Ces deux résultantes agissent en sens opposé, il suffit par
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conséquent de considérer leur différence ; cette dernière n'est autre chose que la différentielle :
■r- (Rr a?) dxdd
dx ^ ^
du produit
Rt<re/a.
Si Rr et la différentielle ci-dessus sont positives, la résultante de toutes les aclions moléculaires Rr esl une force dirigée de rintérieur vers Textérieur ; la résultante des forces R^ est dirigée au contraire de Textérieur vers Tintérieur lorsque les forces R« sont positives.
La condition d'équilibre de l'élément de volume considéré est donc exprimée par la relation :
On a, d'autre part, les formules :
en résolvant par rapport à Ri et Rr, il vient :
R< = -- — 1 (m ti + «r ),
Rr = — — 7 (m tf + CI ),
et en tenant compte des relations (213) et (214) :
p — mE / u du\ m» — 1 V X dxj -j mEi ( du u\
t\r = "t; — : {tn-- — h " ) •
m* — i \ dx xj
Substituons ces valeurs dans l'équation (215), elle prend la forme :
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Mrftt d 1 du \
X dx dxXdxj'
Il esl bon de bien se rendre compte du but de la transformation que nous venons d'opérer.
L'équation (215) est absolument générale, elle est applicable quelles que soient les propriétés élastiques du corps qu^il obéisse à la loi de Hooke ou non. Mais on voit qu'elle contient deux inconnues Rr et Ri et, comme il n'est pas possible d'établir une autre équation entre ces deux quantités en se basant sur des considérations purement mécaniques, le problème est et demeure indéterminé. L'indétermination cesse dès qu*on introduit une nouvelle relation basée sur les propriétés élastiques du corps. Ainsi, dans le cas qui nous occupe, en nous basant sur la loi de Hooke, nous avons ramené le problème à la détermination de la seule inconnue u.
L'équation précédente s'écrit, si l'on effectue les opérations :
, d}u du /ft./»N
C'est là une équation de même forme que celle de la ligne méridienne de la surface élastique d'une plaque circulaire (formule 157). Les considérations qui nous ont amenés dans l'un et l'aulre cas à ces deux équations présentent d'ailleurs, elles aussi, beaucoup d'analogies. Il suffit de faire N = o dans l'équation (157) pour la rendre identique à l'équation (216). L'intégrale générale sera donc de la même forme :
i/. = Ba;4-- . (217)
Il faut déterminer maintenant les constantes B et C. Nous ne pouvons indiquer de conditions aux limites pourw ; par contre, nous savons que sur la face interne du tube, soit pour 03== a, Rr = — p ; tandis que pour la face externe, soit
pour x = b^Rr =0. Calculons d'abord Rr, en tenant compte de la valeur trouvée pour t/, il vient :
RfnE _ »iEC
pour abréger nous écrirons :
Rr = B'-|. (218)
En utilisant les conditions aux limites, nous obtenons les deux équations :
d'où:
Nous avons donc finalement pour ti l'expression :
"=^;^i7Fr^)[("*-*)^+('«+*)i] (220)
et par suite :
R =„ g* (^ - ^•) •• Px'ib'-a')' . ,„ .
R/ et Rr croissent lorsque x diminue, Tintensité des actions moléculaires atteint donc son maximum sur la face interne du tube. Nous trouvons pour le travail élastique de comparaison qui dépend de la plus grande des déformations :
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90. Tnbes frettés. — Lorsqu'un tube a à subir uae pression très considérable, comme le cylindre d'une presse hydraulique ou un canon, Taugmenlation de l'épaisseur des parois ne sert plus à grand chose, car, comme le montrent les résultats de Tarticle précédent, les couches extérieures ne travaillent que très faiblement et ne contribuent par suite pas à augmenter sensiblement la résistance de Tenveloppe.
On arrive à une meilleure utilisation de la matière des parois par Vemploi de frettes. Lefrettage consiste à appliquer à chaud, sur une première enveloppe intérieure, une enveloppe dont le diamètre est, à la température ordinaire, légèrement inférieur à celui de Tenveloppe intérieure. Après le refroidissement, la matière se trouve par suite soumise à des efforts latents d'extension dans les couches extérieures et de compression dans les couches intérieures. Lorsque l'enveloppe est soumise à une pression interne, il se développe dans les parois des efforts d'extension qui, dans les couches intérieures, neutralisent les efforts de compression latents, tandis qu'ils s'ajoutent^ dans les couches extérieures, aux efforts d'extension déjà existants. On obtient donc bien une utilisation plus uniforme de la matière ; naturellement le résultat est encore meilleur si, au lieu d'employer une seule frette, on en superpose plusieurs.
Nous nous bornerons à examiner le cas le plus simple, en traitant directement un exemple numérique. Soient a =10, 6 = 15, c = 20 cm, les trois rayons à considérer.
Supposons qu'à lOOo^le diamètre intérieurde lafrette ait été exactement égal au diamètre initial extérieur du tube intérieur.
Nous allons déterminer d'abord quelle pression la frette exerce sur le tube intérieur après le refroidissement et quelles sont les actions moléculaires développées dans la matière. Soit ob la différence entre le diamètre intérieur de la frette et le diamètre extérieur du tube intérieur à Tétat initial. Si nous
prenons -r-rj^ comme coefficient de dilatation, nous avons :
Affectons de l'indice 1 les lettres se rapportant à la frelte, et de rindice 2 celles qui se rapportent au tube intérieur. Nous avons pour la dilatation u d'après l'article précédent (éq. 217):
Il faut déterminer les quatre constantes B,, Bj, C,, Cj. A cet effet, nous utilisons les conditions suivantes :
R^= 0 pour 5? = a et pour a; = c, puisque Tenveloppe n'est soumise à aucune pression ni intérieure ni extérieure ; pour x^^b^ Rr doit prendre la même valeur pour la frette et pour le tube intérieur. Enfin, u^ et w, diffèrent, pourx==é, d'une quantité connue ob.
On a, formule (218) :
où B'i, C',, B'„ C'j sont définis par les relations ;
Les trois premières conditions à la limite donnent les relations :
D' Cl ^
r\r Cl p, Cj
Pour établir l'équation représentant la quatrième condition, il faut remarquer que la frette subit certainement une dilata-
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et que, par conséquent, u, esl positif ; tandis que le lube eureslcomprimé, de sorte que », est négatif. À la limite eux tubes, la somme des valeurs absolues de t/, et u, esl mment égale à la difTérence initiale ôb des rayons, a donc :
n mettant pour les quantités u leurs valeurs :
B,A-|-T* — B,6 — ^ = Si.
l'on introduit les inconnues B',, etc., il vient :
n — i) (B', — B',) +(m + if-^~~' = mE~- (223}
I tire des quatre équations de condition précédentes les irs suivantes :
_ c' - 6- ESb „,_ ,c*-b'Eib\
;' — a" 26 V 6* —g* Eâb _ ,b' — a' Eâb
r suite :
__ (c'-6')(m-4}Ji ' 2 (c' - a») mb
__ Ac'-b'}{m-{-{)eb '' 2(c'— a')m6 '
{b^ -a*)(m~i)Sb ) (22T'
introduisant les valeurs numériques adoptées, et en pre- Hi ^ - et E ^ 25 X 10' kg. par cm' (.acier coulé), on fù :
Bi' =— 9ilkg. parcm', C,'= —91100kg.
B,' = 651 kg. parcm', C'= 260400kg.
Bi=— 255xl0-^ Ci = — 474xl0~*cm*. B, = 182 X 10-«, C, = 1354 x 10-* cm».
Soit R6 la pression qu'exerce lafreltc sur le lube intérieur ; nous avons :
= — 9tl +-^ = — 506 kg. p. cm* •
On peut, en se servant de la formule (221), calculer les efforts Rr et R( en un point quelconque de la paroi, en ayant soin de remplacer dans celle formule les quantités a et 6, par b et c, et p par R6, si le point considéré fait partie de la f relie. Calculons le travail élastique de comparaison pour la paroi intérieure du tube et pour la surface intérieure de la fretle ; nous avons :
c» — ô* Sb
c» — a» b = — 1 .820 kg. par cm» ;
= +1.960 kg. par cm*.
Supposons maintenant que ce tube soit soumis à une pression intérieure considérable : prenons /? = 2.000 kg. par cm». Cette pression détermine de nouvelles déformations élastiques qui s'ajoutent aux déformations déjà existantes. Nous suppo* serons que la limite de proportionnalité n'est pas dépassée. Pour calculer les efforts que détermine la pression j9, nous pouvous envisager le tube comme s'il était formé d'une seule pièce et par suite appliquer directement les formules de l'article précédent. 11 suffit de calculer le travail élastique de com-
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paraison pour les faces intérieures rfela frette et du tube intérieur, puisque ce travail est partout ailleurs plus faible. Nous avons trouvé précédemment pour un point quelconque^ distant de ^de l'axe :
X '^ 6* -— a* \ m m xy
Nous devons maintenant remplacer b par c, diamètre extérieur du tube, nous trouvons :
pour 03 = 10 cm. ^ = + 3.930 kg. par cm*. » a; = 15cm. ^ = + 2.010 » » ».
Ce travail élastique vient s'ajouler à celui que nous avons calculé précédemment, de sorte que le travail élastique de la matière est :
sur la face intérieure du tube :
— 4.820 + 3.930 = 2.H0kg.parcm»; sur la face intérieure de la frette :
Dans le cas particulier, la matière du tube intérieur est beaucoup soulagée par l'application de la frette, par contre, le travail élastique sur la face interne de cette dernière est trop considérable. Nous avons choisi 8ô trop grand, il faudrait recommencer le calcul avec une valeur plus petite pour ùb; la solution la plus avantageuse serait naturellement de choisir 8A de telle sorle que le travail élastique soit le même dans la frette et dans le tube intérieur.
Le calcul précédent s'applique sans grandes modifications au cas oik un cylindre creux est montée chaud sur un cylindre plein. Il suffit de faire a=o dans les formules précédentes.
Ce cas se présente dans la pratique : on a quelquefois à calculer la différence S6 qu'il faut prévoir entre le diamètre d'un arbre et Talésage d'une manivelle que l'on veut monter à chaud sur l'arbre, pour que le travail élastique de la matière ne dépasse pas les limites permises.
Il est bien entendu naturellement que tous les développements précédents n'ont de valeur qu'autant que la limite d'élasticité de la matière n*est pas dépassée.
EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIII
Exercice 37. — Une membrane flexible^ tendue sur un orifice circulaire y est soumise sur une de ses faces à une pression p par unité de surface. Déterminer la dôfonnation de la membrane et les tensions développées dans cette dernière.
Solution. — Le plan médian prend dans la déformation la forme d'une calotte sphérique dont la hauteur /"est relativement petite, comparée au rayon r de Touverture. Soit/, le rayon de la calotte, on a :
d'où, en négligeant le terme /* devant les autres :
Soit ?p Tangle au centre qui correspond à Tare méridien de la calotte, r étant très grand/ ^ sera très petit; ou aura donc:
r = r'sinç = r'çp et par suite
La longueur de Tare méridien de la calotte est Rcp, avant la déformation cette longueur était égale à r, soit à R sin îp. Ici nous ne pouvons plus poser approximativement sin <p = cp, parce qu'il s'agit précisément de calculer la dilatation de la membrane, c'est-à-dire une quantité du même ordre de grandeur que la différence entre sin f et 9. Soit e, cette dilatation, on a:
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r'y — r sin 7 » — sin y
(' et^ si Ton développe sin o en série, en ne tenant compte que
des deux premiers termes :
' On trouve par suite :
D'autre part, les actions moléculaires doivent faire équilibre aux pressions qui agissent sur la membrane. Nous pouvons employer ici la formule (201), car il est évidemment indifférent que la calotte considérée fasse partie d'une sphère entière ou non. Nous avons donc la relation :
en égalant les deux valeurs trouvées pour R et en multipliant de chaque côté par <p, il vient :
pr Ey' d'où
En substituant dans les valeurs de fei R, nous avons :
r 4 / 3pr EÂ"
V 2Ut
La solution n'est pas rigoureusement exacte, car R ne dépend pas seulement de la dilatation e dans le sens du méridien, mais aussi de celle qui se produit dans le sens des parallèles. Or, il ne nous est pas possible d'en rien dire, si ce n'est que cette dilatation est nulle sur le pourtour de la membrane. Il n'est pas
absolument certain non plus que e ait la même valeur en tous les points de la surface, comme nous Tavons admis.
Le calcul précédent est cependant d'une exactitude suffisante pour les applications.
Exercice 38. — Une enveloppe à parois minces a la forme fTun ellipsoïde de révolution. Elle est soumise à une pression hydrostatique interne. Etudier Fétat élastique des parois.
Remarque, — Un ellipsoïde et en général toute surface fermée dont la courbure n'est en aucun point infinie (c'est-à-dire pour laquelle les rayons de courbure principaux ne sont en aucun point infiniment grands) est capable de résister à une pression interne ou externe, même lorsque les parois sont assez minces pour ne pouvoir opposer une résistance sensible à la flexion. Il n'en est en général pas de même lorsque la courbure devient infinie comme, par exemple, dans le cas d*une enveloppe cylindrique.
Solution* — Faisons une section suivant un parallèle de Tellipsolde c*est-à-dire perpendiculairement à Taxe de rotation, et considérons la calotte ainsi délimitée. Par raison de symétrie^ les actions moléculaires R<, qui sont dirigées selon les tangentes aux méridiens, ont la même valeur sur toute la circonférence du parallèle considéré. Soit 9 l'angle que forme avec Taxe de rotation la tangente au méridien, sur le parallèle considéré ; on a évidemment la condition :
h désignant l'épaisseur des parois, et x le rayon du parallèle. Nous en déduisons :
px
SAcosf
Jusqu'ici, la méthode est absolument analogue à celle employée dans le cas de la sphère. Pour calculer les tensions Rr,par contre, il ne suffit plus de considérer l'une des moitiés de l'enveloppe, car on ne connaît pas laloi de répartition de ces
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actions moléculaires le long d'un même méridien. Pour arriver au but, considérons un élément de la paroi compris entre deux sections méridiennes formant entre elles l'angle dx et deux sections parallèles distantes de dy Tune de l'autre.
Les forces qui agissent sur cet élément sont : sur les faces latérales, les tensions R^ et Rr ; sur la face interne, la pression du liquide.
Ces forces se font équilibre ; nous allons donc exprimer la condition que la somme de leurs composantes dirigées dans le sens du rayon du parallèle est nulle, car nous nous sommes déjà servi de Téquation exprimant que la somme des composantes parallèles à Taxe de rotation est nulle, pour calculer R^
Soit ds l'élément de méridien correspondant à l'élément superficiel considéré. Les forces Rr, qui agissent dans les sections méridiennes, donnent pour composante dans le sens du rayon une force d'intensité
^rhdsda.
dirigée de l'extérieur vers l'inlérieur. Les forces R( qui agissent dans la section parallèle supérieure (de rayon or), donnent une composante d'intensité égale à :
R<A ^ dxdoL sin cp
dirigée vers le centre, tandis que la composante des forces R| qui agissent sur le parallèle inférieur est dirigée vers l'extérieur. La différence entre cette force et la précédente qu'il convient de considérer seule, puisque les forces sont de sens contraire, est évidemment égale à :
j- (R^ X sincp) h doc, dœ^
et représente une force dirigée vers ^extérieur.
Enfin, la pression hydrostatique fournit une composante d'intensité
p X doids cos ^ = — px dy doL
RÉSISTANCE DÈS ENVELOPPES lOt 1
dirigée vers Textérieur. L^équation exprimaol la condition d'équilibre s'écrit donc finalement, si nous divisons les valeurs que nous venons de calculer par dx t/x, et si nous remplaçons Rf par la valeur trouvée :
La seule inconnue de cette équation est Rr ; pour tg^ nous pouvons écrire — — , quantité qui, ainsi que j- , se calcule à Taide de Téquation de Tellipse
En substituant dans Téquation ci-dessus, on obtient Rr en fonction de x.
Exercice 39. — Indiquer la marche du calcul des actions moléculaires qui se développent sous r influence d'une pression hydrostatique interne^ dans une enveloppe à parois minces affectant la forme d'un tore.
Solution, — Une section mm (fig. 59), perpendiculaire à Taxe de rotation, coupe les parois de l'enveloppe suivant deux circonférences. Il est évident que, par raison de symétrie, les actions moléculaires R< ont, le long de chacune de ces circonférences, une valeur constante ; mais il est certain, d'autre part, que cette valeur n'est pas la même pour les deux circonférences, il ne suffit donc plus ici, comme c'était le cas dans l'exemple précédent, de considérer simplement Tune des parties de la surface, limitée par la section mm. Coupons le tore par un cylindre nn et considérons Tune des portions de surface du tore limitées par les sectionsm/w etnw. Cette partie de la surface est en équilibre ; donc, en particulier, la sorpme des composantes verticales des forces qui lui sont appliquées doit être nulle. Les actions moléculaires qui agissent dans les
sections déterminées par le cylindre n n sont horizontales ; elles ne figureront par suite pas dans Téquation exprimant
nt
Fig. B9.
La lettre 7 de la figure correspond à la notation R du texte.
la condition ci-dessus. Cette équation ne contiendra donc que la seule inconnue R(.
On a, par exemple, pour la partie de tore située au-dessus de mm et en dehors de n n, en tenant compte des notations indiquées dans la figure et en désignant par h Tépaisseur des parois :
R^ 27: (a? + a) A cos ^ =pn \[a +0:)' — a*)l » d'où, si Ton remarque que cos ^ = -,
Ri
On déterminerait ensuite Rr en considérant l'équilibre d'un élément superficiel infiniment petit, selon la même méthode que celle employée dans l'exercice précédent.
Exercice 40. — Quelle épaisseur faut-il donner à un tube à feu de chaudière de 80 cm. de diamètre^ la pression extérieure étant de 10 kg. par cm^, et le coefficient de sécurité égal à 5 ?
Solution. La pression critique est (éq. 212) :
Nous avons à prendre ici pjt = 50 kg par cm', puisqu'il faut prendre un coefficient de sécurité = S ; r = 40 cm, et E=2X 10' kg. par cm* (tôle de fer). En résolvant par rapport à hy nous trouvons :
Si Ton voulait employer une tôle de moindre épaisseur^ il faudrait renforcer les parois du lube à Taide d'anneaux de fer, de telle façon que le moment d'inertie résultant soit égal à celui auquel correspond la valeur de h donnée par la formule.
Exercice 41 . — Etendre le calcul de Farticle 89, qui se rapporte aux enveloppes cylindriques à parois épaisses^ au cas dune enveloppe sphérique.
Solution. Supposons que la figure 57 représente maintenant la section d'une sphère creuse faite suivant un plan diamétral. Les relations (212) et (213) ne sont pas moditiées. L'élément du volume que nous considérons est maintenant limité par deux sphères concentriques de rayon xeix+dx ei par deux cônes coaxiaux dont les génératrices respectives comprennent entre elles l'angle da.
La composante des actions moléculaires R| dans le sens du rayon est :
r R< 17 a; dx dcL ;
tandis que la résultante totale des actions moléculaires Rr qui agissent sur les deux surfaces sphériques est égale à :
TT d
dx
[x^ Rr) dx rfa".
Nous obtenons donc ici, au lieu de Téqualion (215), la rela-
lfl?(x»Rr)
Vitx
% dx
D faut maintenant exprimer les inconnues R^ et Rr en fonction de la dilatation u ; nous avons dans le cas particulier :
En effet, dans ce cas, Tétat élastique est triple, et, de plus, deux des actions moléculaires principales sont égales à R<. Nous tirons de ces relations :
R, = ^^ [(m - 1) er + 2e,l,
et, en tenant compte de (213) et (214) :
m» — m — 2 L « dxY « mE r, ,. rfu . 2ul
m» — m — 2 L"^ ' dx ce J
Si Ton introduit ces valeurs dans Téquation différentielle trouvée plus haut, celle-ci s'écrit, toutes réductions faites :
du
dx'
dx
L'intégrale générale de cette équation est de la forme:
u = Bx-\ — :
d'où résulte
mE j^ SmEG
Si la pression hydrostatique est intérieure (pour une pres*sion extérieure le calcul serait absolument analogue)^ on a :
R,. = o pour X =b eiRr = — p pour a: = a ;
donc :
d'où
mE*
P m — 2 a* jo m 6» — a' E
On opérera ensuite exactement de la même manière qu'à rarticle 89.
91. Prisme de section circulaire. — 92. Prisme de section elliptique. — 93. Prismes de section rectangulaire. — 94. Calcul des ressorts & boudins. Exercices n«* 42 d 44.
•f . Primnefl de section elrenlaire. — Lorsque la section du prisme est circulaire, on peut coaclure a priori que les points appartenant à une même section se trouveront encore, après la déformation, contenus dans un plan perpendiculaire à Taxe. En effets à cause de la symétrie, la section transversale ne pourrait se transformer qu'en une surface de révolution ; or, il n'existe pas de raisons pour que cette surface tourne sa concavité d'un c6té plutôt que du c6té opposé ; notre sentiment de la symétrie tend à nous faire admettre que le renversement du sens de la torsion ne doit pas avoir d'influence sur la forme de la surface déformée ; il faut donc que les sections transversales demeurent planes dans la déformation. Cette déduction est du reste absolument confirmée tant par la théorie que par les résultats d'expériences. On admettait anciennement, pour la torsion, comme pour la flexion, que les sections transversales demeurent planes dans la déformation, quelle que soit leur forme. Cette hypothèse est parfaitement inexacte : les sections qui ne sont pas circulaires ne demeurent pas planes, ainsi que le prouvent soit la théorie, soit les expériences.
Les fibres parallèles à Taxe longitudinal à Torigine se transforment en hélices dans la déformation. Considérons deux rayons parallèles entre eux, tracés dans deux sections transversales distantes de / Tune de Taulre ; après la déformation, ces deux rayons forment entre eux un certain angle, Pangle de torsion.
Soit A? cet angle, la torsion relative de deux sections transversales, distantes d'une quantité infiniment petite dx Tune de Tautre, est :
Les hélices dont nous venons de parler forment un angle aigu avec les sections transversales, tandis que dans leur état primitif les fibres étaient perpendiculaires à ces sections. Une déformation semblable est corrélative d'une action moléculaire tangentielle S que nous allons calculer.
Considérons une fibre élémentaire distante de r de Taxe longitudinal; le déplacement relatif des deux extrémités de cette fibre dans la déformation est évidemment égal à r multiplié par Tangle de torsion, donc à
. dx
rAçp — •
L'angle droit, que la fibre considérée formait avant la déformation avec le plan de la section transversale, subit de ce fait une variation y. Le produit yrfa: représente, lui aussi, le déplacement relatif des extrémités de la fibre, nous pouvons par suite écrire :
, doc
ydx = r^tfYi
d^où nous tirons :
ràf
D'après la loi de l'élasticité, nous trouvons l'action moléculaire corrélative de la distorsion y en multipliant cette quantité par le coefficient d'élasticité transversale, donc :
S = Gr = ^; (229)
S est dirigé, comme la déformation, perpendiculairement au rayon.
La formule (229) montre que les actions moléculaires S sont réparties linéairement sur la surface ; elles varient proportionnellement au rayon r. S atteint sa plus grande valeur à la périphérie de la section et s*annule au centre. Soient a le rayon de la section, S' la valeur correspondante de S, nous avons^ d'après (229) :
S = îf. (230)
Etablissons maintenant la relation qui exprime que les actions moléculaires développées dans une section transversale doivent se réduire à un couple qui fasse équilibre au moment de torsion. Désignons ce moment par M, nous pouvons écrire :
M= rSrrfF = | Tr'rfF;
rintégrale n'est autre chose que le moment d'inertie polaire Ip de la section^ donc :
00, si l'on remplace Ip par sa valeur — - :
TTC*
Comme on le voit, la formule (231) est de ia même forme que celle que nous avons trouvée pour le calcul des efforts de flexion ; mais, tandis que celte dernière est générale^ la formule (231) ne s'applique qu'aux sections circulaires. 11 est donc préférable de ne pas la laisser sous cette forme et de substituer immédiatement la valeur de Ip, comme nous l'avons fait dans la formule (232).
En tenant compte de l'équation (229), nons trouvons :
La seule extension possible des formules précédentes est :ur application au cas des prismes de section annulaire. Si
et b désignent les rayons de l'anneau (o>- à), nous obtenus :
jr(a«-6«)' 9M/
••. PrlsMiea 4e aectlan elliptique. — On reconnaît nmédiatement que les sections transversales ne demeurent as planes dans la déformation : si cela élait, nous pourrions ppliquer sans changement tes considérations de l'article préâdent et nous arriverions au résultat que l'action moléculire S est en chaque point perpendiculaire au vecteur qui )iut le point considéré au centre de la section. Or, cette inclusion serait fausse : sur le pourtour, en vertu des équaons générales de l'équilibre, les actions moléculaires S ne euvent avoir de composante normale au contour de la secon ; elles sont nécessairement dirigées selon la tangente, l'est là une remarque importante, qu'il y a lieu de ne pas per> re de vue dans tous les problèmes qui se rapportent à la torion des prismes. Naturellement, elle n'est exacte que si le risme est absolument libre à sa périphérie ; si, par exemple,
se trouve en contact avec d'autres corps, de sorte que des étions et des eflorts de frottement se produisent, les actions loléculaires peuvent avoir des composantes perpendiculaires
la périphérie. Nous ferons abstraction de ces cas particu* ers. Les résultats auxquels nous arriverons ne seront donc às partout applicables ; par exemple, ils ne seront pas vatales pour l'extrémité d'un prisme qui est encastrée dans une lachine d'essais.
Soit:
Téqualion de Tellipse qui limile la section transversale du prisme (iig. 60). Pour le point y^ js, on a la relation :
Sot
dy
Fig. 60 La lettre r de la figure correspond à la notation S du texte.
puisque S doit être tangente au contour de la section. Cette équation de condition est satisfaite si Ton pose :
Sxy = Aa'z, Sxz = — kb^y. (235)
Pour procéder d'une fa(;on rigoureuse, il faudrait évidemment considérer d'abord k comme une fonction d'y et de z. Comme nous nous proposons simplement d'établir une théorie élémentaire, nous ne déterminerons pas cette fonction ; nous admettrons arbitrairement que k est une constante. En réalité, cette supposition est pleinement confirmée par la théorie mathématique. Â supposer, du reste^ que ce fait nous fût
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inconnu, il suffirait, pour justifier notre hypothèse, que les résultais qui en découlent fussent d'accord avec ceux de Texpérience. Il convient même d'ajouter que cette concordance avec les résultats de la pratique est une plus forte preuve à Tappui de la supposition faite que sa confirmation par la théorie mathématique. Il est certain, par exemple, que Tancienne hypothèse des sections restant planes dans la déformation a été abandonnée bien plus parce qu'elle conduit à des résultats en désaccord complet avec ceux de la pratique que parce qu'elle est formellement contredite par la théorie mathématique. Nous croyons même que cette dernière raison seule n'eut pas suffit à la faire rejeter.
Si Ton suppose k constant, on voit que S croit, le long d'un vecteur partant du centre, proportionnellement avec la distance du point considéré au centre. Pour des points situés sur des vecteurs différents, à égales distances du centre S prend ^ différentes valeurs et forme des angles différents avec les vecteurs correspondants.
Il faut déterminer la valeur de la constante A. Celle-ci dépend naturellement de la valeur du moment de torsion. Si nous prenons le centre de la section comme pôle, le moment statique de Tacliou moléculaire S qui agit en un point donné est :
S^yjsrfF — Sajxye/F ; •
la somme de tous les moments semblables est égale à M, nous avons donc, en tenant compte de (235) :
M = ko} fz'dF + kb' fy'dF. (236)
Les intégrales du membre de droite, qui s'étendent à toute la section transversale, sont les moments d'inertie principaux de celle-ci. Nous avons trouvé précédemment (art. 45) :
yWF= —, J z'dF=—j^,
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substituant dans (236) et résolvant par rapport à ky nous obte-< nous :
Nous pouvons donc calculer maintenant la valeur de S pour chaque point de la section. Cherchons à déterminer l'endroit où S atteint sa plus grande valeur ; cet endroit est certainement situé sur la périphérie, puisque S croit proportionnellement à la distance du point considéré au centre. A première vue, on pourrait supposer que le maximum de S se produit aux extrémités du grand axe ; c^est là du reste le résultat auquel on arrivait selon Tancienne théorie.
Il n*en est toutefois rien. Nous avons :
S» = S»xy + S*x. ^ k\a'z' + é V),
et comme nous ne considérons que le pourtour de la section, nous pouvons écrire, en tenant compte de Téquation de Tellipse :
Si i > a, comme dans la figure (60), S' sera maximum en même temps qu'y. Or, la plus grande valeur de y est a, donc l'action moléculaire maximum se produit à l'extrémité du petit axe. Nous trouvons :
ou, en mettant pour k sa valeur (formule 237) :
^o* = — ïl * (238)
A l'extrémité du grand axe, c'est-à-dire pour y = o,
Cette valeur est a ! 6 fois plus petite que Smaar.
•S. Prismes de seetion reetani^ulaire. — Nous allons
SiO
établir également une théorie approchée pour les prismes de section rectangulaire ; seulement, tandis que dans le cas précédent les résultats de la théorie approchée concordent absolument avec ceux obtenus àTaide delà théorie mathématique, il n'en sera plus de même ici : les résultats que nous obtiendrons ne seront qu'approchés.
Considérons d'abord les propriétés de la section provenant de la symétrie. Si la direction des actions Sxy et Sxz, qui agissent sur un élément superficiel de la section situé dans le premier quadrant, sont celles qui sont indiquées dans la fig. (61)9 les actions moléculaires qui agissent sur les éléments
Fig. 61.
La lettre r de la figure correspond à la notation S du texte.
correspondants des trois autres quadrants doivent nécessairement avoir la direction indiquée dans la figure ; en eiïet, la
torsion ayaot lieu dans le même sens pour les quatre quadrants, le moment des actions moléculaires doit avoir partout le même sens par rapport au centre de la section. De plus, il est certain que, par raison de symétrie, les actions moléculaires qui agissent sur deux éléments superficiels situés à égale distance de part et d'autre d'un axe de symétrie, sont égales en valeur absolue. Nous pouvons exprimer les deux conditions précédentes en disant que S^i^ est certainement une fonction paire d'y et impaire de z, tandis qu'inversement Sx? est impaire par rapport à y et paire par rapport à z.
Une répartition linéaire des actions moléculaires est certainement impossible, puisque Sxy, par exemple, doit s'annuler pour X = a et au centre de la section. Nous voulons^ d'autre part, tout en tenant compte de ces conditions, admettre la loi de répartition la plus simple possible. Nous supposerons d'abord que cette loi peut être exprimée par une fonction algébrique des coordonnées y et z, et nous prendrons cette fonction d*un degré aussi faible que le permettent les conditions auxquelles elle doit satisfaire. On reconnaît aisément qu'une fonction du troisième degré remplit les conditions exigées. Puisque S^j^est impaire par rapport à z et paire par rapport à ?/, nous devons poser :
Sxy = CiZ + CiZy^ + Cj,z\
Sur les côtés du rectangle parallèles à l'axe des z, cette expression doit s'annuler identiquement, nous avons donc l'équation de condition :
Cette relation doit être satisfaite quel que soit z, il faut par suite que :
Sxy est ainsi déterminé à une constante près, nous avons :
Sxy = CiZ - ^; zy\ (239)
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Nous procéderons d^une manière analogue pour Sxx. Nous prenons d'abord :
expression qui doit êlre identiquement nulle pour z=± b^ donc :
Il faut pour cela que
Ki = o^ A;, = — —, par suite :
S« = %-|yz». (240)
Les constantes Ci et k^ des formules (239) et ^240) ne sont pas indépendantes Tune de l'autre ; elles doivent satisfaire à une équation de condition, exprimant que les actions moléculaires qui agissent sur un élément de volume iniiniroent petit sont en équilibre. Nous avons trouvé précédemment, en nous servant des équations universelles de l'équilibre, la relation :
dl^x dSyx dSzx Y dœ dy dz
Dans le cas présent, X et R^b sont nuls, car il n'y a pas de raison pour qu'il se développe dans le prisme des tensions normales aux sections transversales, si la torsion n'est pas accompagnée d'une flexion ou d'un effort d'extension ou de compression.
Nous avons de plus :
Syos = ^xy^ ^zx = ^xz î
la relation précédente peut donc s'écrire :
d^xy d^xz
dy dz
Si l'on introduit dans cette équation les valeurs trouvées pour Sflpy et Sx5, elle devient •
On voil qu'elle est identiquement satisfaite si :
Ce résultat montre qu'en tout cas, au point de vue de la statique des corps solides, la loi de répartition des actions moléculaires que nous avons supposée est admissible. Il resterait à démontrer qu'elle est également compatible avec les propriétés élastiques des matériaux, en particulier avec la loi de Hooke. Nous ne ferons pas cette démonstration, puisque notre intention est d'obtenir un résultat aussi simple que possible, ne fût-il qu'approché.
En tenant compte de (241), la formule (240) s'écrit :
Sx. = -^'y+^;y2'. (242)
Il reste maintenant à déterminer la constante Ci : nous procéderons exactement comme dans le cas de la section elliptique. L'équation des moments est de la forme :
= WSx» z — Sxï y) rfF
ou, si l'on remplace S^y et S«; par leurs valeurs (239) et (242) :
L'intégrale du second terme de la parenthèse, étendue à toutes la section, est égale à :
4 / / yVrfyrfz=4 / z^dz / y^dy^= ;
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les intégrales du premier et du troisième terme représentent les moments d'inertie principaux de la section, on les détermine directement.
L'équation des moments peut donc s'écrire :
Par conséquent, nous obtenons finaleaient :
On reconnaît d'après ces valeurs, que les actions S sont, le long des axes de symétrie, perpendiculaires à ces derniers et qu'elles croissant linéairement du centre à la périphérie. Sur les contours de la section, ces actions sonl dirigées suivant les côtés du rectangle, la loi de répartition est représentée par une fonction du second degré. Le long d'une diagonale, les actions tangenlielles sont parallèles à Tautre diagonale et réparties suivant une loi représentée par une expression du troisième degré. Enfin, le long d'un vecteur quelconque, leur direction varie d'un pointa l'autre.
Déterminons maintenant l'endroit où S atteint sa plus grande valeur. De (244) nous tirons :
^ -dl^') p(«'-y')'+y(*'-^')'j-
Les valeurs de 2 et de y qui rendent celte expression maximum s'obtiennent en égalant à zéro les dérivées partielles prises par rapport à z ou y, ou ce qui revient au même, par rapport à z* ou y*. Nous avons donc les deux équations :
- 2z' (a' — y') + (6»— zy = o. ^■
On reconnaît que les coordonnées des sommets du rectangle satisfont à ces relations ; les autres solutions s'obtiennent en résolvant l'équation :
laquelle est du troisième degré en y*. Nous la résoudrons dans le cas particulier où a = b, c'est-à-dire dans le cas où la seclion du prisme est un carré ; elle peut s'écrire alors :
3/ -- 1 3ay + ay + a' = o.
On trouve pour racines, comme on poura facilement le vérifier :
y,« = a«(2 — VF),
la dernière de ces racines doit être rejetée puisqu'elle donne des valeurs imaginaires pour y, et aussi la seconde qui conduit à une valeur imaginaire pour la valeur correspondante de z (en effet, si Ton fait y = y,, dans la première des équations de condition (245), on trouve :
donc une valeur imaginaire pour z').
Il ne reste finalement que les points dont les coordonnées sont :
= ~^ V §■' 2=±aY/j.
Si Ton introduit ces valeurs dans l'expression trouvée pour S*, il vient :
Cl _ 3M«
ou :
SmflX=^ 0,306—; •
Ce maximum analytique de S n*est pas nécessairement la plus grande valeur de cette quantité ; le maximum absolu de S peut se produire en un point du contour de la section. Etant donné les résultats que nous avons obtenus sur la répar-
titioades efforts à la périphérie, il suffit que nous considérions les milieux des côtés. Pour y = a et a:= o, il vient :
soit, dans le cas du carré :
On voit donc qu'en effet cette valeur de S est beaucoup plus grande que le maximum analytique qui se produit sur la diagonale. Nous pouvons conclure de ce résultat que, pour les prismes dont la section ne diffère pas beaucoup d'un carré, il suffit de calculer l'action moléculaire mas^ima qui se produit à la périphérie. Il est du reste vraisemblable que, même dans rhypothèse d autres rapports entre les côtés du rectangle, nous arriverions au même résultat.
En permutant a eib dans la formule (246), nous obtenons la valeur de S correspondant à l'autre côté du rectangle.
On reconnaît que S atteint sa plus grande valeur au milieu des grands côtés, c'est-à-dire aux points du pourtour les plus rapprochés du centre de la section. Dans les applications de la formule (246) aux calculs de résistance, il faut donc entendre par a le plus petit demi-côté du rectangle.
Si nous introduisons les côtés entiers du rectangle Ui et éj, au lieu des demi-côtés a et 6, la formule (246) s'écrit :
L'ancienne théorie, qui partait de Thypothèse des sections demeurant planes dans la déformation^ conduisait naturellement à des résultats tout à fait différents : on trouvait que les actions moléculaires atteignent leur maximum dans les sommets du rectangle, c'est-à-dire là où, en réalité, elles sont certainement nulles ; en outre, en vertu de Téquation (231), on admettait que, pour avoir une grande résistance à la torsion, il fallait employer une section présentant un grand moment
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d'inertie polaire. Dans le cas d'une section rectangulaire, il paraissait donc indiqué, pour obtenir^ avec une surface donnée^ le maximum de résistance, de choisir un rectangle aussi allongé que possible. Il suffit de songer k la faible résistance à la torsion que possède une règle plate pour reconnaître la fausseté de ces conclusions.
•4. C^leul des ressort* à boudin. — Considérons une tige, que nous admettrons de section circulaire, dont Taxe longitudinal est, à l'état ordinaire, enroulé en forme d'hélice (fig. 62). Supposons le ressort ainsi formé, soumis à l'action de deux forces P égales et de sens contraire, dont la ligne d'action coïncide avec Taxe du cylindre de l'hélice. Suivant leur direction, ces forces P tendent à allonger ou à raccourcir le ressort. Nous allons déterminer : 1® quelle intensité les forces P peuvent atteindre sans que la charge pratique de la matière soit dépassée ; 2^ la longueur dont le ressort s'allonge ou se raccourcit sous l'action des forces P et enfin 3*^ quelle est l'énergie qu'il peut emmagasiner sous forme de travail de déformation. Supposons le ressort coupé en un point quelconque ; les actions moléculaires de la section transversale font équilibre à la force P, agissant sur la porlion du ressort considérée. Appliquons au centre de gravité de la section deux forces égales à P, de sens contraire l'une à l'autre. L'une de ces forces forme avec P un couple M, dont le plan est déterminé par le centre de gravité de la section considérée et l'axe du cylindre. Supposons ce couple décomposé en deux autres ; l'un situé dans le plan de la section, l'autre contenu dans uu plan perpendiculaire à cette dernière. Le premier produit une torsion,tandis que le second développe des efforts de flexion. Si le pas de l'hélice est petit relativement au diamètre du cylindre, le plan du couple M diffère fort peu du plan de la section transversale, de sorte que le couple compo-
sant perpendiculaire à celle dernière est très peiil ; on peut, par suite, négliger sans inconvénient les actions moléculaires qu'il développe devant celles que produit le second couple composant. La force P restante produit des efforts de cisaillement, ces derniers sont toutefois négligeables par rapport aux efforts de torsion, pour peu que le rayon du cylindre soit relativement grand comparativement aux dimensions de la section. Il suffit donc, en général, pour un calcul de résistance, de ne tenir compte que des efforts de torsion. Si r désigne le rayon du cylindre, nous pouvons poser:
M = Pr,
et, si nous appelons a le rayon de la section^ nous aurons (formule 232) :
2Pr S = ^1 (248)
ira* ^
formule qui permet de calculer la force du ressort. Si la section de la tige employée est rectangulaire, on a (formule 247) :
où 01 désigne le petit et b^ le grand côté du rectangle.
Assez souvent, Taxe longitudinal du ressort est enroulé, non suivant une hélice ordinaire, mais selon une hélice conique (exemple : les ressorts des tampons de wagons). Dans ce cas, il faut entendre par r la valeur du rayon correspondant à ai et ^], ou, si ces dernières quantités sont constantes, la plus grande valeur de r. Si «i et A, sont variables, il faut déterminer la section la plus dangereuse. On pourrait naturellement faire varier les dimensions de la section de façon que le travail de la matière soit partout le même. Par exemple, si Ton conservait ezi constant, il faudrait, dans le cas d'une section rectangulaire, faire varier la hauteur ôj proportionnellement à r.
Pour calculer la variation de longueur du ressort sous Tin-
fluence de la charge, nous devons nous baser sur la formule donnant la grandeur de Tangle de torsion. Gomme nous n'avons établi celle-ci que pour une section circulaire, nous nous bornerons à ce cas dans ce qui suit. On trouvera aux exercices, à la fin du chapitre, le calcul de cet angle pour les sections de forme rectangulaire et elliptique, et Ton pourra employer les résultats à un calcul analogue à celui que nous allons entreprendre.
Soit ^A<p l'angle de torsion d'un élément de ressort de longueur ds (mesuré le long de Taxe longitudinal). Supposons d'abord que seul cet élément soit déformé, tandis que tout le resle du ressort conserve sa forme initiale. Si nous supposons, pour fixer les idées, la partie inférieure du ressort maintenue fixe, toute la partie supérieure à ds effectuera, autour de cet élément, une rotation de valeur e/Af ; Taxe est dévié de sa position primitive : toute la partie supérieure est légèrement penchée. Cette obliquité se trouve compensée en réalité par la rotaiion rfA© qu'effectue le ressort autour d'un point diamétralement opposé à celui que nous considérons actuellement, de sorte que la déformation totale du ressort n^entraine pas l'axe hors de sa position primitive. Par contre, les composantes des déplacements, prises dans la direction de l'axe^ s'additionnent et leur somme n'est pas autre chose que Taplatissement ou l'allongement total du ressort.
Soit P le centre de l'élément ds considéré. Le point de l'axe situé à la même hauteur décrit, dans la déformation de la partie supérieure causée par la rotation rfA© autour de P, un arc de cercle de rayon r et d'angle au centre rfA'f . Cet arc coïncide en direction avec l'axe du ressort ; le déplacement dans le sens de cet axe est donc :
rrfA©.
On reconnaît aisément qu'un point quelconque de l'axe de la partie supérieure du ressort se déplace dans le même sens d'une quantité égale. Considérons la figure 63, et soient AA
l'axe du ressort, P la projection sur le plan de la figure de l'élément ds.
Le pas de l'hélice étant supposé petit, ds est sensiblement perpendiculaire à l'axe AA, Taxe longitudinal se projette donc suivant un point P. Soit B un point quelconque de l'axe, il efTeclue dana la déformation une rotation ; l'arc de cercle qu'il décrit est égal à zd^f et la projection de cet arc sur l'ase du ressort ests cos Irficp, mais2C0s ^=:r; le déplacement de B dans le sens de l'ase est donc bien égal à rdA^.
j& variation totale de longueur du ressort w est égale à la ime de tous les termes semblables, étendue à toute la lon- !ur de Pasc longitudinal ; nous avons donc :
Fig. 63
i'équation (233), donne :
conséquent :
'j = — -- I as.
M longueur d'une spire est sensiblement égale à celle d'une conférence de rayon r, nous pouvons donc écrire, si nous ignons par n le nombre des spires du ressort :
j ol P croissant proportionnellement l'un k l'autre, on ient l'énergie totale qui peut être emmagasinée dans le tort en formant le demi- produit de la force P par le che- 1 w^parcouru par le point d'application ; iP'nr*
EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX
Exercice 42. — Calculer Vangle de torsion à(f pour un prisme de section elliptique.
Solution. — Soit M le moment de lorsion,le travail des forces extérieures dans la déformation est égal à- MA<p.
Cette quantité est d'autre part égale au travail de déformation, que Ton peut calculer à Taide de la relation (45) On a donc :
im<f=f^dv,
expression dans laquelle dv désigne un élément de volume du prisme. On peut poser e/t7= dFdl, dl désignant un élément de longueur mesuré dans le sens de Taxe longitudinal. LUntégration par rapporta /peut s'effectuer immédiatement, S ayant la même valeur aux points correspondants des différentes sections transversales. De plus, nous pouvons écrire S' = S'xy H- S*x^ et introduire dans cette relation les valeurs trouvées précédemment (éq. 235). Nous obtenons ainsi Téquation :
MA<p = 'q / *' («*«' + f>Y) dF oa, en tenanl compte de la relation (237),
Les intégrales qui figurent dans l'expression ci-dessus sont les moments d'inertie principaux de la section transversale ; si nous introduisons leurs valeurs, nous obtenons :
•""TT'aWGL 4 "^ 4 J et, après réduction :
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Si l'on fait a^b, on retombe sur la valeur trouvée pour A» ns le cas d'une prisme de section transversale circulaire. On calcule de la même manière A» pour un prisme de secn rectangulaire ; en utilisant la valeur trouvée pour S* (arli- !93), il vient:
/^■(«■-S,')'<fl'=|<!'4-,
par suite :
'^'~ iQQa'b' '
Si l'on introduit les cdtés di et b, du rectangle, au lieu des mi-cfttes a ot h, la formule précédente s'écrit '■
^ ' Go,'V
Ce résultat n'est naturellement qu'approché, comme tes poth&ses de l'article 93 sur lesquelles il repose. Exercice 43. — Une poutre en bois, de section carrée (20 i. de côté), est encastrée à taie extrémité dans un mur. La igueur de la poutre est de i mètre. A l'extrémité libre se <uve fixé un bras horizontal, perpendiculaire à l'axe longiiinal de la poutre el long de 60 cm. Quel est le travail islique maximum que la pièce a à supporter, si ton ap~ que à l'extrémité de ce bras un poids de i .000 kg. ? Solution. — La pièce travaille simultanément et à la flexion à la torsion. Le moment de torsion, qui est le même pour ites les sections transversales, est égal à 1.000 X 60 = .000 k^.cm. Le moment de flexion atteint sa plus grande leur dans la section d'encastrement, pour laquelle il est
égal à 100.000 kg.cm. C'est donc dans celle seclion que se produira le plus grand Iravaîl de la matière. > L'intensité des efforts de flexion est :
P_gM/_^Xi00.000 -„ ,^ ..o.nnr.*
et celle des efforts tangentiels maxima (éq. 247):
2ai«ôi 2X20» ' ® ^
Ces valeurs maxima deR et de S se produisent aux mêmes points de la section d'encastrement, savoir au milieu des côtés horizontaux de la section.
I) semble qu'il faudrait encore tenir compte des actions moléculaires tangentielles dues à la flexion du prisme et dont la résultante est égale à la force extérieure, soit à \ .000 kg. Nous avons vu toutefois que ces actions moléculaires sont nulles dans les fibres extérieures, il n'y a donc bien à ne tenir compte que des valeurs S et R trouvées plus haut.
Le travail de la matière est donné parle travail élastique de
comparaison ; nous trouvons (formule 40), si nous prenons
^=0,35 R ; 0,65v-4S' + R* et, en introduisant les valeurs numériques :
^ = 0,35 X 75 + 0,65 v^67,5* 75» = 92 kg. par cm. environ.
Exercice 44. — Quelle est la puissance cTtm ressort de 10 spires de 400 mm. de diamètre, formé d*ime tige de section circulaire de 20 mm, de diamètre, si ton admet S = 2.000 kg. par cm*. Déterminer aussi Fénergie qu'il est possible d'em^ magasiner dans ce ressort.
Solution. — L'équation (248) donne :
^~~ÏF ïxTô ^14 Kg.
En substiluantceitevaleurdans (251) et en prenant Gss 900.000 kg, par cm*, on trouve :
2P«nr» 7r>a«mS«
A =-^^ = —JQ— = 4.450 kg. cm.
GEIAPITRË DIXIÈME
RÉStSTANGE DES PBISMES CHARGÉS DEROUT
FLAHREMENT
95. Formule d*Euler. Flambement d'un prisme dont les extrémités sont fixes, mais non encastrées, et dont l'axe est rigoureusement rectlligne. —
96. Prismes dont Faxe longitudinal présente une courbure initiale. —
97. Détermination de la charge critique réelle Pk. — 98. Prisme encastré aux deux extrémités. — 99. Prisme encastré à une extrémité et muni à l'autre d une glissière ne permettant un déplacement que dans le sens de Taxe longitudinal. — 100. Prisme chargé debout, travaillant simultanément à la flexion. — 401. Formule empirique de Navier, Schwarz et Rankine. — 102. Flambement d'un prisme très long travaillant à la torsion.
Exercices no> 45-48.
vr
•ft. Formule d'Euler. Flambentent d'an prisme dont le» ex.trémltéii mont fiiKes, mais non eneastréeo, et dont rame est rlirottreusement rertillirne. — Nous admettons d'abord que Taxe du prisme est parfaitement rectiligne. En réalité, cette condition n'est jamais exactement remplie, car il est pratiquement impossible de dresser parfai- Jtement une pièce. Il est nécessaire de lenir compte dans le calcul de ces petites déviations de la droite absolue, car, contrairement à ce que nous avons vu jusqu^à présent, elles exercent une influence considérable sur la manière dont se comporte le prisme. Nous considérerons plus loin Tinfluence de ces déviations.
Il est une autre condition qu'il n'est pas non plus possible de réaliser d'une manière absolue et dont l'influence sur les
TTT
résullats du calcul esl des plus importantes : c^est le centrage des forces extérieures qui agissent sur les sections extrêmes du prisme. Nous admettrons dans ce qui suit que Ton a cherché à réaliser cette condition aussi bien que possible, de sorte que la distance entre Taxe longitudinal et la ligne d'actioa des forces est une quantité très petite comparativement aux dimensions des sections transversales. Si tel n^était pas le cas, le problème serait le même que celui que nous avons traité à rart, 44.
Considérons une section transversale quelconque et appli* quons au centre de gravité de celle-ci deux forces de signes contraires parallèles et égales à P. Ces deux forces se faisant équilibre, leur addition ne change rien au système des forces extérieures. Tandis que Tune (celle de même signe que P) développe dans la matière un travail à la compression, Tautre forme avec P un couple qui produit une flexion du prisme. La distance du centre do gravité de la section considérée à la ligne d'action des forces P se trouve par suite augmentée.'\Dans le cas traité à Tart, 44, ce fait ne tire pas à conséquence, car la distance de la ligne des forces aux centres de gravité des sections transversales est assez grande initialement pour qu'il n'y ait pas besoin de tenir compte de l'augmentation qu'elle éprouve par suite de la déformation du prisme ; par contre, il n^'en est plus de même ici où, la dislance entre l'axe du prisme et la ligne d'action des forces étant très faible, la déformation du prisme peut être du même ordre de grandeur ou même plus grande que cette distance.
Pig. 64
Pour plus de simplicité, nous admettrons que l'axe AA (fig. 64) du prisme et la ligne d'action des forces P sont situés dans un même plan.
La distance initiale u entre PP et ÂA devient, dans la déformation, pour une section d abcisse a:, M + y; le moment du couple qui agit dans cette section est donc :
Nous avons pour équation de Taxe AA :
U — Uo— hwi-j
et pour équation différentielle de Yaxe longitudinal déformé :
Eig — P(«+y)-.
si nous posons :
nous pouvons écrire :
L'intégrale générale de cette équation est de la forme :
w = A sin our + B cos ou:. (253)
Dans cette expression, A et B représentent des constantes d'intégration, tandis que a est donné, comme on le vérifie facilement, par la formule :
Les conditions aux limites sont les suivantes :
v = Uo poura: = o, v:=sui pour X = ly
il faut donc que :
B=uo et A sina/+Bcos olI:^ui .
Si Ton tire de ces relations les valeurs de A et B, et si l'on substitue dans l'équation (253)^ on trouve facilement :
sin «x t; = sm
■: — - (ui — Uo COS a/) 4- uo cos our (255)
nn al ^ ' ^ ^
'if.
■.•■ Vli
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La ligne élastique est ainsi complètement déterminée.
Recherchons maintenant quelles sont les conditions pour que V devienne beaucoup plus grand que u. Soit la parenthèse^ soit le second terme du membre de droite dans l'expression de u sont au plus du même ordre de grandeur que les quantités u elles-mêmes, puisqu'un cosinus est au plus égal à 1 ; il faut donc, pour que v devienne plus grand
que M, que le facteur -: — j prenne une grande valeur. Supposons P très petit, la formule (254) montre que a est de même très petit, de sorte que Ton peut poser approximativement :
sin oi:t:=:auz;, sina/=a/j
le facteur devant la parenthèse est alors égal à -, c'est-à-dire plus petit que Tunité. On reconnaît que cette condition est satisfaite tant que Fangle a/ est plus petit que -. Dès que
P et par suite a prennent des valeurs supérieures, sin a/ diminue, tandis que sin ax, pour certaines valeurs d'à:, par exemple a: = --, continue à augmenter. En particulier, lorsque al
atteint des valeurs avoisinant ic, le facteur devant la parenthèse augmente indéfiniment, car sin a/ tend alors vers o,
tandis qu'au contraire sin aur, pour a?=-, tend vers l'unité. A
la limite, pour
l'équation (255) donne une valeur infinie pour v. Ce résultat signifie qu'en réalité le prisme, sous l'influence des charges P d^une intensité correspondant à cette valeur de oc, se romprait ou subirait tout au moins des déformations plastiques. En combinant les formules (254) et (256) et en résolvant par rapport à P, nous trouvons :
Cette formule est due à Euler ; elle donne la valeur critique Pb que la charge ne saurait atteindre sans qae le prisme subisse des déformations plastiques. En réalité,^ces déformations se produisent déjà sous Tinfluence de forces de moindre intensité.
Il est important de remarquer que les quantités u ne figu* rent pas dans la formule (257). La charge critique ne dépend donc pas directement de la distance initiale entre Taxe du prisme et la ligne d'action des forces P. L'équation (255) montre cependant que la déformation v atteindra d'autant plus vite des valeurs correspondant à un travail élastique dangereux du métal que les valeurs u sont plus grandes.
Il est de plus bien entendu que la valeur de^la charge limite donnée par la formule (257) n'est valable qu'autant que P« est plus petit que :
Po = FR, (258)
c'est-à-dire plus petit que l'effort de compression proprement dile que peut supporter le prisme. Le ilambement de la pièce se produit d'autant plus facilement qu'elle est plus longue ; en comparant les deux formules (237) et (258), on trouvera facilement^ pour un prisme de section donnée, la longueur à partir de laquelle il y a lieu de tenir compte du flambage. Un problème de ce genre est traité dans les exercices.
M. — Priftines dont VaiLe loiiiriladliiAl présente vne «oarbure initiale. — Nous allons montrer qu'une courbure initiale de Taxe longitudinal n'exerce pas non plus d'influence sensible sur les résultats, à condition toutefois que la flèche soit faible par rapport aux dimensions des sections transversales. Nous admettrons que les forces P agissent exactement au centre des sections terminales. Soit fo la flèche maximum de l'axe longitudinal : nous pouvons représenter ce dernier, avec une approximation suffisante, comme un arc de sinusoïde et poser par conséquent :
u=fosinnj. (259)
L'équation différentielle de la ligne élastique est, comme précédemment :
Elg = _P(„ + y),
OU) si nous mettons pour u sa valeur,
dx
En intégrant, et en tenant compte des conditions aux limites :
y =0 pour a: s= 0 et a: = /, nous pouvons amemer l'intégrale générale à la forme :
y=/sinTr|, (261)
où / désigne la quantité :
^Zr. (262)
Cette quantité / a une signification fort simple : c'est la plus grande valeur que peut prendre y. Le maximum se produit quand Tangle^est droit, c'est-à-dire pouric=— : /est
donc la flexion subie par le milieu du prisme sous l'influence de P. En tenant compte de la formule (257), nous pouvons mettre / sous la forme :
fo
On reconnaît que, si la flèche initiale /o est petite, la flèche / n'atteint des valeurs dangereuses que lorsque P se rapproche de la charge critique Pe *
Soit cp l^angle que forme dans la pièce déformée, la tangente à l'une des extrémités de la h'gne élastique avec la ligue d^action des forces. Tant que cet angle reste petit, nous pouvons
le poser approximalivement égal à sa langente trigonomél que ; nous avons donc :
soit, si nous tenons compte dâ l'équation (261) ;
Supposons que, dans un essai de résistance au flambeme dans lequel la flèche initiale de l'aie longitudinal de la pi est de quelques millimètres (c'est-à-dire beaucoup plusgrai que l'erreur inévitable entre la ligne d'action des forces compression et la droite joignant les centres de gravité sections d'abouts), on mesure les valeurs de /'correspond aux diverses valeurs de P. Si l'on porte ensuite les vale obtenues pour /en ordonnées sur les valeurs correspond tes de P prises comme abscisses, on doit, ainsi que le mor l'équation (263), obtenir une hyperbole, abstraction faite na rellement des fautes inévitables d'observation. L'équation(2 montre que -^ croit proportionnellement à /. Si donc Toi mesuré aussi ^, ce qui est facile si l'on emploie un appure miroir, et si l'on porte également les valeurs observées ordonnées, en prenant les P comme abscisses, on doit ai obtenir une hyperbole. Ces deux hyperboles ont une asympt commune correspondant à l'abscisse P:^ Pjt .
Les essais entrepris par l'auteur pour vériher ces couc sions ont donné des résultats très satisfaisants.
•Y. DètornainaClaii de la oharye eritlque réelle
— Nous avons déjà remarqué à l'article 95 qu'en réalité pièces chargées debout se rompent ou subissent des déf mations plastiques sons l'influence de forces d'intensité ir rieure à celle donnée par la formule d'Eulor. Ce fait provi 1* de ce que l'axe de la pièce n'est pas absolument rectiligi 2° de ce que la ligne d'action des forces ne coïncide pas rig
34t CHAPITRE X
reusement avec cet axe. Afin de nous rendre compte de Tiafiluence que peuvent avoir ces conditions accessoires, nous allons établir la valeur de la charge critique réelle, ne tenant compte, il est vrai, que du premier motif indiqué ci-dessus ; nous négligerons le second pour ne pas compliquer les cal* culs.
Le travail élastique de la matière atteint sa plus grande valeur dans la section médiane du prisme; pour une cbargeP il est égal à :
Dans cette expression, u désigne la dislance de la fibre considérée à Taxe neutre; /est donné par la formule (263).
La charge critique réelle est évidemment celle pour laquelle la plus grande des actions moléculaires R de la section atteint la limite d'élasticité de la matière; en effet, sitôt cette limite dépassée, les déformations croissent beaucoup plus rapide* ment que ne l'indiquent les formules précédentes, de sorte que la rupture survient rapidement. Nous obtenons donc la charge critique Pk en résolvant par rapport à F l'équation :
FR' = P + if (A+Ap-^^),
dans laquelle R' désigne la limite d'élasticité de la matière, et a la distance h Vase neutre de la fibre extrême. Posons pour abréger :
FR' = P
nous obtenons alors pour Pk l'expression :
Pk = Zà±±M± Vp'+Y'^'^'- P'P- (265) Le signe de la racine doit être choisi de façon que Pr soit
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toujours égal à la plus petite des deux valeurs données par la formule.
Si fo = Oy c'est-à-dire pour un prisme dont Taxe longitudinal est rigoureusement recliligne, rt = o. On trouve alors :
pourvu que : P'> Pe . Si F <Pe > ce qui a lieu pour un prisme très court, on obtient, en vertu de la remarque qui a été faite au sujet du signe de la racine,
Pk = P'.
La formule distingue donc le cas du flambement de celui de la compression proprement dite. Afin de donner une idée des différences que peuvent présenter entre elles les valeurs de Pk et Pé, nous indiquerons les chiffres suivants, qui se rapportent à un support formé par une cornière. Les dimensions de la section sont 70 X 70 X 9 mm, E= 2.H0.000 kg. par cm% fo est supposé = 1 mm. On trouve, pour / = 2 m. :
F=23,6 t., PE = H,8t., PK=10,4t.,
et pour / = 3 m.:
F = 23,6 t., Pb =5,2 t., Pk =5,0 t.
La différence entre Pk et Pe est donc sensible, surtout dans le premier cas ; elle croit rapidement lorsque fo augmente. Pour une valeur donnée de fo la différence entre Pk et Pe est d'autant plus petite que le prisme est plus long ; il convient d'autre part de remarquer que plus le prisme est long, plus il est difficile de le dresser parfaitement, de sorte que les pièces très allongées auront en général des valeurs de/o plus grandes que les courtes.
Si Ton suppose que t^ est très petit (c'est-à-dire que fo est petit comparativement an rayon de gyration minimum de la section transversale), on peut négliger dans la formule (265) le terme en i^*, et remplacer par conséquent le radical par l'expression approchée :
i[F* + 2 (T, 4- 1) P'Pe +(2ti + 1) Pb > - 4 P'Pb ]
= 1 [(F - Pe )• + StiPe (F + Pb )].
Si de plus P' est de beaucoup plus grand que Pei ce qui a lieu lorsque le prisme considéré est très long, on peut écrire avec une approximation suffisante :
V^(P' - Pe )* + 27iPE (F + Pb ) = P' -.Pe + ^ ^T^ZTT^' et Téquation (265) devient :
PK=PB-^^r^ . ' (266)
Cette formule est d'un usage commode pour estimer la différence entre la charge critique réelle Pk et la valeur donnée par la formule d'Ëuler P^^à condition naturellement que Thypolhèse P' beaucoup plus grand que Pe, sur laquelle elle repose> se trouve remplie.
Comme nous l'avons déjà fait remarquer, Téquation (265) s'applique aussi au cas où il n'y a pas de flambement, mais simplement compression proprement dile. Une difficulté se présente toutefois dans les applications : on ne connatt pas en général quelle est la valeur à donner à /o ou à yi; en outre, la formule (265) ne tient pas compte des différences inévitables entre Taxe du prisme et la ligne d'action des forces. Il est donc préférable d'employer à sa place une formule empirique établie par M. de Tetmajer d'après les résultats de nombreux essais fails avec différents matériaux. Pour :
P>Pb,
M. de Tetmajer propose l'emploi de la formule suivante :
PK==aF-ô£, (267)
dans laquelle a et d représentent des valeurs tirées des résultats d^expériences, / la longueur du prisme, t le plus petit des
ray'Ons de gyralion principaux de la section. Nous donnons ci-après les valeurs de a et de 6 pour une série de matériaux :
Fer a = 3.030 kg. par cm* 6= 12,9 kg. par cm*
Acier doux. a = 3.100 » é = 11,4 »
Acier. . . . a = 3.210 » 6=H,6 »
Sapin (sec). a= 293 » 6= 1,94 ».
Pour la fonte de fer, l'équation (267) n'est pas valable; pour des prismes de longueur telle que— soit situé entre 5 et 80,
M. de Tetmajer pose, en vertu de ses essais :
^i = [0,S3 (ly _ 120 -f + 'ï'^eo] kg. (268)
Dans le cas de prismes plus élancés, pour lesquels - > 80, il
propose le simple emploi de la formule d'Euler.
Ces formules supposent le prisme fixé aux extrémités, mais non encastré.
•8. Prittine eneaiitré aum deax extrémitéti. — Si l'une des extrémités du prisme est encastrée et l'autre maintenue simplement fixe, le prisme se comporte exactement comme une pièce de longueur double dont les deux extrémités seraient fixes et non encastrées. Il n'est donc pas nécessaire de traiter spécialement ce cas ; on peut utiliser directement les formules que nous venons d'établir; il suffit d'y remplacer / par 2/.
Supposons maintenant le prisme encastré aux deux extrémités. Nous avons déjà eu l'occasion de faire remarquer qu'il était en général difficile de réaliser pratiquement cette condition d'une manière parfaite et qu'il convenait, par conséquent, de n'appliquer qu^avec prudence les résultats obtenus dans rhypothèse d'un encastrement parfait. Il est bon de s'assurer, dans chaque cas particulier, du degré d'efficacité des encastrements.— Si, par exemple, le prisme repose simplement parles sections d'about contré les plaques d'une machine d'essais, on
voit facilement qu'il suffit d'une petite inégalité de ces surfaces ou d'une légère inexactitude dans le parallélisme des plaques pour rendre possible une déviation de Taxe longitudinal. Du reste, dans un essai de ce genre, il serait facile de se rendre compte de Tefficacité des encastrements en fixant aux extrémités de Téprouvette de petits miroirs, et en observant sur ceux-ci, à Taide de lunettes, Tirnage d^une échelle fixe. Si les encastrements sont bons, les miroirs ne doivent pas tourner et, par conséquent, le chiffre lu sur l'échelle ne doit pas varier.
Supposons les encastrements absolument efficaces^ et admettons que, par une action extérieure, le prisme se trouve déformé de telle sorte que l'axe longitudinal ait la forme indiquée sur la figure 65. Nous allons déterminer quelle doit être
fig. 65
l'intensité des forces P pour que celles-ci soient en état de maintenir le prisme dans l'état indiqué, lorsque l'action extérieure qui produit ce dernier cesse.
Pour simplifier, nous admettrons que Taxe du prisme était à l'origine rigoureusement rectiligne et qu'il coïncidait avec la ligne d'action des forces P.
Soit Mo le moment du couple qui se développe dans les sections d'encastrement; nous avons, pour le moment de flexion dans une section transversale d'abscisse x, l'expression :
M = Mo-f-Py ;
l'équation différentielle de la ligne élastique sera donc : L'intégrale générale est de la forme :
y = A siQ o^ + B cos our — -poù, comme précédemment;
•vî
El
Pour déterminer les constantes d'intégration A et B, nous avons les relations :
y= 0 pour x = 0 eif par suite de l'encastrement,
-- =0 pour a:=o et a: = /; nous tirons de la première :
o Mo
Nous avons :
y- == Aacosaar — Ba sin our,
poor rr ss o, il vient :
A= 0, et, pour X = /,
B a »in olI = 0.
Or, ni B ni a ne sont nuls, il faut donc que sin a/ = o .
L'angle a/ n'est certainement pas nul; pour que l'état d'équi-» libre admis puisse subsister, il faut donc que la force P attei^ gne une valeur telle que a/ soit égal à tc ou à un multiple. Si l'on prend a/ = it, la condition : y=o pour a:= /, dont nous n'avons pas tenu compte jusqu'ici, n'est pas remplie. Cette solution olI = 11 correspondrait donc au cas oh l'extrémité droite du prisme pourrait se déplacer dans le sens des y, sans toutefois pouvoir effectuer de rotation. Afin de satisfaire & la condition y s=s o pour x s=s /, nous devons avoir encore :
Mo
B cos olI — _ =?= 0
c'est-à-dire cos a/=:4-l et non — 1, comme ce serait le cas pour a/ = ::• Il faut donc choisir, pour qu'il y ait équilibre^ rinteosité des forces P de telle sorte que a/ = 2tc. Si l'on remplace oc par sa valeur dans cette relation, on en tire :
Si P est plus petit que la valeur ci-dessus, le prisme revient dans son état initial ; si, au contraire, P est plus grand, la déformation va s'accentuant de plus en plus jusqu'à la rupture* On voit que la charge critique est, toutes choses égales d'ailleurs, 4 fois plus grande que pour un prisme dont les extrémités sont simplement fixes. De même que dans le cas précédent^ la rupture se produit déjà sous l'influence d'une charge moindre et cela pour les mêmes raisons. On pourrait naturellement refaire à ce sujet les mêmes calculs que plus haut; nous y renonçons cependant pour ne pas allonger inutilement.
•0. Prisme eneastré à une emtrémité et iiinni h l'antre d'une glissière ne permettant un déplaeement que
dans le sens de l'axe longritudinal. — La marche à suivre
est la même qu'à l'article précédent. L'action de la glissière
peut être représentée par une force V agissant parallèlement à
Taxe des y.
•*" Wi/^^ '^JP
Fig. 66.
Le moment fléchissant dans la section transversale d'abscisse
a: est par suite :
M= Py — Var,
donc':
En intégrant il vient :
y = A sin cnx+B cos a^ 4- -r j? ;
expression dans laquelle a conserve la même signification que précédemment.
Nous avons ;
y = 0 pour a: = o et y = o pour a:= /,
d'où nous concluons :
Psina/'
les constantes d'intégration sont ainsi déterminées. Il reste encore à satisfaire à la condition ;t^= o pour x = 1. B étant nul, nous obtenons en différenciant y :
~ = Aacosaa: + -- ;
ax ir
pour x= /, nous devons donc avoir ;
AaCOSa/+- = ;r-: r +~=0.
P Psina/ ' P
En résolvant par rapport à V, il vient Y = o et par suite i/=o. C'est là naturellement une solution possible, savoir celle dans laquelle le prisme reste rectiligne malgré Tiniluence delà charge. L'équation précédente est encore satisfaite pour une valeur quelconque de V, si
al cos »l .
c'est-à-dire si :
Celte équation transcendante possède un nombre infini de solutions.il nous suffit de connaître la plus petite d'entre elles, après kl=o, puisque nous cherchons simplement la valeur que P doit atteindre pour maintenir le prisme dans un état de
déformation donné. Cette solution est très approximative-
ment :
donc a*/* = 20 environ ; par saite, tenant compte de la valeur de a, nous trouvons :
Cette valeur de P est sensiblement égale au double de celle trouvée pour un prisme à extrémités fixes non encastrées et à la moitié de celle correspondant à un prisme encastré aux deux extrémités. On pourrait aussi dire que le prisme considéré peut supporter la même charge qu'un prisme de même section, à extrémités fixes mais non encastrées^ dont la longueur
serait r= .
On fait assez souvent usage de cette comparaison entre la longueur d'un prisme chargé debout dans un cas quelconque avec celle qu'il pourrait au maximum avoir si, supportant la même charge, il avait ses extrémités fixes et non encastrées.
tOO. — Prisme eharyé deboat et traYaillanl 0iiiialtanénient à la flemlen. — Supposons la flexion produite par une force Q agissant au milieu du prisme, le moment de flexion
dans la section d'abscisse x est :
M=iLa: + Py,
par suite :
Donc:
y = A sin aa: + B cos eux w^'
La ligne élastique se déconDpose en deux branches qui se raccordent au milieu. En raison de la symétrie, il suffit de déterminer A et B pour l'une des branches, par ex. celle de
gauche. Pour j:= o, y = o et pour ^ == - , ^ = o. La première de ces conditions donne :
B=o, €t de la seconde résulte :
îPa cos ^I '
En introduisant ces valeurs dans l'expression d'y et en faisant a; = -- , nous obtenons la flèche :
Cette formule donne une valeur infinie pour /, si
En tenant compte de la valeur de a, nous trouvons pour la valeur correspondante de P :
Ainsi, d'après ce résultat, la flexion n^influencerait pas la valeur de la charge qui produit le flambement. Cette conclusion n'est toutefois pas tout à fait exacte; en effet, la formule est établie dans Thypothèse que toutes les déformations sont parfaitement élastiques; or, Use peut fort bien que les
actions moléculaires développées par suite de la flexion dépassent la limite d'élasticité de la matière, bien avant que les forces P aient atteint la limite critique, et naturellement, sitôt que la limite d^élasticité est atteinte, la formule n'est plus applicable, puisque la loi de proportionnalité entre les déformations et les actions moléculaires, sur laquelle elle repose implicitement, n'est plus remplie. De même qu'à l'article 97 nous avons trouvé la charge critique réelle Pk < Pe, de même ici, celte charge critique doit être plus petite que la valeur fournie par la formule d'Euler, et cela d'autant plus que la force Q est plus grande.
£n utilisant les mêmes notations qu'à l'article 97, la valeur du travail élastique dans une fibre de la section transversale médiane du prisme est donnée par la formule :
/étant défini par (27t). Si, après avoir encore remplacé a par sa valeur, et pris R =: R', on résout cette équation par rapport à P, on obtient Pk.
Il se présente toutefois une difficulté : l'équation est transcendante. Le plus simple, dans le cas particulier, est de remplacer d'abord la formule (271) par une formule approchée, en introduisant au lieu de la tangente trigonométrique son développement en série. On a :
^^^ = ^ + T +TÏÏ + «rr + 5«ÏÏS + ,
cette série est convergente pour x^j. Dans les calculs pratiques de résistance, on considère en général des charges plus petites que la charge de rupture, car l'on prend toujours un
al
coefficient de sûreté assez grand. Par conséquent, -- est toujours plus petit que- et même le plus souvent plus petit que Vanité. Dans ces conditions, la série converge assez rapide-
ment, de sorte qu'il suffit de prendre les trois premiers termes du développement. L'équation (271) devient alors :
ou, si Ton met pour à sa valeur :
Le premier terme de l'expression ci-dessus, représente la
flèche du prisme lorsque P = o, il est en effet identique à
l'expression trouvée précédemment (formule 83). Désignons
cette flèche par fo; si nous remarquons de plus que 10 est très
sensiblement égal àic', nous pouvons écrire le second membre
P de la parenthèse sous la forme p-? de sorte que nous avons
finalement :
Si nous faisons R = R' et si nous multiplions par F les deux membres de l'expression établie pour R, celle-ci devient (F = RF) :
.=P+(^+pî^'/.)^
Nous pouvons maintenant la résoudre sans difficulté et obtenir ainsi la charge critique réelle Pk. Le calcul est exactement le même qu'à l'article 97, nous nous abstiendrons donc de le poursuivre.
toi. Formale empirique delVaTier, Sehurarx eiRan* l&iue. — La théorie des prismes chargés debout a passé par des phases assez curieuses. Quoique l'une des plus anciennes de la résistance des matériaux, la formule d'Euler a été reconnue exacte seulement depuis un petit nombre d^années ; on continue même à témoigner dans certains milieux une profonde méfiance & l'égard des résultats qu'elle fournit.
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Ce rejet d'une formule, basée sur une théorie mathématique à laquelle on ne pouvait trouver d'erreur et établie d*aprës les mêmes hypothèses que celles admises pour d*autres calculs de résistance, parait à première vue étrange. La raison en est cependant bien simple : cette formule ne pouvait s'accorder avec rhabitude ancienne de mesurer exclusivement lé degré de sécurité d'une construction en indiquant les charges pratiques maxima auxquelles les différentes pièces étaient soumises. Il est évident en effet que dire : le travail du fer à la compression ne doit pas dépasser 700 à 1.000 kg. par cm% ne signifie rien s'il s'agit d'un prisme chargé debout, car si lo prisme est très long, ce travail peut déjà correspondre à une charge égale ou même supérieure à celle qui produit le flambernent. Il était donc, en particulier, très difficile d'employer la formule d*Euler tout en observant à la lettre tel ou tel règlement officiel prescrivant la charge pratique à admettre par unité de surface. C'est en grande partie pour cette dernière raison que Ton préférait Temploi des formules empiriques avec lesquelles cette difficulté n'existait pas, et c'est aussi pourquoi l'usage de ces formules s'est si longtemps maintenu.
Il n'en est pas moins étonnant qu'au lieu d'entreprendre des essais pour vérifier l'exactitude de la formule d'Euler, on ait longtemps* préféré faire usage de formules empiriques, reposant sur une base beaucoup moins solide. Un fait qui montre bien le peu d'importance accordée à la formule d^Euler est le suivant : Tauteur se souvient d^avoir,lorsqu^il faisait ses études, suivi un cours de résistance des matériaux donné par un homme éminent, dans lequel cette formule était entièrement passée sous silence.
Les travaux de Bauschinger, publiés en 1878, et, plus récemment, ceux entrepris à la station fédérale d'essais pour la résistance des matériaux à Zurich, par son directeur, M. de Tetmajer, ont montré que les résultats obtenus par la formule d'Euler concordent bien mieux avec ceux de la pratique que les valeurs fournies par la formule empirique en usage. Tous
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les Iravauic ré.c6Qls parus sur la question arrivent également à la même conclusion* L'accord paraît donc s'être fait sur ce points que la formule d'Euler est le résultat de la théorie exacte de la compression des prismes chargés debout.
Etant donné l'importance qu'a eue la formule empirique^ nous croyons bon d'en dire deux mots. Elle a été établie de différentes façons et à diverses époques, et porte par suite les noms de formule de SchwarZj de Rankine ou de Navier.
Pour l'établir, on part de l'hypothèse, parfaitement justifiée d'ailleurs, que, par suite des irrégularités de l'axe longitudi-nalet du défaut de centrage des forces P, tout se passe comme si celles-ci agissaient à l'extrémité d*un bras de levier j9. Ce dernier est naturellement inconnu, on pose arbitrairement :
Dans cette expression x désigne une constante qui doit être déterminée par l'expérience. Pour justifier la formule ci-dessus, on peut dire que les erreurs que doit représenter p sont généralement d*autant plus grandes que / est plus grand comparativement à la distancer de la fibre la plus extérieure à l'axe neutre, mais il est évident que l'on pourrait tenir compte de ce fait d*une tout autre façon, et que, par suite, l'équation (275) est fortement entachée d'arbitraire.
Une fois la relation (275) admise, le problème se trouve ramené à celui de la flexion d*un prisme sous l'action de forces parallèles à l'axe. L'intensité du travail élastique dans la fibre extérieure est donnée par la relation ;
où t désigne le plus petit rayon de gyration de la section transversale. Si l'on entend par R la charge pratique de la matière, on trouve pour la charge totale que peut supporter le
prisme :
p^_FR
Telle est la formule qu'il s* agissait d'établir. Si le fait de donner la charge totale que peut supporter le prisme en fonction de la charge pratique de la matière doit réellement être considéré comme un avantage, il est certain que cette formule le possède. Il nous parait toutefois que la question de savoir comment ses résultats concordent avec ceux de la pratique est infiniment plus importante; or, nous avons déjà dit plus haut que cette comparaison ne tourne pas à l'avantage de Téquation (277). Il est naturellement toujours possible de faire concorder les résultats de cette formule avec ceux d'un certain nombre d'essais, il suffit de choisir convenablement x. A ce point de vue, toutes les formules qui contiennent des constantes déterminées à l'aide d'expériences ont un avantage sur celles qui sont établies d'une manière rationnelle comme la formule d'Euler, car si ces dernières reposent sur de fausses hypothèses, une seule expérience suffit pour eu démontrer l'inexactitude. Il est certain également, qu^on pourra employer sans inconvénient la formule (277) dans tout un groupe de cas plus ou moins semblables, si Ton a soin de prendre pour x une valeur résultant d'essais exécutés dans des conditions analogues. L'équation (277) ne pourrait avoir d'importance au point de vue scientifique que si la constante x ne dépendait que de la matière et ne variait pas avec la longueur du prisme. Or, il n'en est pas ainsi ; les essais de M. de Tetmajer démontrent absolument le contraire. Dans chaque cas particulier, il faut donc introduire une valeur nouvelle pour x,et la plus ou moins grande exactitude du résultat dépend essentiellement du choix plus ou moins juste de la valeur de x.
109. Flambemeiit d'au prisme très lon§^ traTaillant à la torsion. — Le cas des prismes chargés debout est certainement le cas d'équilibre instable le plus important que Ton rencontre dans la pratique. Il en existe cependant d'autres encore : nous en avons déjà traité un à l'article 88, nous allons en voir encore un. Il s'agit de l'état d'équilibre instable dans
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lequel se trouve un prisme de section circulaire, très long com-* paraiivement à ses dimensions transversales, et travaillant à la: torsion. Ce problème a été traité pour la première fois par GreenhilL Le prisme en question se trouve dans un état analogue à un prisme chargé debout. Sitôt que, par une cause accidentelle, Taxe longitudinal vient à perdre sa forme initiale rigoureusement rectiligne, les déformations augmentent de plus en plus, jusqu^à ce qu'enfin la rupture se produise. Nous pouvons donc parler d*un flambemeut du prisme.
Chacun connaît du reste le phénomène pour l'avoir essayé non sur un fil métallique, mais avec un cordon ou une ficelle; lorsqu'on tord une ficelle incomplètement tendue(ce qui équi* vaut à la déformation accidentelle du prisme), celle-ci, lorsque la torsion a atteint un certain degré, tend à se déjeter et s'enroule sur elle-même si on en lâche les extrémités. On observe aussi assez souvent dans les essais de torsion pratiqués sur des fils métalliques des effets analogues.
Nous emploierons pour Télude du cas présent la même méthode que celle que nous avons utilisée dans les articles qui précèdent. Nous déterminerons la valeur du moment de torsion M qui est nécessaire pour maintenir une déformation pro* duite par une cause extérieure. Sous Tinfluence d'un moment de torsion inférieur à M, le prisme reprendrait sa forme pri* mitive; sous l'action d'un moment plus grand que M, au contraire, les déformations vont en croissant. La valeur M représente donc le moment de torsion critique du prisme considéré.
Supposons que, par suite de la déformation accidentelle qu'il a subie, Taxe du prisme se soit transformé en une hélice à grand pas^ telle que celle qui est représentée sur la figure 68 (sur cette dernière, on a indiqué en outre le cylin* dre de Thélice ; il ne faut pas confondre ce cylindre avec le prisme lui-même, qui n'est pas représenté sur la figure). Adn mettons de plus qu'à Tétat initial Taxe longitudinal du prisme coïncide avec la génératrice X du cylindre; il faut en effet que
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eet axe coïncide avec une des g^énératrices puisque les extrémités du prisme sont fixes.
Menons une section transversale quelconque mm ; le mo-
Fig. 68.
ment de torsion supposé M peut être représenté par un vecteur parallèle à l'axe des X (on sait en effet que^ dans la théorie des vecteurs, un couple est représenté par un vecteur perpendiculaire au plan du couple et de longueur égale au moment de celui-ci). T)écomposons ce moment en deux composantes, dirigées Tune suivant la tangente à Thélice et Fautre perpendiculairement à celle-ci dans le plan de la section. La première composante produit la torsion du prisme, tandis que Tautre, si M est assez grand, contribue à maintenir la flexion de Taxe longitudinal.
Menons encore, perpendiculairement à l'axe a:, deux axes de coordonnées rectangulaires y et z. Soit a, g, y, les angles de la tangente à Thélice avec les axes de coordonnées. Nous pouvons poser avec une approximation suffisante:
cos tt = 1 ; par contre :
cos0=^, cosY=^, ^ as de
yel z désignant les coordonnées du point considéréde l'hélice, et ds un arc élémentaire de celle-ci. Décomposons mainte* nant le vecteur M en 3 composantes : l'une dirigée suivant la tangente et les deux autres suivant les axes des y et des Zj dous aurons pour ces dernières :
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dy
My = M cos p = M — >
Ms SS3 M cos Y =» M
Le vecteur My, qui est parallèle à Taxe des y, tend à produire une flexion dans le plan xz ; inversement M^ tend à fléchir Taxe dans le plan xy. L'action simultanée de ces deu& couples produit la double courbure de la ligne élastique. En vertu du principe de superposition, nous pouvons considérer séparément les actions de My etM;s et ajouter ensuite géométriquement les résultats ; nous avons, par conséquent, les deux équations :
El?-
as ' as
Il est nécessaire de vérifier les signes dans ces deux équa* lions. SopposoM, pour fixer les idées, que y? ^t -4^, 7^ i '®
même que M^ et Mj? soient positifs. Admettons que le signe positif du couple corresponde à un sens de rotation analogue à celui des aiguilles d^une montre, on voit que My tend à faire
sêo chapitre X
Louraer l'axe des x vers l'axe des s, taadis que Mj tend produire ua mouvement de l'axe des y vers l'axe des x. P rapport à l'axe des x, les deux rotations sont donc de sign différents.
11 faut, par suite, introduire M^ et M^ avec des signes difl rents dans les équations précédentes. La question de sav< lequel des deux est positif et lequel négatif dépend des hyp thèses faites au sujet des signes ; ce point n'a du reste p d'importance pour les résultats que nous voulons établir. Posons enfin ds = dx\ les équations précédentes prenne alors la forme :
ta première fournit, après intégration :
en substituant dans la seconde, nous pouvons écrire :
L'intégrale générale de cette équation, qui est de la mëi forme que celle qui conduit à la formule d'Euler, est ;
y = A sin pu- B cos px — C g, (280)
dans laquelle
On trouveraitune expression de même forme pour a, comr on le voit immédiatement si l'on élimine y au lieu de z da les équations (2*78).
Pour x= o et « = /, y = 0, il faut par suite que les coi tantes d'intégration A et B aient les valeurs ci-dessous :
g_pEI_C ^ ^CÇ — cosffO
^M~}' ^ 13 sin pi '
donc, linalemont :
La constante G est encore inconnue. Différencions y deux fois et substituons la valeur trouvée dans la seconde des équations (278) ; cette dernière devient :
d*oùy en intégrant,
^=^[^(cos?/-l)+sinpa:]+K. (283)
Nous devons aussi avoir
js = opour ar = o et a: = /;
la première de ces conditions permet de déterminer K,
C(i-cosp/), psinp/ '
de sorte que z devient :
La seconde condition montre que Télat d^équilibre admis est maintenu quel que soit G, pourvu que ]a relation
(1— cosp/)*H-sin'p/=o
soit satisfaite. Pour qu'une somme de carrés soit nulle, il faut que chaque terme le soit séparément, nous devons donc avoir :
cosp/=+l, sinp/=o.
Celte condition est remplie lorsque P est tel que p/= 2ir. Si l'on tient compte de la valeur de p, on peut écrire la relation :
d'où:
El *
Telle est la valeur que le moment de torsion ne peut dépasser sans qu^un flambement du prisme se produise.
Il est possible de donner ce résultat sous une autre forme. Noua avons trouvé, (formule 233) pour Tangle de torsion produit par le moment M, l'expression ;
mi _ m.
^ "^ 7ra*G ~ 2IG '
en introduisant dans cetle formule la valeur M de Téquation (285), nous obtenons :
Ce n^est donc que lorsque TangJa de torsion est plus grand que 2 n que le danger de flambement est à craindre. Pour un prisme en acier^ il faudrait par conséquent que la longueur fût environ égale à 3.000 diamètres pour que la rupture par flam^ bement se produisît avant celle provenant de la torsion. Il faut remarquer toutefois que diverses circonstances accessoires, dont nous n'avons pas tenu compte (courbure initiale dd Taxe longitudinal, etc.), peuvent avoir pour conséquence une diminution considérable de la longueur à partir de laquelle il y a danger de flambement. Donc, à ce point de vue encore, le cas que nous venons de traiter est absolument semblable à celui des prismes chargés debout. Etant donné la moindre importance pratique de ce problème, nous n'entrerons pas dans plus de détails.
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EXERaCES SUR LE CHAPITRE X
Exercice 45. — A partir de quel rapport entre la longueur i du prisme et le côté a de la section^ y a-t-il danger de flam" bernent pour un prisme de section carrée y si F on se base sur la formule dEuler ?
Solution. Il suffit de poser
R' désignant la limita d'élasticilé de la matière pour la compression. On a F = a', I = -- , il vient donc :
Si Ton prend par exemple E = 2.100.000, R' = 2000 kg. parcm', valeurs correspondant àPacier doux, on trouve :
On suppose que les extrémités du prisme sont fixes et non encastrées. Le calcul à la compression proprement dite, même
lorsque le rapport -^ est inférieur à la limite trouvée, est toujours peu sûr, il est donc de beaucoup préférable d'employer dans ce cas la formule de Tetmajer. — On opérerait d'une façon analogue pour d'autres formes de section.
Exercice 46. — Déterminer \ V à l'aide de la formule dEu* ierj 2* avec celle de SchwarZy la charge que peut supporter sans danger une colonne circulaire en fonte de 6 m. de hau^ leur et de 20 cm. de diamètre. Les parois ont 2 cm. d'épaisseur E=i .000.000 kg. par cm\ R = 700 kg. par cm^, x = 0,0002.
Solution. Nous avons :
F=it(10*— 8*) = H3cm",
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I = ^ (10* — 8») = 4630 cm', t'=~= 41 cm'.
Pour Tapplication de la formule d'EuIer, nous supposerons que rexlrémité supérieure de la colonne est maintenue fixe par la conslruclion qu'elle porle.Ily aurait naturellement lieu, dans un cas concret, de s'assurer que celle hypothèse est bien réalisée ; si elle ne Tétait pas, nous devrions introduire le double de la longueur du prisme dans la formule. Il est en tous cas préférable^ pour plus de sécurité, de ne pas tenir compte d'un encastrement possible des extrémités. Diaprés la formule d'Euler, la charge critique est
Pk = ^' y, = 10 -^ = 128.600 kg.
Si nous prenons un coefficient de sécurité égal à 6, nous obtenons la charge pratique :
P= ■f= 21.400 kg.
Avec la formule de Schwarz on trouve :
^ /« i+2Xio X -^
Nous donnerions la préférence au premier résultat, mais le Second pourrait aussi être employé à la rigueur.
Exercice 47. — Un prisme chargé debout est encastré à l'extrémité inférieure. Vexti^émité supérieure est lihrê^ elle éprouve toutefois dans ses déplacements latéraux une gêne Croissant proportionnellement à ses déviations. On peut supposer, par exemple, cette extrémité reliée à des barres qui s" allon^ tfent selon la loi de l'élasticité lorsque V extrémité du prisme se déplace. Déterminer la charge qui produit le flambement.
Solution. Soit ^o le déplacement de Texlrémité libre ; la gêne apportée aux mouvements latéraux de ce point peut être
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représentée par une force horizontale H, définie par la rel tion
c élant une constanle qu'il faut considérer comme donnéi Pour une section transversale d'abscisse x (les abscisses soj comptées à partir de l'extrémité libre), nous avons :
l'équation de laligne élastique est donc : L'intégrale générale est par suite :
Pour x = o, y =yo, donc B = o.
De plus y =iO et - = 0 pourr/ = /, nous avons par suite 1
Aat cos»/ p*^^ "■
En résolvant ces deux équations par rapport à A, noi trouvons :
A— ^Lzï i_ "
pour que ces deux solutions soient identiques, nous devo: avoir :
cf-P c_
BiD «f a COS ni
tg «/ = « /-
S6e CHAPITRE X
OU, si Ton exprime P en fonction de a :
El
tga/ = tt/— -— (a/)^
La plus petite racine de cette équation transcendante donne a/ et par suite la charge critique cherchée.
Si Ton pose c = oo , le prisme est fixe à l'extrémité supérieure et nous retombons sur le cas qui a été traité en détail à l'article 99. Si, inversement, nous faisons c = o, le prisme est absolument libre à Textrémité supérieure ; Téquation précédente donne dans ce cas :
tga/=+oo,
comme nous Tavions déjà mentionné au commencement de Tarticle 99.
Exercice 48. — Considérons un prisme chargé debout^ à extrémités fixes mais non encastrées, et supposons gii" au milieu on en diminue la section transversale sur une longueur /, de façon que le moment d'inertie minimum de la section se trouve réduit de la valeur I à la valeur ï. Comparer la résistance au flambement du prisme affaibli avec celle du prisme primitif. On suppose que la longueur l' est petite comparativement à la longueur totale l du prisme.
Solution. — L'angle que forment avec la verticale les tangentes de la ligne élastique, aux extrémités de la partie médiane affaiblie du prisme^ esl^ pour un moment de flexion
donné quelconque, f p) fois plus grand que si la section du
prisme était constante. Pour obtenir le même angle avec un prisme dont la section n'aurait pas été affaiblie (moment d'inertie = 1), il faudrait que la longueur de la partie médiane con-
sidérée fût égale à /'+ 1\ l" étant une longueur définie par la relation
Si la partie médiane considérée est relativement courte, la flèche au milieu du prisme ne sera pas beaucoup plus grande dans le second cas que dans le premier, si Ton fait coïncider les lignes élastiques des parties extrêmes. On reconnaît donc que le résultat de TafTaiblissement de la section transversale est le même que celui qu'on obtiendrait si Ton augmentait la longueur du prisme de V\ la section du prisme étant constante. Étant donné cette remarque, il est facile de calculer la charge que peut supporter le prisme.
L'auteur a fait à ce sujet une longue série d'essais et ce sont précisément les résultats de ceux-ci qui Tont amené à la solution que nous venons d'indiquer. Ces résultats ont montré, comme on pouvait s'y attendre, que la longueur /'à introduire dans le calcul est, en réalité, un peu plus grande que celle de la partie à section réduite. Il est en effet impossible que la matière, dans les parties du prisme avoisinant la portion médiane, soit bien utilisée. Les essais faits portaient sur des cornières ; l'affaiblissement de la section, pratiqué sur des longueurs variant entre 25 et 60 mm., était tel que Y variait entre i/4 et 1/5 L Dans ces conditions, il fallait augmenter /' de 2 à 4 cm., pour faire concorder les résultats du calcul avec ceux de l'expérience.
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EQUATIONS FONDAMENTALES
tes. Considérations i^énérales. — Les composantes des actions moléculaires qui agis sent en un point quelconque d'un corps sonlliées entre elles parles équations (4) et (5) que
nous avons établies dans le chapitre premier en nous basant exclusivement sur les conditions universelles de Téquilibre. Les relations (4) permettent de réduire de neuf à six le nombre des composantes inconnues. Les équations (5), les seules que nous puissions établir à Taide des lois de la mécanique, «ont insuffisantes pour calculer 6 inconnues : le problème consistant à déterminer les composantes des actions moléculaires est, comme nous l'avons déjà reconnu précédemment, staliquement indéterminé. Pour faire cesser cette indétermination, nous avons fait, dans les^ chapitres qui précèdent, diverses hypothèses dont nous avons justifié l'emploi simplement en nous basant sur la concordance des résultats qui en découlent avec les données fournies par Texpérience. Celte méthode est absolument correcte au point de vue pratique ; par contre, elle est insuffisante au point de vue scientifique, car elle ne permet pas de ramener l'explication de faits et de phénomènes divers à quelques principes généraux. C'est au contraire ce qu'essaie de faire la théorie mathématique de Félasticité : elle se propose de déterminer Tétat élastique d'un corps sans avoir recours à d'autres lois qu'à celles de l'équilibre et à la loi de l'Elasticité. II est vrai que cette loi, qui définit les relations entre les déformations élastiques et les actions moléculaires corrélatives, ne nous est pas connue sous sa forme générale: elle prend au contraire différentes formes suivant les matériaux, ainsi que nous l'avons vu au chapitre IL Gomme, cependant, la loi de Hooke est celle à laquelle obéissent les matières les plus importantes pour les applications, c^est sur celle-ci que se basent les calculs de la théorie de l'élasticité ; les résultats obtenus ne sont donc rigoureusement valables qu'autant que la loi de Hooke est applicable.
Examinons d'abord si le problème, tel que le pose la théorie de l'élasticité, est réellement soluble. Soient Ç, y), ^, les composantes, mesurées suivant un système d'axes coordonnés, du déplacement élastique qu'un point a:, y, z du corps consi-
rnF-
déré éprouve sous l'influence d'un système de forces extérieures donné. Comme nous n'avons pas à considérer les mouvements que le corps peut effectuer dans son ensemble, mais simplement les déplacements qu'éprouvent ses éléments les uns par rapport aux autres, il est avantageux de choisir le système d'axes auquel sont rapportés .r, y, z et l, y), 2^^ de telle façon que l'un des plans de coordonnées, le plan xy par exemple, soit relié invariablement au corps considéré. Nous supposerons donc : V l'origine coïncidant toujours avec le même point du corps ; 2"^ Taxe des œ passant toujours par un autre point donné, et enfin 3^ le plan de xj/ contenant toujours un troisième point donné du solide. Le plus commode est de prendre ces deux points à une distance infiniment petite de l'origine ; naturellement, la droite qu'ils déterminent ne doit pas •comprendre l'origine.
Dans ces conditions, les quantités Ç, n, ^ sont indépendantes des mouvements que le corps effectue dans son ensemble; elles sont donc particulièrement aptes à définir les déformations élastiques. La loi de l'élasticité permet de calculer les composantes des actions moléculaires en fonction des déformations élastiques dont elles sont corrélatives : si l'on connaissait Ç, Y), 1^ en fonction de x, y, ^, c'est-à-dire si Pétat élastique du corps était entièrement connu, il serait donc possible de calculer les actions moléculaires qui agissent en chaque point. En tous cas, nous pouvons exprimer les composantes de ces actions en fonction des seules quantités Ç, y), 2[. Nous ramenons ainsi le nombre des inconnues du problème de sixèi trois ; les équations (5) suffisent dès lors avec les conditions aux limites pour déterminer complètement ces inconnues.
Nous avons déjà employé cette méthode lorsque nous avons traité le problème des enveloppes à parois épaisses, art. 89.
Il ne s'agit, en effet, là que d'un cas particulier très simple du problème général. La méthode que nous utilisons maintenant n'est qu'une généralisation de celle employée au dit article.
104. Calcul dett déformations éléiiieutaire« en fonction de S, r„ (. — Nous allons calculer d'abord les dilatations ^.r, ^y, tz. Considérons deux points distants initialement l'un de l'autre de dx^ leurs coordonnées sont donc :
x^y^z et x+dXyi/jZ.
Après la déformation, les coordonnées du premier deviennent :
et celles du second :
x + dx+l + ^dx,y-h ^+^ ^^> ^"^"^ +5^ ^^•
En effet, d'après les hypothèses que nous avons faites (page 18) sur la nature des actions moléculaires corrélatives des déformations élastiques, les déplacements du second point sont égaux aux valeurs que prennent les fonctions $, -n, ^ lorsqu'on y remplace x^ y, js, par x -+• dx^ y, z. On les obtient donc en développant Ç, n, ^ en série à l'aide de la formule de Taylor et en s'arrêtant au premier terme du développement.
L'allongement éprouvé par dx est :
^x= r- dx;
dx
nous avons par suite, pour la dilatation, c'est-à-dire pour rallongement de l'unité de longueur, l'expression :
ax
On trouverait de même sy, es en considérant l'allongement éprouvé par une longueur dy ou dz. Nous avons donc :
dx
dri
dÇ dz
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Uq raisonnement analogue nous permet de calculer les valeurs de la distorsion Yxy qu'éprouve Tangle droit compris entre deux éléments de longueurs dx et dy^ menés parallèlement à l'axe des a; et à Taxe des y par le point x^ y^ z. Pour comparer la grandeur de l'angle déformé à celle de l'angle initial^ supposons Tun d'eux déplacé parallèlement à lui-même de façon que les sommets des deux angles coïncident (fig. 70). Il suffit que nous considérions les déformations des côtés de
l'angle dans le plan de la figure : en réalité, ces côtés se déplacent aussi perpendiculairement au plan xy ; mais ces dernières déformalions, qui peuvent être envisagées comme une rotation ayant lieu autour de Taxe des X pour Tun des côlés et autour de l'axe des y pour l'autre, ne modifient pas l'angle que nous voulons calculer. De même, les dilatations n'influencent pas la valeur de Tangle. Il nous suffit donc de remarquer que l'extrémité de Télément dx se déplace parallèlement à Taxe des y d^une quantité égale à
j- dx^ et que l'extrémité de dy se déplace dans le sens de Taxe
Fig. 70.
dx
dï
des X de---^ dy. De plus, nous voyons que l'angle droit initial
devient aigu si les dérivées partielles considérées sont positives.
La distorsion est très petite ; nous pouvons par conséquent remplacer l'angle, exprimé en longueur d^arc, par sa tangente trigonométrique. Nous avons donc :
Cette formule n'est rigoureusement exacte qu^autant que Ç, T„ ^ sont infiniment petits par rapport à x, y, z. Cette condition n'est pas absolument remplie dans les déformations réelles
874 Chapitre xi
d^un corps élastique, toutefois l'erreur résultaat de ce fait est généralement négligeable. — On procéderait de même pour les distorsions fyz et yzx» On peut du reste écrire directement les formules pour ces dernières en permutant cycliquement i, 71, ^ et x^ y, Zy dans la relation ci-dessus. On a donc :
dy ■*" dic
Yyz —
dr, rfÇ ' dz "*" dy
rfC dl dx dz
Calculons encore la variation de volume qu'éprouve le corps au point considéré. Considérons le parallélipipède infiniment petit dx^ dy, dz, et supposons d'abord que seules les distorsions Y se produisent. Si celles-ci étaient des quantités finies, elles entraîneraient une variation de volume car, par exemple, le rectangle dx dy se transformerait en un parallélogramme d'aire :
dx dy cos yary.
Si yxy est infiniment petit du premier ordre, son cosinus ne diffère de Tunité que d'un infiniment petit du second ordre. La variation de volume due aux distorsions est donc négli* geable. Cette conclusion n'est, il est vrai, absolument rigoureuse que si y, tij Ç sont réellement infiniment petits.
Supposons maintenant que les dilatations se produisent. Il en résulte une variation du volume du parallélipipède qui est une quantité infiniment petite du premier ordre par rapport au volume initial. Dans la déformation, ce dernier devient :
dx (1 -f- ex) dy (1 + ey) dz (1 + eg),
ou, si l'on multiplie et si on laisse de côté les infiniment petits d'ordre supérieur au premier :
dx dy dz (1 + e» -j- ey -{- es).
Soit e la variation de l'unité de volume, nous avons :
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OU, en tenant compte de (287) :
t05. Relations entre les eomposantes des aeliéas moléculaires et les quantité» S, m, ç. — Avec Taide des formules précédentes, il est facile de calculer les composantes des actions moléculaires en fonction des quantités ^, n, C Etant donné le principe de superposition, nous avons :
par suite, en tenant compte des équations (288), nous obtenons :
Syz = Szy = G^j^4-~^.
rfC\ dy)
Nous avons vu que la loi de Hooke permet d'établir entre les composantes des actions moléculaires et les dilatations élémentaires les relations suivantes :
Eeof = Rx (Ry4- Rjs)!
Eey=Ry-i^(Rz + Rx). ) (291)
Ecjt = Ra: (R« + Rw).
En additionnant et en remplaçant la somme £« +ey H- ezf par e, nous obtenons :
R. + Ry+R,=^j^Ee. (292)
La première des équations (291) peut s'écrire : Eex = ^^^R« - -(Rx + Ry + Rz)
d'où, en résolvant par rapport à Rx :
^^=^x{'*-^;;r=rt)'
Celte expression peut se simplifier encore un peu, en tenant compte de la relation :
Nous avons finalement, en opérant cette simplification et en tenant compte des relations (287) :
\ar m
Les deux dernières formules s'obtiennent en permutant cycliquement Ç, yi, 2^ et ar, y, r, dans la première.
Le problème est ainsi résolu : nous avons exprimé les composantes des actions moléculaires en fonction de ^, y^, ^. Il ne reste plus maintenant qu'à introduire ces expressions dans les conditions générales d'équilibre représentées par les équations (5). Ces dernières sont delà forme :
d^x , d^yx , dSzx dx ' dy ' dz
dSxy
dx
dSxs dx
dy
dSyt
'dT
kjh
en substituant dans la première les valeurs trouvées (290) et (294) y nous obtenons :
2G (^ + -L-^-îU G l'^ ^ ^)
\dx^ ' m^2dxj \dy^ ' dxdyj
\(/x" ' dxdx) ou, en ordonnant :
W ' rfy* dW Xda^'^'dxdy'^ dxdz)
La somme des dérivées partielles du second ordre d'une fonction telle qu'elle se trouve dans la première parenthèse de l'expression ci-dessus est une quantité qui revient très fréquemment dans toutes les théories de physique mathématique. L'opération qui consiste à former celte somme est désignée sous le nom d'opération de Laplace, du nom du mathématicien qui en a fait usage le premier dans la théorie du potentiel. Pour abréger, on la représente généralement par un signe symbolique ; nous emploierons le signe A*, celui-ci représente donc l'opération :
rf* rf« rf«
La seconde parenthèse de la relation précédente peut s'écrire :
dx \dx dy dx)
ou, simplement, si l'on tient compte de (289) :
de dx
Par conséquent, nous avons finalement, si l'on pratique encore des transformations analogues sur les deux autres équations (5) :
S^* A. m de Y i /qqa\
*' ' wi — 2 rfy G '
wi — 2 ar G
Telles sont les équations sur lesquelles se base toute la théorie de Télasticité. 11 convient de remarquer que ce sont ^ là simplement les équations (5) mises sous une nouvelle forme
et non pas de nouvelles relations. Comme leur signification géométrique est moins reconnaissable sous cette forme, une confusion pourrait facilement se produire.
Remarquons enfin qu'il est possible, par Temploi de la méthode des vecteurs, de réduire les 3 équations (296) à une seule, qui exprime simplement la condition que la somme de toutes les actions moléculaires qui agissent surTélément considéré est nulle.
Si l'on désigne par u le vecteur dont les projections sont 5» >î, ^1 ®^ P^^** P 1^ forceayant pour composantes X, Y, Z, nous pouvons remplacer les équations (296) par la suivante :
Dans cette expression, A e est un symbole destiné à représenter l'opération qu'il faut effectuer sur e ; comme nous ne ferons pas usage de cette formule dans la suite, nous ne noas étendrons pas davantage sur la signification de A.
On voit par cet exemple les simplifications que peut apporter dans le calcul l'emploi de la méthode des vecteurs ; ici, une seule équation suffit pour exprimer la même conditioa que celle que définissent les trois relations (296).
MOUVEMENTS ONDULATOIRES A LTNTÉRIEUR
D UN CORPS ÉLASTIQUE
ioe. Eqoaiiontt da inoaveineut. — Dans la plupart des problèmes de la théorie mathématique de Félasticité, la résultante P (X, Y, Z) des forces d'inertie ne joue qu'un rôle très secondaire. En général, elle se réduit simplement au poids du corps et n'exerce le plus souvent aucune influence sensible; il serait donc possible de supposer le corps dépourvu de poids et de ne considérer que les forces agissant à la surface. Dans ce cas, les équations (296) à (298) se simplifient : le dernier terme du membre de gauche disparaît. Dans les paragraphes suivants nous nous occuperons exclusivement de cas où cette supposition 6st permise ; par contre nous allons traiter ici une application des équations (296) dans laquelle il est nécessaire de conserver ces derniers termes.
Si la masse du corps ne se trouve pas à Tétat de repos, mais exécute au contraire un mouvement varié, les forces élastiques qui régnent à la surface d'un élément de volume quelconque et le poids de cet élément doivent posséder une résultante qu'il est possible de déterminer d'après les lois de la dynamique, en partant de Taccélération de Pélément. Considérons le parallélipipëde élémentaire dx^ dy^ dz^ et soit |ji Tunité de masse (c'est-à-dire le quotient du poids spécifique par g^ l'accélération due à la pesanteur); la masse du parallélipipëde sera :
^dxdydz.
Nous devons envisager maintenant les coordonnées \y t\^ C non plus seulement comme fonction du lieu, mais encore comme fonction du temps ; par conséquent, les composantesde l'accélération de l'élément considéré sont :
dh'
df
En vertu des lois de la dynamique, on a pour les composantes de la résultante de toutes les forces agissant sur Télément les expressions suivantes :
jjL — dx dy dz, V-yzdx dy dz^ \k'—dxdy dz.
Faisant usage du principe de d'Alembert, nous pourrions dire aussi que les forces agissant sur Télément font en chaque instant équilibre à une force, appelée force effective^ dont les composantes sont égales et de signe contraire aux valeurs données ci-dessus. La force effective est, comme le poids et les autres forces d'inertie, proportionnelle à la masse ; le mieux est donc de la réunir à P ou à ses composantes X, Y^ Z. Il suffit pour cela de la rapporter à l'unité de volume, c'est-à-dire de supprimer dans les expressions ci-dessus le facteur dx dy dz, et d'ajouter les expressions restantes changées de signes à X, Y ou Z.
Comparativement à la force effective, qui, dans le cas d'oscillations très rapides, peut atteindre de très grandes valeurs, le poids du corps est en général insignifiant. Du reste, le poids n'exerce sur les mouvements ondulatoires aucune inQueace, attendu que c'est une force constante, agissant toujours dans les mêmes conditions sur le corps. Nous pouvons donc supposer celui-ci dépourvu de poids (mais non de masse), c'est-àdire nous pouvons nous figurer le corps transporté sur la lune ou sur tout autre astre où l'attraction due à la gravitation est très faible, sans que rien soit changé aux mouvements oscillatoires, à supposer naturellement que les autres conditions restent les mêmes. Dans cette hypothèse, la seule force d^inertie est la force effective ; les équations (296) prennent par suite la forme :
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de ±dx
Gdt^
de
Il d*-n 'Gdt^
de _ ^dz~'
IJ^d'K Gdt*
Telles sonl les équations qui déHnissent la loisuivant laquelle une déformation élastique se transmet à Tinlérieur d'un milieu élastique. L'expérience montre que cette propagation a lieu sous forme d'onde. Nous allons appliquer d'abord ces résultats à une espèce particulière d'ondes, savoir aux ondes sonores.
107. Applieation des rorniiilcs s^éuérale* aux onde» lon^pitiidiualefi. Oaden sonores. — Considérons une onde sonore plane qui se propage dans le sens de l'axe des œ. Ëtaht donnés les résultats de la physique expérimentale, qui démontrent que le mouvement du son est un mouvement périodique, pouvant être représenté dans le cas d'un ton simple par une fonction sinusoïdale du temps, nous sommes conduits à poser, comme solution possible des équations (298), le système de valeurs suivant :
i = Asin27r(| — ^^;r,= o;Ç = o. (299)
Le calcul que nous allons entreprendre a précisément pour but de montrer si ce système qui correspond aux résultats de l'expérience est bien la solution des équations (298). Avant do résoudre le problème, il est bon d'être éclairé sur la signification des constantes qui figurent dans les expressions ci-dessus : A est Pamplitude de l'ondulation, X représente la longueur de l'onde, car, si l'on augmente x de X sans modifier le temps, l'angle dont nous considérons le sinus augmente de 2t., de sorte que le sinus lui-même ne varie pas. De même, on voit facilement que t représente la durée d^une oscillation, car
si t varie de t, le sinus et par suite \ reprennent la même valeur. Supposons maintenant que xeX, t augmentent simultanément, Tun de ^x^ l'autre de Lt ; il se peut fort bien que cette augmentation ne modifie pas la valeur de \^ et il suffit pour cela quelesquanlités b^x et A/ satisfassent à la relation
On dit alors que Tonde s'est déplacée de bx dans le temps A^; en effet, au bout du temps A^ toutes les phases du phénomène se reproduisent dans le même ordre, mais en des points distants de A^ des précédents. On peut aussi parler de la vitesse avec laquelle Tonde avance ; il convient alors de remarquer qu'il ne s'agit pas là, comme en mécanique, de la vitesse d'un corps, par exemple celle du mouvement qu'exécute Télément considéré, mais de la vitesse avec laquelle un certain état élastique bien déterminé se propage à travers le corps. Soit V la vitesse du son ; on a, par définition,
ou, si Ton tient compte de la relation ci-dessus,
C4es remarques failes, nous allons vérifier si le système de valeurs (299) satisfait les équations (296). Rappelons encore que ces dernières ont été établies en se basant exclusivement sur les conditions universelles d^équilibre et sur la loi de Hooke, de sorte que, pour tout corps satisfaisant à cette dernière, les résultats que nous allons en tirer sont rigoureusement exacts. En substituant les valeurs (299) dans (289), nous trouvons :
^ = A -T cos 2u
de
de _ ds
La seconde et la troisième des équations (296) sont satisfaites, car tous leurs termes sont nuls séparément. D'après (299) nous avons :
- = A^cos2^(<^-;j
dl dl
A'Ç se réduit donc à ;
€ est-à-dire à la même valeur que —•
Si nous difiérencions \ deux fois par rapport à /, et si nous substituons les différentes valeurs trouvées dans la première des équations (298), celle-ci devient :
-ÏEî'ACf)'si.K?-0=-S-*(?)-K?-;)-
On reconnaît que cette équation est satisfaite identiquement, quelle que soit Tamplitude A (c'est-à-dire quelle que soit l'intensité du son), pourvu que la condition
2m— 2/1 \» pi/l\« m
entre la longueur d'onde X et la durée de Poscillation t soit satisfaite. Nous tirons de cette dernière relation :
). Am— 2 G ,^^ ,
Celte formule est en parfait accord avec les résultats de rexpérience, en ce sens qu'elle ne fait dépendre la vitesse du son que des propriété physiques de la matière et non de Tarnplitude ou de la longueur de Tonde.
Il est clair que le calcul que nous venons de faire n'est valable que pour les corps élastiques solides. Pour les ondes sonores dans Tair, on peut établir une théorie analogue. — Si Ton prend, par exemple, pour une masse d'acier doux,
m = ;^ , G = 850000 kg. par cm* lu
et comme poids spécifique 7,7, on a d'abord pour la niasse de l'unité de volume :
O.OOTTkg. _ ^gg ^ ^^_3 kg.Xsec..
cm . cm*
icm».X981 — sec*
et par suite :
sec. sec.
cm.'
On sait que la vitesse du son dans Tair est de 333 — ^' ^ sec.
Dans Tacierdoux, elle serait, d'après le calcul, environ 20 fois plus grande.
L'expérience montre, en effet, que la vitesse du son dans les corps solides est beaucoup plus considérable que dans Tair.
Le fait que les lois de propagation du son, à l'intérieur de malièros telles que les pierres, la maçonnerie, etc., correspondent d'une manière très satisfaisante aux résultats tirés de la loi de Hooke, constitue une forte présomption en faveur do la justesse de l'hypothèse qui prétend que ces corps obéissent sensiblement à celte loi dans le cas de très petites défor-
mations élastiques, comme celles produites par les ondes sonores.
C*est là un point quil no faudrait pas perdre de vue lorsqu'on élablit une loi d'élaslicilé empirique pour les maté^ riaux cités plus haut. Nous avons déjà remarqué que la formule de Schûle, dont nous avons parlé dans le deuxième chapitre, est précisément eu contradiction avec ce fait. Il faudrait donc démontrer, si Ton voulait la conserver à tout prix, qu'en admettant cette loi, il pourrait se produire des ondes sonores ne contredisant pas les résultats de Texpérience. Le calcul, pour peu qu'il soit habilement exécuté, ne saurait présenter de trop grandes difficultés.
Si Ton fait m =2 dans la formule (301), on obtient t; = oo. Nous avons déjà vu que m ne pouvait prendre une valeur inférieure à 2, et que, dans ce cas, le corps ne subit pas de variation de volume par suite d'une déformation élastique. Ainsi, dans un corps incompressible, une onde longitudinale se transmettrait avec une vitesse infinie : en somme, il n^est plus possible de parler d'un mouvement ondulatoire ; il y a simplement communication immédiate à toute la masse d'un ébranlement causé en un certain point.
I09. Onden transTersales. — On a à considérer, en physique, non seulement des ondes longitudinales, mais aussi des ondes transversales. Pour représenter une de ces dernières, nous posons :
$=Asin27w(^ — ^) r, = (? t; = o. (302)
L'onde se propage encore dans le sens de Taxe des œ comme dans le cas précédent ; par contre, les oscillations se font dans le sens de l'axe de y. Le terme d'onde transversale provient précisément de ce que la direction de Toscillation est perpendiculaire à la direction de propagation. Les constantes A, X, T ont la même signification que précédemment ; on a
ici :
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Nous allons vérifier si le systëme de valeurs (302) satisfait aux équations (298). Nous trouvons d'abord immédiatement :
rfç . rf« . di 6 = — 4- — +— =o;
dx dy dz
les ondes transversales jouissent donc de la propriélé de se produire sans entraîner une variation de volume de la matière. Par conséquent, un corps incompressible tel que le fluide éther de Tancienne Optique physique ne peut transmettre que des ondes transversales et pas d'ondes longitudinales. Ce résultat concorde avec le fait démonlré par les phénomènes de polarisation : ceux-ci permettent de constater en effet que les ondes lumineuses sont transversales. Dans ces théories de rOptique, les formules (302) représentent un rayon lumineux simple, puisque toutes les ondes sont de même longueur, et polarisé dans un plan, puisque toutes les ondulations ont toutes lieu dans le plan xy. Dans la théorie de Ncumann, le plan xy porte le nom de plan de polarisation, tandis que dans celle de Fresnel ce nom est donné au plan xz.
e étant nul^ les équations (298) se simplifient et peuvent s'écrire :
A^ = iSM (303)
^ Gdt'
Ce sont là les équations qui servent de base àToptique physique, aussi bien dans les théories anciennes de Neumann ou Fresnel que dans la théorie électro- magnétique de la lumière. Quoique partant d'hypothèses absolument différentes, celte théorie conduit en effet aux mêmes équations fondamentales que la théorie de l'élasticité.
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Les valeurs 302 satisfont,comme on le voit immédiatement^ la seconde et la troisième des équations (303). Il suffit de vérifier la première. Nous avons :
^■^ = g=-HT)'='-^(?-T)-
et
par conséquent, l'équation en question est identiquement satisfaite si
,27r»x II /27r\*
[l )-G\rJ'
Nous tirerons de cette relation la vitesse de transmission des ondes transversales :
Cette vitesse est donc toujours plus petite pour une matière donnée que celle des ondes longitudinales. Les fluides ne peuveiU transmettre d'ondes transversales, mais seulement des ondes longitudinales, c'est pourquoi les ondes transversales émises par les corps solides ne sont pas perçues directement par nos sens ; elles ne sont en effet pas transmises à nos organes par l'air*
La vitesse de la lumière est connue; aussi, lorsqu'on considérait encore la lumière comme un mouvement vibratoire de Téther satisfaisant aux lois de Télasticité des corps solides, pouvait-on utiliser Téquation (30i) pour déterminer la masse de l'unité de volume de l'éther, à condition de calculer G par un autre moyen. Or, il existe en effet un procédé pour déterminer G : on connaît, par exemple, la quantité d^énergie que la terre reçoit du soleil par seconde. Cette énergie, sur son parcours entre le soleil et la terre, se trouve emmagasinée dans Péther sous forme d'énergie cinétique et d'énergie potentielle interne. On a pour cette dernière, si Ton rapporte le
calcul à Tunité de volume (formule 45), —, ou - Gy*. Si donc
Ton mesure ou si l'on détermine par un procédé quelconque y, on peut, calculer G et par suite {x. Les estimations entreprises selon cette méthode conduisent toutes à des valeurs excessivement petites pour |jl. On a cru reconnaître dans ce fait une preuve en faveur de la justesse de la théorie entière. Depuis que Ton a démontré expérimentalement les rapports qui existent entre les phénomènes optiques et les phénomènes électromagnétiques, ces considérations n'ont plus qu'une valeur historique.
FONDAMENTALES
€•9. Les équations fondamentales fournissent pour eiiaqne système de forées extérieures donné un système bien déterminé de valeurs pour S, m, Ç et
un seul. — Dans ce qui suit, nous supposerons toujours le corps au repos, de plus, nous admettrons que le poids est négligeable devant les forces agissant à la surface du corps. Celles-ci sont considérées comme données.
Dans ces conditions, les équations fondamentales prennent la forme :
de
^dx
de
Idy
de
^2ds
Considérons un système de valeur ^, y), Ç satisfaisant ces équations ; nous pouvons dire qu'il représente un système pos-
siblc de déformations, c'est-à-dire que ce syslëmc est compatible avec les coaditions d'équilibre que doivent satisfaire en chaque point les composantes des actions moléculaires. On peut se demander si le système trouvé est bien celui qui correspond à Tétat élastique réel du corps. Il se pourrait, en effet, qu'il y eût d'autres systèmes de valeurs qui satisfissent aussi les équations,ei qui représentassent par conséquent aussi des états élsisliques possibles. Nous allons démontrer qu'il n*en est pas ainsi, mais, qu'au contraire, il n'existe qu'un seul système de valeurs Ç, r^, !^ qui, pour un système de forces extérieures donné, satisfasse aux équations (305) et aux conditions aux limites, et que, par conséquent, dans chaque cas particulier, le problème est soluble sans ambiguïté.
Les quantités i, y\, ^ étant connues, il est possible de calcu> 1er les valeurs des composantes dos actions moléculaires sans ambiguïté à l'aide des formules (290) et (294). En particulier, à chaque système i, yj, t^ correspond à la surface du corps, un système d'actions moléculaires bien déterminé, et pour que les valeui's Ç, tj, JJ correspondent à l'état élastique réel, il faut que ce système d'actions moléculaires fasse équilibre aux forces extérieures. Cette dernière condition est exprimée par les équations (6). Celles-ci doivent donc être satisfaites par hypothèse, si nous y introduisons le système de valeurs Ç, T,, JJ considéré.
Supposons maintenant pour un instant qu'il existe, outre le système Ç, r|, Ç, un autre groupe de valeurs ?', r/, C, qui satisfasse aussi les équations (305) et les conditions aux limites.
Dans ce cas, les différences
correspondent aussi à un état élastique possible ; en effet, on a :
e''=e—e\ A*r = A'$ — A"5', etc.
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Si Ton substitue dans la première des égoations (305), par exemple, il vient :
relation qui est évidemment satisfaite, puisque Ton a par hypothèse :
Ait I m de
m — 2 rfdp
On raisonnerait de même pour les deux autres équations (305). On aurait pu du reste prévoir ce résultat, puisque les équations (305) sont linéaires.
A ce système \'',i\ ^ Ç" correspond aussi un système d'actions moléculaires bien déterminé. Gomme le montrent les formules (290) et (294), on a :
Rx = R« — — Roj , etc.
Nous avons admis que Ç, t^, 2^ et ^', r\\ X^ satisfont à toutes les conditions aux limites ; donc, à la surface du corps en particulier, les actions moléculaires Rx, etc., ainsi que R*' ,
forment un système en équilibre avec les forces extérieures* Les actions moléculaires K^\ correspondent donc à un état dans lequel aucune force extérieure n'agit sur le corps; en d'autres termes, ce système correspond à l'état naturel du corps.
Nous avons fait remarquer en son temps que des actions moléculaires, les actions moléculaires de fabrication, pouvaient exister à l'intérieur d'un corps sans que celui-ci fftt soumis à des forces extérieures. Mais ces actions moléculaires latentes dépendent de causes particulières, indépendantes du problème que nous traitons ; nous ne pouvons par conséquent pas en tenir compte. Nous ne considérons ici que les actions moléculaires qui se développent sous l'influence des charges extérieures, et nous supposons que ces
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actions disparaissent avec la cause qui les produit* Dans ces eonditionSf noas devons poser :
R^" = 0, Ry" = 0,.... etc.
De là résulte immédiatement :
et par suite
Ainsi le système ('^ V» C^ dont nous avions admis Texis* ience est identique à Ç, y|, 2^, Les équations fondamentales n'admettent, dans chaque cas donné, qu^une seule solution» et nous soÉnmes par conséquent certains d^avoir trouvé l'état élastique réel, si Tétat considéré satisfait aux équations (305) et aux conditions aux limites.
THÉ0ME8 DE SAINT-VENANT
t lO. FleiKion et torsion — Lorsqu e nous avons traité delà flexion et de la torsion dans les chapitres précédents, nous avons admis que les fibres parallèles à Taxe longitudinal ne sont soumises à aucun effort de compression ou d*extension transversal et que, dans les plans passant par Taxe longitudinal, les actions moléculaires tangentielles sont nulles. En d'autres termes, si nous prenons Taxe du prisme pour axe des r, sons avons supposé :
Ry=R,==:Sys=0. (306)
Nous n'avons du moins tenu aucun compte de ces actions moléculaires ; nous avons admis implicitement qu'elles n'existaient pas, ou qu'elles étaient négligeables devant celles dont nous avons calculé Tintensîté*
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Nous pouvons nous proposer nnaintenant de rechercher jusqu'à quel point ces hypothèses sont permises et de déterminer à quel état élastique la théorie de Télasticité conduit lorsque les conditions (306) sont rigoureusement remplies. C'est là le problème qu'a résolu pour la première fois de Saint- Venant dans ses célèbres travaux.
Il est évident que Tétat élastique défini par (306) n*est pratiquement possible, que si aucune des forces extérieures n'agit perpendiculairement à Taxe du prisme, car, si tel n'était pas le cas, il faudrait qu'à la surface au moins, là où ces forces agiraient, les composantes indiquées dans les équations (306) fussent différentes de zéro,afin que les équations de condition (6) fussent satisfaites. La théorie de de Saint- Venant n'est donc rigoureusement exacte que lorsque les forces extérieures sont appliquées aux sections transversales extrêmes seules des prismes considérés.
Il pourrait aussi y avoir à la surface du corps des forces extérieures parallèles à l'axe longitudinal, toutefois ce cas est sans importance pratique.
Si nous exprimons les composantes des actions moléculaires en fonction des déplacements élastiques, à Taide des équations (290) et (294),nous pouvons remplacer les relations (306) par les suivantes :
du e
di/ ^m— 2 '
rfÇ , e
dz m — 2 '
rfjî rfÇ
dz ' dy '
en tenant compte de la signification de ^, nous pouvons écrire
aussi :
_mj-2 rfç
m dx '
dy ds mdx ' ^ ^
If ' £?_ ds dy
Les relations (305) preaaent par suite la foriue :
dx'
df
rfx'
Il n'a toutefois pas encore été tenu compte de !a troisiëi des équations (307). Nous devons maintenant chercher quel) sont les conditions pour que les relations (307) et (306) soie compatibles. A ceL effet, nous allons cherchera éliminer I variables i\ et >, pour ne conserver que \.
La dernière des relations (307) donne :
d'où:
di* rfy dt
et par suite, si l'on tient compte de la seconde des formul (307) :
En introduisant celte valeur dans la seconde des équatio (308), nous trouvons finalement :
dx* dxdy ^ '
Nous procédons de même pour exprimer s en fonction de De la dernière des équations (307), nous tirons :
d'où, en vertu de la seconde des relations (307) :
dy* M dxds
En substituant dans la dernière des fornmles (308)^ nous
trouvons :
dx* dxdz
La dernière des expressions (307), différenciée deux fois par rapport à Xj donne :
dcc^ds dx^dy
en tenant compte des formules (310) et (312), nous pouvons amener cette équation à la forme :
dxdydz ^ '
Nous avons ainsi obtenu une condition importante que doit nécessairement satisfaire le déplacement élastique \ parallèle à Taxe des x, W est facile d'établir encore d'autres relations auxquelles les dérivées partielles du troisième ordre de \ doivent également remplir.
De (310), nous tirons :
rf»i? rf>g
ds^dy dxdxf^
d'autre part, en différenciant deux fois la seconde des formules (307) par rapport à or, nous obtenons :
iPn 1 rf»Ç
d3t^dy mdx*'
De la comparaison de ces deux expressions résulte :
dxdy^ m dx* De même, (312) donne ;
'dx'dz~
dxdz}^
et
la seconde des formules (307)
rf>Ç
1 rf'Ç
da^dz
mfite3»
de
Nous n'avons pas otilisé^ jusqu'à présent, la première des relations (308) qui ne renferme que des dérivées partielles de Ç. Comme nous connaissons déjà certaines relations entre les dérivées du troisième ordre de celle fonction, il est tout indiqué de différencier l'équation en question une fois par rapport à j:. U vient :
rfx» dxdy^ dxdz*
Nous pouvons remplacer le second et le troisième terme du membre de gauche par les valeurs trouvées précédemment, (314) et (31 S) ; Texpression prend alors la forme :
d'où résulte immédîatemenl, en vertu des formules précédentes :
dxdz*~^'
Les formules (313), (316) et (3!7) permettent de se faire une idée claire des propriétés de Tinconnue Ç. Pour plus de clarté, nous pouvons écrire ces formules sous la forme suivante :
Jg/rfl\ rf'MN rf'/riS^ d} /rig\ ,,.-..
dx\dx/ dy\dx) dzAdxl ~ dydzKdx) ~ ^' ^ ^
Il n'est pas possible d'en tirer directement la forme analytique de la fonction Ç, mais bien par contre celle de t-, c'est-à-dire celle de la dilatation dans le sens de Taxe longitudinal du prisme, j- ne peut contenir x qu'à la première puis-
sance, puisque sa seconde dérivée par rapport à x est nulle ; de même, il faut que cette expression soit linéaire par rapport ày et àz. Enfin, elle ne peut renfermer de terme contenant à la fois y et z. L'expression la plus générale qui satisfasse aux conditions (318) est par suite do la forme :
— = a^ + a^x H- a^y 4- «jS + a^xy 1 a^xz^ (319)
dans laquelle les quantités a sont des quantités indépendantes de x^ y, z, mais dépendantes des forces extérieures.
Examinons de plus près la signification du résultat auquel nous arrivons. D'après la loi de l'élasticité, nous avons :
Ro? = Eea; = E — ,
ax
puisque Ry et Rz sont nuls. Donc, en multipliant Pexpression l3l9) par E, nous obtenons l'action moléculaire Rj?. Noiis trouvons par conséquent pour Rar une fonction linéaire des coordonnées. Or, c'est précisément là Thypothèse dont nous étions partis au chapitre III. Nous voyons donc que cette hypothèse n'est pas arbitraire, comme nous Tavions présentée, mais qu'au contraire elle est, pour les corps obéissant à la loi de Hooke, une conséquence nécessaire des suppositions faites, savoir Ry = R^ == Syz = o.
Nous arrêterons ici nos recherches, car en continuant nous ne ferions que retrouver les résultats auxquels nous sommes arrivés précédemment en introduisant hypothétiquement la loi de répartition linéaire des actions moléculaires. En particulier, nous avons déjà trouvé qu'il est possible de satisfaire à toutes les conditions d'équilibre sans avoir re-
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cours aux forces intérieures Ry, Rz et Syz ; il est donc superflu de démontrer une fois de plus que les équations (307) et (308) sont compatibles si la condition (318) est satisfaite, et qu elles correspondent à un état élastique pouvant toujours être réalisé en appliquant des forces extérieures de grandeur et de direc*. lion convenables dans les sections d'about du prisme.
Itl. Considérations sup l'article préeédent. — La
théorie que nous venons d'exposer parait, à première lecture, longue et compliquée. Si, toutefois, on se donne la peine de suivre le développement pas à pas, on reconnaît que chaque étape, considérée en elle-même, est en somme très simple et facile à saisir. La suite des opérations, par contre, parait peu claire, on ne voit pas bien le but de telle ou telle opération et Ton ne se rend d'abord pas bien compte pourquoi les résultats sont combinés entre eux de telle façon plutôt que dé telle autre. Il faut songer que le problème consiste à vérifier si les valeurs trouvées pour trois inconnues satisfont à six équations données. Cette vérification ne peut se faire qu'en éliminant deux des inconnues de façon à n'avoir plus à opérer qu'avec une seule. Or, on sait que, dans toute élimination de ce genre, il est en général possible d^arriver plus rapidement au but en employant certains artifices de calculs qu'en suivant la méthode générale.
On peut se demander quel est le résultat pratique de la théorie que nous venons d'établir, et quelle est son utilité pour l'étude des phénomènes de flexion. Pour répondre à la question, nous devons nous rappeler avant tout que, ainsi que nous l'avons démontré à Tarticle 109, tout état élastique possible devient réel si les forces extérieures qui agissent à la surface du corps sont compatibles avec le système des actions moléculaires superficielles qui correspond à la solution considérée. Envisageons, par exemple, un prisme encastre à une extrémité et sollicité à l'autre par une force extérieure. Pour que la solution fournie par la théorie de de St- Venant
if"
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représente Tétàt élastique réel, il faut d'abord que la surface du prisme ne soit soumise à aucune force extérieure. Cette condition est remplie ici. De plus, la charge ne doit pas être appliquée à l'extrémité libre d'une manière quelconque; il faut, au contraire, qu'elle soit distribuée sur cette section suivant la même loi que celle que nous avons trouvée pour les actions moléculaires tangentielles dans un prisme travaillant à la flexion. Eniin, il faut que Pencastrement soit de telle nature que les déformations correspondent à la solution considérée, c'est-à-dire que la dilatation transversale des fibres qui travaillent à Textension et la contraction transversale des fibres qui travaillent à la compression ne soient pas rendues impossibles.
Si toutes ces conditions sont remplies et si le corps obéit à la loi de Hooke, la solution de de Saint-Venant représente indubitablement l'état élastique réel. Il est évident que de telles conditions ne seront jamais rigoureusement remplies dans la pratique ; aussi l'importance de la théorie de de Saint- Venant serait-elle de beaucoup réduite s'il n'était possible de prouver que les résultats auxquels elle conduit ne sont pas sensiblement modifiés quand la façon dont sont appliquées les forces extérieures s^écarte quelque peu de celle que demandent les conditions aux limites du problème.
Reprenons l'exemple ci-dessus et supposons par exemple que la charge qui agit sur le prisme soit constituée par un poids attaché à une corde entourée autour de Textrémité do prisme. Il est certain que dans le voisinage immédiat de cette extrémité, la répartition des actions moléculaires sera absolument différente de celle que donne la théorie de de Saint- Venant, car l'état élastique réel doit satisfaire à de toutes autres conditions aux limites. Mais nous allons voir que plus on s'éloigne de l'extrémité, moins la façon dont la charge est appliquée exerce d'influence. Supposons que l'on applique à Textrémité du prisme un système de forces en équilibre formée d^unepart, par des forces distribuées selon la loi exigée par la
théorie de de Saint- Venant et, d'autre part, des foi'ces égales et de signe contraire à celles que la corde exerce sur le prisme; les conditions du problème de de Saint- Venant sont alors exactement remplies. Par conséquent^ la différence entre les répartitions des actions moléculaires dans les deux cas différents d'application de la charge, est donnée par les actions moléculaires que développe le système auxiliaire de forces extérieures que nous avons ajouté. Ce système de forces en équilibre, concentré à Texlrémité du prisme, peut produire en ce point des déformations assez fortes et par suite des actions moléculaires relativement intenses ; mais il est cer* tain, d*autre part, que Tinfluence de ce système cesse rapidement de se faire sentir lorsqu'on s'éloigne de l'extrémité. Il est évident que si nous serrons l'extrémité d'un rail entre les mâchoires d'un étau, par exemple, de telle façon que les forces appliquées se fassent équilibre, Tinfluence du traitement subit par la pièce au point considéré doit disparaître rapidement lorsqu*on s'éloigne de ce dernier.
Nous avons ainsi montré que la façon dont les forces sont appliquées n'exerce une influence sensible que dans le voisinage des points d'application. Les solutions fournies par la théorie de de Saint-Venant sont donc encore applicables même lorsque les conditions aux limites exigées par celle-ci ne sont pas strictement remplies.
A une distance égale au triple ou au quadruple de la plus grande des dimensions de la section, il n^y a certainement plus lieu de s'attendre à un écart quelconque. C'est ce fait qui donne en somme à la théorie de de Saint- Venant toute son importance.
Nous nous étions proposé de trouver pour les formules de la Résistance des Matériaux une base plus solide que celle formée par les différentes hypothèses faites dans divers cas particuliers sur les déformations ou la répartition des actions moléculaires. Ce but est maintenant atteint. Jusqu'à présent, il est vrai^ il s'est agit d'une confirmation subsé-
quente de résultats acquis plutôt que d'établir de nouveaux résultats.
En ce qui concerne la flexion, remarquons expressément que seule la loi hypothétique de la répartition linéaire des actions moléculaires se trouve confirmée et non pas l'hypothèse de Bemouilli des sections demeurant planes dans la déformation. En effet, cette hypothèse n'est généralement pas exacte.
tt:9. Torsion. Prisme de seetion iransversaie eiroulaire. — Le calcul de l'article 110 pouvait s^appliquer à un prisme travaillant simultanément à la flexion et à la torsion.
Nous allons restreindre notre étude au cas de la torsion seule. Il suffit pour cela de poser Rx = o^ ou, ce qui revient au même,
Cette condition est compatible avec Téquation (319). Il suffit de supposer que toutes les constantes a s'annulent. De Téquation (320) nous tirons, en intégrant :
où (p désigne une fonction encore inconnue des coordonnées de la section. En tenant compte de (320), nous pouvons écrire les équations (307), qui définissent Tétat élastique considéré sous la forme :
tf = 0, dri dç
ds dy
Les équations (308) se simplifient aussi beaucoup, elles deviennent :
— -I-— ^o dœ^ dy*
Toutes les formules de l'article iO sont encore applicables puisque le cas présent n'est qu'un cas particulier du précédent. Les formules (309) et (310) fournissent les relations :
tandis que de (311) et (312) nous tirons :
Ces équations nous permettent d'indiquer la forme analytique des fonctions 7) et !^. •t\ doit être indépendant d'y (formule 322j et linéaire par rapport à x et à 2, (formule 324). r, est donc de la forme :
où les quantités b sont des constantes, provisoirement inconnues. Nous trouvons de même :
Ç = Co + Cio: + y (c, + c, x). (327)
Si nous ajoutons encore l'équation (321),
nous obtenons un système de valeurs Ç, y;, ^ qui correspond à Tétat élastique réel, pourvu que Ton choisisse la fonction ^ de façon qu*elle satisfasse à l'équation aux dérivées partielles
'ïT'
rfy« d£*
6t que Ton ait soin de déterminer les constantes 6 et c de façon que :
dr) di
dz dy
Cette dernière condition donne, si nous tenons compte des formules (326) et (327),
relation qui doit être identiquement satisfaite. Il faut donc que :
Etant données les suppositions que nous avons faites sur le système d'axes (art. 104), nous devons avoir à Torigine,
de plus, puisque Taxé des x passe par un point infiniment voisin,
dx dx"^ ^
et enfin, le plan xy contenant toujours un même point du corps, également infiniment voisin de Forigine :
dç dy
Ces conditions nous permettent de calculer en partie les constantes b et c. De la première résulte :
de la seconde, et de la troisième,
Les constantes 6 et c se trouvent ainsi réduites à une : A, = — c,. Désignons dorénavant par c la valeur inconnue de cette constante, nous pouvons écrire :
Ti = cxz, Ç = — cœy] i = y (y, z). (330)
La difficulté principale du problème réside dans la détermination de la fonction cp qui doit satisfaire à l'équation (328). Remarquons que Ç = cp (y, z) pour a: = o ne représente pas autre chose que Téquation de la section transversale, x=s: o, déformée. D'ailleurs toutes les sections transversales prennent la même forme dans la déformation, puisque Ç est indépendant de X.
L'ancienne théorie de la torsion admettait que les sections demeurent planes dans la déformation. Voyons si cette hypothèse se trouve confirmée. Pour que les sections restassent planes, il faudrait queÇ fût une fonction linéaire d'y et >r. Nous posons donc, par hypothèse :
Cette expression satisfait, en effet, l'équation (328), elle représente par suite un état élastique possible. Il nous reste à voir si les conditions aux limites sont remplies. La surface d*un prisme travaillant à la torsion est, sauf dans le voisinage des mécanismes, roues, poulies, etc., qui transmettent le couple dû torsion, entièrement libre de forces extérieures ; par conséquent il faut qu'à la surface les actions moléculaires qui agissent dans les plans passant par l'axe longitudinal et les normales à la surface soient nulles, indépendamment de Ry, Rzn &yzi qui le sont déjà par hypothèse.
En d'antres termes, la répartition des actions moléculaires dans les sections transversales doit être telle que ces forces soient, à la périphérie, tangentes au contour des sections. C'est la condition que nous avons posée précédemmeiit,et dont nous devons tenir aussi compte actuellement.
Pour mettre cette condition sous forme d'équation, rêve-
noDs aux valeurs de Sx^ et Sxs données par les formules (290)
Soit :
Téquation du contour de la section transversale, ou d'une partie de celui-ci ; pour que la résultante des actions moléculaires Sxy et Sxz soit tangente à la surface, il faut que :
Sxs ds
Sxy dy
Nous avons donc Téquation de condition :
dl dK
dz dx dz
(K d^ ~ dy ' (333)
dy dx
qui doit être satisfaite sur tout le pourtour de la section, ou du moins sur la partie considérée de celui-ci. Si nous remplaçons 71 et Ç par leurs valeurs (330), cette relation prend la forme :
dj
dz~^y dz
dl , dy
dy
Telle est Téquation que \ doit remplir à la périphérie, et cela non seulement dans le cas particulier que nous étudions maintenant, mais aussi en général.
Cherchons sous quelles conditions la valeur (331) admise pour \ satisfait à cette relation. Dans le cas particulier, (334) peut s'écrire :
Gf-cy dz
ai + cz dy
Nous pouvons intégrer immédiatement cette équation différentielle. Il vient, si Ton sépare les variables :
(a, — cy)dy = (a, + cz)dz d'où :
Or c*est là, on le reconnaît immédiatement à l'égalité des coefficienls de y* et de z', Téquation d'un cercle. Nous en concluons donc que les sections transversales (fun prisme travaillant à la torsion ne demeurent planes que si le prisme est de section circulaire. Ainsi, nous arrivons, dans le cas de la torsion, à un tout autre résultat que dans le cas de la flexion : dans ce dernier, nous avons trouvé confirmée la loi de répartition des actions moléculaires qui se base sur Thypothèse de Navier, tandis qu'ici nous reconnaissons que l'ancienne théorie de la torsion est fausse, sauf dans le cas des prismes de section circulaire.
Le résultat que nous venons d'obtenir confirme naturellement l'exactitude de nos calculs précédents concernant les prismes de section circulaire.
IBS. Torsion (saite). Prismes de seetions elliptiques. — • L'équation aux dérivées partielles (328) admet une infinité de solutions qui correspondent toutes à des états élastiques possibles. Pour que ceux-ci se produisent, il faut simplement avoir soin que les conditions aux limites qui doivent être remplies à la surface du corps soient satisfaites. En particulier, si nous supposons que cette surface est libre de toute force extérieure, nous savons que la condition représentée par l'équation (334) doit être satisfaite. On peut, pour résoudre le problème, admettre une solution de l'équation (328) et déterminer, k l'aide de (334), la forme de la section qui correspond à cette solution : c'est la méthode que nous venons d'employer ; ou bien, on peut inversement se proposer de déterminer la solution de (328) qui correspond à une forme
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donnée de section transversale. La question posée sous cette forme est toujours difficile à résoudre ; pour des sections compliquées, double té, elc, on ne possède pas encore de solution rigoureuse. Le calcul a élé fuit pour les sections de formes rectangulaires, mais il exige des développements en
série compliqués qui le privent de toute importance pratique. Le procédé inverse, consistant à trouver la section correspondant à une solution particulière de Téquation (328), est beaucoup plus simple. L'intégrale générale de (328) est, comme on le vérifie facilement, de la forme :
S = f (y, z)=f,{y -4- 1» -f f,{y—iz) (335)
où /i et /i désignent deux fonctions quelconques de y et z, et i la racine carrée de Tunilé négative. Suivant les valeurs choisies pour /i et /„ on obtient diverses solutions particulières. Il convient de remarquer que la partie réelle et la partie imaginaire de chaque solution satisfont indépendamment Téquation (328).
En particulier, on peut prendre comme solution la forme la plus générale de série de puissances qui soit compatible avec Téquation (328), savoir, si nous nous bornons aux exposants entiers positifs :
Ço = ûo + ai(y+t>)4-flj(y + û)*+ 1 jgg.
+ b,{y^iz) + b,(y^izy
Dans cette expression, a et A peuvent être des coefficients, quelconques.
Parmi toutes ces formes, considérons la suivante :
Ç = cp(y,r) = ay4î. (337)
Il est facile de s assurer en substituant qu'elle satisfait à l'équation (328). On reconnaît qu'elle est aussi contenue dans la solution (336) ; on peut en effet la considérer comme la partie imaginaire de l'expression :
Cherchons la forme de la section qui correspond à cette valeur de Ç. L'équation (334) s'écrit :
(a — c)y dz {a-\-c)z dy
d'où
{a — c)ydy = (a + c)zdz.
En intégrant, nous obtenons :
(a + c) jV{c-a)Ç = K, ce qui peut s'écrire de la façon suivante :
où K' désigne une nouvelle constante.
On reconnaît que (339) est Téqualion d'une ellipse rapportée à son centre, dont les axes sont entre eux dans le rapport :
sjc + a
• D faut toutefois supposer que a est plus petit en valeur absolue que c.
Nous trouvons pour les composantes des actions moléculaires tangentielles :
Pour que cette solution corresponde absolument à l'état élastique réel, il faut que, dans les sections terminales, les forces extérieures qui produisent le moment de torsion soient réparties sur ces sections suivant la même loi que <^elle que nous venons de trouver. Pratiquement, cette condition ne sera probablement jamais réalisée ; mais, comme nous
rons TU à l'article 111, pour les parties du prisme suftîsam- Dl éloignées du pointd'appHcalioa des forces extérieures, la arlition de celles-ci n'a que peu d'influeace. >i nous comparons les résultats auxquels nous venons d'ar- 3r avec ceux de nos recherches précédentes sur la torsioa prismes de section elliptique, nous voyons que les valeurs lothétiques (235)
it identiquement de même forme que les expressions (340).
théorie de rélasticité confirme donc absolument l'kypose faite précédemment. Il est par conséquent inutile de irsuivre le calcul, car nous retrouverions simplement les ultats obtenus plus haut.
4ous ne ferons qu'une seule remarque : l'équation (337)
celle des sections transversales déformées. Nous reconssons qu'elle représente un paraboloïdo hyperbolique. Si n suppose le prisme déformé coupé par des plans perpenulaires à l'axe longitudinal, ceux-ci coupent les sections nsversales déformées suivant des hyperboles équilatëres;
plans passant par l'axe longitudinal fournissent des seons paraboliques.
tl4. AssimIlaUoii flu prsbiéme précédvnl A an sblème d'hydrodjnamiqne. — La question qui préile le plus d'intérêt dans le problème précédent est celle de répartition des actions moléculaires. Nous allons montrer le îport intime qui existe entre le problème qui nous occupe certaine question d'hydrodynamique et voir comment cette limitation peut rendre des services dans certains cas. Supsons que l'on trace dans la section considérée toutes les nés qui, en cbacun de leurs points, ont comme tangente le cteur représentant l'action moléculaire qui agit en ce point. lUS appellerons ces lignes lignes de tension. On fait souat usage de constructions de ce genre pour représenter la
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répartition d'un vecteur sur une région déterminée. La plus connue des applications de celte méthode est celle que l'on en fait dans la théorie du magnétisme. Dans cette dernière, les lignes qui correspondent à celle que nous avons tracées sont les lignes de forces et leur ensemble forme le champ magné* tique. On peut imaginer aussi un liquide se mouvant partout dans le sens des lignes tracées avec une vitesse proportionnelle à l'intensité de la force au point considéré. Le mouvement de ce liquide donne une idée très claire du champ considéré ; dans la théorie du magnétisme, la notion de flux de force qui découle de cette représeatation joue, comme on sait, un rôle très important.
Voyons comment nous devons transformer les équations de condition pour les assimiler à la nouvelle manière de voir. Considérons d'abord la condition à la limite, exprimée par l'équation (334). Noua pouvons la formuler simplement comme suit : le mouvement du liquide doit être dirigé on chaque point de la périphérie suivant la tangente ; c'est-à-dire le mouvement doit avoir lieu comme si le liquide était contenu dans un récipient à parois immobiles.
Noua avons trouvé àc plus :
En différenciant la première de ces relations par rapport à y et la seconde par rapport à ; et en additionnant, nous obtenons :
dy • dr ^W «'W'
Dans le cas de la torsion, l'équation générale d'équilibre est
donnée par l'équation (328) ; or en vertu de celle dernière, le
second membre de la relation ci-dessus disparaît, nous avons
donc la formule :
rfy dt ^
Soient u^ v, w les composantes de la vitesse d'un liquide ; nous avons ici u = o (puisque le mouvement a lieu dans un plan). Par hypothèse, la vitesse du liquide est en chaque poiat proportionnelle à Taction moléculaire correspondante, v et ter sont donc proportionnelles à Sxy et Sxx ; en conséquence, le mouvement du liquide doit satisfaire à la relation :
rfu rft? rftt? r^MaV
dx dy^ dz ' \ /
Le premier terme n'est ajouté que pour la symétrie, il n& change rien du reste au résultat, puisqu'il est identiquement nul. L'équation ci-dessus est désignée en hydrodynamiquesous le nom Adéquation de continuité. Le membre de gauche représente la différence entre la quantité de liquide qui entre durant Tunité de temps dans Pélémeut de volume et celle qui en sort. Dans le cas particulier, cette différence est nulle, le liquide doit donc être supposé incompressible.
Nous n^avons pas encore épuisé toutes les conditions auxquelles le mouvement du liquide doit satisfaire. Si Ton différencie la première des relations (341) par rapport à z et la seconde par rapport à y el si Ton soustrait les deux résultats Tun de l'autre, il vient :
rf^_dS^_2Gc. (344)
dz dy
Le membre de gauche est de même forme que la composante suivant Taxe des x d'un vecteur qui Joue un grand rôle dans l'hydrodynamique. On désigne en effet dans cette science,, sous le nom de tourbillon^ le vecteur dont les composantes suivant les axes sont données par les expressions :
dw dv du dw dv du dy dz^ dz dx^ dœ dy ^'
(i) La notion des tourbillons ou des mouvements tourbillonnaires a étéintroduite en hydrodynamique par Helmholtz, qui, par ses travaux, en a rendu remploi particulièrement utile et fécond.
On considère entre autres dans cette théorie les lignes de courant qui
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Dans le cas particulier, les composantes du tourbillon suivant l'axe des y et Taxe des z sont nulles (voir la note) ; le tourbillon possède une intensité constante 2Gc le long des lignes de tourbillons parallèles à Taxe des x.
Le mouvement du liquide considéré est absolument défini par les conditions que nous venons d^établir ; par conséquent^ les lignes de courant coïncideront absolument avec les lignes de tension que nous avions tracées précédemment.
Nous devons renoncer à établir d^autres résultats, car il nous faudrait nous baser sur des théorèmes d'hydrodynamique que nous ne pouvons supposer connus de la plupart des lecteurs. Nous nous bornerons à indiquer un article de M.Bredt paru dans la Zeitschrift des Vereins deutscher Inge^ nieure, 1896, n® 28, qui montre tout le parti que Ton peut tirer de Fassimilation du problème de la torsion à une question d'hydrodynamique. On verra, entre autres, comment on peut, à raide de cette méthode, étudier la répartition et calculer approximativement la grandeur des actions moléculaires
sont en chaque point tangentes au vecteur correspondant u, v, w, et les lignes de tourbillons qui, en chacun de leurs points, sont tangentes au Tecteur tourbillon. Si nous désignons pour abréger par \ n, v les composantes du tourbillon^ les équations différentielles de ces dernières lignes sont :
dx dy dz
^^'^ «mH^ aiH^M« ^b^a^ «as^ «
Si, en particulier, la vitesse est indépendante de x, comme dans le cas qui nous occupe, u est nul, ainsi que les dérivées partielles de t? et t^ par rap» port à X' Les valeurs explicites des composantes \ fi, y, sont alors
dw dv
dy d%*
et les équations différentielles des lignes de tourbillons prennent la forme
dx dy dz A o o
dy = dz zz 0.
Les lignes de tourbillons sont des droites parallèles à Taxe des x.
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à l'ouvrage de U.Poincaré,
Théorie des tourbillons. Paris, G. Carré, 4893.
N. du T.
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dans le cas de profils compliqués, comme les sections double té, par exemple. M. Bredt est toutefois dans l^erreur lorsqu'il s'attribue la priorité de l'équation (344) : toute cette assimilation du problème de la torsion à Thydrodynamique se trouve déjà développée dans l'ouvrage de Tait et Thomson « Natural Philosophy. »
La méthode que nous venons de décrire conduit à des résultats particulièrement intéressants lorsqu'on l'emploie pour étudier la perturbation que cause, dans la répartition et l'intensité des actions moléculaires, une fissure ou en général une irrégularité quelconque (défaut de fonte, etc.) de la section considérée. Supposons que cette irrégularité puisse être assimilée à un petit trou circulaire. Le champ des tensions éprouve, par suite de la présence de cet obstacle, des modifications importantes : les lignes de tensions qui ne peuvent en traverser les parois doivent le contourner. On voit immédiatement que la vitesse du liquide ou, ce qui revient au même, les actions moléculaires du prisme, seront par suite augmentées le long des parois du trou. On peut déterminer par le calcul Tinfluence de cette irrégularité ; on trouve que les actions moléculaires sur les bords du trou sont égales au double de ce qu'elles seraient s'il n'y avait pas d'obstacle. Il ne nous est pas possible de donner ici cette démonstration par suite des connaissances en hydrodynamique qu'elle exige.
THÉORIE DE BOUSSINESQ ET DE HERTZ DURETÉ DES CORPS
1 16. Théorie de BouMinesq. — Considérons deux corps, obéissant à la loi de Hooke, qui se touchent suivant un point
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OU une génératrice de leurs surfaces. Si nous pressons ces deux solides Tun contre l'autre, il se produit à Tendroit du contact une déformation : les deux corps se touchent suivant une surface. On peut se proposer de déterminer exactement les déformations subies par les corps dans ces conditions, ainsi que les actions moléculaires qui en sont corrélatives.
C'est là le but de la théorie de Hertz ainsi que celui de la théorie similaire de Boussinesq dont nous donnerons d'abord un résumé, sans entrer plus avant dans le sujet que ne le comporte le plan de cet ouvrage.
Considérons un corps limité à sa partie supérieure par un plan horizontal et assez grand pour que nous puissions le considérer comme illimité dans les autres directions. Si la terre, par exemple, obéissait à la loi de Hooke, nous pourrions lui assimiler le corps en question. Nous avons vu toutefois que cette hypothèse n'est pas exacte.
Supposons qu'en un point du plan supérieur on applique une force isolée P. Sous l'influence de celle-ci, le plan se déforme ; nous allons étudier la nature de cette déformation* Choisissons un système de coordonnées dont Torigine est le point d^application de P (dans la position initiale de ce dernier) et dont Taxe des s coïncide en sens et en direction avec celte force ; supposons de plus ce système fixe dans Tespace. Nous pouvons dire que les parties du corps très distantes du point d'application de P ne se déplacent pas sensiblement par rapport aux axes de coordonnées. L^axe des x et Paxe des t/ sont horizontaux et sont contenus à Tétat initial dans le plan qui limite le corps ; soit r la distance d'un point quelconque du corps à Porigine, on a :
Pour r= 00, étant donné le choix des axes de coordonnées, les déplacements élastiques ^, r^, ^ doivent s'annuler. En général, ces quantités l, t„ s^ auront à satisfaire aux conditions générales d'équilibre que nous transcrivons ici ànouveau :
m de
m — 2 dx m de
rr = 0,
m — ^dy m de
m — ^dz
Nous allons montrer que le système de valeurs
r zx
dans lequel p, ç^, n désignent 3 constantes, représente un état élastique possible, c*est-à-dire compatible avec les conditions générales d'équilibre. La démonstration exige des calculs un peu longs, mais qui ne présentent pas de difficultés. Nous tirons d'abord de (346^ :
dx ^ \jrz 4- r*
(z zxdr\
{rz + r«)« (^ + 2r) 3jJ
d'autre part, en différenciant (345) par rapport à x^ nous obtenons :
dx r *
En substituant ce résultat dans t. ei en réduisant les ter-
dx
mes semblables, nous trouvons :
dl ^ r'(r + r)-a;»(^ + ar) ^(r«-3j:«)
dx
■t:i^t. -;'. ^Çr;
En permutant x et y dans celle expression, nous obtenons immédiatement — :
Enfin, la troisième des équations (346) fournit par différenciation la relation :
Si nous additionnons les 3 dérivées que nous venons de calculer, nous obtenons e (formule 289). Dans la somme, les termes contenant le facteiir n se réduisent à
z «l ceux que multiplie p peuvent s'écrire :
2r« (^ + r) -' (r* — g») {% + 2r) ~P (z+ryr^
Si Ton effectue les simplifications, cette expression se réduit à:
on, enfin, si Ton divise par (r + r)*, à :
Donc, finalement :
Il nous faut maintenant former A'i.La différenciation directe serait trop longue, aussi élablirons-nous de préférence quelques formules préliminaires dont l'emploi abrégera le calcul.
Soient A et B deux fonctions quelconques de Xj y et z ; on a :
AB)=A^4-2''-^^-^+B
(io;
On trouverait de même deux expressions analogues pour les dérivées par rapport à ^ et à r ; par conséquent :
^' (AB) = Aà'B + BA'A +
"^ \dx dx '^ dy dy"^ dz d%)* ^ ^
Cherchons encore la valeur de A' U\ A étant comme cidessus une fonction dear, y et z. Nous avons :
^/l\__J dk dx \kj A* dx'
dx' \ A/ ~ A« dx' "*" A» \dx) ' et par suite, en tenant compte des expressions de même forme que l'on peut établir pour tiI-t ) et— [-) :
^-l=-^-AH-è[Q*H-(|)-H-(^)']. (35^)
Calculons maintenant AV. Nous avons déjà trouvé :
dr x
dx
donc
dx'
X dr r* dx
Nous avons des expressions analogues pour les dérivées par rapport à y et à ^ ; il vient donc, si Ton tient compte de (345) :
AV=i,
En vertu de (352), nous trouvons, toutes réductions faites :
C'est là, notons-le en passant, une des formules les plus connues de la théorie du potentiel. — Poursuivant notre but, nous formons :
A» (if -f- r)=:A*^-i-AV = i,
et, d'après (352),
\jt+r) r(« + r}« ^ (r + r)'L W \rJ \ r / J
Nous trouvons encore à l'aide de la formule (351) et en tenant compte de (354) :
A'(J)=A«(.:xJ)=:-2^,. (356)
Ces calculs préliminaires faits, nous pouvons former sans grande peine A*Ç. Pour A* du premier terme de Ç, nous avons d'abord, étant donnée la formule (351) :
ce qui peut s'écrire, en tenant compte de (355) et (356) et en effectuant les opérations :
r* ^ riz '\-r) -^rs
r* {z + ry
Le membre de droite s^annule, donc :
Nous pouvons poser aussi immédiatement :
par suite de la symétrie des expressions. Effectuons maintenant l'opération A' sur le second terme de
$, Nous avons d'abord :
dx\r^l f*
dx\f^J r"»"^ r^*
les dérivés secondes par rapport à y et à r sont de même Torme, par suite :
bJzx étant nul, nous avons, formule (351) :
Nous trouvons donc, finalement, en vertu des formules
(357) et (360) :
» ^ zx
r* L'équation (350) donne :
de Q. .zx.
si Ton substitue les deux valeurs précédentes dans la pre«* raière des équations fondamentales,
m de
m — ^dx
on reconnaît que celle-ci est identiquement satisfaite, si les constantes /), y, n sont telles que
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La considération de la seconde des équations fondamentales ne fournit pas de relation nouvelle, toutes les formules étant absolument symétriques par rapport à 2: et y ou Ç et y;. Elle sera certainement satisfaite si Péquation de condition (361) est remplie.
Calculons maintenant ^%. Le A' du premier terme de 2^ disparaît àcause de la formule (354). Pour le A' du second^ nous obtenons (formule 351) :
OU, en tenant compte de (359) :
Nous avons donc :
D'autre part, d après (350)
2=in-p-,)(L-,t):
si nous substituons les deux valeurs qui précèdent dans la troisième des équations fondamentales :
Air . "• ^^
nous voyons que celle-ci est aussi identiquement satisfaite si la relation (361) est remplie.
Nous avons donc prouvé que le système de déplacements élastiques Ç, r^, Ç choisi (éq. 346) correspond à un état élastique possible. Il nous reste à montrer qu'il satisfait de plus aux conditions aux limites du problème. Ces conditions sont les suivantes : Le plan horizontal limitant le corps n'étant sollicité que par la seule force P, les composantes Rj^ des actions moléculaires doivent être nulles pour z = o^ sauf dans le voisinage immédiat de Torigine. Il faut, de plus, et
pour la même raison, que les composantes Szx et S^y soient nulles en tous les points de la surface. Vérifions d'abord si cette dernière condition est satisfaite. Nous avons (formules 290):
d'autre part, les relations (346) fournissent, pour les dérivées partielles qui figurent dans ces expressions, les valeurs suivantes :
dz
'^ r\z + ry\
•p - + nx
rfç
dx
dx"
Si nous substituons ces valeurs dans les formules de S^^ et Ssy, nous obtenons, toutes réductions faites,
Ces composantes doivent êlre nulles pour z=o ; il faut par conséquent que les constantes ;?, n, q satisfassent à l'équation de condition :
Calculons maintenant R^ ; la formule (294) donne :
\dz m — ij
nous avons ici :
et
par suite :
Cette expression s^ànnule en effet pour i? =o, sauf dans le voisinage de Torigine. En ce point ;* = o, jz prend la valeur indéterminée =•. Nous pouvons encore simplifier l'expression de R^; résolvons, par rapport à /? et ^, les deux équations (36i) et (364) qui lient entre elles les constantes/?, ^, n^ nous obtenons :
En substituant ces valeurs dans Rs, nous trouvons finalement :
R, = — 6Gn j^- (366)
Cette formule ne nous permet pas de déterminer les valeurs queRr prend à Tintérieur de la surface de contact. Il faut, du reste, remarquer que toute la théorie renonce à décrire les phénomènes qui se produisent dans le voisinage immédiat du point d'application de la charge ; sans cela, nous n'aurions pu prendre pour les déplacements élastiques les valeurs choisies (formules 346). Celles-ci prennent^ en effet, la valeur indéterminée - à Torigine.
La théorie de Boussinesq n'est valable que pour les points
situés à une certaine distance de Torigine et se base sur l'hypothèse que, pour ces points, la répartition de la charge à l'origine n'exerce pas dlnfluence sensible.
Il nous reste à déterminer la constante n qui dépend de Tiiitensité de la force P. Pour éviter d^avoir à considérer les phénomènes dans le voisinage immédiat de l'origine, nous procédons de la manière suivante : menons un plan horizontal à une distance z de Torigine ; si nous faisons abstraction du poids propre du corps, il est évident que la somme des composantes Ra qui agissent sur ce plan doit être égale à P. Traçons dans ce plan une circonférence de rayon p dont le centre soit sur l'aze des r, nous avons :
D'après (366), Rz possède en tous les points de la circonférence la même valeur, par conséquent la grandeur de la résultante des forces R^^ qui agissent sur une surface annulaire comprise entre les circonférences de rayon p et p + rfpest égale à :
6Gn 27rprfp.
L'intégrale de cette expression, prise entre les limites p=o et p = oo, doit être égale à P. Nous pouvons laisser de côté le signe — de la formule (366), qui exprime simplement que R^ est un effort de compression. Nous avons donc :
6Gnirz' / — ^-^=P;
l'intégrale est facile à calculer ; on a :
./oO>«+z»)î ^^ Jo 3z»
donc:
4Gn7r = P.
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Pour que celte relation soit identiquement satisfaite, il suffit de prendre
Si nous introduisons les valeurs des constantes /), y, n dans les expressions de Ç, ti, ^. celles-ci deviennent :
* 47rmG r(2 + r) "^ 4 jtG r» '
^ _ 2m-2pl , __P £\ 47rmG r irrG r»
Pour comparer ces résultats avec ceux fournis par Fexpé* rience,Ie mieux est de contrôler les valeurs de 2^ à la surface du corps, car ce sont évidemment les déformations du plan supérieur dans le sens de Taxe des z qui peuvent se mesurer le plus facilement. Pour z=o, nous avons, en tenant compte de
la relation :
Em
i(m+iy
Il résulte de cette formule que le plan considéré se transforme, dans la déformation, en un hyberboloïde de révolution. En particulier, il devrait en être ainsi avec le sol si celui-ci obéissait à la loi de Hookc. Nous avons déjà signalé à Tartiticle 74 les essais de Fauteur qui ne conGrment pas cette conclusion.
L'état élastique du corps est complètement déterminé par les relations (369). Il serait facile maintenant d'en tirer diverses conséquences au sujet de la répartition des actions moléculaires. Nous n'entrerons toutefois pas dans de plus longs calculs, et nous nous bornerons à signaler quelques résultats que le lecteur pourra établir lui-même sans diffi« culte.
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Il suffit d'étudier la répartition des actions moléculaires dans un plan quelconque passant par Taxe des z, car cette répartition est la même pour tous les autres. Considérons le plan yz par exemple, et menons un plan horizontal, z==const., qui coupe le premier suivant une horizontale. En tous les points de cette ligne, Szy=o (ce qui résulte du reslc de la symélrie). Soit T la résultante de R^ et S^o^pour la section horizontale ; celte force passe par Torigine et son intensité est donnée par la formule :
De plus, si Ton trace une circonférence de rayon quelconque, passant par l'origine et dont le centre se trouve sur Taxe des js, on démontre que T possède la même valeur en tous les points de la circonférence et varie en raison inverse du carré du rayon de celle-ci. Ces indications permettent de se faire une idée relativement claire de la répartition des actions moléculaires.
fie. Théorie de Hertz* — La théorie de Hertz se meut sensiblement dans les mêmes voies que celle de Boussinesq, elle demande toutefois des calculs plus longs ; c'est pourquoi nous avons préféré traiter la théorie de Boussinesq d'une façon plus détaillée, tandis que nous ne ferons qu'indiquer les grands traits de la théorie de Hertz. Pour une étude plus approfondie de la question, nous renverrons le lecteur soit au mémoire original de Hertz, soit à l'ouvrage de Love : Treatise onthe theory of Elasticily ^ 2 vol., Cambridge, 1892-93.
Hertz détermine aussi un système de valeurs Ç, t^, Ç qui satisfait les équations générales et les conditions à la limite. Il considère deux corps dont les surfaces ont des courbures quelconques et les suppose pressés Tun contre l'autre avec une force donnée. Il admet toutefois que la surface de contact créée par déformation est de dimensions très petites comparalivement aux rayons de courbures des surfaces. Tandis que
la théorie de Boussinesq cesse d'être valable dans le voisinage du point d'application de la force, la théorie d'Hertz rend compte au contraire des phénomènes à l'intérieur de la surface de contact des doux corps et dans le voisinage immédiat de celle-ci. Par contre, pour les points situés à des distances finies, elle cesse d^être applicable.
On trouve que la surface de contact est toujours limitée par une ellipse, qui, dans quelques cas spéciaux devient un cercle.
Les expressions pour Ç, r^, !^sont plus compliquées que dans la théorie de Boussinesq. Nous pouvons résumer la marche du problème de la façon suivante : on considère l'équation (297) :
On sait, par la théorie du potentiel, que la force v émanant de masses distribuées d'une façon quelconque sur une surface^ et dont l'intensité varie en raison inverse du carré de la distance, satisfait à l'équation ci-dessus en tous les points de l'espace, sauf à l'intérieur de la surface. Ainsi, si Ton suppose la surface de contact des deux corps couverte de masses attractives (par exemple de masses électriques) réparties selon une loi de densité déterminée, et si l'on prend en chaque point du corps les déplacements élastiques proportionnels à la force attractive émanant de ces masses, on obtient un système possible de valeurs Ç, r^, s- Celui-ci ne satisfait toutefois pas les conditions aux limites. Par contre, il est possible de former, à Taide du potentiel de ces masses, d'autres fonctions qui satisfont les équations générales et certaines des conditions à la limite, de sorte qu^après quelques essais, on peut arriver à la vraie solution. C'est le chemin que parait avoir suivi Hertz dans ses recherches.
Soit V le potentiel des masses réparties sur la surface de contact ; si nous formons la fonction II définie par la relation suivante :
U = azy + b£Ydz, (372)
il est facile de reconnaître que le système de valeurs
p dn
î = g + cV.
satisfait aux équations fondamentales, à la condition que les constantes a, d, c remplissent la relation :
Il reste à vérifier les conditions aux limites. Les actions moléculaires tangentielles doivent être nulles àlasurfacedes corps. Si Ton forme Sxf et S^y, on voit que cette condition est remplie si :
Après quelques transformations, et en remplaçant 6 et c en fonction de a à Taide des équations (374) et (375), on trouve pour Rji :
\ dz^ dzj
A la surface des corps, c'est-à-dire pour j5=o, cette expression se réduit à :
R,^o=-2GaÇ- (377)
az
Cette quantité s'annule partout, sauf à Tintérieur de la surface de contact. On voit maintenant la raison pour laquelle nous avons supposé que les masses dont nous avons pris le potentiel sont réparties seulement à l'intérieur de cette surface.
Telle est, dans ses grands traits, la théorie de Hertz. Nata<f-
rellement, il faut considérer les deux corps ; d'où résalle encore quelques conditions aux limites, dans Texposé desquelles nous n'entrerons pas.
Les résultats les plus importants auxquels Hertz est arrivé sont les suivants. Supposons que, lorsque les corps sont à leur état initial, c'est-à-dire qu'ils ont un point de contact commun, on détermine dans le voisinage immédiat de ce dernier ie lieu des points des deux surfaces qui sont distants, dans le sens de Taxe des z, d'une quantité constante très petite e. La projection du lieu géométrique de ces points sur le plan tangent commun aux deux surfaces est une ellipse (théorie de rindicalrice). Hertz trouve que la surface de contact est aussi limitée par une ellipse dont les axes coïncident avec ceux de la précédente ; par contre le rapport des axes entre eux n'est pas le même. Il trouve pour les demi-axes a et 6 de l'ellipse de contact :
+/>iî+Pii+/>jj)
Les coefficients numériques jjl et v ne dépendent que du rapport des axes de l'ellipse e = const. Hertz en donne une table. Si l'ellipse e = constante dégénère encercle, jjl=v = 1, la surface de contact est aussi limitée par une circonférence. Dans la formule précédente, P désigne la force avec laquelle les deux corps sont pressés l'un contre l'autre ; 6| et 6, sont deux constantes se rapportant chacune à l'un des corps et dépendant des propriétés élastiques de la matière. Etant donné nos notations, nous avons :
4 (m« ■- 1) _ 2 (w - 1) ~ m»E ~ mG
Enfin, les quantités p représentent les 4 courbures principales des deux corps à l'état initial (ce sont donc les valeurs réciproques des rayons de courbure principaux).
La répartition des actions moléculaires Rz sur la surface de contact est donnée par la formule :
inab V a* b*
A la périphérie R- = o ; sur le reste de la surface, R^ varie comme l'ordonnée d'un ellipsoïde construit sur la surface de contact. Rz atteint sa plus grande valeur au centre de cette dernière. Cette valeur maximum est égale à 1 4/2 la valeur moyenne pour la surface entière.
Dans le cas particulier d'une surface de contact circulaire, on trouve pour la valeur maximum Ro de Rr :
« et, pourle rapprochement a qu'éprouvent les deux corps parle
fait de leur aplatissement :
Le diamètre 2a de la surface de contact crott proportionnellement à la troisième racine de P, ainsi que Rz ; a varie proportionnellement à la puissance 2/3 de P.
En particulier, pour deux sphères de même matière, de rayons r^et r„ on trouve, si Ton remplace 8 parla valeur indiquée plus haut et si Ton prend m = — :
Le signe — dans la formule ci-dessus correspond au cas où l'une des sphères serait creuse. De plus :
R<, =0,388 Y/pE*rîi±iiT, (383)
°' = *'23y'LtLiL.. (384)
Un autre cas intéressant est celui d'une sphère de rayon r et dune plaque; on le déduit du précédent en faisant croître indéfiniment le rayon de Tune des sphères. Il vient :
PE
(385) Ro=0,338t/— , (386)
Pour deux cylindres de même rayon^ croisés à angle droit y on trouve-:
Ro= 0,388%/^'. (388)
Ca^ de deux cylindres de rayon r^ et r, qui se touchent suivant une génératrice. Il faut admettre les cylindres infiniment longs, l'un des demi-axes de Tellipse de contact devient infini et Tautre prend la valeur :
a=^,^2i/tJJrL^
(389) on trouve aussi :
Ro= 0,418 i/p'
E !l±Iî. (390)
Nous remarquons expressément que, dans ce cas, les racines sont des racines carrées. P' désigne la pression par unité de longueur ; c'est donc une quantité de la dimension
— ^.Si Ton remplace l'un des cylindres par une plaque, on
Cm •
Irouve :
«=1.52^/^", Ro= 0,418 i/^.
Pour que les formules soient applicables^ il faut supposer l'épaisseur de la plaque assez grande pour que les actions moculaires se répartissent sensiblement comme si Tépaisseor était infinie.
119. De la dureté des eorps, de «elle des mélaox en particulier. — La nolion de dureté existe à côté des autres propriétés élastiques sans aucun lien avec celles-ci. Il en était du moins ainsi avaut les expériences faites par Hertz sur ce sujet. Les minéralogistes déterminent la dureté des corps selon la plus ou moins grande aptitude de ceux-ci à rayer le verre^ ils ont ainsi établi une échelle dans laquelle les différents degrés de dureté sont désignés par des numéros d'ordre. Lorsqu'il s'agit de métaux, on entend plus spécialement par dureté la résistance plus ou moins grande que l'on rencontre lorsqu'on travaille la matière avec des outils tranchants sur le tour, la raboteuse, etc. Pour l'acier, on se contente souvent de la définir par l'indication de la teneur en substances (carbone, manganèse chrome, etc.) qui exercent une influence sur la dureté.
Hertz a cherché à remédier à cette incertitude dans la définition de la dureté. Il part du fait que celle-ci est une propriété élastique de la matière qui entre en jeu lorsque deux corps de même matière ou de matières différentes sont pressés l'un contre l'autre. Si la pression est suffisante pour que le contact laisse une empreinte durable, il se produit à la surface des corps une détérioration quelconque si l'on meut l'un des corps par rapport à l'autre. Pour pouvoir définir la dureté en partant de ce point de vue, il faut naturellement connaître les pro«> priétés de l'état élastique créé dans les deux corps par suite de leur contact. G^est ce qui a conduit Hertz à établir la théorie que nous venons d'exposer.
Afin d'obtenir une mesure absolue de la dureté, Hertz a proposé de comparer chaque matière avec elle-même, c'est-àdire d'étudier la compression de deux solides de même ma-
lîère. Il propose de plus de choisir la forme des éprouvettes, de façoD que la surface de contact soit un cercle et d^augmenter insensiblement la force avec laquelle les deux corps sont comprimés Tun contre l'autre jusqu'à ce que Ton atteigne la limite à partir de laquelle les déformations plastiques commencent à se produire. Comme mesure absolue de la dureté, on prendrait la valeur maxima Ro des actions moléculaires Rz au centre de la surface de contact, qui correspond à celte charge limite.
Hertz n'a vérifié sa méthode que pour le verre. Plus tard, Âuerbach Ta employée pour divers minéraux.et diverses sorles de verre. En général, les expériences ont confirmé la théorie ; par contre elles ont mis au jour un fait inattendu : Tinfluence des dimensions absolues des corps sur les résultats. Il se produit un phénomène qui peut se comparer aux phénomènes de capillarité dans les liquides. En effet, si Ton n'admettait pas Texistence de ce fait, on ne pourrait expliquer Tinfluence des dimensions absolues du corps, à supposer toujours que Ton puisse faire abstraction de son poids propre : il suffirait de supposer les dimensions de chaque élément de volume doublées et de multiplier par 2 les Ç, t), 2^, tout en laissant les composantes des actions moléculaires invariables, pour obtenir une solution remplissant les mêmes conditions aux limites que la première. Par conséquent, comme il n^existe pas d'erreur dans la théorie de Hertz, on est forcé d'admettre que les couches extérieures d'un solide, c'est-à-dire précisément celles qui jouent un rftle important pour la dureté, se comportent autrement que les couches intérieures. Ce fait n'a rien d'étonnant en lui-même : on sait depuis longtemps qu^il en est ainsi pour les liquides. Le phénomène est beaucoup moins marqué dans les corps solides, de sorte qu'il avait échappé à l'observation.
Dans le cas de matières cassantes, telles que le verre, il est facile de déterminer la dureté selon la définition de Hertz, car les déformations plastiques qui se produisent consistent en
une fissure dont il est facile de déterminer Tapparition. Pour les métaux, il est plus difficile d'employer la méthode, car on manque de critérium certain pour l'apparition des déformations plastiques.
De nombreuses expériences entreprises par Tauteur et continuées par un de ses élèves, M. Schwerd, avec différentes sortes de fer et d*acier, ont permis de créer une méthode de détermination de la dureté qui parait répondre d'une manière satisfaisante au but que Ton s'est proposé. On forme avec le métal à essayer deux demi-cylindres soigneusement polis de 20 mm. de rayon. Ces deux solides sont placés en croix l'un sur l'autre, de sorte qu'à l'état initial le contact a lieu en un point des surfaces cylindriques. On soumet ensuite ces solides à une certaine pression, et Ton observe le rayon de la surface de contact qui se forme par suite de la déformation. Pour faciliter la mesure du rayon de cette surface, on recouvre les éprouvettes de noir de fumée. On fait croître insensi-^ blement la force de compression jusqu'à ce que le diamètre de la surface de contact atteigne 3 ou 4 mm. On constate que, pour les diamètres supérieurs à 1 1/2 — 2 mm., Taire des surfaces de contact est sensiblement proportionnelle aux forces de compression correspondantes. Ce résultat est en désaccord apparent avec les formules de l'article précédent ; il faut songer toutefois que celles-ci ne sont applicables qu'aux déformations élastiques, tandis que nous avons ici des déformations plastiques. Si l'on divise la force de compression par Taire de la surface de contact correspondante, exprimée en mm* par exemple, on obtient, en répétant l'opération pour des forces d'intensités différentes, une série de chiffres qui varient fort peu les uns des autres ; en en prenant la moyenne, on obtient une valeur qui peut servir de mesure pour la dureté du métal.
L'influence des dimensions des éprouvettes se fait également sentir; par exemple, pour une même sorte de bronze, on a trouvé, pour la dureté, les chiffres suivants: 94,77,63 kg.
par mm', suivant que les rayons des éprouvettes étaient 10, 20 ou 40 mm.
Il est donc absolument nécessaire d^employer dans les essais des éprouvettes de rayon normal de 20 mm., afin d^ob^ tenir des résultats comparables entre eux. A la rigueur, on peut rapporter les chiffres obtenus au rayon normal, si Ton remarque que la dureté apparente varie sensiblement en raison inverse de la racine cubique du rayon des éprouvettes.
Des essais faits selon le même procédé avec des billes d^acier coulé ont montré que la dureté apparente varie aussi en raison inverse de la racine cubique du rayon des spbères. Ces e^Ypériences ont prouvé de plus que la dureté apparente de la même matière, lorsqu'elle est sous forme de bille, est plus grande que lorsqu'elle est mise sous forme cylindrique.
Pour des sphères et des cylindres de rayons égaux, il faut multiplier les chiffres correspondant à la première forme par 2/3 environ, pour obtenir ceux qui correspondent à la seconde.
DE TERRE MEUBLE
tl9. Calenl de» aetionii moléealaires. — Notre inten* tion n'est pas d'établir ici une théorie complète de la poussée des. terres, nous désirons seulement donner un résumé de la question, en nous servant des résultats qui précèdent.
Nous avons déjà indiqué que le terrain est susceptible de subir des déformations élastiques ; toutefois, ce n'est pas ces dernières que nous voulons étudier.
Considérons une couche de sable répandue sur le sol, ayant partout la même épaisseur et couvrant une étendue illimitée,
et déterminons Tétai élastique régnant en un point quelconque de celle masse. Le point considéré doit toutefois être assez loin des bords, pour que Ton puisse admettre que l'influence de ces derniers est nulle.
Dans ces conditions, il est évident que l'état élastique qui règne aux points correspondants d^une série de verticales tracées à travers la couche de sable est le même partout. Prenons une de ces verticales^ dirigée de haut en bas, comme ase des z, nous pouvons indiquer immédiatement la valeur de Rx. Supposons un prisme de base dF et de hauteur z, nous devons avoir :
R, rfF = yzdF, (393)
Y étant le poids spécifique^ du sable. La composante verticale de l'action moléculaire qui agit en un point donné est donc de même grandeur que dans un liquite de densité y. Dans le sens horizontal, il est évident que les actions moléculairea doivent être les mêmes dans toutes les directions. L'ellipsoïde des actions moléculaires est, par suite, de révolution autour de Taxe des z. Donc :
Rac = Ry .
L'état élastique considéré ne diffère de celui qui règne à l'intérieur d'un liquide qu'en ce que Rx=Ry ne sont pas égaux à Rz' H nous faut précisément chercher le rapport entre les actions moléculaires horizontales et l'action moléculaire principale verticale. Il est évident que ce rapport dépend des propriétés physiques de la matière. Si les grains de sable n^exerçaient aucun frottement les uns sur les autres^ la masse totale se comporterait comme un liquide, et le rapport cherché serait égal k 1. L'intensité des actions moléculaires horizontales dépendra donc de la grandeur du frottement.
Nous définirons la grandeur du frottement à Paide de l'angle de frottement que nous pouvons appeler aussi ici angle d'éboulemeut, car sur les bords le sable prend de lui-même
celte inclinaison. Si Ton essayait de donner aux bords du tas de sable une pente plus forte, ceux-ci s'écrouleraient. D'après la théorie du frottement^ ce fait se produit lorsque Tangle entre la normale à la pente et la verticale est plus grand que Fangle de frottement. Donc, celui-ci est bien égal à l'angle d'éboulement. Soit cp cet angle ; considérons à Pintérieur de la masse un prisme horizontal de longueur égale à Tunilé, et dont la base est formée par un triangle rectangle infiniment petit. Supposons les arêtes du prisme parallèles à Taxe des y, soient dx et dz les côtés du triangle de base, ^ Tangle formé par rhypolénuse avec Tborizontale (abstraction faite des lettres qui sont ici un peu différentes, nous pouvons nous servir de la figure 7). Pour établir les conditions d'équilibre de ce prisme, nous utilisons direciement les résultats de l'article 11. Nous avons ici, en vertu des équations (9), et en remarquant que S=(?:
S'=^îZl' 85n 2f
Soit ^ Tangle formé par Faction moléculaire dont les composantes sont R' et S' avec Tbypoténuse, nous trouvons :
_S^ (Rg - Rjg) sin %^
^^~R'~Rx+Ry+(R5— R«)cos2ip'
ce qui peut s'écrire, en développant sin 2if et cos 2^ et en opérant les réductions :
II nous importe surtout de connaître la valeur maximum y/ de Tangle ^^. Nous trouvons cette valeur en égalant à zéro la dérivée de tg ^^ par rapport à ^. Gomme ^ ne figure dans l'expression que sous la forme tg ({/, il revient au même de dériver par rapport à cette quantité. Nous obtenons :
d^où résulte Téquation :
R^ — Rx tg'f = o, et par soite :
Le double signe indique que le maximum ou le minimum, en tous cas la plus grande valeur absolue de y^\ se produit pour deux directions symétriques, ce qui, du reste, était à prévoir.
Si nous ne tenons compte que de la valeur absolue, nous trouvons^ en substituant (396) dans (395) :
^'ne peut être plus grand que Tangle de frottement, sans cela il se produirait un glissement du terrain le long des sections de direction y. Cesi pourquoi Ton nomme ces dernières surfaces de glissement» Il est certain, par exemple, que le tassement qui s^opëre dans une masse de terre fraîchement re~ muée se produit par une série de glissements de ce genre. Nous avons à envisager Télat limite dans lequel il y a encore équilibre. La grandeur de Tintensité moléculaire horizontale Rx qui correspond à cet état limite, s'appelle Isl poussée active du terrain. Nons la désignerons par R x- Si la masse considérée a été soumise à une compression préalable, ou si elle est tassée, R« peut prendre deé valeurs plus grandes que R^. Lorsque Inaction des forces extérieures cesse, Rz doit se réduire immédiatement à des valeurs plus faibles. Il n'en est pas nécessairement de même pour Rj. : il peut même se faire que Rx conserve, par suite de Tinflueuce des charges appliquées avant, une valeur plus grande que R;;. Toutefois, le rapport entre Rxet Rjs ne peut pas dépasser, dans ce cas non plus, la valeur
qui correspondrait à un glissement à i*intérieur de la masse. La plus grande valeur de Rx compatible avec Rz est désignée sous le nom de poussée passive des terres. Nous la représenterons par R"a?.
Déterminons la valeur de la poussée active R x, c'est-à-dire de la plus petite valeur des actions moléculaires dans le sens horizontal qui soit compatible avec Télat d'équilibre. Â cet effet, nous faisons tg '/==^& ? ^'^^^ ^^ formule (397), et nous
Ro;
résolvons par rapport à -r-' Posons pour abréger :
lg?=A /, désignant le coefficient de frottement ; nous obtenons :
^^ = 2/«+i zfc 2/ v//^ + 1 . (398)
Pour obtenir la poussée active, nous devons prendre la racine avec le signe — ; le signe H- correspond à la poussée passive.
Si Ton prend, par exemple, ^ =35% c'est-à-dire/ =0,70, valeur correspondant à celle observée pour le sable, on trouve :
Kx est donc environ égal à un quart de R^ ; c'est là une valeur approximative dont on fait souvent usage dans lesapplicalions.
On peut interpréter la formule que nous venons d'établir dans un autre sens. Si Ton substitue dans (397) la valeur de
?f prise de (396), on obtient, si l'on fait y '= <p,
Or,pourlapousséeaclive, K^ < R^^lg ^' est par conséquent, en verlu de (396), plus grand que Tunité, 2^' est donc on
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angle obtus, et par saite Tangle de frottement an angle aiga . La relation (399) donne :
2f ~-t-^ouf =j + ^. (400)
De là résulte une règle très simple pour la construction des surface de glissement. Celles-ci font avec Thorizontale ou en général avec la direction de faction principale minimum un angle égal à 45"* +le demi-angle de frottement.
t !•. Applieation des eonsidérations précédentes ma caleul de la poussée des terres contre les mura de aoncènement. — Supposons que nous menions un plan vertical à travers la masse de terre considérée et que nous enlevions toute la partie située d'un côté de ce plan pour la remplacer par un mur. Si ce dernier n*existait pas, la masse glisserait jusqu'à ce que se soit formé un talus d'une inclinaison égale à Tangle d'éboulement. Le mur empêche ce mouvement de la masse, il est donc soumis à une certaine poussée, quenons voulons déterminer.
Â première vue, il semble que l'on peut poser, en un point donné, cetle force égale à l'action moléculaire R^j. qui régnait en ce point avant que Ton ait enlevé une partie de la masse ; on pourrait dire à l'appui de cette supposition qu'il doit être indifférent, pour la partie restante, d^èlre maintenue en équilibre par le mur ou par le reste de la masse. Ce raisonnement n^est cependant pas absolument exact : tant que Tune des parties delà masse est soutenue par l'autre, il faut, par raison de symétrie, que Bot soit une action moléculaire principale ; par contre, lorsque l'une des parties est remplacée par le mur, la symétrie est absolument détruite. Il peut très bien se faire que la terre exerce nonseulement un effort normal R« sur le mur, mais aussi un effort tangentiel S. Si l'on tient compte du fait que le mur cède inévitablement^ et effectue sous l'influence de la charge une rotation autour d'un axe horizontal, on arrive même à conclure que la composante S peut atteindre une valeur égale
au produit de Reparle coefficient de frottement. C'est un point de la théorie de la poussée des terres sur lequel il a déjà élé beaucoup discuté et qui ne sera jamais élucidé définitivement que par des essais.
Si la surface du mur qui se trouve en contact avec la terre était absolument polie, de sorle que Ton fût certain qu'ail n'existe aucune force de frottement entre le mur et la masse, on pourrait employer sans hésitation les formules de l'article précédent ; il serait en effet indifférent que la partie de la masse de terre considérée fût soutenue par le reste ou par un mur. Ces conditions n'étant pas remplies, il y a lieu d'être prudent dans les applications des formules précédentes au cas actuel.
Nous pouvons aussi supposer lamasse déterre (nous admet* ions toujours implicitement que celle-ci est limitée par un plan horizontal) soutenue par un mur dont la face postérieure est dirigée suivant une surface de glissement du terrain. 11 suffit
pourcela quecette face forme un angle de 7 + ^ avec l'horizon-
taie, c'est-à-dire par exemple un angle de 60^30', si (p = 35®. Un cas semblable nese présente pour ainsi dire jamais dans la pratique, toutefois s'il était réalisé, on pourrait dire avec plus de justesse que dans le cas précédent, que le mur remplace l'effet de la terre enlevée. Car, en effet, dans les petites déformations que subirait le mur, la surface de séparation entre celui-ci et la masse de terre jouerait le même rôle qu^une surface de glissement.Nous pourrions donc admettre commegrandeur de la poussée du terrain la valeur de l'action moléculaire que nous avons calculée pour une surface de glissement. Cette action moléculaire est dirigée dans le sens de l'autre surface de glissement, car l'angle que forment deux surfaces de glissement est égal à- — cp ou--+- ©, comme le montre la formule
(400). Les composan te R'etSMecetteaction moléculaire peuvent être déterminées à l'aide de (394)^ eny exprimant R^ en fonction de R^ à l'aide de (398) et en faisant ^ = 'y. Pour y, on prendrait la valeur donnée par (400).
Il est enfin encore un autre cas auquel on peut appliquer immédiatement les formules trouvées pour Tétat élastique à Tintérieur d'une masse de terre illimitée^ c'est celui dans lequel le terrain considéré est limité, à la partie supérieure, par un plan incliné de o sur Thorizonlale. On connaît alors immédiatement Tune des surfaces de glissement pour chaque point de la masse : elle est parallèle à ce plan. L'autre, qui forme
avec la première un angle r — ç, est par conséquent verti-
cale» Les directions des actions moléculaires principales sont aussi connues, elles coïncident avec les bissectrices de Tangle formé par les surfaces de glissement.
Si Ton suppose que la. masse de terre considérée s'appuie contre un mur de soutènement vertical, rien n'est changé à Télat élastique de la masse illimitée, puisque la surface de séparation est une surface de glissement. En raison de la symétrie de l'état élastique, les actions moléculaires sont égales sur les deux surfaces de glissement. D'autre part^ nous pouvons facilement calculer la valeur des actions moléculaires sur celle de ces surfaces qui est parallèle au plan limitant le corps : elle est égale au poids de la terre située au-dessus de la surface considérée. Pour un élément (/F, située à la profondeur s (dans le sens de la verticale) ce poids est égal à
yzdF cos <p ;
la pression sur l'unité de surface de la face interne du mûr, à une distance verticale z du plan supérieur, est par suite :
Y z cos o ;
elle est dirigée parallèlement à la pente naturelle et forme en conséquence l'angle ç avecThorizontale.
Méthode graphique de Mobr pour la détermination du moment d'inertie d'une surface plane.
Nous supposerons d'abord que Taxe XX' par rapport auquel le moment d'inertie doit être formé, passe par le centre de gravité de la surface; s'il n'en était pas ainsi, on trouverait facilement, à Taide delà relation (Si), page 85, le moment d'inertie relatif à un axe parallèle à XX'. Décomposons la surface considérée en un certain nombre de bandes par des droites parallèles à XX', en ayant soin de mener ces dernières à des distances assez rapprochées pour que les aires qu'elles délimitent puissent être assimilées à des rectangles, des trapèzes ou des triangles. Soient i le nombre des bandes ainsi formées, f^
/i, /a ,/i leurs aires, 5,, 5,, 5„...^| leurs centres de gravité ;
^D^flf ^3 t^< la distance de ces derniers à l'axe XX' :X' (dans
la figure t =7). Le moment d'inerlie de la surface considérée F est égal à la somme des moments des aires partielles ;or le moment d'inertie de Tune quelconque de celles-ci, fk, est :
où ïk désigne le moment d'inertie de A par rapport à un axe parallèle à XX' passant par Sk, Nous avons donc :
Si les surfaces / ont été choisies suffisamment petites, les moments U sont des quantités très petites comparativement
ut
NOTES
aux produits /^ a\, de sorte que nous pouvons poser avec une approximation tout à fait suffisante pour les applications :
1= 2 AaV
Supposons maintenant que l'on applique au centre de gra* vite de chacune des aires partielles considérées une force égale à Taire correspondante et parallèle à Taxe XX', et construisons le polygone funiculaire de ces forces, en ayant soin
de prendre la distance polaire H égale à — = - et de placer le
pôle G symétriquement par rapport aux extrémités AB de la ligne des forces. La résultante des forces passe, comme on sait, par le point d^intersection C des côtés extrêmes du polygone funiculaire ; de plus, dans le cas présent où les forces sont égales en grandeur aux aires des surfaces /, cette résultante passe par le centre de gravité S de la surface : elle coïncide par conséquent avec Taxe XX'. Si donc S et par suite la position de XX' n'étaient pas déterminés préalablement^ nous pourrions Tobtenir par cette construction.
Fig. i.
Considérons maintenant Taire comprise entre les côtés extrêmes du polygone funiculaire et la ligne brisée A'B', et décomposons-la en triangles^ en prolongeant les côtés du poly*
gone jusqu'à l'axe XX^ Soit par exemple y^ la base du triangle formé par les côtés 0' et i' ; ce triangle est semblable au triangle Ây i, C, du polygone des forces ; nous pouvons par suite écrire la proportion suivanteentre leurs hauteurs et leurs bases :
ai_yi
ou, en tenant compte de la valeur choisie pour H :
«1 Vx
En considérant les triangles formés par les autres côtés du polygone et en procédant de même, nous pouvons établir la série suivante de relations :
Multiplions chacune de ces égalités par la valeur de a correspondante, il vient :
En additionnant membre à membre, noas trouvons :
S aV* = F 2 î^.
Le membre de gauche est le moment d*inertie cherché (formule y) ; d'autre part, on reconnaît que la somme qui figure dans le membre de droite n'est autre chose que Taire
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de la surface A'B'C ; en effet, chacun dos termes de cette somme est Taire d'un des triangles composant la surface A'BX'. Sôit F' cette aire, nous pouvons écrire :
I = FF. (S
Ainsi, le moment d'inertie de la surface donnée est égal au produit de Taire de celle-ci par Taire de la surface déterminée par le polygone funiculaire construit selon la règle que nous venons d'exposer.
Il est facile de nous rendre compte maintenant de la grandeur de Terreur commise en négligeant les termes U dans la forniule (3). Si nous supposons la surface F décomposée en bandes infiniment petites, les termes Ik tendent vers zéro ; d*autre part, le nombre des côtés du polygone funiculaire croît indéfiniment, de sorte que ce dernier tend vers la courbe enveloppe du polygone que nous avons tracé. L'erreur commise est donc égale au produit de la surface F par Taire comprise entre le polygone et la courbe qui l'enveloppe.
Le moment d'inertie de la surface F par rapport à un axe ZZ' parallèle à XX' et situé à une dislance d est (formule S4) :
r=i+Frf«,
ou, en tenant compte de (S),
r=F(F'-Hrf*).
Or, dans le triangle CDD', Tangle en C est droit par suite de la valeur choisie pour H ; doncDD' = 2(1 et par suite :
aire CDD' = rf^
Si nous désignons par F'' Taire de ce triangle, nous pouvons écrire :
Construction graphique de la ligne élastique des prismes
travaillant à la flexion.
i . Théorème de Mohr. — Considérons Tétat d'équilibre d*un fil flexible, mais inextensible^ soumis à Taclion de forces continues et parallèles entre elles (nous les admettrons verticales). Si nous supposons le fil solidifié et transformé en un solide de forme invariable, rien n*est changé, puisque le fil se trouve en équilibre ; par contre, nous pouvons appliquer toutes les lois de la Mécanique. Sous Tinfluence des forces extérieures, il se développe en chaque point à l'intérieur du fil une certaine tension ; si nous coupons le fil en un point, il faut, pour ne rien changer, appliquer en ce point une force extérieure égale à la tension du fil. Considérons la partie ÂB du fil comprise entre son point le plus bas et un point quelconque B (fig. i), page 446, soit H la tension agissant en A, et S celle qui règne en B. Ces deux forces font équilibre aux charges qui agissent sur le fil ; si nous désignons par T la résultante de ces dernières, par Y la composante verticale de S et par R sa composante horizontale, nous avons les relations :
Nous pouvons donc énoncer les deux propositions suivantes :
i' La composante horizontale de la tension régnant en un point quelconque du fil est égale à la tension agissant au point le plus bas.
2° La composante verticale de la tension en un point queU conque est égale à la résultante des fonscs extérieures agissant sur le fil entre le point le plus bas et le point considéré.
NOTES
Soit al'angle compris eDlre& et rhorizonlale :
Si nous rapportons la courbe à un système d'axes xoy^ dont Taxe des ârsoithorizontal, nous pouvons écrire:
dx H*
Soit /> rintensité de la force
continue rapportée à runité de
longueur d*arc ; la force qui agit
sur l'élément ds du fil est pds. Au lieu de rapporter la force/»
à Félément d'arc, nous pouvons la rapportera la projection dx
de d$ sur Taxe des a:, il suffit de poser :
p ds =p'dx ;
il est évident que si p est une fonction continue^ p' le sera aussi. Si nous portons en chaque point les valeurs de p' en ordonnées sur les valeurs de or correspondantes, nous obtenons une certaine courbe abj que nous désignerons dans la suite sous le nom de courbe de charge du fil. Nous avons évidemment :
T=/;pW.;
on voit donc que T est égal à Taire aa' bb\ (a) peut s'écrire :
dx
d*où, en différenciant :
d'y _p^ do^ H
Ja'
Nous avons Ironvé précédemment pour l'équatiou diffé lie de laligne élastique d'un prisme droit, l'expression :
(fy M .
rf;.' ÎË' voit que, si nous faisons, dans p, ;?'=M et H^IE, ux équations sont identiques (t). Nous pouvons donc ér r le théorème suivant :
La ligne élastique d'un pi-isme droit peut être envisc nme P état d équilibre d'un fil dont la charge serait enc e point égale au moment fléchissant agissant sur leprisn^ ni la longueur serait telle que la tension atteindrait aupi plus bas la valeur lE.
Nous avons déjà remarqué à Tart. 52 que l'on pouvait ( uire une courbe des moments en portant les valeurs di ordoQuées sur les valeurs de x correspondantes. Nous p as par suite modifier la première partie de l'énoncé ci-< ( et dire aussi que la ligne élastique est l'état d'équili in fil dont la courbe de charge coïncide avec la courbe iments du prisme.
Le théorème que nous venons d'établir a été énoncé d'ab ! Mohr ; il permet de calculerfacitemenl les inflexions sul r un prisme soumis à des forces doonées, saas passer itégration de l'équation dilTérentielle de la ligne élastic
Appli«»ti«Bs da théorèaie de llebr. — l"exem
nsidérons un prisme de longueur /,soliicitéeasoa milieu e force unique P (fig. 2]. La surface des moments est triangle isocèle, dont la plus grande ordonnée est égal , comme on le vérifie Eacilemeat eu calculant la valeur
1) En r£alilé, nous avons trouvé :
igné —, étant dû simplement aux lijpothèses faites sur la directioi e d«s y, est sans importance.
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plus grand moment de flexion. Nous allons calculer la flèche/
du prisme en son milieu. A cet effet, nous envisageons la ligne élastique comme un fil. La branche A'' G* est en équilibre sous Faction des tensions régnant on A'' el C et de la résultante Y des forces agissant sur le fil. En vertu des théorèmes que nous venons de démontrer, la composante horizon* taie de S est égale à la tension lE régnant en C; de plus, sa composante verticale est égale à V. Enfln, cette dernière force est égale à Taire du triangle A' C D', donc :
V — ^ — = — • 4 4 iô '
elle agit au centre de gravité du triangle A' B' C, soit à une
distance - de C^. Le système de forces étant en équilibre,
Ja somme des moments, pris par rapport à un point quelconque, est nulle. Si nous prenons D'" comme pôle, nous aurons donc :
d'où, en tenant compte de la valeur de V :
comme nous avons trouvé précédemment (art. S2) (l).Il serait {{) Il n'est peut être pas superflu de remarquer que les forces que nous
facile de calculer rinflexion y en un point quelconque F'' , il suffirait d'envisager le segment F'' d et d'établir pour ce dernier les conditions d'équilibre. Le calcul devient toutefois un peu long.
2" exemple. — Supposons le prisme encastré aux deux extrémités et soumis à l'action d'une force continue d'intensité q par unité de longueur, et proposons-nous de calculer comme plus haut rinflexion /qu'éprouve le prisme en son milieu.
Il nous faut d'abord déterminer la grandeur du moment Mo qui règne dans les sections d'encastrement. Si le prisme reposait librement, le moment de flexion dans une section quelconque d'abscisse x serait :
et par suite la surface des moments serait limitée par une parabole A' C B'. En réalité, le moment M qui agit dans cette section est égal à
M' -~ Mo .
Dans la figure, l'influence de l'encastrement se traduit donc par un déplacement en A'' B'' de la ligne A' B' à partir de laquelle sont mesurées les ordonnées.
HJm^-^
Fig. 3
supposons agir sur le fil ne sont pas celles qui sollicitent le prisme. Ce sont au contraire les moments fléchissants qui produisent ces dernières que nous considérons et que nous traitons comme des forces.
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Les tangentes à la ligne élastique sont horizontales aux extrémités ; de plus, la ligne élastique est symétrique ; si donc nous formons l'intégrale :
doLf
dans laquelle da. désigne Tangle de contingence, c*est-à-dire Tangle compris entre deux tangentes infiniment voisines, il est certain que cette intégrale sera nulle. Nous avons les relations :
donc :
--. = - et 9 = 77 (formule 78), ds p 'M '
, Mds aa = ---lË
Si nous remplaçons de plus ds par dx^ ce qui est permis, étant donné la faible courbure de la ligne élastique, et si nous substituons dans l'intégrale ci-dessus, nous obtenons la relation :
nudx _
1 et Ë sont dés constantes par hypothèse ; il reste donc :
/ Mdx = 0.
Or, l'intégrale n'est pas autre chose que l'aire de la surface des moments. Pour que celte dernière soit nulle, comme l'exige la relation ci -dessus, il faut qu'elle se compose de parties additives et de parties soustractives qui se compensent. Cette condition va nous permettre de déterminer Mo. D'après ce qui précède, nous devons avoir, fig. 3 :
A'A'E = C'D*'E; ajoutons de chaque côté l'aire A'ED'D*, il vient :
rectangle A^A^D^'D' = segment parabolique A'C'D',
l % l ql^
d'où:
La surface des moments est ainsi complètement déterminée. Pour calculer/*, nous procédons exactement comme dans l'exemple précédent; nous égalons à zéro la somme des moments des différentes forces qui agissent sur la portion ac du fil, et nous tirons de cette relation la valeur de /. Pour éviter la peine de calculer les coordonnées du centre de gravité de la partie A' A^'E de la surface des moments, il suffit de considérer cette dernière^ ainsi que nous venons de le faire, comme composée d'une partie additive A'C'D'et d'une partie soustractive A'A^'D^D'. Les forces et leurs distances au point D', pris pour p61e, sont indiquées dans la figure 3 ; on a la relation :
d'où :
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Il est clair que, lorsque la ligne élastique présente une double couiibure comme dans le cas actuel, on ne peut plus logi- (juement l'assimiler & un fil, car, en certains points, la tension devrait être négative. On peut alors supposer le fil remplacé par un chapelet de sphères solides infiniment petites: chaque sphère subit des pressions de la précédente et de la suivante et l'équilibre subsiste.
Nous renonçons à donner ici d'autres exemples, la marche à suivre étant toujours la même.
s. Coastraetioii i^raphique de la lig^ne élastique. —
On démontre en mécanique que la courbe d'équilibre d'un fil flexible, sollicité par un système de forces continues, est une
NOTES
des courbes funiculaires de ce système. La ligne élastique doit donc èlre aussi une courbe funiculaire du système de forces représenté par la surface des moments du prisme considéré. Un système de forces possède une infinité de courbes funiculaires ; il nous faut par suite rechercher quelles sont les conditions à remplir pour obtenir la ligne élastique du prisme. Il faut d*abord que cette courbe passe par les points d'appui du prisme ; si celui-ci est encastré, il faut que les tangentes à la courbe funiculaire aient, aux points d*encastrement, la direction convenable (elles devront être horizontales si le prisme est encastré horizontalement). Ces conditions sont nécessaires, mais non pas suffisantes : en effets soit o (fig. 4) le pôle du polygone des forces qui correspond à une courbe funiculaire satisfaisant par hypothèse aux conditions précédentes, ou voit immédiatement qu'en déplaçant o le long de la parallèle oc à la ligne de fermeture, on obtient une infinité d'autres courbes funiculaires remplissant les conditions exigées. Cette remarque nous montre qu'il est nécessaire, pour obtenir la ligne élastique, d'employer dans la construction du polygone des forces une distance polaire bien déterminée, qu'il s'agit de calculer. Considérons à cet efiet l'arc A'C de la courbe funiculaire, C étant le point de contact de la tangente parallèle à la ligne de fermeture A'B'.
Fig.
Si nous envisageons cet arc comme la courbe d'équilibre d'un fil, nous voyons qu'il devrait y avoir équilibre entre la tension S agissant en A.', la tension S' régnant en C cl la résultante T des forces extérieures qui sollicitent Tare considéré. Il faut donc que ces trois forces forment un triangle fermé. On reconnaît immédiatement que ce triangle est le même que le triangle aco du polygone des forces ; en effet, ac, oay oc sont respectivement parallèles à T, S et S' , et de plus ûc = T. Donc ao et oc sont respectivement égaux à S et S'. Nous avons trouvé que la projection horizontale des tensions dans le til est constante et égale à la tension agissant au point le plus bas, par conséquent la distance polaire du polygone des forces doit être égale à cette dernière tension ; de plus, nous avons démontré que^ pour que le fil coïncide avec la ligne élastique, cette tension doit être égale à lE ; nous voyons donc que la distance polaire qu'il faut choisir pour obtenir la ligne élastique est égale à lE.
Cette condition, jointe aux précédentes, permet de construire la courbe cherchée. La construction n'est toutefois pas possible directement, car si la répartition des forces n'est pas symétrique^ et si les points d'appui ne sont pas à la même hauteur, on ne peut choisir de prime abord la position du pôle 0 par rapport à ai, de façon à remplir d'emblée toutes les conditions du problème. Dans ce cas, le plus généra^ qui puisse se présenter, on construit d'abord une courbe funiculaire en prenant un pôle quelconque o\ puis on détermine la courbe élastique en se servant de la propriété des courbes funiculaires d'un même système de forces extérieures d'être en affinité. On sait que les points correspondants de figures affines sont situés sur des droites parallèles entre elles, tandis que les droites correspondantes des figures se coupent sur un axe dit axe d^affinité. En utilisant ces propriétés, il est facile de construire la ligne élastique à l'aide de la courbe auxiliaire.
Le produit lE est en général très grand comparativement
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aux autres quantités du problème ; la distance polaire est, par suite, très grande. lien résulte une courbe funiculaire de très faible courbure, ce qui est nature), puisqu'elle représente la ligne élastique. Par contre, le tracé de Tépure devient difficile et peu exact. Il est donc désirable de construire les ordonnées de la ligne élastique à une beaucoup plus grande échelle que les abscisses, de façon à obtenir une figure plus facile à con* struire et aussi plus commode pour les applications. U est facile de satisfaire à cette condition, grâce à une propriété des courbes funiculaires relatives h un même système de forces : on démontre que le produit de Tordonnée y de la courbe funiculaire, mesurée à partir de la ligne de fermeiure, par la distance polaire, est une constante pour un point donné (la constante n'est autre chose que le moment de flexion des forces formé par rapport au point donné) (1). Si donc y et y' sont les ordonnées correspondantes de deux courbes funiculaires rela* lives à un même système, nous avons :
En parliculier, si nous faisons H = IE, y est l'ordonnée de la ligne élastique et nous avons :
Ainsi, si, au lieu d'employer une distance polaire égaie à lE, nous employons une distance polaire H', l'ordonnée ^ de
la courbe funiculaire obtenue est — fois plus grande que l'ordonnée réelle de la ligne élastique.
(i) La démonstration est facile à établir :
Considérons un système de forces parallèles agissant sur un prisme. Nous avons défini reffort tranchant agissant dans une section donnée, la dérivée du moment de flexion relatif à cette section ; il est facile de voir qu*il peut aussi être envisagé comme la résultante de toutes les forces extérieures (y compris la réaction de l'appui) agissant d'un même côté de la section considérée. Or, le moment de la résultante est égal à la somme des moments des composantes, de sorte que le moment de flexion n'est autre chose que le mo-
ment statique de l'effort traDchaot par rapport à la section cousidé sait, d'autre pari, que la résultante partielle de quelques forces d'un passe par te point d'intersection des calés du polygooe funiculaire q prennent ces forces ; par conséquent, l'effort tranchant doit passer | tersection de la ligne de fermeture du polygone avec le cûlé que coup tion considérée (ou avec la tangente à la courbe funiculaire). Consid^ triangles mnr et ocd (fig. 4) : ils sont semblables, car les cOlés coi daatssont parallèles deux à deux. On peut donc écrire ta proportioi
(cd) H' mais, en vertu de la nouvelle définition de V,
Or, Yx est par définition le moment de flexion qui considérée, nous avons donc bien :
BESUHE DES FORMULES LES PLUS IHPORT CONTENUES DANS L'OUVRIGE
CtéuéFalités buf les force* intèri ou aclions molécaloirOB.
H, action moléculaire, P, efTort d'exteDsion ou de compi sioD agissant sur la surface F.
'■ Si/J!, SjîJ Sji, Syi — Sj|/,
relatioDS entre moléculaires.
les composantes tangentielles des
acti
du
dx
équations exprimant les conditions d'équilibre d'un pars
lipipède intiniment petit de volume 4gal à l'unité ; X, Y,
composantes des forces d'inertie agissant sur ce solide.
Pfu! = Rar cos (nx) + S^i cos (ny) + Sjj, cos (tia), \
Pnv = Sx„ COS (nx) + Ry cos [ni/) + S^y cos (hî), {(
Pn* = Sa:.- COS (nx) + S„.- COS (wj) + U; cos (nz), )
conditions d'équilibre d'un tétraèdre; en particulier, si
solide est à la surface du corps, Pnx^ etc., sont les composai
des forces extérieures agissant sur la face dont la normale est n.
Si Ton suppose :
Rs = 0, Safs = 0, Sys = 0, (8)
on réalise un état élastique double ;
formule donnant Tinclinaison f des axes principaux de l'état élastique double avec l'axe des x.
Rdf + Ry . 1
1^' max. =
max.
min.
±iV^4S» + (R«,-R^)«,
R'max. et R'miD. actions moléculaires principales.
Rj? — R|/
tg2y =
équation pour déterminer Torientation des sections dans lesquelles les actions moléculaires tangentieiles atteignent leur plus grande valeur.
S' max. = It i . /4S* + (Vix - RyY min . ^ y
valeurs maxima et minima des actions moléculaires tangentieiles.
pac»
ÎT
Déformations élastique*. Travail des matériaux
. = g = xR.
laide Hooke, t dilatation, E coefficient d^élasticité longitudinale, X coefficient de souplesse directe.
AR
forme générale de la loi de l'élasticité.
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dR
dt r (R) R^ R
ces deux quantités sont prises comme définition du coefficient d'élasticité longcitudinale £ dans le cas des matériaux n'obéissant pas à la loi de Hooke. Une troisième définition résulte de la formule :
Page
Lr(R)JR=o Lah)Jr=o*
formvle de Schule, « et m constantes à déterminer talement.
E — Eo — (?R, formulé de Lang.
expérimen- (25)
ùidx = (^ ^dx— - Ra? dx,
Et
àdat R« '* ~ (te - E ' i R*
formules donnant les. valeurs des dilatations en fonction des actions moléculaires, m constante dépendant des propriétés de la matière.
e = «j? + ey + 1^, (31) 50
et dilatation cubique.
y distorsion subie par un angle droit, et corrélative d'une action moléculaire S.jS coefficient de souplesse transversale, G coefficient d'élasticité transversale.
relation entre les constantes 6, E et m.
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formules pour le calcul du travail élastique de comparaison dans le cas d'un état élastique double; Ri et Rn, actions moléculaires principales.
a = Ri - i (R„ + Ru.), (38) 59
même formule que ci-dessus pour l'état élastique^triple.
S' limite pratique de la résistance au glissement^ R' limite pratique du travail à Textension ou à la compression.
formule pour le calcul du travail élastique de comparaison dans le cas d'une superposition d'un travail au glissement simple h un état élastique linéaire.
A travail dedéfottnation produit par une force P', causant un allongement A/.
Jb = ^R. = |E«» = ^, (42) 62
Jb, travail spécifique de déformation dans le cas d'un état élaBtique simple ;
dans le cas d'un état élastique double,
Jb =1[^'^^^^^'^ - 1 (R^Ry+R^R.-+RyR^)]. (44) 63
dans le cas d'un état élastique triple, et :
Jb = is7 = lG7» = g, (45) 63
dans le cas du glissement simple.
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CHAPITIIE m VleKl«a des prismca ù axe reedilyne.
je répartitioB linéaire des actions moléculaires ; R et lia neités des actions moléculaires à des distances y et yo de e neutre.
R, = ïj„, (49)
nule pour la flexion des prismes, M moment de flexion, ornent d'inertie de la section transversale.
moment de résistance.
idition de validité de la formule (49); 4) y: moment d'inercomposée.
loment d'inertie par rapport à un axe passant par le cende gravité de la surface considérée, I** moment d'inertie ■nipportà un axe parallèle au premier, situé à une disce a du centre de gravité, F aire de la surface.
lo = ly cos'k + li sinV — *(,; sio 2», (55) *^ = kzJr sin 2a + I^, cos 2«, (56)
ment d'inertie et moment d'inertie composée pris par iport & un axe passant par le ceolre de gravité de la secn et faisant avec l'axe des y ud angle ».
■mule donnant la direction des axes principaux d'inertie.
rayon de gyration .
Me BËSUMË DES FORMULES LES PLD6 IMPI
(„' ~ („» COS'ft + t,' 6in*a.
I moment d'inertie polaire.
IT
formule pour calculer l'intensité R des actions lorsque le plan de flexion ne contient pas 1' principaux d'inertie ; en particulier, dans le c tion rectangulaire :
6Mc
c largeur de la projection horizontale du prism< du rectangle.
formule pour le calcul des actions moléculaires à l'intérieur d'un prisme travaillant à la Ûexi fluence d'une force parallèle & l'axe ; h et f , coo point d'application de P;y et z, coordonnées di mesurée R, a et b, rayons de gyration principal
uy
équation de l'axe neutre.
FA W
formule destinée à remplacer (65) lorsqu'on dimensions de la région centrale des sections tr W — ¥lc, généralisation de la définition du mon tance.
relation entre l'effort tranchant V et le moment de Qexion M.
-il:'
*yrfF, (74) 116
:, action moléculaire tangentielle k l'intérieur d'an prisme
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Pa|[6
travaillant à la flexion, b largeur de la section à la distance u de l'axe neutre. L'intégrale est le moment statique par rapport à l'axe neutre de la partie de la section située au delà de u :
ARrfF=Y / ydF = jT, (76) 423
P effort de cisaillement exercé sur un rivet, e distance entre deux rivets consécutifs, T moment statique relatif à Taxe neutre de la partie de la section transversale que le rivet relie à Pâme de la poutre.
d?=dx^, (77) 124
df angle que forment entre elles, dans le prisme déformé, deux sections transversales distantes initialement de df^; l'une de l'autre.
p rayon de courbure de \9l ligne élastique.
équation différentielle de la ligne élastique.
' ~ 384 IK "" 384 lE ' ^ ^ ^^'^
/flèche d^un prisme de longueur /, reposant librement aux extrémités et supportant une charge uniformément répartie, q par unité de longueur.
/ flèche d'un prisme sollicité en son milieu par une force unique concentrée P.
ydù!
du = xrfu'=— , (84) 131
du influence des actions moléculaires tangentielles sur Tinflexion du prisme^ x un coefficient dépendant de la forme des sections tansversales :
f llèche d'uD prisme de section carrée sollicité au miliei une force unique P, dans le cas où l'on tient compte de: lions moléculaires, h hauteur de la section.
Cnersie potentielle interne nn trnva do défaFmaiion.
ilA. énergie emmagasinée dans un prisme élémentaire de gueur dx, dans le cas de la flexion simple.
travail de déformation total d'un prisme travaillant QexiOD, calculé en tenant compte des actions molécul tangentielles.
A = ^SPy. (9!
travail des forces extérieures égal au travail de défo.
tion.
Foi-mnles de Cnstigliano, Pj l'une quelconque des forces extérieures agissant sur le corps, ^t déplacement élastique du point d'application de cette force, mesuré dans le sens de la ligne d'action de celle-ci. Si Pi est une force de liaison, on a :
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■jjf = o: (96) 165
formule qui exprime le théorème du travail de déformation minimum.
A = jP7rf = nP(A+^), (104) 173
chocs, h hauteur de chute de P. F = la force qui, croissant insensiblement, produirait la même déformation, fa flèche produite par P en tomhant, n un coefQcient plus petit que Tunité à déterminer expérimentalement.
théorème de Maxwell sur la réciprocité des déplacenients des forces extérieures.
CHAPITRE V Prismes à axe cnrTilifrne
formule donnant la variation du rayon de courbure du prisme sous l'influence du moment de flexion M.
Ady = -Jd5, (113) 487
variation de l'angle formé par les plans de deux sections transversales infiniment voisines.
d$ r + y df
formule donnant la loi de répartition des actions moléculaires
lorsqu'on admet Thypothèse des sections restant planes dans
la déformation ; r rayon de courbure de Taxe longitudinal*
autre expression pour R, oui' désigne une quantité difîérant peu, en général, de I :
r =fy*dF - l /y W + i /y*dF -
î- ds lE
Pa«e
H potissée horizontale d'un arc à deux articulations, M» moment de flexion que développeraient les forces extérieures à l^intérieur d*un prisme droit de même portée, reposant librement à ses extrémités, z ordonnée de l'axe longitudinal, ds élément d'arc. 11 n'est tenu compte dans la formule précédente que de Tinfluence des moments fléchissants.
fMhZds R=^ I (124) 194
expression de la poussée horizontale dans le cas où I et E sont constants.
poussée horizontale dans le cas d'une charge uniforme q par unité de longueur horizontale, h hauteur de Tare, / portée.
expression de la poussée horizontale dans laquelle il est tenu compte de Teflort normal, F aire des sections transversales.
f(^+nds
même formule que ci-dessus dans le cas où £, I et F sont constants, t rayon de gyration.
/Mz — ds, (125) 199
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A/ Taugmentation de portée d*un arc sous I*iDfluence d*un système de forces donné.
poussée horizontale de Tare causée par une variation de température, n produit du coefficient d& dilatation de la matière par la variation de température.
cette formule remplace la relation (96) lorsqu'on considère l'influence des variations de température.
R travail élastique maximum à Tintérieur d'un anneau de section rectangulaire, comprimé suivant un diamètre avec une force d'intensité P, ^ épaisseur radiale, / longueur de la section.
"-SO-ifc). «
expression de K, si Ton considère l'effort normal.
^d déformation élastique du diamètre perpendiculaire à la direction P.
Ay=M, (133) 2Ù
Af> angle dont il faut enrouler un ressort en spirale sur son axe pour que la force exercée par l'extrémité extérieure soit égale à P, p distance de cette extrémité à Taxe, / longueur du ressort.
A = \ MAy=, ^" , (134) 214
A énergie qui peut être emmagasinée dans le ressort.
valeur de A dans le cas d'un ressort de section rectangulaire, V volume du ressort, R valeur pratique du travail élastique.
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Prismes reposant sur une base compressible-
dV
V efTort tranchant, dx longueur d'un élément du prisme, p pression par unité de longueur exercée par le prisme sur la base.
El
daf
équation différentielle de la ligne élastique du prime ;
k une constante dépendant de la nature de la base.
y = c^e^ cos olx + Cjtf*-* sin «a? + C,«~«* cos tuc
+ C4^«^ sin «x, (442)
formule générale pour la ligne élastique du prisme. Pour la détermination des constantes d'intégration voir les formules (144) à (148).
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CHAPITRE Vn Résivianee des plmqncfl plane
i( dilatation tangenlielle, x distance du centre, : distance plan médian, f angle de la normale à In surface élastiq avec la perpendiculaire à la plaque passant par le centre.
tr, dilatation radiale.
R, =. — — (mi, + .,
uctiûDS moléculaires tangeotielles et radiales.
Af.»™, d,, R, = "T „ (" -' + t)
12 (m' — 1) \ X de/
Moment deiKr = T^^-T—rA^^iL-^"-^ ij r
12{in' — )) V dx' dx dx/
Momnl des S = ^'' do^dx; (153)
la dernière formule est établie dans l'hypothèse d'une char uniforméinent répartie, p par unité de surface, sur une pi que circulaire encastrée à la périphérie.
'■!? + '£-' + '<-■ = »■ ('-) équation difTérentielle du problème, N représente une ce étante définie par la relation (1ot>i.
4ffi'EA'
solution de (loT) en tenant compte des conditions a limites.
:i('''^-^'>-4^irrW'-'^-^'). im
-p, (Ifil)
tTO RESUME DES FORMULES LES PLUS IMPORTA
travail élastique de comparaison ; atteint son maxin périphérie.
équation de la surface élastique.
/inilexioQ de la plaque au centre.
équation difTérenlielle de la surface élastique dan d'une plaque encastrée sur laquelle agit au centre u unique P, Q une constante définie par l'expression (
f = -a:log^,
solution de l'équation (167).
valeur du travail élastique de comparaison sur le ] de la plaque.
^ = 0,43 J.log-,
valeur du travail de comparaison au centre de la a rayon d'un petit cercle à l'intérieur duquel P est unifornnénient réparti.
Q.-^3(»i'-MPr' ' 8 4nni' Eft!"
inflexion au centre de la plaque.
N /3in + 1 , .\
'-ii.+i '''-'')■
solution de l'équation. (157) dans le cas ou la plaqi librement et ne dépasse qu'infiniment peu le cercle
travail élastique de comparaison au centre de 1 (maximum).
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Page
/ inflexion au centre de la plaque.
(3m-4)(3m + l)Pr'
' Î;;;? ËÂ" (*^^ ^^
/inflexioD au centre de la plaque dans le cas où celle-ci est sollicitée par une force unique appliquée au centre.
formule de la théorie approchée pour le calcul des plaques circulaires.
Résistance des enveloppeii.
formule approchée pour les plaquas elliptiques, a, b demiaxes de Tellipse {a>b).
formule approchée pour les plaques carrées, a demi* côté du carré.
formule approchée pour les plaques rectangulaires, a et b demi-côtés du rectangle.
R action moléculaire à Tintérieur des parois d'une enveloppe sphérique à parois minces, r rayon, p pression interne, h épaisseur des parois.
m — 4 _. (m — i)pr
travail élastique de comparaison correspondant à R (201).
m ^mh
travail de comparaison dans le cas d'une enveloppe cylindrique.
pk pression critique externe amenant l'écrasement d'un tube cylindrique présentant une petite déformation accidentelle.
du
*';ïr. + «x.-» = o,
dx*
dx
équation djiïërentielle dont la solution donne la valeur des déplacements élastiques u en sens radial à Tintérieur des parois d'une enveloppe oylindrique à parois épaxueit x distance à Taxe du tube.
formules donnant les actions moléculaires dans le sens du rayon et dans le sens de la tangente ainsi que le travail élas* tique de comparaison sur la face interne du tube; a rayon intérieur, b rayon extérieur de l'enveloppe.
Ttfhes frettes, formules (223) à (228) pages 298-301.
Pige
Torsion.
S et S' actions moléculaires tangentielles agissant à Tinté -
CONTENUES DANS L'OUVBAOE
ieur d'uD prisme de sectim circulaire à des distances r et a lu centre.
Ip
. s( s-i mt
^'f = G-r = Ga = l^' ^'^^>
orinules pour la torsion des prismes de section circuliiire ; y action moléculaire à la périphérie, a rayon de ta section ransversale, àf angle de torsioD, M moment de torsion.
Sj^ = ia'z. S:r, «. - H*y , (238)
ci hypothétique de répartition des actioDS moléculaires lOur les prismes de lection elHpti^, a et. 6 demi-axes de 'ellipse dans le sens des y et des x, k une coDstante déSnie MT la relatloo :
Sx, = t,y- J^S (240)
'ormules représentant la toi approximalive de la répartition les actions moléculaires dans te cas des prismes de seclion •eUangulaire ; c, et t-, sont des constantes, a et 6 les demi- !6tés du rectangle.
râleurs explicites de S^^ et S^r; pour les prismes rectangu-
Pn»
laires ; S valeur maximum des actions moléculaires dans laquelle il faut prendre ai égal au petit, bi au grand côté du rectangle.
îPr
na^
4Pr»n "â*G"
âP«ttr>
formules pour les ressorts à boudins de forme cylindrique, r rayon du cylindre, a rayon de la section transversale, n nombre des spires, iv allongement ou aplatissement du ressort sous l'influence de la force P, A travail emmagasiné dans le ressort sous forme d'énergie potentielle interne.
Résistanee des prismes eiiar^és debout.
Flambemeiit.
sinour sin al
équation de la ligne élastique, où les quantités u désignent les distances initiales entre la ligne d'action des forces et l'axe du prisme.
RI
Formule d'Euler pour les prismes à extrémités fixes, non encastrées.
f inflexion médiane d'un prisme présentant une flèche initiale fo sous rinfluence de la force P.
{vi — Uo cos «/) + Uo cos «of, (255) 337
CONTENUES DAKS LOUVRAGE
rmé par !a ligne élastique du prisme Ji ses extréla ligne d'actiou des forces.
critique réelle, P' elTort de compression propreque peut supporter le prisme sans que la limite soit dépassée, >iuD nombre défini par la relation :
_aFfo " I
P^ = flF~i^, (267)
[o.SaQ ~130--f 7760llrg. parcm», (268)
npiriques de Tetmajer, la dernière se rapportant aux fonte de fer ; * rayon de gyration minimum de la nsversale.
'Euler pour IfS prismes encastrés aux deux extrémités.
'Euler pour les prismes encastrés à une extrémité ) ^ l'autre d'une glissière ne permettant qu'un nt dans le sens de l'axe longitudinal.
1 prisme chargé debout et travaillant simultanéflexion ; 0 force agissant au milieu du prisme ilairement & l'axe longitudinal.
iule que ci-dessus, dans laquelle oa a remplacé a !ur, et développé tgx en série.
p valeur arbitraire du bras de levier des for dans la formule de Rankine, Schwarz ou Navii
p_ FR formule de Navier, de Rankine ou de Sch^varz
valeur critique du moment de torsion qui prod ment d'un prisme tràs long travaillant à la ton
EUéMieBt» de la théorie naath^ de rélaatielCé.
dr, ' dy' "
tx, etc., dilatations dans le
sens des axes de
exprimées en fonction des élastique du point considén
composantes du
dï , di ;
d, , dC £ + £■ '
7zi/> 7v'< 7**' diilortions que subissent les anglei pris entre les parallèles aux axes menées par le déré.
rf5 dx e dilalatim cubique.
d, de
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Q8 iDOléculaires tangentielles.
QB moléculaires normales.
tfcc' dj' (ia' * '
défioiBSBiit l'opération représentée par le signes*.
nB fondamentales de la théorie mathématique de l'élas- (, Y, Z, composantes des forces d'inertie agissant sur e de l'élément considéré.
Q qui remplace les précédentes lorsqu'on emploie la des vecteurs, u déplacement dont les composantes », C ; P force ayant pour projection sur les axes
nsdéfinissantuneoflife/onjifWina/^,^ longueur d'onde, d'oscillation.
B PORHULI^S LliS PLUS IHPi
V vitetse de propagalion du SOD, u masse spécifiqui masse de l'unité de volume.
ï=A8m2;r (!~-)' " ^ "* ^^ relatiODS définissaot une oitde transversale.
'■'Vî
Vf Titesse de propagation des ondes transversale
conditions qui caractérisent l'état élastique él Saint- Venant.
dx' W/ ^ di^ \(l3:) dz' Vdx/ ~ dydz \dx) relations auxquelles la dilatation -r- dans le
longitudinal doit satisraire pour que l'état éh par (306) soit possible.
di
— = fl, + a,a! 4- a,y + (i,î + a.iy + a,
valeur que doit par suite nécessairement ave relation confirme la loi de répartition linéair moléculaires dans les sections transversales travaillant à la fleiion.
fl = 6o + 6,af+2{6, + ft^), ; = C + c,x + j (c, +Ctx),
solution des équations fondamentales dans le < GioD simple ; la Tonction f doit satisraire à 1' dérivées partielles
Par UQ choix approprié du système de coordot mules précédentes peuvent s'écrire :
ï = p fj, a), ( = exx, ï = — e».
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mite qui doit être remplie sur le pourtour qui exprime que les actiona moléculaires ;ente8 au coutour de la sectiou.
ï=p{y.2)=affJ (337) 40fi
ière de 328, qui conduit, en tenant compte t4), à une ellipse pour le contourde la section.
%^-^-JG., (344) 410
inisseatlespropriétésdu champ formé par les à l'intérieur d'une section transversale d'un it h la flexion (assimilation h l'bydrodyna-
im — ii Pz*
4tmG r'^iîtGr" '
es du déplacement élastique d'un pointsitué corps limité & la partie supérieure par un ans les autres directions, lorsqu'on suppose P agissant à l'origine. L'axe des i est dirigé e intérieure au plao (solution de Boussinesq). : pour le contacl de detix corps :
) deux sphères de rayon r, et r, :
t._0,388v/râ^(^)'' <'*'> **»
(384) irface de contact, Ka action moléculaire aa
centre de la surface de contact, « rapprochement subi par les deux sphères, P force de conipression.
b) sphère de rayon r et plaque plane :
Pm»
a = iM y/Ç. (385)
Ro = 0,388 (/—• 1386) 429
« = 1,23 {/^. (387) 429 c) deux cylindres de même rayon placés en croix :
Ro = 0,388 y — (388) 429
(i) deux cylindres en contact suivant une diagonale :
R^, = 0,418 v/fE^Ï^', (390) 429
P charge par unité de longueur.
e) cylindre et plaque plane :
Ro = 0,418V Y* (392) 429
gf= 2/^ + 1 rb2/-v7M^i» (398) 437
équation donnant la valeur du rapport entre la poussée horizontale Rx du terrain et la charge R^ à l'intérieur d*une masse de terre meuble limitée par un plan horizontal à sa partie supérieure. Le signe + correspond à la poussée passive, le signe — à la poussée active; f est le coefficient de frottement.
formule donnant l'inclinaison >P' des surfaces de glissement ; f angle de frottement.
EBRATA
Page 20, ligne 2. en remontant, au lieu dt — — , lirt •
Page 22, ligne 9, en remontant, au lieu ie S^j/ C09 (ni), tire S^j cos [nx). Page Ï3, TitabliT la relation (8) comme suit : R, = o. Sa;» = o, Syi = o. Page 40. ligne 11 et 14, en remonlaot, ou litu de x, lira et.
Page 54, ligne S, en l'emuntanl, au /i«u de —— , iirt — ' ' Page S9, Ugne 12. ierirt \bs expre!ision:i de la façon suivante :
Page 63. dans (43) et (44). ou liiu de ft^, By", IU>, (ire Rt„ R»^, Rv,
l'oge 82, ligne 13. en remontant, au lieu d« (47), (Jre (tS).
Page 82, ligne 7, en remontant, ou lt>u de (4SI, tire (49).
Page 64, ligne 12, au li«u ie (48) et (SO), lire (49) et (31).
Page 83. ligne 12. en remontant, au (i«u de (53) lire (34).
Page 87, (ormale (57), écrire au dOnominateup de la fraction.
It — I^ au lis'i de l,ly.
Page 89, formule 62, écrire an diinomlnatenr de lu seconde fraction.
Page 94, lignes 6 et 10. du lieu de df, lire ds.
Page 106, ligne 4 on remontant, et p. 107, ligne 1, au lieu de —, el — . lire
TTo' , «a' respacliveraent — - et -7-.
Page 149, ligne 10, au lieu de I, lire e.
Page 160. ligne S, au lieu de soit la flteke, lire suit f la flèche. Page 200, ligne 13. lupprinur le signe — ilans Iv metnlire de dmile de la furmule.
Page 203, ligne 7, en remontant, au lieu de J— di, lire y-^ di.
Page 208, ligne 12, au lieu de -~. lire — - .
Page 210, ligne 3, au lieu de , lire '.
Page 110, écTire la fonnule (121)) c<
M .. Pr Pr /, ^' \
Page 218, ligno 10. tuffrimer li- :
ERRATA
Page 243, ligne 13, mettre le signe =: après
Page 244, ligne 10, en remontant, au lUu de -^ lire, ~^— .
sdf da
Page 250, ligne 2, au lieu de — - , lire z ---i- .
•P dx
Page 254, ligne 12, en remontant, au lieu de -p da, lire — r- a«. Page 255, lignes 4 et 4, au /teu d« , lire
(t2»i« — 1)* 13<m«— 1)' Page 260, ligne 3, au lieu d« t ,. = S jp, /»>« fy. = — 2 s.
Page 274, ligne 5, au lieu de 8a&>, lire 80*6.
Page 286, supprimer la lettre tt dans la formule (204).
Page 288, ligne 10, en remontant, au lieu de ""^\ lire ^'~^.
Page 300, ligne 6, remplacer u, par Wj dans la seconde parenthèse du membre
de gauche de la formule.
Page 306, ligne 3, au lieu de dx, lire dce.
Page 306, ligne H, en remontant tupprimer dm dans l'expression. Page 324, ligne 4, supprimer le signe — devant le membre de droite de
l'équation.
Page 325, ligne 7, au lieu de ^, lire ^.
Page 342, ligne 10, au lieu de ~, lire ^ .
Page 364, ligne 1, au lieu de 4630 cm», lire 4630 cm\ Page 366, ligne 13, en remontant, au Heu de l, lire l\ Page 379, ligne 8, au lieu de k (298), lire et (297).
— } , lire l ) dans le
membre de droite de la formule.
Page 388, ligne 1, au lieu de —, Ure-^,
Page 401, ligne k, au liêu de 10, lire 110. Page 422, ligne 3, en remontant, au lieu de
Page 425, ligne H, au lieu de v, lire u.
Page 429, ligne 5, au lieu de y/Sf , lire ^~ .
Page 445, ligne 9, en remontant, supprimer le numéro de la formule.
Page 480, permuter ^!!? contre yS^ dms les formules (391) et (392).
TABLE DES yATIEBES
C-PROPOS
PITRE I. GânÉRALiTés aun lks porces iNTi^diBones ou actions
L^Ut.*lREB 3-33
§ i. Actions molécuiairea, travail élastique.
lotroductioa 3
Postulalum foodamental 5
Actions moléculaires 6
Relslions entre les forces extérieures et les actioas moléca-
laires ._ 7
Intensité des actions moléculaires 8
Essai d'un ciment à l'extension 9
Composantes de l'action moléculaire agissant en un poini
donné dans une direction donnée Il
Tétraèdre des actions moléculaires . . H
Décomposition des actions moléculaires, équilibre d'un paral-
lélipipéde in&nimeat petit 1*
Equations d équilibre d'un tétraèdre iafiniment petit 21
g i. Cat particuliers d'états élastiques.
Etat élastique double ou plan 23
Elat élastique simple ou linéaire 3S
Ellipse des actions moléculaires 38
Glissement simple 31
ercices n« 1 A 3 3i-^
PITRE II. DtbrOKUATIOH éLASTIttUK. TRAVAIL DU HÀTéniACX 3S-70
%i. De Vélatticité.
Déformations corrélatiTes des actions molécnlaires 39
Moment d*inertie polaire
41. Evaluation des moments d'inertie à l'aide d'un planiuièlrc . 92
§ 4 . Cas général de la flexion simple.
43. Application, calcul des dimensions d'une panne de toiture 97
§ 5. Flexion d'un prisme droit sous Vinfluence d'une force parallèle
à Vaxe longitudinal.
44. Calcul des actions moléculaires développées dans une section transversale quelconque ; région centrale d'une surface 99
Application
46. Détermination dos actions moléculaires développées dans une section transversale d'un prisme travaillant à lafloxion^simple
à l'aide de la région centrale de la section 1C8
g 6. Détermination des actions moléculaires tangentielles agissant
dans un prisme travaillant à la flexion,
47. Répartition des actions moléculaires tangentielles dans une section transversale rectangulaire 111
48. Relation entre le moment de flexion M etTeiTort tranchant V, relatifs à une môme section .- 113
49. Répartition des actions moléculaires tangentielles pour d'autres formes de section transversale 117
50. Courbes enveloppes des directions des actions moléculaires principales, influence des actions moléculaires tangentielles
sur le danger de rupture d*un prisme travaillant à la flexion . 119 50 bis. Poutres rivées 122
§ 7. Ligne élastique d* un prisme travaillant à la flexion.
Prisme encastré aux deux extrémités
Exercices nos il à 22 138-154
§ 1. Energie potentielle interne (Tun prisme droit travaillant
à la flexion.
56. Trayail de déformation des actions moléculaires normales. . . 155
57. Travail de déformation des actions moléculaires tangentielles. 157
58. Relation entre le travail de déformation et le travail des forces extérieures 158
Ondes traDBïersales ._
% 3. Remarques' sur les aolutiotts de» équations fondamentales.
i09. Les équations fondaiçeDlales fournissent, pour un système donué de forces extérieures, ud système bien détermina %, n, £ et un seul. 388 ■
I 4. Théories de de Saint- Venant.
HO. Flexion et torsion..." ..; 391
111. Considérations sur les rësuUats de larlide précédent 397
Calcul des actions moléculaires
119. Applications des conaid égalions çrécédenles au calcul de tn
poussée îles terres contre les murs de soutènement 438
RËSUU^ dis PHINCIFtLES FOHUULES COHTKNUeS DANS L'OUTHAOb. . .
NoT« I
NoTiU .•...
Tabledet matières. .
n'. B. Les not
- Unprimerie parisienne L. BARKÉOCD_& Ç''._
ENCYCLOPÉDIE DES TRAVAUX PUBLICS (m»
OUVRAGES DE M.ERNEST HENRY, INSPECTEUR GÉNÉRAL DES PONTS ET CHAUSSÉES
Théorie et pratique du mouvement des terres, d* après le procédé Bruckner. i vol., 2 fr. 50 . — Ponts métalliques à travées indépendantes : formules, barèmes et tableaux. 1 vol. de 639 pages, avec 267 figures, 20 fr. — Traité pratique des chemins vicinaux, volume de
près de 800 pages 20 fr.
Le second de ces ouvrages rend très faciles et d'une rapidité inespérée les calculs relatifs aux ponls métalliques. — Le troisième élucide toutes les questions concernant les chemins vicinaux.
OUVRAGES DE DIVERS AUTEURS
M. Emile Bourry, ingénieur des Arts et Manufactures, Traité des Industries céramiques, 1 vol. Voir Encyclopédie industrielle 20 Ir.
M. GHARPENTiEn DE CossiGMY, ingénieur civil des mines, lauréat de la Société des agriculteurs de France. Hydraulique agricole. 2e édil., 1 vol., avec 160 figures 15 fr.
ij M. Degrand, inspecteur général honoraire des ponts et chaussées. Ponts en maçonnerie
• * (Voir ci-dessus : J. Hésaï).
M. Dbrôme, Chimie appliquée (Woit ci-dessus DurandrClaye).
M. DoNioL, inspecteur général des ponts et chaussées en retraite. Réglementation des chemins de fer dHnlérêt local, des tramways et des automobiles 1 vol. avec figures. . 10 fr.
M. le D'* DucHESNE, ancien président de la Société de médecine pratique. Hygiène générale et Hygiène industrielle, ouvrage rédigé conformément au programme du Cours d'hygiène industrielle de l'Ecole centrale. 1 vol. de 740 pages, avec figures 15 fr. '
M. Fbret. Chimie appliquée (Voir ci-dessus Durand-Ctaye).
M. Maurice Koechlin, ingénieur. Applications de la statique graphique, 1 vol., avec 311 figures et 1 atlas de 34 planches, seconde édition, revue et très augmentée. ... 30 fr.
M. Lallbma.nd, ingénieur en chef des mines. Nivellement de précision (Voir ci-dessus Durand-Claye).
M. Lavoimnk. La Seine maritime et son estuaire, 1 vol., avec 49 figures 10 fr.
M. Lechalas père, inspecteur général des ponts et chaussées. Hydraulique fluviale, i vol., avec 78 figures. 17 fr. 50. — Des conditions générales d'établissement des ouvrages dans les vallées (Voir ci-dessus : J. Résal et Degrand; c'est l'introduction à leur Traité des ;^. Ponts en maçonnerie).
M. Lechalas fils, ingénieur en chef des ponts et chaussées. Manuel de droit administratif. Tome I, 20 fr.; tome II, 1" partie. 10 fr. ; tome H, 2« partie 10 fr.
M. Lévy-Lambbrt, ingénieur civil, inspecteur de l'exploitation à la Compagnie du Nord. Chemins de fer à crémaillère. 1 vol., avec 79 figures. 15 fr. — Chemins de fer funiculaires, Transports aériens. 1 vol., avec 150 figures 15 fr.
^ M. Lbygue, ancien ingénieur auxiliaire des travaux de l'Etat, agent-voyer en chef de la / province d'Oran. Chemins de fer . Notions générales et économiques. 1 vol. de 617 pages, avec figures 15 fr.
M. E. PoNTZEN, ingénieur civil (l'un des auteurs de Les chemins de fer en Amérique) : Procédés généraux de construction : Terrassements, tunnels, dragages et dérochements. i vol. de 57i pages, avec 234 figures 25 fr.
M. Tarbê de Saixt-Hardouix, inspecteur i^énéral des ponts et chaussées, ancien directeur de l'Ecole de ce corps. Notices biographiques sur les ingénieurs des ponts et chaussées, un vol 5 fr.
Chaque ouvrage se vend séparément (et quelauefois aussi chaque volume des ouvrages qui en comprennent plusieurs). Il n'y a pas Je numérotage général des volumes formant la collection.
Les ouvrages formant VEncyclopédie des Travaux publics sont en vente chez Ch. Béranger, chez Gauthier- Villars, etc.
LIBRAIRIE POLYTECHNIQUE CH. BÊRAIVGBR
l5, RUE DES SAINTS-PÈnES
CHIMIE ÉLÉMENTAIFiE (P.C.N.)
POUR LES CANDIDATS AU CERTIFICAT D*£TDDES PHYSIQUES, CHIMIQUES ET NATURELLES
Par A. JOAIVIVIS
Professeur à la Faculté des Sciences de Paris
Premier fascicule, in-i6 de 300 pages avec 95 figures, 3 fr. 50; 2c fascicule, 148 pages avec 29 fig., 1 fr. 50; 3* fascicule, 2G4 pages avec 34 tlg., 3 fr. 50 ; 4" fascicule, 150 pages avec 23 fig., 1 fr. 50. — Les quatre fascicules ont été réunis en un volume relié de 10 fr. — On continuera provisoirement à vendre les fascicules brochés, séparément : i", généralités, mécanique chimique, métalloïdes; 2c, sels, métaux ; 3«, ciiimie organique; 4% analyse chimique et tables (table générale des matières et index alphabétique).
[Voir ci' après l'Encye. indust. et VEncyc» agricole).
«kV>*'»M<«^k^k
ii:^^.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/rsistancedesmat01fpgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières
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