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Mes chers Camarades, Messieurs,
Vous avez bien voulu répondre à mon appel en souscrivant à mon Ouvrage sur la Résistance des voûtes et des arcs métalliques. J'ai reçu avec un vif sentiment de reconnaissance ce suffrage encourageant et flatteur, et ce m'est un devoir bien doux à remplir que de vous en adresser ici le témoignage sincèrement ému.
F. de Perrodil.
AVANT-PROPOS
S'il m'a été donné de réaliser un progrès dans la branche des Mathématiques appliquées qui a reçu le nom de Résistance des Matériaux, que tout le mérite en revienne à mes devanciers.
Par les progrès antérieurs dus à leurs persévérantes études et d'éminents travaux, ils ont ouvert la voie vers d'autres progrès encore. Puissé-je l'avoir suivie! puissé-je acquérir le droit de me dire : « J'ai apporté une nouvelle pierre au noble édifice de la Science ! » Ce serait la plus précieuse récompense de mes efforts.
AVERTISSEMENT
Le présent Ouvrage n'est pas une application de la théorie de l'élasticité des assemblages moléculaires homogènes à une, deux ou trois dimensions, tels que fils, membranes ou solides, mais bien de la théorie de la lame élastique, dont Jacques Bernoulli est le premier auteur, et qui a été appliquée par Navier et plusieurs autres géomètres ou ingénieurs. Ainsi l'assemblage moléculaire, dont j'étudie l'équilibre, présente deux dimensions très-petites par rapport à la troisième, et les trois projections u = for, v = ty, w = dz du déplacement d'un point M ne sont point fonction des trois variables indépendantes .r, j - , z 9 coordonnées de ce point, mais d'une seule variable indépendante, qui est l'une des coordonnées du point d'intersection m d'une courbe directrice donnée, appelée fibre moyenne, par le plan normal à cette courbe, mené par le point M.
Je suppose, en effet, que les molécules situées dans un même plan normal ou dans une section normale conservent des positions relatives invariables, les diverses
XIY AVERTISSEMENT.
sections normales pouvant seules se déplacer les unes par rapport aux autres. Mais, tandis que Bernoulli, Poisson et d'autres auteurs supposent qu'après le déplacement les sections normales restent perpendiculaires à la courbe sur laquelle sont situées les molécules de la fibre moyenne primitive, je suppose, comme M. Bresse, que l'orientation de la section normale déplacée ne satisfait pas à cette condition. Elle ne peut être remplie rigoureusement, en effet, que dans le cas où les pressions et tractions éprouvées par les divers éléments plans d'une section normale sont perpendiculaires à cette section. Or cette pression ou traction fait généralement un certain angle avec cette perpendiculaire , car, sans cela, la résultante de toutes les actions analogues serait exactement perpendiculaire à la section normale, et sa composante, suivant une droite quelconque située dans le plan de cette section, serait nulle; mais cette résultante est égale à celle des forces extérieures appliquées à l'une des deux parties du solide séparées par la section considérée, et celle-ci n'est nullement assujettie à la condition que sa projection sur le plan de la section normale soit nulle. La théorie de M. Bresse a donc, sous ce rapport, plus de généralité que la théorie primitive, et je lui ai donné la préférence.
Je remarquerai, en terminant, que, dans les solides élastiques satisfaisant à l'hypothèse de l'invariabilité des sections normales, il n'y a pas à considérer les pressions ou tractions exercées en un point donné sur les éléments plans menés par ce point dans toutes les orientations pos-
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sibles, qui sont représentées par les demi-diamètres d'un ellipsoïde, mais uniquement la pression ou traction exercée en ce point sur l'élément plan qui est orienté dans la section normale, cette action étant d'ailleurs généralement oblique, ainsi que je viens de le faire remarquer plus haut.
La conclusion de ce travail, que je publie aujourd'hui, et qui forme pour ainsi dire le premier Livre d'un Traité de Résistance des matériaux, est une méthode très-générale, permettant de déterminer, à l'aide de calculs trèspratiques et d'une épure analogue à l'épure dite de Mérv, le tracé exact de la courbe des pressions et les valeurs numériques de la pression ou traction dont je viens de parler en tout point d'une voûte ou d'un arc métallique de forme quelconque, employé dans la construction des ponts.
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIBRE DES PIÈCES PRISMATIQUES
ARTICLE I
DES PIÈGES PRISMATIQUES CONSIDÉRÉES DANS l'eSPACE»
1 . Nous appellerons pièce prismatique un corps solide dont deux dimensions sont petites par rapport à la troisième. Une telle pièce peut être droite ou à faible courbure. Elle peut être considérée comme engendrée géométriquement par une figure plane à contour fermé, qui se meut de manière que son centre de gravité décrive une trajectoire droite ou courbe, que son plan reste normal à celle-ci, tandis que sa forme, ses dimensions et son orientation varient faiblement d'une extrémité à l'autre de la pièce. La trajectoire ou directrice reçoit le nom de fibre moyenne. La figure plane génératrice, dans chacune de ses positions, est une section normale. Son orientation
est complètement déterminée par la condition d'avoir son plan perpendiculaire à la directrice et d'être elle-même orientée, dans son plan, par rapport à une droite prise dans son plan et faisant un angle donné avec l'un des trois axes coordonnés.
2. Le problème de la résistance des solides matériels est une question de Physique mathématique qui rentre dans la théorie de l'élasti*i{jé de ces corps. Cette théorie repose tout entière sur le principe suivant.
Lorsqu'un corps solide matériel n'est sollicité par aucune force extérieure, ses molécules occupent, à distance les unes des autres, certaines positions d'équilibre sous l'action de deux groupes de forces opposées, qui ont reçu le nom de forces moléculaires ou intérieures. Les unes, en vertu desquelles les molécules s'attirent, proviennent de la cohésion; les autres, en vertu desquelles les molécules se repoussent, proviennent du calorique. Si, par suite de l'application de forces extérieures, on augmente ou on diminue la distance de deux molécules, on développe entre elles une force, attractive dans le premier cas, répulsive dans le second, proportionnelle au rapport de l'augmentation ou de la diminution de leur intervalle à cet intervalle lui-même.
Si la grandeur absolue de ce rapport dépassait une certaine limite, par suite de l'application de forces extérieures trop grandes, la loi précédente ne serait plus vérifiée, et, après la suppression des forces extérieures, les molécules ne reprendraient pas les positions naturelles qu'elles occupaient dans leur état d'équilibre primitif. On dit alors que la limite d'élasticité est dépassée. Enfin, si l'on augmente encore l'intensité des forces extérieures, le déplacement relatif des molécules peut devenir assez grand pour que
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l'action de la cohésion soit entièrement annulée, et Ton produit alors la rupture du corps solide. La véritable solution du problème consiste à déterminer l'intensité des forces qui, étant appliquées à un corps solide, non-seulement n'en produiront pas la rupture, mais encore ne lui feront pas atteindre sa limite d'élasticité.
L'application du principe précédent conduit à des équations aux différentielles partielles du second ordre; c'est dire que la solution du problème dans toute sa généralité est encore très-peu avancée.
Nous ne nous occuperons, dans cet Ouvrage, que du problème beaucoup plus simple qui se présente dans l'hypothèse de l'invariabilité des sections normales.
3. Cette hypothèse est la suivante: Lorsqu'une pièce prismatique n'est sollicitée par aucune force extérieure autre que la pesanteur et que cette dernière est elle-même détruite, ce qui peut se faire à l'aide de points d'appui suffisamment multipliés, les tranches de molécules comprises entre deux sections normales infiniment voisines occupent certaines positions d'équilibre sous l'action des seules forces intérieures. Si l'on trouble cet équilibre par l'application de forces extérieures, les tranches normales n'éprouvent aucune déformation, toutes leurs molécules conservent leurs distances respectives, mais les sections normales éprouvent des déplacements qui modifient leurs positions relatives.
Ces déplacements font naître entre les molécules de deux tranches contiguës des forces intérieures qui peuvent se définir de la manière suivante. Soit w un élément plan infiniment petit pris dans une section normale quelconque* Supposons que les coordonnées de son centre soient rapportées à deux axes rectangulaires tracés dans le plan
de la section; nous prendrons pour ces axes les deux axes principaux d'inertie de son aire. Soit &/ un élément plan, égal au précédent, pris dans la section normale infiniment voisine. Cette seconde section peut être considérée comme égale à la première, et nous supposerons que la position de «' dans cette section est la même que celle de w dans la première. Si par l'application de forces extérieures on déplace l'élément c*/ par rapport à l'élément w, supposé lié au système de trois axes coordonnés rectangulaires obtenu en joignant aux deux axes principaux d'inertie de la première section un axe normal au plan de cette section et par conséquent tangent à la fibre moyenne de la pièce, si l'on représente par u, u', u ,f les composantes parallèles à ces trois axes coordonnés du déplacement du centre de &/ par rapport à ce système d'axes, on fait naître entre les deux éléments w et 0/ une action intérieure dont les composantes, parallèlement aux trois axes, sont proportionnelles aux rapports des déplacements u, u 1 , u" à la distance primitive ds des centres des deux éléments et dirigées en sens inverse de ces déplacements. Le déplacement u perpendiculaire à la section normale donne lieu à une composante dont on obtient la valeur en multipliant le
rapport — par l'aire w de l'élément plan et par un coefficient E que l'on nomme coefficient d'élasticité longitudinale. Les forces composantes développées par les deux autres déplacements u', u" parallèles à la section normale
u' u" s'obtiennent en multipliant les rapports y> — par l'aire w
et par un coefficient G, appelé coefficient d' élasticité transversale ou de torsion.
Les hypothèses précédentes sur la constitution des pièces prismatiques et la nature des forces qui s'y déve-
loppent intérieurement par l'application de forces extérieures réduiront, comme on le verra plus loin, la solution du problème de la résistance de ces pièces à de simples calculs de quadratures.
4. Le problème général de la résistance des solides matériels peut s'énoncer de la manière suivante :
Étant donné le premier état d' équilibre d'un corps qui n'est sollicité par aucune force extérieure, déterminer son nouvel état d'équilibre sous l'action de forces extérieures données.
Le premier état d'équilibre d'une pièce prismatique est entièrement déterminé quand on connaît sa définition géométrique, c'est-à-dire la forme de la génératrice et la loi de son mouvement le long de la directrice (n° 1). Dans ce premier état d'équilibre, les molécules conservent leurs positions relatives naturelles, en vertu des forces intérieures qui se détruisent. Aucune force ne tend à les écarter de leur position, et les trois composantes de l'action réciproque des éléments plans w et o>' sont égales à zéro.
Dans le second état d'équilibre, les forces intérieures ne se font pas équilibre sur chaque molécule, comme dans le premier état, mais, au contraire, chacune d'elles est sollicitée par une force qui tend à la ramener à sa position naturelle et l'y ramènerait, en effet, si l'on supprimait les forces extérieures qui ont produit le second état d'équilibre, à la condition, toutefois, que la limite d'élasticité n'ait pas été dépassée. Pour que le nouvel état d'équilibre soit complètement déterminé, il faudra connaître les déplacements de chacun des points de la fibre moyenne, ainsi que les déplacements des sections normales, ce qui permettra d'obtenir la valeur des trois composantes de la
force ou action réciproque développée entre les éléments plans (ù et a/.
5. Nous rapporterons la fibre moyenne directrice à trois axes coordonnés rectangulaires. Sa forme sera ainsi déterminée par deux équations entre les coordonnées x,jr, z d'un de ses points. Nous rapporterons la section normale en un point déterminé de la directrice aux deux axes principaux d'inertie de cette section, et sa forme pourra être définie par une équation entre les deux coordonnées rectangulaires d'un point de son périmètre. Enfin l'orientation du plan de chaque section sera déterminée par la valeur de l'angle mentionné n° 1 , qui sera donné en fonction de l'une des coordonnées de la fibre moyenne prise pour variable indépendante.
6. Les trois axes' coordonnés peuvent présenter, quant à la position relative de leurs parties positives, deux dispositions différentes. Plaçons le plan xz sur un tableau, de manière que la partie positive de l'axe des x soit dirigée vers la droite et celle de l'axe des z vers le bas du tableau. Cela fait, la partie positive de Taxe des y pourra avoir deux positions différentes, l'une en avant, l'autre en arrière du plan xz. On peut choisir entre les deux dispositions qui en résultent et qui se déduiraient l'une de l'autre en changeant y en z et z en y. Nous choisirons toujours la disposition dans laquelle la partie positive de l'axe des j' est en avant du plan xz.
7. Un couple étant représenté par son axe, la partie positive de cet axe peut être située, de même, d'un côté ou de l'autre de son plan. Nous choisirons toujours ce côté de telle sorte qu'un spectateur, placé vers l'extrémité de cette partie positive et regardant le couple, verrait la rota-
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tion qu'il tend à produire s'effectuer dans le même sens que la rotation de l'équateur terrestre vu du pôle austral.
Nous appliquerons la même définition à la détermination du sens positif d'une vitesse angulaire de rotation autour d'un axe.
Dans la théorie de la rotation des corps, on exprime la valeur des projections sur les trois axes coordonnés du déplacement infiniment petit d'un point M du corps, produit par un mouvement de rotation infiniment petit autour d'un axe instantané passant par l'origine, en fonction des coordonnées .r, y, z de ce point et des trois angles infiniment petits que l'on obtient en multipliant les trois composantes de la vitesse angulaire par la durée infiniment petite dt du mouvement.
Ces formules, qui ne sont rigoureusement exactes que pour un déplacement infiniment petit, seront d'une exactitude suffisante dans la pratique pour le cas d'un déplacement très-petit.
Soient dp, dq, âr les trois angles très-petits égaux aux produits des trois composantes de la vitesse angulaire de rotation, supposée uniforme, par le temps très-petit $t. Les trois projections du déplacement du point M pendant le temps dt seront données par les formules
/ $jc = jr$r — z$q,
(1) « $y = z9p — xdr,
Ces premières formules nous donnent l'occasion de faire remarquer l'utilité d'avoir déterminé d'une manière précise, comme nous l'avons fait (n 08 6 et 7), la position relative des parties positives des axes, ainsi que le sens positif d'une vitesse angulaire de rotation. Ce sont, en effet, les conventions admises dans ces numéros qui déterminent
le signe avec lequel les différents produits yàr, zdy, . . . doivent entrer dans les formules précédentes.
Soient {fi g* i
AraB la fibre moyenne d'une pièce prismatique dans son
état d'équilibre naturel; 0.r, Ojy, Oz les trois axes coordonnés rectangulaires; T la section normale au point m dont les coordonnées
sont x, y, z\ m,y \ mz 1 les deux axes principaux d'inertie de l'aire de
cette section; ma/ la tangente à la fibre moyenne au point m.
Cette tangente forme avec les deux axes précédents un second système de trois axes coordonnés rectangulaires, et il doit être bien entendu que la position relative des parties positives de ces axes est la même que dans le premier système d'axes 0.r, O j, Oz. Lorsque la section T se meut le long de la directrice AraB pour engendrer géométriquement la pièce prismatique, le trièdre mx'y* z' , supposé invariablement lié avec elle, accomplit un mouvement entièrement déterminé, puisque son sommet m décrit une courbe connue ÀB et que la figure tourne en même temps autour du point m, de manière à se trouver placée, pour chaque position de ce point, dans une orientation déterminée.
9. Dans ce mouvement cinethmique, c'est-à-dire indépendant du temps, l'abscisse x du point mobile m peut être considérée comme variant arbitrairement avec le temps. Si l'on se donnait la forme de cette fonction arbitraire, on pourrait en déduire j- et z, en fonction de t également, à l'aide des deux équations de la fibre moyenne directrice. Les dérivées de x,y, z par rapport à t seraient les trois
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composantes de la vitesse de translation du trièdre jîij/j'z', parallèlement aux axes coordonnés.
Soit T' la section normale au point m', infiniment voisin de m, ayant par conséquent pour abscisse x H- dx. Pour passer de la position T à la position T', la section normale et le trièdre mrfy' z' , lié avec elle, accomplissent un mouvement qui peut se décomposer en une translation mm 1 et une rotation autour d'un axe passant par le point m ou le point m'.
10. Les deux positions qu'occupe le mobile au commencement et à la fin du mouvement de rotation permettent de déterminer la position de Taxe instantané ainsi que l'amplitude de la rotation angulaire dont il s'agit. Il suffira pour cela de considérer deux points du mobile situés sur une même surface sphérique décrite autour du centre de rotation m, de mener les arcs de grand cercle AB, A'B', qui les joignent, dans l'une et l'autre position, et de déterminer un point O sur la sphère, tel que le triangle OAB soit égal au triangle OA'B'; le diamètre passant par le point O sera la position de l'axe cherché, et l'angle AOA', égal à l'angle BOB 7 , sera l'angle de rotation dont il s'agit. Soient a, (3, y les coefficients angulaires de l'axe de rotation ainsi déterminé, du l'angle de rotation. Cet angle du est le produit de la vitesse angulaire de rotation u f par le temps dt. Les trois composantes de cette vitesse angulaire, parallèles aux axes coordonnés, sont égales à au', J3u', yu. Désignons par dp, dq, dr les produits de ces trois composantes par le temps dt, en sorte que l'on ait
dp = v.du^ dq = pdu 9 dr = y du.
Les quantités a, [3, y sont des fonctions connues de la variable indépendante x; du est égal au produit d'une fonc-
tion connue de la même variable par sa différentielle dx ; par conséquent, les quantités dp, dq, dr sont les différentielles de trois fonctions de x entièrement connues.
H. Soient (fig- i)
a) un élément infiniment petit de l'aire de la section T; M le centre de cet élément ;
v y v 1 les coordonnées de ce point rapportées aux axes my\ mz'.
Dans le mouvement de la section T, qui engendre géométriquement la pièce prismatique, l'élément « engendre un prisme infiniment petit ayant pour axe la courbe décrite par le point M. L'ensemble des molécules de ce prisme peut être considéré comme constituant une fibre de la pièce. La partie comprise entre les deux sections normales infiniment voisines T et T ; est un élément de cette fibre. Soit A<Bi la fibre moyenne de la pièce prismatique dans son second état d'équilibre. Désignons par les mêmes lettres affectées de l'indice i les mêmes choses que dans le premier état d'équilibre. Les sections T et T' sont remplacées par les sections T n T,. Leurs centres m, m' deviennent m Kj m\. Les coordonnées de m K seront égales à celles du point m augmentées de petites quantités inconnues. Nous les désignerons par $x, ty, $z , en employant la caractéristique $ en usage dans le calcul des variations à cause de l'analogie existant entre les variations considérées dans cette dernière théorie et les déplacements trèspetits qui se produisent ici.
12. Transportons la pièce AB sur le solide A 1 B,, de manière que la section T coïncide avec la section T\ . Le mouvement qu'il faudra imprimer pour cela au solide AB pourra se composer de deux autres : un mouvement de
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translation, dans lequel tous les points décriront des éléments rectilignes égaux et parallèles à mm t , et un mouvement de rotation autour d'un axe passant par m x . Les trois composantes de cette rotation parallèlement aux axes O x, Oy, Oz, sont trois nouvelles quantités inconnues que nous désignerons par ip, $q, Sr. La quantité dp représente une rotation autour de Taxe des x, Sq et ir des rotations autour des axes Oy, Oz. Ainsi, tandis que les rotations dp, dq, dr (n° 10) sont infiniment petites et amènent T dans une position parallèle à T 7 , les rotations ip, Sq y $r sont très-petites et amènent T dans une position parallèle àï,.
Lorsque la section T coïncide avec T 4> la base inférieure a) de l'élément de fibre MM' coïncide avec son égale a), de la section T,; mais il n'en est pas de même de la base supérieure &>', dont la position est généralement différente de l'élément co, de la section T ( . SoitM 3 (Jîg. 2) la position qu'occupe alors le centre M' de l'élément a/; la droite M', M 3 sera le déplacement relatif de o> et &>' dont les projections sur les axes coordonnés ont été désignés précédemment par u, u 1 , u n .
13. Ces trois projections peuvent s'exprimer en fonction des projections Sx, $y, 8z de la translation mm K , ainsi que des trois composantes du mouvement de rotation qui amène T dans une position parallèle à T 1? savoir dp, $q, îr, des deux coordonnées t> et v r du point M, et de la variable indépendante x.
Soient a, b, c les coefficients angulaires de l'axe mx 1 par rapport aux axes Ox, Oy, Oz, a! ,b', c 1 ceux de my', et a 11 , b", c" ceux de mz 1 par rapport aux mêmes axes. Désignons par $x', $y, $z' les projections du déplacement mm K sur les axes mx', my' , mz 1 . Ces quantités
sont liées aux projections $x, $y, Sz par les formules suivantes :
I$.r'= a $x-+-b $y -+- c §z, Sy ' = a' Sx -+• b' By -4- c' te, $z' = a"9x H- b"§y -f- c"$z.
14. Les projections du déplacement du point m', infiniment voisin du point m, sont égales à celles du point m augmentées de leurs différentielles par rapport à x, puisque ce sont les valeurs que prennent les fonctions d'x représentées par $x', $y', Hz' lorsqu'on y remplace x par x ■+• dx.
Les projections de mfm\ sur les axes mx', my', mz 1 sont donc égales à $x'-hd$x', ty'+dty', $z'-hd$z f .
Dans le mouvement de translation mm t du solide AB, le point m' décrit un élément droit m'm 2 (fig- 2) égal et parallèle à mm { . Les projections de ce déplacement sont donc égales à $x', dy', dz' sur les axes mod, my' , mz f .
Dans le mouvement de rotation qui amène T dans une position parallèle à T u et dont les composantes parallèlement aux axes Ox, Oy, Oz sont $p, dq, $r, le point ni éprouve un déplacement dont les projections sur les axes mod, my', mz f seront données par les formules (1) du n° 7 en y mettant pour x, y, z, dp, $q, $r les quantités qui conviennent au point m' et à la rotation du solide dans le second système d'axes coordonnés mx', my 1 , mz'. Dans ce système, les composantes $p', $q f , $ r ' du mouvement de rotation sont liées aux quantités dp, Sq, Sr par des équations identiques aux formules ( 2 )
$p' = a §p + b dq + c §r, <V = a 1 $p -+- b'dq -+- c ' $ r , $r' = a"$p h- b"$q -f- c"$r.
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Les coordonnées du point ni par rapport aux axes ma/, my, mzf, qui doivent être substituées à x, y> z dans les formules (i), sont x = ds 9 y =o, 2=0. Les quantités àp, àq, dr doivent y être remplacées par d//, it/ f <tr'. Ainsi, les projections sur les axes mxf, my f > mzf du déplacement m'm (jig* 2) du point ///, dû au mouvement de rotation du solide AB, seront (&r) = o, (dj )= — dsdr, (Sz)= dsdq. Soit m z (Jig* a) la position du point m' lorsque, les deux mouvements étant accomplis, la section T coïncide avec la section T t ; le déplacement total m'm 9f résultant des deux déplacements m'm t et m'//ï , a pour projections sur les axes ma/, my, mz 1 la somme des projections des déplacements composants, savoir :
(4) )*y-ds9r\
Soient T 3 la position actuelle de la section V, ayant son centre en m 9 , et M 3 (Jig* 2) la position du point M'. La distance M 3 M', est le déplacement relatif des éléments 0* et &>'; et ses projections sur les axes wj/, my> md sont les quantités u, uf, vP proportionnelles aux trois composantes parallèles à ces axes de l'action réciproque développée entre ces deux éléments. Pour déterminer la distance M 3 M', , nous chercherons la trajectoire décrite par le point M 3 , lorsque la section T 3 accomplit le mouvement nécessaire pour venir s'appliquer sur la section T,. Ce mouvement peut, comme dans le cas précédent, se composer d'un mouvement de translation et d'un mouvement de rotation. Dans le premier mouvement, tous les points de la section T 3 décriront des chemins égaux et parallèles à l'élément rectiligne m 3 m\, dont les projections sont égales à celles du chemin m'///, diminuées de celles de
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m'm,, car le chemin m f m\ est la résultante de m'm z et de m 3 m\ . Nous avons vu que les projections de nim % étaient égales à taZ-t- d$x J , dj'+ dty, dz'+diz!, et que celles de nim % étaient égales aux expressions (4)- Les projections de la translation //i 3 m\ sont donc égales à
dty + dstr', d$z' —clsty.
Ces quantités sont les projections du chemin M 3 M 4 (fig. a), que parcourt le point M 3 dans le mouvement de translation.
i5. Dans le second mouvement de la section T 3 , qui est une rotation autour du point m 3 , le point M 3 éprouve un déplacement M 3 M {Jig- 2), dont les projections sur les axes ma/, m*/, mz, transportés parallèlement à euxmêmes en m 3 , s'obtiendront à l'aide des formules (1), en y remplaçante, y^ z par les coordonnées du point M 3 , rapportées à ces derniers axes, et $p> dq, dr par les composantes, parallèlement aux mêmes axes, de la rotation que doit effectuer la section T 3 pour devenir parallèle à la section T t . Si la section T 3 était située dans un plan parallèle à celui de la section T, les coordonnées du point M 3 par rapport aux axes transportés en m 3 seraient (x) = o, (j')=y, (^) = i/. Le plan de T 3 faisant un angle trèspetit avec celui de T, les valeurs précédentes diffèrent des coordonnées exactes de M 3 de quantités très-petites, qui peuvent être négligées dans la pratique, et nous prendrons ces valeurs pour les véritables coordonnées de M 3 .
Les composantes de la rotation que doit effectuer la section T 3 pour devenir parallèle à T', sont égales à d$p', dd(/', ddr', parallèlement aux axes mx\ mj' f mz\ En effet, la
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rotation qu'il faut imprimer à T' pour la rendre parallèle à T t est égale à celle qu'il faut imprimer à T pour la rendre parallèle à T t augmentée de sa différentielle par rapport à x. Les composantes de la première sont égales de même aux composantes de la seconde, augmentées de leurs différentielles par rapport à la même variable, car les composantes de la première rotation sont les valeurs que prennent les trois fonctions de la variable x, df/, $</', dr', lorsqu'on y remplace x par x t -\- dx. Ces composantes sont donc dp'-\-ddpf, $</'-\-d$</', Sr'+ddr', et, si Ton en retranche les composantes $//, àq f y dr' de la rotation qui rend T parallèle à T 1 , on obtient celles de la rotation qui rend T 3 parallèle à T^, car cette dernière rotation, composée avec celle qui rend T parallèle à T f , a pour résultante celle qui rend T' parallèle à T',.
Il faut donc remplacer, dans les formules (i), dp, $q, or par d$f/ 9 d$q f , dir', et ces formules donnent pour les projections du déplacement M 3 M , dû au mouvement de rotation qui rend T 3 parallèle à T* x ,
/ [ ix ) = f>dir'-v'dtq\
(6) \[fy)=*'dip\
[ [êz) = - vdtp'.
Ajoutant ces projections à celles de M 3 M 4 données par les expressions (5), on obtient, pour les projections de MjjM', ,
l u = d$r/ -\-vd$/ —Sdâq',
( 7 ) ) u' = d3/ -I- ds oV -4- ïdtp\
( u"=z d$z — dsi<{ ~ 'dtp'.
16. Si la température de la pièce prismatique dans le second état d'équilibre n'était pas la même que dans le premier état, le déplacement M 3 M', serait la résultante des deux déplacements dus à la dilatation et à l'effet des forces
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extérieures. Dans ce cas, les projections du déplacement produit par les forces s'obtiendront en retranchant des valeurs précédentes de u, i/, u" les projections du déplacement dû à la dilatation. Soit t le produit du coefficient de dilatation de la matière du corps solide par le nombre positif ou négatif représentant la variation de la température. Les projections de la distance dsf= MM! des éléments o> et a/ étant représentées par djJ> dy', dz\ les projections du déplacement relatif de M' par rapport à M dû au changement de température seront rdx', tdy\ xdz'\ les projections du déplacement produit par les forces extérieures
seront donc
/ a - rdv\
(8) \ U '-Td f \
( u"—xd^.
Pour déterminer les valeurs de dx f , dy', dz', nous chercherons quel est le chemin parcouru par le point M lorsque la section T, dans le mouvement générateur de la pièce, se transporte en T'. Ce mouvement peut se décomposer en une translation égale et parallèle à mm'= ds, et en une rotation autour du point m dont les composantes sont d//, dq f , dr f . Les coordonnées du point M, qui doivent être introduites dans les formules (i), sont (x) = o, (y) = v, (z)=. v f . Les projections du déplacement de M dû au mouvement de rotation seront donc
i ($x)=:t>dr'—i>'dq',
(9) (*jr) = '&. .
( (*;) = — V dj/.
Les projections du déplacement dû au mouvement de translation, qui est égal à ds 1 et parallèle à Taxe mx', sont
(x) = ds',( T ) = o,(z) = o.
db^Lj
La distance MM' résultant des deux déplacements précédents aura donc pour projections la somme des projections de ces déplacements, savoir
I dr f = ds + vdï — t>'dq\ (10) d/=ïdp\
[ dz 1 = — vdp\
Soient p le rayon de courbure de la fibre moyenne au point
m, et da l'angle de contingence de la courbe au même point,
ds égal à ~ Soient m (fis* 3) le centre de gravité de la sec-
tion T, et ml le centre de la section infiniment voisine T'. Soit mn la tangente à la courbe au point m. Prenons mn = mm' et supposons cet élément mn de la tangente invariablement lié avec la section T. Imprimons à cette dernière la rotation autour du point m nécessaire pour qu'elle devienne parallèle à T', et cherchons quel, sera le déplacement du point n dans ce mouvement. Les composantes de la rotation qui rend T parallèle à T ; sont dp', dq'y dr r , et les projections du déplacement du point n sur les axes mod y mj f , mz 1 seront
( [tz) = dsdg'.
Soit n! la nouvelle position du point n (Jig. 3). La ligne mn! est devenue perpendiculaire à la section T'; donc l'angle nmv! est égal à celui des deux tangentes en m et m' ou à l'angle de contingence da. On a donc
ds Mais, d'après les valeurs précédentes des projections de nri,
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on a
d'où
dx =z sl<lr'* -f dq'* et ds = p sjdr'* -+- dq'* .
Si l'on porte cette valeur dans la première équation (10), et si Ton remarque que, par suite de la petitesse des dimensions transversales et de la faiblesse de la courbure de la pièce, v et s/ sont des quantités très-petites par rapport à p, on verra que les projections dx', dj\ dz 1 de la distance MM' des centres des éléments plans w et vf peuvent être considérées, sans grande erreur, comme égales à celle de l'élément mm'= ds de l'arc de la fibre moyenne, et l'on aura ainsi dx' = ds, dj ' = o, dz r =. o.
Les projections du déplacement produit par les forces extérieures seront donc, en remplaçant dxf, dj f y t/z'dans les expressions (8),
les quantités u, u\ u" étant données par les équations (7). Si l'on multiplie la première des quantités (12) par
— et les deux autres par -yj* les produits seront, d'après
l'hypothèse du n° 3, égaux aux composantes parallèles aux axes mx\ my* ', mz 1 de la force qui est appliquée au centre de l'élément &>, c'est-à-dire au point M. Le centre M' de l'élément tuf, en vertu de la réciprocité de l'action développée entre les deux éléments w et a/, sera sollicité par une force égale et contraire.
Indépendance des ejffets des j or ces extérieures,
17. Supposons que, la pièce n'étant soumise à l'action d'aucune force extérieure, on lui applique un premier système de ces forces. Soient u h , u\ , u\ les projections du déplacement relatif du centre de a> ; produit par ce système. Supprimons ce premier système. La limite d'élasticité n'ayant pas été dépassée, les molécules reviendront à leur position primitive. Appliquons à la pièce un second système de forces extérieures, et soient u 2 , u\, u\ les projections du déplacement correspondant du centre de a/. Si l'on applique simultanément à la pièce les deux systèmes de forces précédents, les projections du déplacement relatif du point M 7 , centre de &/, seront égales à la somme des projections des déplacements produits séparément par chaque système; autrement dit, le déplacement produit par la résultante de plusieurs forces est la résultante des déplacements produits par chacune de ces forces séparément. Ainsi, dans l'exemple qui précède, le déplacement résultant a pour projections sur les axes u x -hu 2 , u\ -f- u\ ,
Ce principe, qui complète l'hypothèse du n° 3, suppose comme elle que les déplacements sont toujours très-petits. On peut le démontrer en remarquant que la force développée entre w et o> ; par un déplacement ayant pour projections u t -1-1/2, u,-4-i/ 2 , u x -\-u\ est la résultante des deux forces que font naître séparément le déplacement ayant pour projections m,, i/,, u 4 et le déplacement dont les projections sont égales à w 2 , u 2t u" 2 , puisqu'il suffit de multiplier les projections sur un même axe par une même quantité pour obtenir les forces composantes parallèles à cet axe.
18. Nous avons admis (n°16) que le déplacement dû à un changement de température et à un système de forces était la résultante des déplacements qui seraient produits séparément par chacune de ces causes. Ce principe est un cas particulier du principe d'indépendance des effets de plusieurs forces que nous venons de démontrer.
Une variation de température correspond à une addition ou soustraction de chaleur qui est entièrement comparable à l'application d'un système de forces.
19. Il résulte du principe précédent que pour déterminer l'effet produit par un système de forces, quelque complexe qu'il soit, il suffit d'ajouter les effets que produit séparément chacune de ces forces.
Réduction de toutes les forces élémentaires à une force et à un couple.
20. Chacun des éléments de la section T analogues à a> est sollicité par une force appliquée à son centre dont les
composantes sont égales a -p [u — ras), —r u , — ir.
Désignons par R, R', R" les rapports de ces forces à l'aire w. Ces rapports seront, le premier la pression ou traction normale, les deux autres les tensions parallèles ou efforts tranchants par unité de surface de la section normale T. La distance ds' diffère très-peu de ds (n° 16); on aura donc
ds
x f x as
u" as
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La force élémentaire appliquée au centre de l'élément w a ainsi pour composantes parallèles aux axes ma/,mj f , mz' les quantités Rw, R ; «, R^w, que nous désignerons par X', Y', Z'. Les coordonnées du point d'application M de cette force sont d'ailleurs a/=: o, j'= f, z'=s/. Appliquons à l'ensemble des forces élémentaires analogues à la précédente les règles de la Statique qui s'appliquent à la composition des forces dirigées d'une manière quelconque dans l'espace, et nous composerons toutes ces forces en une résultante passant par le point m, origine des coordonnées, et en un couple unique. Les trois composantes parallèles aux axes mx\ mj', nid de cette résultante seront données par les équations
/ X = SX',
(«4) !y = zy\
Z = ZZ
Les trois couples composants du couple résultant unique auront pour moments
i Lz=z(Y'3'-Zy),
(i5) . M = 2(ZV-X' 2 '),
La lettre 2 indique des intégrales doubles qui s'étendent à tous les points de la section T et qui sont de la forme
Les fonctions F sont d'ailleurs entières et du premier degré par rapport à v et /dans les formules (i4) et du second degré dans les formules (i5). En effet, si l'on remplace z*, u', u" par leurs valeurs (7) dans les équations (i3),
on a, en multipliant par co= dvdv',
x , = I-Ei^-r*) + E^ p _ ErfV n
que nous écrirons, pour abréger,
(i6) ] Y' = (a'-h*V)<fr£fr,
( Z / =(a"— e't)d»di>'.
Si l'on remplace dans les équations (i5) od^y 1 , s' par leurs valeurs x'= o,^ / = t>, z f = v, après y avoir mis les valeurs précédentes de X', Y', Z', on obtient
/ L =ff[[«!s>'- z"t> + e'[* + v'*)]dvdi',
(17) | M=//(-a/-y+^)rfp^, ( X =ff(«ç + Iv*— evï)dvdv'.
Si Ton remarque que le point m est le centre de gravité delà section T, et que Ton a, par suite, ffvdv dv' = o, ffv'dvdv'z=o, les intégrales doubles des équations (16) se réduiront à
/ X= ail,
(18) )Y = a'il, ( Z = a" il,
en désignant par û XWveffdv dv* de la section T.
Les axes my', mz! étant les directions des axes principaux d'inertie de la section T, on a ffvv'dv dv' = o, et, si Ton représente par I =ff( v- -t- t>' 2 ) dvds/ le moment d'iner-
C0NSIDÉ1ÉES DANS l/ ESPACE. 23
tie polaire de la section, c'est-à-dire son moment d'inertie par rapport à l'axe mJ mené par son centre de gravité perpendiculairement à son plan, par Y= ffs/' 1 d\> dv* et V'=ffv*dv rf/les moments d'inertie de la même surface par rapport aux deux autres axes my,mzf, les équations (17) se réduiront à
Ces trois équations et les équations (18) deviennent, en remplaçant», a', a", /, e et c'par les quantités que ces lettres représentent dans les équations (16),
(ao) ( Y = Gû(^ + */■').
Toutes les forces qui sollicitent la section T se trouvent ainsi ramenées à une résultante et à un couple uniques.
21 . Composons de même en une seule force passant par le point m et en un seul couple le système des forces extérieures appliquées à la pièce entre la section T et l'extrémité B (fig. 1); appelons cette force P et ce couple H. La partie de la pièce mB est en équilibre sous l'action : i° des forces moléculaires intérieures; 2° d'une force et
d'un couple appliqués à la section T', égaux et contraires à la force (X, Y, Z) et au couple (L, M, N) appliqués à la section T; 3° de la force P et du couple H. Les forces moléculaires intérieures se détruisent comme étant égales deux à deux et de signes contraires ; donc les deux forces et les deux couples dont nous venons de parler doivent se faire équilibre, donc la force P est égale à la force (X, Y, Z) et le couple H au couple (L, M, N). Ainsi les équations (19) et (20), dans lesquelles X, Y, Z, L, M, N seront remplacés par leurs valeurs en fonction des données relatives aux forces extérieures, représenteront les six équations de l'équilibre des pièces prismatiques.
Si Ton différentie les équations (2) et (3) (n°* 13 et 14), et qu'on les divise par ds, en combinant les trois dernières avec (21), on obtiendra les différentielles des trois inconnues $p, $q, $r sous la forme
( d$p=f[x)dx,
( dâr=zf i (x)dx.
On obtiendra donc ces trois inconnues par des quadratures. On remplacera dans les équations (20) $</, di J par leurs valeurs en 8p, $q, $r, tirées de (3), puis ces dernières parleurs valeurs données par les intégrales de (22), et l'on pourra tirer des équations (20), combinées avec les différentielles de (2), les valeurs des différentielles des trois inconnues $x, $y, $z, savoir
ddx =zF(x)dx, dty = F t (x)dx, d$z = F 2 [x)d.r,
ce qui fera connaître ces inconnues au moyen de trois nouvelles quadratures.
Si Ton divise les deux membres des équations (16) par
dvds/y les premiers membres seront égaux 5 R, R', R", et
l'on aura
R — a -f- lv — e\>\
R' = a' H- eV,
R"^a"— eV.
Mais on tire des équations (i8)et(ig)
a = â' a== H' a= iV /= r' ^=F * = ï ;
/ X Ni» M/
on aura donc
Lorsque les forces extérieures sont toutes connues, les quantités X, Y, Z, L, M, N sont aussi connues, et les seconds membres des équations précédentes, ne contenant que des quantités données R, R', R", sont entièrement déterminées, sans qu'il soit nécessaire de recourir aux équations (20) et (21). Mais, quand la pièce s'appuie par les sections extrêmes sur des plans inébranlables, elle en éprouve des réactions inconnues.
Dans ce cas, il faut recourir aux équations (20) et (21) pour déterminer les forces inconnues. Les forces extérieures seront alors toutes connues, et les équations (23) donneront les valeurs de R, R', R", ce qui est le but final du problème de la résistance des matériaux. Ces quantités devront toujours être inférieures aux valeurs qui corre spondent à la limite d'élasticité.
ARTICLE II
CAS OU LES FORCES EXTÉRIEURES SONT SITUÉES DANS UN PLAN QUI CONTIENT LA FIBRE MOYENNE ET PARTAGE LES SECTIONS NORMALES EN DEUX PARTIES SYMÉTRIQUES.
§ I. — Formules simplifiées déduites des précédentes.
22. Prenons ce plan pour celui des xz. La composante Y de la résultante des forces extérieures sera nulle, car toutes les forces sont situées dans un plan normal à l'axe Oy. Le couple résultant de la composition de ces forces étant situé dans ce même plan, l'axe de ce couple est dirigé suivant l'axe des j^, et les deux autres sont nuls. On a donc L= o, N= o. La droite d'intersection du plan xz et de la section T, divisant celle-ci en deux parties symétriques, est un des axes principaux d'inertie de cette section normale. Donc les deux axes mx J , mz 1 sont situés dans le plan des xz, et l'axe my f est parallèle à Oy.
La première et la troisième des équations (21) se réduisent à d$p'= o et d$i J ^= o. Les composantes de la rotation de T parallèlement aux axes mx J , mz' étant nulles, on en conclut que Taxe de cette rotation est dirigé suivant my r y parallèle à Oy. Ainsi le déplacement de la section T par rapport à la section infiniment voisine est composé d'une rotation autour d'un axe parallèle à Oy, plus un mouvement de translation. Ce dernier est parallèle au plan xz. En effet, Y' étant nul, la seconde des équations (20) donne
ils
Pour déterminer la valeur de 5/ ,; , introduisons dans les formules (3) les valeurs des coefficients angulaires qui
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résultent de la situation actuelle des axes ru j^. fnj\ md . Ces valeurs sont
et les équations ( 3 ) deviennent
ou, en différentiant,
I*/<fy/~ a dop -+- cdêr, d$q' = dtq, dtr' = a"dtp + c d3r.
Les premiers membres de la première et de la troisième étant égaux à zéro, on en conclut dip = o, ddr = o. Ainsi îp et dr sont des quantités constantes, et, comme nous admettons que la section normale au point A, origine de la pièce, ne peut tourner qu'autour d'un axe parallèle à Oy, ces constantes sont nulles, et l'on a dp = o, ir = o.
La première et la troisième des équations ( a4 ) donnent alors 3//=o, di J '= o. Par suite de cette valeur de £/•', celle de ddy est égale à zéro. Mais, si Ton introduit dans les formules (2) les valeurs des coefficients angulaires, b = o, a' = o, ..., ces formules deviennent
i $.r'=z aSx -f- câz,
( $z'=a"à.r+c"fiz 9 et, en différentiant,
Idâ.v'= a d$x -h cd$z, d$z' — a"d$x + c'Vfc.
La seconde des équations précédentes, qui se réduit à ddj = o, montre que $y est une constante, et, si Ton suppose que le point A ne puisse se déplacer que dans le plan xz, cette constante sera nulle, et Ton aura $j = o.
Ainsi, des six inconnues dx, dy, dz, $p, $q, 5r, trois
sont constamment nulles, savoir $y, dp et $r. Les trois
autres seront données par la première et la troisième des
équations (20) et la seconde des équations (21), combinées
avec la première et la troisième des équations (27) et la
seconde des équations (25). Les coefficients angulaires a,
c, a", d 1 peuvent s'exprimer en fonction de l'inclinaison
de la tangente ma/ sur les axes Ox, Oz. En effet, a est le
"dr cosinus de l'anele de mx f avec Ox, out;c est le cosinus
^ds 7
de l'angle de ma/ avec Oz, ou ^; a" est le cosinus de l'angle que fait la normale m z' avec l'axe des x, c'est-à-dire le sinus de (ma/, Ox), pris négativement: c'est — ~;
enfin, d', cosinus de l'angle de mz f avec Oz, est égal à -y
Remplaçant les quatre coefficients par leurs valeurs, on obtient, pour les deux inconnues d$x J , d$zf,
, . , dx _ _ dz , _
d$x' = — dtx -+- — d§z, ds ds
» « / àz . _ dx _ .
d&z' = r d$jc -4- -- dâz,
ds ds
qui, résolues par rapport à dix et ddz, donnent
? « d* , « . dz , „ #
ds ds
La première et la troisième des équations (20) donnent ddcd etd$zf, savoir
dlr' X
ds Eu
** 9 ' » dte _ Z
-*--'*= gS*
la quantité fy est mise à la place de i(f t à cause de la seconde des équations (24). La seconde des équations (ai), en remplaçant diq 1 par dàq et supprimant l'accent de 1', puisqu'il n'y a qu'un seul moment d'inertie à considérer dans la question actuelle, donne
Les valeurs de R, R', Redonnées par les équations (a3) deviennent, en y faisant Y = o, L = o, N = o,
§ II. — Démonstration directe des équations (29), (30) et (31), correspondant au cas où la fibre moyenne est située dans un plan partageant les sections normales en deux parties symétriques et contenant les forces extérieures.
23. Soient AmB (fîg* 4) l a fibre moyenne, O x y Qz deux axes coordonnés rectangulaires situés dans son plan ; soient CD, CD' les traces des plans de deux sections normales infiniment voisines, T, T'; m et rri les centres de gravité de ces sections, situés sur ,1a fibre moyenne AB. Partageons
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ces sections en trapèzes par des perpendiculaires infiniment rapprochées, menées sur les droites CD, CD'.
Soient M le centre de gravité de l'un de ces trapèzes dans la section ï, v la distance de ce point au centre m de la section, et 1 la demi-somme des bases du trapèze. L'aire w de ce trapèze seraw = Xd*>, en négligeant un infiniment petit du second ordre.
Désignons par les mêmes lettres affectées de l'indice ï, pour le second état d'équilibre, les mêmes choses que dans le premier état d'équilibre représenté {fig- 4)- Cherchons les projections u et u 1 sur les axes mx\ mz* du déplacement qu'éprouve le point M' par rapport à ces axes, supposés liés invariablement à la section T, sous l'action des forces extérieures. Tout étant symétrique par rapport au plan xz } le déplacement d'une section quelconque peut se décomposer en une translation parallèle à ce plan et en une rotation autour d'un axe perpendiculaire au même plan.
Transportons le solide AB sur le solide A t B|, de manière à faire coïncider la section T avec la section T<. D'après ce que nous venons de dire, on obtiendra ce résultat en imprimant au solide AB un mouvement composé d'une translation égale et parallèle à mm K (Jïg- 5 ) , et d'une rotation autour d'un axe mené par le point m, perpendiculairement au plan xz. Soit iq l'angle très-petit qui mesure cette rotation ; soit a l'angle que fait la tangente mx J à la courbe toB avec l'axe Ox. Les projections de la translation mm K sur les axes ma/, mz 1 étant désignées par &r', §z', on aura
$x' — fa cosa -+- $z sina, 8z =: — $x sin a H- 8z cosa,
les projections du même déplacement mm t sur les axes O x, Oz étant représentées par dx, dz. Les projections de m'm\ ,
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du déplacement du centre de la section T', infiniment voisine de la section T, sur les axes ma/, mz sont égales à $x/-i-d$a/, $z'-t-d$z'j car ce sont les valeurs que prennent les fonctions dx', $z', lorsqu'on y remplace x par x-f- dx. Soit m 3 ( fig. 5) la position que vient occuper le point m' lorsque la section T du solide AB coïncide avec la section T\ du solide A|B|. Les projections du chemin m! m 9 sur les axes mx\ mz' seront égales à la somme des projections des deux chemins parcourus par le point ni dans les mouvements de translation et de rotation dont nous venons de parler. Le premier de ces deux chemins est m'm 2l égal et parallèle à mm i7 et ses projections sur les axes mx\ mz 1 sont égales à $x', Sz\ Dans le mouvement de rotation, la droite mm' décrit un angle âq f égal à l'angle des plans des deux sections T et T h et l'arc m'm décrit par le point m 7 dans ce mouvement est égal à $qds, ds désignant la longueur mm de l'élément infiniment petit de l'arc de la courbe AmB. Ce chemin, étant perpendiculaire à mxf, se projette en vraie grandeur sur l'axe mz!, tandis que sa projection sur mx f est égale à zéro. Les projections de m'/w 3 seront donc égales à $x' et 8z'-+-$q ds.
Nous venons de voir que la distance des points m 7 et m\ {fig. 5) avait pour projections dx'-hdSx', <}z-\-ddz f Or cette distance est la résultante du côté m'm 3 et du côté m z m\\ on aura donc les projections.de ce dernier en retranchant de celles de m'm\ celles dem'm 3 , et il restera ainsi, pour ces projections, J
K ] \ dSz'—thtq.
Soit M 3 {fig. 5) la position du point M 7 lorsque T coïncide avec T|. Le point M coïncide alors avec M 4 , et la distance MjM' est le déplacement relatif cherché dont les
projections ont été désignées par u et u'. Pour avoir cette distance, nous chercherons le chemin parcouru par le point M 3 lorsque la section T 3 qui le contient, et dont le centre est en m 3 , vient coïncider avec T t .
Le mouvement de la section T 3 qui ramènera en T, peut se composer çl'une translation M 3 M 4 {fig- 5 ), égale et parallèle à m 3 m\ , et d'une rotation autour d'un axe mené par le point h^, perpendiculairement au plan xz. L'angle de cette rotation doit &re égal à d àq , car l'angle des plans T' et V t est égal kdq-t-ddq, et, en amenant T sur T\ , on a fait tourner le plan T' d'un angle égal à $q et on l'a amené dans le plan T 3 . Donc ce dernier ne fait plus qu'un angle d$q avec T,. Dans ce mouvement de rotation, la droite m 3 M 3 , dont la longueur est égale à t>, décrit un angle égal à d dq, et le point M 3 un arc M 3 M égal à vd àq. Les projections de ce déplacement sur les axes ma/, mz'de la^ig-. 4 diffèrent de quantités très-petites des projections du même déplacement sur deux axes rectangulaires, dont l'un, situé suivant m 3 M 3 , serait pris pour axe des z', et l'autre, perpendiculaire au précédent, serait pris pour axe des x J . N'oublions pas que les parties positives des nouveaux axes doivent toujours conserver la même position relative. Nous prendrons, sans erreur sensible pour la pratique, les secondes projections pour les premières, et nous obtiendrons ainsi une valeur égale à — vddq sur l'axe des a/ et à zéro sur l'axe des z 7 . Ajoutant ces valeurs aux projections (2) du déplacement M 3 M 4 du au mouvement de translation, on obtient, pour les projections u, 1/ du déplacement résultant M 3 M' t (Jig. 5),
u =d$.v'— vd$q, u'=d§z' — ds$q.
Si la température n'était pas la même dans le second état
d'équilibre que dans le premier, le déplacement M, M', serait la résultante des deux déplacements dus à la température et à l'eflet des forces extérieures; les projections du déplacement dû à l'effet des forces seraient donc égales aux projections du déplacement M, M', , diminuées de celles du déplacement dû à la température.
Or, la distance MM' diffère peu de ds; la variation de cette distance, dû à un changement de température, peut donc être prise égale à r ds, r étant le produit du coefficient de dilatation par le nombre de degrés dont la température a varié. La direction de la droite MM' étant parallèle à Taxe ma/, les projections du déplacement rds seront égales, la première k rds sur l'axe ma/ et la seconde à zéro, sur l'axe des z\ Les projections du déplacement dû à l'effet des forces extérieures seront donc
(4) \ tt - xds '
les quantités u et uf étant données par les équations (3).
Réduction de toutes les forces intérieures à une force et à un couple.
24. Le trapèze o> est sollicité par une force appliquée à son centre M, dont les composantes parallèles aux axes ma/,
Désignons par R, R' les rapports de ces forces à l'aire &> du trapèze, base du prisme infiniment mince, ayant pour base supérieure le trapèze <a' de la section infiniment voisine. Le premier rapport R sera la pression ou traction normale, le second l'effort tranchant par unité de surface de la section normale T. On aura, pour ces deux quantités,
en remplaçant ds f par ds,
La force qui sollicite le point M a donc pour composantes parallèles aux axes ma/, md les produits Rw, R'co, que nous désignerons par X' et Z'. Les coordonnées de son point d'application M sont a?=o, z!=v. Appliquons à toutes les forces analogues appliquées aux éléments de la section T les règles de la composition des forces situées dans un même plan et rapportées à deux axes rectangulaires mx*, m z f , et nous les composerons en une résultante unique passant par le point m et en un couple situé dans le plan. Les deux composantes de la résultante unique seront données par les deux équations
(6) X=ZX', Z=ZZ'.
Le moment du couple sera
La lettre 2 indique une intégrale qui s'étend du point C jusqu'au point D [fig> 4)> et qui est de l a forme fF(v)dv. Remplaçons u et vl par leurs valeurs (3) dans les équations ( 5 ), après avoir multiplié ces dernières par co= \dv ; nous aurons, pour les composantes X', Z' de la force appliquée au point M,
(8) \ \ ds )
ds
que nous écrirons, pour abréger les écritures, j X'=(a — h)\di>,
Les valeurs de a/ et zf qui entrent dans l'équation ( y ) sont o/= o, z = v\ on aura donc
(lO) M=f(lr* — OLS>)\fh.
Le point m, origine des coordonnées, étant le centre de gravité de la section T, on difv\dv = o, et, si Ton désigne par I le moment d'inertie, fv- X dv de cette section par rapport à une droite menée par le point m, perpendiculairement au plan xz, et par û l'aire f\ dv>, on obtiendra, pour les composantes X, Z de la résultante unique et pour le moment M,
/ X = «il,
et, en remplaçant les lettres a, af } /par les quantités qu'elles représentent, dans les équations (9),
M=EI^, as
EÛ (^- T
Les forces intérieures qui sollicitent la section T sont ainsi ramenées à une résultante unique passant par le point m, dont les composantes sont données par les deux dernières équations (12), et à un couple dont le moment est donné parla première de ces équations.
Composons de même en une force unique et un couple
la partie des forces extérieures appliquées entrela section T et l'extrémité B de la pièce. Nous supposons que Ton prend dans cetle opération, pour les coordonnées des points d'application, les valeurs qui conviennent à ces points dans le solide AB, ce qui revient à négliger la différence de ces coordonnées et de celles du solide A 4 B 4 . Dans une pièce chargée debout, cette simplification ne pourrait être admise, mais ce cas sera traité ultérieurement. Soient P la force et H le couple ainsi obtenus. La partie mB de la pièce est en équilibre sous l'action : i° des forces moléculaires intérieures; 2° d'une force et d'un couple appliqués à la section T', égaux et contraires à la force (X, Z) et au couple M appliqués à la section T; 3° de la force P et du couple H. Les forces moléculaires intérieures se détruisent comme égales deux à deux et de signes contraires : donc les deux forces et les deux couples se font équilibre; donc la force P est égale à la force (X, Z), et le couple H au couple M. Ainsi les équations (12), dans lesquelles X, Z, M seront remplacés par leurs valeurs en fonction des données relatives à la partie des forces extérieures appliquées entre la section T et l'extrémité B, constitueront le système des équations différentielles de l'équilibre de la pièce considérée entre les trois inconnues daf, dzf, dq. Si l'on différence les équations (i) après avoir
remplacé cosa et sina par leurs valeurs -^ et — > et qu'on
les résolve par rapport à d &r, d &z, on obtient
Idx dz
dfa= — dW—- r d$z', ds ds
dz . dx
d$z = — d$x'+ — dâz'. ds ds
Si Ton divise les équations (9) par "kdv = &>, et que l'on
y remplace a, ol et / par leurs valeurs tirées des équa-
•mr 7 liff
tions (m), savoir a=— > a'= -* /=—> on obtient (r- x Mv
Nous avons retrouvé ainsi les sept équations (28), (29), (3o) et (3i) dun°22, savoir les équations (ia), (i3)et (14)1 dans lesquelles R' représente la quantité désignée par R" dans les équations (3i).
Les équations (20) peuvent recevoir une importante simplification dans plusieurs cas de la pratique. Elle con-
siste à négliger les quantités — » — * — * généralement
dte dty d$z'
très-petites par rapport aux quantités —r— > —r 1 -» --7ce qui réduit ces équations à
ds d3f
ds
dte - ,
Les deux dernières expriment la condition que les sections normales à la fibre moyenne du solide AB dans le premier état d'équilibre restent normales à la fibre moyenne du solide A,B, correspondant au second état d'équilibre. En effet, si cette condition était remplie, après le mouvement de la pièce AB qui fait coïncider la section T avec la section T| , le point m', qui occupe la posi-
tion m 3 {jig* a), serait situé sur la droite m i m\, puisque mm! est normal à T et m l m\ normal à T|. Mais les projections de la distance m z m\ sur les axes ma/, my'y mzf, transportés en m K x\, m^',, m i z\ lorsque T a été transporté en T| , ne diffèrent que de quantités négligeables des projections de cette même distance sur les axes ma/, mjr', mz f . On pourra donc preadre les premières pour représenter les valeurs de celles-ci. Or, les premières sont égales à zéro sur les axes m K y\, m K z xJ qui sont perpendiculaires à la direction de m 3 m\. Mais, si Ton cherche la valeur des projections sur my* ', mzf de la distance m 3 ni t9 on trouve les expressions (5) du n° 14. On aura donc
d9z' — ds$q'=o.
Ces équations expriment donc la condition que les sections normales à la fibre moyenne restent normales à cette fibre dans le second état d'équilibre de la pièce.
Cette condition exige que — ? — soient des quantités
négligeables par rapport à $r', $(/. Or les équations (21) donnent
7 J El' J EF
Soient x, y, z les coordonnées du point où la résultante P
(n° 21 ) rencontre le plan x' z* de la section T. Les moments
M et N seront M = — *X, N=jX. En supposant con-
M ' N stantes les quantités — ,, — , on a, en désignant par s la
longueur de Tare comprise entre les deux limites de l'in-
tégrationj — = — , J — = _, e t en remplaçant M
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et N par leurs valeurs,
H El' *
El*
Ainsi les quantités p— * p— doivent être négligeables
par rapport à -=yf » ^F"* Cette condition est très-souvent
réalisée dans la pratique. Elle Test notamment dans les arcs à grand surbaissement, où X est très-grand par rapport aux autres composantes Y, Z, surtout lorsque les
rayons de gyration dont les carrés sont -* — ont de trèspetites valeurs par rapport aux produits zs, y s, comme cela a toujours lieu pour les pièces dont les dimensions transversales sont très-petites par rapport à la longueur. En effet,
—71—1 carrés des rayons de gyration, sont d'un ordre de
grandeur comparable à z 1 on y 2 ; donc les rapports de ces carrés aux produits zs, y s sont comparables à-i -> quantités très-petites.
4o CHAPITRE II. — PIÈGES EN ARC DE CERCLE.
CHAPITRE IL
DÉTERMINATION DES FORCES EXTÉRIEURES PROVENANT DE LA RÉACTION DES APPUIS SITUÉS AUX EXTRÉMITÉS DE LA PIÈCE.
25. Supposons que la fibre moyenne soit un arc de cercle situé dans un plan vertical partageant les sections normales en deux parties symétriques et contenant les forces extérieures autres que le poids propre de la pièce. Cette dernière force est elle-même située dans ce plan par suite de la symétrie du solide par rapport à ce même plan. Nous supposerons en outre que la pièce est partagée en deux parties symétriques l'une de l'autre par un plan perpendiculaire sur le milieu de la corde horizontale qui joint les extrémités de l'arc. Enfin la pièce est supposée faire corps, par ses deux sections normales extrêmes, avec des massifs inébranlables.
Dans le premier état d'équilibre, la pesanteur de la pièce est détruite par la réaction de points d'appui suffisamment multipliés, tels que ceux que l'on obtient, d'ordinaire, par l'établissement de cintres ou échafaudages.
Dans le second état d'équilibre, la pièce est soumise à des forces verticales connues, y compris son propre poids, et en outre à des forces inconnues provenant de la réaction des appuis appliquées aux divers points des sections extrêmes EG, FD {fig. 6). Les réactions appliquées à la sec-
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tion FD peuvent se ramener à une résultante unique passant par le point B, centre de la section, et à un couple.
Soient P la projection verticale de cette résultante, Q sa projection horizontale et L le moment du couple. Nous pouvons déterminer ces trois quantités inconnues à l'aide des équations (12) et (i3). Ces équations deviennent, par l'élimination de d &t/, d$J,
a* Uds
M | rffe== (s5 +T ) l(r -(K + '')*
Afin de simplifier les premiers calculs, nous supposerons que la température est invariable, ce qui donnera t = o,
et que les quantités — et p— peuvent être négligées , ce
qui réduira les équations précédentes à
IUds d$q = zî!z. 9 H El dox = — QqdZf d$z =.àqdx*
26. Soient TI la somme des forces verticales appliquées à la partie de la pièce située à droite de la section quelconque GH (fig. 6), non compris la réaction P ; M' le moment de la résultante de ces forces, pris par rapport au centre m de cette section.
Soient O le centre de la circonférence dont fait partie l'arc AJB; r son rayon; a le demi-angle au centre JOB. Rapportons la courbe à son centre et à la verticale OJ, comme pôle et axe d'un système de coordonnées polaires.
Prenons pour variable indépendante l'angle que fait le rayon vecteur Om avec l'axe OJ. Les valeurs de cet angle w seront prises positivement à droite et négativement à gauche de OJ; elles varieront depuis — a jusqu'à -j-a, entre les deux extrémités A et B de la pièce.
Cela posé, la valeur de M [voir formule (7), n° 24] sera donnée par l'équation
(b) M= M'-h L — Qr(cosw — cosa) -f- Pr(sina — sinw).
Mettons cette valeur dans la première des équations (2), rdtù à la place de ds, et nous aurons
Î* m f \ dtli « • / • • \ A*
— Qr 1 (cosw — cosa) — -f- Pr'fsina — sinw) =-• El £1
Multiplions par E et intégrons depuis — a jusqu'à w, c'està-dire depuis le point A jusqu'au point m; nous aurons, en désignant par dq la valeur de iq à l'origine A,
_ , r w sinwrfw _ , /* w cosw
- Pr *J -1 — Qr V —
dans laquelle A = Pr 2 sina-h Qr a cos« -t-Lr.
Mettons dans les formules ( 2 ) la valeur de $q tirée de l'équation précédente, rrfcocoso) à la place de dx, rdw sintù à la place de dz, et nous aurons, en multipliant par E,
l Ed$x=— rsmwrfwl E^ + r I — *- A I —
(_ „ /* w sin«</w _ . / ,w cosw</«\ -*'L- — Qr l.— >
Erf(?3= rcos«<f«l E<fy -*" r I — » *~ ! T
_ _ /""sinotditt _ , /*" cosw</«\
Intégrons maintenant les trois équations (3), (4), (5) depuis — a jusqu'à a; nous aurons, en désignant par 8</ t la valeur de $q à l'extrémité B; par ix 0y fcr«, fc§ et d* , celles de <î.r et $z aux extrémités A et B,
^ , r" sinw A - . f * cos»A*
= — rE<fy / sinwrfw— r 1 I l sinwrfw I — p- »
-rA T fsinwA T y)-+- p '*/ '\àn»A> J " ^ " j
„ TV . , r tt cos w A\ •4-Qr 3 I l sinwrfw I — r — J«
= rE8q I cosôicfa + r I l coswrfw / — j— I
H-rAl IcoswAl — 1 — Pr» I I cosuffo» I j J
XV , f"cos»AA Icoswtfwl r !•
27. Les deux dernières équations contiennent des intégrales doubles qui peuvent être remplacées par des intégrales simples à l'aide de l'intégration par parties qui donne les résultats suivants :
ri • ^ f w M'<fw\ r'Wd».
I Isinwtfwf — - — 1=1 — î — (cosw — cosa),
ri. , fd«>\ rj». .
I I sinwrfw I —1=1 —(cosw — cosa),
Cl. , C sinwrfw\ C sinw<&> .
I I sinw rfw I — - — 1 = I — - — (cosw — cosa),
/* / . , /'"coswd&A (** co&tûdu , .
I 1 sinwtfw I — - — )= I (cosw — cosa),
TV ^ f w M'rfw\ f'M'rfw,. . N
I I coswtfw I — - — 1=1 ' (sma — sinw},
I I coswtfw I —1=1 — (sina — sinw),
/* / , /*" sinwrfw \ /** sinwefw , . .
I I coswt/w I 1= I (sina — sinw),
C % l » /* M coswrfw\ (** cosndu , . . .
I I coswtfw f )=/ — ï (sina — sinw).
Posons, pour abréger,
T"MVw
(** M'coswrfw
XCOSw</w . — ='-
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Les deux premières des huit intégrales précédentes seront
iWj — m # cosa,
Pi — fa COSa.
La troisième est égale à zéro. En effet, les deux valeur» de la différentielle correspondant à deux points symétriques pour lesquelles g* a deux valeurs égales et de signes contraires sont elles-mêmes égales et de signes contraires, car les valeurs de I sont les mêmes pour ces deux points, par suite[de la symétrie de la pièce par rapport au plan vertical perpendiculaire sur le milieu de la corde AB.
Posons
cos* w dta
et la quatrième intégrale deviendra
Pt — 4 °i cos«.
En posant
'* M'sii)6></<k»
la cinquième intégrale devient
m sina — m,.
L'intégrale / — - — est nulle comme composée d'éléments égaux deux à deux et de signes contraires. La sixième intégrale se réduira donc à
p sina.
En mettant dans la septième i — cos 2 o> au lieu de sin 3 a>, elle devient
Pi — /v
La huitième, dans laquelle / T est nulle
comme composée d'éléments égaux deux à deux et de signes
contraires, se réduit à
p t sina.
A l'aide de ces valeurs, les équations (6), (7) et (8) deviennent
(9) E(<fyt — fyo) = rm -h Ào — Qr*p lf
E(^Xj — &r ) = — r t (/iïi — /7i cosa)
— rA(/>j — p cosa)-f- Qr 3 (p, — p t cosa), E(J3i -— <k ) = 2rE<fy sina -h /^(/«osina — /w,)
-+- rAp sina — P/- 3 (p, — p )— Qr'p t sina.
28. L'inconnue L n'entre dans ces équations que dans le trinôme A. L'inconnue P n'entre pas dans les deux premières, qui suffisent pour déterminer A et Q. Avant de les résoudre par rapport à ces inconnues, posons, pour abréger,
E ( tfxj — &r ) -f- r 1 ( m i — /w cosa ) = </, pt — p cosa = a y Pt — picosa = b.
Les deux équations (9) et (io) seront alors
p A — p 1 r*Q=c, — ark -+- br z Q = c',
d'où l'on tire
brc -f- p t c' ribpo — api)'
fi3) goC^fW
Pour abréger les écritures de l'équation (11), posons E(<ki — ■ ^ 5 o)~~ 3rE<fy sina— r*(m sina — m t )z=ic f \
cette équation donnera, pour la valeur de P, après la sub-
stitution des valeurs précédentes de A et Q, I
, ,. ^ rsinac — c*
Remplaçant A par le trinôme qu'il représente dans l'équation (12), on obtient une équation qui donnera la valeur de L en fonction de P et Q, savoir
/ r\ w /« . * % bre -h p t d (i5 L = — r Psma + Qcosoc)+ -=-= - — >•
29. La valeur (i3) de Q est indépendante de d 1 et par conséquent des variations $z 0y Sz lt projections verticales des déplacements des extrémités de la pièce. La valeur (i4) de P est indépendante de d, et par suite de $x 0f <Jx,, projections horizontales des mêmes déplacements. On en conclut que, si les appuis n'étaient pas inébranlables, et que les extrémités pussent se déplacer, des déplacements verticaux ne changeraient pas la valeur de Q, et la valeur de P ne serait pas modifiée par des déplacements horizontaux.
30. Lorsque les forces verticales données sont symétriques par rapport au plan perpendiculaire sur le milieu de la corde, la valeur de P donnée par la formule (14) se réduit, dans le cas de l'immobilité des extrémités, à la moitié de la somme de ces forces.
Remplaçons dans cette formule c et d 1 par les polynômes qu'ils représentent; elle deviendra
La quantité m 2 = I *" devient égale à r ^ a ~M ,
II désignant le poids total de la pièce et des charges qu'elle supporte lorsque ces charges sont symétriques.
En effet, formons l'expression de M' (n° 26). Soit g la distance horizontale de la résultante 71 à l'axe vertical OK (fig- 7). Cette force 7! est la résultante des forces verticales appliquées à la partie- de la pièce située à droite de la section LN (n° 26). M 7 est le moment de cette résultante par rapport au point m^ centre de gravité de la même section. On a donc
M'=z[g— rsinw)Z\
Soient L'N' la section normale symétrique de LN; Z'^M"
les valeurs de 7! , M' correspondant à cette section. Par
suite de la symétrie des forces, la résultante appliquée au
solide ECL/N' est égale à Z', appliquée à son symétrique
FDLN. On a donc
Le moment M /; est égal à la somme des moments par
rapport à m! de la résultante 7! et de celle qui est appliquée
au solide LNN'L'. Cette dernière, passant parle sommet
de l'arc, est égale à II — aZ'. Le premier moment est égal
à Z f (g-\-r sinco) et le second à (II — aZ')rsinw. Il en
résulte
M" = gZ' -4- rsinw(n — Z').
Les deux éléments différentiels de l'intégrale m 2 , qui correspondent aux deux points m et m', ayant pour coordon-
1 • * A / 1 ^ nrsin'wcfo»
nées angulaires o> et — w, ont une somme égale a - ;
on aura donc
JC B /nrsin*&>efo>\ { (— — )'
Mais on a
Jf**sin*w*/w r*du /* a cos*»<£w . . x
DÊTEBSllfATION DE P, Q, L. fa
on en conclut
ainsi que nous l'avons indiqué plus haut. Ainsi, dans le cas de l'immobilité des sections extrêmes, où les variations &/ 0l &/,, $z 0y $Zi sont nulles, la formule (14) se réduit à
Ce résultat, qui est évident a priori lorsque les sections extrêmes sont inébranlables, serait tout différent sans cette condition. La réaction de l'appui de droite serait donnée par la formule
_____ Ersina(<fy -f-<fy,)— E(o;,— <?V n ~~ r * (,°i — Po) ~~~ *
et pourrait être très-différente de l'appui de gauche; la somme des deux réactions est d'ailleurs constamment égale à II. La formule précédente montre qu'elles seront égales
entre elles et à - toutes les fois que la quantité r sina (<?7 -H $qi ) — àzi -+- fc
sera nulle, ce qui peut avoir lieu d'une infinité de manières, dans le cas par exemple où les sections extrêmes éprouvent des rotations égales et de signes contraires, et par conséquent symétriques, ce qui donne $q -f- Stji =0, et où les déplacements verticaux sont égaux, ce qui donne encore dz K — âz = o.
31 . Introduisons dans les formules qui donnent les valeurs de Q et de L (i3) et (i5)]la condition de l'immobilité
5o CHAPITRE II. — PIÈGES EN ARC DE CERCLE.
des sections extrêmes, et ces formules deviendront
(.8) q = tt^t5^
(iq) L ■=. — WPsina -4- Qcosa -f-
v *' ' popi-pi
Les cinq intégrales que représentent les lettres m , m t , p , p iy p 2 (n° 27) se calculeront lorsqu'on connaîtra la fonction I, moment d'inertie de la section normale, en un point quelconque m ayant pour coordonnée angulaire w, pris pour variable indépendante.
Calcul des modifications des valeurs de P, Q, L, résultant de la substitution des équations complètes ( i ) aux équations approchées (2).
32. Nous n'avons plus à nous occuper ici que des nouveaux termes introduits par cette substitution dans les équations (9), (10), (11) et suivantes.
Les expressions de X et Z, projections sur les axes ma/, mz 1 de la résultante de toutes les forces appliquées à la partie de la pièce située à droite de la section T, sont
X— Qcosw -4-(P -f-Z')sinw, Z =— Q sinw 4-(P-f- Z')cosw.
Substituant dans les deux dernières équations ( 1 ) et intégrant comme précédemment, on obtient, pour les termes complémentaires de l'équation (10) et ©' de l'équation (n),
e=2ETrsina-t-Qr -<j -f-(i — -j<r 8 "M 1 — g)" 1 '
DÉTERMINATION DE P, Q, L. 5l
dans lesquelles les lettres ? , <r 2l - , z% , Zj sont ] es ; nU $_ grales suivantes :
COS
/* * Z' sin w cos w s/<u
il= J_. s
_ r' z'cos»
Les polynômes 0, G 7 sont de la forme
= mQ 4- /#, e'= m'P-h/i',
les lettres /w, 72, m', n' désignant les quantités // — aErrsina -Mi — - J rz lt
Les trois équations (9), (io), (11) seront donc
— *rA -+- ( flr 3 -f- /?i)Q = c' — «, rA/> sin« — [r 3 (p 2 — p ) - m'] P — Q, 3 Pl sina = c" — /i';
elles se déduisent de celles qui nous ont conduit aux premières valeurs approchées de P, Q, L (n° 28), en y changeant dans les deux dernières b en b -{ — -> r z (p 2 — po)>
coefficient de P dans la troisième, par r 3 (p 2 — p<>) — m'y d en c' — n et d' en d 1 — ii. Il faudra donc faire les mêmes changements dans les valeurs obtenues pour P, Q, L à l'aide de ces trois équations, formules (14), (i3)et(io), et Ton obtiendra ainsi
rsina c — c"-4- n'
~ r3 (i°2~ Po) — m ' '
[a') = Po[ c '-' l ) + arc
20 Lrz-rPsina + Qcosa + _ ,,. — ^ r— } - r ;
et, en mettant à la place des lettres a, b, c, d, c", m, n 9 m\ ri les polynômes qu'elles représentent, les deux premières formules deviennent
[ ''{po™i — ?i™o) + Po (^ — i]3 l — aErsina (ai) Q= LA5 !_ J.
| '* (>o/>2 — PÎ)"+~ Po ^ o-o — (g _ O ** J
Dans le cas de la symétrie des charges, les valeurs de z et z 2 sont
f ZV*> n
/• a Z'cos 2 «</<» II
ainsi qu'on le trouvera facilement par un calcul et un raisonnement semblables à ceux du n° 30.
Dans ce cas, la première des formules précédentes se réduit à
La valeur de L sera donnée par la formule suivante, obtenue en éliminant d — n entre l'équation (a') et l'équation (20) :
(23) L = — WPsinaH-Qcosa)+-Qr^ — — .
Po Po
ligitpdby Li(
VOUTES D'ÉPAISSEUR VARIABLE
33. Supposons que la pièce définie géométriquement au commencement du Chapitre précédent (n°25) soit une voûte de pont en maçonnerie monolithe.
Soient
CD = il 1 (fig. 8) l'ouverture de l'arche ;
GH =f la flèche de l'arc d'intrados ;
HI = IJ = e la demi-épaisseur de la voûte à la clef;
AC= AE = ef cette demi-épaisseur aux naissances.
Ces données permettent de calculer le rayon r et le demi-angle au centre a de l'arc de fibre moyenne AIB, à peu près également distant des arcs d'intrados et d'extrados.
Soit O le centre de cet arc; portons sur 10, à partir du point I, une longueur IC ; , égale à AC ou e 1 . La perpendiculaire élevée sur le milieu de CC passera par le point O.
Mais on a ^r^ = tangGCC, et l'angle GCC est égal à ->
car CC est parallèle à AI et l'angle de la corde AI avec la
corde AB est égal à -• Or GC est égal à GH ou/ 7 moins
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HC ou ef — e; donc GO=J f — e'-f- e. 11 en résulte
(0 tang- = -p
On a, d'autre part, r = OC -+- CA. OC est égal à
CG _ V sinCOG sina
et CA à ef; on en conclut
v ' sm «
Une section normale quelconque est un rectangle dont la largeur est égale à celle du pont et la hauteur est une quantité variable telle que KL (fig. 8). Le milieu de cette hauteur KL est le centre m de cette section, situé sur Tare moyen AB. Désignons par e la moitié de cette hauteur. Elle peut s'exprimer en fonction de w, avec une approximation suffisante, par la formule
(3) 6 = a — b cosw,
les constantes a et b étant déterminées par la condition que les valeurs de e correspondant à la clef et aux naissances, pour lesquelles on a w = o et co = a, soient égales à e et e'. Les valeurs de a et b ainsi déterminées sont
e'-e a z=lc 4-
(4) ' '- COSK ' b= *— •
1 — cosa
La largeur du pont étant désignée par L', on obtient, pour l'aire û et le moment d'inertie I de la section KL,
(5) (G = ael/,
Hypothèse sur la répartition des forces extérieures.
34. Les forces appliquées à la pièce sont le poids propre de la voûte et celui de la construction qui la surmonte, y compris les parapets.
Soient
AB (Jig> 9) la fibre moyenne de la demi-voûte; CD, FE les demi-arcs d'intrados et d'extrados; OP, OP' les traces des plans de deux sections normales infiniment voisines NS, N'S'.
L'aire du trapèze NSS'N peut être prise pour mesure du poids de la partie de voûte comprise entre les deux sections NS, N'S'.
Soit FH une verticale menée par le point F, extrémité de Tare d'extrados. Cette droite limitera la partie de la construction qui pèse sur la voûte. Menons par les points S, S' deux verticales ST, S'! 7 ayant des longueurs égales et telles que l'aire du trapèze STT'S' mesure le poids de la partie de la construction comprise entre les deux plans ST, S'T', perpendiculaires au plan de la figure. Si l'on fait la même construction pour chacun des éléments de voûte NSS'N', le lieu des points T ainsi obtenus formera une ligne GH limitant une aire EGHF qui mesurera le poids total de la charge de la voûte. Cela posé, traçons un arc de cercle GI ayant son centre sur la verticale du point O, centre de l'arc moyen, et terminé au rayon 01 passant par l'extrémité B de cet arc moyen. Supposons que la longueur du rayon de cet arc GI soit déterminée de manière que l'aire EGIF soit équivalente à l'aire EGHF.
Portons sur les rayons Om, Om f des longueurs QR ?
d'épaisseur yariabli. 57
Q'R', égales aux longueurs NP, N'P* comprises entre Tare d'intrados AB et Tare GI; les milieux de QR, Q'R' élant situés en m et wl y les lieux géométriques des points Q et R seront deux arcs de courbe LM , JK tels que Taire QRR'Q* ne diffère de l'aire NPP'N' que d'une quantité très-petite. Nous supposerons que cette dernière mesure le poids de la partie de voûte comprise entre les sections NS, NS', augmenté de la partie de la surcharge qu'elle supporte, et, remplaçant cette aire par QRR'Q', nous admettrons que la résultante des poids qu'elle représente est appliquée au centre m de la section NS.
Il est bien difficile d'apprécier avec exactitude la manière dont le poids des murs de tête, celui des massifs de remplissage compris entre ces murs, ainsi que ceux des parapets et de la chaussée, se répartissent sur les divers points de la surface d'extrados de la voûte; mais les hypothèses que nous venons de faire dans le but de simplifier les calculs peuvent être considérées comme représentant cette répartition d'une manière suffisamment exacte dans la plupart des cas de la pratique.
La hauteur QR du quadrilatère QRR'Q* peut s'exprimer en fonction de « par une formule entièrement semblable à la formule (3), savoir
(6) H = A — Bcosw,
les constantes A et B étant déterminées par la condition que les valeurs de H correspondant à o>=r o, w = a soient égales à E = JL, E t = KM.
Les constantes ainsi déterminées sont
(7) ! ,_cosa
I 1 — cosa
Le poids de l'unité de volume de la voûte étant représenté par 7T, la force élémentaire appliquée au point m sera
Remplaçons la longueur ds= mm 1 (fîg* 9) par sa valeur rrfco et H par la valeur que prend le second membre de l'équation (6) quand on remplace A et B par les valeurs (7), et nous aurons
dV = [nVrE + ttL'/ (E t - E ) f - C ° SM 1 du, L 1 — cosa J
que nous écrirons, pour abréger,
(8) dZ'= [A' -H B'(i — cosw)]</w, les lettres A', B' représentant les quantités
I 7rL'rE = A',
\ 1 — cosa
Intégrons l'équation (8) entre les points A et B (fig. 9), c'est-à-dire depuis c*> = o jusqu'à 0) = a, et nous aurons
[a) - = A'a + B'(a — sma).
Ainsi la valeur de l'inconnue P, réaction verticale de chacun des appuis, donnée par la formule (22) (n° 32), sera
(10) P = — A' a— B'(a — sina).
35. Cherchons actuellement les valeurs de Tl et M' qui entrent dans les intégrales m , m if z u servant au calcul de Q et L donnés par les formules (22) et (23), (n os 27 et 32).
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Intégrons la formule ( 8 ) entre les points m et B, et nous obtiendrons la valeur de Z', savoir
(11) Z'=A'(a — W )+B'{a — «) — B'(sinec — sin«).
Soit g la distance du point d'application de cette résultante à la verticale du sommet de l'arc. La quantité M', moment de cette résultante par rapport au point m, centre de la section KL {fig. 8), sera donnée par l'équation
M' =^7/— rsinwZ'.
Le produit g'Z', moment de la résultante Z' par rapport au point I, est égal au moment par rapport au même point du
poids - de la demi-voûte et de sa surcharge, moins le moment du poids Z', appliqué à la partie de voûte comprise entre la section JH à la clef et la section KL [fig* 8). Pour obtenir ces deux moments, il faut intégrer le produit rûntùdll depuis zéro jusqu'à a d'une part, d'autre part depuis zéro jusqu'à co, et, retranchant le second résultat du premier, on obtiendra la quantité g f Z f . Désignons par M* la valeur du premier résultat, c'est-à-dire le moment de la demi-construction par rapport au sommet de l'arc moyen; nous aurons
(12) m;= rA'(i — cosa)-+-rB'( 1 — cosa — - — ° OS * ) •
Désignons le second résultat par M", et nous aurons de même
(i3) U f/ = rA'(i - cosa>) + rB' (1 - cosa> - T = COS * M V
et la valeur de M' devient
(i4) M'= Ml— iM" — rsinwZ'.
Go CHAPITRE III. — STABILITÉ DES VOUTES EN ARC DE CERCLE
La valeur de 71 est donnée par l'équation ( 1 1 ) et peut se mettre sous la forme
en représentant par Z! 1 le poids de la partie de la construction située entre la clef et la section KL (fig* 8), savoir
(i5) Z"=A'« + B'(w — sin&>).
Nous pouvons former maintenant l'intégrale
'do
Il faut pour cela remplacer Z", Z', M" par leurs valeurs en fonction de co dans l'expression de M', donnée par l'équation (i4)> multiplier les deux membres de cette équation par -— > et intégrer depuis — a jusqu'à a; on obtiendra ainsi
/mo^Ml-rA'-frB'Jpo ^ ' i H-(rA'-hrB , ) f > l -h^ / ) 2 -}-(rA'.-f-rB')/,
dans laquelle les lettres p , p<, p 2 sont les intégrales indiquées n° 27, et la lettre ff est l'intégrale
~sin&> o = / — — </*>.
f a w sii Pour former l'intégrale
/ >a M'cosw i= / — | d <*>
il faut augmenter d'une unité les exposants de cos«a dans
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la différentielle précédente, ce qui conduit à
lm t =(H m m — rA'-\rV) Fl
(17) < , rB'
V n 1 + (rA' + rB')p 1 + — p,4- (rA'+ rB'; o",
dans laquelle les lettres p 3 , p n désignent les intégrales
COSft»
/7 /* u sîn w
/** COS*û
(lui.
La valeur de z { (voir n° 32) est donnée par l'intégrale
suivante :
,** Z' sinwcosw _ Z t = f a».
Si l'on remplace Z' par Z'', on décompose cette intégrale en deux parties, dont la première est nulle, comme composée d'éléments égaux deux à deux et de signes contraires, et il reste
Z^sinwcosw
dû»,
Remplaçons Z! r par sa valeur en fonction de o>, formule (i5), et nous aurons
(18) «^-(À'-HB'K+B'f»!-*,).
Les valeurs de m , m iy z K données par les formules (16), (17) et (18) étant introduites dans l'équation (ai), qui
donne la valeur de Q (voir n° 32), on obtient, pour cette
inconnue,
j -^r(|-i)[A'o'+B'(^-a l +»,)]H-aETMn«Jj
(«9) Q= — - — Tpë 7ë \— i *
les lettres î, d 7 , t^ 7 représentant les quantités
Po
Po
Si, pour obtenir les valeurs de $, d r , ô f! , on calculait directement p > p\ > P2 pour les introduire dans les formules précédentes dans tous les cas où l'angle a a des valeurs peu considérables , il faudrait déterminer les valeurs de P07 Pu P2 avec un très-grand nombre de chiffres significatifs, attendu que les deux termes des binômes précédents ont des valeurs très-peu différentes et que la soustraction fait disparaître plusieurs chiffres. Pour surmonter cette difficulté, nous avons été conduit à introduire dans les formules (20), à la place de p<, p 2 , p 3 , leurs valeurs en fonction des différences première, seconde et troisième
l A =Po — Pi» (2l) j A' = p — 2p, -f- Pi,
( *"= Po — 3^ -+■ 3p 2 — p 3 ,
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équations d'où Ton tire
(22) < pj=Tû — 2A-+- A',
Substituant ces valeurs dans les deux premières formules (20), on obtient, toutes réductions faites,
AA
La troisième formule devient, par la substitution de p — A, à la place de p, ,
Lorsque l'angle a est petit, f'= / — j— ^ rfw est peu
inférieur k j 1 — - d<û ou 2 A, ainsi qu'on le reconnaît par les développements de cosino) et de 2(1 — cosw) suivant les puissances croissantes de l'arc &>, savoir
w sin w = &r — — -h . . . , o
2(1 — COSW ] = w* h . . . .
De même, p' — p" est peu inférieur à 2 A', car on a
/ « /*"wsirift>(i — cosw) _ p — p" = I i— - tfw
et
~*' [ — COSw)
A'=Po-api + fi=j — r
do).
Nous sommes ainsi conduits à introduire dans la formule (24), à la place de (/ et p' — p", les différences
On obtient ainsi, pour la valeur de è",
Les valeurs de ô' et $" données par l'équation précédente et la seconde équation (a3) deviendront enfin
' 2 " ' *" = — a* + * Jf
dans lesquelles les lettres $ 4 et $ 2 désignent les binômes suivants :
Po
Dans la valeur de Q donnée par l'équation (19), les termes compris entre les grands crochets proviennent des termes des équations complètes (1) qui n'entrent pas dans les équations approchées (2), ainsi qu'on le reconnaît par la comparaison des formules (18) et (21), Chapitre II. En supprimant ces termes, on obtient pour Q une valeur que M. Bresse appelle partie principale de la poussée, savoir
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36. 11 nous reste à obtenir la valeur de L. Pour cela, il faut introduire dans l'équation (23) (n° 32) la valeur (16) de w , remplacer M* par sa valeur (12) (n° 33), P par sa valeur (10), Q par sa valeur (19) mise sous la forme
la lettre D désignant une quantité toujours petite en valeur absolue par rapport à A', enfin p,, p 2 et p' par leurs valeurs données par les deux premières équations (22) et la première équation (25). La valeur de L devient alors
; L = — rM [2 ( 1 — cos« ) — « sina]
r»/ ( l — COSÎ « • \
— rB'li — cosaH a sina)
-4- rD ( 1 — cosaî — / D \- rA! - l — / B'
t °o ,°o Po
Les valeurs numériques des inconnues P, Q, L se calculeront, celle de P avec la formule (10), celle de Q avec les formules (19) ou (29), et celle de Lavec la formule (3i) ci-dessus.
Toutes les forces extérieures appliquées à la pièce étant maintenant connues, les composantes X, Z données par les formules (a) (n° 32) et le moment M donné par la formule ( b) (n° 26) seront entièrement déterminés en fonction de &>, car Z' et M', qui entrent dans ces formules, sont des fonctions de w, déterminées, Z' par les équations (i5) et (c) (n° 35), et M' par les équations (i3) et (14) (même numéro). Conservant dans les expressions de X, Z, M les lettres Z", M", qui représentent d'une manière abrégée les fonctions de &> qui forment les seconds membres des équations (i3) et (i5), et désignant par X a la valeur de X
correspondant àw = a, savoir
X a = Q cosa + P sina,
les valeurs de X, Z, M sont
X j= Q cosw — Z"sin«, (32) { Z = — Qsinw— Z"cos&>,
M = L + M:-M"+ rX a — /-X.
On peut démontrer directement sur hifig- 8 la dernière de ces équations. En effet, la partie de voûte comprise entre les sections KL et DF est en équilibre sous Faction : i° des forces X, Z et du couple M appliqués négativement à la section KL, 2° des forces X a , Z a et du couple L appliqués à la section DF, et 3° de la force TJ appliquée au centre de gravité de cette partie de voûte. La somme des moments de ces couples, ajoutée à la somme des moments des forces pris par rapport à un point quelconque du plan, doit être égale à zéro. Si Ton prend ces moments par rapport au point O, centre de l'arc moyen, ceux des forces Z et Z a seront nuls, puisque ces forces passent par le point O; celui de la force X, prise négativement, sera — rX, et celui de la force X a sera rX a -, enfin celui de la
force T! étant égal à la différence des moments de - et TJ 1
par rapport au même point aura pour valeur M* — M" ; ajoutant tous ces moments pour en égaler la somme à zéro, on obtient l'équation
L — M -4- rX. — rX -f- M;— M" = o,
qui n'est autre que la troisième équation (32).
Si l'on remplace dans cette troisième équation L par sa valeur (3i), on obtient pour M une expression qui ne dif-
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fère de la valeur de L que par le changement de a en w, savoir :
\ M = — rA'[2(i — cosw) — wsinw]
\ V I — cos'w . \
fi*}} — rB ( i — cos&> H usina)
■+- rD(i — cosw) - rD - -*- rÀ' ^ • — rB' * A ~~" A i.
En substituant ces valeurs de X, Z, M dans les équations (i4) (n° 24), et remplaçant il, I par les valeurs en fonction de « données par les équations (5), (3) et (4) (n° 33), on obtiendra les quantités R et R', c'est-à-dire la pression ou traction normale et l'effort tranchant par unité de surface, en fonction de &> et v. La lettre v désigne, comme on se le rappelle, la distance à la fibre moyenne Mm {fig* 4 ) du point de la section normale soumis à l'action des forces R et R ; . Pour obtenir les valeurs de R relatives aux points de la pièce situés à l'intrados ou à l'extrados, il faudra faire v = e ou p = — s dans la première des équations (i 4). Quant à la valeur de R', elle est constante pour tous les points d'une même section normale.
Détermination de la courbe des pressions.
37. Nous avons vu (n°24) que les quantités X et Z étaient les composantes parallèles aux axes mx' , mz' {fig. 4) de la résultante de toutes les forces extérieures transportées parallèlement à elles-mêmes au centre m de la section normale CD, et M le couple résultant de ce transport. Ce couple et cette résultante appliquée au point m, étant situés dans un même plan, ont évidemment une résultante unique, parallèle à la résultante appliquée au point m,
et dont on trouvera le point d'intersection avec le plan de la section normale CD en écrivant que son moment par rapport au point m est égal à M.
Soit w la distance de ce point d'application au point m, mesurée positivement dans le sens mz'\ le moment de la résultante par rapport au point m sera
et la distance w sera donnée par l'équation
qui détermine ainsi les distances de tous les points de la courbe des pressions à la fibre moyenne de la pièce.
38. Pour obtenir les valeurs numériques de Q, L données par les formules (19) et (3i), il faut déterminer d'abord celles de p , A, A', A", A' t , A". Ces six quantités donnent $ à l'aide de la première équation (a3) ; '£< , d 2 à l'aide des équations (28). On peut calculer alors Qi à l'aide de l'équation (£9), et l'on connaît ainsi la partie principale de la poussée. Si l'on veut calculer les termes complémentaires contenus dans l'équation (19), il faudra déterminer les valeurs numériques de cr , cr 2 , a f/ et </' — <7, -+- c 3 . Enfin la valeur de L (3i) ne contient plus que des quantités connues, puisque les nombres A, A', A' t qui y entrent sont compris dans les six valeurs numériques qui ont servi au calcul de Q.
Calcul des six quantités p , A, A', A", A',, A". .
39. Les valeurs de Q, L données par les formules (19) et (3i) sont homogènes et de degré zéro par rapport aux quantités p , A, . . . ; donc elles ne changent pas quand on
D'ÉPAISSEUR TAB1ABLB. 69
les multiplie par un même fadeur. Nous les multiplierons par {, ce qui revient à remplacer les intégrales prises depuis — a jusqu'à a parles intégrales prises entre les limites zéro et a 9 car toutes ces intégrales sont composées d'éléments égaux deux à deux. Ces éléments égaux sont ceux qui correspondent à deux points symétriques tels que m et ni {fie 9 7)' Nous remplacerons donc les quantités p , A, . . . par leurs moitiés comprises entre les points J et B ( fig. 7). et, pour ne pas introduire de nouvelles lettres dans nos calculs, nous supposerons dorénavant que les lettres p , A, . . . représentent ces moitiés. Nous aurons ainsi
Jf* a cosw I — p- du, o
don.
Jf'cos'w , \ — — rfw, o
r «sine* P = f — — <?<*,
Si l'on introduit ces expressions dans les trois formules (21) et les deux formules (25) (n° 35), et si Ton remarque qu'on a généralement
Jf*b pb pb
ydx— I yidx=: j [y — yjdr,
on obtiendra le Tableau suivant :
j Po = I "J ***
Jf*"l — COSw _ 1 d<*, o
(1 — cosw) 3
2(1 — cosw ) — ' w sinw
— cos w ) — tù sin 6
r 2(1 — cosm
(l — COS &> )</&>.
Nous allons calculer ces six intégrales, après avoir mis pour I sa valeur en fonction de w, savoir »
I = I I I H ( l — COSw ) 1 j
L ï — c°sa J
dans laquelle la lettre I représente le moment d'inertie de la section de la voûte à la clef, savoir :
I„ = |LV
La formule (2) résulte immédiatement de la seconde formule (5), combinée avec (3) et (4) (n° 33). Posons
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et la formule ( 2 ) deviendra
(c) i = i ê [n-ni(i — cotii;] 1 .
Telle est la valeur de I qui doit entrer dans les six équations (1). La première devient ainsi
P ° hJ [i-4-/fi(i-cos»;] 1 """
Nous rendrons la fonction à intégrer algébrique et rationnelle à la fois en posant
(6) tang~=x
ou, en élevant au carré,
Mais
tang* - =.r*.
. w 1 — COS M
tang* - = - t— — »
2 1 -h cosw d'où Ton tire
(7) C0Sw = rT~^ f#
Différentions l'équation (6), nous aurons
2 drù
. w 1-4- cosw ros* —
remplaçons dans cette dernière valeur cos &> par sa valeur ( 7 ) , et nous obtiendrons
idx
Les valeurs précédentes de cosco et rfw étant introduites
dans l'équation (5), on obtient
p — nj.
[(l +2Wj.7: ! + i] 3
Posons
et
l'équation précédente
deviendra
2 ^«(yl^a)* ^
La fonction dérivée placée sous le signe f est une fraclion rationnelle qui se décompose de la manière suivante :.
(p -hTf " (>*+ 1)- ] + (j 2 + i) 1 + ?-f- 1 '
Mais on a, par des formules connues,
Jr y « dr -r = arc tang ft )«, o r f + »
(9) { X^fTTTP =* T$ïl + *«•»**.
dans lesquelles j' a désigne la valeur dej^, correspondant à w = «, savoir:
(io) ja^v^tang^.
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Désignons ipary^y^y% les trois intégrales (9), et nous obtiendrons, pour la valeur de la première des six intégrales (1),
(n) o =— -TT-Ka — OV»-*-*!* — O^t+^il-
Pour obtenir la seconde A, il faut multiplier la différentielle de la précédente par 1 — cosco, qui, par suite des
équations (7) et (a), est égale à la quantité -j On aura donc
a - i r V'(r'+ ") dY
La nouvelle fonction dérivée est une fraction rationnelle qui se décompose ainsi :
y* ( y 1 ■+• rt ) __ a — * fl — 2 '
Multipliant par dy et intégrant, on obtient, pour la seconde des intégrales (1),
* = T1=T~ M«- Or. -+-(«- a)rt+.Ti]-
Pour obtenir la troisième intégrale A', il faut multiplier de nouveau par 1 — cosco = — » ce qui donne
La décomposition de la nouvelle fonction dérivée donne r* 1 2 1
Cr' + i) 3 "b*-*-0 8 (r*-+-0 f r 1 -*-*
Multipliant par dy et intégrant de zéro à a, on obtient, pour la troisième intégrale A ; ,
2 y* En multipliant de nouveau par 1 — cosco = -^ — ? la dérivée à intégrer donne, par la décomposition en fractions simples,
~ («-1FJ/ + 1) + («-i) 3 (/ 2 + «)'
Multipliant par dy et intégrant, on obtient, en remar-
r r « dr a
quant que » —_ = -_,
f A „__ 16 [" I 3fl— 2
Pour obtenir la valeur de la cinquième intégrale A', , il faut multiplier la dérivée de la première par la valeur de 2(1 — cos w ) — w sin (ù en fonction de y, savoi r
expression à laquelle on parvient en développant Tare en fonction de sa tangente x par la série suivante,
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et en désignant par d l'inverse de la quantité a, en sorte que l'on a la relation
aa = i .
En se bornant aux trois premiers ternies de l'expression (i4), ce qui sera presque toujours suffisant à cause de la petitesse de la valeur de x 2 = a' y 2 , l'intégrale A', devient
La décomposition de cette fonction donne le résultat suivant :
Multipliant par dy y intégrant et tenant compte des résultats suivants :
djr = vfotang-=j«,
on obtient, pour la valeur de A', ,
La valeur de la sixième des intégrales (i) s'obtiendra en multipliant la fonction précédente dey par — > ce qui
donnera
i " = »-^ïïX r "(^) i( ■^- i ''' v ■ H «''' ,J " , *•
Effectuant la décomposition de cette nouvelle fonction dérivée et intégrant, on obtient
+ («' + |a'»-f-f«'»)ri
Calcul des quatre quantités <7 , <?2i ^ /; e/ d 1 — ^1 H- <*3 yui servent au calcul des termes complémentaires de la valeur de Q donnée par l'équation (19).
40. Par le motif indiqué au n° 39, nous supposerons que les lettres <7 , <7,, ... représentent les moitiés des intégrales désignées jusqu'ici par ces lettres; on aura donc
'(,8) , 2= jf^ w ,
, , „ / w sm w cos w _
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Il faut effectuer les intégrations indiquées par les équations (17), (18) et (19) pour obtenir les trois premières des quantités cherchées. En désignant la quatrième par c 4 , on déduit des formules qui précèdent (19), (a) et (b)
( w sin w — sin* w ) cos« ,
i dm,
Cherchons d'abord la valeur de <7 . Mettons pour cela à la place de 12 sa valeur en fonction de w. L'aire de la section à la clef étant représentée par Q > cette valeur est
(21) a = Q [i -f- m[\ — - cosw)] t
celle de û étant
Introduisons les mêmes variables auxiliaires x et y que dans les calculs précédents, et nous obtiendrons, pour la valeur de <7 ,
Pour obtenir la valeur de <7 2 , formule (18), il faut multiplier la différentielle précédente par cos 2 co, c'est-à-dire
par ( —^ ) • Nous avons déjà vu que a 1 y 2 est généralement très-petit, et, comme les termes en a , 0*2 > •• • sont euxmêmes petits par rapport aux termes de la valeur principale de la poussée, on pourra négliger dans l'expression précédente les puissances de al y 2 supérieures à la première, ce qui la réduira à 1 — 4&'y 2 - La valeur de cr 2 sera ainsi
Effectuons la division du numérateur par le dénominateur, ce qui donnera un quotient et un reste indépendants dey, en sorte que Ton aura
1 — fa'?* , , t i + 4«'
La valeur de cr 2 sera donc
(24) ffJ = ^-[( I + 4^) <ri _4^ a ].
La valeur de l'intégrale a", formule (19), s'obtiendra en
dy multipliant la différentielle —5 par to sin cocos w, c'està-dire par , . ( 1 — aoS 2 ). On aura donc
En négligeant les puissances de a'j 2 supérieures à la première, on obtient
Multipliant par c?^ et intégrant, la valeur de V devient
Pour obtenir la valeur de la quatrième intégrale <7 4 , formule (20), il faut multiplier la différentielle - X par
; ! -fi r
(w — sinw)sin&>cosw. Cette fonction de &> est égale à co sinco cosco multiplié par 1 — ^5^, qui se réduit à f aty'*
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quand on néglige les puissances de a'j 2 supérieures à la première, et l'on obtient pour a. x
(26) * k = l (irS-v.-f-r,).
6 a 1 yaa
ARTICLE II
Pour résoudre ce nouveau problème, il suffira de
faire
dans les calculs de l'article précédent. Les formules (4) (n° 33)se réduiront à a = e, b = o, et la formule (3) à
Les formules (1) et (2), qui donnent le rayon de l'arc moyen et le demi-angle au centre, deviendront
sina
Les formules (5) donneront, pour l'aire et le moment d'inertie de la section constante,
^ il=}LV.
Ces quantités étant constantes, les intégrales des n 08 39 et 40 s'obtiendront immédiatement par des formules connues, relatives à l'intégration des fonctions circulaires.
8o CHAPITRE III. — STABILITÉ DES VOUTES EN ARC DE CERCLE
Au moyen de ces formules, les six intégrales (i) (n° 39) seront
Po = j »
a — sina A=— _,
, 6a — 8sin a -+- sinsa
„ 3oa — 45 sina H- C> sinsa — sin3a
, 2a — 3 sina -4- acosa
^4 a — 32 sina -4- 3 sinsa -f- 2acos2a
En développant les lignes trigonométriques suivant les puissances croissantes de l'arc, ces valeurs deviennent
' — '/ "* a7 a 9 17a 11 3ia 13 \
AI ~ï\(£"2^3^5.7 + â^3^^"2^3^5^7.Il + 2^3^5.7.II.l3"" , ■'j 1
, _ î / a 7 a 9 17a 11 3îa 13 \
Al ~ï\2 1 X7 ^~.^5 + 2 7 .3 2 .5.7.n 2 7 .3\5 8 .7.i3 + "- > T
Si l'on avait développé les fonctions dérivées dont p , A, . . . , formules (1) (n°39), sont les intégrales suivant les puissances croissantes de l'arc co, on aurait obtenu, après
D'ÉPAlSSIUft C098TAKTI. 8l
avoir multiplié par dtù et intégré depuis zéro jusqu'à a, des valeurs identiques aux précédentes.
Ces formules (3) permettront de calculer la valeur numérique de p , A, ... lorsqu'on connaîtra celle de a donnée en fonction de l'ouverture de la voûte a/' et de la flèche de l'arc d'intrados y 7 par la première des équations (1). Mais, afin de diminuer le nombre des opérations à effectuer pour obtenir la valeur de Q, nous introduirons les valeurs algébriques de p , A, . . ., dans la première des équations (a3) et dans les deux équations (28) du n° 35, et nous obtiendrons pour les quantités â, d, > i t les valeurs suivantes :
UJ \ 1 — 1 \3.5. 7 tf.V.V.^v.S'.V.T.w 2 7 .3*.5 , .7 î .ii.i3~ K *7' i / « 7 2 a* 4«" 8 g" \
Les résultats obtenus à l'aide de ces formules pour les valeurs numériques de S , Si , d 2 devraient être introduits dans la formule ( 29 ) du n° 35 ; mais nous diminuerons encore le nombre des opérations arithmétiques à effectuer en écrivant cette équation (29) sous la forme suivante :
(a) Qi = -A / +7 1 A , -7,B' f
les lettres q K et q 2 ayant les valeurs algébriques suivantes :
/ a* a v 2a 6 l5ia 8
J * ! ~~7 + 3.5.7* ~~ 3 2 .5. 7 3 .n ~~ 3*. 5*. 7*.ii.i3 "*"' a* 10 la 4 i433 a 8 63g49a 8
q% """ 4 ""2^3X7* " f "2*.3 i .5.7 3 .n ■~2 7 .3 ï .5 s .7 v .ii.i3 ■ 4 ""
En introduisant la quantité Q 4 dans l'équation (19) du n° 35, qui donne la valeur complète de Q, cette équa-
tion deviendra, après avoir divisé par S le numérateur et le dénominateur, d étant ici deux fois moindre que dans (19),
Dans le cas actuel, la section Q et le moment d'inertie I de cette section étant constants, les quantités c , <7 2 t ... sont proportionnelles aux quantités p , . . . , et Ton a
: n pi '
le rapport - est le carré du rayon de gyration et est égal à — •
On ne possède encore qu'un petit nombre d'expériences sur la valeur du rapport des coefficients d'élasticité longitudinale E et de torsion G. Celles qui ont été faites jusqu'à ce jour conduisent à lui assigner une valeur peu différente du nombre 3. Introduisons cette valeur dans les équations (7). Mettons dans l'équation (6) les valeurs correspondantes de (7 , ... et représentons par q Zy q h , q$ les quantités
(8) < pf+ ;" h = ft
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la valeur de Q, donnée par l'équation (6), deviendra
Qi - ! ~i (ftA'H- ****'■- Ersina -L
•-♦-pi*»
Telle est la formule qui donnera la valeur de Q dans le cas où l'épaisseur de la voûte est constante. La valeur de L sera donnée par la formule (3i) du n° 36, dans laquelle on mettra pour p , A, A', ù! t les valeurs déduites des formules (3). En posant
m l = i — cosa,
/Wj=2(i — cosk ) — a sin a,
i — cos*a . 'i — cosa!*
/w 4 — asina — i-t-cosa =rasina — -- - 9
Po
la valeur de L peut s'écrire
(10) L = m 1 rD — m 3 r4'4- »vB' — /,rD + /,/A'- / 3 rB'.
OBSERVATIONS SUR LA DISPOSITION DE CES TABLES
Table I pour le calcul de P et U'.
42. La valeur de P est donnée par l'équation ( i o) du n° 34. La quantité Z", résultante des charges totales comprises entre la section à la clef et une section quelconque faisant un angle w avec la première, est donnée par la formule(i5), qu'on déduit de la précédente en changeant les signes et en remplaçant a par co. En désignant par p K les valeurs de w, par p 2 celles de ou — sinco, la valeur de TJ' peut s'écrire
La Table I ci-après contient les valeurs de p h etp 29 calculées de degré en degré, depuis i° jusqu'à 6o°. L'angle de 6o° a été pris pour limite de la Table, parce qu'il peut être considéré comme la plus grande valeur que puisse atteindre dans une voûte le demi-angle au centre a. Les parties pour lesquelles a) aurait une valeur plus grande, abstraction faite du signe, peuvent être considérées comme faisant corps avec les piles ou les culées.
Les valeurs de TJ J doivent être calculées pour un certain nombre de valeurs de « comprises entre zéro et a, pour être introduites dans les deux premières formules (3a) du n° 36.
d'épaisseur constants. 85
Table II pour le calcul de M* .
43. La quantité M* est le moment du poids - delà moitié de la construction par rapport au sommet de la voûte. Cette quantité est donnée par l'équation (i a) du n° 35. Nous avons désigné plus haut par la lettre m< la quantité i — cosa, et, si Ton pose
, x I — COS ! a (l — COSa)* [c] m t =i — cosa « =- y
la valeur de Ml sera
Ml = m 1 rÀ'-f-/if l rB'.
La Table II contient les valeurs de m, et m 2 , calculées de degré en degré, de i° à 6o°.
Lorsqu'on aura obtenu la valeur numérique de M*, on pourra calculer la distance g du centre de gravité de la moitié de la construction à la verticale du sommet de la voûte, et cette distance g permettra de calculer rapidement deux limites de la poussée Q et ensuite deux limites du moment L, comme on le verra bientôt.
Table III pour le calcul de Q.
44. Les quantités ^ f , q<i,q^ ^4» ^s qui entrent implicitement dans la formule (i9)dun°35, et dont les deux premières entrent explicitement dans la quantité Q< , donnée parla formule (a) du n° Al , sont contenues dans la Table III. Elles ont été calculées de degré en degré à l'aide des formules (5) et (8), même numéro, depuis n° jusqu'à 6o°. Nous avons fait remarquer plus haut que la valeur de a ne dépasse pas 6o°. D'un autre côté, cette valeur n'est
jamais inférieure à io°. L'angle a = io° correspond, en effet, à un arc de voûte dans lequel le rapport de la flèche à la corde est égal à 0,0437; or, les voûtes n'atteignant jamais un aussi grand surbaissement, il était inutile d'introduire dans les Tables des valeurs de q { , q*, ..., correspondant à des valeurs de w inférieures à la limite que nous venons d'indiquer.
2*able IV pour le calcul de L et de M.
45. La valeur de L, donnée par la formule (10) du n° 41 , contient six coefficients m ( , m 3 , m 4 , l i9 l 2 , /j, dont les valeurs sont indiquées par les formules (&). La Table II contient les valeurs du premier de ces coefficients ; les cinq autres sont donnés par la Table IV, calculée à l'aide du développement en série de ces cinq quantités, suivant les puissances croissantes de l'arc, savoir :
a 4 lia 6 19a 8
a 4 lia 6 19a 8
La valeur de M, donnée par la formule (33) du n° 36, qui ne diffère de la formule ( 3 1 ) , donnant la valeur «de L (même numéro), que par le changement de a en w, se calculera au moyen de la même Table. A cet effet, la partie de cette Table qui contient les valeurs de m 3 et m 4 commence
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à Tare d'un degré pour pouvoir faire connaître les valeurs de M correspondant à toutes les valeurs de comprises entre zéro et a. Les différences Am 3 , Am 4 relatives aux dix premières valeurs de « n'ont pas été inscrites dans la Table. Ces différences ne sont pas proportionnelles aux différences des arcs; on évitera d'ailleurs d'y avoir recours, en ne donnant à o> que des valeurs représentées par des nombres entiers de degrés.
Table V pour le calcul du terme de Q , relatif à la température. (Voir aussi le n° 70 à la fin du présent Livre. )
46. Ce terme est — E - t ■ [voir l'équation (9) ci-dessus]. La quantité S est déterminée en fonction de et par la première des équations (4). En désignant par S la série entre parenthèses, on a
et le terme en question devient — El ou — El — t.
La table V contient les valeurs de t pour toutes les valeurs de a comprises entre 1 1° et 6o°.
TABLE I pour le calcul de P et d'un certain nombre de valeurs de Z".
Voir les n M 34 et 35, formules (îo) et (i5).
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TABLE II pour le calcul de Ml et d'un certain nombre de valeurs de M".
Voir le n° 35, formules (12) et (i3).
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TABLE m pour le calcul de la poussée Q.
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TABLE H! (Q). [Suite.]
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TABLE IV pour le calcul de L et d'un certain nombre de valeurs de M.
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TABLE IV (L, M). [Suite.]
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TABLE V pour le calcul de El ^r"*
wr • m 4° T 5
Voir, n° 46, t = — r— r — 0,20.
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LIMITES DE Q HT L. gÇ
Observation. — Les Tables III et IV servent, ainsi que la précédente, au calcul de Q et L, quand l'épaisseur e est constante. Les Tables II et III, ainsi que les nombres m s , m 4 de la Table IV, servent au calcul de P, Z", M* , M'', et par suite à la détermination de*X, Z, M, R et R', et de la courbe des pressions dans le cas des. voûtes d'épaisseur quelconque (n 08 36 et 37).
ARTICLE III
DÉTERMINATION DE DEUX LIMITES DE Q ET L
47. Avant de déterminer les valeurs numériques de Q et L à l'aide des formules et des Tables qui précèdent, il sera bon d'en déterminer rapidement deux limites par la méthode suivante.
Soient
AB (fig* io) le demi-arc moyen; CD, EF les demi-arcs d'intrados et d'extrados ; KL l'arc limitant la surface proportionnelle au poids de la construction.
Soit G le point d'application de ce poids, dont l'intensité
est égale à - et le moment par rapport au sommet A de
l'arc moyen est égal à M« [n os 34 et 35, formules (a) et (12)].
Soient M le point d'application dans la section normale à la clef de la résultante des forces moléculaires qui sollicitent chacun des éléments plans de cette section ; N le point analogue situé dans la section normale DF aux naissances. La demi-construction est en équilibre sous l'action
de la force — appliquée en G suivant la verticale GH, et des deux forces appliquées en M et N. Donc la somme des moments de la force - et de la résultante en N pris par rapport au point M doit être égale à zéro . Le premier moment est M* ; le second est égal àP/? — Q^, pet q étant les projections horizontale et verticale de la droite MN. On a donc
Soit g le bras de levier de la force -; le moment M* est
égal à - g ou — P#, et, en mettant cette valeur dans l'équation précédente, on en tire
La quantité p — g est la distance du point N à la verticale GH. En faisant prendre aux points M et N toutes les positions possibles dans les sections CE, DF, le rapport
- sera maximum lorsque le point N sera en F et le
point M en C, car p — g aura alors la plus grande valeur et q la plus petite valeur possible, en écartant le cas où les points d'application M et N seraient situés en dehors des
sections de la voûte. Au contraire, - - sera minimum
lorsque N sera en D et que le point M sera en E, car alors le numérateur sera le plus petit et le dénominateur le plus grand possible. En désignant par Q' le maximum de Q, Q" le minimum pf, p n les distances horizontales des points F et D à la verticale du sommet de Tare ; q* la différence de niveau
LIMITES DE Q ET L
des points C et F, q" celle des points E et D , les deux valeurs de Q' et Q" seront
' x <7 /' ■+■ ae
les quantités g-, //, p", ^r'-, y" qui entrent dans ces formules se calculant par les équations suivantes :
2 ll
! p' = V 4- 2c' sina = l"[l" = demi-corde d'extrados), q'—f — 2«' cosa =/" — 2<?(/" = flèche d'extrados),
dont les seconds membres ne contiennent que des quantités connues (n° 33).
48. Pour obtenir deux limites de L, on procédera de la manière suivante. Les forces P et Q appliquées au point N {fie* I0 )> étant transportées parallèlement à elles-mêmes au centre B de la section, donnent naissance au couple L. La demi-construction est alors en équilibre sous l'action de la force GH appliquée en G, de la résultante en M des deux forces P et Q appliquées au centre B et du couple L. La somme des moments des forces par rapport à un point quelconque, ajoutée au moment du couple L, est donc égale à zéro.
En prenant les moments par rapport au point M, on aura donc
Mi + L-t-P/?! — Q?i = o,
dans laquelle p { , q K sont les bras de levier de P et Q ou
les projections horizontale et verticale delà droite MB. En remplaçant Q par sa valeur (2) et M* par — Pg-, l'équation précédente donne
(5) L= jf^[p-g)-p t + g y
Ici le point B est fixe et p K est constant. Les trois autres quantités p, q, q h sont variables.
Lorsque le point M est en C, la valeur de q K est minimum et égale kf r — e'cosa. Si en même temps le point N est en D, q, projection verticale de la droite CN, a la plus grande valeur, et />, projection horizontale de la même droite, la plus petite valeur possible; donc la valeur correspondante de L est minimum. Nous la désignerons par L et nous aurons
(6) L = — Pe'fsinaH y~- cosaj-
La valeur maximum de q K a lieu lorsque le point M est en E; cette valeur est/' — e'cosa -\- ie. Si en même temps le point N est en F, la quantité q aura la plus petite valeur, etp — g la plus grande valeur possible; donc la valeur correspondante de L donnée par l'équation (5) sera maximum. En la désignant par L", on aura
(7) L "=Pe'(^±^8ina-f ~^cos«).
FORMULE DE THOMAS SIMPSON
ARTICLE IV
DÉTERMINATION DES VALEURS NUMÉRIQUES DES SIX QUAN- TITÉS p , A, A', A", A', , A" (n° 39), et des quatre quantités (7 , <7 2 , a", (7 4 (n° 40), PAR LA FORMULE DE THOMAS SIMPSON.
49. Dans le cas des voûtes d'épaisseur variable, les nombres p , A, . . . , a , o- 2 , ... qui entrent dans les valeurs de Q et L ont été obtenus par des méthodes d'intégration indiquées dans les n os 39 et 40. Les formules obtenues par ces méthodes exigent des calculs assez longs; aussi sera-t-il souvent plus simple et suffisamment exact de déterminer ces nombres par la méthode d'intégration approchée dite formule de Thomas Simpson.
Rappelons brièvement en quoi consiste cette formule.
Elle a pour but de trouver la valeur numérique approchée d'une intégrale définie / ydx, dans laquelle j" est la
dérivée d'une fonction dex que Tonne sait pas déterminer sous forme finie. A cet effet, on calcule un certain nombre de valeurs de y correspondant à des valeurs de x croissant en progression arithmétique. On obtient ainsi les ordonnées d'un certain nombre de points de la courbe dont l'aire est égale à l'intégrale définie cherchée. En joignant ces points par des lignes droites, on obtient un polygone inscrit dont l'aire diffère d'autant moins de celle de la courbe que les points sont plus multipliés. Mais, afin d'éviter le calcul d'un trop grand nombre d'ordonnées , tout en conservant une approximation suffisante, on remplace les côtés du polygone par des arcs de paraboles du
second degré passant par trois points consécutifs, et dont l'ordonnée, contenant trois paramètres indéterminés, est de la forme y = ax 2 -h bx -+- c.
Divisons la différence b — a des valeurs extrêmes de x en un nombre pair 2« de parties égales. Soient h Tune de ces parties, ytijujni • • • ->Jin l es valeurs dey correspondant aux 2n + i valeurs de xa,a-+-h, a-hzh, . . ., b\ Taire du polygone curviligne ainsi obtenu étant représentée par S, on aura
s = 3 l>oH-ri» + 4(riH-r8+---4-ri»-i) + a( i 7',-t- i r4-+----+jî»-î)L
dans laquelle la parenthèse est la somme des deux ordonnées extrêmes ayant pour indices zéro et 277, plus quatre fois la somme des ordonnées d'indice impair, plus deux fois la somme des ordonnées d'indice pair.
On pourra prendre généralement la valeur de S pour celle de l'intégrale cherchée.
Lorsque la courbe présentera des parties d'une courbure prononcée, il pourra convenir de partager l'intervalle [b — a) en deux ou plusieurs parties, auxquelles on appliquera séparément la formule précédente en augmentant ou diminuant le nombre des divisions suivant que les valeurs de y varieront plus ou moins rapidement.
ARTICLE V
Voûte d'épaisseur variable
DONNEES GÉOMÉTRIQUES [fig* II et 12).
Largeur du pont V = 4 m , 00
Ouverture de la voûte il '== i52 ra ,oo
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Flèche de l'arc d'intrados /' = 1 2 m , 3o
Épaisseur à la clef ie = 2 m ,oo
Épaisseur aux naissances 2e' = 4 m »oo
Calcul des quantités r et a [n° 33, formules (1) et (2 )].
tang-_ /;
/' 76°\oo
log tang - i,i 7226
sma
loff - — 2,41701
6 sina ^ '
DONNEES DYNAMIQUES
Poids du mètre cube de maçonnerie. ... ic = 26oo k « Épaisseur de charge à la clef (n° 34 ) .... E = 2 ,n , 3o Épaisseur de charge aux naissances E t = 6 in , 00
Calcul des quantités A' et B' [n° 34, formules (9)].
A' = irLVE .
logîrL'r 6,43736
logE 0,36173
logA' 6,79909
B'=ïrI/r E '- E,> i — cos a
logTrL'r 6,43736
log E| -~ E ° = log ?LzJ!î (Table H). ... 1 , 9 32i4
logB' 8,36950
B' a3420oooo kg
Calcul de P [n° 34, formule (io), n° 42 et Table 1].
Pour 16 , /?, o ,27925
Pour 54', f| A/?! = o,9oA/?i 157 1
Pi 0,29496
PiA' 1 856ooo k *
Pour 16 , fi o ,oo3Ô2
Pour 54', o ,90 A/? 2 64
/? 2 B' 998ooo kg
P — 2854ooo k *
Calcul des limites de Q [n° 47, formules (3) et (4)]- Calcul de m; (n 08 35 et 43).
M';=/w 1 rA'- T -/w 2 rB / .
rA' . . , 1 657 000000
rB' 61 700000000
Pour 16 , /Wi (Table II) 0,03874
Pour 54', o,9oA/w t 44^
m t rA' 71 6ooooo k *
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Pour i6°, m t 0,00075
/w,rB' 58oooooo k *
M» ia96ooooo k «
in = — P 2854000
Q'= ^=-£ P [n" W, formules (3) et (4)].
q'—f"- le 8«,4 7
p"=V 7 6 m , oo
?"==/'-+- le i4",3o
£=JL= j;-Z a,n
q" S' + ie '
Q" 2,nP. .
Calcul de Q.
La valeur de Q se calcule à l'aide de la formule (19) du n° 35 ramenée à la forme (6) du n° 41, dans laquelle Q< est donnée par l'équation (a), même numéro. Les nombres </*t </2> qui dans le cas des voûtes d'épaisseur constante
sont donnés par la Table III, secalculent ici par les formules
La première formule (23) et les deux formules (28) du n° 35 donnent les nombres 5, $ t , 5 2 en fonction des six quantités p > A, A', A", A',> A* » qui se calculent à l'aide des formules obtenues au n° 39. Enfin les quatre nombres d , a 21 o ff y g s se calculent à l'aide des formules obtenues
(n° 40). Le rapport — est égal à 3, et, en introduisant sa
valeur dans la formule (6) du n° 41, elle devient
n * (*" a' .4. **> «A KTsincc § I. - Calcul des six nombres /><>, A, A', A", A',, a* (n° 39).
Po= -7-7=7- [(«- «JVs+afa — 1)^+^],
r« = tangji = V« tang -,
tf = 1 +
I — cosa
OO
1 — cos </.=. m x o , 04^20
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log tang - *. . . . i ,17*226
log ^/â 0,87343
log tangj t 0,00969
tangJt =.r« * iOm56
j, arc 45° 38'
Ji 0,79645
logsinij, 1 ,99989
sinij, °»9997 5
_^ = isin^ 1 + lsin4j,
-7 7 — -ttï 0,o6l Io5
rs 0,547
Faisons abstraction du facteur — commun aux six
nombres cherchés (n° 39); les valeurs de ces six nombres
I06 CflAPITRE III. — STABILITÉ DES TOUTES EN ARC DE CERCLE
seront données par les formules
a' = 4ri ~ 8r, + 4 j 3 ,
A » =(1^+ Y«"+¥«'*)r--(A«' , + &«")•>-- + A«"ri
- (8/i'H- ^ «'» -+- y a") ri -+- (8«' -+- V * '* -4- ^ a")r. _(|a'+fa'« + f«")j 3 .
2(0 — Ors 60, 04
(« — l)*j3 II72
à 1 \Ja
a a* spi
o,i55oi
3 [a — i)a -+- 1 ~ — IT^ Xi 0,052727
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— TTTïrt 0,042198
TT
loga 1 ,67486
log-=log«' 2,3i5i4
logfl' 2 4 »65oi8
loga' 3 6,9754*
-àï^xl o,oooo364 (négl.)
(i-H^'-H^bi '.<>34i8
(!-H«'-ff«")r ï «,70634
^ a" ji négligeable.
(8a'H--^a'»-f- ^«")^, o,i38aoo
(8«'+^a'«4-M <l 'J) rj 0,111488
[fa' + | a" + f fl")r» o,o3ia48
A* o,ooi5i8
Calcul des nombres
'• ^i> ^»> non compris le /acteur — -= — «
Po
9 o,ii38
tfj — A"
Po
0,OOl4o3
Po
^1 o , oo34g3
AA' *, = A* Î
Po
? 2 B' 1 493ooo k «
Qi — 77325io u
Calcul des termes complémentaires de la valeur de Q donnée par la formule [1) du présent numéro [n° 40, formules (2.3), (24), (25) et (26)].
y/aa
»i = -p— [(1 -+- 4*') Ji — 4«'r*]i
** = - '- [tri -/« + *)•
3 a* si a û.q
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La valeur de la quantité 9 qui divise les quatre quantités précédentes dans la formule (2) est égale au nombre trouvé ci-dessus, 0,1 138, multiplié par le facteur commun
— — j dont nous avons fait abstraction dans les for-
« 8 *Ja I
mules (3). Supposons que la lettre S n représente dans les formules suivantes le nombre o, 1 138, c'est-à-dire la véritable valeur de la quantité $ divisée par le facteur .. — .
a % yal
Remplaçons I par sa valeur ( 3 ) ( n° 39 ) ; Q par sa valeur (22) (n° 40), d'où résulte — = ~> et les quatre formules précédentes deviendront
Quantité complémentaire du dénominateur :
Quantité complémentaire du numérateur :
8<?» ^ r« — Ji A/ 16** l^—j^Kn ETSÎn«
I IO CHAPITRE III. — STABILITÉ DES VOUTES BN ARC DE CERCLE. '* l //
i^Vi^; °>°7 5ï
f fl (r. — ri ) rij- o ,oo36
rf 0,0787
f«(r« — rO-ïj-A' 22700
VUrî-r.+j'i) o.23i
^(iy. 3 -r.+ri)^-B' 6840
. • Le terme relatif à la variation de température contient deux nombres qui n'ont été déterminés par aucune expérience, savoir le coefficient d'élasticité longitudinale E et le coefficient de dilatation de la matière de la voûte, dont t représente le produit par le nombre de degrés dont la température a varié dans le passage du premier état d'équilibre au second. Nous sommes donc obligé, quant à présent, de faire abstraction de ce terme, et la valeur complémentaire du numérateur de Q est
n z=z — 29540 ; il en résulte
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En négligeant la valeur de n, on commet une erreur de moins de y^. En négligeant celle de d, Terreur commise serait un peu inférieure à -^.
Le rapport- est égal à 2,5a. Nous avons trouvé plus
haut, pour les limites de Q,
Q'=2,IlP.
Ainsi la valeur de Q est effectivement comprise entre Q' et Q" ; elle est d'ailleurs inférieure à leur moyenne arithmétique.
Remarquons que - =-3,39 est compris entre ^- et —-•
§ II. — Application de la formule d'intégration de Thomas Simpson (n° 49), au calcul des six quantités p , A, A', A", A',, A".
Les six fonctions désignées par j' dans le n° 49 sont les fonctions de w placées sous le signe/ dans les formules (i) du n° 39, savoir :
I — cosw
(i — COS&)) 3
2(1 — cosw) — w sinw 2(1 — cos w ) — w cosw
(1 — cosw).
Les valeurs de i — cosw sont les nombres m i de la Table II; celles de a(i — cosw) — w sinw sont les nombres ro 3 de la Table IV [voir les deux premières formules (b) du n° 41 ].
Ainsi les fonctions précédentes peuvent s'écrire
La valeur de I est donnée par la seconde formule (5) du n° 33, savoir
I = fLV,
la demi-épaisseur e de la voûte étant exprimée en fonction de w par la formule
[a) sz=z e[i -+- m[\ — cosw)],
dans laquelle m= 6 __ = ^— - (n° 39), formules (4) et (d).
Nous allons calculer les valeurs des fonctions y corres-
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pondant à des valeurs de w croissant de 3* en 3°, depuis zéro jusqu'à a ; mais, comme les cinq dernières de ces fonctions croissent rapidement à partir de zéro, nous intercalerons une ordonnée entre les deux premières en partageant en deux parties égales l'intervalle de 3° compris entre zéro et 3°. L'aire totale de chaque courbe se composera ainsi de trois parties, auxquelles on appliquera séparément la formule de Thomas Simpson. La première des trois comprendra trois ordonnées y*,jr\, y*, dont la distance h sera égale à l'arc de i°3o'; son aire sera
La seconde comprendra quatre parties formées par cinq ordonnées j 0j y iy y 2 j J^t J*9 dont la distance h sera égale à l'arc de 3° ou à o,o5a35. Son aire sera
s= 5 [rt + r4 + 4(ri+rt)+ Vil-
Enfin la troisième ne comprendra qu'une seule partie et deux ordonnées j > Jn dont l'intervalle h sera égal à Tare de i°54' ou à o,o33i6. Son aire, peu différente de celle du trapèze formé en joignant par une droite les extrémités des ordonnées, sera donnée par la formule
s=-(r +rt)-
Les calculs sont disposés dans le Tableau suivant. La quantité }L' étant diviseur commun de toutes les fonctions y, nous en avons fait abstraction, de même que
nous avons fait abstraction du facteur — dans le pa-
ragraphe I. Le moment d'inertie I de la section normale à la clef est égal à f L'e 3 ; ainsi le rapport de ces deux
facteurs est égal à — ^— = 0,0001 3. Tel devrait être le
rapport commun des valeurs que nous allons obtenir dans ce paragraphe et de celles que nous avons obtenues dans le paragraphe précédent pour les six quantités p , A, ùf, A" A' A"
d'ÉPàISSEC* Y1BUBLB.
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Divisons les six résultats précédents par o,oooi3, rapport commun de ces nombres et de ceux que nous avons obtenus par les formules du n° 39; les quotients, que nous représenterons par les mêmes lettres, seront
A" = o , oo5o4, A' t = o,o633, A" =0,00169.
Les nombres obtenus par les formules du n° 39 sont
Aj = 0,06345, A* =0,OOl52.
Ainsi, les valeurs des six quantités p 0} A, ... obtenues à l'aide de la formule de Thomas Simpson présentent une exactitude suffisante pour la pratique. Celle de A* seule diffère assez sensiblement de celle que nous avons trouvée pour la même quantité par la première méthode, mais la différence n'influe pas d'une manière importante sur la valeur de la poussée Q. En effet, en calculant les nombres £, £ 4 , î 2 7 Ci, Ç2 qui conduisent à cette valeur, on obtient * =0,117, £ t =o,oo354,
$ t z= 0,OOI20, q x z=z 0, 01 025, q % = 0,004872,
Qi = — 7373ooo k *.
Cette valeur de la poussée, qui ne comprend que la
partie principale, ne diffère pas beaucoup, comme on voit
de celle que nous avons obtenue par la première méthode
de calcul pour cette valeur principale. Elle diffère encore
moins de la valeur complète obtenue dans ce paragraphe,
savoir
et on pourra la considérer comme représentant la valeur complète de Q, sans calculer les termes complémentaires
en Go, j 2 >
§ III. — Calcul des limites de L [n°47, formules (6) et (7)].
L — - — Pe'{ sina -| -~ cosa] •
sin a = Pi — p % ( Table II ) o , 2907
— -— cosa . 2 , 38o
V — s sin a H —5 cosa 2 ,6707
L = — P X 5,34i = i525oooo k * m ,
L l = Pe [ JT, • Sina H J7T- C0Sa ) •
—p — sina 4- -— — cosa 3, ig3
L, = P X 6, 386 = - i823oooo k « m .
Calcul de L.
La valeur de L se calcule à l'aide de la formule (3i) du n° 36, dans laquelle D est la quantité qu'il faut ajouter
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à — A 7 pour obtenir la valeur de Q [voir la formule (3o), même numéro], et les fonctions de a entre parenthèses sont les nombres désignés par m K , m 8 , m 4 dans les formules ( b ) (n° 41). En faisant usage de ces lettres ainsi que des lettres / 4 , / 2 , 4, dont la valeur est donnée par les trois dernières formules (£), la valeur de L s'exprime par une formule identique à la formule (io), que nous avons obtenue à la fin du n° 41 pour le cas des voûtes d'épaisseur constante, savoir
Lr=/w 1 rD-w 3 rM -h m w rB! — / 4 rD -t- /, rk! — l z rB'.
Mais ici les nombres / 4 , l 2 , h t au lieu d'être empruntés aux Tables numériques, se calculent à l'aide des valeurs obtenues plus haut pour les six quantités p , A, A', A"> A' t , A". Quant aux valeurs des fonctions de a, désignées par m K , tw 3 , m 4 , on les trouvera directement, la première dans la Table II, les deux autres dans la Table IV.
D = A'-t-Q — 900ooo kg
rD — 23688oooo k « m
m 1 rD — i023oooo
Pour i6°, m z o,ooo5o4
Pour 54', o , 90 A m z 128
m z o ,ooo632
rk! 1 656oooooo lgin
m z rk' . . 1 046000
Pour 16 , /w 4 0,000246
Pour 54'» o,9oA/w 4 60
m K o ,ooo3o6
rB' 61 64ooooooo kgm
m k rB' 18860000
Pu
i x rjy — 1 855ooo kgm
/i — — o,oooo5i5
Po
l t rM 853oo k ' m
l 3 = o,oooo2538
/ 3 rB' 1 565ooo kem
L 79593oo k8,n
§ IV. — Calcul de la valeur numérique :
i° Des composantes X, Z, normales et parallèles aux sections normales et du moment M de leur résultante par rapport au centre de la
section ; 2 de la quantité w = — — , qui représente la distance de
la courbe des pressions à Tare moyen de la voûte (n° 37); 3° des quantités R, R', données par les équations (14) dun°24, représentant, la première la pression ou traction normale, et la seconde l'action parallèle ou effort tranchant par unité de surface en un point quelconque des sections normales.
Les valeurs de TJ l qui entrent dans les valeurs (32) (n° 36) de X et Z sont données par la formule (i5) du n° 35 et se calculent à l'aide de la Table I (n° 42).
Celles de sino et cosw qui multiplient Q et TJ 1 dans les deux premières équations (32) se déduisent par différence des nombres p K et p 2 de la Table I et du nombre m K de la Table II. On a en effet p K =rjb^p 2 =(ù — sina, m K = 1 — cos&>, et l'on en tire smto=p i — p 2 , cosco = 1 — m K .
Les valeurs de M données par la formule (33) du n° 36 se calculent à l'aide des nombres m K de la Table II et des
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nombres m 3 et m 4 de la Table IV, m { ,m 3 , m A désignant les fonctions de w qui entrent dans les trois premiers termes de cette formule (33). Les trois derniers termes, identiques à ceux qui occupent la même place dans la valeur de L, ont une somme égale à la valeur du moment M à la clef, puisqu'en faisant co = o dans la formule (33), les trois premiers termes disparaissent, et, en désignant cette valeur par M , on a
(b) M ^-/irD-W 8 rA'— / 3 rB'
et, d'après les valeurs trouvées plus haut pour les trois termes du second membre de cette égalité,
M = 3753oo k 6 m .
On connaît ainsi la valeur de M dans la section à la clef. Dans la section aux naissances, cette valeur est égale à L.
Pour obtenir les valeurs de X et Z à la clef, il faut faire co= o dans la formule (i5) du n° 35, ce qui donne TJ' = o, substituer cette valeur dans les deux premières formules (32) et y faire w = o. En désignant ces valeurs par X , Z , il en résulte
Dans la section aux naissances , il faut faire w = « , 2!' = - = — P, et Ton obtient ainsi, en désignant par X 4 , Z a les nouvelles valeurs de X et Z,
X« = Q cosa -+- P sin a, Z a = — Q sin a -f- P cos a.
Le calcul de ces formules est le suivant :
Q cosa = Q — - m l Q.
Qcosa — 68854oo k *
&inoL=p l — pf 0,2907
Psina . . — 83oooo kg
X a * 7 7 ! 5 ooo kg
— Qsina 2092000
(1 — /WjJPzzrPcosa ... —2730700
On voit que la composante parallèle Z a est petite par rapport à la composante normale X a , et, par suite, que leur résultante fait un angle petit avec la perpendiculaire à la section normale. Ce résultat confirme donc l'observation qui termine le n° 24, relativement à la condition nécessaire pour que les sections normales à la fibre moyenne restent encore normales à cette fibre dans le second état d'équilibre delà pièce. La plupart des théories antérieures à la nôtre supposent a priori cette condition réalisée.
Les valeurs de X et M étant connues dans les sections normales à la clef et aux naissances, les distances w 0} w a de la courbe des pressions aux centres de ces sections sont données par les égalités suivantes :
D'ÉPAISSEUR VARIABLE
Ainsi la courbe des pressions passe très-près du centre de la section normale à la clef.
Remplaçons dans les équations (14) du n° 24 M par sa valeur — wX et I par f L'e 8 ou {ûe 3 ; elles deviendront
X / 3tvc\
a et donneront, dans la section à la clef,
(R'o = o, et, dans la section aux naissances,
L'aire û d'une section normale est égale à a L'e. La valeur de e est égale à e=i m à la clef et à ef= 2 m aux naissances. On a donc, pour la valeur de £2 à la clef,
n = 8,oo,
et aux naissances
L'effort tranchant R' est nul à la clef et est égal, aux naissances, à
R;=-39 9 oo 1 «,
l'unité étant égale au mètre carré. En prenant pour unité le centimètre carré, l'effort tranchant est
Le signe — de cette valeur provient du signe de la quantité Z„ qui représente une force appliquée à la voûte et provenant du massif de retombée situé à droite de la section normale de droite aux naissances. Cette force, dirigée de bas en haut, est négative, d'après les conventions du n° 6. Pour avoir les pressions ou tractions normales à Tintrados et à l'extrados à la clef, il faut faire, dans la formule (1) ci-dessus, v = e pour l'intrados et v = — e pour l'extrados. L'équation (2) donnera de même les valeurs de R aux naissances, en y faisant v = ef pour l'intrados et v = — e pour l'extrados. En employant les lettres e et 1 en exposant pour désigner l'extrados et l'intrados, on obtient, pour les valeurs de R,
R* = — 1039700**, K e = — 758300*8, Ri = — 1228000^, R*= 264ooo k «;
en prenant le centimètre carré pour unité, ces valeurs sont
R' Q =-io4 k i, R<=- 76^, R'. = — i23 kB , R e a =z+ 26K
Les trois premières quantités sont des pressions, parce qu'elles sont affectées du signe — . Elles représentent, en effet, des forces appliquées à la partie de voûte située à gauche et provenant de la partie située à droite de chaque section normale. Or le signe — , d'après les conventions du n° H, indique que les forces sont dirigées de droite à gauche; donc il y a pression dans les points où R est négatif.
Les résultats qui précèdent sont la conséquence rigou-
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reuse des hypothèses que nous avons faites pour établir notre théorie. Ainsi nous avons considéré la voûte comme un monolithe homogène lié invariablement à ses extrémités avec des massifs inébranlables et constituant une pièce prismatique telle que nous l'avons définie dans les n 08 1 et 3. Dans une pièce semblable, un déplacement relatif des sections normales, ayant pour effet d'augmenter Técartement de certaines molécules, ferait naître des forces attractives entre ces molécules. Les valeurs positives de R auxquelles nous sommes parvenu, et qui représentent une traction, montrent que, dans une voûte construite avec les données prises pour exemple et satisfaisant à nos hypothèses, un pareil déplacement des sections normales se produirait nécessairement.
Mais il s'agit de savoir si une voûte construite dans les conditions ordinaires de la pratique se comporterait de la même manière que la voûte hypothétique ou d'une manière peu différente, ou si, au contraire, l'hypothèse se trouve trop éloignée de la réalité pour que la théorie précédente puisse être appliquée avec utilité.
Remarquons d'abord que l'existence d'une traction à l'extrados aux naissances dans la voûte théorique est confirmée dans l'expérience de la pratique, par l'ouverture qui se produit presque invariablement dans le joint en ce point pour les voûtes surbaissées comme celle que nous avons prise pour exemple. Cette ouverture rend manifeste, il est vrai, la différence qui existe entre les deux voûtes théorique et pratique. Les tractions développées dans les parties de la section normale aux naissances voisines de l'extrados, qui existent dans la première, sont supprimées dans la seconde; il en résulte que la répartition des forces dans cette section est évidemment différente dans les deux voûtes et que cette répartition est plus ou moins différente
aussi dans les autres sections normales. On pourrait atténuer ces différences par certaines précautions qui permettraient à la maçonnerie voisine de l'extrados aux naissances de résister à la traction : tel serait l'emploi d'un appareil de pierre en queue d'aronde ou de crampons reliant les pierres entre elles. Mais, sans avoir recours à d'autre procédé qu'à l'emploi des mortiers de ciment, dont la résistance à l'arrachement est presque égale à celle des pierres dures, nous pensons que les différences dont nous venons de parler ne seront jamais assez grandes pour que les pressions maxima, qui dans la voûte théorique auront été trouvées égales à une petite fraction de la pression de rupture, se rapprochent assez de cette pression de rupture, dans la voûte réelle, pour en compromettre la solidité.
Remarquons encore que l'application de la théorie précédente ne conduit pas toujours à des valeurs de R affectées du signe -f- et représentant par suite des tractions. Lorsque ces valeurs seront toutes négatives, il n'y aura pas de motif pour supposer que la voûte pratique se comporte autrement que la voûte théorique, et le problème jusqu'ici indéterminé de la situation réelle de la courbe des pressions dans une voûte en maçonnerie devra être considéré comme résolu.
Calcul d'un certain nombre de valeurs intermédiaires rfe X, M, w, ainsi que de R' et R*.
Nous calculerons les cinq valeurs de ces quantités correspondant aux valeurs de o>, croissant de 3° en 3° depuis 3° jusqu'à i5°. Les calculs sont disposés dans le Tableau suivant :
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Pi'
OT â .
Pt k<.
pfi'.
0,OOl37I
56oo,o
o,oo548
i5iooo,o
i3i8ooo,o
3585oo,o
wîjQ.
Qcoso».
sine*
Z"sinw.
o,io453
— 7o386oo,o
3485oo,o
555ooo,o
TO t rD.
bîjXio'.
m 4 xio*.
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m t rk'.
ro 4 rB'.
io36,o
H-0,OIO
— 63oooo,o
645ooo,o
Al'
— 0,2ÔI
— 6i3ooo,o
-hi,3i8
par centim. carié.
par (
,enlim. carré.
-f-i858oo,o
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Tous les calculs de ce Tableau ont été effectués avec une règle logarithmique.
La pression maximum par centimètre carré est donc de i22 kg ,8o et a lieu à l'intrados aux naissances.
Les pierres-marbres de Sampans (Jura) ne s'écrasent que sous une pression de i075 kg par centimètre carré, et plusieurs granits ont une résistance plus grande encore. Il serait donc possible de construire avec ces matériaux une voûte stable ayant les dimensions de celle que nous avons prise pour exemple, à la condition de recevoir les retombées sur le rocher naturel ou sur des massifs de maçonnerie assez solidement établis pour en tenir lieu.
Exemple de V application des Tables à une voûte d' épaisseur constante,
51. Prenons une voûte ayant même intrados que celle du numéro précédent et une épaisseur constante égale à la moyenne des épaisseurs de cette même voûte. Pour calculer cette épaisseur moyenne, on divisera l'aire de la section longitudinale de la voûte par la longueur de l'arc moyen. La demi-épaisseur variable e de la voûte précédente étant exprimée en fonction de l'angle w par l'équation *
s = e[ i -4- 772(1 — cosw)]
[voir les formules (3) et (4) du n° 33, (4) du n° 39 et
(a) du n° 50], l'aire / 2£/ , r/o)dela demi-section longitudi-
nale sera 2re[aH-/ra(a — sina)], et le quotient de cette
quantité par la longueur ra de la moitié de l'arc moyen sera
ie I 1 -f- m - 1 • .La quantité m, égale à ? a
(« — sin a \ T . , , ,
f- m - ] • La quantité m, égale a
cosa
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pour valeur numérique a3, i5; le rapport = —
est égala o,oi444> et l a quantité entre parenthèses est égale à i,3343. La moyenne cherchée est donc égale à a m ,6686. Elle est inférieure à 3, 00, demi-somme des épaisseurs extrêmes e et e. Lorsque l'angle a est petit comme dans le cas actuel, cette moyenne diffère très-peu de l'épaisseur à la clef augmentée du tiers de l'excès de l'épaisseur aux naissances sur l'épaisseur à la clef. En remplaçant m par sa valeur et
remarquant que -7—3- \ diffère très-peu de {, l'expression précédente devient égale à aleH — U dont la
valeur numérique est a, 666 ,..., très-sensiblement égale à la précédente.
L'aire de la section longitudinale de la voûte diffère peu dans ce cas de celle de la figure ABCD (Jig. i4)> dans laquelle AB est la longueur de l'arc moyen ; EF, l'ordonnée au milieu de AB, est égale à e; les ordonnées extrêmes AC, BD sont égales à e', et GFD est un arc de parabole dont le sommet est en F. On sait en effet que l'aire comprise entre le demi-arc FD, la tangente au sommet FG et l'ordonnée GD est égale au tiers du rectangle construit sur FG etGD.
Nous prendrons pour l'épaisseur constante de notre voûte le nombre entier de centimètres le plus rapproché de la valeur trouvée précédemment, savoir ie =— 2,67.
L'épaisseur E , proportionnelle à la charge par mètre courant de longueur de l'arc moyen à la clef (n°34), sera égale à z m ,6j, augmentés de o m , 3o, hauteur proportionnelle au poids de la chaussée et des parapets.
L'épaisseur analogue aux naissances, représentée parE,, sera un peu inférieure à ce qu'elle était dans la voûte précédente, parce que le poids spécifique de la voûte proprement dite est supérieur à celui du reste de la construction.
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Nous ferons donc E, = 5,90, au lieu de 6,00.
Les calculs se disposeront de la manière suivante :
DONNEES OfoMETEIQUES.
Largeur du pont L' = 4" 1 °°
Corde de l'arc d'intrados 2/' = i5a t oo
Flèche f= i2,3o
Épaisseur constante de la voûte 2e = 2,67
DONNEES DYNAMIQUES
Poids du mètre cube de maçonnerie de la voûte. . n = a6oo k * Épaisseur proportionnelle à la charge à la clef. . . E = * m »97 Épaisseur proportionnelle à la charge aux naissances . E t = 5 m , 90
Calcul de r et a. [formules (1) du n° 41],
« f' tang- = y .
log tang - 1 ,201 10
r=S-^e> sina
log — — 2 , 38928
245,lO
sina sina r 246,45
Calcul des coefficients A' et B' [formules (9) du n° 34].'
A' = 7rL7E .
log7rLV 6,40876
logE . . o»47 a 7 6
logA'.. 6,88i5cè
I — COSa
Pour 1 8°, m l = 1 — cosa o ,04894
Pour 4', jôAwj^t 0,067 A m, 37
lo S '.7 ° i,77 3 9 3
Iog7rLV 6,40876
logB' 8,18269
Calcul de P [formule (10), n os 34 et 42].
Pour 18 , /?i (Table 1) o,3i4i6
Pour 4'. o ,067 A/?, 117
Pi o,3i533
Pi A' 2400000
Pour 18 , p 2 o,oo5i4
Pour 4', 0,067 A/? 2 ^
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Calcul de Q [formules (a) et (9) du n° 41].
Qt^-A'+^À'-^B'.
Pour i8 D , Çi (Table III) 0,01410
Pour 4 7 > 0,067 A ^ Il
gi o,oi4^i
Çi A' 108200 k *
Pour 18 , q 2 . o ,00688
Pour 4'» o ,67 A ^, 5
q f o,oo6g3
<7jB' 1 o 55 000
Q, - 85588oo k8
0,00548 o,oooo3oo3
\t*(** l ' -*-*&) aooao^f
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Calcul de L [formule (10) du n° fcl et (3o) du n° 36],
L = OT t rD — /n,rA'-h/n 4 rB' — l t rT> -h l^rA' — J 3 rB',
D = Q + À' = -566ooo k '.
rD — i3g2000oo k « m
/»! rD . — 6860 000
Pour 18 , m z (Table IV) 0,000806
Pour 4', 0,067 A /?ij '3
rh! 1 875000000
m 1 rA! 1 535ooo
Pour i8°,m 4 0,000391
Pour 4'» o ,067 A/w 4 6
rB' 37 55ooooooo
m 4 rB' 14900000
Pour 18 , l x o, oi635
Pour 4', 0,067 A/, 12
lt rD — 2 293 000
Pour 18 , l % 0,0001616
Pour 4'> 0,067 A *« *6
l t rk' 3o8 000
Pour 18 , /, o , 0000793
Pour 4', o,o67A/ 3 i3
/ 3 rB' 3o25ooo
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La somme des trois derniers termes de l'expression de L est égale au moment M dans la section à la clef [voir dans le § IV du numéro précédent la formule ( £)]. On a donc
et puis
L = 6o8iooo k « m .
Détermination de X, M, tv, R [voir le § IV du numéro précédent).
DAN8 LA 8ECTION NORMALE A LA CLEF
w = -^ — TO , 052
Ainsi la g courbe des pressions passe à o m ,o52 au-dessus du centre de la section normale à la clef, distance très-petite, eu égard à l'épaisseur 2 m ,67 de cette section.
e r= -f- e à l'intrados,
e rrr — eh l'extrados.
il \ e 1
Cl — ieU . .
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R; — 8555oo
ou, en prenant le centimètre carré pour unité,
Ri -6 7 k «,65
DANS CINQ SECTIONS INTERMÉDIAIRES
Les calculs sont disposés dans le Tableau suivant :
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Pi-
Pt-
0,OOl37i
o,ooi53
tt.
Pt W.
'"iQ-
Qcosw.
— II23o,0
983oo,o
233ooo,
454ooo,o
&in<a=p l —p s .
Z"sinw.
wijrD.
865oo,
763ooo,o
38o5oo,o
3o8oooo,o
d'épaisseur constante.
«i,Xio\
m 4 xio'.
OT,rA'.
m 4 rh\
II750,0
PIÈCES DE FORME QUELCONQUE
§ I. — Détermination de P, Q, L.
52. Reportons-nous au commencement du Chapitre II ; supposons'que, toutes les autres conditions indiquées au n° 25 étant d'ailleurs satisfaites, la fibre moyenne de la pièce, au lieu d'être un arc de cercle, soit une courbe plane quelconque, mais symétrique par rapport à la verticale Oz(Jîg. i5), et supposons que la ligne AOB représente cette courbe. Soit m un de ses points, centre de la section normale GH. Au lieu de rapporter ce point m à un système de coordonnées polaires qui, dans le cas d'une fibre moyenne circulaire, avait l'avantage de simplifier les calculs, nous conserverons les coordonnées rectilignes x et z, rapportées à l'horizontale Ox et à la verticale Oz du sommet de la courbe. Soient x = a, z =fles coordonnées du point B, centre de la section normale à l'extrémité droite de la pièce ; le moment M par rapport au point m de la résultante de toutes les forces appliquées à la pièce à droite de la section GH est
(b) M==M'-hL-+-P(a — jr)--Q(/--s).
Mettons cette valeur dans la première équation (2) du n° 25, et nous aurons
{I ) rf ^ = g f /, +(L+a p_ /Q )g_|î^. h |f A .
déterhinàtiok de P, Q, L. i43
Multiplions par £ et intégrons depuis le point A jusqu'au point m, c'est-à-dire depuis x= — a jusqu'à x = x; nous aurons, en supposant dq nul au point A,
dans laquelle
[a] Ai=L + «P-/Q.
Multiplions par E les deux dernières formules (2), et remplaçons-y Eify par sa valeur précédente; elles deviendront
12) Y*d8x = —dz f -- A — Adzl y -h Pdz f y r/.v - Qeiz I " ffr.
/° X lVf' /•■* / /•" r l* X -
i 3) Erffc — dx \ - <fr -h A</x / j-Pd.r f y ,/.v + Q<Lc | 'fr.
Intégrons maintenant les trois équations (1), (î«) et (3) qui précèdent, depuis x = — a jusqu'à x = «, et supposons que les valeurs de cfy, &r et Jz soient toutes nulles aux extrémités A et B; nous aurons
i_„T"'* A /_;i-"lï'" + «/.,-."-=-
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Les intégrales doubles des deux dernières équations peuvent être ramenées à des intégrales simples au moyen de l'intégration par parties, qui donne les résultats suivants :
Posons, pour abréger,
I — cfr = w ,
DÉTBUMHATIOlf DB P, Q, L.
(/) [Suite.]
/ ^dsz=z l9
Désignons par S lf S 2 , S 3 , . . . , S 8 les premiers membres des équations (5), et remarquons que les termes sous le signe f qui contiennent en facteur la première puissance de x sans contenir M' ont une intégrale nulle comme composée d'éléments égaux deux à deux et de signes contraires, correspondant à deux points symétriques ayant pour abscisses x et — x\ nous aurons
S x =: m Q f— m if S 3 = o,
S 4 = Zj - 3„
S B — am Q -- m t ,
5 6 = az 09
5 7 ~ — ^2, S s --az lt
A l'aide de ces valeurs, les équations (4) deviennent
!As -f-Qsi-f- m z=z o, A [z x — z f) H- Q(* t — z x f) +m x - m /z=z o, x Aaz -\- Qaz l -4- Px, -f- am — m, = o.
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On tire des deux premières, qui ne renferment pas P explicitement,
et, en remplaçant dans la troisième A et Q par ces valeurs, on en tire
{8) P = ÏL,
et la seconde équation ( b') donne
La valeur de P, donnée par l'équation (8), se réduit, dans le cas de la symétrie des charges, à la demi-somme de ces charges. La démonstration est la même que celle du n°30.
En effet, la valeur de m a est celle de I — - ds; celle de
M' est M=(g — x)Z', Z' étant la résultante des forces appliquées à la partie mB de la pièce {Jig- 7), g sa distance à la verticale du sommet, et M' le moment de cette résultante par rapport au point m. En désignant par Z" et M", comme au n°30, les quantités analogues relatives au point m', symétrique du point m et par 2 II le poids total de la pièce et des charges qu'elle supporte, on a
Z'-4-Z"=2lI,
La somme des deux éléments de l'intégrale m 2 , corres-
DÉTERMINATION DE P, Q, L. ifa
pondant aux deux points m et m', qui ont pour coordonnées j: et — x 9 est donc
M' — M" ,, an tJ - xds = — x*ds 9
et, en intégrant cette expression seulement depuis x = o jusqu'à x = a, on formera évidemment l'intégrale m*. Or,
11 en résulte
nti — — nxj,
et par conséquent
P = -II
Ce résultat donne lieu aux mêmes observations que celui du n° 30.
En éliminant m K entre les équations (7) et (9), on obtient
Si l'on voulait tenir compte, dans le calcul de P, Q,L, des termes en X et Z des deux dernières équations (1) du n°25, il faudrait remarquer que ces deux composantes normale
et parallèle à la section normale en m le cosinus de
l'angle de la tangente à la courbe avec l'axe des x étant
— et le sinus du même angle — ) sont exprimées par les
équations suivantes :
dx dz
ds ds
* „ ^ dz nm dx
Z = — Q- — Z" — , ds ds
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Z" étant le poids de la partie de la pièce et de sa charge située entre le milieu O et le point m {fig* i5). Substituant ces valeurs dans la deuxième équation ( i) et intégrant depuis x = — a jusqu'à x = a, on obtient, en désignant par les termes complémentaires de cette équation,
Cette expression est de la forme
(A) toQ + « + 2«Et
et doit être ajoutée au premier membre de la seconde des équations (6), qui, combinée avec la première, donnera pour Q une valeur différant de la valeur (7) par le changement de z 2 enz 2 -hm et celui de m K en m, -f-rc-f- aaEr, savoir
m \ — m o h « 4- 2ûEt
Or chacune des quantités m et n est petite par rapport z \ z
à z 2 L et à m 1 — m — • Pour le reconnaître, il faut
faire une hypothèse sur la forme de la fibre moyenne AmB. Supposons donc que la courbe OmB soit un arc de parabole, et que Taxe Ox soit la tangente au sommet O. Son équation sera
Z ~~ *P* dans laquelle
Supposons en outre que la charge par mètre courant de
DÉTERMINATION DE P, Q, L. l^g
l'abscisse soit une quantité constante -• Le moment M',
qui entre dans l'intégrale m h est donné par l'équation [voir formule (14), n° 35]
(g) M' = M ff fl -M"-(n-Z").r.
La charge par mètre courant d'abscisse étant égale à la constante - > les quantités M* , M" et Z" seront
il en résulte
la 1
M '= tiiTJZ^., ia
équation qu'on aurait pu écrire immédiatement, sachant que M'est le moment par rapport au point m [fig* i5), ayant pour abscisse x 9 de la charge de la partie m B de la
pièce. Multiplions par y et intégrons depuis x = — a jusqu'à x = a; nous aurons, en supposant I constant et ds égal à dx,
Multiplions ensuite M' par — et intégrons entre les mêmes limites; nous aurons
4 na* i5 pi
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Les valeurs de z , z K et z 2 que l'on obtient de même
sont
Il en résulte
* 2 ~ iop'I*
les lettres N et M étant employées pour abréger.
Les valeurs de m et n 9 calculées dans les mêmes hypothèses, sont
4 lia*
On en conclut, pour la valeur absolue des rapports -?-?
la lettre p désignant le rayon de gyration de Taire de la section normale, dont le carré est - • Les valeurs numériques de ces deux rapports dans le cas traité au n° 51 , où
USAGE DE L'ÉPURE DE MÊRY. l5l
la valeur de p est égale à o, 77, sont
- ~o,oo3,
Ainsi se trouve confirmée de nouveau l'observation que nous avons faite plusieurs fois sur la faible importance des termes en X et Z des équations (1) du n° 25. Nous en ferons donc abstraction, en sorte que nous prendrons l'équation (d) pour représenter la valeur exacte de Q ('). Les valeurs (e) de M et N donnent, t étant supposé nul,
formule identique à celle qui donne la tension horizontale des câbles dans les ponts suspendus. Le moment L donné par l'équation (10) est nul, et il en est de même de la valeur ( b) de M, qui est constamment nulle, en sorte que la courbe des pressions passe par le centre de toutes les
sections normales , puisque w = — — est constamment
nul.
§ II. — Usage de l'épure de Méry.
Laissons de côté les hypothèses particulières qui précèdent et cherchons, pour le cas général dont il s'agit dans ce Chapitre, à déterminer les intégrales qui entrent dans les valeurs de Q et L, après quoi nous déterminerons
(') Voir les n°" 60 et suivants.
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la composante normale X de la résultante des forces appliquées à une section quelconque, le moment M de cette résultante par rapport au centre de la section et la distance, w = — =r' de la courbe des pressions à ce centre,
distance qui servira à déterminer ensuite les valeurs de la pression ou traction normale par unité de surface
R = — ( i H — - J en un point situé à la distance y du centre
de la section, cette distance étant comptée positivement dans le sens raG (fig* i5).
La valeur de X est donnée par la première équation (a), page 1 4 7 • La quantité Z" s'obtien dra graphiquement au moyen de l'épure deMéry. Cette épure est une coupe longitudinale de la pièce par le plan de la fibre moyenne. On y trace cette courbe, que l'on partage en un certain nombre de parties, et par les points de division on lui mène des normales. Soit m (fig. i5) l'un des points de division ; on porte sur la normale des longueurs égales m H, mG telles que le produit de GH par ds soit proportionnel à la charge appliquée à l'élément ds. On obtiendra ainsi pour le lieu des points G et H des arcs tels que RGD, LHF.
Cela posé, la quantité Z" correspondant au point m sera mesurée par l'aire KGHL, comprise entre la normale à la clef et la normale en m. On formera le Tableau de ces valeurs pour tous les points de division m de la courbe.
Remplaçons, dans les expressions (/) dem et m if M/ par sa valeur (g) ; posons
Po =J 1 ds,
r a z".r-M ff ,
H = I ^ zdsy
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et nous aurons
m = Ma « -4- f* »
Mettons ces valeurs dans les expressions de Q et L [formules (7) et (10)]; nous obtiendrons
Pi — Po
- +2ûEî
, = _ *C- Pu -f- Q/- Q ï! - ^.
La valeur de M est donnée par l'équation (&); remplaçons-y L par la valeur précédente, M' par sa valeur (g), et il viendra
(12) M =r. — M" -h Vx + Q* — Q?" — £î.
En faisant x = o dans cette dernière équation , on obtient, pour la valeur M du moment M dans la section normale à la clef,
(A) Mo =- Q J-p.
En y faisant x = a y on retombe sur la valeur (11) du moment M, désignée par L dans la section normale aux naissances.
L'épure de Méry servira à déterminer les valeurs de M", moment de l'aire RGHL par rapport au point O. Ce moment est égal à la somme des moments par rapport au même point des différentes parties de la pièce.
La même épure fournira les éléments des intégrales fjt 0> \>>\ qui entrent dans les expressions (1 1). A l'aide de ces
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éléments, on calculera les intégrales par la formule de Thomas Simpson, indiquée au n° 49. Ces intégrales sont au nombre de cinq. Leurs moitiés, que Ton obtient en remplaçant la limite inférieure x = — a par x = o, peuvent leur être substituées, conformément à l'observation du n° 39. Conservons les mêmes lettres z 0y z 4 , ... pour représenter ces moitiés, et nous aurons
r a ds
flQ = I dSy
Vx — VL" „ zdSy
§ III. — Exemple de l'application de la méthode précédente.
Appliquons la méthode que nous venons d'indiquer à la voûte qui nous a déjà servi d'exemple dans le n° 50.
Les données qui serviront à tracer l'épure de Méry sont les suivantes :
Corde de l'arc d'intrados il' = i52,oo
Flèche de l'arc d'intrados f = 12, 3o
Épaisseur de la voûte à la clef ie = 2,00
Épaisseur de la voûte aux naissances ie'=: 4 » °°
Épaisseur proportionnelle à la charge à la clef. . . E =r 2 , 3o Épaisseur proportionnelle à la charge aux naissances E l = 6, 00
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Les opérations numériques eflFectuées dans le n° 50 seront remplacées en partie ici par des opérations graphiques. Traçons sur l'épure (fig. 12), à l'échelle de o, oo5 = 2^, les courbes d'intrados, d'extrados et de fibre moyenne. Ces courbes sont ici des arcs de cercle, mais pourraient avoir une forme quelconque, anse de panier, ellipse, etc., sans qu'il y eût rien de changé dans la méthode. Traçons ensuite la courbe limitant, les épaisseurs proportionnelles aux charges; soit AB cette courbe. Menons aux points 2, 3, 4> 5 et 6 de la fibre moyenne les normales dont les angles avec la verticale croissent de 3° en 3°. Nous adoptons cette division, qui nous a déjà servi dans l'application du n° 50 et qui correspond à des valeurs de la variable s, qui est la longueur de l'arc, croissant en progression arithmétique, ainsi que l'exige l'application de la formule de Thomas Simpson. Si la fibre moyenne n'était pas un arc de cercle, il faudrait donc partager la courbe en arcs de longueur constante, en sorte que les angles des normales aux points de division avec la verticale croîtraient de quantités inégales . Mesurons les longueurs des normales comprises entre l'arc d'intrados et la courbe AB, et inscrivons-les dans la deuxième colonne du Tableau ci-après.
Dans ce Tableau, les nombres de la colonne 6 doivent être multipliés par io4oopour représenter des kilogrammes. Ce nombre est le produit de la largeur du pont L/= 4 m >°o P ar I e poids 7r= 2Ôoo kg du mètre cube de maçonnerie. Le dernier nombre de la colonne 6, qui représente le poids 11 = Z^ de la moitié delà construction,
est
n = — P = 1 970 ooo kg .
Les nombres de la colonne 7 sont les bras de levier y des poids AZ" mesurés sur l'épure.
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La valeur de Q déduite des valeurs de [x , [x i7 z , z {y z 2
obtenues à l'aide du Tableau doit être multipliée par le
même facteur 10400, pour exprimer des kilogrammes;
cette valeur est
Nous avions trouvé, pour la partie principale de la poussée, la seule qui entre dans la valeur précédente,
Q l =— 773a5io kg .
Ainsi la nouvelle méthode donne un résultat très-peu différent de celui que donne la première.
Calcul de L.
L = - Ml - Va -f- Q/-+- M ,
zo _ L
— M^— Va= le dernier nombre delà col. 22. 9032
et, en multipliant par 10400,
L=r 63i4ooo kgm .
Nous avions trouvé pour L (§ III du n° 50)
L = 795g3oo kg .
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Le nouveau résultat en diffère assez sensiblement ; mais il a été obtenu avec la valeur principale de Q, et nous avions effectué les calculs du n° 50 avec la valeur complète de Q. Du reste, une différence semblable dans la valeur de L n'a pas une grande importance pour les valeurs de R, ainsi qu'on le reconnaît aisément dans le cas actuel (*). La valeur M du moment M à la clef est, en kilogrammètres,
M = I202 000 kgm .
Les valeurs de la composante normale X sont données par la première équation («), page 147. Nous les déterminerons graphiquement par le procédé suivant. Traçons à l'échelle de j millimètre pour une unité une horizontale AB (jig. i3), égale à Q = 748. Élevons à l'extrémité B une perpendiculaire BG à cette droite, égale à P = 285,7. Po rt o ns sur cette perpendiculaire des longueurs *Bi, B2, B3, . . . , B6 égales aux valeurs de Tl 1 inscrites dans la colonne 6 du Tableau suivant. Les projections des longueurs Ai, A 2, A3, . . . , A6, AC sur les directions des tangentes à la fibre moyenne aux divers points de division de cette courbe seront les valeurs cherchées de X. Pour effectuer ces projections, menons par un point quelconque D le faisceau des parallèles aux tangentes. Menons par le point A des perpendiculaires à ces droites, et par chacun des points de division de BC abaissons une perpendiculaire sur la parallèle portant le même numéro que ce point de division. Une restera plus qu'à mesurer sur chaque droite du faisceau D les distances des pieds des deux perpendiculaires qui lui ont été menées.
Les valeurs numériques ainsi obtenues pour X sont in-
(*) 11 n'en est pas toujours de même. Voir les n°*60 et suivants.
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scrites dans la colonne 27 du Tableau. Celles de M données par la formule (12) sont inscrites dans la colonne 29 : ce sont les différences des nombres des colonnes 22 et 28, augmentées de la quantité constante M = 1 15,6. Les colonnes suivantes renferment les calculs relatifs à la détermination de iv et R. Les valeurs de cette dernière quantité qui correspondent à l'intrados sont inscrites dans la colonne 35, et celles qui correspondent à l'extrados dans la colonne 36. Ces valeurs doivent être multipliées par deux coefficients pour représenter des kilogrammes. L'un de ces coefficients est le nombre 10400, par lequel doivent être multipliées les valeurs de X (colonne 17) pour exprimer des kilogrammes, et l'autre est la quantité 2L', par laquelle il faut multiplier la demi-épaisseur de voûte epour obtenir l'aire û de la section normale. Ce dernier coefficient doit être pris comme diviseur, en sorte que le coefficient définitif des colonnes 35 et 36 doit être
io4oo io4oo _
-nr = — 3-= l3o °-
Enfin, en prenant un coefficient dix mille fois moindre, c'est-à-dire o, 1 3, les produits obtenus représenteront des pressions ou tractions par centimètre carré. Ces produits sont inscrits dans les colonnes 37 et 38.
La construction de la courbe des pressions, effectuée par la méthode exclusivement graphique de Méry, n'a d'autre but que de déterminer les distances w de la courbe au centre de chaque section. Or, il est plus exact de déterminer ces quantités par la formule w = — — > car, à moins
de tracer l'épure à une très-grande échelle, l'épaisseur de la voûte est toujours représentée par une petite longueur; or il est évident que plus cette longueur est petite, plus sont
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importantes les erreurs matérielles des opérations graphiques dans le tracé de la courbe des pressions. Les
valeurs delà quantité w = — —se calculent d'autant plus
rapidement que celles de M n'exigent que le calcul des produits Qz (colonne 28), car M est une constante et la quantité 71' x — M" a été calculée pour servir à la détermination de Q. Quant aux valeurs de X, elles ont été déterminées graphiquement, comme nous l'avons indiqué plus haut.
Il convient de remarquer que les valeurs des coordonnées x et z, qui entrent dans les calculs du Tableau, sont généralement connues a priori sans qu'il soit nécessaire de les relever sur l'épure, car, pour tracer avec précision la courbe de fibre moyenne, surtout à une grande échelle, on déterminera le plus souvent la position exacte d'un certain nombre de ses points par le calcul de leurs coordonnées.
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RÉSISTANCE DES ARCS MÉTALLIQUES
ARTICLE I
DÉTERMINATION DE LA NOUVELLE FORME DE LA FIBRE MOYENNE ET INFLUENCE DE LA TEMPÉRATURE.
53. Les arcs métalliques qui entrent dans la construction des ponts sont des pièces prismatiques conformes à la définition du n° 1 de cet Ouvrage et remplissant les conditions de symétrie indiquées dans le n° 25, leur fibre moyenne pouvant avoir d'ailleurs une forme quelconque.
Ces arcs sont des assemblages de ferronnerie avec boulons et rivets, qui permettent à l'arc de se comporter à peu près comme une pièce unique de matière homogène. Les piles ou culées, supposées inébranlables, reçoivent la retombée des extrémités de l'arc par l'intermédiaire de plaques d'appui scellées dans la maçonnerie et assemblées avec les sections extrêmes. Des cales d'acier interposées entre l'arc et les plaques aervent à régler la construction pendant la pose de ses différentes parties.
Le problème relatif à la détermination des efforts de pression ou de traction développés dans le mêlai par l'application de forces extérieures est identique à celui qui a été traité pour les voûtes dans les Chapitres précédents ; seulement, pour les métaux, le coefficient d'élasticité et le
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coefficient de dilatation étant des nombres connus, on pourra traiter ici deux questions dont la solution ne peut être obtenue pour les voûtes dans l'état imparfait de nos connaissances sur la valeur des deux coefficients dont il s'agit, applicable aux matériaux employés dans leur construction. La première est relative à la détermination des valeurs des variations $x et dz des coordonnées de la courbe de la fibre moyenne en fonction de l'une des coordonnées a: et z ou de toute autre variable indépendante liée à celles-là, ce qui fera connaître la nouvelle forme que prend la fibre moyenne par suite de l'application des forces extérieures. La seconde question est relative à l'influence qu'une variation de température exerce tant sur les efforts de pression ou traction qui se produisent dans la pièce que sur la forme de sa fibre moyenne.
Ces nouvelles questions sont importantes, parce que, leurs résultats étant susceptibles d'être assez facilement contrôlés par l'observation expérimentale, elles fournissent un moyen de reconnaître jusqu'à quel point les conditions de la pratique sont bien conformes aux hypothèses de la théorie.
54. Détermination de la nouvelle forme de la fibre moyenne. — Pour résoudre cette première question, il faut déterminer les valeurs de $x et dz, qui entrent par leurs différentielles dans les équations (2) du n° 25.
Prenons le même système de coordonnées que dans le n° 52. Intégrons la première équation depuis le point A jusqu'au point m (fig. i5), c'est-à-dire depuis x = — a jusqu'à x = x ; nous aurons, $q étant nul au point A,
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Mettons cette valeur dans les deux autres équations, et
nous aurons
Intégrons ces deux équations depuis x = — a jusqu'à x = x ; nous aurons, en remarquant que $x et ôz sont nuls à l'extrémité A,
(e) *' = -/ *1*=-f'*fïï dg '
Les deux intégrales doubles qui précèdent peuvent être remplacées par des intégrales simples au moyen de l'intégration par parties, qui donne
La valeur du moment M est donnée par l'équation (12) du n° 52, savoir
(a) M = Z".r — M* -4- Qs + M .
La quantité M , mise à la place des deux derniers termes, est la valeur du moment M à la clef. On arriverait au même résultat par la démonstration suivante.
La partie Om de la pièce {fig* i5) est en équilibre sous
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l'action : i° de la résultante verticale V des forces appliquées entre O et m ; 2° des forces appliquées dans la section RL à la clef, qui se composent dans le couple M et dans une résultante égale et parallèle à Q, appliquée au centre O de la section et dirigée de gauche à droite, 3° des forces appliquées à la section GH, qui se composent dans le couple M et dans une résultante appliquée au centre m de la section dont la composante parallèle à Taxe des x est égale à Q et dirigée de droite à gauche, et la composante parallèle à Taxe des z est égale à 71' et dirigée de bas en haut. Les deux équations de l'équilibre dites de translation sont évidemment satisfaites par ces forces. Formons la troisième équation dite de rotation ou des moments, en prenant les moments par rapport au point O.
Le moment de la résultante verticale Z"par rapport à ce point est égal à M"; celui de la résultante appliquée au point m est — TJ 1 x — Qz. Faisons la somme de ces moments et remarquons que, M désignant le moment d'un couple appliqué à la partie de la pièce située à gauche d'une section normale et provenant de l'action de la partie de la pièce située à droite de cette section, le moment du couple M doit être pris avec le signe — , puisqu'il est appliqué à la partie O/w de la pièce située à droite de la section RL et qu'il provient de la réaction de la partie située à gauche ; l'équation des moments sera
qui est identique à la précédente.
Les deux valeurs de M correspondant à deux points symétriques sont égales. En effet, soient m 1 (jîg* i5) le point symétrique du point m, H 7 G' la section symétrique de la section GH. Le moment M relatif à la section HG provient de l'action delà partie GHFD sur la partie GHH'G' et est
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appliqué à cette dernière partie. Le moment M' relatif à la section G'H' provient de l'action de la partie GHH'G' et est appliqué sur la partie G'H'EC. Réciproquement, la partie G'H'EC exerce sur la partie GHH'G' une action qui produit un couple égal et contraire appliqué à cette partie. Ainsi la partie GHH'G' est sollicitée par deux couples M et — M 7 . Elle est sollicitée, en outre, par des forces symétriques par rapport à la verticale O-z, dont la résultante est située sur cette verticale, et, la partie G H H' G' étant en équilibre sous l'action de cette résultante et des deux couples M et — M', il faut que cette résultante soit nulle et que M' soit égal à M. On arriverait à la même conclusion en remarquant que, en vertu de la symétrie, la partie centrale reçoit de la part des deux parties extrêmes deux actions symétriques ; donc le moment M provenant de la partie droite est égal et contraire au moment provenant de la partie gauche ; mais ce dernier est égal et contraire au moment M' provenant réciproquement de l'action de la partie centrale sur la partie gauche. Donc M = M'.
Nous allons examiner si la formule (a) conduit au même résultat. Dans cette formule, M" est le moment par rapport au point O de la résultante Z" appliquée à la partie de la pièce comprise entre l'origine O et le point m. En désignant par y le bras de levier de cette résultante, qui n'est autre que l'abscisse de son point d'application, on a donc
d'où l'équation (a) devient
[b) M = (*- 7 )Z' / -f-Qz-f-M .
La quantité y est négative à gauche du point O. La quantité Z", somme des charges réparties depuis le point O jusqu'au point m, doit être considérée aussi comme négative
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lorsque le point m est à gauche du point O. En effet, le moment M 7 par rapport au point m de la résultante Z 7 appliquée à mB est égal au moment de cette résultante par rapport au point O diminué du produit Z'x; mais Z 7 est la différence de la résultante II appliquée à OB et de la résultante TJ' : donc son moment par rapport à O situé du même côté par rapport aux deux forces II et TJ est égal au moment M„ de la résultante II, moins le moment M" de la résultante TJ' par rapport au même point. On a donc
Cherchons ce que devient la valeur de M' pour le point m' symétrique de m. Elle est égale au moment par rapport à m' de la résultante Z' appliquée à m'B. Or ce moment est égal à celui de la même résultante par rapport au point O augmenté du produit Z'x, la lettre x désignant dans ce produit l'abscisse du point m et non celle du point m!\ mais la résultante TJ est la somme de la résultante II et de la résultante TJ' appliquée àOm': donc son moment par rapport au point O situé entre les forces II et TJ' est égal encore à la différence M* — M" des moments de II et TJ'. On a donc
Cette expression sera identique à la précédente si l'on met à la place de .r, abscisse du point /;/, l'abscisse — x du point m 7 , à la condition de changer le signe de TJ', Ainsi, en considérant les valeurs de TJ' comme négatives lorsque le point m sera situé à gauche du point O, toutes les valeurs de M', dans toute l'étendue de la pièce, seront représentées par la formule (c). De même, toutes les valeurs de M seront représentées par l'équation (&), que l'on obtient parla substitution de la valeur (c) de M 7 , sous la même condition de signe pour la quantité TJ'. Il résulte de cette condition que
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les deux valeurs de M données par l'équation [b ) pour deux points symétriques sont égales, car les deux facteurs du produit (x — y) TI 1 changent tous les deux de signe sans changer de valeur quand on remplace x par — x> et les deux derniers termes ne changent pas.
55. Comparaison des valeurs de dq, dx et dz pour deux points symétriques. — i° Les valeurs de 5q données par l'équation (d) sont égales et de signes contraires pour deux points symétriques, en sorte que l'on a
/ Ti ds =-f m ds -
En effet, dq étant nul à l'extrémité B, on a
'aï
c'est-à-dire
KI
La première et la troisième intégrale sont égales comme composées d'éléments égaux disposés seulement en ordre inverse, car les valeurs de I sont les mêmes pour deux points symétriques, et nous venons de démontrer qu'il en est de même pour M. On a donc
J ±ds=-*f I*.
Ajoutons de part et d'autre / =j ds, et nous aurons
J Ëi^+J m* ou J Ëi ds = -J Ëi ds '
ce qu'il s'agissait de démontrer.
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2° Les valeurs de $x données par l'équation (e) sont égales et de signes contraires quand on change x en — x. En effet, le premier ternie z$q change de signe sans changer de valeur, et je dis qu'il en est de même du second, c'est-à-dire que l'on a
J Ti ch=z "J m ds '
Il suffit de remarquer pour cela que l'on a
puisque Sx est nul à l'extrémité B, et la démonstration se terminerait comme dans le cas précédent.
On conclut de là que dq et dx sont nuls au sommet, car l'équation (g) donne pour x = o, en appelant àq la valeur inconnue de Sq au sommet,
<tyo = — <tyo* d'où résulte
On démontrerait de même que
<Lr = o.
3° Les valeurs de Sz données par l'équation (f) sont égales et de même signe pour deux points symétriques.
En effet, le premier terme x$q ne change pas, puisque ses deux . facteurs changent de signe sans changer de valeur, et je dis que le second ne change pas quand on
C x M.r remplace x par — x. En effet, l'intégrale I r=^ ds est
égale à zéro comme composée d'éléments égaux deux à deux
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et de signes contraires ; donc l'intégrale 1 — ds est évidemment égale à I — ds.
Ainsi, les formules qui donnent les valeurs de ôq, dx et âz conduisent bien aux résultats de symétrie qu'elles doivent nécessairement donner pour les valeurs dont il s'agit. Les deux moitiés de la courbe dont la fibre moyenne affecte la forme dans le second état d'équilibre étant symétriques, il suffira donc de considérer les valeurs des variations correspondant aux points de l'une des moitiés, OB par exemple. Prenant pour première limite des intégrales x = oet remarquant qu'à cette limite on a âq = o, $x = o, $z = df, df désignant la variation de l'ordonnée z au sommet, il vient
tq=J o g*,
(in '**=-***+ r^f*,
La quantité âz étant nulle à l'extrémité B, le second membre de cette dernière équation doit s'annuler pour x = a ; mais dq s'annule aussi pour cette valeur de x : donc on a
(*) 5f-f^<ts = o,
équation qui fait connaître la valeur de l'inconnue êf.
56. Influence d'une variation de température. — Si la température de l'arc métallique n'est pas la même dans le
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second état d'équilibre que dans le premier, en désignant par r le produit du coefficient de dilatation par le nombre de degrés dont la température a varié, on obtiendra la variation de Q à l'aide de la première équation (i i) du n° 52, dans laquelle on fera fi { = o, [x = o. En effet, d'après le principe du n° 17, pour trouver l'effet produit par une seule des causes qui agissent simultanément sur la pièce, il faut supposer qu'elle agisse isolément. Il faut donc supposer ici que les forces sont égales à zéro: on aura donc Z // = o, M /7 = o, et par suite p = o, f*i = o. La variation de Q, que nous désignerons par la même lettre, sera donc
Lorsqu'on aura calculé cette quantité, on en déduira celle de L donnée par la seconde équation (n), qui sera
M , valeur du moment M à la clef, étant donné par la formule
La valeur de M donnée par l'équation (12) sera simplement (3) M = Qz+N ,
et celle de X donnée par la première équation (a) du même numéro,
On ajoutera ces variations aux quantités M et X déjà
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trouvées, et Ton terminera la solution du problème par la détermination des nouvelles valeurs de w et R données par les équations
57. Application à une pièce en arc de cercle de section constante. — Lorsque la fibre moyenne est un arc de cercle, nous avons vu dans le n° 36 que la valeur de M était exprimée par une formule (33) que Ton peut écrire
M = — rMm 3 -h /B' m k -f- iBm 1 -f- M
[voir la formule (£), § IV, du n° 50, et les trois premières formules (b) du n° 41, dans lesquelles a serait remplacé par w]. Dans cette formule, M est une constante, et les quantités ra<, m 3 , m k sont des fonctions deo), coordonnée d'un point quelconque mde Tare de fibre moyenne. Remplaçons, dans l'équation [h) du n° 55, M par la valeur précédente, x et ds par leurs valeurs en fonction de /• et w, savoirs = rsinw, ds = ;dta; posons
I m z sincôdo> = m 6 ,
sin&u/w = w 6 ,
m l sinwr/w = m î9
siiitodu = Wj,
EN ARC DE CERCLE DE SECTION CONSTANTE
et nous aurons
*/ = ET" ™5 + -ÏT- w 6 +
Les quantités mj etm 2 sont déjà connues [voir la première équation ( b ) du n° 41 e t l'équation ( c) du n° 42], Leurs valeurs numériques sont contenues dans la Table II. Les deux autres quantités m s et w 6 seront données par les formules suivantes :
. . a* a sin 2 a «
m 5 =^- — ■— H ^ 2C0Sa -hf cos2a,
, « sin 2 « . . , cos 3 a
#W C = — ff ^ h -y- COSCC — £ COS 2 « ^— ?
ou, en les[développant suivant les puissances croissantes de Tare <Xj
IO
/3 5 — il Q A «• /3 7 — ii \ a 8
L'angle a est ordinairement assez petit pour que les deux premiers termes de ces développements en représentent assez exactement la valeur.
58. Cas d'une pièce quelconque. — Lorsque l'arc métallique se trouvera dans le cas traité au Chapitre IV, on effectuera les intégrations des équations (g) et (A) par la formule de Thomas Simpson. Les calculs seront d'ailleurs très-courts, puisque l'on aura déjà déterminé les valeurs de M correspondant à plusieurs points de la fibre moyenne, afin d'obtenir les valeurs de w et R.
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ARTICLE II
Exemple de l'application des Tables à un arc
métallique en arc de cercle de section constante. —
Prenons pour exemple un arc en fonte du pont à l'aide
duquel le chemin de fer de Tarascon à Cette
..^ franchit le Rhône près de son point de départ.
s L'intrados de cet arc a la forme d'un arc de
cercle dont la corde il est égale à 59™, 446,
et la flèche /est égale à 4 m >9°*- La section
constante de cet arc est indiquée sur la
figure ci-contre.
Les charges appliquées à.la pièce consistent • Fïn r^P dans un poids Il = 1 o5 ooo kg réparti uniforl..*oo_.J mément sur la longueur de la corde et dans un
autre poids égal réparti uniformément sur la longueur de l'arc. Cette loi de répartition est la même, an signe près du coefficient B', que celle que nous avons considérée dans le Chapitre III, en sorte que la résultante TJ' des charges appliquées entre le sommet O et un point quelconque de la fibre moyenne est exprimée en fonction de la coordonnée w, et, en supprimant les accents, par la formule
Z"=Aw — B ( m — sin w ) ,
qui ne diffère de la formule (i5) du n° 35 que par le changement de signe du second coefficient.
En effet, le poids réparti sur la corde donne, entre le
point O et le point m, une résultante égale à II : — »
r r ° 2rsma
EN ARC DE CERCLE DE SECTION CONSTANTE
et le poids réparti sur Tare une résultante égale à II ; — • •
r • D 27-Sina
La somme Z" de ces deux résultantes est donc
r, u _ M ~ sinw Z" = n h n — : — ,
2 a 2 sm a
et les deux formules précédentes deviennent identiques en posant
2 \a sma/ 2 sm
: sma
Calcul de r et a.
tanga = y.
log/ 0*69037
log' 1 »47 3o 9
log tang- 1 ,21728
SI lia
logsina l,5o673
log/ i,47 3o 9
log -. — 1 , 96636
ii 9 3 ' 54 ?
P-- Il — io5ooo kg
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Calcul des coefficients A et B.
r A 3o 270 ooo k8m
rB 1 5 270 goo 1 * 1 "
Calcul de Q [formule (a) du n° 41].
Pour 18°, 7i (Table III) 0,01410
Pour 44' (f£ ou 0,733), A?! 119
q x 0,Ol529
Pour 18 , q 2 o ,00688
Pour 44' > 0,733 Ary 2 56
r/ s B I2i5 km *
Calcul des moments L et M aux naissances et à la clef.
M = — /i rD + / 2 rA -4- / 3 rB,
D = Q-hA,
L = /«jrD — /w 3 rA — /M 4 rB H- M .
rD 576000 1
kgm
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Pour i8°, /, (Table IV) o,oi635
Pour 4V, o,-j33A/, i36
/, rD i02o k « m
Pour 18 , l 1 0,0001616
Pour 44 7 , o,733A/, a85
l t rk 5754 k « w
Pour 1 8°, / 3 o , 0000793
Pour 44', o,733a/j i38
/ 3 rB, i422 k 8 ,n
Pour 18 , //?! ... o ,04894
Pour 44'» o,733A;«, 4°*>
mj o , o53oo
/WjrD 3o520 k « m
Pour 18 , //ij o ,000806
Pour 44', o,733A/?i 3 \fo
Pour 18 , /w 4 0,000391
Pour 44'» o,733A/?î. 69
r 4 rB 7024 k|m
L g52 k « lM
l8o CHAPITRE Y. — ARCS MÉTALLIQUES EN ARC DE CERCLE
Calcul de X, M, w et R.
X = Q costo — Z"sin«, M = /W| rD — /w 3 rA — m k rB -h M , M
( TWr le § IV du n° 50. )
AUX NAISSANCES
X a = Qcosa — Ilsina.
Q cosa — 3o 1 020 k *
sina o,32i2
Ilsina 3372Ô kg
X a -Ar 0.0080G
— 2 342 000 kg
il *
— ; i8qoo k *
Rî — 236ogoo k «
RJ — 2323 ioo k «
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En prenant pour unité de surface le millimètre carré, les pressions qui se produisent à la clef et aux naissances, tant à l'intrados qu'à l'extrados, sont exprimées par les nombres suivants :
Ri =2,35,
R<=2,io,
Rï = 2,36,
60. Valeur complète de la poussée dans les arcs surbaissés. — Dans les arcs métalliques surbaissés : i° la composante X, normale à chaque section normale, est à peu près constante et égale à la poussée horizontale Q, qui est la valeur de cette composante à la clef; 2° la composante parallèle Z est petite par rapport à X et peut être négligée.
En effet, X et Z sont les projections sur la tangente et la normale à la fibre moyenne de la résultante appliquée à la section normale que Ton considère. Les projections de cette résultante sur l'axe horizontal des x et l'axe vertical des z sont Q et — Z", car ces projections sont égales à X cos w — Z sin co et X sin o> H- Z cos co, et, en remplaçant X et Z par leurs valeurs (32) du n° 36, elles se réduisent à Q et — Z /; . Dans la/zg*. i3 de l'épure de Méry, les droites AB, Ai, A 2, ... représentent les directions de la résultante des forces — Q et -h Z", qui est égale et contraire à la précédente. Les droites Di, D2, ... représentent la direction des normales aux diverses sections normales aux points A, 1, 2, ... de la fibre moyenne, et l'on voit que chacune des droites du faisceau A fait un angle très-petit avec la droite correspondante du faisceau D.
Reportons-nous à l'équation (B) du n° 52, Chapitre IV, déduite de la deuxième équation (1) du n° 25, Chapitre II.
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Par suite de l'hypothèse X = Q, Z = o, elle se réduit
et les quantités désignées par les lettres m et n sont, page 148,
r " dx
L'équation (rf), donnant la valeur de la poussée, est alors
m x — m h 2rtEi
La valeur de L, donnée par l'équation (10), ne subit aucun changement, puisqu'elle ne renferme pas la quantité z 2 . Les équations (n) et (12) (§11 du Chapitre IV), qui donnent les valeurs de Q, L et M, seront donc
(2) L = -M;— Va +Q/-QÎL — Û,
(3) M = - M* -h Vjt + Q 3 — QÎ! — £î.
Dans le cas d'une pièce à fibre moyenne parabolique et
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de section constante, la valeur de Q, donnée par l'équalion (i), est
Cette valeur est un peu différente de la valeur (c), page i5i, puisque le rapport des deux termes i et -Mj*
f fr g
c'est-à-dire la quantité -Mj » est égal à o,o44> ainsi que
nous l'avons vu page i5o. Nous avons vu aussi, p. i5i, que le moment M était constamment nul dans une pièce parabolique et de section constante, lorsqu'on faisait abstraction des termes complémentaires des équations (i) du n° 25. 11 n'en est plus de même quand on introduit dans les équations (2) et (3) qui précèdent la valeur complète de Q. On trouve alors
ou.
a cause
ae ia
jetitesse c L =
et,
pour la
valeui
•de M,
qui pour x == a donne M = -t-j Ha = L, ainsi que cela
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doit être, et pour x=o donne, pour la valeur M du moment M à la clef,
Ces valeurs de M et L donnent, pour les distances w , %v a de la courbe des pressions aux centres des sections à la clef et aux naissances,
Dans le cas d'une section rectangulaire, d'une hauteur
égale à 2 e, on a p 2 = - = — et les valeurs précédentes deviennent
61. Revenons maintenant aux formules (g*) du Chapitre V, relatives au changement de forme de la fibre moyenne, qui ont été déduites des équations (a ) du n° 25. En complétant ces équations par l'addition aux seconds
membres des termes ljj=--+-x)dx pour la seconde, et
1 —^ -4- r ) dz pour la troisième, puis reprenant les calculs
et les raisonnements des n os 54 et 55, on obtient trois équations qui ne diffèrent des équations (g), p. 172, que par l'addition aux seconds membres des quantités / ( — -h ? ) dx
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pour la seconde, et / f =^- 4- zjdz pour la troisième, savoir :
Faisons a: = a dans la troisième de ces équations, et remarquons que $z et $q sont nuls pour cette valeur de x, * qui correspond au point B; cette équation donnera alors pour la valeur de l'inconnue $f, variation de la flèche ou de l'ordonnée du sommet de Tare,
Cette valeur diffère de la valeur donnée par l'équation { h ) ,
J(* a dz - zfj dont le premier o
terme est positif, puisque Q est négatif, et le second terme est négatif pour une augmentation et positif pour une diminution de température.
Dans le cas d'une pièce en arc de cercle et de section constante, il faut donc ajouter à la formule (a) du n° 57
la quantité — #•( i — cosa ) ( ^- H- r ) ; elle devient ainsi la
lettre m i9 désignant la quantité i — côsa, le signe de B'
FORMULES COMPLÈTES
étant changé et les accents de A' et T$f supprimés (n° 59) :
(6) J/= ^[M m 1 + rDm s — r4m 5 - /B/n 6 ) - ^^~ '^r.
Dans le cas d'une pièce à fibre moyenne parabolique et de section constante, il faut introduire la valeur (3) de M, p. i84, dans l'équation (5) ci-dessus, et elle donne
Les arcs circulaires dont l'angle au centre est d'un petit nombre de degrés diffèrent très-peu d'un arc de parabole; on pourra donc leur appliquer la formule (7). Mettons-y les données numériques relatives à l'arc du pont de Tarascon, savoir :
/= 4 m >9° 2 > n= o œ ,i4'î8, n = io55oo, Q = - 317870,
et nous obtiendrons
tt^- ==— 0,0018, Eu
357îËû = ' o6a 9 ;
la valeur de $/", due à l'action des forces extérieures et sans changement de température, est
Cette valeur diffère peu de celle qui a été obtenue expé-
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rimentalement par MM. Desplace et Colle t-Meygret, savoir r Jf= 0,0600.
62. Dans le même cas d'une pièce parabolique et de section constante, la partie de la valeur de Q relative au changement de température, donnée par l'équation (1) du n° 56, complétée par l'addition de — m au dénominateur, est [ voir 2 e formule (e), p. ido, et la valeur de /?, p. 148.]
D'autre part, les équations (2) et (3), p. 173, donnent ( voir les valeurs de z et z ly p. 1 5o )
M <l'oÙ
DE SECTION CONSTANTE
MM. Desplace et Colle t-Meygret ont obtenu expérimentalement. Le premier terme de l'équation (5) est environ la deux-cent-quarante-çinquième partie et le second, xf 7 Ja trentième partie de la valeur totale du second membre, qui se trouve ainsi représentée d'une manière assez approchée par son troisième terme seul.
63. Appliquons maintenant la formule (6), relative aux arcs circulaires et de section conf tante,, à l'arc métallique du pont de Tarascon. La valeur principale de Q, calculée au n° 59, doit être remplacée par la valeur complète donnée par l'équation (B), p.i83, laquelle est égale à la valeur principale divisée par i H — • La différence qui en résulte
pour la valeur deQ influe sur la quantité représentée parD dans les valeurs de L et M d'une manière très-importante, et il n'est pas permis de la négliger dans la détermination de dfj qui dépend à peu près exclusivement de la valeur
de M. Dans l'arc du pont de Tarascon, le rapport -
est égal à o,i345> et la valeur complète de Q est, par suite,
et celle de D
nous avions trouvé, au n° 59, D = 6i70 kg .
Désignons par A la différence 3857o kg de ces deux valeurs ; le moment M à la clef, trouvé égal à — 3o24 k&m au n° 59, devra être corrigé de la quantité
~ l x r A =='— /j 3602000 = — 638oo k « ,B ;
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on aura donc
M La distance w = ^ de la courbe des pressions au
centre de la section normale à la clef devient alors
au lieu de — 0,0095, trouvé au n°59. On voit par là l'importance de la quantité complémentaire m pour la valeur du moment M, et par suite pour la position de la courbe des pressions.
Avant de passer au calcul de Sfk Faidede la formule (6), nous allons chercher les modifications produites dans les autres quantités L, X a , w„ R' , R*, Ri et R*, calculées au n° 59, par la substitution de la valeur complète de Q à la valeur principale.
X a = Q cos « — n sin a.
Q COSec — 2645oo
n sin « 33 726
Les formules (c) du n° 60, relatives à un arc parabolique, donnent
Ces valeurs diffèrent très-peu des précédentes, ainsi que
DE SECTION CONSTANTE. igi
cela doit être, puisque, l'arc de Tarascon étant très-surbaissé, il diffère très-peu d'un arc de parabole.
— — i q55ooo
— 7- — 1 323ooo
2 0' Il
R* — 632ooo
Rî — 4633ooo
et en prenant pour unité de surface le millimètre carré,
Rî — o,632
RI
Rî +0,457
Calcul de tifpar la formule (6) du n° 61.
»J = ^(Mo/Wi-f-rDwj— rAm s - rBm 6 ) — ^ — /t??,t.
£il Jc*il
s n ................ ......... 2 545ooo
,7?îZ== ^ "288^' _____ a 6 112a 8
6 l44 4°320 (Foirla un du n° 57.)
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/w 6 , o,ooooo8i3
E, coefficient d'élasticité longitudinale de la fonte. 6x 10 9
Kl 2568ooooo
Pour 18°, m % (Table II) 0,00120
Pour 44'» o,733Am 2 21
m 1 o,ooi4i
rD 4 1 7^oo
/w t rD 5896
m 5 rÀ 5o4»4
m 6 rB I24>2
Ê| Xl 7 2 7 o,o586
1 En '
Ce résultat se rapproche plus que le précédent, relatif à Tare parabolique , de celui qui a été obtenu par MM. Desplace et Colle t-Meygret sur Tare circulaire de Tarascon. ( Voir la fin du n° 61 . )
64. Arc de section variable, — Prenons pour exemple un arc métallique du pont d'Arcole, construit sur la Seine à Paris, par M. Oudry. Nous empruntons les données qui le concernent aux Nouvelles Annales de la construction de M. Oppermann, année i855. Ce pont est construit en fer laminé. Son ouverture est de 80™, et sa largeur entre
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garde-corps de ao m . Il se compose de douze fermes en fer, dont l'intrados est cintré suivant un arc de cercle de 8o m de corde et de 6 m ,ià de flèche. Dix fermes intermédiaires sont distantes de i m ,333 d'axe en axe. Les deux autres fermes, formant les têtes du pont, sont placées à 3 m ,oo de distance des fermes voisines.
Chaque ferme est formée d'un arc et d'un longeron supérieur qui est ancré dans la maçonnerie des culées [voir \difig- 16 à l'échelle de o m ,oi). Ces deux pièces sont reliées aussi bien que possible par un tympan, dont l'effet est d'assembler le tout en une seule pièce prismatique à section normale invariable.
La section d'un arc intermédiaire est une âme de o m ,oio d'épaisseur, découpée suivant la courbure de l'arc et rivée à deux lames horizontales inférieure et supérieure par
quatre cours de cornières de ô~^' ^ a l ar geur des
tables est de o m ,53o, leur épaisseur de o m ,o28, et elles sont formées de deux feuilles de o m ,oi4 réunies par les rivets des cornières et par deux autres cours de rivets placés à o m , 06 des bords.
La section à la clef a une hauteur de o m , 38o, et aux naissances cette hauteur est de i m ,3oo. La section des longerons est un T simple, formé d'une table horizontale de 3ooX i5 et une branche verticale de 3ooX 10, réunies par deux cours de cornières de r-2- .
Le longeron est prolongé dans la culée où il est ancré et peut être tendu par un système de calage disposé à cet effet dans l'intérieur des maçonneries. Du côté de la clef, la branche verticale du longeron est prolongée jusqu'à l'arc et est rivée sur ce dernier au moyen de deux cornières. Le plan de la face supérieure de la table horizon-
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taie du longeron passe à o m ,oi5 seulement au-dessus de l'extrados de Tare à la clef. La section du longeron jusqu'à ce point ne pouvant avoir une hauteur supérieure à ce chiffre, on a formé ce prolongement d'une simple feuille de tôle de 6jo X i5. La hauteur totale de la section de la ferme à la clef est, par suite, de o m , 5g5. Le poids total des fers et fontes du pont est de 1 1 20 tonnes ou de 70o kg par mètre carré. Le ballast et l'empierrement pèsent 5oo kg , et la charge d'épreuve est de 6oo kg par mètre carré. Les fermes intermédiaires étant espacées de i m ,33, le poids appliqué par mètre courant de longueur horizontale est de 1 20o k * pour la charge permanente et de 6oo kg pour la charge d'épreuve. Le poids réparti par mètre courant de longueur horizontale va en croissant légèrement du milieu du pont aux extrémités, puisque le poids de l'arc et des tympans va lui-même en croissant entre les mêmes limites. Mots tiendrons compte de cet accroissement en supposant que la répartition de la charge est proportionnelle à la longueur de l'arc.
Traçons sur la/îg\ 16 la courbe de fibre moyenne. Pour cela, coupons la ferme par un plan perpendiculaire à l'arc d'intrados aux naissances et cherchons le centre de gravité de la section ainsi obtenue. Ce point sera situé au-dessus de la courbe cherchée. En effet, soient AB {Jig'[iy) le pl an normal à l'arc d'intrados CA, et M le point d'intersection de ce plan et de la courbe cherchée. Menons par le point M la normale FE à la courbe MN; le point M sera le centre de gravité de la section FE, ainsi que cela résulte de la définition de la courbe de fibre moyenne MN. Mais AM est plus pe tit que ME et MB plus grand que FM, et, comme les dimensions perpendiculaires au plan de la figure sont les mêmes dans les deux sections, qui ont toutes les deux la forme de double T surmonté d'un T simple, il est évident que le
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moment de l'aire AM est plus petit que celui de Taire ME et que le moment de Taire MB est plus grand que celui de Taire MF. Mais, M étant le centre de gravité de FE, le moment de Taire ME est égal à celui de Taire MF; donc le moment de Taire AM est plus petit que celui de Taire MB, donc le centre de gravité de la section AB est entre le point M et le point B. Soit G ce point. Menons par le point G un plan vertical perpendiculaire au plan de la figure et cherchons le centre de gravité de Taire de la section de la ferme par ce plan. Ce centre de gravité G' sera situé audessous de la fibre moyenne MN, ainsi qu'on le reconnaît par un raisonnement semblable au précédent.
Or les deux points G et G', que Ton obtient en opérant ainsi dans le cas de la^/i£. 16, sont presque confondus en un seul. On peut donc les considérer comme situés sur la fibre moyenne. Cherchons encore le centre de gravité de la section normale de la ferme à la clef, et nous aurons le sommet de la courbe de fibre moyenne. Or, si Ton fait passer par ce sommet un arc de cercle passant par le point déterminé précédemment aux naissances et tangent à une horizontale menée par ce sommet, on trouve que cet arc traverse les sections de la ferme qui lui sont perpendiculaires en des points très-voisins de leur centre de gravité, en sorte qu'on peut la considérer comme répondant d'une manière très-satisfaisante à la définition de la fibre moyenne d'une pièce prismatique. Cette courbe est désignée par les lettres ABC sur la^/g-. 16.
Partageons-la en six parties égales et inscrivons dans les colonnes 2 et 3 du Tableau ci-après les valeurs des coordonnées des points de division. Nous inscrirons ensuite dans les colonnes 4, 5 et 6 la hauteur de la section de la ferme, la hauteur de la section de Tare seul et la distance de l'extrados de Tare à la fibre moyenne ABC. Les co-
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lonnes 7 et 8 contiennent les valeurs de Taire Q et du moment d'inertie I des sections normales de la ferme par rapport à la fibre moyenne. Dans les calculs des moments d'inertie, il faudra faire usage de la propriété suivante que nous rappelons ici.
Le moment d'inertie d'une surface ABCD (Jig. 18) par rapport à une droite EF ne passant pas par son centre de gravité est égal au produit de son aire par le carré de la distance de son centre de gravité G à cette droite, augmenté de son moment d'inertie par rapport à un axe 1J, mené par son centre de gravité parallèlement à la droite EF. Dans le cas d'un rectangle dont la base AB = b est parallèle à la droite EF dont la hauteur BG = h et dont le centre de gravité est placé à une distance r de Ja droite EF, on a, pour la valeur I de son moment d'inertie par rapport à la droite EF,
Toutes les sections de la ferme pouvant être décomposées en rectangles situés comme celui de la fig. 18 par rapport à l'axe d'inertie, cette formule servira à calculer tous les moments d'inertie des sections normales de la ferme du pont d'Arcole. 11 conviendra de tracer, le croquis de chacune des sections et d'y inscrire toutes les cotes qui doivent entrer dans les calculs.
Pour tous les rectangles dont la hauteur est une épais-
//* seur de tôles, la hauteur h est petite et la quantité — négligeable devant r 2 . La colonne 9 représente les valeurs de la résultante TJ' correspondant à chaque point de division : c'est la résultante des forces appliquées à la pièce depuis le sommet jusqu'à la section normale en ce point. La colonne 10 contient les différences des valeurs de Z", qui sont
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constantes dans le cas actuel, puisque les charges sont réparties uniformément sur la longueur de Tare que nous avons divisé en parties égales.
La colonne 1 i contient les bras de levier des forces AZ". Ce sont les distances des milieux des arcs partiels à la verticale du sommet ou autrement dit les abscisses de ces milieux. Les produits de AZ" par ces bras de levier sont les différences AM" des valeurs de M", moment de la résultante 71 par rapport au sommet de Tare ou de l'origine des coordonnées. Les colonnes suivantes jusqu'à la colonne 26 contiennent les valeurs nécessaires pour déterminer les nombres z , z K , z 2 > f*o? p>i et zra, qui entrent dans l'expression de la poussée Q, formule (i) du n° 60, ainsi que dans celle du moment M à la clef, formule (h) du
On
trouve Q =
ainsi
— a2QOO k8 " 1 .
Calcul de l'effort normal à la clef.
Les deux valeurs qui précèdent permettent d'obtenir la
valeur de w = ~ et celle de l'effort normal R, tant à
l'intrados qu'à l'extrados, donné par la formule
On obtient ainsi
w = — 0,081 44* Les valeurs de v, désignées par vi à l'intrados et v e à i'ex-
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trados, sont:
et Ton obtient
R» — i8i5ooo k «
RJ — 8o6oooo kf
Calcul de l'effort normal aux naissances.
X = Q cosa — n sin a.
1 — cosa = m l 0,02794
sin a o,2346
L= [Tl'x — M" + Q*)« + M .
( Cette quantité L est le dernier nombre de la colonne 28 ) .
L = 578ioo k « m .
"/ ^Sgo
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En prenant pour unité de surface le millimètre carré, les efforts normaux précédents sont exprimés par les nombres suivants :
R« =r-lH,8l5,
RS = — 8 k «,o6o, R£ = -8 k ' v *56 v R< = 4 ki ,49o.
Le dernier effort normal est une traction; les trois autres sont des pressions.
Calcul de la flèche.
La valeur de la flèche est donnée par l'équation
Les colonnes 28, 29, 30 et 31 renferment les éléments du calcul de cette expression. Le premier terme est petit par rapport au second, et nous y avons supposé £2 constant et égal à la demi-somme o m ,o577 des valeurs extrêmes. On trouve ainsi :
— ds — 0,00117
Eli '
jj<fr 0,1173
Le coefficient E d'élasticité longitudinale a été pris égal à 2 X io*°. La valeur de Sfest donc
La flèche produite par la charge d'épreuve, qui est la moitié de la charge permanente et est égale à 8oo kg , est le tiers, par conséquent, du nombre précédent ; c'est donc
60. Cherchons maintenant quelle serait la valeur de l'effort normal R et de la flèche 5/* dans le cas où, le longeron et l'arc cessant d'être solidaires, l'arc supporterait seul les charges appliquées.
Traçons la nouvelle fibre moyenne (*) sur la Jig. 16. C'est un arc de cercle également distant des arcs d'intrados et d'extrados. Formons un nouveau Tableau analogue au précédent, mais ne renfermant que les quantités dont les valeurs diffèrent de celles de ce Tableau. Ainsi les quantités Z", M' 7 , par exemple, qui restent les mêmes, n'y figureront pas; on en prendra les valeurs dans le premier Tableau. Les nouvelles valeurs des intégrales z , z i9 z 2 , Ho et /*i conduisent aux valeurs suivantes de Q et M :
Q = — 3348oo k ', M = --i38oo k « m .
Ainsi la poussée est plus forte et elle passe plus près du centre de la section normale à la clef.
Calcul de l'effort normal à la clef.
(') Cette courbe est celle qui a été désignée par erreur sur \*fig* 16 par les mots courbe des pressions.
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— — 6456ooo
r- 2 620 OOO
R< — 4 i36ooo k «
R* — 8776ooo v «
Calcul de V effort normal aux naissances.
- = tang - = 7 = •
I — COSar^/Wj . 0,03891
sina 0,2762
X == Q cosa — Z"sina,
iv = — — 0,141
Pi o , 65o
Rï — 7387000^
R* — 3 5g3 ooo k *
En prenant pour unité de surface le millimètre carré, les efforts normaux qui précèdent sont :
R« = -8 k «,7 7 6; Ri = _ 7 K,38 7 , R,< = -.3 k «,5 9 3.
La valeur de la flèche Sf s'obtient à l'aide des colonnes 17, 18, 19, 20 et 21. On trouve ainsi :
=- dz — o , 00098
Y[ ds o>o9 31
La flèche produite par la charge d'épreuve, égale au tiers
de ce chiffre, est
Il paraît surprenant, ainsi que l'a fait observer M. Darcel dans un Mémoire publié en 1862 dans les annales des Ponts et Chaussées, que la ferme à longeron solidaire, qui constitue une pièce d'une grande raideur, éprouve une flèche plus grande que l'arc. La raison en est dans la valeur plus grande du moment M, qui entre au numérateur de l'expression de $f. Dans la ferme, la quantité I qui entre au dénominateur est plus grande que dans l'arc ; mais le moment M est plus grand d'une quantité suffisante pour compenser et au delà la raideur de la pièce mesurée par la grandeur du moment d'inertie I.
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66. Nous avons vu que la hauteur de l'arc dans les fermes du pont d'Arcole va en croissant depuis o m ,38o à la clef jusqu'à i m , 3oo aux naissances. Cette hauteur aux naissances pour une section double T dont l'âme n'a que o m ,o 10 étant considérable, on a été obligé de la raidir par une série de barres de fer en T simple, ployées en forme d'U polygonaux et se rivant dos à dos sur l'âme et les nervures à i m ,5o d'axe en axe. La solidarité établie entre l'arc et le longeron permettant de faire entrer dans les calculs le moment d'inertie de l'ensemble des deux sections de l'arc et du longeron, et ce moment étant considérable par suite de l'écartement de ces deux pièces du côté des naissances, on peut se demander s'il est réellement utile d'augmenter la hauteur de l'arc aux naissances. On reconnaît d'abord que l'on diminue un peu ainsi le moment d'inertie de la section d'ensemble de la ferme ; d'autre part, on relève un peu la fibre moyenne aux naissances, qui sans cela serait DEF au lieu de ABC {fi g* 16), ce qui augmente le surbai ssement. Par ce double motif, il semble préférable a priori de donner à l'arc une section constante dans toute son étendue (* ). Nous avons été conduit dès lors à recommencer les calculs qui conduisent à la détermination des efforts normaux à la clef et aux naissances, tant à l'intrados qu'à l'extrados, en supposant la section de l'arc constante. Ces calculs sont renfermés dans les colonnes 1 à 15 du Tableau ci-après. Les valeurs de Q et M ainsi obtenues sont
Q = — 37o,5oo k8 t M = — 253oo kg,n .
( * ) La hauteur constante de cet arc, qui serait égale à o m , 38o, est représentée sur \*/tg. 16 par la distance de la courbe d'intrados i, 2, 3, /j, 5,6, à la courbe dont on voit une amorce ponctuée en points ronds près des naissances.
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Calcul de V effort normal à la clef.
OO
R — 1 4o8ooo k «
RJ — 8294 ooo k *
Calcul de V effort normal aux naissances.
tan ^ = 7 = KT5 °' ,a4a
oc i4°io'
I — cos a = /w j o , 0370
sina. o,2444
X =Qcos« — Z"sina, X — 2g3ooo kg
L = [Z"x - M"+ Qz) a 4- M , L 533 700
iv i,4°°
II'
— — 46i5ooo k8
R£ — 7 53o ooo k «
tv
R£ 4 2ri200okf
En prenant pour unité de surface le millimètre carré, les quatre valeurs précédentes de l'effet normal deviennent
Ces résultats, comparés à ceux que nous avons obtenus dans le cas de la solidarité de l'arc et du longeron, confirment ce que nous avions pressenti: c'est que, dans le cas de fermes constituées comme celles du pont d'Arcole, il est inutile de faire croître la hauteur de la section de l'arc depuis la clef jusqu'aux naissances. L'effort normal ne serait pas plus grand dans le métal de ce pont si l'arc n'avait partout qu'une hauteur de o m ,38o comme à la clef. Mais il faut que la solidarité produite par les tympans soit aussi complète que possible. En supprimant les raidisseurs de l'âme de l'arc, il conviendrait d'utiliser le métal ainsi économisé pour développer l'ampleur des pièces du tympan et de ses assemblages avec l'arc et le longeron.
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EFFET DE POIDS ISOLÉS
ARTICLE III
EFFET d'un POIDS ISOLÉ ET d'uNE CHARGE RÉPARTIE SUR UNE FRACTION DE LA LONGUEUR DE LA PIÈCE.
67. Effet d'un poids isolé. — Soit V (Jîg* 19) un poids appliqué au point m' de la fibre moyenne ^V.B, ayant pour abscisse x = x f . La répartition des charges n'étant plus symétrique, la valeur de P, réaction verticale de l'appui de droite, n'est plus égale à la moitié II du poids total de la construction. Elle est alors donnée par l'équation (8) du n° 52, dans laquelle m 2 et x 2 sont donnés par les formules (f) du même numéro, savoir :
m, = I — =— as,
-jy
ds.
Le moment M' est donné par la formule (14) du n° 35, savoir
dans laquelle M" a , moment par rapport au point O de la résultante des forces appliquées à OB, est égal à Vx^, et, M", moment par rapport au même point O de la résultante appliquée depuis ce point jusqu'au point que l'on considère, ayant pour abscisse x, est égal à zéro pour toutes
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les valeurs de x plus petites que af comprises entre le point A et le point m, et à Vxf pour toutes les valeurs plus grandes. La constante II, résultante des forces appliquées de O en B, est égale à P. Enfin, la quantité Z" est nulle pour les valeurs de x plus petites, et égale à P* pour les valeurs de x plus grandes que a/. On a donc pour les valeurs de M' entre A et ni
et entre îvl et B
La valeur de l'intégrale m 2 se réduira donc à celle de la partie de cette intégrale comprise entre — a et a/, et Ton aura
ds.
Dans les arcs surbaissés de section constante où I est constant et ds peu différent de dx, on a
3 I Il en résulte
P' Cette valeur se réduit à pourx , = o et à — P'pour
x' = d, ainsi que cela doit être.
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Pour obtenir la valeur de Q, il suffira d'introduire les valeurs précédentes de Z" et M" dans les intégrales
r a Z".r — M* _, fZ'x-
zds.
Les éléments de ces intégrales étant nuls entre les points A et m' y leurs valeurs se réduisent à celles de la partie comprise entre m' et B, savoir :
,"0 = / — ^— . ' ds %
Pour les arcs de forme parabolique et de section constante où ds = dx, I est constant et z[est donné par l'équation
ip a 1
on obtient
Vf fa* a.r.'* x'* \
Nous avons trouvé (n° 52) dans les mêmes hypothèses,
ai8 cnAPiTRK v. — effet
pourz , Z\j z 2 et m,
laf
La valeur de Q donnée par la formule (i) du n° 60 est donc
dans laquelle p 2 = - est le carré du rayon de gyration de
la section constante.
Lorsque x J =o, c'est-à-dire quand la force V est placée au milieu de l'arc, on a
Si P* était réparti sur toute la longueur de l'arc, on
aurait, en vertu de la formule (D) du n° 60, Il étant égal
o- Va
quantité environ deux fois moindre que la précédente.
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Lorsque a/= a, la valeur de Q donnée par la formule (c) est égale à zéro, ainsi que cela doit être.
68. Effet d'une charge répartie sur une portion de la fibre moyenne. — Soit p (Jig- 20) le poids appliqué par mètre courant de longueur de la fibre moyenne depuis un point ni ayant pour abscisse a/ jusqu'au point m" ayant pour abscisse od 1 .
Supposons, pour fixer les idées, que le point ni soit à droite de l'origine O. Dans ce cas, M* , premier terme du second membre de l'équation (A), est égal à
•Sx»
pxds.
Le moment M" par rapport au point O de la résultante des charges appliquées à la pièce depuis l'origine jusqu'au point m, centre de la section normale que l'on considère, par rapport auquel on prend le moment M 7 , est constamment nul pour les sections placées entre les points A et ni. Entre les points ni et m", il est variable et égal à
p x ds 9
et entre les points ni' et B il est constamment égal à
I pxds.
La résultante II des forces appliquées depuis l'origine O jusqu'au point B est égale à
/ pds.
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Enfin , la résultante Z /; des forces appliquées depuis le point O jusqu'au point m est constamment nulle entre les points A et m', égale à
/ P& entre les points ni et //*", et constamment égale à
L pds
entre les points m" et B. Posons, pour abréger, f pds =P', f p.rds = 1S',
f pds =t>:
I pxds = N.
Les valeurs de M' seront égales à N' — Vx entre les points A et m', à N'— Vx — (N — Par) entre les points m' et m", et nulles entre m" et B. L'intégrale m 2 sera donc
/w 2 = I - xds — I r ras*
Appliquons cette formule aux arcs surbaissés de section constante.
DB POIDS ISOLÉS
Les quantités P et N deviendront d'abord
et l'intégrale m % est
*=?[*"- t^-tH 1
L'intégrale x 2 conserve la même valeur, savoir
et la réaction verticale de l'appui de droite, que nous désignerons par V K , sera
*•='[&£ - tS v*"^ - h K w,) -^]-
Si l'on fait dans cette expression x'=jc", elle devient égale à zéro, ainsi que cela doit être. Si l'on suppose que le point ra' est le symétrique du point m ff 9 la valeur de P< doit être égale à la moitié de la charge P' appliquée sur l'arc rrim", c'est-à-dire à pa/ pris avec le signe — , puisque la réaction est dirigée de bas en haut. C'est, en effet, la valeur que prend le second membre de l'équation précédente quand on y remplace oc" par x' et od par — x'.
Lorsque la charge est appliquée sur le demi-arc de droite suivant une répartition uniforme, on obtient la valeur de P 1 en faisant dans l'équation précédente x f = o, x?' = a. On obtient ainsi
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Cherchons la valeur de la poussée Q dans la même hypo- j
thèse de j/= o, ;*/' = a.
Les intégrales p et jx,, prises depuis — a jusqu'à -ha, se réduisent à la partie de ces intégrales comprise entre zéro et a, puisque Z" et M" sont constamment nuls pour j
le demi-arc de gauche. La valeur de Q est donc la moitié de celle qui est donnée par la formule (D) du n° 60, dans laquelle on remplace II par pa. On aura donc
CHAPITRE VI
69. Les équations fondamentales (i) du n° 25, démontrées dans le Chapitre I er , peuvent recevoir une simplification importante dans le cas très-étendu des voûtes et arcs à intrados surbaissé. En effet, la résultante Z des efforts tranchants dans une section quelconque est alors très-petite, et la résultante X des efforts normaux est à peu près constante et égale à Q. On peut donc faire alors dans les équations (i) r n Z = o, X = Q, ce qui les réduit à
diq=—,
dSx = (^ H- t) <ir - fy rh.
dSS = ( Ilï + / dZ + 9q dC '
dans lesquelles Sq, dx y $z sont les variations relatives au point m (jig* 21).
Soient Z" la résultante des forces appliquées à la pièce depuis l'origine O jusqu'au point m, M" le «aoment de cette résultante par rapport au point O, M la valeur du moment M pour la section à la clef.
324 CHAPITRE Vf.
La valeur du moment M pour une section quelconque est
(a) M = Z"x — M" -+- Qs -f- M — Px — Z' a x.
Intégrons l'équation (i) depuis le point A jusqu'au point m ; nous aurons
"-Lit-
Meltons cette valeur dans les équations (a) et (3), elles deviendront
("Hâ^w^jTiî*-
Intégrons maintenant les équations (i) et (4) entre les deux extrémités de l'arc AB ; nous aurons
Or, en intégrant par parties, on obtient
Gooele
et les seconds membres des deux équations précédentes se réduisent à
J-a Eî
ds.
en vertu de l'équation (5). Remplaçant M par sa valeur (a) dans les deux équations (5 ) et (6), elles deviennent
( Q3iH-M z -+- /* = o,
j Qm + 2«Et -h Qz 2 + M Q z 1 -4- f/ t = o,
dans lesquelles les lettres z , z { , z 2} f* i V-\ et m ont ^ es valeurs suivantes :
i =JJ*'
r"Z"x — M" ^ Po = / - — î *»
r a dx
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On tire des deux, équations (8)
z, f*i — f*o haaEr
Substituons maintenant la valeur (a) de M dans l'équation (7); el'e devient
dans laquelle x a et m a ont les valeurs suivantes :
m a = I arcfr.
La résultante X des efforts normaux dans une section quelconque passant par le point m est donnée par l'équation
X = Q cosw — Z"sin&>,
Gt> étant l'angle que la tangente à la fibre moyenne au point m fait avec Taxe des x. La quantité M donnée par l'équation (a) est le moment de cette résultante par rapport au centre m de la section. Si donc on désigne par u la distance de son point d'application au point m, u étant positif au-dessous de Tare, on aura
L'effort normal R par unité de surface en un point quel-
conque de la section normale, dont la dis Lance à l'axe mené par le point m perpendiculairement au plan de la figure est désigné par p, sera donné par l'équation suivante :
p 2 étant le carré du rayon de gyration de la section normale en m ou le rapport - •
Dans le cas d'une pièce à fibre moyenne parabolique de section constante et où la charge est répartie uniformément suivant la corde, les intégrales (9) se calculent immédiatement.
70. Lorsque la fibre moyenne est circulaire, la section constante et que la charge par unité de longueur de l'arc va en croissant de la clef aux naissances, suivant une loi
représentée par la fonction de o, -[A H- B(i — cosw)], où
r est le rayon de l'arc, A et B deux coefficients constants, en sorte que les valeurs de 71' et M' 7 en fonction de a) soient données par les équations suivantes :
Z" = Aw + B(w- sinw),
M"=rA 1 — cosw )-+■ rB -<*
les intégrales (9) deviennent
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P.= îp(A'-A' l )+îyî(iA--A' 1 ),
m = — sma, a
les lettres p , A, A', A", A',, A* ayant la même signification que dans les n°* 39 et suivants.
En mettant ces valeurs dans la formule (10), on obtient
A(J — * a ) + B(|J t — J a )-f-rETlnna (A) Q = —
£ -h *-= sina
Dans cette formule, les lettres î, ?! et î 2 ont une valeur donnée par la première formule (a3) et les deux formules (28) du n° 35. Le coefficient 2 a disparu du terme 2 a Et du numérateur ainsi que du terme du dénominateur provenant de m, parce que nous avons remplacé toutes les intégrales par leurs moitiés prises depuis a) = o jusqu'à (ù :~ a, conformément à l'observation placée au commencement du n° 39. En faisant la même substitution dans la formule (i i), on obtient
A A — A', -b' — A' M =-rQ--rA- ^ - rB 2 - ^i-
po Po Po
C'est la quantité à laquelle se réduit la valeur donnée par la formule (33) du n° 36 pour la quantité M, quand on y fait a) = o. La lettre D, qui entre dans cette formule, représente, en effet, la somme Q -+- A [voir la formule (3o) du même numéro].
Les nombres 5, $ u $ 2 , qui entrent dans la valeur (A)
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de Q, sont donnés parles formules (4) du n° 41, abstraction faite du coefficient ~ en dehors de la parenthèse.
La Table III contient les valeurs de ~ et de — — J— %
représentées par q K et q 2 en tête des colonnes de cette Table.
La Table V contient les valeurs de -y- qui serviront à
calculer le terme du numérateur relatif à la variation de température et le terme complémentaire du dénominateur. Enfin les quantités
Po
[voir formules (b) du n° 41] sont données par la Table IV.
Dans le cas général où la fibre moyenne de la pièce a une forme quelconque, où la section normale est variable et où la charge est répartie d'une manière quelconque, les intégrales (9) s'effectueront par la formule de Thomas Simpson.
Les formules très-simples qui viennent d'être présentées dans ce dernier Chapitre sont celles dont on fera le plus fréquemment usage, non-seulement parce que les voûtes et arcs surbaissés sont ceux que l'on emploie le plus habituellement aujourd'hui dans les constructions, mais parce qu'elles sont encore d'une exactitude suffisamment approchée dans la plupart des autres cas. Il suffit pour s'en convaincre de remarquer que les formules (1), (2) et (3), placées au commencement du présent Chapitre, d où nous
a3o chapitre vi. — voûtes bt abcs surbaissés.
avons déduit les nouvelles formules, diffèrent moins des formules complètes (i) du n° 25 que ne font les formules incomplètes (2) du même numéro. Or, ces dernières fournissent à elles seules des résultats qui sont en général suffisamment exacts. Cela résulte de ce que l'hypothèse de M. Bresse que j'ai adoptée, et qui conduit aux formules complètes (1), diffère généralement Irès-peu de celle de Bernoulli et Poisson, dont il est question dans l'avertissement placé en tête de cet Ouvrage et qui conduit aux formules incomplètes (2), ainsi que je l'ai démontré page 37, à la fin du n° 24.
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BROADWAY, NEW YORK
BRIDGE DISASTERS m AMERICA.
THE CAUSE AJNT> THE REMBDY.
A few years ago an iron highway bridge at Dixon, 111., fell, while a crowd was upon it, and killed sixty persons. The briefest inspection of that bridge by any compétent engineer would hâve been sure to condemu it. A few years later the Ashtabnla bridge, upon the Lake Shore Railroad, broke down under a passenger train, and killed from 80 to 100 passengers. The report of the conunittee of the Ohio Législature appointed to investigate that disaster concluded, flrst, that the bridge went down under an ordinary load by reason of defects in its original construction ; and, secondly, that the defects in the original construction of the bridge could hâve been discovered at any time af ter its érection by careful examination. Hardly had the public recovered from the shock of this terrible disaster when the Tariffville calamity added its list of dead and wounded to the long roll already chargea to the ignorance and recklessness wlrich characterizes so much of the management of the public works in this country.
There are many bridges now in use upon our railroads in no way better than those at Ashtabula and Tariffville, and which await only the right combination of circumstances to tumble down. There are, by the laws of chance, just so many persons who are going to be killed on those bridges. There are hundreds of highway bridges now in daily use which are in no way safer than the bridge at Dixon was, and which would certainly be condemned by five minutes of compétent and honest inspection. More than that, many of them hâve already been condemned, as unfit for public use, butyetthey are allowed to remain, and invite the disaster which is sure to corne. Can nothing be done to prevent this reckless and wicked waste of human life ? Can we not hâve some System of public control of public works which shall secure the public safety * The answer to this question will
be, not until the public is a good deal more enlightened upon thèse matters than it is now.
It has been very correctly remarked that in order to bring a disaster to the public notice it must be emphasized by loss oflife. TheAshtabula bridge fell and killed over80persons, and a storm of indignation swept over the country f rom one end to the other. No language was severe enough. to apply to the managers of the Lake Shore Railroad; but if that very bridge had fallen under a freight train, and no one had been injured, the occurrence would hâve been dismissed with a paragraphe if, indeed, it had received even that récognition. In February, 1870, a span 110 ft. long of an iron bridge on the Chicago & Alton Railroad, at Wilmington, 111., fell as a train of empty coal cars was passingover it, and three cars were precipitated into the river, a distance of over 80 ft.. No one was injured. Not a word of comment was ever made in regard to this occurrence. Suppose that in place of empty coal * cars the train had consisted of loaded passenger cars, and that 100 penons had been killed. We know very well what the resuit would hâve been. Is not the company just as much to blâme in one case as in the other ? On the night of the- Oth of November last one span of the large bridge over the Missouri River, at St. Charles, upon the St. Louis, Kansas City & Northern Railway, gave way as a freight train was crossing it, and 17 loaded stock cars and the caboose fell, a distance of 80 ft., into the river. Two brakemen and two drovers, who were in the caboose, were killed. The bridge, says the only account that has appeared, did not break, apparently, for the whole span went down with the cars upon it It could hardly make much différence» we should suppose, to the four men who were killed, whether the bridçe broke down or went down. This disaster occurred early last November, and not a word has appeared in the paperssince in regard toit. Suppose that in place of 17 stock cars half-a-dozen passenger cars had fallen from a height cf 80 ft. into the river, and that in place of killing two brakemen and two drovers two or three hundred passengers had been killed. Is not the gênerai public just as f\v A * conoerned in one case as the other ? ^
Suppose that a bridge now standing is exactly as unsaf e as the Ashtabula bridge was the day before it felL Would it be possible to awaken public attention enough to hâve it ezamined ? Probably not. A short time since the
writer endeavored to induce one of the leading dailies in Massachusetts to expose a wretchedly unsafe bridge in New England ; but the editor declined on the ground that the matter was not of sufflcient interest for his readers ; but less than a month afterward he devoted three columns of his paper to a detailed account of a bridge disaster in Scotland, and asked why it was that such thiogs must happen, and if there was no way of determining in advance whether a bridge was safe or not. This editor certainly would not maintain that, in itself, it was more important to describe a disaster after it had occurred, than to endeavor to prevent the occurrence ; but, as a business man, he knew perfectly well that his patrons would read an account giving ail of the sickening détail of a terrible catastrophe, while few, if any, would wade through a dry discussion of the means for protectin? the public from jnst such disasters. The public is always very indignant with the effect, but does not care to trouble itself with the cause ; but the effect never will be prevented until the cause is controlled, and the sooner the public understands that the cause is in it» own hands, to be controlled or not, as it chooses, the sooner we shall hâve a remedy for the f earful disasters which are altogether too common in the United States.
In a country where government contrôla ail matterson which the public safety dépends, and where no bridge over which the public is to pass is allowed to be built except after the plans hâve been approvedby compétent authority, where no work can be executed except under the rigid inspection of the best experts, nor opened to the public until it has been officially tested and accepted, H makes little or no différence whether the public is informed or not upon thèse matters; but in a country like the United States, where any man may at any time open a shop for the manufacture of bridges, whether he knows anything about the business or not, and is at liberty to use cheap and insufficient material, and where public officers are always to be found ready to buy such bridges simply because the first cost islow, and to place them in the public ways, it makes a good deal of différence. There is at présent in this country absolutely no law, no control, no inspection, which can prevent the building and the use of unsafe bridges ; and there never will be until the people who make the laws see the need of such control. There is no one thing more important in this matter than that we should be able to fix precisely the re-
sponsibility, in case of disaster, upon some person to whomr the proper punishment may be applied. If every railway director, or town or county officer, knew that he was held personally accountable for the failure of any bridge in his charge, we should soon hâve a decided improvement in thèse structures. If we could show tbat a certain bridge in a large town had been for a long tirae, old, rotten, \* orn-out, and liable at any moment to tumble down, and could show, in addition, that the public omcers having charge of such a bridge knew this to be the case, and still allowed the public to pass over it, we can see at once that in case of disaster the blâme would be clearly located, and the action for damage would be short and décisive. Once let a town hâve heavy damages to pay, and let it know at the same time that the town omcers are clearly accountable for the loss, and it is possible that it would be willing to adopt some System that should prevent the récurrence of such an outlay.
To see what may be accomplished by an efficient System of public inspection, it is necessary to know something in regard to the structures to be inspected. We hâve now, in common use in this country, both upon our roads and our railroads, bridges made entirely of iron, bridges of wood and iron combined, and occasionally, though not often now-adays, a bridge entirely of wood; and thèse structures are to be seen of a great variety of patterns, of ail sizes, and in every stage of préservation. American engineers hâve always excelled in this branch of their business, being unsurpassed by any other nation. Of late years, so great has been the demand for bridge work that this branch of engineering has become a trade by itself, and we find immense works, fltted up with an endless variety of the most admirably adapted machine tools, devoted ezclusively to the making r of bridges of wood, iron, steel, or ail combiued. As in ail division of labor the resul*t of this spécialisation has been to improve vastly the quality of the product, to lessen the cost, and to increase the demand, until many of our large firms reckon the length of bridging which they hâve erected by miles instead of feet. As usual, however, in such cases, unprincipled adventurers are not wanting; who, taking advantage of a great demand, do not hesitate to fit up cheap shops, to buy poor material and to flood the market with a class of bridges made with a single objectin view, viz., to sell, relying upon the ignorance of public officiais for custom. Not a year passes in which some
of thèse wretched traps do not tumble dowD, and cause a greater or less loss of lif e ; and at the same time, with uninformed people, throw discrédit on the whole modem System of bridge-building. This evil affects particularly highway bridges. The ordinary county commissioner or select-man considers himself amply compétent to contract for a bridge of wood or iron, though he may never hâve given a single day of though t to the matter before his appointaient to office. Tbe resuit is that we see ail over the country a great number of highway bridges which hâve been sold by dishonest builders to ignorant officiais and which are. on the eve of falling, and await only an extra large crowd of people, a company of soldiers, a procession, or something of the sort to break down.
After a defective bridge falls it is in nearly every case easy to see why it did so. It would be just about as easy to tell in advance that such a bridge would f ail if it ever happened to be heavily loaded. Hundreds of highway bridges are today standing simply because they never happen to hâve received the load which is at any time liable to corne upon them.
Not many years ago a new highway bridge of iron was to be made over a broad river in one of the largest towns in New England. The county commissioners desired a wellknown engineer, especially noted as a bridge-builder, to superintend the work, in order to see that it was properly executed. The engineer, after inspection of the plans, told the commissioners plainly that the design was defective, and would not make a safe bridge ; and that unless it was materally changed he would hâve nothing to do with it. The bridge, however, was a cheap one, and as such com mended itself to the commissioners, who proceeded to hâve it erected according to the original plan ; and thèse same commissioners now point to that bridge, which has not yet fallen, but which is liable to do so at any time, as a complète vindication of their judgment, so called, as opposed to that of the engineer who had spent his lif e in building bridges.
An impression exists in the minds of many persons that an iron bridge is necessarily a strong bridge. This is a great mistake. There are good iron bridges and there are also very poor ones. A good iron bridge is the best bridge one can buy ; but a poor iron bridge is the worst— much worse than a poor wooden one ; for when an iron bridge falls it is apt to go ail at once, but a wooden one shows signs of failure long before
it actually gives way. Another f allacy which infests some persons is the notion that it is purely a matter of opinion whether a bridge is safe or not. In nine cases out of ten it is not at ail a matter of opinion, but a matter of fact, and of arithmetic. The whole question always cornes to this: Is the material in this bridge of good quality, is there enough of it, is it properly put together ? With given dimensions, and knowing the load to be carried, it is a matter of the very simplest computation to fix the size of each member. We know what one square inch of iron will hold, and we also know total tha number of pounds to be sustained ; and it is no matter of opinion, but one of simple division, as / t\ to how many times one will go into the other.
But, it may be asked, can the précise load which is coming upon any structure be exactly flxed ? Are not the circumstances under which bridges are loaded very différent? Bridges in différent localities are certainly subjected to very différent loads, and under very différent conditions; nevertheless, the loads to be provided for hâve been flxed by the best authority for ail cases, within narrow enough limitsfor ail practical purposes. Few persons are aware of the weight of a closely packed crowd of people. Mr. Stoney, one of the best authorities, packed 30 persons upon an area of 29^> square feet, and at another time he placed 58 persons upon an area of 57 square feet. In the flrst case, the resuit was a load of 149 lbs. per square foot, and in the second case a load of '147^, lbs. per foot 11 Such cramraing," says Mr. Stoney, " could scarcely occur in Dractice, except in portions of a strongly excited crowd; but I bave no doubt that it does occasionally so occur." " In my own practice," he continues, " I adopt 100 lbs. per square foot as the standard working lcad, distributed uniformly over the whole surface of a public bridge, and 140 lbs. per square foot for certain portions of the structure; such for example as the foot-paths of a bridge crossing a navigable river in a city, which are liable to be severely tried by an excited crowd during a boat-race, or some similar occasion." Tredgold and Rankine ebtimate the weight of a dense crowd at 120 lbs. per square foot. Mr. Brunel used 100 lbs. in his calculations for the Hungerford Suspension Bridge. Mr. Drewry, an old but excellent authority, observes " that any body of men marching in step at from 3 to 3% miles an hour will strain a bridge at least as much as double the same weûçht at rest f and he adds: " In prudence
not more than one-sixth the number of infantry that would flll a bridge shoold be permitted to march over it in step." Mr. Roebling says, in speaking of .Niagara Falls Railroad Suspension Bridge: *' In my opinion, a heavy train, running at a speed of twenty miles an hour, does less injury to the structure than is caused by twenty heavy cattle under f ull trot. Public processions, marching to the sound of music, or bodies of " soldiers keeping regular step, will produce a still more injurious effect."
Eyidently a différence should be made in determining the load for London Bridge and the load for a highway bridge upon a New England country road in a thinly settled district. A bridge that is strong enough is just as good and just as safe as one that is ten times stronger, and even better; for in a large bridge, if we make it too strong, we make it at the same time too heavy. The weight of the structure iteelf bas to be sustained, and this part of the load is a perpétuai drag on the material. In 1875, the American Society of Civil Engineers, in view of the repeated bridge disasters in this country, appointed a committee to report upon "TheMeans of Averting Bridge Accidents." We might expect, when a society composed of some hundreds of our best engineers sélects an expert committee of half a dozen men, that the best authority would be pretty well represented, and such was eminently the case. It would be impossible to hâve combined a gréa ter amount of acknowledged talent, both theoretical and practical, with a wider and raore valuable expérience, than this committee possessed. The first point taken up in the report is the détermination of the loads for which both railroad and highway bridges should be proportioned. In regard to highway bridges, a majority of the committee reported that for such structures the standard loads should not be less than as shown in the following
table:
/-Pounds per Square foot— >
Span. ClassA. ClassB. ClassC.
60ft. and less * 100 100 70
eOtolOOft 90 75 60
100to200ft 76 60 50
200to400ft 60 50 40
Class A includes city and suburban bridges, and those over
large rivera where great concentration of weight is possible;
Class B dénotes higbway bridges in manufacturing districts,
having well ballasted roads; and Class C refers to ordinary
country road bridges, where travel is less fréquent and
lighter. A minority of the committee modified the table
above by putting ail highway bridges into the flrst class, and by making the loads larger by a small amount. The whole committee agreed in making the load per square foot lessasthe span is greater, which is of course correct. It would seem eminently correct to make a différence between a bridge which carries the continuous and heavy traffic of a large city and one which is subjected only to the comparatively light and infrequent traffic of a country road. At the same time it shouid not be forgotten that in a large part of the United States a bridge may be loaded by ten, twenty or even thirty lbs. per square foot by snow and ice alone, and that the very bridges which from their location we shouid be apt to make the lightest are those which would be most likely to be neglected, and not relieved from a heavy accumulation of snow. In view of the above, and remembering that a moving load produces a much greater strain upon a bridge than one which is at rest, we may be sure that, as the committee above referred to recommend, the loads shouid not be less than those given in the table. We can easily see that in spécial cases they shouid be more.
There is another point in regard to the loading of a highway bridge which is to be considered. It often happens that a very heavy load is carried over such bridges upon a single truck, thus throwing a heavy and concentrated load upon each point as it passes. Mr. Stoney states that a wagon with a crank shaf t of the British ship Hercules, weighing about 45 tons, was ref used a passage over Westminster iron bridge, for fear of damage to the structure, and had to be carried over the Waterloo Bridge, which was of stone, and he says that in many cases large boilers, heavy forgiugs or castings, reach as high as 12 tons upon a single wheel. The report of the American Society of Engineers, above referred to, advises that the floor System be strong enough to carry the folio wing loads upon four wheels: on Class A, 24 tons; Class B, 16 tons, and Class C, 8 tons; though it isstated that thèse do not include the extraordinary loads sometimes taken over highways. •* This provision for local loads," says Mr. Boller, one of the committee, " may seem extrême, but the jar and jolt of heavy springless loads cornes directly on ail parts of the flooring at successive intervais, and admonishes us that any errors shouid be on the safe side."
To pass now to railroad bridges, we find hère a very heavy load coming upon the structure in a sudden and often very violent manner. Experiment and observation both indicate
that a rapidly-moving load produces an effect equal to double the same load at rest. This effect is seen much more upon short bridges, where the moving load is large in proportion to the weight of the bridge, than upon long spans, where the weight of the bridge itself is considérable. The actual load upon a short bridge is also more per f oot than upon a long one, because the locomotive, w bien is much heavier than an equal length of cars, may cover the whole of a short span, butonly a part of a longer one. The largest engines in use upon our railroads weigh from 75,000 to 80,000 lbs. on a wheel-base not over 12 ft. in length, or 2,800 lbs. per foot for the whole length of the engine, and from 20,000 to 24,000 lbs. on a single pair of wheels. The heaviest coal trains will sometimes weigh nearly a ton per lineal foot, the ordinary freight trains from 1,600 to 1,800 lbs., and passenger trains from 1,000 to 1,300 lbs. per foot. Any bridge is liable to be traversed by two heavy freight engines, followed by a load of a ton to the foot, so that if we proportion a bridge for 3,000 lbs. per foot, for the total engine length, and for a ton per foot for the rest of the bridge, bearing in mind that 80,000 lbs. may corne upon any IS ft. of the track, and that any one point may be called upon to sustain 24,000 lbs., and regarding the increase of strain on short spans due to high speeds, we hâve the following loads for différent spans, exclusive of the weight of the bridge :
Span. Lbs. per foot. I Span. Lbs. per foot.
The above does not vary essentially from the Ënglish practice, and is substantially the same as given by the Committee of the American Society of Civil Engineers.
The load which any bridge will be required to carry being determined, and the gênerai plan and dimensions fixed, the several strains upon the différent members f ollow by a simple process of arithmetic, leaving to be determined the actual dimensions of the various parts ; a matter which dépends upon the power of différent kinds of material to resist différent strains. This brings us to the exceedingly important subject of the nature and strength of materials.
It has been said that we know what one square inch of iron will hold. Like the question of loads, above examined, this
is a matter which has been settled, at any rate within very narrow limita, by the expérience of years of both European and American engineers. A bar of the best wrought-iron, one inch square, will not break under a tensile strain of less than 60,000 lbs. Only a small part of this, however, is to be used in practice. A bar or beam may be loaded with a greater weight, applied as a permanent or dead load, than wotdd be safe as a moving or rolling weight. A load may be brought upon any material in an easy and graduai mariner so as not to damage it, while the same load could not be suddenly and violently applied without in jury. The margin for safety should be greater with a material liable to contain hidden defecte than with one which is not so: and it should be greater for any member of a bridge which is subjected to several différent kinds of strain than for one which has to resist only a single form of strain. Respect also should be bad to the frequency with which any part is subjected to strain from a moving load, as this will manifestly influence its power of endurance. The rule in structures having so important an office to perf orm as railroad or highway bridges, should be, in ail cases, absolute safety under ail conditions.
The British Board of Trade fixes the greatest strain that shall corne upon the material in a wrought-iron bridge, from the combined weight of the bridge and load, at 5 tons per square inch of the net section of the métal. The French practice allows 3^ tons per square inch of the gross section of the métal, which, considering the amount taken out by rivet holes, is substantially the same as the English allowance. The report of the American Society above referred to recommencû 10,000 lbs. per inch as the maximum for wrought-iron in tension in railroad bridges. For highway bridges, which are not subjected to such severe treatment, a unit strain of 15,000 lbs. per square inch is often allowed. A very common clause in a spécification is that The Factor of S ifety shall be four, five or six, as the case may be, meaning by this that the actual load^hall not exceed one- f ourth, one-fif th or one-sixth part of the breaking load. It is a little unfortunate that this term, " factor of safety," has found its way into use just as it has, for it by no means indicates what is intended, or what it is supposed to. The true margin for safety is not the différence between the working strain and the breaking strain, but between the working strain and that strain which will in any way unflt the material for use. Now
any material is unfitted for use when it is so far distorted by overstrainins that it cannot recover, or, technically speaking, when its elastic limit has been exceeded. The elastic limit of the best grades of iron is just about one-half the breaking weight, or from 26,000 to 30,000 lbs. per square inch; so that the working strain of 10,000 lbs. per inch gives a factor of safety oif two and a half or three, insteadofsix. If the ratio between the elastic lirait and the breaking weight, t. e., if the quality of the iron was always the saine, it might make no great différence how we used our factor; but some iron is hard and brittle, while other iron is soft and ductile. A high breaking strength may be due to the touflrhness of the iron, or to the hardness of the iron. A soft and ductile iron will stretch more or less before bieaking, while a hard iron will often snap short off without warning, and at the same time both may hâve the same breaking strength. A tough and ductile iron should bend double when cold without showing any signs of fracture, and should stretch 15 per cent, of its length before breaking; but much of the iron used in bridges, although it may hold 50,000 lbs. per inch before failing, will not bend over 90 degrees without cracking, and has an elastic limit as low as 18,000 lbs. . It is thus full as important to specify that an iron should hâve a high elastic limit, as that it should hâve a high breaking weight. A spécification therefore which allowed no material to be strained by more than 10,000 lbs. per inch, and no iron to beused with a less elastic limit than 35,000 lbs., would at the same time agrée with the standard requirement both in England and in the United States, and would also secure a good quality of iron.
The writer has before Mm two documents which illustrate the preceding remarks. The flrst is the account of the teste of the iron which came from the Tariffville bridge after its failure, and the second is the spécification for the bridges upon the Cincinnati Southern Railway. The Tariffyille bridge, though nominally a wooden one, like most structures of the kind relied entirely upon iron rods to keep the woodwork together. Though the rods were too smalL, and seriously defective in manufacture, the bridge ought not to hâve f allen from that cause. The ultimate strength of the iron was not what it should hâve been, but yet it was not low enough to explain the disaster; but when we look at the quality of the iron we hâve the cause of the f ail. The
rods taken from the bridge show an ultimate tensile strength per square inch o£ 47,560 lbs., but an elastic limit of only 19,000 lbs., while the strain which was at any time liable to corne upon them was 23,000 lbs. per square inch, or 3,000 lbs. more than the elastic limit. The fracture of the tested rods, which it is stated broke with a single blow of the hammer very much in the manner of cast-iron, show a very inf erior quality of material. The rods broke in the bridge exactly where we should look for the failure, viz. in the screw, at the end. No ordinary inspection would havedetected this weakness. No inspection did detect it; but a proper spécification, faitbfully carried out, would hâve prevented the disaster.
Look now at an extract from the spécification for bridges upon the Cincinnati Southern Railway :
"Ail parts of the bridges and trestle-works must be proportioned to sustain the passage of the following rolling load, at a speed of not less than 30 miles an hour, viz. : two locomotives, coupled, each weighing 36 tons on the drivers m a space of 12 feet, the total weight of each engine and tender loaded being 66 tons in a space of 50 feet, and followed by loaded cars weighing 20 tons each in a space of 22 feet. An addition of 25 per cent, will be made to the strains produced by the rolling load considered as static, in ail parts which are liable to be thrown suddenly under strain by the passage of a rapidly moving load. A «imilar addition of 50 per cent. wiÛ be made to the strain on suspension links and riveted connections of stringers with floor-beams, and floor-beams with trusses. The iron-work shall be so proportioned that the weight of the structure, together with the above specified rolling load, shall in no part cause a tensile strain of more than 10,000 lbs. per square inch of sectional area. Iron, used under tensile strain, shall be tough, ductile, of uniform quality, and capable of sustaining not less than 50,000 lbs. per square inch of sectional area without fracture, and «5,000 lbs. per square inch without taking a permanent set. The réduction of area at the breaking point shall average 25 per cent., and the elongation 15 per cent. When cold, the iron must bend, without sign of fracture, from 90 to 180
A spécification like tbe above, properly carried out, would put an absolute stop to the building of such structures as the Tariffville bridge, and would prevent a very large part of the catastrophies which so often shock the community, and shake the public f aith in ' iron bridges. We hâve referred above to the factors of safety for wrought-iron under tension only. Similar factors hâve been determined for other kmds of matériels, and for other kinds of strain.
The preceding remarks in regard to tbe loads for which bridges should be desigaed, and the safe weight to be put upon the material, are given to show how far the safety of a given bridge is a matter of fact, and how far a matter of opinion. It will be seen that the limite within which we are «at liberty to vary are quite narrow ; so that bridge-building may correctly be called an exact science, and there is no excuse for the person wno guesses either at the load which a bridge should be designed to bear or at tbe size of the différent members of the structure. Still less can we excuse the man who not only guesses, but who, in order to build cheaply, persistently guess on the wrong side. ^v
We often hear it argued'that a bridge must be safe aànce it has been submitted to a heavy load and did not break down. Such a test means absoiutely nothing. It does not even show that the bridge will bear the same load again; much less does it show that it has the proper margin for safety. It simply shows that it did not break down at that time. Every rotten, worn-out and defective bridge that ever fell has been submitted to exactly that test. More than this, it has repeatedly happened that a heavy train has passed over a bridge in apparent safety, while a much lighter one passing directly afterward has gone dig^É^r through. In ail such cases the structure has been weak and defective, and finally some heavy load passes over and cripples the bridge, so that the next load produces a disaster.
It is very common upon the completion of a bridge to do what is termed testing it. The common practice in England is to load each track with as many engines and tenders as the bridge will hold, and to measure the corresponding deflection. The proof-load varies f rom one and a half tons per foot on the shorter bridges to one ton per foot upon longer ones; but when the span exceeds 150 ft. in length the load is made somewhat less. In France, the government rules for testing wrought-iron railway bridges areasfollows: Bridges under 66 f t. span are loaded with a dead load of one and a half tons per running foot, while bridges over 66 ft. span are loaded with 1 f$j tons per foot. Besides the above proof , by dead weight, a train composed of two engines, each with its tender weighing at least 60 tons, and wagons each loaded with 13 tons, in sufflcient number to cover one span, are run over the bridge at speeds from 13 to 33 miles an hour. A second trial is made with speeds from 35 to 43 miles an hour, with two engines, each with its tender weighing 35
tons, and wagons as in ordinary passenger trains, enough to cover on© span. On double-track bridges two trains are made to cross, at flrst in parallel and then in opposite directions, so that the trains may meet at the centre.
Owing to the lack of any public supervision in the United States, no' gênerai method for testing either railroad or highway bridges exists. In some cases it is done, in some cases it is not. Bridges made by our nrst-class flrms, under the direction of engineers, are tested in substantially the same manner ss in Europe; butupon many of our smaller railroads, which cannot afford to keep an engineer, and generally in the case of highway bridges, no test is made in many instances for very obvious reasons. In one case of wretchedly cheap and unsafe highway bridge which came recently under the writerls notice, the county commissioners, in order to quiet an impression which had arisen that the bridge was not altogether sound, tested a span 122 ft. long with a load estimated to weigh 58,600 lbs., or 480 lbs. per running f oot, for a double roadway. The commissioners remarked that they considered this a satisf actory test, as it was not propable that a greater weight than thia would ever be applied to the bridge ; and added that the test was made merely to satisf y the public that the bridge was abundantly safe for ail practical uses. The public would, no doubt, havebeen satisfied that the Ashtabula bridge , was abundantly safe for ail practical uses had it stood on that bridge in the morning and seen a heavy freight train gooverit; and yet that very bridge broke down directly af terward under a passenger train. Now, according to the ff common notion^hat was a good bridge in the morning, and
/ a very bad bridge, or rather no bridge at ail, in the evening.
The question for the public is— When did it cease to be a good bridge and begin to be a bad one l A test like the one referred to above can do no more than illustrate the ignorance or lack of honesty of those who make it, or those who are satisfied with it. Such a test might corne within a dozen pounds of breaking the bridge down and no one would be the wiser.
For the test of a bridge to be in any way satisfactory, we must know just what effect such test has had upon the structure. We do not flnd this out by simply standing near and noting that the bridge did not break down. We must in the flrst place, compute the strains wbich the load throws upon each part of the bridge, and see that no member is
over-strained. We must next measure precisely the amount by which the bridge is depressed under the load, and also how far the work recovers from such dépression when the load is removed. A locomotive, when flrst run on to a bridge, will produce a certain dépression— flrst, by the closing up and stretching of the joints, and secondly by the elongation and compression of the material. If the load is left on for a considérable time the dépression will be seen to hâve slightly increased; but after a longer time it will cease, the bridge having adapted itself to the new conditions impresssd upon it. When the load is removed, the work will recover its first position, less a small amount, termed the permanent set. So long as the load is kept within the proper limits this permanent set is not increased by any number of subséquent applications of the force that produced it, and no harm is done; but when the load is so great that each application of the force increases the set, we hâve passed the elastic limit, and failure is only a question of time. Itis important therefore toput the load on a second time, and to be sure that the bridge does not go below the point reached at flrst. In some cases a second application of the load has appeared to increase the permanent dépression ; but it is quite likely that in such instances the time during which the load was applied at first was too short for the f ull effect to show itself. Ample time, too, should be allowed for the material to recover after the removal of the load. Mr. Stoney states that the set of wrought-iron relaxes to a considérable extent, even after the lapse of several days after the load has Deen removed.
In view of the preceding, what shall we say of a bridge company that deliberately builds a bridge in the middle of a large town, where it will be subjected to heavy teaming, and, owing to its peculiar location, to heavy crowds, and warrants to the town that it shall hold a ton to therunningfoot, when the very siiàplest computation shows beyond any chance of dispute that such a load will strain the iron to 40,000 lbs. per square inch ? We are to say either that such a company is so ignorant that it does not know the différence between a good bridge and a bad one, or else so wicked as to knowingiy subject the public to a wretchedly unsafe bridge.
The case referred to is not an imaginary one, but exists to-day in the main street of a large New England town. The joints in that bridge which will safely hold but 20,000 lbs.
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will be required to hold 60,000 Ibs. under a load of one ton per lineal foot, which the builders hâve warranted the* bridge to carry safely. The case was so bad that after a lengthy controversy the town officers called a commission and had a thorough expert examination of the bridge. The commission reported as follows r flrst, " The bridge in its présent condition might carry with tolerable safety the ordinary daily trafflc to which it is now subjected ;" second, " If a span of this bridge should at any time be subjected to a closely packed mass of people on the Aww* bridge, or a &* *• loosely packed crowd on top of a heavy accumulation of
ice or snow, it wottld in either of thèse cases be in imminent danger of falling, and would be so over-strained as to unfit it for even moderate service;" thira, "H the span should hâve a heavy accumulation of ice or snow on it, and in that condition be subjected to a close-packed mass of people, it would certainly fall. n The commission further reported that the bridge at one place had a f actor of safety of only 1 ^& ; and as this factor refers to the breaking weight, and not to the elastic limit, the real factor would be about onehalf; or, in other words, half the load which is at any time liable to corne upon the bridge will strain it beyond the elastic limit, while 1 T \^j times the load will break it down.
Notwithstanding ail this, and in the face of this report, the président of the bridge company, came out with the statement in the papers that he " pronounced the bridge perfectly safe." Thus we actually hâve the président of a bridge company in this country stating plainly that a factor of l T VPf>, referred to the breaking weight, makes a bridge " perfectly safe ;" for he very wisely made not the slightest attempt to disprove any of the conclusions of the commission ; and this company bas built hundredsof highway bridges ail over the United States, and is building them to-day whereever it can find town or county officers ignorant enough or wicked enough to buy them.
It might be supposed that under the above condemnation the authorities controUing the bridge would hâve taken some steps to preveut the coming disaster. They did, however, nothing of the kind ; but allowed the public to travel over it for more than a year, at the most fearful risk, until public indignation became so strong that a spécial townmeeting was called, and a commit tee appointed to. remove the old bridge and to build a new one. This is only one of
many cases just as bad which happen to be within tbe writer** knowledge.
The Ashtabula bridge, it is stated in the Ohio report above ref erred to, had factors — we can hardty call them factors of safety— in some parts as low as 1 & and 1 ^j, such factors ref erring to breaking weight ; and even thèse factors were obtained by assuming the load as at rest, and making no allowance for the jar and shock from a railway train in motion. Well may the commissioners say as they do at the end of their report : '• The bridge was liable to go down at any time during the last ten or eleven years, under the loads that might at any time be brought upon it in the ordinary course of the company's business, and it is most remarkable that it did not sooner occur."
One point always brought forth when an iron bridge breaks down, is the supDOsed détérioration of iron under repeated straining, and we are gravely told that after a while ail iron loses its fibre and becomes crystalline. This is one of the " mysteries " which some persons conjure up at tolerably regular intervais to cover their ignorance. It is perf ectly well known by engineers the world over, that with good iron properly used, nothing of the kind ever takes place. This matter used to be a favorite bone of contention among engineers, but it has long since been laid upon the shelf. No engineer at the présent day ever thinks of it. We hâve only to allow the proper margin for safety, as our first-class builders ail do, and this antiquated objsction at once vanishes. The examples of the long duration of iron in large bridges are numerous and conclusive. The Niagara Falls railroad suspension bridge was carefully inspected after 22 years of continuée! use under fréquent and heavy trains, and not only was it impossible to detect by the se\erest tests any détérioration of the wire in the cables, but a pièce of it being thrown upon the floor curled up showing the old " kink " which the iron had when made. The Menai suspension bridge, in which 1,000 tons of iron hâve hung suspended across an opening of nearly 600 f t. for 55 years, shows no dépréciation that the most rigid inspection could detect. Iron rods recently taken from an old wooden bridge after 60 years of use hâve been carefully tested, and found to hâve lost nothing either of the original breaking strength or of the original elasticity.
The question is frequently asked, does not extrême cold weaken iron bridges. To this it may be replied that no iron
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bridge made by a reliable company has ever shown the slightest indication of any thing of the kind, though they hâve been osed for many years in Russia, Norway, Sweden and Canada; and nothing that we know in regard to iron gives us any reason to suppose that anything of the kind ever will happen. But hère again the whole question turns npon the quality of the iron. Iron containing phosphorns is " cold short," or brittle, when cold, and will break quicker under repeated and sudden shocks in cold weather than when it is warxn. It is a well-known fact that a good many more rails break upon New England railroadsin winter than in summer. In Scandinavia this is not the case, simply because the iron used in that country is of the best quality. In the words of Mr. Sandberg, the great Swedish authority on iron, " Rails made of sui table iron with a proper section will not break in winter. In Scandinavia, with a climate more severe than in America, no accident hasoccurred from broken rails. But a very small part of the rails shipped to America will stand the proper tests, Iron highly impregnated with phosphorus, or cold-short iron, is utterly unflt for railroad purposes in countries subject to great and sudden changes of température." An immense number of expérimenta upon ail sorts of iron show conclusively that cold has no effect whatever upon the strength of good iron. The securing such iron is a matter to which the utmost attention is paid by our nrst-class bridge-building flrms; but it is a matter to which no attention is paid by the buiiders of cheap bridges. We might suppose that a person in putting an in sufficient amount of iron into a bridge would be careful to get the best quality; but exactly the reverse seems to be the case; on the ground, perhaps, that the less of a bad thing we hâve the better.
Many railroad companies in building wooden bridges take no pains to get iron rods which are suitable for such work, but purchase what is easiest to be had in the market, and in many cases never flnd that the iron was bad until a bridge tumbles down. There are, without the slightest question, hundreds of bridges now in use in this country, which as far as mère proportions and dimensions go would appear to be * entirely safe, but which on account of the quality of the iron with which they are made are entirely unsafe; and there always will be as long as railway présidente, superintendents or roadmasters buy iron which they know nothing about, to put into bridges. When a bridge is finished the
ordinary examinations never detect the quality of the iron: ao that the wise remarks of many inspectors, or the opinions of the ordinary hands employed on a road, as to the exact condition of a bridge are of little or no value.
We often hear iron bridges condemned, while wooden ones, so called, are supposed to be free from def ects. It does not seem to occur to persons holding such ideas that wooden bridges rely just as much upon the strength of the iron rods that tie the timbers together as upon the timber, and that the eflfect of cold is if anything worse upon the iron rods in a wooden bridge than upon the rods in an iron bridge, as in the latter ail parts expand and contract together, while in the former the rods and the timbers are affected very differently. From this cause it often happens that the rods in wooden bridges in the northern part of the United States, where the température varies from 80 degrees below zéro to 90 above, by contracting bring upon themselves a strain enormously greater than they were ever intended to bear. As a matter of fact, where one iron bridge faite, a dozen wooden ones do the same thing. One very decided advantage which an iron bridge has over a wooden one is that we can make sure of good iron in the beginning, and that we can also be sure that it does not decay ; while» however good our timber may be in the beginning, we can never be entirely sure of its condition afterward. There are wooden bridges now standing in this country ail the way from 50 to 70 years old, which are apparently as good as ever, while there are others not 10 years old which are so rotten as to be unfit for use. Especiaily difflcult is it to detect that most insidious foe to timber, dry rot, which, lurking in the most inaccessible places, often éludes the most faithful examination. It will not do to assume that, because no defects are very évident in a wooden bridge, tberef ore it has none. When a woodtn bridge, originally made of only fair material, has been in use under railroad trains for 25 or 80 years, and in a position where timber would naturally decay, we are bound to suspect that bridge. To assume such a bridge to,be ail right until we canprove it to be ail wrong, is not safe. To assume a bridge to be ail wrong until we can prove it to be ail right is a safe method, though not a popular one. Any person who has had occasion to remove old wooden bridges will recall how often they look very much worse than was anticipated.
There is one def ect m railway bridges wbich has often led to the most fearful disasters, and which, withontthe slightest question, can be almost entârely, if not entirely, removed, and at a moderato cost. At least half the most disastrous failures of railroad bridges in the United States hâve been due to a def ective system of flooring. With a very large number of our bridges the failure of a rail, the breaking of an axle, or anything which shall throw the train from the track, is almost sure to be followed by the breaking down of the bridge. This was without question the cause of the récent disaster at St. Charles. A truck near the middle of a train of 17 loaded stock cars broke down, so that the car left the track, cutthrough the floor, destroyed the latéral bracing and dragged the trusses down on top of it. With the exception of the floor this was one of the finest bridges in the United States, and was built by one of our very best bridgebuilding firms. This was one of four railway bridges destroyed from the same cause, derailment, in the single month of November last. The report of the American Society of Civil Engineers ref erred to on a preceding page observes in regard to this matter :
" In most of our railroad bridges the floor system is the weak point. The cross-ties are short, the stringers are proportioned for a train on and not off the rails, and the guard timbers are too low and insufficiently bolted. A derailed engine on such a floor as this plunges cff the ends of the crossties, into the open space between the stringers and the chords and generally wrecks the bridge. To obviate this, ail crossties should extend from truss to truss, and be placed so close to each other that, if supported at the proper intervais it will be impossible for a derailed engine to eut through them* and the stringers should be so spaced as to give them this' support. Next, the guard timbers should not be less than 9x10 inches, and should be strongly bolted or spiked to each alterna te cross-tie; and lastly, the clear width between the trusses should be so great that the wheels of a derailed train will be arrested by the guard rail bef ore the side of the widest car can strike the truss."
Another point, which has often been neglected is making sufficient provision to resist the force of the wind. A tornado such as is not uncommon in this country, will exert a force of 40 lbs. per square foot, which upon the side of a wooden bridge, say of 300 ft. span and 35 ft. high, and boarded up as many bridges are, would amount to a latéral thrust of no jess than 100 tons; and this weight would be applied in the worst possible manner, i. c, in a séries of shocks. There hâve been many cases in this country where bridges hâve
been blown down, and a case recently came to the writer's notice wbere an iron railroad bridge of 180 ft span and 80 ft. high, of the Whipple pattern, and presenting apparently almost no surface to the wind, was blown so much out of line that the track had to be moved. No doubt the récent terrible disaster at the Frith of Tay was due to this cause.
At the time of the Tariffvilie catastrophe it was gravely stated at the coroner's inquest, and by railroad offlcers who claimed to know about such things, that the disaster was eaused by the tremendous weight of two locomotives which were coupled together, and it was stated that one engine would hâve passed in safety; and directly afterward the superintendent of a prominent railroad in New England issned an order forbidding two engines connected to pass over any iron bridges. It is ail very well for a Company to issue such an order so far as it may give the public to understand that it is determined to use every précaution against disaster, but such an order may bave the effect of cieating a distrust which really ought not to exist. If a rail road bridge is not entirely safe for two engines, it is certainly entirely unsafe for one engine and the train following, the only saving in weight by taking off one engine being the différence between the weight of that engine and the weight of the cars that would occupy the same room. For example, a bridge of 200 ft. span will weigh 1,500 lbs. per lineal foot. An engine with its tender will weigh 60 tons in a length of 50 ft., and a loaded freight train may easily weigh twothirds of a ton per lineal foot. The total weight of the span, with two engines and the rest of the bridge covered with loaded freight cars, would therefore be 320 tons. If we take off one engine and flll its place with cars, we take off 60 tons and put in its place 38 tons; i. e., we remove 37 tons, or just about one-twelfth of the working load. Taking off a large part of the working load, however, is taking off a very email part of the hreaking load. With a f actor of safety of six, for example, taking off one-twelfth of the working load is taking off less than one-seventieth of the breaking load. An order, therefore, like that above can only be of use when fhe working load and the breaking load are so near alike that the actual load is a dangerous one ; that is. when the bridge is unfit for any traffic whatever; so that if such an order was really needed, it would in itself be in the pyes of an engineer a condemnation of the bridge. •
Having seen something of the structures wbich require in-
specting, let us now see what kind of inspection we hâve in* this country, and the résulte of it, and let us also see theinspecticn which we might hâve and the résulte that mfcht be produoed. Looking first at railroad bridges, it might^be supposed that no one could be so much interested in keeping such structures in good order as the companies which own thcse bridges, and which hâve the bills to pay in case of disaster. This is, of course, so ; but in spite of the fact the Ashtabula bridge did break down on one of the best-managed lines in the country, and cost the company something over half a million dollars. No railroad bridge ever broke down which the owners were not interested in keeping safe ; but there is always a désire to put off incurring large expenses until the last moment, and thus bridges are very often let go too long. A short time since the superintendant of a large railroad stated plainly before a législative committee that many of the smaller roads were not safe to run over, but that such roads were having a hard time, and could not afford to keep their track and bridges in a safe condition. During the past ten yeàrs over 100 railroad bridges in the United States hâve broken down. Thèse bridges were ail kept under such inspection as the railroad companies owning them considered sufficient, or such as they could afford; buteither the supervision was defective, or the companies knowingly continuée the use of unsafe bridges, and this fault has by no means been confined to the smaller and poorer roads. It would seem, therefore, that inspection by the companies themselves has not been sufficient. It certainly has not been enough to prévient 100 disasters in ten years. It is the custom in several of the United States to maintain what is termed a railroad commission. The original intention seems to hâve been for thèse commissions to keep the railroads under sorne kind of inspection, and in some way to assist in settling the various disputes which might arise between différent railroad companies, and between railroad com panies and the public. Upon the latter points we may very quickly dismiss the question as to the value of such organizations. It is hardly to be expected that power fui railway companies, with shrewd and able men at their tieads, will submit nice légal or commercial questions to a fluctuatàng board of political appointées. Even in Massachusetts, where the railroad commission appears in its best aspect, it is admitted by its
strongest advocates, after ten years of existence, to be but an experiment which cannot yet be pronounced an assored success. With regard to tbe value of the inspection of bridges, by any such commissions, we sbould hardly suppose that three men, in many cases entirely unacquainted with mechanical matters, could by riding over a railroad once or twice a year, occasionally getting out to examine the paint on the outside of the boards which conceal a truss f rom view, judge very correctly of the elastic limit of the iron which they hâve never seen, and of which tbey do not even know the existence.
For ample proof of the utter inefficiency of the présent System of public inspection, we hâve only to compare the reports of the railroad commissioners in almost any state with the actual condition of the structures described. The writer has done this to a certain extent in several states, in which he has now a personal knowledge of many bridges. In one state the last annual report covers a whole railroad with the remark, " Ail of the bridges on this Une are in excellent order ; " and yet there were at that very time, and are now, on that road, several large wooden bridges with a f actor of saf ety , referred to the breuking weight, of not over two, under a f air load, assumingthe ironrodstobe of the verybest material, a point upon which there is no évidence whaterer. In another state an iron bridge is in use under heavy trains which has a factor of only two and a half , and yet the state report pro nounces it an excellent structure and a crédit tothe railroad company (which furnished the commission with free passes). In a third case the commissioners stated plainly to the writer that a certain bridge was undoubtedly weak, but that it was on a line over which very f ew passengers traveled. A man's neck, however, is as valuable, as far as the owneris concernée!, on one road as on another. In one instance, in answer to the enquiry how the commissioners had been able to report upon a large wooden bridge, which was so covered in as to be entirely hidden, it was replied : ** Well, we went over that bridge in the night ; but the road-master told us that the bridge was in good order." No wonder that railroad officiais hâve an undisguised contempt for the state inspection. The commissioners of three of the most important states in the Union did not hesitate to admit to the writer a year ago that no one of them had ever cemputed the strains on a single bridge in the state, but supposed that to be the business of the builder ; and one offîcer, in-reply to a
question in regard to some covered wooden bridges, which had been in use 27 years, stated that the frames of the bridges had always been hidden by the boarding, and remarked that if the raiiroad company did not regard itnecessary to " tear the bridge to pièces " in order to inspect it,. the commi8sioners certainly did not.
Evidently such inspection as this is of no value. It is exactly this utterly incompétent and dishonest inspection, this guefising ttat a bridge will stand until it falls, that lies at the bottom of half the disasters in the country . It is under exactly such inspection that those wretched traps, the Ashtabula and Tariffville bridges, fell and killed over 100 people.
"While in a few states the inspection is not quite so bad as that above referred to, as a gênerai thing it is no better ; and and we hâve no right to expect anything better under the présent System. The state inspection which we hâve had throughout this country, has not prevented the failureof 100 f bridges during the past ten years.
"With regard to highway bridges, we are, if possible, even worse off ; for in the case of such structures neither the owners nor the state make any pretence at inspection. It is impossible to say how many highway bridges hâve broken down during the past ten years, but it is estimated by bridge-builders that the number cannot be le&s than 200. This is about one a year for every two states, and is no doubt far within the truth. It is quite as important that highway bridges should be built and kept under some kind of public control as that raiiroad bridges should; perhaps even more so, as towns and counties are much more likely to be imposed upon by dishonest bridge-builders than railway companies are.
A few years ago a town in which the writer lived wanted a new bridge. The selectmen knew nothing at ail in regard to bridges or bridge-builders. Instead of getting advice from some one conversant with such matters, they allowed themselves to be imposed upon by the agent of a concern they knew nothing about. The bridge company was allowed to make its own spécification and to draw up the contract.. The spécification and contract were such as wouldnotforone moment be looked at by an engineer. If the object had been to prépare a document which should mean absolutely nothing, it could not hâve been done more effectually. The company did not even carry out is own absurd spécification, but violated it outrageously. It charged an exorbitant
price, and gave the town a bridge wbich a committee o£ experts reported had a factor of safety of 1 15-100ths, and would certainly fall under a heavy load. Add to this the fact that the county comaiissioners in the nexttown, in full Knowledge of ail that had been done above, deliberately proceeded to employ the same company to make another bridge of exactly the same kind, and we can see pretty clearly the value of the présent System, if it can be called such, of highway bridge work in this country; and the above is a perfectly fair spécimen of the gênerai practice in the United States.
If we knew positively that in just six months a terrible disaster would occur under the présent System of railroad inspection, and knew also that by a better system such disaster would certainly be prevented, it is possible that a change would be made. We know that a proper method of building and of inspecting bridges would certainly hâve prevented the disasters at Ashtabula, Tariffville and Dixon. We know that the inspection which those bridges received did not prevent three of the most fearful disasters the country has ever seen. Admitting, now, that structures so important to the public safety as bridges both upon roads and railroads ought to be kept under rigid inspection and confcrol, and that no System at présent existing has beenable to prevent the most fearful catastrophes, what shall we do ? Directly after the Ashtabula disaster the Ohio législative committee appointed to investigate that affair presented a bill, evidently suggested by the report of the American Society of Engineers, "To secure greater safety for public travel over bridges," in which was plainly specified the loads for which ail bridges should be proportioned, the maximum strains to which iron should be subjecttd, and a method for inspecting the plans of ail bridges before building and the bridges themselves during and after con struction. The Governor, with the consent of the Senate, was to appoint the inspecter for a term of five years, at a salarynot exceeding $3,000 a year; such inspector to pass a satisfactory examination before a Committee of the American Society of Engineers, themselves practical experts in bridge construction, and he was also to take a suitable oath for the faithful performance of his duty. This bill never became a law. An appropriation was made for a short time to pay for certain examinations, and there the matter stopped.
The Committee of the American Society of Engineers
were not agreed upon this matter. Messrs. James B- Eads and Charles Shaler Smith suggested the appointment in each state of an expert, to whom ail plans should be submitted, and by whom ail work should be inspected, such expert to hâve been examined and approved by the- American Society of Engineers. This inspector was also to visit the soene of every accident, so called, and to ascertain as far as possible the cause. Messrs. Thomas C. Clarke and Julius W. Adams believed that in the présent state of public opinion, the above method would be impracticable, and feared that if inspectors were appointed, it would be by political influence, and that the resuit would be worse than at présent, as the inspectors would be inefficient, and yet to a great extent would relieve the owners of bad bridges from légal responsibility. They held that the best that could be done would be to provide means in case of a disaster to flx plainly the responsibility ; and recommended, first, that the standard for strength fixed by the Society, and referred to on a preceding page, should be the légal standard, and in case it should be f ound that any bridge was of less strength than this, it should be taken as prima fade évidence of neglect on the part of the owners ; second, that no bridge should be opened to the public until a plan giving ail dimensions, strains, and loads r sworn to by the designers and makers, and attested by the corporation having control of it had been deposited with the American Society, and further, that the principal pièces of iron in the bridge should be stamped with the name of the maker, place of manufacture and date. Messrs. Alfred P. Boller and Charles Macdonald looked rather toward effecting the desired resuit, by fo directing public sentiment, by keeping the correct standard for bridges before it, that it would eventually compel the passage of the necessary laws.
Whether it is possible in this country to make an appointment dépendent purely upon honesty and capacity, and free from political influence, may well be doubted. The examina tion before the expert committee of the American Society would seem to be an excellent idea, and would be pretty sure to keep the number of applicants down to a tolerably low figure. In case such a plan was found feasible, let the state appoint a single person, say upon the nomination of the Society of Engineers, as inspector of roads and bridges, or state engineer. Pay him for bis whole time, and let him give bis whole time to the work, for he will need to do it. Such person should hâve in his possession a complète set of
plans of every bridge of importance in the state, witfa ail the computations of its strength, and as complète a history of each structure from its commencement as can possibly be made up, ail this to be supplemented by at least twe> annual examinations. If from such records we find that a bridge was made of ordinary green timber, 25 years ago, and that it has been getting rotten ever since, that it has rods of ommon merchant-iron that were boughtby the président or superintendent of a railroad from an unknown firm, we had better pull it down bef ore it f ails. If from such records we find an iron bridge, built 35 years since by an unknown company, with iron at best of doubtful quality, and having a f actor of three or four for the rolJing-stock and speeds of twenty years ago, instead of a factor of six for the rolling- «tock and speeds of to-day, we had better remove that bridge before it removes itself .
Such a record would be the property of the state, always accessible to any one, and would be handed down, so that the knowledge of one person would not expire with bis term of ofl3ce. No bridge should be erected in any state, without first submitting the plans to the inspecter, and receiving his approval, and depositmg with him a complète set of the plans and computations for the work. £y this approval, is not meant that the inspecter is merely to give a favorable opinion as to the plan, but that he is to find, as a matter of fact, whether the proposed dimensions and proportions are such as will make a safe bridge; and just what a safe bridge is can be plainly defined by law, as it is in Europe, and as it has been propose^ by the American Society of Civil Engineers. For example, if the law sâys that an iron railway bridge of 100 feet span shall be proportioned to carry a load of 3,000 lbs. per lineal foot, besides its own weight; and that with such a load no part shall be strained by more than 10,- 000 lbs. per inch; ail the inspecter has to do is to go over the figures and see if the given dimensions on the plan are such as will enable the bridge to carry the load without exceeding the specified strains. When the work is erected, the inspection must know that the plan has been exactly carried out, and good évidence of the quality of the material used should also be given. Such inspection as this would at once pre vent the érection of bridges like those at Ashtabula and Tariffville, and would save the public from such traps as that at Dixon, and the one above referred to as having a factor of safety of l^ft
Toconclude: Thirty bridges, on an average, break down in tbe United States every year. No system of inspection or control at présent existing bas been able to detect in advance tbe def ects in thèse structures, or to prevent tbe disasters. A system, practicable, simple and inezpensive, can be had, which if properly carried out will insure in nearly ail cases, if not ail, the public safety. It lies with the public to say whether or not it will hâve such a system.
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