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INTRODUCTION
On sait qu'il existe, pour intégrer les équations différentiel- … les dont la solution est déterminée par des conditions initiales, une - méthode fondée sur la transformation de Laplace a), L'importance de cet-
te transformation est très grande aussi dans le domaine des équations
aux dérivées partielles.
Pour résoudre certains problèmes aux limites, MM. G. Doetsch
RTE ÉE EN
- et H. Kniess (2) ont fait usage d'une autre opération fonctionnelle,
la transformation (finie) de Fourier.
Dans le même ordre d'idées, M. Ch.Blanc a montré que les sé-
ries de Fourier se prêtent parfaitement à la résolution de ces problè-
LU
_ formation
1 _nfræ) = (ray, Ge,
1) Voir, par exemple, (ae [BI [a], [6] (CE
2) [7] et [12] . Dans sa thèse M.H.Kniess note qu'il n'existait, avant 1935 (abstraction faite d'un cas spécial), aucune méthode, re po sant sur la théorie des transformations fonctionnelles, propre à la résolution des problèmes aux limites.
BONE]. 0. uses: 5].
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(*) Les numéros entre crochets renvoient à la liste des ouvrages cités
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où les VA sont les fonctions propres du problème n
YU + KGye— 0 a y(o) + a,y'(o) + 233 (Tr) + a,3'(r)
b.y(o) + b,y'(o) + by(T) + b4y' (nm) =
permet d'intégrer l'équation
lorsque les quantités
a r(2r-28-2)(0) o ne Aa) : a, r(27-282)(r)
4 ar 228-1)(x) È # 08 Ds Dr-29— À D, PCT 28 2)(0) " b, Fer 28 1) n bF( r-2s 2) (x) 4 k LP EE ee 4 à 4 sont données (SY=IO MU M., tr-l)otles À sont des constantes et. les coefficients &,, D; (1=11, SNL) doiventiétrertels que À ‘1 Frnho Free { = . | b: b, bz Un
On remarquera que cette transformation n'est pas applicable
en Co
quand les coefficients de l'équation proposée dépendent de x ; de plus, elle ne convient, dès que l'ordre est supérieur à 2, qu'à des
Éretasge
problèmes dont les conditions aux limites sont particulières,
Je me suis proposé, dans ce travail, non de prendre pour poin: |
ui
de départ une transformation et de déterminer son champ d'application F relativement à la résolution des problèmes aux limites, mais de recher-
cher systématiquement un opérateur adapté à la question.
Je donne au chapitre II une méthode permettant d'associer, à tout problème (1) tel que le problème homogène correspondant (2) R
(1) Pour autant que le problème associé admette des j t valeurs opres % (voir [15], Pe 291) et que le système des fonctions DrODr0S pondantes soit complet. La.méthode s'applique également à d'autres problèmes aux limites (v. le chap. VI). s
(2) C'est-à-dire le problème i
que l'on obtient en remplacan:
seconds membres par zéro. Fe
à “at nl à ‘ul Va PPS PT MN EE SA VE 4
soit self-adjoint (1) une transformation ou, ce qui revient au même,
un type de série approprié.
La formule de Green (pour les fonctions d'une variable) joue
un rôle fondamental en ces matières (2), je pars de cette relation et
118) je transforme son second membre de façon qu'il devienne une fonction connue des quantités données; j'obtiens ainsi des conditions aux limites homogènes auxquelles doit satisfaire le noyau de l'opérateur intégral ;
22) por achever de définir la transformation, j'adjoins à ces condi-
tions une équation différentielle homogène renfermant un paramè-
tre.
Le choix de l'équation n'est pas arbitraires; il est déterminé par les exigences suivantes a) les noyaux doivent former une suite de fonctions orthogonales;
b) le premier uembre de la formule de Green doit être une fonction li-
néaire de la transformée.
J'appelle “problème associé” le problème auquel je suis conduit.
Dans les ed III et IV, j'étudie en détail les problè-
mes du second ordre , en particulier l'importante question du si-
gne des valeurs xropres.
Au chapitre III, les conditions sont de 3 espèce. La résolu-
tion des problèmes dans lesquels l'équation est à coefficients cons-
tants forme une application importante de la méthode; elle fait l'objet des paragraphes 7 et 8. Je donne deux exemples d'équation à coefficients variables. Le dernier paragraphe de ce chapitre est consacré
à un cas singulier.
s e Dans le chapitre V, j'envisage queloues problèmes du 4 ordre;
puis, à titre d'exemple, un problème d'élasticité (équation aux déri-
vées partielles),et je donne une condition nécessaire pour qu'un promm (1) Pour la définition, voir p.16.
Éhyoir [15], .p. 746.
(3) J'appelle problème du nat ordre tout problème constitué parune équation différentielle linéaire du Hi ordre et par n conditions
aux limites du type de celles de la p. 11.
blème du Rae soit self-adjoint.
Je montre, dans un dernier chapitre, que la méthode pern encore d'obtenir le développement, en série de fonctions propres,
solution de problèmes aux limites linéaires pour lesquels le prob. homogène correspondant n'est plus self-adjoint.
(1) Cette condition se généralise immédiatement aux problèmes Pate
4 * 11. PROBLEME et METHODE de RESOLUTION
1l.-Formule de Green. -
E- Représentons par L l'opérateur différentiel linéaire du niène ordre qui transforme u(x) en
(a) (n-1) & ; PU + pju + eo + PLU 3 les Pi sont des fonctions réelles de x , continues sur le sesment
. (a,b); on suppose, de plus, que les (n-i) premières dérivées de P:
existent et sont continues sur (a,b) et que P, est différent de zéro sur ce segment.
* Désigaons par L l'opératéur qui fait passer de u(x) à l'expression différentielle adjointe de l'expression (x) c'est-à-dire
L'u= (=) (pu) ©) + (1) (pu) He
_ @,, 10)" + pu.
On a l'identité (de Lagrange)
veu - uv = B(uv) , B (u,v) étant une forme bilinéaire des deux suites de variables : 4 (m1) ,
DU noi :
NV eee: EVE
En intégrant chaque membre de l'identité de Lagrange de a
à b et en désignant par (f,g) le produit intérieur des fonctions réelles et intégrables f et g, :
b ne | (£,8) = \ fg dx , 4!
a bi on obtient la formule de Green (pour les fonctions d'une variable) : 4 : | (ILu,v) - (u,L v) =|B(u,v) + eo Soient maintenant : | TU le vecteur de composantes u(a), u'(a), ..., ut) (a), 4 a(), up), .., MD), :
ee es ge É
Y le vecteur [v(a), AREA nes 1) (a), VD) 7 L()}s
(Ü,Ÿ) le produit intérieur des deux vecteurs précédents et
À la matrice à ?n lignes et ?n colomes
mr vb} Sr AE Sue RTL 2
LÉ (-1)*p, (a) Le (1) (8) 0 o : P (a) OEM (e) -p,(a) 0 0 … 0 + (1) (D) 4 (1) %p, (D) 0 0 1 .. -p,(b) 0 .…. 0) EE OR CRE RE 0
Nous n'avons écrit que les éléments utiles au calcul de la ve. leur du déterminant de A ; les éléments qui se trouvent au-dessous des diagonales sont tous nuls. :
Comme
BQuv) = up pu) yptés ie (1) Tu (p 7) (MD)
+ u2) (pv) -0(03) (piv)ta + (1) up, v) M2)
Fois ! = +u'(p,,,v) u(p,,_,v)' + u(p,,_1v), la formule de Green s'écrit :
(Lu,v) - (u,L'v) = (D,AŸ) = av) en ee (NT 4
— Problème.
L Considérons l'équation différentielle linéaire du nrème ordre É (11) ly + ry = f(x) et les conditions aux limites, supposées linéairement indépendantes,
Li(y) = ay (a) D ay (a) Ha a(+),(m-1),, (II, ) ques a Re 0) PCR DER (ie ;
r et les a(1) CNE R dar tke 1, 2, ..., ?n) sont des cons-
tantes réelles; L est l'opérateur défini dans le paragraphe précédent et f(x) une fonction généralement continue sur (a,b), c'est-à-dire
a) qu'il est possible de partager (a,b) en un nombre fini de segments partiels à l'intérieur de chacun desquels f(x) est définie et continue,
b) qu'aux extrémités de ces segments intérieures à (a,b), la fonction a des discontinuités qui sont toutes de première espèce,
c) que lim f(x) et lim f(x) existent.
; Le problème aux limites constitué par 1! équation (IT, ) et les - conditions (IL, ) 2) ntest pas toujours possible. Do LR RP EE PR ON A EE OR EEE CE Tr (1) Notation de D. Hilbert; voir HO I ED (2) Le problème consiste dans la recherche d'une fonction qui satisfasse à l'équation (Il;) et aux conditions (II, ); nous dirons simplement : problème (II; + IT, ). Dans les ouvrages anglo-saxons, on dit : "système" (Il, + IT, ).
Si l'équation homogène L|
GE Ly + ry = 0 | accompagnée des conditions homogènes il (ITS) L,(y) = 0 (G=1,2, ..., 2) 0
n'admet que la solution y = 0, le problème est déterminé. En revan— | che, si r est égal à l'une des valeurs propres du problème 1
Ly + Ày = 0 1
L, (y) = © , Ed
il n'y a en général aucume solution (théorème de l'alternative). «
Nous supposerons toujours que r ne coïncide pas avec une valeur propre. 1
Nous nous proposons de trouver, lorsque le problème (TES + 112)
(1) , une série de fonctions orthogonales qui représen-
est self-adjoint te, dans l'intervalle ou sur le segment (a,b) (2 , la fonction y défi nie par l'équation (IL) et les conditions (II, ). il
S CIE Méthode ea
Soient y la solution du problème (IT;+II, ); v une foncti (n-1
‘os sta Se rate Me ad
Dans les questions où l'on utilise la formule de Green, on cherche d'ordinaire à déterminer v de manière que A (#,Ÿ) soit
(1) Pour la définition , voir p.16; voir aussi le chap. VI.
que l'on va définir et Y le vecteur de composantes y(a), y Ce PS NO RE SU Le 1| On a la relation (formule de Green) |
(Ly + ry, v) - (y, L'v + rv) = A (Y,V) |
ge | x Es gi
(13) (Fr lv ter) = (Br), AT, v). ;
dot
AA
Lt
(2) Intervalle (a,b): ensemble des points x tels que a<x-=b, Nous dirons qu'une série représente la fonction F(x) dans un intervalle (sur un segment) lorsque cette série converge et a pour SOmr me F(x) en tout point de l'intervalle (du segment),
nul; nous choisirons au contraire v de façon que cette expression soit une fonction connue des quan ti tés x (),
Ce choix est possible.
En effet, transformons d'abord le second membre de la formule de Green par un changement de variables.
M et N étant deux matrices régulières quelconques, à ?n lignes et 2n colonnes, posons
ÿ = MY, BEEN à nous aurons alors # — —+ — — (Iy,v) = (71 v) = À (,v) = PA) Il existe entre les matrices A4, B, M et N la relation B= (mljranl (D), Si la matrice M est donnée, nous pouvons choisir N de façon que B soit la matrice unité. Nous devrons avoir
E = (M7L)ran + d'où K= (MT),
Après le changement de variables, le second membre de la for-
mule de Green a la forme (dite canonique) on
E(7,0) Pa Us) , les Yx) et les Ÿ,(v) étant respectivement les composantes des vecteurs | et V ; on a, en désignant par Dee les éléments de la
matrice M :
(Œ)mea AC, Ÿ) = va = ()'AR U = YO D'ART
CNE OP AE
Y' , par exemple, est la matrice transposée de Y , matrice à une colonne. Remarquons que la valeur absolue du déterminant de A est
[P (a)r,)]” ; cette matrice est donc régulière. o
DS Me M nee er | Lx NB Re En re il M = , 4 Bo, 1 Don,2 Ton, 2n
Éric
Gt) = mm, 17(a)+. ; en, TD) (a)ame 17 (De + le onŸ
Jusqu'à présent, la matrice M était quelconque (régulière); Î
nous poserons désormais ù
my = x (x) Ceres Na 4 ARR ER NOR ES DE %
autrement dit, les n premières lignes de M seront constituées par les coefficients qui figurent dans les conditions aux limites (IT, )3 4 nous aurons 1
a 2 je nm (49 on A(F,7) nn x L Cv) + = LACET
pm Are
Nous prendrons en outre, pour v, une fonction satisfaisant aux conditions
2 tn
PAPA RMC CM EE
A(T,Ÿ) deviendra une fonction connue des x À) CELL MS RS ANNE
Nous venons de démontrer le théorème suivant
: Si v est une fonction qui satisfait aux conditions
V;(r) 10 CREME En)
Théorème
la forme A(Y,V) est égale à
3 at) Ÿ (mn).
_,les Vtv) (k = 1, 2, ..., 2n) sont les composantes du ne. — _ = —
teur Ÿ , défini par l'égalité © = NV = (M NUE M est une matrt- |
ce dont les éléments des n premières lignes sont les coefficients qui
figurent dans les conditions aux limites (ID les autres éléments +
arbitraires, sous la seule réserve que la matrice soit régulière.
Remarque : Si le problème est, dans le cas où n = le (p(x)y')" + a(x)y + ry = f(x),
obhécnt:
Ay(a) + &y'(a)
x , By) + B,y' C) B ,
M és 2 lc dd né
on peut trouver très simplement les conditions auxquelles v doit satisfaire.
En effet, il suffit de prendre une fonction v telle que
v(a) = ha, , V'(a) = - ha ;
' L kf8, » v'(b) kBs.
h et k étant des constantes arbitraires, différentes de zéro ; on voit sans peine que la forme ACT, Ÿ) est égale à kp(b}3-hp(a)x
puisque AV est le vecteur (-hp(a), -hp(a),, kp(b) (33 kp(b}, ).
Les conditions précédentes peuvent être remplacées par les conditions équivalentes
337) + PB4v" () =" 0
que nous obtiendrons, par la méthode générale, au chapitre III.
La Pour achever de déterminer v , reprenons la formule (IT).
Soient Par Por eee un système complet de fonctions orthonor-
mées et
Pa Pr
LÉ
le développement (2) de la fonction f(x) , second membre de l'équa-
tion (IL); selon ce système.
(1) Nous dirons qu'un système de fonctions orthonormées sur (a,b): Par Por es est complet si, pour toute fonction généralement
continue f , la suite n
on (Æ, Ps) Pi Ga SAS A b60) converge en moyenne vers f c'est-à-dire si b = = tes) = 10):
lim N(£ #0) lim |. (£ f,) dx
n > 00 GDJRST À : 4 , ++. sont les composantes de f(x) par rapport au système orthonormé complet Ps Por es JDRene développement de f(x) dans ce système la série A ÿ » que cette sé rie converge ou non (elle converge en mcyenne vers f(x)). Les A* sont les "coefficients de Fourier" de f(x) sur (a,b) par
k rapport au système considéré.
le terme (f, Pr) de la relation (T3); dms laquelle on a remplacé v par PL» est égal à À,
* ; Remarquons aussi que si l'on avait L Pi ee À k Œ % pour DUR ON LEE Re EP A TR RE A 9 Goma mL ee
RES oc ee À étant des constantes, le premier membre de
k (IT); quand on substitue Pr à v, serait au facteur r-À, près
le coefficient de Pr dans le développement de la solution du pro-
blème (IT + II, ).
Les considérations précédentes nous conduisent à définir la
fonction v par l'équation différentielle *
(I1,) L'y+Âv=0
et les conditions aux limites
(ITS) Ut) = 0 (ie Te
On sait (1) que l'équation (T1,); jointe aux conditions (ITS) :
détermine précisément me suite de fonctions orthogonales si 1f L =2L o es x Dax CLNTeS V,(r) sont des combinaisons linéaires des L, (y)
(HELENE Eine ien ne een) n A0 2 Ci 31; (v) , CPE Qu,
c'est-à-dire quand le problème (1, + IT) est self-ad joint (2 K
Or, si le problème Ce + 1) est self-adjoint, le problème (TT, + IT, ) l'est également (et réciproquement).
En effet, l'équation Ly + ry = O étant setf-adjointe, l'équation Lv + Àv = 0 l'est aussi. De plus, les conditions (Ts)
(2) Le problème adjoint du problème (T1, + IT) est + lu + Au=0 , L,(u) = 0.
Ce problème et (I, + IT.) admettent les mêmes valeurs propres,
chacune avec le même ordre de multiplicité; voir [9 pe 215% POUR tout ce qui concerne les problèmes adjoints, voir T, Den eo) 212 ou Me. Bôcher, Leçons sur les méthodes de Sturm, Gauthier-Villars, Paris 1917, ou encore (5l °
4 MAN Er € r'ogh DA à M
pu ÈÉ à dat
sont celles du problème adjoint de (LE, + 115) >; leurs premiers men
membres sont donc, par hypothèse, des combinaisons linéaires des L;(v).
La transformation fonctionnelle T que nous cherchions est EG à D A donc définie par l'égalité b r {s(x)} - \ £(x).v, (æ)ax a à
dans laquelle les Vr sont les fonctions propres du problème
Liv + Àv = OR V6) =) ÉMIS NT) ou du problème équivalent Lv + Àv =0 L,(v) =0 CT ren):
Nous appellerons le problème précédent (ou un problème équivalent) "problème associé" du problème (II, + IT, ).
Nous venons de montrer que les conditions aux limites qu'il faut prendre pour le problème associé, quand le problème homogène (IT, +I D) est self-adjoint, sont celles de ce problème (I +) (ou des conditions équivalentes).
Remarques.
I) On aurait pu envisager une transformation fonctiomnelle
définie par l'égalité
b Z, = COTE CSP eau)
et chercher à déterminer son noyau, (x) , €n vw de la résolution du problème (II, + IT, ). è
A cet effet, appliquons l'opérateur à Ily ; nous obtenons
b + — b * vLLydx = A(X,V,) + JL v,dx , a a me ! (n-1) \éa étant le vecteur de composantes v,(a); v x(2); 5 Ve (a),
vx (D); vi (b), ur FL) (5).
Il s'agit de choisir v. de telle sorte que le premier ter-
RE (Nr RE me du second membre soit une fonction connue des \ ) et le second
terme une fonction linéaire de Zu +
On y parvient à l'aide du problème (x, + ITS) : & L'v = — Àv, |
V6») =0. CÉAET EMEUR
On obtient, en désignant par À, les valeur propres et par Le les nu propres Re à \ v, Lydx = — PACS) -À,z, :
L'opérateur qu'on vient de définir transformera l'équation différentielle (L;) en une équation algébrique linéaire dans laguel-
le figureront les quantités connues ®\-’, II) On pourrait substituer à (IT,) l'équation ’
Lv + rv + Àgv = 0 (Di I): ;
g étant une fonction continue et positive sur (a,b).
On aurait,par la relation (IT): À, étant une valeur propre
et Vy la fonction propre correspondante, n
À en = 27 PAC “ANR l
es Lan le (mer IMPR ERIC
Nous n'utiliserons pas cette équation. :
EQUATION du SECOND ORDRE
CONDITIONS de 3€ ESPECE
1.- Problème.- Soit y la fonction qui satisfait à l'équation (IIL,) (p(x)y')" + q(x)y +ry = #(x) À) et aux conditions
1,7) = gt) + By) =
p(x) et a(x) sont des fonctions continues sur (a,b) ; f(x) est
une fonction généralement continue (2) sur ce segment et r une cons-
NTI) CE a S)(B + B°) is
tante; on suppose en outre que px) est positive et qu'elle admet une dérivée première continue (sur (a,b)).
Nous allons chercher une série de fonctions propres qui re—
présente y.
L'opérateur différentiel L est défini, ici, par l'égalité
ly=Ly= @G&)y")" + a(x)y ;
et () p(a) O (0) -p(a) (0) () @) (TIT;) PE 0 0 0 -p(b) O 0 p(b) 0
(1) On sait que l'équation générale du 2° ordre, »(&)y" + p.(x)y' + p,(x)y = 8G) ,
prend la forme (III; ) quand on la multiplie par == e O
PL
dx
CPÉPoucEtaNdérintlon, voirabp. El
Nous pouvons prendre pour M la matrice (régulière puisque
son déterminant vaut
(1) Mineur: produit par (- 1)++3 du détermin supprimant la iième
(XL + XS)CRS +64)
ligne et la jième
ss: Qe (o] O ‘4 (@) 0 B3 By | Fe F 4 x, % (o) (e] j (0) (e) (02 B; Calculons maintenant les matrices ai): et N; en désignant par À le déterminant de M et par M, is le Re) relatif à l'élément appartenant à la HE ligne et à la . colonne, nous | obtenons :
1 D Pen © Mur ans a A a) =7 SET Et Mrs se 2 2 2 2 i Ps 265 + Pa L : ; 2 2 l 0 0 BG +45) BG +5) 4 + F +82) (RÈ+ (4 (B£ + 0) 0 à B+8)| & Ps 13 *P4 | Se 2, S2MIER 4 RULES et êl (a)2 es 0 o | pa) p(a { DER Se ï 17% A +X 1 Pa Bz 210 (e] ». | ; 0 PO RE re Nr | p(a) Ds) O (e] :
ee RUE :
+ Ÿ KTHE Ÿ ë É 10) 0 "È +$ B+f 3 l4 4
ant que l'on obtient en
colonne; certdins au-
teurs appellent mineur le déterminant obtenu en biffant la iième
ligne et la jième
colonne.
De 2; Be at 100) SVT. palr(e): + ss p(a)v'(a):; 1 10e V (+) = Er p(b)v(b) - Ps .
: p(b}v'(b) , B5+ Bs+ Bi [74 Vlr) = 2 pa)v(a) +2 pialr'(e) , X:+ x X1+ aus HAE SEE Pa 4 5 P(b)v(b) + np P(b)v' (b)
Bip? P3+ P; 2.- Problème associé.- Le problème qu'il convient d'asso- «cier à (III, + III, ) -est donc :
(III) (p(x)v')" + g(x)v + Av = 0; x v(a) Æ x;v' (a)
(IIS) (1) Br) + fB,v'()
C'est le problème de Sturm-Liouville.
Ce problème est adjoint à lui-même; ce fait a d'iaiportantes
conséquences ?
a) le noyau de l'équation intégrale équivalente est’ symétrique; les valeurs propres -elles forment un ensemble infini dénombra-
ble (2)_ sont donc réelles;
b) les fonctions propres sont orthogonales deux à deux ; el-
les constituent un système complet (2);
c) il existe des théorèmes d'équiconvergence.
On démontre l'orthogonalité au moyen de la formule de Green, C'est aussi grâce à cette relation qu'on peut affiruer, sas recourir à la fonction de Green et à la théorie des équations intégrales, que
les valeurs propres sont réelles. En effet, on a = _ 4 = (3,v) - (17) = Li 40) 3 al
T représente la quantité conjuguée de v. Si y et v sont des
(1) Voir p. 14 et 15 où nous avons déjà trouvé ces conditions Po], "0. 251.
fonctions qui satisfont aux conditions L: = «0}; L, = 0, donc aussi f aux conditions de 0) Ÿ, = @},, ae mes membre est nul. Le pro blème (IIIS + III (
valeurs propres sont réelles.
d'où il résulte que ses | |
) est donc hermitien
Les valeurs propres et les coefficients de l'équation et des. conditions aux limites sont réels; on peut donc supposer, sans res - |
treindre la généralité, que les fonctions propres sont réelles.
Soient Vis Vos la suite infinie des fonctions propres du problème (re + 102) et f(x) une fonction intégrable. ©
On donne à la série ) AxVyr Où l'on a posé ALN, = (LrVy) = "|
N, = (vs VL) ;, le nom de développement de f(x) selon le système orthogonal complet Mr qu'il y ait convergence ponctuelle ou non.
Sous certaines hypothèses, le développement précédent repré.
fonction dont il est issu. Il existe à ce sujet divers théorèmes 5 Al
sente , Sur le segment (a,b) ou dans l'intervalle (a,b) , la |
les hypothèses dépendent du point de vue auquel on se place et aussi |
des moyens auxquels on fait appel dans la démonstration. à
Supposons p(x) = 1. 4
Nous énoncerons seulement un théorème d'équiconvergence dû
à Haar (4) et que nous utiliserons plus loin :
Si la fonction q(x) est continue et à variation bornée sur. (a,b) et si x, (3, # 0 , le développement d'une fonction f(x), ! définie et intégrable L dams (a,;b) , en série de Fourier en cosinus. et le développement }
fH)O) Av,
sont uniformément équiconvergents sur le segment (a,b) , c'est-à-
dire que la différence des sommes des n premiers termes de chacime
de ces séries (convergentes ou non au sens habituel du mot) tend uni
(1) Pour la définition, voir UE], Der L20% (2) Pour la définition, voir p.12 note (2)
(3) [4] , p, 259 ; [5] De STINéT STATE . + 570; ù 2181; [16) 9 p: 379 ; er AE 12.” [8] , p ; [ol] ON à
(4) [19] , p. 254 et 255.
formément vers zéro sur (a,b) quand n—+ CO.
La série de Fourier en cosinus de f(x) est
b b ; l 2 X—& Ÿ | ÉD) der arr ) cos { x rs ] À ; cos (xri=s P(+t)at ; elle correspond au problème NAN Àv = 0 ; v'(a) = 0:, vA(b) "OM.
Si les coefficients x, et B4 ne sont pas tous deux dif férents de zéro, on a des théorèmes analogues
Si p(x) n'est pas identique à 1 mais possède une dérivée seconde continue, le changement de variables :
UE _ 4 t = Ê \ pu À ax + a (7% À ax » Z = yVr a a permet d'écrire l'équation (T1) sous la forme 2 2 LE + Q (t)z + À 0 dt
avec
act) = Lt) - De , DCE) et Y(+)
étant respectivement VE et q où x a été remplace par son expression en fonction de t.
Le résultat des opérations aritnmétiques sur des fonctions à variation bornée est à variation bomée et une fonction dérivable sur un segment (dérivée bommée) est à variation bornée sur ce segment (2), Donc, si p" et q sont à variation bormée, Q le sera
également de sorte que le théorème de Haar s'appliquera.
Dans le paragraphe 9, nous considérerons un cas singulier, le développement de Fourier-Bessel de la solution d'un problème aux 1imites. Là encore, il existe un théorème d'équiconvergence
(= f19Î, p.255 (2) [18] ; pe 74 et 78.
(JAN Top. Ts 5120) 0, 98 ; [al p. 250.
Signe des valeurs propres.- La question du signe des va
leurs propres est importante dans certains problèmes aux limites, en |
particulier dans le suivant :
v" + Àv = 0 ; (II1,) x,v(a) + ev'(a) 3) 4 B,v" C)
OS
En effet, si toutes les valeurs propres sont positives, les fonctions propres sont des combinaisons linéaires de sinus et cosinus réels alors que s'il existe des valeurs propres négatives, les fonctions correspondantes sont des exponentielles; en négligeant, dans ce dernier cas, les valeurs propres négatives, on obtiendrait un systè-
me ortaogonal incomplet.
Nous allons démontrer à ce sujet les théorèmes suivants :
Théorème I : Si l'on a XX, SO GB Bi: = et
q(x)<O , les valeurs propres du problème (ii, + us sont posi-
tives, sauf si x. = (8 = 0 et qg(x) = O ‘(sur (a,b)); dans os cas la plus petite valeur propre est O
En effet, À étant une valeur propre et Vr la fonction |
propre correspondante, on a
. Vy (y + À uv )dx = 0 | ou
(B) Eur É = ( [prié - av ex = = -À, \ 2 äx .
Le premier terme du premier membre s'écrit, compte tenu des
conditions aux limites (éus ss) | io (2)| r(e)]
(a)| vj(s)] 2
B 2 : p0)| vtv}
ep
ou Pa ou encore E BK DIR x]? +
_ Pie
Ps
p()] vi) ? + 2 pt] vi(a)] 2
AIR FE A
ou enfin B >:
Comme (CS + as) (RS + 6°) Z O0 , l'une au moins de ces expressions a un sens et, en vertu des hypothèses ATEN >< 0 » (3429 : elle est inférieure ou égale à zéro (on a es es nr le premier membre de ((3) est donc négatif ou nul. IL en résulte que
Àx est positif ou nul.
Si Le n'est pas constant, Vy n'est pas nul et le premier
membre est négatif; À, est positif.
k I1 ne peut exister de fonction propre constante que si ot = fB = O0 ; dans ce cas, À=0 est valeur propre à condition que
la fonction continue q(x) soit identiquement nulle sur (a,b) Le théorème est äémontré.
Plaçons-nous dans le cas du problème (T1, ). On peut donner
une autre démonstration.
Supposons À 40
Introduisons la solution générale de l'équation de (ITT,)
Ve ER) + Crée , dans 1ies conditions aux limites; il vient :
eV? , 4%) En HER + CRE = a V=X e"eÿ-à, G
bY- À bV-} =b\/-) —b} 1 (B3e LOVE Eu His DPI CE En exprimant que ces équations sont compatibles, nous obtenons l'équation caractéristique du problème : = -aV-) (x; + ANA) VX (RS aV-D CH _ —b\- À + BA) 7? (GB - BND) 7° 2 avr _ Gi + ANG = PUTD
a - =) + BND
Pour. À <0 >» le premier membre est supérieur à 1 (b>a) ,
(IIT;)
le second est inférieur ou égal en valeur absolue au même nombre | Cette équation n'a donc, dans les hypothèses faites, aucune racine né- | 2 ||
gative.
À= O est valeur propre si % = 3; = O et dans ce cas | seulement, on le voit aisément. |
Si les conditions du théorème I ne sont pas remplies, il
peut y avoir des valeurs propres négatives (2)
Exemple : L'équation v" + Àv = 0 , accompagnée des conditions 2y(o) + v'{o) = 0
6 | 3(5-e Mv(n) + (5+ e0Tjy'(r) = 0 (e, base des logarithmes népériens), admet la valeur propre —-9 %; la solution cor-.
respondante est v = ee OR £
! = a RIT 1 Ici, À} > =2>0 ; GB (2, = 3(25 e NEO 4
Théorème II : Dans le cas de l'équation v" + Av =0, si.
AA, æ0 et PB: (B <9 y il y a au moins une valeur rropre négati
ivre | |
En effet, l'équation (III) peut s'écrire, en posant | ‘| (>O , par hypothèse) , T, = Bs CO) RENNES) (À=0) |
PU Code rt | |
Cr -r,)(& + ro)
On voit facilement que la courbe représentative du second
membre coupe au moins une fois la courbe y = e2(b-a)t
4.- Calcul des "coefficients de Fourier! de la solution du problème (III, + III, ) .— Rappelons que la fonction f(x) qui
PMR PE EE, , Re me re VE SMIOTE AFIN A Bs + BV X
(2) Ces conditions ne sont pas mentionnées dans tous les ouvrages qui s'occupent de cette question. Nous ne les avons trouvées ni dans Frank et von Mises (t.I, p. 340, 347, 573), ni dans Hoheisel, Gewthnliche Differentialgleichungen, collect. Gôschen, 1926.
TOUS
constitue le second membre de l'équation différentielle (III, ) est, par hypothèse, une fonction généralement continue (pour 1a définition MORRIDe LL)
Nous avons déjà dit que, si r n'est pas égal à une valeur propre du problème homogène correspondant, le problème (III, + Tr) est déterminé c'est-à-dire qu'il existe une fonction, y , admettant une dérivée première continue et une dérivée seconde et satisfaisant à l'équation (III. ) et aux conditions (III, ). La dérivée y' est continue, y est donc à variation bornée; par suite, y est repré-
sentable, dans l'intervalle (a,b) , par sa série de Fourier.
I1 s'ensuit, grâce aux théorèmes d'équiconvergence QG) que y est aussi représentée, dans (a,b), par son développement à l'aide des fonctions v, (on suppose que px) et q(x) satisfont aux hypothèses de ces théorèmes) .
Calculons maintenant les coefficients CE de ce développe-
ment.
Posons, comme plus haut ,
N, = (Ver Vx) et A, = N (£3vy)
Partons de la relation (IT;); pour n=2 , dans laquelle
nous faisons v = Vy 3 nous obtenons, en désignant par V le vec-
k teur de composantes v, (a), v'y(a); vi. (D), v'x(b);
(yslv, + rv,) = (fivx) = AC, 7)
ou, puise les Le sont les fonctions propres du problème (Ghperns
et en vertu du théorème de la page 14, (y, = An, +2) = Am = Co Vin.) + BU (m,)) :
Le premier membre est égal à (r - À.) (»vz) ou (r-2 )an, ;
on a donc
(Tan, = té LACS + ELA - AN
(ao est x, [84 7 O , la fonction est égale à son développement sur le segment (a,b) (théorème de Haar) .
o1, en introduisant dans cette relation les expressions qu'on a trou- :|
vées pour les A6 et en résolvant par rapport à ce : |
Soient g(x,À) et hn(x,A) deux solutions de l'équation (Ti) s! qui constituent un système fondamental et telles que
Ua, A1) OM: h(a,l) = 0 , quel que soit À .
Posons
g(a,À) = e(A) et nh'(a,l) = 4(À) . |
En introduisant l'intégrale générale, v = Cie(x;, À) + Ch(x,À), |
dans les conditions aux limites (ee nous obtenons :
œxje(À).0, æ,4(À).C, (Bet, + Bet, 2) à + (B,n@,D + pm@,hle,
les valeurs propres sont les zéros du déterminant 4 [l
œe(À) œ,a( 1) Be, 1) + fe, psh@,2) + Bn'(b,1)
| et l'on peut prendre pour fonctions propres |
(x) = #e(,) nr) - «a(,) ex, À.) . |
l'équation caractéristique D=0O s'écrit :
œc(À) ot, a(X) | PE; 1) + P,s',1) B:1(,1) n B4n'@,2) |
Désignons par (sure la valeur commune de ces rapports, pour | À= À ,3 amplifions le premier rapport par Ph.) puis par | _ ' E :
fe (,4 ) , le second par B,8@%,2,) puis par B38'(b,1,) et divisons la somme des numérateurs des rapports ainsi obtenus par la somme de leurs dénominateurs ; 11 vient
ab VE 2% mate": it à nb
Linfte émbthee"t 3 El né de dé NE à
PUR
si a tri
Le œc(À,) : x a(À,.) k B380,2,) + B,:"@:1,) B,h@,x) + ERUOL)
Bari (v) - Bv}(b) (B£ +82) G'G@,1,) n@,1) - el) h'(b,1,))
Les fonctions g(x,]) et h(x,À) satisfont à l'équation (IIS) ; il en résulte que
(ph')'g - (pe')'h =0 CARRE 20) l'expression ph'g = pg'h ne dépend donc pas de x ; elle est égale à p(a)n'(a,À)g(a,À) - p(a)g'(a,À)h(a,l) c'est-à-dire à c(À)a(X)p(a) .
() 140 t(b On a donc QE = — an as RE e(A,)4(A,)p(a) Rs + Bi En tenant compte de tout ce qui précède, on met CHE 2) sous la forme e(A,)a(A, )p(a) (IIT7) LB] == x, | :
x À, : valeurs propres ,
et) = g(a,À) , a(A) = n'(a,l) : g et h sont deux solutions strictement linéairement indépendantes de l'équation (II) ele les que g'(a,) F h(a, )) = 0 N, = (Mr Vr) sAN,= (Æ:v3) ; %c(,) x a(À,)
fr = Ben) + Past) Pong) + fe Or) Les fonctions propres sont :
Vi (&) = x (A, ) h(x,A,) _ A.) 164.1) .
30 | 5.- Premier exemple.-
Soit le problème
(x2y]" do roper ME).
le problème associé est : \ 2] Frs 0 :
V(HESOE v(b) = 0 les valeurs propres sont positives -pui-sque XX, = (BB Pa LOMME T
et f25 ÆZ ©
Rappelons que les fonctions propres sont réelles.
La solution générale de l'équation (équation d'Euler) du pro-
blème associé est donc l
V = Ge cos 1121 in x) + 0x À sin[ in x) |
On à pour équation caractéristique
cos IHeL In a sin —— in a
D'= re ee 10
cos _—— in v) sin[ Mt in ») 1
ou }|
re[M In b) = [lt In 2) |
d'où |
À Vi EE (RE ar PE)
formule qui donne les valeurs propres et dans laquelle
UC | are | a |
les fonctions propres correspondantes sont
a 4 -l 4À 1 = x CE in à] “(le — in «)
4h 1 4, -1 _ sin in 4) [TE In «) |
AX, -1 = LTÉE an (e In .
Vk
“ès YEta) OT) =10, te) = a? et \AA. 1 vi) = (AE —— FE ;
Substituons âms la formule (III) et résolvons par rapport à d 3 il vient
Second exemple
Envisageons le problème x?
Pret); Ajy(o) +xyt(o) =x , BsyQ) + By") = 8 .
Nous lui associons l'équation et les conditions suivantes : Le ve EE y+(À + #)v = 0 ; %v(o) Le (o) B:vQ) + B,v' Q)
L'équation de ce dernier problème est connue sous le nom d'é-
quation de Weber ; elle admet les deux solutions particulières liné (1)
airement indépendantes
e(x, )) = e #7 [1 - À. A0) x AA)OE) 6, " , 0 = et [x Le, ADO) 50)
OPA MCONE= So DE "(ce À) Ou, h(o,))==20- 7 a(A}= h(o,;À) = 1,
(1) Séries convergentes pour toute valeur de x.
Les valeurs propres sont les racines de l'équation
Equation à coefficients constants
Considérons l'équation
(III) y" + ry = f(x) et les conditions aux limites
Nous supposerons que les coefficients de L tisfont aux inégalités &x, <O , [B2z IE 0
1 et de L, sa—
Dans ces conditions, nous savons que les valeurs propres du problème associé N'ADISE À = O0, L (v) 0, L, (v) = 0
ne sont pas négatives.
Posons =\/à ; la solution générale de l'éouation v" + lv = 0 est (À>0) :
Vi C g(x,)) +C, h(x,)) = C, cos wx + c, sinWx et l'on a c(À) = g( 0, À) = l , a(A) = h'(o,À) = & Les fonctions propres sont
Vs = a Sin, x — a We
les w, étant les racines positives de l'équation careactéristioue
cosw , x o
x PAT D= . 2
Bscoswrx _ B,w sinwT Bssinwm + fB,wcos WT
Cette équation peut s'écrire
x x cotg WT = = QU + be CBs — XP 2Ps 7 if La formule qui permet de calculer les coefficients de la sé-
rie représentant la solution du problème, dms l'intervalle ou sur le
segment (0,1) , s'obt‘ent en particularisant la formule (IIT7) ; elle est
(IIT,) D PERR ee —T N, $x A où “ PE 2 ad: w, —-oi 2 PU PANI C PT e ak N, = Cv ,v,) = (of + dt )= + <> sin 2w,T k x Vk ee 10, k — ox, sin ui, TT $
Rappelons que l'on a
NS R PURE SNL RE PMR ES EL) $k = RESULT e Ba de SR CITE + ps WT + [3 W,C08 W,T
Remarque ,— À= O est valeur propre si les conditions aux limites (IIL,) sont y'(o) =, y'(T) =f , et dms ce cas seulement. Alors À! =10,, Ver 1 et
(1) Il est utile de remarquer que l'on a vx (TT) = EAU et
VK(T) ai B $x WU F
Le tableau suivant donne l'expression des coefficients de la
(IT UOTJEnND9,T ‘A) SeATITSOË quOs serdord sInetrA SeT (2) "[£] qe ‘oet qe G2T “4 ‘ [T] xro4 fserraeis 939 efop quo semmmroz se9 (T)
CSC ETe Er) (o # Lx) _ TE UP + 9) ]T 7 ZX 2 ï 2 HO ONEr Pr -((htr-) -») . | F— [XX 0% - HUE > 1 0 = um8} ee (o) Es (o)£le A TT — >:1) À Pr = (de, (r- - r(T-xe) A A2 x(Z - H)uys (#32) lo = um300! d=(a),£ # »= (04 T- (4-3) FY # [dtr-xe),(T-) + ve) i x(£ — %)809 24 — 3) O = um$909 g = (L)£ # »=, (0),4 Æ (o 7 ) (Hs A ZT =) LT oo | ue | x loueurs. ou [° + le 08 Li g Re ner 8 FA = um34 | g= (u)£ {x = (o)£ a = (ET) cl IX UF 1 0 = m3} | g= (u)£ x = (0) 7 RTE mx + A 20 = VY °308780 *by SUO TA TPU0Y
série dans quelques cas particuliers :
(Z)7 = {x + ,£ uorenbg
DIT
d'autre part ,
GS Dave Dore (tr SP: Vi)
4 ; 22 Le et par conséquent (0) = x, ) ie (Ca Çxf2) -
Tirons z'(o) de la première des conditions aux limites :
il vient 20) = LÉ - 2 40) - E +49 (x- $ B) %> x; X> al N, le En égalant les deux expressions de z(x) ,; on obtient
ent = ee ce i\ 3k ) KD @t-f, pv, (x) le: %ÿ F (@-8,p)\x - %, ) mine Ce) ; lee 2 k k c'est-à-dire l'identité que l'on voulait établir.
Donnons encore la série en Vy qui est égale à 1 en tout
point du segment (0,7) ; nous l'utiliserons plus loin. La fonction Zz(x) = 1 est la solution du problème PAU CO)
(@, 3, À 0) 2 [74 ! = BP: m0) + Biz (Tr) B:
Douc ) JA Es se z(x) =1- AVx = ) LT Ci - Pr Br) -
ë c Æ is à 3 Pour 0 Ta EX ) “, @t Pxf35) :
E : 2 CT DT ) , cap vw (T) = - (2 = = Ari SN 2 6 k Pat ; Cherchons maintenant un développement en série de y'; si
la série Av, converge uniformément sur le segnent (©, 9) © st à est nécessaire pour cela que la fonction f(x) soit continue-, on a
VUNENE = Ty = Du (4 = ra, )v, (x)
La série précédente est uniformément convergente puisqu'elle
Dé “in nn CES
est la différence de deux telles séries; on obtient en intégrant ter-
MNVoOirIp 55, noter
me à terme he y'(x) = y'(o) - D TE (ur(x) - w(0) Wy
ou, en tenant compte de la formule (III?) et de la première des con-
ditions aux limites,
y' (x) —. avy(o) - > [Re Ce -p,8)-2, ][ v1G)- 1]}
ou encore, en remarquant que la série = (CE (QE) converge (voir ; + c Pe 3)e
y'(x) = _ + ci vi n (x = role De Lars CE EE a. | vi (x) :
Il est intéressant de montrer coment on passe de cette sé-
rie à la série y(x) = > av, et de vérifier que les conditions
aux limites sont satisfaites.
Une intégration terme à terme (la série est uniformément con-
vergente) donne :
FL) = 0 + Le + %y are (x - |"
Rs te 520 - jf nt - 01] és T cena) cone)nes ee à NE D EE Ÿ ant de
c'est-à-dire, en vertu de l'identité de la page 36,
y(x) = ÿ a Vr(Æ) »
ce que l'on voulait établir.
11 résulte de la manière même dont nous avons calculé y'(o) que les fonctions y et y' satisfont à la première des conditions aux limites. Montrons que la seconde est vérifiée.
(1) Les séries convergent (voir p.37)
On a
BayGo) + Ryy'n) = PB 5 av, (x) (= 4 *É Ni De CAE PIEENR) ne [re ES TUE a, | 10) .
Mais vL (T) = = Bif rx» VE) = Br ux (p.33, note) ; par suite,
“h Part) + y'im) = LmÉ Gr -Frfs) - 4 . SEL | Les séries TE \, Ce Px Ps) et — PR RC ff)
sont convergentes et la somme de chacune d'elles, nous l'avons montré, est égale à 1. Donc
Br CO + fist = hp À Chdeete
Nous avons supposé que la série > Av, convergeait uniformément sur le segment (O,) .« S'il n'en est pas ainsi, il est tout de même légitime d'intégrer terme à terme la série > (Ag _ ra, )v, (x) (1) ; on obtient une série qui représente y' .
9,.- Application à un cas singulier,- Si l'équation
RE y" - < y + ry = f(x) (n, nombre naturel)
admet une solution y telle que
a) FA — À, nombre fixe, pour 0 xl,
b) B=7 (2) ca Bi" (1) = f
nous obtiendrons les coefficients a. de la façon suivante :
Prenons pour problème associé
vu = EE y + y = 0 ,
Ds x,v(o) + Xsv! (o) 0,2; OR
Psy) + fiv @)
(1) On le montre facilement au moyen de l'égalite de Parseval.
Les fonctions propres sont
vr = Vx 9, (w,x) (ww, =\ À.) ; les valeurs propres sont les racines de l'équation
dJ Br (VA) + 5 | A je 5 [Ba 7h VA) LÉ
Il existe ici encore, on l'a déjà signalé, un théorème d'équiconvergence .
La formule (III) donne, si l'on tient compte de l'équation caractéristique,
de sorte que
) Fete Did le £ dy EE s . EPACUA nn
-p(at,, pa) pb), -p(b)M;
de sorte que
ADN = = mp(a)v(a) + Mup(a)v'(a) + 1,4p(b)v(D) = M,,p(b)v'(b) (k = 15 00
Le problème associé est :
(IV) Ix+ Àv=0 , (V9) Vi) = 0 (3 =53, 4).
Ce problème est self-adjoint si œ%, © Ie SET (Iv,) p(b) = p(a) 2 Bi B; lB3 By
et réciproquement.
En effet, c'est la condition nécessaire et suffisante pour que le problème
(IV) ly +ry=0 , (IV) L,(y) = 0 He | Aditiaifoint nil né ie es EU CVS + IV5) et (D + IV>)
sont simultanément self-adjoints ou non.
Nous supposerons toujours dans ce chapitre, que les coefficients des L; satisfont à la relation (IV) qui s'écrit aussi
EC nn) Le oh Z
dE ( BB,» (B PB» B3,) . Le problème associé étant alors self-adjoint, on a les mêmes conséquences qu'au paragraphe 2 du chapitre précédent; en particulier, si l'on remplace l'hypothèse x, [34 £Z O0 par la condition
et Z, étant respectivement les vecteurs (%, Ko 9 9 Xy) et
(1) Lo je poelr
toit 8 et ee. 77 Pre à Li:
le théorème de Haar subsiste @), Si cette condition n'est pas remplie,
il existe néanmoins des théorèmes d'équiconvergence (
Il faut noter toutefois une différence entre les valeurs propres du problème (ETES + EU) et celles du problème (és + IN) Les premières sont simples, c'est-à-dire qu'à chacune d'elles correspond, à un facteur constant près, une seule fonction propre tandis que les secondes peuvent être doubles (toutes ou certaines d'entre elles): toutes les solutions s'expriment linéairement en fonction de deux d'en-
tre elles qu'il est loisible de supposer orthogonales,.
DER
il en résulte que l'un au moins des 6 déterminants A i est dif-
férent de zéro.
Nous pourrions prendre pour M la matrice
o %, X> x Bi BB, 3: Ba y 6 -% y
B, = Bi 7 Ba B3
= 2 2 2 2 dont le déterminant est égal à 2 A,,A5 ii A; L A, SE A;; + A°;,
b 2 2 2 ou, en vertu de la relation (IVz); Ë 12 Le A» + A; + A, TR + ne , quantité non nulle. Nous préférons, afin d'obtenir des
expressions moins lourdes pour les CAC distinguer deux cas.
ler cas : Spor) 0e
(1) [19] , p. 272 et 279.
Les conditions (IÉ), donc aussi les conditions (I),
arte LS e 2 sont équivalentes à des conditions de 3” espèce; on est ramené au pro-
blème considéré dans le chapitre précédent.
2° cas : A,, #0 ( A 5, # 0).
Faisons ou x; ee xy Bi PB B M = GARE A Z 0).
QE ROIS LU GNONLINC AREE Nous avons M = (2, Mo =-(i ME Rate 0 Mn =-0% Mo = Sp Ms =0 > My=0, tee Ne en ne le ete 2 à M A, Moy Aro 000 rs AT et, par suite, p(a)B: p(af, 0 0 PRE -p(a)xt, -p(alx, 0 0 jee _ ‘ 2 p(a)A;; p(a)A,; 0 p(b)A,, p(a)A,, p(a)4,, p(b)A., 0 Le problème associé est donc (IV,) Lv+v=0 , a A,p(a)v(a) + A,;p(a)v'(a) - Aj,p(b)v'(b) =0 , Y 9° Ajyp(a)v(a) + A,,p(a)v'(a) + A; ,p(b}v(b) =0.
Remarque.- On obtient directement des expressions plus simples
pour les fonctions propres et pour les coefficients
a à Partir du
problème (IV, + IVS) qu'avec le problème équivalent :
Lv + Àv ORE:
LEE
6) ; _ ou si A; 0; à; ; A 0 et 1é)==0
A AS >0, A,;A;y <0 Sn (NE UT
le problème y + IV) n'admet pas de valeurs propres négatives. (Rappel : p(b)A,, = p(a)A;, ; A, £ O0)
En effét, À, étant une valeur propre et Vy la fonction propre correspondante, on a
b je Vx (LV + À,v,) x = 0
ou b
b Er 2 2 (GONE (4) A _ \ (pv — av?)äx = -À VE K Xk à à k k k 15 k
À l'aide des conditions aux limites (IVs) ; de la relation
(V3) et de l'identité CA =
on met le 1°7 terme äu premier membre de (Ÿ) sous la forme
-p(a F2 2 FA 4, A Ve a 2A;; Aa VV + L 5 A) À
ee ee : 2 O DA 0 nr) ea AAA ou, en vertu de l'identité qu'on vient d'indiquer , si A,381470 et A;,54 5 <0 , la forme entre crochets n'est
pas négative ; le 1°T terme de (Y) est donc négatif ou nul ainsi que
le premier membre, puisqu'on a supposé qg(x) = 0 . Ilen résulte que À; n'est pas négatif.
i = O et (e] on voit imnédiateuent que le premier membre de (ee est négatif ou
nul ; À+ est positif ou nul. Le théorème est démontré.
Remarque ?: .I) Si = (@) est valeur propre, la fonction propre cor-
respondante est constante (sinon re ne serait pas nul et le pre-
mier membre de (Y}) serait négatif).
II) Si ni l'une ni l'autre des conditions (IVE) n'est rem |
plie, il peut y avoir des valeurs propres négatives; ainsi, le problème
y" + Àv = 0 ; CAT) MC MNNIED)ETON, (1 = e)v'(o)+ (e + 1)v(1) (e) admet la valeur propre -1 ; la fonction propre correspondante est
v = (e + ces — (1 + en
4.— Calcul des "coefficients de Fourier" de la solution du problème (IV) HV à; Z O, p(bA, = p(a)A;,) —
Les considérations du début du paragræhe 4 du chapitre précédent sont
encore valables ici à condition de remplacer le théorème de Haar et les | théorèmes analogues par les théorèmes plus généraux démontrés par Zaanen! Ontario. 27) AL - ra, = Dm) à ELA = ANy
et (p.44, matrice N )
An V(n) = Bynla)v(e) + Php(a)v'(a) A3, Ws(x) = - oip(a)v(a) -p(a)v'(a) :; donc (Ivy) [C2 = Ra)v (a) + (4, - Rare) | + 4Ë J >. Equation à coefficients constants.- Considérons l'équation (IV: ) OCR 1e)
et les conditions aux limites
yo) + &y'(o) + SCyÛT) + «yt(r) Pay(o) + By'(o) + Roy + fiy'(m) =
(Tv; )
Nous supposerons que l'une des deux hypothèses (IVS) est vérifiée; il n'y a donc pas de valeurs propres négatives.
Le problème associé est (voir $ 2) :
(IV) y" + ) — O ; Le A:3v(0) + A,3v' (0) - A,,y'(n) =0:, ? A;,v(o) + A5av'(o) + A;,v(m) = 0
On a pour équation caractéristiqme (si = O)
A FA
13 10 © sin TT A,;3w —- A-,UW cos wT
A4 + A5 + COSWT A54% + A3 Sin CUT
Si, pour }= An = w?, le rang de la matrice dont les éléments sont ceux du déterminant D est égal à 1 , la valeur gopre
Àx est simple; si le rang est zéro, À est double. Nous distinguerons donc deux cas :
a) les valeurs propres sont simples.
On prendra
Vx = (A: + A;,c0s G,T)sin Wu, x = (An wx + A,,5in &,T)cosw, x :
En substituant dans la formule (IV7) , on obtient
| 1 1 D % LR | 2 | x (fs, -B4;)(A;, 12 k
(af, -B&;)(A,,u, + A;, sin cr | = M} ;
b) il y a des valeurs propresdoubles.
Si Je de = Ww est une valeur propre double, la formule (IV?)
n'est plus valable puisque les expressions A 4 + A5 cos WT
et A 54 CE + A; sin LIT sont nulles. On calculera les coefficients des deux fonctions propres orthogonales correspondant à
À= à x par le formule (IV). Des exemples sont donnés plus loin.
Remarque.— Si À = (0) est valeur propre, on pourra prendre,
eu égard à la remarque I) du $ 3 de ce chapitre, v, = 1 et l'on aura
Nous terminerons ce paragraphe par deux propositions sur l'or-
dre de multipiicité des valeurs propres. |
LÉ À; 4 O, les valeurs propres du problème (IV; + IV£)
sont simples à l'exception peut-être de l'une d'elles.
En effet, pour qu'une valeur gropre non nulle (posi tive ou négative) soit double, il faut et il suffit que, pour cette valeur, le
rang de la matrice dont les éléments sont Ceux de D soit ©. Si À = De est une valeur propre double, on a donc
A = — A; COST , Ay® = — A; sin WT
il ne peut donc y avoir plus d'une valeur propre (non nulle) double.
si À=0, l'intégrale générale de l'équation (IV;) est | v = Ax + B. Introduisons cette solution dans les conditions (TVE) ; | il vient
(A;; _ A,,).4 + A ;. BE RIv0tS
Pour que À O soit une valeur propre double, il faut et il
suffit que le rang de la matrice
25 12 1 (5) Area de TUE NRA 24 12 14 12 SOrthÉSal aMO TI faut donc que A, — A 12 + Si ceci a lieu,
la solution de l'équation (€) est À- TE 0. I1 ne peut donc y a-
voir plus d'une valeur propre double. Cedinedes
Qu'il existe, dans certains cas, une valeur propre double, c'est ce que montre l'exemple suivant :
v" + Àv = 0 vo) + 2v'(o) - v(r) + 2v'(n) v(o) + 2v'(n)
(EH Ou ©
FEPUNENEENTS
RS NT EEE EN PM EU
ie valeur es double est À = &° = + ; les fonctions propres Sin: SX: CoS 5x ne Sont pas orthogonales entre elles mais les solutions ÉTÉ l z Sin 5 x + cos 5 x, sinZx- cos x le sont.
Dans l'exemple
v'+Ar=0 ,
v(o) = v(T) + nmv'(n) v(0) - v'(n)
1=0 est valeur propre double ; les fonctions propres orthogona-
les correspondantes sont 1 et x - “ .
ED) STE
me (IV + IV4) admette des valeurs propres doubles que À un O
DA O , il fat et il suffit pour que le problè-
et que nd is 2 °
Les valeurs propres sont À = (2x=1)? Gel, 2486) où
de = (2x)? (er -20,27,.)selonique 22 Ein LA sont de
2 14 même signe ou non.
Toutes les valeurs xopres sont doubles, excepté, dans le se-
cond cas, À LORS
La condition est nécessaire. En effet, si À, = © : £ 0 est une valeur propre double, le rmg, pour À = Aa, , de la matrice
dont les éléments sont ceux de D est © ; donc 2 ous + A 3,5in WT = 0 , A;3 + A, %,8in w,N= Oet
A}, + A 5,008 w, TT = O0, Ce qui iMplrqUue, A 12 étant différent de
Zéro et À nul par hypothèse, sin uw, TT = 0OMuet, par suive,
cos W,T= + sie A 33 = 0 et A7 = TA 3:
La condition est suffisante car, si 2 DAT (OS HE M0) et A; SNA 12 ? il résulte de l'identité (d) que A;3 = + A;
l'équation caracté istique D=0 fournit alors les valeurs propres
À = (2k-1)2 ou À, = (2x)? CM M) se ont A et
A 34 sont de mêne signe ou non. Toutes ces valeurs propres sont doubles.
Si dry AOÛ, À = 0 ne peut être valeur propre double puis-
que l'élément A;y + A,,7T de la matrice (V) n'est pas nul.
2666: a IT) (TL):
Fa £ & à — TL as:
t<fholrs © Do 248 fee t>|l| rs ‘Do =952 Vo Ce) APE QUES 0 NES s _T-xe Se lpsoog o burs(°m Ac) 2L ——— Sr ls - x(°m -xe 500 = EN ( , É F RU 0" (Er 0e)
AC
À er 0 Du rCEr HE) s a T+ Fes (2)14T = (0),£
S09 UTS PR Iles = * Se l gd + hurs(°m +12) AE T- e [é + x(°m +13)] 500 INT Se ANCo
T— _(T-AC) Lo à | Sem ei ee (T-x) u 177 (TI) g (u)1£ + (o),f 4 a a = À, X ee . = (T-Az)uts w= (U)£ + (0)
gd = (),£ - (o),£ w = (y) - (o)4
Le tableau suivant donne l'expression des coefficients de la
SUOTYTPUOY
“série dans quelques cas particuliers.
V.- PROBLEMES du 4e ORDRE
1.-— Problème général.- Dans les deux premiers paragraphes de ce chapitre, l'opérateur différentiel L sera défini par l'égalité
Iy = (bp (G&)y")" + (p1G)y')'! + p,(x)y 3;
les fonctions p Pr et Po sont continues sur (a,b) par hypo-
thèse; on suppose de plus que les dérivées po D pe
et sont continues sur ce segment et que P, ne s'y annule pas.
et Pi existent
On a L'y = Ly et 0 py(a) pila) p(a) 0 0 0 0 ÉDT UN 20-60 (2) C0 0 0 0 ( -p!(a) p,(a) 0 0 0 0 0 0 (a) 00 0 0 0 0 0 0) Melo 0 0 0 o -pi(b) -pi(b) -p,(v) 0 0 0 0 p,(b) 0 p,(b) 0 0 0 0 0 p'(b) -p,(b) 0 0 (o) 0 (@ (o) P,(b) (@ (0) (0)
Soit f(x) une fonction généralement continue sur (an) nous considérerons le problème constitué par l'équation
(M) Ly + zy = £(x) |
et les conditions aux limites linéairement indépendantes
æ7(a) +... + 3" (a) + %5y(b) Horse 2Y"(b) =
D,(y) = dpyta) +... + dyyMla) + Dep) +... + deyn) = À.
Formons, comme on l'a expliqué au chapitre II, une matrice M et calculons N ; nous obtenons, en désignant par A le déterminant
de M et par M,, le mineur relatif à l'élément Dee ?
AU (x) = -[M,,p,(a) + Mspt(a) + MP. (8) |] v(a) +/[M4r,(e) | + ,3p,(2) ] v'(a) + [iupi(a) - 1,,p (a) ] v'(a) + M0 (a)v"(a] +) + 280) + gp) ] v) - [insp() | + 70 (6)]v'@) - ftp) - 6p(b) ]v") - Mn (b)v"(b).
Le problème associé est le suivant :
(VS) iv -Àv=0 , (v5) TZ =0 (TES see SE
2.— Problème self-adjoint.- Nous allons donner une condition nécessaire pour que le problème (VS + VS) soit self-ad joint.
Ix-rv=0 , VASE = 0 (j=5, ..., 8) soit adjoint à lui-même, il . faut que |
Théorème : Pour que le problème homogène du 1: ordre
(DL UNE) SR 0 DER a+ Lee
sont les coefficients de
En effet, note Z, 1e matrice à une colonne dont les éléième
ments sont ceux de la k ligne de M, 2} la matrice transposée
de 24 » ÏX» et T, des matrices à une colonne telles que
(1) Cette condition se généralise immédiatement aux problèmes d'ordre on.
DE 0 : XA=T, (£=1, 2, ee) Fo, est le symbole de Kronecker),
Les matrices M, (M Li et N s'écrivent alors
2 di ml U 2, ñ X! à qe Met mie » N = (M )'A=- Ÿ 28 fe T8 Si le problème est ut les ES sont des combinaisons linéaires des T, Ce tE RTC R)e 8 ” Paz !
re Es) ou ra (q) 24 = D cx'A Multiplions à droite par la matrice AL che
ZA = Des !
d'où, en prenant le conjugué de chaque membre,
re suuesn,
et, en multipliant à gauche par 3, ,
sl ZAC) 7) AD:
DA UDUZS == db)
Les produits scalaires du second membre sont tous nuls; donc Z' (A AL OE p( ) q
Cette condition nécessaire est aussi suffisante dans le cas particulier que nous allons envisager.
3+- Problème particulier.- Nous nous bornerons désormais à l'étude du problème
À À. ati à HS LS bd 2 AO TON ANY
TT = VF) yariTy tx) ;
L,(y) = %y(a) +... + ya) 20, L,(y) = Pay(a) + ... + fB,y"(a) 160 L;(y) = PS7) +... + Jay") = Ÿ, L,(y) = dsyCb) +... + y"(b) = à) Nous supposerons que les coefficients satisfont aux relations: Are ot ee 5 26 où on à posé | DD ER NE A
NE RE re il p " Ai; à $ 3 B; d. j
Ce sont là des conditions nécessaires (v. le théorème du pa-
ragraphe précédent) pour que le problème associé soït self-adjoint; ces conditions sont aussi suffisantes À :
Le problème associé étant adjoint à lui-même, on peut le remplacer par Iv - ]v = © :
L;,(v) = CT
et on peut faire des renarques analogues à celles du $ 2 äu chapitre
III et de la page 36; il existe notament encore un théorème d'équiconvergence (2 .
On prendra,pour matrice M,
PB, - À BR 0 (o) e) 0 Gin QE TOR SON SR EEE
022 LOMUENOE RO PERE de - à
La valeur du déterminant de M s'obtient aisément par la
> pe 284 [16], Dh. 5760277 Ie TRIER
RENE EN LT ENT
eh oi une À 8 dt
= sééitass- dues ati
règle de Laplace ; elle est égale à ss! >» Si l'on tient compte des
relations entre les coefficients des L, et que l'on pose s = a È Lo)
2 2 2 1 +4, + A7 + A;z + A5 + A5 et gs! = AE + ae FAR, AE
2 2 < à + dis + pe + La matrice M est régulière puisque s et SNS Ci différents de zéro, les conditions aux limites étant linéairement indépendantes.
Calculons les mineurs puis formons la matrice N et les expressions des V,(v) CLR RS MEN ST rent
8 Vi(r) = [B1d25 + Bdoa +B5Asair(e) - [BA,, +Ba, = 45417" (a) +[B1 A2 = Bd - BA 4" (e) . (P2A12 +513 + BAo [v"a) af r Fe s Un) = A; +0,54 +0, As, ]v(a) +4 Ans +41, - As, ]v'(a) - [4 A — A4 - 0 A, ,|v'(a) [XX À +o., À
Ep PA er +449 [N'Ca) s'UCn = Honey +éaés +dpate]") + [say +dca%g same |" (2)
-[dsa%e -0ya5g -dgA'églv"() F: 6256 +0, A57 +0,27 (D)
S'U CT) = [YSA 67 + Jde + Vide) "() [ds 257 + YA = Ygae|v'() +[754%6 - 7458 - YaAea (D) +[ Ya + Y7257 + YsA7]"" D) Nous obtenons ensuite, par la relation (IT;) et le théorème de la page 14,
A + ra N, = a, -[e 0m) +BÜ(r,) + y Ut) + AC ) :
Les coefficients du développement de La solution du problème aux limites sont, par suite,
où les (AC sont donnés par les formules écrites plus haut.
4.— Exemples.— Les exemples choisis correspondent à la liste des problèmes homogènes self-ad joints établie par Kamke, Differential gleichungen, Iôsungsmethoden und Lüsungen, 2° éd, D: 1020:
| | | | Equation ! | |
en e 4 Conditions À NUS ie y(o)=a; y'(o) = fB (chu, T - cosw, 7) (shw, x sinw, ©) Y(n)=Y; YEÛT) 0 _ (shw,x sinu, x) (chw, x— cosu,. x) COS wRr chwr= Il (&w # 0) | t(o)=d:- yo) (chu,n - cosw,r)(snw,x- sine, x) | y(T)= ÿ; y'(n) = _ (Shw,r £ sine") (chu, x- cosw, X) | te wT= th uT (w #0) | y(o)=a; y'(o) =f cosw,T (chw, x - cosw, x) | y'(n)=Y; y") + sinw,T (sh, x - sinwu, x) | s
teuwT= - thwr
y(o)=a@; y'(o) =f (chw,T +cosu, x) (shuw x-sinc, x)
y = ÿ; y") = -(shw, 7 + sinu nr) (chu, X-COSu x)
COST ChET =]
Jury = (x) mi
5 2Ww, —— ne [ou (en WT - cos w,T) + fBshw,T - sinw,T)
- JW, sinw,rshur + Ô (sinw,r chw,T — CoSw,T Shw,T )| - s
Ban) er er, T- cosw.H) + (shw, T i ) Ë x (Ch&w, (e) de Bar shw,T- sinw,T
& jw° sinw,T shw,T _ d(1 — cos WT cher) | _ »)
Dies 2 2; :
TPE bs [2e sinus, — 28, COS uw IT +, (1 + cosw,rchw, nr + sinw,T shw, Tr )
+ DCcoste, chu, + sin w,nsh w,R -— 1) | = a.
_. [two (one, + cos WT) + pPus(shw,r + sinw,r)
à = (sr - (=D) -(p-c"8)|+ su)
1 £ |(2x-1)% - 4(2x-1)8 - 2(2k-1)2(-1) "7 + 8(-1)0 | + 16 | Mx-1)" + HE [ F L
Equation
+ ra | Conditions 7e = D, Vr 7(o) = ; y"(o) =f Vo = Fuel à Ur) 0 sinw,Tshw,x + shw,nsinw, x
ts &T = thur
cos kx
(Co) =a; y'(o) = : at À, = 1 y'R) = y; y") = (GO TS) J'(o) =x; y"(o) = PCR) = ET UT) = cos w, TT chw, x + chw,n cosw, TSwT = — thuwrn CE >. 0)
(Shu,r - sinw, TT) (chu, x + cosu, x
COS IT chwr = l K?
- (chu, nr cosu r) (Shw, x + sinw
4 dË {3
+ J y (sinw, chw,n + cos eu, TT shw,T) o 2Soinus ru, x | + à]
TAC, _ sinw,T) - Béw,(sh w,Tr + sinw,T)
sh 2&.,7T 4. tu
a 2 f afun(fez RE) cour |E- CE (2 pe - co%) - (p-c2%5)] -,)
+ Ju, (sinw,rT ch LIT - cos WT shw,T ) + cts
. —l ab 2 mi e [tu Ztonw,r — cos œw,T ) _ Btchw,n + cos w,T )
w, Tchw. TT
enr] - 4)
3 sh —
ne
L sin 2&w, TT d one LEE k LA s N, = ch PE + 7 œ, | + cos LT É LL ; -1/1L |) x 2, = 24 (6-0) +4 ; 2, -2(2/r ‘à ul 2 - gi 7 F1 -{ ÉTAT - COS W,T ) + B(shw,T sin w, T )
- [JA LSinwLT sh w,T + Ô(sinw,r ch WT — COST sh are) + x,
5.— Application à un problème d'élasticité : vibrations transversales d'une verge.- Considérons, dans un plan vertical, une verge AA' de masse spécifique constante Ç . les dimensions de la section droite, d'aire S ; sont supposées petites par rapport à la longueur, égale à . L'extrémité A est appuyée alors que A' effectue un mouveïent harmonique simple, vertical, d'amplitude constante C ex de pulsation & 3; le centre O' de ce mouverent se trouve dems le
plan horizontal passant par À .
Choisissons pour origine des coordonnées le point A ; appelons Ox l'axe A0! et OY l'axe vertical orienté positivement vers Je haut , On suppose qu'au teups + = O la verge est au repos le
Jlons de laxe des x
L'équation du mouve:ent est () , dy 2 dy —> +8 — = D(x,t) ; dt? dx” ® d i
E est le module &'Young, I le moment d'inertie de la section droite par raprort à la droite nassmt par l'intersection de la fibre neutre et de la section,et perpendiculaire au plan de la verge (voir Bruhat, Cours de mécanioue physique, p. 630, Masson éd., Paris 1934).
ET
D(x,t) : force extérieure (à un facteur près).
Les conditions aux limites sont :
(On) == (0) ’ Yo, Et) = (e) ?
VAUT CS Os (tt) = O et les conditions initiales :
YESO)E=I0r Yk(x,0) = 1 à
En appliquant la transformation de Laplace, on obtient le problème
EU UE s°y ES)
(1) voir [4] , p. 235.
y(o,s) Es VAN CP) F
| Ce)
y(r,s) 5 È yi(r,s)e S + ©
où l'on a posé y(x,s) — CfrG,t) CT (ss) L'{B(x,1)] (y"(x,8) désigne la dérivée seconde par raoport à x }.
One a (avant-dernier cas des pages 58 et 59
mi = de sie os =
= a? k+1 2k? Cw 5 S e.
= en des (-1) nor RS ETES 5 fSsin kx ; (ak) +5 K 8° kw a
les A, (s) sont les coefficients de la série de Fourier en
| sin 2x
sinus de f(x,s).
Or
PES EN CAT AT) LU OS RS RS COR a tax L + s° s? + w® fax) _ =|- + w? Fe + _ ; ja 1 1 IN | 1 C{ RS }
Ne | = NS sin wt _ sin ak js NS INTERESSE ARE —| À Re
À 2 RE eme Le SEC ire ax + } .
Mk) + 5 8° + © k? [(a°)? - w?]
E. On obtient finalement
. © Y(x,t)v) : (ee 280.x ak” sinwt - wsin(ak?t)
(ak+)" w?
& + —- \ sin Ca?) ,(+-Dar | sin kx ak o
à (utt) = LT {ats)] À Comme f(x,5)v) A,(s) sin kx et f(x,s) = Ciptr.t)) e
les At) sont les coefficients du développement de P(x,t) en
_ série de Fourier en sirus.
Remarques : Nous avons choisi T pour longueur de la pe e
uniquement pour simplifier l'écriture. Ses
Si on remplace la première des conditions initiales par
Y(x,0o) = (x) , la résolution du problème ne subit aucune modi E tion essentielle.
VI.- GENERALISATION
; Dans les chapitres précédents, nous avons supposé que le pro-
_ blème associé était self-adjoint. S'il ne l'est pas, on peut, dans certains cas et par la méthode dont on s'est servi jusqu'à présent, obtenir le développement en série de fonctions propres de la solution du problème non homogène correspondant.
Soient l'équation
et les conditions aux limites (VZ,) DO) M Cle lire der. et les L, étant définis de la même façon que dans le premier chaî pitre.
Le problème associé est + (15) Dr AT = NON; (VIS) AG NO Ce en).
Considérons encore le problème adjoint :
NUL) Tue MAN e NO
4 (12) L,(u) sur ON.
Les problèmes QU, + VIS) et (VI? + V2) admettent, on l'a déjà rappelé, les mêmes valeurs propres, chacune d'elles avec le même ordre de multiplicité. Si fe et À sont deux valeurs propres distinctes, on voit immédiatement, par la relation de Green, que
Cugs Ve) AO En effet, + (Lu, +A,uv,) - (L Vo + liver) * = (Lu, ) a (L V sy) ne A = À) (use) = O Si l'on désigne par (CC) » h=1,,2; ..., n° lesicon—-
posantes du vecteur
U, = mu, ; mL. étant le vecteur (u,(a), as ant) (a), u,(Db); Me, al) (p)), on a 2n (Lu,sV,) - (L'v >u) = De V'ACALACA = 0:
donc
(us Ve) — ON.
Si À est une valeur propre d'ordre de multiplicité ne. on peut lui faire correspondre deux suites de fonctions propres, Us
Un es Un 3 Vis Vos ++ Vin ? telles que les fonctions d'une même
m suite soient linéairement indépendantes et que Cas Va) = 0 Mpour
p#aq (ps a = 1, CRC
Supposons que les valeurs propres constituent un ensemble in-
fini dénombrable et que QU Vs) Z O , quel que soit k ; nous dirons
co Rs ak : L ue la série UP OÙ = £,v stitue le développeq pee K? A, Tai (f,v4)» constitue le développ
ment de la fonction intégrable f(x) selon le système {ur} ;
En reprenant la relation (IT) et en tenant compte du théorè— me de la page 14, on obtient les coefficients du développement de la solution du problème (VI, + VI, ) selon le système {ou}:
Exemple .- Soit le problème
Pr) y" + Ty = f(x) ; 0) + y'(o) — = © (TS) y(o) + y'(o) = y(r) ; y'Co) +y'(n) =p.
Le problème UM EAT = NON:
_ admet Tes valeurs propres et les solutions correspondantes suivantes :
lus = (x1)7 ny = (2k-1)cos(2k-1)x - 2sau(2k-1)x Àox = (2k) Uy = COS 2kx (le ENT OS
Nous choïisirons pour M la matrice
3l El (0) (0) ak O a O (o) al (0) 4 (e) (0) O 1 Alors
O del © 0
N = 1 Lo) (0) 4 (e] JL OMMST
dé dE dl (0)
Les fonctions propres du problème associé ,
d'Al +Av=0; v'(o) - v'(n) = 0, v(o) + v'(o)i+ v'(T) = 0,
Dr UT),
cos(2k-1)x ,
k cos ?2kx - sin ?2kx .
Les coefficients a; sont donnés par les formules suivantes = [2x+ &-18]+4), 5) 28
[2 Ca -p) + A! .
NS
On peut obtenir la dérivée de la solution du problème (VI! + VI;) par
Il y a encore, dans ce cas, un théorème d'équiconvergence
des calculs analogues à ceux du $ 8 du chapitre III.
(1) Voir [16] .
DT
og ét à on CU Std été a dE à
VII.- CONCLUSION
Tout problème aux limites complètement non homogène est réductible, on le sait, à un problème semi-homogène. L'intérêt des séries que nous avons obtenues réside dans le fait qu'elles donnent la Solution des problèmes non homogènes sans qu'il soit nécessaire de faire cette réduction, ni de chercher l'intégrale générale de l'équation du problème considéré. Ces séries comviemment parfaitement bien à l'intégration des équations dont le second membre est une fonction généralement continue, équations qui se présentent fréquemment dans
les applications.
La méthode fournit, comme cas particuliers, les développements en séries de Fourier en sinus et en cosinus qui figurent dans [1] et [3] |
Les opérateurs que nous avons définis transforment les équations différentielles en équations algébriques linéaires contenant les quantités œeG), secons membres des conditions aux limites.
Les coefficients des séries qui représentent le second membre de l'équation différentielle peuvent être trouvés par des procédés numériques, graphiques ou mécaniques; il existe aussi, pour certaines transformations que nous avons rencontrées, des tables de transformées.
Les exemples constituent une illustration de la méthode qui est aussi applicable à la résolution des systèmes d'équations joints à
des conditions aux limites.
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