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Résolution des équations cubiques
Lorsqu'un esprit attentif et ouvert a parcouru, dans les manuels classiques, le cycle ordinaire des chapitres relatifs au premier et au second degré, il est rare qu'il n’éprouve ni étonnement, ni dépit du blocage brusque qui l’arrête au seuil même du troisième degré.
S1 les fonctions et équations cubiques constituent un champ clos réservé, pourquoi ne pas dire tout net qu’elles ne rentrent pas dans le cadre normal des mathématiques élémentaires?
Il est vrai, sans doute, que le troisième degré s'étend sur le triple domaine algébrique, géométrique et trigonométrique, de sorte que celte position à cheval qui, du seul point de vue scientifique, n’est pas sans intérêt, explique la difficulté d’en introduire l’étude dans un traité d’algèbre qui ne s'occupe que d’algèbre ou dans un traité de trigonométrie qui ne s’occupe que de trigonométrie. Mais il n’en est pas moins vrai, aussi, que fonctions et équations cubiques _ peuvent être traitées et résolues par des méthodes élémentaires.
En outre, si ons’abandonne au plaisir d’une incursion, même discrète, dans le troisième degré, on ne manquera pas d’en retirer quelque profit sûr : horizons élargis, points de vue nouveaux, traits de lumière projetés du troisième degré sur le second.
Cet « essai monographique », strictement conçu sur le plan des mathématiques élémentaires classiques, aura pleinement atteint son but si, par la réunion et l’enchaïnement de discussions appropriées
d'une part, d'exemples choisis d'autre part, il parvient à démontrer,
de façon pertinente et claire, que la résolution des équations cubiques peut être obtenue par des moyens élémentaires. D' DEVAUCHELLE.
no
PRÉLIMINAIRES
Un polynôme du troisième degré, entier en x, completet ordonné, conlient un terme enx*, un terme en x?, un terme en x et un terme constant, indépendant de x. Ilest donc de la forme f(x) — max + nx? + hx + letce polynôme en x, égalé à o, constitue l'équation complète du troisième degré,
ma + nx? + hr += o.
Or cette équation ainsi présentée peut être résolue très simplement sile polynôme premier membre est divisible par un binôme de la forme x & 4. Évidemment, pour recourir à cette méthode, il est au moins nécessaire que le binôme soit facilement discernable et qu'on ne soit pas astreint à des essais et tâätonnements trop nombreux. On sait d’ailleurs que pour obtenir un quotient exact, 1l faut que les premier et dernier termes du dividende soient divisibles par le premier et dernier termes correspondants du diviseur.
EXEMPLE : &æ° — Ta? + 14% — 8 — 0. Le polynôme premier membre, s’annulant pour æ = 1 ou & — 1 — 0, est divisible par & — 1, d'où :
xs — Tax? L'A4r — 8
L 8 ET L 6x
ou bien | « 2 — 1x? + 14 — 8 — (x — 1) (x? — 67 +8).
Comme, d'autre part, la résolution de l'équation du second degré @? — 6x + 8 — o permet d'écrire :
dt? — 6x + 8 — (x — 2) (x — 4) — 0, il s'ensuit que:
2 — 7x? + 14xr — 8 — (x — 1} (x — 2) (x — 4) — 0,
- de sorte que les trois racines de l’équation proposée sont 1, 2 et 4.
out e du polynôme nique en facteurs binses + premier c eg
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VARIATIONS DU TRINOME CUBIQUE | y = % + px + q.
L'intérêt tout particulier qui, dans le cadre de cette étude, s'attache
à la fonction y — x° + px + q, résulte de ce que l’équation cubique æ Æ px + q — 0 n’est, en réalité, qu'un cas particulier, qu'un moment
unique et tout à fait spécial de la fonction : le cas y — 0, le moment où la :
fonction s'annule.
Or la courbe qui représente les variations de la fonction y — 23 + pæ à possède une propriété qu'il importe de mettre tout particulièrement en
relief : propriété d’avoir un centre de symétrie.
Supposons d'abord le terme constant nul, 9 — 0 : la fonction devient y = a$ & px — x (x? + p) et cette fonction, ainsi réduite, s'annule pour.
æ (x? + p) = 0. Or, dans x (x ?+p)=oilya, au moins, la racine x = 0 qui prouve que la courbe passe par l’origine.
Si, d'autre part, x désigne l’angle de Fe tangente à l'origine, la pente de cette tangente sera :
3 | TR ne pee 4 T
EP Dour 0, Lo — 2.
Soit un point M de coordonnées positives (+ æ, + y), on voit que la
pente de la sécante OM est plus grande que celle de la tangente OT, autrement dit la partie positive de la courbe est au-dessus de la tangente:
Soit de même un point M’ de coordonnées négatives (— x, — y), la pente de la sécante OM est plus grande que celle de la tangente et par suite [a.
partie négative de la courbe est au-dessous de Ia tangente OT”. Quant à la symétrie, par rapport à l’origine, des points de la courbe pris deux à deux, elle apparaît manifestement si on donne successivement à
y deux valeurs égales mais de signes contraires (par exemple les valeurs
représentées par les ordonnées de M et M’). On a en effet :
\tyl=)+æ)+pltel où y—= &+px,
|—yIZ=)-@t+p|—x| OÙ y di =pr, (Care
et la chaîne qui lie ainsi, positivement et négativement, x et y, démontre
la symétrie de M et M’ par rapport au point O. Donc: 1° l'origine O est tout à la fois point d'inflexion et centre de symétrie ; 2° la courbe est située de
chaque côté de la tangente T'OT et toute droite M'OM est partagée au point O en deux parties égales.
Supposons maintenant le terme constant différent de O, qg Æ 0. 1 3:
faisant x — 0, l’on a y — g, c'est-à-dire que la courbe coupe Oy en un point de coordonnées (o, g)et ce point d’ordonnée g est le centre de la courb y = a + px + q, car si on attribue précisément à y la valeur g les coordonnées au point d'intersection avec Oy sont (x, y) = (0, o), comme dans l'hypothèse précédente.
M'EX
Fi1G. 2.
D'où les conclusions applicables à y = &° + px + q:
4° Dans un plan, divisé en quatre quadrants par les axes de coordonnées odinaires, Ox, Oy, toute courbe y = x% + px + q part toujours de Pinfini négatif dans le troisième quadrant pour aboutir à l'infini positif dans le premier quadrant, coupant l’axe O7 en un seul point, d'ordonnée 4, qui est son centre, et ayant, avec l’axe Ox, un, deux ou trois points d’intersection ou de contact ;
2 Le point d'ordonnée g est en même temps le centre et le point d’inflexion de la courbe ;
3° La courbe passe du négatif au positif en coupant l'axe Ox au moins une fois, de sorte que, dans le cas particulier y = o ou &* + px + q—=o, il y a toujours au moins une racine réelle.
L'étude des variations du trinôme cubique y = x° + px -t g (comme de toute fonction) trouve d'autre part des renseignements précieux, dans les
- indications fournies par la dérivée. Or cette dérivée, qui est y —3a? + p,
n’a évidemment de racines réelles que si p < 0. Donc le signe de p permet
= “a son Ar de ete aux cbordenn ee 0 (o, 2 si Cette e courbe jours croissante ne peut cape Ox qu’une . fois, d'où on “5 équation a + 5x + 3 — o n’a qu'une seule racine réelle. Deuxième EXEMPLE: y — 4% — 62 + 1. = Le coefficient-de æ él
4 rs _ dérivée S annuler. En ci . = SA re he = 3 1e
ee oo d æ varie en dehors de cet rte Le à . “D où le tableau :
4e ellacourbe:
Conclusions. — Il ne paraît pas nécessaire de multiplier les exemples pour se rendre compte que la fonction y — x° + px + q se traduira graphiquement par une courbe de type variable selon le signe des coefficients p el q.
En effet, un premier type de courbe représente une fonction constamment croissante ; p est positif et la courbe n’a qu'un point d’intersection avec Ox, de sorte que pour le cas particulier y — o (c'est-à-dire &? + px + g = 0) il n’y a qu'une racine réelle {positive si g < 0, négative si DRD-O
Un deuxième type représente une fonction avec Mx et Mn, tous deux positifs ou tous deux négatifs (selon g = o ou g < o) et pour y — 0 (ou x + px + g —0) il n'y a qu'une racine réelle (positive si q < 0, négative si g > 0).
Un troisième type représente une fonction avec Mx > o et Mn — 0 ou
._ Mx—oet Mn < o(selon g > o ou g < 0); il y a alors un point d'intersection et un point de tangence et, pour y — 0, deux racines (l’une simple et l’autre double confondue).
Un quatrième et dernier type représente une fonction avec Mx > o et Mn < o d'où trois points d’intersection de Ox et, pour le cas y = 0, trois racines réelles et distinctes dont l’une négative et les deux autres posilives si g > o,ou bien dont l'une positive et lés deux autres négatives SE Qe 0,
#4 Il suffit, d’ailleurs, d'un rapide coup d'œil sur le tableau synoptique cijoint pour fixer les idées mieux que de longues explications, et, pour entrevoir l'utilité de l'étude du trinôme cubique préalablement à l’étude de - : l'équation normale à + pæ + q = 0.
, Dans le premier type, la convexité et la concavité de la courbe sont disposées de telle sorte qu'il n'y à ni M% n1 Mn. Au contraire, dans les {rois autres types, ces convexilé et concavité s'accusent assez pour qu’en supposant un point courant sur la courbe, de l'infini négatif vers l'infini positif, ce point passe par un maximum et par un minimum (toujours par Mx avant Mn et jamais par l'un sans passer par l’autre).
Enfin, si nous examinons, tout particulièrement, les courbes du quatrième : type, nous voyons que toujours le maximum est positif et le minimum négatif, et, c’est en considération de celte propriété remarquable pour _ _Mx et Mn d'être alors de signes contraires, qu'il nous est possible
d'établir la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation normale æ3 + px + q = 0 ait trois racines réelles et distinctes.
Cette condition est :
kp$ + 27q? < 0.
af |
ns En effet, pour qu’il y ait trois racines, 1l faut que la courbe y = x3+ px + Qq coupe l’axe Ox en trois points distincts, il faut autrement dit Mæ > o RE et Mn < o, c'est-à-dire Mx X Mn < 0. | RS: | 3 Pré A F Ru :
hr
-Or les ordonnées de Mx et Mn correspondent à des abscisses dont les
- valeurs sont données par les racines de la dérivée y! — 32? + p, et, si
nous appelons « et 8 ces racines, 34? + p = (x — à) (æ — $), de sorte que,
pour calculer Mx et Mn, il suffit, dans ÿ (æ) = àx3 + pæ + 4, de donner successivement à æ les valeurs « et 8 :
a) = à + pa + Q — Mr, B)= $° + pf + q = Mn.
En réalité « et $ correspondent aux racines + V —À de la dérivée ;
mais, pour éviter l'introduction dans les calculs de ces deux radicaux
| fe 13 | ne à et — = 2 effectuons la division Le c’est-à-dire es Or ; Ss « 2px . : MHpr+g sr, +) CARE : 32? + p 3 3T? + p
” 9 qu on peut écrire à + px + Q = (3x? + p) + es + 1) Dividende — diviseur x quotient + reste.
ESA Et maintenant, si nous donnons à x la valeur « puis la valeur B, le divi- _seur s'annule dans les deux cas puisque x et B sont les racines de ce divi-
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‘seur, (donc : | ER 3 DA Dpa MER us f(x) ou ai + pa gg —0X; É Le ap SE Ha
f{B) ou nt, Fe
Mx X Mn ou f(a).f(8) AE + 4) ee +4)
AMEN == Mx n 9
p'as + pq (a F8) 9% : A
mais, dans l'équation 3%? + p — 0 ou (4 — a) (x —g)— 0, en tenant compte
des relations entre coefficients et racines, on peut écrire : HR ee D'une part « + 8 — 0, puisque dans 34? + p — o le terme en æn AE +.
pas et par suite la somme des racines est nulle. ee
D'autre part af =. + - es
Remplaçons donc, dans l'égalité (1}, x + B et 48 par leurs valeurs, il à et
vient : LEE
EE NES je lee ie
Mr Mn — o7 | HET 27 . re
et enfin pour avoir Mx.Mn <o (c'est-à-dire un Mx et un Mn de signés
contraires, c'est-à-dire une équation cubique à trois racines réelles et — distinctes) 1l faut : | :
kp5 + 219? < 0. | 0 . -
__ Conclusions générales. — 1° Ap° + 279? < o ou Mx. Mn LT 6$ SEE . . quation cubique à trois racines réelles et distinctes ; rose 2° 4pÿ + 279? = o où Mx. Mn — 0. — Dans ce cas, ou bien Mx =o ou re.
bien Mn — 0. ee Si Mx — 0, la courbe est tangente à Ox au point y = Mxet l équation | en cubique a deux racines dont une racine double confondue — Mx (négative et la plus petite en valeur absolue). D'ailleurs on a forcément g < 0. æ Si Mr — 0, la courbe est tangente à Ox au point y — Mn et c'est Mn qui. sn est, pour l'équation, racine double (positive etla plus petileen valeur abso- +. lue) avec g > o. ee _3° 4p° + 279? > o ou Mx.Mn > 0. — Les Ponts Mx et Mn sont a .. a. positifs ou tous deux négaLits et alors il n'y a qu'une seule racine réelle, des deux autres racines sont imaginaires. ce Le PE La formule 4p* + 279? est donc le poteau indicateur placé au to . ra des équations cubiques pour montrer là voie convenable et appropriée à la ie. résolution de chaque cas particulier. te
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RÉSOLUTION GRAPHIQUE DE x° + px + q — 0.
La résolution: graphique: de: l'équation cubique mérite mieux que d'être considérée comme un: simple, exercice de dessin linéaire. D'une part, elle, s’'ébaye, en effet, sur des notions d’algèbre et d'analyse ;, d'autre part, elle foumnit,, x défaut de solutions très précises, des indications vraiment intéressantes.
D'ailleurs, il y a, entre la résolution graphique de l'équation cubique et. celle de l'équation du deuxième degré, des analogies telles qu'il est bon de les signaler et les indiquer, au moins succinctement. Ainsi considérons @? + px + q = 0 où a = — (px + q).
On a, en posant, x°=— y :
19 y—x?, équation d’une parabole bien définie qu'on peut tracer un fois pour
toutes ; 20 y — — (px + g), équation d’une droite dont le tracé dépend des coefficients petg; de sorte qu'il faut attribuer à y = æ? la ou les mêmes valeurs qu'à y = — (px + q), autrement dit fixer le ou les points d’intersection de la
parabole et de la droite (si du moins il Py a intersection) et en déterminer e abscisses communes.
FIG
La figure montre en effet que la droite — (px + qg) peut rencontrer la parabole en deux pomts [æ? — — (p,x + qg,, deux racines}, ou lui être
_tangente [a = — (pr + Q2) | Le — — (p;@ + 3), racines imaginaires). :
“Or, les mêmes raisonnements S appiquent EN équation cul
: .. He jo ou Vs = si. : . à 2. _
er peut tracer une fois pour toutes: Fe de si ee ae a); san d'une droite ; ; ra : . a es.
ee de sorte que, pour avoir & = — (px + … il faut aie . _ mêmes abscisses qu'à y — — (px + q), c'est- à-dire les abscisses du pos d'intersection de la courbe et de la droite. Il en est touy. moins un, Car la courbe partant de — œ (troisième quadrant) - à + © (premier quadrant) : ne peut pas à ne ne rencontrer une droite
_ conque ue le plan. ne RS
à à la résolution unes car € cette résolution de encore S b n] par | Lersection de la parabole : 1 a et d'une circonférence. ELA
Mulüplions en effet par æ l'équation &* + px + q — 0, on a: . Le œ(x$ + pr + Q)—0 ou Œi + par + gr — 0,
(dans laquelle nous introduisons évidemment la racine x — 0, racine à rejeter en tant que racine de à + pæ + q — 0, mais à reterïir — au point de vue graphique — pour la détermination du rayon de la circonférence sécante).
En posant x°?— y nous formons ävec æ! + pa? + gx — 0 le système :
(9 Re ÿ + PY + 4E —O, Ç ou le système équivalent :
) ; Dre Ve 0:
2 + y + (p—1)y + gr —0,
[système dit équivalent parce que la deuxième équation de (2) n’est que * l'addition membre à membre des deux équations de (1).
Donc, toutes ‘réserves faites quant à la racine æ — 0, les solutions fournies par le système (2) seront les solutions mêmes de à? + pæ+ q=—o. Mais,
Aa? — y = o ou y = x? est l'équation d’une parabole à tracer une fois pour toutes ; 20 gg? + y? + (p — 1) y + gx —= 0 est l'équation d'un cercle dont les coordonnées du centre sont déterminées par les coefficients de x et de y et dont la circonférence passe par l'origine O {à cause de la racine æ — 0 dont l'importance, au point de vue graphique, apparaît ici de manière bien _ évidente). ; ES D'ailleurs, considérons, par rapport aux axes Ox et Oy, un cercle de ee rayon R, de centre G aux coordonnées (a, b) et dont la circonférence passe par l'origine O.
Soit un point M (x, y) quelconque sur la circonférence.
Le triangle rectangle CSM donne :
nes CS? + MS? — R?, + : ou
(x— a} +(y—bP—=R, ou a? —+ y? — 2ax — 20y + (a? + b? — R?) — 0. D'autre part, dans le triangle rectangle OTC, M DR? | ou PR Ce
de sorte que 2? + y? — 2ax — 2by — 0,
expression analytique d’un cercle de centre Cet de rayon CO.
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Les ordonnées de Ge te de la circonférence, sont : 5
AT
“rence > sont - — - 2, 0, » et 1, A Ce sont Ve sue de la propose.
* CRE à
Scion. la combinaison de signes dont on affecte les ; riques , et8,ona: a
| De Ja olbon tas ces ie équations, différa Nes les sons S ‘effectue à | il aide dur même > tracé pari ue. D.
Premier quadrant : x — 5x — 8 — 0; —- Les coordonnées du centre sont (+ 3, + 4), et la circonférence (le point origine non compris) coupe la parabole en ur seul point d’abscisse æ, — 2,803.
C’est la seule racine réelle. (La courbe y — x — 5x — 8 a.un
Mæ = — 3,69 pour æ — — 1,290 et un Mn — — 12,3 pour æ — + 1,291).
4% Deuxième quadrant : x? — 5x + 8 — 0. — Les coordonnées de C sont (+ 3, — 4) et la racine réelle unique est æ, — — 2,803.
La courbe y = x° — 5x + 8 a un Mx — + 12,3 quand x — — 1,291 et
un Mn — + 3.69 quand x — 1,291.
FIG. ft:
Troisième quadrant : à + 5x + 8 — 0. — Les coordonnées du centre sont (— 2, — 4) et la racine réelle unique x, — — 1,249. (La courbe y = 2° + dx + 8 n'a ni Mx, ni Mn, car elle est constamment croissante). Quatrième quadrant : &Ÿ + 5x — 8 —0o, — Les coordonnées du centre En, sont(— 2, - 4) et la racine réelle unique æ, — + 1,249.
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(La coùrbe y = x + 5% —8 na ni Mx, ni Mn, car elle est loujours | croissante. ) es Certes, nous n’affirmerons pas que des intersections de paraboles et de : circonférences peuvent donner mieux que des résultats, approximatifs — — surtout lorsque les courbes se coupent sous des angles lrès aigus. — : Mais nous pouvons dire, cependant, que la méthode graphique ne doit. cr ee être ni récusée n1 dédaignée parce que : ei 1° Elle a le mérite de la simplicité (un tour de compas dans le plan d’ Une + 0 parabole); | Fe.
2 Elle donne des indications, die et Lintengre os facile, SUL + le nombre et le signe des racines réelles. Se En particulier, ces AE sont d'une re très suffisante rs es quand ils concour x pe Eg.Cest he effet, un graphique qui sert d’ A à un ane D à Soit, par exemple, à effectuer le tracé de la courbe y = à —3% #1 Re L'exactitude d'un tel tracé est d'autant plus grande qu'on parvientàa déterminer une plus grande série de points de la courbe et, si possible, de tangentes en ces points. | A Une première série de points est fournie par a dérivée. Or
33 (a 1) = 3x EL Lie), a
et y s'annule pouræ ——+E1. Or, quand x =-14;y— ee NES quand | GA, y=>-1 = Mr. re
D'autre part Mx >< Mn — — 3 < o, ce qui indique trois points d'inter- a section de la courbe avec Ox, d’où une deuxième série de points remar- & quables fournis par la résolution graphique de l'équation à? — 3% L41=0, c'est-à-dire y — 0. Or les intersections de la parabole y — x? avec le cercle, dont le centre a pour coordonnées (— 0,5, + 2) avec rayon — CO, pre ee les abscisses — 1,88, 0,35 et 1,53.
Le centre de la courbe est déter miné par le terme constant —+ 1 (quand (x = 0, y — 1). Donc la courbe coupe Oy au point d'ordonnées + 1 et la. pente de la tangente en ce point (point d'inflexion et centre de symétrie) se calcule par la dérivée y — 3x? — 3 dans laquelle on fait x = 0 : |
HS tes 0.
Enfin, deux autres séries de points sont obtenues : 4° En transportant l seine 0 au point es AS Or
VF
VX IX x (ur — SX (NÉ VX NS
ét pour Vo ona X:—= 0, Xe V3: X7— + V3 ce qui donne les deux points À, et B,; > ; ARE Di aucportanl F origine O au point y — 2. Puisque la courbe à un
centre, les droites AO A’ et CO,C’ sont partagées au centre O, en deux parties égales, ce qui fixe les deux nouveaux points A’ et C”. D'où le tableau des variations :
LR co — 41,88. — 1 0 0.35 1 153 + co £ Æ 0 3 0 re vA 0 = | à DT ra st N Poe Le Se
D'où la courbe FMx:0 ,MnH qui représente ces varialions.
é ER Me ee PO RIR EE EE à 2 k 3 À' | { | | :
| r XL F . PT PRE AE 2. EE .v KE.
Fic. 12.
Si dans la fonction y = x? — 3x + 1 on donne à y la valeur À (para-
mètre variable), on peut écrire æ° — 3x + (1 — À) = 0, équation du troi-
sième degré en x, et discuter cette équation, en suivant le graphique de
Mn vers Mx. D D pe) Si x < —— 1 : une seule racine négative 0 C2 SE SI À = — À:: deux racines dont une double — de à Mn) el. — 3x + 9 @—1ÿ
He de, | nn
dont l’autre se calcule en faisant la division — qui donne ;
Si — 1 < X < 3: trois racines dont la plus grande en valeur absolue est. négative si À € 1, positive CR SAUÉ - LES Are Si = 3 : done racines dont une Hvuble = Flaute 2222 ne Si > 3 : une seule racine positive (plus grande que 2). : 7 SE Lorsqu'on donne à À la valeur particulière 2, l'équation devient :
DORE De lee 0
(l'axe Ox coupe Oy au point d’ordonnée 2) et cette équation ‘a ne racines — 1,53, — 0,35, + 1,88, c'est-à-dire les mêmes racines que 2% — 3% + À — o mais Do de signes. : | Dans les divers déplacements parallèles de l'axe Ox, les abscisses des. points d'intersection ou de contact de cet axe avec la courbe offrent une F2 relation tout à fait remarquable : leur somme algébrique est nulle. ro Ainsi, quand l'axe Ox passe par l'ordonnée (— 1), il a avec la courbe un. point de tangence représentant la racine double + Let un point d'intersection représentant la racine — 2 : + 1 + 1 = 2 — 0; de même quand Ox passe par l’ordonnée (0), les abscisses des points d'intersection sont . —= 1.88, + 0.35 et 1.53 et — 1,88 H 0,35 L 1,53 — 0 ; de même a passe par l’ordonnée (+ 1) on a — V3 o + V3 — 0: de même quand il ‘passe par l’ordonnée + 2, on a — 1,53 — 0,35 + 1,88 — o, et ainsi loujours de même. | er Cette propriété intéressante se démontre encore en utilisant les relations entre coefficients et racines. Si en effet nous considérons l'équation com. és sous la forme xÿ + ax? + bx + © — o dont les racines. ou DE æ”, on a les équivalences
DE a <br +co=(r—x)(x-- «(x —r)= | ur x ET æ; - ou x”) x? a (x! + x’ + æ”) x? LE (x'" x x” + x” x”) pee Et .
Or l'équation normale x° + jx + q est une équation sans terme en a, autrement dit dont le coefficient de est égal à o. | se On a donc a — 0 ou &' + x” + #” — 0 : la somme des racines est nulle.
RÉSOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE de x#° + px + g —0.
Lorsque, dans la résolution des équations cubiques, on veut obtenir des résultats, non plus approximatifs, mais absolument exacts et précis, la
seule méthode élémentaire acceptable est la méthode trigonométrique.
Celte méthode, en effet, permet (au moyen des tables de logarithmes, comme pour une résolution de triangle), de calculer les racines de n’importe quelle équation cubique normale et par suite de toute équation quelconque du troisième degré. L'unique préambule obligatoire est le choix convenable de la formule trigonométrique appropriée au cas proposé, choix d’ailleurs étroitement dépendant du signe de l'expression 4p° + 27q?.
Le plus souvent, sans doute, la somme algébrique 4p° + 279? sera Z 0, positive ou négative. Le cas 4p° + 279? — o sera donc très rare, si rare qu'il convient, pour déblayer le terrain, d'examiner d’abord ce cas particulier.
PREMIER cas : 4p° + 27q? — 0.
L'ÉQUATION A DEUX RACINES, L'UNE DOUBLE, L'AUTRE SIMPLE
Lorsque le coefficient p et le terme constant 4 sont tels que l'expression 4p% L 279? — 0, l'équation cubique peut être résolue très simplement, sans même recourir à la trigonométrie; il suffit en effet de se reporter à l'une des conclusions términales de l’étude du trinôme cubique: 4p° +279? = 0 lorsque Mx x Mn — o et alors, ou bien Mx = o (si g < 0), ou bien MA "Oo ST 9.0):
Donc l'équation a une racine (racine double confondue) correspondant au Mx de la fonction y = x? + px + q si g < 0 ou au Mn si g > 0. Et cette racine double est égale à la valeur prise par x lorsqu'on annule la dérivée y — 3x? + p. Donc la racine double est donnée par 3x? + p — 0, el son signe est le signe même du terme constant q.
one ne “ résoudre 2° — 9,72 + . ee | 12)° ee 27 (u, 664) _
Fe . = == 3e = 72 36 es - re
— el celte dérivée Ê annule pour DE + 18. Donelan racine. den
4 — 11,664 < 0. | re En La racine double étant - ts. l'autre racine sera 143 3 6:
* ol D RE <
es : Remarque. — Les. racines de l'équation
a Re in. - 11 ES o. ee Es
ie in Re De ut ee us ; Leur valeur elle est — 6 et + 4 elles ne diffèrent que par
rs | vec k Aus. Deuxième CAS : : An de 2 '<o a.
- Dans la formule Ra de arcs D da 4 cost ue en ie | Joe
Ps, 4% : PP Z : 5 à = Ke Pt ET LR STE L ; he Lee = PNR à EL ER s É
si nous faisons COS
TRES
= uelcos a a eco:
IR
| forme de 3u LE = — 0, ou À dre
a De ni . — —u — = O Hole avoir trois : racines “réelles puisqu d'elle sat
condition LE 21° & 0 (en elfe up . né = =
TR rés à = Æ n }
APE de a
mec F
HE .__ de cos «a = b (valeur connue, terme constant) signifie effectivement possi-
Pa 3 b | bilité de résoudre l’équation uw — ot Cl (Résolution d’un cas parti-
culier selon une méthode dont on peut ensuite espérer la généralisation et l'application à &° + px + q — 0.)
En fait, la détermination des trois valeurs de cos “ c'est-à-dire des trois SRE Re md ob racines réelles w,, w,, u, dans l'équation u? — 37 0 repose Sur des
considérations dont l'exposé et la discussion constituent le problème initial tout entier.
Tous les arcs, correspondant à un cosinus donné 6, sont compris dans la formule 2K7 + , « étant l’un des arcs dont le cosinus est égal à à.
x « | 2K7r œ De même tous les arcs 3 sont compris dans la formule CRT ar
3 et si nous donnons à K (nombre entier) les valeurs successives 0, 1, 2, 3, …
< : . ; 2x nous obtenons les deux progressions arithmétiques, de raison — :
.* Dre a kr a 6x a 8x a tra? Je 3 3 3 T3 3 T3 Re De SE LES SRE à RER FAT Frrr Rs RES
Or, il apparaît que, dans l’une comme dans l’autre progression, chaque série de trois valeurs successives est équivalente à la série précédente, et, par suile, chaque fois que K augmente de trois unités, on retrouve un arc équivalent. De cette répétition d'arcs il s'ensuit que chaque progression ne renferme que trois équivalences distinctes :
Re 27 1 AT.
Rides (1) (2) (3) ee ons Aer ru NE Re (4) G) (6)
Et le problème semble admettre six solutions. Seulement, si ces six arcs sont différents, il n'en est pas de même de leurs cosinus car, en ajoutant deux à deux les arcs (1) et (4), les arcs (2) et (6), les arcs(3) et (3), on a une somme égale à 0 ou à 27 de sorte que les cosinus de chaque paire étant identiques, il n’y a que trois solutions distinctes :
1° cos = = 0ST ou COS — — Mis 3 3 2x + à 4 — à ARCOS ES ou CONTRE Ua, 3 3 4r + à 9x — «a JD OBS ou COS US
_ Done, si a est
FACE : 2 2 hu Bu — bo po
ue Us F Fe ne . 1° Calcul de res b Hablé a puis do Li de l'arc correspondant à ace loganthmes. de :,
| De cu arc, ere soit en ue soit en Fe on pe d
dans. la formule Ex + o. “ ne . dans? me 4 sole
seules solutions distinctes sont :
TM a Rips rer ere ou.
arcs “he une foie déterminés. sont ramenés au premier re re dite Bt T e S - sas Res PRRIOE à NM A GI es En nee Far D RE 454 crus Soit par one à ar ne en 4 COS. 3 COS 1 COSd = 0, FE LE
YA
PE
Au dAns laquelle on donne à cos a la valeur nuinérique. r= 0,2 |
ne . ASS ce € 7e Le TS DER RD AE He s EF AEA Se Faisant co a AL nous avons : PÉRES SORA ASS er RL d U ! do LE noue, ue el nous écrivons selon le schéma ci- -dessus : Fe _ Be
a nr È | Va | log cos a ou log: = og 0 0 4108 _. 62 304
ne qui nous donne fe ane a?
par suite les trois arcs 3 sont : “
de EST a eo 3— cs : : |
Tee
het
er. x car
ee — 290Y. 8066 et 2907 . 8066 — 200Ÿ — 90 . 8066 30 / ou : Dr — «à — 109Y.1933 et 200Ÿ — 109Y. 1933 — 90 . 8066
Et les calculs logarithmiques donnent les résultats suivants :
log cos : — logu, = log cos 24Y.14 — 1, 9680 ; uy = + 0. 92896 {u, > o puisque cos24Ÿ.14 > 0); | log cos ns ou cos = à + — logu, — log cos 42Y. 5267 — T, 89490 ; Ux = — 0 , 78505 [ux L 0 comme cos(x — 157Ÿ.4733)]; log cos ee ou cos = 5 — log u3 — log cos 90Y. 8066 — 1. 15814; uy = — 0 , 14391 [uz <T 0 comme cos (x — 109 ,1933)}. Remarque. — Nous savons que la somme w, + w, + w, doit être nulle.
Cette annulation est une preuve certaine de l'exactitude des calculs. Il ne faut pas négliger cette vérification. Or, nous avons :
RÉSOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE DE L’ÉQUATION Le DES Ve Tor
(identification avec 4 — : = : — o)
: 7 Des AE b :
Puisque l’équation particulière u? — Fr po où dont on- sait calculer les racines, est de même forme que l'équation générale &* Æ px + q — 0, la résolution de la première entraîne la résolution de la deuxième, si ces deux équations peuvent être identifiées.
Or, -précisément,* cette identification est rendue possible par l'emploi
d'une des plus puissantes méthodes connues en mathématique : le chang'e-
ment de variable. Si en effet nous posons &æ — Xz, l'équation a° + px + q=0o
devient 13% Æ plz + q = o ou 3° + à z + ee o et l'identification des deux équations
Le radical se KE (valeur de 3 jus un double ne
eussion doit se on senur sur les racines
10 Identification et directives :
et, Ssia : est l'un des arcs dont le cosinus. =. soul à 8, Jo:
» puis ‘ = Lbt.
NE Ÿ 2) Fe "
_ d'où caleul LS x degrés ou en rare mo
LS - RES res S de
FE
dr ne. ee Re .
RÉSOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE 29 … Calcul des valeurs absolues de x,, æ,, x, :
logæx, — log À + log cos a;, puis détermination de x; ; logæs — logÀ + logcosas, » » La ; log æ3 — logÀ + logcosaz, » » T3.
3° Signe des racines. — Lorsque les valeurs absolues des racines sont déterminées, on affecte chaque racine du signe qui lui convient, en observant la règle suivante (voir étude du trinôme cubique) :
Si q > 0, la plus grande racine sera négative, les 2 autres positives ; Si q < 0, la plus grande racine sera positive, les 2 autres négatives.
Remarques. — I. Condition de possibilite des calculs. +- Ces conditions
sont :
p<o et RÉ rh EU ou bp? 2 1.
169? . 169? 4 Or &? — —T., i] faut donc L 4 où 169? < À6, mais À = — ie el ke 5 27 . G4p° a jE: Re on doit avoir 16q? < — 57 OU 4p° + 279? < 0, condition qui, précisé-
ment, est celle prévue.
I. Coefficient indéterminée X. — Le coefficient À joue évidemment un rôle de premier plan, puisque c’est grâce à ce coefficient que s'effectuent lechangement de variable el l'identification. En réalité le véritable rôle joué par À consiste à soulever les barrières étroites entre lesquelles (de — 4 à +- 1) les cosinus sont forcément confinés. On constate en effet, que chacune des
_ trois racines de à + px + q = o est égale à un cosinus multiplié par à: À cos a,, À cos «4, À cos #,. Cosinus différents multipliés par le même coef-
ficient À.
. Pour représenter graphiquement} dans ses rapports avec le cercle trigonométrique, on prolonge le rayon OM jusqu'en À. Le segment OA fait par exemple avec Ox un angle «..
Premier exemple de résolution : 6 or
Pa Ÿ f < £
te relation An 4 21q° ns +: 2x es st'qu nti . rte no
et nous avons æ — JA Âu = — À cos (si « représente ut
. cosinus est égal à b): ne in
pus dot. Me.
AR puis SR NA
= À Fe ee 2 X cos 20° == 2 20,097
7 La, eco : 2 S cos 40 = 2 0,766 1.532, da = X 00843 = 2 X 00880! = 2 XC 0,17872 = 0,347:
Ces du. représentent, en valeur absolue, les faces c comme le terme constant — 1 est négatif, Ja plus grande
_tive et les deux autres négalives, de sorte que, ( en rs el
racines sont :
— ° SAR ne d ,879,
Fe Feist
log — Le pcs = à (logés : colog 2 = 0; 58365,
_ logb — logcose — 1 52 +5 = log 3 äs = à colog ii. Se RE Codeide À ve x — 246,68, : Læ / à à 3 — À, rs 86,227, ; ; aie, 56 Jas == 2006 — 141,56 — 586,44 — 12551033 ax — 2006 — 1256,1033 — 746,8967, Lee À COS 4 è CT Jlogæ, = logÀ + log cos «, : 2 —0,57953, TENTE 2e é ee ÀCOSa , et. logæ, — log À + logcosa, — 0,366665, Jm1=12%6), 3 A cos 3 et log; = log À + logcos 23) RTE dE gr < CLR d = 0,16774, ; É 4 qu > AU LES s 1 T3 Le
O0 Tone ass + 0 nn L ÉQUATION À À UNE RACINE RÉEL _ LT DEUX RACINES IMAGINAIRES
=. possible ne Értcenmeol) d'utiliser ae . mét
dr 0 |
| u3 — He o dont l'entrée” en jeu est subordonnée à L2 + 91q | D’ sie. en prévision des deux racines imaginaires qui, dans
- sent, accompagnent la racine réelle, rappelons brièvement les pr ; sr remarquables des racines CHRTR ESS de à unité, et FÉSOIMOEL | nÔ
eu | —0. : | | | NÉE FAR
. _ Une première solution évidente de a — 1 — est la ravie æ
Donc on peut écrire: 7 =. A ee a - as - os
de sorte que 1 trois racines de . — ne. = 0 » sont :
D, 1 a A ee ee F 1 9 1 Es
SR ce . -
: ee. SM SRE RE re
REMARQUES. — 1° Algébriquement, ï ya lrois. expré . cube = — 1 : une réelle et deux imaginaires.
re Chacune des racines imaginaires est le carré de l'autre. $ à nous appelons x et B lesdites racines in vérifiant
4 > æ&+æ+1=o, on à 48 = j = 1 el comme a? _. + on a 2f
| B— 0%? ; de sorte que, x étant l’une des racines imaginaires de 1, les racines sont :
x : Ë : ‘ Wa racines imaginaires, ue
ai racine réelle.
3° Un nombre quelconque N a trois racines cubiques algébriques, car si nous représentons par « l’une des racines imaginaires de l'Unité, les trois racines de N s’obliennent en multipliant sa racine cubique arithmétique successivement par «, &?, a?.
Ainsi les racines cubiques de — 8 sont
ou Ti 4192. VA, AE PARIS F. 2.
4 Quand on élève au cube les deux membres d'une équation, on obtient une équation plus générale que la proposée : ainsi A% — B* contient les racines des trois équations À — B, À — Bx, À — Be? (si « est une des racines imaginaires de 1).
Il nous faut insister tout particulièrement sur l’im portance de cette dernière remarque, parce que le principe qu'elle met en lumière nous est une indication pour rechercher et établir une équation trigonométrique appropriée au cas 4p° + 27q? > o (présentement à l'étude).
S1, en effet, nous considérons les trois expressions :
uy —=À( tga + cotga), Us — (a tga + 6 cotga), U3 = À(B tga + « cotga).
(« et B étant les deux racines imaginaires de l'unité), nous pouvons cons-
tater qu'en élevant au cube l’une ou l'autre de ces expressions, on obtient
le même résultat :
u3 — Au — }3(tg3 a + cotg a) — 0.
Constatons aussi que Le choix de la somme (tga + cotga),
a pour but de faciliter les réductions, les transformations logarithmiques et l'introduction des racines cubiques de lunité). . Si, par exemple, nous élevons au cube l'expression w,, nous avons :
3, = Mftgsa + cotgÿ a + 3 tga cotga(tga + cotga,, or U,
tea Cotad 1 et tga + cotga = Ts |
ae er a(iga + lg) =.
FEES
= ru _ (gra É cat d= = 0. a
D = = 28 (15 a de cotes a) - a. sur, : se
hé,
es aie . ë tga ne a _. :
en 1,
Æ TE : f ë DE %
Le +. de sorte qMé 6se a a.
et _ 328 lg a coig alla ste a +8 cotg a] = 3% Se
| here eoun) © | D Bu — {ga + coigre) = ee
eee De même Ua élevé au Cube, donne: +. : Se + ES RE = Be — te + ane) à
. sions . Us Us RU à un seul ie mème résullat qui. est ré éc
ns ce Hp Fe (te a + cotg a) > racine nées
Un Aa. cotg a) e A BR iga -F a cotga)
LE
- . REMARQUE. —- L'identification “ D LE pa a. q = ox ec ui ee Ja cotg? ue exige non seulement la condition 4/
_ mais, en même lemps, p < o. Celte nécessité apparaîtra d us d HUE Ci- dessous. D ailleurs : nous s établir
rouen : TRIGONOMÉTRIQUE DE L'ÉQUATION 2 Fute - o quand 4° + 27q2 0,
PREMIER CAS : p < 0. | RE ee
u3 — Zu — À (te a + cotg3 a) — 0, LH PT +0,
se F = u, RS Ce et — 13 (183 a + cotgÿ a) — q.
RO _ déduit aussi tg3 a me Colt —— Se Pour calculer l'arc « on pose
it (? étant un arc auxiliaire), de sorte que
tgs a ce cotg® a — tgo + cotgo = — à ARS n sin?o + cos?+ : l 223 ; .
— 3 (t col — 8 —_— © — — 58 = — NE ferons) sin? COS ET 29 sin 29
à on
ee . En Len | z FERA : ie < mi nd) À De + cotga) — re : (ga + colga) =
Te 1 v—3 a 2 Vie + (1 2 Jeutga | e
— cotg2a V— 3)
+ cotg 2a V3)
a _ Gonäitions de possi ilité. a
. 'est- à- dire re à
ex
REX
ÉMACUERE tg 29 — a : LA ces
Run puis o, See a et 9a et enfin x : Se
Te Blgu— cotgo = — 2/2 cotg 24, | TN ee:
me cé (xtga - — $cotga) — = VE (hu sin 2 — À LAON .
= U3 — = (Btga— « 2e a VE (cotg 2a — — ; ee
WW = = CES
ER de résolution dou eee quand 4pÿ +279 > 0. ee É ge 27 Résoudre x — 5x — 8 — — 0. RE
. ee ae 6 05 d'où ee. | eu à ds. STD 2D = —= — (VE: \° pr TE (V5) Ù ; GR
“2 lou sin 29 — colog# = À (log 3 Hi tologs). ; | | 2 29 — 3232 30" et g — 1601615"; ke
tga—tgs logtga—= log ter, «— 333325". et
ès lors on te les trois racines 2 : LR Po.
Te “re e LUS = Es
log 2 #2 log . AE colog . sin 612650” Le. : e | æ |
Îl
— racine réelle ARE
Le Ur EE V7 ne. Lee
FA
sin 24
racine imaginaire, !:". ;"" *%
—+ racine imaginaire.
4 Li, sue ; Ra + ; : pee x k LE » À 4 } Ar é 7 + Fg .
De 4 | ".
7 à 7 + 4 | AONEL, + 11 : mn 4 1 *“ ? ” _ (le 2
: 5 - racines. est {toujours nulle
: - + . "+ = j = Lu =. Le a |
de : = L 2 e É? ANS &
ri DEUXIÈME REMARQUE. - = £" ia de vient d être résolue 9 eh rest que le cas particulier y=o0odey=x— 5x - — 8 dont
à rite d'arrêter notre attention. ee “e - ni .
= F É 7 * £ : + PA A 4 s é r 1 ! ES DT De Pr £ & 7 1 pe | 2 Le s = s ' 1 ture Re Ë ; : LS : : $ res : 0 ; #1 8 k ne Û ent nm à RE Ne Le SR HR Pa = ; DA f : Bu Fe | < A 7 es — ce ° “ : 1 cs | = “ 2 : : RES RTE Ent : À a Æ si = Fe à É es + : < = à are 2 : _ = A j x me Ë Z à à ; È = ci EX 2 :
f Es Gi > [l = < LA DE 1 < x \ ; LEE { : à Fete RES ne. | Re -4 46 Eee -£ = DR = 2.20 |
se Ce site courbe passe par un M = es ne 12,31 quand : re = + 4 294. 1
— 52 — 5. Alors, pour
# È — 1,34369 — 0,235 V— 3, ds = — 1,31369 + 0,24315 V— 3.
ra Mais quand la courbe passe par son Mx = — 0,69 et son Mn — — 9,61, 18 on retrouve pour æ les mêmes valeurs — 1,291 et + 1,291 que pour le Ma et Mn de y — 2° — 5x — 8.
= Le terme constant g fait donc changer sur l'axe O7 l’ordonnée du centre de symétrie, mais la courbe garde la même disposition BARRE de part et d’autre de l'axe Oy. Si, en particulier, 49 = 0, on ay = 2° — 5x — (x? —5) et les racines de x? — 5x — o sont æ, — — V5 — — 92,23607, x, — 0, se De — + V5 — 2,23607.
Si enfin, considérant à nouveau la courbe y = x? — 5x — 8, nous dépla- | ne l'axe Ox, parallèlement à lui- -même jusqu’à ce qu'il soit tangent à la courbe au point d'abscisse — 1,291, ce point devient, pour y — 0, une racine _ double confondue et la racine simple correspondant au point d'intersection _ avec Ox est égale à 1,291 XX 2 = 2,58 (— 1,291 et 2,582 sont les racines & de 1e is 2% — 5x — 4,31 —0).
= Lo > 0. — Résoudre x° + 3x + 1 — o.
I nous faut identifier &? + 3x +1—o, avec u? + 3X?u + 2? *cotg Po 0 È Et nous avons :
MO NA ee d'où = 1, à 2x3 cote? ou nn — 213 ou tg25 = 91329; log tg 2? — log? — 0,3010300, | do — 701.4833 et 9 — 35Y. 24175, tgÿa — igoss2rets "log tga =: log tgo — 1,93034, - Ce saT. 9161 et 2a — 89Y.8322,
_ log cotg 2a — 1,20726 et cotg2a = 0,1612 ;
_ æ3= cotg?2a —
(toujours p € 0)
Ne 1 racine dobte donnée par 32° + p — o et de même signe que q; gore 1 racine simple égale à deux fois la racine double et de signe contraire. as as E Din ape ee
(toujours p < 0) _3 racines réelles, distinctes et inégales. | : Changement de variable en posant æ = Àz et identification
ÉCRAN Ù b a se CRE —<U——-— ADS ARE R + avec u? LU— GOT z u cos 2) ; à | ER 4p 5 4 ë : : 49 D ï À — ne et os Se ICS IT. 4p3 979 > 0: , LEE Let RO POBUE Ma So racines imaginaires Re. Identification avec ue 3Xu — EE (tga + cotgÿa) — 0, ; et Den, vu q=-- tea, -P-cotes ë A | te he 2 p\° RAR et sin 2 RME ; : q q 3 a SRE s DR Aire EE | EN Re _ Identification avec u3 + 3Xu — X3 (93 a — cotgŸ a) — 0, PTE RÉ qg = —X$ (tgÿa — cotg*a), 2 PSN PAR UUEE PASS -et | cotg 29 — 53 — 1 (V2 + | ; res ni Se
QUELQUES PROBLÈMES RÉCAPIT
L'OÉ PE
7 Ü | dre. Dlus grande racine en al absolue est ne Pt env ir : les deux autres racines valent environ + 4,3 et + 1,7. Ces chiffres n ) il est vrai, qu ’approximatifs; cependant cette to approchée nous | _munit déjà contre les erreurs lourdes suite susceptibles de se An dans les calculs logarithmiques. he fe En abordant la résolution trigonométrique, il convient de con rmer, une double remarque, tirée de l'examen des coefficients, les i ica _ fournies par la résolution graphique : Le Si A 0e + 21g? —;— 1979 + 1393 = 0, “résultat négatif qui d ne priori, trois racines réelles, distinctes et inégales ; a de RAC #
QUELQUES PROBLÈMES RÉCAPITULATIFS 43 2% 4 = 17 > 0 : la plus grande racine en valeur absolue est négative. La première condition fixe d’ailleurs notre choix sur l'équation auxiliaire en cosinus et après avoir changé de variable (x — Àz), ce qui donne : ; pe — "3 La D BR ANT = PUITS — 0,
nous devons identifier avec )
pour en déduire :
HIS ET et D hoe US. COS Si « représente un des arcs de
_cosinus égal à b;
[ 3 rs — £ : I . Le ee.
X2 £ d'où À 3 et m2 \ 30 = — — - d'où d'a D rs Us À 4 A3 ( à) (28)
(Dans les calculs logarithmiques, on ne tient compte ni du signe de b ni du double signe de À, parce que le signe des racines est déterminé, a priori, par le signe de g).
Calculs logarithmiques :
£ (log28 + colog3) = 0,48501835, 1002 log cos à == log28 L © log 3 L © colog 28 080 — log cos a — log? ee 0g + 3 colog2? Ù — 1,4471580 -L 0,7156820 L 3,829263 — 1,9921030,
d’où : aœ — 10053" 54" 7 ou 127,106, : 3091-04 T ou 40358 = — > 1, log æ, = log À + log cos a, — 0,48501835 + 1,99912795 — 0,4841446, %1 —— 3,048921, 2x + «
ee Le5294 54", 1 ou 137*,3687 (qu'on ramène au 1°" quadrant).
00022 °9,92 ou 62*,6313 Pie EU Ce + d, log x, — log À + log cos 43 — 0,48501835 + 1,7433977 — 0,2284161, To = —- 1,69206, 47 + a
2400 21.54;.,1 ou 270,702 (qu’on ramène au 1°" quadrant),
— 63037 54" 7 OU AE UV TN SR is sr ie — log + log cosaz — 0,48501835 + 1,6475170 — 0,13233533, — + 1,35686.
Fe 0480, à
de 1° Réduction au type normal. — - Pour faire disbatatee let on pose œ — + X et on fait & 5%. et — — È =.
fiction, on obtient L équation x — VAE 30 = 0.
de la ee nee _- X° et de la circonférence sécante de Se ë WAVE 2 è ke ee $ Le TS Le $ ; == -— TP .
. ie 7 £ È ! é Æ ae E D : Le f] & ge 5 < # 2 & E à : ' RS ee DA d 4 sue F à à î Le à re 3 FT À : £
= (+ 15, + 10) et de rayon CO. LE abscisses — 3, He ee. de X° —1X=80— 0. a ee
tes 7 2 > 2 # Ÿ 5 e Ÿ à ee T. *. re ee S a ; D *:
ie à ss
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- On obtient les racines de x — 152? + 56% — 60 — o en ajoutant », aux
s] racines X EX TX + T=—-3+5$— 2, de | To « TR ES, La == X3 + di = + 5 + 5 — 10
3° Résolution trigonométrique. — 51 nous considérons les coefficients - de X5 — 19X — 30 — o nous avons :
1° 4p$ L 274? = — 4 X 195 + 27 X 30°? < o, de sorte que l'équation tri-
Rex ASS PS gonométrique auxiliaire convenable est u? — AUTRES 2q=—=— 30 < 0 de sorte que la plus g grande racine en valeur absolue _ est positive.
Posons donc X — Àz et identifions :
: : A1 30 1333 — 19Xz — 30 — 0 ou 73 7 — 9 | avec \
Fe Nous pouvons écrire :
ARE Creme et Xi AU = \cos : (si nous appelons « l’un des arcs dont le cosinus est égal à b); 19 3 ; 76
2 = À 2 — — se a , 90 nm =? d'où x et é _e 30 b 120 120 (V3)° 0 _———- ot She nn eee re er 3° Enfin RÉ ET d'où is x (6) Calculs trigonomeétriques :
log À =. (log 76 À colog 3) — 0,7018462.
log b ou log cos a — log 120 179 3 Log 3 + = à colog 76 = — 1,9736418, d’où :
= a — 19°45 37" : 6° 33/12",5 — a, D) == —= 12603512"5" — ramené au {** quadrant 53°24'47"5" — a», k Hu —— — 2460331253" — ramené au 1* quadrant 66035 42"5" — 44, X, = 2Xcosa, et log X, — log À + log cos «, — 0,7018462 + 1.9971238, — 0,6989700, X, 70:
_ X2—2Àcosæ, et log X2 — log À + log cos «> — 0,7018462 + 1 51192104 —=0,#711210, X» Le ve 3.
X3 — À COS az, et log X3 = log à + log cos «3 = 0,7018462 + 1,5991833. = 0,3010295.
Ke Et des 1 racines x dessus :
Eu no
ARTS
|? PROBLÈME. CALCULER LE DIAMÈTRE æ D’ UN Ÿ DEMI-CER / CONSCRIT A UN QUADRILATÈRE DONT TROIS COTÉS CONN . a4=%,b=3,c = 6ET DONT LE QUATRIÈME COTÉ I
| cONFOND AVECLE DIAMÈTRE » ; LUI-MÊME. FE Ce
LAS +) ABCD le demi-cercle et le die Co Hour Menons les diagonales AC = uw el BD Re +
LAS : ce SA)
de nn | A0 2 — 22 — ta? nrrébers ue oo ee, Ro 20 uv — ac + bx (théorème de Ptolémée) ; |
à ET ae A a pe LR ou 4e +. a?202 — ax? + a?c? — ac? + b2r? “ee aber à Re È DIX — Le se PR AaUre = Zabe] — Ep, . es
: male 2 . à. de | S Nr bb b2 “à c?) ; = abc D ee + > . eten donnant à à, b, c leurs valeurs numériques à
GR ; À Le ; CA
is : Résolution graphique. Les Fe de la parabole y ee EUR conférence de centre C aux coordonnées (+, y) = (+ 36 ee 0 CO, se Hubs aux Re M, N, P d'abstisses ee de .
et nésales Te la plus grande (en ?
e cest. positive et les deux autres EURE à “ee LS LAS ‘ ? + | “ si Ke ? \ : ; | 4 + Che 1 € 5 0 Û mu La , 5 SFR 0 s‘ mA , E < Ka l 4S [RL \ > es | ' Ets ET $ : " k CRE" , F.
! è ! = k ! \ } 4 —… ! ES ” l] n'a ! — ! # 5 0] ! 2 { i La gas ‘ D :
où .
' à 5 ‘ ' s 0 La 0 L à Q 8 . & ! : À ! !
: : s 4 F, 2 sv : tra La ! d:
ra : a 1 , N PA: :
re n FNa 0 , !
sb, | Fi6. 18. 1. : : OURS Le NON Résolution trigonométrique. Les calculs préliminaires ordinaires
icients donnent 4p° + 21° Fa O; d autre pars q es ae Donc F ee NE
… = es . cos
ss si LD cosa;
* Calculs logarithmiques >
+ __2,20226 + 1,52288 es D log À — : a (108 196 -+ . de Rs ere — 0,90757, 66h ou. . cos a — log 288 = à l083 + ue +. : à .
nes = 08 EC Ps AT red ;
Fe PR —1546:8733 © eb = 2000 1h40 5799 nn a Pr —1125.0933 et 2007 — 1420. 0038 — 876. dy = À cos a, ui logæ, = — log À log COS Re
y — 1,6373 F ee
À Ta — À COS Ga, 109 Ta — Lt _ log c COS d — ie ris em =—61i :
an ee Pie 4 ChSæ, log r3 — logà . log cos é— — 0 18362 à : Lo; — 1 50262; (V He Se s + Le ds 10913 0, Lt 5262 = 0 | (rénifieation
La racine positive Hi de ee est seule acceptable puisqu' ils
ProrLèue. — VARIATIONS DE y — 21? — 9? + 19% -
* * à D : 7 3 à < = Se
Ce dernier problème met encore une fois en évidence les dé
réciproques qui unissent variation de fonction et résolution d'éq en-eéflet.on conçoit nettement la fonction dans toutes ses modalité caractéristiques on ne peut manquer d' avoir une compréhension pa. de son cas particulier qui est l'équation. De même, la précisio d'u une courbe étant subordonnée à la détermination du ps
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de points remarquables, en particulier des points d’intersection ou de contact avec l'axe Ox, on voit l'importance, pour ce tracé, des valeurs prises par æ quand y = 0, c'est-à-dire de la résolution de l'équation. Soit donc à calculer les racines de y = o, ou de 24% — 9x? L 19% — %4 — 0. Comme il faut d'abord réduire l'équation, elle devient successivement :
1° 2 — Ga? + 6æ —2—0 (1);
Are += el, GhrCDIDIA
En posant «= & + X et ay
çant dans (1), æ par æ, + X — ; + X puis réduisant :
SX re
Or le calcul de l'expression 4p° + 279? donne :
FR DL SLA 43 2 SLT ENER
de sorte que la plus petite racine (en valeur absolue) est une racine double
ne a confondue, correspondant au minimum de la fonction Y — X: —° X + 7
| puisque le terme constant + ; est positif, et cette racine double a le même
signe que le terme constant.
D'autre part, cette racine est égale à la valeur prise par X quand on annule la dérivée :
X'——1 el D, in pd
Enfin, des racines X dela «normale » on déduit les racines x de la «complète » :
T = Xp + X =, —Îi—;; " ; 3 l
LT = Lo + X =; +5 —2, "M 3 1
2” —= Lo + X Poor
RÉS Pr DES
RES
- On peut donc écrire y = : ou
Le, ee us HE La courbe coupe Ox à au u point æ D — ot
= . lion y = da — 9? + 19% — 4 est continue pour toute. valeur d ee . La dérivée est 2 Mines Le — 18x Le 12 — = «6 . —— ee — Le. 3 x'=tetx — 02. ne
| à puissance de æ, y — a Les . A2 en. y — da ne
ayant æ en dénominateur de Ja forme —— 0) de ee) & - MS
æ——2,y=—#etpours= +, y=+e. .
. Ouandé — 0,7 —41et là tangente en ce point est donnée par ° dans laquelle on fai m0 alors y 42 où (g + — Re ….
fl arg Quandæ = 5 y —=oely “us Sp
ie Quand xd, y —0et1 a. — 0 la courbe est tangente à Or. + S“Ouand& 1, =lety=0.14 COUEUE pe par un Ma.
ee Sens des variations. — C'est le signe de la dérivée a des variations. Or la dérivée est négative entre ses racines (e positive entre — et 1 d'une part, entre 2 et + æ d' autre pe
us + . Donc y croît entre — et 1, our entre l et 2 et croit e not D à ontre2el+ ©. : : Le cie Le point d’inflexion, centre de figure, est déteritiné par lé Ée nr seconde ee à 0, car c ‘est au ee corr Re
e - A2» —18— 0, nn 5 ue igr=-
© Sil'on transporte l'origine des coordonnées au point di flex ee +3 ;)on a : à ro 0. Loeniesse
ci = ÿo + Y= = _ La
“ot remplaçant ces valeurs À & ets 7 Hit la à proposée : Yo — > (ni ) mi (s + +12 (+ ee
LS
Le
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DOM OAS AMATINSERE D TQ RE OISE in dr ae source DUT AU Deuxième cas : 4p3 + 279? < 0 Troisième cas : 4p3 + 27q? > 0 EN ORUIQUE der RÉSOIMUONS 5-8. FR. ni 2 can en encens des SR D GP DIOMES-réCapitubatis LE LE XI UE NE ue en ne
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