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Cet ouvrage est une rédaction succincte des leçons orales données chaque année, depuis 1838, à l’Ecole centrale des Arts et Manufactures, sur la Géométrie analytique et sur le Calcul infinitésimal. Il ne diffère des feuilles autographiées à l’usage des élèves, que par quelques légères additions, et par une plus grande correction.
Les connaissances mathématiques exigées jusqu’à présent pour l’admission à cette Ecole se bornant à l’Arithmétique, à la Géométrie élémentaire, et à la partie de l’Algèbre qui comprend la résolution des équations des deux premiers degrés , la théorie des logarithmes et la formule du binôme de Newton , les leçons dont nous publions le résumé ont pour objet de compléter l’instruction des élèves sur les mathématiques pures, jusqu’au point nécessaire pour les mettre en état de suivre utilement les cours de Mécanique rationnelle, d’Hydraulique , et de Théorie dynamique des machines, qui entrent, avec les autres sciences applicables à l’industrie, dans le cadre de l’enseignement de l’Ecole centrale.
Ce cours préparatoire de mathématiques supérieures s’élève, par quelques uns des sujets qu’il traite, au delà de l’enseignement actuel des collèges universitaires ; cependant son peu d’étendue est tel, qu’il n’exige des élèves auquel il est destiné que quatre ou cinq mois d’études.
Ainsi le voulait le plan d’enseignement de l'Ecole centrale des Arts et Manufactures; et cette condition , nous avons taché de la remplir, non en sacriliant dans les démonstrations la logique sévère sans laquelle les mathématiques deviennent une deini-science souvent trompeuse, non en compromettant la clarté par une excessive concision , mais en choisissant dans la Géométrie analytique et dans le Calcul infinitésimal les parties que tout ingénieur instruit doit posséder, et notamment celles qui sont nécessaires à I étude de la Mécanique considérée au point de vue de son utilité pratique dans la direction des travaux de l’industrie. Nous avons passé sous silence une foule de recherches qui offrent sans doute un très vif intérêt aux esprits entraînés par leur nature à faire des mathématiques leur occupation principale, mais qui ne laissent bientôt plus de trace dans le souvenir des hommes voués ù la vie active des ateliers et des affaires.
D’ailleurs , quel que soit le but qu’on se propose en étudiant les mathématiques, nous avons depuis long-temps reconnu que l’ordre le plus convenable à suivre n'est pas d’épuiser successivement et séparément chacune des branches qui composent cet ensemble de connaissances. Ces sciences n’ont pas été ainsi créées, et ne doivent pas être apprises indépendamment les unes des autres. De même que le commençant, dès qu'il s’est familiarisé avec les combinaisons les plus ordinaires du Calcul numérique , doit passer simultanément aux éléments de l’Algèbre et de la Géométrie, qui se prêtent un mutuel secours, et qui, dans leurs applications, présentent de nombreuses et intéressantes occasions de revenir aux procédés de l’Arithmétique; de même, si l’on se propose d’approfondir l’Algèbre
et la Géométrie , la marche la plus attrayante et la plus lumineuse est de s’initier préalablement à la Géométrie analytique et au Calcul infinitésimal, dont l’une, éminemment propre à faire comprendre la signification et la portée des quantités négatives, enseigne en outre à voir dans les équations algébriques l'expression des lieux géométriques , et l’autre fournit sur la détermination des tangentes, des aires et des volumes, les notions les plus claires et les procédés les plus généraux.
C’est d’après ces considérations que nous croyons avoir lieu d’espérer que ce petit ouvrage pourra être utile, non seulement aux personnes pour qui il sera , comme pour les élèves de lEcole centrale des Arts et Manufactures, une introduction mathématique au cours de Mécanique rationnelle de cette école , dont nous nous proposons de publier très prochainement le texte, mais encore aux jeunes gens qui se destinent à l’Ecole polytechnique ou à l’Ecole normale, et généralement à ceux qui, appelés à faire une étude plus complète de la Géométrie analytique et du Calcul infinitésimal, voudront en voir les parties les plus essentielles réduites à une grande simplicité, avant d'entreprendre la lecture des ouvrages spéciaux , où les mêmes sujets sont traités avec de grands et curieux développements.
L’auteur d’un traité aussi élémentaire sur des objets depuis si long-temps connus ne peut prétendre au mérite de l’invention. L’idée de prendre la théorie des projections pour fondement de la trigonométrie découle naturellement de l’usage qu’on fait des formules trigonométriques dans la Mécanique analytique. M. Coriolis l’avait d’ailleurs énoncée avant nous, et nous n’avons probablement fait
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qu’obéir à son inspiration en traitant complètement la trigonométrie sous ce point de vue nouveau , qui écarte toute difficulté relative aux délinitions et aux signes des rapports communément appelés lignes trigonométriques , et qui offre l’avantage d’une grande généralité dans les démonstrations aisément étendues à des angles de grandeurs et de signes quelconques.
La correction typographique de cette édition est principalement due aux soins obligeants de M. Martelet, qui depuis deux ans professe avec autant de succès que de zèle à l’Ecole centrale des Arts et Manufactures la Géométrie analytique et le Calcul infinitésimal d’après le plan que nous avions nous-méme établi et suivi. L’opinion favorable qu’il a conçue de ce plan d’étude , après l’avoir soumis à une longue et attentive expérience à l’Ecole centrale et dans l'Ecole préparatoire qu’il dirige , n’a pas peu contribué à la détermination que nous avons prise de livrer à l’impression nos feuilles authographiées.
Averlistcmcnt. Chaque figure des planches placées à la fin du volume porte un numéro d’ordre, et un renvoi, en chiffres plus petits, au paragraphe auquel cette figure s’applique.
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CHAPITRE I
TRIGONOMÉTRIE
1. L’objet spécial de la Trigonométrie est de calculer les côtés ou les angles inconnus d’un triangle au moyen de données suffisantes pour les déterminer.
Considérée sous un point de vue plus général , la Trigonométrie fournit le moyen de soumettre au calcul les relations qui existent, dans toute ligure suffisamment définie, entre les directions de ses côtés ou diagonales et leurs longueurs ou les autres quantités géométriques qui en dérivent.
Pour établir les formules de la Trigonométrie , nous nous servirons d’u^genre de considérations dont l’ensemble peut être appelé la Théorie de r expression algébrique des projections , et dont l’emploi est de la plus grande utilité dans la haute Géométrie et dans la Mécanique mathématique.
GÉNÉRALITÉS SUR LES PROJECTIONS EXPRIMÉES ALGÉBRIQUEMENT
1 ' Considérations préliminaires sur l’expression algébrique de la position d’un point sur une ligne donnée.
2. Une ligne droite ou courbe d’une longueur indéfinie étant donnée, ainsi que l’an de ses points, O, deux choses sont nécessaires et suffisantes pour déterminer la situation d’un point M sur celle ligne i \° la distance du point O au point M, mesurée suivant la ligne donnée; 2° le sens dans lequel celte distance doit être portée à partir du point O pour obtenir M.
3. Connaissant , sur une ligne donnée ,la situation de chacun des points M', M", lelntircment à un point 0, on demande la situation de M" relativement à M', c'est-à-dire 1° la distance de M' à M"; 2 ° le sens de celle distance à partir de M'.
Pour fixer les idées , distinguons les deux sens dans lesquels on peut parcourir la ligne donnée , en disant que l’un de ces sens va de gauche à droite et l’autre de droite à gauche.
Soient .r'et x" les deuxdistances OM', 0M’\ supposées à droite de 0 ; x" — .r' sera la distance cherchée, et, suivant que cette différence sera positive ou négative, le point ftftcra à droite ou à gauche de M'; de sorte que, X désignant la distance cherchée , la formule
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répondra aux deux parties de la question , si Ton convient que, suivant que x" — x', réduction faite, aura le signe ou le signe — , la distance X doit être portée à droite ou à gauche.
Supposons maintenant M' et M’ de différents côtés; soit par exemple M" à 0 m ,5 à droite, et M' à 0 m ,3 à gauche de O. M" sera à 0 m ,8 à droite de M', et ce cas sera encore compris dans la même formule [1], si l’on donne le signe — à la valeur particulière de x' qui doit être portée à gauche; ainsi on pose x , '=0 m ,5 et x'= — 0 m ,3, d’où X=0 ra ,8. Si au contraire c’est M" qui se trouve à gauche et à 0 m ,5 de O, tandis que M' est à droite et à O" 1 , 3, M" sera à 0 m ,S à gauche de M'; et la formule X = x" — x > sera d’accord avec ce résultat si l’on fait x"= — 0 m ,5, x’=0"\3, et qu’on interprète suivant la même convention la valeur qu’on obtient , X = — 0 m ,8.
Enfin, si les deux points M", M', sont à gauche de O, les deux cas qui peuvent se présenter sont encore renfermés dans la formule X = x" — x\ où les valeurs particulières des distancesx'', x’, devront être substituées avec le signe — . Exemples :
x"= — 0”,3, ji— — 0 m ,5, X=— 0“ ) 3 + 0”,5=: 0”,2,
x"=— (r,5, x'=— 0",3, X= — 0 m , 5 — (— 0“,3nz — 0 m ,2.
Ainsi les six cas possibles que renferme la question proposée sont résolus par une seule formule au moyen de changements de signes correspon-
CHAPITRE
danls aux changements de sens des distances
4. Cette importante propriété de l’Algèbre appliquée à la Géométrie peut se généraliser dans les termes suivants :
J.orsque la distance d'un point d un autre est susceptible d'être portée en deux sens opposés selon les divers cas dune même question , il suffit de traiter la question algébriquement dans l’hypothèse de Vun des deux sens ; et les formules ou équations qu’on obtient conviennent à tous les cas possibles , pourvu que , dans les applications qu'on en fait , on affecte les valeurs particulières de la distance dont il s’agit du signe -j- ou du sigtie — , selon qu’elles sont portées dans le sens adopté dans la mise en équation , ou en sens contraire.
Cette règle très utile, duc à Descaries, ne paraît pas pouvoir être démontrée dans toute sa généralité : nous aurons soin de la vériüer dans les questions où nous en ferons usage.
5. Lorsqu’on définit la position d’un ou de plusieurs points sur une droite illimitée , par les distances de ces points à un autre point considéré comme t origine commune des distances, on choisit comme positif l’un des deux sens dans lesquels la droite peut être parcourue , et chacune des distances dont il s’agit, étant affectée d’un signe,
ou — , selon le sens dans lequel elle doit être portée à partir de l’origine, s’appelle l’abscisse du
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point auquel elle appartient , relativement à celte origine. Ainsi /’ abscisse d’ un point est une quantité algébrique constituée d’une longueur et d’un signe ; et si elle est désignée par X , celte lettre renferme ces deux éléments.
6. D’après cette déGnition, la formule X=x” — x' établie au n°5 s’énonce pour tous les cas possibles en disant que l’abscisse X d’un point M' r , relativement à un autre point M', est égale à la différence X" — X' des abscisses des points M" et M', relativement d une même origine quelconque.
De cette formule on tire
c'est-à-dire que C abscisse d’un point M" relativement à une origine O égale l’abscisse du même point relativement à une autre origine M', plus C abscisse de cette seconde origine relativement d la première. Cette proposition , évidente quand les abscisses sont positives, est également vraie dans tous les autres cas.
3° Position d’un point dans un plan donné, exprimée en coordonnées parallèles à deux axes concourants.
7. Voici le moyen le plus fréquemment employé pour déünir la position d’un point M sur un plan. On considère comme données dans ce plan deux droites illimitées P P, QQ(ûg. 1) concourantes , sur chacune desquelles ou adopte un sens pour
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être le sens positif. Ces droites s’appellent axes coordonnés. Leurs parties Ox, Oy, qui s’étendent indéfiniment dans le sens positif à partir de l’intersection 0, s’appellent les parties positives des axes. Cela posé, par le point M on imagine menées parallèlement aux axes deux droites MP, MQ, qui les rencontrent en Pet Q; des lors, pour exprimer la position du point M , il suffit d’exprimer celle des points P et Q, ce qui se fait en énonçant la longueur et le signe de chacune des distances OP, OQ. Ces deux quantités s’appellent les coordonnées du point M, et sont désignées d’une manière générale par des lettres pareilles à celles qu’on écrit sur la figure vers l’extrémité de la partie positive de chaque axe.
Ainsi, pour le point M, situé dans l’angle xOy que forment les parties positives des axes, on a
x—-\- longueur OP, y longueur OQ ;
pour le point M', situé dans l’angle P'O^ de la portion négative de l’axe Ox et de la portion positive de l’axe 0 y, on a
x— — longueur OP’, y =-|- longueur OQ .
De même pour M 7 on a
x = — longueur OP’, y— — longueur OQ', et pour M"
xx=:-\- longueur OP, y— — longueur OQ.
TRIGONOMÉTRIE
Les axes coordonnés O#, O y, s’appellent souvent , l'un , l’axe des x y l’autre, l’axe des y. L’intersection t) est l’origine des coordonnées. Les coordonnées sont dites rectangulaires ou obliques , selon que l’angle des axes est ou n’est pas droit.
8. Etant données les coordonnées x , y, d’un point M par rapport à deux axes connus, on obtiendra ce point par l’une des deux constructions suivantes :
1 " On peut porter sur les axes les longueurs des coordonnées OP,OQ, chacune dansle sens indiqué par son signe ; puis tracer par P elQ, parallèlement aux axes , deux droites qui font avec les axes un parallélogramme et qui se rencontrent au point M.
2° On peut porter sur l’un des axes celle des deux coordonnées qui s’y rapporte , par exemple OP ou OP' égale à x sur l’axe Ox, dans le sens indiqué par le signe de .r, puis par le point P ainsi obtenu mener la droite PM, parallèle au second axe, égale à l’autre coordonnée et dirigée dans le sens O y ou dans le sens opposé suivant que cette coordonnée a le signe -j- ou le signe — . Dans le cas où le point M est supposé obtenu par cette construction , la première des coordonnées s’appelle abscisse, et la seconde s’appelle ordonnée.
9. Lorsque les axes sont rectangulaires, les points P et Q sont les projections orthogonales ou les projections proprement dites du point M sur ces axes. Quand ceux-ci fout un angle quelconque des
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points P el Q, ils peuvent être appelés les projections coordonnées du poiril M sur les axes.
10. Tous les points de la portion de droite OM ont leurs projections coordonnées entre O et P sur l’axe desx, entre O et Q sur l’axe des y. C’est pourquoi les distances OP, OQ, dont l’étendue et le sens sont exprimés par les grandeurs et les signes de x et de y, sont quelquefois considérées comme les projections coordonnées de la droite OM sur les axes.
1 1 . En résumé, les quantités x , y, qui servent à définir la position d’un point M dans un plan, relativement à deux axes, peuvent être considérées sous quatre aspects; elles expriment algébriquement :
1® Les distances de l’origine O aux projections coordonnées P, Qi du point M;
2° Les distances des projections coordonnéesQ, P, au point M ;
3° Les projections coordonnées de la droiteOM sur les deux axes;
A°Lesdeux côtés contigus d’un parallélogramme dont la droiteOM est la diagonale partant du sommet commun.
12. Lorsque les axes Ox, O y, sont rectangulaires, les coordonnées x, y, du point M dans leur plan, sont égales aux distances de ce point aux deux axes. 11 existe entre elles et la distance OM, que nous désignerons par m, la relation
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qui résulte de chacun des triangles rectangles OMP, OMQ.
3° Position d’un point dans l’espace, exprimée en coordonnées parallèles à trois axes concourants.
13. La position d’un point M dans l’espace s’exprime par un moyen analogue à celui qui vient d’être exposé. On considère comme données trois droites illimitées Ox, O y, Oz, qui se coupent en un même point O, et ne sontpas situées dans un même plan. Ces droites s’appellent axes coordonnés , et les trois plans qui passent par ces axes, pris deux à deux, s’appellent plans coordonnés. Par le point M, on imagine menés parallèlement aux plans coordonnés trois plans qui rencontrent les trois axes en P, Q, R. (La figure s’exécute en remarquant que les intersections des six plans forment les arêtes d’un parallélipipède. ) Or on voit que, pour exprimer la position du point M , il suffît d’exprimer celles des points P, Q, R , ce qui se fait en énonçant la longueur et le signe de chacune des distances OP, OQ, OR. Ces trois quantités algébriques s’appellent les coordonnées du point M pour le système d’axes dont il s’agit; elles sont désignées en général par des lettres pareilles à celles qu’on écrit sur la figure, vers l’extrémité de la partie positive de chaque axe ; le plus souvent ces lettres sont x, y, z, et les axes s’appellent axes des X, des y, des Z.
iO CHAPITRE l*'.
14. Connaissant la longueur elle signe (et par conséquent le sens) des trois coordonnées x, y , z, d’un point M par rapport à trois axes donnés , on peut considérer sous deux points de vue la détermination de ce point :
1° Les valeurs de.r, y, z, déterminent les points P, Q , R , et les trois plans menés par ces points parallèlement aux plans coordonnés ont pour unique point commun le point M.
2° En considérant les douze arêtes du parallélipipède OM formé par les trois plans coordonnés et par les trois plans qui leur sont parallèles , on voit qu’en partant du point O pour arriver à M, en suivant trois arêtes consécutives de ce parallélipipède, on peut y parvenir par six chemins différemment situés, mais de même étendue, tous composés de trois chemins rectilignes respectivement parallèles aux trois axes , et ayant les mêmes sens et les mêmes longueurs que les trois coordonnées. Ces six chemins sont (lig. 2) OPCM, OPRM, OQCM , OQAM , ORBM, ORAM. On adopte ordinairement le premier, qui se compose des coordonnées dans l’ordre x, y, z. Ainsi l’on considère le point M comme obtenu en portant x de O en P, puis y de P en C , enfin z de C en M.
La première des coordonnées s’appelle alors abscisse x, la seconde s’appelle oi donnée y, dans le plan des x, y ; la troisième s’appelle l 'ordonnée z, dans l’espace.
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Dans la figure 3, les coordonnées z, y, z, du point M , sont posiiives ; l'abscisse z, du point M', est positive, et ses deux autres coordonnées sont négatives.
15. Le point C, où la parallèle MC à l’axe des z rencontre le plan des zy, s’appelle la projection du point M sur le plan des xy, relativement à l’axe coordonné O z. Ce point C est déterminé par les deux coordonnées .r,y, du point M, indépendamment de la troisième z. De même les points A et B (fig. 2) sont les projections analogues sur les deux autres plans coordonnés, et chacun d’eux est défini par deux coordonnées du point M , indépendamment de la troisième.
Si l’axe O z est perpendiculaire sur le plan zOy, le point C est la projection orthogonale de M sur ce plan , et la ligne projetante MC est perpendiculaire à ce même plan. Dans tout autre cas, la projection C est dite oblique , et dépend de la direction de l’axe Oz.
16. Le point P, dont la position est déterminée par l’abscisse .r, et où le plan mené par M parallèlement au plan yOz rencontre l’axe Oz, s’appelle la projection du point M sur l'axe des x relativement au plan coordonné yOz. Les points Q, Il , déterminés respectivement par les coordonnées y, z , sont les projections analogues sur les deux autres axes.
Si le plan yOz est perpendiculaire sur l’axe Oz,
Cil ANTRE l".
le point P est la projection orthogonale de M sur cet axe, et la ligne projetante MP est perpendiculaire à ce même axe. Si cette condition n’est pas remplie, la projection P est dite oblique, et dépend de la direction du plan^Oz.
17 . Les droites OC, OB, OA, sont les projections coordonnées de la droite OM sur les plans coordonnés. Chacune d’elles est déterminée complètement par deux coordonnées du point M.
Les distances OP, OQ , OR, exprimées par x, y, z , sont les projections coordonnées de la droite OM sur les axes coordonnés.
10. Les coordonnées x, y, z, du point M, peuvent donc être considérées sous quatre aspects :
1° Comme les distances de l’origine O aux projections coordonnées P, Q,R, du point M sur les axes ;
2° Comme les distances des projections coordonnées A, B, C, sur les plans, au point M ;
3° Comme les projections coordonnées de la droite OM sur les trois axes ;
4° Comme les trois côtés contigus d’un parallélipipède , dont la droite OM est la diagonale partant du même sommet.
19. Lorsque les axes coordonnés Ox, O y, O z, sont rectangulaires, les coordonnées x, y, z , d’un point M, sont égales aux distances de ce point aux trois plans coordonnés.
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Dans ce cas, en faisant OM=w, on a
OC 2 =x 2 -(-j/ 2 » d’où « 2 =x 2 -{-y 2 -}-s 2 .
4° Des projections d’une droite limitée et d’un contour polygonal sur des axes coordonnés.
20. Si deux points M', M", sont projetés en P', P", sur Taxe Ox , la distance P'P”, prise avec le signe qui convient au sens allant de P' à P", s’appelle la projection de la droite M’M". L’ordre dans lequel on énonce les points extrêmes M', M", et leurs projections P', P'', détermine le sens de la projection P'P", d’où résulte le signe que celleci doit prendre dans les formules où elle entre. Ainsi, dan%le cas de la figure 4, la projection de M'M" csl-\- longueur P’P", tandis que la projection de M'M' est — cette même longueur.
21. Il résulte de cette définition, et delà discussion du n°3, que la projection d’une droite M’M", dont les extrémités M', M", ont x' et X" pour abscisses sur taxe de projection , est égale à x " — x 1 .
22. D’après celle même définition, on reconnaît aisément l’exactitude de la proposition générale que voici :
Théorème. Quels que soient l’axe Ox de projection et le plan coordonné yOz , la somme algébrique des projections des côtés d’un chemin polygonal M' 31" M"’. . . . M c ” , qui conduit du point M' au point M n) , est égale à la projection du chemin direct M’M " 5 (fig. 5 et C).
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En effet , cela est évident si les projections partielles P'P'', P"P'" , sont de même sens et par
conséquent de même signe; et si elles sont de sens opposés, chaque projection positive fait avancer le point P de toute sa valeur dans le sens positif, tandis que chaque projection négative le fait reculer de toute sa valeur dans l’autre sens.
On peut démontrer cette proposition algébriquement en s’appuyant sur celle du n° 20.
x', x", x’" , x ( °\ étant les abscisses des
points M', M', M" , M ” ) , sur l’axe de projec-
tion , on aura :
Projection de M’M"=x'' — x?
Projection de — x* etc.
Projection de x < '' l —xf u ~'\
et en ajoutant, eu égard aux réductions,
Somme des Projections — x 1 .
23. Deux points, M', M", étant situés d’une manière quelconque relativement à trois axes coordonnés, si par chacun de ces points on mène trois plans parallèles aux plans coordonnés, on formera un parallélipipède dont la droite M'M* sera une diagonale , et dont les trois arêtes contiguës parlant du sommet M' seront égales et parallèles, avec le même sens, aux trois projections x’ — .r',
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y" — y, z’ — z\ (le la droite M'M* sur les axes coordonnés.
Si l’on porte sur les trois axes , à partir de l’origine O, des distances égales à ces projections , chacune dans le sens qui convient à son signe, et qu’on achève le parallélipipède dont ces distances seront trois arêtes contiguës , ce second parallélipipède sera égal au premier; sa diagonale, partant de l’origine O, sera parallèle à la droite M'M', de même sens et de même grandeur.
Dans le cas particulier où l’une des projections est nulle, les points M'M' sont dans un plan parallèle à l’un des plans coordonnés , et les parallélipipèdes se réduisent à des parallélogrammes. Si deux des projections étaient nulies, les deux points seraient sur une droite parallèle à l’un des axes, et la distance M'M' serait égale à sa projection sur cet axe.
24. Lorsque les trois axes sont rectangulaires, si l’on appelle u la distance M’M’, on a, en rapprochant la remarque du numéro précédent de celle du n° 19,
Si les deux points sont dans le plan des xy , ou dans un plan parallèle, la formule se réduit à
POINT DÉTERMINÉ. LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES
1° Un point, une longueur et une direction, déterminent une droite limitée.
23. Une droite M'M 7 , joignant deux points déterminés, peut être définie autrement que par la position de ses deux extrémités M', M\
Elle peut l’être par une réunion de données propres à faire connaître trois choses distinctes appartenant à celte droite, savoir :
1° La position d’un des points extrêmes, M' par exemple ;
2° La longueur M’M';
3° La direction que suivrait un point mobile pour décrire la droite M’M 7 , en parlant de M'.
On a vu (7 et 13) que la position du point M' est définie d’une manière très simple par les valeurs algébriques de ses coordonnées relatives à trois axes.
La longueur M'M 7 est une quantité concrète sans signe algébrique, et s’exprime à l’aide du nombre qui donne son rapport à une longueur connue.
La direction allant de M’ vers M 7 sera complètement définie par des quantités qui définiront la direction de toute autre droite parallèle à M'M*, et de même sens. Supposons, pour plus de simplicité, que celte droite auxiliaire, d’une longueur quelconque, parte de l’origine des coordonnées; dé-
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signons-la par O w, et examinons quelles sont les quantités propres à définir sa direction.
9* Direction d’une droite dans un plan donné, définie par un angle et un signe.
26. Le cas le plus simple est celui où la droite Ou est dans un des plans coordonnés , par exemple celui des xy. Alors, pour déterminer la direction Ou , il suffit d’un angle et d’un signe -jou — .
L’angle est celui que décrirait une droite mobile qui, d’abord dirigée suivant un axe connu , par exemple 0.r, dans le sens positif, viendrait prendre la position de Ou. Le signe est nécessaire pour désigner le sens du mouvement de rotation de la droite mobile.
27. Le moyen le plus direct de désigner un angle est son expression en degrés. Nous emploierons l’ancienne division de l’angle droit en 90 degrés, du degré en 60 minutes , de la minute en 60 secondes. On sait que, dans la pratique, pour mesurer un angle, on place à son sommet le centre d’un cercle dont la circonférence est divisée en 360 parties appelées aussi degrés ; il en résulte que le nombre entier ou fractionnaire de degrés de l’arc compris entre les côtés de l’angle est égal au nombre de degrés de cet angle ; c’est pourquoi l’on dit que l’arc sert de mesure à l’angle. 11 est quelquefois utile de considérer des angles non
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seulement plus grands que 180°, ou deux droits, mais même plus grands que 300°, ou quatre droits. Rien n’empêche de concevoir que le côté mobile , après être parti de la position Ox, ne s’est arrêté à la position 0« qu'après avoir fait plus d’une révolution.
28. Un autre moyen dont on fait usage dans la haute Géométrie et dans la Mécanique pour désigner un angle consiste à exprimer le rapport de l’arc qui lui sert de mesure au rayon avec lequel cet arc est décrit. Dans ce cas l’angle droit, au lieu d’être représenté par 90°, est exprimé par j n ouapproximativement pari ,5708. Si un angle est représenté de celle manière parle nombre abstrait A, on en conclura que son nombre de degrés est
29. La grandeur de l’angle que le côté mobile Ou est censé avoir décrit à partir de la position Ox connue ne suffit pas pour déterminer la direction Ou; il faut encore , comme nous l’avons dit, exprimer le sens du mouvement de la droite mobile. Or, par imitation de ce qui se fait pour définir la position d’un point sur une ligne connue (5), on choisit arbitrairement comme positif l’un des deux sens possibles du mouvement de rotation, et l’on affecte du signe ou du signe — l’angle dont il s’agit, suivant le sens dans lequel on le suppose décrit.
Il résulte de cette convention que la direc
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tion d’une droite Ow, définie par l’angle positif ou négatif qu’elle fait avec une droite donnée Ox,_ est susceptible d’une infinité d 'expressions équivalentes.
Si elle est exprimée par a”, elle le sera également par (a-f-360)°, p ar ( a _|_720)°, en général par (a-|-N.360 o ,) en représentant par N un nombre entier positif.
La même direction sera encore exprimée par — ( 360 — a )", par — ( 720 — a )“, en général par — (N.360— a)° ou (a — N. 360)°.
31. Au moyen de cette même convention du n° 29 , on renfermera dans une seule formule la réponse, pour tous les cas possibles, à la question suivante, analogue à celle du n° 3 :
Connaissant les directions de deux droites Ou', Ou", par leurs angles positifs ou négatifs a', a*, avec une droite Ox, on demande la situation de Ou’ par rapport à Ou', c’est-à-dire la grandeur et le signe de T angle u'Ou’, désigné par (3.
Les six cas possibles sont résolus par la formule P=a’ — a’.
Lorsque l’application de cette formule donne un résultat négatif, on peut le remplacer par un angle positif équivalent. Exemple :
«"=80% «'=125°, (3 = —45° ou -f-3lo°.
L’une ou l’autre de ces expressions de |3 suffit pour déterminer la direction de Ou’ dans le plan xOu'.
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* 3° Expression d’un angle positif ou négatif par ses ligne* trigonometriques.
52. La théorie des projections ou des coordonnées fournit d’autres moyens d’exprimer la direction d’une droite dans un plan.
Soient (fig. 7)
0.r, Oy, deux axes faisant un angle droit positif; Ok une droite partantde l’origine O, et faisant avec Ot un angle quelconque a positif ou négatif; A.M l’arc supposé décrit par un point quelconque d’une droite mobile qui, partant de la position Ox, parcourrait l’espace angulaire a. pour prendre la position Ow; r le rayon OA ou OM de cet arc ; x, y , les coordonnées rectangulaires positives ou négatives du point M, tandis que r est une distance essentiellement positive , parce qu’elle est portée sur la partie positive de la droite génératrice de l’angle.
Il est aisé de voir que la direction de la droite 0« sera déterminée, si l’on connaît les signes des coordonnées x, y , et l’un quelconque des rapports que les valeurs absolues des trois quantités x , y , r, ont entre elles, sans qu’il soit nécessaire d’avoir les valeurs absolues.
De là on a été conduit à considérer les rapports algébriques, c’est-à-dire positifs ou négatifs , que les quantités .r, y, r, ont entre elles. Ces rapports
TRIGONOMÉTRIE
sont au nombre de six , et ont reçu des noms particuliers.
Le rapport algébrique ^ de l' ordonnée y au rayonv , rapport qui a le même signe que l’ordonne'e y , s’appelle le sinus de P angle « , en désignant , nous le répétons, par « l’un quelconque des angles, positifs ou négatifs , plus petits ou plus grands que quatre droits , que fait avec Taxe Ox la droite joignant l’origine O avec le point M , dont les coordonnées rectangulaires, positives ou négatives, sont y et x.
Le rapport algébrique - de P abscisse x au rayon r,
rapport de même signe que l’abscisse x, s'appelle cosinus de P angle oc.
Le rapport algébrique | de P ordonnée y à P abscisse x, rapport positif ou négatif, selon que les deux coordonnées ont le meme signe ou des signes contraires, s’appelle tangente de l’angle oc.
On appelle cotangente de Pangle oc le rapport -t inverse de la tangente, et de même signe.
On appelle sécante de Pangle oc le rapport -, inverse du cosinus et par conséquent de même signe.
On appelle cosécante de Pangle oc le rapport - ,
inverse du sinus et par conséquent de même signe.
On écrit en abrégé
sin«=^; eos«=*; tanga=|-
cosécst=r-; séc * colangs:=--
J TC * y
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L’angle a. étant formé par la droite Ow avec l’axe Ox, il nous arrivera souvent de le désigner par la notation («, x); et les six formules précédentes s’écriront ainsi :
sin(w, x)=^; cos(«,x)=*; tang(w,x)= jj-,
coséc(w,x)=^; séc(w, x)=^; cotang(w, x) = ^
55. Voici l’origine des dénominations des six rapports que nous venons de considérer.
Le mot sinus , ou plutôt son abrégé sin, est formé des initiales du latin semi-inscripta, demi-inscrite ou demi-corde, parce que l’ordonnée y est effectivement la moitié d’une corde dans le cercle dont r est le rayon ; et, si l’on suppose que la longueur r soit prise égale à une unité linéaire , l’ordonnée y aura précisément la même expression que le sinus de l’angle a.
Le nom de tangente donné au rapport ^ vient
de ce qu’il est aussi le rapport ou ~ (fig.7) ayant pour antécédent l’ordonnée positive ou négative de l’intersection N de la droite 0« avec la tangente en A, origine des arcs; et si l’on fait r= 1 , il en résulte tang«= AN.
Le nom de sécante vient de ce que le rapport est aussi le rapport de la droite ON au rayon OA ;
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et si l’on fait r = 1 , on a
séc«=ON,
portion de sécante comprise sur le second côté de l’angle , entre le centre et la tangente en A.
Enfin les mots cosinus , cotangente , cosécante , signifient sinus , tangente , sécante , du complément de l’angle dont il s’agit ; ce qu’il est facile de justifier lorsque l’angle « est aigu et positif.
C’est d’après ces considérations que les six rapports dont il s’agit s’appellent en général les lignes trigonométriqucs de l’angle a.
Ces étymologies peuvent aider à retenir les noms des lignes trigononiétriques et à retrouver leur signification; mais, dans les démonstrations et les applications, nous nous appuierons sur les définitions rigoureuses et générales du n° 32.
34. Les ingénieurs désignent quelquefois des angles par leurs sinus ou leurs tangentes , qui en donnent une idée plus nette que l’expression en degrés.
Le fruit d’un mur, la hase d’un talus par unité de hauteur , sont les tangentes d’angles avec la verticale; la pente d’une route, exprimée en hauteur par mètres de longueur, est le sinus ou la tangente de l’angle à l’horizon , selon que la longueur est mesurée parallèlement à la route ou parallèlement à l’horizon; distinction d’ailleurs indifférente dans les cas ordinaires, parce que le sinus et la tangente
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sont sensiblement égaux pour les petits angles.
33. Il résulte des déGnitions du n° 32 plusieurs conséquences remarquables :
1° Tout sinus ou cosinus est compris entre les valeurs extrêmes ±1 : car les coordonnées y et x, positivesou négatives, sont en général numériquement plus petites que r; tout au plus l’une de ces coordonnées est égale à r, mais alors l’autre est nulle.
2° A mesure que a croît de zéro jusqu’à 90°, le sinus prend toutes les valeurs depuis zéro jusqu’à 1 , le cosinus toutes celles depuis 1 jusqu’à zéro ; la tangente croît de zéro à F infini.
3° Depuis l’angle de 90° jusqu’à celui de 180°, le sinus reste positif comme y, mais décroît de \ à zéro ; le cosinus est négatif comme x, et passe de zéro à — 1 ; la tangente est négative , et varie de — oo à 0.
4° Depuis 180° jusqu’à 270°, le sinus varie de zéro à — 1 ; le cosinus de — là zéro; la tangente de zéro à -j-eo .
5° Depuis 270° jusqu’à 360°, le sinus varie de — 1 à zéro ; le cosinus de zéro à -f-1 ; la tangente de — oo à zéro.
6° A mesure qu’un angle variable approche de 90°, sa tangente approche de l’inOni positif ou de l’infini négatif selon que l’angle croit ou décroît. C’est en ce sens qu’on dit tang90°=±:oo . On a de même tang270”=±:<» .
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7° Les trois lignes trigonométriques cosec séc., cot ., sont les inverses des trois premières , et ont les mêmes signes.
8° En général , si l’on ne considère que les valeurs numériques des lignes trigonométriques d’un angle quelconque nOx , elles sont égales à celles de l’angle aigu formé par Om, soit avec Ox, soit avec son prolongement négatif, cet angle aigu étant considéré comme positif. En effet , pour ces deux angles, les longueurs des coordonnées x et y sont les mêmes; leurs signes seuls varient, et r est constant.
36. Il existe des tables (*) au moyen desquelles, étant donné un angle quelconque au dessous de 90*, on trouve ses lignes trigonométriques; et réciproquement, connaissant l’une de ces lignes, ou trouve l’expression de l’angle aigu correspondant en degrés, minutes, etc.
Lorsqu’il s’agit d’un angle quelconque , positif ou négatif, d’un nombre de degrés connu, et pouvant excéder 90° en valeur absolue , il est facile , d’après ce qui précède, de déterminer les signes de ses lignes trigonométriques; on trouve ensuite leurs valeurs numériques dans les tables en considérant l’angle aigu correspondant.
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signe et la valeur numérique d’une seule des lignes trigonomélriques d’un angle «Ox, cette donnée, d’où l’on déduit, à l’aide des tables, l’angle aigu de Om, soit avec Ox, soit avec son prolongement négatif, ne suffit pas pour faire connaître complètement la direction de la droite Om dans le plan xO y. En effet,
1° Soit donné sina. Si l’on prend arbitrairement le rayon r ou OM (fig. 8), on aura
y = r sina ;
On connaîtra donc l’ordonnée du point M , intersection de la droite cherchée, et du cercle dont le rayon est r. Or deux points M', M’, ou M", M IV ( selon que sin« est positif ou négatif ), jouissent de celle propriété. On voit que les deux angles AOM', AOM\ positifs et plus petits que deuxdroits, qui ont le même sinus positif, valent ensemble deux angles droits ; ils sont suppléments l’un de l’autre. En général, le même sinus appartient à deux droites symétriquement placées par rapport à l’axe O y.
2“ Soit donné cos a. On aura
x=/'COSa,
et l’on connaîtra ainsi l’abscisse du point M. Or deux points M', M ,v , ou M", M"’ ( selon que cos* est positif ou négatif), jouissent de celle propriété, et le même cosinus appartient à deux droites
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symétriquement placées par rapport à Taxe Ox.
3° Soit donné tanga. On aura ^ = tanga, et il sera aisé de trouver sur la demi-circonférence positive un point qui satisfasse à cette condition : ce sera par exemple M’ ou M", selon que tanga sera positive ou négative. Mais, l’un ou l’autre étant trouvé, le point diamétralement opposé ayant des coordonnées de môme grandeur et de signes contraires satisfera également. Ainsi, selon que tanga sera positive ou négative , les droites OM', OM’", ou les droites OM", OM ,v , satisfont à cette donnée. En général la même tangente appartient à deux droites dirigées en sens contraires.
38. Il résulte de ces considérations, et des définitions du n° 32, que, si deux droites différentes font avec 0.r des angles ayant le même sinus, leurs cosinus sont numériquement égaux et de signes contraires, et il en est de même des tangentes. En général , à une môme valeur de l’une des lignes trigonométriques sinus, cosinus, tangente, répondent, pour chacune des deux autres, deux valeurs numériquement égales et de signes contraires.
59. Cette propriété peut être démontrée algébriquement d’après les équations générales
sina = ’;J, cos«='^, tang«=|, y 2 -fx 2 =H,
qui donnent
• o i « . Siil SC
sin 2 * + COS 2 a= I , tanffa= — .
1 ° COS fil
CHAPITRE t ,r
as
Si sin« est connu, on obtient
cos«=rhP / 1 — sin 2 a, tangg= : 5lllg - -» >
° ±V 1 — siir'a
les deux signes supérieurs ou les deux inférieurs devant être pris simultanément.
Si cosa est connu , on a de même
. ,1 / ; 5 — . ± 1 / \ — <-os 2 a
sin«=±:K 1 — cos 2 «, tang a =
Enfin, si tanga est connue, on a, en éliminant d’abord sina,
COS 2 a (tan g J a -{- 1 ) = \ ,
d’où
tans a
COSa — — , . — , sin«= p- ; *’ ■
±Kl^-ian(j J a zfcl/l -(-tüng 2 a
Ces formules ont lieu quel que soit l’angle «, positif ou négatif; la figure 9, offrant deux triangles rectangles semblables, peut servir à les retrouver rapidement.
40. On conclut aisément de ce qui précède qu’en général, étant donnés le signe et la grandeur d’une des trois lignes trigonométriques principales d’un angle uOx , et le signe seulement de l’une des deux autres, la direction Om, dans le plan xOi/, est complètement déterminée.
4* Direction d’une droite hors des plans ordonnés.
Considérons maintenant le cas où la droite
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Oa, dont il s’agit de définir la direction, n’est dans aucun des plans coordonnés , et supposons , pour plus de simplicité, que ces plans soient perpendiculaires les uns aux autres (fig. 10).
Prenons encore sur la partie positive de la droite Oa, un point M, à une distance r de l’origine O , et appelons x, y, *, les coordonnées de ce point; il est évident que la direction Oa sera connue si l’on connaît les rapports x -, v ~ r >- r (rapports algébriques, c’est-à-dire positifs ou négatifs, chacun étant de même signe que son antécédent): car, en prenant r à volonté , on en conclura les valeurs des trois coordonnées, c’est-à-dire leurs longueurs et leurs sens , ce qui déterminera la situation du point M (1 3).
La droite MP qui joint l’extrémité de r à l’extrémité de l’abscisse x, est perpendiculaire à Ox. II s’ensuit que x serait également l’abscisse rectangulaire du point M dans le plan xOa.
On a donc (32)
; = cos(«, x);
et de même
*5=cos(tt,y), î=cos(«, x).
Ainsi la direction de la droite Ou est déterminée par les cosinus des trois angles qu’elle fait avec les trois axes coordonnés.
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42. Ces trois cosinus ne peuvent pas être pris arbitrairement. En effet, on a entre les coordonnées rectangulaires x , z , du point M , la relation (19)
qui, en y substituant les valeurs du numéro précédent , devient
cos J (w, x)-|-cos 2 (k, y)— j— cos 2 (m, *)= 1 .
Cette équation exprime un théorème qu’il importe de retenir.
On en déduit cette conséquence que , lorsque l’on se donne les cosinus des angles qu’une droite Ou fait avec deux des axes coordonnés rectangulaires, il ne reste d’indéterminé que le signe du cosinus de son angle avec le troisième axe.
43. Remarque. Donner le cosinus de l'angle qu’une droite fait avec un axe, c’est faire connaître une nappe de surface conique de révolution sur laquelle se trouve cette droite. Si l’on donne deux cosinus relatifs à deux axes différents , la droite est l'une des deux génératrices d’intersection de deux nappes coniques déterminées; il suffit, pour compléter la détermination de la droite, de savoir si l’angle qu’elle fait avec le troisième
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axe est aigu ou obtus , et c’est ce qu’apprend le signe de son cosinus.
§ 3. — Expressions trigonométriques des Projections
ORTHOGONALES d’üNE DROITE OU d'un CONTOUR POLY- GONAL SUR UN AXE.
44. Soient deux axes coordonnés rectangulaires 0.r, O y, (fig.tl) et soient, dans le même plan, deux points M', M', dont les coordonnées sont x', y', x\ y". Les projections x" — x', y*—ÿ, delà droite M 'M', peuvent être exprimées en fonction de la longueur M'M', et de l’angle que celte droite, prise dans le sens MM", fait avec Ox.
En effet, si l’on mène M'X et M'Y, parallèles à Ox et O y, et de même sens, les coordonnées X, Y, du point M, par rapport à ces nouveaux axes rectangulaires, seront des mômes grandeurs et des mêmes signes que les projections x" — x', y" — y', et l’angle de M'M' avec M'X sera de même grandeur et de même signe qu’avec Ox. Or, par les définitions du n° 32, on a , en faisant M'M'=w,
X=mcos(m, X), Y=Msin(«, X).
Donc, si l’on représente par (m, x) l’angle que la droite M'M' fait avec l’angle des x, on a pour les projections orthogonales de M'M"
x’ — x'=mcos(w, x), y" — y'~ u sin(«, x).
On remarquera que , dans ces formules, les
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lettres x% x', y\ y\ des premiers membres, représentent des longueurs affectées de signes : la lettre w, hors de la parenthèse, est une longueur seulement; les lettres «elx, dans la parenthèse , désignent la droite M’M’ et l'axe de projection , considérés quant à leurs directions.
45. La formule x " — x'=:kcos(m, x) est également vraie pour la projection orthogonale d’une droite sur un axe Ox qui ne serait pas dans un même plan avec la droite , pourvu que par l 'angle des deux droites quelconques dans P espace oïl entende X angle qu’on obtient en faisant partir d’un point quelconque deux côtés parallèles à ces droites , et de même sens qu’elles.
En effet, la projection orthogonale P'P''(fig. 12) de la droite M'M"sur l’axe Ox s’obtient en menant par M' et M" deux plans M'C'P', M''C"P", perpendiculaires à Ox, et le rencontrant en P' et P". Si, par M', on mène M'X parallèle àOx, et de même sens, a projection M'N ou X, de M'M", sur ce nouvel laxe, sera de même longueur et de même signe que P'P", puisque ce sont deux parallèles de même sens comprises entre deux plans parallèles. Or, la ligne projetante M "N étant perpendiculaire à M'N, on a, comme au numéro précédent,
M'N ou X= « cos (m, X),
donc
x" — x — «COS(m, x);
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c’est-à-dire que la projection orthogonale d'une droite sur un axe quelconque est égale (même grandeur et même signe) au produit de la longueur de cette droite par le cosinus de l’angle qu’elle fait avec l’axe.
4G. De eetle proposition, et de celle du n° 22, on tire la conséquence suivante , dont nous ferons un fréquent usage:
Théorème. Si un chemin polygonal M
conduit du point M' au point M, la somme algébrique des produits des chemins rectilignes partiels MM", M"M" ..., ?nultipliés chacun par le cosi-
nus de r angle qu’il forme avec un axe quelconque , est égale à la projection du chemin direct M M sur le même axe.
La formule qui renferme ce théorème est
x — x' = 11' cos («', aO-f-H'cos(H", a-)-(-it' r cos(u w , r)....
et s’exprime en abrégé par
x — x'— 2 u cos ( u , x) ,
en remplaçant par la notation 2 le mot somme appliqué à une suite de termes semblables , et en désignant par u chacun des côtés du contour, dont l’angle (m, x ) avec l’axe doit être pris en ayant égard au sens dans lequel ce côté est décrit.
CHAPITRE
projections d’une droite u sur trois axes coordonnés rectangulaires, donne
x x'~ u COS (u, x"), y" — y'=MCOS (tt, y), s" — * — U COS («, z) .
En y joignant l’équation du n° 24
on voit qu’il suffit de connaître les longueurs et les signes des trois projections x" — x', y" — y', z" — z\ pour en conclure la longueur «, puis les grondeurs des trois cosinus , qui ont d’ailleurs les mêmes signes que les projections.
40. Problème. Connaissant les coordonnées X, y, z, d’un point M relativement à trois axes coordonnes quelconques Ox, Oy, Oz, trouver l’abscisse orthogonah X du meme point , comptée à partir de la même origine O, sur un axe OX , faisant , avec les trois axes coordonnés , des angles connus.
L’abscisse x et deux parallèles aux coordonnées y, s, forment un chemin polygonal conduisant de l’origine O au point M (14), et la somme algébrique de leurs projections orthogonales sur OX est égale à X, projection de OM sur le même axe (22). D’après cela, supposant les coordonnées x, y, z, positives , on a (46)
X=xcos(x, X) -[-y cos (y, X)-f--eos(i, X), les parenthèses indiquant les angles du nouvel
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axe OX, pris flans son sens positif, avec les trois coordonnées, ou, ce qui est ici la même chose, avec les trois axes coordonnes, pris dans leur sens positif. Maintenant, si l’une des coordonnées x, par exemple, était négative, il estclairque sa projection devrait avoir un signe contraire à celui qu’elle aurait eu dans la première hypothèse ; or il suffit, pour cela, dans le produit .vcos(j-, X), de donner à la valeur particulière de .r, premier facteur de ce produit, le signe qui lui appartient d après son sens , et d’entendre toujours par la notation (x, X) l’angle des axes Or, OX , donné d’après l’énoncé de la question.
49. Problème. Connaissant les angles que deux droites ou leurs parallèles de tnè/nesens OX, OY, font avec trois axes rectangulaires Ox , Oy, Oz , trouver l'angle (X, Y) des deux droites entre elles.
Sur la partie positive de la droite OY prenons une longueur OM désignée par Y; sa projection orthogonale, ou l’abscisse du point M sur la droite OX, sera
X=Ycos(X, Y),
et les coordonnées r, y, z,du même point M, seront *=Ycos(Y, .r), y=Ycos(Y, y), ; *=Ycos(Y, z).
La substitution de ces expressions dans l’équation du numéro précédent donne, en supprimant le facteur Y,
cos (X, V) = COS (X, x) cos (Y ,r) -f cos'X, y) cos (V, y)-f cos (X, z)cos(Y, j).
Dans le cas où l’angle (X, Y) est droit, on a
cos(X, Y)=0,
donc
cos (X, i) cos (Y, x) + cos (X, y) cos (Y, y)-(- cos (Z, i) cos (Y, i) = 0.
§ û. — Formules de trigonométrie plane.
^ 51. Théorème. Deux angles a, — a, de même grandeur et de signes contraires , ont le même cosinus , et des sinus de même grandeur , mais de signes contraires.
En effet , si x et y sont les coordonnées de l'extrémité M de l’arc de rayon rqui mesure l’angle a, et si x' et y' sont les coordonnées de l’extrémité M' de l’arc de môme rayon qui mesure l’angle — a, il est aisé de voir que, les deux points M, M', étant symétriquement placés par rapport à l’axe des x , on a
x—x' et y=r — y’,
ce qui , d’après les formules
x = rCOSa, y=rsiria,
x'=rCOS( — a), y'=rsin( — a),
conduit évidemment à la double proposition énoncée, savoir :
sin( — a)= — sina, COS( — a )=COSa.
_ 52. Corollaire. Des équationsx=x’ety= — y',
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on tire , d’après les définitions du n° 32,
lang(— «)= — tanga, cotang(— a)= — cotanga , séc( — «)=séca, eoséc( — «) = — coséca.
i>3. ThÉorÈme. Si la somme algébrique de deux angles vaut un angle droit ■positif , ou , en d’autres ternies, si deux angles sont algébriquement compléments P un de F autre, le sinus de F un de ces angles est égal au cosinus de F autre.
1° Si les deux angles sont positifs, et qu’on ait a-f-a 1 '= 90°, chacun d’eux est plus petit qu’un angle droit. 11 faut démontrer qu’on a
sina=cosa', cosa=sina'-
Soit a (fig.7) l’angle MO.r;a'est donc égal à MOy.
On a, par les définitions du n° 32,
y=rsina, x=rCOSa-
Mais x peut être considérée comme ordonnée MQ, et y comme abscisse OQ, du point M; et, puisque la droite OM fait, avec l’axe des abscisses , dans ce cas , l’angle a', on a
x=rsina', y—r COSa'.
On tire de ces quatre équations les relations énoncées.
2° Si l’un des angles est négatif, et qu’on ait
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a — a'=90 u , en désignant par a et «' des valeurs absolues, il faut démontrer qu’on a
siüa =cos( — a') et cosa = sin( — «’),
ou , ce qui revient au même (51),
si II a =r COSac' et COSa = — sina'
pour des angles absolus <*, dont la différence a. — a' est de 90°, c’est-à-dire que, si la différence de deux angles vaut un angle droit , le sinus du plus grand est égal au cosinus du plus petit , et le cosinus du premier a la même valeur numérique que le sinus du second , mais un signe contraire.
Pour le démontrer, soit (fig. 13) !H'Cbr=or', le plus petit des deux angles, et MOx=«, qui excède a! d’un angle droit. Quels que soient d’ailleurs ces deux angles, les deux points M', M, sont aux deux extrémités d’un arc de 90°, sur une circonférence ayant l’origine des coordonnées pour centre; d’où il est facile de conclure, en examinant tous les cas possibles, que l’ordonnée d’un quelconque de ces points a la même grandeur absolue que l’abscisse de l’autre; mais que l’abscisse du point M , le plus avancé des deux sur la circonférence, est de signe contraire à l’ordonnée de l’autre point M', tandis que l’ordonnée de M a le même signe que l’abscisse de M'. Ainsi
y=zx' et x= — y'.
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Or, en substituant dans ces équations les valeurs générales
y=rsin«, x=rcos«, x'=rcoSa', y=rsin«', on arrivera aux relations
sin a =cosa' et cos<*= — sina'.
54. Corollaires. — 1” r . Si la somme algébrique de deux angles vaut un angle droit positif le produit de leurs tangentes est égal à F unité , ou, ce qui revient au même, la tangente de F un est égale à la cotangente de F autre.
En effet, « et al satisfaisant à l’équation
ct-j-a'— 90°,
les relations
SUla = COSa',
SIO «
COSa=SIÜ sina'
tang*= — , tang a '=
conduisent à
tanga tang«'=1 ou tanga=cot a'.
2 e . Si la différence de deux angles vaut un angle droit positif le produit de leurs tangentes est égal à — 1 .
En effet, de a — a'=90° on conclut sina — cos a', cos«= — sin*', d’où, en divisant,
tanga =— ■ 1
° iaog«'
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55. Problème. Trouver les relations qui existent entre les sinus et cosinus de deux angles a. , et ceux de leur somme A —a -j-a'.
(Les angles ne sont pas d’abord supposés pouvoir devenir négatifs.)
Soient (Gg. \ 4 et 1 5)
XOx=«, xOM=« r , 031=/-;
Soient les axes 0 y et OY, respectivement perpendiculaires à Ox, OX.
Coordonnées de M
par rapport à OX, OY, » à Ox, Oy,
\=.r sin A.
X=rcos A.
y =rsin x =rcosB r .
D’après la formule du n° 48, en y faisant z = 0, et remarquant que l’ordonnce Y et aussi une abscisse sur l’axe OY, on a
Y=x cos (x, Y) -f-y cos (y, Y) 1 X=xcos (x, X)-f-ycos(x, X) l’-
on a également , en exprimant x et y en fonction des coordonnées X, Y,
y=Xcos(y, X)-|-Ycos(y,l) j„ x=Xcos (y, X)-}-Y cos(x-X) j
Or
cos(xX)=cosa, cos (xY)=sin«,
soit que, comme dans le cas de la fig. 14, « soit plus petit que 90° (n° 53, \° ), ou qu’il soit plus
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grand, comme dans la fig. 1 5 , auquel cas a excède l’angle (*Y) de 90° (53, 2°). De plus,
cos(y, X) = — sin«,
car l’angle (y, X) excède a de 90°. EnOn
COS (y, Y) = COS (xX) = COS a •
Substituant dans les équations [1] et [2] ces valeurs, ainsi que celles des coordonnées, et supprimant le facteur r, on trouve
sinA= cosa'sina-f-sina'cosa COSA= COSa'COSa — silla'sina sina — • — cosAsina-j-sinAcosa COSa'= C0SAC0Sa-{~sinAsin a
On remarque que les équations [4] sont implicitement renfermées dans les équations [3], et s’en déduiraient par le procédé ordinaire de l’élimination , en ayant égard à la relation
COS J a-f-sin 2 a=1 .
56. Si, dans les équations [3], on remplace a , a', para, 4, ce qui permet de remplacer A par a-f -4, elles deviennent
sin(a-j-4)=sinacos b -j-cosasinZ»
cos(a-{-i)=cosacos4 — sinasini
Si , dans les équations [4], on remplace A, a,
cjiapithe i".
para, A, ce qui permet de remplacer «' par a — h, elles deviennent
sin(« — /;)=sinacosi — cosasinA cos(a — A)=cosa cos b-\- sinasin b
Ces formules se résument ainsi :
sin (art b) = sin a cos b rt cos a sin h , cos (art b) — cosa cos /yfJJRin a si n b.
Les formules [5] et [6] rentrent les unes dans les autres par le changement de signe de l'angle b (51); il est d’ailleurs aisé de voir qu’on peut y changer à la fois les signes de « et de b ; donc chacune de ces formules est démontrée dans toute sa généralité.
Des formules du n° 56, et de la relation générale
on tire
sin a cos a
= tanga,
tang(adtA)=
tanga:±:lang&
izfciangatangt»'
89. En combinant, par addition et par soustraction, les expressions de sin(a-f-A) et sin(a — b), on a
sin(a-j-^)H“ s * n (° — A)=2sinacos£, sin(a-f-A) — sin(a — i)=2cosasini.
Faisons
d’où
Substituons , et divisons l’une des équations par l’autre ; nous aurons
sinp+siny ^ tang {(> + ?) siu/> — sinç iaiig^(/» — q)
Cette formule sert dans la résolution des triangles. On trouve dans les traités spéciaux de trigonométrie d’autres formules qui se déduisent aisément des précédentes. ^
Nous avons dit (36) que l’on possède des ta
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blés qui font connaître, au degré d’approximation désirable, les lignes trigonométriques d’un angle aigu quelconque. Ces tables ont été calculées par des méthodes ingénieuses et savantes qu’on peut étudier dans les ouvrages spéciaux sur cette matière. Il nous suffit de faire comprendre ici la possibilité d’arriver aux mêmes résultats à l’aide des formules qui viennent d’être démontrées.
Nous remarquerons d’abord que, lorsqu’un angle est très petit, l’arc qui, ayant pour rayon l’unité, lui sert de mesure , est sensiblement égal à son sinus; ce qui signifie que, si Ton fait décroître indéfiniment l’angle , le rapport de Parc au sinus approche autant qu’on vêtit de V unité.
En effet, si l’on suppose dans la fig. 7 le rayon OA =1, l’ordonnée MP et la tangente AN auront précisément pour expressions celles de sina et de tanga (33) ; et si l’on compare l’arc AM à l’ordonnée MP, et l’aire du secteur OAM à celle du IriangleOAD, on établira les inégalités suivantes :
1° MP<cordeAM< arc AM ,
d’où
sina<arca;
donc
SID a
2° secteur OAM < triangle O AN,
\ O A X arc «< \ OA X tanga,
d’où (39)
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Ainsi le rapport est toujours compris entre 1 et — — . Or, à mesure qu’on fait diminuer a, le
COS a
nombre quoique toujours supérieur à l’unité , en approche autant qu’on veut. Donc il en est de même du rapport > et c’est ce qu’on exprime en disant que ce rapport, quand l’angle a décroît, a pour limite l’unité.
On prouverait avec la même facilité que le rapport », quand l’angle « devient de plus en plus petit , a aussi pour limite l’unité ; proposition qui nous servira dans la suite de ces leçons.
Nous allons maintenant démontrer que la différence entre l’arc et lésinas d’un même angle est moindre que le quart du cube de l’arc.
En effet on a (57)
sm« = 2sin 5 acos
Multipliant cette équation par l’inégalité précédemment démontrée
sin-« >arc - a cos - a,
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et supprimant le facteur commun sini*, on a
ou
d’où
sin«>arc«cos
sin«>arca^ l — sin 2 ^*^ ;
arc « — sin a < arc « sm 2 ^ •
Multipliant cette
espèce
inégalité par l’inégalité de même
sm 2 -a<
(arc a - ) 2 h '
et supprimant le facteur commun sin J îa, on obtient l’inégalité énoncée
. (arc a) 3 arc a — sin a < — ■ — .
Appliquons cette propriété à l’angle de 10", qui est le plus petit angle des tables de Callet.
On sait que le rapport de l’arc de 180° ou de 648000" au rayon est3,1415926....
Nous aurons donc
arc 10"= ^^ = 0,00004 84813 681....,
et par suite
^ (arc 10") 3 =0,00000 00000 00032....;
d’où il résulte que la différence entre l’arc de 10"
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et son sinus ne sera sensible qu’à partir de la treizième décimale.
On peut donc dire qu’avec une erreur moindre qu’une unité décimale du treizième ordre, on a
sin 10''= 0,00004 84813 681.
En mettant cette valeur dans la formule
cos 10 "—\S 1 — sin^lO’
on trouve avec le même degré d’exactitude
cos 10''= 0,99999 99988 248.
61 . Au moyen de ces deux nombres et des formules du n° 56, on pourrait obtenir les valeurs des sinus et cosinus de tous les angles différant entre eux de 10" depuis 0 jusqu’à 45°, et les résultats ainsi obtenus s’appliqueraient immédiatement à tous les angles depuis 45 jusqu’à 90°, attendu que le sinus et le cosinus d’un angle sont respectivement le cosinus et le sinus de l’angle complément du premier.
Quant aux autres lignes trigonométriques , on les déterminerait ensuite à l’aide de la formule tanga = ^- et de la septième remarque du n° 35.
g 5. — Résolution des triangles rectilignes.
l° Triangles rectangles.
AS
résolution d’un triangle rectangle ABC, suivant (jae l’on donne
r 1° L’hypoténuse et les angles,
2° L’hypoténuse cl un côté d’angle droit,
3° Un côté d’angle droit et les angles,
4° Deux côtés d’angle droit.
En appliquant les définitions du n° 32, et en y remplaçant rpar l’hypoténuse du triangle, on vérifiera facilement le tableau suivant, dans lequel a représente l’hypoténuse, h et c les côtés opposés aux angles aigus B, C. Quand l’un de ces angles est donné, l’autre s’en déduit.
DOXSlîES.
FORMULES
1“ fl, B.
&=asinB, e=acosB.
sinB on cosC=- ; c—[s (a-^-b){a — b);
à posteriori c—ac os B ou c= b tangC.
A= — '—t. , b— ciangB.
eos B
tang B = -,
a posteriori «1=: ou a— - —
' cos B sin B
63. Les tables trigonomélriques en usage donnent les logarithmes des lignes Irigonométriques, au lieu de leurs valeurs numériques. Il en résulte
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l’avantage de n’avoir a faire que des additions et des soustractions pour appliquer les formules cidessus.
Les sinus et cosinus de tous les angles et les tangentes de 0 à 45° étant <1, leurs logarithmes sont négatifs ; tandis que les tangentes de 45° à 90° ont leurs logarithmes positifs. Pour éviter de faire la distinction des caractéristiques négatives, les tables donnent les logarithmes des nombres tri— gonomé triques, augmentes de 10 unités.
Ainsi, pour 6°32', on trouve à la colonne des sinus 9,0500706 , ce qui signifie que le logarithme du sinus est réellement 0,05G0706 — 1, qu’on écrit quelquefois ainsi 1 ,0560706 ; d’où l’on conclurait^ l’aide de la table des logarithmes des nombres , que la valeur numérique de sin (6°32') est 0,11378. Si, pour log tangG0°,40', on trouve 10,2397284, il faut lire 0,2397284.
C-i. Applications. 1° Hauteur d’une tour dont le pied est accessible; 2° Distance rectiligne de deux dents d’engrenage de rang déterminé sur un cercle de rayon connu ; 3° Extraction de par les logarithmes. (On considère les nombres m et n comme les longueurs des côtés d’angle droit d’un triangle dont on cherche l’hypoténuse.)
s° Résolution des triangles obliquangles.
CHAPITRE I
en désignant parmi les angles connus l'angle A opposé à ce côté.
Du sommet C abaissons (fig. 16) la perpendiculaire A sur le côte opposé c , et, soit que les angles A et B soient aigus, ou que l’un d’eux soit obtus , nous aurons
A=asinB, A = AsinA,
d’où
, a sin B /> = —. — .
Sll) A
L’équation générale démontre ce théo-
iikme : Dans un triangle rectiligne quelconque , les sinus des angles sont proportionnels aux côtés opposés.
66. 2* cas. On donne deux côtés, a et 1), et Y angle A, opposé à P un d'eux , a.
D’après le théorème précédent, on a
sin B =
A sin A
puis
C= 1 80" — (A -f-B) et c —
Au plus petit des deux côtés a , b , est opposé le plus petit des deux angles A, B. Donc , si a > A, B est aigu, son sinus suffit pour le déterminer; il y a toujours une solution.
Sia<A, l’angle A donné (fig. 17) est aigu; B peut être aigu ou obtus pour le même sinus-
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Donc il y a deux solutions , pourvu qu’on trouve
. n | b SU! A a
stnB<1 ou — - — <1,
oua>AsinA, c’est-à-dire a>h.
Si l’on demandait immédiatement le côté c, il faudrait poser
c— AD±DB=2>cos A±l/ « 2 — b 2 sin 2 À.
67. 3 e cas. On donne deux côtés , a, b, et V angle compris C.
1 ° On demande à priori le côté c.
Soient x et y les coordonnées rectangulaires du point B (lig. 18), en prenant CA pour axe des x et C pour origine, x est négative si l’angle est obtus. Dans tous les cas on a
ch=.y 2 -\-(b — x ) 2 , ÿ 2 = a 2 — x 2 , x—aCOsC.
Les deux premières équations , ajoutées membre à membre , donnent la relation connue en géométrie élémentaire
éx=i a 2 - j- b 2 — 2 bx ;
et, en y substituant l’expression de x, on a c 2 =a 2 -j-,6 1 — 2aZ>cosC.
c étant ainsi déterminé , on rentre dans le premier cas (65).
2° On peut déterminer à priori l’angle A par sa
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tangente. Soit que C soit aigu ou obtus, et quelle que soit aussi la grandeur de A, on a
RD . nsinC tan s L)Â b — rtCOsC
La grandeur et le signe de tangA faisant connaître A, et, par suite , B, on rentre dans le premier cas (65), et Ton calcule c par l’une des deux formules suivantes
asinC b sin C
c sin .Y ’ C sin B
11 est bon de vérifier si les angles A, B, trouvés, satisfont à la condition (65)
sin A sin B
3° Autre solution, plus propre à l’emploi des logarithmes.
C fait connaître A-f-B; on cherche A — B.
De la relation
sin A a
sin B b
on conclut _
sin A'-}- s ' n R o -y b
sinA — sinB a — b'
Donc , d’après la dernière équation du n # 59 , on a , „ , .
iangl(A-|-B) a-\-b
iangjj(A — B) a — A*
d’où l’on tire
t»ng^(A — B).
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Connaissant
i(A+B) = » 0 et I(A-B) = n",
on aura
et on achèvera comme clans la deuxième méthode. G8. 4 e cas. On donne les trois côtes.
La formule démontrée au commencement du numéro précédent donne
a 2 —b 2 -\- c 2 — 2 bc COS A; soit que l’angle A soit aigu ou obtus. Donc
cos À:
J> 2 -\-c 2 — a 2 'Ibc
Pour remplacer cette formule par une autre plus propre à l’emploi des logarithmes , on remarque que le dénominateur 2 bc. formerait, avec b 2 -\-c 2 du numérateur, un carré exact, ce qui conduit à combiner cos A avec l’unité par addition ou soustraction. Or l’une des formules du n° 57 donne
2 sin 2 «= 1 — cos 2« ;
donc, en faisant «=* A,
2sin 2 |A=1 — cosA—\-^ c [- n2 = ^Z<t^ï
2 ‘■ibc : ibc
sin ‘ A = J 1/ («+*- C )(„4. c -A).
Surface d'un triangle en fonction de ses trois côtés
S= ^ Z«r si n A = 5 bc V (1 -j- cos A) (1 — cos A).
Substituant la formule ci-dessus de cosA, et représentant le périmètre o-j-A-J-c par p, on trouve la surface cherchée
ou bien
70. supplications . \ 0 Trouver la distance d’un point pris sur le terrain où l’on opère à un point inaccessible , mais visible ;
2° Distance de deux points inaccessibles , mais visibles ;
3° Projections horizontales des distances cherchées ;
4° Nivellement des points observés.
7 1. Le tableau suivant (n° 73) des nombres tri— gonométriques pour tous les degrés du premier quadrant montre la disposition employée dans les tables usuelles des logarithmes de ces nombres.
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Celte disposition, dans laquelle chaque colonne a deux titres, l’un en haut, l’autre en bas, sauf les colonnes des degrés , est fondée sur ce que le sinus et la tangente d’un angle sont aussi le cosinus et la cotangente de l’angle complément (61).
72. L’inspection d’une table de logarithmes des nombres trigonomélriques suffît pour vérifier
1° Que le logarithme d’une tangente est la différence des logarithmes du sinus et du cosinus du même angle , ce qui doit être , d’après la relation
2° Que la somme des logarithmes de la tangente et de la cotangente d’un même angle est égale à zéro , ce qui doit être , d’après la relation
COta —
lUllj'a
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Table des nombres triyonomélriques naturels
O.llS" 6C 0.90S3 65
0,8829 Ci 0,S746 fcl 08GG0 00
CIlAPITllE II.
§ 1. — Généralités sur cf. sujet.
T Coordonnées parallèles à des axes concourants.
79. L’emploi des coordonnées, qui (n°‘ 7 et 13) sert à désigner la position d’un point dans un plan ou dans l’espace, fournit aussi le moyen d’exprimer algébriquement la situation d’une suite de points soumis à une môme loi , et formant soit une ligne, soit une surface : il suffît pour cela d’écrire en une ou plusieurs équations les relations qui lient entre elles les coordonnées algébriques d’un môme point pris arbitrairement parmi ceux dont il s'agit. C’est ce qui va s’éclaircir en considérant les divers cas renfermés dans cet énoncé général.
73. S’il s’agit d’une courbe plane, on imaginera dans son plan deux axes coordonnés 0.r, Oy, et l’on tâchera de tirer de la définition de la courbe une équation qui exprime la relation entre les coordonnées x, y, d’un point quelconque de cette courbe. Cette équation entre les variables x, y, el les quantités constantes fournies par la question , s’appelle Y équation de la courbe rapportée aux axes cjordonnés ü.r, Oy.
Exemples. 1° Un cercle dont le rayon est r, et dont le centre est à l’origine des coordonnées rectangulaires, a pour équation (12)
y 2 -\-x 2 =zt" ou y=±V / ' r 2 — x 2 .
2° Un cercle langent à l’axe des x, au point pris pour origine des axes rectangulaires , a pour équalion
(y — r) 2 -\- x 2 = r 2 OU y 1 — -j- x 2 = 0 ,
ou encore
Cette équation peut servir à tracer par points sur le terrain un arc de cercle , d’un très grand rayon connu, tangent à une droite donnée.
Lorsque, pour aider le raisonnement, on veut exprimer de la manière la plus générale l’équation d’une courbe en coordonnées x, y, on la représente par le symbole F (x, y) — 0, dont l’énoncé est : fonction de X et de y égale zéro , OU par y=F(x), dont l’énoncé est : y égale fonction de x. Dans ce second cas, on suppose que l’équation est résolue par rapport à y.
Généralement on entend par une fonction d’une ou de plusieurs variables l’expression d’opérations quelconques à faire sur ces variables , combinées soit entre elles, soit avec des constantes.
76. S’il s’agit d’exprimer algébriquement une ligne à double courbure ( c’est-à-dire non située dans un plan ), ou plus généralement une courbe
située d’une manière quelconque par rapport à trois axes coordonnés, la question se réduit à trouver deux équations auxquelles doivent satisfaire les trois coordonnées j,y, *, de tout point de celte courbe. Si l’une des équations ne renferme que deux coordonnées, elle est l’équation de la projection de la courbe sur le plan des deux axes coordonnés correspondants : car, pour un point quelconque de la courbe dans l’espace, les coordonnées x , y, par exemple , sont les mêmes que celles de sa projection sur le plan des xy.
Exemple : Si la courbe est située sur une sphère dont le rayon est r, et dont le centre est à l’origine de trois axes rectangulaires, et si sa projection sur le plan des xy est un cercle dont le rayon est r 1 , et dont le centre est sur l’axe desx, à la distance a de l’origine, la première condition donnera (1 D)
puisque la distance d’un point quelconque de la courbe à l’origine est r; et la seconde condition s’euprimera par l’équation du cercle, projection de la courbe (75)
En général, étant données les deux équa
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lions d’une courbe dans l’espace, rapportée à trois axes coordonnés, l’élimination d’une des coordonnées fournit l’équation de la projection de la courbe sur le plan des axes parallèles aux deux autres coordonnées.
En général aussi , quand on se donne l’une des coordonnées d’un point de la courbe, les équations de cette courbe deviennent deux équations à deux inconnues servant à déterminer les deux autres coordonnées du point dont il s’agit.
78. Si l’on a à exprimer algébriquement une surface, on tire de même de sa définition la relation qui existe pour tout point de cette surface entre ses coordonnées parallèles à trois axes.
Exempte : 1° Une sphère dont le rayon est r, et dont le centre est à l’origine de trois axes rectangulaires, a pour équation (19)
2° Soit une surface cylindrique engendrée par une droite qui se meut parallèlement à une môme direction en s’appuyant sur la circonférence d’un cercle. Son équation aura la forme la plus simple si l’un des plans coordonnés est le plan du cercle, et si l’on prend l’un des axes coordonnés, par exemple celui des z, passant par le centre du cercle, et parallèle à la génératrice rectiligne. Dans ce cas , tous les points d’une même position de celle génératrice auront le même .r et le même y;
d’où il suit qu’entre les coordonnées x, y, d’un point quelconque de la surface, existe la même relation qu’entre Vx et l’y d'un point de sa trace sur le plan des xy. Cette trace est un cercle ayant son centre à l’origine O ; et si l’angle xOy est droit, l’équation de la trace, et en même temps l’équation de la surface cylindrique, est
79. L’équation d’une surface quelconque en coordonnées x , y, x , se représente en général par le symbole F (z, y, z)=0, dont l’énoncé est : fonction de x, de y et de z , égale 0 ; ou par z=F ( x , y), si l’on suppose l’équation résolue par rapport à z.
Le deuxième exemple prouve que l’équation d’une surface, rapportée à trois axes, peut ne renfermer que deux des coordonnées , et appartient alors à une surface cylindrique. Elle pourrait même n’en renfermer qu’une : l’équation z=a serait celle d’un plan parallèle au plan des yz, et coupant l’axe des x à une distance a de l’origine. On voit, en effet, que pour tout point de ce plan l’abscisse x est égale à a , et réciproquement.
2° Coordonnées polaires.
80. La position d’un point dans un plan peut être désignée autrement que par ses coordonnées parallèles à deux axes.
Soit Taxe Ox supposé connu ( fig. 19), ainsi qu’un certain plan passant par cel axe, plan qui est celui de la figure La position du point M dans ce plan sera déterminée par deux quantités, savoir :
1° L’angle uOx ou « que décrirait une droite Ou pour passer de la direction Ox à la direction OM;
2° L’abscisse u , du point M , sur la droite Ou .* cette abscisse prend le nom de rayon vecteur.
Ces deux quantités, «, m, s’appellent coordotinées polaires. On peut, en les prenant toutes deux positives, exprimer la position d’un point donné quelconque dans le plan ; mais rien n’empêche d’admettre aussi des coordonnées polaires négatives , et, moyennant cette convention, la position d’un même point peut être exprimée par quatre systèmes équivalents de deux coordonnées. Exemple :
81. Une courbe peut être exprimée en coordonnées polaires. Exemples :
1° Dans ce système, l’équation du cercle dont le rayon est r, en prenant l’origine au centre, serait u — r.
2° Si , en même temps que la droite indéfinie Ou tourne autour du point O, on suppose que le point M se meuve de manière que les accroissements successifs du rayon vecteur u soient pro-
portionnels à ceux de l’angle a, la courbe décrite est la spirale d’Archimède , et son équation est u — ax -\-b, en désignant par b la longueur du rayon vecteur qui correspond à * = 0, et par a l’accroissement de u pour chaque unité de <*.
3" Coordonnées focales.
82. La position d’un point dans un plan pourrait être définie par ses distances à deux points donnés dans ce plan. Ce mode de détermination est quelquefois employé dans le lever des plans.
Si F et F' sont deux points donnés à priori, et si u et u' sont les distances respectives d’un point M à F et F', ces deux quantités, étant déterminées, appartiendront à deux points rcctangulairement symétriques par rapport à la droite FF 1 .
Une équation entre les distances u , considé-
rées comme variables, peut servir à exprimer une courbe reclangulairement symétrique par rapport à la droite FF’. Exemples :
r Si la somme w-f- u' est constante, la courbe est une ellipse dont les points F, F', sont les foyers. Etant données la distance FF' = ‘2c et l’équation « + *' =2 a, il est aisé de construire la courbe par points; on peut même la concevoir décrite d’un mouvement continu à l’aide d’un fil dont la longueur serait 2 a , et dont les extrémités seraient attachées aux foyers F, F’; une pointe traçantequi
glisserait le long du fil en le tenant toujours tendu décrirait la courbe.
2° Si la différence u — u' ou u'—u est constante, la courbe est une hyperbole dont F et F' sont les foyers. Etant données la distance FF'= 2 c et l’équation u — u’ =± 2a , ou (« — u’) 2 =ha 2 , on construit facilement la courbe par points. On peut aussi en décrire d’un mouvement continu un arc d’une certaine étendue : une règle tourne dans le plan de manière que l’un de ses points, toujours le même ( figure 20 ) , se confonde avec l’un des foyers F; un fil NM F' est attaché, d’une part, à un point N de la règle, d’autre part, au second foyer F', et la distance FN excède de 2 a la longueur de ce fil ; une pointe M glisse le long de la règle , en tendant le fil , et trace la courbe , car on a
FM — F'M = FN — F MX =2 a.
Les mêmes équations
tt-f-M— 2a, (w — w') 2 =4a 2 ,
exprimeraient des surfaces de révolution autour de la droite FF' si le point M, auquel appartiennent les distances «, u', n’était pas assujetti à rester dans' un même plan. Ces surfaces seraient, l’une un ellipsoïde, l’autre un hyperboloïde de révolution, ayant F et F' pour foyers.
La position d’un point M dans un plan pour
rait encore être définie par sa distance MX à une droite donnée AB du plan ( fig. 21 ), et sa distance MF à un point donné F dans le même plan. La même définition, dans ce cas, appartiendrait à deux points rectangulairement symétriques par rapport à la perpendiculaire FC sur AB.
Si l’on désigne FM par u, et MN par une équation entre u et u', considérés comme variables, exprimera une courbe symétrique par rapport à CF.
Exemple. L’équation m = u', ainsi interprétée, est celle d’une parabole , facile à construire par points. On peut en décrire par un mouvement en tinu un arc d’une certaine étendue à l’aide d’une équerre KLN qui glisse selon la directrice AB, et d’un fil attaché, d’une part, au point L de l'équerre, et, de l’autre, au foyer F, la longueur de ce fil étant égale à NL ; une pointe qui glisse le long de l’équerre en tendant le fil décrit la parabole , car on a
FM==FML— ML=MN
85. u étant toujours la distance de M au foyer F, si u 1 était sa distance au plan projeté en AB dans la figure, l’équation u — u ' exprimerait une surface appelée paraboloïde de révolution (’).
(*) La cyclolde dont il sera question au n* 143 est un autre exemple d'une courbeexprimable par l'égalité de deux variables coordonnées.
86. Les exemples précédents donnent lieu à quelques remarques générales.
1° Une équation à plusieurs variables peut renfermer toute la définition d’une courbe ou d’une surface, et fournir le moyen de la construire; mais il faut toujours pour cela qu’une convention établisse la signification géométrique des variables , signification en vertu de laquelle des valeurs simultanées de ces variables déterminent un ou plusieurs points.
2° Deux courbes égales, c’est-à-dire superposables, ont des équations différentes dans deux systèmes différents de coordonnées, par exemple quand on change l’angle des axes coordonnés.
3° Une même équation désigne des courbes différentes si l’on change la signification géométrique des variables.
87. Le système des coordonnées parallèles à deux axes dans un plan, ou à trois axes dans l’espace, est le plus fréquemment employé. Dans ce système , l’équation de la droite et celle du plan sont du premier degré. Nous allons donner quelques détails sur son application à la droite et à quelques courbes, puis au plan et aux surfaces dont les équations sont du second degré.
§ 2. — De la ligne droite.
Toute ligne droite rapportée à deux axes coor
donnés faisant un angle quelconque est exprimée par une équation du premier degré , qui appartient à tous ses points et n’appartient à aucun autre.
Pour le démontrer, considérons d’abord des cas particuliers.
1° Si la droite se confond avec T un des axes ou lui est parallèle y t équation ne contient qu’une variable.
En effet, l’équation x=0 appartient exclusivement à tous les points de l’axe des y, et l’équation x=c à ceux d’une parallèle à l’axe des y.
2° Si la droite passe par P origine y son équation est de la forme y — ax , le coëffieient a étant un nombre abstrait affecté de l’un des signes -f- ou — .
En effet, soient sur cette droite des points quelconques 3P, M", M'", dont les coordonnées sont
x’, y'; y"; x’", y"' : il est évident qu’on a ,
quels que soient les signes de ces coordonnées ,
at x" x'"
C’est ce qu’on exprime en disant que le rapport | est constant, et en posant l’équation y=ax.
Le coefficient a est un nombre abstrait positif lorsque la droite divise l’angle xOy et son opposé ; il est négatif quand elle divise les deux autres angles des axes coordonnés.
Si les axes ,Ox, Oy, font l’angle 9 , et que la droite M'M"... fasse avec Ox l'angle «, il est aisé
de voir (65) qu’on a
y siiig
x sin(0 - u ) a '
Si les axes Ox, Oy, sont rectangulaires, le rapport a est simplement égal «à tanga ; nous l’appellerons , pour abréger, Y inclinaison de la droite sur l’axe des x; son inverse ^ est l’inclinaison de la droite sur l’axe des y.
Les coordonnées x, y, considérées comme appartenant successivement à divers points d’une droite passant par l’origine, sont, dans tous les cas, des variables directement proportionnelles, môme lorsqu’elles sont de signes contraires.
;i ° Si la droite n’est ni parallèle à un axe ni passant par r orÿine , son équation est de la forme y~ax-\-b , la constante a ayant la même nature abstraite et la même valeur en fonction des angles que dans le cas precedent, et b étant une longueur affectée d un signe -J- ou — , qu’on appelle Y ordonnée d l’origine.
Cela devient évident en traçant par l’origine une droite parallèle à celle dont il s’agit, et en remarquant que, pour une même abscisse, les coordonnées des deux droites diffèrent entre elles d’une longueur constante.
Dans le cas de l’equalion les va
riables x, y, ne sont plus proportionnelles, mais leurs accroissements à partir de deux valeurs cor-
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respondantes quelconques sont dans un rapport constant égal à a En effet, si x, y; x', y'; x", y"..., expriment deux à deux des valeurs simultanées satisfaisant à l’équation de la droite, on a
yx=.ax-\-b , y’=zax-\- b, y’z=ax”-\-b..
et l’on en conclut
d’où
Les différences x' — x, x" — x , qui peuvent
être positives ou négatives, s’appellent les accroisse/n en/s algébriques de x, et se représentent par la
notation Ax. Les différences y' — y, y " — y
qu on représente par A y, sont les accroissements algébriques des y. La propriété dont il s’agit s’écrit donc ainsi
et s’énonce en disant que les accroissements simultanés des variables X, y, sont proportionnels.
Les sciences physico- mathématiques offrent des cas nombreux d’une pareille loi : par exemple la dilatation d'un corps, c’est-à-dire son accroissement soit de volume, soit de longueur, est, entre certaines limites, proportionnelle à son ac-
croissement de température , toutes circonstances égales d’ailleurs.
90. Dans un système d’axes déterminé, on peut toujours trouver une droite telle que les constantes a, h , de son équation, aient des valeurs données quelconques. Il suit de là que , réciproquement à la proposition précédente, dans un système quelconque d'axes coordonnés , une équation du premier degré Ay — j— Iîor — (— C = 0 entre les coordonnées X, y, dans laquelle A et B sont des nombres ou des rapports donnés , et C une longueur donnée , est toujours celle d’une ligne droite , qu’il est facile de construire .
91. Trouver P équation d'une droite ayant une inclinaison donnée , et passant par un point donné.
Soit a l’inclinaison donnée , et soit b l’ordonnée inconnue à l’origine; les coordonnées a-, y, d’un point quelconque de la droite, satisferont à l’équation
y=ax-\-b [1].
Les coordonnées x', y', du point donné , doivent satisfaire à la même équation. Ou a donc
y’—ax'-\-b [2].
Cette dernière équation détermine b , qu’on peut substituer dans l’équation [1]. Plus simplement par la soustraction on a
Ou vérifie aisément que cette équation satisfait aux deux conditions de l’énoncé. On peut l’obtenir immédiatement à l’aide d’une figure.
92. Trouver l'équation d’une droite passa ntp ar deux points donnés (x', y) (x", y").
Soit a l’inclinaison inconnue sur l’axe de x : les coordonnées x, y, d’un point quelconque, satisferont, d’après le numéro précédent, à l’équation
qui exprime déjà que la droite passe par le point dont les coordonnées sont x', y'.
Les coordonnées du second point x”, y”, doivent satisfaire à la même équation; on a donc
y" — y'— a fx" — x’) [2].
Cette dernière relation détermine a , dont on substitue l’expression dans l’équation [1]. On arrive ainsi à
L’équation s’obtiendrait immédiatement sous la première forme, soit à l’aide d’une figure, soit par la propriété remarquée au n. 89. On vérifie sans calcul qu’elle satisfait à la double condition de l’énoncé.
Sous la seconde forme , l'équation est évidemment symétrique relativemout aux points donnés, c’est-à-dire qu’elle reste la même quand on change x' et y’ en x"et y", et réciproquement.
Si les deux points donnés sont l’un sur l’axe des x, à une distance p de l’origine, l’autre sur l’axe des y, à la distance q , l’équation se réduit à
95. Déterminer le point d’intersection de deux droites dont on a les équations. En général deux lignes quelconques étant données par leurs équations, la recherehe dedeurs points communs se réduit à résoudre ces deux équations considérées comme renfermant deux inconnues, x ety, qui cessent d’être des variables indéterminées.
94. Equations de deux droites perpendiculaires entre elles. Dans un système de coordonnées rectangulaires ,1a condition nécessaire et suffisante pour que deux droites dont les équations sont
y=ax-\-b , y=za'x-\-b',
soient perpendiculaires entre elles, est (54) que les coefficients a, a', satisfassent à la relation
a— — -, ou a«’4-l = 0.
§ 3. — Du Cercle.
Do. Dans un système de coordonnées rectangulaires, la circonférence du cercle dont le rayon est p et dont le centre a pour coordonnées « et (3 est (24) exprimée par l’équation
96. Si le centre est à l’origine des coordonnées , on a (3=0, «=0; l’équation devient
V 2 - f * — P 2 , d’où yh=. ( P -f x) (p — x) :
donc l’ordonnée est moyenne proportionnelle entre les deux segments du diamètre.
L’équation du cercle dont le centre est à l’origine s’écrit souvent sous la forme
y—dl 1/ p 2 — x 2 -
Si l’on fait (3=0, «=p (fig. 22), l’équation est
y 2 - f-Æ 2 =2px.
ar 2 -f -y 2 est le carré de la corde OM : donc OM est moyenne proportionnelle entre le diamètre 2p et l’abscisse x.
Si l’on fait OM=*, l’équation précédente donne
ou ;=r !
donc les triangles OMP, OMA, sont semblables, et
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l’angle OMA est droit (MP est antiparallèle à AM dans l’angle MO A).
Réciproque du m° 95. Toute équation de la forme
y a +* a +Dy+E*+F=0
entre des coordonnées rectangulaires , dans laquelle D, E, sont des longueurs, et F le produit de deux longueurs, est l’équation d’un cercle, à moins qu’elle ne soit impossible. En jeffet cette équation peut se mettre sous la forme
ou
( _JDy ,/ , E \ 2 D* E 2 p
d’où l’on conclura que les coordonnées du centre et le rayon sont
11 y a impossibilité si p est imaginaire, c’est-àdire si l’on a
Si F=0, la courbe passe par l’origine.
99. On détermine facilement les intersections du cercle précédent avec les axes , avec une droite donnée, ou avec un autre cercle (93).
100. Trouver le lieu des points M (flg. 23) dont les distances MA, MB, à deux points fixes A, B, sont dans un rapport constant m : n.
Soit AB=fl : on a
MÂ 2 =y 2 -)-.r 2 ; MB 2 =y 2 +(jr— a) 1 ;
MA 2 : MB 2 : : w 2 : n 2 ; d’où l’on conclut
m 2 (y 2 - f- x 1 ) = m 2 (y 2 -)- x 2 — 2ax-\- a 2 ) .
Sim=n, l’équation se réduit à x=|, et exprime une ligne droite perpendiculaire à AB.
Si m diffère de n, l’équation est celle d’un cercle
, , , 2 am 2 , a 2 m 2 k
yM-x 2 j 2 x-\ 5 5 = 0 .
J ' m 1 — nr m 2 — tr
101 . Trouver le lieu géométrique des points M, M', M" (fig. 24), tels, que les distances AM, AM', AM", à un point fixe A, sont réciproquement proportionnel' les aux distances AN, AN', AN", les points N, N', N", étant sur une droite. En d’autres termes, il faut que le produit AN . AM soit constant , quelle que soit la direction ANM.
On prend l’axe Ax perpendiculaire à la droite NN". Soit AB=«, et AN. AM=aA/ on a
AM = P / a^-j-y 2 et AN : AM : : a : x,
d’où, en multipliant les deux premiers terraesde cette proportion par AM, et substituant pour AN .AM et AM 2 leurs valeurs, on conclut
ab : x 2 -\-y 2 : : a : x, OU x 2 -| -y 2 =bx, équation d’un cercle.
§ k- — Equations dp. l’ellipse, de l'hyperbole et de la
L’ellipse a été définie au n° 82, 1" exemple
Soient F, F', les foyers (fig. 25); p, p', les rayons vecteurs dont la somme constante est 2 a. O, milieu de F F', est le centre. Si l’on prend OA = OB =a, les points A et B appartiennent à la courbe : car, pour le point A , par exemple , on a
AF-f AF'=(o— F0)-f(«+0F , )=2«.
Désignant FF 1 par 2c, on a nécessairement «>c, car un quelconque des triangles tels que FMF' donne
FM-j-FM'>FF' ou 2a>2c.
Le rapport - ou ^ s’appelle excentricité ; AB et CD sont les axes principaux, savoir :
grand axe AB = 2a, petit axe DC = 2 V' a 2 — o 2 - 103. Cherchons l’équation de l’ellipse rapportée
à ses deux axes principaux pris pour axes coordonnés. On peut toujours représenter l’un des rayons vecteurs par a-\-z ; l'autre est alors a — z, et l’on a d’après la figure
P 2 ou («+*)^=jr *+(*+ *)\ p ' 2 ou (a — z) 2 =y 2 -\-(c—x) 1 ;
d’où l’on tire, par soustraction,
IvazzzzUcx.
La substitution de z=— dans l’une ou l’autre des
équations du second degré précédentes donne
ou bien
L’hyperbole a été définie au n° 82, 2° exemple
Soient les foyers F, F' (Gg. 26); les rayons vecteurs p, p', dont la différence constante est 2 a. Le milieu O de FF' est le centre. Soit la distance des foyers FF' = 2c. On voit par le triangle FA1F 1 que l’on a a<c.
Si l’on prend OA = OB = a, les points A et B appartiennent à la courbe. La distance AB = 2a s’appelle Yaxe transverse.
La courbe n’a pas de point sur OC perpendiculaire à AB.
Cherchons l’équation de l’hyperbole rap
portée à ses axes principaux , c’est-à-dire aux axes coordonnés rectangulaires Ox, Oy, dont l’un passe par les deux foyers , et l’autre par le centre. En représentant l’un des rayons vecteurs par a-\-z , et l’autre en conséquence par z — a, à cause de p — p'=2 a, on a
p=x-4-o; p 2 ou (*-f-a) 2 =y 2 +(c-|-x) 2 ;
p— z — a; p ' 2 OU ( z — a) 2 —y 2 -\-{x — c) 2 .
Ces dernières équations, étant algébriquement les mêmes qu’au n° 1 03, donnent la même valeur de z — Cj 2 et la même équation finale qui, à cause de a<c, doit s’écrire sous la forme
106. En faisant, dans l’équation (n° 1 03) de l’ellipse, o 2 — c 2 = A 2 , et dans celle (n° 105) de l’hyperbole, c 2 — a 2 = A 2 , on a pour l’ellipse
«y4-AV= :a 2 b 2 ou
et pour l’hyperbole
a. 2 y 2 — b 2 *?— — a 2 b 2 ou J b- a 2
107. Réciproquement toute équation en coordonnées rectangulaires, de la forme
est celle d’une ellipse dont les axes sont 2 p selon
les x , et 2 q selon les y ; l’axe contenant les foyers est le plus grand des deux.
Toute équation de la forme
est celle d’une hyperbole , l’axe transverse étant 2 p ou 2 q selon que le second membre est positif ou négatif, ou que l’axe des x rencontre ou non la courbe.
108. Etant donnée l’équation d’une courbe , on peut en déduire toutes les propriétés de celte ligne. C’est ce qu’on appelle discuter une équation. On ne s’attachera ici qu’aux conséquences les plus immédiates des équations de l’ellipse et de l’hyperbole.
De l’équation de l’ellipse
on conclurait, si on ne le savait déjà ,
1° Que l’origine est un centre , c’est-à-dire le milieu de toutes les cordes passant par ce point: car, si x , y , sont les coordonnées d’un point, les coordonnées d’un point diamétralement opposé — x, — y, satisfont également à l'équation ;
2° Que chacun des axes coordonnés coupe en leurs milieux les cordes parallèles à l’autre : car, si x, y, sont les coordonnées d’un point, les deux
autres points dont les coordonnés sont — x,y et x, — y, sont également sur la courbe.
3° Que les longueurs des parties des deux axes coordonnés interceptées dans la courbe sont 2 p sur Taxe des x et 2 q sur Taxe des y : car en faisant y— 0, on trouve x=±p ; et pourx=0,
En résolvant l’équation par rapport à l’une des variables, y par exemple, on a j
y=dz~ \S p 2 — x*.
Le facteur \/ P 2 — x 2 ou [/(p+x) [p—x) est une moyenne proportionnelle entre les deux segments p- \-x, p — x, du diamètre 2p. Ce facteur est donc égal à l’ordonnée [rectangulaire répondant à l’abscisse x dans le cerclequi aur ait son centre à l’origine et le diamètre 2p.
Donc, pour une même abscisse, l’ ordonnée de F ellipse rapportée à ses axes principaux est à celle du cercle décrit sur F un de ses axes, comme diamètre , dans le rapport constant de l'autre axe à ce diamètre. De là résulte un moyen de construire l’ellipse par points.
109. On conclut de celte propriété que toute ellipse peut être considérée comme la projection d'un cercle sur un plan, et tout cercle comme la projection de diverses ellipses ayant un axe commun', considé-
SI
&éou£thique!> par leurs équatioss.
râlions fécondes en conséquences intéressantes concernant les diamètres conjugués , les cordes supplémentaires, les parallélogrammes circonscrits.
410. On a vu, aux n°‘ 100 et 101 , qu’en cherchant l’équation d’une courbe définie par une propriété géométrique, on peut reconnaître l’identité de la courbe avec une ligne connue par d’autres propriétés. En voici un autre exemple.
L’angle yOx étant droit (fig. 27), une droite AI», d’une longueur déterminée, est assujettie à se mouvoir, de manière que l’extrémité A soit toujours sur O y , et l’extrémité B sur 0.r. Cherchons l’équation de la courbe décrite par le point M de la droite , dont les distances aux extrémités A, B, sont les constantes «, b.
On a
MP : MB : : AQ : AM ou
ce qui revient à l’équation de l’ ellipse .
4M. Discussion de l’équation de l’hyperbole
Pour x=a t on a _y=0; pour .r</7, y est imaginaire; pour x>a et quelconque, y a deux va-
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leurs réelles de signes contraires; pour j= 0, on a yz=±b\y~i ; c’est pourquoi celte quantité b s’appelle le demi-axe imaginaire. Ainsi la courbe a deux parties séparées, et chaque partie deux branches qui s’étendent indéfiniment.
L’équation, résolue par rapport à x , donnerait
et conduirait aux mômes conclusions.
112. Lemme. m etn étant des quantités constantes positives ou négatives, la quantité m \/ n diiïère aussi peu qu’on veut de mx si l’on prend .r suffisamment grand.
Soit t = «» u , d’où
«*> o o •> . fft fl
r — m l x~— m n ou t — mx = — .
Ce dernier dénominateur augmente indéfiniment : donc la différence entre t et mx devient aussi petite qu’on veut.
115. Ce lemme s’applique h l’équation de l’hyperbole , et démontre qu’a mesure que l’abscisse de cette courbe croît, son ordonnée diffère aussi peu qu’on veut de l’ordonnée qui , ayant la même abscisse, appartient à l’une des droites exprimées par l’équation
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Ces deux droites, dont les branches de la courbe s’approchent autant qu’on veut à mesure qu’on les prolonge , sans que les droites et la courbe puissent jamais se confondre, s’appellent asymptotes de l’hyperbole. Elles se construisent au moyen des deux demi-axes a, h. Toute droite parallèle à une asymptote ne rencontre la courbe qu’en un point, car il n’y a qu’un système de valeurs de .r et de y qui satisfasse simultanément à deux équations telles que
et
en effet, en élevant la deuxième au carré, et retranchant la première, on trouve
d'où l'on lire une valeur unique de x.
Lorsque les demi-axes«, A, de l’hyperbole, sont égaux , l’équation est y-—x-=z— a \ Les asymptotes , exprimées par l’équation y=z±x, font un angle droit, et l’hyperbole est dite é, { uilatère.
Il est aisé de voir que toute hyperbole peut être considérée comme la projection d’une hyperbole équilatère.
i I L Nous avons obtenu une équation simple du cercle (97) en plaçant l’origine sur la circonférence et en faisant passer l’un des axes par le centre.
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Faisons la même chose pour l’ellipse et pour l’hyperbole, en prenant l’origine à une extrémité de l’un des axes principaux de l’ellipse et de l’axe transverse de l’hyperbole.
L’équation de l’ellipse peut s’écrire ainsi, quand l’origine est au centre O (fig. 28) :
Or (« -{-.r)(a — .r) est le produit AP X PA' des deux segments du diamètre AA', déterminés par l’ordonnée MP; et il est évident que , si l’origine des coordonnées était en À , AP serait exprimé par .r, cl PA par 2«~ .r. L’équation de l’ellipse serait donc
, lr m
2aX — 3r )'
I)e même, l’équation de l’hyperbole, quand l’origine est au centre et l’axe des x suivant l’axe transverse, peut s’écrire ainsi :
(x — rt ) (<r -f- n) est le produit des doux distances AP, A'P (lig. 29), du pied de l'ordonnée aux deux sommets A et A'. Or, si l’origine était en A, les x positifs restant du même côté, AP serait exprimé par x et A'P par 2«-j-.r : l’équation de l’hyperbole serait donc
GÉOMÉTRIQUES PAR LEURS ÉQUATIONS. Si
Les équations de l’ellipse et de l’hyperbole sont donc renfermées dans la formule
y 2 - j- mx 2 — ‘2px
qui exprime l’une ou l’autre suivant que m est positif ou négatif.
La parabole a été définie au n
Soient le foyer F (fig. 30) et la directrice AB ; le rayon vecteur FM, ou p, est égala la distance MN. Soit AF =p, quantité donnée qui spécifie la courbe. La droite indéfinie AFx s’appelle Y axe principal de la parabole. Soit AO=OF=^ ; le milieu O de AF est le sommet de la parabole.
116. Cherchons l’équation de la parabole rapportée à sou axe principal, le sommet étant pris pour origine des coordonnées.
p =MN =OP-f AO =* -f | ; P ’=MPM-Fp==/-f(,-fY,
d’où
équation cherchée.
Si l’on change y en .r, et x en y, l’équation
T~'lpy ou y=~
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est celle de la même parabole (si j> a la même valeur), mais autrement située. 11 en est de même des paraboles dont les équations sont
118 . En rapprochant l’équation de la parabole i/ 2 =2px de celle de la fin du n° 1 14, on voit que l’équation
y 2 -\- m ar= 2p. r
exprime l’une ou l’autre des trois courbes que nous venons d’étudier, selon que m est positif, négatif ou nul.
Il est à remarquer que, dans le cas des deux
courbes à centre, p est égal à - , c’est-à-dire une troisième proportionnelle à l’axe selon les abscisses et au second axe ; tandis que m est égal à
— el par conséquent a ±'~. L équation précédente peut donc être écrite ainsi :
V 1 — - a * 2 —2px-
Cela posé, dans le cas où l’on ne voudrait considérer qu’une portion de la courbe , voisine du sommet situé à l’origine, il peut arriver que a soit tellement grand par rapport à p et à la plus grande valeur de x, que le terme £ x 2 soit négligeable auprès de ‘2p.r. Si par exemple on fait
a— 1 000000™ et p = I, d’où £= l/^= 1000, on aura
y^ïxdzO , 000001 X 2 .
Or, tant que x sera assez petit, par exemple inférieur à 1 m , le terme en x 2 pourra être négligé , et y 2 calculé d’après la formule
y 2 — 2.r oli y 1 — '2px,
comme si la courbe était une parabole. Telles sont les ellipses que les comètes décrivent autour du soleil comme foyer, tant qu’on n’en considère que les parties les plus rapprochées de cet astre.
C’est pourquoi l’on dit qu'une parabole est une ellipse (et l’on peut dire aussi une hyperbole) dont les axes deviennent infinis, tandis que leur troisième proportionnelle = ^ reste finie.
119* L’analogie des trois courbes résulte aussi de l’expression du rayon vecteur en fonction de l’absoisse dans l’ellipse et l’hyperbole. On a (103 et 104)
ex .
ellipse si c< a , hyperbole si c>a.
Cette équation peut s’écrire :
c’est-à-dire que le rayon vecteur est à l’abscisse,
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augmentée de la constante -, dans le rapport constant c : a; de sorte que, si l’on prend à partir du centre 0 (fig. 31), du côté des x négatifs, une distance OH on OH' égale à ^ , et si l’on élève sur OH la perpendiculaire 1IK appelée directrice , le rayon vecteur FM, joignant le foyer à un point quelconque M de la courbe, seraà la distance MR, MR', du point M à la directrice , dans un rapport constant, <1 si la courbe est une ellipse, >1 si c’est une hyperbole. De là une définition commune aux trois courbes étudiées dans ce paragraphe.
120. L’ellipse, l’hyperbole et la parabole, sont depuis long-temps connues sous la dénomination commune de sections coniques, parce qu’on les obtient en coupant par des plans un cône à base circulaire. Cette propriété est comprise dans une proposition plus générale démontrée dans l’uu des paragraphes suivants. Nous ne considérerons ici que le cas où les plans coupants sont perpendiculaires au plan principal d’un cône oblique.
On appelle plan principal celui qui passe par le centre de la base circulaire du cône et par la perpendiculaire menée du sommet sur le plan de celte base. Les droites suivant lesquelles il coupe la surface conique sont les génératrices principales.
Soient SA, SB (fig. 32), ces deux droites, et prenons le plan principal ASB pour plan de projection orthogonale.
UKUUÊrRIQVM PAR l.IURS LyUATMJ.I».
Soit AA' la trace et la projection du plan coupant; c’est aussi la projection de la courbe d’intersection.
Faisons AA'=2a.
Soient AB, A'B', deux droites parallèles à la base circulaire du cône : ces droites sont les projections de deux cercles ayant AB et A'B' pour diamètres.
Faisons AB=2r, A’B'=2r'.
Soit P le pied et la projection d’une ordonnée y quelconque de la courbe d’intersection. Prenons AA’ pour axe des abscisses ayant leur origine en A. Ainsi AP=.r, A'P = 2o — x.
Menons par P la droite QQ' parallèle à AB : elle est le diamètre d’un cercle dont y est également l’ordonnée projetée en P. Donc on a
y 2 =PQ X
Or, du parallélisme des droites AB, QQ', A'B', résultent les relations
‘Afp c>
p «= ab -S-a= 2 '- ! 2 „ • pq'=ab'.h: i= v.^ ;
donc, en substituant ,
y—' S( 2ax — ■ **) 011 y-=zi( 2ax — x2 )'
en faisant n'=b 2 . C’est l’équation d’une ellipse
121. Supposons maintenant que le plan coupant PAA' rencontre les deux nappes du cône (fig. 33). On aura de même
y 2 =PQXP0',
VP
PQ = AB.£l=2r.
P Q- AB '-^= 2 ^fa«
d’où
ou
y 2 =£(2«x+**), équation d’une hyperbole.
122. Tant que le plan coupant passant par A rencontre la seconde génératrice SB dans la même nappe que le point A de la première , la section est une ellipse, courbe fermée; si la rencontre A' est dans l’autre nappe, la section est une hyperbole composée de deux parties séparées , qui s’étendent indéfiniment dans les deux nappes.
Il reste à considérer la position intermédiaire où le plan coupant AP est parallèle à la seconde génératrice principale (fig. 34).
(ISOMÉTRIQUES TAU LEURS EQUATIONS.
Soit encore AB=2r, et de plus SB = 2/.
y étant toujours l’ordonnée projetée en P, commune à la courbe projetée en AP et au cercle projeté en QQ', on a
y*=PQ X PQ\ PQ + AB=2/,
(I ou
PQ=AB. A -J=2r.f,
C’est l’équation d’une parabole.
On voit que c’est la courbe dont s’approche de plus en plus l’ellipse ou l’hyperboled’intersection, à mesure que le point A' s’éloigne du sommet du cône , tandis que le point A reste constant. L’équation de la parabole pourrait se tirer de celles des deux autres courbes d’après cette considération.
Ces équations peuvent s’écrire ainsi :
A mesure que A' s’éloigne, le rapport £ ou ^ approche de la valeur ou^; ainsi le coefficient de x approche de la valeur finie (atulisque celui de x 2 , différant aussi peu qu’on veut de . î, approche de zéro.
125. Parmi les sections elliptiques, un cas remarquable est celui où le plan coupant est anti-parallèle au plan de la base circulaire, c’est-à-dire que le plan coupant AA'(fig. 35) fait avec une génératrice principale SA un angle SAA' égal à l’angle SBA que l’autre génératrice SB fait avec la base circulaire.
Dans ce cas les triangles semblables AA’B , AA'B', donnent
AB : AA' : : AA' : A B', ou
2r : ‘la : : 2a : ou rr'—a 2
et l’équation de la section devient y==2ax — x 2 : cette section est donc un cercle.
Cette propriété trouve son application dans la construction des cartes géographiques.
§ 5. — Propriété des courbes paraboliques
ET HYPERBOLIQUES
124. Lorsque dans une équation à deux variables x, y, le premier membre est y seul, et le second membre ne renferme que des puissances entières et positives de x, combinées avec des constantes , on dit que y est une fonction entière de x. L’équation
y — À -j- Bx-f- Cx^ : . Hx",
dans laquelle tous les exposants de x sont entiers
et positifs, est dans ce cas, et exprime une courbe dite parabolique.
A toute valeur positive ou négative de x répond une valeur de y. Si le second membre se réduit aux deux premiers termes , l'équation est celle d’une ligne droite.
Si l’équation est y— A -j-C.r 2 , elle peut se melire sous la forme
Y=CX
Ainsi, l’équation est réduite à la forme la plus simple par le déplacement des axes, transportés parallèlement à leur première direction; et le coefficient de X 2 est le même que celui de x 2 dans la première équation. Lorsque les axes sont rectangulaires, celte équation exprime une parabole dont l’axe principal est suivant l’axe des Y, et, par conséquent, parallèle à l’axe primitif des y.
Si les axes n’étaient pas rectangulaires, on
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transformerait l'équation en prenant OX (fig. 3G), perpendiculaire à Oy, pour nouvel axe des abscisses, et conservant Oy pour axe coordonné. On a
Mp — y = M P — Y p — Y
OP
Uni/;* ’
OP=.r=-^ = —
Mil « SI!) u
Ces valeurs de x et y, étant substituées dans l’équation générale des courbes paraboliques, donneront une équation de même forme. Donc , l’équation y = A-)- B.r -f-Cx 2 en coordonnées obliques est celle d’une parabole dont l’axe principal est parallèle à l’axe coordonné des y. Celte propriété est importante en mécanique.
Si l'on veut tracer la courbe
il convient souvent de mener d’abord la droite dont l’équation est y = A-|-B.r, et de porter C.r 2 en augmentation de l’ordonnée de cette droite.
120. Trois points étant donnés, on peut y faire passer une paraboledonl l’équation, par rapport à deux axes donnés, soit de la forme
y — A — j— B.r — j— Cî 2 .
Désignant par x\ y'; x", y"; x'", y"\ les coordonnées des points donnés, et les substituant dans l’équation générale , on a trois équations du premier degré pour déterminer les inconnues A, B,C.
On peut écrire immédiatement l’équation suivante
dont le second membre, du second degré en .r, prend les valeurs y’, y", y", quand on y fait successivement x=x\ x = x ", x = .r”'.
L’équation générale des courbes paraboliques
y=A4-B*-f-C*4- + Hx"
nous conduit naturellement h donner une idée du calcul des différences finies.
Soit une suite de termes suivant une loi quelconque , ï 5 9 s 7 i#
leurs différences s’appellent différences 1"’. 3 t, —1 — 1 3
les différences de celles-ci s’appellent différences'!'"*' . 1—504
les différences de ces dernières s’apellent différences 3' nra , —r> 5 5
ainsi de suite.
Pour appliquer ces définitions aux diverses valeurs d’un polynôme en a-, qu’011 peut toujours considérer comme exprimant l'ordonnée générale y d'une courbe dont x est l’abscisse , on suppose que x prenne des valeurs équidiffé rentes
.r,= .r ù -f- 3 ' 5 , .r„=a- 0 -f no,
auxquelles correspondent diverses valeurs de y, qui seront des ordonnées équidistantes de la courbe,
Les différences premières de celte suite sont
y— //o* Vi—Vv y*— y» y— y* y —y,.-,,
qu’on peut représenter par les notations *y 0 *y, *y 3 Ay.,_ t .
GÉOMÉTRIQUE* PiR LEUR* ÉQUATION*. 97
Les différences secondes de la suite des y sont les différences premières de celle des A
A y“ A y<n A y— A y<> A yr- A y a ----»
qu’on désignera par
AC 'Vo a( 'Vi a( ’V 2 >
et ainsi de suite.
On remarquera que, y étant une fonction explicite de x, Ay 0 est une fonction de x 0 et de 5; que A y,, A y,...., n’en diffèrent qu’en ce que j- 0 est
remplacé par .r,, x 2 oux 0 -|-i3,x 0 -f-23 ;que
A !al y 0 est de même une fonction de x 0 et 3, et que A f,1 y,, A (, 'y r ..., n’en diffèrent qu’en ce que x 0 est
remplacé par x t , x 2 ..., ou x 0 -{-3, x,-f-23 ; et
ainsi de suite pour les différences de tous les ordres.
Si on supprime les indices de y, on entend par A y, A r,) y des fonctions de x et de 3 dans lesquelles il ne reste qu’à substituer au lieu de x les valeurs x 0 , x 0 -|-3, r 0 -f-33...., pour avoir les suites ci-dessus indiquées.
129. La différence première d’un polynôme est évidemment égale à la somme des différences premières de tous les termes ; et si l’un de ces termes est constant, il disparaît dans la différence première.
La différence première d’un monome Kx m est
ir vr « ni .i I (ffl t) »2„ra-l
K (x -J- o) m — K.r m = K mo.c -| ^ 0 r ■ • * »
c’est-à-dire un polynôme du degré m — 1 en x.
Ce serait la constante K3 si m était = 1 .
Donc, Ay est un polynôme en x d’un degré immédiatement inférieur à celui du polynôme y.
150. A w y, n’étant autre que la différence première de A y, est un polynôme dans lequel le plus grand exposant de x sera d’une unité moindre que dans A y, et , par conséquent, do deux unités moindre que dans y.
En général , A l,,) y est un polynôme en x dont le degré a n unités de moins que y; et, par conséquent, dans le cas où n est le degré de y, A y est une constante, dépendant seulement des constantes du polynôme y et de la différence ô des valeurs consécutives de x. Dans ce même cas,
A ( ' +,1 y est nulle. Exemple :
Si l’on donne à x une suite de valeurs dont l’une soit zéro, et dont la différence constante soit 3=2, on aura les suites
* . ... h — 2 0 . -fî 4 c 8 ,0 "
-64 -10 Sî 88 128 176
4 l%con»t -48 48 48 4«
On voit qu’il suffit de calculer d’après la formule x 5 — 2x 2 -}-3 quatre termes consécutifs de y, et qu’on obtient ensuite les autres par des additions ou soustractions.
On emploie cette méthode pour dresser, d’après des formules données , des tables servant à abréger les calculs de la mécanique, de l’hydraulique, des déblais et remblais, etc.
151. Lorsque, après avoir déterminé un certain nombre d’ordonnées équidistantes d’une courbe, on trouve que leurs différences secondes sont constantes, on en conclut que la courbe peut être une parabole, et son équation de la forme y = A-j- Bx+Cx 2 . On a vu que trois points connus d’une telle courbe suffisent pour déterminer les coefficients A , B , C, et, par conséquent, pour calculer tant de points qu’on voudra de la courbe; mais quand les ordonnées des trois points connus M', M", M"' (fig. 37), sont équidistantes, le calcul se simplifie.
On peut transporter l’origine des coordonnées au point intermédiaire M". Soit o l’intervalle M" P " égal à P’ M '.
Soit l'ordonnéede M'= — A, et celle de.M"— l’équation cherchée sera de la forme
et devra être satisfaite par les deux sy sternes de valeurs
On a donc
— A — — Il-fC et A 2 z=B -j-C,
d’où
B=|(A,+A 2 ) et C=i(A 2 -A,).
L'équation devient ainsi
ou bien
Si pour calculer l’ordonnée MP d’un point intermédiaire M on ne prenait que y— A 2 .r, ce seiait supposer que les points M*, M, M’ , sont en ligne droite ; et si M "Pétait | ce qui fait |= 5 , Ter-
reur commise serait -(A 2 — A,).
152. Application au calcul des logarithmes des sinus et tangentes des petits angles :
log. sin. 4» 16 = 2,8715646
log. sin. 4° 17=2,8732546 —65
log. sin. 4° 18=2,8749381 —66
log. sin. 4° 19=2,8766150 —65
log. sin. 4° 20=2,8782854 On demande log. sin. 4° 17' 21".
Si Ton prenait les angles pour abscisses et les logarithmes sin. pour ordonnées , on aurait une courbe qui différerait très peu d’une parabole , puisque la différence seconde des ordonnées équidistantes est presque constante. La question se réduit à trouver l’ordonnée intermédiaire répondant à l’abscisse 4° 17' 21".
On applique la formule précédente en transportant l’origine au point correspondant à 4° 17'; prenant l’unité du dernier ordre décimal des logarithmes pour unité des ordonnées , on aura
y devient donc
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C’est ce qu’il faut ajouter à
log. siu. 4° 17'= 2,8732546
pour avoir
log. sin. 4° 17' 21" = 2,8738446.
On trouve à la fin des tables de logarithmes de MM. Marie et Reynaud une table À toute calculée des valeurs de de seconde en secon-
de , en prenant la minute pour unité.
153. Lorsqu’on a les coordonnées de trois points d’une courbe , et que la question qui donne lieu à cette courbe permet de la considérer comme peu différente d’une parabole , au moins dans l’intervalle des points obtenus, on calcule approximativement des ordonnées intermédiaires par la formule du n° 130, ou par la méthode du n° 126, suivant que les ordonnées connues sont ou ne sont pas équidistantes. Cette opération, appelée interpolation, est fort utile dans les sciences d’observation.
Exemple. La vapeur d’eau à l’état de saturation supporte une pression qui varie suivant la ^température.
Sachant qu’aux
pressions de 5 7 10 atmosphères
répondent les températures 153,08 166,50 181 ,60 deg.ccntig.
on demande les températures pour les pressions de 6, 8, 9, atmosphères.
Faisant y et x égales aux accroissements à partir de 166°, 50 et 7 atmosphères, on a l’équation
y = Ax-{-Bx 2 ,
satisfaite par
ce qui donne deux équations du premier degré, d’où l’on tire
A = G, 039 et B=r— 0,335;
donc
Faisant successivement x = — 1 , — j— 1 , — f— 2, et ajoutant les résultats à IGG, 50, on trouve les températures cherchées :
L’expérience directe a donné
Le théorème du n° 129 sert à résoudre ce problème
Exprimer par une formule la somme des carres des nombres entiers consécutifs depuis 1 jusqu'à l.
Le polynôme y =Ax 3 -j-Bx 2 -j-Cr ayant une différence première du second degré en x , on peut
se proposer de faire que cette différence soit x 2 quand x croît de 1 . Alors , si l’on donne à x les valeurs successives
les valeurs correspondantes deyou de Ax J -j-Bx 2 -f Cx
étant désignées par
leurs différences ou les valeurs successives de x 2 seront
d’où l’on conclura (en remarquant qu’une valeur quelconque de y est égale à la valeur initiale 0 plus la somme des différences intermédiaires )
y„ ou A»’-(-B» 2 -}-CM = 1-|“2 2 -f-3 2 -J-...-f-(« — l) 2 ,
somme des carrés des nombres entiers de 1 à » — 1 .
Or, la différence de Ax J Bx 2 -{- Cx- quand x croît de \ est
3 A x 2 — J— 3Ax —J— A -f-2Bx+B -}-C
et se réduit à x 2 si l’on fait
c’est-à-dire
Ainsi , y devient en général
ou bien donc
ou, en faisant d’où
+ fe|/(/-|-1)(2/+1).
y=gx(2^— 3x-fl) y=lx (x—])(2x— \)- t
138. On trouvera de même la somme des carrés des nombres impairs consécutifs à partir de 1 . Il faudra déterminer y ou A.r 3 -j-Bx J -|- Car , de manière que sa différence première soit (2-r-f- 1) 2 , et alors , pour les valeurs consécutives de x ,
celles de y ou de Ax 3 -j- Bx 2 C.r étant
°» yi> y 2 > y 3 >y.-. » y»;
eurs différences ou valeurs successives de ( 2*-{-1 ) 3
seront
d’où
y„ ou A« 3 + Bn 2 -}-C» = 1 -f 3 2 + 5 2 -f . . .-f-(2«— 1 y Or, pour que la différence première de A.r 5 -|- B^-j-Cx quand x croît de 1 se réduise à
(2x-H) 2 ou Ux 2 -\- 4.r -j- 1 , il suffit de poser
3A = 4, 3A+2B==4, A + B -}-C = 1 , c’est-à-dire
Ainsi , y devient en général
y=|x(2x — 1)(2ar-f 1);
donc
ou, en faisant
t-3>+5»+ fep
Ces formules et les notions précédentes sur les différences finies ont leur application dans le calcul des ponts suspendus.
154. L’équation y = -^ lorsque m est entier appartient à des courbes dites hyperboliques.
Soit d’abord ni — ri et y=r=— . La courbe s’é— tend (indéfiniment dans l’angle yOx et dans son opposé au sommet ; sa construction graphique (fig. 38) annonce une hyperbole dont Ox et O y sont les asymptotes. C’est ce qu’il faut vérifier en prenant pour axes rectangulaires OX et OY, dont l’un divise l’angle yOx en deux parties égales, désignées chacune par «.
X = x COS (xX) -|- y COS (yX) =r x COS « -f- y COS a ; d’où »
1 J COS a
Y =x cos(xY^ -}- y cos (y Y) = — xsina-f-ysin«; d’où
1 3 sina
On pourrait chercher x et y pour substituer dans xy—P ; mais on n’a besoin que du produit xy : les équations ci-dessus donnent
x2+2xy-J-jr==:-
QS 2 k’
X-— 2 xy-j-y
sin :iK ’
1 os CHAPITRE II. — EXPRESSION DES LIEUX
d’où
iX y cos 2 « sin 2 «’
l’équation x y — P se transforme donc en
6/ 2 cos* 2 hPsiri 1 * ’
ce qui exprime une hyperbole, dont Taxe Iran s verse est 4/ cos «= 20 A.
Si les axes Ox , 0 y sont rectangulaires , on a
sin«=cosa = ^ V ' 2
et l’équation en X, Y, devenant X 2 — Y 2 =2/% exprime une hyperbole équilatère.
L’équation xy -\-ax-\-byz=ic, pouvant s’écrire ainsi
{i/~ f— a) (x — |— 4) — c — ah ,
se ramènerait évidemment , en transportant les axes parallèlement, h la forme YX — d. Elle exprime donc une hyperbole , [dont les asymptotes sont parallèles aux axes coordonnés.
137. L’équation de l’hyperbole , sous la forme xy — constante, conduit à des propriétés remarquables de cette courbe.
1° Soient R’S', R” S", deux sécantes parallèles (fig. 39); segments : R'M'=«\ M'S'=t>’; R"M' — u", M" S" = v" ; coordonnées : M'Q'= x , M' V—ÿ ;
M'Q" —x" t M"P’= y". L’équation de la courbe donne x'y'z=zx''y" ; et la similitude des triangles M'Q'R', M''Q''R", M'P'S',
d’où l’on conclut
Le produit uv des deux segments pour toutes les sécantes parallèles est donc constant.
2° Soient deux points M', N’, sur une même sécante R' S'. On a , par ce qui précède ,
RM’. (M'N’-f-N'S') =(R'M'+M’N') . N'S' :
donc R'M'=N'S'.
Cette propriété, ayant lieu quelle que soit la direction de la sécante, fournit un moyen très simple de construire une hyperbole dont on a les asymptotes et un point.
138. Aperçu (fig. 40) de la forme de la courbe exprimée par l’équation
Pour x—a on a y = a; pour x—tna , y = tandis que pour|y = ma, x=r—. t
La courbe se rapproche beaucoup plus rapidement de Taxe des x que de l’axe des y, quoique ces axes soient asymptotes l’un et l’autre.
§6. — De quelques courbes transcendantes.
CP
on a
— = oo 5 2 10—1—2 —3 — ce.
L’équation = log. ^ est celle d’une courbe semblable à la première et semblablement placée par rapport aux axes. Car , si l’on fait
on aura
nu
140. L’équation ^ = wi log. ^ est encore celle d’une courbe semblable à la précédente, mais non semblablement placée par rapport à l’axe des x, car elle donne
ma
d’où
= lo e(^-“)
y — a . m log m
log
mu
donc, en élevant l’origine de la longueur am log m sur l’axe des y , et appelant les nouvelles ordonnées Y, X, on a
— — lo —
ma ^ ma
ce qui prouve la proposition énoncée.
14t. La courbe dont l’équation est -=m - est également une logarithmique ; mais elle a pour asymptote l’axe des x négatifs (fig. 42). Car on a
d’où
— log^.
a iO{j m ° a
142. Sinusoïde. Si sur Ox (fig. 44) on porte les abscisses OP, OP', OP"..., égales aux arcs am, am', «m".(fig. 43), et qu’on fasse les ordonnées PM,
P'M', de même longueur et de même
sens quepm, — , la courbe OMM'M"....
aura pour équation
y=rsin(î),
le rayon du cercle générateur étant r ; et alors l’angle * n’est pas exprimé numériquement en degrés sexagésimaux, mais par le rapport de l’arc compris entre ses côtés au rayon avec lequel il est décrit.
La forme générale de la courbe est facile à discuter.
145 . Cycloide. Si un cercle roule sans glisser sur une droite, en restant dans un même plan, la courbe que décrit un point de sa circonférence s’appelle une cycloïdc (fig. 45).
Soit A»»B le cercle générateur dans sa position initiale. Soit LMK une autre position quelconque. Supposons que le point décrivant soit en A sur le premier cercle et en M sur le second. Par la définition, on a arc LM=AL. Or, Am=LM, mA=AL :
donc 7»M=arcmA.
De même m’M— arcm'A; etc.
En général, y = x, en appelant x l’abscisse curtiligne km, portée à partir du point A sur la circonférence AwB, et y l'ordonnée »«M parallèle à l’axe AE. Si entre ces mêmes variables l’équation était
y—ax, la cycloïde serait allongée ou raccourcie selon que la constante a serait > ou < 1 .
144. Spirale à' Archimède. Une droite O M (fig. 46) tourne dans un plan autour d’un de ses points 0 ; le point M est mobile sur la droite , et y parcourt des longueurs égales pendant que la droite OM décrit des angles égaux. Le point M décrit sur le plan la spirale d’Archimède.
Soit Oa la position de la droite quand le point décrivant est en O ; amm' est un cercle quelconque , ayant O pour centre. Les longueurs OM, OM', du rayon vecteur, sont proportionnelles aux angles oOM, aO'M, ou aux arcs am , ami. De là une construction facile de la courbe quand on connaît la longueur ON parcourue par le point décrivant pendant une révolution entière de la droite mobile.
Cherchons à exprimer cette courbe par une équation.
143. Soit ON = /, donnée ; le rayon vecteur OM=p, variable. Soit - j” w =9; ce rapport 9 de l’arc variable am à son rayon est l’expression analytique de l’angle aOm. D’après la définition de la courbe on a p : / : : 9 : 27r, ou 2*p= 10 ; équation cherchée, dans laquelle les variables p,9, sont les coordonnées polaires de la courbe.
AUX COURBES DU SECOND DEGRÉ
147. Les équations des courbes dont nous venons de nous occuper ont été obtenues sous des formes simples, par suite du choix convenable de la position des axes coordonnés. De même que l'équation du cercle (95 et 96) est plus compliquée lorsque le centre a une situation quelconque que lorsqu’il est à l'origine des coordonnées , de même il est évident que les équations de l'ellipse , de l’hyperbole et de la parabole, seraient moins simples si les axes étaient pris arbitrairement et faisaient un angle quelconque. Mais il est important de constater :
l“Que dans tous les cas les équations de ces trois courbes exprimées en coordonnées parallèles à des axes sont du second degré, c’est-à-dire toujours comprises dans la formule générale
Ay 2 -f- B xy -f- Car 2 -}- l)y -f- Ex -j- F =0 ;
2° Et que réciproquement une équation du se-
(•) Les paragraphes qui suivent, jusqu’à la fin du chapitre II, ne sont pas nécessaires pour le Cours de Mécanique. Ils sont utiles dans les applications de la Géométrie descriptive.
cond degré en coordonnées parallèles à des axes ne peut exprimer une autre courbe que l’ellipse (dont le cercle est un cas particulier), l’hyperbole ou la parabole.
La démonstration de cette double proposition dépend d’une méthode générale qu’on appelle la transformation des coordonnées.
i48. Soient Ox, O y (fig. 47), les axes donnes quelconques auxquels est rapportée une courbe dont l’équation est F (x, y)= 0;
Soient 0'x 1 , Oy , les axes également donnés par rapport auxquels on se propose d’obtenir l’équation de la même courbe ;
Soient a et b les coordonnées OA, AO', de l’origine O' par rapport aux premiers axes.
M étant un point quelconque de la courbe, ses coordonnées x, y, sont OP et PM , tandis que ses coordonnées x', y, sont O’P', P'M'. Il est aisé d’exprimer par des équations les relations qui existent entre les quatre variables x, y, x', y', les constantes a, h , et les angles des axes entre eux. Il suffit de remarquer que la ligne brisée OPM, composée de x et de y, cl la ligne brisée OAO'P'M , composée de a, 4, x'et y', sont deux contours polygonaux conduisant du point O au point M, et que par conséquent leurs projections sur une même droite sont égales (22). Nous bornant ici à considérer les projections rectangulaires , nous pourrons appü-
quer le théorème du n°4G. Imaginons donc par le point O un axe quelconque, que nous appellerons OU, et nous aurons en général', suivant les notations déjà employées précédemment ,
£Cos(x,C)+ycos(y 1 U)=«cos(x,U)-{-6cos(ÿ,U)+x'co5(x',l!)-f!/'cos(y l ,li)
formule qui, d’après les observations du n° 48, a la plus grande généralité. Il est évident qu’en choisissant deux positions différentes de l’axe OU, on obtiendra deux équations du premier degré qui permettront d’exprimer les coordonnées x, y, en fonction du premier degré de x' et de y'. On parvient directement à ce résultat en prenant ces positions, l’une suivant OX perpendiculaire à Oy, l’autre suivant OY perpendiculaire à Ox. La formule ci-dessus devient , dans ces deux cas (en remarquant que les cosinus des angles d’une droite avec OX et avec OY sont les sinus des angles de la même droite avec Oy et avec Ox),
x sin (x,y)=a sin(x,y)-j-x' sin(x', y)-j-y'sin(y',y), y sin (y ,x) = b sin (y , x) -f- x' sin (x’ , x) -f- ÿ sin (y',x) ,
d’où
i x'si n(.r l , y) y 'sin (y 1 , y)
JC — — (t l . f -
sin (*, y)
i i x'sin(.r',x)+t/sin(y', r)
J 1 smiy, x)
Les coordonnées x, y, x', y', d’un meme
point de la courbe considérée, satisfont simultanément à l’équation F (x, y)= 0 et aux deux formules finales du numéro précédent; donc, si l’on substitue à x et à y dans l’équation F (.r, y)=0 leurs expressions données par ces formules, on aura une nouvelle équation qui sera également satisfaite, et qui, ne renfermant plus d’autre variable que x' et y', sera l’équation de la même courbe rapportée aux axes Oj’, O y'.
ISO. Si l’équation F (x, y) = 0 est une équation algebnque du wt' "' degré, c’est-à-dire qui puisse se ramener à la forme
la plus grande somme des exposants de * et de y dans un même terme étant le nombre entier »?, il est évident que l’équation transformée en nouvelles coordonnées x', y', ne sera pas d’un degré supérieur au «j um % puisque les valeurs de xetde y à substituer dans la première équation sont du premier degré. L’équation transformée ne sera pas non plus d’un degré inférieur au car il faudrait , pour que cela fut possible , que le degré put s élever quand on reviendrait des nouveaux axes aux anciens.
Ainsi, à quelques axes coordonnés qu’on les rapporte, les équations de l’ellipse, de l’hyperbole et de la parabole, sont toujours du second degré.
131. Pour établir la réciproque de celte proposition , nous prendrons l’équation la plus générale du second degré à deux variables
A^-j-Bxy-j-C^-f-Dy-}- E-r-f-F=rO [1],
et nous supposerons que les coordonnées x , y, sont rectangulaires, en remarquant que, s’il en était autrement, on pourrait, par la transformation , obtenir pour la même courbe rapportée à des axes rectangulaires une équation différente, mais toujours du second degré.
Nous remarquerons , en second lieu , que, si le terme B xxj n'existait pas dans l’équation, une transformation pareille à celle du n° 98 réduirait facilement l’équation à trois termes. Proposonsnous donc de faire disparaître de l’équation le produit xy y en changeant la direction des axes, mais en les conservant toujours rectangulaires et sans changer l’origine des coordonnées.
Dans ce cas particulier, les formules finales du n° \ 48 se simplifient : on a
a = 0, h— 0, sin(x,y)=1 , sin(x',y)=cos(x',T), sin (y, y) = — sin (y, j), sin(y,x)=1, sin(y',x)=cos(x', x);
eten remplaçant, pour abréger, l’angle(x\x) par *, les formules de transformation deviennent (telles
qu’on aurait pu les obtenir directement par la théorie des projections)
xz=zx’ COS a — y'sina, y—*' sin a-f-y'COSa.
Mettant ces expressions de x et de y dans l’équation [1 ] , on obtiendra une transformée du second degré , de la forme
Ay J +BVy'-}- C'^+Dy-fEV-f-FzrO [ 2 ],
dans laquelle les coefficients A', B'..., renfermeront l’angle a II s’agit de choisir cet angle de manière que B' soit nul. Or, en réunissant les termes en xy qui proviendront de la substitution, on trouve
B’= 2 ( A — C) sin a cos * -j- B (cos 2 a — sin 2 »), ou (57)
B'=(A — C) sin2a-j-Bcos2a.
Cette quantité serait nulle indépendamment de a si l’on avait à la fois A=C et B = 0, auquel cas il est aisé de voir (98) que l’équation [1] en coordonnées rectangulaires serait celle d’un cercle.
Dans tout autre cas , il faudra, pour faire disparaître le produit xÿ , satisfaire à l’équation
(A — C) sin 2« -}-Bcos 2« = 0,
d’où, en divisant par cos 2 «,
(A — C)lang2«-f-B = 0,
ou enfin
la "8 2 »=C=Â-
Comme la tangente d’un angle qui passe de zéro à 1 80° prend toutes les valeurs entre -f- oo et — oo, il s’ensuit qu’on trouvera toujours un angle a, mais un seulement, plus petit que 90°, satisfaisant à la condition proposée. Il y a donc toujours un système d’axes rectangulaires (et il n’y en a qu’un, sauf le cas du cercle) pour lequel l’équation d’une courbe du second degré se réduit à la forme
a y 2 -)- cv 2 -}- ny-f Ev-f f=o.
1S2. II reste à compléter la transformation de cette équation pour la réduire à trois termes. Il faut pour cela distinguer le cas où aucun des coefficients A', C', n’est nul , et celui où l’un des deux disparaît. Ils ne peuvent être nuis tous deux, puisque l’équation doit rester du second degré.
Dans le 1 er cas , l’équation peut s’écrire ainsi :
A '(y'+lb) + c (*'+ê)+ F—
Cela posé , il est toujours possible de transporter les axes parallèlement à eux-mêmes en O’x", O "y*, de manière que, x'\y\ étant les coordonnées d’un point de la courbe dans ce second système d’axes rectangulaires, on ait
-ât:'= :r,r el
GÉOMÉTRIQUES PAR LEURS ÉQUATIONS. 12l
car il suffit et il faut pour cela que les coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux axes Ox', O y, soient, l’abscisse et l’ordonnée
En faisant pour abréger
tôP
UC U
l’équation de la courbe se réduit définitivement à
Faisons maintenant toutes les hypothèses possibles sur les valeurs des constantes A', C', F'.
1° Si elles étaient toutes trois de même signe, l’équation serait impossible.
2° Si F' était nulle, et À' de même signe que C', l’équation ne serait satisfaite que parx=0,y=0. elle exprimerait un seul point, devenu l’origine par la dernière transformation.
3° Si, F' étant nul, A' et B' étaient de signes contraires , l’équation réduite à la forme
f— RV ou y =± Kx ,
exprimerait deux droites passant par l’origine , et situées symétriquement par rapport aux derniers axes.
4° Si A’ et C' ont un même signe, contraire à celui de E', l’équation, réduite à la forme
est celle d’une ellipse rapportée à ses diamètres principaux (1 07).
5° Enfin , si A' et C* sont de signes contraires , quelque soit celui de F', l’équation, se réduisant à l’une des formes
est celle d’une hyperbole rapportée à ses diamètres principaux (107).
153. Il ne reste plus qu'à considérer le cas où , dans l’équation finale du n° 151 , l’un des coefficients A', C', est nul. SoitC' = 0.
Si l’on avait en même temps E' =0, l’équation, réduite à Ay J -f-Dy-|- F'= 0, exprimerait deux droites parallèles à l’axe des x'. Dans toute autre hypothèse l’équation peut s’écrire ainsi :
a ' (y+2 T<) + e '(*'+e '“ èi/) =o -
Or, en transportant les axes parallèlement, de manière qu’on ait
AA'E
on ramène l’équation à la forme
Ay'H“E'x"= o,
qui appartient exclusivement à la parabole.
154. Ainsi se trouve démontrée la proposition énoncée au n° 147. C'est donc à juste titre que, vu l’emploi presque exclusif des coordonnées parallèles à des axes, les courbes étudiées au paragraphe 4 (n" 102 et suiv.), d’après leurs propriétés focales , s’appellent courbes du second degré.
Des diamètres des courbes du second degré.
155. Considérons, dans le plan d’une ellipse ou d’une hyperbole, une droite quelconque qui coupe la courbe en deux points ; menons par le centre une parallèle à cette droite, et prenons-la pour l’axe des y ; prenons l’axe des x passant par le même centre, mais d’ailleurs quelconque: l’équation de la courbe aura la forme
y 2 -}- Jwir 2 — j— nxy ~\~p = 0 ,
car il faut qu’elle reste satisfaite quand on change les signes des valeurs simultanées de x et de y.
De cette équation on tire
d’où l’on conclut facilement que la droite dont l’équation est
coupe en leur milieu toutes les cordes parallèles à l’axe des y.
Cette droite est un diamètre.
Si , en conservant le même axe des y, on prend le diamètre trouvé pour axe des x, l’équation en coordonnées obliques (en général) sera de la forme
y 2 -f-Mx 2 +N=0,
précisément la même que lorsque la courbe est rapportée à ses diamètres principaux.
Sous cette dernière forme on voit que chaque axe coupe les cordes parallèles à l’autre en leurs milieux. Les deux diamètres liés entre eux par cette propriété réciproque s’appellent diamètres conjugués.
156. Si la courbe est une parabole , soit l’équation qui l’exprime en supposant les axes rectangulaires
et soit une droite quelconque, ayant pour équation
yzxzax b.
Cherchons les ordonnées des points d intersection: en éliminant x , il vient
P < ïpb
d’où
y=5+is »
l’ordonnée du milieu de la corde sera |(y+y") ou ?:
elle est donc indépendante de b. D’où il suit que toutes les cordes parallèles ont leurs milieux sur une parallèle au diamètre principal.
En d’autres termes , tous les diamètres de la parabole sont parallèles entre eux.
Si l’on prend l’axe des y parallèle à une corde , et l’axe des x suivant le diamètre correspondant , l’équation ne peut avoir une forme moins simple que celle-ci
y*=2Px+Q,
car l’axe des x ne rencontre la courbe qu’en un point. Or, cette équation peut s’écrire ainsi
ou, en transportant l’axe des y parallèlement, y 1 — 2Px.
L’équation est donc de même forme qu’auparavant, mais les axes ne sont plus rectangulaires.
§ 8. — Equations de la ligue droite hors des plans
COORDONNES.
D’après ce qui a été dit en général au
n° 6, le moyen le plus simple d’exprimer la situation d’une droite relativement à trois plans coordonnés est de donner les équations de ses projections coordonuées sur deux de ces trois plans. Si les deux plans de projection sont ceux des zx et des zy , les équations seront en général de la forme de celles-ci :
r=ax-f-p, zz=by-{-q.
Il faut bien comprendre que les coordonnées x , y, z, d’un point quelconque de la droite dans l’espace, satisfont à la fois aux deux équations , et que chaque équation considérée séparément est satisfaite par les coordonnées d’un point quelconque An ■plan projetant mené par la droite parallèlement à l’un des axes.
158. En éliminant z entre les deux équations ci-dessus, on a une relation entre les coordonnées x, y , d’un point quelconque de la droite; et comme ces coordonnées sont aussi celles de la projection coordonnée de la droite sur le plan des xy, la relation qu’on obtient est l’équation de celte projection, savoir :
ax — ky-\-p — q~A.
159. Si l’on veut déterminer la trace de la droite sur l’un des plans coordonnés, par exemple celui des xy, |il faut évidemment faire x=0 dans le
système de deux équations qui exprime la droite : ou aura ainsi les coordonnées do celte trace,
( On a de même pour les traces
Sur le plan des xz y=0, z=q, x— ? ~ p >
Sur le plan des yz j=0, z—p, y —
160. Si la droite était parallèle à l’un des plans coordonnés, l’une des deux équations à deux variables devrait être celle de sa projection sur ce plan. Exemple :
zx=zax-\-b, y—c.
La seconde équation appartient aux projections de la droite sur les deux plans des yz et des xy.
161. Si la droite était parallèle à l’un des axes, ses équations seraient indépendantes de la coordonnée parallèle à cet axe. Par exemple, la droite étant parallèle à l’axe des z, l’expression la plus simple de la droite est
m et n étant les coordonnées de la trace de celte droite sur le plan des xy.
Problème. Connaissant les équations de deux droites
[1] z=zax-\-p
[2] zz=by\-q
pour la première.
■pour la seconde.
vérifier si ces droites se rencontrent , et, dans le cas de l’affirmative , trouver les coordonnées du point d’intersection.
Les quatre équations ci-dessus doivent être satisfaites par les trois inconnues x, y, z, coordonnées du point de rencontre.
Les équations [1] et [3] donnent
( a — a!)z—ap ' — a'p [5] .
Les équations [2] et [4] donnent
(b — b')z = bq'—b'q [6].
Les équations [5] et [6] devant donner la même valeur de z, il faut que les constantes satisfassent à l’équation de condition suivante:
(a —a’) {bf — b'q) — (b — b') ( ap a'p).
Quand elle a lieu, le reste du problème est aisé à résoudre.
EQUATION DU PLAN RAPPORTÉ A TROIS AUTRKS PLANS COORDONNÉS
i(>5. Le procédé pour trouver celle équation dépend de la génération qu'on adopte pour le plan.
Considérons-le comme la surface engendrée par une droite qui se meut parallèlement à sa position initiale, en s’appuyant sur une autre droite fixe , et supposons , pour plus de simplicité , que la génératrice G (fig. 48) soit parallèle à l’un des plans coordonnés, par exemple celui des .r r, tandis que la directrice D est dans un autre de ces plans, par exemple celui des yz.
Les équations de la génératrice dans une position quelconque seront (ICO) telles que celles-ci :
y=* C 1 ]. i=ajp-fp....[2].
Dans la seconde équation , qui peut être considérée comme celle de la projection de la génératrice sur le plan des.rz , a est une constante pour toutes les positions de cette génératrice, puisque ces positions, étant parallèles entre elles , ont leurs projections également parallèles; « etp sont les coordonnées de la trace de la génératrice sur le plan des yr, et satisfont, par conséquent , à l’équation delà directrice : elles ont doue entre elles une relation du 1" degré, telle que
(i — bx\-c [3j.
Cela posé, les équations[l], [2], [8J, ont lieu
entre les coordonnées .r, y, a, d’un point quelconque du plan, et les quantités «, (3, qui conviennent à la génératrice passant par ce point. Donc, en éliminant ces deux dernières quantités , on aura la relation cherchée , indépendante de la position particulière de la génératrice. Cette équation, qui exprime complètement la position du plan, est
z = ax by -j- c .
Cette équation s’applique à tous les cas possibles , sauf celui où le plan serait parallèle à l’axe des z. Dans cette hypothèse l’équation ne contiendrait (78, 2°) que les variables x, y, et ne différerait en rien de l’équation de la trace du plan sur celui des x y : elle serait donc de la forme
mx -f- n y ? = 0 ,
pouvant se réduire à x = k ou y = l si le plan était à la fois parallèle à deux axes coordonnés.
164. Réciproquement, toute équation du 1" degré, comprise dans la formule générale
Ax -j- By -f- Cz -j- D = 0 ,
dans laquelle les variables x, y, z, sont les coordonnées d’un point variable , exprime toujours un plan. Car si C n’est pas nul, on peut, en divisant par C, mettre l’équation sous la forme
:—ax-\-hy -j- r,
et par conséquent concevoir la génération d’un plan (163) dont tous les points satisferaient par leurs coordonnées à l’équation proposée; il est d’ailleurs facile devoir que tout point hors du plan n’y satisferait pas.
163. Si dans l’équation d’un plan on fait l'une des coordonnées égale à zéro , on a l’équation de la trace du plan sur le plan des deux axes parallèles aux autres coordonnées.
IGG. Si dans l’équation d'un plan on fait simultanément deux coordonnées nulles, cette équation donne la troisième coordonnée égale à la distance de l’origine au point d’intersection du plan et de l’axe parallèle à cette coordonnée.
Tout plan passant par l’origine a son équation comprise dans la formule générale
Ar-(- B;y -f-Cz =0.
1G7. Quand le plan ne passe pas par l’origine, l’équation peut être écrite sous la forme
et p, y, r, sont (166) les distances de l’origine aux intersections du plan avec les trois axes.
168. On peut trouver l’équation d’un plan en le considérant comme une surface qui contient toutes les perpendiculaires menées à une droite par un môme point de celle droite.
Quelle que soit la position du plan, soit ON (fig. 49) la droite menée de l’origine O perpendiculairement à ce plan , qu’elle rencontre en N. Soit M un point quelconque du plan , et soient x , y, z, ses coordonnées.
Joignons M et N par la droite MN. Cette droite est perpendiculaire à ON, et, par conséquent , la longueur ON est la projection orthogonale de OM sur la droite ON. Mais la projection de OM est égale (22 et 48) à celle du contour polygonal OPCM, composé des coordonnées x , y, z, du point M. Donc, en faisant ON=rf, on a :
(1= .reosNOx-f yeosNOy-j-zcosNO,
Cette équation , dans laquelle d et les trois cosinus sont des constantes, tant qu'il s’agit d’un même plan, est l’équation de ce plan.
169. Une droite peut être exprimée par les équations à trois variables de deux plans différents qui la renferment. Il suffit de considérer ces deux équations connue devant être satisfaites simultanément par les coordonnées x,y, z. On peut, par deux éliminations successives d’une variable , obtenir un système équivalent, mais plus simple, de deux équations à deux variables ; et ces équations sont alors tout à la fois celles des deux plans projetants qui y correspondent.
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§ 10. — De la transformation des coordonnées parallèles A TROIS AXES, APPLIQUÉE AUX SURFACES DU SECOND DEGRÉ.
170. La forme la plus générale d’une équation algébrique du second degré entre trois coordonnées x, y , z, est celle-ci :
Ax 2 + A'ÿ 2 4- A"i 2 -|-Bxÿ+B'xs + B"i/ï + Cx+ C'y + C"* + D = 0.1
On conçoit, par ce qui a été dit (147 et suiv.), qu’une telle équation , considérée comme exprimant une surface, peut être simplifiée par la transformation des coordonnées sans cesser d’exprimer la même surface.
171. Par une méthode analogue à celle du n°148, on obtient immédiatement des formules pour celte transformation.
Soient 0.r, O y, Oz, les axes primitifs faisant entre eux des angles quelconques;
a, b, c, les coordonnées de la nouvelle origine O’,
0’.r', O y, O'z' , les nouveaux axes quelconques.
M étant un point quelconque, considérons deux contours polygonaux conduisant de l’origine O à ce point M : l’un, composé de#, y , z, l’autre de «, b , c, x’, y\ z' . Leurs projections sur une droite quelconque sont égales , et peuvent fournir une relation entre les coordonnées primitives et les nouvelles. Pour obtenir directement .r, y, z, en fonction de a, A, r, #’,*/, z', imaginons un axe auxi-
liaire OX , perpendiculaire au plan yüz : les projections de y, z , A, c, sur cet axe, sont milles, et nous avons
x cos (x, X) = a cos (x, X) + a.'cos(x', X) + y'c°s(ÿ'.X) 4- s'cos(j', X).
En considérant deux autres axes auxiliaires de projection , savoir : OY perpendiculaire au plan xOz, et OZ perpendiculaire au plan .rOy, on a deux formules analogues :
ycos(ÿ,Y)=:Acüs(y > Y)+*'cos(a',Y)-}-y , cos(t/',Y)-fî’cos( 2 ',Y)
2COS(x,Z)=:ccos(7,Z)-|-;r'cos(Æ , ,Z)-}-y'cos(y',Z)-f'2'eos(î',Z)
172. Quelle que soit l’équation F(.r, y, z)=0 d’une surface, en y substituant à x , y , z, leurs expressions tirées des formules ci-dessus, on aurait une équation en x',ÿ, s’, qui serait l’équation de la même surface rapportée aux nouveaux axes : les quantités a,A,c, et les cosinus qui entreraient dans la nouvelle équation doivent être considérés comme connus dès que l’on connaît les angles des axes primitifs entre eux et la position des nouveaux axes par rapport aux anciens.
173. De ces considérations générales résultent quelques conséquences importantes dans le cas où l’équation F (.r, y y z) = 0 de la surface est algébrique.
1 ° U équation transformée en .r’, y\ z’, est du même degré que l’équation primitive : le raisonnement pour le démontrer est celui du n° 150.
2° Si l’on coupe par un plan quelconque une surface dont l’équation F (x, y, z)=z() est algébrique, la courbe d’intersection est tout au plus du même degré que la surface , c’est-à-dire que l'équation qui exprimerait cetle courbe , rapportée à deux axes quelconques pris dans son plan, ne serait pas d’un degré supérieur à celui de l’équation F (x,jr, s) = 0.
En effet , concevons qu’en transformant les coordonnées on prenne les axes des x' et des y dans le plan coupant. La nouvelle équation de la surface en x', y, z\ sera du même degré que la première. Or, il suffira d’y faire z' — 0 pour avoir l’équation de la courbe d’intersection , ce qui ne pourra jamais élever le degré.
3° Une droite ne peut percer une surface en un nombre de points plus grand que l’indice du degré de la surface , mais elle peut, en certains cas , s’y appliquer tout entière.
En effet, èn prenant la droite considérée pour axe des x', et faisant ensuite g’ =0 ctz’zzz 0 simultanément dans l’équation transformée, on aura une équation en x', qui sera , au plus , du même degré , et dont les racines seront les distances de l’origine B' aux points d’intersection.
Si la supposition ÿ— 0, z'= 0, rendait l’équation delà surface satisfaite indépendamment de x', l’axe O'x' serait tout entier sur la surface.
Si, au lieu de changera la fois les trois
axes, comme nous l’avons supposé au n° 171, on en conserve un, et qu’en déplaçant les deux autres on les laisse dans leur plan primitif, la transformation est plus simple. Supposons que l’on conserve l’axe Os, et qu’on remplace 0.r, O y, par Ox', O ÿ , l’ordonnée z d’un point M quelconque sera commune aux deux systèmes de coordonnées , et les relations entre x, y, x' et y', seront celles établies au n° 148.
175. Appliquons cette observation à l’équation générale du second degré à trois coordonnées , afin de la réduire à la forme la plus simple , et parvenir ainsi plus facilement à caractériser les divers genres de surfaces que cette équation peut exprimer suivant les diverses valeurs de ses coefficients.
Nous supposerons les trois axes rectangulaires, en remarquant que , s’ils ne l’étaient pas, on pourrait les remplacer par d’autres qui le seraient , sans changer le degré de l’équation exprimant la môme surface (173, 1°).
Cela posé, en conservant l’axe O x, et en raisonnant quant aux deux autres comme on l’a fait au n° 151 , on voit qu’on peut toujours faire disparaître le terme contenant le produit x y. Nous supposerons donc , pour simplifier nos calculs , que B soit nul dans l’équation du n° 170, qui devient
Ax 2 + A'y’-f .V^-flS'xî -j- I5"y?+Cx + C'y -f C "s -j-l) =0,
et qui peut aussi bien exprimer toute surface du second degré.
176. Démontrons qu’il est toujours possible de diriger taxe des z de manière que V équation , exprimant toujours la même surface qu auparavant , ne contienne plus les produits xz, yz, les coordonnées restant rectangulaires.
Soit OZ la direction cherchée (üg. 50) ;
Soit Ox' la projection orthogonale de OZ sur le plan xOy ;
Et soit OY menée par l’origine O et dans le plan xOy perpendiculairement à Ox'. Cette droite sera - par conséquent perpendiculaire à OZ.
Si l’on voulait prendre Ox', OY et l’ancien Oz, pour nouveaux axes coordonnés, il faudrait (174 et 151), en faisant xOx' = 9, substituer dans l’équation de la surface les expressions
x = x’cos 9 — Y sin 9, y =x’ sin 9-j-Ysin9,
et laisser z sans changement.
Cette substitution faite, on pourrait changer les deux axes rectangulaires Ox’, Ox,et les remplacer par OX, OZ, également rectangulaires, et dans le même plan perpendiculaire à OY.
Pour cela, il faudrait, en appelant y l’angle >OL,
substituer dans la transformée précédemment obtenue
r=Zcosy — X siny, x'—l siny-}-XcoSy,
et laisser Y sans changement.
Or, ces deux substitutions successives reviennent à mettre immédiatement dans l’équation primitive les valeurs suivantes :
;~Z cos y — Xsiny, x=(Zsiny-j-Xcosy)cosQ — Ysin 9, y=(Zsiny-)-Xcosy)sin 9' — Ycos9.
Faisons donc cette substitution immédiate , mais en n’écrivant que les termes en XZ et YZ , que nous voulons faire disparaître. Nous aurons ainsi les termes
2Asinycosycos 2 9 -f-2A'sinycosy sin 2 9
— 2À"siny COSy -j- B’cos 2 y cos 9
— B'sin 2 */ cos 9 -f-B'cos 2 ysin9
— B"sin 2 ysin9
XZ — 2Asinysin 9 cos9 -|-2A'siny sinGcosO — B'cosysin9 -]~B"cosy sin9
YZ
Il s’agit maintenant de démontrer qu’il existe toujours pour l’axe OZ une position telle, que les angles 9 et y qui lui appartiennent rendent nuis ,
dans l’équation transformée, les deux polynômes coefficients de XZ et de YZ.
Prenons sur OZ, à partir de l’origine, une distance représentée par 1 . Appelons a, b,c , ses projections sur les trois axes primitifs, et d sa projection sur l’axe Ox'. Il est facile de voir qu’on a
cos-/=c, siny=:d, cos0-=^, sin0 = j
Substituons ces expressions dans les deux polynômes ci-dessus , que nous égalerons à zéro ; nous aurons deux équations :
2 A . de a j, + 2 K! de — ï A'c U q-B'^(c 3 — ^ (c 2 — rf 2 ) = 0 .
ab cb ca — 2(A — A') - B'-j + B"— = 0,
ou plus simplement
î\ca i +n , cb 2 —2\"cd 1 +E n a(c 2 —d 2 )-{-K"b{c'—d 2 )=<) [1] 2 (A — A')aA-}-B'ci — BYa=0 [2]
Ces deux équations jointes aux deux relations «4- p -\ -<*= ï , « 2 - f b 2 =æ,
renferment les conditions nécessaires pour déterminer les quantités a, b, c, d’où dépend la position de l’axe OZ.
En multipliant l’équation [1] par a et l’équation [2] par ic, puis ajoutant , on trouve
2Aa<a 2 +A 2 )-2A’W 2 +B'e 2 (a 2 +i 2 )— BW-B'YfofcO,
OUFITBE II. — EXPHESS10X DES LIEUX
ou , en divisant par cP égal à ar-\-b 2 ,
2 (A— A") ac -j- B'c 2 — B’a 2 — B'aA = 0 . [3]
Les équations [2] et [3] se simplifient encore en posant ~ c =«, * = /3, ou en substituant a—cx, h =e(3 ; elles deviennent
d’où , en éliminant (3, on tire l’équation finale en « :
2(A— A')BV— ù(A— A'XA— A") + B" J + B |J
Nous n’avons pas à nous occuper du cas où B serait nul , car il suffirait évidemment de faire permuter l’axe des z et celui des x pour que l’équation du n° 175 ne contînt plus aucun des produits XZ, 1JZ.
Si l’on avait A = A', l’équation [6] réduite à
aurait nécessairement deux racines réelles.
Dans tout autre cas il existera toujours au moins une valeur réelle de « , positive ou négative , qui satisfera à l’équation [6] : car c’est , en algèbre , une proposition générale et facile à démontrer que toute équation de degré impair, à une
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inconnue , a au moins une racine réelle. Celle vuleur de a étant substituée dans l’équation [4] , celle-ci donnera la valeur correspondante et également réelle de (3. Enfin , a et (3 étant connus, les équations
a=cx, b—cfi, a 2 -f-4 2 -|-e 2 = I
donneront aisément a, b, c, et, par conséquent, la direction OZ , qui est celle de la diagonale du parallélipipède rectangle dont les arêtes sont a, b, c , suivant les axes primitifs.
177. Il résulte de la démonstration précédente que l’équation la plus générale du second degré, après avoir subi par le déplacement des deux axes la modification indiquée au n° 175, pourra, au moyen d’une nouvelle transformation, être remplacée par une autre , comprise dans la formule suivante , en coordonnées rectangulaires .•
A^ 2 + AV+ A".s 2 -f B,ry C'.y + C".» -f D = 0.
Le terme en xy a été introduit par la seconde transformation ; mais , suivant l’observation faite au n° 175, il est toujours possible de le faire disparaître par le déplacement des x et des y dans leur plan.
De là résulte celle conséquence fondamentale dans la classification des surfaces du second degré : c’est que leurs équations en coordonnées rec-
(angulaires peuvent toujours être amenées à ne plus contenir aucun des produits xy, xz, yz.
5 il. — Classification des surfaces du second degré.
178. Toutes ces surfaces sont comprises (177) dans l’équation suivante en coordonnées rectangulaires :
1V+ Py -f P"* 2 -f 2Qx-t- 2Q 'y -J- 2Q"î -f R = 0 .
Les trois coefficients P, P', P\ ne peuvent être nuis à la fois (173, 1°). Supposons d’abord qu 'aucun d’eux ne le soit. On pourra écrire ainsi l’équation :
ou , en transportant les axes parallèlement à euxmêmes ,
py+py-f P"^ 2 =s.
Le caractère général des surfaces exprimées par cette formule est que l’origine actuelle des coordonnées est le milieu de toute corde passant par ce point. En effet, si certaines valeurs de x, y, z , sont les coordonnées d’un point de la surface, et satisfont, par conséquent, à la dernière équation , des valeurs égales et de signes contraires y satisfont également , et sont évidemment les coordonnées d’un point situé à la même distance de l’origine , à l’opposé du premier.
GÉOMÉTRIQUES PAR LEURS ÉQUATIONS k*
Le point milieu de toutes les cordes qui y passent s’appelle le centre de figure , ou simplement le centre de la surface.
On peut toujours faire en sorte que dans l’équation
Px 2 +p y+P"~ J =s
deux des coefficients P, P', P% soient positifs. Supposons que ce soient P et P\ et faisons sur P* et S toutes les hypothèses possibles. Si P’ était positif et S négatif , l’équation exprimerait une impossibilité. Il ne reste qu’à discuter les trois cas suivants :
1* r Cas des surfaces à centre. P" et S positifs. 100. Dans ce cas, l’équation peut s écrire
ainsi :
Elle exprime une surface limitée, car x, y,z, ne peuvent être plus grands que a, A , c.
Celte surface est coupee par les plans cooi donnés suivant des ellipses dont les diamètres principaux sont 2a, 2A, 2c.
Cette surface s’appelle ellipsoïde.
Elle devient ellipsoïde de révolution quand deux des constantes a, A, c, sont égales. Si, par excui-
pie , l'équation est p+^+K = ' ’ on ïoil , ' u ’ cn
y faisant z égale à une constante quelconque, mais plus petite que c , on aura en x et y l'équation d’un cercle. Or celte supposition revient à couper la surface par un plan perpendiculaire à l'axe des z.
L’ellipsoïde dégénère en sphère quand les trois diamètres principaux deviennent égaux , son équation étant alors
{ * 2 — |— yM- z*-\- a?z= 0 .
2 e Cas des surfaces à centre. P” négatif, S positif.
Dans ce cas, l’équation (179) peut s’écrire ainsi
•zf , y 2
L’intersection de la surface avec le plan des .ry, qui s’obtient en faisant r=0, est une ellipse dont les diamètres principaux sont 2 a et 2 b.
Son intersection avec tout autre plan perpendiculaire à l’axe des 2 , coui be dont l’équation s’obtient en faisant 2 égale à une constante quelconque, positive ou négative, est encore une ellipse ayant son centre sur l’axe des z.
Ses sections ou traces dans les plans des xz et desyr, obtenues en faisant séparément y = 0 et .r=0, sont des hyperboles dont les diamètres principaux Iransvcrscs sont 2« et ‘2h.
Celte surface continue dans son étendue illimitée s’appelle h ypvrholoïde à une. nappe.
Elle devient une hyperboloïde de révolution à une nappe lorsque a et b ou P et P' sont égaux.
3 e Cas des surfaces à centre. P' et S' négatifs.
Dans ce cas , l’équation (179) peut s’écrire ainsi
£ _lÉj_ z l — -\.
«iTu
Le plan des xy ne rencontre pas la surface , car
l’équation — ^ = — 1 n’a aucune solutiou. lien est de même de tout plan perpendiculaire à l’axe deS'r dont la distance au plan des xy est moindre quec. A cette distance c, positive ou négative, l’axe des z perce la surface. A une distance plus grande la section faite par tout plan perpendiculaire à l’axe des z est une ellipse dont le centre est sur cet axe , et dont les diamètres augmentent avec cette distance.
Les sections ou traces de la surface dans les plans des xy et des yz sont des hyperboles ayant un même diamètre transverse égal à 2c, suivant l’axe des x.
Cette surface , composée de deux parties séparées, s’appelle hyperboloïde à deux nappes.
Elle devient un hyperboloïde de révolution à deux nappes lorsque a et A ou P et P' sont égaux.
183. Passant à la seconde hypothèse sur l’équation générale du n° 178, supposons que P soit nul,
io
AG
P' et P" ne l’étant pas. L’équation peut alors s’écrire ainsi , pourvu que 0 ne soit pas nul ,
ou, en transportant les axes parallèlement à euxînêmes,
py_|_P'-^_)_2Qx=0,
ou plus simplement
p' ei p" désignant des constantes positives ou négatives.
Une propriété générale des surfaces exprimées par cette équation, c’est qu’elles sont dénuées de centre. En effet, en quelque point de l’espace que l’on transporte l’origine , en laissant les axes parallèles à leur direction actuelle, l’équation sera renfermée dans la formule
Or, dans ce cas , l’origine ne peut être un centre, parce que l’équation, satisfaite par certaines valeurs de x, y, 2 , ne le sera plus par ces valeurs changées de signes.
Les surfaces dénuées de centre présentent deux cas distincts.
1" Cas des surfaces dénuées de centre. P' et P’ ou p et p’ de même signe.
184. Si p' et p ’ étaient négatifs, ils deviendraient positifs par le changement de sens de l’axe des.r.
p’ et p’ étant donc supposés positifs, on voit, en faisant successivement y = 0 et j = 0, que les plans des xz et des xy coupent la surface suivant des paraboles dont le diamètre principal est l’axe positif des x , et dont le sommet est à l’origine des coordonnées.
Un plan perpendiculaire à l’axe des x , dans sa partie négative, ne rencontre point la surface. Si, au contraire , il coupe l’axe des x dans sa partie positive, aune distance quelconque, son intersection avec la surface est une ellipse.
Cette surface s’appelle paraboloïde el/iptùjue. Lorsque/) 1 et/)" sont égaux, elle devient unparaboloïde de révolution engendré par la rotation d’une parabole autour de son diamètre principal.
2" Cas des surfaces dénuées de centre. P’ et P" ou p' et p " de signes contraires.
Dans ce cas l’équation prend la forme
p et q étant des longueurs absolues non susceptibles de signes.
Les plans des xz et des xy coupent encore la
surface suivant des paraboles qui ont leurs sommets à l’origine; mais le diamètre principal de l’une est suivant l’axe négatif des x, tandis que celui de l’autre est suivant la partie positive du même axe.
Si au lieu de z =0 on fait x égal à une constante quelconque, on obtient pour la section faite par un plan parallèle à celui des xy une parabole dont l’équation est
x -f- constante,
et qui, par conséquent est toujours de même grandeur, quelle que soit la distance du plan coupant à l’origine. Celte parabole a son diamètre principal dans le plan des xz et parallèle à l’axe positif des x. Il s’ensuit que la surface peutêtre considérée comme engendrée par une parabole dont le plan se meut parallèlement à celui des xy , dont le diamètre principal reste dans le plan des xz, et dont le sommet parcourt une parabole fixe, dont le plan est celui de xz et dont le diamètre principal est dirigé en sens contraire de celui de la parabole mobile.
Si en faisant x égal à une constante on cherche l’intersection de la surface par un plan quelconque perpendiculaire à l’axe des x, on trouve l’équation d’une hyperbole, qui se réduit à deux droites quand on faitx = 0.
Cette surface s’appelle paraholoïde hyperbolique.
CÉOMÉTHIQÛ*» l*\R LEU KS ÉQUATIONS. \ U'J
186. On a vu que, lorsque -dans l’équation générale du n° 178 les coellicients P, P', P”, sont tous différents de zéro, cette équation peut toujours se réduire à la forme
P.r4- py+ PV= S.
Mais il peut arriver que S soit nul, et dans celte hypothèse il faut distinguer deux cas.
Cas particulier Dans l’équation
p**+py-fp ,, s 2 =o
les trois coefficients sont de même sigue.
L’équation , ne pouvant être satisfaite que par x=0, y— 0 et x=0 simultanément, n’exprime qu’un seul point.
188. 2° Cas particulier. Les trois coefficients ne sont pas de même signe.
L’équation peut être écrite ainsi :
Les sections de la surface par les plans des xz et des yz se composent chacune de deux droites passant par l’origine. La surface est un cône. Eu effet, six', y', z’, sont les coordonnées d’un de ses points et satisfont à l’équation , tout autre point de la droite passant par ce premier point et par l’o-
rigine aurapour coordo nnées les produits mx\ my\ mz\ des premières par un même nombre. Or ces produits satisferont également à l’équation. Donc la droite dont il s’agit est tout entière sur la surface (’).
La surface devient un cône de révolution quand a et b sont égaux.
189. Toute surface conique du second degré coupée par un plan qui ne passe pas par le sommet ne peut donner pour intersection que l’une des trois 'courbes du second degré (173, 2°), et donne une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que le plan coupe toutes les génératrices rectilignes , ou qu’il est parallèle à ‘l’une d’elles seulement , ou qu’il est parallèle à deux génératrices. De là le nom de sections coniques donné par les anciens géomètres aux courbes du 2 e degré.
Les hyperboloïdes, dont le cône est le cas particulier, ont la même propriété de fournir les trois courbes par leurs sections planes.
190. En discutant (183) l’équation générale du n" 178 dans l’hypothèse où P serait nul , P' et P" ne l’étant pas, nous avons excepté les cas où Q (*)
(*) Le mime raisonnement prouve que toute équation algébrique en x , y, z, dont tous les termes sont du même degré, «prime une surface conique dont le sommet est l’origine des coordonnées.
serait nul en même temps Si P et Q étaient nuis, réquation pourrait se ramener à la forme
Py-hP"* J =S ,
qui appartient en général à une surface cylindrique (77) dont les génératrices rectilignes sont parallèles à l’axe des x.
Elle comprend quatre nouveaux cas particuliers.
191. 3' Cas particulier. Si P' et P” sont de même signe, et que S ne soit pas nul, il est aussi de même signe, sans quoi il y aurait impossibilité , et la surface est un cylindre à base elliptique .
192. V Cas particulier. Si, P 1 et P" étant de même signe, S est nul, l’équation, qui ne peut être satisfaite que par y =0 et 2=0, indépendamment de .r, exprime une seule droite , qui est ici l’axe des x.
193. 5 e Cas particulier. Si, P' etP"élantde signes contraires, S n’est pas nul , la surface est un cylindre à base hyperbolique .
194. 6° cas particulier. Si P' et P” étant de signes contraires, S est nul, l’équation, de la forme y 2 — nvz~ 0 , ou y=±/«s, exprime deux plans qui se coupent suivant l’axe des x.
193. Il reste encore à examiner les cas où deux des coefficients P, P', P”, de l’équation du n° 178,
deviennent nuis. Cette équation peut alors s’écrire ainsi
p "(^+|!) î +2Qx+2Qy+R-^= 0 ,
ou, en transportant parallèlement les axes des x et des y,
P'z 2 +2Q:r-f2Q'y=S, équation qui comporte trois cas distincts.
196. T Cas particulier. Si aucun des coefficients Q, Q', n’est nul, quel que soit S, la surface coupée par un plan quelconque parallèle au plan des xy donne une droite parallèle à celle qui dans le plan des xz et des yz aurait l’équation
y=-gi*-
Les sections dans les plans des .rz et des yz sont des paraboles ; la surface est donc un cylindre à base parabolique .
Il en serait de même si l'un des coefficients Q, 0', était nul , quel que fût S.
197. 8* Cas particulier. Si Q et Q' sont tous deux nuis, S ne l’étant pas, l’équation, réduite à
PV=S ou z =:±l/pi;> exprime deux plans parallèles.
198. 9' Cas particulier. Enfin si Q, Q’ et S, sont nuis à la fois, l’équation P'z 2 =0, satisfaite seule-
ment par z— 0, indépendamment de x et de y, exprime un seul plan , qui , par les transformations , est devenu celui des xy.
190. Ainsi , outre les cinq principaux genres de surfaces que peuvent exprimer les équations du second degré à trois variables, on peut trouver comme cas particuliers :
Trois espèces de cylindres , le cône , deux plans qui se coupent , deux plans parallèles, un seul plan , une droite ou un point unique.
§ 12. — Plans diamétraux et diamètres des surfaces
DU SECOND DEGRÉ. SlMIMTUDF. DES SECTIONS PARAL- LÈLES.
200. Quelle que soit une surface du second degré, prenons pour axe des z une droite qui la coupe en deux points , le plan des xy étant d’ailleurs quelconque; son équation sera de la forme
d’où
*=-f(B':r+B"y+C")±KR
en désignant par R un polynôme en x et y du second degré au plus On voit aisément par là que le plan dont l’équation est
zz= | (B'ar^j-B"y-j-C")
coupe toutes les cordes parallèles à la première
en leurs milieux. Ce plan s’appelle plan diamétral.
Il existe une infinité d e plan* diamétraux , puisqu’on peut donner à une corde une infinité de directions.
201 . Si l’on prend pour plan des xy le plan diamétral qu’on vient de trouver, en conservant le premier axe des * , l’équation de la surface ne contiendra plus * au premier degré et sera de la forme
* 2 -f A^-fA'y-f-B^y-j-CjX-J-C'jy -f-D=0.
Maintenant en changeant la position des axes des x et des y dans leur plan , et laissant l’axe des z parallèle à sa première direction , on pourra réduire le polynôme en x et y qui accompagne z l à trois termes ou à deux, suivant le cas (n“* 152 et 153). Donc l’équation de la surface deviendra
}— My 2 — }— Njr 2 — P = 0 si elle a un centre, ou
z 2 -^- My 2 -j- P.r = 0 si elle n’a pas de centre.
Ces formes sont précisément celles que nous avons discutées aux n" s 180 et suivants. La seule différence est ici que les trois axes ne sont pas rectangulaires.
Il esta remarquer que, d’après ce qu’on a vu aux n‘“ 155 et 156, il y a une infinité de systèmes d’axes des y et des x pour lesquels, l’axe des z
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restant le même , les formes des équations ci-dessus ne changeraient pas.
On appelle d’une surface du second
degré une droite dont la propriété est de contenir les centres des sections faites par des plans parallèles entre eux.
D’après ce qu’on vient de voir, toute droite menée par le centre d’une surface du second degré parallèlement à une corde qui rencontre cette surface en deux points est un diamètre.
Lorsque trois diamètres sont tels qu’en les prenant pour axes coordonnés on a l’équation de la surface sous la forme
**+ Myn-N^+P = 0,
chacun d’eux contient les centres des sections parallèles au plan des deux autres : on les appelle diamètres conjugués.
Lorsque l’équation d’un paraboloïde est sous la forme
Taxe des .r est un diamètre, mais il n'en est pas de même des deux autres axes.
203. Le mine. D’après la définition de la similitude eu général (’), deux courbes planes sontsem-
(*) Un système de points M, N, 1*... (formant soit des lignes, soit dessur-
blables el semblablement placées par rapport aux axes coordonnés lorsque, l’équation de l’un étant F (.r, y) = 0, l’équation de l’autre est F(Ær, ky) =0, k indiquant un nombre constant, qui est le rapport de similitude , et la notation F indiquant la même fonction dans les deux équations.
Il résulte de là :
1°Que les deux courbes à centre dont les équations sont :
y iJ T nx 2 =p , y 2 - f- nx~ />',
(le coefficient « étant le même dans les deux équa-
faces , soit un ou plusieurs corps), étant situé d'une manière quelconque dans l'espace, si l'on prend un point S aussi quelconque (pouvant comme cas particulier être l'un de ceui du système), qu’on mène les droites SM, SN , SP..., et quesur ces droites prolongées au besoin on porte, è partir du point, les distances SM', SV, SP'..., proportionnelles à SM, SN , SP..., et dirigées respectivement dans le même sens, les points M\ N', P'... , ainsi obtenus, formeront un système semblable au système M, N, P..., et semblablement placé par rapport au point S, qui s'appelle pôle commun de similitude. Les points M', N', P'..., sont respectivement les homologues des points M, N, P... Les droites telles que M'.V et MN , qui joignent deux points d’un système et leurs homologues dans l'autre, sont des droites homologues. Enfin deux plans passant l’un par trois points d'un système el l’autre par les trois homologue» du système semblable sont deux plans homologues. Cela posé, on démontre : t* que dans deux systèmes semblables et semblab lemen placés deux droites homologues quelconques sont parallèles , cl que leurs longueurs sont entre elles dans le rapport des distances de deux points homologues quelconques au pèle commun ; 2° que les plans homologues sont parallèles; 3* que les angles plaus, dièdres ou polyèdres, homologues, sont égaux. — Deux systèmes peuvent être semblables sans être semblablement placés ; mais il faut pour cela qu'il soit possible d'en construire un troisième égal h l'un d'eux et en même temps semblable & l'autre et semblablement placé par rapport ù un'pôle commun. On démontre aisément d'après ces principes que deux systèmes semblables à un troisième sont semblables entre eux.
tions) sont semblables et semblablement placées par rapport à l'origine si p et p' sont de même signe: car, en faisant p'= la seconde équation équivaut à
k 2 y 2 -\- nk 2 x 2 =p.
2* Que deux paraboles quelconques dont les équations sont
yh='2px, y 2 =‘2p’x,
sont semblables et semblablement placées par rapport à l’origine si p et p’ ont même signe : car, en faisant p —^ i la seconde équation équivaut à
4 2 y 2 =2p . kx.
204. Théorème. 1° Si un plan coupe une surface du second degré suivant une courbe à centre , il en est de même de toutes les sections planes parallèles à la première : tous les diamètres principaux de ces sections sont dans deux mêmes plans , et par conséquent leurs centres sont sur une même droite.
2° Si l’une des sections est une ellipse , toutes les autres sont des ellipses semblables dont les lignes homologues sont parallèles.
3° Si l’une des sections est une hyperbole , toutes les autres sont des hyperboles , dont les asymptotes sont parallèles et qui peuvent former deux groupes distinct i (T hyperboles semblables.
4° la première section est une parabole , toutes les sections parallèles sont aussi des paraboles , qui
ont leurs diamètres principaux dans un même plan.
Démonstration. 1 " Soit la première section rapportée à ses deux diamètres principaux pris pour axes rectangulaires des * et y. L’équation sera de la forme
~'H-/V/ 2 'rV==°-
Imaginons le plan diamétral qui correspond dans la surface aux cordes parallèles à l'axe des z. Ce plan diamétral rencontrera le plan coupant suivant l’axe des y, puisque cet axe a, dans le plan de la section , la propriété de passer par les milieux de toutes les cordes parallèles à l'axe des z. Enfin prenons l’axe des x, dans le plan diamétral , suivant le diamètre qui coupe en leurs milieux les cordes parallèles à l’axe des y. L’équation de la surface rapportée aux trois axes ainsi définis sera de la forme
z 2 -j- py 2 -j- q — j- m x 2 -j- n x = 0 .
Or, si pour obtenir une section faite par un plan parallèle à celui des zy on fait x=constante , on trouve une courbe ayant un centre situé sur l’axe des x , et deux diamètres conjugués qui, étant dans les plans des zx et des yx , sont parallèles aux axes rectangulaires des z et des y.
2° Si la première section est une ellipse , p est positif; et, tant que ar n’est pas assez grand pour rendre imaginaires les sections parallèles, ces
sections restent des ellipses semblables, puisque le coefficient p de y 2 ne change pas. Par la même raison les axes homologues des sections sont dans un même plan.
3° Si la première section est une hyperbole , p est négatif et peut être remplacé par — Z 2 ; l’équation de la surface devient
z 2 — zy-j- q 4- «IX 2 - j- nx = 0
La première section a pour asymptotes deux droites dont les équations sont
z—±ly;
et, suivant que q est positif ou négatif, l’axe des s est le diamètre principal transverse ou non transverse.
Toutes les sections parallèles seront également des hyperboles, puisque le coefficient — Z 2 de y- ne change pas, et leurs asymptotes, ayant toujours la même équation en z et y , seront par conséquent dans deux mêmes plans , et parallèles.
Ces hyperboles seront semblables tant que, en faisant varier x, on ne changera pas le signe du trinôme q-^-mx^-^nx. Mais si ce signe change, le diamètre transverse de la nouvelle hyperbole devient parallèle au diamètre non transverse de la première, et vice versa. Les deux courbes ne sont plus semblables : l’une occupe les deux angles ai-
ItiO CHAPITRE II. — EXPRESSION UES LIEUX
gus de ses asymptotes , l’autre les deux angles obtus des siennes.
Quand le trinôme y-)- »ix*-j-nx peut changer de signes , il y a une valeur de x qui le rend nul , et alors la section se réduit à deux droites parallèles aux asymptotes des sections parallèles.
4° Si la première section est une parabole , on peut choisir les axes rectangulaires des s et des y de manière que son équation soit
z 2 — 2py — 0 .
Prenons Taxe des x dans le plan diamétral correspondant h l’axe des z : l’équation de la surface sera comprise dans la formule suivante
z 2 — ‘2py H - »ix 2 -j- nxy -4- y j = 0 ,
les coefficients «i, w, y, pouvant être nuis séparément ou tous à la fois. Or il est évident que, si l’on y fait x=. constante, on aura toujours l’équation d’une parabole dont le diamètre principal sera dans le plau des xy, par conséquent parallèle à l’axe des x. Ce diamètre sera dans le sens positif ou dans le sens négatif de l’axe des y suivant que 2 p — nx sera positif ou négatif. Lorsque ce binôme sera nul , la section dégénérera en deux droites parallèles, ou même en une seule droite si l’on a en même temps
'îp — mx = 0 et wix 2 -|~ÿ.r=:0..
§ 13. — De quelques propriétés des surfaces
DU SECOND DEGRÉ
20o. Théorème, 'loute surface engendrée par une ligne droite mobile qui s’appuie sur trois droites fixes non situées dans un même plan est une surface du second degré. C’est, un hyperbo/oïde à une nappe si les trois directrices ne sont pas parallèles à un même plan. C est un paraholoide hyperbolique dans le cas contraire.
206. Pour démontrer la proposition dans le 1" cas, menons par chaque directrice deux plans respectivement parallèles aux deux autres. Nous aurons six plans parallèles deux à deux , déterminant un parallélipipède dont les directrices seront trois arêtes.
Soient LL'MN' (fig. 52) ce parallélipipède , et LL', MM', NN', les trois directrices.
Par le centre O menons les trois axes coordonnés parallèles aux arêtes; ils rencontrent les faces aux points A, B, C.
Faisons 0A=a, OB = £, OC = c.
Soient maintenant les équations d’une génératrice quelconque
x = mz+ n [1],
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Cette droite devant rencontrer la directrice LL', dont les équations sonty=A, z = — e, il faut (162) que ces valeurs de y et de 2 puissent satisfaire à l’équation [2]. Ce qui fournit la relation
De même la condition de rencontrer MM', dont les équations sont x= — a, z=c, donne l’équation
— a = mc-f-n [ 4 ].
Enfin la génératrice rencontrant NN', dont les équations sont x=a, y— — A, il y a une valeur de z qui, jointe à ces valeurs de x et y, satisfait aux équations de la génératrice. D’où l'on conclut la relation
fl — H — A — fl'
Les cinq équations ci-dessus posées existent pour les coordonnées d’un point quelconque de la surface et pour les constantes relatives à la génératrice passant par ce point. Donc si l’on élimine les quantités m, n, m\ n\ il restera entre les coordonnées x, y, z, une équation qui sera celle de la surface.
De [1] et [4] on déduit a-j-u = »i(.î — c) et — az — cx=w(z — r)
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De [2] et [3] on déduit
y — 5= w»'(z-|-c) et bz -j- cy — n'(z-\-c).
On peut tirer de là les valeurs de m , n, m’, n', et les substituer dans l’équation [5] Il est aisé de voir sans écrire aucun calcul qu’on a
« ( ’i - c)-\-az —J— r j? — b (z -}-cl — bz — cy
d’où, faisant disparaître les dénominateurs et réduisant,
ex y -\-bxz-\~ayz -J-aAe = 0,
équation cherchée , qui est du second degré.
La surface qu’elle représente a un centre , qui est l’origine des coordonnées. D’après sa génération , elle est continue et d’une étendue illimitée; elle n’est ni un cylindre ni un cône : donc elle est un hyperboloïde à une nappe.
207. Pour démontrer le second cas de la proposition du n° 205,
Soit O z (fig. 53) une position particulière de la génératrice , et soient O, B, C, les points où elle coupe les trois directrices 00', BB’, CC\ parallèles à un même plan.
Par le point O de la première menons les axes Ox, O y, respectivement parallèles aux deux autres. 00' est dans le plan de ces deux axes.
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Les équations des trois directrices , au moyen de ce choix des axes, n’exigent que trois constantes, et sont telles que celles-ci :
Pour OO 1 , y—aX, 2=0;
Pour BB', z — h, y=0;
Pour CC\ z=h, 1=0.
Cela posé , soient les équations d’une génératrice quelconque
zz=mx-\-p, z — vy-\-q.
La condition où elle est de rencontrer les trois directrices fournira trois relations (1 0*2) entre les indéterminées m, n, fi <h et les constantes a, h , h , savoir :
2=52, h=qi //= P .
n rn
Eliminant m, n,p , q, des équations de la génératrice au moyen de ces trois relations , on trouve
h {z— h') ah' (z — h )
hzy — a h'zx— hh'y-\-ahh'x=0.
C’est l’équation de la surface considérée, qui, comme on voit, est du second degie.
208. On peut aisément démontrer que cette surface n’a pas de centre. Si elle en avait un , en
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y transportant l’origine on ferait disparaître les termes du 1* r degré en x, y, z. Pour cela il faudrait substituer dans l’équation
Ecrivant seulement les termes du 1" degré, on aurait
h(bz'-\-cy’) — a h'(az'-\-rx ') — hh'ÿ-^-ahh'x' ou
(bh — xah')z'-\- ( ch — hh') y ' — (xc/ï — xhh')x'.
Or, pour que ces termes disparussent il faudrait qu’on pût avoir à la fois
c — A'=0 et c — h— 0,
ce qui est impossible , puisque h diffère nécessairement de h'.
La surface du second degré dont il s’agit, l’ayant pas de centre et donnant des hyperboles pour sections par des plans parallèles à ceux des xz et des y z , ne peut être qu’un paraboloïde hyperbolique.
209. L’hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique sont utiles dans les applications de la Géométrie descriptive. Ils portent la dénomination commune de surfaces réglées du second degré, et jouissent toutes deux d’une propriété remarquable : c'est de pouvoir être engen - *
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dre. es de deux manières différentes par une ligne droite mobile qui s’appuie sur trois droites fixes.
En effet soient I), D’, D", les trois directrices primitives. Si M est un point de la surface , c’est qu’il se trouve sur une génératrice G rencontrant D, D’, 1)". Soient G', G", deux autres génératrices satisfaisant à la même condition. Il est impossibles que deux des trois droites G, G', G”, soient dans un même plan, car ce plan contiendrait aussi au moins deux des directrices. Cela posé, si l’on imagine qu’une droite mobile glisse sur les trois droites G, G 1 , G", elle engendrera une surface réglée du second degré. Or cette droite mobile ayant dans chacune de ses positions trois points communs avec la surface primitive y sera contenue tout entière (173, 3°) : donc les deux surfaces coïncideront.
Suivant que les droites D, D’, D", seront ou ne seront pas parallèles à un même plan, il en sera de même des génératrices G, G', G". D’où l’on conclut facilement que le paraholoïde hyperbolique peut être engendre par une droite mobile qui s’appuie sur deux droites fixes en restant constamment parallèle A un même plan.
210 . Théorème, bi deux surfaces du second degré se rencontrent suivant une ligne plane et qu’elles se coupent encore suivant une autre ligne, cette seconde intersection est également plane.
Prenons le plan de la première ligne commune pour celui des xy , et supposons que l’équation de l’une des surfaces soit
A^+A'ya+A"*J+Bxy-PB'XA-fB"y*+C*-K'y+C''*+D—
L’équation de la ligne commune s'obtiendra en faisant z = 0 et sera
Ax’-f- A'y 2 -|-B.ry -j- C.r-|-C'y-f-D = 0.
Il faut qu’en faisant 2 = 0 dans l’équation de la seconde surface on obtienne une équation équivalente «à celle-ci , et dont les coefficients soient par conséquent les mêmes, sauf un facteur constant commun. Donc si l’on supprime ce facteur dans l’équation de la 2* surface, elle deviendra telle que celle-ci,
Ai 2 -pAy+\l^+Bxy+N'x2+N''yj+C.r4-C'y-fPï4D=0 [J],
Les coordonnées .r, y, z, de tout point commun aux deux surfaces, satisfont à la fois aux équations [1] et [2], et par conséquent aussi à celle qu’on obtient en retranchant l’une de l’autre, savoir :
ou bien
r[(A" -M)2-J-(B' — N>+ (B" — N")y-f-C" — P]=0 . Or pour satisfaire à cette équation il faut de deux
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choses l’une : ou qu’on aitz=0, c’est-à-dire que les points communs soient dans le plan des xy ; ou qu’on ail
c’est-à-dire que les points communs soient dans le plan exprimé parcelle équation du premier degré. Ce qui démontre la proposition.
Si l’on avait B'=N', B"=N'\ C ’=P, la seconde courbe se confondrait avec la première.
UNE ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ EN COORDONNÉES
POLAIRES, FOCALES, ETC.
211 . Soit M (üg. 54) un point fixe, sur une courbe; soient M', M"...., diverses positions d’un second point considéré comme mobile sur la courbe et pouvant s’approcher autant qu’on veut de M sans jamais se confondre avec lui ; la sécante déterminée par ces deux points distincts prend diverses positions MS', MS" , et s'approche au-
tant qu’on veut d’une position MT qu’elle n’atteint jamais. Cette position limite est celle de la tangente au point M pour la branche de courbe considérée.
Lorsque l’on dit que la tangente passe par deux points delà courbe infiniment voisins l’un de l’autre , ou qu 'elle est le prolongement rectiligne d’ un arc infiniment petit, on exprime d’une manière abrégée les mêmes idées que par la définition précédente; car on fait entendre qu’une droite passant par le point donné M et par un autre très voisin M', pris également sur la courbe , forme avec la tangente un angle non seulement très petit , mais qu’on
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peut rendre aussi petit qu’on veut en diminuant suffisamment MM'.
212 . La définition ordinaire de la tangente au cercle est en défaut pour beaucoup de courbes. Au contraire la définition générale (n*2M) s’applique au cercle. En effet, à mesure que l’arc MM' (fig. 55) décroît, l’angle au centre MOM' devient aussi petit qu’on veut , et par conséquent l’angle S'MO diffère aussi peu qu’on veut de l’angle droit : donc la tangente en M est la perpendiculaire MT au rayon OM.
215 . Tangente à l'ellipse. Soient F, F', les foyers (fig. 56), et M un point de la courbe. Pour avoir un second point M' de l’ellipse , on porte une longueur arbitraire MN en augmentation du rayon vecteur FM , puis MN'=MN en diminution de l’autre rayon vecteur F’M; et des centres F, F’, on décrit les arcs NM', N’M\ Un point quelconque S de la sécante MN' jouit de cette propriété que, si l’on mène SK, SK', parallèles aux cordes M'N, M'N', on a MR=MK’ comme MN = MN'. Or à mesure que M'M diminue , les angles M’NM, M'N'M, approchent autant qu’on veut d’être droits; de même les angles SRM , SR’M : donc la tangente MT est telle que si d’un de ses points on mène des perpendiculaires TV; TV, aux rayons vecteurs FM, F'M, les distances MV, MV’, sont égales;
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donc MT est bissectrice de l’angle VMF' ; donc angle TMF’=angle T'MF.
On arrive au même résultat de la manière suivante, par l’emploi des infiniment petits , qui, dans un langage abrégé , sous-entend les idées intermédiaires ci-dessus exprimées. Pour obtenir un point M, de l’ellipse infiniment voisin du point donné M , il faut augmenter l’un des rayons vecteurs d’une longueur infiniment petite MX,, et diminuer l’autre d’une quantité égale MN', , puis décrire deux arcs N,M,, N',M,, des centres F, F . Ces aies infiniment petits se confondent avec deux droites perpendiculaires en N, et N', sur MV et MF': donc la diagonale infiniment petite MM, dont le prolongement rectiligne est la tangente divise l’angle VMF' en deux parties égales
214. Tangente à l’hyperbole. Solution analogue (fig 57). On prend MN'=MN; SR, SR', étant parallèles aux cordes M'N, M'N', on a MR = MR': donc si TV , TV', sont perpendiculaires en V, V', on a MV=MV' ; donc la tangente RIT est la bissectrice de VMV'; donc
angle TMV=angle TM F'.
213. Tangente à la parabole. On prend (fig 58) MN‘=MN; on décrit l’arc NM' du centre F; on trace N'M' parallèle à la directrice Alt; par le point
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S de la sécante MM' on mène SR , SR', parallèles à M'N, M'N\ et l’on a MR=MR'; l’angle SRM approche autant qu’on veut d’être droit , SR'M l’est toujours; donc si MT est tangente, et que TV, TV', soient perpendiculaires en V et V’, on a MV=MV'; donc MT est bissectrice de l’angle QMF. Le triangle MFT’ est isocèle : on a donc T'F=MF=QM=AP. Le sommet O est le milieu de AF. Donc TF— OF = AP— AO; TO=OP; la soustangente TT égale donc le double de V abscisse OP.
Les propriétés ci-dessus démontrées sont applicables aux miroirs elliptiques, hyperboliques, paraboliques.
2IG. Tangente à une courbe quelconque, (lu second degré , dont on a le foger F , la directrice AB (1 19) et le point de contact M (fig. 59).
La marche du raisonnement est la même que précédemment. La seule différence est que , au lieu de QM=MF, MN'=MN, etc, ces quantités offrent un rapport constant (119) :
_OM MW» Mil 1 MV'
m MF MN MR MV
Donc pour avoir un point T de la tangente il faut sur FM et QM prendre des distances MV, MV', proportionnelles à FM et QM , et élever en V et V' les perpendiculaires VT, V’T. Il suffit de mener
FT' perpendiculaire à FM; le point T" de rencontre avec la directrice est sur la tangente.
217 Tangente à la courbe telle, que les rayons vecteurs FM, FM, sont dans un rapport constant.
On a vu (98) que cette courbe est un ceicle. On trouve par la même méthode que les perpendiculaires FT', FT (fig. 60), aux rayons vecteurs, se coupent en un point de la tangente.
Tangente à la spirale d’ Archimède
Soit M (fig. 61) le point de contact donné; M’ un point voisin sur la spirale ; PMN un arc de cercle ayant O pour centre ; OP le rayon vecteur initial. Par la définition de la courbe on a OM\ OM, proportionnels aux angles M'OP, MOP, et par conséquent PN «à PM ; d’où
M'N : arc MN : : OM : arc PM
Soit a ce dernier rapport indépendant de la distance MM'. A mesure que M' se rapproche de M, l’angle MNM' approche d’être droit; l’arc MN approche d’être égal à sa corde ; donc le rapport « approche d’être la tangente Irigonométrique de l’angle M'MN des deux sécantes MS, MH. Mais ces deux sécantes approchent en même temps des tangentes, l’une MT à la spirale, l’autre MU au cercle PMN Donc « est la tangente trigonométrique de l’angle TMU.
OMPlinK III.
Si OT' est perpendiculaire sur OM on a
tfP = tang. UMT =« ;
mais az=
OM
arc PM :
donc OT', qu'on appelle sous-tangente , est égale à l’arc PM.
219. Tangente à la cgcloïdc (143). Soit M (fig. 62) le point de contact donné; M’ un point voisin sur la courbe; O, O', les positions correspondantes du centre du cercle générateur. Si l’on mène M'N parallèle à AL , on a (143)
AL=arc LM, AL’=arc L'M'=arc LN,
d’où
A L' — A L ou I. L'= arc M N ;
or on a
LL'=00’=NM
donc
NM=arc MN.
A mesure que M' et N se rapprochent de M , la corde MN approche 1° d’être égale à l’arc MN, et par conséquent à N'M; 2 Ü d’être perpendiculaire à MO.
En supposant que cette double propriété ail effectivement lieu , le triangle isocèle MNM' sera semblable au triangleisocèle MOL, les angles N et O ayant ieurscôtés respectivement perpendiculaires; donc les anglesNMN', O ML, sont égaux. Donc (en ajoutant M’MO) NMO =M'ML=1 droit ;
d’où l’on conclut que la tangente en M est perpendiculaire à la droite ML.
On arrive à la même conclusion en remplaçant le cercle générateur par un polygone inscrit dont les côtés décroissent indéfiniment. La même considération s’applique au x tangentes des développantes.
DÉTERMINATION DF. LA TANGENTE
d'après l’équation de la courbe.
220. Prenons d’abord un exemple et cherchons la tangente à la courbe dont l’équation est
Le point de contact M (fig. 63) donné sur la courbe ayant pour coordonnées 0P=.r, PM = y , soient x-f-Ax, y-j-Ay, les coordonnées du point M', voisin de M, aussi sur la courbe; de sorte que Ax et Ay sont les accroissements PP', QM’, que prennent simultanément les coordonnées x et y quand on passe du point M au point M'.
Le rapport
M'Q M'Q Ay
MQ PP' — ax
donnera l'inclinaison de la sécante MM' sur l'axe des x si les coordonnées sontrectangulaires.il se déduit de l’équation delà courbe, à laquelle
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doivent satisfaire les coordonnées x-j-Ax, y-j-Ay, du point M'.
y + \y= =r^fj- ï +3x 3 Ar-f-3.riP+Aj- 3 )
retranchant y=^j..r 5 et divisant par A.r, on a
inclinaison de la sécante sur Taxe des x
AX
3x 2 . 3xlx ■ A.r 3 n 1 a 1 •" m 3
Cette inclinaison (ou tangente trigonomélrique de l’angle M’MQ) dépend, comme cela doit être , de l’abscisse x du point M, et de l’accroissement Ax. A mesure que Ax décroit, le dernier membre approche autant qu’on veut de qui est par conséquent sa limite. C’est ce qu’on voit en assignant à Ax des valeurs décroissantes telles que — , Or cette limite, étant celle de l’inclinai-
son de la sécante, est l’inclinaison de la tangente sur l’axe des x (21 1) : donc
lira. — = inclinaison de la tang. sur l’axe des x
Cet exemple donne une idée de la méthode à suivre en général pour déterminer la tangente à une courbe d’après l’équation de cette courbe.
La notation lim.— sc remplace par ~ , exprès-
Ai? (l X
sion qui peut se considérer sous trois aspects différents.
'ai P eut ^ tre cons ‘^cré comme une simple notation équivalente à celle-ci, lim. signifiant limite du rapport des accroissements simultanés de y et de X, à mesure que ces accroissements approchent de zéro. Sous ce point de vue dy et dx ne sont pas deux quantités : ~ en est une; est son inverse >
c est-a-dire lim. — .
2° On peut considérer dx et dy comme les accroissements qu’il faut donner à x et y pour passer du point M de la courbe à un autre point N de la tangente en M. Dans ce cas, dy et dx sont deux quantités, liées l’une à l’autre par un rapport déterminé; mais elles sont d’ailleurs arbitraires. On peut alors écrire indifféremment , dans l’exemple n° 220,
dy 3-r 2 , Sx 2 , , . „ , .
— -, ou dy— —7- «x, ou a-dy=z3x~dx.
dxa i •' a 2 J
Sous ce second point de vue on peut faire Ax=dx , et les trois quantités dx , A y, dy , seront les accroissements simultanés de l’abscisse, de l’ordon. née de la courbe, de l’ordonnée de la tangente. Ainsi par exemple on aura (fig. 63) en même temps
PP'= dx ; >IQ = Ay ; NQ = dy.
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Les deux rapports dont le second est la
limite du premier, ont donc une différence qui décroît autant qu’on veut à mesure que dx dimiuue. Ainsi on peut poser
dx dx ’ ’
a quantité dépendante de d.c et devenant aussi petite qu’on veut à mesure que dx diminue. Il en résulte qu’à mesure que les quantités Ay, dy, décroissent par suite de la diminution de dx , le rapport de A y à rfy approche autant qu’on veut de l'unité; car l’équation ci-dessus donne
dx
dx
dy
3° Le troisième mode de considérer dy et dx est une conséquence des observations précédentes. On peut assigner à dx un tel degré de petitesse que rfy puisse, sans crainte d’erreur dans les applications ou les conséquences qu’on en tirera, être pris pour A y ou réciproquement. A ce degré de petitesse et au dessous , les accroissements dx et rfy sont dits infiniment s petite , et rfy peut alors être considéré indifféremment, et selon le besoin de la recherche dont on s’occupe , comme l’accroissement de l’ordonnée de la courbe , ou de l’ordonnée de la tangente. Considérés sous ce dernier point de vue, les accroissements simul-
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tanés dx, dy , s’appellent les différentielles (les variables x , y.
222. Lorsque deux quantités variables sont tellement liées que , une valeur quelconque de l’une d’elles étant donnée, on peut en conclure la valeur correspondante de l’autre , on dit que chacune des variables est fonction de l’autre.
Si y est exprimé immédiatement au moyen de x, comme dans y—ax, y=^» y=x*, y— A% y— a logx, y=asinx, on dit que y est une fonction explicite de x, et l’on se sert des notations y=R x )i y=F(x), etc.
Si l’on donne seulement une relation entre y et x, par exemple une équation à laquelle les deux variables doivent satisfaire , la fonction qui n’est pas exprimée immédiatement au moyen de l’autre variable est dite implicite.
Une relation de ce genre s’écrit ainsi :
Dans les autres exemples ci-dessus x est fonction implicite de y. Une fonction implicite devient explicite par la résolution de l’équation. Par exemple on tire des équations précédentes
CÏIAPITRE 111.
OU
x = — l^ / ir—f.
225. Toute fonction peut être représentée par une courbe, ce qui fait pressentir Futilité très étendue de la recherche des tangentes aux courbes comme moyen de reconnaître comment une fonction varie dans le voisinage d’une de ses valeurs particulières. En général y étant une fonction de x désignée par F(x), la quantité d £ en est une autre qu’on désigne par F'(.r), et qu’on appelle la dcrivce de F(x). La recherche de l’inclinaison
il Jes courbes ou de la dérivée d’une fonction dx
quelconque est le premier objet du calcul différentiel et a des applications importantes dans la mécanique.
224. Quand on a l’inclinaison £ de la tangente en un point M de la courbe , on trouve aisément
<*■ 64) TD ^ la soustaugenle TP = ^>
la sousnormale NP = ^,
et les lignes analogues sur l’axe des y
NQ =
xdx
~dÿ’
§ 3. — Différentiation
DES FONCTIONS FONDAMENTALES X ”, -, log. X, SÎ D X»
22». y=x m , l’exposant m étant entier.
Dans cette équation et dans celles des numéros suivants, x et y sont des nombres et représentent les coordonnées d’une courbe moyennant le choix d’une ligne prise pour unité. Les diverses courbes qu’on obtiendrait en faisant varier cette unité seraient semblables.
On a par la formule de Newton
y -j- Ay = (x-|- Ax) m = .r m -(- mx m ~' A.r -j- k Ax 2 .
A- est un polynôme, dont le premier terme est j x m ~% et les autres ont Ax pour facteur.
Ces deux équations donnent
— =wi.T m “'-f- A A.r, bx 1 ’
d’où
Jim. OU y J —7r)X m ~' .
dx dx
Ce résultat s’écrit aussi de cette manière :
d. x m =?nx m ~'dx;
c’est-à-dire que la différentielle d’une puissance de x s’ obtient en diminuant F exposant d’une unité, en multipliant par F exposant primitif et par la différentielle de X.
Soit On a donc d’où
Donc
A VZXZ-r-. > — =— r— :
J x 2 4-#AX \x ar-J-arix’
Ay dy 1
lim. - ou 7 ^== — -j-
d- — — ^jdx.
Les différentielles sont de signes contraires , parce que y diminue lorsque x croît.
Ainsi dans l’hyperbole (fig. 66) dont la tangente
est y—- on a
soustangente TP= — x.
De TP = PO on conclut TM=MT\ propriété remarquable de l’hyperbole.
Soit • y=logx
On a donc
y-4-Ay = log(r-f-A*),
d’où
i,=log(ï±^)
On peut supposer que Ax en décroissant soit toujours un partie aliquote de plus en plus petite de x. Soit donc A-r=— : le dénominateur m est un
nombre entier qui croît indéfiniment. On a, en remplaçant dans le second nombre A* par £ >
2=i • * lo s 0+s)=î lo s ('+=)"
d’où
g=|Hm.[log (l +£)”],
ou bien
en remarquant que ces limites sont prises pour m croissant indéfiniment.
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1" Donner à m une grande valeur, et chercher dans les tables , pour cette valeur, celle de log^1-|-^) ou de m [log(m-j-l) — log m] ; par exemple pour w = 1000 celte formule donne 0,434, cl il est aisé de vérifierque pour tout nombre m plus grand on obtient le même résultat. Ainsi, à moins de 0,001 près on a
rfy
c’est-à-dire
ri loftaitx
2° Il est1)on de trouver directement la limite dont s’approche sans cesse la quantité à mesure que le nombre entier m augmente. La formule de Newton, poussée au delà du (w — {— 1 ) ,im terme, donne
m | m(m— 1) 1 Im + 'jTi m*"'"’’
tn(m-l)(m-î)...(m-(n-4)] 1 / m-n ^ (m-n)[m-(n-}-l)] 1 \
f-5+rH
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cl l’on peut écrire
/ , i\ra il . 1 . 1
fi-*)
^ mj
t * i “ 1 =’ ■* ■+* “T" — * •••"T" • -f* — uni»
\ mj 2 1 3.3 1 2.3.4 » 2.3.4....»
Or on voit aisément que la quantité renfermée dans la dernière parenthèse est plus petite que la somme de la progression décroissante
M+l ■ («-fl) i_r
laquelle a pour limite -• Donc on a
lim (i+lY=a+J+ A+-
-une quantilé <
De là la possibilité de calculer la limite cherchée au degré d’approximation qu’on voudra. Elle se désigne souvent par la lettre e , et l’on trouve
son logarithme est
loge = 0,4342945.
On a souvent besoin de l’inverse de ce logarithme :
log e
AX AX
nouons du calcul différentiel.
« • Ax 2sin—
- ^ , rapport d’une corde à l’arc infiniment petit qu’elle sous-tend, à sa limite = 1.
D’une autre part,
donc
ou
lim. cos ^x-|- y) =cosx ; lim. ^=*! y =cosx;
AX dx,
dsmx — cosx.dx.
Ainsi l’inclinaison de la sinusoïde varie, comme cos x, de 1 à 0; son maximum est 1 et a lieu pour .r=0, x=2ît, etc. Enfin on a pour cette courbe
soustangente=
COS X
sin x co tx
= tangx.
§ 4. — Théorèmes ou règles pour différentier toutes les
FONCTIONS A l'aIDE DES DIFFÉRENTIELLES FONDAMENTALES.
231. 1 er Théorème. Deux fonctions dont la différence est constante ont la même différentielle .
tf[F(x)-fC] =JF(x).
Car si y— F (x)-{-C,
Ay = F (x -f- Ax) — F (x) ;
donc C disparaît.
A# 1 AX
d’où résulte la proposition énoncée.
25.1. 3 e Théorème. la différentielle du produit d'une fonction par un coefficient constant est égale à la différentielle de la fonction affectée du même coefficient.
rf[ a¥ (x)] = ad F (.r) .
Démonstration. y=aF(x);
Ay=a[F(x-f- Ax)— F(x)] ;
Ay F (x + — F(x) .
A JT
ft=a.Iim. F( * + ^ ) - FW =«.PQr)....
djt Aæ ' '
Remarque. Le coefficient a peut être = — I , si y = ax, dy—adx; si y= — ,r, dy~ — d. r.
234. Le quatrième théorème repose sur la considération des fonctions de fonctions.
Exemples: y =(log.r) m ; ^ = sin (ax-\-b).
Dans le premier exemple logr est une fonction de.r de la forme de celles que nous appelons fondamentales (n" 5 225 et suiv.), et y est à son tour fonction fondamentale de log x.
Dans le deuxième exemple , ax-\-b est une fonction de x à laquelle peuvent s'appliquer les théorèmes 1" et 3°, et y est une fonction fondamentale de ax-\-h. En général, si y=F (w) et u=f(x ), y =F (/X 37 ]) est une fonction de fonction.
Si Ton considère séparément y— F (u), et que l’on sache diflerentier les fonctions de la forme représentée ici par la notation F, on aura ^=F («). Cette dernière fonction est la dérivée de y par rapport à la variable u.
Dans l’exemple y= (log x) m , si l’on fait logx=w, on a
y = u m , d’où = m u m ~ ‘ ; telle est la dérivée de u m par rapport à u. On com-
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prendra de même que la dérivée de (Iogx) m par rapport à log.r est m (^gx)" 1- '.
235. Soity=<?(x), la fonction <j étant telle qu’on puisse écrire y=F (w), u—f(x ), cequiest également exprimé par la formule y = F(/[x]) : on demande dp en fonction de x et de dx / en d’autres termes on demande 7' (x)dx.
Cas particulier pris pour exemple : y=(logx) m . On peut poser
y — M ru , w=logx.
Six devient x-J-Ax, u et y deviennent w-j-Aw, y-|-Ay, et l’on a
ày Ay am
AX AM AX
d’où, en prenant les limites de ces trois rapports,
dy dy du _
dx du' dx 1
or ^est une fonction de u qu’on sait déterminer, et qui devient une fonction de x en y mettant pour u sa valeur en x. En effet (225) on a d’abord
— = mu m ~'—m (log x)"* -1 .
D’une autre part on a (229)
du 0 , 434 ....
dx x
donc
et
dy 0,lï3üni (log.r)'" 1
dx x
dy—
Q,U3hm (Irt"j0 n, ~
'dx
IM
Deuxième exemple : y=sin(ax -}-/>) .
y=sinw, u=:ax-\~b j
d’où
dy
-p- = COS il , du
dy=acos ( ax-\-b)dx .
SOLUTION GÉNÉRALE. p=(u), U= f(x).
Désignant les accroissements simultanés des variables par Ax, Am, A y, on a entre eux la relation
Ay Ay AH.
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principale par rapport à la fonction subordonnée considérée comme une simple variable , et multiplier le résultat par la différentielle de la fonction subot'donnée.
Application. y=cosx,
y=sin ^ — x^...(53 et 28) ;
dp — cos ^ — x^ . d Q — xj = — sin xrfx.
25G. La fonction subordonnée f{x) dans F [/*(x)] peut être elle-même une fonction de fonction ; c’est ce qu’on exprime ainsi
y = F [/!*)]; /*(*)=<? LM*)]»
La différentiation se fera encore parle 4 e théo-
I^PTllP *
d!/ — V'lf{ x )]- d t( x )i df{x ) = [ (*) ] • d | (x) ,
d’où
rfy = F' ( <f [4» (*)]) • 0 e ) 1 1 ( x )'
Exemple: y=sin* (o 3 x 3 ),
rfy =4 sin 3 (a 3 — x 3 ) rf . sin (a 3 — x 3 ) , rf sin (a 3 . — x 3 ) = cos(o 3 — x 3 ) . d (a‘ — x 3 ), rf (a 3 — x 3 ) = — 3x 2 rfx ,
Digilized by GoogI
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donc
dy = — 4 sin 3 (a 3 — x 3 ) . cos (a 3 — x 3 ) . 3x 2 dx =z — 1 Sx 2 sin 3 (a 3 — x 3 )cos (a 3 — x 3 ) dx.
AX AX
</y =/'(x) . rfç (x) -f df (x) ,
ou encore
</w» = udv -J- vdu.
Ce résultat général s’énonce en ces termes :
5 e ThÉorÈme. La différentielle d'un produit est égale à la somme des résultats qu’on obtient par la différentiation faite en considérant successivement chaque facteur comme variable et F autre comme constant.
Exemple, y = (a 2 -j-x 2 ) 3 log. (i-j-x), dy—^aé-^xrŸ * dx-\- log.(A-f-x) • 3(a J +^ 2 ) 2 ' 2xt/x
O “T” JS
= (a 2 -f-xV (a 2 +x 2 )+6xlog.(i + x)J dx.
239. Le 5 e théorème s’étend à un nombre quelconque de facteurs.
y—uvz , considéré comme («»)x, donne
or
dyzzz uvdz -J- zd (uv) ; duv ±xudv -J- vdu ;
donc
dij zzzuvdz -^-uzdv -\-vzdu.
La règle à suivre en général est manifeste.
240. La môme règle s’applique à un quotient, car on peut le mettre sous la forme d’un produit.
dy = ud -= — -
udc rdu—udv
241. Les règles déduites des cinq théorèmes précédents suffisent pour différen lier les fonctions explicites qui ne renferment que les opérations indiquées par les quatre fonctions fondamentales et des additions ou multiplications. Il reste à considérer Iqs fonctions implicites.
Exemples. I e Iogy=sinx; 2° y'zxzaxy- j-x 3 .
Dans chaque cas y est en réalité une fonction de x, quoique non exprimée explicitement. Chaque membre est donc, ou fonction immédiate de x, comme sin x, ou fonction de fonction de x, comme logy ou y 3 , ou fonction de plusieurs fonctions de x , comme axy-f-x 3 . Or, quand deux fonctions d’une même variable sont égales, quoique différemment exprimées , leurs dérivées et leurs différentielles, par rapport à cette variable , sont nécessairement égales.
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Exemples : 1° log y=sinx donne «J£ b ±L— cos xdx;
dx
2° y l =zaxy- j-x 3 donne
3 xjHy—axdy -{- aydx -{-3x 2 dx /
d’où
dx
242. 6“ Théorème. Engénéralon tire d’une équation en X, y, /« ra/eur de ^ en différentiant les deux membres suivant les règles des fonctions de fonctions. Application. Tangente à l’ellipse dont l’équa-
lion est
Ona
'ixdx , 2 ydy n .
d’où
dy b 2 x
dx «V
ydx oV (n 2 — x 7 )
Soustangente (224) — -^ — — ^ x = x •
La soustangente est indépendante de b. Il en est de même pour toute courbe dont l’équation
est y—bf(x), F (*).
si la constante b n’entre pas dans
Digilized by GoogI
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dz +
y=!og(z+l/« 2 +î ï )i dy—0 y U3h a+ j / ^q = - 2 .
Ht
«r'-f-s 2 0,13 Wz
r , , , > \ 0 ,l 3 ûrfz T
[rf. log. (z+l/a* + 22)=ç7 --= 2 J
y=cosi; y=sin^-}-.s); rfy= cos (|+*)^ [rf cos 2 = — sin zdz ]
sinz , cos zdz ( sin 2 ?</z y=tangs; y = — ! rfy=- c — +
[ d tang *= ^ dz= (1 + lang 3 *) <b]
y =arc(sin=r); 2=siny; dz—cosydy
= K 1 — sin^y. dy
arc (sin = 2)=
y = arc (cos ==.?); r = cosy; dz — — siny.rfy
= — Kl — z l .dy
[darc(cos = 2 ) = — ÿ/=^\
252. y=arc(tang=^) ; x=tangy; dz—(\-\- tang 2 y) dy [d. arc(tang,= s) = r ~]
§ 6. — Usage des débitées i>our discuter lf.s fonctions
OU LES COURBES QUI LES REPRÉSENTENT
255. Selon que la dérivée f'(x) est positive ou négative pour une valeur particulière de x, la fonction croît ou décroît avec x à partir de cette valeur; la courbe, dans le premier cas, s’élève au dessus d’une parallèle à l’axe des x, dans le second cas, elle s’abaisse au dessous.
254. Selon que la dérivée de la dérivée, ou est positive ou négative, l’inclinaison f(x )
va en croissant dans le premier cas, en diminuant dans le second; et la courbe tourne sa convexité dans le sens des ordonnées négatives dans le premier cas , positives dans le second.
Ceci est un premier exemple de l’utilité de considérer la dérivée de la dérivée d’une fonction. C’est ce qu’on appelle la dérivée du second ordre de cette fonction.
La fonction étant désignée par/[x), cl sa dérivée du premier ordre par f(x ), on représente sa dérivée du second ordre par f"{x).
Les points où la tangente est parallèle
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à Taxe des abscisses sont ordinairement ceux où l’ordonnée ou la fonction atteint son maximum ou son minimum de grandeur. La valeur de x correspondante satisfait donc à l’équation ^ = 0 ou />(*) = 0.
286. Pour déterminer si la valeur de y correspondante à est un maximum ou un mi-
nimum , il ne reste qu’à voir si la courbe tourne sa convexité vers les ordonnées positives ou négatives.
Exemple : y — A -)- Bx -f- Cx
/»=B+2tr; ~~ ='2C.
f(x)—0 a lieu pour x — — ; <Toùy=A — ■maximum ou minimum selon que C est négatif ou positif.
258. Attire exemple : y 2 = w (2ax — x 3 ). Il suffit de chercher le maximum de 2ax — x 2 = /[x).
xzxza répond à un maximum y=.a\S~0\, réel si m est positif.
259. En général, soit y—f(x)f(a—x)\ un maximum ou un minimum répond à x=« — x ou x=;a. On on voit aisément la raison en ce que
pour deux valeurs de x également distantes de j a, Tune en plus, l’autre en moins, y prend deux valeurs égales. La même règle et la même explication ont lieu pour y=f(x) -\-f(a — x).
§ 7. — Ratons et Centres de courbure dks courbes planes.
260. M étant un point déterminé d’une courbe plane (fig. 67), par ce point et par un autre point M' de la même courbe menons deux normales MN, M'N\ Si la courbe est un cercle , le point d’intersection O' des deux normales est indépendant de la grandeur de l’arc MM' ; la distance MO' est le rayon et O' est le centre du cercle. Si la courbe n’est pas un cercle , et si, en considérant comme constante la position de la normale MN , on fait varier le second point M', et par conséquent la normale M'N', le point d’intersection O' des deux normales est variable. Dans ce cas , la distance MO', à mesure qu’on prend l’arc MM' de plus en plus petit, approche autant qu’on veut d’une certaine limite MO, qu’on appelle le rayon de courbure de la courbe considérée au point M; et le point O dont s’approche indéfiniment l’intersection O' est le centre de courbure de la courbe au même point M.
C’est ce qu’on exprime d’une manière abrégée en disant que le centre de courbure du point M est à V intersection de la normale MN en ce point et de la normale infiniment voisine.
CH A TITRE III
2GI. Problème. Connaissant P équation y=f(x) d'une courbe plane en coordonnées rectangulaires , trouver rexpression de son rayon de courbure au point dont les coordonnées sont X et y.
En considérant la figure MM ’O' comme un triangle qui tend à devenir isocèle et dans lequel, l’angle MOM' étant très petit , on a, aussi approximativement qu’on veut, et saufunecrreurqui disparaît à la limite ,
MO
iA+(iÿ o-k+
AJ?
Or, à mesure que Ax diminue, le rapport approche indéfiniment de égal à i ou à /*(*), tandis que ^ approche autant qu’on veut d’une limite qu’on peut indifféremment représenter soit par dérivée delà fonction!’, soitpar f"(x)i dérivée du second ordre de /(*); et en même temps le facteur (1 — J— **— j— *A») approche de sa limite
Il résulte de là qu’en désignant par p le rayon de courbure MO, on a la formule
tix
OU
2G2. Si l’on convient de prendre toujours le numérateur positif, le rayon de courbure aura le signe de p(x) : il sera donc positif ou négatif selon que la courbe aura sa concavité tournée vers le sens positif ou négatif des ordonnées.
20Û CHAPITRE III. — CAtCUL DIFFÉRENTIEt,.
265. Prenons pour exemple la parabole exprimée par y 2 — 2 px. Cette équation différentiée donne
ydy—pdi r, OU yi~p.
Cette dernière équation, dans laquelle y et i sont des fonctions de ar, étant différentiée, donne
ou
De là on lire
*' dx ' dx '
ïâ+ , ’=°-
et ces valeurs étant substituées dans l’expression de p, on trouve
en donnant à cette dernière formule un signe contraire à celui de y.
Dans le cas particulier où le point M est le sommet de la parabole , on a
V= 0 et P =Pj
c’est-à-dîl’e (115) que le rayon de courbure est double de la distance du sommet au foyer.
CHAPITRE IV
§ i. COHSIDÉRATIOHS FOHDAMEHTALES.
264. Quand l’inclinaison ~ d’une courbe par rapport à l’axe des x est connue en fonction de ,r, on conçoit que c’est une donnée suffisante pour déterminer la forme de la courbe , et même sa situation relative aux axes si l’on connaît en outre un point par lequel elle doit passer.
Soit d ^- x —f(x). Si l’on reconnaît f[x ) pour la dérivée d’une fonction connue F(x), on en conclura quey==F(x) sera l’équation d’une courbe satisfaisant à la condition donnée , et qu’on aura autant de courbes qu’on voudra satisfaisant à cette condition en posant la formule
y=F(*HC,
dans laquelle C exprime une constante arbitraire, c’est-à-dire une quantité qui ne varie pas pour les divers points d’une même courbe, mais qui change quand on passe d’une courbe à une autre satisfaisant également à la condition ^=f(x).
CHAPITRE IV
étant un nombre quelconque , positif ou négatif, mais différent de — 1 .
On sait que est nax"~'. Choisissant n et a de sorte qu’on ait na = p et n — l=m , c’est-àdire n=m J r \ et a = £ = on trouve que
a pour dérivée px m . Donc la formule généw*+i 1
Taie de y est
2° Soit
En partant de i jf— on trouve aisé-
ment
y=^log*-fC=2,3026 i >log*-|-C.
En général, l’expression y=F(x)-j-C déduite de l’équation dy = ^\x)dx s’appelle V intégrale indéfinie de dy ou de F ’(x)dx.
206. La constante C cesse d’être arbitraire si l'on a les coordonnées ar 0 ,y 0 , d’un point de la courbe : car, en outre de
on aura
d’où
Celte quantité y— y 0 , accroissement de y àparlir de y 0 , ou depuis l’abscisse x 0 jusqu’à l’abscisse *,
kotious ûe Calcul istégral.
s'appelle V intégrale definie (le dy ou de F' (.r) dx depuis x 0 jusqu’à .r.
Exemple. Si la courbe dont l’inclinaison —
dx
relativement à l’axe des .r est x” passe par l’origine des coordonnées, alors on a C = 0, et l’expression de y est simplement
Il s’agit de voir d’où vient la dénomination intégrale
Soient x 0 , y 0 , les coordonnées connues du point W 0 ( fi g- 68 )• 0n connaît en outre l’inclinaison f(x) de la tangente par rapport à l’axe des x , pour tout point de la courbe , en fonction de son abscisse x. On demande l’ordonnée Y du point M dont l’abscisse est X. Soient P 0 P ou X— x 0 subdivisé en intervalles 3,, 3 2 .... 3 i5 I, l’inclinaison de la corde M 0 M, ;
*2» I4) I s , celles des cordes suivantes M,M 2 ,
M,N 1 =M 1 P 1 — M 0 P 0 =A,, la différence des deux coordonnées consécutives;
A 2 * a î> A 4» A„ les autres différences analogues.
On aura
d ou
Y— yo= I ^l4-l2^+ I 3^+ ï 4 3 4-h Mi J
CHAPITRE IV
ce qui s’exprime en abrégé , quel que soit le nombre fini des subdivisions, decette mauière :
Si le nombre des divisions devient tellement grand et les arcs tellement petits qu’on puisse considérer les cordes comme se confondant avec les tangentes aux points successifs de la courbe, alors les valeurs successives de I peuvent être remplacées par celles de /’(x); l’erreur que l’on commet est d’autant moindre que les intervalles 5 sont plus petits , et devient aussi petite qu’on veut.
Si par exemple on fait en sorte que la différence entre chaque valeur de f (x) et celle de I correspondante soit moindre qu’un millionième de celle-ci, l’erreur commise est moindre qu’un millionième de la valeur totale 215.
On peut donc écrire
Y— • • /(X-S«,)S„3 ou , en faisant
afo-fa^OP^i, OP 3 =x 3 ..;
et par suite
L’usage est de représenter la notation du second
membre par celle autre beaucoup plus simple :
J Te
qui a la même signification et qu’il faut par conséquent interpréter en des termes équivalents à ceux-ci :
Limite de la somme qu’on obtient Ven mettant pour x dans l’expression f(x) une suite de valeurs X 0 , X,, x 2 , X j..., qui varient par degrés égaux ou inégaux mais très petits depuis X Q jusqu à une valeur X qui diffère très peu de X;
2° En multipliant les valeurs f(x 0 ), f(x,), f(xj , f(x„_,), respectivement par les différences ( x 1— x o)* ( x 2— x t)* ( x 3— X 2 )"V (X — x„_,), c’est-àdire chaque valeur de la fonction par la différence entre la valeur de x qui l'a produite et la valeur suivante de cette même variable ;
3 ° En ajoutant les il produits ainsi formés.
Plus le nombre n augmente , plus on approche de la vraie valeur représentée par la notation cidessus. Le résultat ainsi obtenu, étant considéré comme la quantité tout entière ( en latin integra ), dont f[x)dx exprime un élément infiniment petit, s’appelle pour celle raison f intégrale de f(x)dx. Les quantités x 0 , X, dont la signification est expliquée ci-dessus , déterminent les extrémités de f intégrale , ou les extrémités entre lesquelles la différentielle f[x)dxest intégrée.
CnAPITRE IV.
268. Il résulte de ces considérations que les intégrales peuvent avoir divers caractères :
1° Quand on donne
J x = f{*) OU dy=f(x).dx
et qu’il s’agit seulement de trouver une expression générale de y, c’est-à-dire de toutes les fonctions dont la dérivée est f(x) ou dont la différentielle est f(x) <£r, si l’on parvient à découvrir une fonction F(x) dont la dérivée F'(x) soit égale à f(x ), on a la réponse à la question en posant
Cette expression s’appelle F intégra le indéfinie de f(x) , et la relation qui existe entre elle et f(x) s’écrit ainsi :
JV(:r).rf* = F(*)-fC,
ce qui signifie simplement que si l’on différenliait F(x)-}-C par rapport à x on aurait f\x)dx.
Exemple : J' ax m dx = ~~pY~h C
2G9. 2° Lorsque, outre l’équation dy—f[x)dx , on sait que la fonction y prend une valeur déter-
minée y 0 pour une valeur également déterminée x 0 de la variable x , et qu’on demande en conséquence la valeur Y de la fonction pour une valeur quelconque X de la variable , en supposant toujours qu’on sache trouver une fonction F(x) dont la dérivée soit f(x) , la réponse est dans l’équation
Le second membre s’appelle Yinttgralc definie de f(x) dx prise depuis x 0 jusqu’à X; et la relation qui existe entre cette quantité et f(x) s’écrit ainsi:
F(,X) — F(x 0 )=z j ‘ f{x)dx ,
J Xo
notation dont on comprend l’origine et la signification , d’après les explications du n° 267.
270. Les considérations du n° 267 ne servent pas seulement à expliquer une notation , elles fournissent un théorème très important, savoir : Etant donné une fonction quelconque f (x) , « Von demande une autre quantité qui , d'après sa définition , puisse être représentée par la formule
lim [f(.r 0 )(x,—Xo)-\-f(x,)(x — ;»,)+• ... ) (X— x„_, )] ,
ou plus simplement , mais avec la même interprétation
CHAPITRE IV
toutes les fois qu’il sera possible de trouver une quantité F(x) dont la dérivée serait f(x), on aura la réponse en posant
f X f(x)dx= F(X)-F(x 0 ).
271. Remarque. Une intégrale définie peut être négative, soit que, entre les deux extrémités de cette intégrale, la valeur moyenne de la dérivée f[x) soit négative; soit que x 0 , première valeur extrême de la variable, se trouve plus grande que la seconde X, auquel cas l’intégrale est la limite de la somme des produits des valeurs successives de la fonction , fx 0 ), /(x,),... f\x„_,), multipliées par les différences négatives x, — x 0 , x 2 — x,,.... X — x„_, ; et il est évident que le résultat ne diffère que par le signe de celui qu’on aurait en changeant l’ordre des valeurs extrêmes. C’est d’ailleurs ce qui se conclut immédiatement de la formule précédente , étendue à tous les cas possibles. On a, on désignant toujours par F(x) une fonction dont la dérivée est f[x)
f X f[x) dx—F (X) — F(x 0 ),
J Xo
et
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d’où
272. La quadrature des courbes offre une application très utile du théorème du n° 270.
Soit représentée dans la figure G9 la courbe ayant pour équation y=f(x). L’aire P 0 M 0 MP, bornée par deux ordonnées répondant aux abscisses j- 0 , X, est la limite de la somme des trapèzes P 0 M 0 M 1 P 1 , P, Mj’MjPj...., à mesure qu’on augmente le nombre des subdivisions P 0 P, , P,P 2 ,.... Cette limite est aussi celle de la somme des parallélogrammes P 0 M 0 N, P, , P, M, N 2 P 2 .... : car, à mesure que les ordonnées consécutives se rapprochent, le petit triangle qui fait la différence d’un trapèze au parallélogramme correspondant devient une fraction aussi petite qu’on veut du trapèze , et par conséquent la somme de tous les trapèzes ne diffère de la somme des parallélogrammes que d’une quantité qui est une fraction aussi petite qu’on veut de l’une ou de l’autre de ces deux sommes. Celles-ci ont donc la même limite. Donc l’aire P 0 M o MP, si les coordonnées sont rectangulaires , satisfait précisément à la définition de la quantité j f[x)d. r, et lui est par con- J Xo
séquent égale.
Si les axes coordonnés font l’angle a , on a la
surface
CHAPITRE IV
U=sina I yeLv.
J Xo
275. Exemples. 1° Quadrature de la parabole ayant pour équation y = ax m (fig. 70).
P 0 M 0 MP = U= ax n Ax.
J Xo
Si l’on cherche une fonction dont la dérivée soit ax m , on trouve (2G5, 1°)
donc
U— f ax m d. r=F(X) — F(x 0 )
J ÛC 0
a /Vn»+l r W +M
Si l’on voulait l’aire O MP, on aurait
.. aX"+'
*o=°> ct u =,ïï+T
Remarque :
, nX“+' (»nX.+ i
aire OMQ= XY— OMP=«X’’ + ’ — — — -p T
274. 2° Quadrature de l’hyperbole cquilatère rapportée aux asymptotes et ayant poui équation y=l (fig. 71).
Cherchant une fonction dont la dérivée soit on trouve (265, 2°)
F(.r) = 2, 3026a log-c-f-C ;
d’où l’on conclut
U = f X -</j:=2,302Go log -
Remarques :
1° L’aire ne dépend que du rapport
— ou
Xo
OP
2° Si l’on faisait j o = 0, on trouverait l’aire yOPM =oo .
3° Il est bon de se rappeler (228) que 2,302G n’est que la valeur approximative de
273. La cubature des solides terminés par des surfaces courbes est également du ressort du calcul intégral.
Soit Taxe Oj (fig. 72), situé d’une manière quelconque par rapport à un corps; soit MM 0 Am 0 w la courbe d’intersection par un plan passant par cet axe. La génération du corps étant soumise à une certaine loi , on suppose que l’aire de la section faite dans ce corps par tout plan tel que M 0 M 0 ', M M', perpendiculaire à l’axe, soit une fonction connue de l’abscisse x , distance du point fixe O au plan d’intersection. Cela posé, on demande le volume du segment compris entre les deux plans M 0 M' 0 , MM', dont les abscisses sont OP 0 =r 0 , OP = X.
Jic CHAPITRE IV.
Soil f(x) la fonction qui donne la valeur de Taire d’une section dont l'abscisse est x. La section faite par M 0 /»„ est f(x 0 ), celle par M/m et, si Ton partage l'intervalle P 0 P = X — x 0 en un grand nombre tt de parties; qu’on appelle j, , x 2 , x 3 ,... x„_,, les abscisses des points de division; que, par ces points, P, , P 2 , P 3 on mène
des plans M, M',, M 2 M' 2 , MjM'j , qui donneront
des sections /(-O» f( x j) ^ est clair qu’on
aura une grande approximation du volume cherché en prenant la somme
qui, dans le cas de la ligure, est la somme des cylindres inscrits, dont chacun a pour base une section perpendiculaire à Taxe et pour hauteur la distance entre cette section et la suivante.
On voit , de plus, que Terreur commise pourra être une fraction aussi petite qu’on voudra du volume cherché, lequel est, par conséquent, la limite de la somme ci-dessus, ou
f fl*)'*-
276. Exemple. Corps de révolution engendré par Tare M 0 M (lîg. 73) , dont l’équation est y~ax « , tournant autour de Taxe O x.
Dans ce cas Taire d’une section quelconque est celle d’un cercle dont le rayon est y ; c’est donc r.y- OU -na 2 x 2 "’.
Donc le volume cherché est
Si l’on voulait le volume à compter de O, oa ferait x o =0.
Si OM 0 M était une ligne droite, m serait 1 , le corps un cône de révolution , et la formule deviendrait pour le volume , à compter du sommet,
tem 2 X 2 = t:Y 2 est la base, et X la hauteur.
277. En attendant que l’étude de la mécanique ait montré d’autres applications du calcul intégral, les exemples qui précèdent suffisent pour faire apercevoir son utilité.
La détermination d’une intégrale définie étant une conséquence immédiate de l’intégrale indéfinie désignée plus haut par F(.r)-j-C , c’est dans la recherche de celle-ci que consiste la difficulté des quadratures et des questions analogues.
§ 2. — Théorèmes principaux pour l’intégration
CHAPITRE IV
Par exemple, de dx"=ax“~‘dx , on tire J'ax a ~'dx= a^-j-C.
A cette observation il faut ajouter quelques théorèmes, qu’il va suffire d’énoncer parce qu’ils résultent immédiatement de ceux des n M 231 et suivants.
279. 1 er Théorème. Toute intégrale indéfinie est une fonction de la variable , plus une constante arbitraire.
290. 2 e Théorème. L’intégrale d’une somme de différentielles est la somme de leurs intégrales.
J* ‘ • 0= J*j fi x ) dxJ r J' \t x ) dx +• • •
281. 3 e Théorème. On peut faire passer un facteur constant du dedans au dehors du signe J' , et réciproquement.
J af(x). dx==aj f(x)dx.
282. 4° Théorème. Lorsqu’on peut , par la combinaison des facteurs qui entrent dans une différentielle f(x)dx, la mettre sous la forme aF'(cj>x)d.cjX, on obtient l’intégrale par la formule
j' aF , [<?(x)]rf<f(Æ') — «F[<ÿ(x)] -(- C .
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Exemples :
1“ J*sin/rfx= j!!üfl^' = lcosx 1 2 +C;
0 ° f dæ f — d{a—bx) — loff(«— bx ) | ç
J a — bx J b. {a — bx) b. loye '
ou bien
dx
a — bx
d(hx — a ) bx — a
— lofl ( &r— g) , „ b. loge '
On emploie l’une ou l’autre de ces formules selon que bx est <ou>«.
283. Lorsque l’application de ce théorème présente trop de complication , on représente la fonction auxiliaire <?(x) par une lettre, et l’on opère comme dans l’exemple suivant , où il s’agit d’intégrer
On fait
dx
Fï=/
J/l — x‘= z ; 1 — x 2 ~z 2 ; — xdx r= zdz ;
dx — zdz '
Pour intégrer
on l’écrit sous la forme
1 / dz , dz \
CHAPITRE IV
où Ton reconnaît deux différentielles de logarithmes; donc
y=^-^- 6 [log(1+*)-log(l-.*)] + C.
La fonction entre parenthèses est égale à logj-i^ •
or
donc
y =-2,3026 Iogl±^---f C.
28 i. On a (238)
duv = udv -j- vdu ;
dono
Ainsi en décomposant une différentielle f[x)dx en deux facteurs dont l’un, pouvant s’intégrer, soit représenté par dv , et l'autre par u, on réduira la
difficulté à l’intégration de J vdu qui peut être plus simple que la proposée. Exemple :
r mi J I Ta? m +' 0,USU ,
i '=J* lo e* -J sp -— ix
f*- + ' o,m. i .Ma r . o.w + , J m-j-1 ic //i-j-t J ‘ (w-j-l)-*
y=£pr( lo g^-^p-i)+ c - Ce procédé s'appelle intégration par parties. 283. Remarque. Lorsqu’on cherche l’aire
P 0 M 0 MP
rX
= yd.r , J x°
(fig. 74 dans laquelle OP 0 =.r 0 , OP~ X, OQ 0 =y 0 , OQ=Y), on peut y arriver en calculant dabord l’aire
Q 0 M 0 MQ= f .r dp-
car on a P 0 M 0 MP=OPMQ— Q 0 M 0 MQ— OP 0 M 0 Q 0 , ou
c’est précisément ce que donnerait l'intégration par parties.
§ 3. — Formules d’intégrales directes ou obtenues par les règles précédentes.
f r -è==arc(sin=x)+C
2!>c - fv [A^$
= |arc ^sin=^ -(-C. (282) 297. J' 1 -^j== arc ( lan g= x )+C. (252)
sa». f * ^
J ) ^a~-\-téx 2 °bj a
=^a rc ( ta ng=^)-j-C.(2 8 2)'
§ U. — Quadrature par approximation.
299. Étant donnée une loi géométrique ou numérique au moyen de laquelle on peut construire une courbe par points et mesurer ou calculer ses coordonnées relatives à deux axes rectangu. Jaires, on peut toujours calculer Paire P 0 M 0 MP (fig. 75) comprise entre deux ordonnées déterminées. Ce calcul se fait par approximation lorsque l’ordonnée y n’est pas donnée en fonction explicite de l’abscisse x, ou lorsque cette fonction f(. r)
est telle que
l’intégrale J' f(x)dx
ne peut être ob-
tenue sous une expression générale F(.r)-f-C.
300. 1” Méthode d 1 approximation. Lorsqu’on peut déterminer les coordonnées de n points intermédiaires , M,, M 2 , M 3 M„, tellement rapprochés que les arcs M 0 M,, M,M 2 se confon-
dent sensiblement avec leurs cordes, on considère l’aire cherchée comme une somme de trapè-
* Les formules des n 0 * 292 et suivants peuvent être démontrées irectement par des considérations géométriques. On en verra des exemples dans le Cours de Mécanique.
CHAPITRE IV
zcs, et l'on a
u=| f îM-î0 5 .+2 (y.+îO®.+ 2(y*+yj' î »+”*|<y..+Y)ï*+ ,!
formule qui se simplifie beaucoup si les intervalles 3 sont égaux :
u= [!(*<,+ ÏH y, +y,+y.+ +y.]a.
Exemple : Aire de la section transversale d’un cours d’eau.
501.2 9 Méthode d'approximation. Elle est fondée sur la quadrature exacte de la parabole du second degré dont l’axe principal est parallèle à l’axe ues ordonnées.
Soient trois points M 0 , M,, M (fig. 76), tellement situés que leurs ordonnées soient équidistantes. Ainsi PjPpPjP. Ces trois points suffisent pour déterminer une parabole, dont l’équation sera de la forme
y = a -|- bx -)- ex 2 .
Les coefficients «, b , c, pourraient être déterminés en fonction des ordonnées y 0 , y,, Y, et des abscisses X ; on peut donc demander l’aire P 0 Al 0 jMP en fonction des mêmes données.
On simplifiera le calcul en transportant l’origine des coordonnées au point P 0 . L’équation de la courbe devient alors de la forme
y=y o+ £'*'+ ex' 2 ,
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et l’aire demandée est donnée par l’équation
\]=^ A \y 0 dx'^b'x'dx'^cx ,3 dx')p=y^-\~ OU
rXP
Il ne s’agit plus que de faire disparaître de cette formule les coefficients b’ et c , en y introduisant les ordonnées des points M,, M, qui doivent satisfaire à l’équation
y—y 0 + b 'x ,J rcx a .
Celles du point M, sont y, et — ; donc
yi=y 0 H — r +
Celles du point M sont Y et X'; donc Y=y 0 +A'X'+ c X' 2 ;
d’où l’on pourrait tirer les valeurs de A'X' et cX' 1 . Mais on arrive immédiatement au but en remarquant qu’on a
ïo+ 4 ï ,+ Y= 6 ( yo +f + ^). L’expression de U devient donc U=*(îvf4y,+V);
CllA PII RL IV.
ou, en remettant pour X' sa valeur (X — jt 0 ),
' U=!jX-x 0 )(y„+4y,+Y),
formule où l’on peut remplacer - (X — x 0 ) par - , en désignant par à la distance de deux ordonnées consécutives (*).
302. Ayant à calculer l’aire PqMqMP d’une courbe quelconque (fig. 78), on divisera l’intervalle P 0 P, ouX — x 0 ; en un nombre pair « de parties égales, et, en désignant par y 0 , y,, y 2 y„_., Y, les coor-
données consécutives, on aura approximativement l’aire comprise entre les ordonnées y 0 et y 2 , dontla distance est ou — ^ ,
aire P 0 M 2 =^~ (y 0 +4y,+ y2 ).
De même , entre y 2 et y, ,
aire V 2 ^=^^{y 2 -\-h yi -\-y,).
(*) Lorsque les ordonnées y., y„ Y, sont données graphiquement, cl non en nombres, on peut aisément, comme l’a remarqué M. Poncelet, remplacer la longueur Y P ar unc ,i E ne< le la figure. Joignant M, et M
par unc droite (fig. Tî), on a
P,N=.^(ÿ„+Y)=ÿ,+M,N, d’où y.-fY«=îÿr+3M,N.
donc
U=»l(X-*.)(6y 1 +SM,N)=(X-x.Hy.+ 7 M.N) ou U->P.PXl\K, t) ï>
le point K étant au tiers de la flèche W,N, ü partir de la courbe.
Enfin , entre y„ et Y,
aire P„_,M = (y^+V^.+Y).
Donc l’aire totale P 0 M 0 MP ou
x y<lx= -j^- ! (Fo+ûy l +2y,+4y 3 +2y 4 -f...4-ùy„ ,+Y) ou bien
fs
J Xo
ydx= — - — -(y»+ li ’+4(yi4-î/3+"'y'‘-‘)4- 2 0/.+!/i'^'”ÿ''- 1 )» 3 n
formules où l’on peut remplacer — “ par ^ , en
OU o
désignant par 5 la distance constante de deux ordonnées consécutives.
505. La seconde méthode est due à Thomas Simpson. Pour que le résultat soit suffisamment exact il faut que la courbe ne diffère pas trop d’une parabole du second degré , et que, par conséquent, les différences des ordonnées consécutives soient à peu près en progression arithmétique.
504. Les élèves sont invités à vérifier que, si l’on désigne par y 0 , y,, y 2 , Y, quatre ordonnées équidistantes d’une parabole du 3° degré , on a l’aire de cette courbe
U= r X ,jJx= | (X-xJ (y„+3y,+3y ; +V).
•J iTq
CHAPITRE IV
305. Voici une autre formule facile à démontrer, et qui peut être utile dans les intégrations par approximation :
Si l’on désigne (fig. 70) :
Par y 0 , y v y 2 , trois ordonnées inégalement espacées, M 0 P 0 , M,P,, M 2 P 2 , parallèles à l’axe principal d'une parabole du second degré ;
Par3 0 , ô,, leurs distances surl’axedes abscisses, rectangulaire à celui des ordonnées;
Par A la différence 3, — S 0 de ces distances , et par / leur somme »
On a l’aire
M.M.P,P.= = [(3. î -A*)y.+Py 1 +(ï, I -à î )y.].
CHAPITRE Y
APPLICATION DU CALCUL INFINITÉSIMAL A LA DÉTERMINATION DES CENTRES DE GRAVITÉ ET DES RAYONS DE GIRATION.
S i. — DÉFINITION DD CENTRE DE CRAVITÉ D’UNE LIGNE ,
d’une surface ou d’un corps géométrique.
30C. Si l’on partage une ligne, une surface , ou un corps géométrique, en éléments infiniment petits , égaux ou inégaux, la somme des produits de ces éléments par leurs distances respectives à un plan (c’est-à-dire la limite des valeurs que prend cette somme à mesure que les éléments sont de plus en plus petits) s’appelle le moment de la ligne , de la surface , ou du corps , par rapport à ce plan. Cette dénomination dérive de considérations mécaniques dont on ne doit pas s’occuper ici.
Les produits relatifs aux éléments sont les moments de ces éléments. Les moments de deux éléments par rapport à un plan qui passe entre eux sont de signes contraires. La somme qui forme le moment total est une somme algébrique.
307. Théorème. Quel que soit un système d’éléments ( ligne , surface , ou corps), il existe un point géométrique tellement situé , que le produit de la som-
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inc totale de ces éléments multipliée par la distance de ce point à un plan quelconque est égal au moment du système , c’est-à-dire à la somme des moments élémentaires par rapport au même plan .
Ce point s’appelle le centre de gravité du système. Démonstration. Soient deux éléments, don! les grandeurs sont m\ m", occupant les positions M', M' (lig. 80).
1° Leur centre de gravité ne peut être que sur la droite M’M': car, autrement, le moment du système de ces deux éléments pourrait être nul sans que la somme des moments élémentaires le fût.
2° Soit G' le centre de gravité encore inconnu . Si on abaisse sur un plan quelconque les perpendiculaires M'B', M’B', G"C, désignées par x , x ”, X", il faut démontrer que le point G" peut être choisi de manière que l’on ait
ou
Si l’on mène N'N" parallèle à B'B”, on a
Ainsi, pour que le point G' jouisse de la propriété énoncée , il faut et il suffît que l’on ait
ce qui revient à
NEUTRES DE GRVTITÉ.
c'est-à-dire que le centre de gravité de deux éléments est sur la droite qui joint ces deux éléments, et la partage en deux parties réciproquement proportionnelles auxgrandeurs des deux éléments.
Le point G" étant ainsi déterminé , l'équation
a lieu , quelle que soit la situation du plan de comparaison, pourvu qu’on ait égard aux signes des ordonnées x', x " 0 X".
Cette première partie de la démonstration s'applique exactement à deux systèmes dont les grandeurs seraient m', m", et dont les centres de gravité seraient en M', M". Le point G" déterminé comme on vient de le dire , c’est-à-dire situé sur la droite qui joint les deux centres de gravité M', M", et la partageant en deux parties réciproquement proportionnelles aux grandeurs des deux systèmes, serait le centre de gravité de l’ensemble de ces deux systèmes.
Soient trois éléments m', m ”, m"\ occupant les positions M', M", M'". On peut partager l’ensemble de ces trois éléments en deux parties , dont l’une soit formée du système des deux éléments m', m ”, l’autre sera l’élément m’". Donc, d’après la remarque qui précède, le centre de gravité du système total est sur la droite qui joint le centre de gravité G* des deux premiers éléments à la position M”' du troisième , et il partage celle droite on deux
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parties réciproquement proportionnelles aux grandeurs wj'-j-m*, et m'".
Cette démonstration , qui s’étend facilement à un nombre quelconque de points, prouve l’existence du centre de gravité tel qu’il a été défini, et indique le procédé graphique pour le trouver.
Si x', y', 2'; x ", y*, s'; sont les ordon
nées rectangulaires des éléments d’un système dont les grandeurs sontm’, m',... etsiX, Y, Z, sont les ordonnées du centre de gravité, en désignant par 2 mx la somme des moments par2/»y et 2 mz les sommes analogues, enfin par 2 m la somme des éléments, on a, en vertu du théorème précédent :
y ïmx y lm y 1 ~ mz
im ’ lin ’ lin
309. Les dernières équations subsisteraient également pour des coordonnées obliques : car dans ce cas les coordonnées x', x"... X, par exemple , sont proportionnelles aux distances des points du système et du centre de gravité au plan des zy.
510. Ces mêmes équations s’appliquent au centre de gravité d’un système total composé de systèmes partiels dont les grandeurs seraient»*', m",... et dont les centres de gravité auraient les coordonnées x', y', 2'; x", y\ 2';... : c’est une conséquence facile à déduire du théorème du n° 307. En géné-
rai , la position du centre de gravité du système total ne dépend que de celles des centres de gravité des systèmes partiels et des rapports de leurs grandeurs. Elle peut se conclure de ces données parle môme procédé graphique indiqué aun°307.
§ 2. — Détermination des centres de gravité
DES LIGNES
511. On voit aisément que toute ligne courbe ou brisée ayant un centre de figure (c’est-à-dire un point qui se trouve le milieu de toute corde ou diagonale passant par ce point) a son centre de gravité en ce même point. Le centre de gravité d’une ligne droite est évidemment son milieu.
512. Le centre de gravité d’un système quelconque de lignes droites se trouve par la propriété indiquée au n° 310.
513. Le centre de gravité G du contour d’ un triangle ABC (fig. 81) est le centre du cercle inscrit au triangle DEF formé par les droites qui joignent les milieux des trois côtés. Car le centre de gravité des deux côtés AB, AC, est sur la droite EF au point H qui divise celte droite en parties EII,HF, proportionnelles aux côtés AC, AB, ou à leurs moitiés ED, FD: donc la droite D1I qui contient G est bissectrice de l’angle EDF. De môme G est sur la bissectrice Fl de l’angle DFE. Donc....
Le centre de gravité d’une courbe plane
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est dans le plan de la courbe. Pour le déterminer, il suffit de chercher ses distances à deux plans perpendiculaires à celui de la courbe: les distances de ces cléments à ces plans sont aussi leurs distances aux droites suivant lesquelles ils coupent le plan de la courbe. On dit alors que les moments sont pris par rapport à ces droites.
515. Centre de gravité d’un arc de cercle ACB (fig. 82). Il est sur le rayon OC passant parle milieu de Tare; sa distance GO = x se détermine en prenant les moments par rapport à OD perpendiculaire à OC. Considérant l’élément MM' de l’arc comme se confondant avec sa corde, dont le milieu est I , les deux triangles semblables MM'N, IKO, feront voir que le moment élémentaire MM'XIK est égal à MN X 10, c’est-à-dire à la projection PP' du petit arc sur la corde AB, multipliée par le rayon. Donc la somme des moments élémentaires est égale à la corde entière AB multipliée par le rayon. Or cette somme est aussi égale au moment de l’arc = arc ACBX^ '• d° nc > si on désigne l’arc par a , la corde par c , le rayon par R, on a
«jr=cR.
Si n est le nombre des degrés de l’arc , il faut faire
hinW , OT> . /«y a =lïïô-’ etc=2R su^-J;
d’où
3G0.sin(^Y nas li'-. U.
516. Centre de gravité d'un arc AB d’une courbe quelconque ( fig. 83). Soient L la longueur de l’arc AB, Y la distance de son centre de gravité G à un plan quelconque, ds un élément de l’arc, y sa distance au même plan : on aura
Siy, ordonnée MP d’un point quelconque M, était une fonction donnée de la longueur s comprise sur la courbe entre un point fixe O et le point variable M, le calcul intégral pourrait donner la
valeur algébrique d ej' yds. Si cette /onction est
inconnue ou trop compliquée , on déterminera , dans les cas particuliers, Ia r valeur numérique de
J ' yds au moyen de la formule de Simpson.
A cet effet, on divisera la longueur L en un nombre pair n de parties égales; des points de division on abaissera sur le plan quelconque X Z des perpendiculaires y 0 ,y, , y 2 .... y„, et l’on aura très approximativement , si le nombre n est suffisant,
f y</,î= 4 ^ 0 + 4 yi+ 2 yî+ 4 y3+%4-}-' .4-y.)
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d'où
Y== ^r == 3 1 „(yo+ 4 yi+ 2 y2+— -My. -.+y-)-
Cette opération, faite successivement par rapport à trois plans quelconques , donnera les distances du centre de gravité cherché à ces trois plans. Si la courbe est plane, deux distances suffiront; une seule sera nécessaire si la courbe est orthogonalement symétrique par rapport à une droite /et on n’aura qu’à opérer sur l’une de ses moitiés.
§ 3. — Centres de gravité des surfaces.
317. Le centre de gravité d’un parallélogramme est à son centre de figure. En général toute surface plane terminée par une ligne courbe ou polygonale ayant un centre de figure (311) a son centre de gravité en ce point. Il en est de même d’une surface courbe ou polyédrique ayant un centre de figure.
310. Si une surface plane est comprise entre deux droites parallèles AA, , BB, (fig. 84), et entre deux courbes AMB, A, M,B, , telle que toute droite MM, parallèle aux côtés AA,, BB,, aitcomme eux son milieu P sur un même axe RL , le centre de gravité de la surface est sur cet axe de symétrie, oblique ou orthogonale.
Cette vérité est une conséquence du numéro
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précédent, si l’on considère la surface comme ui^. assemblage de parallélogrammes très étroits MNN,M, , en négligeant les triangles ,
infiniment petits par rapport aux parallélogrammes , ce qui ne peut altérer le résultat quand on passe à la limite.
Remarque. Si la symétrie n’est pas orthogonale, l’axe KL qui contient le centre de gravité de la surface peut ne pas contenir celui de son contour.
519 . Centre de gravité G de la surface d’un triangle ABC (fig. 85). D’après le numéro précédent, il est à la fois sur AD et sur BE , passant par les milieux D et E de BC et de AC. DE est parallèle à AB et d’une longueur moitié de AB , donc
GD=^AG, ou DG=^AD.
Donc, en général, le centre de gravité de la surface d’un triangle est sur la droite menée d’un sommet au milieu du côté opposé, au tiers de cette droite , à partir du côté.
Remarque. Ce point G est aussi le centre de gravité du système de trois corps égaux dont les centres de gravité seraient aux sommets A, B, C.
520 . On trouvera le centre de gravité <Tun polygone quelconque en le décomposant en triangles (310).
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321. Centre de gravité d'un quadrilatère quelconque ABCD (fig. 86). Soit E le milieu de AC.<J.e centre de gravité du triangle ABC est en H, au tiers de EB à compter de E ; de même I , centre de gravité de ADC, est au tiers de ED à compter de E. G, centre de gravité cherché, divise IH en parties IG, GH , réciproquement proportionnelles aux surfaces des triangles , ou aux lignes DF, BF : donc, si l’on porte DF de B en K, en remarquant que BD et AI sont parallèles, on voit que G est sur EK , et que EG=jEK. De là une règle fort simple pour déterminer graphiquement le point G.
Si l’on connaissait numériquement les longueurs FA, FB, FC, FD, on déterminerait les coordonnées obliques FL, LG, du point G, par les formules
LG=i(BF-DF), FL=*(FC-FA),
que donne très facilement le théorème des moments (307).
522. Centre de gravité [ d’un trapèze ABCD (fig. 87). Il est sur EF, joignant les milieux E, F, des hases parallèles. Si l’on fait AB =£, DC=£', EF = /, en remarquant que les surfaces des triangles ABC, ADC, sont proportionnelles à b et b', et que les ordonnées de leurs centres de gravité, prises parallèlement à EF et par rapport à AB,
sont \l et le théorème des moments donne
d’où
(A-H 1 ) EG = |4/+|A7i EG — i b-\-b’ •
525. Centre de gravité d’ un secteur circulaire AOD (fig. 88). En décomposant le secteur en éléments infiniment petits égaux, qu’on pourra considérer comme triangulaires et ayant leurs centres de gravité uniformément distribués sur l’arc ah dont le rayon Oa= 7 ÛA, on verra que le centre de gravité cherché est aussi celui de l’arc ah (315).
524. Le centre de gravite du segment circulaire ABCA (fig. 89) se déduira de ceux du secteur AOBCA et du triangle AOB.
Segment.
Triangle.
Secteur.
Aires.
Cent, de gravité.
Dist. au centre 0.
GO=j
on a d’où
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axes Oæ, O y, faisant l’angle ». Le point cherché est sur l’axe de symétrie Ox ; on détermine son abscisse X par le théorème des moments.
Le trapèze élémentaire peut être rem-
placé par le parallélogramme MNN,M, , dont la surface est 2 y sinadx : la surface du segment est donc
Le parallélogramme MNN^M, a son centre de gravité au milieu de PP’ ; son moment , par rapport au point O, est égal à sa surface multipliée
■ jjç dcc
par x-\- y, et, en négligeant y auprès de x , devient 2 xy sin »dx : la somme des moments élémentaires est donc
2 sin « J xydx.
On a par conséquent
Y /xydx
fydx '
De y J =2 px on tire ydy—pdx. Substituant les valeurs de x et de dx en y et dy, puis désignant par y' et x' l’ordonnée et l’abscisse extrêmes AB et OB, on a
centres de gravite.
520 . Centre de gravité d'une surface plane quelconque dans le cas où les intégrations sont impossibles ou trop difficiles. Soit la surface comprise entre deux parallèles et entre deux courbes AD, BC (fig. 91). On partagera la distance IK en un nombre pair « de parties égales , et on mènera les
cordes parallèles y 0 ,y,,y 2 , y„, de l’une à l’autre
courbe : faisant 1K =/, on aura, par la formule de Simpson ,
surf. ABCD=S = ^(y 0 -p4y,-|-2 < y 2 -4-...-f-y„)-
On emploiera la même formule pour calculer le moment de la surface par rapport à AB. Puisqu’il s’agit de suppléer à l’intégration d e/xydx, on calculera les n-f-t valeurs de xy qui répondent aux points de division de IK , et l’on aura, en désignant par X la distance du centre de gravité cherché à la droite AB,
S - X = 4 [hr[ +2yr^+%3-
Il restera à calculer sa distance Z à IK. A cet effet, on mesurera la distance du milieu de chaque
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corde y 0 , y,, y-, ... à la droite IK, et, appelant ces distances z 0 ,z,,r, , on aura
SZ —fqzdx— ~ (y«?o+ùy 1 T l 4-2y 1 ? l -j-iÿ 1 T J +...v„z„),
et enlin
. ÿor„4-^ÿ.~.+ tty..-,2n-, + y*in
" yo+ùy.-rSy.+ ûyjf .... Uy„-,+y„
Quand les courbes ne sont pas très irrégulières, il suffit de prendre n— 4, et môme quelquefois » = 2 .
327 . Le centre <de gravité d’une zone sphérique ( fig. 92) engendrée par Tare AB tournant autour du rayon OE est au milieu de Taxe DC: car, si l’on décompose la zone totale en zones élémentaires par des plans équidistants , celles-ci auront leurs aires égales et leurs centres de gravité uniformément répartis sur DC.
S’il s’agissait d’une surface de révolution quelconque (fig. 93), on appliquerait la formule de Simpson : appelant X la distance du centre de gravité G au point C; .r l’abscisse CP d’un point M et 1 la normale variable MN , on aura
surf, de la zone= : pZuÇdx, son moment par rapport à AC= f 2rrÇxrf.r :
donc
Y fixdx
J\dx>
OU
/ désignant la longueur Cl), et ç 0 , ç, , Ç 2 ... ç„, étant les longueurs des normales telles que MX, menées par les points de la courbe situés sur n-\-\ ordonnées équidistantes, depuis AC jusqu’à 11D.
528. Thûorème. La projection sur un plan du centre de gravité G d’une portion de surface plane quelconque est le centre de gravité G' de la projection de la surface. Soit O g (fig. 94) la commune intersection des deux plans ; A, la surface dont il s’agit; A', sa projection; a, l’angle des deuxplans. La surface A étant partagée en éléments très étroits par des perpendiculaires à O y, soit a la surface de l’un de ces éléments et soit a' sa projection. En les considérant comme des parallélogrammes de même base, on aura
a!=za cosa , d’où A’=A cos«.
Deux éléments correspondants a, a', ont leurs centres de gravité en leurs milieux; et ces milieux, étant sur une même perpendiculaire au plan de projection, ont les mêmes coordonnées z, y, dans le système des trois axes rectangulaires 0x,0y,0^. Cela posé, soient X, Y, les cotrdonnées de G ; et
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X', Y’, celles de G’, on aura
A.X=üax, AY =.lay\
A'X'= 1 a'x , A'Y '=Ia'y.
Or, en substituant pour a’ et A' leurs valeurs ci-dessus, et supprimant le facteur constant cos a, on trouve pour X' et Y' des valeurs égales à celles de X et Y, ce qui démontre la proposition.
L’équation A'=A cos « donne un théorème de géométrie remarquable.
529. Théorème. Les centres de gravité de deux lignes , de deux surfaces ou de deux corps géométriques semblables , sont des points homologues.
On peut (203) supposer les deux figures semblablement placées par rapport à trois axes coordonnés, de manière qu’à tout point de l’une d’elles dont les coordonnées sont #, y, z, réponde, dans l’autre, un point homologue dont les coordonnées sont Avr, Az, la constante A étant le rapport de similitude.
Divisons la première ligne, la première surface , ou le premier corps , en éléments très petits , égaux entre eux, dont la valeur soit a et le nombre n ; soient X, Y, Z , les coordonnées du centre de gravité , nous aurons
X.na=Zax, Y.na=Zay, Z . nazzzlaz ; d’où
Divisons la seconde ligne ou surface , ou le second corps, en le même nombre «d’éléments égaux, dont la valeur soit»'; et soient X', Y', Z', les coordonnées de son centre de gravité. D’après la remarque faite ci-dessus nous aurons
X'. na'=z2a'.kx, Y'na—la'.ky, Z'na'=Ia'.ks ; d’où
Des équations [1] et [2] on tire
X’=/tX, Y'=X:Y, Z'=kZ,
ce qui démontre la proposition.
§ 4. — Centres de gravité des volumes.
330. Le centre de gravité d’un parallélipipède est en son centre de figure. En général tout corps géométrique ayant un centre de figure a son centre de gravité en ce point.
331. Prisme ou cylindre à base quelconque. Si on le partage en tranches infiniment minces et égales par des plans parallèles aux bases , ces tranches auront leurs centres de gravité uniformément distribués sur une droite parallèle aux arêtes et joignant les centres de gravité des deux bases. Le centre de gravité du système total est donc au milieu de cette droite.
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352. Un corps géométrique étant coupé par des plans parallèles , si les centres de gravité des sections, qui different aussi peu qu’on veut de ceux des tranches, sont dans un même plan ou sur une même droite, ce plan ou celte droite contient le centre de gravité du corps.
553. Une pyramide et un cône à base quelconque sont dans le deuxième cas du numéro précédent : car toutes les sections faites par des plans parallèles à la hase sont semblables , et ont leurs centres de gravité, points homologues (329), sur une même droite passant par le sommet. Pour déterminer la position du centre de gravité du corps total , on considère le cas d’une pyramide triangulaire. Prenant A (fig. 95) pour sommet, le centre de gravité G est sur AI, I étant le centre de gravité de la base, et obtenu en faisant BE= El) et EI=^EC; de même C étant pris pour sommet, G est sur la droite CH obtenue en faisant EH=* EA. Ainsi III est parallèle à AC et IH=jAC; donc GI = ' s GAou GI = jAI En partageant une pyramide quelconque en pyramides triangulaires ayant même sommet, on voit que les centres de gravité de celles ci sont tous dans un plan parallèle à la base, et mené au quart de la hauteur du sommet commun. Donc le centre de gravité d’une pyramide quelconque , et par conséquent aussi d’un cône , est sur la droite menée du sommet au centre de gravité de la base et au quart de cette ligne en partant de la base.
554. Remarques. 1° Si la figure 95 est l'exacte projection (et non la perspective ) de la pyramide qu’elle représente , la projection G du centre de gravité s’obtient en faisant sur les lignes de la figure les mêmes opérations qu’il faudrait faire dans l’espace sur les lignes qu’elles représentent, pour obtenir le centre de gravité lui-même.
2° Le centre de gravité d’une pyramide triangulaire est aussi celui de quatre corps égaux dont les centres de gravité seraient placés aux sommets A, B, C, D : car le point I est le centre de gravité des trois corps B, C , D ; et le point H est celui des corps A, B, D (319); donc le centre de gravité des quatre corps A, B, C, D, est à la fois sur AI et sur C1I; il est, par conséquent, à leur intersection.
335. Le centre de gravité d’un polyèdre quelconque peut s’obtenir en le décomposant en pyramides (310).
536. Centre de gravité d'un secteur sphérique (fig. 96). En considérant le secteur comme composé d’une infinité de pyramides égales, ayant leur sommet commun au centre O et leurs bases sur la calotte ANB, on voit que les centres de gravité de ces pyramides élémentaires sont uniformément répartis sur une seconde calotte anb semblable à la première et ayant pour rayon les * du rayon OA. Le centre de gravité cherché
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est donc celui de celte seconde calotte ; il est donc au milieu de pn ( 3 1 9) ;
Donc
OG=i (O i , + On) = ^(OP-hON).
337 . Centre de gravité du segment de paraholoïde de révolution (fig. 97) engendré par la surface plane M 0 MPP 0 tournant autour de Ax.
Soient une abscisse quelconque Ap=x et l’ordonnée correspondante mp— y.
Une tranche infiniment mince a pour
volume -rty 2 d.r , et pour moment par rapport au plan projeté en A y, r.y 2 xdx. On a donc, en appelant X, l’abscisse du centre de gravité, X 0 etX les abscisses extrêmes AP 0 , AP, rx
XJ y 2 dx =
J Xo
le facteur TT disparaît, et cette formule est générale pour tout corps de révolution, quelle que soit la courbe génératrice.
Dans le cas de la parabole dont l’équation est y 2 = 2ax, on a
/ J VrVx=!«(X>-X 0 >),
d’où
V _ 2 X 3 — X„ 5 _ 2 X 2 +XX 0 +X„ 2 _ 2 , X„ J
3X 2 -X„ 3 ~J X-f-Xo “f V ’T"X+xJ*
Dans le cas du segmenta une base MAM,, on a X o =0, et X,= ^X=| AP, comme s’il s’agissait du centre de gravité d’un triangle ayant AP pour hauteur. On voit que c’est parce que dans les deux cas les tranches perpendiculaires à AP sont proportionnelles à leurs distances au point A.
530. Lorsque les intégrales du n° précédent, applicables à un corps de révolution quelconque, ne peuvent être calculées rigoureusement, on emploie la formule de Simpson.
339. Pour obtenir le centre de gravité d’un corps géométrique quelconque compris entre deux plans parallèles yz, YZ (fig. 98), dont la distance IK=/, on partagera cette distance en un nombre pair n de parties égales; par les points de division on fera, dans le solide, des sections parallèles à yz, et on en calculera les aires A 0 , A, , A 2 A u . Le vo-
lume du corps sera
Son moment par rapport au plan yz sera
et par conséquent la distance X du centre de gravité au plan yz sera
= i 1 + 2A..2-+-4A,. a-f^-AA.— ,(«— 1)+An.« «' A.+ 4À I -j-2A,-p4A 1 +. ..4A._ 1 +A„ '
DE GRAVITÉ
540. Volume <T un cylindre tronqué à base quelconque. Si le cylindre est droit sur sa base A (fig. 99), soit a un élément de cette base, et a' l’élément correspondant de l’autre base A'; de sorte que a est la projection de a', et l’on a a = a' cos a, A=A' cos a (328) , en désignant par a. l’angle dièdre des bases. Soit y la distance entre a’ et a; le volume du petit cylindre ayant pour base a et pour hauteur y sera ay , et le volume entier sera V —Ha y , ou bien
V = COSa2 a' y.
Or la' y est la somme des moments des éléments de la base supérieure par rapport à l’inférieure ; donc, en désignant par Y l’ordonnée du centre de gravité de la base supérieure par rapport à l’inférieure, on a
la'yz= A'Y ; d’où V = cos«A'. Y=A . Y.
Si les arêtes sont obliques sur les deux bases , le cylindre est la diflerence de deux autres qui rentrent dans le cas précédent, et l’on arrive à cette
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proposition générale : Le volume d'un tronc de cylindre est égal à Faire de sa section droite multipliée par la droite qui joint les centres de gravite des deux bases , laquelle droite est parallèle aux arêtes. Exemple : Prisme triangulaire tronqué. La distance des centres de gravité est alors le tiers do la somme des trois arêtes. (319, Jlem.)
341. La surface de révolution engendrée par une courbe plane quelconque AB (fig. 100) se compose de petites zones dont chacune a pour expression 2-cyds. Or yds est le moment de l’arc ds par rapport à l’axe; donc, en appelant L la longueur de l’arc AB et Y l’ordonnée de son centre de gravité G, on a la surface de révolution
A zxz'2r.2yds~ 2rtY . L,
égale à la longueur de la courbe génératrice multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité. Si la révolution n’est pas complète , il ne faudra prendre pour multiplicateur que Yarc décrit par le centre de gravité.
342 . Le volume engendré par la révolution d’une surface plane AMBm (fig. 101) tournant autour de l’axe KL situé dans son plan se compose de tranches dont chacune peut être considérée comme la différence de deux cylindres.
Soient R et r leurs rayons IP, t'P; et soit dx la
chapitre v
distance entre M»i et M’m'. Le volume engendré par MM'mm' sera
n(R 2 — r 2 )rf.r=jr(R-j- r)(R — r) dx.
Or (R — r)dx est Paire du trapèze MM'mwt’; soit a celte aire. De plus estPordonnée gV du cenire de gravité de celte aire, sauf une différence de plus en plus négligeable à mesure que dy diminue; soit y cette ordonnée. Le volume élémentaire considéré est 2 ray , c’est-à-dire 2v multipliant le moment ny de la surface élémentaire a par rapport «à l’axe KL. Donc, en désignant par A Paire totale AMBm et par Y la distance de son centre gravité à l’axe KL , on a le volume décrit
V = ‘Ir.lay— 2réV . A ,
égal à Faire de la surface génératrice multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité. Même modification que ci-dessus si la révolution n’est pas entière.
Ces deux propositions constituent ce qu’on appelle Théorème de Guldin.
§ 6. — Ratons de giration des corps géométriques.
543. Si l’on partage un corps géométrique en éléments dont les volumes soient u", et
dont les distances à un axe soient r 1 , r", r"'...., la somme wV 2 -f- kV' 2 -{- u'"r"' 2 -\- des produits
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qu'on obtiendrait en multipliant le volume de chaque élément par le carré de sa distance à Taxe est d’une grande importance en Mécanique dans les questions relatives au mouvement de rotation d’un corps solide homogène autour d’un axe üxe auquel aboutissent les distances r.
Cette somme, que nousreprésen tons pariwr 2 , et qui dépend non seulement de la figure et de l’étendue du corps, mais encore de la position de l’axe autour duquel ce corps tourne, peut toujours être égalée au produit du volume total lu par le carré H 2 d’une certaine distance R comprise entre la plus petite et la plus grande des valeurs de r. Cette distance qui satisfait à l’équation
lur t = IVlu
s’appelle le rayon de giration du corps dont il s’agit par rapport à r axe considéré. Sa détermination est du ressort du calcul intégral. Dans les exemples qui suivent nous calculerons son carré , qui entre le plus souvent dans les formules de la Mécanique.
544. Carré du rayon de giration d’une harre droite AB, d’une longueur /, et d’une très petite section a par rapport à Taxe A y, qui fait avec AB l’angle « (fig. 102).
Soit
AP = .r, PP'=«£r, PQ = r=.r sin*.
On a
ti—adx j
CUAF1TRE V.
asin 2 «. x 2 rfj=«siii-a
lu=.al ;
d’où
R 2 =| tt>in 2 «=iBC 2 .
345. Carré du rayon de giration d'une portion <ï anneau circulaire AB, d’une très petite section a, par rapport au rayon AO (fîg. 103).
AB = S, MM '=*, PP'=rf*, MP=y, AO = P ;
2«r 2 = J' ads .y 2 ; ds : dx : : p : y ;
ï.ur L =.ay J' ydx.
Or
J ydx = aire du segment ABC=^ P S — * p 2 sinaCOSat j donc
lutrzxz^aç 1 — *psin 2«^- D’ailleurs Iu=aS ; donc
R -|p i ( 1 -îl sin2 4
Pour un quart de circonférence on a
sin2* = 0; R 2 =* P 2 .
Il en est de même pour une demi-circonférence, et pour une circonférence entière.
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540 . Rayon de giration d'un disque circulaire très mince tournant autour d’un diamètre AB (fig. 104). Soient son rayon OA =p, son épaisseur = b. Pour l'anneau élémentaire dont le rayon OM est \ et la largeur//?, la quantité lur 2 serait, d’après le n° précédent ,
donc pour le disque on a
2ur=z-b ?dï = ±T:b p\
Or
2w=.^p 2 A; donc R 2 =~ p 2 .
Autrement. Prenons pour axe des y la droite AB par rapport à laquelle on cherche le rayon de giration du disque, et traçons dans le plan du disque l’axe 0.r rectangulaire sur AB.
Appelant x et y les coordonnées d’un élément du disque , la quantité lur 2 prise par rapport à un diamètre quelconque sera exprimée à volonté soit par lux 2 , soit par luy 2 . On a donc
lurhxilux 2 et lurhxzluy 2 ;
d’où, en ajoutant et appelant 5 la distance d’un élément quelconque au centre O , on tire
2ur 2 =^lu(x 2 -\- y 2 ) ou
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Maintenant , pour un anneau élémentaire dont le rayon OM est l et la largeur dl , la quantité lui 2 serait l 2 . 2z lbd\. Donc pour le disque entier on a
lur t =T:bj'‘ l 2 dl — ^rJ>^ y
comme ci-dessus.
547 . Hayon de giration d’un cylindre droit à hase circulaire par rapport à Taxe de figure. Soient son rayon = p, sa longueur =/.
Pour le volume élémentaire compris entre deux surfaces cylindriques dont les rayons sont 5 et l-\-dl la quantité lur 2 serait
2 tt W.l 2 -,
donc pour le cylindre entier on a lur a =2nlj'^
D’ailleurs
lu—rfl-y donc R 2 =|p 2 .
La même formule finale existe pour un secteur tournant dans son plan autour de son centre.
548. Hayon de giration d’une jante à section rectangulaire par rapport à l’axe de figure O (lig. 1 05). D’apres le n° précédent, on a, en considérant le corps comme la différence de deux cylindres,
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On peut, au lieu des rayons p et p', introduire le rayon moyen p,= -j~ et la largeur A = p — p'.
On a
4p, 2 = p J -f- f*' 2 + 2pp’ , b 2 = o 1 + p' 2 — 2 pp' ;
d’où, en ajoutant ,
donc
R, =fc‘ ('+&)■
540. Hayon de giration d'un cône droit à base circulaire par rapporta l’axe de figure. Rayon de la base = p, hauteur=/ (lîg. 106).
Pour un disque élémentaire on aurait (347)
1 ur = - -tfdx ;
donc, pour le cône entier, en mettant pour y sa valeur r ~,
lur= \ it f y'dx— I * £ j' x'Jxz= i rcp «/.
D’ailleurs le volume
I„ = i,:p 2 /; donc R 2 — j^jp 2 .
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ABC (fig. 1 07) par rapport au diamètre AO perpendiculaire à la base. Rayon OA=p; flèche AK=a.
Pour une tranche élémentaireon aurait (347)
Or
d’où
lut^xz: * r.y'dx.
y 2 =2px— y* = 4p 2 x 2 — 4 px 3 -j-x 4 .
Donc pour le segment sphérique on a 2 M r 2 =|ir (üpV— ùpx 3 4-x 4 )</x=Î7rQ P 2 a 3 — f a 4 -f
Quant au volume , il est U= :J\ry 2 rfx= ir J^px— x 2 )</x=7r(pa 2 — j'j ; d’où
2 lur 2 n 20, a 2 — 15an-f 3a 2
R — “O - — ÎÔ- 3a -«
Pour une demi-sphère on a
La même formule s’applique à la sphère entière.
551 . Hayon de giration d'une calotte sphérique très mince ABC par rapport au diamètre AO. Même figure, mêmes données; épaisseur =b.
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Pour une zone élémentaire on aurait
2ur—2.T.çdx .by 2 ou
27rp4(2px — x 2 )dx;
donc pour la calotte on a
2«r 2 =2jrpAj' (2px — x 2 )dx=z2npb ^a 2 p — ^ . D’ailleurs le volume
U = 2-pa . b ;
donc
Pour l’hémisphère on a
o=p, R 2 = jp 2 .
La même formule a lieu pour une couche sphérique entière.
552. Hayon de giration d'un corps géométrique quelconque. Soit O (fig. 108) la projection de l’axe de rotation: soient Ox, O y, des axes coordonnés rectangulaires ; u le volume élémentaire dont la position a pour ordonnées x , y. On a
ut^zxzu (a^-j-y 2 ).
Donc pour le corps entier :
2 ur 2 =2 ux 2 -j - 2 uy 2 ;
chacune de ces deux dernières sommes se calcule séparément.
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Soit le solide divisé en tranches comprises entre des plans infiniment voisins perpendiculaires à Taxe des x. L’aire variable ou constante de la section faite par un de ces plans étant désignée par A, et l’épaisseur de la tranche correspondante étant dx , son volume est kdx\ et comme tous ses éléments ont la même abscisse x , la quantité A dx .x 2 sera la valeur de lux 2 pour toute la trauche. On a donc pour le corps entier
lux 1 — J' kx 2 dx ,
intégrale dont le calcul exact ou approximatif dépendra de l’expression A.
De même, en représentant par B l’aire d’une quelconque des sections faites par les plans perpendiculaires à l’axe des y, on aura
donc
luy 2 = j B y-dy ;
355. Hayon de giration d’un parai le Iip ipêde rectangle , dont les trois arêtes contiguës sont a, />, c, par rapport à l’arête c (fig. 109).
A = Ac, B = «c,
l kx 2 dx = bc . y ;
J 1 hy 2 dy=a C . j j
BAÏOSS DE G1BATIOÎ*. 261
donc
lur= J abc(a 2 ~t-b z ).
De plus le volume
Zu = abc, donc R 2 =^(« 2 4-i 2 ).
534. Si l’axe de rotation parallèle au côté c passe par le milieu d’une face ayant Z* et c pour côtés, le rayon de giration est le même qu’il serait pour chaque moitié du corps coupé par un plan passant par cet axe. Donc il faut remplacer b par \b dans la formule précédente , et l’on a
333. Si l’axe parallèle au côté c passe par le centre de figure , on voit par un raisonnement analogue qu’il faut remplacer a et b par ; a et ^ b dans la formule du n° 353 : on a
336. Hayon de giration d'un ellipsoïde par rapport à un de ses trois diamètres principaux. Les demi diamètres ont pour longueurs a, Z», c(fîg. 1 10); OK=a, OL=A; le demi-diamètre c se projette en O.
La section par un plan PM perpendiculaire aux x est une ellipse dont les demi-diamètres étant y
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et z sont des fonctions de x , savoir
«=— l/a 2 — x 2 et z =— • \/ « 2 — x 2 . .
L’aire A du quart de cette ellipse, projeté en MP, est [ t.ijz : on a donc
Donc, pour un huitième de l’ellipsoïde projeté en OLMK, on a
A x 2 dx= - (arx 2 dx — x*dx')=z~. a l bc.
De môme, pour cette portion de volume, on a, en remplaçant a par b et réciproquement ,
~ Uÿ2z= ib bac :
donc
lur2= iô ( alJ r b2 ) abc -
Le volume lu du huitième de l’ellipsoïde s’obtient en intégrant f A<ir. Ainsi
d’où l’on conclut
lu b K 1
S’il s’agit d’un ellipsoïde de révolution , et qu’on
RAYONS DE GIRATION
aita=Æ , il en résulte
comme pour la sphère (350).
337. Rayon de giration d'un cylindre à base parabolique OPM (Gg. 111) par rapport à un axe projeté en P, point du diamètre principal. Soit OP^=X, PM=Y, et l’équation de la parabole y 2 —2px. La distance r d’un élément de volume à l’axe P étant ici |/(X— x) 2 + y 2 , on aura, en raisonnant d’ailleurs comme au n° 352,
2ur*=zlu (X— x) J -f luy 2 ou
ILui 3 — f A (X — xfdx -f- J" B tfdy.
En supposant la hauteur du cylindre égale à 1, ce qui ne change rien au rayon de giration , on a
k—y—V'ip X , B=X — x =X — J X A(X— x)Hx=.\/Tp x'(X 2 -2Xx-{-x 2 )d x
=K | ? (! X 5-îx5+|x!)=|iYX> :fJ(XyVy-g*y)=ixV-! X’
=rrXY 3 t
Iut*={- 5 XY(jX 2 +Y 2 y
Lorsque les intégrales J Ax’rfx, J By 2 </y
ne peuvent s’obtenir algébriquement , on emploie la formule de Simpson.
Par exemple, soit (fig. 112) le solide compris entre trois plans rectangulaires .rOy, xOz, yOx , les plans HL, IL, perpendiculaires à 0.r , Oy, et enfin la surface courbe KL. Il s’agit de déterminer le rayon de giration par rapport à l’axe Or. On partagera 011=/ en un nombre pair n de parties égales , et par les points de division on mènera des sections parallèles àyOr, dont on calculera les aires A 0 , A, On aura approximativement
On opérera de même pour trouver J B y 2 dy. Puis, réunissant les deux sommes et divisant par le volume lu qui sera J \dx obtenue à l’aide de la
même méthode , on aura II 2 , carré du rayon de giration par rapport à l’axe 0 z.
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