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Les connaissances mathématiques exigées jusqu'à présent pour l'admission à l'École Centrale des Arts et Manufactures se bornant à l'Arithmétique, à la Géométrie élémentaire et à une partie de TAU gèbre, les leçons dont nous publions le résumé ont pour objet de compléter l'instruction des élèves sur les Mathématique» pures, jusqu'au point nécessaire pour les mettre en état de suivre utilement les cours de Mécanique rationnelle, d'Hydraulique et de Théorie dynamique des Machines, qui entrent, avec les autres sciences applicables à l'industrie, dans le cadre de l'enseignement de l'École Centrale.
Ce cours préparatoire de Mathématiques supérieures s'élève, par quelque&-uns des sujets qu'il traite, au delà de l'enseignement actuel des collèges universitaires ; cependant son peu d'étendue est tel, qu'il n'exige des élèves auxquels il est destiné que quatre ou cinq mois d'études. Ainsi le voulait le plan d'enseignement de l'École Centrale des Arts et Manufactures, et cette condition, nous avons tâché de la remplir, non en sacrifiant dans les démonstrations la logique sévère sans laquelle les Mathématiques deviennent une demi-science souvent trompeuse, non en compromettant la clarté par une excessive concision, mais en choisissant dans la Géométrie analytique et dans le Calcul infinitésimal les parties que tout ingénieur instruit doit posséder, et notamment celles qui sont nécessaires à l'étude de la Mécanique considérée au point de vue de son utilité pratique dans la direction des travaux de l'industrie. Nous avons passé sous silence une foule de recherches qui offrent sans doute un très-vif intérêt aux esprits entraînés par leur nature à faire des Mathématiques leur occupation principale, mais qui ne laissent bientôt plus de traces dans le souvenir des hommes voués à la vie active des ateliers et des affaires.
D'ailleurs, quel que soit le but qu'on se propose en étudiant les Mathématiques, nous avons depuis longtemps reconnu que l'ordre le plus convenable i suivre n'est pas d'épuiser successivement et séparément chacune des branches qui composent cet ensemble de connaissances. Ces sciences n'ont pas été ainsi créées et ne doivent pas être -apjfMrises indépendamment les unes des autres. De même que le commençant, .dès qu'il s'est familiarisé avec les combinaisons les plus ordinaires du Calcul numérique, doit passer simultanément aux élé-
ments de FAlgèbre et de la Cîéoiiiétrie, qui se prêtent un mutuel secours, et qui, dans leurs applications, présentent de nombreuses et intéressantes occasions de revenir aux procédés de rArithmétique; de même, si Ton se propose d'approfondir l'Algèbre et la Géométrie, la marche la plus attrayante et la plus lumineuse est de s'initier préalablement à la Créométrie analytique et au Calcul infinitésimal, dont l'une, éminemment propre à faire comprendre la signification et la portée des quantités natives, enseighie en outre à voit dans les équations Algébriques l'expression des lieux géométriques, et l'autre fournit ^ur la détermination des tangentes, des aires et des Volumnes lés notions les plus claires et les t)rocédéâ les plus généraux.
C'est d'après ces considérations que nous croyons avoif liëû d'ésjpéret qëe ce petit ouvrage pourra être utile, nota-seulement aux peirsonnes pour qui il sera, comme pour les élèves de PÉcole Centrale des Atte et Manufactures, ttUe inthnlnction mathématique au coui^ de MécàAiiotie rationnelle de cette £cole, mais encore aux jeunes gens qui, appelés à faire une étude complète de la Géométrie analytique et du Calcul infiiiitésimal, voudront en ^oir les parties les plus essentielles i^èduites à une grahde simplicité aVant d'éntrepfeildre la lecture ûeà ôùVi^geâ spéciaux, où les thèmes sujets sont tk^ités àvec de gtànds et cûrieul développements.
L'auteur d'un Ttaité aussi élémehtail'e sW ded ôfojeté depuis si lohgtemps connus he )peut prétendre au mérite de l^învèntion. L'idée de prendre la théorie des projections pour fondement de là frigohomètriè décohlê naturellement de l'usage (|u'on fait dés formules trigohométnques dans la Mécaniqùiô analytique. M. Coriolis l'avait d'ailleurs énoncé avant nous, et Uous U'àvons probablement tait qu'obéir à âon inspiration eh traitant complètement ta Trigonométrie sous ce pôiiit dé vue nouveau, qui écarte toute dilfiôUlté relative aux défihitiûils et aa\ lignes dès rapports communément appelés lignes trigohométriqUes, et qui oflRpé l'avantage d'une grande généralité dahs leô démonstrâlîons aisément étendues à des angles de grandeurs et de signes quelconques.
NOTE SUR LA PRÉSENTE ÉDITION
Les deux premiers Chapitres contiennent, eft sus de ce qu'exigé ftur la Trigonométrie et la Géométrie analytique le nouveau Programmé d'admission à l'École Centrale des Arts et Manufactures, quelques articles que les élèves feront bien de lire attentivement, non pour
— vu —
être en état de les reproduire devant un examinateur, mais pour les bien comprendre et s'exercer à Tart d'appliquer le calcul algébrique à la Géométrie. Us verront notamment, pages 4^ et suivantes, que les formules essentielles de la Trigonométrie sphérique ne sont que la traduction en équations des constructions enseignées dans les Traités de Géométrie descriptive au sujet des problèmes relatifs aux faces et aux angles dièdres des angles trièdres..
Au troisième Chapitre nous avons ajouté une exposition succincte des notions les plus importantes sur l'emploi des séries; et en développant un peu plus que nous ne l'avions fait dans la ptemière édition les applications du Calcul différentiel, nous avons employé un petit nombre de pages aux questions qui concernent les tangentes aux lignes courbes dans l'espace et le plan tangent en un point donné d'une surface exprimée par son équation.
Nous appelons l'attention des lecteurs sur un détail typographique qui, sans être bien important, a cependant «on utilité. Toutes les fois qu'une quantité qui entre dans une formule ou une équation est repr^ntée par une seule lettre, minuscule ou majuscule de l'alphabet ordinaire, cette lettre est en caractère italique ; et les caractères romains sont réservés aux notations qui remplacent des mots. Telles sont
les notations
log, sin, d, F ou f,
qui sont les abrégés de a logarithme dé, sinus de^ différentielle de, fonction F ou f de », et ne signifient point elles-mêmes des quantités. Nous écrivons donc
log^ ou loga, sinô, dx, F(x), f(jr,j).
Par analogie, si nous avons à désigner une ligne par les deux lettres écrites à ses extrémités, ces lettres, dont ni Tune ni l'autre ne représente une quantité, sont, majuscules ou minuscules, en caractères romains.
Nous ne faisons d'exception que pour les angles d'un triangle qui , bien qu'étant des quantités, sont désignés suivant l'usage par les lettres romaines écrites dans la figure aux trois sommets. Pour nous l'expression sin A est l'abrégé de a sinus de l'angle dont le sommet est le point A » .
Chaque figure des planches placées à la fin du volume porte un numéro d'ordre, et un renvoi, en chiffres plus petits, à l'article auquel cette figure s'applique.
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CHAPITRE PREMIER
TRIGONOMETRIE.
1. L'objet spécial de la Trigonométrie est de calculer les côtés ou les angles inconnus d'un triangle au moyen de données suffisantes pour les déterminer,
Consi(iérée sous un point de vue plus général , la Trigonométrie fournit le moyen de soumettre au calcul les rela^ tions qui existent, dans toute figure suffisamment définie, entre les directions de ses côtés ou diagonales et leurs longueurs ou les autres quantités géométriques qui en dérivent.
Pour établir les formules de la Trigonométrie, nous nous servirons d'un genre de considérations dont Tensemble peut être appelé la Théorie de V expression algébrique des projections^ et dont l'emploi est de la plus grande utilité dans la haute Géométrie et dans la Mécanique mathématique.
'1 TOSiTfoif D un poiirr
§ 1. C;Ê?i Et ALITÉS SCR LES PIOJECXIO^S El PRIMÉES
ALGÉBRIQUEMENT
\". ConsidénitioBs préliminaires sur rexpreasion algébrique de la position d'un point sur une ligne donnée.
2. Une ligne droite ou courbe d'une longueur indéfinie étant donnée, ainsi que l'un de ses points O (A^* ^)9 deux choses sont nécessaires et suffisantes pour déterminer la situation d^un point M sur cette ligne : \^ la distance du point O au point M, mesurée suivant la ligue donnée; 2^ le sens dans lequel cette distance doit être portée à partir du point O pour obtenir M.
3. Connaiàsanf. , sur une ligne donnée^ la situation de chacun des points M', M'^, relativement à un point O^ on demande la situation de M'' relativement à M', c'est-à-^ire 1^ la distance de M! à Mf^-^ a** le sens de cette distance à partir de M!.
Pour fixer les idées, distinguons les deux sens dans lesquels on peut parcourir la ligne donnée, en disant que Fun de ces seu» va de gauche à droite et Tautre de droite à gauche.
Soient x' et x" les deux distances OM', OM", supposées à droite de O5 jî" — x' sera la distance cherchée, et, sui* vânt que cette différence sera positive ou négative, le point M'' sera à droite ou à gauche de M'; de sorte que, X désignant la distance cherchée, la formule
répondra aux deux parties de la question, si Ton convient que, suivant que x" — x'^ réduction faite, aura le signe -H ou le signe — , la distance X doit être portée à droite ou à gauche.
SUÏl XJ»E LIGNE. 3
Supposons maintenant M' et M" de différents côtés; soit par exemple M'' à o'",5 à droite, et M' à o™,3 à gauche de O. M" sera à o™,8 à droite de M', et ce cas sera encore compris dans la même formule (i) > si Ton donne le signe — à la valeur particulière de .r ' qui doit être portée à gauche*, ainsi on pose a:"=o"*,5 et x'=: — o™,3 , d'où ^ = o"*,8. Si au contraire c'est M'' qui se trouve à gauche et à o™,5 de O, tandis que M' est à droite et à o"'^ , IVP sera à o"^,8 à gauche de M'; et la formule Jf = x'^ — x* sera d'accord avec ce résultat si l'on fait j?"= — o",5, .r'=o"',3 7 ^^ qu'on interprète suivant la même convention la valeur qu'on obtient ,. X = — o"*, 8 .
Enfin , si les deux points M'^, M' sont à gauche de O, les deux cas qui peuvent se présenter sont encore renfermés dans la formule X = x" — x\ où les valeurs particulières des distances x"^ x\ devront être substituées avec le signe — . Exemples :
Ainsi les six cas possibles que renferme la question proposée sont résolus par une seule formule au moyen de changements de signes correspondants aux changements de sens des distances x'\ x\ X,
A. Cette importante propriété de l'Algèbre appliquée à la Géométrie peut se généraliser dans les termes suivants :
Lorsque la distance cCun point à un autre est susceptible (Tétre portée en deux sens opposés selon les divers cas d'une même question^ il ^ujfit de traiter la question algébriquement dans V hypothèse de F un des deux sens; et les formules ou équations quon obtient cont^iennent à tous les cas possibles^ poun^u que^ dans les applications qiion en fait^ on affecte les valeurs particulières de la
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distance dont il s'agit du signe -|- ou du signe — , selon qu^ elles sont portées dans le sens adopté dans la mise en équation ou en sens contraire.
Cette règle très-utile, due à Descartes, ne paraît pas pouvoir être démontrée dans toute sa généralité : nous aurons soin de la vérifier dans les questions où nous en ferons usage.
5. Lorsqu'on définit la position d'un ou de plusieurs points sur une droite illimitée, par les distances de ces points à un autre point considéré comme Vorigine commune des distances, on choisit comme /7052V//^ l'un des deux sens dans les(|uels la droite peut être parcourue, et chacune des distances dont il s'agit, étant affectée d'un signe, -h ou — , selon le sens dans lequel elle doit être portée à partir de l'origine, s'appelle Y abscisse du point auquel elle appartient, relativement à cette origine. Ainsi F abscisse d'un point est une quantité algébrique constituée d*une longueur et d'un signe; et si elle est désignée par x, cette lettre' renferme implicitement deux éléments.
6. D'après celte définition , la formule X= x" — x' établie au n** 5 s'énonce pour tous les cas possibles en disant que V abscisse X d'un point M", relatis^ement à un autre point M', est égale à la différence x" — x' des abscisses des points M." et M', relativement à une même origine quelconque.
De cette formule on tire
c'est-à-dire que P abscisse d^un point M" relatit^ement à une origine O égale r abscisse du même point relatis^ement à une autre origine M', plus V abscisse de cette seconde Origine relativement à la première. Cette proposition, évidente quand les abscisses sont positives, est également vraie dans tous les autres cas.
DANS tJN PLA]N.
2**. Position d'un point dans un plan donné, exprimée en coordonnées
parallèles à deux axes concourants.
7. Voici le moyen le plus fréquemment employé pour définir la position d'un point M sur un plan. On considère comme données dans ce plan deux droites illimitées P' P, Q Q (fiS'^) concourantes, sur chacune desquelles on adopte un sens pour être le sens positif. Ces droites s'appellent axes de comparaison ou axes coordonnés. Leurs parties O^, Oy, qui s'étendent indéfiniment dans le sens positif à partir de l'intersection O, s'appellent les parties positii^es des axes. Cela posé, par le point M on imagine menées parallèlemeni aux axes deux droites MP, MQ, qui les rencontrent en P et Q ; dès lors , pour exprimer la position du point M, il suffit d'exprimer celle des points P et Q , ce qui se fait en énonçant la longueur et le signe de chacune des distances OP, OQ. Ces deux quantités, qu'on pourrait appeler les distances coordonnées du point M, s'appellent simplement les coordonnées du point M, et sont désignées d'une manière générale par des lettres italiques correspondantes aux lettres romaines écrites dans la figure sur la partie positive de chaque axe.
Ainsi, pour le point M , situé dans l'angle xOy que forment les parties positives des axes , on a
X == H- longueur ÔP, y = -+- longueur OQ ,
pour le point M', situé dans l'angle P'Oy de la portion négative de l'axe Ox et de la portion positive de l'axe Oy, on a
x = — longueur OP', j = -\- longueur OQ.
De même pour W on a
. x = — longueur OP', j = — longueur OQ',
et pour M'"
X = -h longueur OP, je = — longueur OQ'.
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Les axes coordonnés Ox, Oy, s'appellent souvent, Tuu l'axe des x, l'autre Taxe des j^. L'intersection O est Von-gine des coordonnées. Les coordonnées sont dites rectangulaires ou obliques, selon que l'angle des axes est ou n'est pas droit.
8. Etant données les coordonnées jt, 7, d'un point M par rapport à deux axes connus, on obtiendra ce point p^r l'une des deux constructions suivantes :
I®. On peut porter sur les axes les longueurs des coordonnées OP, OQ, chacune dans le sens indiqué par son signe ; puis tracer par P et Q , parallèlement aux axes, deux droites qui font avec les axes un parallélogramme et qui se rencontrent au point M.
2**. On peut porter sur l'un des axes celle des deux coordonnées qui s'y rapporte, par exemple OP égale à x sur l'axe Ox, dans le s^ns indiqué par le signe de x ; puis par le point P ainsi obtenu mener la droite PM, parallèle au second axe, égale à l'autre coordonnée, et dirigée dans le sens Oy ou dans le sens opposé, suivant que cette coordonnée a le signe 4- ou le signe — . Dans le cas où le point M est supposé obtenu par cette construction, la première des coordonnées s'appelle abscisse, et la seconde s'appelle ordonnée.
9. Lorsque les axes sont rectangulaires, les points P et Q sont les projections orthogonales ou les projections proprement dites du point M sur ces axes. Quand ceux-ci font un angle quelconque, les points P et Q peuvent être appelés les projections coordonnées du point M sur les axes.
10. Tous les points delà portion de droite OM ont leurs projections coordonnées entre O et P sur Taxe des x, entre O et Q sur l'axe des y. C'est pourquoi les dislances OP, OQ , dont l'étendue et le* sens sont exprimés par les grandeurs
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et les signes de x et de jj sout quelquefois considérées comme les projections coordonnées de la droite OM sur les axes.
H. En résumé, les quantités x et y^ qui servent à définir la position d'un point M dans un plan relativement à deux axes-, peuvent être considérées sous quatre aspects^ elles expriment en grandeur et en direction :
1**. Les distances de l'origine O aux projections coordonnées P, Q, du point M-,
2^. Les distances des projections coordonnées Q , Py au point M ;
3°. Les projections coordonnées de la droite OM sur les deux axes ^
4^. Les deux côtés contigus d'un parallélogramme dont la droite OM est ta diagonale partant du sommet commun.
12. Lorsque les axes Ox, Oy, sont rectangulaires, les coordonnées or, jy du point M dans leur plan sont égales aux distances de ce point aux deux axes. Il existe entre elles et la distance OM , que nous désignerons par m, la relation
qui résulte de chacun des triangles rectangles OMP, OMQ.
3". Position d'un point dans l'espace, exprimée en coordonnées parallèles à trois axes concourants.
13. La position d'un point M dans l'espace s'exprime par un moyen analogue à celui qui vient d'être exposé. On considère comme données trois droites illimitées Ox, Oy, Oz {Jig' 3), qui se coupent en un même point O et ne sont pas situées dans un même plan. Ces droites s'appellent axes coordonnés, et les trois plans qui passent par les axes, prîs^ deux à deux, s'appellent plans de compa/aison ou plans
8 PosiTio» d'uk poimt
coordonnés. Par le point M on imagine menés parallèlement aux plans coordonnés trois plans qui rencontrent les trois axes en P, Q , R. (La figure s'exécute en remarquant que les intersections des six plans forment les arêtes d'un parallélipipède.) Or on voit que, pour exprimer la position du point M, il suffit d'exprimer celle des points P, Q , R , ce qui se fait en énonçant la longueur et le signe de chacune des distances OP, OQ , OR. Ces trois quantités algébriques s' appellent les coordonnées du point M pour le système d'axes dont il s'agit 5 elles sont désignées en général par des lettres italiques correspondantes aux lettres romaines écrites dans la figure sur la partie positive de chaque axe-, le plus souvent ces lettres sont x, j^' z, et les axes s'appellent axes des Xy des y, des z. *
14. Connaissant la longueur et le signe (et par conséquçnt le sens) des trois coordonnées ar, j-, 2, d'un point M par rapport à trois axes donnés, on peut considérer sous deux points de vue la détermination de ce point :
i*^. Les valeurs de a:, 7, z^ déterminent les points P, Q , R , et les trois plans menés par ces points parallèlement aux plans coordonnés ont pour unique point commun le point M.
iP , En considérant les douze arêtes du parallélipipède OM formé par les trois plans coordonnés et par les trois plans qui leur sont parallèles, on voit qu'en partant du point O pour arriver à M, en suivant trois arêtes consécutives de ce parallélipipèdcj on peut y arriver par six chemins différemment situés, mais de même étendue, tous composés de trois chemins rectilignes respectivement parallèles aux trois axes, et ayant les mêmes sens et les mêmes longueurs que les trois coordonnées. Ces six chemins sont (/ïg. 2) OPCM, OPBM, OQCM., OQAM, ORBM, ORAM. On adopte ordinairement le premier, qui se com-
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pose des coordonnées dans Vordrex^y^z. Ainsi l'on considère le point M comme obtenu en portant a: de O en P, puis / de P en C , enfin z de C en M.
La première des coordonnées s'appelle alors V abscisse x^ la seconde s'appelle V or donnée y dans le plan des x et y, la troisième s^appelle V ordonnée z dans V espace.
Dans Isifig- 4? les coordonnées x^jr^z^ du point M, sont positives; l'abscisse a:, du point JM', est positive, et ses deux autres coordonnées sont négatives.
15. Le point C, où la parallèle MC à Taxe des z rencontre le plan des x et y, s'appelle la projection du point M sur le plan des x ety parallèlement à Vaxe directeur Oz. Ce point C est déterminé par les deux coordonnées x ely^ du point M , indépendamment de la grandeur et du signe de la troisième z. De même les points A et B {fig^ a) sont les projections analogues sur les deux autres plans coordonnés, et cbacun d'eux est défini par deux coordonnées du point M, indépendamment de la troisième.
Si l'axe Oz est perpendiculaire sur le plan xOy, le point C est la projection orthogonale de M sur ce plan, et la ligne projetante MC est perpendiculaire à ce même plan. Dans tout autre cas, la projection C est dite oblique, et dépend de la direction de Taxe Oz.
16. Le point P, dont la position est déterminée par l'abscisse jc, et où le plan mené par M parallèlement au plan yOz rencontre l'axe Ox, s'appelle la projection du point M sur Vaxe des x parallèlement au plan directeur yOz. Les points Q et R, déterminés respectivement par les coordonnées y et z^ sont les projections analogues sur les deux autres axes.
Si le plan yOz est perpendiculaire sur l'axe Ox, le point P est la projection orthogonale de M sur cet axe, et
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la ligne projetante MP est perpendiculaire à ce même axe. Si cette condition n*est pas remplie, la projection P est dite oblique et dépend de la direction du plan jOz.
17. Les droites OC, OB, O A, sont les /yro/ac/ioiucoordonnées de la droite OM sur les plans coordonnés. Chacune d'elles est déterminée complètement par deux coordonnées du point M.
Les distances OP, OQ, OR, exprimées parx, jr, z, sont les projections coordonnées de la droite OM sur les axes coordonnés.
18. Les coordonnées x, j^, 2, du point M, peuvent donc être considérées sous quatre aspects :
i^« Comme les distances de Forigine O aux projections coordonnées P9 Q , R , du point M sur les axes \
2*^. Conmie les distances des projections. coordonnées A, 13, C, sur les plans au point M ;
3^. Comme les projections coordonnées de la droite OM sur les trois axes \
4^. Comme les trois côtés contîgus d'un parallélipipède dont la droite OM est la diagonale partant du même sommet.
19. Lorsque les axes coordonnés Ox, Oy, Oz, sont rectangulaires, les cQordonnées x, j^ z, d'un point M, sont égales aux dis ta nées de ce point aux trois plans coordonnés
Dans ce cas, en faisant OM ^=: u^ on a
n^ = z' -hOC , OC = x' -hj\ d'où
d'un COUTOtJR POLYGOKAL. l t
4*". Projections d'une droite limitée et d'un contour polygonal
sur des axes coordonnés.
20. Si deux points M' et M" sont projetés en F et F', sur l'axe Ox, la distance FF', prise avec le signe qui convient au sens allant de F à F', s^ appelle la projection de la droite M' M''. L'ordre dans lequel on énonce les points extrêmes M', M'^, et leurs projections F, P", détermine le sens de la projection FF^ d'où résulte le signe que celle-ci doit prendre dans les formules où elle entre. Ainsi, dans le cas de laifig- 4? 1^ projection de M'M'^ est -h longueurVV ^ tandis que la projection de M"M' est — celle même lon^ gueur.
21. Il résulte de cette définition, et de la discussion du n° 3, que la projection d'une droite M! M^^^ dont les extrémités M', M!\ ont jf et x/' pour abscisses sur Vaxe de projection^ est égale à x^ — x'.
22. D'après cette même définition, on reconnaît aisément l'exactitude de la proposition générale que voici :
Théorème. Quels que soient l'axe Ox de projection et le plan coordonné yOz, la somme algébrique des projections des côtés d'un chemin polygonal M! M^'M"'... M("\ (fui conduit du point M! au point M^"\ est égale à la projection du chemin direct M'M^"^ ifiS' ^)*
En effet, cela est évident si les projections partielles FF', FF", ... 5 sont de même sens et par conséquent de même signe; et si elles sont de sens opposés, chaque projection positive fait avancer le point P de toute sa valeur dans le sens positif, tandis que chaque projection négative le fait reculer de toute sa valeur dans l'autre sens.
On peut démontrer cette proposition algébriquement en s' appuyant sur celle du n^ 20.
x', x^\ x"', . . ., ^^"^5 étant ks abscisses des points M',
DISTANCE DE DEUX POINTS
M", M'",. . . 5 M^"^ sur l'axe de projection, on aura eu général, eu égard aux signes :
Projection de M'M'' == a/' — a/ Projection de M''M'" = j!" — a/',
Projection de ]Vr"-*^ M^"^ = j:^") _ j:(«-»), et en ajoutant, réductions faites,
Somme des projections de M' M" M'". . . M^"> = a:^"^ — x!.
23. Deux poinU M' et M'' étant situés d'une manière quelconque relativement à trois axes coordonnés, si par chacun de ces points on mène trois plans parallèles aux plans coordonnés, on formera un parallélipipède dont la droite M' M'' sera une diagonale, et dont les trois arêtes contiguës partant du sommet M' seront égales et parallèles, avec le même sens, aux trois projections a/' — x ^ y" — y', z" — y, de la droite M'M" sur les axes coordonnés.
Si Ton porte sur les trois axes, à partir de l'origine O, des distances égales à ces projections, chacune dans le sens qui convient à son signe, et qu'on achève le parallélipipède dont ces distances seront trois arêtes contiguës, ce second parallélipipède sera égal au premier^ sa diagonale, partant de l'origine O, sera parallèle à la droite M' M", de même sens et de même grandeur.
Dans le cas particulier où l'une des projections est nulle, les points M' M'' sont dans un plan parallèle à l'un des plans coordonnés, et les parallélipipèdes se réduisent à des parallélogrammes. Si deux des projections étaient nulles, les deux points seraient sur une droite parallèle à l'un des axes, et la distance M' M'' serait égale à sa projection sur cet axe.
Lorsque les trois axes sont rectangulaires, si Ton
DIUECTION d'une DROITE DANS UN PLAN. l3
appelle u la distance M' M", on a, en rapprochant la remarque du numéro précédent de celle du n® 19,
Si les deux points sont dans le plan des x et y, ou dans un plan parallèle, la formule se réduit à
§ II. EXPRESSION DE LA DIRECTION d'uNE DROITE PARTANT d'uN POINT DÉTERMINE. LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES.
1°. Un point, une longueur et une direction, déterminent une droite
limitée.
25. Une droite M' M", joignant deux points déterminés, peut être définie autrement que par la position de ses deux extrémités M', IVF.
Elle peut l'être par une réunion de données propres à faire connaître trois choses distinctes appartenant à cette droite, savoir :
i^. La position d'un des points extrêmes. M' par exemple ;
2^. Lai longueur M! M" '^
3**. La direction que suivrait un point mobile pour décrire la droite M'IVF, en partant de M'.
On a vu (7) et (13) que la position du point M' est définie d'une manière très-simple par les ^valeurs algébriques de ses coordonnées relatives à trois axes.
La longueur M' M'' est une quantité concrète sans signe algébrique, et s'exprime à l'aide du nombre qui donne son rapport à une longueur connue.
La direction allant de M' vers M" sera complètement définie par des quantités qui définiront la direction de toute autre droite parallèle à M' M'', et de même sens. Suppô-
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sons, pour plus de simplicité^ que celte droite auûliaire, d'une longueur quelconque, parte de Forigine des coordonnées; désignons-la par Ou, et examinons quelles sont les quantités propres & définir sa direction.
2**. Direction d'une droite dans un plan donné, définie par un angle
et un signe.
26. Le cas le plus simple est celui où la droite Ou est dans un des plans coordonnés, par exemple celui des x et ^. Alors, pour déterminer la direction Ou, il suffit d^un angle et d'un signe, -f- ou — .
L'angle est celui que décrirait une droite mobile qui, d'abord dirigée suivant un axe connu, par exemple Ox, dans le sens positif, viendrait prendre la position de Ou. Le signe est nécessaire pour désigner le sens du mouvement de rotation de la droite mobile.
27. Le moyen le plus usité de désigner un angle est son expression en degrés. Nous emploierons l'ancienne division de l'angle droit en 90 degrés, du degré en 60 minutes, de la minute en 60 secondes. On sait que, dans la pratique, pour mesurer un angle, on place à son sommet le centre d'un cercle dont la circonférence est divisée en 36o parties appelées aussi degrés ; il en résulte que le nombre entier ou fractionnaire de degrés de Tare compris entre les côtés de l'angle est égal au nombre de degrés de cet angle ; c'est pourquoi Ton dit que Tare sert de mesure à l'angle. Il est quelquefois utile de considérer des angles non-seulement plus grands que 180^, ou deux droits, mais même plus grands que 360*^, ou quatre droits. Rîen n'empêcbe de concevoir que le côté mobile, après être parti de la position Ox, ne s'est arrêté à la position Ou qu'après avoir fait plus d'une révolution.
Un autre moyen dont on fait usage dans la haute
d'une droite dans un plan. l5
Géométrie et dans la Mécanique pour désigner un angle consiste à exprimer le rapport de Tare qui lui sert de mesure au rayon avec lequel cet arc est décrit. Dans ce cas l'angle droit , au Heu d'être représenté par 90^, est ex* primé par j tt ou approximativement par i^SjoS. Si un angle est représenté de cette manière par le nombre abstrait
a. on en conclura que son nombre de degrés est
29. La grandeur de l'angle que le côté mobile Ou est censé avoir décrit à partir de la position Ox connue ne suffit pas pour déterminer la direction Ou^ il faut encore, comme nous l'avons dit, exprimer le sens du mouvement de la droite mobile. Or, par imitation de ce qui se fait pour définir la position d'un point sur une ligne connue (5), on choisit arbitrairement comme positif l'un des deux sens possibles du mouvement de rotation , et Ton aSecte du signe -h ou du signe — Tangle dont il s'agit, suivant le sens dans lequel on le suppose décrit.
30. Il résulte de cette convention que la direction d'une droite Ou, définie par l'angle positif ou négatif qu'elle fait avec une droite donnée Ox, est susceptible d'une infinité à^ expressions équivalentes.
Si elle est exprimée par a°, elle le sera également par (a -|-36o)*', par («H- 720)°, en général par(«-f- /i.36o)°, en représentant par n un nombre entier positif.
La même direction sera encore exprimée par — (36o — a)°, par — (720 — a)°, en général par — [n.Z6o — olY ou (a — n.36o)".
31. Au moyen de cette même convention du n** 29, on renfermera dans une seule formule la réponse , pour tous les cas possibles, à la question suivante, analogue à celle du i\^ 3 :
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Connaissant les directions de deux droites Ou', Ou'', par leurs angles positifs ou négatifs ce', a", ai^ec une droite Ox, o/i demande la situation de Om!' par rapport à Ou', c'est-à-dire la grandeur et le signe de l'angle u Ou", désigné par ^,
Les six cas possibles sont résolus par la formule
Lorsque Tapplication de cette formule donne un résultat négatif, on peut le remplacer par un angle positif équivalent, en ajoutant 36o° ou un multiple de ^60^. Exemple :
a'' = 8o«, «' = 125% /3=: — 45° ou -h3i5^.
L'une ou l'autre de ces expressions de j3 suffit pour déterminer la direction de Ou" dans le plan xOu'.
3°. Expression d'un angle positif ou négatif par ses lignes ou rapports
trigonométriques.
32. La théorie des projections ou des coordonnées fournit d'autres moyens d'exprimer la direction d'une droite dans un plan.
Soient [fig. 6 ) Ox et Oy deux axes dont le second fait avec le premier un
angle droit positif ; Ou (*) une droite partant de l'origine O, et faisant avec Ox
un aagle quelconque cl positif ou négatif^ AM {*) Tare supposé décrit par un point quelconque d'uhe
droite mobile qui, partant de la position Ox, parcourrait
l'espace angulaire a pour prendre la position Ou;
(*) Dans la figure, on voit, au lieu des lettres u et M , les lettres u', u", u"', u'^, M', M", M'", M^^. C'est pour faire comprendre que la droite Ou , à laquelle le texte s'applique d'une manière générale, peut avoir une direction quelconque à partir du point dans le plan de la figure.
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r le rayon OA ou OM de cet arc •,
X ei y les coordonnées rectangulaires positives ou négatives du point M, tandis que r'est une distance essentiellement positive , parce «qu'elle est portée sur la partie posî tive de la droite génératrice de Tangle.
n est aisé de voir que la direction de la droite Ou sera déterminée, si Ton connaît les signes des coordonnées x, y^ et l'un quelconque des rapports que les valeurs absolues des trois quantités x^yel r, ont entre elles, sans qu'il soit nécessaire d'avoir ces valeurs absolues.
De là on a été conduit à considérer les rapports algébriques y c'est-à-dire positifs ou négatifs, que les quantités or, j^, r, ont entre elles.
Ces rapports sont au nombre de six, et ont reçu des noms particuliers.
i*'. Sinus. Le rapport algébrique - de l'ordonnée y
au rayon r, rapport qui a le même signe que l'ordonnée y, s* appelle le sinus de V angle a, en désignant, nous le répétons, par a l'un quelconque des angles, positifs ou négatifs, plus petits ou plus grands que quatre droits , que fait avec l'axe Ox la droite joignant l'origine O avec le point M, dont les coordonnées rectangulaires, positives ou négatives, sont y el X,
Le mol sinus ^ ou plutôt son abrégé 51/2, est formé des initiales du latin semi-inscripta , demi-inscrite ou demi-corde, parce que l'ordonnée dey est effectivement la moitié d'une corde dans le cercle dont r est le rayon ^ et si l'on suppose, comme on le dit communément, que la longueur r est prise égale à une unité linéaire, l'ordonnée y a précisément, eu égard à son signe, la même expression que le sinus de l'angle a.
7?. CosiKus. Le rapport algébrique- de V abscisse X au
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rayon r, rapport de même signe que Tabscisse x, s^ appelle cosinus de V angle a.
Le mot cosinus^ que quelques auteurs écrivent co-aiBus, est formé de complément et de sinus, parce qu'on peutjconsidérer le cosinus d'un angle comme étant le sinus du complément de cet angle. Nous reviendrons (53) sur la généralité de cette relation.
3°. Tawgemte. Le rapport algébrique^- de For donnée y
à V abscisse x, rapport positif ou négatif, selon que les deux coordonnées ont le même signe ou des signes contraires , s^ appelle tangente de V angle en.
Pour expliquer Forigine de cette dénomination , menons par l'origine A de Tare AM une tangente qui rencontre la droite Ou ou son prolongement au point N, et appelons t la portion AN de celte tangente prise avec le signe -h ou le signe — , suivant qu elle a le même sens que Oy ou le sens
contraire. Le rapport - est dans tous les cas égal à - et
devient égal à / si Ton fait r = i . C'est pour cela que le
rapport - se nomme la tangente de l'angle a.
4°. CoTAWGENTE. On appelle cotangente de Vangle a
le rapport - inverse de la tangente et de même signe. Ce
mot signifie tangente du complément,
5°. Sécante. On appelle sécante de Vangle a le rap"
port - inverse du cosinus et par conséquent de même signe.
Pour reconnaître d'où vient ce nom, prolongeons le rayon OM de part et d'autre pour en former une sécante indéfinie qui rencontre en N la tangente AN, et appelons s la portion ON de cette sécante, en convenant de lui donner Uî signe -h quand ON a le même sens que OM, et le signe —
TRIGONOMÉTRIQUES. I
dans le cas contraire. Le rapport - a dans tous les cas la
grandeur et le signe de - et devient égal à 5 si l'on fait
6°. CosÉGAiiTE. On appelle cosécantc de l'angle a le
rapport - » înuerse du sinus , et par conséquent de même
signe.
Le mot cosécante signifie sécante du complément.
On voit pourquoi les six rapports auxquels donnent lieu les trois quantités x^y exr relatives à un point quelconque pris sur le côté générateur de l'angle a, ont élé appelés les lignes trigonométriques de cet angle , dénomination consacrée par l'usage^ mais qui peut paraître impropre aujourd'hui que l'on s'accorde à désigner sous ce nom des rapports ou nombres abstraits affectés d'un signe, -h ou — .
Notations. On écrit en abrégé
/y» /y* ly
sina = -9 cosa = -? tanea = -; r , r ^ J7
coséca = -» séca=— 5 cotôc = -«
jr X X
L'angle a étant formé par la droite Ou avec l'axe Ox, il nous arrivera souvent de le désigner par la notation (u, x), qu'on énonce en disant angle de u auec x; et les six formules précédentes s'écriront ainsi :
sin(u, x) = ^i cos (u, x) = -9 tang (u, x) =- ;
r r oc
coséc (u, x) = -» séc (u, x) = -> cot(u, x) = -•
Ces formules résument de la manière la plus précise les définitions rigoureuses et générales de ce qu'il faut entendre
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par sinus, cosinus, etc., d'un angle. C'est sur elles que nous nous appuierons dans les démonstrations el applications. Les étymologies géométriques doivent seulement aider à re~ trouver les noms des rapports trigonométriques et à se rappeler leur signification.
34. Les ingénieurs désignent quelquefois des angles par leurs sinus ou leurs tangentes, qui en donnent une idée plus nette que l'expression .en degrés.
Le fruit d'un mur, la base d'un talus par unité de hauteur, sont les tangentes d'angles avec la verticale ; la pente d'une route , exprimée en hauteur par mètre de longueur, est le sinus ou la tangente de l'angle à l'horizon , selon que la longueur est mesurée parallèlement à la route ou parallèlement à Thorizon : distinction d'ailleurs indifférente dans les cas ordinaires, parce que le sinus et la tangente sont sensiblement égaux pour les petits angles.
35. Il résulte des définitions du n° 32 plusieurs conséquences remarquables :
i^. Tout sinus ou cosinus est compris entre les valeurs extrêmes ± i : car les coordonnées y et x, positives ou négatives, sont en général numériquement plus petites que r\ tout au plus l'une de ces coordonnées est égale à r, mais alois l'autre est nulle.
2^. A mesure que a croit de zéro jusqu'à 90®, le sinus prend toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à î , le cosinus toutes celles depuis i jusqu'à zéro; la tangente croît de zéro à r infini.
3°. Depuis l'angle de 90^ jusqu'à celui de 180**, le sinus reste positif comme y^ mais décroit de i à zéro •, le cosinus est négatif comme x^ et passe de zéro à — 15 la tangente est négative, et varie de — 00 à o.
4^. Depuis 180** jusqu'à 270^, le sinus variç de zéro à — I ; le cosinus de — i à zéro \ la tangente de zéro à -f- ex> .
TRIGONOMÉTRIQUE
'5*^. Depuis 270** jusqu'à 36o®, le sinus varie de — i à zéro; le cosinus de zéro à -4- i; la tangente de — oo à zéro.
6^. A mesure qu'un .angle variable approche de 90*^, sa tangente approche de l'infini )t705/t{/* ou de l'infini négatifs selon que F angle croît ou décroît. C'est en ce sens qu'on dit tangpo*^ = dr 00 • On a de même tang 270° = dt <x> .
7^. Les trois lignes trigonomé triques coséc, sécj cot^ Soûl les inverses des trois premières, et ont les mêmes signes.
8®. En général, si l'on ne considère que les valeurs numériques des lignes trigonométriques d'un angle quelconque uOx, elles sont égales à celles de l'angle aigu formé par Ou, soit avec Ox, soit avec son prolongement négatif, cet angle aigu étant considéré comme positif. En effet , pour ces deux angles, les longueurs des coordonnées x eXy sont les mêmes ^ leurs signes seuls varient, et r est constant.
36. Il existe des tables (*) au moyen desquelles, étant donné un angle quelconque au-dessous de 90°, on trouve ses lignes trigonométriques 5 et réciproquement, connaissant l'une dé ces lignes, on trouve l'expression de l'angle aigu correspondant en degrés, minutes, etc.
Lorsqu'il s'agit d'un angle quelconque, positif ou négatif, d'un nombre de degrés connu, et pouvant excéder 90*^ en valeur absolue, il est facile, d'après ce qui précède, de déterminer les signes de ses lignes trigonométriques 5 on trouve ensuite leurs valeurs numériques dans. les tables en considérant l'angle aigu correspondant.
37. Mais si, réciproquement, on se donne le signe et la valeur numérique d'une seule des lignes trigonométriques
( *) On verra , n®' 60 et 61, comment- on a pu les calculer.
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d^on angle aOx, cette doonée, d'où Ton dédnit. à Faide des tables, Taugle aîgo de Ou, soit avec Ox, s<Ht avec son prolongement n^atif , ne suffit pas pour ûdre connaître eomplélenient la direction de la droite Ou dans le plan xOy. En effet,
1^. Soit donné sina. Si l'on prend arbitrairement le rayon r ou OM {fig. 6), on aura
r sin a.
On connaîtra donc Tordonnée du point M, intersection de la droite cherchée, et du cercle dont le rayon est r. Or deux points M', M^, ou M^, M^^ (selon que sin a est positif ou n^atif), jouissent de cette propriété. On voit que les deux angles AOM^, AOM''', positifs et plus petits que deux droits, qui ont le même sinus positif, valent ensemble deux angles droits; ils sont suppléments l'un de Tautre. En général, le même sinus appartient à deux droites symétriquement placées par rapport à l'axe Oy.
0^. Soit donné cosa. On aura
x = r cosa,
et l'on connaîtra ainsi l'abscisse du point M. Or deux points M', M'^, ou M'', M'^ (selon que cosa est positif ou négatif), jouissent de cette propriété, et le même cosinus appartient à deux droites symétriquement placées par rapport à Vaxe Ox.
3**. Soit donné tanga. On aura
J=tanga,
et il sera aisé de trouver sur la demi-circonférence positive un point qui satisfasse à cette condition : ce sera par exemple M' ou M", selon que tanga sera positive ou négative. Mais, l'un ou l'autre étant trouvé, le point diamétralement
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opposé ayant dès coordonnées de même grandeur et de signes contraires satisfera également. Ainsi, selon que tanga sera positive ou négative, les droites OiW, OM'", ou les droites OM^, OM''', satisferont à cette donnée. En général la même tangente appartient à deux droites dirigées en sens contraires.
38. Il résulte de ces considérations, et des définitions du n° 32, que, si deux droites différentes font avec Ox des angles ayant le même sinus, leurs cosinus sont numériquement égaux et de signes contraires, et il en est de même des tangentes. En général, à une même valeur de Fune des lignes trigonométriques sinus, cosinus, tangente, répondent, pour chacune des deux autres, deux valeurs numériquement égales et de signes contraires.
39. Cette propriété peut être démontrée algébriquement d'après les équations générales
• ^ /jQ ly
sina=-> cosa = -9 tanga = -i j'*-f-x* = r',
r 1 OC
qui donnent
. , , sina
sin' a -i- cos' a = i , tanga = •
° cosa
Si sina est connu, on obtient
cos
a = rb V I — sin* a, taug a s=
sma
±sli — sin^a
les deux signes supérieurs ou les deux inférieurs devant être pris simultanément.
Si cosa est connu, on a de même
_i_ / r~ ±:v/i— cos'a
sina=:=t:vi — cos' a, tançai •
Enfin, si tanga est connue, on a, en éliminant d'a^bord
DIRECTION
sîna,
cos'a (tang* a -f-i) = ij d'où
tang OL
cos et = — > sin a
±V^i -htang'a ±^1 -hlang'a
Ces formules ont lieu quel que soit Tangle a, positif ou négatif. On les retrouve rapidement au moyen des deux triangles semblables OM'P, ON'A de la fig. 6, en faisant
OA==OM'=i,M'P=sina, OP = cosa, AN' = tanga,
ON' = séccc :?= v^n-tang*a.
Une des quatre dernières lignes suffit pour déterminer chacune des trois autres \ et quand l'expression obtenue comporte un radical, on lui donne pour la généraliser le double
signe ±.
40. On conclut aisément de ce qui précède qu'e^ji général, étant donnés le signe et la grandeur d'une des trois lignes trigonomé triques principales d'un angle uOx, et le signe seulement de Tune des deux autres, la direction Ou, dans le plan xOy, est complètement déterminée.
4**. Direction d'une droite hors des plans coordonnés.
41. Considérons maintenant le cas ou la droite Ou, dont il s'agit de définir la direction , n'est dans aucun des plans coordonnés, et supposons , pour plus de simplicité , que ces plans soient perpendiculaires les uns aux autres
Prenons encore sur la partie positive de la droite Ou, un point M, à une distance r de Torigine O, et appelons a?,j^, Zy les coordonnées de ce point; il est évident que la direcûbn Ou sera connue si Ton connaît les rapports
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- 5 - > - (rapports algébriques, c'est-à-dire positifs ou négatifs, chacun étant de même signe que son antécédent) : car, en prenant r à volonté, on en conclura les valeurs des trois coordonnées, c'est-à-dire leurs longueurs et leurs sens^ ce qui déterminera la situation du point IM (13).
La droite MP qui joint l'extrémité de r à l'extrémité de l'abscisse x, .est perpendiculaire à Ox. Il s'ensuit que x serait également l'abscisse rectangulaire du point M dans le plan xOu.
On a donc (32)
■j;=cos (u, x); et de même
^=cos(u, y), ^=cos(u,ai).
Ainsi la direction de la droite Ou est déterminée par les cosinus des trois angles quL elle fait ai^ec les trois axes coordonnés.
42. Ces trois cosinus ne peuvent pas être pris arbitrairement.. En effet, on a entre les coordonnées rectangulaires a:, /, z, du point M, la relation (19)
a:* -h y' -h -8* = r' ou
qui, lorsqu'on y substitue les valeurs du numéro précédent, devient
cos* (tt, x) -h cos* («, y) 4- cos' (m, z) =si.
Cette équation exprime un théorème qu'il importe de retenir.
26 EXP&ESSIOItf
Il en résulte cette conséquence que, lorsque Ton se donne les cosinus des angles qu'une droite Ou fait avec deuT des axes coordonnés rectangulaires, il ne reste d'indéterminé que le signe du cosinus de son angle avec le troisième axe.
43. Remarque. Donner le cosinus de Fangle qu'une droite fait avec un axe, c'est faire connaître une nappe de surface conique de révolution sur laquelle se trouve cette droite. Si l'on donne deux cosinus relatifs à deux axes différents, la droite est l'une des deux génératrices d'intersection de deux nappes coniques déterminées; il suffit, pour compléter la détermination de la droite, de savoir si l'angle qu'elle fait avec le troisième axe est aigu ou obtus, et c'est ce qu'apprend le signe de son cosinus.
§ III. EXPRESSION TRIG0N0M£TRIQU£ DE LÀ PROJEGTIOTï ORTHOGO- NALE d'une DROITE ou d'uN CONTOUR POLYGONAL SUR UN AXE.
44. Soient deux axes coordonnés rectangulaires Ox, Oy (fie' ^) ®^ soient, dans le même plan, deux points M', M'', dont les coordonnées sont x\ y', x", y". Les projections x" — x'^ y" — y\ de la droite M'M", peuvent être exprimées en fonctions de la longueur M' M'', et de l'angle que cette droite, prise dans le sens M' M'', fait avec Ox.
En effet, si l'on mène M'X et M'Y, parallèles à Ox et à Oy, et de même sens, les coordonnées Xy V, du point M, par rapport à ces nouveaux axes rectangulaires, seront des mêmes grandeurs et des mêmes signes que les projections x" — x^^y"—y\ et l'angle de M'M'' avec M'X sera de même grandeur et de même signe qu'avec Ox. Or, par les définitions du n® 32, on a, en faisant M'M" == m,
X= w. cos (u, X), J^= w sin (u, X).
Donc, si l'on représente par (u, x) l'angle que la droite
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M'M" fait avec l'axe des x, on a pour les projections orthogonales de M' M''
j!' — x'= i£Cos (u, x), y — y = Msin(u, x).
On remarquera qne, dans ces formules, les lettres x", a/, y, y^ des premiers membres, représentent des longueurs affectées de signes : la lettre u, hors de la parenthèse, est une longueur seulement; les lettres u et x, dans la parenthèse, désignent la droite M' M'' et Taxe de projection, considérés quant à leurs directions.
jd* — ii/= u cos (u, x)
est également vraie pour la proj^tion orthogonale d'une droite sur un axe Ox qui ne serait pas dans un même plan avec la droite, pourvu que par Y angle des deux droites quelconques dans Vespace on entende V angle quon obtient en faisant partir d'un point quelconque deux côtés parallèles à ces droites , et de même sens quelles.
En effet, la projection orthogonale P'P' [fig. 9) de la droite M'IVF sur l'axe Ox s'obtient en menant par M' et M" deux plans M' CP, M'^CF', perpendiculaires à Ox, et le rencontrant en V et P'. Si, par M', on mène M'X parallèle à Ox, et de même sens, la projection M'N ou X, de M'M'^, sur ce nouvel axe, sera de même loijgueur et de même signe que V P'', puisque ce sont deux parallèles de même sens comprises entre deux plans parallèles. Or, la ligne projetante M''N étant perpendiculaire à M'N, on a, comme au numéro précédent,
M'NouX=Mcos (u, X),
donc
x'' — x'= tt cos (u, x);
c'est-à-dire que la projection orthogonale d'une droite sur
a8 EXPRESSION
un axe quelconque est égale ( même grandeur et même signe ) au produit de la longueur de cette droite par le cosinus de r angle qii elle fait avec Taxe.
46. De cette proposition, et de celle du n^ 22, on tire la conséquence suivante, dont nous ferons un fréquent usage :
Théorème. Si un chemin polygonal M' M'' M'"... M conduit du point M' au point M, la somme algébrique des produits des chemins rectilignes partieh M' M'', WM"^..,^ multipliés chacun par le cosinus de F angle qti il forme avec un axe quelconque^ est égale à la projection orthogonale du chemin direct M' M sur le même axe.
La formule qui renferme ce théorème est
X — x' = i/ cos (u', x) -}- m" cos (u'', x) -t- tt'" cos (u"\ x),..
et s'exprime en abrégé par
X — a/ = 2 licos (u, x),
en remplaçant par la notation 2 le mot somme appliqué à une suite de termes semblables, et en désignant par u la longueur de chacun des côtés du contour, dont Tangle (u, x) avec Taxe doit être pris en ayant égard au sens dans lequel ce côté est décrit.
47. La formule du n? 45, étant appliquée aux projections d'une droite u sur trois axes coordonnés rectangulaires, donne
x" — x" = u cos (u, x),
/ — y =MCos (u, y),
z" z' =M cos (u, z).
En y joignant l'équation du n** 24
(x^'—xfy -H (f—yy -^ {z"—zy=u\
on voit qu'il suffit de connaître les longueurs et les signes
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des trois projections x!' — ^',y — ^ ^ z" — z'^ pour en conclure la longueur li, puis les grandeurs des trois cosinus^ qui ont d'ailleurs les mêmes signes que les projections.
_48. Problème. Connaissant les coordonnées x, y, z, iTun point M relativement à trois axes coordonnés quelconques Ox, Oy, Oz, trousser V abscisse orthogonale X du même point y comptée à partir de la même origine O, sur un axe OlL^Jaisant^ auec les trois axes coordonnés^ des angles connus.
L'abscisse x et deux parallèles aux coordonnées j^, z, forment un chemin polygonal conduisant de l'origine O au point M (14), et la somme algébrique de leurs projections orthogonales sur OX est égale à X^ projection de OM sur le même axe (22). Diaprés cela, supposant les coordonnées X, r, ^, positives, on a (46)
X=a:cos (x, X)-\-jr cos (y, X) -h z cos (Z5X),
les parenthèses indiquant les angles du nouvel axe OX, pris dans son sens positif, avec les trois coordonnées, ou, ce qui est la même chose, avec les trois axes coordonnés, pris dans leur sens positif. Maintenant, si Tune des coordonnées, x par exemple, était négative, il est clair que sa projection devrait avoir un signe contraire à celui quelle aurait eu dans la première hypothèse; or il suffit, pour cela, dans le produit X cos (x, X), de donner à la valeur particulière de x, premier facteur de ce produit , le signe qui lui appartient d'après son sens, et d'entendre toujours par la notation (x, X) l'angle des axes Ox, OX, donné d'après l'énoncé de la question.
49. Problème. Connaissant les angles que deux droites quelconques ou leurs parallèles de même sens OX, OY, font avec trois axes rectangulaires O x, Oy, Oz, trouver le cosinus de V angle (X, Y) des deux droites entre elles.
3o FOItMULBS
Sur la parlie positive de la droite OY prenons une longneor OM désignée par 1^; sa projection orth<^naIe, ou Tabscisse du point M sur la droite OX, sera
X= rcos (X, Y),
et les coordonnées x,y, 2, du même point M, seront
x = Jrcos (Y, x), ^=^€05 (Y, y), z = Y cos (Y, z).
La substitution de ces expressions dans l'équation du numéro précédent donne, le facteur Y étant supprimé,
cos (X, Y) r= cos (X, x) cos (Y, x) -h cos (X, y) cos (Y, y)
cos (X, z) cos (Y, z).
IV. FORMULES DE TRIGONOMÉTRIE PLANE
51 . Théorème. Deux angles a, — a^ de même grandeur et de signes contraires^ ont le même cosinus^ et des sinus de même grandeur , mais de signes contraires.
En effet, si x et jr sont les coordonnées de l'extrémité M de l'arc de rayon rqui mesure l'angle a, et si x' et y' sont les coordonnées de l'extrémité M' de l'arc de même rayon qui mesure l'angle — a, il est aisé de voir que, les deux points M, M' étant symétriquement placés par rapport à l'axe desx, on a
' xr=zoc! et y =^ — ^j',
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ce qui, d'après les formules
x'=rcos ( — a), y=:=tsin ( — a),
conduit évidemment à la double proposition élancée, savoir :
sin ( — a) = — sina, cos ( — aV^cosa.
52. Corollaire. Des équations jp==x' et j^= — j^', on tire, d'après les définitions du n° 32,
tang( — a) = — tanga, cot( — «) = — cota, sec ( — a) = séc a, coséc( — a) = — coséca.
53. Théorème. St la somme algébrique de deux angles vaut un angle droit positif y ou, en d'autres termes, si deux angles sont algébriquement compléments Vun de Vautre,^ le sinus de Vun de ces angles est égal au cosinus de r autre.
C'est ce qu'exprime Tune ou l'autre des équations
sina = cos(90^ — a) et cosa = sin(9o° — a),
a étant un angle quelconque, positif ou négatif, d'une valeur absolue plus petite ou plus grande que 90**, mais l'un des angles a et go*^ — a étant nécessairement positif.
Démonstration, i^. Si les deux angles sont positifs, et qu'on ait a-ha'= 90**, chacun d'eux est plus petit qu'un angle droit. Il faut démontrer qu'on a
sina = cosa', cosa=sîna'.
Soit a {fig. 6) l'angle M'Ox 5 a' est donc égal à M'Oy. On a, par les définitions du n° 32,
yz=tsin<x^ a' = rcosrt.
Mais X peut être considérée comme ordonnée M'Q, et y
comme abscisse OQ, du point M^^ et, puisque la droite O'M fait, avec Taxe des abscisses, dans ce cas, Tangle a', on a
x=rsina', j' = rcosa'.
On* tire de ces quatre équations les relations énoncées. •
2®. Si l'un des angles est négatif, et qu'on ait a' — ol"=^qo^^ en désignant par a' et a" àes valeurs absolues, il faut démontrer qu'on a
sina' = cos ( — a") et cosa' = sin ( — a"),
ou, ce qui revient au même (51 ),
sin a ' = cos a" et cos a ' = — sin a."
pour des angles absolus a', û/', dont la différence a' — a" est de 90**, c'est-à-dire que, si la différence de deux angles vaut un angle droite le sinus du plus grand est égal au cosinus du plus petite et le cosinus du premier a la même valeur numérique que le sinus du second^ mais un signe contraire.
Pour le démontrer, soit {fi^- 10) M"Ox = a", le plus petit des deux angles, et M'Ox =a', qui excède a'* d'un augle droit. Quels que soient d'ailleurs ces deux angles, les deux points M'', M', sont aux deux extrémités d'un arc de 90°, sur une circonférence ayant l'origine des coordonnées pour centre^ d'où il est facile de conclure, en examinant tous les cas possibles, que l'ordonnée d'un quelconque de ces points a la même grandeur absolue que l'abscisse de l'autre; mais que l'abscisse du point M', le plus avancé des deux sur la circonférence, est de signe contraire à l'ordonnée de l'autre point M'', tandis que l'ordonnée de M' a le même signe que l'abscisse de M". Ainsi
y'=zx" et x' = — j".
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Or, en substituant dans ces équations les valeurs générales
y'=rsin(x\ af=rcosa\ x'' = rcosa'', y^=rsina",
on arrive aux relations qu'il fallait démontrer :
sina' = cosa'' et cosa' = — sina''.
54. Corollaire I. Si la somme algébrique de deux angles vaut un angle droit positifs le produit de leurs tangentes est égal à l'unité, ou, ce qui revient au même, la tangente de Vun est égale à la cotangente de t autre •
En effet, a et a' satisfaisant à Téquation
les relations
sina —
cos a',
cos a
"— sina
tanga —
sina
cos a
tanga'
sina'
COSa'
conduisent à
tanga tanga'
ou tar
iga=c
Corollaire II. Si la différence de deux angles vaut un angle droit positifs le produit de leurs tangentes est égal à — I.
En effet, de a— ^a' = 9o® on conclut
sina = cosa', cosa = — sina', d'où, en divisant,
tanga == — — -; , ou tanga tanga' = — i .
55. Prorlème. Trouver les expressions de sin [a ± b) et de cos [a±b) en fonctions de sina, cosa, sin& etcosi»
Soient deux axes rectangulaires Ox et Oy, dont le second fait avec le premier un angle droit positif, et soient
dans le même plan deux droites OA et OB, qui fout avec Ox deux angles quelconques, positifs ou négatifs. Posons xOA =a et xOB = i, et appliquons la formule générale du n° 49, dont le dernier terme disparait, parce que Taxe Oz est perpendiculaire aux droites OA et OB. L'angle de OA avec OB étant, dans tous les cas possibles (31), exprimé par la différence a — ft, nous avons (49)
cos (a — b) = cosa cosi-f-cosAOy cosBOy.
Or il est aisé de voir, en faisant au besoin une figure où Ion donne soit à OA, soit à OB des directions qui embrassent tous les cas possibles, qu'on a toujours
AOy=±:(9o« — fl) et BOy= ±(90° — è),
et par conséquent (51 et 53)
cosAOy=sina et cosBOy = cosè.
L'équation ci -dessus devient donc
cos [a — b) = cosa cos A -h sina sini,
et répond à l'une des parties de la question proposée.
En remplaçant dans celte formule b par — i, on a avec la même généralité
cos (a -1- i ) = cosrt cos b — sin a sin b.
Pour obtenir sin (/ï-f-è), il suffit de remarquer (53) que cette quantité est la même que cos (90° — a — i), et d'appliquer la formule de cos (a — b) en remplaçant a par 90° — a, et conséquemment cosa par sin a, et vice versa. On obtient ainsi la formule générale
sin (a-+-è) =sinacosfe -h cosa sin &, et, en y remplaçant b par — è,
sin (a — è)== sina cos i — cos a sin i.
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Les quatre formules qui précèdent, et dont une quelconque permet de conclure les trois autres, se résument ainsi :
sin (a±b) = sinû cosA±: cosa sini, cos (adzb) = cosrt cosè if: sin a sin b.
Cas particuliers : i® b = a^ iP b =z ia
\^. sinaa = 2 sinacosa,
cos 2 a = cos* a — sin* a = i — 2 sin* a,
ou
cos 2 A = 2 cos*a — I .
En remplaçant ia paf a, et par conséquent a par \ a, on lire de ces deux dernières formules
iin - a = i / -
, , I — cosa sin - a = i / '
cos^a=y/i.
. . . cosa cos
Exemple. ^ = 90°, sin 45*^= cos 45" = - v^2.
. 2". On trouvera aisément
sin 3 a = 3 sin a — 4^^^'^ et
cos 3 a = 4 cos'a — 3 cosa.
CALCUL DES LIGNES
d'où
— I ± V^i -4- lane"^ 2 a lan£;a = 2
tang2a
_ ^ Stanga — tang'a
2°. lang3a = ^ ——
I — 3tang'a
59. En combinant par addition et soustraction les expressions trouvées au n° 55 , on a
sîn(a H-fc) -h sin(â — b) = asinacosi, sin(û -+- h) — sin(a — b) = skcosâsini, cos(a -\- b) -|-cos(a — i).= acosacosft, cos(a -+- b) — cos(a — b) =:= — 2sinasiu&.
Faisons
a -^ b =:^p et a^^b =.q^ d'où
a^P±J- et i=£ZLi;
nous obtenons
smp -+- sin a = 1 sin ^ ^ cos '- ^ j
sinp — sm q = 2 cos ^- ■ sm ^- 2 ,
P-+- q p — q cosp ■+- cos<7 = 2 cos ^^ cos *- ^ >
cos^ — cosp =: 2 sm ^^ 2 sin ^ 2 ,
formules qui servent à transformer une somme ou une différence en un produit (79 et 80).
Des deux premières on tire
. . lang^ ^
sinp -+■ sin q 2
sinp — sincr ^ p — q ^ ^ tang i- i
relation qui sert dans la résolution des triangles (67).
TRIGONOMÉTRIQUES
60. Nous avons dit (36) que l'on possède des tables qui font connaître, au degré d'approximation désirable, les rapports appelés communément lignes trigonométriques d'un angle aigu quelconque. Ces tables ont été calculées par des méthodes ingénieuses et savantes qu'on peut étudier dans les ouvrages spéciaux sur cette matière. Il nous suffit de faire comprendre ici la possibilité d'arriver aux mêmes résultats à l'aide des formules qui viennent d^ètre démontrées.
Nous remarquerons d'abord que, lorsqu'un angle est très-petit , l'arc qui , ayant pour rayon l'unité , lui sert de mesure , est sensiblement égal à son ^inus \ ce qui signifie que, si Ton fait décroître indéfiniment Vangle^ le rapport de Varc au sinus approche autant quon veut de V unité.
En effet, si l'on suppose dans \^fig. 6 le rayon OA = i et l'angle AOM'= a, ïordonnéê M'P et la tangente AN' auront précisément pouf expressions celles de sina et de tanga (32) 5 et si l'on compare l'arc AM' à l'ordonnée M'P, et l'aire du secteur OAM' à celle du triangle OAN', on établira les inégalités suivantes :
1*^. M'P< corde A]Vr< arc AM',
d'où
sin a <C^ arc a \
dont
arc a ^
sma a°. secteur OAM' < triangle OAN',
-OA Xarca<:;-OA X langa,
d'où (39)
sina
arc« <;^
ces a
4o RÉSOLUTION
61 . Au moyen de ces deux nombres et des formules da n® 56, on pourrait obtenir les valeurs des sinus et cosinus de tous les angles différant entre eux de lo^ depuis o jusqu'à 4S^9 et les résultats ainsi obtenus s'appliqueraient immédiatement à tous les angles depuis 4^ jusqu'à 90^, attendu que le sinus et le cosinus d'un angle sont respectivement le cosinus et le sinus de Tangle complément du premier.
Quant aux autres lignes trigonométriqnes, on les dé-
sina
COSQt
terminerait ensuite à l'aide de la formule tanga = ^^^^ et de la septième remarque du n^ 35.
§ y. RÉSOLUTION DES TRIANGLES RECTILIGNES.
1°. Triangles rectangles.
62. Quatre cas différents se présentent dans la résolution d'un triangle rectangle ABC , suivant que l'on donne
I®. L'hypoténuse et les angles^
2®. L'hypoténuse et un côté d'angle droit ,
3®. Un côté d'angle droit et les angles ,
4*** Deux côtés d'angle droit.
En appliquant les définitions du n® 32, et en y remplaçant r par l'hypoténuse du triangle, on vérifiera facilement le tableau suivant , dans lequel a représente Thypoténuse , i et c les côtés opposés aux angles aigus B, C. Quand l'un de ces angles est donné, l'autre s'en déduit.
DES TRIANGLES REGTILIGNES.
DONNEES
a", fl , b,
ô = «8inB, c=:flcosB.
sinB ou cosC= -; c=}/[a-\-b)[a-'b)\ à posteriori c = a cosB ou c = b tangC.
tangB= -;
à posteriori a
cosB
ou a
sinB
63. Les tables trigonomé triques en usage donnent les logarithmes des lignes ou rapports trigonométriques , au lieu de leurs valeurs numériques. I) en résulte l'avantage de n'avoir à faire que des additions et des soustractions pour appliquer les formules ci-dessus. Nous expliquerons plus loin Tusage qu'on fait de ces tables.
a°. Résolution des triangles obliquangles.
64. I®'^ Cas. On donne les angles et un côté a , en désignant parmi les angles connus V angle A opposé à ce côté*
Du sommet C abaissons (^g^. ii) la perpendiculaire A sur le côté opposé c , et , soit que les angles A et 6 soient aigus , ou que Tun d'eux soit obtus , nous aurons
ArrzflsînB, A = /;sinA, ou
^sinB
sinA
L'équation générale TT = -r—p démontre ce théorème:
Dans un triangle rectiligne quelconque^ les sinus des an-- \ 8^^^ ^^^^ proportionnels aux côtés opposés.
65. IP Cas. On donne deux côtés, a et è, et V angle A, opposé à l'un d^eux , a.
D'après le théorème précédent, on a
. „ AsinA
sinB = j
puis
C = i8oo— (A + B) et c = ^|î2j2.
^ ' smA
Au plus petit des deux côtés <z, &, est opposé le plus petit des deux angles A, B. Donc, si a>è, B est aigu, son sinus suffit pour le déterminer; il y a toujours une solution.
Sia<^b, l'angle A donné {fig. 12) est aigu; B peut être aigu ou obtus pour le même sinus. Donc il y a deux solutions , pourvu qu'on trouve
. r> ^ ^sinA .
sinB*^! ou <ri,
on a^b sinA, c'est-à-dire a^h.
Si Ton demandait immédiatement le côté c, il faudrait poser
c = AD ziz DB =b cos A dz ^a^' — b^sm^A.
66. IIP Cas. On donne deux côtés ^ a, i, et V angle compris C.
1^. On demande à priori le côté c.
Soient X ex, y les coordonnées rectangulaires du point B {fig. i3), CA étant pris pour axe des a: et C pour origine ;
X est négative si l'angle est obtus. Dans tous les cas on a
c^=j-^ -f- {b — .r)% y^=za^ — x^, x = a cosC. Les deux prcmicrrs équalioj»s, ajoutées membre à mem-
DES TRIANGLES RECTILIGNES. /\i
bre, donnent la relation connue en géométrie élémentaire
c* = a* 4- i' — 2 ix 5 et, en y substituant l'expression de j:, on a
c' = «» -h 6* — 2 ai cos C.
c étant ainsi déterminé, on rentre dans le premier cas (64).
7? On peut déterminer à priori l'angle A par sa tangente. Soit que C soit aigu ou obtus, et quelle que soit aussi la grandeur de Â, on a
X «sinC
tangA
b — X b — «cosC
La grandeur et le signe de tangA faisant connaître A, et par suite B^ on rentre dans le premier cas (64), et Ton calcule c par Tune des deux formules suivantes :
asinC ôsinC
smA smB
Il est bon de vérifier si les angles A, B, trouvés» satisfont à la condition (64)
sinA sinB
3°. Autre solution ^(j^u* on présente ordinairement comme plus propre à l'emploi des logarithmes, quoiqu'elle n'exige pas moins de calculs que la précédente pour arriver aux inconnues A, B et c.
C fait connaître A -t- B -, on cherche A -— B.
De la relation
sinA a
on conclut
sinB b
sinA — sinB a — h
sinA-f-îvïnB a-\-b
IV® Cas. On donne les trois côtés
La formule démontrée au commencement du numéro précédent donne
a* = b* + c^ — a ic cos A, soit que l'angle A soit aigu ou obtus. Donc
cosA =
2bc
Pour obtenir une formule plus propre à l'emploi des logarithmes, on reconnaît à l'inspection de la première équation l'utilité de remplacer cos A par un binôme dont un terme soit égal à l'unité, savoir (56) :
cosA = i — 2sîn*— ou cosA=2COs' 1.
Cette équation devient ainsi Tune des suivantes :
4 bc sin* — =a' — [b — c)*=: [a-hb — c) (a-i-c — i),
4 hc cos'— = (fe + c)* — a' = (a+ft-hc) (h-hc — a)..
FORMULES DE TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE
En posant, pour abréger,
a H- J + c = 2^, on obtient
sm- = K/^P-''l'f-'y
et
d'où
eos-=i/d£=I^.
^^.Ap-b][p-c)
tang^=:i/A /--;^^-^^ ^2 V /) (p-«)
L*angle — étant nécessairement <[ 90°, se trouve déterminé par l'une de ces trois formules. Quand il diffère peu de 90®, il vaut mieux le déterminer par son cosinus que par son sinus. C'est le contraire quand il est petit. A étant trouvé, on calcule de même B^ puis C pour vérification.
VI. TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE
69. Trois arcs de grands cercles, qui joignent trois points situés sur une même sphère, forment un triangle sphé" rique. Les trois côtés s'évaluent ordinairement en degrés ; les angles sont ceux que forment les tangentes aux côtés en leurs points d'intersection.
A tout triangle sphérique correspond un angl« trièdre, dont les arêtes sont les droites menées du centre de la sphère aux trois sommets du triangle. Les angles plans o\x faces du trièdre sont mesurés par les côtés du triangle sphérique, et les angles dièdres des faces ont la même mesure et la même expression que les angles de ce triangle.
Les problèmes où au moyen de données suffisantes on se propose de calculer les côtés ou les angles inconnus d'un triangle sphérique, sont précisément les mêmes que ceux où il s'agit de calculer les faces ou les angles dièdres d'uu angle trièdre. C'est ce dernier point de vue que nous adoptons pour rechercher les relations qui existent entre quatre des six quantités, côtés ou angles d'un triangle sphérique. Il n^y a que quatre combinaisons distinctes a étudier.
70. 1°. Formule fondàmeutale. Relation entre les trois côtés et un angle. Pour trouver cette relation, supposons que, donnant deux faces b el c d'un trièdre et l'angle compris A, on demande la troisième face a opposée à A. Prenons pour plan de \aL fig. i^ celui de la face b représentée en POP'. Soient rabattues sur ce même plan les faces c et a, savoir : la face c en POM et la face a en P'OM'. Pour reformer le trièdre, il suffirait de faire tourner la face c autour de l'arête OP, et la face a autour de OP', jusqu'à ce que les deux côtés OM et OM' vinssent à coïncider et former ainsi la troisième arête dans l'espace . Cherchons sur la figure la projection d'un point de cette arête, et, pour cela, supposons que, dans le rabattement des faces latérales, ce point soit venu en M sur le côté rabattu de la face c, et en M' sur celui de la face a. Les deux distances OM et OM' sont égales. Les deux points M. et M', en tournant, l'un autour de OP, l'autre autour de OP', ne sortent pas des plans projetés dans la figure suivant les droites MPN et M'P'N, respectivement perpendiculaires aux charnières. Donc les
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deux points M et M' se réunissent dans l'espace en un point, dont la projection est l'intersection N, et dont la distance à ce point est l'ordonnée d'une circonférence ayant son centre en P et son rayon égal à PM. En rabattant cette circonférence autour de MN, et achevant le triangle rectangle PNMi 5 on obtient non-seulement la distance NMj , dont nous venons de parler, mais l'angle rectiligne MjPN qui mesure l'angle dièdre des deux faces b et c, angle que nous désignons par A, comme opposé à la face a.
La construction que nous venons de rappeler^ et qui est enseignée dans les traités de Géométrie descriptive, se traduit très-aisément en une formule de Trigonométrie. Menons PQ perpendiculaire à OP' et NR parallèle et égal à PQ. Posons OM = OM' = r. Nous avons, en remarquant que PN = PMi cosA, et PMi = PM = rsinc,
rcosa = OP' = OQ + RN =:OPcosi + PNsini = r cosc cosb -\- rsinc cosA sinb.
Ainsi, en supprimant le facteur r, que nous aurions pu à ^non faire égal à i, nous obtenons la relation cherchée, qui s'applique évidemment à un quelconque des trois angles dièdres. On a donc, au moyen d'une permutation tour^ nante^ dans laquelle les lettres se remplacent dans Tordre a^ b^ c, a,
[ cosa = cosi cosc + sine sine cos A, (i) < cosi = cosc cosû -f- sine sinacosB,
cosc= cos a cosi 4- sin« sinJ cosC.
71. a°. Relation entre deux côtés a, c et les angles opposés A, C. On peut conclure celte relation des équations précédentes \ mais on l'obtient immédiatement d'après \aL fig. 1 4, dans laquelle le triangle P'NMj , analogue à
PNMi, donne Tanglc dièdre C, opposé à la face c. On a
c'est-à-dire
r sînc sin A = r sina sinC.
DonC) en général,
sin A sinC sinB
sina sine sin 6
72. 3°. Relation entre deux côtés b et c, t angle A quHh comprennent^ et un autre angle C ou B. Soit à trouver une équation entre £, c, A et C. On Tobtiendrait en éliminant a entre deux des équations (i); mais plus simplement, d'après la fig.i^y en remarquant qu'avec les données i, c, A, on. pourrait construire OMP, PNMi, NP', et par suite NP'M^, on a
NM
NF "" PQ — PiNcos6
sine sin A
cos c sin b — sine cos A cos b
ou bien
cotC sînA = cote siui — cosi co^.
Oh a de même, eu égard aux permutations possibles :
coiB sin A = coti sin i* — cos e cos A, cotA sinB = cota sine — cose cosB, (3) { cotC sinB = cote sina — cosa cosB,
cotB sinC = coti sina — cosa cosG, cot A sinC = cota sini — cosi cosC.
73 Triangles ou trièdres supplémentaires. La proposition que nous allons exposer sert à obtenir une relation entre les trois faces et un des angles dièdres d'un an**
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gle trîèdre. L'équation qui Texpriine peut, il est vrai, se déduire des équations (i) par Télimination de deux faces; mais on y parvient d^une manière plus simple et plus facile à fixer dans la mémoire par la considération d'un trièdre auxiliaire.
Quel que soit le premier trièdre OABG [fig. i5), abaissons d'un point C, pris dans son intérieur, une perpendiculaire sur cliacunede ses faces, savoir : O'A' perpendiculaire sur la face BOC ou a, O'B' sur la face COA ou i, O'C sur la face AOB ou c.
Nous formons ainsi un second angle trièdre, dont le sommet est O', et dont les faces rencontrent celles du premier suivant lés droites A'B, BC, C'A, AB', B'C, CA'. Il en résulte un hexaèdre, dont les sommets O et O' sont diagonalement opposés, et qui deviendrait un parallélipipède rectangle dans le cas particulier où le trièdre primitif aurait chacune de ses trois faces égale à un angle droit.
Par construction, les trois arêtes O'A', O'B', O'C du second trièdre sont perpendiculaires aux faces a, &, c du premier. Il s'ensuit que, réciproquement, les trois arêtes OA, OB, OC du premier, sont perpendiculaires aux faces a', b\ c' du second ( nous désignons ainsi les faces respectivement opposées aux arêtes O'A', O'B', O'C). En effet, par exemple la face a' ou B'O'C étant perpendiculaire au plan OAB'C (à cause de la perpendiculaire O'B') et au plan OAB'C (à cause de la perpendiculaire O'C), est par conséquent perpendiculaire à leur intersection OA.
De là cette conséquence importante : que les faces de chacun des deux trièdres sont, quant à leur mesure, les suppléments des angles dièdres de l'autre , car, par exemple, la face B'O'C ou a' étant perpendiculaire à VarêteOA, l'angle dièdre C'OAB' ou A a pour mesure l'angle rectiligne C'AB', lequel est supplément de l'angle B'O'C, puisque les angles O'C A, O'B' A sont droits.
5o FORMULES DE tlllCONOltÉTRIE SPh£RIQI:E.
En généralisant celte remarque, ou voit que si
a ^ b ^ c sont les faces du premier trièdre,
A, B, C les angles dièdres qui leur sont opposés, «
a', b\ c' les faces du deuxième trièdre respeclî veinent peipendiculaires aux arêtes des angles A, B, C,
A', B', C! les angles dièdres opposés aux faces c/^ V ^ c\ on a entre les mesures en degrés de ces angles les relations :
i8o« = AH-a' = B-|-i' = C + c' = A'-ha =B'+& = C-f- c,^
C'est en venu de cette propriété que les deux angles trièdres sont dits supplémentaires Tun de l'autre.
11 e$i clair qu'à deux triédres ainsi constitués répondent deux triangles sphériques^ dont les côtés et les angles ont les mêmes valeurs numériques, et par conséquent les mêmes relations que les douze quantités que nous venons d'écrire. Ces triangles sphériques sont dits supplémentaires l'un de Tautre.
74. 4^« Relation entre les trois angles et un côté rTun triangle sphérigue. C'est celle qui existe entre les angles dièdres A, B, C d'un trièdre et la face opposée à Pun d'eux -, et elle se rattache à celle qui a lieu entre les trois faces a', 6', c' du trièdre supplémentaire et l'angle dièdre opposé à l'une d'elles.
Les formules (i) du n° 70, appliquées aux angles a', h\ c\ A', B' et C qu'on remplace ensuite par leurs valeurs i8o^— A, i8o*>— B, i8o^— C, i8o°— a, i8o°— t, i8o«— c, deviennent, par changement de signes des deux membres :
cosA = — cosB cosC H- sinB sinC cosa, (4) {cosB = — cosCcosA -h sinC sinA cosi,
cos C = — ces A cos B -h sin A sin B ces c.
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Résolution des triangles sphériques.
75. Les six cas différents deviennent analogues deux a deux par la considération du triangle supplémentaire.
P*^ Cas. Sont donnés les trois côtés. Les équations (i) déterminent les cosinus des angles.
n® Cas. Sont donnés les trois angles. Les trois équa* tions (4) font connaître les cosinus des côtés.
nP Cas. Sont donnés deux côtés et F angle compris. L'une des équations (i) détermine le cosinus du côté inconnu. Le reste du calcul rentre dans le P*^ Cas.
On peut rendre l'équation (i) plus propre à Temploi des logarithmes au moyen d'un angle auxiliaire. On a successivement
cosa = cosJ (cosc -\- sine tang& cosA) = cosi (cosc -h sine tang^)
cos6 , . • • V
= s (coscp cosc -h sino sine),
COSf ^ ^ ^ '
de sorte que l'angle a est détenniné par .les deux équations
très-simples
tangf) = tangé cosA et
cosb , .
cosa = cos (e — cp).
cos <p ^ • '
IV* Cas. Sont donnés deux angles et le côté compris^ L'une des équations (4) fait connaître le cosinus de l'angle inconnu; le reste rentre dans le IP Cas.
On peut faire subir à Téqualion (4) une transformation analogue à celle qui vient d'être indiquée pour l'équation (i).
V* Cas. Sont donnés deux côtés a, b et Vangle A o/?-
posé à Vun cl eux. La formule ['i) serl à calculer Tangle B opposé au second côlé donné.
Pour calculer Tangle C au moyen des donnéfîs a, b et A, on a Tune des équations (3) :
cotA sinC -hcosi cosC = cota sini;
mais cette équation, n^étant pas immédiatement applicable^ parce qu^elle contient deux inconnues, sinC et cosC, on la transforme au moyen d'un angle auxiliaire ^. On a successivement
cota sinft = cosi f j-sinC H- cosC
\ coso
= cosi (tangf sinC -|- cosC) = (sino? sinC H- cosopcosC)
COS<p ^ ' ^ '
cos6 .^ .
= cos (C — ç).
COS<p ^ ^'
En définitive, Taugle C se trouve délernii né par les deux
équations très-simples
cot A
tanscp = r
^^ cos^
et
cos (C — ?) = cota tangè cosy.
C étant connu, ainsi que A et a, on trouvera c par la formule (2).
On peut aussi calculer le côté c directement en partant de la première des formules (1), qu'on remplace par le système de deux équations
cot (p' = tang b cos A , et
siu (c -f- 9') = j-^ .
^ ' ' cos 6
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VP Cas. Sont donnés deux angles A^ B et te côté a opposé à Vun d'yeux, La formule (2) sert à calculer \it côlé b oppose au. second angle donné.
Pour calculer le troisième côté c, on a Tune des équations (3) qu'on transforme comme dans le V*' Cas :
cot A sinB = cota sine — cosc cosB
« / cot a . ^
= cos D = sin c — cosc
\cosB
= cosB(cotçsinc — cosc)
cosB , .. . X
= — ; — (sine cos cp — cosc sincp).
sinf ^ ^ ^'
En définitive c est déterminé par les deux équations
col a
coiy = S
^ cosB
et
sin (c — (f) = tangB cotB sinç ;
e étant connu , on trouvera C par la formule (2).
On peut calculer C directement. On trouve, en transformant la première des formules (4)9 les deux équations
cotq)' = tangB cos a et
. /^ ,v cos A sin»
sin (C — 9') = 5— i-.
^ ^ ' cosB
76. Triangles sphériques rectangles. Supposé que dans \e triangle sphérique l'angle A soit droit, en faisant cos A = o et sin A = i dans les formules (1), (2), (3) et (4) qui contiennent ces deux quantités, on obtient les formules suivantes :
RÉSOLUTIOJPf
cosa
sini
sine
tang c
tangi :
tangc:
tangi:
cosa:
COsB:
COSC:
: COS&COSC,
: sina sinB , : sin a sin C , : sinb tangC, sinctangB, tangacôsB,
tangacosC, cotBcoïC^ sinC cosi, sinBcosc.
Le tableau ci-après indique Temploi de ces équations dans la résolution de tous les cas des triangles sphériques rectangles.
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DONNKRS.
INCONNUES
FOBMULES A EMPLOYER.
COStf = ces ^ CCS C,
sinb = sinasinB,
tang^ = tangacosC.
sin^ — sinasinB,
twigc^ tengflC0«B,
cosfl — cotBootC.
sinb — sinasifiB,
tang^ — sinctangB,
cosB = sinC cos^.
tang^ = tanga cosC ,
tangcrr sin^tangC,
cosB = cos6sinC.
C08« = COSftcOSC,
tang^ = sine tangB,
tangc = sin^ tangC.
cosa — cotBcotC,
cosB — sinCcos^r,
cosC = sinBoosc.
Transformations propres è l'emploi des logarithmes. Formules
de Delambre et de Néper.
77. La formule fondamentale (i) peut sçfvîr, comme nous Favons dit, pour calculer un angle d*un triangle sphërique dont les trois côtés sont connus; mais elle se trau informe en une autre plus commode pour 1 ^emploi des loga-^ rithmes.
L'inspection de Tëquation (i)
cosâ = COS&COSC + sin& sinccosA
conduit à remplacer cosA par un binôme dont un terme soit Funité. Or (56) on a
cos A = 1 — 2 sin' — et cos A = a cos* 1 ,
et l'équation (i) devient par la substitution de ces deux expressions de cos A
cos {b — c) — cosa = 2 sinft sînc sin* — ?
cosa — cos (i 4- c) = 2 sin b sine cos* — •
Ici une seconde transformation se présente naturellement, car on sait que la différence de deux cosinus se remplace par un produit. On a en effet (59)
cos
(6 — c) — cosa= 2 sin- (a -h b — c)sin-(a -hc — b),
cosa — cos(6 -+-c) = 2sin- (a + i 4- c)sin- (i -h c — a). D'après cela ^ et si Ton pose, pour abr^er,
on obtient
sm
cos —
sin(p — b) sin(/? — c
sin 6 sine
sin/? sin (/> — a) sin b sin c
et , par suite ,
tang--
sin [p — b] sin [p — c] sin/?sin(p — a)
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Il est évident que la formule (4) doit se transformer d'une manière tout à fait analogue.
En posant
2P = A-f-B-f-C — i8o«, on trouve
. a ^ /sinPsin(A
iin - = t / — ^—
2 y sinBsi]
A — P) smt
cos
a _ / sin(B — P)sin(C — P) ^ 2 y sinBsinC
a / sinPsin(A — P)
* ^*°g 2 ■" V sin(B — P)sin(C — P)*
78. Formules de Delambre. On a vu (66) qu'il est utile, dans la résolution des triangles rectilignes, de considérer la demi-somme et la demi - différence de deux
angles. Cherchons les quantités et dans un
triangle sphérique.
En substituant les expressions précédentes de sin — et
de cos— 9 ainsi que leurs analogues sin - et cos — 9 dans la
formule de sin ( 1 1 9 on a '
sin = sin — cos — h cos — sin-
^ /s\n^ {p — b)sïn{p — c) sin/;
sin 6 sin' c sin a
sïnpsin^lp — a) sïn(p — c) sin 6 sin* c sin «
sin{p — a)-\-sin{p — b) ^ /sïnps'\n(p — c) sin c
/sïnpsin(p- V sin^sin
Or, en comparant ce dernier radical à l'expression prëcé-
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denU* de cos — » on reconoait régalilé
sînpsin p — c^ C
IL -Ç-r '- = cos
sinasmo 2
en second lieu, d'après le n° 59, on a, pour transformer une somme de sinus en un produit,
— <k SlWl ±
s\n(p — à) -f-sin(p — h) = 2sui -^ — cos
= a sin - cos ^
enfin, d'après le n° 56, on a
. c c sin c = 2 sin - cos —
Ou en conclut
c . Ah-B c a — b cos — sin = cos — cos • •
On trouve, en procédant d'une manière analogue,
c- A-f-B . C a-^b cos - cos = sin - cos '*
. 6' . A — B G . a—b sin - sin ^ = cos- sm >
, c A — B .C.a-h^ sin - cos = sm - sm
Ces quatre équations portent le nom àe formules de De-lamhre. Elles donnent, comme le dit M. Le Verrier (J?echerches astronomiques^ tome I, page 28), la solution la plus élégante de la question duIII^ Cas. Soient donnés les deux côtés a, et l'angle C qu'ils comprennent. « Les seconds membres de ces formules ne renferment que les^ (juanlités données, tandis que les premiers membres ne renferment que les inconnues. Lorsqu'on aura calculé les-
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seconds membres » les deux premières équations feront counaître 1 angle par sa tangente et en outre cos -; les
deux dernières donneront Tancle et en outre sin —
ce Connaissant ainsi sin- et cos -9 on divisera «l'un par Fau-
Ire, en sorte que le demi-côié - sera lui-même déterminé
par sa tangente » .
Si la question était celle du IV® Cas, les quantités connues seraient dans les premiers membres et les inconnues dans les seconds : on procéderait d'une manière analogue.
79. Analogies de Néper, En divisant la première formule de Delambre par la deuxième , et la troisième par la quatrième , puis la quatrième par la deuxième, et la troisième par la première ^ on trouve les formules qui portent le nom â^ analogies de Nèper, Les voici :
tane = t col - ?
cos
a — h sin
sin
lanff == 1 col - 9
, cos
tang-^— =— ^-pgUng-,
cos
sin
lane = r ^r tane-«
^•2 . A-h-B ^2 sin
6o l SAGE
Lorsc|ue l'on connaît deux angles et les côtés opposés, ces formules donnent très-aisément le troisième angle et le troisième cèié.
§ Vil. tSAGE DES TABLES DE iX>GABITHMBS DE CAJXBT.
TYPES DE CALCULS TBIGONOHfiTUQUBS.
80. Les lecteurs connaissent les propriétés générales des logarithmes, ainsi que la disposition et Pusage de la partie des tables de Callet, qui contient les logarithmes des nombres jusqu'à 108000. Us savent que, lorsqu'il s'agit d'obtenir le nombre qui répond à un logarithme, il conyient que celui-ci soit sous la forme décimale, ayant sa partie fractionnaire positive, sa partie entière étant positive ou négative, selon que le nombre est plus grand ou plus petit que I . La partie fractionnaire du logarithme ainsi écrit fait connaître, au moyen de la table, la série des chiffres significatifs (y compris les zéros intermédiaires) qui compose l'expression du nombre ; la partie entière, qui s'appelle caractéristique , détermine dans le nombre la place de la virgule. La caractéristique s'écrit immédiatement avant la virgule du logarithme 5 et, si elle est négative, elle est surmontée du signe — .
Exemple : de log x = 3 , 6 1 49^94
et de log7= 3,6149394 on conclut
j: = 4120,4 et ^ = 0,004 i2o4-
Lorsqu'on doit multiplier un logarithme négatif, on fait la multiplication à l'ordinaire, jusqu'à ce qu'on arrive à la virgule \ on multiplie ensuite la caractéristique et l'on écrit le nombre négatif, somme algébrique du produit négatif de cette multiplication el de ta retenue posilî\c donnée par la partie fractionnaire.
DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES. 6l
Exemple : 3 , 61 49394 X 2 = 5 , 2298788.
Lorsqu'on doit diviser un logarithme négatif, si la caractéristique n'est pas un multiple du diviseur, on augmente sa valeur absolue du moindre nombre nécessaire pour qu'il soit divisible, et l'on fait la division, en ayant soin d'ajouter le même nombre entier à la partie fractionnaire à diviser.
Exemple: -.5,2298788 = 3,6149394.
81 . Les sinus et cosinus étant moindres que l'unité ont leurs logarithmes négatifs. Si les tables les donnent sous la forme positive, si, par exemple, pour log sin 28° 3i' 10" on
a mis 9,678934^, au lied de i ,6789342, c'est afin de diminuer autant qu'il est possible les interlignes dans ces tables imprimées. Mais, contrairement à l'opinion de plusieurs auteurs d'ouvrages destinés à l'enseignement, il convientd'écrire toujours les logarithmes des sinus et cosinus, comme ceux de tous les nombres moindres qvie l'unité, avec leur caractéristique négative \ de sorte qu'au lieu des chiffres 9, 8, 7^ 6 et 5, qu'on voit dans les tables, à gauche de la partie fractionnaire de ces logarithmes, il est mieux de lire et
d'écrire 1 , 2, 3, 4 *^t 5 , c'esl-à-dire de retrancher les dix unités qui sont de trop (*).
La même observation s'applique aux logarithmes tangentes des angles de 0° à 45", et aux logarithmes cotangentes des angles de 45° à 90°.
Au contraire, les autres logarithmes tangentes et colangentes sont dans les tables avec leur valeur non altérée.
(*) L'emploi delà caractéristique seule négative, recommandé dans la première édition de cet ouvrage (i8.'^2) et proposé longtemps auparavant {Cours de Mathématiques de Francœur, 1819) , est adopté à l'Observatoire do Paris {Recherches aslronomiqucs de M. Le Verrier, i855).
82. Usage des tables trigonométriques . Daus les tables de logarithmes trigonométriques, chaque colonne a denx titres : Tun en haut, Tautre en bas,, disposition fondée sur ce que le sinus et la tangente d*un angle sont aussi le cosinus et la cotangen te de Tangle complément. Les minutes et secondes qui se rapportent aux titres supérieurs sont à gauche de la page, celles qui se rapportent aux titres inférieurs sont à droite.
L inspection d'une table suffit pour vérifier que le logarithme d'une tangente est la différence des logarithmes du sinus et du cosinus du même angle, et que la somme des logarithmes de la tangente et de la cotangente d'un mèm6 angle est égale à zéro^ ce qui résulte des rels^tions
sina I
tanga = et cota =
cosa tanga
Lorsque les angles contiennent des parties fractionnaires de seconde^ ces parties s'écrivent en fractions décimales de la seconde. Les tables de Callet donnent immédiatement le logarithme cherché lorsque l'angle est composé de degrés, minutes et dizaines de secondes.
Pour les autres cas, nous joignons ici un type de la disposition que nous conseillons de donner aux calculs par lesquels on trouve le logarithme demandé quand on connaît Tangle ou réciproquement.
83. Trouver les logarithmes des quatre principales lignes trigonométriques de F angle A = 8° i3' 5a'^, 76.
,i55 8ii8
agi 2
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logtengA[8'*i3'52",76] =
lo
1,996 5oo5 ai7
gcolAr8M3'6o" "1 r= ^/ - - i486
Explication. A la suite de la notation log sin A, j'écris dans une parenthèse la valeur donnée de cet angle, afin de Tavoir immédiatement sous les yeux dans l'opération à effectuer. J'écris, à la suite de celte parenthèse et du signe = , la valeur de log sin8^ i3'5o'' lue dans la table^ et audessous de la parenthèse j'écris <i=i456 : c'est la différence^ que donne également la Table, entre le logarithme écrit et celui qui suit ^ elle correspond donc à un accroissement de 10'' que prendrait l'angle. Cela (ait, je multiplie cette différence parla fraction 0,276, qui est (relativement à la dizaine de secondes prise pour unité), ce qui manque à S^iS'So'' pour faire l'angle-^. J'écris, à mesure que je les forme, les produits partiels de celte multiplication, audessous du logarithme tabulaire, en n'écrivant pas les centièmes, et me bornant à en joindre les retenues aux dîxiè-
mes. Enfin, j'ajoute ces produits partiels au logarithme tabulaire et j'obtiens , en m'arrètant au septième chiffre fractionnaire, log sinÂ = i , i558520.
La même marche s'applique au calcul du log tangA.
Elle subit une légère modification quand il s'agit du cosinus et de la cotangente.
Après log cosA j'écris dans la parenthèse, au lieu de Tangle A, l'angle immédiatement supérieur qui se trouve dans la table : c'est 8°i4' ou 8®i3'6o'', dont j'écris à la suite le logarithme cosinus donné par cette table. Ce logarithme est trop faible, puisque j^ai pris l'angle trop fort, récris au-dessous de 8° i3'6o'' la différence algébrique — 7", a4 qtt'îl faut y joindre pour avoir l'angle A. Plus bas, je pose la différence tabulaire — 3 1 , que subit le logarithme cosinus quand Tangle augmente àe lo". E^ multipliant les deux nombres négatifs — 3i et — 0,724, j'obtiens ce qu'il faut aujouler au premier logarithme écrit. Je procède dans cette opération comme dans le cas du sinus, et je trouve
log c.osA = 1,9955027.
Le calcul de logcot A est tout à fait analogue à celui de logcosA, parce que la cotangente comnie le cosinus diminue quand l'angle augmente.
Faisons les calculs pareils pour un angle supérieur à 45**. Soit B = 81° 4^' 7"»24. Nous le prenons égal au complément de A^ afin que la vérification des résultats soit très-facile. Toute explication est d'ailleurs inutile.
logsinB[8i°46' 7",a4] =
1 ,995 5oo5
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logtangB[8i°46' 7",M] = d- i486
logcosBr8i*»46'io'' 1 =
— 2,76j rf=r-i456
7,i55 8ii8 10J9
IogcotBr8i°46'io" 1 -
— 2,76_ dt= i486
T,i68 3o83 io4o
84. Trouver V angle auquel appartient une ligne tri' gonométrique dont le logarithme est donné. Exemples :
log8inA[8°i3'52",76] = i,i55 852o
logtangA[8°i3'52",76] =
logcosA[8M3'52",8 ] =
4ioo II 280
logcotA[8*»i3'52",76] = 0,8896507
fiaS
Explication. A la suite de la notation logsin A , j'ouvre une parenthèse que je laisse en blanc pour y écrire plus tard Tangle cherché. Plus loin, après le signe =^, je pose le logarithme donné. Je cherche dans la table , colonne des sinus, le logarithme qui approche le plus , au-dessous ,
du logarithme donné : je trouve i,i558ii8 qui est le logarithme de sin8° i3'5o. En conséquence, j'écris dans la parenthèse 8^ i3'5 , en laissant encore en blanc les imités et la fraction de seconde. Les trois derniers chiffres du logarithme trouvé dans la table étant différents de ceux qui sont donnés, je les écris au-dessous; et, plus bas, je mets la différence 4^2; je la multiplie par 10 et je divise 4020 par la différence tabulaire. Le quotient poussé jusqu'à ce que les unités de Tordre du dernier chiffre donné soient épuisées est le nombre 2,76 à ajouter aux 5o" d'abord obte* nues. Pour indiquer que dans la parenthèse on écrit d'abord 8°i3'5^ puis 2'', 76, ces derniers chiffres sont imprimés dans le type qui précède en caractères plus forts. .
On trouve de la même manière Tangle dont le logarithme tangente est donné. Mais la marche est un peu différente quand il s'agit du cosinus et de la cotangente.
Dans l'exemple précédent, logcosA = i^gSSSoay. Je cherche dans la table, colonne des cosinus, le logarithme qui approche le plus, en dessus , du logarithme donné : je trouve
1 ,995 5o36 = log cos 8° 1 3' 5o* J'écris dans la parenthèse 8** i3'5 en laissant en blanc les unités et la fraction de seconde. Les deux derniers chiffres du logarithme trouvé étant seuls différents de ceux du logarithme donné , je les
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écris au-desfious ^ j>lus bas , je mets la dififërence qiii dans ce cas est négative et égale à — 9, et je divise —90 par la différence tabulaire qui est — 3i. Le quotient 2,8 est le nombre à ajouter aux 5o" déjà écrites. L'angle cherché est donc 8*^ i3'52'^,8. L'approximation n'est obtenue qu'à o'^,! près, parce que la différence tabulaire étant petite n'est
. exacte qu'à moins de ^ près. En général , quand un atiglé
est petit , on doit éviter de le déterminer par son cosinus.
Cette explication s'applique à la recherche de l'angle dont on connaît le logarithme cotangente.
85. Types des calculs po^r la résolution des triangles rectilignes {*),
V Cas. Données A, B, C, a.
FORMCLE.
gsinB sinA
log8inB[2i''34'ii",44]
logr/ [2,683 86] (l = 162
SOLCTION.
Iog«8inB = 1,994 1769
log sin A [79*^57' 4o*,94] ti= 37
log/'[ 1,002 02a]
(*) Observations. Les types qui précèdent contiennent tous les chiffres et toutes les écritures nécessaires, nou'^eulement pour obtenir les quantités cherchées, mais encore pour Térifier sans écriture les calculs exécutés. Dans le 1^'^ Cas, on fait l'addition nécessaire pour avoir logasinB sans réunir séparément les parties dont se composent logsinB et loga. Ensuite pour obtepir log a sin B ^- log sin A on retranche du premier nombre les sommes partielles dont se compose le second, sans les écrire. C'est un procédé analogue à celui qu'on emploie dans la division de deui nombres entiers, où l'on se dispense d'écrire les produits du diviseur par les chiffres successifs du quotient. Le résultat de la soustraction est 0,0008764 et doit être le logarithme du nombre inconnu &, c^est ce qu'on écrit en mettant à la suite de b
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II* Cas. Donriées a, h^ A.
rORMCLBS.
6sinA
sinB =
a asinC
sinA
B = 21° 34' II", 43 C = 78.28. 7,^63 c = 2,670 57
logsiaA[79°57'4o",94] = r/= 37
log^sinA loga [2,683 86] r/=: 162
logsinB[ 2i°34'il",46] A = 79.57.40, 94 . C = 78.28. 7,60
logfl [2,683 86] logsinC[78*»28' 7*, 60] ^=43
logasinC = logsinA = ci-dessus
loge [2,670 57]
7,991 1412 3oi
une parenthèse en hlane dans laquelle on écrit ensuite le nombre qui, d'après la table , répond au logarithme qu'on vient d'obtenir.
Les types des autres cas donneraient lieu à des explications analogues que les lecteurs trouveront d'eux-mêmes en refaisant les calculs indiqués.
Nous ne croyons pas nécessaire de placer ici des types pour la disposition des écritures relatives à la résolution des triangles sphériques.
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III" Cas. Données' a, h, G.
rt = 2,683 86
tangA = ...^iiEC c» — ûCosC
osinC sinA
log«[2,683 8i6] =
IogsinCi78°28' 7^,60 = ^=43
1,991 i4i2 3oi
logcosCr78°28'io'' "j =
VIII. PROBLÈMES DIVERS DE TRIGONOMÉTRIE
86. Trigonométrie RECTiLiGNE. — I. Troui^er la distance AB (fig* 16) entre deux points inaccessibles. On mesurera unç base CD, et les quatre angles ACD, BCD, ADC, BDC que font avec elle les droites ou rayons visuels dirigés de ses extrémités C et D vers A et B. On mesurera aussi Fangle ACB qui ne sera pas la différence des angles ACD et BCD si les deux droites DA et CB ne sont pas dans un même plan. On résoudra les triangles ACD et BCD (64) •, puis connaissant les côtés CAet<]B du triangle ACB et l'angle
7 2 PROBLÈMES DIVEES
mesuré ACB qu^ils comprennent, on en conclura la distance A6( 66).
II. Réduire à V horizon un triangle dont une base est horizontale. Le point A {fig* 17) ayant été obsenré des deux extrémités d^une base horizontale BC, les côtés et les angles du triangle ABC sont supposés connus. Il s'agît de calculer les côtés BA', CA' et les angles du triangle BCA', projection horizontale du triangle BCA. A cet effet, on mesurera les angles ABA', ACA' que les droites AB et AC font avec Thorizon. On calculera BA'=:BAcos ABA' et CA'=CA cos ACA^ Connaissant ainsi les trois côtés du triangle A^BC, on calculera ses angles (67).
III. Les quatre points A, B, C et D {fig^ 16) étant dans dans un même plan , on connaît les côtés et les angles du triangle ABC , et les angles BDA , ADC désignés par (3 et 7^ il s'agit de résoudra les deux triangles ABD et ADC.
Soient AC = i, AB = c, angle BAC = A, angle ABD =x, angle ACD = j^. Les deux triangles ABD, ACD fournissent deux expressions égalas du côté commun AD, savoir (64) :
, . ' in^ frsinr
(i) — : — ZT = — '- — »
^ ' smP siny
la somme des angles du quadrilatère ABCD donne (•2) a:-f-jH-A-f-/3-f-7 = 36o**.
Connaissant ainsi x-h^, on cherche x — J^ par un procédé analogue à celui du n** 66, 3°.
De Téquation (i) on tire, en posant
/o\ csinv sinr
On en conclut
sin X -f- sin j i -h tang^ tang45^-f-tangy
sin^ — sinj i — tangy i — tang45**tang(p
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d'où (67 et 59)
(4) ^1 =taag(45''+y).
sin
Les équations (a) et (3) faisant connaître =^ et y,
I équation (4) donne ^; on en conclura x et j'. Ainsi
dans chacun des triangles ABD et ÂDC on connaîtra deux angles et un côté , ce qui ramène au cas du n^ 64.
IV. Trouver la relation entre le nombre de degrés d'un arc de cercle a , la corde c qui le sous-tend et son rayon r.
En menant du centre une perpendiculaire sur la corde, on a un triangle rectangle qui donne la relation cherchée
- =z= rsin-'
II suffira de connaître deux des quantités a, o, /* pour en conclure la troisième.
87. Trigonométrie sphérique. — I. Etant données les longitudes et les latitudes de deux points K et ^ du globe terrestre^ tromper leur distance en degrés. Les latitudes sont comptées positivement si elles sont boréales^ les longitudes sont supposées positives* vers l'est, et la longitude du point B est supposée plus grande que celle de A. Cela admis, si C est le pôle boréal , les trois points A , B et C sont les sommets d*un triangle sphérique , dont deux côtés sont donnés, savoir AC == 90° — latitude de A, BC =90** — latitude de B; et l'angle C du même triangle, compris entre ces mêmes côtés est la difl'érence connue des deux longitudes. La distance demandée est le troisième côté qm'on trouvera comme au n*^ 75 , IIP Cas , ou au n? 78.
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II. Réduire un angle à T horizon. On connaît (/îg^. 18) les angles MSA =c, NSA = b que deux droites SM, SN font avec la verticale SA , et l'angle MSN = a de ces droites entre elles. On cherche T angle formé par leurs projections horizontales. Si par un point A quelconque de la verticale SA , on suppose les deux droites AB et AC horizontales et par conséquent perpendiculaires à SA , Tangle BAC est ce* lui qu'on cherche et mesure le dièdre A opposé à la face a du trièdre dont les deux autres faces sont b et c. Le pro* bième se réduit au P' Cas du n^ 75.
Les trois angles a, b et c ont pu être obtenus sans que l'observateur se soit transporté en S, au moyen de deux stations en M et N. L'angle a est le supplément de la somme des deux angles NMS, MNS, et les angles b et c sont les compléments de ceux que les droites NS et MS font avec les horizontales menées par N et par M dans les plans verticaux NSAeiMSA.
EXPRESSION DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES PAR LEURS ÉQUATIONS
§ I. GÉNtmjkUTtS SUR CE SUJET.
i"*. Coordonnées parallèles à des axes concourants.
88. L'emploi des coordonnées, cpii (n^^ 7 et 13) sert à désigner la position d'un point dans un plan ou dans l'espace, fournit aussi le moyen d'exprimer algébriquement la situation d'une suite de points soumis à une même loi, et formant soit une ligne, soit une surface : il suffit pour cela d'écrire en une ou plusieurs équations les relations qui lieut entre elles les coordonnées algébriques d'un même point pris arbitrairement parmi ceux dont il s'agit. C'est ce qui va s'éclaircir en considérant les divers cas renfermés dans cet énoncé général.
89. S'il s'agit d'une courbe plane, on imaginera dans sou plan deux axes coordonnés Ox, Oy, et l'on tâcbera de tirer de la définition de la courbe une équation qui exprime la relation entre les coordonnées x, y, d'un point quelconque de cette courbe. Cette équation entre les variables x^y^ et les quantités constantes fournies par la question, s'appelle Y équation de la courbe rapportée aux axes coordonnés Ox, Oy.
Exemples, i°. Un cercle dont le rayon est r, et dont le centre est à l'origine des coordonnées rectangulaires, a pour équation (12)
j^* -h x* = r' ou y :=^± sjt* — x^.
PARALLkLES A DES AXES. *]*]
2**. Un cercle tangent à Taxe des x, au point pris pour origine des axes rectangulaires, a pour équation
(y — ry "{' x^ =^ r'^ ou y^ — 2 ry -4- x* = o,
ou encore
/ = r zt: sjr^ — x*.
Cette équation peut servir à tracer par points sur le terrain un arc de cercle, d'un très-grand rayon connu, tangent à une droite donnée.
Lorsque, pour aider le raisonnement, on veut exprimer de la manière la plus générale l'équation d'une courbe en coordonnées x ^ y ^ on la représente par le symbole F (x, y) = o, dont l'énoncé est : fonction de x et de y égale zéro, ou par^ = F (x), dont l'énoncé est :y égale fonction de x. Dans ce second cas, on suppose que l'équation est résolue par rapport à y.
Généralement on entend par une fonction d'une ou de plusieurs ^variables Fexpression d'opérations quelconques à faire sur ces variables^ combinées soit entre elles, soit avec des constantes.
90. S'il s'agit d'exprimer algébriquement une ligne à double courbure (c'est-à-dire non située dans un plan), ou plus généralement une courbe située d'une manière quelconque par rapport à trois axes coordonnés, la question se réduit à trouver deux équations auxquelles doivent satisfaire les trois coordonnées x^y, z^ de tout point de cette courbe. Si l'une des équations ne renferme que deux coordonnées, elle est l'équation de la projection de la courbe sur le plan des deux axes coordonnés correspondants : car, pour un point quelconque de la courbe dans l'espace, les coordonnées x^y<i par exemple, sont les mêmes que celles de sa projection sur le plan des x ely*
Exemple, Si la courbe est située sur une spbère dont le
8o GOÔRDOSStCS
La position da point M dans ce plan sera déterminée par deux quantités, saToir :
I*. L'ange nOx on a que décrirait une droite On pour faMer de la direction Ox à la direction OM ;
2^. L'abscisse ii, du point M, sur la droite Ou : cette abscisse prend le nom de rayon 'vecteur.
Ces deux quantités, a, u, s'appellent coordonnées polaires. On peut, en les prenant tontes deux positives, exprimer la position d'un point donné quelconque dans le plan ^ mais rien n'empécbe d'admettre aussi des coordonnées polaires négatiTCs, et, moyennant cette convention, la position d'un même point peut être exprimée par quatre systèmes équivalents de deux coordonnées. Exemple :
a = i20<^, ja=r 3oo^, la = — a4o^ ltf = — 60°, tt = o*,5, \u = — o^yS, \u= o*,5, j i/ = — o*,5.
Une courbe peut être exprimée en coordonnées polaires
Exemples, i^. Dans ce système, Téquation du cercle dont le rayon est r, en prenant Torigine au centre, serait
2^. Si, en même temps que la droite indéfinie Ou tourne autour du point O, on suppose que le point M se meuve de manière que les accroissements successifs du rayon vecteur u soient proportionnels à ceux de Tangle a, la courbe décrite est la spirale (t jirchimède ^ et son équation est Il = a a -h £, en désignant par b la longueur du rayon vecteur qui correspond â ce =: o, et par a l'accroissement de u pour chaque unité de ol,
y. Coordonnées focales.
96. La position d'un point dans un plan pourrait être définie par ses distances à deux points donnés dans ce plan.
FOCALES. 8l.
Ce mode de détermination est quelquefois employé dans le lei^er des plans.
Si F et F' sont deux points donnés à priori, et si u et u' sont lès distances respectives d'un point M à F et F', ces deux quantités, étant déterminées, appartiendront à deux points rectangulairement symétriques par rapport à la droite FF'.
Une équation entre les distances //, u\ considérées comme variables, peut servir à exprimer une courbe rectangulairement symétrique par rapport à la droite FF'.
Exemples, i^. Si la somme i/H-m' est constante, là courbe s'appelle une ellipse^ dont les points F, F' sont leà foyers. Etant données la distance FF' = 2c et l'équation M H- u' = 2 a, il est aisé de construire la courbe par points (fig' 26)5 on peut même la concevoir décrite d*un mouvement continu à Taide d'un fil dont la longueur serait 2a, et dont les extrémités seraient attachées aux foyers F, F'; une pointe traçante qui glisserait le long du fil en le tenant toujours tendu décrirait la courbe.
2*^. Si 'la différence u — u' ou u' — u est constante, la courbe s'appelle une hyperbole^ dont F et. F' sont les foyers. Etant données la distance FF' = 2c eft l'équation u — !«'== zh 2«, ou (a — u'Y = 4^'j' 011 construit facilement la com*be par points {fig- 27). On peut aussi en décrire d'un mouvement continu un arc d'une certaine étendue : une règle^ tourne dans le plan de manière que l'un de ses points, toujours le même {fig- 20), se confonde avec l'un des foyers F 5 un fil NMF' est attaché, d'une part à un point N de la règle, d'autre part au second foyer F', et la distance FN excède de na la longueur de ce fil 5 une pointe M, qui glisse le long de la règle, en tendant le fil, trace la courbe, car on a
FM — F'M = FN — F'MN = 2fl.
82 COORDONNÉES FOCALES.
Les mêmes équations
exprimeraient des surfaces de révolution autour de la droite FF' si le point M, auquel appartiennent les distances fi, u\ n^était pas assujetti à rester dans un même plan. Ces surfaces seraient, l'iine un ellipsoïde^ l'autre un hyperboloïde de révolution, ayant F et F' pour ybj^er5.
98. La position d'un' point M dans un plan pourrait encore être définie par sa distance MN à ime droite donnée AB du plan [fig. 21), et sa distance MF à un point donné F dans le même plan. La même définition, dans ce cas, appartiendrait à deux points recta ngulairemeut symétriques par rapport à la perpendiculaire FC sur Â6.
Si Ton désigne FM par u, et MN par u', une équation entre u et u', considérés comme variables, exprimera une courbe symétrique par rapport à CF.
jEarem^fc. L'équation u = m', ainsi interprétée, est celle d'une courbe appelée parabole^ facile à construire par points. On peut en décrire par un mouvement continu un arc d'une certaine étendue à l'aide d'une équerre RLN qui glisse selon la directrice AB> et d'un fil attaché, d'une part au point L de Téquerre, et de l'autre au foyer F, la longueur de ce fil étant égale à NL ; une pointe qui glisse le long de Téquerre en tendant le fil décrit la parabole, car
on a
FM = FML — ML = MN
99 i u étant toujours la distance de M au foyer F, si u' était sa distance au plan projeté en AB dans la figure, l'équation u = m' exprimerait une surface appelée parabo* loïde de révolution (*).
(*) La cycloïde dont il sera .question au n® 157 est un autre exemple d'une courbe exprimable par Tégalité de deux variables coordonnées.
ÉQUATIONS DES LIGNES DROITES
100. Les exemples précédents donnent lieu à quelques remarques générales.
i®. Une équation à plusieurs variables peut renfermer toute la définition d'une courbe ou d'une surface, et fournir le moyen de la construire 5 mais il faut toujours pour cela qu'une convention établisse la signification géométrique des variables, signification en vertu de laquelle des valeurs simultanées de ces variables déterminent un ou plusieurs points.
2°. Deux courbes égales, c'est-à-dire superposables, ont des équations différentes dans deux systèmes différents de coordonnées, par exemple quand on change l'angle des axes coordonnés.
3*^. Une même équation désigne des courbes différentes si l'on change la signification géométrique des variables.
lOi . Le système des coordonnées parallèles à deiix axes dans un plan, ou à trois axes dans l'espace, est le plus fréquemment employé. Dans ce système, l'équation de là droite et celle du plan sont du premier degré. Nous allons donner quelques détails sur son application à la droite et à quelques courbes, puis aux plans et aux surfaces dont les équations sont du second degré,
IL DE LA LIGNE BBOITE
102. Toute ligne droite située dans le plan de deux axes coordonnés faisant un angle quelconque est exprimée par une équation du premier degré ^ qui appartient à tous ses points et n appartient à aucun antre.
Pour le démontrer, considérons d'abord des cas particuliers.
1^. Si la droite se confond ai^ec Vun des axes ou lui est parallèle^ F équation ne contient quune ^variable.
En effet, l'équation x='o appartient exclusivement à
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ums les points de Taxe des^, et l'éqnatioii x= r (coDstante) à ceux d'nne parallèle k Taxe dès jr.
o?. Si la droite passe par F origine j son équation est de la forme y = cur, le coefficient a étant un nombre abstrait affecté d'un signe -h ou — .
En effet, soient sur cette droite des points quelconques M', M'', M'^, dont les coordonnées sont x', y' ^ x", y'^ ; x^j y"\ ... : il est évident qu'on a, quels que soient les signes de ces coordonnées,
y^ = yl — yl
3Cf X'' X"
Cest ce qu'on exprime en disant que le rapport - est con-
stant, et en posant l'équation j^ = ax.
Le coefficient a est un nombre abstrait positif lorsque la droite divise l'angle xOy et son opposé ; il est n^atif quand elle divise les deux autres angles des axes coordonnés.
Si les axes Ox, Oy, font l'angle 6, et que la droite
M'M'^ . . fasse avec Ox l'angle a, il est aisé de voir (64)
qu'on a
Y sina
•L- -^^2. =r CL •
X sin(ô-^a) '
c'est pourquoi a s'appelle coefficient angulaire. Quand il est donné, ainsi que l'angle Q des deux axes coordonnés, on peut en conclure l'angle a. On trouve aisément
. «sinO
tans a = •
° i-hacos©
Si les axes Ot, Oy, sont rectangulaires, le rapport a est simplement égal à tangtz \ nous l'appellerons, pour abréger,
\ inclinaison de la droite sur l'axe des x ; son inverse - est
l'inclinaison de la droite sur l'axe des r .
Les coordonnées x et y, considérées comme appartenant
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successivement à divers points d'une droite passant par Torigine, sont, dans tous les cas, des variables directement proportionnelles^ même lorsqu'elles sont de signes contraires.
3^. Si la droite n'est ni parallèle à un axe ni passant par V origine^ son équation est de la forme y = ax H- i, la constante a ayant la même nature abstraite et la même valeur en fonction des angles que dans le cas précédent, et h étant une longueur affectée d'un- signe 4- ou — , qu'on appelle V ordonnée à V origine.
Cela devient évident en traçant par l'origine une droite parallèle à celle dont il s'agit, et en remarquant que, pour une même abscisse, les coordonnées des droites diffèrent entre elles d'une longueur constante.
103. Dans le cas de T équation / = ax -H &> les variables x^jfj ne sont plus proportionnelles, mais leurs accroissements à partir de deux valeurs correspondantes quelconques sont dans un rapport constant égal à. a. En effet, si x et j", x' etj^', x" et y '',... 5 expriment deux à deux des valeurs simultanées satisfaisant à T équation de la droite, on a
y z= ax-h- b^ y = ox' -f- i, y^' = ax" H- i, . . . , et 1 on en conclut
f—y=a{x' — x), y"—y=za{x" — x),..., d'où
— T — ' — Tf — • • • — **•
Les différences x' — x, x'* — x, . . . , qui peuvent être positives ou négatives, s'appellent les accroissements algé^ briques des x^ et se représentent par la notation Ax. Les différences y^ — y y y" — /, . . . , qu'on représente par Ay, sont les accroissements algébriques des y, La propriété
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doril il s agit s écrit rioDc ainsi
(*t s'énonce en disant que les accroissemenis sùnulianés des variables xet y sont proportionnels.
Les sciences physîco-mathématîqnes offrent des cas nombreux d'nne pareille loi : par exemple la dilatation d^nn corps, c'est-à-dire son accroissement soit de Tolimie, soit de longueur, est, entre certaines limites, proportionnelle à son accroissement de température, tontes circonstances égales d^ailleurs.
i04. Dans un système d'axes déterminé, on peut toujours trouver une droite telle, que les constantes a, 6, de son équation, aient des valeurs données quelconcpes, positives ou négatives. Il suit de là que, réciproquement à la proposition précédente , dans un système quelconque d'axes coordonnés, une équation de premier degré Ay H- Bx -f- C = o entre les coordonnées x, y^ dans la^ quelle A et B sont des nombres ou des rapports donnés^ et C une longueur donnée, est toujours celle d'une ligne droite, qu'il est facile de construire, quels que soient les signes des constantes ud,B et C.
105. Trouver Véquation dune droite ayant une incUnaison donnée^ et passant par un point donné.
Soit a le coefficient angulaire résultant de l'inclinaison donnée, et soit b l'ordonnée inconnue à l'origine; les coordonnées Xy y, d'un point quelconque de la droite, satisferont à Téquation
(i) y = ax-\-b.
Les coordonnées x\y'^ du point donné, doivent satis-
DES LIGNES DROITES
faire à la même équation. On a donc
(2) y' = aj:'-f-i.
Cette dernière équation détermine 6, qu'on peut substituer dans Téquation (i). Plus simplement par la soustraction on a
On vérifie aisément que cette équation satisfait aux deux conditions de l'énoncé. On peut l'obtenir immédiatement à l'aide d'une figure.
106. Trouver V équation (Tune droite passant par deux points donnés {x\j') (x"^y'').
Soit a le coefficient angulaire inconnu de x : les coordonnées X, y^ d'un point quelconque, satisferont, d'après le numéro précédent, à l'équation
qui exprime déjà que la droite passe par le point {^yy')y c'est-à-dire dont les coordonnées sont x\y' •
Les coordonnées du second point x'\y"^ doivent satisfaire à la même équation \ on à donc
Cette dernière relation détermine a^ dont on substitue l'expression dans l'équation (i) . On arrive ainsi à
ou
jt ^r
^y — y fx"—fx'
L'équation s'obtiendrait immédiatement sous la première forme, soit à l'aide d'une figure, soit par la propriété re-
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marquée au n^ 103. On vérifie sans calcul qu'elle satisfait à la double condition de Fénoncé.
Sous la seconde forme, l'équation est symétrique relativement aux points donnés, c'est-à-dire qu^elle reste la même si l'on change a/ et y' en jf et y''', et réciproquement«
Si les deux points donnés sont l'un sur Taxe des x, à une distance p de loiigine, Tautre sur l'axe desj^, à la distaAce q^ Téquation se réduit à
107. Déterminer le point d'intersection de deux droites dont on a les 'équations. En général; deux lignes quelcouiques ét^nt données par leurs équations, la recherche de leurs points communs se réduit à résoudre ces deux équations considérées comme renfermant deux inconnues, x et y^ qui cessent d'être des variables indéterminées.
Récipl*oquement lorsqu'on a à résoudre deux équations à deux inconnues, si Ion parvient à construire deux lignes, droites ou courbes, exprimées par ces équations, les intersections des lignes fournissent graphiquement autant de solutions du problème.
108. Équations de deux droites perpendiculaires entre elles. Dans un système de coordonnées rectangulaires, la conditioa pour que deux droites dont les équations sont
y = ax-\-by yz=:za'x'^b\
soient perpendiculaires entre elles, est (54) que les coefficients a, a^, satisfassent à la relation aa' H- 1 = o.
Application. Démontrer que les droites menées des sommets dhin triangle perpendiculairement aux côtés opposés se coupent en un même point.
SoltQPP' le trÎ2(ngle (/îgr. 22)j et spit O l'origine des
ÉQUATIONS DU CERCLE
axes rectangulaires Ox, Oy. Faisons 0Q = ^, OP = p et OP' = p'. La droite PQ a pour équation (106)
^H — = 1, ou r = — ix + flr.
Son coefficient angulaire est ' a = — i ^ ( ce qu'on pourrait Voir à prioii, puisque la tangente de Tangle QPx, supplénient de QPO, est — - j > et par conséquent le coefficient angulaire de la droite P' M, perpendiculaire à PQ , est
d'où il suit que cette droite P'M, passant par P' dont les coordonnées sont j'' = et j:'= — pS a pour équation
L'équation de la droite PM^ perpendiculaire à P' Q s'obtient de même et ne diffère de la précédente qu'en ce que p est remplacé par — p' et vice versa. Elle est donc
r == — ^(x — p) = — S-^-\^PP-.
En faisant dans chacune de ces équations x = o, on trouve
la même ordonnée à l'origine ^-^f distance du point O au
point N où les deux droites P'M et PM' rencontrent QO.
Si le centre est à F origine des coordonnées , on a
j3 = o, a = o; Téquation devient
j'-+-x* = |0% d'où y*={p + x)(p — x):
donc Tordonnée est moyenne proportionnelle entrç les deux segments du diamètre.
L'équation du cercle dont le centre est à l'origine s'écrit souvent sous la forme
m . Si l'on fait jS = o, a = p {Jig. 23) , l'équation est
J^-b X*= 2pX.
x* -hj"* est le carré de la corde OM : donc OiM est moyenne proportionnelle entre le diamètre 'ip et Tab*
scisse X,
Si l'on fait OM = z, l'équation précédente donne
z^=!ipx^ ou -=— i-:
donc les triangles OMP, OMA, sont semblables, et l'angle OMA est droit (MP est antiparallèle à AM dans l'angle MOA).
112. Béciproque du n^ i09. Toute équation de la forme j* -f- x' 4- Dj -4- Ex -4- iP = o
entre des coordonnées rectangulaires, dans laquelle D^ E ^ sont des longueurs , et jP le produit de deux longueurs , est l'équation d'un cercle, à moins qu'elle ne soit impossible.
DU CERCLE
En effet ^ celte équation peut se mettre sous la forme
ou
/ Dy / Ey IP E" „ .
d'où Ton conclura que les coordonnées du centre et le rayon sont
Il y a impossibilité si p est imaginaire, c'est-à-dire si l'on a
Si ¥•=. o, la courbe passe par l'origine.
113. On détermine facilement les intersections du cercle précédent avec les axes, avec une droite donnée, ou avec un autre cercle (107 ) .
114. Trouver le lieu des points M [fig* 24) dont les distances MA , MB , à deux points fixes Â , B , sont dans un rapport constant rn m.
Soit AB = a : on a, relativement aux axes Ax et A y,
MA*=rj*-ha:% MB*=j«-|- (x — r/)*5
MA«:MB'::/n»:w*;
d'où l'on conclut
Si m =: «, Féqualion se réduit à x = -» el exprime une ligne droite perpendiculaire à AB.
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Si m dififère de n^ l'équaiion est celle d'un cercle
1 i 5. Trousser le lieu géométrique des points M , M', M'"^
[fis- ^^)9 '^^' ^^^ ^ distances AM, AM\ AM'', â un point fixe A, 50/it réciproquement proportionnelles aux distances AN, AN', AN'', les points N, N', N", étant sur une droite. En d'autres termes, il faut que le produit AN. AM soit constant, quelle que soit la direction ANM. On prend Taxe Kx perpendiculaire à la droite NN". Soient AB = a et AN . AM =: ab -, on a
'AM=^j:'+j* et AN:AM::a:x,
d'où , en multipliant les deux premiers termes de cette pro portion par AM, et substituant pour AN. AM et AM' leurs valeurs , on conclut
ab Ix^-i-y* Il alx.y ou x*-hj^'= ia:,
équation d'un cercle. On vérifie très-aisément cette propriété du cercle par la similitude des triangles ANB, AMD.
§ IV. ÉQUATIONS DE l'eLLIPSB , DE l'hYPERBOLE ET DE LA PARA BOLEy DÉDUITES DES PROPRIÉTÉS FOCALES DE CES COURBES.
116, L'ellipse a été définie au n^ 96, P"^ exemple.
Soient F, F', les foyers {fig, 26) •, p, p\ les rayons i;ecteurs dont la somme constante est 2 a. O, milieu de FF', est le centre. Si l'on prend OA = OA' = A , les points A et A' appartiennent à la courbe ^ car, pour le point A , par exemple , on a
AF + AF'= (a — FO) -h (a + OF') = aa.
P0signant FF' par a c , on a nécessairemeiit a ]> c , car
DE l'hyperbole ET DE LÀ PARABOLE. 9^
un quelconque des triangles tels que FMF' donne
FM-f F'M>FF', ou aa>2c.
c OF , Le rapport - ou ^r-. s'appelle excentricité^ A A' et CC sont
les axes principaux , savoir :
grand axe AB = 2 a , petit axe DC = 2 V'^* — c' •
117. Cherchons Téquation de l'ellipse rapportée à ses deux axes principaux pris pour axes coordonnés : T équation aura ainsi sa forme la plus simple, pui'sque la courbe est symétrique relativement aux deux axes. L'un des rayons vecteurs étant désigné par p, l'autre est 2 a — p, et l'on a , d'après la figure,
et
Il ne reste qu'à éliminer p : on a par soustraction
ex \ap — 4û' = 4^^9 d'où p^za-^ î
et en substituant cette expression de p dans l'une ou l'autre des équations précédentes ,
a* -h ^ = j* -h c» 4- j:% ou bien
118. L'hyperbole a été définie au n° 96 , IP exemple. Soient les foyers F, F' [fig^ 27) 5 les rayons vecteurs p,
p', dont la différence constante est 2 a. Le milieu O de FF' est le centre. Soit la distance des foyers FF'= 2 c. On voit par le triangle FMF' que l'on a a <^ c.
Si Ton prend OA = OB = a , les points A et B appar-
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tiennent à la courbe. La distance AB = 3 a s'appelle Y axe transversc.
La courbe n'a pas de point sur Oy perpendiculaire à ÂB.
119. Cherchons Téquation de Thyperbole rapportée à ses axes principaux, c'est-n-dire aux axes coordonnés rectangulaires O X , O y , dont l'un passe par les deux foyers , et l'autre par le centre. L'un des rayons vecteurs étant représenté par p, l'autre l'est par =t (p — a a) , et l'on a
Ces dernières équations, étant algébriquement les mêmes
ex
qu'au n° 117, donnent la même valeur de p = a H et la
même équation finale qui , à cause de a <[ c , doit s'écrire sous la forme
120. En faisant, dans l'équation (n** 117) de l'ellipse, €7* — c' = A% et dans celle (n**119) de l'hyperbole, c* — a* = J', on a pour l'ellipse
a'r^-l- i* x'=:a'i% ou v-f.^ = i,
et pour l'hyperbole
a'r' — ft*j:* = — a^b^. ou t- = — i.
121. Réciproquement toute équation en coordonnées rectangulaires, de la forme
est celle d'une ellipse dont les axes sont *ip selon les a:, et 9.^ selon les j; l'axe contenant les foyers est le plus grand des deux.
DE l'hyperbole ET DE LA PARABOLE. g5
Toute équation de la forme
est celle d'une hyperbole, l'axe transverse étant ip ou 2q selon que le second membre est positif ou négatif, c'està-dire selon que l'axe des x rencontre ou non la courbe.
122. Etant donnée l'équation d'une courbe, on peut en déduire toutes les propriétés de cette ligne. C'est ce qu'on appelle discuter une équation. On ùe s'attachera ici qu'aux conséquences les plus immédiates des équations de l'ellipse et de l'hyperbole.
De l'équation de T ellipse
on conclurait, si on ne le savait déjà ,
1^. Que l'origine est un centre^ c'est-à-dire le milieu de toutes les cordes passant par ce point : car, si a: et j* sont les coordonnées d'un point, les coordonnées — x et — y d'un point diamétralement opposé satisfont également à l'équation ;
2°. Que chacun des axes coordonnés coupe eu leurs milieux les cordes parallèles à l'autre : car, si a? et j^- sont les coordonnées d'un point, les deux autres points dont les coordonnés sont — x et y pour l'un, x et — j pour l'autre , sont également sur la courbe *,
3^. Que les longueurs des parties des deux axes coordonnés interceptées dans la courbe sont ap sur l'axe des x et 2q sur l'axe des y : car, en faisant y =zo^ on trouve X = ±p'^ et pour X = o , y = zh y .
En résolvant l'équation par rapport à l'une des varia-
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bles , y par exemple , ou a
Le facteur ^p* — x^ ou ^[p + x) (p — x) est une moyenne proportionnelle entre les deux segments p -(-x, p — a: du diamètre 7, p. Ce facteur est donc égal à Tôrdonnée rectangulaire répondant à l'abscisse x dans le cercle qui aurait son centre à l'origine et le diamètre np.
Donc, pour une même abscisse, V ordonnée de V ellipse rapportée à ses axes pri/icipaux est à celle du cercle décrit sur Vun de ses axes^ comme diamètre^ dans le rapport constant de Vautre axe à ce diamçtre. De là résulte un moyen de construire Tellipse par points.
123. On conclut de cette propriété que toute ellipse peut être considérée comme la projection orthogonale ou obli-que d^un cercle sur un plan , et tout cercle comme la projection de diif erses ellipses ayant un axe commun; considérations fécondes en conséquences intéressantes concernant les cordes supplémentaires, les diamètres conjugués, les parallélogrammes circonscrits.
Une ellipse^ dont les diamètres principaux sont 2 a et 26, peut être regardée comme la projection orthogonale d'un cercle dont le diamètre serait ^a, et dont le plan ferait avec
celui de Tellipse un angle ayant pour cosinus le rapport -•
Le centre O' de l'ellipse [fig* 28) est la projection du centre O du cercle.
Imaginons dans le cercle un diamètre quelconque AB et les deux cordes AC et CB, formant Tangle droit ACB. Menons les diamètres FG et HI, qui passent par les milieux D, E de ces cordes. Chacun de ces diamètres partage en deux parties égales toute corde parallèle à l'autre : ainsi FG passe au milieu de MN, parallèle à HI, et HI passe au mi-
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lieu de NL, parallèle à FG. EnCn, les tangentes en F, G, H et I forment un carré PQRS.
Maintenant, considérons dans le plan de l'ellipse tous les points et les droites qui sont les projections des points et des droites dont nous venons de parler, et désignons-les par les mêmes lettres accentuées.
Les cordes Â'C et C'B^ qui partent d^un même point C de la courbe et aboutissent aux deux points A' et B', diamétralement opposés, s'appellent cordes supplémentaifes. Elles jouissent de cette propriété que si par le centre O' on mène les droites HT et F'G' parallèles à ces cordes, chacune de ces droites partage en deux parties égales toute corde parallèle à Tautre. Par cette raison, on dit que F' G' et H'I' sont deux diamètres conjugués >
Enfin, au carré circonscrit PQRS répond en projection un parallélogramme P'Q'R'8' circonscrit, dont les côtés sont parallèles aux diamètres conjugués j et il est remarquable que tous les parallélogrammes circonscrits a rellipsê ont leur aire constante et égale à 4^^- En effet, il est aisé de démontrer, comme on le verra au n^ S^O, que Taire de la projection orthogonale d'une figure plane quelconque est égale à l'aire de cette figure dans l'espace multipliée par lô cosinus de l'angle des deux plans : donc l'aire P^Q'R'S' est
égale à l'aire PQRS multipliée par -; c'est donc 4^' - ou
• o et
J^ab,
124. On à vu, aux n*** 14 et l5, qu'en cherchant l'équation d'une courbe définie par une propriété géométrique^ on peut reconnaître l'identité de la courbe avec une ligné connue par d'autres propriétés. En voici un autre exemple^.
L'angle y Ôx étant droit (/îg^. 29), uiie droite AB, d'une longueur déterminée, est assujettie à se mouvoir, de manière que l'extrémité A soit toujours sur Oy, et l'extrémité Bsur Ox. Cherchons l'équation de la courbe décrite par le
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point M de la droite, dont la distance aux extrémités A, B, sont les constante:» a^b.
On a
Discussion de Téquation de llijperbole
= ih-V^x'— a*
Pour x = a, on a j^ = o ; pour x <[ a', y est imaginaire \ pour x>a et quelconque, y a deux valeurs réelles de signes contraires ; pour x = o, onaj^ = il:6 ^ — t \ c'est pourquoi cette quantité b s'appelle le demi -axe imaginaire. Ainsi la courbe a deux parties séparées, et cliaq[ue partie deux branches qui s'étendent indéfiniment.
L'équation, résolue par rapporta x, donnerait
et conduirait aux mêmes conclusions.
126. Lemme. met n étant dejs quantités constantes positives ou négatives, la quantité m \lx^ 4- n diffère aussi peu qu'on veut de mx, si l'on prend x suffisamment grand.
Soit
t = m Vx' + /î, d'où
l^ — m*x^ = m^n ou t — mx =
An'w
Ce dernier dénominateur augmente indéfiniment : donc la différence entre t et mx devient aussi petite qu'on veut.
DE L HYPERBOLE ET DE LA. PARABOLE
127. Ce lemme s'applique a réquation de Thyperbole, et démontre qu'à mesure que F abscisse de cette courbe croit, son ordonnée diffère aussi peu qu'on veut de Tordonnée qui, ayant la même abscisse, appartient à Tune des droites exprimées par Técpation
Ces deux droites, donl les branches de la courbe s'approchent autant qu on veut à mesure qu'on les prolonge, sans que les droites et la courbe puissent jamais se confondre, s'appellent asymptotes de l'hyperbole. Elles se construisent au moyen des deux demi-axes a, b. Toute droite parallèle à une asymptote ne rencontre la courbe qu'en un point, car il n'y a qu'un système de valeurs de x et de jqui satisfasse simultanément à deux équations telles que .
en effet, en élevant la deuxième au carré, et retranchant la première, on trouve
j:: H- jS* -f- i* = o,
d'où l'on tire une valeur unique de x.
Lorsque les demi-axes a et A de T hyperbole sont égaux, l'équation est j* — x* = — a*. Les asymptotes, exprimées par l'équation j^ == ziz j:, font un angle droit, et l'hyperbole est dite équilatère.
Il est aisé devoir que toute hyperbole peut être considérée comme la projection orthogonale ou oblique d'une hyperbole équilatère.
128» Nous avons obtenu une équation simple du cercle (111) en plaçant l'origine sur la circonférence et en faisant
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passer l'an des axes par le centre. Faisons la même chose pour Tellipse et pour l'hyperbole, en prenant Torigine à une extrémité de Tun des axes principaux de l'ellipse et de Taxe .M*ansYerse de l'hyperbole.
L'équation de l'ellipse peut s'écrire ainsi, quand Forigine est au centre O {fig^ 3o) :
Or [a'^x)(a — x) est le produit APxPA' des deux segments du diamètre AA^ déterminés par l'ordonnée MP; il est évident que, si l'origine des coordonnées était en A, AP serait exprimé par x, et PA par 2a — x. L'équation de Tellipse serait donc
r' = -:(2ax — X*).
De même, Téquation de Thyperbole, quand rorî'gine est au centre et Taxe des x suivant l'axe transverse, peut s'écrire ainsi :
(x — a) (x -h a) est le produit des deux distances AP, AT (fis* 3 1), du pied de l'ordonnée aux deux sommets A et A'. Or, si rorigine était en A, les x positifs restant du même côté, AP serait exprimé par x et A'P par aa-f-x : l'équation de l'hyperbole serait donc
Les équations de l'ellipse et de l'hyperbole sont donc renfermées dans la formule
y^ -+- wx* = ^px
qui exprime Tune ou l'autre suivant que m est positif ou négatif.
DE l'hyperbole £T d£ LA PARABOLE. lOl
La parabole a été définie au n
Soient le foyer F (fig* 3a) et la directrice AB] le rayon "vecteur FM, ou p, est égal à la distance MN. Soit AF= p^ quantité donnée qui spécifie la courbe. La droite indéfinie AFj; s'appelle Taxe principal de la parabole. Soit
AO = OF*-; le milieu O de AF est le sommet de la parabole.
130. Cherchons Féquation de la parabole rapporléq à son. axe principal^ le sommet étant pris pour origine des coordonnées.
p« = MP« -H FP« = j* -+- U — ^y y d^où, par l'élimination de /a,
y = 2pxy équation cherchée,
Si Ton change j en Xy et x en y, Téquation
x^ X* = %py ou • j' = —
est celle de la même parabole (si y? a la même valeur)., mais autrement située. Il en est de même des paraboles dont les. équations sont
y^z=, — 7.pXy j = — — .
132. En rapprochant Téquation de la parabole y* = 'xpx de celle de la fin du n** 114, on voit que l'équation..
y^ -H mx* = 'i'PX
exprime Tune ou l'autre des trois courbes que nous venons
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d'étudier, selon que le coefficient abstrait m est positif, négatif ou nul.
Quelle que soit la valeur de m, le coefficient linéaire 2p de X s'appelle le paramètre de la courbe. Si c'est une des deux courbes à centre, on a ( 128)
^P = — .= ^—^ '^ a ia
c'est-à-dire que le paramètre est une troisième proportionnelle à l'axe selon les abscisses et aii second axe, tandis que
m est égal à =h— , et par conséquent a ±^» L'équation
précédente peut donc être écrite ainsi :
jr^zt,^ X* = 7.pX,
Cela posé, dans le cas où l'on ne voudrait considérer qu'une portion de la courbe, voisine du sommet situé à l'origine, il peut arriver que a soît tellement grand par rapport à /!? et à la plus grande valeur de x, que le terme ^ x*
soit à négliger auprès de 2.px. .Si, par exemple, on fait a = I oooooo™ etp= i , d'où b = ypa = looo, on aura
y* = 2X dt 0,000001 X*.
Or, tant que x sera assez petit, par exemple inférieur à i",
le terme en x* pourra être négligé, et y' calculé d'après la
formule
j * = 2X ou y* = ipx^
comme si la courbe était une parabole. Telles sont les ellipses que les comètes décrivent autour du soleil comme foyer, tant qu'on n'en considère que les parties les plus rapprochées de cet astre.
C'est pourquoi Ton dit qu'une parabole est une ellipse
ÉQUÀTIORS DES SECTIONS CONIQUES lo3
(et Ton peut dire aussi une hyperbole) dont les axes deviennent infinis, tandis que leur troisième proportionnelle
-^— ou 2» reste linie.
133. L'analogie des trois courbes résulte aussi de l'expression du rayon vecteur en fonction de l'abscisse dans l'ellipse et l'hyperbole. On a (117) et (118)
ex
ellipse si c<^a, hyperbole si c^a.
Cette équation peut s'écrire :
P = âr"^7)'
c'^st-à-dire que le rayon vecteur est à Tabscisse, augmentée
de la constante —9 dans le rapport constant de c à a ; de
sorte que, si Ton prend à partir du centre O [fig* 33), du
côté des X négatifs, une dislance OH (ou OH') égale à — ?
et si Ton élève sur OH la perpendiculaire HK appelée directme^ le rayon vecteur FM, joignant le foyer à un point quelcoaque M de la courbe, sera à la distance MR (ou IVIR') , du poim M à la directrice, dans un rapport constant, < i si la cou?be est une ellipse, ]> i si c'est une hyperbole. De là une détnition commune aux trois courbes étudiées dans ce paragraphe.
134. L'eT.ipse, l'hyperbole et la parabole,* sont depuis longtemps ccinnues sous la dénomination commune de sections coniques^ parce qu'on les obtient en coupant par des plans un cône à base circulaire. Cette propriété est comprise dans une proposition plus générale démontrée dans l'un des
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paragraphes suivants. Nous ne considérerons ici que le cas où les plans coupants sont perpendiculaires au plan prin^ cipal d'un cône oblique.
On appelle plan principal celui qui passe par le centre de la base circulaire du cône et par la perpendiculaire menée du sommet sur le plan de cette base. Les droites suivant lesquelles il coupe la surface conique sont les génératrices principales.
Soient SA, SB [fig- 34) 9 ces deux droites, et prenons le plan principal ASB pour plan de projection orthogonale.
Soit A A' la trace et la projection du plan coupant^ c'est aussi la projection de la courbe d'intersection.
Faisons AA'=?= 2 a.
Soient AB et A^ B' deux droites parallèles à la base circulaire du cône : ces droites sont les projections.de deux cercles situés sur la surface conique et ayant AB et A'B' poi^r diamètres.
Faisons AB =3 2 r, A' B' = 2 r'.
Soit P le pied et la projectiop d'une ordonnée y qiiel-r conque de la courbe d'intersection. Prenons AA' pour axe des abscisses ayant leur origine en A. Ainsi AP =^a:, A'P = 2a — JC.
Menons par P la droite QQ' parallèle à AB : elle est le diamètre d'un cercle dont y est également l'ordonnie pro-r jetée en P. IJonc on a
j* = PQxPQ'.
Or, du parallélisme des droites AB , QQ' et A'^^B', résultent les relations
PQ=AB.^=.r. ^^ P9' = A'B'.^=.r'.f^:
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donc 9 en substituant , on a
j«=^(2flj: — X*), ou y=-(2aa: — x'),
en faisant rr' r=. ft*. C'est l'équation d'une ellipse (128).
135. Supposons maintenant que le plan coupant PAA rencontre les deux nappes du cône {^fig* 35). On aura de même *
y=PQxPQ',
PQ'=AB'.-^=ar'.;f--,
d^où
rr^
ou
j'=-;(2aX-+'X'),
a équation d^une hyperbole.
136. Tant que le plan coupant passant par A rencontre la seconde génératrice SB dans la même nappe où est le point A de la première, la section est une ellipse, courbe fermée; si la rencontre A' est dans l'autre nappe, la section est une hyperbole composée de deux parties séparées , qui s'étendent indéfiniment dans les deux nappes.
Il reste à considérer la position intermédiaire où le plan coupant AP est parallèle à la seconde génératrice principale (/g'. 36).
Soit encore AB = 2 r, et de plus SB == 2 /.
jf étant toujours l'ordonnée projetée en P, commune à la
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courbe projetée eu AP et au cercle projeté en (^^'i on a j'=PQxPQ', PQ=AB=ar, PQ'=AB.^ = ar.f,,
d'où
C'est réquatioii d'une parabole.
On voit que c'est la courbe dont s'approche de plus en plus Tellipse ou Thyperbole d'intersection , à mesure que le point A' s'éloigne du sommet du cône, Undis que le point A reste constant. L'équation de la parabole peut se tirer de celles des deux autres courbes d'après cette considération. Pour cela, écrivons ces équations sous la forme
, 2rr' rr' ,
A mesure que A' s'éloigne, le rapport — ou .., - approche
de la valeur -rj^ ou j ^ ainsi le coefficient de x approche de
la valeur finie -y- j tandis que celui de x*, différant aussi
r' I peu qu'on veut de -j • -9 approche de zéro.
137. Parmi les sections elliptiques, un cas remarquable est celui où le plan coupant est anti-parallèle au plan de la base circulaire, c'est-à-dire que le plan coupant AA [fie' ^7) ^^^^ ^^^^ ^^^ génératrice principale SA un angle SA A' égal à l'angle SB A que l'autre génératrice SB fait avec la base circulaire AB.
Dans ce cas, les triangles semblables AA'B, AA'B', don-
COURBES PARABOLIQUES. IO
nent
AB:AA':: AA'rA'B',
ou
21' : aa :: aa : ar', ou rr'^=:a^^
et r équation de la section devient
j^* ==: 2 ax — x* :
cette section est donc un cercle (112) .
Cette propriété trouYe son application dans la construction des cartes géographiques.
§ y. PROPRIÉTÉS DES COURBES PARABOLIQUES ET HYPERBOLIQUES*
138. Lorsque dans une équation à deux variables x eij le premier membre est j^ seul , et le second membre ne renferme que des puissances entières et positives de x, combinées avec des constantes , on dit que y est une fonction en-tière de x. L'équation
dans laquelle tous les exposants de x sont entiers et positifs, est dans ce cas, et exprime une courbe àhe parabolique.
A toute valeur positive ou négative de x répond une valeur de j^. Si le second membre se réduit aux deux premiers termes , l'équation est celle d'une ligne droite.
Si l'équation est ;^ = ^ -h Bx-hCx^^ elle peut se mettre sous la forme
ce qui revient à
y^^ = C{x^Oi)\
d'où, en transportant Torigine des coordonnées, de manière
COURBES
qu'on ait on conclut
Ainsi , Téquation est réduite à la forme la plus simj^e par le déplacement des axes , transportés parallèlement à leur première direction ; et le coefficient de X^ est le même que celui de x* dans la première équation. Lorsque les axes sont rectangulaires, cette éqtution exprime une parabole dont Taxe principal est suivant l'axe des Y^ et, par conséquent , parallèle à l'axe primitif des jr.
Si les axes n'étaient pas rectangulaires , on transfonne-* rail l'équation en prenant OX (fig. 38), pefpendiculaire à Oy, pour nouvel axe des abscisses, et conservant Oy pour axe coordonné. On a
Mp==j = MP — Pp=r— ^^
tanga
-^ tanga
n OP ^
sin a sm a
Ces valeurs de x et y^ étant substituées dans Téquation générale des courbes paraboliques, donneront une équation, de même forme. Donc l'équation jr = A-f-Bj:-hCx'en coordonnées obliques est celle d'une parabole dont l'axe principal est parallèle à l'axe coordonné des y. Cette propriété est împoriante en mécanique.
PARABOLIQUES
de Tordoniiëe de cette droite, accroissement de même signe que C.
140. Trois points étant donnés, on peut y faire passer une parabole dont l'équation , par rapport à deux âmes donnés , soit de la forme
j = -r* -h jBx -f- Cx*.
Désignant par x' eiy\ x" et y^^ x^ ^^y"\ l®s coordonnés des points donnés , et les substituant dans Téquation générale , on a trois équations du premier degré pour déterminer les inconnues A, B, C.
On peut écrire immédiatement Téquation suivante :
,._,.^ (^-^")(^-^") , ,.A/ [x-a^){x—x-) •^""•^ [x'—x''){x!—of)'^'^ [x^—x^Y^x^—xT]
^m [x — 3i^)[x — xr) •^ {oif"—x'){af—x"y
dont lé second membre , du second degré en x , prend les valeurs j'',j-",j^'", quand on y fait successivement x = x',
•y* V— iB 'V* 'V* "~"~ t*/*'"
I 1 O CALCUL
Soit une série de termes suivant une loi quelconque. Leurs différences s'appellent différences premières • Les différences de celles-ci s'appellent différences secondes. Les différences de ces dernières s'appellent différences troisièmes; et ainsi de suite.
Différences premières. 3 4 — ï — i 3 Différences secondes... i — 5 o 4
Différences troisièmes. • — 6 5 4
Pour appliquer ces définitions aux diverses valeurs d^un polynôme en o:, qu'on peut toujours considérer comme exprimant l'ordonnée générale j^ d'une courbe dont a: est l'abscisse , on suppose que x prenne des valeurs équidifférentes
Xq ) Xf =1^ Xq — f- o , X^ =^ jTq —f- 2 (7) . . . ) »T„ = Xq — f- W 5
auxquelles correspondent diverses valeurs de y, qui seront des ordonnées équidistantes de la courbe ,
Les différences premières de cette suite sont
qu'on représente par les notations
Les différences secondes de la suite des y sont les différences premières de celle des A
ATi — %o, Aj,— Aj,, Ajs— Aj,,..., qu'on désignera par
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dont les différences , qui sont les différences troisièmes de la suite des y^ sont désignées par
et ainsi de suite ( * ) .
On remarquera que , y étant une fonction explicite de x^ Ajo est une fonction de x^ et de d\ que Aj-, , Aj^, , . . . , n'en diffèrent qu'en ce que ar© est remplacé par jri , Xj , . . . , ou Xo -f- <î> Xo -f- a d , . . . 5 que A'y^ est de même une fonction de Xo et ^, et que A'j^t , ^V*'- • •' ^^^ diffèrent qu'en ce que Xf^ est encore remplacé par a?, , Xj , . . . , ou x^,-f- d, Xi -I- 2 J, . . . -, et ainsi de suite pour les différences de tous les ordres.
Si on supprime les indices de j^, on entend par Aj*, A' j^, ... 5 des fonctions de x et de cî dans lesquelles il ne reste qu'à substituer au lieu de x les valeurs x©, Xo-t- J, Xo-f- 2 J, . . . , pour avoir les suites ci-dessus indiquées.
143. La différence première d'un polynôme est évidemment égale à la somme des différences premières de tous les termes^ et si l'un de ces termes est constant, il disparait dans la différence première.
La différence première d'un monôme hx"" est
h(x-^dY—hx"' = hmdoir''^ ^"^^^^~^^ d^x"'-\.,,
c'est-à«dire un polynôme du degré m — i en x. Ce serait la constante hd s\ m était = i .
( ^ ) Les chiffres 2 , 3 , . . . , à la suite et en haut de A ne sont pas des exposants; A'r équivaut à AA^, c'est-à-dire qu'il est l'accroissement de l'accroissement de j', et si Ton voulait exprimer le carré de A/, on écrirait (Ar)'f ou plus simplement Aj^*. Quand on considère y* comme fonction d'une variable x, son accroissement résultant de ce que x devient x + A x est désigné par A ./'.
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Donc ^si y est un polynôme entier en x ,. Ajr en est un €uitre , €UASsi entier^ et du degré immédiatement inférieur à celui de y,
144. A'y, n'étant autre que la différence première de A^, est un polynôme dans lequel le plus grand eicposant de X sera d'une unité moindre que dans Ajr, et, par conséquent , de deux unités moindre que dans y.
En général , ÙH^y est un polynôme en x dont le degré a n unités de moins que le degré de j^; et, par conséquent, dans le cas où n est le degré du polynôme ^ en x , A"^ est une constante , dépendant seulement des constantes du po^ lynôme j- et de la différence i des valeurs consécutives de x^ Dans ce même cas, A"+*^ est nul. Exemple :
yz=.%x^ — 5x*H-4x-
Si Ton veut avoir les valeurs dej* correspondantes aux valeurs de a: qui diffèrent entre elles de 0,0 1, on peut disposer ainsi les calculs en commençant par les valeurs de x les plus simples , et en supprimant la virgule dans les diffé-* rences :
Ar-
OI
0,02 o,o3 0,04 etc.
+0,039502 0,078016 o,ii5554
etc.
385i4 37538 36575 etc.
etc.
etc.
On voit qu'il suflSt de calculer d'après la formule
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quatre termes consécutifs de y, et qu'on obtient ensuite les autres par des additions ou soustractions, ce qui est incomparablement plus rapide que de calculer directement les valeurs de y, quand la variable x acquiert plusieurs chiffres significatifs.
On emploie cette méthode pour dresser, d'après des formules données , des tables servant à abréger les calculs de là mécanique, de l'hydraulique, des déblais et remblais, etc.
145. Lorsque, après avoir déterminé un certain nombre d'ordonnées équidùtantes d'une courbe, on trouve que leurs différences secondes sont constantes , on en conclut que la courbe peut être une*parabole, et son équation de la forme j^ = A -\- Bx -f- Cx^, On a vu que trois points connus d'une telle courbe suffisent pour déterminer les coefficients ^, 5, C, et , par conséquent, pour calculer tant de points qu'on voudra de la courbe : mais quand les ordonnées des trois points connus M', M'', M"' [fig* Sg) sont équidistantes , le calcul se simplifie.
On peut transporter l'origine des coordonnées au point intermédiaire M'^ Soit cî Fintervalle M"P"' égal à P'M'^
Soit l'ordonnée de M' == — /i» et celle de M"' = /i, , l'équation cherchée sera de la forme
et devra être satisfaite par les deux systèmes de valeurs
-= — iely = — h,, - = I et y = ^5.
On a donc
_hi = — B-hC et fi^=B-hC,
d'où
B='-{h,^h,) et C = l(/i, — h,)
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L'équalioli devîenl ainsi
ou bien
J = A.f-^(A.-Ai)(»-î)f-
Si pour calculer Tordonnée MP d'un point intermédiaire M on ne prenait que j^ ^^ ^* 1 premier terme de cette dernière formule, ce serait supposer que les points M'', M, M''^^, sont en ligne droite; et si M'^P éuit - M" F''', ce qui fait
r- = -» l'erreur commise serait s (^i — A,).
146. Application au calcul des logarithmes des sinus et tangentes des petits angles :
logsin 4*^16'= 2,8715646 logsin4^i7'= 2,8732546 logsin4''i8'= 2,8749381 logsin4°i9'= 2,8766150 logsin4^2o'= 2,8782854
On demande log sin 4° 1 7' 2 \" .
Si Ton prenait les angles pour abscisses et les logarithme» sinus pour ordonnées , on aurait une courbe qui différerait très-peu d'une parabole , puisque la différence seconde des ordonnées équidistantes est presque constante. La question se réduit à trouver l'ordonnée intermédiaire répondant à l'abscisse 4** 1 7' ^ i".
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! * On applique la formule précédente en transportant Torigine au point correspondant à 4^17'; prenant Funité du dernier ordre décimal des logarithmes pour unité des ordonnées , on aura
j devient donc
C est ce qu'il faut ajouter à
Iogsin4" 17'=. . . 2,8732546 pour avoir
logsin4"i7'2ti''= 2,8738446.
147. Lorsqu'on a les coordonnées de trois points d'une courbe, et que la question qui donne lieu à cette courbe permtet de la considérer comme peu différente d'une parabole , au moins dans Tintervalle des points obtenus , on calcule approximativement des ordonnées intermédiaires par la formule du n** 145, ou par celle du n° 140, suivant que les ordonnées connues sont ou ne sont pas équidistantes. Celte opération, appeléei«/e/7>o/af zo« , est fort utile dans les sciences d'observation.
Exemple» La vapeur d'eau à l'état de saturation supporte une pression qui varie suivant la température. Sachant qu'aux pressions de
5 7 10 atmosphères
répondent respectivement les températures
153,28 i66,5o 181,60 degrés,
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on demande les tempéra lures pour les pressions de 6 , 8, 9 atmosphères.
Faisant ^ et j: égaux aux accroissements à partir de 166*^,50 et 7 atmosphères, on a Téquation
j = Ax '\- Bar',
satisfaite par les deux systèmes
.T = — 2, y = — 13,42, j: = 3 , r = i5,io;
ce qui donne deux équations du premier degré , d'où Ton lire
A = 6,039 et B = — 0,335 ; donc
Faisant successivement x = — i, -hi, -|-2,et ajoutant les résultats à 166, So, on trouve les températures cherchées :
1/ expérience directe a donné
148. Nous venons de voir que j^ étant un polynôme entier en X, Ajr en est un autre dont il est facile de, calculer tous les termes, lorsque les coefficients de x dans j* sont connus. Quant au terme constant dej, il disparait dans la différence qui, par conséquent, reste la même quel que soit ce terme.
Réciproquement, si l'on se donne Ay sous la forme d'un polynôme entier en a:, et si l'on se donne en outre la valeur de Taccroissement J de x, on pourra toujours retrouver j, sauf le terme indépendant de x qui restera arbitraire.
BES DIFFÉRENCES FINIES. I I
Soit, parexeuiple,
Puisque nous savons que j^ est du troisième degi^, posons
j=:jix^-hBx^-\- Cx H- D.
En mettant x -{-d au lieu de x dans ce polynôme , on a une expression de j- H- Ay; on en conclut par soustraction celle de
Aj = 3 y^X^ d^iyixd^-h ^(J»
et pour que cette dernière soit identique à celle que nous avons supposée donnée^ il faut et il suffit que l'on ait, en égalant les coefficients des diverses puissances de x,
<x[uations du premier degré , d'où Ton tirera toujours les valeurs de u4 ^ B elC^ la constante D restant arbitraire.
149. Voici un emploi utile de ces considérations. Reprenons, avec les significations indiquées au n^l42, les deux suites
Jo ft J. yi---Jn.l Jn
^y» Ar« Ar« Ar»^'-
Ua terme quelconque de la première dépend de l'un de ceux qui précèdent et des différences intermédiaires , suivant la loi très-simple indiquée par la formule
(2) r«— Jo= ^^0+ Aj,-t- Aj-,4-. . .-h Aj'„_..
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n suffira donc de savoir calculer la différence j^„ — jr^ pour obtenir la somme des n termes du second membre.
Si Ajr est une fonction connue du second degré en x, et qu'on se donne en outre la valeur de d, on calculera, au moyen des équations (i) , les coefficients ^ , B et C, et, par conséquent , la différence
y.-j, = ^{xl-x\) + B « -xD + C (X.- X,).
Exemple. Soient Ajr:= (px-hi^j i==i et Jtro = o, par conséquent x^ = 71. Le second membre de la formule (2) devient , dans ce cas ,
(3) ,«+(;,^.|)»^-(2;;^-I)«-h...^-[(« — i);.-hi]^
c'est la somme des quarrés des n termes d'une progression
arithmétique dont le premier terme est i et dont la raison est^.
Or, puisqu'on a en général
fonction du second degré comprise dans la formule
A y = ax^ -}- Jx -h c ,
on trouvera l'expression correspondante et générale de j en faisant, dans les équations (i) ,
az=zp*^ bz=i:tp^ c=i et J = i.
Les équations (i) donnent en effet
ainsi
j = ^[2p'x'-{-ip{i — p)x'-h(6—6p-hp')x]^I),
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et, par conséquent, /»— Jo = g [î^P'/»*-+- 3^(2— p) «4-6 — 6p +;?«];
c'est la valeur cherchée de la suite (3).
Cas particuliers. i^.p = i, La suite (3) est alors la somme desquarrés des nombres consécutifs depuis i jusqu^à n , et Ton a cette somme
I + a'-h 3*-h. . .-hn*= g n (» -m) (2/1— i).
2^. p = 2. La suite (3) devient la somme des quarrés des nombres impairs consécutifs depuis i jusqu'à 2/1 — i , et Ton trouve sa valeury„ — j^oi
i-h3'-+-5» + ...-h.(2n — i)»= i/i(2/ï — i)(2«-Hi),
ou, en faisant 2 n — 1 = ^9
Ces dernières formules ont leur application dans les calculs relatifs aux ponts suspendus.
L'équation jr == -- lorsque m est entier appartient
à des courbes dites hyperboliques.
Soient d'abord m = i et r = — . La courbe s'étend infi-
nimentdans l'angle y Ox et dans son opposé au sommet^ sa construction graphique (fig. 4^) annonce une hyperbole dont Ox et Oy sont les asymptotes. C'est ce qu'il faut vérifier en prenant pour axes rectangulaires les droites OK et OY, dont l'une divise l'angle y Ox en deux parties égales, désignées chacune par a. On a, en désignant par X et JTles nouvelles coordonnées du point quelconque M ,
jr = a:cos(xX) •+-7cos(yX) = Jîcosa -f-^cosa :
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d'où
•^ COSa
r = xcos(xY) -i-jrcos(yY) = — xsina-i- J'sina; d'où
siria
On pourrait cherchera* et y pour les substituer dans J?^ = /* ; mais on n'a besoin que du produit xy \ les équa tions ci-dessus donnent
x'-f- a.ry-l- r'=: — — , x' — axr-h y*= -t-t-^ d'où
^ eos'a sin*a Téquation xy = /' se transforme donc en
jy^ y^ _
ce qui exprime une hyperbole , dont Taxe transverse est 4/cosa = 2OA.
Si les axes Ox, Oy sont rectangulaires, on a
ina = cosa = - ^,
sin
et l'équatîon en X, Y^ devenant JT* — 1^== 2Z', exprime une hyperbole équilatère.
L'équation xy -\- ax -\- hy =^ c ^ pouvant s'écrire ainsi
se ramènerait évidemment, en transportant les axes parallèlement, à la forme Xy=d. Elle exprime donc une
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hyperbole, dont les asymptotes sont parallèles aux axes coordonnés.
\ 51 . L'équation de l'hyperbole, sous la forme jry=const. , conduit à des propriétés remarquables de cette courbe.
Soit UV (fig. 4o) ï»ne sécante comprise entre les deux asymptotes Ox, Oy, et divisée aux points M et M' de la courbe en trois segments : UM = m , M' V = i^ et MM' = s. Menons BC parallèle à UV et pouvant ne pas rencontrer la courbe. Les triangles semblables OBC, QUM et PMV donnent
BC ,BC
^=^ÔB ^' "-^^ = ^ÔC' d'où
"(* + ") = *' ÔBTÔC-
Donc i*'. Pour toutes les sécantes parallèles entre elles ^ le produit u[s -{- v) ou 1^(5 + m) d'un des segments extrêmes par la somme des deux autres est constant.
7?. Sur une même sécante les deux segments extrêmes u et \f sont égaux ^ ce qui résulte de Fégalité des produits u(5 -f- p') et i' (5 + u).
Cette dernière propriété, ayant lieu quelle que soit la direction de la sécante et même , comme il est facile de Iç voir, dans le cas où la sécante coupe les deux branches de la courbe, fournit un moyen très-simple de consïruîre une hyperbole dont on a les asymptotes et un point.
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15iS. Aperçu {fig* /ii)Ae\di forme de la courbe exprimée par Féquation
Pour x==±:aoii aj^ = tf5 pour x = ±: ma^ jz=, — j.
tandis que pour j = ma , x = — -
La courbe se rapproche beaucoup plus rapidement de Taxe des x que de l'axe des y^ quoique ces axes soient asymptotes Tun et l'autre.
VI. DE QUELQUES COURBES TRANSCENDANTES
153. La courbe appelée logarithmique est exprimée sous la forme la plus simple par l'équation
•^ = log-.
La longueur a détermine Péchelle de la construction. L^axe des y est asymptote du côté des y négatifs [fig* 42). Pour
-=.00 ...1000 100 10 I 0,1 0,01 Oy001....0.
a on a
L'équation -^ = log-r- est celle d'une courbe semblable à
]a première et semblablement placée par rapport aux axes. Car, si Ton fait
\ X xr l>
L'équation -^ := m log - est encore celle d'une
courbe semblable à la précédente, mais non semblablement placée par rapport à Taxe des x, car elle donne
ma d'où
= loff ( -^ . /// 1 = log h \osm ,
^\ma J ^ ma ^ '
y—am\o%m _ j ^ ma ^ ma
donc , en élevant Forigine de la longueur am logm sur Taxe des y^ et appelant les nouvelles coordonnées JT, X,on a
=rlog
tna ma
ce qui prouve la proposition énoncée.
155. La courbe dont l'équation est - = m" est également une logarithmique; mais elle a pour asymptote Taxe des X négatifs (fig' 43). Car on a
loff- = - logm:
d'où
156. Sinusoïde. Si sur Ox {fig. 44) ^^ porte les abscisses OP, OP', OP'', . . . , égales aux arcs de cercle A m , A w!y A m'', et qu'on fasse les ordonnées PM, FM', V"M\ . . . , de même longueur et de même sens que pm, p'm', p"m"y . . ,
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la courbe OMIV^JVl'^ . . aura pour équation
= rsin(f)
le rayon du cercle générateur étant r; et alors Faugle -
n'est pas exprimé numériquement en degrés sexagésimaux, mais par le rapport de l'arc compris entre ses côtés au rayon avec lequel il est décrit.
La forme générale de la coiirbe est facile à discuter.
157. Cycloide. Si un cercle roule sans glisser sur une droite, en restant dans u^i même plan, la courbe que décrit un point de sa circonférence s'appelle une cycloïde
{fis- 45).
Soit AmB le cercle générateur dans sa position initiale. Soit LMK une autre position quelconque. Supposons que le point décrivant soit en A sur le premier cercle et en M sur le second. Par la définition , on a
arcLM = AL.
Or, si Mm est parallèle à AL, on a
Am = LM, mM = AL;
douQ
mM = arcAm.
De même
m' M' = arc A ra' ^ etc.
En général , on a j^ = j: pour une équation de la courbe , en appelant x V abscisse curviligne Am, portée à partir du point A sur la circonférence A m B, et y l'ordonnée mM parallèle à l'axe AE. Si entre ces mêmes variables l'équation était y =z ax ^ la cycloïde serait allongée ou raccourcie selon que la constante a serait ]> ou <^ i .
Spirale (V j4rchimè{l€> Une droite OM {fig
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tourne dans un plan autour d'un de ses points O ; le point IVl est mobile sur la droite, et y parcourt des longueurs égales pendant que la droite OM décrit des angles égaux. Le point M décrit sur le plan la spirale d^jirclnmède.
Soit Oa la position de la droite quand le point décrivant est en O; amm' est un cercle quelconque, ayant O pour centre. Les longueurs OM, OM', du rayon vecteur sont proportionnelles aux angles aOM, aOM', ou aux arcs am, am'. De là une construction facile de la courbe quand on connaît la longueur ON parcourue par le point décrivant pendant une révolution entière de la droite mobile.
Cherchons à exprimer cette courbe par une équation.
Soit ON = /, donnée 5 le rayon vecteur OM = p
variable. Soit — ^ — = 9^ ce rapport 6 de Tare variable am
à son rayon est Texpression analytique de Tangle aOm. D'après la définition de la courbe, on a p:/::d:a7r ou 2 7rp = /6, équation cherchée dans laquelle les variables p et Q sont les coordonnées polaires de la courbe.
170. La courbe dite déx^eloppante du cercle, utile en mécanique, est étudiée dans le Cours de Géométrie descriptive.
§ VII. TRANSFORMATION DES COORDONNÉES, APPLIQLÉE AUX COURBES DU SECOND DEGRÉ.
161. Les équations des courbes dont nous venons de nous occuper ont été obtenues sous des formes simples, par suite du choix convenable de la position des axes coordonnés. De même que Téquation du cercle (95 et 96) est plus compliquée lorsque le centre a une situation quelconque que lorsqu'il est à l'origine des coordonnées, de même il est évident que les équations de l'ellipse, de l'hyperbole et de
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la parabole, seraient moins simples si les axes étaient pris arbitrairement et faisaient un angle quelconque. Mais il est important de constater :
i^. Que dans tons les cas les équations de ces trois courbes exprimées en coordonnées parallèles à des axes sont du second degré, cVst-à-dîre toujours comprises dans la formule générale
Ây^ -h Bxy -+- Cx* 4- Dy -h Ex -4- iF = o ;
tP. Et que réciproquement une équation du second degré en coordonnées parallèles à des axes ne peut exprimer une autre courbe que Tellipse (dont le cercle est un cas particulier), l'hyperbole ou la parabole.
La démonstration de celte double proposition dépend d'une méthode générale qu'on appelle la transfonnation des coordonnées.
162. Soient Ox, Oy {fig* 47)9 l^s axes donnés quelconques auxquels est rapportée une courbe dont l'équation est F [x^y) = o\
Soient O'jc', O'y'^ les axes également donnés relativement auxquels on se propose d'obtenir l'équation de la même courbe \
Soient aeib les coordonnées OA, AO', de l'origine O' relativement aux premiers axes.
M étant un point quelconque de la courbe, ses coordonnées X eiy sont OP et PJVI, tandis que ses coordonnées x' et y^ sont O' F' et P'M'. Il est aisé d'exprimer par des équations les relations qui existent entre les quatre variables or, y^ x\ y\ les constantes a, i, et les angles des axes entre eux. Il suffit de remarquer que la ligne brisée OPM, composée de X et à^y^ et la ligne brisée OAO'P'M , composée de rt, 6, x' et y', sont deux contours polygonaux conduisant du point O au point M , et que par conséquent leurs
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projections sur une même droite sont égales (22). Nous bornant ici à considérer les projections rectangulaires, nous pouvons appliquer le théorème du n^ 46 ; et afin d'obtenir séparément les expressions de x et de j" en fonctions des quantités x',/', a, i, et des angles, nous prenons successivement pour axes de projection, d^ abord la droite OX perpendiculaire à Oy, puis la droite OY perpendiculaire à Ox. La formule ci-dessus devient, dans ces deux cas (en remar* quant que les cosinus des angles d'une droite avec OX et avec OY sont les sinus des angles de la même droite avec O y et avecOx),
X sîn (x, j) = a sin (x, y) -h x' sin (x', y) •+-/' sin (y', y), jsin(y, x) = bsin (y, x) -hx'sin (x'>x) H-r' sin (y', x),
d'où
^ _ ^ . ^^sin(x^y)H-/sin(y^^)
sm(y, x)
, ^^sin(x^x)-h/sin(y^x ) ^ sm(y, x)
163. Les coordonnées x^y^ ^\j% ^'^^^ même point de la courbe considérée, satisfont simultanément à Téquatiou F (a:,j^) = o et aux deux formules finales du numéro précédent 5 donc si Ton substitue k x et k y dans Téquation F (x^y) = o Jeurs expressions données par ces formules, on aura une nouvelle équation qui sera également satisfaite, et qui, ne renfermant plus d'autre variable que x' et 7', sera Féquation de la même courbe rapportée aux axes Ox', Oy'.
164. Si l'équation F (x^y) = o est une équation algébrique du m'*'"' degré, c'est-à-dire qui puisse se ramener à la forme -
-^Z*" 4- (fix + C)/'""* 4- (/>:r' + £'x -f- jP) j'»-' 4- . . . = o,
la plus grande somme des exposants de .r et de y dans un
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES
même terme étant le nombre entier /w, Féquation transformée en nouvelles coordonnées x', y\ ne sera pas d'un degré supérieur au tji''""^ puisque les valeurs de x et de j^ à substituer dans la première équation sont du premier degré. L'équation transformée ne sera pas non plus d'un degré inférieur au m'''"", car il faudrait, pour que cela fût possible, que le degré pût s'élever quand on reviendrait des nouveaux axes aux anciens.
Ainsi, à quelques axes coordonnés qu'on les rapporte, les équations de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole, sont toujours du second degré.
165. Pour établir la réciproque de cette proposition, nous prendrons Téquation la plus générale du second degré à deux variables :
(i) Ay''-^Bxj-^Cx^^Dj-\'Ex-^F=zo^
et nous supposerons que les coordonnées a: et j^ sont rectangulaires, en remarquant que, s'il en était autrement, on pourrait, par la transformation, obtenir pour la même courbe rapportée à des axes rectangulaires une équation différente, mais toujours du second degré.
Nous remarquerons, en second lieu , que si le terme Bxy^ n'existait pas dans l'équation , une transformation pareille à celle du n° 112 réduirait facilement l'équation à trois termes. Proposons-nous donc de faire disparaître de l'équation le produit xj en changeant la direction des axes, mais en les conservant toujours rectangulaires et sans changer l'origine des coordonnées.
Dans ce cas particulier, les formules finales du n** 162 se simplifient : on a
a = o, i = o, sin(y,x) = i, siii (x', y) = ces (x', x),
si» (y'-» y) = — siij(x', x), sin (y', x) = cos (x', x) ;
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et si, pour abréger, on remplace Tangle (x', x) par a, les formules de transformation deviennent (telles qu'on aurait pu les obtenir directement par la théorie des projections)
a: = a:'cosa — ^'sina, y =z ar'sina +j-'cosa.
Mettant ces expressions de j: et de j^ dans Téquation (i)^ on obtiendra une transformée du second degré, de la forme
{9-) Ay^ -h i? Vj'-h C'a/*+ D'y'^ £'x'^-F= o;
dans laquelle les coefficients A', B', . • • ? renfermeront l'angle a. Il s'agit de choisir cet angle de manière que B' soit nul. Or, en réunissant les termes en x' y' qui proviendront de la substitution , on trouve
B' =^[A — C) sînacosa + i?(cos*a — sîn*a),
B =z[A — C) sin2«-f- jDCOsaa.
Cette quantité serait nulle indépendamment de a si Ton avait à la fois A^=^ C elB =±o^ auquel cas il est aisé de voir (112) queTéquation (i) en coordonnées rectangulaires iserait celle d'un cercle.
Dans tout autre cas, il faudra, pour faire disparaître le produit x'y^ satisfaire à l'équation
{A — C) sinaa -I- JScosaa = o,
d'où , en divisant par [A — C) cos 2 a ,
tangua == ^ ■>
Comme la tangente d'un angle qui passé de zéro à 180® prend toutes les valeurs entre H- oo et — 00 , il s'ensuit qu'on trouvera toujours un angle a , mais Un seulement, plus petit que 90^, satisfaisant à la condition proposée. Il y a donc toujours un système d'axes rectangulaires (et il n'y
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en a qu'un, sauf le eas du cercle) pour lequel réquatiou d'une courbe du second degré se réduit à la forme
166. II. reste à compléter la transformation de cette équation pour la réduire à trois termes. Il faut pour cela distinguer le cas où aucun des coefficients A\ C n'est nul, et celui où l'un des deux disparait. Ils ne peuvent être nuls tous deux , puisque l'équation doit rester du second degré.
Dans le premier cas, l'équation peut s'écrire ainsi :
Cela posé, il est toujours possible de transporter les axes parallèlement à eux-mêmes en O'^x", 0"y", de manière que, x" et y" étant les coordonnées d'un point de la courbe dans ce second système d'axes rectangulaires, on ait
car il suffit et il faut pour cela que les coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux axes Ox', Oy', soient ,
l'abscisse — r^? et Tordonnée — -jj-
En faisant, pour abréger,
l'équation de la courbe se réduit définitivement à
Faisons maintenant toutes les hypothèses possibles sur les valeurs des constantes ^', C, F' ,
1°. Si elles étaient toutes trois de même signe, Féqua" tion serait impossible à réaliser.
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2°. Si JP' était nul , et A' de même signe que C, Téqualion ne serait satisfaite que par ar =.o , j^ = o , elle exprimerait un seul point , devenu l'origine par la dernière transformation .
3**. Si, jF' étant nul, A^ et jB' étaient de signes contraires, l'équation, réduite à la forme
y^^=s.K} x^ ou j"=,'±L Kxy
exprimerait deux droites passant par Torigine, et situées symétriquement par rapport aux derniers axes.
4^. Si A' et C ont un même signe, contraire à celui de F\ Féquation , réduite à la forme
est celle d'une ellipse rapportée à ses diamètres principaux (107).
. S*'. Enfin, si A' et O sont de signes contraires, quel que soit celui de F', l'équation, se réduisant à l'une des formes
est celle d'une hyperbole rapportée à ses diamètres principaux (107).
167. Le dernier cas à considérer est celui où , dans Téquation finale du n°165, l'un des coefl&cients A'^ C, est nul. Soit C'= o.
Si l'on avait en même temps E' = o, l'équation, réduite à A'y^ + D'y' 4- jF' = o , exprimerait deux droites parallèles à l'axe des x' . Dans toute autre hypothèse, l'équation peut s'écrire ainsi :
l3l DIAMÈTRES
Or, en transportant les axes parallèlement, de manière qu'on ait
on ramène Téquation à la forme
qui appartient exclusivement à la parabole.
168. Ainsi se trouve démontrée la proposition énoncée au n® 161. C'est donc à juste titre que, vu l'emploi presque exclusif des coordonnées parallèles à des axes, les courbes étudiées au §IV (n°"116 et suiv.), d'après leurs propriétés ybcfl/e5, s'appellent courbes du second degré.
Des diamètres des courbes du second degré.
1 69. Une équation du second degré peut être utilement discutée d'une autre manière que par la transformation immédiate des coordonnées, pour reconnaître le genre de courbe qu'elle exprime. Reprenons cette équation sous la forme la plus générale, l'angle des axes coordonnés étant quelconque,
(i) ^j'-H Bxy -h Cx^-h Dj-h Ex + F= o,
et supposons que le coefficient u4 de r' n& soit pas nul ; c'est jce qui aura lieu lorsque l'axe des y aura été choisi de manière qu'une parallèle à cet axe rencontre la courbe en deux points, et par conséquent ne puisse pas être une asymptote. L'équation résolue par rapport à jr donne
± ^ s/{£ '— 4 ^6") jc*-H 2 (fiZ> — 2 AE) -H !>»— 4 AF,
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d'où ron conclut d'abord que la droite dont l'équation est
coupe en leurs milieux, et sous un angle qui généralement n^est pas droit, toutes les cordes parallèles à Taxe desj^.
Cette droite est un diamètre de la courbe, et la discussion de cette courbe se ramène à celle du radical de l'équation (2).
Si l'on a B^ — i^AC > o, la courbe s'étend à l'infini du côté des X positifs et du côté des x négatifs. C'est donc une hyperbole, sauf le cas particulier de deux lignes droites, quand le trinôme en x sous le radical est le carré d'un binôme.
Si l'on a 5* — 4 ^C <^ o, le trinôme sous le radical devient négatif dès que x, soit positif, soit négatif, est suffisamment grand en valeur absolue; la courbe est donc limitée dans tous les sens, et c'est une ellipse, sauf le cas d'impossibilité, quand le trinôme sous le radical reste né* gatif pour toute valeur de or, et le cas d'un point unique quand le trinôme changé de signe est le carré d'un binôme.
Enfin si l'on a -B* — 4 -^C = o, selon que BD — a u4E est positif ou négatif, le radical reste réel pour des valeurs croissant indéfiniment dans un seul sens; la courbe est illimitée de ce côté seulement; c'est donc une parabole, sauf le cas de deux droites parallèles au diamètre déterminé par l'équation (3).
Dans les deux cas où 5* — 4 -^C n'est pas nul , la courbe a un centre placé sur le diamètre exprimé par l'équation (3) . Si l'on y transporte l'origine des coordonnées en prenant l'axe des x suivant ce même diamètre, et l'axe des y parallèle à sa première direction , la nouvelle équation de la même courbe est , en coordonnées obliques , de la forme
ÉQUATIONS
car il faut, i^ qu'à toute valeur de x répondent deux va* leurs de y égales et de signes contraires , et 2® que pour j^ = o on ait aussi deux valeurs de x égales et de signes contraires.
Celte dernière forme (la même que lorsque la courbe est rapportée à ses diamètres principaux) montre que chaque axe coupe les cordes parallèles à Tautre en leurs milieux. Les deux diamètres liés entre eux par cette propriété réciproque s'appellent diamètres conjugués. Il résulte de ce qui précède qu'à tout diamètre (droite menée par le centre, qui n'est pas une asymptote) répond un autre diamètre qui est son conjugué.
170. Lorsque B^ — ^AC est nul, le radical de l'équation (2) ne devient nul que pour une valeur de a: ^ la courbe ne rencontre donc qu'en un point le diamètre déterminé par l'équation (3). D'après cela, si Ton transporte en ce point l'origine des coordonnées, en prenant pour Taxe des X ce diamètre , et l'axe des y parallèle à sa première direction , on réduira F équation à la forme
la même que lorsque les axes sont rectangulaires.
Une parabole pouvant être considérée (n°®132 et 436) comme une portion d'une ellipse ou d'une hyperbole dont les diamètres sont infinis, si Ton mène dans cette courbe des cordes parallèles et d'ailleurs quelconques , non-seulement leurs milieux sont, comme on vient de le voir, sur une droite, mais ce diamètre concourant à l'infini avec le diamètre principal lui est par conséquent parallèle. Ainsi tous les diamètres d'une parabole sont parallèles entre eux^ ce qu'on vérifierait aisément en cherchant Iç lieu des milieux de cordes parallèles da^ns cette courbe.
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COORDONNÉS
171 . D'après ce qui a été dit en général au n^ 6, le moyen le plus simple d'exprimer la situation d'une droite relativement à trois plans coordonnés est de donner les équations de ses projections coordonnées sur deux de ces trois plans. Si les deux plans de projection sont ceux des zx et des zj^ les équations seront en général de la forme de celles-ci :
zz=:ax -\-p^ z =zhy^ q.
Il faut bien comprendre que les coordonnées x^ y^ z^ d'un point quelconque de la droite dans l'espace , satisfont à la fois aux deux équations , et que chaque équation considérée séparément est satisfaite par les coordonnées d'un point quelconque du plan projetant mené par la droite pa* rallèlement à l'un des axes.
En éliminant z entre les deux équations ci-dessus , on a une relation entre les coordonnées x^ y^ d'un point quelconque de la droite ', et comme ces coordonnées sont aussi celles de la projection coordonnée de la droite sur le plan des xy^ la relation qu'on obtient est l'équation de cette projection , savoir :
ax — è)^-f-^-^^ = o.
172. Si Ton veut déterminer la trace de la droite sur l'un des plans coordonnés , par exemple celui des x et j, il faut évidemment faire ^ = o dans le système de deux équations qui exprime la droite : on aura ainsi les coordonnées de
cette trace ,
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On a de même pour les traces sur le plan des xz . * .y = o^ z =g^ a: = ^»
surle plandes j^;5. . .x = o, ^=p, j" = - , '*
173. Si la droite était parallèle à l'un des plans coordonnés, l'une des deux équations à deux variables devrait être celle de sa projection sur ce plan. La seconde équation appartiendrait aux projections de la droite sur les deux autres plans.
Exemple. z = ax -^ b^ y ^nc.
Si la droite était parallèle à l'un des axes, ses équations seraient indépendantes de la coordonnée parallèle à cet axe. Par exemple, la droite étant parallèle à Taxe des 2, l'expression la plus simple de la droite est
x = my y = n,
metn étant les coordonnées de la trace de celte droite sur le plan dps xet y.
il A, Problème. Connaissant les équations de deux droites ,
(i) z = aX'hp \
J pour la première ,
(2) z^=zby -\- q )
vérifier si ces droites se rencontrent , et , dans le cas de V affirmative j troui^r les coordonnées du point d^intersec^ tion.
Les quatre équations ci-dessus doivent être satisfaites par les trois inconnues x^ y^ z y coordonnées du point de rencontre.
\ pour la seconde i
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Les équations (i) et (3) donnent {5) (a — a')z =ap* — a^p.
Les équations (2) et (4) donnent
(6) (b — b')z = bq'—b'q.
Les équations (5) et (6) devant donner la même valeur de ^ , il faut que les constantes satisfassent à l'équation de condition suivante :
[a — a')[bq'—b'q) = {b — b'){ap'-a'p).
Quand elle a lieu , le reste du problème est aisé à résoudre.
175. PROBLÈME. Connaissant /es équations d^ une droite D rapportée à trois axes rectangulaires^ trouver les angles qiCellejorme as^ec ces axes.
Transportons la droite parallèlement à elle-même de manière qu'elle passe par l'origine, ce qui se fait en supprimant les termes constants des équations. Les angles cher«chés ne sont pas changés, et les deux équations peuvent alors s'écrire sous la forme
Un point de la nouvelle droite, dont les coordonnées sont x^ y^ z est à une distance de l'origine exprimée en grandeur absolue par v^x'-f-j^'-H -z*, et en considérant le sens positif de la droite comme allant de l'origine à ce même point , on a pour les cosinus des angles cherchés :
cos(D, x) =-7
cos(D,y) = -y -^ >
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Or, d'après les équations ci-dessus , x^jetz sont proportionnelles à a , 6 et c; donc
cos(D, ï) =
cos(D^ z) =
^a^-hb'
formules dans lesquelles il faut remarquer que les constantes a, & et c, sont positives ou négatives, qu'elles ne sont données que par leurs rapports (grandeurs et signes), qu'on peut par conséquent les multiplier par un nombre quelconque, et changer simultanément leurs signes, ce qui change ceuic des trois cosinus et revient à changer le sens positif de la droite.
Réciproquement y sachant qu'une droite passe par l'origine des axes rectangulaires, si Ton se donne les angles qu'elle forme avec ces axes , c'est-à-dire les cosinus de deux d'entre eux et le signe du cosinus du troisième (42) , on en conclura que les équations de la droite peuvent être posées
comme il suit :
cos(D, x) cos{D, y) cos(D, z)'
ce qui revient à écrire , chose évidente , que les trois coordonnées d'un point de la droite menée par l'origine sont proportionnelles aux trois cosinus.
176, Problème. Tromper les équations d^une droite pas-sant par un point donné et parallèle à une autre droite donnée , ou faisant as^ec les axes rectangulaires des angles donnés, •
La droite donnée étant transportée à l'origine et parallèlement à elle-même , ses équations peuvent alors être mises
sous la forme
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et celles de la droite menée parallèlement par le point dont les coordonnées sont x\y\ z' peuvent se ramener à celles-ci
ou bien , si les axes sont rectangulaires ,
. cos(D, x) cos(D, y) cos{D, z)'
COORDONNÉS
177. Le procédé qui donne celte équation dépend de la génération qu'on adopte pour le plan.
Ce plan rencontrant nécessairement au moins l'un des axes, supposons que ce soit celui des z. Soit c la distance positive ou négative de l'origine à la rencontre C de cet axe {fig. 48). Les équations des deux traces, dans les deux plans coordonnés xOz et yOz, sont de la forme
z = ax-^c pour la trace D dans xOz, et
^ = fr^ -f- c pour la trace E <lans yOz.
Considérons le plan comme la surface engendrée par une droite G qui, s'appuyant sur la droite D, directrice fixe, se meut parallèlement à la trace E, laquelle est, par conséquent, l'une des positions de cette génératrice.
Soient a et |3 les coordonnées parallèles à Ox et à Oy du point P, où la génératrice G coupe la directrice D. Elles satisfont à l'équation de cette droite, de sorte qu'on a
(i) (3 = aûç-f-c,
et la génératrice G, passant par P et étant parallèle à E , a pour équations
(2) .r = à, et
(3) zz=zby + ^:
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Si, en conservanl à la distance c et aux coefficients angulaires a et i leurs valeurs algébriques^ ou fait varier a, et par conséquent |3, on pourra faire prendre au point P toutes les positions imaginables sur la directrice D. Ainsi les équations (i), (2) et (3) ont lîeu entre les quantités a et |3 qui conviennent à la génératrice passant par un point quelconque du plan et les coordonnées x^ y el z^ de ce point. Donc, en éliminant a et (3, on aura la relation cherchée, indépendante de la position particulière de la génératrice. Cette équation , qui exprime complétemeut la position du plan, est
z = ax -\- bj -\- c.
Elle s^applique à tous les cas possibles, sauf celui où le plan serait parallèle à l'axe des z. Dans cette hypothèse, l'équation ne contiendrait (92, 2°) que les variables x et j^, et ne différerait en rien de l'équation de la trace du plan sur celui de xj \ elle serait donc de la forme
mx + /7j^ -h ^ = o ,
pouvant se réduire kx = A ou j^ = Z si le plan était à la fois parallèle à deux axes coordonnés.
178. Réciproquement, toute équation du premier degré comprise dans la formule générale
Ax -h Bj-hCz-^ D = o,
dans laquelle les variables x^ y^ z, sont les coordonnées
d'un point variable, exprime toujours un plan. Car," à
moins que G ne soit nul, auquel cas le plan serait parallèle
à l'axe des z, on peut, en divisant par C, mettre l'équation
sous la forme
z = oo: H- fr^ -H c,
et, par conséquent, concevoir la génération d'un plan (177) dont tous les points satisferaient , et satisferaient seuls ^ par leurs coordonnées à l'équation proposée.
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179. Intersections d*nn plan av^ec les plans et les axes coordonnés. Si dans l'ëqualion d'un plan on fait Tune d^s coordonnées égale à zéro, on a l'équation de la trace du plan sur le plan des deux axes parallèles aux autres cooW données.
Si dans Téquation d'un plan on fait simultanément deux coordonnées nulles , cette équation donne la troisième coordonnée égale à la distance de l'origine au point d'intersection du plan et de l'axe parallèle à cette coordonnée.
Tout plan passant par l'origine a son équation comprise dans la formule générale
u(tx 4- Èy -h Cz = o.
180. Quand le plan ne passe pas par l'origine, l'équation peut être écrite sous la forme
et p, ^, r, sont (179) les distances de l'origine aux intersections du plan avec les trois axes. ^
' 181 . On peut trouver l'équation d'un plan en le considérant comme une surface qui contient toutes les perpendiculaires menées à une droite par un même point de cette droite.
Quelle que soit la position du plan , soit ON (fig* 49) "a droite menée de l'origine O perpendiculairement à ce plan, qu'elle rencontre en N. Soit M un point quelconque du plan, et soient x, y, z ses coordonnées.
Joignons M et N par la droite MN. Cette droite est perpendiculaire à OIN, et, par conséquent, la longueur ON est la projection orthogonale de OM sur la droite ON. Mais la projection de OM est égale (22 et 48) à celle du contour polygonal OPCM , composé des coordonnées x^y^ z^ du point M. Donc , en faisant ON = (î , on a
(i) â = x cosNOx 4- r cosNOy H- z cosNOz.
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Cette équation , dans laquelle c^ et les trois cosinus sont d^s constantes , tant qu^il s'agit d'un même plan , est Téquation de ce plan .
* Si la droite ON est donnée par ses équations , on peut demander l'équation du plan qui lui est perpendiculaire, en fonction de la distance d et des coefficients qui déterminent la droite. Les équations de celle-ci peuvent être mises sous la forme
X jr z
Les cosinus des angles qu'elle forme avec les axes rectangulaires sont des fonctions de a , & , c qu'on trouve très-facilement (t7'4), et l'équation (i) du plan perpendiculaire à cette droite, et dont la distance à l'origine est J, devient par suite
cî \/à* -h i' -H c' = ax 4- iy -H cz.
Réciproquement on peut se proposer la question suivante.
1 82. Problème. Une droite étant menée de l 'origine perpendiculairement à un plan* donné y trouver les équations de cette perpendiculaire ^ les angles qu elle forme ai^ec les axes rectangulaires y les coordonnées de son pied sur le plan, et la distance de l'origine à ce pied.
Soit l'équation du plan mise sous la forme
Jlx-h By +Cz = i.
Solution directe de la question. Une droite étant perpendiculaire à un plan , la projection orthogonale de la droite sur un second plan est perpendiculaire à la commune intersection des deux plans. Donc la pei*pendiculaire au plan donné a pour équations
/ =z-jX et z=^-jXj ou bien -^ = ^ = ^.
DU PLAN
Les cosinus des angles qu elle forme avec les axes sont proportionnels aux coordonnées or, y^ z d'un point quelconque de cette droite, et par conséquent proportionnels aux coefïïcients A^B^C. De là et de ce que la somme des quarrés des trois cosinus est égale à i , on conclut
cos(N5 x) ^= cos(N,y) =
Les coordonnées a', j\ z' du pied de la perpendiculaire satisfont aux équations du plan et de la droite; on obtient diaprés cela
Enfin, quant à la distance d de Torigine au plan, on a
Solution déduite de V équation (i) du n^ 181. En identifiant les deux équations
et
xcos(N,x) -hy cos(N5 y) -+->zcos(N, z) =(Î5
on a
cos(N, x) = ^d, cos(N, y) = Bd, cos(N, z) = Cd^ et en élevant au quarré et ajoutant,
De là on tire immédiatement d et les trois cosinus.
t44 ÉQUATIONS
Par suite, les équations de la perpendiculaire passant par Forigine qui sont
cos(N,x) "~cos(N, y) ~" cos(N,z)'
deviennent
Enfin les coordonnées du pied sont
x'=(îcos(N,x) = A^«=-^^-p^q-^,, y=(îcos(N,y),etc.
183. Une droite peut être exprimée par les équations à trois variables de deux plans différents qui la contiennent. Il suffit de considérer ces deux équations comme devant être satisfaites simultanément par les coordonnées x^y^ z. On peut, par deux éliminations successives d^une variable, obtenir un système équivalent, mais plus simple, de deux équations à deux variables; et ces équations sont alors tout à la fois celles des deux plans projetants qui y correspondent.
§ X. DE LA TRANSFORMATION DES GOORDONNtBS PARALLÈLES A TROIS AXES, APPLIQUÉE AUX SURFACES DU SECOND DEGRÉ.
184. La forme la plus générale d^une équation algé-brique du second degré entre trois coordonnées x^y^^ z est celle-ci :
•^Cx-^Cj-h C"z-^D = o,
On conçoit, par ce qui a été dit (161 et suiv.), qu'une telle équation, considérée comme exprimant une surface, peut
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être simplifiée par la transformation des coordonnées sans cesser d'exprimer la même surface.
185. Par une méthode analogue à celle du n°162, on obtient immédiatement des formules pour cette transformation.
Soient Ox, Oy, Oz, les axes primitifs faisant entre eux des angles quelconques ;
a, i, c, les coordonnées de la nouvelle origine O' j O'x', O'y', O'z', les nouveaux axes quelconques.
M étant un point quelconque, considérons deux contours polygonaux conduisant de l'origine O à ce point M: l'un, composé de x^ y^ 2, 1 autre de a, i, c, x', j\ z\ Leurs projections sur une .droite quelconque sont égales, et peuvent fournir une relation entre les coordonnées primitives et les nouvelles. Pour obtenir directement x^y^ -z , en fonction de a, è, c, x\ y\ z\ imaginons un axe auxiliaire OX, perpendiculaire au plan yOz: les projections de j^, z, i , c , sur cet axe, sont nulles, et nous avons
xcos(x, X) = acos(x,X) -l-x'cos(x'X)
-h j' cos (y', X) H- z' cos (z', X).
En considérant deux autres axes auxiliaires de projection, savoir: OY perpendiculaire au plan xOz , et OZ perpendiculaire au plan xOy, on a deux formules analogues :
j-cos(y; Y) = Acos(y, Y) H-a:'cos(x', Y) +y'cos(y', Y)
-|-z'cos(z'. Y),
^cos(z,Z) = ccos(z, Z) -f-j:'cos(x', Z) -+-j'cos(y', Z)
z'cos (z', Z).
186. Quelle que soit l'équation F {oc^y^ ^) == o d'une surface, en y substituant à x^y^ z, leurs expressions tirées
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des formules ci*dessus , on aurait une équation en x\ y\ z\ qui serait Féquation de la même surface rapportée aux nouveaux axes : les quantités a^b ^c^ et les cosinus qui entreraient dans la nouvelle équation, doivent être considérés comme connus dès que l'on connaît les angles des axes primitifs entre eux et la position des nouveaux axes par rapport aux anciens.
187. De ces considérations générales résultent quelques conséquences importantes dans le cas où Téquation F(ar,j^,z)=o de la surface est algébrique.
1°. V équation transformée en x' ^y\ z\ est du même degré que Inéquation primitix^e. Le raisonnement pour le démontrer est celui du n°164.
2°. Si l'on coupe par un plan* quelconque une surface dont Téquation F (x,y, z) = o est algébrique, la courbe d^ intersection est tout au plus du même degré que la sur^ face, c'est-à-dire que l'équation qui exprimerait cette courbe , rapportée à deux axes quelconques pris dans son plan, ne serait pas d'un degré supérieur à celui de l'équation F (a:, ^, z) = o.
En eifet , concevons qu'en transformant les coordonnées on prenne les axes des x' et des y* dans le plan coupant. La nouvelle équation de la surface en x\ y\ z\ sera du même degré que la première. Or, il suffira d y faire z'= o pour avoir l'équation de la courbe d'inlersection , ce qui ne pourra jamais élever le degré.
3°. Une droite ne peut percer une surface en un nombre de points plus grand que P indice du degré de la sur-' face, mais elle peut, en certains cas, s'y appliquer tout entière.
En effet , en prenant la droite considérée pour axe de» x^, et faisant ensuite j^'= o et -3' = o simultanément dans l'équation transformée, on aura une équation en x\ qui
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sera, au plus, du même degré, et dont les racines seront les distances de l'origine O' aux points d'intersection.
Si la supposition r'= o, z'= o, rendait l'équation de la surface satisfaite indépendamment de x\ l'axe O'x' serait tout entier sur la surface.
188. Si, au lieu de changer à la fois les trois axes, comme nous l'avons supposé au n^ 185, on en conserve un, et «pi'en déplaçant les deux autres on les laisse dans leur plan primitif, la transformation est plus simple. Supposons que Ton conserve l'axe Oz, et qu'on remplace Ox, Oy par Ox', Oy', l'ordonnée z d'un peint M quekouque sera commune aux deux systèmes de coordonnées , et les relations entre or, j^ x* et y 9 seront celles qui ont été établies au nM62.
189. Appliquons cette observation à Téquation générale du second degré à trois coordonnées, afin de la réduire à la forme la plus simple, et parvenir ainsi plus facilement à caractériser les divers genres de surfaces que cette équation peut exprimer suivant les diverses valeurs de ses coefficients.
Nous supposerons rectangulaires les trois axes, en remarquant que, s'ils ne l'étaient pas, on pourrait les remplacer par d'autres qui le seraient, sans changer le degré de l'équation exprimant la même surface (187, 1^).
Cela posé, en conservant Taxe Oz, et en raisonnant quant aux deux autres comme on l'a fait au n° 167, on voit qu'on peut toujours faire disparaître le terme contenant le produit xy. Nous supposerons donc, pour simplifier nos calculs, queB soit nul dans Téquation du n° 184, qui devient
>>/x*-+- y^y -+• A"z'-^B'xz -h B"yz
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et qui peut aussi bien exprimer toute surface du second degré.
190. Démontrons quil est toujours possible de diriger l'axe des z, les coordonnées restant rectangulaires y de manière que V équation^ exprimant toujours la même surface quauparav^ant^ ne contienne plus les produits xz^jz.
Soit OZ la direction cherchée {fig- 5o) ;
Soit Ox' la projection orthogonale de OZ sur le plan xOy;
Et soit OY menée par l'origine O et dans le plan xOy perpendiculairement à Ox'. Cette droite sera par consé^ quent perpendiculaire à OZ.
Si Ton voulait prendre Ox', OY et Tancien Oz, pouf nouveaux axes coordonnés, il faudrait (188 et 165) , en faisant xOx'= 0, substituer dans l'équation de la surface les expressions •
X == a:'cos0 — JTsinO, j^ = x' sin H- JTcos 9 ,
et laisser z sans changement.
Cette substitution faite, on pourrait changer les deux axes rectangulaires Ox , Oz, etles remplacer par OX, OZ, également rectangulaires , et dans le même plan perpendiculaire à OY.
Pour cela , il faudrait, en appelant y l'angle zOZ, substituer dans la transformée précédemment obtenue
z = Z cosy — X sin y, x' = Z sin y -f- Xcosy ,
et laisser l^sans changement.
Or, ces deux substitutions successives reviennent à mettre immédiatement dans Féquation primitive les valeurs sui-
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Vantes :
z = Zcosy — Xsiny,
x-=i (Zsiny-f-Xcosy) cos9 — JTsinO,
j- = (Z siny-hXcosy) sînO -f- jrcosfi.
Faisons donc cette' substitution immédiate, mais en n'écrivant que les termes en XZ et JTZ, que nous voulons faire disparaître. Nous aurons ainsi les termes :
XZ/ — iA siny sin 5 cos 6 -f- 2^'siny sin6cos0 — jB'cosy sinô ^' cos y cos 9
2 -<^ sin 7 cos 7 cos' XZ — a^rfsinvsinOcosô YZ 2 ^'siny cosy sin* 9
— 2 -<^" sin y cos 7 -f- 5' cos' 7 cos9
— ^ sin' y cos 9 -i- B" cos' y sin ô
— fi'^sin'ysine
Il s'agit maintenant de démontrer qu'il existe toujours pour Taxe OZ une position telle, que les angles 9 et y qui lui appartiennent rendent nuls, dans Téquation transformée, les deux polynômes coefficients de XZ et de YZ,
Prenons sur OZ, à partir de l'origine, une distance représentée par I. Appelons a, &, c , ses projections sur les trois axes primitifs, et d sa projection sur Taxe OV. Il est facile de voir qu'on a
cosy = c, siny = rf, cos9 = -%9 sin9 = -^-
Substituons ces expressions dans les deux polynômes coefficients de XZ et de JZ, que nous égalerons à zéro^ nous aurons deux équations :
+ £^'J(c'-rf') = o,
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ou plas simplement
Ces deux équations joitites aUK deux relations
renferment les conditions nëccssaires pour déterminer les quantités a^ b c , d'où dépend la position de Taxe OZ.
En multipliant Téquation (i) par a et l'équation (2) par 2>e, puis ajoutant, on trouve
2 jiac (««H- A«) — 2^'^ûc^»-f- fi'c*(û* -h i*)
ou , en divisant par d^ égal à a* -+- i*,
(3) 2(^ — ^^)^c-f-fiV — £'a*— i?''ûi = o.
Les équations (2) et (3) se simplifient encore es posant b c ' c
deviennent
-=:a, — =P, et en substituant a = ca, &=ïeP; elles
d où , en éliminant |3, on tire l'équation finale en a :
d'-o^B^A-A') -^B'Ia—A')
Nous n'avons pas à nous occuper du cas où B' et B^seraient tous deux nuls , puisque Téquation du n^ 189 ne contiendrait pas les produits xz eiyz. Si jî' seul était nul, il
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suffirait de faire permuter Taxe des x et celui desj^ pour que le coefficient de xz dans cette équation devint B" et cessât par conséquent d'être nul. Nous ne nous arrêterons donc pas non plus à cette hypothèse.
Si l'on avait A = A\ l'équation (6) réduite à
aurait nécessairement deux racines réelles.
Dans tout autre cas , il existera toujours au moins une valeur réelle de a, positive ou négative, qui satisfera à Téquation (6) : car c'est, en algèbre, une proposition générale et facile à démontrer que toute équation de degré impair, à une inconnue^ a au moins une racine réelle. ' Cette valeur de a étant substituée dans l'équation (4)» celle-ci donnera la valeur correspondante et également réelle de /3. Enfin , a et |3 étant connus , les équations
a=:ca, b = c^j a'-f- i*-+- c*= i,
donneront aisément i3, £, c, et, par conséquent, la direction OZ, qui est celle de la diagonale du parallélipipède rectangle dont les arêtes sont a , ^ , c , suivant les axes primitifs.
191. Il résulte de la démonstration précédente que l'équation la plus générale du second degré, après avoir subi, par le déplacement de deux axes, la modification indiquée au n**189, pourra, au moyen d'une nouvelle transformation , être remplacée par une autre , comprise dans la formule suivante, en coordonnées rectangulaires :
A,x^ -h A\j^ -h A\ z^ ■+- B, xy
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toujours possible de le faire disparaître par le déplacement des X et des^ dans leur plan.
De là résulte cette conséquence fondamentale dans la classification des surfaces du second degré : c'est que leurs équations en coordonnées rectangulaires peu\^ent toujours être amenées à ne plus contenir aucun des produits xy^ xz^yz,
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192. Toutes ces surfaces sont comprises (191) dans l'équation suivante en coordonnées rectangulaires :
Les trois coefficients P, P', P'', ne peuvent être nuls à la fois (187, I**). Supposons d'abord ^aucun d'eux ne le soit. On pourra écrire ainsi Féquation :
ou , en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes ,
Px«^Py4-P''ij«=:5.
Le caractère général des surfaces exprimées par cette formule est que Torigine actuelle des coordonnées est le milieu de toute corde passant par ce point. En effet , si certaines valeurs de a:,^et z^ sont les coordonnées d'un point de la surface 9 et satisfont, par conséquent, à la dernière équation , des valeurs égales et de signes contraires y satisfont également, et sont évidemment les coordonnées d'un point situé à la. même distance de l'origine, à l'opposé du pi:emier.
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Le point milieu de toutes les cordes qui y passent s'appelle le centre de figure^ ou simplement le centre de la surface.
On peut toujours faire en sorte que dans l'équation
deux des coefficients P, P\ P'\ soient positifs. Supposons que ce soient P et P', et faisons sur P" et S toutes les hypothèses possibles. Si P" était positif et 5 négatif, 1 équation exprimerait une impossibilité. Il ne reste qu'à discuter les trois cas suivants :
P'' Cas des surfaces à centre, P" et S positifs.
Dans ce cas , Téquatiou peut s'écrire ainsi
Elle exprime une surface limitée , car a:, j^ z^ ne peuvent être plus grands gue a^ b^c.
Cette surface est coupée parles plans coordonnés suivant des ellipses dont les diamètres principaux sont 2 a , 2 &, 2 c.
Cette surface s'appelle ellipsoïde.
Elle devient ellipsoïde de résolution quand deux des^ constantes a^b^ c sont égales. Si, par exemple, l'équation
est — -l-'^H — ;=if» on voit qu'en y faisant z égale à une
constante quelconque, mais plus petite que c , on aura en x et y l'équation d'un cercle. Or cette supposition revient à couper la surface par un plan perpendiculaire à l'axe des z. L'ellipsoïde dégénère en sphère quand les trois diamètres principaux deviennent égaux, son équation étant alors
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II' Cas des surfaces à centre. P" négatif, S positif. i95. Dans ce cas , Téquation (193) peut s'écrire ainsi :
L'intersection de la surface avec le plan des jcy est une ellipse dont les diamètres principaux sont 2 a et 2 &.
Son intersection avec tout autre plan perpendiculaire à Taxe des z , courbe dont l'équation s'obtient en faisant z égale à une constante quelconque, positive ou négative,* est encore une ellipse ayant son centre sur Taxe des z , et les diamètres augmentent avec cette valeur de z.
Les sections ou traces de la surface dans les plans des a; et z et des j^ et z , obtenues en faisant séparément y^=o et X = o , sont des Hyperboles dont les diamètres principaux transverses sont 2 a et 2 &.
Cette surface continue dans son étendue illimitée s'appelle hyperboloïde à une nappe.
Elle devient un hyperboloïde de résolution à une nappe lorsque a et A ou P et P' sont égaux.
IIP Cas des surfaces à centre. P" et S" négatifs.
Dans ce cas, Téquation (193) peut s'écrire ainsi
Le plan des x et y ne rencontre pas la surface, car Téqua-
tion -r + 4; = — I n'a aucune solution. U en est de même a^ o*
de tout plan perpendiculaire à l'axe des z dont la distance au plan des x ety est moindre que c. A cette distance c, positive ou négative, Taxe des z perce la surface. A une distance plus grande la section faite par tout plan perpendicu-
DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ. l55
laire à Taxe des z est une ellipse dont le centre est sur cet axe, et dont les diamètres augmentent avec cette distance.
Les seclîons ou traces de la surface dans les plans des x et z et des^ et z sont des hyperboles ayant un même diamètre transyerse égal à 2C, suivant Taxe des z.
Cette surface , composée de deux parties séparées , s'appelle kyperboloïde à deux nappes.
Elle devient un kyperboloïde de résolution à deux nappes lorsque a et 5 ou P et P' sont égaux.
197. Passant à la seconde hypothèse sur Téquaiion générale du n® 192, supposons que P soit nul , P' et P^ ne l'étant pas. L'équation peut alors s'écrire ainsi , pourvu que Q ne soit pas nul ,
OU) en transportant les axes parallèlement à eux-^mêmes,
p' et p'^ désignant des constantes positives ou négatives.
Une propriété générale des surfaces exprimées par celte équation , c'est qu'elles sont dénuées de centre. En effet, en quelque point de l'espace que l'on transporte l'origine , en laissant les axes parallèles à leur direction actuelle, l'équation sera renfermée dans la formule
Or, dans ce cas , l'origine ne peut être un centre, parce que l'équation, satisfaite par certaines valeurs de a:, j, z, ne le sera plus par ces valeurs changées de signes.
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Les surfaces dénuées de centre présentent deux cas dîs^ tincts.
/"■ Cas des surfaces dénuées de centre. P' et P" on p* et
p^^ de même signe.
198. Si p' et y?'' étaient négatifs, ils deviendraient positifs par le changement de sens de Taxe des x.
p^ gX. p" étant donc supposés positifs, on voit, en faisant successivement j^ = o et z = o, qiie les plans des xz et des xy coupent la surface suivant des paraboles dont le diamètre principal est Taxe positif d^s x^ et dont le sommet est à l'origine des coordonnées.
Un plan perpendiculaire à l'axe des x, dans sa partie négative, ne rencontre point la surface. Si, au contraire, il coupe l'axe des x dans sa partie positive, à une distance quelconque, son intersection avec la surface est une ellipse.
Cette surface s'appelle paraholoïde elliptique.
Lorsque p' eip" sont égaux , elle devient un paraholoïde de réi^olution engendré par la rotation d'une parabole autour de son diamètre principal.
IP Cas des surfaces dénuées de centre. P' et P" ou p*
et p^^ de signes contraires.
Dans ce cas, l'équation prend la forme
ip 2q
p et g étant des longueurs absolues non susceptibles de signes.
I^es plans des xz et des xy coupent encore la surface suivant des paraboles qui ont leurs sommets à l'origine 5 mais le diamètre principal de l'une est suivant l'axe négatif
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des X, tandis que celui de Tautre est suivant la partie positive du même axe.
Si , au lieu de z = o, on fait z égal à une constante quelconque, on obtient pour la section faite par un plan parallèle à celui des ocy une parabole dont l'équation est
y* = 2px -h constante,
et qui, par conséquent, est toujours de même grandeur, quelle que soit la distance du plan coupant à Torigine. Cette parabole a son diamètre principal dans le plan des xz et parallèle à Taxe. positif des x. Il s'ensuit que la surface peut être considérée comme engendrée par une parabole dont le plan se meut parallèlement à celui des xy^ dont le diamètre principal reste dans le plan des xz^ et dont le sommet parcourt une parabole fixe, dont le plan est celui de xz et dont le diamètre principal est dirigé en sens contraire de celui de la parabole mobile.
Si , en faisant x égal à une constante, on cherche l'intersection de la surface par un plan quelconque perpendiculaire à l'axe des x, on trouve l'équation d'une hyperbole qui se réduit à deux droites quand on fait x = o.
Cette surface s'appelle paraboloïde hyperbolique,
200. On a vu que, lorsque dans l'équation générale du n** 192 les coefficients P, P', P"^ sont tous différents de zéro, cette équation peut toujours se réduire à la forme
Mais il peut arriver que «S' soit nul, et, dans cette hypothèse, il faut distinguer deux cas. *
201. P'' Cas particulier. Dans l'équation les trois coefficients sont de même signe.
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L^équation, ne pouvant être satisfaite que par x = o^ jr= o et z := o simultanément, n'exprime qu'un seul point.
20â. //" Cas particulier. Les trois coefficients ne sont pas de même signe*
L équation peut être écrite ainsi :
Les sections de la surface par les plans des j: et :z et des y et z se composent chacune de deux droites passant par l'origine. La surface est un cône. En effet, si x', y\ z', sont les coordonnées d'un de ces points et satisfont à l'équation , tout autre point de la droite passant par ce premier point et par l'origine aura pour coordonnées les produits ma:', ^\ mz\ des premières par un même nombre. Or ' ces produits satisferont «gaiement à l'équation. Donc la ■droite dont il s'agit est tout entière sur la surface (*).
La surface devient un cône de révolution quand aexh «ont égaux.
203. Toute surface conique du second degré, coupée par un plan qui ne passe pas par le sommet, ne peut donner pour intersection que l'une des trois courbes du second degré (187, 2°), et donne une ellipse, une parabole et une hyperbole, suivant que le plan coupe toutes les génératrices rectilignes, ou qu'il est parallèle à Tune d'elles seulement, ou qu'il est parallèle à deux génératrices. De là le nom de sections coniques donné par les anciens géomètres aux courbes du deuxième degré.
Les hyperboloïdes, dont le oône est le cas particulier, ont
( * ) Le même raisonnement prouve que toute équation algébrique en r, y y z, dont tous les termes sont du ménoe degré, exprime une surface conique ^ont le sommet est Torigine des coordonnées.
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la même propriété de fournir les trois courbes par leurs sections planes.
204. En discutant (197) Téquation générale du n° 192 dans l'hypothèse où P serait nul, P' et P" ne Tétant pas, nous avons excepté le cas où Q serait nul en même temps. Si P et Q étaient nuls, Téquation pourrait se ramener à la forme
qui appartient en général à une surface cylindrique (77) dont les génératrices rectilignes sont parallèles à Taxe des x. Elle comprend quatre nouveaux cas particuliers.
205. IIP Cas particulier. Si P' et P" sont de même signe, et que 5 ne soit pas nul, il est aussi de même signe, sans quoi il y aurait impossibilité ^ et la surface est un cy^ lindre à hase elliptique.
206. IF' Cas particulier. Si , -P' et P" étant de même signe, S est nul, l'équation, qui ne peut être satisfaite que par j" = o et ^ = o, indépendamment de x, exprime une seule droite, qui est ici l'axe des x.
207. V' Cas particulier. Si , P' et P" étant de signes contraires, S n'est pas nul, la surface est un cylindre à base hyperbolique.
208. FP Cas particulier. Si, P' et P" étant de signes contraires, «S est nul, l'équation, delà forme y* — m^z^ = o, ouj^ = ± mz^ exprime deux plans qui se coupent suivant Taxe des x.
209. Il reste encoie à examiner les cas où deux des coef« ficients P, P\ P'\ de l'équation du n° 192, deviennent nuls. Cette équation peut alors s'écrire ainsi
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OU, en transportant parallèlement les axes de x et des j,
équation qui comporte trois cas distincts.
210. y II" Cas particulier. Si aucun des coefficients Q, Q', n'est nul, quel que soit «S, la surface coupée par un plan quelconque parallèle au plan des x et y donne une droite parallèle à celle qui dans ce plan aurait Téquation
Les sections dans les plans dçs x et z et des j^ et z sont des paraboles \ la surface est donc un cylindre à base parabolique.
Il en serait de même si Tun des coefficients Q, Q', était nul , quel que fût S.
21 1 . FUI' Cqs particulier. Si Q et Q' sont tous deux nuls, S ne l'étant pas, Téquation, réduite à F" z^ = «S ou
2 = db i/TîT?» exprime deux plans parallèles.
212. /X* Cas particulier. Enfin si Q, Q' et 5, sont nuls à la fois, l'équation P''z'=o, satisfaite seulement par i5==o, indépendamment de x et dej^, exprime un seul plan^ qui , par les transformations, est devenu celui des X et y.
21 1^. Ainsi , outre les cinq principaux genres de surfaces que peuvent exprimer les équations du second degré à trois variables, on peut trouver comme cas particuliers :
Trois espèces de cylindres , le cône, deux plans qui se coupent j deux plans parallèles y un seul plan, une droite et un point unique.
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§ XII. PLANS DIAMÉTRAUX ET DIAMÈTRES DES SURFACES DU SECOND DEGRl^. SIMILITUDE DES SECTIONS PARALLÈLES.
214. Quelle que soit une surface du second degré, prenons pour axe des z une droite qui la coupe en deux points, le plan des x ely étant d'ailleurs quelconque, son équation sera de la forme
z^ -h Ax^ -h A'y'^ -h Bxj 4- Bxz 4- B"yz
-^Cx^Cy^Cz-hD^^^o'^ d'où
en désignant par B un polynôme en j: et j^ du second degté au plus. On voit aisément par là que le plan dont 1 équation est
coupe toutes les cordes parallèles à la première en leurs milieux. Ce plan s'appelle plan diamétral.
Il existe une infinité de plans diamétraux ^ puisqu'on peut donner à une corde une infinité de directions.
215. Si l'on prend pour plan des a: et j^ le plan diamétral qu'on vient de trouver, en conservant le premier axe des z^ l'équation de la surface ne contiendra plus z au premier degré et sera de la forme
z^'hAiX*'hA\j^-+'BiXjr'hCiX'+'C\y-^D=:o.
Cela étant, en changeant la position des axes des x et des y dans leur plan, et laissant l'axe des z parallèle à sa première direction, on pourra réduire le polynôme en x ety qui accompagpe z^ à trois termes ou à deux , suivant le
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cas (n*** 166 et 167). Donc l'équation de la surface deviendra
z^ 4- My^ -4- iVa;' -H P = o si elle a un centre,
ou
z^ -h My^ -h Px = o si elle n'a pas de centre.
Ces formes sont précisément celles que nous avons discutées aux n^** 194 et suivants. La seule différence est ici que les trois axes ne sont pas rectangulaires.
n est à remarquer que, d'après ce qu'on a vu aux n*** 169 et 170, il y a une infinité de systèmes d'axes desy et des x pour lesquels, l'axe des z restant le même, les formes des équations ci-dessus ne changeraient pas.
216. On appelle diamètre d'une surface du second degré une droite dont la propriété est de contenir les centres des sections faites par des plans parallèles entre eux.
D'après ce qu'on vient de voir, toute droite menée par le centre d'une surface du second degré parallèlement à une corde qui rencontre cette surface en deux points est un diamètre.
Lorsque trois diamètres sont tels, qu'en les prenant pour axes coordonnés on a Féquation de la surface sous la forme
-z* -I- Afj« 4- iVx» 4- P = o,
chacun d'eux contient les centres des sections parallèles au ' plan des deux autres ; on les appelle diamètres conjugués. Lorsque l'équation d'un paraboloïde est sous la forme
Lemme. D'après la définition de !• similitude en
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général (*), deux courbes planes sont semblables et semblablement placées par rapport aux axes coordonnés, lorsque, V équation de l'une étant F (x, j) = o, V équation de Vautre est F [kx, hy) = o, A indiquant un nombre constant y qui est le rapport de simUitude, et la notation F indiquant la même fonction dans les deux équations.
Il résulte de là :
I®. Que les deux courbes à centre dont les équations sont
j^* + nx^ = /9, j* -I- nx^ == p'
(le coefficient n étant le même dans les deux équations), sont semblables et semblablement placées par rapport à l'origine si p et p' sont de même signe; car en faisant //== ^ >
(*) Un système de points M, N, P,. . , (formant soit des lignes, soit des surfaces, soit un ou plusieurs corps), étant situé d'une manière quelconque dansFespace, si Ton prend un point S aussi quelconque (pouvant comme cas particulier être l'un de ceux du système), qu'on mène les droites SM, SN, SP,. . ., et que sur ces droites prolongées au besoin on porte, à partir du point, les distances SM', SN', SP', . . . , proportionnelles à SM, SN, SP, . . . , et dirigées respectivement dans le même sens, les points M', N', P', ainsi obtenus, formeront un système semblable au système M, N, P,. . . , et semblablement placé par rapport au point S, qui s'appelle /^o/e commun de similitude. Les points M', N', P',..., sont respectivement homologues des points
M, N, P, Les droites M'N' et MN, qui joignent deux points d'un système
et leurs homologues dans l'autre , sont des droites homologues. Enfin deux plans passant Tun par trois points d'un système et Tautre par les. trois homologues du système semblable sont deux plans homologues. Cela posé , ou démontre: i*^ que dans deux systèmes semblables et semblablement placés deux droites homologues quelconques sont parallèles, et que leurs longueurs sont entre elles dans le rapport des distances de deux points homologues quelconques au p<Me commun ; 2*^ que les plans homologues sont parallèles; 3^^ que les angles plans, dièdres ou polyèdres, homologues, sont égaux. — Deux systèmes peuvent être semblables sans être semblablement placés ; mais il faut pour cela qu'il soit possible d'en construire un troisième égal à l'un d'eux et en même temps semblable à l'autre et semblablement placé par rapport à un pôle commun. On démontre aisément d'après ces principes que deux systèmes semblables à un troisième sont semblables entre eux.
SIMILITUDE DES SECTIONS PARALLÈLES
(m voit que la seconde équation équivaut à
a°. Que deux paraboles quelconques dont les équations sont
sont semblables et semblablement placées par rapport à l'origine si p et p' ont même signe-, car si Ton fait p'= ^» la seconde équation équivaut à
218. Théokème. i°. Si un plan coupe une surface du second degré suii^ant une courbe à centre, il en est de même de toutes les sections planes parallèles à la première : tous les diamètres principaux de ces sections sont dans deux mêmes plans] et par conséquent leurs centres sont sur une même droite,
2?, Si Vune des sections est une ellipse, toutes les autres sont des ellipses semblables dont les lignes homO'' lùgues sont parallèles.
30. Si Pune des sections est une hyperbole, toutes les autres sont des hyperboles dont les asymptotes sont parallèles et qui peuvent former deux groupes distincts d^hjperboles semblables.
4®. Si la première section est une parabole, toutes les sections parallèles sont aussi des paraboles, qui ont leurs diamètres principaux dans un même plan.
Démonstration. 1®. Soit la première section rapportée à ses deux diamètres principaux pris pour axes rectangulaires des z et y. L'équation sera de la forme
-5'-i-py*-h7 = o.
Imaginons le plan diamétral qui correspond dans la sur-
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face aux cordes parallèles à Taxe des z. Ce plan diamétral rencontrera le plan coupant suivant Taxe des y, puisque cet axe a, dans le plan de là section, la propriété de passer par les milieux de toutes les cordes parallèles à l'axe des z. Enfin prenons l'axe des or, dans le plan diamétral, suivant le diamètre qui coupe en leurs milieux les cordes parallèles à Taxe des j*. L'équation de la surface rapportée aux trois axes ainsi définis sera de la forme
z* -4- py -hq •+- TOxl-h nx = o.
Or, si, pour obtenir une section faite par un plan parallèle à celui des zjj on fait a:= constante, on trouve une courbe ayant un centre situé sur Taxe des x et deux diamètres conjugués qui, étant dans les plans des zx et desjrx^ sont parallèles aux axes rectangulaires des z et des y.
a°. Si la première section est une ellipse, p est positif; ôt, tant que x n'est pas assez grand pour rendre imaginaires les sections parallèles, ces sections restent des ellipses sem** blables, puisque le coeflScient p de j^* ne change pas. Par la même raison les axes homologues des sections sont dans un même plan.
3°. Si la première section est une hyperbole, p est négatif et peut être remplacé par — /*; l'équation de la surface devient
z* — l^y^ -i- g -^ mx* + nx = o.
La première section a pour asymptotes deux droites dont les équations sont
et, suivant que 9 est positif ou négatif, l'axe des z est le diamètre principal trans verse ou non trans verse.
Toutes les sections parallèles seront également des hyperboles, puisque le coefficient — /* de y* ne change pas, et
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leurs asymptotes, ayant toujours la même équation en z et j, seront par conséquent dans deux mêmes plans et parallèles.
Ces hyperboles seront semblables tant que, en faisant y arier x, on ne changera pas le signe du trinôme q+mx^-{'nx. Mais si ce signe change, le diamètre transverse de la nouvelle hyperbole devient parallèle au diamètre non transverse de la première , et "vice versa. Les deux courbes ne sont plus semblables : l'une occupe les deux angles aigus de ses asymptotes, l'autre les deux angles obtus des siennes.
Quand le trinôme ^-f-/7ia:'-l-wa: peut changer de signe, il y a une valeur de x qui le rend nul, et alors la section se réduit à deux droites parallèles aux asymptotes des sections parallèles.
4°. Si la première section est une parabole, on peut choisir les axes rectangulaires des z et des y de manière que son équation soit
-Z* — upjr = o.
Prenons l'axe des xdans le plan diamétral correspondant à Taxe des z ; l'équation de la surface sera comprise dans la formule suivante :
z^ — t^pf -H mx*+ nxy -f- ^x = o,
les coefficients m, n, ^, pouvant être nuls séparément ou tous à la fois. Or il est facile de reconnaître (138) que, si l'on y fait x = constante, on aura toujours l'équation d'une parabole dont le diamètre principal sera dans le plan des X et y y par conséquent parallèle à l'axe des^. Ce diamètre sera dans le sens positif ou dans le sens négatif de l'axe desy, suivant que ap — nx sera positif ou négatif. Lorsque ce binôme sera nul, la section dégénérera en deux droites parallèles, ou même en une seule droite si l'on a en même temps
2p — wx=o et /nx'-f- ^a:== o.
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219. Théorème. Toute surface engendrée par une ligne droite mobile qui s'appuie sur trois droites fixes non situées dans un même plan est une surface du second degré. CPest un hjperboloïde à une nappe si les trois directrices ne sont pas parallèles à un même plan. G est un paraboloide hyperbolique dans le cas contraire. .
220. Pour démontrer la proposition dans le premier cas, menons par chaque directrice deux plans respectivement parallèles aus deux autres. Nous aurons six plans parallèles deux à- deux, déterminant un parallélipipède dont les directrices seront trois arêtes.
Soient LL'MM' {fîg. Sa) ce parallélipipède, et LL', MM', NW, les trois directrices.
Par le centre O du parallélipipède , menons les trois axes coordonnés Ox, Oy et Oz, parallèles aux arêtes; ils rencontrent les faces aux points A , B, C.
Faisons OA = a, OB = A, OC = c.
Soient maintenant les équations d'une génératrice quelconque
(i) x = mz -^ n^
Cette droite devant rencontrer la directrice LL', dont les équations sont y •=ib^ z =z — c, il faut (176) que ces valeurs dey et de z puissent satisfaire à l'équation (2). Ce qui fournit la relation
De même la condition de rencontrer MM', dont les équa-
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lions sont x = — a , z = c , donne Féqualion (4) — a = mc^ n.
Enfin la génératrice rencontrant NN', dont les équations sont x= a^y =: — 5, îlya une valeur de z qui , jointe à ces valeurs de x et js satisfait aux équations de la généra^ trice. D'où Ton conclut la relation
^ ' mm
Les cinq équations ci-dessus posées existent pour les coordonnées d'un point quelconque de la surface et pour les constantes relatives à la génératrice passant par ce point, Donc si Ton élimine les quantités m , riy m\ n^^ il restera entre les coordonnées a; , j^, z^ une équation qui sera celle de la surface.
De (i) et (4) on déduit
(6) x-ha=zm(z — c) et — a^ — ca:=n(^ — c).
De (2) et (3) on déduit
(7) y — h = rn'(Z'hc) et bz -hcy:=;n' (z + c)^
On peut tirer de là les valeurs de m, n^ m'^ n\ et les substituer dans Téquation (5). Il est aisé de reconnaître qu^on a ^ sans écrire aucun calcul , en multipliant à vue le premier membre de (5) haut et bas par (z — c) , et le se-« cond membre par [z-hc)j et mettant immédiatement pour n{z — c)^m{z — c), /i'(^-l-c) et m' (z -j-c), leurs va-^: leurs tirées de (6) et (7) ,
a(z^-c) -f-«-3 -h c;r — b(z^c) — bz — cf
d^où, faisant disparaître les dénominateurs et réduisant^
co(y -h hxz -H ayz -\- abc = o , équation cherchée , qui est du second dcgrp.
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La surface qu'elle représente a un centre, qui est Torigîne [des coordonnées , puisque cette équation étant satisfaite par trois valeurs de x^ y et z^ Test également par ces trois valeurs changées de signe (192). D'après sa généralion, cette surface est continue et d'une étendue illimitée; elle n'est ni un cylindre ni un cône : donc elle est un hyperboloïde à une nappe,
221. Voxxt démontrer le second cas de la proposition du n« 219 :
Soit Oz [fig' 53) une position particulière de la génératrice, et soient O, B, C, les points où elle coupe les trois directrices 00', BB', CC, parallèles à un même plan.
Par le-point O de la première menons les axes Ox, Oy, respectivement parallèles aux deux autres. OO' est dans le plan de ces deux axes.
Les équations des trois directrices, au moyen de ce choix des axes, n'exigent que trois constantes , et sont telles que celles-ci :
Pour 00', y = aa:, 2 = 0, Pour BB', z r^ h^ y = o , Pour ce, z =:h'^ a: = o.
Cela posé, soient les équations d'une génératrice quelconque
z =:nix-hp^ z = ny-hq»
La condition où elle est de rencontrer les trois directrices fournira trois relations (176) entre les indéterminées w, n 5 /7j ^, et les constantes a , A , A', savoir :
~=.-^> h=zq. h'=ip. n m ^ '
l^^liminant m^ n^ p^ q^ des cinq équations simultanées pré-
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cédeiites , on trouve
hy olIi' X
z — h z — A' ' ou
hzy — a A' zx — hh'y -h et hh* x = o.
C'est Téquation de la surface considérée, qui, comme on voit, est du second degré.
222. On peut aisément démontrer que cette surface n'a pas de centre. Si elle en avait un, en y transportant l'origine on ferait disparaître les termes du premier degré en Xj j-, z. Pour cela il faudrait substituer dans l'équation
Ecrivant seulement les termes du premier degré, on aurait
h (bz'-h cy) —ah' [az'-tcz') — AA'/ -h aAA'x^ ou
(bh — oLah')z'-^{ch — hh')y'—[oLch'—aLhh')x'.
Or, pour que ces termes disparussent, il faudrait qu'on pût avoir à la fois
c — A' = o et c — A = o ,
ce qui est impossible, puisque A diffère nécessairement de A'. La surface du second degré dont il s'agit, n'ayant pas de centre et donnant des hyperboles pour sections par des plans parallèles à ceux des xz et desyz, ne peut être qu'un paraboloïde hyperbolique.
223. L'hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique sont utiles dans les applications de la Géométrie descriptive. Ils portent la dénomination commune surfaces réglées du second degré , et jouissent toutes deux
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d'une propriété remarquable : c'est de poui^oir être engendrées de deux manières différentes par une ligne droite mobile qui s'appuie sur trois lignes fixes.
En effet, soient D, D', D'', les trois directrices primitives. Si M est un point de la surface, c'est qu'il se trouve sur une génératrice G rencontrant D, D', D''. Soient G', G'', deux autres génératrices satisfaisant à la même condition. Il est impossible que deux des trois droites G, G', G'' soient dans un même plan, car ce plan contiendrait aussi au moins deux des directrices. Cela posé, si Ton imagine qu'une droite mobile glisse sur les trois droites G, G', G", elle engendrera une surface réglée du second degré. Or cette droite mobile ayant dans chacune de ses positions trois points communs avec la surface primitive y sera coutenue tout entière (187, 3°) : donc les deux surfaces coïncideront.
Suivant que les droites D, IV, D'', seront ou ne seront pas parallèles à un même plan , il en sera de même des génératrices G, G'j G". D'où l'on conclut facilement que le paraboloïde hyperbolique peut être engendré par une droite mobile qui s'appuie sur deux droites fixes en restant constamment parallèle à un même plan.
224. Théorème. Si deux surfaces du second degré se rencontrent suii^ant une ligne plane et qu elles se coupent encore suiv^ant une autre ligne y cette seconde intersection est également plane.
Prenons le plan de la première ligne commune pour celui des xy^ et supposons que l'équation de Tune des surfaces soit
.V j Ax^-^-A'j^-^ A^^z'-^Bxy + W xz -h B"yz ^' j ^.^^Cx-^Cy-^C^z^D^o.
L'équation do la ligue commune s'obtiendra en faisant
INTERSECTIOMS PLANES DES SURFACES, ETC
^ z= o et sera
Il faut qu'en faisant z = o dans Téquation de la seconde surface on obtienne une équation équivalente à celle-ci , et dont les coefficients soient par conséquent les mêmes, sauf un facteur constant commun. Donc si Ton supprime ce facteur dans l'équation de là deuxième surface , elle deviendra telle que celle-ci ,
Les coordonnées a:, j-, z, de tout point commun aux deux surfaces, satisfont à la fois aux équations (i) et (2), et par conséquent aussi à celle qu'on obtient en retranchant l'une de l'autre , savoir :
[A"— M) 2*4- {B'—N') xz+[B"—N")yz-^(0'—P) z=o\
ou bien
z [{A"— M) z+{B'—N')xz-\-{B"—N")yz^{C"—P^=o.
Or pour satisfaire à cette équation il faut de deux choses l'une : ou qu'on ait ^ =: o, c'est-à-dire que les points communs soient dans le plan des xj^ ou qu'on ait
c'est-à-dire que les points communs soient dans le plan exprimé par cette équation du premier degré. Ce qui démontre la proposition.
Si l'on avait B' = N\ B"=N\ C' = P, la seconde courbe se confondrait avec la première.
NOTIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
§ I. PROBLÈME GÉNÉRAL DES TANGENTES. SOLUTIOÎîS DANS LES CAS OU LA COURBE PEUT ÊTRE EXPRIMÉE PAR UNE ÉQUATION DU PRE- MIER DEGRÉ EN COORDONNÉES POLAIRES, FOCALES, ETC.
225. Soil M (fig. 54) un point fixe sur une courbe; soient M', M", . . . , diverses positions d'un second point considéré comme mobile sur la courbe et pouvant s'approcher autant qu'on veut de M sans jamais se confondre avec lui^ la sécante déterminée par ces deux points distincts prend diverses positions MS', MS", . . . , et s'approche autant qu'on veut d'une position MT qu'elle n'atteint jamais. Cette position limite est celle de la tangente au point M pour la branche de courbe considérée.
Lorsque l'on dît que la tangente passe par deux points delà courbe infiniment voisins l'un de r autre , on qu.^ elle est le prolongement rectiligne d\in arc infiniment petite on exprime d'une manière abrégée les mêmes idées que par la définition précédente 5 car on fait entendre qu'une droite passant par le point donné M et par un autre très-voisin M', pris également sur la courbe , forme avec la tangente un angle non-seulement très-petit , mais qu'on peut rendre aussi petit quon veut en diminuant suffisamment MM'.
226. La définition ordinaire de la tangente au cercle est en défaut pour beaucoup de courbes ; exemples : sinusoïde^ cycloïde, spirale. Au contraire, la définition générale (n** 225) s'applique au cercle* En effet, à mesure que l'arc MM' (fig. 55) décroît, l'angle au centre MOM' devient
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aussi petit qu'on veut, et par conséquent l'angle S' MO diffère aussi peu qu'on veut de T angle droit : donc la tangente en M est la perpendiculaire MT au rayon OM.
227. Tangente à V ellipse. Soient F, F' les foyers (fig' 56), et M un point de la courbe. Pour avoir un second point M' de rdlipse, on porte une longueur arbitraire MN en augmentation du rayon vecteur FM , puis MN' = MN en diminution de l'autre rayon vecteur F' M; et autour des centres F, F', on décrit les arcs NM', N' M'. Un point quelconque S de la sécante MM' jouit de cette propriété que, si l'on mène SR, SR', parallèles aux cordes M'N, M'N', on a MR = MR' comme MN = MN'. Or à mesure que M' M diminue, les angles M'NM,M'N'M, approcbent autant qu'on veut d'être droits -, de même les- angles SRM, SR'M : donc la tangente MT est telle, que si d'un de ses points on mène des perpendiculaires TV, TV aux rayons vecteurs FM, F' M, les distances MV, MV sont égales 5 donc MT est bissectrice de Tangle VMF'; donc
angle TMF' = angle T'MF.
On arrive au même résultat de la manière suivante, par l'emploi des infiniment petits y qui, dans un langage abrégé, sous-enlend les idées intermédiaires ci.-dessus exprimées. Pour obtenir un point Mi de l'ellipse infiniment voisin du point donné M, il faut augmenter l'un des rayons vecteurs d'une longueur infiniment petite MNi, et diminuer l'autre d'une quantité égale MN'^: puis décrire deux arcs N^M,, N', Ml, des centres F, F'. Ces arcs, infiniment petits, se confondent avec deux droites perpendiculaires en N^ et N', sur MV et MF' -, donc la diagonale infiniment petite MMt dont le prolongement rectiligne est la tangente divise l'angle VMF' en deux parties égales.
228» Tangente à V hyperbole. Solution analogue
A CERTAINES COURBES
(/jg. 57). On prend MN'== MW-, SR, SR', étant parallèles aux cordes M'N, M'N', on a MR = MR'5 donc si TV, T\\ sont perpendiculaires en V, V, on a MV = M\^5 donc la tangente MT est la bissectrice VMV^ donc
angle TMV = angle TM\ '. *
229. Tangente à la parabole. On prend (Jig. 58) MN'= MN-, on décrit l'arc KM' du centreF5 on trace N'M' parallèle à la directrice AB ; par le point S de la sécante MM' on mène SR, SR', parallèles à M'N, M'N', et l'on a MR = MR'; l'angle SRM approche autant qu'on veut d'être droit, SR'M l'est toujours; donc si MT est tangente, et que TV, TV, soient perpendiculaires en V et V, on a MV=MV'5 donc MT est bissectrice de Fangle QMF. Le triangle MFT' est isocèle : ou a donc
T'F=MF = QM = AP.
Le sommet O est le milieu de AF. Donc
T'F— OF = AP — AO, rO = OP5
la sous-tangente T' P égale donc le double de V abscisse OP. Les propriétés ci-dessus démontrées sont applicables aux miroirs elliptiques, hyperboliques, paraboliques.
230. Tangente à une courbe quelconque du second degré dont on a le foyer F, la directrice AB (133) et le point de contact M (fig' Sg).
La marche du raisonnement est la même que précédemment. La seule différence est que, au lieu de QM = MF, MN'=M]S, etc., ces quantités offrent un rapport constant (133) :
_QM_ W MR/ _ MV^ '^~ MF "~ MN ■" MR ~" MV
Donc, pour avoir un point T de la tangente, il faut sur FM
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et QM prendre des distances MV, MV, proportionnelles k FM et QM, et élever en V et V les perpendiculaires VT, V'T. Il suffit de mener FT'' perpendiculaire à FM^ le point T" de rencontre avec la directrice est sur la tangente^
231 . Tangente à la courbe telle, que les rayons vec^ leurs ¥M.y F' M., sont dans un rapport constant.
On a vu (112) que cette courbe est un cercle. On trouve par la même méthode que les perpendiculaires FT', F'T [fig. 6o), aux rayons vecteurs se coupent en un point de la tangente.
Tangente à la spirale d'' jirchùnède
Soit M [fig* 6i) le point de contact donné, M' un point voisin sur la spirale, PMN un arc de cercle ayant O pour rentre, OP la direction initiale du rayon vecteur. Parla définition de la courbe on a OM' et OM proportionnels aux angles M'OP et MÔP, et par conséquent à PN et PM ; d'où
M'N : arc MN : : OM : arc PM.
Soita ce dernier rapport indépendant de la distance M'N. A mesure que M' se rapproche de M, Fangle MNM' approchef detre droit; l'arc MN approche d'être égal à sa corde; donc le rapport a approche d'être la tangente trigonométrique de Tangle M'MN des deux sécantes MS, MR. Mais ces deux sécantes approchent en même temps des tangentes , l'une MT à la spirale-, l'autre MU att cercle PMN. Donc a est la tangente trigonométrique de l'angle TMU.
Si OT' est perpendiculaire sur OM, on a
OM TTTvyfrn . OM
-pr=f = tanc UM 1 == a : mais a r= -— -- :
OT' ^ ' arcPM ^
donc OT' qu'on appelle sous-tangente y est égale à l'arc PM.
233. Tangente à la cycloïde (157). Soit M [fig, 62) le point de contact donné \ M' un point voisin sur la courbe '^
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Oj O', les positions correspondantes du centre du cercle générateur. Si l'on mène M'N parallèle à AL, on a (157)
AL = arc LM , AL' = arc L'M' = arc LN, d'où
AL'— AL ou LL'=arcMN.
Or on a
LL'=00' = NM^ donc
NM'=àrcMN.
A mesure que M' et N se rapprochent de M , la corde MN approche : i*^ d'être égale à l'arc MN, et par conséquent à NM'j a** d'être perpendiculaire à MO.
En supposant que cette double propriété ait effective-* ment lieu, le triangle isocèle MNM' sera semblable au triangle isocèle MOL^ les angles N et O ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires; donc les angles NMM', OML, sont égaux. Donc (en ajoutant M'MO)
NM0=:M'ML = idrôit5
d'où l'on conclut que la tangente en M est perpendiculaire à la droite ML.
On arrive à la même conclusion en remplaçant le cercle générateur par un polygone inscrit dont les côtés décroissent indéfiniment. La même considération s'applique aux tangentes des développatites.
§ IL DÉtERMINÀTION DE LA TANGENTE d'aPRÉS l'ÉQUATION
DIFFÉRENTIELLES
Le point de contact M (fig*6i) donné sur la courbe ayant pour coordonnées OP=:x, PM =/, soient x -f- Ax, y + ù^y^ les coordonnées du point M^ voisin de M, aussi sur la courbe; de sorte que A a; et ù^y sont les accroissements PP', QM', que prennent simultanément les coordonnées x^X y quand on passe du point M au point M^
Le rapport
M^Q _ M^Q _ Aj MQ "~ PF ~ n^x
donnera V inclinaison de la sécante MM' sur Taxe des x si les coordonnées sont rectangulaires. Il se déduit de l'équation de la courbe, à laquelle doivent satisfaire les coordonnées X •+• Axj y H- Aj, du point M',
jH-Aj= v"^"^^ ^* =-i^(x'-4-3j:*Aa:-|-3xAji:*-hAj:');
retranchant y = — x' et divisant par Ao:, on a
= inclinaison de la sécante sur l'axe des x
3xâLX àx^
Cette inclinaison (ou tangente trigonométiîque de T angle M'MQ) dépend, comme cela doit être, de l'abscisse xdu point M et de l'accroissement Ax. Â mesure que Ax décroît, le premier membre approche autant qu'on veut
de — p» qui en est par conséquent la limite. C'est ce qu'on voit en assignant k Ax des valeurs décroissantes telles que
I oo I ooo
Or cette limite, étant celle de l'inclinaison
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de la sécante, est Tinclinaison de la tangente sur Taxe des x (225) : donc
lim— = inclinaison de la tangente sur Taxe des x 3x'
Cet exemple donne une idée de la méthode à suivre en général pour déterminer la tangente à une courbe d'après Téquation de-cette courbe.
235. La notation lim -~ se remplace par -~ ? expression qui peut se considérer sous trois aspects différents. 1°. -p- peut être considéré comme une simple notation
équivalente à celle-ci, lim-^ signifiant limite du rapport
des accroissements simultanés de y et de x à mesure que ces accroissements approchent de zéro. Sous ce point de
vue djet dx ne sont pas deux quantités : -p- en est une ^
-1 — est son inverse , c'est-à-dire lim - — • dj Aj
n^. On peut considérer d x et djr comme des accroissements qu'il faut donner kxet y pour passer du point M de la courbe à un autre point N de la tangente en M. Dans ce cas 5 dj^ et do: sont deux quantités liées l'une à l'autre par un rapport déterminé ^ mais elles soi^t d'ailleurs arbitraires. On peut alors écrire indifféremment, dans Texemple du n^ 234,
j^ = — r> ou dr = — r<l«3r:, ou a*dr = Sx'dx. dx a^ *^ a* "^
Sous ce second point de vue on peut faire Ax = dx, et les trois quantités dx. A/, djr^ seront les accroissements
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simullanés de l'abscisse , de l'ordonnée de la courbe , de Tordonnée de la tangente. Ainsi par exemple on aura ifiS' ^3 ) ^i^ même temps
PP'=dx, M'Q = Ay, NQ = dj.
Les deux rapports -j^y ^» dont le second est la limite '^^ ax ax
du premier, ont donc une différence qui décroit autant
qu'on veut à mesure que dx diminue. Ainsi on peut poser
dx dx ' '
a quantité dépendante de dx et devenant aussi petite qu'on veut à mesure que dx diminue. Il en résulte qu'à mesure que les quantités Ay^ dj*, décroissent par suite de la diminution de dj:, le rapport de Ay à dy approche autant qu'on veut de l'unité ^ car Téquation ci-dessus donne
Aj dx
dx dy
3°. Le troisième mode de considérer djr et dx est une conséquence des observations précédentes. On peut assigner à do: un tel degré de petitesse, que dy puisse, sans crainte d'erreur dans les applications ou les conséquences qu'on en tirera, être pris pour Ay ou réciproquement. A ce degré de petitesse et au-dessous, les accroissements da: et dy sont dits infiniment petits f et dy peut alors être considéré indifféremment, et selon le besoin de la recherche dont on s'occupe, comme l'accroissement de l'ordonftée de la courbe ou de l'ordonnée de la tangente. Considérés sous ce dernier point de vue, les accroissements simultanés dx et dy s'appellent les différentielles des variables x et y.
236. Lorsque deux quantités variables sont tellement liées que, une valeur quelconque de l'une d'elles étant
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donDfée, on peut en conclure la valeur correspondante de Tautre, on dit que chacune des variaUes est fonction de l'autre.
Si y est exprimé immédiatement au moyen de x, comme
dans jr = ax, J = -> y = x^^ J=^% jr=aloga:,
y"=^ a sin x, on dit que y est une fonction explicite de ar, et l'on se sert des notations j^ = f (x), / = F (x), etc.
Si l'on donné seulement une relation entre y et a:, par exemple une équation à laquelle les deux variables doivent satisfaire, la fonction qui n'est pas exprimée immédiatement au moyen de l'autre variable est dite implicite.
Exemple : *T "+" T"» — i = o-
Une relation de ce genre s'écrit ainsi en général :
Dans les autres exemples ci-dessus, x est fonction implicite dey. Une fonction implicite devient explicite par la résolution de Téquation. Par exemple on tire des équations précédentes
Y a '- logr \
a y -^ ' logy^
j: = arc (sin= -^U / = ±-v/a'— a:% ou
x = ±:l^lhr:^\
237. Toute fonction peut être représentée par une courbe, ce qui fait pressentir l'utilité très-étendue de la recherche des tangentes aux courbes comme moyen de reconnaître comment une fonction varie dans le voisinage
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d'une de ses valeuré particulières. En général y étant une fonction de x désignée par F (x), la quantité -p- en est
une autre qu'on désigne par F'(x), et qu'on appelle la dérîi^ée de F (x). Le produit F' (a:) do: s'appelle la différentielle de F (a:) . La recherche du coefficient d'inclinaison ^ ^ ' ax
des courbes ou de la dérivée d'une fonction quelconque est le premier objet du calcul différentiel et a des applications importantes dans la mécanique.
238. Quand deux variables y et x sont liées Tune à Faûtre, on peut avoir à considérer tantôt la dérivée -p- dey
par rapport à x, tantôt la dérivée - — de x par rapport hj.
Or il est clair que ces deux quantités sont inverses l'une de l'autre, car la relation
Aj Ax Ax ày
subsiste pendant que les deux facteurs de ce produit approchent de leurs limites par le décroissement simultané de Ax et de Ay.
Ainsi
dj^ dx
dx dy
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x^, -> logx, sinx.
Soitj^ = x"*, l'exposant m étant entier
Dans cette équation et dans celles des numéros suivants, X et y sont des nombres et représentent les coordonnées d*une courbe moyennant le choix d'une ligne prise pour
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unité. Les diverses courbes qu'on obtiendrait en faisant varier cette unité seraient semblables.
On a par la formule de Newton
y •+- A j = (a: -h ùkx) *" = jî"* -h mor"*'* ù^x -h h A x*.
Ârest un polynôme, dont le premier terme est — '- x"^" *,
et les autres ont ùkX pour facteur. Ces deux équations donnent
nx '
d'où
lim
^f dy
ou -r^ = mx
Hx dx
Ce résultat s'écrit aussi de cette manièr.e :
dx^=:mx^^^ dx'^
c'est-à-dire que La différentielle d'une puissance dex s^ obtient en diminuant F exposant d'une unité ^ et en multi'pliant par Fexposant primitif et par la différentielle de x.
Soit y = log X
On a donc
j:-hAj = log (x-hAo:),
d'où
et
Aj = log(^^),
^x àx
On peut supposer que Ax en décroissant soit toujours une partie aliquote de plus en plus petite de x. Soit donc
Ax = •—: le dénominateur m. est dans cette hypothèse un
nombre entier qui croit indéfiniment. On a, en remplaçant
dans le second nombre Ax par — 9
--^ = -. m log ( I -+-—)=- log ( I -h — àx X \ nij ^ \ m
d'où
g=iU„[log(.^l)-].
OU bien
en remarquant que ces limites sont prises pour m croissant indéfiniment.
242. On a deux moyens de déterminer la limite de log ( iH I et par conséquent de Constater son existence.
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(Il est à remarquer que, dans Texpressionl i H | > bien
que — devienne infiniment petit, on ne peut pas le négli-
fil/
ger auprès de i, parce que l'exposant m de la puissance devient infiniment grand. )
1°. Donner à m une grande valeur, et chercher dans les
tables, pour cette valeur, celle de log (iH )"* ou de
m [log (/n -f- I ) — log m] -, par exemple pour m = looo
cette formule donne o,434> et il est aisé de vérifier que pour
tout nombre m plus grand on obtient les trois mêmes
premiers chiffres fractionnaires. Ainsi, à moins de 0,00 1
près on a
dr , > j. dlog^ .5 , I
T^> c est-a-dire — ~— = 0,404 - * QiX ^x oc
2". On peut trouver directement la limite dont s'approche sans cesse la quantité ( iH ) à mesure que le
nombre entier m augmente. La formule de Newton, poussée au delà du (n -f- i )'^'"'' terme, donne
. lA"* m I m{m—\\ i
/w(iyi— i)(/yi— a)...[/w — (^— -Q] i / m—n i [in—n)\m — (/2-f-i)] i \
III I
et l'on peut écrire
lim^i + ^j =i-\---h-^^-"
■+-—ir~ lim
Or on voit aisément que la quantité renfermée dans la dernière parenthèse est plus petite que la somme de la progression décroissante
laquelle a pour limite -• Donc on a
lim
i-h — ) =2H 1 5-4-. ..H 5 h une quantité <- —r--^ -<
De la possibilité de calculer la limite cherchée au degré • d'approximation qu'on voudra. Elle se désigne souvent par la lettre e, et l'on trouve
son logarithme est
loge = 0,434294s* On a souvent besoin de l'inverse de ce logarithme :
loge Il résulte de ce qui précède qu'on a
d log^ , I
Ax ^ X
AX LX
Pour déterminer la limite de ce rapport, il faut être bien
fixé sur la signification qu'on attribue à la variable x. Il ne
suffit pas de dire que c'est un angle •, il faut encore savoir
quelle est Funité à laquelle cet angle est rapporté. Or l'usage
constant en analyse est de mesurer un angle par un arc_-
compris entre ses côtés et ayant son sommet pour centre, et
d'exprimer cet arc non en degrés ni par sa longueur^ mais
par le rapport de cette longueur à celle du rayon qui par
conséquent est arbitraire, et disparait. Si donc on suppose
ce rayon pris pour unité de longueur^ la longueur de l'arc
exprime l'angle, de même que la moitié de la corde qui sous-
tend un arc double exprime le sinus. Cela posé, la quantité
asm —
— 9 rapport d'une corde à l'arc infiniment petit qu'elle
sous-tend, a sa limite égale à i .
D'une autre part, la limite de cos [x H ] est cos x\
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donc
OU
,. Ar dr
lira -^ = -r^ = cos X ,
dsinx = cosj:.djc.
§ IV. THÉORÈMES ET RÈGLES POUR DIFFÉRENTIER TOUTES LES FONCTIONS A l'aIDE DES DIFFÉRENTIELLES FONDAMENTALES.
244. Différentiation des fonctions de fonction. Expliquons cette locution par un exemple. Soit
j =(logx)'".
Pour obtenir j^ quand on connaît x, il faut d'abord calculer log a:, fonction fondamentale de a:, puis élever log x à la puissance w, c'est-à-direconsidérerj" comme une fonction fondamentale de log x.
Soit en général
j = F(u) et «=:f(a:),
ce qu'on indique aussi par la notation
y est une fonction, fondamentale ou autre, désignée par F, d'une fonction indiquée par f de la variable indépendante X,
Pour différentier^ relativement à cette variable jc, supposons que celle-ci prenne un accroissement Ax auquel correspondent pour u ely les accroissements A m et Aj^. On a entre ces trois quantités la relation
Ao; Au ^x Or, à mesure que Ax décroît, Au et Aj approchent aussi
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de zéro ; et les trois rapports approchent simultanément de
leurs limites respectives -~5 -r- et ^r— > Téquation sub-
'^ . ax du dx ^
sistant toujours. On a donc
d/ df du
dx du dx
c'est-à-dire, d'après la notation convenue au n** 237,
dx
ou
ou encore
dy = F'[{[x)].P(x)dx,
djz=zF^ (u).du.
De là la règle suivante :
Théorème. Pour différentier une fonction de fonction, il faut prendre la dérii^ée de la fonction principale par rapport à la fonction subordonnée considérée comme une simple variable et multiplier le résultat par la différentielle de la fonction subordonnée.
Exemples,
1**. d(logx)"*=:m(logx)'""**dlogj:
= m loge (logo:)'"""* — •
_ , I dsin^r cola:,
2*^. d-: = :--— = : dx.
sin^ sm'^ smx
3^. dsinar"* = cosa:^dj:"* = mjc'^~*cosa:"*da:.
Remarque. Si la relation entre y et x était établie par deux équations de la forme
j = F(ii) et x=:f(u)^
190 DIFFÉRENTIATION
on démontrerait aussi facilement Téquation
dj dû F (m) dj; dx f (m) dtt
245. La fonction subordonnée {(x) dans F [f (j: )] peut être elle-même une fonction de fonction.
Soient trois fonctions superposées au lieu de deux ,
j = F(«), « = «!>(•'), et t' = 'F(ar),.
les notations F, 4> et Y indiquant des formes de fonctions quelconques. On a , d'après le théorème précédent,
di« = 4>'(i/)di^ et dj = F'(ii)da, d'où
'dj = F'(ïx)<I>'(i^)di^,
formule dans laquelle di^ signifie ¥' (a:) àx, et dj est la dérivée -p- multipliée par dx.
On peut aussi exactement et plus facilement écrire
Q /y» Cl M •• d v* du
dj^ = -p • -|— • di', pourvu qu'on se rappelle que -p- et -p
sont les dérivées dey et de u prises respectivement par rappart à u et à (^, et que les différentielles dj^ et d i^ sont prises relativement à une même variable indépendante.
Exemple : d sin* j:' = 4 sin' x * . d sin j:*
= 4 sin' x* . cos x' d (x* ) = Sxsin'x'cosj^'dj:.
246. Des fonctions composées. Si , ayant plusieurs fonctions d'une variable x, on les combine ensemble par des opérations quelconques, on forme une fonction composée.
E'Xemple : y =
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af" sin' X
log^"
la formation de j exige préalablement celle de fonctions moins compliquées x'", sin* x, logo:.
Occupons-nous d'abord des cas les plus simples.
Différentielle d'une somme. Soit
u , i^, . . . , étant des fonctions quelconques de x. On aura évidemment entre les accroissements simultanés de ces quantités , l'équation
Hix àx £ix
par conséquent
djr du dv
dx dx dx
ou
dj^ = du -f- di' -f- . . . ,
Théorème. La différentielle d\ine somme de plusieurs fonctions est la somme des différentielles de ces fonctions ,
248. Remarques. i°. Si l'un des termes de la somme était une constante, ce terme disparaîtrait évidemment dans la diiïérentiation. C'est ce qu'on exprime quelquefois en disant que la différentielle d^une constante est nulle,
2^. Si l'un des termes est simplement la variable indépendante x, la différentielle de ce terme est do: et sa dérivée est I .
249. Théorème. La différentielle du produit d^ une fonction par un coefficient constant est égale à la dfférentielle de la fonction affectée du même coefficient.
Cette proposition, qui pourrait être considérée comme
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corollaire de la précédente, se démontre très-aisément à
priori. Soit
jr = aF{x).
Qna
Ax Ax
dr 1- F (x -h Ax) ~¥ (x) ^,, .
-p- = alim— ^ ' ^—^ = aF'(x),
dx àx
ou
dy = aF'(x)dx.
Remarques, i^. Le coefficient a peut être négatif:
d [— aF (jc)] = — aF' {x) dx.
2°. Il peut être égal à — i ,
Différentielle du produit de deux fonctions . Soient
jr = iii/, ii = F(x) et t^ = f(^).
Soient les accroissements finis simultanés Ax, Ai^, Au et Ay . On a
y -h Aj = (ix -h Am) [if + Af^) 5
d'où
Ar A(/ Au Au Ai' .
Ax Ax Ax Ax Ax
Or, à mesure que Ax décroit les rapports — ? — et — »
* '^^ Aj: Ax Ax
approchent de leurs limites -z^9 -r- ouf'(x), et -=— ou *^ dx dx ^ ' dx
F' (x), tandis que le produit — — Ax approche de zéro.
Donc
dr de du
ax dx dx
DES FONCTIONS COMPOSÉES. I
OU plus simplement
étant bien entendu que la différentielle d'une fonction n'est pas autre chose que la dérivée de cette fonction multipliée par la différentielle de la variable indépendante. Ce résultat général s'énonce ainsi :
Théorème. La différentielle (Tun produit est égale à la somme des résultats qu'on obtient par la différentiation Jaite en considérant successii^ement chaque facteur comme "variable et Vautre comme constant.
Remarque. Ce théorème s'étend à un nombre quelconque de facteurs. Le produit ui^z étant considéré comme (uu) z, on a
du^z = ui^dz -f- zdu^; or
dui^ = udu -^ i^du, donc
dui'z = uf^dz -h M^dp» -h uzdu,
La règle à suivre en général est manifeste.
251. Le même théorème s'applique à un quotient, car on peut mettre celui-ci sous la forme d'un produit et se servir de la formule du n<> 240.
-M I , j I du udv vdu — udv d- = -du -hMa- = r- = ; •
252. Règle générale de la différentiation des fonctions composées. Les théorèmes précédents suffisent à tous les besoins des applications du calcul différentiel. Cependant nous ne croyons pas devoir passer sous silence une propo-
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sition très-générale et très«remarquable qu'on trouve dans les traités spéciaux sur cette matière.
Soit ^ = F (m, m), c'est-à-dire la fonction F de u et de %^, les quantités u et i^ étant elles-mêmes des fonctions d'une varidïle indépendante x.
Pour arriver à la dérivée -f^ ? donnons à x un accrois-
ax
sèment fini ^x-^ les fonctions u, ^et jr prennent eu conséquence les accroissements simultanés ûu^ A^ et Ay^ et
l'on a
Ay = F{u-h Am, i^-h Ai/) — F(ii, »/).
Pour nous rendre compte de la loi suivie par cette différence quand Ax diminue dans u + An et danis i^ 4- Ai^, supposons qu'au lieu de faire croître simultanément u et f^ dans la fonction composée y^ on commence par accroître seulement Fune des deux fonctions composantes u, et qu'on forme ainsi F ( m -f- Ai* , 1^) .
Cette quantité s^introduit naturellement dans l'expression de Ay qui prend la forme
Ay = F(ii-4- Am, v) — F(ii, j^)
H- F (m -f- An, \^ -h Af^) —F(u-hAu^i')',
par conséquent
/ àX F (a-f-Aa,</) — ¥ (u, v) au
. . ]^x Hu ù^x
'' ^ F(m-H- Am, i'H-Ai') — F(m-+-Am, c) àv
Passons aux limites vers lesquelles tendent ces quantités, à mesure que les accroissements Ax, Au, Ai^ elAy
approchent de zéro. Les limites de — , — et — sont les
^x Ax ^x
dérivées désignées, suivant la notation convenue, par -r-*
d M d r dx QX
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La limite du rapport
Su
est la dérivée par rapport à u de la fosiction F (ii, u) dans laquelle on ne ferait varier que u , en considérant v comme une constante. C'est ce qu'on appelle la dénuée partielle de F {uy u) ou de j)^ par rapport à u. On la désigne par
Fu (a, u)^ ou plus simplement par j^j en ayant soin de se
rappeler que , si l'on considère le numérateur dy comme un accroissement inGniment petit de j^, il répond à la variation infiniment petite de u seulement , et non aux variations simultanées de u et de u^
Enfin remarquons que, dans le rapport
le numérateur est raccroîssement que prend F (u -^ Au^ u) quand on fait croître fde Au. Par conséquent, si Pon fait varier A u seul et approcher de zéro , on aura pour limite de la fraction dans cette hypothèse, la dérivée par rapport à (" de la fonction F (m -H Am, u) , et pour avoir ensuite la limite dont s'approche la fraction quand Au et Au diminuent tous les deux, il ne reste plus qu'à faire Au^=o
dans F'^ (m H- Au , u)^ ce qui donne F[ {u , u), ou t^j dérivée partielle de F (m, u) ou dey par rapport à u.
En égalant les limites des deux membres de l'équation (i), on obtient la dérivée totale dej^, savoir :
d^ dy du dy dv
dx du da: dv dx
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OU , ce qui a au fond la même signification ,
dr = ^- dM+ -J- • di'».
•^ dw di'
formule dans laquelle il faut bien remarquer cette anoma-^ lie peu conforme à 4a rigueur du langage algébrique , que la notation Ay a trois significations différentes , puisqu'elle désigne dans le premier membre une différentielle totale, et.dans le second des différentielles partielles. Mais les dénominateurs àueiAxf du second membre empêchent toute confusion.
La formule précédente , facilement étendue à un nombre quelconque de fonctions composantes, s'énonce ainsi :
Théorème. La différentielle d^une fonction composée est égale à la somme des résultats quon obtient en considérant successivement chaque fonction composante comme ^variable et les autres comme constantes .
Les règles des n°* 247 et 250 sont des cas particuliers de celle-ci.
Exemple. Revenant à l'exemple cité au n° 246, on trouve
^r*sin'.3c sans difficulté la différentielle de qu'on met préa-
I — log X ^ '^
lablement sous la forme — • On a (n®* 249 et 250)
, a(/ zvdu -^ zudv — uvdz
Ensuite, de
M = x'~, i^=sin*x et 2? = I — logar, on tire
Au = mx'""*, di^ = 2sinj:cosxdx = sin2a:djr,
Il ne reste plus qu'à substituer.
DES FONCTIONS IMPLICITES. I
âS3. Dijférentiation des fonctions implicites. Deux tjuantités variables sont fonctions implicites Tune de T autre, lorsqu'elles sont liées par une équation indiquant entre ces quantités des opérations déterminées.
Exemples: i^. logy^sssinx;
Dans chaque cas^ est en réalité une fonction de x, quoique non exprimée explicitement. Chaque membre est donc, ou fonction immédiate de x, comme sin x, ou fonction de fonction de x» comme logy^ ou j^^, ou fonction de plusieurs fonctions de x, comme axy-h x'. Or, quand deux fonctions d'une même variable sont égales, quoique différemment exprimées, leurs dérivées et leurs différentielles, par rapport R cette variable, sont nécessairement égales.
De là le moyen de déduire d'une équation, comme celles
ci-dessus, l'expression en x et j^ de la dérivée -p- ou de son inverse.
i**. De \o^y = sinx on conclut
logedr ,
—-2 iL ^=z cosx dx.
2*^. Dey* = flxj^-j-x'^
3/*dj^=: axd/-4-aj^dx-f- 3x*dx,
De chacune de ces équations différentielles, on tire soit
T^ soit -7-9 en opérant comme si dr et dx étaient des dx dj ^ ^
quantités finies.
Théokème. En général on tire d'ur/e équation en x^y^
la valeur de -r- ou de -r- en différentiant les deux mem--
bres suii^ant les règles des fonctions de fonctions.
igS FORMULES
& la relation de x avec j^ était implicitement exprimée par deux équations entre ces deux quantités et une troisième variable z, comme
F(x,y,z)=zo etf{j:,j, «)=o,
pour trouver -p- il suffirait de dififérentier ces équations
par rapport à la variable x suivant la règle du n^ 252. On aurait, en désignant simplement par F et fies deuxfonctions ci-dessus.
et
dF dx
dF dy
dx
dF dz dz dx
df d^
df dj
dx
df dz
dz dx
M 2 fl V
d'où en éliminant ^ — on conclurait -r- en fonction des dé-
dx dx
rivées partielles -p > -=— » etc., qui elles-mêmes sont des
fonctions de x^j et z.
§ y. FORMULES DE DIFFÉRENTIELLES OBTENUES PAR LES RÈGLES
PRÉCÉDENTES
254. Parmi toutes les formes possibles de fonctions, il en est un certain nombre très-limité auxquelles les autres se ramènent. Elles sont nommées Jonctions simples^ et on les partage en deux groupes, savoir, en désignant par m un nombre quelconque positif ou négatif, et par a un nombre positif quelconque :
i*^. a:'", a', sinx, cosa:, tangj:, cotx, séca:et cosécx, 2^. logx, arcsina:, arccosjc, arc tango: , arc cota:, arcsécjc, arccoséca?.
A l'exception de a;'", leslibnctions d'un de ces groupes
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sont^tes inuerses de celles de l'autre groupe, parce que, en général, si d'une équaliony = 1F (x) on lire j: = 4> (j^), on dit que les deux formes de fonction F et 4> sont inverses
l'une de Tautre. Ainsi de r=a*on conclut x = r-^;
"^ loga
donc la forme log^ est, sauf un facteur constant, inverse d^ la forme a'. De même si l'on a j^ = sinjc on en conclut que ^ est l'arc dont le sinus esty , ce qu'on écrit de cette manière
j:=arc (sin=^) ou plus brièvement a: = «rc sinj^. La
i. • fonction inverse de x"" serait y"* et par conséquent de même
forme, attendu que m peut être fractionnaire.
Différentielles des fonctions simples^
255. j=x^. On a différentié cette fonction (239) en supposant m entier et positif. Pour ramener dans tous les cas la différentation de x"" à celle d'une des fonctions fondamentales, on transforme la relation donnée en une autre équivalente, et l'on applique le théorème du n^ 253,
yz=x^ équivaut à logy = m log je:, d^où
•donc
ou
logédjr loge do;
j yAx dj t=^m-
[dor''* = wx'"~* dx] (*).
( * ) Nous mettons ainsi dans des crochets [ ] les formules qu'il importe de connaître pour s''en servir au besoin dans les applications. Dans ces formules X est, suivant les cas, la variable indépendante ou ufie fonction de cette variable^
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Cas particuliers, i". /7ï=-—
K-rfe]
la: x^ j
Î250. r == «^ (rt nombre positif quelconque) ;
log r == ^ lôga, d'où
-^^ =log.2dx;
donc
["--li-:"'^-]
2S7. j^ = sina: ou j: =; arc sinj^.
On sait (243) qu'on a
dj^=r cosxdo:, c'est-à-dire
[d sin X = cos x d j:] ; donc
cos.r \/i.— sin'^ \/i — j2 ' donc (**)
[d arc sinx = - .
j- = cosécof? ou x = arc cosécj
Y=- — ; •^ sin^
donc
— cos^rdjT
dj =
sin'^r
[, , cos^rdj; , , "1
d cosécoî = :-- — == — cotx cosecjcdor sin*^ J
dx = —
dj_.
donc (**)
fj ' Ax 1
I d arc coseca? = 7=: h
L xs/x^ — ij
263. Remarques. L'arc dont le sinus est x et celui dont le cosinus est or, ont leurs diflérenlielles égales et de signes
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contraires : cela doit être, puisque la somme de ces deux arcs est une constante -• Par la même raison
d arc tangx = — d arc cot x
et
d arc sec a? =i — d arc coséc j:.
Exemples de différentialion.
I. j=(aH-ix
ou
z = (a-hbx") et y = z"'.
dy = mz"^~'^àz = mz"""^ . nbx"~^ dx, dj = mnb (a -f- Aj:")'"~* j:"~*dx.
IL j = log \/x 4- VI -H x*j ou
i-f- X* = «' et y = - log (a: H- z ).
I j loge dar-hdz j 1
dy = — 2 , 2xdx = 2zdzi
d'où , en éliminant dz,
, loge dx log g d^
m. y = ii% d'où log j = f' logtt.
logedr vXo^edu , , _2 — rL = — 2 \. locudi^ ;
donc
di4''= i'u'-^du -j- M* ï^^ di^.
loge
It.
IV. r = arc sîn
Soit
I H- a:* = is' et r = arc sin — •
xàx = zAz et dr = — ■ H — ;
, dj7
§ VI. DES DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES DES FONCTIONS d'une VARIABLE. EXEMPLES DE LEUR EMPLOI.
265. Lorsque y est une fonction de x exprimée par la notation j^=: F (x), les règles précédentes font connaître sa dérivée par rapport à x^ désignée par F'(j:).
Cette dérivée est, en général, une fonction de x^ et a par conséquent elle-même une dérivée par rapport à cette variable 5 on la désigne par F"(.r) et on l'appelle la seconde dérivfée de F (a:).
Si F" [x) est encore une fonction de x, sa dérivée par rapport à cette même variable se désigne par F'" (or) et s'appelle la troisième dérivée de F(x).
En considérant ainsi les dérivées successives produites par F (x)^ on comprend que la notation F" (x) indique la dérivée du n'^"*' ordre ou de r ordre n de la fonction ¥ (x).
Les dérivées successives d'une fonction ont une autre notation qu'il est bon de connaître.
De même que lorsqu'on pose r = F (x), F' [x) se dé-
îgne par -r^? on pourrait indiquer F"(.r) par
SI
dx' ' ^ ^ ' * dx
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Or on remplace cette notation par celle-ci :
ddr , . , d^r
j^ -ou, plus simplement, g^,,
qui signifie absolument la même chose.
En général , si Ton a
on a aussi
266, Exemples. On trouvera sans difficulté :
dj;"
d^" \Iog«/
d"sin.r
d"C0SJ7
\X , ( ff\
— = sm I a: -h w - I = cos(x -f- w -
267. Nous avons vu (238) qu'en général x ^X. y dépendant l'un de l'autre, on a toujours, comme si do: et dj" étaient des quantités finies,
dx I
dj dj dx
n ne faudrait pas penser qu'on puisse aussi simplement changer la variable indépendante lorsqu'il s'agit des dérivées des ordres supérieurs.
•io8 MAXIMUMS
ainsi la courbe est tangente à la droite dont nous venons de parler. Quant à F''(j:), elle est nulle à l'origine, et partout ailleurs elle est de même signe que x. Donc (268) au delà de Torigine la courbe tourne sa concavité dans le sens des y positifs, et en deçà de l'origine elle la tourne en sens contraire.
Le point qui jouit sur une courbe de cette propriété du changement de sens de la concai^ité s'appelle un point d'imflexion. Il est caractérisé par la condition que si jr = i(x) est l'équation de la courbe rapportée à deux axes, x' étant P abscisse du point d'inflexion, la seconde dérivée f" [x) est nulle quand on y fait x = x', et a deux signes différents quand on y fait x^x' et x < x' .
Maximums et minimums d'une fonction ou de
V ordonnée d^une courbe. Si pour des- valeurs croissantes
de la variable ou de T abscisse, la fonction ou l'ordonnée,
après avoir augmenté, diminue ^ et si, dans cet intervalle, la
dérivée ou rinclinaison,d'abordpositive, puis négative, varie
d'une manière continue et conséquemment passe par zéro ;
dans cette double hypothèse, la valeur de la fonction ou de
d y Fordonnéey qui correspond à -p^ = o est dite un maximum
de cette fonction. Elle serait un minimum, dans le cas où la fonction d'abord décroissante augmenterait ensuite.
Dans le premier cas, à mesure que la variable x augmente, la dérivée est décroissante avant comme après le maximum^ et par conséquent la seconde dérivée est négative, ce qui revient à dire que la courbe représentative de la fonction tourne sa concavité (268) dans le sens des y négatifs. Dans le second cas c'est l'inverse qui â lieu. Ck)ncluons :
Théorème. En général un maximum ou un minimum d'une fonction répond à une valeur de la variable qui
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rend la dérii^ée nulle, Jlj a maximum si^ pour les ^valeurs de cette variable qui précèdent etqui suis^ent^ la seconde dériv^ée est négatis^e ,• il y a minimum si la seconde dérivée est positive.
y=zmx{X'^ a
{^ (x)=m(2X — a) et ('^ {x)^iïm.
La courbe est encore une parabole, f ' [x) est nulle par 3C = - qui répond à Un minimum ou à un maximum dej^ suivant que m est positif ou négatif.
IIL y^ =± mx {a — x). Si Ton ne cbercbe que le {;aaxi->> tnum de la valeur absolue dey, il suffit de poser
f (a:) = a: (a — -x), f (x) =a — ax, r'(x) = — 2.
X = - répond à un maximum y = - sjm,
ÎV. Soit, en général,
la lettre f employée ici deux fois, in4iquant une même forme de fonction. Exemple : y = sin x sin {a — x).
aïo maximums'
Quelle que soit cette forme^ un maximum ou un minimum de y répond àa: = a — x ou a:=— On en voit la raison en ce que pour deux valeurs de x également distantes de -9 Tune en plus, l'autre en moins, j^ prend deux valeurs
égales.
La même règle et la même explication ont lieu pour
j^ = f (x) + f(a — x). Si Ton a
y=f(:r).f(|) ou / = f(:r) + f(|),
un maximum ou un minimum répond à a: = -9 c'est-àdire à a:' = a, parce que j^ prend deux valeurs égales soit pour x* = ma, soit pour a:' =: — > c'est-à-dire pour deux
valeurs de x l'une plus grande, l'autre plus petite que s(â^ quelque soit m.
V. Soit jr=a-hx(x + i) (x — 2) = a-f- x' — x' — ax
L'ordonnée prend la valeur a en trois points dont les abscisses sont x = — i,x=:oet x=2. Si l'on fait x^ 2, y est _>a et croit indéfiniment avec x\ si l'on suppose x<^ — i,y— « est négatif et sa valeur absolue croît indéfiniment avec celle de x.
En dîfférenliant on a
V (x) = 3x' — 2X — 2, qui devient nulle par
x = ^(i=fc^7),soît <
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el
quantité qui varie comme rordonnée d'une ligne droite.
Si Ton fait x = a:', cette seconde dérivée devient 2 ^y ; elle est donc positive non-seulement par x = x\ mais aussi pour les valeurs de x qui diffèrent peu de a:' en plus ou en moins. Donc à l'abscisse x' répond un minimum dey qui est approximativement
a — 2yii4«
De même, si Ton fait or = x'' dans l'expression de la se*
conde dérivée, elle devient — 2^5 elle est négative pour les valeurs de x peu différentes dex'^ en plus ou en moins. Donc à r abscisse x^^ répond un maximum dey qu'on trouve approximativement égal à
a -ho,63i.
La valeur de x qui rend F' {x) nulle, est a: = ^« Pour j:]> -j f [x) est positive, et la concavité de la courbe est dans le sens des y positifs. Pour jc <[ ^5 F (x) est négative,
et la concavité du côté des, y négatifs. Donc à j: = ~ répond un point d'inflexion de la courbe.
272. Remarques. I. Il faut se garder de penser que les expressions maximum et minimum d'une fonction ou de l'ordonnée d'une courbe signifient la valeur la plus grande et la plus petite que puisse prendre cette fonction ou cette ordonnée. L^ exemple IV le montre bien, puisque j^ finit par croître indéfiniment avec x positif et décroît de même quand x décroît, c'est-à-dire devient négatif et prend des valeurs absolues de plus en plus grandes.
ai 2 MAXIMUMS ET mihimums.
II. Une même fonction peut prendre plusieurs maximums ou plusieurs minimums (*) égaux ou inégaux. Exemples : i^. Pour^ = sinx il y a une infinité de maximums tous égaux à I, qui répondent à
et une infinité de minimums, égaux à — i , qui répondent à
le nombre entier n ayant telle valeur qu'on voudra, positive ou négative.
2°. Pour la fonction
qui devient — oo quand on fait j: = ± oo , on trouve aisément que la courbe a trois points où la tangente est parallèle aux ir-, qu^un minimum a répond à x = o, un maxi^ mum a -i- lo, 66 • . . répond à • x = — 2 , et un autre a -f- 4 j 33 . . . répond à x = i .
III. Un maximum et un minimum peuvent être indifféremment positifs ou négatifs. On doit se rappeler à cet égard qu^une quantité négative est d'autant plus grande que sa valeur absolue est plus petite, et "vice versa.
IV. Lorsque deux variables sont liées par une équation du second degré, on peut, en imitant le mode de discussion du n** 169, étudier la forme générale de la courbe exprimée
( *) Il n'est peut-être pas inutile de faire observer que, suivant le Dictionnaire de l'Académie française, le mot maximum est toujours un substantif, et qu'on doit par conséquent éviter les expressions telles que le poids maxinuan^ le prix maximum j etc. Encore moins doit-on dire la valeur maxima, la éUs^ tança ow la hauteur maxima, 11 faut dire le maximum du poids, du prix, de la valeur, etc. Au pluriel, il paraît convenable d'écrire maximums, comme on écrit les facturas, les factotums, les pensums.
VALEURS PARTICULIERES SOUS LA FORME *-. ai3
par cette équation, et en conclure, s'il y a lieu, soit le maxi'mwn et le minimum de Tune des variables, si la courbe a un centre, soit son maximum ou son minimum, dans le cas contraire. Cette variable étant désignée par x et Fautre par j", c'est par rapport à celle»ci qu'on résoudra l'équation.
273. Détermination des valeurs particulières qui, pour certaines Jonctions, se présentent sous iesjormes - ou -^• Soit
i{xy
et supposons qu'une valeur particulière de a:, désignée par Xo, rende nuls les deux termes de cette fraction. Par
exemple
1 — cos {x — x^)
^ sin {x — x,^)
Dans ce cas, on désigne souvent sous le nom de vraie valeur de la fraction la limite dont elle s'approche indéfiniment, à mesure que x s'approche de Xq.
Pour obtenir cette valeur, mettons x H- Ax au lieu de a:.
La fonction j devient en général - et se réduit par
a: = Xft à — » dont la limite, quand on fait décroître Lx.
Au
Au d^ F(:ro)
-— ou -;- = TTT — T 5
c'est-à-dire que la vraie valeur de j qui répond à Xo s!obtient en substituant aux deux termes de la fraction leurs dérivées, et faisant ensuite a: = Xo.
Si F' (.r J est encore nulle sans que f ' (xo) le soit, la va-
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leor particulière cherchée est nulle ; si c'est l'inverse, elle est infinie.
Exemple :
I — CCS [x — x^) ¥' {x) sin [x-^Xo]
^ sin [x — ^o) ' V (a:«) cos \x — x^
qui par a: = Xo donne^ = o.
On peut se figurer géométriquement la règle précédente. F (or) et f (x)j qui s'annulent par a:= x©, peuvent être prises pour les ordonnées de deux courbes qui se coupent sur l'axe des x, au point dont Tabscisse est jr^. Dans le voisinage de ce point, les courbes se confondent avec leurs tan» gentes, sauf une erreur qui diminue à mesure que x ap* proche de la limite x^. Donc le rapport des deux ordonnées
diffère de moins en moins de celui des coefficients angulaires
des tangentes, c'est-à-dire du rapport des dérivées F' ( x) et f (a:) pourx = a:<,.
Si F' (x) et V (x) devenaient toutes deux nulles par X = Xo , on leur appliquerait la même règle : on substitue-
rait a :, / / la traction ... , , » et ainsi de suite.
Supposons que les deux termes de la fraction - de
viennent infinis. On peut alors écrire ^ = - et rentrer
u dans le cas précédent. Or
,1 de j I da .
d- = et d- = -5
donc pour x = x© on a
di^ u </'
du
u eu dx
ou
Q dv dv
dx
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C'est la même formule que pour le cas précédent.
Remarques. I. On voit que Tesprit de la méthode à suivre quand une fonction prend une forme singulière par suite d'une certaine valeur attribuée à la variable, consiste à substituer à cette valeur une autre qui en diffère très-peu , et à chercher la limite de la fonction à mesure que la différence diminue.
II. Si un facteur commun est en évidence aux deux termes de la fraction, il est clair qu'on doit immédiatement le supprimer.
Exemple :
' Jl.
^X-^Xft (X X^Y (a;— JCo)
\Jx'—x\ {x -- x.Y [x + x,)^ (^-t-:rro)'^ tjui tend vers zéro à mesure que x approche de OTo.
275. Dé{feloppement des fonctions en séries. Un em*ploi utile des dérivées successives se trouve dans le développement des fonctions en série suivant les •puissances entières de la variable. Le type de cette forme des quantités est la somme d'une progression géométrique. Soit
a-{- ax-k- ax^ -h ax^ 4- ... H- ctX
On sait que cette somme de n termes est égale à ^
c'est-à-dire que la somme des termes d'une progression géométrique est égale au terme qui viendrait immédiate-^
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ment après le dernier, diminué du premier et diuîsé par la
raison moins i.
Si la raison x est plus petite que Tuaicé, la formule sub-
dur»-*
sîste, mais on peut la mettre sous la forme 5 c'est-
à-dîre que la somme des termes de la progression est égale au terme qui précéderait le premier diminué du dernier et dii^isé par Vinv^ersede la raison diminué de i.
Dans ce même cas où. la progression est décroissante, le dernier terme fla:"^* devient aussi petit qu'on veut, si Ton prend n assez grand ; donc à mesure qu^on augmente le nombre des termes , leur somme approche indéfiniment de
X CL
OU qui est par conséquent sa limite. C'est ce
qu'on exprime en d'autres termes, qui ont la même signification, quand on dit que la somme des termes d'une progression décroissante, poussée à V infini , a pour valeur le premier terme divisé par 1 moins la raison^ ou le terme qui précéderait le premier dii^isé par V inverse de la raison diminué de 1 .
Exemple :
Ces règles s'appliquent aussi bien aux cas où la raison ^st négative.
Exemples :
EN SÉRIE
276. Une suite indéfinie de termes soumis à une loi qui fait que la somme des n premiers termes approche de plus en plus al autant qu'on veut d'une certaine limite «S, quand on augmente le nombre n à partir d'une certaine valeur, s'appelle une série convergente^ et la limite S s'appelle la somme de la série. Un progression décroissante est donc une série convergente.
Pour constater qu'une série est convergente, il suffit de s'assurer qu'à partir d'un certain terme, tous les termes suivants sont respectivement plus petits que ceux d'une progression géométrique décroissante. C'est la remarque dont nous avons fait usage au n^ 242.
Nous venons de voir que est une fonction de
X développable , quand a: est <[ i , en une série convergente suivant les puissances de x, ce qu'on écrit ainsi :
a , = a 4- ax -h OJC -h . . . .
Supposons maintenant qu'une autre fonction désignée par F (x) jouisse de la même propriété, et cherchons les coefficients des termes successifs de la série. A cet effet, posons
F {x) = A"\-Bx + Cx^-^ Dx^ -4- Ex' +
entendant que le nombre des termes du second membre est poussé aussi loin que l'exige le degré d'approximation qu'on veut obtenir. En prenant les dérivées successives des deux membres , on a •
F''(a:)=2CH-2.3Z):r:-i-3.4^^'4-..., F'''(jc)=:2.3Z>-+-2.3.4£a:4^...,
pt ainsi de suite.
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De ces équations qui doivent subsister, quelle que soit la valeur de jr, au moins quand elle est assez petite, il est facile de conclure les coefficients -^, 5, C, Z), . . . , indépendants de X. En y faisant jc = o et appelant F (o) , F' (o) , F" (o), F'" (o) , . . . , ce que deviennent alors la fonction F (x) et ses dérivées successives, on obtient
^ = F(o), 2f = F'(o), C = î^, Z)=?^^etc.,
formules dont la loi est manifeste et d'où Ton conclut
F(:r) = F(o)+F'(o)f + F''(o)^+F'"(o)^ Exemples, L
F [x)={a+xY
F (o) = a- F (o) = wa'"-*
(a -f- x)'"= û'*H fl"-* X H ^ ■ a'"""*x*
C'est la formule du binôme de Newton applicable à un exposant quelconque , pourvu que n soit assez petit pour que la série soit convergente.
Série de Taylor. Soit
Supposé que A. soit une constante , on remarquera que les dérivées de cette fonction par rapport à x sont les mêmes que les dérivées par rapport à h , prises en supposant x constant, et que, quand on y fait a: = o, elles deviennent f'(A), f"(A),. ..., absolument comme si x eût été préalablement effacé de la fonction, et qu'on eût traité h comme variable, ce qui eût donné f(A) et ses dérivées successives. D'après cela, la formule du numéro précédent devient
f(A-l-4=f{A)-Hf'(/»)^-,-f"{A)^H-F'(A)-^+...,
ou, en remplaçant h par xexx par A,
f (x-|-A)=f (a:)-4-f' (x)- -hf" (*) -^ +{"'{x) -^ +. ...
C'est la série de Taylor, propre à calculer la valeur j^-+- ûy que prend une fonction quand la variable x prend un accroissement fini A ou A j:.
§ YII. APPLICATIONS DU CALCUL BIFFfiRBNTIEL AUX COURBES
PLANES
279. Tangente. La relation du calcul différentiel avec la détermination des tangentes aux courbes nous est connue, puisque c'est elle qui nous a servi d'introduction à l'étude de ce genre de calcul.
Si
est Téquation d'une courbe, on obtient par la différentia-
Cl 'V u oc
tion la dérivée -r- ou son inverse ^— en fonction de l'une
do: d/
aao SOUS-TANGENTE.
des coordonnées ou des deux, -p- est le coefficient angû-
u oc
laire de la tangente à la courbe , relativement à l'axe des x,
au point dont les coordonnées sont x et^-, -r— serait le
coefficient analogue relativement a Taxe des y. ExEMPXE. Ellipse.
d*où
a*Wr -h i' j:^ = o, ou -r^ = ; —
Soit sur Tellipse un point spécial dont les coordonnées sont x' et y\ et vérifient par conséquent l'équation
Le coefficient angulaire de la tangente en ce point, relativemen t à Taxe des x, est
par conséquent l'équation de cette tangente indéfiniment prolongée et rapportée aux mêmes axes, les coordonnées variables d'un quelconque des points de cette droite étant xeij^ est (105)
6* x' ou
ou encore
u^yy -h b* x' xr=. a^h^.
280. Sous-TAKGENTE. La tangente en un point M [fig- 64) d'une courbe rencontre généralement chacun des axes coor-
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donnés en un point. Soit T son intersection avec l'axe des X, P étant le pied de l'ordonnée j^ du point M sur le même axe , la distance TP s'appelle sous^tangente sur l'axe des x. On a
MP dj TP"~d;r' donc
TP-J
On trouve de même la sous-tangente sur Taxe des y :
Exemples. Ellipse, TP = — ^=:
Ainsi l'ellipse étant rapportée à deux diamètres conjugués, la sous-tangente sur Tun d'eux, a a, est indépendante de la grandeur de l'autre, ib.
Parabole.
j*=2/;x, yày=ipàx,
TP = ^ = 2ir, T'Q = £^ = ^.
La sous-tangente TP est double de l'abscisse , propriété caractéristique de la parabole.
Hyperbole rapportée aux asymptotes (Jig. 65), r=-' ày= —, TP = -x.
De TP = PO on conclut TM = TM', ce qui se rattache aux propriétés reconnues au n° 151.
220 SOVS-TASGESTE.
des coordonnées ou des deux, t^ est le coeffî-^ , laire de la tangente à la combe , relaûvemeï $; ^ au point dont les coordonnées sont x % S ^^■ coefficient analogue relativement à l'ay!* | T ' Exemple. Ellipse. .^ 'j '^ .
a^ydy -H h^xàx = o
Soit sur l'ellipse un po'
sont x' et ^', et vérifien'
.itMapourcoe/B.
Le coefficient angu'
jules coordonnées sont
vement à l'axe de.'
,yS'- 64) son intersection avec
s'appelle la sous-notmale sur
par conséqu ^ prolongée
dx ~d/
variables
àr =^dJ-
^^..normale sur l'axe
les y serait x t— ■
. Ellipse.
dj b'x dx- à?Y'
RAYONS ET CENTRES DE COURBURE
^male de Tellipse est proportionnelle à Tab-
, ^ nde valeur absolue est — ? c'est-à-dîre la
% '^^ V^ parabole est constante et égale à
^ ' ^^ . '^x, n double de la distance du som-
' .^ V, ' ^ Te des courbes planes »
'^', '^, ' * / '^be plane {fig. 66),
^ ' . de la même courbe
-i'. Si la courbe est un j des deux normales est indé* M Tare MM' 5 la distance MO' est i:entre du cercle. Si la courbe n'est si, en considérant comme constante la a normale MN, on fait varier le second point par conséquent, la normale M' N', le point d'injclion O' des deux normales est variable. Dans ce oas, la distance MO', à mesure qu'on prend l'arc MM' de plus en plus petit, approcbe autant qu'on veut d'une certaine limite MO , qu'on appelle le rayon de courbure de la courbe considérée au point M , et lé point O dont s' approcbe indéfiniment l'inlersectîon O' est le centre de courbure de la courbe au même point M.
C'est ce qu'on exprime d'une manière abrégée en disant que le centre de courbure du point M est à V intersection de la normale MN en ce point et de la normale infiniment voisine.
283. Problème. Connaissant V équation y = {[x) d'une courbe plane en coordonnées rectangulaires, trouver Vex^ pression de son rayon de courbure au point dont les coor^ données sont x et y.
En considérant la figure MM'O' comme un triangle qui
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tend à devenir isocèle et dans lequel^ l'angle M(y M' étant très-petit , on a , aussi approximativement qu'on veut , et sauf une erreur qui disparait à la limite ,
tang MO' M'
Désignant par x H- Ax et y -+- Ay les coordonnées du point M', on a
MM'=s/(àx)*-h{AyY ou Aari/i+(^y.
Pour exprimer taugMOM', menons en M et M' les tangentes MT, M'T', faisant avec Ax les angles a et a'. Nous aurons
et, par conséquent (57),
taugMO>M^= tanga--tanga ^ 1-1- tang a tang a'
Désignons par z l'inclinaison tanga ou -~ ^ et par i-f-Ai Tinclinaison tanga': nous aurons ainsi
tangMO'M'= ^!i' . . ■
Substituons les valeurs de MM' et de tangMCKM', ainsi trouvées, dans l'expression de MO'; elle devient
MO'=X WZJ
Or, à mesure que Ax diminue , le rapport —^ approche
indéâniment de -^ » égal à z ou à f '(x), tandis que — ap-
d«' " ^ •" ^ Aa:
DE COURBURE
proche aulanl qu'on veut d'une limite qu'on peut indifféremment représenter^ soit par -i — 5 dérivée de la fonction 1,
soit par f" ( j:) , dérivée du second ordre de f (a:) *, et en même temps le facteur (i-f 1*-+- «A/) approche de sa limite H-i*. 11 récite de là qu'en désignant par p le rayon de courbure MO, on a la formule
. _ (' + i'f ou
284. Si l'on convient de prendre toujours le numérateur positif, le rayon de courbure aura le signe de P (x) : il sera donc positif ou négatif, selon que la courbe aura sa concavité tournée vers le sens positif ou négatif des ordonnées.
285. Prenons pour exemple la parabole exprimée par y* = 2 px. Cette équation différentîée donne
jrdjr=pdx, ou yi = p.
Cette dernière équation , dans laquelle y et 1 sont des fonctions de x^ étant différentiée^ donne
*^ ax ^x
di .,
ou
De là on tire
p dï p'
z = c: et — = — ^ ,
TANGENTES
et ces valeurs étant substituées dans Texpression de p, on trouve
ou
■'i-ff
ir'+p'?
en donnant à cette dernière formule un signe contraire à celui dey.
Dans le cas particulier où le point M est le sommet de la parabole , on a
y = o et p = py
c'est-à-dire (129) que le rayon de courbure est double de la distance au foyer. Cela résulte aussi du n° 281 , car le rayon de courbure au sommet, soit de la parabole, soit de l'ellipse, est égal à la sous-tangente.
286. Tangentes aux courbes dans l'espace. Soit une courbe définie (90) par deux équations
(i) F(x,jr,z) = o et {{x,j,z) = o,
qui sont celles de deux surfaces dont elle est Tîntersection. Il en résulte que si nous désignons par x', y' et z' les coordonnées d'un point quelconque de la courbe , elles doivent, étant mises pour x^ y ex z^ satisfaire à ces équations (i) ; et deux quelconques de ces coordonnées x\ y' ex. z' sont des fonctions de la troisième, de sorte quon obtiendra leurs dérivées en différentiant les deux équations (i) Conformément à ce qui a été dit à la fin du n^ 253.
Pour plus de généralité et de symétrie dans les formules, nous laissons arbitraire le choix de la variable indépen-
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(^ante, et nous écrivons
I dF , , dF . , dF , ,
dF^^+d/^-^+dF'*^-"^'
Cela posé , occupons-nous de la détermination de la tan-« gente à la courbe dont il s'agit. Cette droite passant par le point dont les coordonnées sont x'^y'^ 2', on peut mettre ses équations sous la forme (173)
De plus en remarquant que la définition du n^ 225 s'applique aussi bien à une courbe à double courbure qu'à une courbe plane, on voit aisément que la projection de la tangente à une courbe sur un plan est la tangente à la projection de la courbe sur ce même plan, les projections étant d'ailleurs rectangulaires ou obliques.
De là il résulte que les équations (3) peuvent être rem* placées par
^-•^=di^<^-^>
et
Az'
z — z'-^-^ix — x'),
ou bien
dx' dy dz'
Ainsi les trois différentielles dx', djr\ dz' qui entrent aU premier degré dans tous les termes des équations (a), sont proportionnelles aux différences x — x\ y — y\ z — z'-^ elles s'éliminent donc immédiatement, et l'on a pour les
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équations cherchées de la tangente
(IF , ,v . dF y ,. dF . f.
df / n df . ,v df , ,v
Il est entendu que :t, y, ^ sont ici les coordonnées variables d'un point quelconque de la tangente , et que les coefficients -i — >i -; — -.j etc., dérivées partielles des fonctions F ax' aa;' '^
et f , dans lesquelles on a mis pour x^j et z les coordonnées x\j' et z' du point de contact , ne renferment que ces dernières coordonnées^ et les autres constantes appartenant à ces mêmes fonctions F et f.
287. Plan tangent à une surface. Soit l'équation de cette surface
Si par le point dont les coordonnées sont x\ y\ z\ et satisfaisant à cette relation , on fait passer une autre surface dont réqwation soit
la tangente à la courbe d'intersection aura pour l'une de ses équations
qui est celle d'un plan passant par le point dont les coor donnés sont x\y^ et 2'. Cette équation est indépendante de la fonction f qui , en changeant , détermine sur la première surface autant 4e courbes diverses qu'on- voudra. Le plan défini par l'équation ( 3 ) contient donc les tange^ntes à toutes
A UNE SURFACE. ^2Q
ces courbes : donc il est le plan tangent à la première surface.
288. AppLicATioif . En un point d'un ellipsoïde on mène un plan tangent et du centre on abaisse une perpendiculaire sur ce plan ; on 'demande la distance â du centre aiiplan tangent^ et les angles que fait la perpendiculaire av^ec les axes principaux de V ellipsoïde.
Mettons pour simplifier Féquation de Tellipsoïde sous la forme
nx^ -H pj^ -+- 92* = I ,
x'^y et z' étant les coordonnées du point M' pris sur celt(? surface^ la formule (3) ci-dessus donne, pour le plan tangent en ce point , Téquation
nx'(x — x')^py'{j—y)'\'qz'(z — z') = o^
qui , à cause de
nx'^ H- py'^ H- ^z'* = I ,
se réduit à
nx' X -^-py'j -^ qz' z =zi.
Cette équation étant identifiée avec Téquation (i) du n" 181
xcos(JN , x) -4-j'cos(N, y) -f- -2ros(N, z) = (J,
donne
cos(N, x) = nx^d,
i:os(N,yy=p/â, cos(N,z) z=qz^â.
En élevant au carré et ajoutant, on obtient d'où
a5o ex
PLAN TAKGEMT A UKE SURFACE,
cos (N , x) =
nx
v//i'ar'»4^p*j'»+ g»z"
cos(N,y)=^,
cos(N,z)=i^.
Quant aux coordonnées du pied de la perpendiculaire, elles sont
x" = d cos (N , x) =r nx^ cî%
z" = qz'^^
Ces formules sont employées dans Tadmirable théorie de la rotation des corps solides due à M. Poinsot.
Quand l'inclinaison -p- d'une courbe par rapport
u oc
à J'axe des x est connue en fonction de j:, on conçoit que
c'est une donnée suffisante pour déterminer la forme de la
courbe, et même sa situation relative aux axes si Ton con?
nait en outre un point par lequel elle doit passer.
Soit -r^ = i{x). Si Ton reconnaît f (a:) pour la dérivée u oc
d'une fonction connue F (x), on en conclura quej^ = F [x) sera l'équation d'une courbe satisfaisant à la condition donnée , et qu'on aura autant de courbes qu'on voudra satisfaisant à cette condition en posant la formule .
j = F(:c)-hC,
dans laquelle C exprime une constante arbitraire , c'est-àdirc une quantité qui ne varie pas pour les divers points d'une même courbe, mais qui change quand on passe d'une courbe à une autre satisfaisant également à la condition dj_
Exemples. Soit -—^ = ^oo:"*, l'exposant m étant un
u oc
nombre quelconque, positif ou négatif, mais différent de
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Ou sait que -r — est Tîajc""*. Choisissant n et a de sorte
dx
qu'on ait
na=zp et n — i = m, c'est-à-dire
« = /rtH-i et a = ^=: — ^ — î
on trouve que ^ a pour dérivée px"*. Donc la formule
générale de y est
px^
-hC.
^0 Soit ^ = x:.
« j dlogo: loge . , ^
' bn partant de — - ^ = — 2_, on trouve aisément
7 ==T-^logjc-|- C = 2,3026 p logo: -+- C
En général , Texpression j = F (x) -h C déduite de l'équation ày = F' (x) dx s'appelle Vintégrale indéfinie de dj ou de F' (x) dx.
291 . La constante C cesse d'être arbitraire si l'on a les . coordonnées x^ et j^o, d'un point de la courbe: car, en outre de
, j = F(^) + C, on aura
y, = F(x) + C; d'où
Celte quantité y — y^^ accroissement de 7 à partir dej^o» ou depuis l'abscisse Xo jusqu'à l'abscisse x, s'appelle /'miégrale définie de dy ou de F' [x) dx depuis Xo jusqu'à x.
• ci 'V' .
Exemple, Si la courbe dont rînclinaîson -^ relative-
ment à Taxe des x est /> jc'", passe par Toriginé des coordonnées, alors on a C= o, et l'expression àe y est sijnplement
292. Il convient de savoir d'où vient la dénomination intégrale.
Soient Xo, ^0* les coordonnées connues du point M^ (fis* ^l)' ^^ connaît en outre Tinclinaison f [x) de la tangente par rapport à l'axe des x^ pour tout point de la courbe, en fonction de son abscisse or. On demande l'ordonnée JTdu point M dont l'abscisse est X. Soient
PqP ou-Ï — a'o subdivisé en intervalles Jj , «Jsv? ^55 Il l'inclinaison de la corde Mo M, ;
Ij, Is, I*, I5, celles des cordes suivantes M iMt 9 MjMs... ; MiNj = Ml Pi — MoPo = Al, la différence des deux ordonnées consécutives ; As, A3. A4, As, les autres différences analogues.
On aura
A,=IiCÎi, A2=Iî,CÎ2v5 As=l5<^59
d'où
ce qui s'exprime en abrégé, quel que soit le nombre fini des subdivisions, de cette manière :
Si le nombre des divisions devient tellement grand et les arcs tellement petits qu'on puisse considérer les cordes comme se confondant avec les tangentes aux points successifs de la courbe, alors les valeurs successives de I peuvent
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être remplacées par celles de ( (x)-^ l'erreur que Ton commet est d'autant moindre que les intervalles â sont plus petits, et devient aussi petite qu'on veut.
Si par exemple on fait en sorte que la différence entre chaque valeur de f (j?) et celle de I correspondante soil moindre qu'un millionième de celle-ci, Terreur commise est moindre qu'un millionième de la valeur totale SH.
On peut donc écrire
Y — jo = lini [f (xo) 5, -f- f (xo ^- Ji) cî,
+ f(^o + <îi-Hcî0^8 4-...f(X— (î„)cî„]
ou, en faisant et par suite
Wi = Xi — Xq^ 0^z=zXi — Xi^ ^8 = J^$ — J'j...,
Y— jo = liin [f (-^o) (Xi — Xo)'h{(Xi)(Xi — Xi)
-+-f (a:,) (Xfi — Xi) H- ... f (x„_i) (X— x„_i)].
L'usage est de représenter la notation du second membre par cette autre beaucoup plus simple :
f (x) dx
qui a la même signification et qu'il faut par conséquent interpréter en des termes équivalents à ceux-ci :
Limite de la somme qu'on obtient. :
1°. £n mettant pour x dans r expression f [x) une suite de n ^valeurs Xo, Ci, J^s, ^sv? 7'" varient par degrés égaux ou inégaux j mais très- petits, depuis x^ijusqiCà une valeur x,^^^ 9'" diffère très-peu de X^
2^. En multipliant les valeurs f (x©), ( (xi) ^ J (Xt)^ ((x^).,,, f(x„.i), respectivement par les différences
(Xi — Xq)^ (Xi — x^)^ (jcs — X,)..., (X—x„^i)^ cest'à" dire chaque valeur de la fonction par la différence entre la 7}aleur de x qui ta produite et la valeur suivante de cette même variable^
3°. En ajoutant les n produits ainsi formés.
Plus le nombre n augmente, plus on approche de la vraie valeur représentée par la notation ci-dessus. Le résultat ainsi obtenu, étant considéré comme la quantité tout entière (en latin intégra)^ dont f (x) dx exprime un élément infiniment petit, s'appelle pour cette raison Vintégrale de {(x) dx^ Les quantités jCoi ^^ dont la signification est expliquée ci-dessus, déterminent /^5ej:f/'é/7/2Yéj de V intégrale^ ou les limites entre lesquelles la différentielle i{x) dx est intégrée,
293. II résulte de ces considérations que les intégrales peuvent avoir divers caractères :
i^. Quand jon donne
^ = f(x) ou dy=i((x).dx
et qu'il s'agit seulement de trouver une expression générale dej^'', c'est-à-dire de toutes les fonctions dont la dérivée est i{x) ou dont la différentielle est f [x] dx^ si l'on parvient à découvrir une fonction F [x) dont la dérivée F' (x) soit égale à f (a:), on a la réponse à la question en posant
Cette expression s'appelle V intégrale indéfinie de ((x) d.r, et la relation qui existe entre elle et f [x) s'écrit ainsi :
C {{x)dx = ¥[x)-^C,
ce qui signifie simplement que si Ton différentiait F {x) -f- C par rapport à x, on aurait ^{x) dx.
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Exemple :
ax"'^'
flx'" àx = h C ^
a dx « , . ^
= , logx-f-C.
X loge
2^. Lorsque, outre l'équation ày = { (x) dx^ on sait i|ue la fonction y prend une valeur déterminëe^o pour une valeur également déterminée Xq de la variable Xy et qu'on demande en conséquence la valeur y de la fonction pour une valeur quelconque X de la variable, en supposant tonjours qu'on sache trouver une fonction F (x) dont la dérivée soit f (x), la réponse est dans Téquation
r-jr, = F{X)-F(xo).
Le second membre s'appelle V intégrale définie de i{^x) àx prise depuis x^^ jusqu'à X; et la relation qui existe entre cette quantité et f {x) s'écrit ainsi :
¥[X) — ¥[x,)=f {{x)dx,
notation dont on comprend l'origine et la signification, d'après les explications du n° 292.
294. Les considérations du n^ 292 ne servent pas seulement à expliquer une notation, elles fournissent un théo-
RJEME TRES-IMPORTAHT, SaVoir *.
Étant donnée une fonction quelconque {[x) y si Von demande une autre quantité qui^ diaprés sa définition^ puisse être représentée par la formule
lim [f (J^o) (^t — ^o) -f-f (-ï^i) [xt — oCx) -4- ...
-hf {j:„-i) (X— j:„^,)],
on plus simplement^ mais a^ec la même interprétation^
SUR LE CALCUL INTÉGRAL. aSj
toutes les fois qu'il sera possible de troin^er une quantité F (x) dont la dérix^ée serait f (x), on aura la réponse en posant
{(x)àx = ¥{X)—¥{x,).
295. Remarque, Une intégrale défiaie peut être négative, soit que, entre les deux extrérailés de cette intégrale, la valeur moyenne de la dérivée i[x) soit négative ; soit que OTo, première valeur extrême de la variable, se trouve plus grande que la seconde X, auquel cas l'intégrale est la limite de la somme des produits des valeurs successives de la fonction, f(a:o), f (jCi),..., f(a:„»i), multipliées par les différences négatives Xx — Xo, Xt — J^'iv? ^ — ^n^\\ et îl est évident que le résultat ne diffère que par le signe de celui qu'on aurait en changeant Tordre dés valeurs extrêmes. C'est d'ailleurs ce qui se conclut immédiatement de la formule précédente, étendue à tous les cas possibles. On a, en désignant toujours par F(x) une fonction dont la dérivée estf(x),
'''f(x)da: = F(X)-F(,ro), '
et
d'où
pf(.r)da: = F-(a:o)-F(X), I {[x)àx=: — I f(j:)d.r.
296. La quadrature des courbes offre une application très-utile du théorème du -nP 294.
Soit représentée dans la fig. 6y la courbe ayant pour équation j= H^)* L'aîre PoMqMP, bornée par deux ordonnées répondant aux abscisses .r©, X^ est la limite do la
CONSIDÉRATIONS FONDAMENTALES
somme des trapèzes PoMoMiPi, PjMiMjPj,..., à mesure qu*on augmente le nombre des subdivisions PoPi, PiPfv Cette limite est aussi celle de la somme des parallélogrammes Po M© Ni Pi, PiMiNjPî,... : car, à mesure que les ordonnées consécutives se rapprochent, le petit triangle qui fait la différence d'un trapèze au parallélogramme correspondant, devient une fraction aussi petite qu*on veut du trapèze, et par conséquent la somme de tous les trapèzes ne diffère de la somme des parallélogrammes que d'une quantité qui est une fraction aussi petite qu'on veut de l'une ou de l'autre de ces deux sommes. Celles-ci ont donc la même limite. Donc l'aire PoM© MP, si les coordonnées sont rectangulaires, satisfait précisément à la définition de la
quantité I f (^) do:, et par conséquent lui est rigoureu-
sèment égale.
Si les axes coordonnés font l'angle a, on a la surface
Z7=sina I yàx»
297. Exemples, i". Quadrature de la courbe parabo^ ligne ayant pour équationy== aaf^ (fis^^) '
PoMoMP=Z7= / aoiràx.
Si Ton cherche une fonction dont la dérivée soit a^jc^^ on trouve (290, i°)
donc
U= f ax'"dx = F(X) — F{xo)
Si l'on voulait l'aire OMP, on aurait
Xa = o, et t/ =
Remarque :
aire OMQ = XY— OMP = a Jï'«+* — — — = !!^^
2^. Quadrature de V hyperbole ^ équdatère rapportée aux asymptotes et ayant pour équation j = - [fig- 69)-
Cherchant une fonction dont la dérivée soit -» ou
trouve (290, a^)
F (x) = 2, 3026 a logo: H- C; d'où Ton conclut
U= / ^do: = 2,3o26a log —
Remarques, 1**. L'aire ne dépend que du rapport
OP
2^. Si Ton faisait Xo=o, on trouverait l'aire y OPM = 00 . 3**. Il est bon de rappeler (242) que 2,3o26n'est que la
valeur approximative de
log^
. Toute intégrale définie I F(x)àx peut touj
ours
être considérée comme exprimant l'aire d'une courbe dont l'ordonnée rectangulaire correspondante à la variable x prise pour abscisse serait égale à F[x). C'est pourquoi l'opération par laquelle on détermine cette intégrale est fréquemment désignée sous le nom de quadrature.
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299. La cuBATURE DES SOLIDES terminés par des surfaces courbes est également du ressort du calcul intégral.
Soit l'axe Ox [fig- 70), situé d'une manière quelconque par rapport à un corps ; soit MMq AM', M' la courbe d'intersection par un plan passant par cet axe. La génération du corps étant soumise à une certaine loi , on suppose que l'aire de la section faite dans ce corps par tout plan tel que Mo M'^ ou MiVF, perpendiculaire à l'axe, soit une fonction connue de l'abscisse x^ distance du point fixe O au plan d'intersection. Cela posé, on demande le volume du segment compris entre les deux plans MoM'^, MM', dont les abscisses sont
Soit f (^) la fonction qui donne la valeur de l'aire d'une section dont l'abscisse est x. La section faite par MqM'^ est f (a:©)? celle par MM' estf (Jï) ; et si l'on partage l'intervalle PoP = -ï — Xo en un grand nombre n de parties; qu'on appelle Xi, x^^ Xj, . . . , x„_i, les abscisses des points de division-, que par ces points Pj, P, , P3,. . ., on mène des plans M^M',, MjM',, MsM'g,.,., qui donneront des sections f (xi), f (.Tg), f (j^s), . . ., il est clair qu'on aura une grande approximation du volume cherché en prenant
la somme
f(.ro) [x^—x^)'\-{{x^){xt'-'X^)^{{x^)(xt—x^\ + ...
qui, dans le cas de la figure, est la somme des cylindres inscrits, dont chacun a pour base une section perpendiculaire à l'axe et pour hauteur la distance entre cette section et la suivante.
On voit de plus que Terreur commise pourra être une fraction aussi petite qu'on voudra du volume cherché, lequel est, par conséquent, et rigoureusement, la limite de la
somme ci-dessus, ou
{(x) dx.
300. Exemple. Corps de révolution engendré par l'arc Mo M (^g^. 71), dont Téquation est y=:iax^^ tournant autour de l'axe Ox.
Dans ce cas, Taire d^une section quelconque est celle d'un cercle dont le rayon est j-; c'est donc ny* ou Tra'oc:''". Donc le volume cherclié est
Si Ton voulait le volume à compter de O, on ferait Xo = o. Si OMoM était une ligne droite, m serait i, le corps un cône de révolution, et la formule deviendrait pour le volume, à compter du sommet,
7rû'X'= TT JT* est la base et X la hauteur.
301 . En attendant que l'étude delà Mécanique ait montré d^ autres applications du calcul intégral, les exemples qui précèdent suffisent pour faire apercevoir, son utilité.
La détermination d'une intégrale définie étant une conséquence immédiate de l'intégrale indéfinie désignée plus haut par Y[x) H- C, c'est dans la recherche de celle-ci que consiste la difficulté des quadratures et des questions ana-^ logues.
§ II. THÉORÈMES PRINCIPAUX POCR l'iNTÉGRATION DES FONCTIONS
d'une seule variable.
302. Les formules des difléfentielles fondamentales et celles qui sont établies du n** 255 au n^ 262 permettent d'é-
THÉORÈMES POUR ^^INTÉGRATION
crire immédiatement les intégrales indéfinies d^un certain nombre de fonctions.
A cette observation il faut ajouter quelques théorèmes qu'il va suflSre d'énoncer, parce qu'ils résultent immédiatement de ceux des n^' 244 et suivants.
303. Théorème I.' — Toute intégrale indéfinie est une fonction de la variable^ plus une constante arbitraire.
Théorème II. — U intégrale d'une somme de différentielles est la somme de leurs intégrales.
/[f(x)da:+9(r)dx-h...]== l{(x)dx-h /?(^)d
Théorème III. — On peut faire passer un facteur constant du dedans au dehors du signe I , et réciproquement .
304. Théorème IV. — Lorsqu'on peut, par la combinaison des facteurs qui entrent dans une différentielle ((x)dx^ la mettre sous la forme aF'(ya:)da)(.r), on obtient r intégrale par la formule
ÇaF'[(f(x)]d<f(x)=aF[(f(x)]-hC.
Exemples :
^ r ' «j /*sin:r^ 2jrd:r i , ^
i^. I xsinx'da:=: I = cosar'H-C;
ao. f ^^ = r —d{a—bx) ^ —\og(a—bx) ^ ^ J a — bx J b[a — bx] b\o^e '
DES FONCTIONS d'uNE YÀlllAVLE. ^4^
OU bien '
/ dx _ _ r dx __ fl d(fe^ — g) a — bx J bx — a J b bx — a
_ —\o%{bx — a) ^ ^ éloge
On emploie l'une ou l'autre de ces formules selon que bx est <[ ou ^ a.
305. Lorsque l'application du théorème IV parait trop compliquée, on représente la fonction auxiliaire (f [x) par une lettre, et l'on opère comme dans l'exemple suivant, où il s'agit d'intégrer
j dx
.r V I — x^ On fait
sji — x^ = z^ 1 — x' = -2*, — xdx =i zàz^
dx — zdz , — dz — dz
dz Pour intégrer ^ on l'écrit sous la forme
dz
dz \
i — zj
OÙ l'on reconnaît deux différentielles de logarithmes ; donc
y= ^,'^^ [log(l — z) — log(l-f--2)] +C.
1 loge
La fonction entre parenthèses est égale à log -
. I — z x—sl\ — x^ {l — \]l — X^)\
; or
244 THÉOKàMES POUR t'iNTÉGRÀTION
donc
y = log h C.
' loge ^ X
Théorème V. — Intégration par panies, — On
àui^ = udi^-h i^dii;
donc
d'où •
I iidi^ = uv^ — I «-'dii.
Ainsi en décomposant une différentielle f(x) dx en deux facteurs, dont l'un, différentiel et pouvant sMntégrer, soit représenté par di^, et l'autre soit une fonction a, on réduira
la difficulté du calcul de Tintégrale I iid(^ à la détermination de Fintégrale j i^duy qui peut être plus simple que la
proposée.
Exemple :
/«i A I -^^^ r x^^' loge, ^ ^ m-hi J w-hi X
r = ; — log x ^— 1 -+- 6.
Ce procédé s'appelle intégration par parties. 307. Remarque. Lorsqu'on cherche Faire
PoMoMP
IR+l
= J jdx
[fis- 7î»») <lan$ laquelle OPjSsXo, 0P = JT, OQo=j>o, •
DES FOJMCTIOMS d'uKE VARIABLE. 245
.OQ = ^^ 011 peut y arriver en calculant d'abord l'aire,
QoMoMQ= / xdj; car on a
Po Mo MP = OPMQ — OPo MoQo — Qo Mo MQ ,
ou
/ jdx = YX — Xojo— I ^àj-, c'est précisément ce que donnerait l'intégration par parties.
§ III. FORMULES d'intégrales DIRECTES OV OBTENUES PAR LE&
Exemples d* intégration (constante sous-entendue
T r do: _ rd (gj? -4- 6) _ log (qx H- 6) j ojr-hfc J a[ax-\-'b) a loge
-^ J Ja-^x'
signifie l'arc dont le sinus est x, et que les arcs ainsi exprimée ont pour unité Tare dont la longueur est égale au rayon. Ainsi
arc(sin=: i)= -> arc (sin = -^ ) = y» arc (sin = - ) = ^»
De même
arc tang i = arc (tang = i) = y.
On fait
d^où
donc
d'intégratiojv. 247
donc
en
un
xdx = zdz.,
, dx dz d4::-|-dz
r d(^^z) ^ log(:r-hz) , J x-\-z loge '
Remarque, On aurait pu de la relation
, dx dz
conclure
, dz — dx d(z — x)
d'où
Il est facile de vérifier que ces deux expressions de j^ ne dijffèrent que par une constante.
' ^ J Ja' — x' h
dx
= arc sin -•
Và' — x' f, 7 /xY a
•^7 r xdx __ 1 r7,xdx _^ I rd[a^ — x"")
' J >Ja} — x^ "" ^ J \/à'—x''~' '^J y/a? — x^
Cette expression est de la forme
donc
Lj^-Tiz=Z^,
2 loge °i — X
j^[log(n-x)-log(i-x)] ' log'+"
J x^i — x' loge ^\^ ^ J
VIL r=: Ç^^ — ri£sin£___ / * d(
cosor
COSo:* COS X = -2 5
J i — z^ 2 loge ^ I
log.
I — cos^ 2 sin* j^ J I
I + coso; ~" âcôs^ ^ ^^"^ â"^ '
VIII. j= dx.)/7=:j'= / ^^ _ r
L'intégration par parties donne
d'intégration. 249
^ et mettant pour I sa
\Ji — x^ J Vï—x'
valeur connue (3H), on trouve
/dx.J i — a:* = -X Ji — x^-\ — arc sïnx.
TY rx^dx
lA. jr — I ■ On suppose m entier et positif.
En intégrant par parties et faisant dans la formule du
n° 306, u = Jc"*"* et dp» = --=== , on a
VI
/ ' ^ = — ocr-^yji — ar'-h (m — i) /.r'^-V' — x'd.r. sji'-x' ^ V
Or
./ J )/l-X' J sji — x''
donc
/*'x^ dx af"}/j — X* m — i Z*^*"""^ d^
Ainsi l'intégration proposée est ramenée à une autre plus simple, puisque l'exposant m de j: est diminué de deux unilés. En continuant de même on arrivera, suivant que m sera impair ou pair, à
/xdx I r , r dx - = — VI — X ou a \ = arc sin x.
Remarques, I. L'intégrale
directement par une considération géométrique. \^a' — x^ peut être regardée comme l'ordonnée pour T abscisse x, à partir du centre d'une circonférence dont le rayon est a
se retrouve
25o FORMULES ET EXERCICES
OP = x, OM=û, MP=^a*—x\ PP'=:QM'=dj:.
Le triangle différentiel MQM' est semblable au triangle OMP. On en conclut
dx MM'
Or MM' est l'accroissement que prend Tare AM quand l'abscisse x prend Taccroissemeut dx. Donc l'intégrale cherchée, à partir de x = o jusqu^à la valeur x quelconque, telle que OP, est égale à l'arc AM divisé par le rayon,
c'est-à-dire égale à Tangle AOM dont le sinus est —
On trouve de même l'intégrale l ' - ■ La similitude
des triangles OMP, MM'Q donne
Ax MQ
sjoû" — x'^ ^
donc
X dx
MQ =
Or, MQ est la quantité infiniment petite dont décroît Tordonnée sa? — x* quand x croit de dx. Donc
xdx
Le même genre de considération s'applique très-simplement à l'intégrale / y/a' — x' dx. Car, si on la prend à compter de a: = o, c'est Faire du segment circulaire OAMP,
d'intégration. aSi
laquelle est égale à
triangle OMP -♦- secteur AOM
- X v« — oc^ -\ — « arc sin -»
ce qui est conforme au résultat de Texemple VIII, quand on fait a = I .
n. Lorsqu'on a une expression différentielle comprise dans la formule F [x, (a-^bxdz a:')] dx^ on peut la ramener à une autre ordinairement plus simple. Le trinôme se transforme ainsi :
Ht) -I
en faisant
on a
a + fea:zta:'= c* (i zt ^*),
et
j: = cz =i: - 5
dr = cd^,
trois expressions à substituer dans la proposée.
Cette observation montre la possibilité d'appliquer les formules des n°« 311, 312, 318 II, IV, V, VIII et IX à des
cas en apparence différents. Par exemple, on trouvera
dx dz .2
= arc sm
sla-\-bx — x^ s/i — z'\
IV. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
318. Deux variables x eiy étant liées par une équation qu'il est toujours possible d'amener à la forme
chacune d'elles est une fonction implicite de Vautre, et Ion
dv peut de cette équation déduire soit la dérivée -r^ ? soit son
il JO
inverse -r-t par la différentiation (253), suivant la formule
i \ dF , dF ,
(2) -p- d:c-f- -T- dr = o?
^ ' ^ dx dr
chacune des dérivées partielles étant en général une fonction de X et de y.
En combinant les équations (i) et (2), on peut en obtenir d'autres auxquelles devront toujours satisfaire les valeurs
simultanées de Xy de y et de -p-? et qui seront comprises
dans la formule
(3) f [x,j) do: -h (P {x, y) ày = o.
Exemple, De
axy -H hy^ = c on tire
ay dx -k- ax ày -\- 2 5/ dj = o.
Cette différentiation a fait disparaître le terme constant c.
d'iwtégratiow. a53
Ou peut, en combinant ces deux équations, éliminer i, par exemple, et obtenir ^
ay^dx-h (ac — û^) d/ = o.
Les équations telles que (2) et (3) s'appellent des équations différentielles^ et sont, comme on «voit, de deux espèces. Les unes, comme (2), sont déduites ou peuvent se déduire immédiatement d'équations telles que (1) par la différentiation, ce qu'on exprime en disant que le premier membre égal à zéro de l'équation ( 2 ) est une différentielle exacte d'une fonction F (J!^»jr)» tandis qu'il en est autrement de Téquation ( 3 ) .
On comprend l'utilité de pouvoir remonter d'une équation différentielle à l'équation (1) qui l'a produite par différentiation et combinaison, sauf une constante qui a disparu ou pu disparaître.
Il suffit au but que nous nous proposons dans ces leçons de signaler un cas simple où l'intégration se ramène aux quadratures : c'est celui où il est possible de séparer les "variables dans l'équation différentielle, ce qui signifie que l'équation (3) proposée peut se réduire à la forme
f(j)djr=4>(x)d:r,
la fonction f (j) ne renfermant plus x, et la fonction 4> (x) étant indépendante àe y. Il suffit alors d'intégrer les deux membres en ajoutant à l'un ou à l'autre une constante qui sera déterminée lorsque, en outre de l'équation différentielle, on connaîtra deux valeurs simultanées des variables a: et y, ou un point, de la courbe exprimée par l'équation F [x^j) = o qu'on cberche.
Exemple, Soit
[bj^ — a) dx = bxy d)\
254 QUÀDBATURE
Oh en conclut
dx bfd^
X hy^ — a d'où
2 logjr = log -: i
donc
équation dans laquelle c est arbitraire, positif ou négatif, s^il ne s'agit que de satisfaire à Téquation différentielle proposée.
§ V. QUADRATUEE PAR APPROXIMATION.
319. Etant donnée une loi géométrique ou numérique au moyen de laquelle on peut construire une courbe par points et mesurer ou calculer ses coordonnées relatives à deux axes rectangulaires, on peut toujours calculer Taire PoM,jMP{yig'. 67) comprise entre deux ordonnées déterminées. Ce calcul se fait par appro'ximation lorsque Fordonnée y n'est pas donnée en fonction explicite de Tabscisse x, ou lorsque cette fonction f(x) est telle, que l'intégrale
f (x) àx ne peut être obtenue sous une expression générale F {x) + C,
320. Première méthode d'approximation. Lorsqu'on peut déterminer les coordonnées de n points intermédiaires, Ml , M2 , M3 , . . . , M„ , tellement rapprochés , que les arcs MoMi, MiMj,. . ., se confondent sensiblement avec leurs cordes , on considère l'aire cherchée comme une somme de trapèzes , et l'on a
^^'= \ Cn + ji ) à, -h \ tri + jO ^\
PAR APPROXIMATION
formule qui se simplifie beaucoup si les intervalles ô sont égaux :
321. Deuxième méthode d'approximation. Elle est fondée ^sur la quadrature exacte de la parabole du^ second degré dont Taxe principal est parallèle à l'axe des ordonnées.
Soient trois points Mo , M,, M (fig* j4)^ tellement situés, que leurs ordonnées soient équidistantes. Ainsi PoPi=Pi P. Ces trois points suffisent pour déterminer une parabole dont l'équation sera de la forme
y z= a -h bx -\- c.r ' .
Les coefficients a^b ^ c pourraient être déterminés en fonction des ordonnées j^ , j^y JT, et des abscisses correspondantes; on peut donc demander Taire du segment P^^M^MP en fonction des mêmes données.
On simplifiera le calcul en transportant l'origine des coordonnées au point Pq. L'équation de la courbe devient alors de la forme
(i) j = jo -4- i.r H- co:',
et si l'oii représente par JTla base PqP du segment ^ sou aire ?7 demandée est donnée par l'équation
!/■= I [y^Ax + bxAx-\-cx^àx) = Y^^~^
ou
î/= :| (6j«-|- 3 5JÏ -h a c.Y*).
Il ne s'agit plus que de faire disparaître de cette formule
les coefficients & et c , en y introduisant les ordonnées des points Ml et M, qui doivent satisfaire à Téquation (i).
Celles du point Mj sont j^, et — ; donc •
bX cX' Celles du point M sopt JTet X; donc
d?où Ton pourrait tirer les valeurs de iJTet cX^. Mais on arrive immédiatement au but en remarquant qu'on a
L'expression de Z7 devient donc
ou, si l'on représente par à la distance — de deux ordonnées consécutives ,
(*) Lorsque les ordonnées ^oi^it ^^ sont données graphiquement, et non en nombres, on peut aisément, comme Ta remarqué M. Poncelet, remplacer la longueur y^, -f- 4^1 -+- ^ par une ligne de la figure. Joignant M, et M par une droite dont le milieu est N, on a
d'où
donc
t^ = l(X-r,)(6j',-hQM.N) = (X-x„)^r/H-iM.N)
ou
L'=P„PxP,K,
le point K étant au tiers de la flèche M^N à partir de la courbe.
PAR APPROXTMAtlON. aS^
•522. Ayant à calculer Taire Po M^ MP d'une courbe quelconque [fig. ^5) , on divisera Tintervalle PoP en un nombre pair n de parties égales, et, en désignant par y©, y^^ y^ î • • . 7 Jn^x 5 Y'i les ordonnées consécutives , on aura approximativement Taire comprise entre les ordonnées j^o et
iP P
Yt , dont la distance est — - — ou 2 J« ^ n
aire P, M, = -^ ( j, + 4j, + j, ) .
De même , entre /j et 74 ,
ai re P, M; = - ( j, H- 4 j3 -h j, ) .
Enfin, entre y„_5 et JT,
aire P„_, M = -^ ( j„., 4- 4 j„.t -+- 1") • ' Donc Taire totale P^ M^ MP,
ou bien , si Ton appelle en général x^ et X les abscisses extrêmes correspondantes aux ordonnées j^o et J^,
-h l'iji -4-/4 -h . . . + Jn-Î ) .
Cette formule d'intégration ou quadrature approximative est due à Thomas Simpson. Pour que le résultat soit suffisamment exact , il faut que la courbe ne diffère pas trop d'une parabole du second degré , et que , par conséquent, les différences des ordonnées consécutives soient à, peu près en progression arithmétique.
323. Les ordonnées j^o^JTi 6* ^ {fis* 74) ét*n* éqnidîstantes, on peut chercher l'aire P^ M, comprise entre les deux premières en fonction de ces trois ordonnées et de la distance P^Pi égale h â. On trouvera , en suivant la marche précédente ,
aireP.M^M.P, = -^ (5j,-|- 8j.- T).
On a de même
aire P. M, MP = 1 ( 5 T-H 8j. -^ j J .
324. Les lecteurs sont invités à vérifier que, si Ton désigne par y^'ij'u Jt^ Y, quatre ordonnées équidistante» d'une parabole du troisième degré, on a Taire de cette courbe
325. Intégration par série. Lorsqu'une intégrale ne peut être obtenue par une formule générale, ou qu'il est difficile de la calculer exactement, on fait quelquefois usage d'un développement en série. Soit, par exemple,
ax
On peut développer (i — «jc) ' suivant letf puissances de ax^ d'après la formule deNevvton (277, I) appliquéeà l'exposant — --• Ou aura
(i — «a:)'==ri-t--aj:-4 — y à*x* H^ ' ■ > 'a g^ jc^+ . . .,
série convergente si ax est <[ i •
Soit pour second exemple
_ r Ax
Nous savons, que cette intégrale est arc tango:, de sorte que si elle est prise deo:=oàa:=:i, elle est égale à l'arc de
45**, c'est-à-dire à y
De là ridée de calculer Fintégrale indépendamment de la connaissance de?:, afin d'arriver à cette connaissance. A
cet effet, on développe -— — ; en une série qui n'est autre
que la progression
Par conséquent, en multipliant par dx et en intégrant à partir de or = o , on a
x^ x^ x^ arc tangx= x — 5" ^" F * '
série qui aurait pu être obtenue, mais beaucoup moins simplement, par la. formule deTaylor, En y faisant x = i , on a
TT I I i_i 1 L
ou, en réduisant les termes pris deux à deux y
ir 1 1 I t
3 5.7 9- II 10. i5
Celle série peut donner la valeur de tt» pourvu qu'on en
prenne un assez grand nombre de termes , car elle est peu convergente.
Mais il vaut mieux dams la série dont' la limite est arc tango: donner à x une valeur plus petite que i qui réponde à une fraction connue de tt.
Un simple essai graphique fait connaître que la tangente
trigonométrique -= est celle d'un angle qui excède peu le quart de 45®. D'après cela , on est conduit, en appelant a Fangle ou Tare dont la tangente est 79 à poser
et à chercher la tangente de Tare b par la formule
tan
gA=tang(4^-; W"^^^7' -
Or
donc
langû = ^>
2tan£;a 5
tane 20= — = —
^ I — tangua 12
, 2 tans; 2 a 120
tani;4^ = = '
I — lang'2a 119
d'où
langi = -5—
Connaissant ainsi les tangentes des arcs a et £, on a pu calculer ces deux arcs par deux séries convergentes et en
PAR APPROXIMATION
conclure
.71 = 16a — 4^« On a trouvé
a = arc (tang = ^j = 0,197*395 56o, et
b = arc ( tang = -^ ) = o,oo4 1 84 076 ,
d'où
TT = 3,i4ï 592 65.
Ce moyen rapide de calculer le rapport de la circonférence au diamètre est dû, suivant Lacroix ( Traité de Calcul différentiel) ^ à l'astronome anglais Machin, qui vivait dans la première moitié du xviii^ siècle.
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CHAPITRE V
APPLICATION DU CALCUL INFINITÉSIMAL A LA DÉTERMINATION DES CENTRES DE GRAVITÉ ET DES MOMENTS D'INERTIE.
§ I. DÉFINITION DU GSNTRE DE GRAVITÉ d'uNE LIGNE, d'uNE SURFACE OU D*UN CORPS GÉOMÉTRIQUE.
327. Si Ton partage une ligne, une surface ou un corps géométrique, en éléments infiniment petits, égaux ou inégaux, la somme des produits de ces éléments par leurs distances respectives à un plan (c'est-à-dire la limite des valeurs que prend cette somme à mesure que les éléments sont de plus en plus petits) s'appelle le moment de la ligne y de la surface ou du corps par rapport à ce plan. Cette dénomination dérive de considérations mécaniques dont on ne doit pas s'occuper ici.
Les produits relatifs aux éléments sont les moments de ces éléments. Les moments de deux éléments par rapport à un plan qui passe entre eux sont de signes contraires. La somme qui forme le moment total est une somme algébrique,
328. Théorème. Quel que soit un système d'éléments [ligne y surface y ou corps), il existe un point géométrique tellement situé, que le produit de la somme totale de ces éléments multipliée par la distance de ce point à un plan quelconque est égal au moment du système, cest^à-dire à la somme des moments élémentaires par rapport au même plan.
Ce point s'appelle le centre de grauite du système.
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DÊifoiîSTKATioif. Soient deux éléments dont les grau-* deurs sont m', m"^ occupant les positions M', M'' (fig^yô)^
1°. Leur centre de gravité ne peut être que sur la droite M'M^, car autrement le moment du système de ces deux éléments pourrait être nul sans que la somme des moments élémentaires le fût.
2^. Soit G^ le centre de gravité encore inconnu» Si on abaisse sur un plan quelconque les perpendiculaires M'B', M''B^ G^'C, désignées para:', a?', X^ il faut démontrer que le point G" peut être choisi de manière que l'on ait
ou
Si l'on mène N'N'^ parallèle à B'B^ on a
Ainsi, pour que le point G" jouisse de la propriété énoncée, il faut et il suffit que l'on ait
m':/»"::M''N'':M'JN',
ce qui revient à .
c'est-à-dire que le centre de gravité de deux éléments est sur la droite qui joint ces deux éléments, et la partage en deux parties réciproquement proportionnelles aux grandeurs lies deux éléments^
Le point G'^ étant ainsi déterminé, l'équation
a lieu, quelle que soit la situation du plan de comparaison,
pourvu qu'on ait égard aux signes des ordonnées x\ x'\ X^',
Cette première partie de la démonstration s'applique
exactement à deux systèmes dont les grandeurs seraient îw', m"^ et dont les centres de gravité seraient en M', M'^ Le point G" déterminé comme on vient de le dire, c'està-dire situé sur la droite qui joint les deux centres de gravité M', M'', et la partageant en deux parties réciproquement proportionnelles aux grandeurs des deux systèmes ^ serait le centre de gravité de Tensemble de ces deux systèmes .
Soiept trois éléments m\ m", m"'^ occupant les positions M'. M'^ M"': On peut partager Tensemble de ces trois éléments en deux parties, dont l'une soit formée du système des deux éléments m', m", l'autre sera l'élément m'". Donc, d'après la remarque qui précède, le centre de gravité du système total est sur la droite qui joint le centre de gravité Cde l'ensemble des deux premiers éléments à la position M"'' du troisième, et il partage cette droite en deux ♦ parties réciproquement- proportionnelles aux grandeurs m' 4- m" et m"^.
Cette démonstration^ qui s'étend facilement à un nombre quelconque de points, prouve l'existence du centre de gravité tel qu'il a été défini, et indique le procédé graphique pour le trouver.
329. Si x' ^y\ z\ x"^y"^ 2", . . ., son t. les coordonnées rectangulaires des éléments d'un système dont, les grandeurs sont mfj m", . . . , et si X, J", Z, sont les coordonnées du centre de gravité, en désignant par S/nx la somme des moments m^ x' -\- m" x" -^ . . . , par ^mj et Zms les sommes analogues, enfin par Sm là somme des éléments, on a, en vertu du théorème précédent, .
Y Zmx «. i^my ^ "Lmz ,^.
2m 2/71 Sm ^ ' .
(*) Si tous les cléments w', m",. . . , du système étaient supposes égaux et que leur nombre fût n, les équations deviendraient, par la suppression d'un
330. Les dernières équations subsisteraient également pour des coordonnées obliques : car dans ce cas les coordonnées x'^ x" ^ , , .y X, par exemple, sont proportionnelles aux distances des points du système et du centre de gravité au plan des zy,
331. Ces mêmes équations s^appliquent au centre de gravité d'un système total composé de systèmes partiels dont les grandeurs seraient m', /»'', . . . , et dont les centres de gravité auraient les coordonnées x\ y\ z\ x", j"^ -s '',•.. ; c'est une conséquence facile à déduire du théorème du n^ 328. En général, la position du centre de gravité du système total ne dépend que de celles des centres de gravité des systèmes partiels et des rapports de leurs grandeurs. Elle peut se conclure de ces données par le même procédé graphique indiqué au w^ 328.
IL DÉTERMINATION DES CENTRES DE GRAVITÉ DES LIGNES
332. On voit aisément que toute ligne courbe ou brisée ayant un centre de figure (cesl-à-dire un point qui- se trouve le milieu de toute corde ou diagonale passant par ce point) a son centre de gravité en ce même point. Le centre de gravité d'une ligne droite est évidemment son milieu.
333. Le centre de gravité d'un système quelconque de lignes droites se trouve par la propriété indiquée au ii° 331 .
334. Le centre de grauitéG du contour d'un triangle ABC (fig* 77) est le centre du cercle inscrit au triangle DEF
facteur commun,
C'est pourquoi le centre de gravité s'appelle aussi centre des distances mQjrennci,
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formé par les droites qui joignent les milieux des trois côtés. Car le centre de gravité des deux côtés AB, AC, est sur la droite £F au point H qui divise cette droite en parties EH, HF, proportionnelles aux côtés AC, AB, ou à leurs moitiés ED, FD ; donc la droite DH qui contient G est bissectrice de l'angle EDF. De même G est sur la bissectrice FI de l'angle DFE. Donc
335. Le centre de gravité d'une courbe plane est dans le plan de la courbe. Pour le déterminer, il suffit de chercher ses distances à deux plans perpenculaîres à celui de la courbe; les distances de ces éléments à ces plans sont aussi leurs distances aux droites suivant lesquelles ils coupent le plan de la courbe. On dit alors que les moments sont pris par rapport à ces droites.
336. Centre de grav^ilé d'un arc de cercle ACB [fig'^S) . Il est sur le rayon OC passant par le milieu de Tare ; sa distance GO == a: se détermine en prenant les moments par rapport à OD perpendiculaire à OC. L'élément MM' de l'arc se confondant avec sa corde, dont le milieu est I, les deux triangles semblables MM'N, IKO, font voir que le moment élémentaire MM' X IK est égal à MN X 10, c'està-dire à la projection PP' du petit arc sur la corde AB, multipliée par le rayon. Donc la somme des moments élémentaires est égale à la corde entière AB multipliée par .le rayon. Or cette somme est aussi égale au moment de l'arc = arc ACB X x ; donc, si on désigne l'arc par a, la corde par c, le rayon par R, on a
ax = cR.
Si n est le nombre des degrés de l'arc, il faut faire
78^' ^' c=2Rsin(^-j ;
d'où
nie
337. Centre de grai^ité d'un arc AB d'une courbe quel^ conque (Jîg. 79). Soient L la lonfgueur de Tare AB, l^la distance de son centre de gravité G à un plan quelconque, d5 un élément de l'arc, y sa distance au même plan : on aura
Lr
= J jd5.
SiyJ ordonnée MP d'un point quelconque M, était une fonction donnée de la longueur s comprise sur la courbe entre un point fixe O et le point variable M, le calcul intégral pourrait donner la valeur algébrique de 1 ^d*. Si cette fonction est inconnue ou trop compliquée, on déterminera dans les cas particuliers la valeur numérique de jjds au
moyen de la formule de Simpson.
A cet effet on divisera la longueur L en un nombre pairn de parties égales ] des points de division on abaissera sur le
plan quelconque XZ des perpendiculaîresj^ojjTi' J^î v^jT/o et l'on aura très-approximativement, si le nombre n est suffisant,
jyàs== 5 -(jo-H4ji+iy84-4r34-2j4H~...+4jn-iH-J«)5 d'où *
Cette opération, faite successivement par rapport à trois plans quelconques, donnera les distances du centre de gra-
vite cherché à ces trois plans. Si la courbe est plane, deux distances suffiront ; une seule sera nécessaire si la courbe est orlhogonalement symétrique par rapport à une droite, et on n'aura qu'à opérer sur Tune de ses moitiés.
III. CENTRES DE GRAVITÉ DES SURFACES
338. Le centre de gravité d'un parallélogramme est à son centre de figure. En général toute surface plane terminée par une ligne courbe ou polygonale ayant un centre de figure (332) a son centre de gravité en ce point. Il en est de même d'une surface courbe ou polyédrique ayant un centre de figure. En effet, dans l'un et l'autre cas, la surface est décomposable en éléments qui sont deux à deux de même étendue et à égale distance du centre.
339. Si une surface plane est comprise entre deux droites parallèles AA,, BBi [fig- 8o), et entre deux courbes AMB, A,MiBi, telles que toute droite MM^ parallèle aux côtés AÂ] BBi, ait comme eux son milieu P sur un même axe KL, le centre de gravité de la surface est sur cet axe de symétrie oblique ou orthogonale.
Cette vérité est une conséquence du numéro précédent, si Ton considère la surface comme un assemblage de parallélogrammes très-étroits MNNjMi, en négligeant les triangles MNM', MiN, M',, infiniment petits par rapport aux parallélogrammes, ce qui ne peut altérer le résultat quand ou passe à la limite.
Remarque, Si la symétrie n'est pas orthogonale, l'axe KL qui contient le centre de gravité de la surface peut ne pas contenir celui de son contour.
340. Centre de grai^ité G de la surface d'un triangle ABC [fig. Si). D'après le numéro précédent, il est à la fois sur AD et sur BE, passant par les milieux D et E de BC et
de AC. D'ailleurs DE est parallèle à AB et d'une longueur moitié de AB; dono
GD = -AG, ou DG = :^AD.
Doue, en général, le centre de gravité de la surface d'un triangle est sur la droite menée d'un sommet au milieu du côté opposé, au tiers de celte droite, à partir du côté.
Remarque, Ce point G est aussi le centre de gravité du système de trois corps égaux dont les centres de gravité seraient aux sommets A, 6, G.
341. On trouvera le centre de grai^ité d'un polygone quelconque en le décomposant en triangles (331).
342. Centre de gi1av*ité d'un quadrilatère quelconque ABCD (fig* 82). Soit E le milieu de AC. Le ceiUre de gravité du triangle ABC est en H, au tiers de EB à compter de E ; de même I, centre de gravité de ADC, est au tiers de ED à conjpter de E. Le centre de gravité cherché G divise IH en parties IG, GH, réciproquement proportionnelles aux surfaces des triangles, ou aux lignes DF, BF ; donc, si l'on porte DF de B en K, en remarquant que BD et HI sont parallèles, on voit que G est sur EK, et que
EG = -z EK. De là une règle fort simple pour déterminer
graphiquement le point G.
Si l'on connaissait numériquement les longueurs FA, FB, FC et FD, on déterminerait les coordonnées obliques FL et LG du point G par le théorème des moments. On
VC • A F
FL. (surf BDC+surf BDA) = ^surf BDC— ^surf BDA. Or les deu^ surfaces sont proportionnelles aux longueurs
2^0 cbutres
FCetAF;donc
FL(FC + AF) = iFC»— AF')5 d'où
FL=^(FC — AF).
On trouve de même
LG = ^{BF— DF).
343. Centre de gravité d'un trapèze ABCD {fig* 83). Il est sur EF, joignant les milieux E et F des bases parallèles. Si l'on fait AB = i, DC == V, EF = /, en remarquant que les surfaces des triangles ABC, ADC, sont proportionnelles à fe et i', et que les ordonnées de leurs centres de gravité, prises parallèlement à EF et par rapport à AB,
sont -^Z et -r/, le théorème des moments donne d'où
344. Centre de grav^ité d'un secteur circulaire AOB (Jig. 84). En décomposant le secteur en éléments infiniment petits égaux , qu'on pourra considérer comme triangulaires et ayant leurs centres de gravité uniformément *
distribués sur l'arc ab, dont le rayon Oa = ^OA, on
verra que le centre de gravité cherché est aussi celui de l'arc ab (336).
345. Le centre de gravité du segment circulaire ABC A (fiS' ^^) ^^ déduira de ceux du secteur AOBCA et du tri-»
angle AOB.
Aires
Centre de gravité. . .
Distance au centre O.
Segment.
Triangle.
Secteur.
GO — x
on a
d'où
Aa: = A'x'-+- M'x", A'= A — A",
346. Centi^ de grwité du segment AOAi d'une parabole {fig» 86) dont l'équation estj''= !ipx^ les axes Ox,Oy^ faisant Fangle a. Le point cherché est sur Taxe de symétrie Ox ; on détermine son abscisse X j>ar le théorème des moments.
Le trapèze élémentaire MM'M', Mj peut être remplacé par le parallélogramme MNNi Mi , dont la surface est ^j- sinada: : la surface du segment est donc
2sina j ydx.
Le parallélogramme MNNiM, a son centre de gravité au milieu de PP'5 son moment, par rapport au point O, est
égal à sa surface multipliée par x H 9 et, en négligeant auprès de or, devient 2X^ sinada?; la somme de»
moments élémentaires est donc
2sin
On a par conséquent
ina I xjàx.
jydx
l)ej*= 'ipx ou tirejd/ =pdr. Substîiuaiit les valeurs de jc et de d X en jr et Ay^ puis désignant par y et x' l'ordonnée et T'abscisse extrêmes AB et OB, on a
J ^ J ip" 10 p'
347. Centre de granité d'une surface plane quelconque dans le cas où les intégrations sont impossibles ou trop difficiles. Soit la surface comprise entre deux parallèles et entre deux courbes AD, BC [fi^g* 87). On partagera la distancé IK en un nombre pair n de parties égales et on mènera les cordes parallèles j-q 9 JKi? Jsî • • • •> Jnt de l'une à l'autre courbe ; faisant IK== /, on aura, parla formule Simpson,
surf ABCD = 5 = ^ (jo -H 4 Jj + ajt -+- . . . + Jn)-
On emploira la même formule pour calculer le moment de la surface par rapport AB. Puisqu'il s^agit de suppléer à
l'intégration de l xyàx^ on calculera les n-f-i valeurs
de xy qui répondent aux points de division de IK, et Ton aura, en désignant par X la distance du centre de gravité cherché à la droite AB,
et
^ _ / / 4r ■ » I + 2 j2 ■ 2 -f- 4 jTa . 3 4- 2 j4 4 -H . . . ■+> j. /i \ ^ ^\ roH-4rt-*-2j2-h4r3 4-2j4-h.^.-i-r« /
Il restera à calculer sa distance Z à IK, A cet effet, on me-
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surera la distance du milieu de chaque corde J'oî /i }/«>•• î à la droite IK, et, appelant ces distances Zq? ^n Zj,. . . , on aura
*5^ = J J^da: == ^ ( jo ^o4- 4ji ^1+ 2j, z, -h 4j8 ^8-f- . . -f- J„ 5r„), et enfin
jo 4- 4r. -+• 2 j,4-'4r3 -h ... -h 4r«-i -f-j»
Quand les courbes ne sont pas irès-irrégulières, il suffit de prendre « = 45 et même quelquefois w =: 2.
J{48. Le centre de granité d'une zone sphérique {fig. 88) engendrée par Tare ÂB tournant autour du rayon OE est au milieu de Taxe DC : car si Ton décompose la zone totale en zones élémentaires par des plans équidistants, celles-ci auront leurs aires égales et leurs centres de gravité uniformément répartis sur DC.
S'il s'agissait d'une surface de réi^olution quelconque [fie' ^9)' ^^ appliquerait la formule de Simpson : appelant X la distance du centre de gravité G au point C , X l'abscisse CP d'un point M, y son ordonnée MP et ^ la normale variable MN, on aura, à cause de la similitude du triangle diflFérentiel MM'Q et du triangle MNP,
surf de la zone = | inydsz^ j ar^^do:, son moment par rapport à AC = | aTr^xdx^
donc
y __ f^xdx
ou
/ désignant la longueur CD, et ^q, Çi, Ça , , . . , Ç„, étant les
longueurs des normales telles que MN, menées par les points de la courbe situés sur « -h i ordonnées équi distantes, depuis AC jusqu'à BD.
349. Théorème. La projection sur un plan du centre de grauité G d'une portion de surface plane quelconque est le centre de gratuité G' de la projection de la surface. Soit O y {fig' 90) la commune intersection des deux plans, yi la surface dont il s'agit, A^ sa projection, a l'angle des deux plans. La surface A étant partagée en éléments trèsétroits par des perpendiculaires à Oy, soit a la surface de l'un de ces éléments et soit a' sa projection. En les considérant comme des parallélogrammes de même hauteur parallèle à Oy, on aura
a'=acosa, d'où u4'= A coscc.
Deux éléments correspondants a^ a\ ont leurs centres de gravité en leurs milieux, et ces milieux, étant sur une même perpendiculaire au plan de projection, ont les mêmes coordonnées j:, j^ dans le système des trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz. Cela posé, soient X, JT, les coordonnées de G, X\ F\ celles de G', on aura
AX^'Eax^ A¥=:^ay^ A^X'=^a'x, A'r = ^a'y.
Or, en substituant pour a' et A' leurs valeurs ci^essus, et supprimant le facteur constant cos a, on trouve pour X! et Y des valeurs égales à celles de Xex 1% ce qui démi»ntre la proposition.
L'équation A' •= A cos a donne un théorème de géométrie remarquable dont nous nous sommes servis au n^ 123.
350. Théorème. Les centres de gras^ité de deux lignes, de deux surfaces ou de deux corps géométriques semblables ^ sont des points homolçgues.
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Ou peut (217) supposer les deux figures semblablement placées par rapport à trois axes ooordonnés, de manière qu'à tout point de Tune d'elles dont les coordonnées sont .r, y, z^ réponde, dans l'autre, un point homologue dont les coordonnées sont kx^ kjr^ kz^ la constante k étant le rapport • de similitude.
DiTi90ns la première ligne, la première surfiice, ou le premier corps, en éléments égaux entre eux, dont la valenr soit a et le nombre n ; soient X, JT, Z, les coor-données du centre de gravité, nous aurons, comme à la Note dun°329,
X./ia = 2aa:, 1^. »a = 2ay, Z . na = ^az\ doù
Divisons la seconde ligne ou surface, ou le second corps, en le même nombre n d'éléments égaux, dont la valeur soit a' 5 et soient X\ Y\ Z', les coordonnées de son centre de gravité. D'après la remarque faite ci-dessus, nous aurons
X^ , rMi'=:E(t'. Arjc, Y*na'^=^Yta* .hy^ Z'w/i'== ^n! ,kz\
d'où
(,). jï'=*25, r=*:^', z'=*lf.
Des équations (i) et (2) on tire
X=JtX, Y'—kY, Z'=kZ, ce qui démontre la proposition.
§ IV. ClNrRBS D£ «RAViTt DBS VOIVHES.
• 351 . Le centre de gravité d'tin parallélipîpède est en son centre de figure. En général tout corps géométrique ayant
un centre de figure a son centre de gravité en ce point. La raison en est la même qu'au n^ 338.
352. Prisme ou cylindre à bases parallèles quelconques . Si on le partage en tranches infiniment minces et égales par des plans parallèles aux bases, ces tranches auront leurs cen- . très de gravité uniformément distribués sur une droite parallèle aux arêtes et joignant les centres de gravité des deux bases. Le centre de gravité du système total est donc au milieu de celte droite.
353. Un corps géométrique étant coupé par des plans parallèles, si les centres de gravité des sections, qui di fièrent aussi peu qu'on veut de ceux des tranches, sont dans un même plan ou sur une même droite, ce plan ou cette droite contient le centre de gravité du corps.
354. Une pyramide et un cône à base quelconque sont dans Iç deuxième cas du numéro précédent : car toutes les sections faites par des plans parallèles à la base sont semblables, et ont leurs centres de gravité, points homologues (350), sur une même droite passant par le sommet. Pour déterminer la position du centre de gravité du corps total , on considère le cas d'une pyramide triangulaire. Prenons A [fig. 91) pour sommet, le centre de gravité G est sur AI , I étant le centre de gravité de la base, et obtenu en
faisant BE = ED et EI = ^EC5 de même C étant pris
pour sommet, G est sur la droite CH obtenue en faisant
EH = I EA. Ainsi IH est parallèle à AC et IH = ^ AC ;
doncGI=^GA ou GI=:-^AL En partageant une pyramide quelconque en pyramides triangulaires ayant mênxe sommet, on voit que les centres de gravité de celles-ci sont
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tous dans un plan parallèle à la base, et mené au quart de la hauteur du sommet commun. Donc le centre de grau^ité d'une pyramide quelconque j et par conséquent aussi d^un cône, est sur la droite menée du sommet au centre de gratuité de la base et au quart de cette ligne à partir de la base^
355. Remarques, i^. Si \^fig^ 91 est l'exacte projection (et non la perspective) de la pyramide qu'elle représente, la projection G du centre de gravité s^obtient en faisant sur les lignes de la figure les mêmes opératicms qu'il faudrait faire dans l'espace sur les lignes qu'elles représentent, pour obtenir le centre de gravité lui-même.
2?, Le centre de gravité d'une pyramide triangulaire est aussi celui de quatre corps égaux dont les centres de gravité seraient placés aux sommets A, B, C, D : car le point I est le centre de gravité des trois corps B, C, D^ et le point H est celui des corps A, B, D (40) 5 donc le centre de gravité des quatre corps A^ B, C, D, est à la fois sur AI et sur CH5 il est, par conséquent, à leur intersection.
356. Le centre de grauité d'un polyèdre quelconque peut s'obtenir en le décomposant en pyramides (331 ).
357 . Centre de granité d'un secteur sphérique (Jig- 92). En considérant le sectçur comme composé d'une infinité de pyramides égales, ayant leur sommet commun au centre O et leurs bases sur la calotte ANB, on voit que les centres de gravité de ces pyramides élémentaires sont uniformément répartis sur une seconde calotte anb semblable à la
première et ayant pour rayon les j du rayon OA. Le
centre de gravité cherché est donc celui de cette seconde calotte; il est donc au milieu de pn (340).
Donc
OG = i(Op-+-On)=g(OP-i-0„N).
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358. Centre de grainté du segment de paraholcide de révolution (fig. 98) engendré par la surface plane M»M^t loumaïKt autour de A x.
Soient une abscisse quelconque A p = Jk: et l'ordonnée correspondante mp =j'.
Une tranche infiniment mince mm 'm', mi a pour volume TTj' àx^ et pour moment par raj^ort au plan, projeté en Ay, TTj-'xdx. On a doue, en appelant Xx^ Tabscis&e du centre de gravité, X^ et X les abscisses extrêmes AP«, AP,
Xi i j-*dj:= 1 y*xàxi,
le facteur t disparaît, et cette formule est générale pour tout corps de révolution, quelle que soit la courbe génératrice. •
Dans le cas de la parabole dont Téquation est j' = aajr,
on a
2axdx = a(X* — X])^
Jx
2ax^dx = :^alX^ — X\)^
d'où
y_2 X^—Xl _!i X'^XX.-hXl _2( XI \
^' — ^X'—Xl"^ Xh-JTo ""aV Jif-^Xo/
Dans le cas du segment à une base MAMi, on & X^= o,
et Jïj = ^ ^=- AP, comme s'il s'agissait du centre de gravité d'un triangle ayant AP pour hauteur. Chi voit que c'est parce que dans les deux cas les tranches perpendiculaires à AP sont proportionnelles à leurs distances au point A.
Lorsque I<\s intégrales du numéro précédent, appli
cables à un corps de révolution quelcouque, ne peuvent être calculées rigoureusement) on emploie la formule de Simpson .
360. Pour obtenir le centre de gravité d'un corps géoniétrique quelconque compris entre deux plans parallèles yz, YZ {fig' 94)» dont la distance IK= /, on partagera cette distance en un nombre pair n de parties égales^ par les points de division on fera, dans le solide, des sections parallèles à yz, et on en calculera les aires ^o? -^1, -^j,..,, An- Le volume du corps sera
5— (^oH- 4^1 -f- 2^2 H- ... 4-^«)-
Son moment par rapport au plan yz sera
//../. j il .ni
on\ n n n
et par conséquent la distance X du centre de gravité au plan yz sera
"Y l ^Ay^i-^i À 2. i-\-^Ai.'^ -¥-,.,-¥- 4^/1-1 [t^ — i) -^À^ n
Si les plans yz, YZ, sont tangents, les aires -^o? -^«j sont nulles.
Trois opérations semblables donneront les distances du centre de gravité à trois plans connus.
V. DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DES CENTRES DE GRAVITÉ
361. Volume d*un cylindre tronqué à base quelconque. Si le cylindre est droit sur sa base A (fig* 95), soient a un élément de. cette base, et a* l'élément correspondant de l'autre base A^ ^ de sorte que a est la projection de a', et l'on à a =3= a' cos a, A^=. A' cos a (349), en désignant par a l'angle dièdre des bases. Soit j la distance entre rt' et «; le
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volume du petit cylindi^e ayant pour base a et pour hauteur y sera ay^ et le volume entier sera ^= Sa^, ou bîen
Or 2rt'j^ est la somme des moments des éléments delà base supérieure par rapport à l'inférieure \ donc, en désignant par l^l'ordonnée du centre de gravité de la base supérieure par rapport à T inférieure, on a
d'où
Si les arêtes sont obliques sur les deux bases, le cylindre est la différence de deux autres qui rentrent dans le cas précédent, et l'on arrive à cette proposition générale : Le volume d'un tronc de cylindre est égal à l'aire de sa section droite multipliée par la droite qui joint les centres de grai^ité des deux bases^ laquelle droite est parallèle aux génératrices rectilignes. Exem^ple : Prisme triangulaire tronqué. La distance des centres de gravité est alors le tiers de la somme des trois arêtes (340, Rem.).
362. La surface de révolution engendrée par une courbe plane quelconque AB [fig. 96) se compose de petites zones dont chacune a pour expression ^T:yàs. Or^d^ est le moment de l'arc d^ par rapport à Taxe; donc, en appelant L la longueur de l'arc AB et Y l'ordonnée de son centre de gravité Çj^ on a Faire de la surface de ré^^olution
A = iT:^yà.s= 27rJr.Z,
égale à la longueur de la courbe génératrice multipliée par la circonférence que décrit son centre de grauité. Si la révolution n'est pas complète, il ne faudra prendre pour multiplicateur que Varc décrit par le centre de gravite.
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263. Le volume engendré par la révolution d'une surface plane AMBm (fig, 97) tournant autour de Taxe KL situé dans son plan se compose de tranches dont chacune peut être considérée comme la différence de deux cylindres. .
Soient -R et r leurs rayons IP, iP*, et soit dx la distance entre Mm et M'm'. Le volume engendré par MM' mm' sera
TT (Jî'^r*) dx = T: [R-hr) (M — r) dx.
Or [B — r) dx est l'aire du trapèze MM'mm'; soit a cette
aire. De plus — ^^^ est l'ordonnée g P du centre de gravité
de cette aîre, sauf ime différence à négliger de plus en plus à mesure que dx diminue 5 soîty cette ordonnée. Le volume élémentaire considéré est 21: ay, c'est-à-dire 2 7r multipliant le moment ay de la surface élémentaire a par rapport à l'axe KL. Donc, en désignant par ^4 l'aire totale AMBm et par Fia distance de son centre de gravité à Taxe CL, on a le volume décrit
égal à Faire de la surface génératrice multipliée par la circonférence que décrit son centre de granité. Même modification que ci-dessus si la révolution n'est pas entière.
Ces deux propositions constituent ce qu'on appelle le Théorème de Guldin.
§ VL MOMENTS d'inertie ET RAYONS DE GYRATION DES CORPS
GÉOMÉTRIQUES
364. Si Ton partage un corps géométrique en éléments dont les volumes soient w', m", m'", . . . , et dont les distances
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à un axe soîeut /', r'', r^', . . . , la somme
des produits qu on obtiendrait en multipliant le volume de chaque élément par le quarré de sa distance à l'axe, est" d'une grande importance en Mécanique dans les questions relatives au mouvement de rotation d'un corps solide homogène autour d'un axe fixe auquel aboutissent les distances r.
Celte somme, que nous représentons par Sur*, et qui dépend non-seulement de la figure et de l'étendue du corps, mais encore de la position de Taxe autour duquel ce corps est supposé tourner, s'appelle le moment (V inertie du volume du corps dont il s'agit autour de cet axe ou relatif s^ement à cet axe. On verra en Mécanique 1 origine de cette dénomination. La quantité Sur* peut toujours être égalée au produit du volume total Su par le quarré B} d'une certaine distance R comprise entre la plus petite et la plus grande des valeurs de r. Cette distance, qui satisfait à l'équation
s'appelle le rayon de gy ration du corps homogène ou de son volume par rapport à Vaxe considéré. Sa détermination est du ressort du calcul intégral. Dans les exemples qui suivent, nous calculerons son quarré, qui entre le plus souvent dans les formules de la Mécanique. Nous le désignerons par R^ et le moment d'inertie du volume sera représenté par 1.
365. La détermination du moment d'inertie du volume d'un corps relativement à un axe quelconque est facilitée par un théorème général, au moyen duquel, quand on connaît le moment d'inertie d'un système solide par rapport à vm axe passant par le centre de gravité, on trouve immédia-
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leraent celui du même système par rapport à tout autre axe parallèle au premier.
Soient {Jig* 98) Oz ce premier axe et AB l'autre axe. Menons Ox perpendiculaire à ces deux droites, et Oy perpendiculaire au plan z Ox. Soit M un point quelconque du système ; appelons x eiy ses coordonnées parallèles aux axes Ox, Oy. Ainsi 0P= x et PC =y> Sa distance MQ ou i\s
à l'axe Oz est égale à OC ou sJx^-^-j^^ et sa distance r à l'axe AB étant égale à AC, on a, en faisant OA= a,
r* =j^ -f- (a — xY =j^ -f- x* H- a* — 2ax = r]-{-a^ — 2 ax,
. ou, en multipliant par m,
équation applicable à tout volume élémentaire u^ pourvu qu'on donne à a: le signe convenable, en le faisant négatif quand le point est derrière le plan y Oz.
Supposant donc qu'on ait écrit autant d'équations semblables à la dernière cpi'il y a d'éléments dans le corps considéré, et les ajoutant, puis remarquant que, puisque Oz passe par le centre de gravité, la somme algébrique 2 //.r est nulle (328), on a
donc le moment d^ineriie du volume d'un corps, par rapport à un axe quelconque, s'obtient en ajoutant à son moment d'inertie par rapport à un axe mené parallèle^ ment à celui-ci par le centre de grav^ité, le produit du volume entier par le quarré de la distance des deux axes.
366. Moment d'inertie du volume d'une barre droite AB, d'une longueur /, et d'une très-petite section a, relativement à l'axe Aj^ qui fait avec AB l'angle a. [fig* 99).
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Soi ont
AP = x, PP'=dx, PQ=r = xsin(Z.
On a
u = aàx \
«sîn'âf.x'dx= asin*a-r;
d'où
^«=4/'siii'a=4BC».
367. Moment d'inertie du volume dune portion d'anneau circulaire AB, d'une très-petite section a, autour du rayon AO (fig» loo). .
AB=:5, M]Vr = d5, PP' = dx, MP=j, AO = |0,
Ilur^^apfjrà..
Or
I j^dj: = aire du segment ABC =-|0 S p*sinacosa^
donc
/= Siir* =-a|0* |S psin 2a
D'ailleurs 2k = a^S: donc
^•=^P*(— ^|sin=^«)
Pour un quart de circonférence on a
in2a = o^ l = -ap^S et R*z=-p'
sin
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U en est de même pour une demi-circonférence, et pour une circonférence entière.
Le cas particulier du quart de- circonférence s'obtient très-simplement comme il suit. Soient Ox et Oy les deux rayons extrêmes. Le moment d'inertie de T anneau a la même valeur, soit qu'on le prenne autour de Ox, ou autour de Oy. Donc, en appelant x et jr les coordonnées d'un point quelconque de l'arc, on a
d'où
= I aj^ ds et 1=1 ax^dsy 21 = a I (x*-{-j*)ds.
Qr, dans le cas particulier dont il s'agit, on a aussi
donc
I=ap* I ds = ap*S^
donc
I=-ap^S et R*==-p^
368. Moment d'inertie du volume d'un disque cir^ culaire très-mince tournant autour d'un diamètre A6 (fig' loi). Soient son rayon OA = p, son épaisseur = i. Pour l'anneau élémentaire dont le rayon OM est Ç et la largeur dÇ , la quantité Sur* serait , d'après le numéro précédent ,'
i?^2frÇ6dÇ;
donc pour le disque on a
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Or
2w==7rp'i; donc R*=jp'.
Autrement, Prenons pour axe des y U droite AB relativement à laquelle on cherche le moment d'inertie du disque, et traçons dans son plan Taxe Otl rectangulaire sur AB.
Appelant x el j les coordonnées d*nn élément du disque, la quantité Z<fr^ prise autour d'un diamètre quelconque sera exprimée à volonté soit par "Lux^^ soit par 2i/^'.
On a donc
I = 2«x* et I = 2i^*;
d'où , en ajoutant et appelant Ç la distance d'un élément quelconque au centre O , on tire
I = i2i£(a:*-h/'), ou I = -2a|'.
Maintenant, pour un anneau élémentaire dont le rayon OM est g et la largeur d g, la quantité Su ^* serait 5*. 2 71 6dÇ. Donc pour le disque entier on a
I = 7ri r'eàl = lT:bp\
comme ci -dessus.
360. Moment d'inertie du volume d'^un cylindre droit à hase •ewcuiaire autour de l'axe de figure. Soient son rayon = p, sa longueur = /.
Pour le volume élémentaire compris entt« deuK surfaces cylindriques dont les rayons sont Ç et Ç -f- d | la quantité
^ur"^ serait
donc pour le cylindre entier on a
1=27:1 r^fd|=:i7r/|o\
Jo ^
d'inertie. 287
D'ailleurs
2M = 7:p'/; donc R^ = -p*.
La même formule finale existe pour un secteur tournant dans son plan autour de son centre.
370. Moment d'inertie du volume d^ une jante à section rectangulaire par rapport à Taxe de figure. D'après le numéro précédent, on a, en considérant le corps comme la différence de deux cylindres dont les rayons sont p et p',
On peut, au lieu des rayons p et p', introduire le rayon moyen pi = ^ ^ et la largeur b = p — p'.
On a
4PÎ = P' + P'' + 2PP'. h'=p'-hp''-opp'',
d'où, en ajoutant, donc
371 . Moment d'inertie d'un cône droit à base cîrculaire par rapport à l'axe de figure. Rayon de la base = p, hauteur = /.
Pour un disque élémentaire on aurait (369)
2«r* = -7rj^*dx^
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doDc, pour le cône entier, en mettant pourj^ sa valeur ^ 9
I=-T[ 1 r*da: = -7r ■£- / x^dx = — ttû*/.
^ J ^ ^ Jo ^^
D^ ailleurs le volume
donc
R* = — pV
372. Moment d'inertie du volume d^un segment sphélique autour du diamètre perpendiculaire à la base. Rayon de cette base = p , flèche = a.
Pour une tranche élémentaire on aurait (369)
2iir" = -7rj^*da:.
Or
j*= 2px — x*; d'où
Donc pour le segment sphérique on a
1^-Tz f (4p«a:* — 4pjr'H-a:*)dx
Quant au volume, il est
Î7= / TTj'do: = TT / (2px — x*)dx = 7r Ipa* — ^ J ^
d'où
p, / a 20 p^ — i5pa-|-3a'
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Pour une demi-sphère, on a
La même formule finale s'applique à la sphère entière, et on l'obtient directement par un moyen ajialogue à celui de la fin des n°» 367 et 368.
La sphère étant rapportée à trois axes rectangulaires me- • nés par le centre et autour de chacun desquels le moment d'inertie de la sphère entière a la même valeur, on a
d'où , en appelant ^ la distance d'un élément de volume u au centre de la sphère, on conclut
Pour une couche sphérique dont le rayon est J et Tépaisseur d| la quantité 2aJ* serait ^'.4'rS'dJ. Donc pour la sphère entière on a
2Ht' = 4~jf''rd?=|v;
donc
On
a aussi
donc
2//=^7rp«.
pb [ipx — x^)àx
donc pour la calotte on a
1 = 2Tipb 1 (ipx — x*)dx=: l'itpb (a^p — ^j-
D'ailleurs le volume
Î7= a Tipa.b ; donc
ff=«(,-2).
Pour l'hémisplière on a
La même formule a lieu pour une couche sphérique entière.
374. Moment d'^inertie d'^un corps géométrique quelconque. Soit O (^g-.. 102) la projection de Taxe de rotation : soient Ox, Oy, des axes coordonnés rectangulaires; u le volume élémentaire dont la position a pour ordonnées x^j. On a
Donc pour le corps entier
chacune de ces deux dernières sommes se calcule séparément. , ^ ,
Soit le solide divisé en tranches comprises entre des
D^IHBRTLE. 2^ I
plans infîniment voisins perpendiculaires à Taxe des x. L'aire variable ou conslante de la section faite par un de ces plans étant désignée par ^ , et Tépaisseur de la tranche correspondante étant dx, son volume est ^^ do:*, et comme tous ses éléments ont la même abscisse a:, la quantité uidx.x* sera la valeur de Smx* pour toute la tranche. On a donc pour le corps entier
Zax
*= i ^ar'dx.
intégrale dont le calcul exact ou approximatif dépendra de l'expression ^.
De même, en représentant par B Taire d'une quelconque des sections faites par les plans perpendiculaires à l'axe des^, on aura
donc
2uy» = jBydy;
/=jAa:'dxH-/Bydj et R.^ /A^'d.+/Br'dr
375. Moment d'inertie d'un parallélipipède rectangle^ dont les trois arêtes contiguës sont a, 6, c autour de Tune de ces arêtes, c.
f ^x*dx:=Jc.^»
donc
De plus le volume
Sa = abc y
MOMENTS
donc
376. Si Taxe de rotation parallèle au côté c passe par le milieu d'une face ayant b et c pour côtés, le rayon de gyration est le même qu'il serait pour chaque moitié du corps coupé par un plan passant par cet axe. Donc il faut remplacer fr par - b dans la formule finale précédente, et Ton a
377. Si Taxe parallèle au côté c passe par le centre de figure, on voit par un raisonnement analogue qu^il faut
remplacer a et i par -a et - i dai^s la formule du n° 375;
on a
R^=^ — ia^^b^) et I = —la^ + b^y
378. Moment dUnertie d^uti ellipsoïde autour d'un de ses trois diamètres principaux. Les demi-diamètres dirigés suivant Ox, Oy et Oz ont pour longueurs a, i, c. Le moment d'inertie est pris autour de Oz.
La section par un plan perpendiculaire aux x est une ellipse dont les demi-diamètres étant j el z sont des fonction de jc, savoir
y = - si a} — X* et z = - Jà^ — x*.
L'aire-^ du qu^irt de cette ellipse, projeté en MP^ est j ityz ^
on a donc
j- n oc , ^ ,.
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Donc, pour un huitième de rellipsoïde, on a
2aa:'= / ^x*dx=%-— l (a*x^dx — x*dx)=^-a*ic.
Jo 4«Vo ^ .3^
De même, pour cette portion de volume, on a, en remplaçant a par b et réciproquement ,
donc
/== Zur* = ~ (a» -+. i*) abc.
Le volume 2m du huitième de Pellipsoïde s'obtient en intégrant I y^dx. Ainsi
d'où l'on conclut
S'il s'ai2:it d'uQ ellipsoïde de révolution, et qu'on ail a ==£, il en résulte
comme pour la sphère (372).
379. Moment d'inertie ri 'un cylindre à base parabolique OPM (Jig- io3) par rapport à un axe projeté en P, point du diamètre principal. Soient OP = JT, PM == Y^ et l'équation de la parabole j-= ipx. La distance r d'un
élément de volume à Taxe P clanl ici y'(X — xY 4-JK'j oïi
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aura, en raisonnant d'ailleurs comme au n^ 374,
ou
2ar*= f ^{X—xydjc-h f B^dj^.
Jo Jo
En supposant la hauteur du cylindre égale à i , ce qui ne change rien au rayon de gyration , on a
^ =jr = ^npx^ B = X — X = X — — -,
Jo Jo
jyy^dy = £(Xfdy-f^dj) = lX]n~l^^:=^^XI^
donc
I = 2Mr«= ^xr (Ëx«-h r»)
On a d'ailleurs pour le volume projeté en OMP
AAx = ^ip j x'dx = ^ yfïp . X' = X X¥.
On conclut
P«-_ If^' — l /5 y»
n-=^^^ir-.x^+Y^Y
lu 5\- '
Lorsque les intégrales 1 Ax^dxy j By^dfy ne
peuvent s*obicnir algébriquement, on emploie la formule de Simpson.
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Par exemple, soient (fig, i o4) le solide compris entre trois plans rectangulaires xOy, xOz, yOz, les plans HL, IL, perpendiculaires à Ox, Oy, et enfin la surface courbe KL. Il s'agit de déterminer le rayon de gyration par rapport à l'axe Oz. On partagera OH = / en un nombre pair n de parties égales, et par les points de division on mènera des sections parallèles à yOz, dont on calculera les aires Ao, Aj, . . . . On aura approximativement
JAx^dx = 3^ [4^. t -H .^, (^Jy+ 4^, (!''
On opérera de même pour trouver 1 By^ày, Puis, réunissant les deux sommes et divisant par le volume Z/i qui .era/^dx obtenue à l'aide de la même méthode, on • aura/?^,quarrédu rayon de gyration par rapport à TaxeOz.
NOM
pi.
rho.
sigma.
tau.
phi.
ki.
psi.
oméga
Dans cet ouvrage , la lettre n désigne toujours le rapport de la circonférence au diamètre, et la lette 2, remplaçant le mot somme, annonce en effet la somme de plusieurs quantités analogues. Cette
notation diffère du signe / en ce que celui-ci s'applique à une
somme de termes iuRniment petits exprimés sous la forme différentielle.
'lie ilThufflyKuedc ]laid...-rfiu &S .1 Faru
PJ..^
aV
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