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RÉSUMÉ
DONNÉES
PREMIÈRE mil
I. DBS FONCTIONS EN GENERAL. DES FONCTIONS DERIVEES ET DES DIFFERENTIELLES.
4. L'analyse algébrique considère les relations qui existent entre des quantités connues et des quantités inconnues, relations qui sont exprimées par des équations. Elle a pour objet principal de trouver les valeurs déterminées des inconnues qui satisfont à des équations données. En général, chaque inconnue prend une valeur unique lorsque les équations sont du premier degré, ou plusieurs valeurs différentes lorsque les équations sont d'un degré plus élevé : mais ces valeurs sont toujours des quantités déterminées réelles ou imaginaires.
L'analyse différentielle et intégrale , et toutes les parties
des mathématiques qui en dépendent, considèrent les relations qui existent entre les quantités constantes (c'est-à-dire qui conservent toujours une même valeur) et les quantités variables. Ces relations sont toujours exprimées ou censées exprimées par des équations. Mais le nombre des quantités appelées variables étant plus grand que celui des équations , ces quantités peuvent prendre une infinité de valeurs différentes , qui sont seulement assujetties à satisfaire aux équations données.
2. Admettons que la question dont on s'occupe comporte n équations, et qu'il y ait un nombre m de variables plus grand que n. Comme n équations ne peuvent déterminer que n inconnues, il y aura m — n variables dont les valeurs demeureront arbitraires. Mais quand on aura fixé ces valeurs à volonté, celles des n autres variables se trouveront entièrement déterminées. C'est ce qu'on exprime en disant que ces dernières variables sont fonctions des premières. En général, on distingue dans chaque question : Ie les variables indépendantes auxquelles on peut attribuer des valeurs quelconques ; 2° les variables dont les valeurs sont déterminées quand on s'est donné celles des premières, et qui en sont des fonctions. On peut choisir à volonté celles des variables qui seront indépendantes ; mais les formes du calcul exigent que ce choix étant fait, rien ne soit changé à cet égard dans le cours de l'opération; ou du moins un tel changement exigerait des précautions et des transformations particulières.
Pour fixer les idées, considérons deux variables a;, y, entre lesquelles il existe une seule équation. La valeur de l'une de ces variables , de x par exemple , peut être prise arbitrairement; mais à cette valeur arbitraire correspondra toujours une valeur déterminée pour y. Ainsi x sera la variable indépendante, et y une fonction de x.
Si l'on avait trois variables x , y, *, et une seule équation entre ces variables, on pourrait regarder a? et y comme in* dépendantes, et z serait fonction de x et y. Mais s'il existait deux équations entre x, y et z, la seule variable x serait in* dépendante , et les variables y et « seraient chacune fonction de*.
Ces notions s'étendront facilement aux cas où Ton aurait on plus grand nombre de variables et d'équations.
3. On exprime qu'une quantité y est fonction d'une autre quantité x (c'est-à-dire que y doit prendre une valeur déterminée quand on donne à x une valeur arbitraire) en écrirai
y=zf(m) ou y = F(x),etc.
Lorsque z est fonction de deux variables x, y, on écrit
z=zf(x,y) ou 2=F(x,y);
et ainsi de suite.
Une expression analytique formée d'une manière quelconque des variables #, y, z, et d'autres quantités constantes, s'exprimera donc par F (x, y, z), en sorte qu'une équation quelconque entre les variables x , y, z est représentée par
S cette équation est résolue par rapport à z , elle prendra Itfcnae * = /•(*, y).
Soit la relation donnée
admettons que l'on attribue à la variable indépendante x
toutes les valeurs possibles depuis — a> jusqu'à + oo , et considérons les valeurs correspondantes que prendra la fonction y. La géométrie donne le moyen de se représenter facilement la succession de ces valeurs. On peut prendre x pour une abscisse comptée à partir d'une origine fixe sur un certain axe , et y pour l'ordonnée correspondante comptée sur un axe perpendiculaire au premier. Les valeurs de y correspondantes à celles de x dans l'équation donnée y = f(x) appartiendront à une ligne MN {fig. 1) , dont la figure indiquera la marche des valeurs dont il s'agit. Il est nécessaire d'avoir toujours présent à l'esprit , non pas telle valeur particulière de x et la valeur correspondante de y , mais l'ensemble des valeurs correspondantes de ces deux variables.
5. Parmi les propriétés que peut offrir la fonction y = f(x), ou la ligne qui représente cette fonction, la plus remarquable, celle qui est l'objet principal du calcul différentiel, et dont la considération se reproduit constamment dans toutes les applications de ce calcul à la physique et aux arts , est le degré de rapidité avec lequel la fonction varie lorsque la variable indépendante x vient à varier. Ce degré de rapidité de l'accroissement de la fonction , quand on fait croître la variable, peut différer, non-seulement d'une fonction à une autre, mais encore pour la même fonction, suivant la valeur attribuée à la variable , à partir de laquelle on suppose que l'accroissement de cette variable a lieu. Pour nous former des notions précises sur ee point, attribuons à x une valeur déterminée représentée par OP, à laquelle correspondra une valeur également déterminée y = f(x)> représentée par MP. Supposons ensuite que x augmente à partir de cette valeur d'une quantité quelconque que nous désignerons par Aa? , et qui sera représentée par PQ. La fonction y variera en conséquence d'une certaine quantité ,
que nous désignerons également par Ay, en sorte que l'on aura
y 4- Ay = f(x + te) ,
ou
*y = fi» + te) — f{x).
la nouvelle valeur affectée parla fonction y est représentée dans la figure par NQ, et NR représente Ay ou la variation
subie par cette fonction. Le rapport — de l'accroissement de
la fonction à celui de la variable , dont l'expression est
Ay__flx+te) — f[x) te"" te
est représenté par la tangente trigonométrique de l'angle NMR formé par la sécante MN avec Taxe des x.
Atf
6. D est visible que le rapport ~- est l'expression naturelle de la propriété dont nous avons parlé, c'est-à-dire du degré de rapidité avec lequel la fonction y croît quand on fait croître la variable indépendante x : car plus la valeur de ce rapport sera grande , plus l'accroissement de la fonction sera considérable quand on fera croître la variable de la quantité donnée te. Mais il est bien important de remarquer
Ay que la valeur de — (à l'exception du seul cas où la ligne
MX serait une ligne droite) dépendra non-seulement de la valeur attribuée à x> c'est-à-dire du point M où l'on s'est placé sur la courbe, mais encore de la grandeur absolue attribuée à l'accroissement te. Si nous laissions cet accroissement arbitraire , nous serions dans l'impossibilité d'assi-
AU
gner au rapport — dont il s'agit aucune valeur précise, et
il est absolument nécessaire d'adopter une convention qui fesse disparaître à cet égard toute indécision.
Supposons qu'après avoir donné à àx une valeur quelconque , à laquelle répondra une certaine valeur pour Ay et une certaine direction de la sécante MN , on diminue progressivement la valeur de Aa? , en sorte que cet accroissement finisse par devenir égal à zéro. L'accroissement correspondant Ay variera en conséquence, et tendra également en général à devenir égal à zéro. Le point N tendra à se confondre avec le point M , et la sécante MN à coïncider avec la tangente MT menée à la courbe au point M. Quant
Ay au rapport ^ des deux accroissements, il s'approchera également d'une certaine limite , qui est représentée par la tangente trigonométrique de l'angle TMR formé par la tangente MT avec l'axe des abscisses.
Si la variation Aa? était négative et diminuait l'abscisse x au lieu de l'augmenter, on pourrait faire les mêmes remarques. A mesure que la valeur absolue de cette variation serait supposée plus petite et s'approchant davantage de zéro , la variation correspondante Ay de l'ordonnée approcherait également de zéro. La sécante menée par les deux points de la courbe correspondants aux abscisses x + Aj? et x tendrait de plus en plus à se confondre avec la tangente menée au point M correspondant à l'abscisse x. Enfin la valeur de rapport
Ay
t^ des deux variations s'approcherait indéfiniment de la limite dont on a parlé ci -dessus, c'est-à-dire de la tangente trigonométrique de l'angle compris entre la tangente de la courbe et l'axe des abscisses.
7. On voit que lorsque l'accroissement Ax , et par conséquent l'accroissement correspondant Ay, diminuent progrès-
sivement et tendent à devenir égaux à zéro, le rapport ~
de ces accroissements s'approche en général d'une limite dont la valeur est finie et déterminée. Or la valeur du rapport ^£
correspondante à cette limite doit être considérée comme donnant la mesure véritable et précise de la propriété dont il a été question n° 5, c'est-à-dire de la rapidité avec laquelle la fonction varie quand on fait croître la variable indépendante : car il ne reste dans l'expression de cette valeur rien d'arbitraire j elle ne dépend plus des valeurs absolues des deux accroissements Ax et Ay, ni de la figure de la courbe à une certaine distance finie de part et d'autre du point M. Elle dépend seulement de la direction de la courbe en ce point , c'est-à-dire de l'inclinaison de la tangente sur l'axe des abscisses. Le rapport, ainsi déterminé, exprime ce que Newton nommait la fluxion de l'ordonnée. Quant à la manière d'en trouver dans chaque cas particulier la valeur, il est visible qu'il puffît de considérer l'expression générale
*V _f{x + te) — f{x) Lx~ Six '
et de voir quelle est la limite dont cette expression s'approche, à mesure que iuc prend des valeurs de plus en plus petites et tend à devenir égale à zéro. Cette limite sera une certaine fonction de la variable indépendante x, dont la nature dépend de celle de la fonction donnée f(x).
8. D est nécessaire de distinguer le cas où l'on regarde ainsi l'accroissement Ax de la variable indépendante comme
s'approchant indéfiniment de zéro , ou ayant une valeur indéterminée plus petite que tout nombre donné. Cet accroissement est dit alors infiniment petit. L'accroissement correspondant Ay a aussi alors en général une valeur plus petite que tout nombre donné , ou infiniment petite , dont le rapport avec &r est déterminé. Ce rapport doit être regardé comme s'approchant indéfiniment de la limite dont il a été question ci -dessus, ou différant de cette limite d'une quantité moindre que tout nombre donné.
La considération de la limite dont il s'agit étant très-importante , les géomètres lui ont affecté des dénominations et des signes particuliers. Les variations Aa? et Ay sont appelées en général les différences de la variable x et de la fonction y, parce qu'on considère Aar comme la différence de deux valeurs consécutives de x , et Ay comme la différence des deux valeurs correspondantes de y. Mais si Ax et Ay sont supposées infiniment petites, ces différences sont alors appelées les différentielles des variables x et y, et pour distinguer ce cas on emploie la caractéristique d à la place de A , en écrivant
Ay dx et dy. La limite vers laquelle tend le rapport ~ , à mesure que A.r diffère de moins en moins de zéro, est exprimée
dy dy
par -T-. La fonction de x qui donne la valeur de la limite -t£
est appelée coefficient différentiel, ou, d'après Lagrange, fonction dérivée, parce qu'elle dérive de la fonction primitive f(x), et peut se déduire de cette fonction par des opérations déterminées.
En considérant sous ce dernier point de vue la limite dont il s'agit, Lagrange représente la fonction dérivée de y ou f {x) par y' ou par f (x), notations qui sont fréquemment employées par les géomètres.
9. Remarquons que la distance NR, qui représente la différence Ay , est composée de deux parties TR et NT, qui toutes deux tendent à devenir nulles quand Ax approche d'être égal à zéro. Comme l'angle TNR a pour tangente trigonométrique
Ay dy dy
la limite de ^£ , ou -£, on a TR = -A Ax. Quant à la ligne
NT, puisqu'elle devient nulle en même temps que Ax, on peut la représenter en général par wAx , u> désignant une fonction de x et Ax. Nous écrirons donc également
Tant que les accroissements Ax et Ay conserveront des valeurs subsistantes , aussi petites qu'on le voudra , la quantité « conservera elle-même une valeur semblable ; mais si l'on pose Ax=0, on aura u>=0, puisque, dans cette hy-
Ay dy
pothèse , le rapport r~ devient égal à -r-.
Si donc on veut indiquer que l'on considère, non pas la
Ay valeur véritable du rapport -^ , mais la limite vers laquelle
tend cette valeur lorsque Ax et Ay tendent à devenir égaux à zéro , ce que l'on fait , comme on Ta dit ci-dessus , en remplaçant Ax par dx et Ay par dy , il faudra supposer u> nulle ,
dy et écrire simplement dy=z-~ dx. C'est ce qu'on exprime en
disant que la différentielle de la fonction y est égale au produit de la différentielle dx de la variable indépendante par la
limite -v_ du rapport -- des différences correspondantes des deux variables ; et c'est par cette raison que cette limite -.-
est nommée coefficient différentiel. Le principe dont il s'agit est mis en évidence par la nature de la notation que nous présentons ici et que les géomètres ont généralement adoptée d'après Leibnitz.
40. En résumant les notions précédentes et considérant une fonction quelconque y d'une seule variable indépendante x , on doit se représenter la variable x comme croissant progressivement depuis — oo jusqu'à -f- oo , et prenant successivement des valeurs dont chacune surpasse la précédente de la quantité dx supposée infiniment petite, c'est-à-dire plus petite que toute grandeur donnée. Cette quantité dx, exprimant la différence de deux valeurs consécutives de x , peut être supposée à volonté constante ou variable dans toute l'étendue de la série. Mais quand il s'agit d'une variable indépendante, il est plus simple, et dans l'esprit du calcul différentiel , de supposer la différentielle dx constante. A mesure que Ton passe ainsi d'une valeur a de x à une autre valeur A , par un nombre infini de termes intermédiaires séparés par l'intervalle constant dx , on passe également de la valeur b de la fonction y, correspondante à la valeur a de x, à la valeur B correspondante à la valeur A. Chaque fois que x croit de la différentielle dx, y varie de la différentielle correspondante dy , qui peut être positive ou né* gative. Nous regardons la différentielle <£r, qui est arbitraire, comme constante , et nous lui attribuons toujours la même valeur, quelle que soit x. Mais x et dx étant données , dy dépendra delà nature de la fonction. On reconnaîtra cette dernière différentielle quand on aura déterminé, en fonction de
dy Au
la variable x, l'expression de la limite -rr du rapport ^£,
puisque l'on a toujours dy = -£dx. Cette limite -£ exprime
et mesure la rapidité avec laquelle la valeur de la fonction varie dans les diverses parties de son cours, à mesure que la variable varie elle-même.
44. Nous n'ajouterons ici qu'une remarque dont l'évidence est bien frappante. C'est que les différentielles indiquées cidessus par dx et dy représentent toujours des quantités de même nature que les quantités représentées par les variables x et y. Ainsi dans la géométrie, lorsque x représente une ligne, une aire, un volume, la différentielle dx représente ellemême une ligne , une aire ou un volume. Les différentielle* sont des quantités censées plus petites que toute grandeur donnée ; mais cette hypothèse n'altère point la nature de ces quantités : dx et dy sont toujours homogènes avec x et y , c'est-à-dire présentent toujours le même nombre de dimensions de l'unité au moyen de laquelle les valeurs de ces variables sont exprimées,
II. MFrfREHTUTION DBS FOHCT10M8 SIMPLES d'uKB SEULS VARIABLE.
Différencier une fonction, que nous désignons toujours
par
c'est chercher l'expression de sa différentielle dy, ou de la variation infiniment petite que subira y lorsque la variable in-* dépendante x croîtra de sa différentielle dx. D'après ce qui a été dit dans l'article précédent, cette recherche se réduit à considérer te rapport
Ay= f{x+bx) — f[x) tkX A*c f
et à déterminer la limite -rj-, dont la valeur de ce rapport
s'approche indéfiniment à mesure que bx approche de devenir égale à zéro. On aura en effet pour la différentielle cherchée
ax
Or il existe dans l'analyse un petit nombre de fonctions simples ou élémentaires pour lesquelles l'expression de la limite dont il s'agit exige une recherche spéciale. Quand on l'aura effectuée pour ces fonctions , une fonction quelconque, qui sera toujours composée des premières, ne présentera plus de difficultés.
13. Ces fonctions simples sont : l°la fonction xm7 c'est-àdire la variable élevée à une puissance marquée par l'exposant m, lequel peut être un nombre constant quelconque, entier ou fractionnaire, positif ou négatif.
2° La fonction logarithmique , ou log.a?. On sait que l'on entend par \og.x l'exposant de la puissance à laquelle on doit élever un certain nombre constant, appelé la base du système , pour obtenir le nombre x ; en sorte que a désignant cette base , on a af0*a = x. Par conséquent , en donnant la fonction log.j? , il faut toujours donner la base a du système auquel appartient le logarithme.
3° La fonction exponentielle a*, dans laquelle la variable est l'exposant de la puissance à laquelle un nombre constant doit être élevé.
A° Les fonctions trigonométriques sin.a? et cos.ar, dans lesquelles x désigne un arc quelconque compté d'une origine fixe sur la circonférence d'un cercle dont le rayon est égal à l'unité.
Nous allons considérer successivement ces diverses fonctions.
!• Fonction y = acP , in désignant one constante.
44. Le cas le plus simple est celui où l'exposant m est un nombre entier positif. Il est très-facile alors de trouver la différentielle de la fonction y. La formule générale , rappelée n° 42, donne
Ay __(# + Àa?)* — a?*# As ~~ Sx •
ou en développant le terme (x -\- bx)m par la formule du binôme de Newton , qui est démontrée dans les éléments d'algèbre pour le cas de l'exposant m entier et positif,
g= m^'+gy^t. As +^m^m-2is^»(M,+ + (M-"1-
Or, quand Ax tend à devenir nulle, tous les termes du second membre tendent également à devenir nuls, à l'exception du
premier. La limite du rapport -~ , c'est-à-dire le coefficient
différentiel ou la fonction dérivée de xm, est donc
et l'on a par conséquent , pour la différentielle de cette fonction,
15. Cette formule donne également l'expression de la différentielle demandée, quelle que soit 4a constante m. Pour le
démontrer, observons que Ton a (x+ ±x)m = ( \ + — ) • *m, d'où il suit que la quantité — peut être mise sous la forme
Ad? àx
Soit fait pour abréger — = ot. On \*oit qu'il s'agit de trouver
la limite dont s'approche indéfiniment le rapport ^— ^
lorsque la quantité a tend à devenir égale à zéro. Or, a étant supposée infiniment petite , on peut écrire évidemment
6 étant également une quantité infiniment petite qui deviendrait nulle en même temps que a. L'expression précédente de
£~ devient alors
Lx a
en sorte que tout se réduit à trouver la limite du rapport — 16. Pour y parvenir, considérons l'expression
et proposons-nous de trouver la limite vers laquelle tend sa valeur lorsque a tend à devenir égale à zéro; a étant regardée comme pouvant prendre une valeur quelconque , pourvu qu'elle soit plus petite que toute grandeur donnée , on peut
écrire « = - , en désignant par i un nombre entier plus grand
que tout nombre donné. L'expression dont il s'agit devient alors
et en la développant par la règle du binôme , on a
on, ce qui est la même chose ,
Mais quand on suppose que t augmente indéfiniment, les numérateurs de chacun des termes de ce développement tendent tous à devenir égaux à l'unité. D'où l'on conclut que la Hmite dont s'approche indéfiniment l'expression proposée
{i -f «)", lorsque * tend à devenir nulle, est exprimée par
etc.
h série
i+i+| + e+£è4+ïrô + etc-
— *6 — Cette série est évidemment convergente, c'est-à-dire qu'en prenant un nombre de termes de plus en plus grand , les résultats approcheront continuellement d'un certain nombre irrationnel qui ne sera pas dépassé. En effet , tous les termes étant positifs , leur somme augmente progressivement à mesure que l'on en prend un plus grand nombre, et l'on distingue facilement deux limites entre lesquelles cette somme est comprise. Sa valeur est plus grande que 2, et plus petite que 2 augmenté de la progression géométrique
ô + T+ô + ig + etc. La somme de cette dernière progression étant égale à l'unité quand on la suppose prolongée à l'infini , on voit que la valeur de la série est comprise entre
2 et 3. Le calcul en est facile, et en se bornant à six décimales on trouve
i+i+ 1 + ^ + 5^ + etc. =2,718282.
Ce nombre étant d'un grand usage dans l'analyse , les géomètres le représentent par la lettre e.
Il résulte donc de ce qui précède que l'expression (i + Œ)a a pour limite , lorsque a tend à devenir égale à zéro, un certain nombre représenté par e , dont l'expression est
e=1+1+ ï + o + m + etc- = *'mmt
et l'on peut remarquer que cette proposition subsiste également lorsque a est négative. Car on peut écrire
t désignant une quantité infiniment petite qui devient nulle en même temps que a ; d'où l'on tire
(i-«f tt = (i+e)'(i+s):
b limite du second membre étant le nombre e, ce nombre est également la limite du premier membre.
Cela posé, revenons à l'équation écrite n
En prenant des deux parts, dans un système quelconque, le logarithme, il viendra
mlo*(i+«) = log.(l+6)t d'où j^g±!j = m. Mais en supposant a et 6 infiniment petits, on a à la limite
(t+af=e, (1+6)*= e, et par conséquent
Jl0g.(i+a)=l0g.ff |l0g.(i+6)=l0g.e, d'Où|^|gJ = J.
Donc
Ainsi Ton trouve en général pour le coefficient différentie
du
g l'expression
AIMÉS
qui avait été obtenue dans le n* U pour le oas de l'exposant m ontier et positif, et d'où Ton conclut
dfx1*) = ma?*-1, dx*
18. Nous remarquerons deux cas particuliers, qui se présentent fréquemment et que l'on doit avoir présents à la mémoire. 1° Lorsque m = ^ , la formule précédente donne
2» Lorsque m = — 1, elle donne
J 1 I, IV «te
d. - = ^ar1) = -.
r Fonction logarithmique y = loy. œ.
La formule générale du n° 12 donne
Ay __ log. (a?+ Aj?) — log. a? _ g' \ ~âT/
Mais d'après ce qu'on a vu n° 16, on a, lorsque Ax devient
(àx\ àx 1 + -z ) = ~z log*
Donc
dis 1 , <te «
£ = 5fc»f. et dy = -log.e.
20. Le logarithme est supposé pris dans un système quelconque ; si on le prend dans le système dont la base est le
nombre a, log. 0 = i , et l'on a simplement
Ce dernier système est celui des logarithmes appelés ou hyperboliques, ou népériens, du nom de Neper, inventeur des logarithmes, et qui sont généralement employés dans l'analyse. Nous les désignerons simplement par la caractéristique /, afin de les distinguer des logarithmes dans un système quelconque qui seront désignés par la caractéristique log. Ainsi on aura
dAog.x __ log.e d. Le __ 1
dx x dx x'
Fonction exponentielle *=«*,« «étlgnant nne constante
Nous avons ici, d'après la formule du n
Ay_g*+*»— g* çfi* — 1 ^ à»"" A* "~ A» *•
Soit fait Aar = a ; nous pourrons écrire
6 étant considéré, aussi bien que a, comme une quantité qui peut approcher indéfiniment de zéro. Donc
et il s'agit de connaître la limite vers laquelle tend le rap-
port - lorsque a et 6 tendent à devenir nulles. Prenant des deux
parts , dans un système quelconque , les logarithmes dans l'équation
on a
alog.a=log.(l+6),
et par conséquent
Or, d'après le n° 17, la limite de g — - est log.e.
Donc à la limite
6 __ log.q a ~~ \0g.e '
d'où l'on conclut
du log.a _, . , log.a . .
dx log.e log.t?
22. Si les logarithmes sont hyperboliques ou népériens , log.e = 1, et l'on a simplement
Donc lorsque la constante a = e ( voyez ci-dessus n° 16) , d.e* = e*dx.
La fonction e* se reproduit par différentiation , le coeffi-
cieDt différentiel ou la fonction dérivée ne différant point de la fonction elle-même.
Au reste, on verra, n« 35, que la différentielle de a" peut se déduire immédiatement de celle de log.ar.
**eUona trlfeaeaétrmu» v=*in.jc et v=eo**
En posant
y = sin. x nous aurons
fy _ 8in.fo + As) — sin. a; sin.iAx / 1 \ ** "" " S = -p~ °os. (x + - A* j :
lorsque A* approche indéfiniment de zéro, le rapport de «a. i ^ à l'arc { a* tend vers l'unité , qui est sa limite : la limite de ^ est donc
dy
d'où l'on conclut que
d.sin. x == cos. x.dx.
De même en posant
y = cos.j?,
on a
*T _ cos.(a?+ Aar) — coa.a? sin.jAx / i \
dont la limite est
-g = — ain. a?; d'où d.cos.x = — sin.x.<ùr.
Ainsi la fonction dérivée de sin.x est cos.a ; et réciproquement, la fonction dérivée de cos.b est sin.a, mais pris avec le signe — .
D'ailleurs , la différentielle de sin.a: étant connue, on en déduit immédiatement celle de cos.a. C'est ce qu'on verra au n° 33.
III. DIFFERENTIATION DBS FONCTIONS COMPOSEES OU FONCTIONS DE FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE.
24. Les fonctions dont on vient de s'occuper doivent être regardées comme les éléments simples dans lesquels se résolvent toutes les expressions de l'analyse (du moins tant que l'on ne considère pas la partie de cette science qui est du ressort du calcul intégral). En effet, toute formule est composée des fonctions dont il s'agit , combinées entre elles , soit par le moyen des signes qui indiquent les opérations ordinaires de l'algèbre , soit par l'usage des caractéristiques log., sin., cos., que l'on peut regarder comme indiquant d'autres opérations plus compliquées , et dont l'exécution a été facilitée par la construction des tables. La recherche directe de l'expression de la différentielle de trois fonctions ccm , log.a? et sin.a;, a dû nous occuper d'abord : on peut y ramener la détermination des deux quantités d.a*, d. cos. a; que nous avons obtenues tout à l'heure par des procédés particuliers. A l'égard des autres fonctions plus composées ,
3 existe des règles faciles, par le moyen desquelles on réduit la recherche de leur différentielle à leur recherche de la différentielle d'une fonction plus simple contenue dans la première. En appliquant ces règles, on parvient progressivement aux derniers éléments dans lesquels la fonction proposée peut se résoudre , et qui se trouvent toujours (en exceptant certaines expressions dont on s'occupera en traitant du calcul intégral ) Tune des fonctions simples qui ont été le sujet de l'article précédent. Sachant donc différentier ces fonctions, on sait également différentier toutes les autres.
Pour faire connaître les règles dont on vient de parler, soit en premier lieu
v désignant une fonction quelconque de x. 11 s'agit d'avoir la différentielle de la variable y, qui est ici ce que Ton nomme une fonction de fonction de la variable indépendante x; c'est-à-dire la variation infiniment petite que subit y lorsque x augmente de la quantité infiniment petite dx. En revenant toujours au principe énoncé n° 12, et désignant par At? l'accroissement de la fonction v correspondant à l'accroissement Lx de x> on aura
*y^f(y + to)-m
ùx"-" bx '
qui peut s'écrire
&y ___f(v + to)) — f(v) to
Supposant ensuite que àx s'approche indéfiniment de zéro, on devra a la limite remplacer — , par — , et
f(v + àv) — /[v) dy _
r\ 1 / fw pgy. * D()nc
Af> r df>
dy rfw d» ., . . dy dv .
Ainsi le coefficient différentiel demandé -^ s'obtient ici
dx ■
en prenant d'abord le coefficient différentiel -p , comme si
v désignait une variable indépendante, puis multipliant
par — , qui est le coefficient différentiel de la fonction v pris
«par rapport à la variable indépendante x.
A cause de -7- dx = dv, l'équation dy=^—.^-.dx re-
dy vient à celle-ci dy = -^ dv dont la forme est la même que
si v était la variable indépendante. En posant, par exemple, y == vm, et se rappelant la formule du n° 17, on en conclut que d (vm) = mv^dv , quelle que soit la fonction v. 25. Si l'on avait
V = f(Ph
p étant fonction de v et v fonction de x, on aurait d'abord ,
d'après la règle précédente, -^ = ~ -£;. Mais d'après
cette même règle -£ = -£ — : donc D (te (focte
dy^dydpdv dv „%!_ *P Q fo
dx dp dv dx' " dp dv dx
Et ainsi de suite.
Soit en second lieu
m et v désignant deux variables qui sont elles-mêmes des fonctions de la variable indépendante x : il s'agit toujours
de trouver le coefficient différentiel -p. Remarquons que
la différence ày ou f (u -f- Au, v + At>) — f (u,t?) de la fonction proposée est identiquement égale à
f(u + Au,*) — f(u9v) + f(u + Au,u + A») — f(u + Au,i>). Donc
Ay_f(if + Ati,p) — f(ntt?) f (u -f Au,p 4- Ap) — f (m -h Ati,p) Ax~ Ax "^ Aa>
Quant à la limite vers laquelle tend cette expression lorsque Ax tend à devenir égale à zéro, celle du premier terme est évidemment, d'après ce qu'on a vu ci-dessus,
du du
~--r-. La limite du second terme, si Au était constante,
A» dx
.A d.f[u 4- *u,v) dv * j • * «
serait -^ — ^ — — .• mais comme Au devient nulle en
dv dx
même temps que A#, cette dernière quantité ne diffère point
de *' ; * ' — , ou ~ -r-. D'après cela dv dx dv dx r
*l_éy du.dydv • /rfy du dy dv\
dx~dudx + dvdx' ei "V-ydudx + dvdx)™'
On voit donc que le coefficient différentiel demandé s'obtient en prenant successivement les coefficients différentiels par
rapport aux deux fonctions u et v , c'est-à-dire en regardant successivement u seule comme variable, et v seule comme variable, et ajoutant les résultats.
Si Ton avait
les trois variables l, u, v étant des fonctions de la variable indépendante xy une méthode semblable (*) conduirait à l'expression
dx dt dx du dx do dx9
d'où
# _ (dy dt ,ày du dy dv\ ay-\dtdx+dudx+ d»~dx) to;
et ainsi de suite s'il y avait un plus grand nombre de fonctions dépendantes de la variable x.
Usage des règles précédentes.
28. Les seules règles qui viennent d'être exposées , réunies aux résultats présentés dans l'article II , suffisent pour trouver la différentielle d'une expression analytique quelconque. Nous ajouterons ici quelques remarques propres à faciliter ce genre d'opérations.
Lorsque la fonction est composée d'une autre fonction combinée avec une constante* par addition, soustraction ou
(*) Il faudrait observer alors que la différence Ay est identiquement é&*\ekf{t + àttutv)-f(t,uyt)+f(t + M,u + Au,t>)-f(l + Ae,ii,r) + fll + AI^ + AiM + A^-Kf+A^u+Au,*).
multiplication, la notion seule de la différentielle suffit pour indiquer le résultat Ainsi
y = a + v donne dy = dv y = a — v dy = — dv
y — av dy = adv.
On a déjà vu (n° 24) que
d(vm) = mot*ml.dv,
m étant une constante quelconque.
29. Lorsque la fonction est composée de plusieurs fonctions ajoutées entre elles, multipliées ou divisées les unes par les autres , le résultat se déduit de la règle des n" 26 et 27. Désignant toujours par t, u, v des fonctions de la variable indépendante x,
y = u + v donne dy = du + dv y = uv dy = vdu + udv
y = tue dy = uvdt H- tvdu -t- tudv
_u . __ du udv __ vdu — udv
1J "~ iT ^ "" ~v v1 ~~ v*
La dernière expression s'obtient en observant que d. -
j -i dv = d.v * = .
v* Si l'on veut que la différentielle dy soit exprimée au moyen de la différentielle dx de la variable indépendante, on remplacera it% du et dv par y- cte, — dxy et
dx
30. Nous considérerons maintenant les combinaisons les plus simples auxquelles donne lieu l'usage des fonctions logarithmiques, exponentielles et trigonométriques , que les géomètres appellent communément fonctions transcendantes.
La marche à suivre pour obtenir la différentielle consiste toujours à mettre la fonction proposée sous des formes semblables à celles des fonctions générales qui ont été considérées dans les noa 24 et suivants, c'est-à-dire à distinguer les quantités que l'on regardera comme fonctions les unes des autres , jusqu'à ce qu'on parvienne aux fonctions les plus simples. Soit
Cette formule revient à
y = lv , et Ton a v = lx.
Donc , d'après les noi 20 et 24,
d'où
Soit encore
et
y = uv,
dy = la.lb.rfi .b*.dx.
v et v désignant deux fonctions de la variable indépendante x. Appliquant la règle du n° 26 , c'est-à-dire différenûml successivement par rapport à u seule et par rapport à t>
dy dy
seule, on aura ^ = vu*~l , — = lu. u: Donc, en ajoutant au dv
les résultats
dy = m* ( - du + lu.dv).
33. Soit y = sin. (x -f- i *), * désignant la demi-circonférence du cercle dont le rayon est 1 : en posant t> = x -f- J - * , on aura
y = sm.i>, ^ = cos.t>, ^ = 1,
d'où résulte dy
dx
= cos. (x + { n) = — sin. a?, et dy = — sln.xdx.
Or, le sinus de x + £ it est égal à cos. x. Nous retombons donc sur la formule déjà démontrée
rf.cos.a?=: —
8ln.xdx.
On trouve ensuite pour
SJOLX
y = tang.*=— -, cos. a?
du- **
ay cos.«x
y = cota: = ^=^
sin.x
. dx
. 1 . tln.x.dx
1 , cos.x.dx
y =coséc. #= dy = r— = —
9 sin. a? * sin.V
En supposant
, d. sin. x cos, x . da?
• * sin. a; sm.x tang.x
. d. cos. x sin. .r . dx
* * v cos. a? cos. a? cota?
35. Les géomètres appellent fonction inverse de la fonction f(v) la fonction de u , que Ton obtient en résolvant par rapport à v l'équation u=f{v). Ainsi la fonction arc. sin.a? est inverse de la fonction sin. x. On obtient facilement la différentielle de la fonction inverse quand on connaît celle de la fonction. En effet, supposons
y =z arc. sin.a? ,
et proposons-nous de trouver la différentielle dy. On a donc
x = sin. y;
et prenant les coefficients différentiels de part et d'autre (*),
) Quand deux fonctions f(x), F (s), sont égales entre elles, soit pour toutes les valeurs de x, soit dans une certaine étendue des valeurs de cette variable, leurs dérivées (et par suite leurs différentielles) sont aussi égales entre elles dans cette même étendue, puisque des deux
équations
f(«) = F(«)f f(* + As) = F(*+A*),
on tire
f[* +**) — ((*) _F(a?+As) — F(s) As ~~ àx '
d'où résulte , en passant à la limite , f («?) = F' (a?) , C. Q. F. D. On aurait encore f(x)z=P(x)t si la différence f(*)— F (s), au lieu d'être nulle, était exprimée par une constante G.
en regardant dans le second nombre y oomme une fonction de s, et appliquant la règle du n* 34
l = cos.y.*L
On en déduit
dx cos. y ^i __ x*
En opérant de la même manière sur les autres fonctions trigonométriques, on trouve
o.are.siD..r=.- — — ~ —
=, d.arct»ng.x=T:_i, d.arcséc.* = ■ ,— -,
Aarcco8.ar= s d.arc.cotx=— , ?, rf.arc.coséc..r=-
jl— x* *+*" a?0c«— 1
La considération des fonctions inverses pourrait servir aussi à ramener la recherche de la différentielle de a* à celle de log.x. En effet de l'équation y = a* on conclut log.y = log. a. x. Donc, en prenant la différentielle des deux membres
log. *. — =log.a.<£r, ou dy = y^.a?dx.
Jf *0©« €
36. Il convient d'avoir présentes à la mémoire les expressions des différentielles très-simples que nous réunissons dans le tableau suivant :
*ûi + 6) = <k*f d.8in.;r = cos.:E.<te d.arc. sin. a? =
dx
i^=axÊ^idx <Lcos.x~—B\n.x.dx d.arc.cos.aî=— • .
<■; = -§ AtaBfr*=cSi *ai^tang.* = ^
. #— dx
rf. \/x = — =
d.cot a? = -
dx
sin.*:r
j , , dx . . sin.x.ffcr
d.\og.x=\og.e— d.sée.x = - — i~ x cos.*a?
rf.arc.cotjr=— d.arc.séc.x =
dx dx
Xs/x*— 1
rf.a* = la.a*dx d.cosèc.x = -
cos.;r.Gkc
d.arc. coséc.x =
dx
otsO* X X » j;-—
Quant aux différentielles des fonctions plus composées , on doit les former d'après ce qui a été dit n° 30. 37. Soit par exemple
y = (axm + b)n :
on décomposera cette fonction comme il suit :
y = m», u = av + à , u = #"».
Appliquant les règles précédentes , il viendra
dy = nun-*du , rfti = adv , cfo = mxm'idx ;
et en substituant
du = a.mxm-*dx
dy = nfar"1 + 6)n~1.awa?w,"lrfa:.
Mais l'usage du calcul montrera bientôt qu'il est superflu de poser ces équations, et que Ton peut opérer immédiatement sur les quantités contenues dans la fonction proposée. Ainsi l'on différentiera d'abord par rapport à ax» + b , ce qui donnera
dy = r^ax™ + 6)*-*. d{ax~ + b).
Puis pour former la différentielle i (axm + 6), on différentiera par rapport à sr*, ce qui donnera
d(axm -f b) = a.d(xm).
Enfin Ton a
d(i^) —mjf^ldx.
La substitution successive de ces valeurs conduit à celle
ûtdy.
Soit
y =siiL —z
ai
Pour suivre l'esprit des règles énoncées , on doit donc écrire
y = sin. tt t = — , «=v^» B^l-û'i*,
ce qui décompose la fonction proposée dans les fonctions simples qui y sont contenues, fonctions dont on connaît immédiatement les différentielles. On aurait ainsi
; A t u.dtt.r — as, (ht A dp , lrt j
et en substituant
_àKxd&__
(i — AflT
dy —Cos.
V^i — aV'ti — a»*1}!*
Mais sans poser les équations précédentes , on peut opérer
immédiatement sur les fonctions contenues dans la fonction
ÛX
proposée. Ainsi difTérentiant par rapport à
I* ospr
on a
ax ./ ax \
dy = cos. . . ai . \.
Considérant ensuite . comme une fraction de la
forme-, on a tr
. I or \ __ y/l — a*x\adx — as.d ^/l — a**'
On remarque ensuite que
et enfin que
d(l-aV) = — a*, îxrfa?.
Donc en substituant chaque expression dans l'expression précédente , il vient
afxdx
d\/i —a**1 = — "/. ri • * yl — a'*'
/ ax \ __ adx \y/i — a*x*J (i-a'x*)\ '
. ax adx dy = cos, —==== . =.
Soit encore
ati'UDf . -— — -
f désignant, comme on Ta indiqué n° 16, la base des logarithmes népériens . et u , r deux fonctions de la variable in-
dépendante ar, Dîfféreutiant en premier lieu par rapport à
au* teng. -— — r, on a
. EU1 , UBf — — , / , . fl* \
U prtKluit a«! iang, -r— — pétant différcntié par rapport
il4
mx deux facteurs m** et tanjr, -s—; , il vient
'n a ensuite
dfau*/ = a. 2urfu , et ri tang. , a =
cosJ
puis
et enfin
u" (u* + v*).2udu — u1. d(«f H- i>') t
(WT 4 t>V
Substituant chaque résultat dans l'expression précédente, il
nent
ms + i?1 (w* + y')1
tftang. 3
2up(Pfia — udaj
tf 4. y*"
{tf + uV-cos.'^-,
'(-"•^■)-(-^-+;^aV
dy = e »,+*,.2a / tang.-i--i.tirfu + 2 ^-\ ,
^ U+V (tf + ^COi.^/
Afin que la différentielle demandée dy soit exprimée au moyen de la différentielle dx de la variable indépendante,
on mettra ensuite à la place de du sa valeur -7- dx, et à la
dx
place de dv sa valeur — dx.
Les exemples précédents suffisent pour faire connaître la marche de l'opération dont il s'agit, opération qu'un fréquent usage rend très-facile.
IV. DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES.
38. Nous concevons , en revenant aux notions présentées dans le n° 2, qu'il existe une seule équation entre plusieurs variables. Toutes les valeurs de ces variables sont alors arbitraires, à l'exception d'une seule. La variable dont on suppose la valeur déterminée par l'équation, après que Ton s'est donné arbitrairement les valeurs de toutes les autres, est fonction de ces dernières, qui sont les variables indépendantes. Cette relation s'exprime en écrivant
zz=f(v,v$x, y ,...), v, v, i,y," désignant les variables indépendantes , et * la
variable qui est fonction des autres. On doit donc imaginer qu'à chacune des variables u, v, x, y,... sont attribuées toutes les valeurs comprises entre — oo et + °° ♦ et se représenter la succession des valeurs correspondantes que prendra la fonction z.
39. Lorsque les variables indépendantes sont au nombre de deux seulement, et que Ton a
la géométrie donne encore le moyen de se représenter d'une manière sensible la succession des valeurs de la fonction z. Concevons dans l'espace trois axes qui se croisent à angles droits en un point o, fig. 2. On regardera les variables indépendantes x et y comme deux abscisses dont les valeurs arbitraires sont portées en op et oq sur les premiers axes , et s comme une ordonnée dont la valeur déterminée par la relation z = f{x, y) est portée en or sur le troisième axe* Les deux valeurs attribuées à x et y déterminent un point m situé dans le plan des xyy et en élevant au point m une perpendiculaire au plan des xy9 dont la longueur m M soit égale ior, la position du point M sera telle qu'il aurait respectivement pour projections sur chacun des axes les points p, q, r, on qu'il serait la commune intersection de trois plans , dont le premier serait mené par le point p parallèlement an plan des yx, le second par le point q parallèlement au plan des xz , le troisième par le point r parallèlement au plan des ry. En attribuant à xet y toutes les valeurs possibles depuis — » jusqu'à + », le point m prendra toutes les positions possibles dans l'étendue du plan des xy. Les valeurs de z détermineront les positions correspondantes du point M, et l'ensemble de ces positions formera une surface dont la figure fera juger de la
nature de la fonction * =>f (x, y), et de la marche progressive de ses valeurs.
Lorsque le nombre des variables indépendantes surpasse % il n'est plus possible de trouver ainsi dans la géométrie une image sensible de la nature et des propriétés de la fonction. Diverses recherches de physique donnent lieu à considérer trois et même quatre variables indépendantes ; mais , lorsque le nombre de ces variables est plus considérable , les questions n'appartiennent plus qu'à l'analyse , dont rien ne restreint la généralité , et qui embrasse toutes les combinaisons auxquelles peut donner lieu la considération des grandeurs.
40. La différentiation des fonctions de plusieurs variables indépendantes dépend des mêmes notions qui ont été présentées dans les articles précédents. Chaque variable indépendante u, v, x, y y... est supposée croître progressivement par différences infiniment petites du, dv, dxy dy,... dont chacune conserve une valeur constante, mais qui n'ont entre elles aucuns rapports déterminés. La variabje z varie en conséquence de la quantité infiniment petite dx, dont la valeur s'obtient toujours par la considération de la limite du rapport des accroissements de la fonction et de chaque Variable indépendante. Soit la fonction
En supposant que x et y croissent respectivement des quantités quelconques Ax et Ay, la variation correspondante &z de la fonction pourra se décomposer en deux parties , lune provenant de la variation de x seule, l'autre de la variation de y ; en effet on peut écrire
tu =* [fls+fct, y) — ffa y)]+[/(*+A*, y +byy~f(m+ â*, y)]9
ou , « qui forint au même ,
^JKx+texy-rxM) ^ t ffgj- Ag, y+Ay)-f (s+Ag, y)
Aa? Ay ^"
Admettons maintenant que les différences àx et Ay s'approchent indéfiniment de zéro, le rapport^ — - iLj]l)
Aar
aura pour limite , conformément à ce qu'on a vu dans Far-
«Ce 1,^4^; et le rapport** + ***+**) -fl*+***> dx rr Ay
aura pour limite , d'après le même raisonnement qui a été
d f(x v) fait dans le n° 26 , 1. * L'expression de la différentielle
demandée est donc
dy
dy dy "
que Ton peut écrire ainsi
. dz . t dz .
41. Si la fonction proposée contenait trois ou un plus grand nombre de variables, on lui appliquerait les mêmes considérations ; en sorte que posant
ou a également
que Fan écrit d'une manière plus simple
dz . dz . dz .
Et ainsi de suite s'il y avait un plus grand nombre de variables.
Remarquons que , dans cette formule , le terme — dv représente la différentielle de la fonction proposée que l'on trouverait en regardant v comme seule variable; c'est ce que Ton nomme la différentielle partielle de la fonction % prise
dx dz
par rapport à v. De même les termes -r- dx et — dy représentent les différentielles partielles de la fonction z prises respectivement par rapport à a? et à y. La somme de ces différentielles partielles forme la différentielle totale dz. Les frac-
dz dz dz tions -p , — , — sont ici des signes analytiques qui repréav dx ay
sentent respectivement les coefficients différentiels de la fonction z pris en regardant v seule comme variable , x seule comme variable, y seule comme variable. Le dz qui est au numérateur représente la différentielle partielle de z prise par rapport à t>, à x ou à y, et ne doit pas être confondu avec le dz qui est dans le premier membre de l'équation , et qui représente la différentielle totale de la fonction z.
Remarquons que, d'après l'indépendance des valeurs des variables v, x, y, rien n'oblige à supposer qu'elles varient toutes à la fois. Ainsi celui qui demande la différentielle de la fonction z = f(v, xy y9) indiquera si cette différentielle doit être totale y auquel cas elle est exprimée généralement par la formule précédente, ou bien si elle doit être prise par rapport à une , ou à quelques-unes seulement des variables. On supprimerait alors, dans la formule dont il s'agit, les termes relatifs aux variables qui seraient censées ne point subir d'accroissements.
La différentiation des fonctions de plusieurs variables
— Ai —
indépendantes étant ramenée, d'après ce qui précède , à difTérentier la fonction par rapport à une des variables seule, on appliquera sans difficulté, dans chaque cas particulier, les règles npmétà dans l'article précédent.
43. Lûtfiqoe la fonction proposée ne contient que deux variables indépendantes, comme
les diverses parties de La différentielle totale
. dU . . dz .
représentées par la géométrie , conformément à ce qu'on a vu n° 39* Soit m {fig. 3) le point du plan des xy, dont les coordonnées ûp3 oq représentent x et y, et M le point de la surface projeté en m, dont l'ordonnée or représente la valeur de lu fonction z. Les accroissements &x et ty seront représentés par m/ et m/. Soit m ri la projection sur le plan des xz de la courbe d'intersection de la surlace par un plan mené par le point M parallèlement au plan des xz. Soit également tri ri lu projection sur le plan des y z de la courbe d'intersection de la surface pur un plan mené |ùt le point M parallèlement au plan des yz. Il est visible quenV représente la variation que subirait l'ordonnée s> si l'abscisse x Mita < misait de Ar ou no/; et que ri'r" reprénoie la variation que subirait cette même ordonnée si l'ab-
y seule croissait de ày ou m/ ♦ La variation totale de l'ordonnée -, c'est-à-dire celle qui résulte de T accroissement simultané des deux abscisses, est représentée par lu différence entre l'ordonnée du point M de la surface qui se projette en m et l'ordonnée du point de cette même surface qui
se projette en n. Lorsque les accroissements sont supposés
infiniment petite, nV exprime la partie — dx de la différentielle totale, et le coefficient différentiel — pris par rapport
à x est représenté par la tangente trigonométrique de l'angle
dz rimY. De même ri'r" représente la partie -p dy de la différentielle totale, et le coefficient différentiel — pris par rap-
' port à y est représenté par la tangente trigonométrique de Fangle n"m"r". On voit que, dans le cas des accroissements infiniment petits, la variation de l'ordonnée z, lorsqu'on passe du point de la surface projeté en m au point projeté en n , est toujours la somme des variations qui out lieu respectivement quand on passe du point projeté en m aux deux points projetés en p' et p". On reviendra dans la suite sur ces considérations , auxquelles il sera donné un plus grand développement.
V. DIFFKRENTIAT10N DBS FONCTIONS IMPLICITES
44. Une fonction est appelée explicite lorsque son expression analytique est donnée au moyen des quantités constantes et variables dont dépend sa valeur. Ainsi Ton dit que la fonction x des deux variables ar, y est explicite , ou que cette fonction est donnée explicitement , si Ton a l'équation
z = f(xfy).
Mais si la fonction x est engagée avec les variables x, y dans
une équation telle que
F(x,y,*) = of
qui n'est point résolue par rapport à x , cette fonction est alors appelée implicite, et Ton dit que sa valeur est donnée implicitement ; on entend par cette expression que la valeur de la fonction z , quoique déterminée quand on a fixé celle des variables x et y, n'est point représentée par une expression analytique formée de ces variables. On peut différentier les fonctions implicites aussi facilement que les autres, c'està-dire obtenir l'expression de la différentielle de la fonction sans résoudre l'équation dans laquelle elle est engagée.
Revenons aux notions qui ont été présentées dans le n° 2. La nature de chaque question détermine toujours le nombre des variables , aussi bien que les relations qui existent entre elles, et qui sont exprimées par des équations. Le nombre des variables étant m , et le nombre des équations étant n,m — n des variables sont indépendantes ; les n autres variables sont fonctions des premières. On a distingué celles des variables qui sont regardées comme indépendantes , et celles qui en sont des fonctions; et cette distinction subsiste dans tout le cours de l'opération sans aucun changement.
Cela posé, considérons d'abord le cas simple d'une seule variable indépendante x et de la fonction y, entre lesquelles û existe l'équation
Cette équation devant subsister, quelle que soit la valeur attribuée à x , on aura évidemment
f{x + Ax, y + *y) = 0 f eo désignant toujours par 4y la variation de la fonction y ,
correspondant à l'accroissemeut àx attribué à x. On aura
donc aussi
f{x + As, y ± Ay) — f(x, y) _ A 55 -°'
équation qui subsistera , quelle que soit Aa? , et , par conséquent , qui aura lieu pour la limite vers laquelle tend le premier membre , lorsque Aa? tend à devenir égale à zéro. Or, cette limite n'est autre chose que le coefficient différentiel
d ftx y)
'f\ "' du premier membre de l'équation proposée, dont dx
l'expression est ici , d'après le n° 26 et en remarquant que y est fonction de la variable indépendante x, dipzl \ di .-r=% On a donc l'équation
d.f{x,y) . d.f{x,y) dy_Q dx dy dx '
que l'on écrit souvent pour abréger
df.df dy_ di* dy d*~Uf
en indiquant seulement par la lettre f la fonction proposée f[x,y), et dont on déduit
EL
dy __ dx
dx" df dy
pour l'expression du coefficient différentiel ou de la fonction dérivée de y.
Nous remarquerons d'ailleurs que ce coefficient diffé-
rentiel se trouvera exprimé au moyen des deux variables
a? et y.
La quantité -r + -r -r- n'est autre chose que la différends dy dx M
tielle de la fonction f, où l'on a supprimé le facteur constant dx. Cette différentielle est égale à zéro, et il est évident, en effet, que l'équation f(x,y) = 0 devant subsister pour une valeur quelconque de x, l'expression d'une variation finie ou infiniment petite que subit la fonction f(xyy)9 par l'effet d'un accroissement fini ou infiniment petit attribué à x, doit être nulle. En général , l'équation f=0 , /'désignant une fonction quelconque de plusieurs variables, entraîne toujours l'équation d/=0, en désignant par df\a différientielle de la fonction f, qui peut être totale ou partielle.
45. Considérons maintenant le cas général où l'on aurait plusieurs fonctions et plusieurs variables indépendantes Soient, par exemple, les deux équations
f(vt x, y,z) = 0 F(i>, x, y, z) = 0 ,
dans lesquelles v et x soient des variables indépendantes , y et x des fonctions de v et x9 données implicitement par ces équations. Les différentielles des deux fonctions f et F devant être nulles d'après ce qui vient d'être dit, on aura en les prenant conformément aux règles exposées dans les articles précédents , et se rappelant que y et z sont fonctions de *et x,
M, df dy df dz\ (df df dy df dz\ \<h>+dy dï+dz Tv)dv + \dï + dï S + dz dx)"*-0
(dF rfF dy , dF dz\ (dF dF dy ^dF dz\.
Dans chacune de ces équations, Ton peut supposer séparément dt?=rO, ou dx=0. Elles équivalent donc à quatre équations distinctes qui déterminent les valeurs des quatre
dy du dz dz coefficients différentiels partiels -j-, —, —, — . Ces coefti- 1 dv dx dv dx
cients différentiels se trouvent exprimés au moyen des quatre variables t>, x, y, z.
Les valeurs des coefficients différentiels partiels des fonctions y et z étant ainsi obtenues , on formera les différentielles totales de ces fonctions, en substituant les valeurs dont il s'agit dans les expressions générales
dy = $.dv+%Ldx, * dv ^ dx '
dz = -f1 dv + -r- dx.
dv dx
Ces considérations s'étendront facilement au cas où il y aurait un plus grand nombre de variables et d'équations.
vi. differentielles des divers ordres pour les fonctions d'une seule variable.
46. Nous considérons en premier lieu une seule variable indépendante x et la fonction y dépendante de cette variable, en écrivant toujours
et pour rendre les notions plus sensibles nous supposons que l'on ait sous les yeux la représentation géométrique de la fonction , conformément à ce qui a été dit n* 5. L'abscisse OP , fig. 4, représente x , et l'ordonnée PM représente y. Cela posé , admettons que x croisse de la quantité quel-
conque àx représentée par PP. La nouvelle valeur de y, que nous désignerons par y, , sera représentée par PM', et MfQ représentera Ay.
On aura
*y = yi — y-
Supposons ensuite que x croisse encore à partir de la valeur OF de la même quantité bx , qui sera représentée par P?"=PF. La nouvelle valeur de y, que nous désignerons par y,, sera représentée par P"M", et M"Q' représentera Ayr On aura
*yi = !/i — Ifi-
Remarquons que si Ton prolonge la sécante MM' jusqu'en S, l'intervalle SQ' sera égal à M'Q ou Ay. Donc M"S représente la différence de Ayt et Ay. Comme on a représenté par ty la différence des deux valeurs de y qui répondent k x et x -f Lx, l'analogie conduit à représenter par AAy ou par A*y la différence des deux valeurs de Ay qui répondent à x etx -f Ar. Nous écrivons donc
A,y = Ay1 — Ay.
On acquiert une idée plus nette des quantités que nous considérons ici en formant le tableau suivant :
TALEUES
de S.
▼ALEUKS
correspondantes de y.
DIFFÉRENCES
de ces valeurs.
DIFFÉRENCES
des différences.
x-fAx jt4-2Aj?
*y =yi— y
A3y=Ayt-Ay
Nous ajouterons que les géomètres nomment Ay la différence première ou la différence du premier ordre de la fonction y ; et A'y la différence seconde ou la différence du second ordre de cette même fonction.
47. Admettons maintenant que la différence toc de la variable indépendante diminue progressivement, et tende à devenir égale à zéro. Les deux points M', M" tendront à se confondre avec le point M ; les deux valeurs y, et yt à devenir égales à y ; et les trois différences Ay, Ay„ et A*y à devenir en même temps égales à zéro. Mais il est bien important de remarquer que la différence seconde A2y diminuera beaucoup plus rapidement que les différences premières Ay et Ay, ; en sorte que Ax, Ay et Ay, étant devenues très-peti(es par rapport à l'unité , A*y sera devenue très-petite par rapport à at, Ay ou Ay,.
Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que l'expression de A'y peut s'écrire ainsi
*»-Gs-©*
Or, en supposant que Are décroisse et tende à devenir nulle ,
At/. Ali
les quantités — et —s'approcheront toutes deux de la même
dy limite, qui est — . Donc, la valeur de A'y, formée de deux
facteurs qui ont pour limite commune 0 , diminuera beaucoup plus rapidement que l'un de ces facteurs , et quand tous deux seront très-petits , sera elle-même très -petite par rapport à l'un ou à l'autre. »
La même expression de A*y peut aussi s'écrire
.. Ai Aa?/A .#
Lorsque àœ diminue en s'approchant de zéro et devient plus petite que toute grandeur donnée, ce que nous exprimons en représentant cette différence par dx, chacune des quantités iy Ay, dy
port
Ax
Aj?
AJC
a pour limite le coefficient différentiel de la
fonction ^-, c'est-à-dire dx
dx dx
Ainsi, en représentant par
<fy ce que devient à*y lorsque bx devient dx , on a
fy est appelé la différentielle du second ordre de la fonction y. Nous remarquerons d'ailleurs que Ton est dans l'usage décrire simplement Aar* ou dx2 pour exprimer le carré de Aar * ou de dx. Il n'est point à craindre que l'expression dx* soit confondue avec la différentielle de la fonction x*} qui serait représentée par d (a?*), ou par d.x*.
La fonction -^ est le coefficient différentiel du premier ordre dx
dx de la fonction y, et -3 — est le coefficient différentiel du **dx
tond ordre de cette même fonction. L'analogie conduit à le
d*u représenter d'une manière plus simple en écrivant -7-^.
Ainsi la différentielle du second ordre est exprimée par
1" À55ÉI.
c'est-à-dire qu'elle est égale au produit du carré de dx par le coefficient différentiel du second ordre de la fonction proposée; ou par la fonction que Ton trouverait en prenant, conformément aux règles de l'article III, le coefficient différentiel de y 9 puis le coefficient différentiel de celui-ci.
Lorsqu'on exprime d'après Lagrange le coefficient différentiel ou la fonction dérivée du premier ordre par y' ou par f'(x) , on exprime de même le coefficient différentiel ou la fonction dérivée du second ordre par y" ou par f{x).
49. Il est évident, d'après ce qui précède, que l'on obtiendra la différentielle du second ordre de la fonction proposée en différentiant deux fois de suite cette fonction, la différentielle dx étant regardée dans la seconde différentiation comme un facteur constant
30. Nous pouvons supposer le tableau du n° 46 continué en considérant quatre valeurs consécutives de x séparées par l'intervalle constant A#, ce qui donnera
VALEURS
correspondantes dey.
DIFFÉRENCES
premières.
DIFFÉRENCES
secondes.
DIFFÉRENCES 1
troisièmes.
x+hx
<ty=yr- y
x+lkc
ty<=yt— yi
&y =Ay1— At/
x+Mix
*y*=ya— y*
*f2/i=Aî/r- %
On remarquera également que quand Ar tend à devenir nulle, les valeurs de yv yv y3 tendent à devenir égales à y, et que les différences premières» secondes et troisièmes ten-
dent aussi toutes à devenir nulles. Mais de môme que A*y diminue beaucoup plus rapidement que Ay, il est facile de voir que A*y diminue beaucoup plus rapidement que A* y. Fn effet, l'expression de A'y peut s'écrire
ou bien
Or, à mesure que x tend à devenir égal à zéro les deux termes
Ay — Ay Ay — Ay
■ , et * ; s'approchent tous deux d'une même li-
d*y mite, qui est —^. Donc la valeur de A8y est formée de trois
acteurs qui ont pour limite commune 0, et par conséquent diminue beaucoup plus rapidement que A*y, qui est seulement formée de deux facteurs ayant 0 pour limite. Ainsi , lorsque Ay sera très-petite par rapport à l'unité , A*y sera très-petite par rapport à Ay, et A'y très-petite par rapport àA'y.
En mettant d'ailleurs A*y sous la forme
on voit que Aa? diminuant et devenant plus petite que toute
Ay, — Ay, Ay. — Ay grandeur donnée, chacune des quantités A , et * ,
iym limite le coefficient différentiel du second ordre — ;
et que le rapport -
Aar*
a pour limite le coef-
d*y dx*
ficient différentiel de la fonction ~ , c'est-à-dire — ; — . On
dx* dx
a donc, en représentant par d*y, ce que devient A*y, lorsque
Aa? devient ete,
expression qui s'écrit d'une manière plus simple
d'y est la différentielle du troisième ordre de la fonction pro-
— — ou -7-^ est le coefficient diffè- (XX cl oc
posée y, et la fonction
rentiel du troisième ordre de cette même fonction. La différentielle du troisième ordre est égale au produit du cube de dx par le coefficient différentiel du troisième ordre.
Le coefficient différentiel du troisième ordre s'exprime également par y'" ou par /"' (x).
52. On obtiendra évidemment la différentielle du troisième ordre d'une fonction proposée en différentiant trois fois de suite cette fonction , la différentielle dx étant regardée dans la seconde et dans la troisième différentiation comme un facteur constant.
53. Si l'on considérait cinq valeurs consécutives de la variable indépendante, et les cinq valeurs correspondantes de
la fonction y, on se trouverait conduit à la différence du quatrième ordre A4y, dont l'expression serait composée de quatre facteurs , qui tous tendraient à devenir nuls lorsque ir tendrait elle-même à devenir nulle. Cette différence quatrième diminuerait donc, lorsque A4? approcherait de zéro, beaucoup plus rapidement que la différence troisième, qui n'est composée que de trois facteurs ayant zéro pour limite. En désignant par dky ce que devient A*y lorsque &r prend la valeur infiniment petite désignée par dx, on aurait
-— représentant le coefficient différentiel du quatrième ordre
de la fonction proposée , c'est-à-dire le résultat que Ton obtient en différentiant quatre fois de suite cette fonction , dx étant regardée comme un facteur constant, puis divisant par (Le*.
Et ainsi de suite, en considéraut un plus grand nombre de valeurs, et des différences d'un ordre plus élevé.
54 On voit par ce qui précède qu'une fonction quelconque y=f(x) peut être regardée comme donnant naissance à une suite indéfinie de différentielles représentées par
dy = ^dx9 d^ = gtte-f <f* = g«tt\etc.
qui se déduisent de la fonction même et les unes des autres par l'opération que nous avons appelée différentiation. L'expression de ces différentielles met d'ailleurs en évidence la subordination de leurs valeurs, puisque les coefficients diffé-
dy d*y d'y rentiels -p, -r-y , ^3, etc., qui sont des fonctions finies de la
variable x, s'y trouvent multipliés par des puissances de plus en plus élevées de la quantité infiniment petite dx. Cette subordination existe, bien que toutes les différentielles dy, d'y, <Py, etc., soient également regardées comme des quantités qui diffèrent de zéro moins que toute grandeur donnée. En effet, la supposition que dx diffère de zéro moins que toute grandeur donnée, ou que dx est infiniment petite, entraîne celle que les rapports de d'y à dy, de d'y à d'y, etc., diffèrent aussi de zéro moins que toute grandeur donnée; c'est ce que Ton exprime en disant que ces quantités sont infiniment petites les unes par rapport aux autres, ou qu'elles forment une suite d'infiniment petits d'un ordre de plus en plus élevé.
55. Nous remarquerons qu'en supposant la fonction y=f(x) représentée par l'ordonnée d'une courbe dont x est l'abscisse, la direction de la courbe et le côté de la figure vers lequel elle présente sa convexité sont déterminés, dans une étendue fort petite de part et d'autre du point m, par le signe seul des deux différentielles du premier et du second ordre dy et d'y, c'est-à-dire par le signe seul des coefficients différentiels ou fonctions dérivées du premier et du second
dy d*y ordre — , -7-*. Les diverses combinaisons qui peuvent exis-
CLX CU3C
ter à cet égard sont indiquées dans les figures 5, 6, 7, 8, 9, 10, 41 et 12.
Fig. 5 et fig. 6, les coefficients différentiels sont positifs ;
fig. 7 et fig. 8, -~ est négatif et -r- est positif; fig. 9 et <tx dx
dy d'v
fig. 10, -^ est positif et -7-5 est négatif; fig. 11 et fig 12, les
deux coefficients différentiels sont négatifs. On voit que -~
est positif quand la courbe présente sa convexité au bas de la page, et négatif lorsque la courbe présente sa concavité au bas de la page. On suppose ici, suivant l'usage ordinaire, les y positives portées de bas en haut.
tUTtrentleltes été divers ortfre* «es fonctions «Impies.
56. Nous appliquerons les notions précédentes aux fonctions simples, dont la différentiation est l'objet de l'article II.
En considérant, en premier lieu, la fonction xm, on a
dx d*.a?*
= mxm'i 9
dx*
*££ = m{m— l)(ro— 2) (m— 3)x— *f Etc.
Cette suite de coefficients différentiels se prolongera à Finfini si le nombre m est négatif, ou si, étant positif, il est irrationnel ou seulement fractionnaire. Mais si m est un nombre entier positif, on a
La fonction se trouvant réduite à une constante, les coefficients différentiels suivants sont alors nuls. 57. La fonction log. x, le logarithme étant pris dans un
système quelconque, ou dans le système des logarithmes népériens, donne
d.\og.x = log.e ou dJx __ 1
dx ~~ x ' dx x' '
(PAog.x _ log.e d\lx __ 1
d8. log.x __ 2. log.e d\lx __ j*
~~ dxr~~~ x8 ' "5?" ""?•
d*.log.a?_ 2.3.1og.e d*-to_ 2-3
dx* ~ x* •
dx* ~ xv •
dMog.x 2.3.&.log.e
dx8 "" x5
d.8te 2.3.4 (te* x8 *
Etc.
Etc.
Les fonctions a* et a-* donnent
d.a* . r dx
—. — = — ta. ût*.
dx
rf8.a~*
Etc.
Etc.
Et si le nombre a devient e . ou la base des logarithmes népériens, on a
dx
dx* '
d\e* dx* =
dx
dx* ~~
Etc. Etc.
La différentiation, comme on Ta déjà remarqué n° 22 , reproduit constamment la fonction t*, et plus généralement
la fonction te* qui seule présente cotte propriété Lorsque l'exprisant variable x est alïeeté «lu signe — , lu fonction prtmilive est également reproduite, mais les coefficients diiféreuliels sont alternativement négatifs et positifs.
SB. On trouve pour les fonctions triton ométriqu es sin, x et cos. x
7— = cckslx = sln> 1 »+ 5)1 — :r— — — sin.i^ cos. !*+§)•
= — 5ÏH. J* — silJ. I r 4 - , ' ^ = — COS. * SB COS. (jï + n) ,
toi . / , 3k\ <ftcos.:r . ' / , *c\
<tfin.x
ûj?
ftÉtg
. / , fe\ rf\cos..i" . / , 5ïA
= cos..r = sin. f x+ -^ 1 , - ^- =— sïn.#=cos. I *+ — J ,
Etc. Etc.
les fonctions primitives reviennent, après deux différentiatinns, affectées du signe — . Apres quatre ddÏÏxentiations , ellfis reviennent avec leur signe.
fr>. On doit avoir présentes k l'esprit ces propriétés remarquables* Q est également utile de connaître la figure des nimbes qui représentent les fonctions simples dont il s'agit : pour la discussion de ces courbes l'expression des coefficients différentiels des deux premiers ordres donne de grandes facilités, conformément à ce qui a été dit n '86*
Soit en premier lieu
dx
— mj;"*-1
tir1
=m(ffi — ijj'™"1.
La courbe, dont x est l'abscisse et y l'ordonnée, présentera diverses figures , suivant la nature de l'exposant m. Nous supposerons d'abord cet exposant positif et plus grand que l'unité.
1° Si m est un nombre entier pair, y est positive quel que
dy d*y
soit le signe de x} -p- change de signe avec x , -— est toujours positif. La courbe est représentée par la fig. 43. 2° Si m est un nombre entier impair, y change de signe
dy d*v
avec x, -p est constamment positif, -r~ change de signe
avec x. La courbe est représentée par la fig. 44.
3* Si m est un nombre fractionnaire - , p et q étant en-
tiers , la courbe est représentée par la fig. 43 lorsque p est pair et q impair, et par la fig. 44 lorsque p est impair et q impair. Mais si q est pair, la partie située du côté des x négatives n'existe pas, les valeurs de y correspondantes aux valeurs négatives de x étant alors imaginaires.
61. En supposant, en second lieu , l'exposant m positif et plus petit que l'unité, ce cas différera du précédent, en ce
que -pi sera négatif lorsque dans le cas précédent il était
positif, et positif quand il était négatif. La fig. 13 sera remplacée par la fig. 45, et la fig. 44 par la fig. 46.
62. En admettant maintenant que l'exposant m soit négatif, c'est-à-dire que l'on ait
dy__ m
dx #m+1*
d*y m(m+l) dx*** «•+• *
mtfïant un nombre positif, on passera facilement des cas précédents h ceux qui répondent à cette dernière supposition, eu divisant l'unité par les ordonnées des courbes, que représentent 1rs fig. 13 et 14, 15 et 16. Les fig. 13 et 15 seront remplacées par la fig. 17* et les fig. H et 16 par la fig, 18. Ls aies sont ici des asymptote* aux branches de la courbe, 63. Pour la fonction logarithmique t nous avons
- Iog.x,
du^
log.e
dx
lof.e
fa*
La courbe (fig. 19J a Taxe des y pour asymptote du coté des tiives. L'abscisse oA du point où elle coupe l'axe des x est épie à l'unité. Il n'y a point de branche de la courbe du eftédes x négatives.
84 La fonction exponentielle a' donne
dtj
dx^
dhj
-- (taf.a*.
a étant un nombre positif et plus grand que l'unité, la valeur <le l'ordonnée croît indéfiniment du côté des jr positives j tuais la courbe {fig, 20) a Taxe des x pour asymptote du coté de x négatives. L'ordonnée oB , du point où elle coupe l'axe des y, est é^ale à Vunité, Si Ton supposait a positif et plus petit que l'unité , la
fonction a* se changerait alors en [-) , ou a-*, û étant
supposé comme ci-dessus plus grand que l'unité. Ainsi , ce cas revient au précédent en changeant les x positives pour les x négatives , et réciproquement.
Comme l'équation y = a* entraîne d'ailleurs x = log. y, a étant pris pour la base du système de logarithmes , il est visible que la courbe dont il s'agit ne diffère point de celle du numéro précédent , lorsqu'on change l'un pour l'autre les axes des x et des y.
Si l'on voulait prendre pour a dans la fonction a* un nombre négatif, cette fonction cesserait de présenter des valeurs continues : il n'existerait plus de courbe , mais seulement des points isolés correspondants aux valeurs de x égales à des nombres entiers ou à des fractions de dénominateur impair. Nous supposerons toujours, dans la suite, par cette raison , quand il s'agira d'un système quelconque de logarithmes , que la base a de ce système est un nombre positif et plus grand que l'unité.
65. Soit encore la fonction y = e~** qui se présente dans plusieurs applications importantes. Elle donne
La courbe (fig. 24 ) est formée de deux branches égales situées de part et d'autre de l'axe des y. L'ordonnée oB du point où elle coupe cet axe est égale à l'unité.
Le coefficient du premier ordre ■— change de signe avec
dx
rf*w l'abscisse x. Le coefficient différentiel du second ordre -r-%
dx*
est négatif lorsque x est plus petite que la distance
M*=— , et positif lorsque x dépasse cette distance. .Vins! la
courbe présente sa concavité au I»as de la page dans lintntalle MAI , el au delà de cet intervalle elle y présente sa convexité* Les points M, dans lesquels la valeur du coefficient dii-
ferentiel — chance de SÎgD6f et pour lesquels la valeur
de ce coefficient différentiel est nulle , sont nommés points d'inflexion.
Considérons entin les fonctions trigonométriqiies,
tel
sin. j- t
dy_
ooa .r .
— sin. .1
U courbe ( fig* 2V2) coupe Taxe des j* aux points on l'abscisse
eri jpk aux arcs 0 , ~ , te * 3^ , etc. Dans ces pointe , la
tttgQDte forme avec les axes un angle égal à la moitié de
dy Uaijglc droit, puisque l'on a— = ±l< Les plus grandes
ordonnées , dont la valeur est l'unité , répondent aux points
M , dont l'abscisse est égaie aux arcs ~, -r^ —, etc.. Le signe
du coefficient différentiel du second ordre étant contraire à celui de l'ordonnée , la courbe présente sa convexité au bas delà page quand l'ordonnée est positive, et réciproquement. Les points ou l'ordonnée est nulle sont les points d'inflexion, CdH courbe se prolonge indéfiniment , soi! du coté des x positives , soit du coté des *r négatives, en présentant une
suite de parties identiquement égales à celles qui sont comprises dans l'intervalle de 0 à 2*. C'est ce qu'on exprime en disant que la fonction est périodique.
On a également
dy
-~- — — sm.x ,
dx
(Py
-r^ = — cos. x.
dx*
Il est assez visible que la figure de la courbe est parfaitement égale à la précédente , dans laquelle on aurait déplacé l'origine des abscisses x de l'intervalle ^, puisque l'on a toujours
cos.a? = sin. (# + £)•
VII. DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.
68. La notion des différentielles des ordres supérieurs s'étend facilement aux fonctions de plusieurs variables, puisque la différentiation de ces fonctions s'effectue toujours en opérant séparément par rapport à chacune des variables.
Soit en premier lieu , comme dans le n° 40 , la fonction
a; et y étant deux variables indépendantes. On a vu que l'on obtenait pour cette fonction la différentielle du premier ordre totale exprimée par
dx
et formée de la somme des différences partielles -— djr.et
—%, prises respectivement en regardant x seule comme
variable et y seule comme variable* Le* fonctions désignées par
il dz
-r t*t — sont les coefficients différentiels partiels du premier
ordre de la fonction % pris respectivement par rapport à x et par rapport à y.
L'opération de la différent iation peut également s'appliquer 4 l'expression de dz , dans laquelle on regardera dx et dy txmaè des facteurs eousLants. Si Ton veut former la différentielle totale > il faudra différent] er successivement les
bâclions j- et -j- par rapport à ,r et par rapport à y. On aura
donc pour la différentielle totale du second ordre
(il
dy iU +
rf — d —
rf*
Bais nous avons déjà représenté dans l'article précédent le
dx #i
coefficient ditferentiel — ;— par — - : l'analogie conduit à re dx dx*
présenter de même — « — par , > « dy r dxdy
Ofi écrit également
dsz dydx
.. . du . <fi ., . ' dy . . , M au lieu de — r^ et — - au lieu de — r^. Ainsi 1 expression predx dy* dy
dente devient
ou si Ton veut
Dans cette expression de la différentielle seconde totale de
d*z la fonction z , le signe — représente le coefficient différentiel du second ordre de la fonction proposée , pris en regarda dant x seule comme variable. Le signe -r—-r exprime que Ton
a pris le coefficient différentiel du premier ordre — en regar-
ax
dant x seule comme variable , puis le coefficient différentiel
dz de cette fonction -- en regardant y seule comme variable. ax
dlz Le signe -r-r- exprime que Ton a pris le coefficient différends tiel du premier ordre -j- en regardant y seule comme variable,
puis le coefficient différentiel de cette fonction -7- en regar-
dlz dant x seule comme variable. Enfin -j-^ représente le coefficient différentiel du second ordre de la fonction z pris en regardant y seule comme variable.
Nous remarquerons maintenant que les deux coefficients
diz d*z différentiels j-r- et -t-t- sont nécessairement égaux. En effet,
_ (fô —
en revenant ici aux notions présentées dans les n"* 46 et suivants, on reconnaît que 2J est la limite vers laquelle tend
bz __ f(x+lr, y) — /(jf, y) A*~ Xr
lorsque Ajp tend à devenir nulle. De même -= — r- est la
drtfy
limite vers laquelle tend
ftx+àx, y+Ayy-f(x, y +%) /Tx+Ajt, y)— fl j-, y)
iîi.
Ax
lorsque Ax et Ay tendent à devenir nulles. On reconnaît de même que — est la limite vers laquelle tend
* te _ f(xt y + Ay ) — f{ x, y) Ay~ Ay
lorsque Ay tend à devenir nulle , et que * est la limite
«yax
vers laquelle tend
/fr+As,y+ Ay)— /(j h- xc,y) f(x,y+±y) — f(xfy)
_A]e Aj? Ay
tyA*~~ Ai/
lorsque Ax et Ay tendent à devenir nulles. Or, cette dernière quantité ne différant point de la précédente, leurs limites
sont aussi égales entre elles. Donc — ^ = *~-« Ainsi, li1
difdx dxatj
coefficient différentiel du second ordre pris par rapport aux
deux variables x et j/ est identiquement le m A me , soit que
1" kWXÈE. "1
l'on différentie en premier lieu par rapport à a ou par rapport à y. C'est ce qu'on exprime en disant que Tordre des dififérentîations n'influe pas sur les résultats.
H en résulte que l'expression de la différentielle du second ordre de la fonction proposée *, donnée dans le numéro précédent, doit s'écrire
L'opération de la différentiation peut également être
appliquée à cette expression, et pour avoir la différentielle
totale du troisième ordre, il faudra différentier les fonctious
d*z <Pz d%z
-rg, TZjr>'Tï P** raPP°rt à a: et par rapport à y. En ayant
égard à la proposition démontrée dans le numéro précédent, il viendra
Bu Continuant de la môme manière , on trouvera en général
aZm~d& * daf^+dy *^ 1.2 d*»-*dy* *^ ^ dy s
expression dont l'analogie avec celle du développement de la puissance entière d'un binôme est évidente. On pourrait écrire
en se réservant de changer, après le développement , dxn en éT*.
7i. Les cas où il y aurait plus de deux variables indépendantes n'exigent pas de nouvelles considérations. Soit par exemple
Oit Aura pou* la différentielle totale du premier ordre , d'après le n°4i,
, dz i h dz , , dz .
fin diflférentiant cette expression , où dv, dxf dy doivent être
,. , _ dz dz dz
regardes œmme des tacteurs constants, et T*f"r**"T" comme
dv a r titj
des fonctions de trois variables indépendantes i\ x} y, il
Tiendra pour la différentielle totale du second ordre
En général , on peut écrire
'dz , , dz , a dz . \* *dyJ)>
Vdo
fU-
en se réservant de changer après le développement dz? en <Tz.
tl en serait de même si le nombre des variables indépendantes était plus considérable.
Soit en premier lieu comme dans le n° 43, l'équation
f(xfy)=zO,
dans laquelle x est la variable indépendante et y une fonction de x donnée implicitement par cette équation. La question consiste à trouver, sans résoudre l'équation , les expres-
dy d*y d*y sions des coefficients différentiels -t-,t-t>t"t> etc. , de la
dx dx% dx*7 '
fonction y. On a déjà vu dans le numéro cité, que Ton avait,
par une différentiation , l'équation différentielle du premier
ordre
dx + dydx~^ Û0U dx~ df'
dy
Si l'on différentie une seconde fois , en se rappelant que
les fonctions -j->-r- contiennent les deux variables x, y, et
que y doit être regardée comme fonction de x , on trouvera l'équation différentielle du second ordre
dy dx*
,a 41 4l±41(4MWdf *»_„
+ 1dxdy dx + dy*\dx) + dy d**-0'
d'où l'on tire, après avoir mis pour -^- la valeur précédente,
éafi ~
dx*\dtf} à_
dxdy dx dy
tffjdfy
dtf\dx)
Celte expression s'obtiendrait également en \\ ifférenl iant la
valeur de — .
dx
On continuera de la même manière pour former les coefficients différentiels des ordres supérieurs au second.
73. Les mêmes notions conviennent aux cas où il y aurait un plus grand nombre de variables et d'équations proposées. Tout se réduit à appliquer le procédé de la différentiation , afin de former des équations différentielles d'un ordre déplus m plus élevé , et dont on pourra toujours déduire les expressions des coefficients différentiels des fonctions qui ne sont données que d'une manière implicite. Nous considérerons le cas le plus simple après le précédent. Soient les deux équations
dans lesquelles x est la variable indépendante f y et z deux fonctions de cette variable déterminées par ces équations. En les dîfférentiant une première fois, il viendra
df di dF
df dy df &
dp tir dz dx *
dF dp dF dz_ dx* dy dx* dz â*~Vi
équations du premier ordre , d'où Ton déduira par Vélimi-
nation
df dF dF df
dF df df dF
dy
dx dz dx dz
dz
dx dy dx dy
dx
df dF dF df
df dF dF df
dy dz dy dz
dy dz dy dz
En différentiant les équations précédentes, on trquvera ensuite
*L + * *L Êl+»*L * + *L(Èt\\%*L «M*?* dx***dxdy dx* dxdz dx * dy*\dx) *ddydz dx dx*
, *l(dz\\ V*y , rff^f_0 "!" dz*\dx) * dy dx%* dz dx%" *
«PF 2^*F dy + 2-*L *** , ^F/dyy 2 d?F dy dz >' dxdy dx dxdz dx dy*\dxj dydz dx dx
dx
dz'
/<teV , <*F d'y dF <Pz _ \dx) * dy dx'* dz dx*~~ '
équations du second ordre , dont on tirera les expressions
_. d'y ±d'x v . _ . dy . dx%
de j-îj et j-5, après avoir substitué pour -p et — les valeurs
précédentes.
Ces mêmes expressions de -p^ et -r-r peuvent également
ayr axr
être obtenues en différentiant immédiatement les valeurs précédentes de ? et t-.
En continuant de la même manière, on obtiendrait les coefficients différentiels des ordres supérieurs des fonctions y et*.
IX. CHANGEMENT US U VAlUBJ*! INUifENDANTE
11. Nous avons indiqué dans le n« a la nécessité de distinguer dans chaque question les variables indépendantes , c'c
à-dire dont les valeurs sont arbitraires, et les variables fouettons de celles-ci. Ces notions ont été reproduites dans le n° 43. Les opérations analytiques qui constituent le ealoul différentiel sont essentiellement fondées sur la distinction dont il s'agit , qui doit être maintenue dans toute l'étendue de ces équations, puisque les différentiations successives s'opèrent toujours en regardant comme des facteurs ooastants les différentielles des variables indépendantes, tandis que l'on fait varier les différentielles des autres variables. On peut toutefois, en employant certaines transformation!, substituer dans le cours d'un calcul de nouvelles variables indépendantes à celles que l'on avait d'abord choisies.
Pour se former une idée juste des transformations dont il s'agit , on se représentera que la résolution d'une question aurait conduit à une équation telle que
dans laquelle x serait regardée comme la variable indépendante, et y comme fonction de x. Cette équatiop établit une relation entre x, y, et les coefficients différen-
dy d*y d'y
ï?' S**' 7**' ***"' ^ exPnmen* respectivement les
limites des rapports subsistants entre les variations simul-
tanées de x et des fonctions yf -p, -73, etc. On admet
maintenant que x doit cesser d'être prise pour variable indépendante, et que l'pn en prendra une autre désignée par t. Il est entendu par là que x et y deviendront des fonctions de f ; et néanmoins la dépendance établie primitivement entre ces deux variables x et y ne doit pas cesser de subsister. La relation qui liera I aux variables x et y, doit être donnée, soit
par une équation entre * et x, telle que 4> (f, x) = 0> soit par
une équation entre t et y, telle que V(f, y)=0, soit enfin
par une équation entre les trois variables, n (f, x, y) =0.
Cela posé , il est visible que les coefficients différen-
dy d*y <Py tiels -~, -r*î, -r^j etc., qui entrent dans l'équation F=0,
doivent être remplacés par d'autres coefficients différentiels de la fonction y pris par rapport à t. Il s'agit d'opérer ce changement en conservant la dépendance de y à x. On y parviendra en remarquant simplement que quand x est fonction de I, et y fonction de xy on a, d'après la règle du n° U.
dy^dydx dt" dx dt9
d'où Ton tire
dy
dx~ dx' dt
expression qui doit être mise à la place de ~- dans l'équation F = 0.
Cette première expression donne immédiatement celle des coefficients différentiels des ordres supérieurs. Car en différentiant les deux membres de l'équation précédente par rapport à t, et par conséquent regardant dt comme constante, il vient
dx^V_dy <Px
<Py dx _ dt dt* dt dt* dx* dt" /dx\* '
ou bien
Ju
TA
tt.t tl |
dt M-
Oq déduira de même de cette expression, en différentiant par rapport a t et divisant par — ,
<i*it_\di) di* dt
/d*x\'_dx du \dt*} dl dt
rt ainsi de suite.
7.>T Lorsque ces valeurs auront été substituées dans l'équation F = 0, cette équation contiendra x7 yr et leurs coefficients différentiels pris par rapport à t. Si Ton a donné une équation 4>{<,ar) = 0, entre t et x3 on pou n'a remplacer, dans l'équation F = 0, t et ses coefficients différentiels par leurs valeurs déduites de l'équation * (f , x) = 0, conformément à ce qu'on a vu n* 7$. Mors r aura disparu , et l'équation F=0 ne contiendra que *, y, -r » ??i tt > «•&. Si l'on 4 '*' di7 dt- de
* donné une équation * (f , y) = 0 entre t et y, on pourra de nrème faire disparaître y et les coefficients différentiels de y,
en sorte que l'équation F = 0 oe contiendra que fv£, —,
T^j-nr, etc. Enfin si Ton a donné une équation entre
les trois variables, U (f, x, y) =0, on pourra faire disparaître à volonté j ou j/, puisque cette équation et ses différentielles successives prises par rapport ù f (en regaxdim j et y comme fonctions de *), donneront les valeurs de
X'Jt'liï' etC'' m fo^ion de y, ^, -£ , etc., et réciproquement.
76. Si la relation établie entre I et les autres variables con-
doc d*X
sistait dans l'équation x = I, on aurait — = 1 , — = 0 ,
^-g- = 0 , etc. , et les formules du n° 74 se réduiraient, comme
cela doit être à^-^ *y_^ *ï_£» etc céladon être, a <te-df, ^--jp, ^-^.etc
Si la relation dont il s'agit consistait dans l'équation y = / ,
. dy d*y èPy „
on aurait -=7 = 1, -^ = 0, tt = 0, etc., et ces mêmes for-
dt ' dp dt* ' *
mples deviendront (en écrivant y ai| lieu de I) ,
dx^
dy
Les formules précédentes conduisent immédiatement
à IWpfpssian de la différentielle des fonctions inverses
■ : iv ;J3).
LquatioN
w = tr donne -J- — — «
nt regardée comme la variable indépendante. Si l'on
vtur maintenant que y soit la variable indépendante, on
nuiplaeera ~ par -j- , te qui donnera
«fc
hIiil. en mettant pour j" sa valeur en y , qui est *",
rf.e*
L'équation
y & sin-a donne -^ = cps, ^ »
J était regardée comme la variable indépendante* Si la va-
n*Wé indépendante doit être y, on écrira
1 dx i
j- = C09*,T t OU -j- — ,
dx an CM..T
c'est-à-dire , en mettant pour # sa valeur are sin.y,
darcsin*j_ t
rftf ?i— tf»'
L'équation
y = tufr* donne % = ■£&'
Donc
1 _ 1 dr-/lAB. .„ rf.arctang.y_ 1
dy
78. Les mêmes considérations s'appliquent aux cas où le nombre des variables est plus considérable. Si Ton avait, par exemple , l'équation
F("'*'*âf' al' etc-> z>% è> etc-)=0'
dans laquelle v et x désignent les deux variables indépendantes, y et x deux fonctions de ces variables , et qu'on voulût ensuite prendre pour variables indépendantes $ et f , on remarquerait que v et x devenant fonctions de s et f, tandis que y et x ne cessent point d'être fonctions de v et x , on a
dy __ dy dv dy dx dy _ dy dv dy dx m
ds~ do rfs + dx ds* dt ~~ do dt dx dt '
d'où l'on déduit par l'élimination
dy dx dydx dy_dv dy do
dy _ dt ds ds dt dy__ ds dt" dt ds
rfy~~_c«_ dx çfo* dx~~ dx dv dx do*
ds dt dt ds rfsrfr dt ds
dz dx „.
On obtiendrait des expressions semblables pour — et — . Si
dy dy l'on différentie les deux expressions précédentes de -^ et -j-
rapport a s et l . on aura trois équations d'où I on pourra tirer les expressions des trois coefficients différentiels du second 4^ d*y d-tj
dv>
«mire
et ainsi des autres coefficients diffé-
ds- dxdv
retitiek il serait superflu de continuer plus loin la recherche de ces forai nies générales, parce qu'il convient mieux d'opéra dans les applications sur les expressions analytiques qui * présentent.
T9. Le changement des variables indépendantes a principdemeni lieu dans la géométrie, lorsqu'on veut passer d'un fjiième de coordonnées à un autre. Admettons, par exemple, fK dans l'équation
*(*'»>%' 3-etc-)=°>
• Il y représentait deux coordonnées vpt mp (fig. 23) comptées sur deux axes rectangulaires, et qu'on veuille remplace j par l'angle w formé par le rayon vecteur oro avec IW des x. On aura donc
Ling.i
Cette équation, étant différent iée plusieurs fois de suite par fapporl àut dont y et x sont fonctions, donnera des équa-
djC il' l
foc* dont on tirera les valeurs de —, -7-7, etc. , qui de-
dti> atii
ïmot être substituées dans les formules du n° 74. Les valeurs
«te coefficients différentiels ~ , -hL etc. , représentées par ds qjt*
ce* formules étant substituées dans l'équation F = 0 , cette
du d*ii rçuation sera entre w,if,-p, -— , etc.
a tu aw
Si l'on veut ohanger entièrement le système des coordonnées , en introduisant à la place de y la longueur du rayon vecteur om , que nous désignerons par p, on poserait après l'équation précédente
y — psin.ci>,
61 dffiéTetitteflt cette équation plusieurs fois de suite par
rapport à <*, p étant regardée comme variable, on obtien-
dv rf*u drait des équations dont on tirerait les valeurs de -£-, -A
étaè, qui devraient dire instituées dans l'équation proposée,
dp d*p qui sera alors entre o>, p, -f- , -—- , etc.
Mais dans ce dernier Cas il eût été plus simple de poser immédiatement
x = p cos. a) , y = p sin. «*> ,
et dé déduire de m dernières équations les Valeurs de
dx éPx du d*v . ,
— , -t-t , etc. , et -—- , -j-^. etc. Ces valeurs étant substituées aw aw" aw aw*
dans les formules du n* *74, on obtiendrait ainsi les valeurs de -j^> -r^, etc«, eii w> p, -jS -j?> etc. > qui devraient être substituées dans l'équation proposée.
X. EXPRESSION GBN&lÀLË Dtî DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION SOTA5T LB9 PUISSANCES ENTIÈRES fJB LA VARIABtB* THfoftfalB DE TATLOR.
80. La considération des coefficients différentiels ou des fonctions dérivées des divers ordres, donne les moyens de
développer une fonction quelconque en une série infinie ordonnée par rapport mn puissances entières de la variable* Soit la fonction proposée
En revenant aut notions présentées dans l'article VI , et continuant le tableau du n" 50, on en déduira par de simples! substitutions, pour les râleurs correspondantes de x et y ,
* "y =y x+31i\=y+3ty+3A«0+A*0
x+iùx
y.=y+ nAy+g^ A«y+ *^*M> A'y+....+A>
L'expression de yn est indépendante de la nature de la fonction : elle peut toujours être formée tant que cette fonction ne prend point des valeurs infinies dans l'intervalle des valeurs x et x + *A* de la variable. Ainsi nous pouvons
écrire
ou bien encore
Cstte équation subsiste, quelle que soit la grandeur attribuée
à intervalle constant Aar, et que* que soit le nombne n. Admettons que l'intervalle nkr (qui sépare les valeurs dé a? auxquelles répondent les valeurs y et i/„ de la fonction ) demeurant constant , on fasse diminuer indéfiniment àjc , et augmenter indéfiniment le nombre n dans la môme proportion. L'équation précédente ne cessera pas de subsister, et l'on peut espérer d'avoir encore un résultat exact en remplaçant chaque terme par la limite vers laquelle il tend lorsque Ax tend à devenir nulle. Or, il est visible que la limite
commune des fractions 1 ,1 — — -, etc. , est l'unité , et
Ai/ A'tf A'v
que les limites des rapports — , ■— ^, —~, etc., sont les
coefficients différentiels Ou fonctions dérivées -~- , -j~, -r-^,
dx dx* dbc%
etc. Donc en faisant pour abréger nAx = A, on voit que
l'équation
conduit à la suivante
*r . m.\ . u dy , à* d*y , A8 d*y , hk dky
que Ton écrit souvent d'après Lagrange
f(x+h)=f(x)+hf'(x)+£nx)+^r(*)+ âsi^w+etc.
en employant pour les coefficients différentiels ou fonctions dérivées la notation proposée par ce grand géomètre. Cette expression remarquable, appelée théorème ou formule de Taylor, du nom de son auteur, dpit être regardée comme
l'élément principal du calcul différentiel et de ses appfica- ' tions. Pour rendre rigoureuse l'analyse précédente, qui du reste a toute ta généralité possible, il aurait fallu examiner de plus près ce qui arrive quand on passe à la limite en faisant Ax nulle et n infini. Mais nous donnerons dans les numérus suivants (nM 84 à 87 ) une autre démonstration (et celle-là complète au moins pour le cas de a:, h, f(x) et f[x + h) réelles) de la formule de Taylor, en cherchant ce qu'il faut ajouter aux p premiers termes de la série placée au second membre pour avoir la valeur exacte du premier membre f[ x +fc). En attendant admettons cette formule comme vraie, et ajoutons quelques remarques.
81. En faisant x=0 dans la formule de Taylor, et désignant par y0, -~ , j~ , etc., les valeurs particulières et con-
dy d*y Nantes que prennent alors les fonctions y, -~-y j^, etc., il vient
AW-tfc+A ^ + 2 ^ + 2,3 ^ + 2.3.Û daï +eXC' • ou , en mettant x au lieu de h,
r^yo+v-dx + 2Ë« + r3S + 2i:4S + etc;
Cette dernière formule est connue sous le nom de série de Maclaurin. Quand on emploie la notation de Lagrange, on écrit
f(*)=f(o)+xno)+ f rw+ Ê ho)+ 2^ rw+etc.
En remplaçant x par a et h par x — a dans la formule du n° 80, on trouve encore
Ces formules et celle du û* 80 dont eHes tout déduites servent à développer une fonction suivant les puissances entières de la variable x>x — a, ou A. En général , la série se prolonge à l'infini. Les fonctions algébriques entières composées de termes de la forme § ar*, m étant un nombre entier positif, produisent seules des suites finies , les coefficients différentiels de far y d'un ordre supérieur à m, étant nuls comme on Ta remarqué n# 56. n est d'ailleurs évident que si les dévelbppements de f(x -f A) et de f(x) ne renferment qu'un nombre limité de termes, ils se réduisent alors à des polytoomes entiers. Si , par exemple, les dérivées f m+l(0), f+'fe) , etc. , soet toutes nulles, 0 reste simplement
t{i) £ f(0) + ir (0) + + ^£^ f* (0) ,
en sorte que f(x) est, dans cette hypothèse, une fonction atfeébricjtië entière du ribgtë H.
L'équation
R^JW + aflM + e*.
est bien facile à établir par la méthode des coefficients ihriéterminés, lorsque l'on sait, à priori, que la fonction f[x) est développable en une série de la forme A-f Bar+-C*l + Dx* + etc. Posons en effet
(1) /p(*)=A+te + tel + D*»+.
Pour déterminer les constantes inconhues A>B> C,D,.... on prendra \è$ dérivées successives de l'équation (l), ce qui donnera
H*)=ac+2.3i>» + .....
et en faisant ensuite x = 0, oo aura
Ai résulte l'équation qu'il fallait démontrer,
Qd arrivera de Ja même manière à la série de Taylor, eu posant
et en diflerenliaiit plusieurs fois de suite par rapport à A, ce
qui donne
^^=« + iaM4 .
Faisons * + A=«, d'où ^(z + A)=fln): par le principe
des fonctions de fonctions , il vient
on trouve semblablement ,
et ainsi de suite, de sorte que, pour h = 0, les dérivées «woessives
4/U + AJ J/Cr+AJ
wnt respectivement égales à
fC*K rw, etc.
En jusant donc A = 0 dans les équations (î), (3), (*),**„
on obtiendra
A= fix), B = f'{x), C = £^ , etc. C. 0. F. D.
On remarquera en passant que les deux dérivées
df(x+h) df(x+h) dx ' dh
ont pour expression commune f{u), et sont par suite égales entre elles, et qu'il en est de même des dérivées des ordres supérieurs , en sorte que
dnf(x+h) _ dnf(x+h) dx* dtin
83. Rien ne déterminant dans les formules du n° 81 la valeur de x , ni la valeur de h dans la formule du n° 80, la fonction y se trouve exprimée dans toute son étendue, ce qui est très-remarqùable , au moyen de la valeur de cette fonction et des valeurs de ses coefficients différentiels des divers ordres qui répondent à une seule valeur de x. Ainsi donner les valeurs de la fonction et des coefficients différentiels pour une seule valeur de la variable , équivaut en général à donner la fonction elle-même. Mais il importe d'observer que chacune de ces séries ne peut être égale à la fonction correspondante fi*] ou f(x-\-h), et même n'a de sens, qu'autant qu'elle est convergente, c'est-à-dire qu'autant que les valeurs obtenues, en prenant un nombre de termes de plus en plus grand, s'approchent de plus en plus d'une certaine limite; ou, ce qui est la même chose, qu'autant que l'on peut assigner deux limites aussi resserrées qu'on le veut, entre lesquelles la valeur obtenue se trouvera toujours comprise, quelque grand que soit le nombre des termes que l'on ajoute. Dans quelques cas, la convergence d'une série est manifeste; par exemple.
lorsque les tenues diminuent progressivement à partir du premier* et sont alternativement positifs et négatifs, les résultats donnent évidemment des nombres qui diffèrent de moins en moins, et convergent vers un nombre intermédiaire, Lorsque les termes sont de même signe , la série est convergente si tous sont moindres que les termes correspondants d'une progression géométrique dont la raison est plus petite que l'unité. Au contraire elle est divergente, si tous les termes sont plus grands que ceux d'une progression géométrique dont la raison est l'unité, ou plus grande que l'unité. En général, un aampn spécial est nécessaire pour s'assurer si une série est i>u non convergente.
U> Pour résoudre cett<' question en ce qui concerne la série de Taylor dans le cas ordinaire de quantités réelles auquH tous les autres peuvent se ramener, et aussi pour trouver avec quel degré d'approximation la somme des p premiers taOQM de cette série peut fournir la valeur de f\x-\-h) , cherchons I expression du complément ou reste qu'on devrait ajouter à 1a somme indiquée pour avoir f(x -f- h) exactement. Essayons d'assigner deux limites entre lesquelles ce reste soit compris.
On parvient, au moyen d'un lemnie très-simple, à déterminer les limites dont il s'agit. Soit une fonction quelconque ?( À) dont la valeur soit nulle quand la variable A=^0 : on peut affirmer que si depuis h =0 jusqu'à une dernière valeur positive À,
le coefficient différentiel
dh
est constamment positif ou
constamment négatif, et ne devient pm infini, la valeur de <p(A) sera positive ou négative, c'est-à-dire du même signe que le
coefficient différentiel fcn effet, tant que
dh
est positif et
liriL la fonction cfûlî positivement mesure que h augmentent bnqn'il eri négatif et Hni, cette même fonction croit négatt-
veinent. Mais cette proposition ne subsisterait phis dans les
«as où le coefficient différentiel deviendrait infini une ou phi-
sieurs fois dans l'intervalle de 0 à h.
Cela posé, comparons f(x+h) au premier terme f{x),
puis à ta somma des deux , des trois, enfin des p. premiers
h* termes de la Sjérie A^J+VW+f A*) +e*c«» e* Vwx $&*
tes idées, supposons h positive et variable à volonté depuis 0 jusqu'à une dernière valeur h. Ne prenant d'abord que le premier terne f(x) , écrivons
U étant une quantité inconnue, qui, lorsque h tend à devenir
d.f(x) nulle, tend à devenir égale à " . La question consiste à
déterminer deux limitas P, Q entre lesquelles k quantité o se trouve copipràei et qui soient teUes que l'on ait, quelle que *wt*>
/(* + A)<f(a;)+AQ< ou bien
fl* + A) — f{x) — AP>0 f(* + A)-ftr)-AQ<0.
Mais d'après le leoupe précédent , la première de ces fonctions (dont la valeur est nulle lorsque A = 0) sera positive, et la seconde sera négative, si leurs coefficients différentiels pris par rapport à h sont puMttémes positifs ou négatife, et ne deviennent point infinis , depuis k = 0 jusqu'à h = h-, c'està-dire si Ton a
SI
à cette condition y ^ prenant pour F la phi* petite de
toutes les valeurs que pregd la fraction ,^ depuis
* = 0 jusqu'à A = A ; 2° eq preuaçt pour Q la plus grande des valeurs que prend la mên^ fonction dans le même intervalle.
Admettons maintenant que l'on prenne les deux premiers
d.flx) termes f[x) + k y ' du développement. On déterminera
les limites du reste de la série en assignant les valeurs de P çt Q, de manière que Ton ait, quelle que soit h,
ou bien
«*+A)_fl,)-A^--Çp>0 «*+/>)- ^-a^- Çq<o.
Les premiers membres sont nuls pour fc=0: donc, d'après le lemme déjà cité, les conditions que je viens décrire seront satisfaites si le coefficient différentiel de la première fonction est positif dans Intervalle de 0 £ 4, et ai le coefficient différentiel de la seconde est négatif dans ce même intervalle, c'est-àdire si Ton a
ah dx
(Lf(x+h) <Lf(x)
— rfS~+^5 — *Q<0-
Mais ces conditions seront elles-mêmes satisfaites si, différentiant de nouveau par rapport à h , on pose
Donc on doit prendre ici respectivement pour P et Q la plus petite et }a plus grande des valeurs qui peuvent appartenir au
coefficient différentiel du second ordre ,.T , dans Finan2
tervalle de 0 à fc.
Supposons encore que prenant les trois premiers ternies
f (x) + h -^r— + -5- / 1 du développement, on veuille
assigner les limites du reste. Il s'agira donc de déterminer P et Q de manière que l'on ait
Or ces conditions seront satisfaites si l'on a
<Lf(x+h) a\f(x) h*.f(x) ft'p>0 dh dx dx* 2
dh dx dx* 2
Ces dernières le seront elle-mémes si Ton a
c'est-à-dire si Ton prend pour P ia plus petite , et pour Q la
plus grande des valeurs qu'affectera la fonction wjLa — dans l'intervalle de 0 à A,
En continuant de la même manière , on voit que tant que les coefficients différentiels ne deviennent point infinis , on peut développer une fonction par la série de Taylor, et sVfêler à un terme quelconque, en fixant les limites de la valeur do reste que Ton néglige. Nous remarquerons d'ailleurs que les
coefficientsdifférentieis
poÎDt de
dk
dx ' dx* >™*"~~ du ' dut si u se x -f- A. On est donc assuré que la valeur de la série est toujours comprise entre celles des deux expressions suivantes :
,.*fW , ^dKf(s) »■ dKf(w)
P tin désignant respectivement la plus petite et la plus grande vite que pâme prendre le eœfficieni dilîcrcntiel
lentes les valeur* de \a variable comprises entra r el r -|- h*
Il est visible, cyprès ce qui précède, que l'on aura
toujours la valeur exacte de f[x + h) eu prenant pour dernier
HP terme le produit de par un certain facteur compris
entre P et Q, c'est-à-dire par une quantité comprise entre la
dp-, f[x\ plus grande et la plus petite des valeurs de la fonction *'x
qui ont lieu dans l'intervalle de x à x + *• Si cette fonction est continue, le facteur dont nous parlons sera évidemment une des valeurs qu'elle prend (Japs }'i#^rv^lte iA$^£ C'est ce qu'oui exprime en écrivant
fr est ici un nombre inconnu compris entre 0 et l'unité
Jusqu'ici nous avous supposé h positive; mais «ne analyse tou,tç #D&blable, appliquée au cas de A néf«twt> conduirait, après <te$ changement* de détail, préôsérncat à ta même formule. Le cas cfe & négative se ramène d'ailleurs à celui de k positive, en posant h= — i, a?= — y, f(x)=F(y), d'où f(x)daf=V(y)dy = -F(y)dx9 F(y)=-f{x) et généralement F»(y)=( — l)V*(a?). De là on conclut sans peine en développant F (y -fi), c'est-à-dire f(x + h), suivant les puissances de k, l'entière généralité de la fonnule que nous venons d'obtenir.
Quelques géomètres écrivent encore le dernier terme de cette manière ,
h* d*.((x.....x+h) 2.3./i.....fi dxV-
afin d'indiquer que l'on doit mettre pour x dans ce terme, sous le signe de la fonction, une des valeurs de la variable comprises entre x et x •+• A. Cette valeur est inconnue; mais
on sait que l'on a une limite supérieure des valeurs de /{«+ h)
en mettant celle qui rend *'\ ' le plus grand possible , et ax*"
une limite inférieure de f[x -f- h) en mettant celle qui rend -T£- le moindre possible. Il est évident d'ailleurs que si la
* . d^.flx)
ronchon ; est constamment croissante ou constamment axr
décroissante depuis oç~x jusqu'à x=x-\-h, les limites dopt il s'agit seront données par les valeurs * ^ qui répondent
ixz=xelkx=x+h.
86. On peut, comme dans le n° 81, faire x = 0 dans l£ formule précédente, puis écrire x au lieu de h, ce qui donnera
/';=fio)W(o)+Çno)+gno)+ + ï£j^wm,
* désignant toujours un nombre dont la valeur n'est pas déterminée, mais se trouve comprise entra 0 et l'unité. On obtiendra deux limites entre lesquelles la valeur de {(x) sera nécessairement comprise, en mettant dans le dernier terme» pour f*(tx), la plus petite et la plus grande valeur que prenne ce coefficient différentiel dans l'intervalle de 0 à x.
#7. Au moyen de l'expression du reste de la série de Taylor, que nous venons de donner et qui est due à Lagrange, la solution des questions relatives à la convergence et à la somme de cette série devient plus facile. En effet, la série est nécessairement convergente, et a pour somme f[x-\- h) , si la valeur du
.* . • h* d*.fix + *h) . . A f
terme complémentaire -— — ^— r devient plus
jl dx* r
petite que toute grandeur donnée lorsque le nombre yaugmente indéfiniment. On trouvera plus loin, § XI, l'application de ce principe général à des exemples choisis.
Des cas où, pour certaines valeurs particulières de la variable , la série de Taylor ne donne point le développement de la fonction.
88. L'existence de la série de Taylor suppose que la fonction y = f[x), et ses coefficients différentiels f[x), f{x), etc., ne deviennent pas infinis pour la valeur de x à partir de laquelle l'accroissement désigné par h est compté. Si le contraire a lieu , la série sera en défaut Soit par exemple la fonc-
tion f(x) de la forme - — ^-r-, m désignant un nombre po-
sitif , et F(x) une fonction de x qui ne devient pas nulle ni infinie lorsque x=:a. Si, conformément aux règles précé-
FYt -X- K\
dentés, on développe ; — : . \ en une série ordonnée
rr (x + k — a)m
suivant les puissances entièresde h, tous les termes deviendront infinis lorsqu'on y fera x=a. Cependant la fonction a alors
une valeur déterminée qui est [ /f . Mais comme le dé-
veloppement de cette valeur suivant les puissances de h doit nécessairement présenter des puissances négatives de cette quantité, il ne peut plus être donné par la série de Taylor.
89. Soit encore la fonction log.a?. Tous les termes du développement de log.(ar + h) deviennent infinis lorsqu'on y fait x = 0. Cependant la fonction présente alors une valeur déterminée, qui est log. A; mais cette valeur ne peut être représentée par une série ordonnée suivant les puissances entières de h> puisque log. h = — - lorsque h = 0.
90. La série de Taylor donne naturellement des résultats indéterminés, lorsque la fonction proposée f(x) contenant des radicaux, la valeur particulière attribuée à x fait disparaître ces radicaux dans la fonction et dans ses coefficients diffe-
renliels. Pour en concevoir la raison , il faut remarquer qu'un radical de la forme ^(x — af, p et q désignant des nombres entiers, qui fait partie de la fonction f[x), donne à cette fonction autant de valeurs différentes réelles ou imaginaires qu'il se trouve d'unités dans le nombre q. Gomme ce même radical se reproduit dans les coefficients différentiels de la fonction, ces coefficients présentent eux-mêmes, comme cela doit être, un nombre q de valeurs. Ainsi il y a, à proprement parler, autant de développements particuliers et différents les uns des autres que le radical dont il s'agit présente de valeurs. Mais si Ton donne à x la valeur particulière a, le radical disparaît de tous les termes de la série, tandis qu'il subsiste toujours dans la fonction, où il est devenu yl*. Donc la série ne peut plus alors représenter la fonction, puisque celle-ci a plusieurs valeurs, tandis que la série n'en aurait qu'une. L'analyse résout cette contradiction en donnant des valeurs infinies aux termes de la série, qui ne représente plus alors de résultat déterminé. Le développement de f[x) doit, dans le cas dont nous nous
p occupons, contenir des termes affectés de hq. On connaîtra
ce développement en faisant dans la fonction proposée x = a + h, et développant f(a + h). Les puissances fractionnaires de h paraîtront dans ce dernier développement. 94. Soit, par exemple
f{x) = 2ar — x* + a^x*—a* 9
qui donne
ax v xi — ai
or1
Avt — " ' , "»
** jx*-a*
etc.
En faisant x = a, on a f[x) = a*, et les coefficients différentiels de tous les ordres sont infinis. Cette circonstance indique que le développement de f[x -+- A) doit ici contenir des puissances fractionnaires de A lorsque x=a. La fonction devient alors en effet
f(a+h) = a*—ht+a\fh ^/2Ô+/Tf
dont le développement suivant les puissances de A contiendra
les termes A% A*, A% etc.
9f . On doit remarquer d'ailleurs qu'un radical contenu dans la fonction f[x) peut disparaître de deux manières différentes lorsqu'on attribue une valeur particulière à la variable xf savoir : 1° parce que la quantité contenue sous le radical deviendrait nulle; 2» parce qu'un facteur dont ce radical serait affecté deviendrait nul. Dans le premier cas le développement déduit de la série de Taylor ne peut jamais convenir à la fonction f(x -(- A) pour la valeur particulière de x dont il s'agit, par la raison indiquée n° 90. Mais il n'en est pas de même dans le second cas, parce que le facteur dont le radical est affecté, et qui devient nul dans la fonction, peut cesser d'affecter ce radical dans les coefficients différentiels des ordres supérieurs, en sorte qu'il ne disparaîtrait pas , et que la série présenterait en conséquence le nombre de valeurs nécessaire. Cette série convient donc aux cas dont il s'agit, et donne une valeur déterminée.
Si par exemple la fonction proposée était
f(x) = (x — ay* ^x — 6 ; m étant un nombre entier positif, on trouverait
Chaque dlfférentiation fait disparaître dans le premier terme oo des facteurs de (# — a }*. Après an nombre m de difféitotiations ces facteurs auront entièrement disparu, et par conséquent la supposition x = a, en rendant nuls tous les coefficients différentiels des m premiers ordres > laissera subr te radical \fï — b dans tous les autres.
Pofeitri des quantités qui se présentent mus ta forme indéterminée -.
94 Les notions précédentes s'appliquent directement a la fBcWhe de la valeur des fractions , telles que
qui, pour une certaine valeur m = & de la variable f se réduisent à l'expression indéterminée -.
La valeur x = a étant supposée réduire à zéro les deux tenues /"jxj et F(#), demander La valeur de la fraction dans te cas, c'est évidemment demander la limite dont s'approche
indéfiniment le rapport ~-L lorsque x tend à devenir égale
t « Or, tant que la variable x demeure indéterminée , on
peut toujours, en développant les deux fonctions par le théorème de Taylor, poser l'équation
f(x+h) _ f{x) + W + T f"{x) + Û r{x) + etc" F{x+h) ¥(x) + h¥'(x) + h~ F"(*)+ ~ JT(x) + etc.
Supposons d'abord que les deux développements ne tombent point, lorsqu'on donne à or la valeur particulière a, dans les cas d'exception considérés dans les n°* 88 et suivants. On aura évidemment la valeur demandée en faisant d'abord x = a9 puis en examinant vers quelle limite tend le second membre lorsque h tend à devenir égale à zéro. Or, puisque f(a) et F (a) sont nulles par hypothèse, cette limite est évidemment
c'est-à-dire le quotient des coefficients différentiels ou des fonctions dérivées du premier ordre des fonctions f(x) et F(x), dans lesquelles on a fait x = a.
Si la valeur x = a faisait aussi évanouir ces deux coefficients différentiels du premier ordre, on trouverait alors de la même manière
Cftî
pour la valeur demandée. Et ainsi de suite en prenant toujours pour la valeur de la fraction proposée le quotient des deux premiers coefficients différentiels que la valeur ar= a ne rend pas nuls en même temps.
. Mais si le premier coefficient différentiel , qui ne s'évanouit
pas au numérateur, n'était pas du môme ordre que le premier coefficient différentiel qui ne &* évanouit pas au dénominateur,
ilesl visible que la valeur demandée sentit 0 ou -t c'est-à-dire
nulle ou infiniment grande, suivant que le nombre des tenues qui disparaissent au numérateur est plus grand ou moindre que le nombre des termes qui disparaissent au dénomina-
'rur.
I& Si Ton admet maintenant que les deux fonctions f\x) f t F j|, ou seulement Tune d'entre elles, ne puissent pas se développer suivant les puissances entières de h lorsqu'on dunoe k x la valeur particulière a, conformément à ce qu'on
I vu dans les n°* 88 et suivants , la règle précédente ne pourra plu* s appliquer. Il faudra alors, pour connaître la valeur de
la fraction ^-4, développer les deux termes de la fraction
jr ■ en deux séries qui contiendront des puissances né*
l ou fractionnaires de h7 puis faire A = 0, après avoir supprimé le facteur commun au numérateur et au dénominateur.
BR. Soit par exemple la traction
d<mt on demande la valeur lorsque jt^L Le rapport des
rodFitienls différentiels du premier ordre des deux ternies est
et en luisant «sst, on trouve n. En effet la fraction propo-
sée représente la somme des termes de 1* progression géométrique x+at? +** + ••••+ x\ Soft encore la fraction
qui est le coefficient différentiel du premier ordre de la précédente, et qui représente par conséquent la somme des termes de h série i +&r-|-3<r1 + .... -f- fia:***1. Le rapport des coefficients différentiels des deux termes est
et comme il devient - quand on fait ar = l , on prendra le rapport des coefficients différentiels du second ordre, qui est
et en faisant x = 4 on trouve ' 7" ' pour la valeur demandée.
Si la fraction proposée est
qi+«)
fi désignant un nombre positif, on a pour le rapport des coefficients différentiels des deux termes
— Wl —
Aùsi la valeur de cette fraction, correspondante & *=(), «t 5, Hu 0 suivant que l'exposant n est > I , = j , 0u < 1
1 en est de même à l'égard des fractions ^L et ^
» teignant toujours un nombre positif. Quant à la fraction
t—cos. a
—p — , U faut passer aux coefficients diffé^ntiels du se-
cond ordre, ce qui donne
cos. x
n{n—i)x*-*' Ainsi la valeur de
«te dernière fraction correspondante à *=o est -, i ou 0 ««art que l'exposant «est >S,=4, 0ll <2. 0n y0itm là qu** étant plus petite que toute grandeur donnée, ou infiniment petite, i_cos.* est infiniment petit par rapport à «ouàsin.x.
Mais si l'on proposait une fraction telle que
et qu'on demandât sa valeur dans le cas où *=« , comme le
numérateur et le dénominateur ne peuvent pas se développer
«mant les puissances entières de h lorsqu'on y met a + A à
M'Iure de* [leurs coefficients différentiels devenant infinis <«q»on y fait x = a)f ;, feudrait> ^^ ^ ft ^ ^ ^
****=«+*, ce qui donne
v'âô+ï". v'S '
« en développant suivant les puissances de A, puis suppri-
tnant le facteur \/* commun aux deux termes de la fraction. il vient
-etc.
fîâ+
=— etc.
On trouve donc , en faisant h = 0, pour la valeur demandée,
On se rend compte facilement de ces résultats par la
géométrie. La fraction proposée étant çpr, soient Hn et MN
(fig. 24) les courbes dont les ordonnées sont respectivement représentées par f[x) et F (a?). Cette fraction exprime la
Pn valeur du rapport — des ordonnées des deux courbes qui
correspondent à une même valeur OP de l'abscisse x; et puisque les fonctions f[x) et F(x) deviennent nulles lorsque # = a, il s'ensuit nécessairement que les deux courbes se rencontrent en un même point de l'axe des x situé à la distance OM = a de l'origine. Demander la valeur de la fraction
^— lorsque x=a, c'est donc demander la limite vers la-
quelle tend le rapport des deux ordonnées Pn, PN lorsque la distance MP tend à devenir nulle. Or, cette limite est évidemment le rapport des deux tangentes trigonométriques des angles formés avec Taxe des x par les tangentes menées aux
deux courbes au point M , c'est-à-dire ^7-f
Si les deux coefficients différentiels f(x) et F(x) étaient nuls pour la valeur x = as les deux courbes auraient alors m point M Taxe des x pour tangente commune. La limite
du rapport des ordonnées serait donnée par la valeur ~^ ,
m le coefficient différentiel du second ordre est alors proportionnel, ainsi qu'on le verra dans la suite 9 à l'intervalle dont la courbe s'éloigne de Taxe des x» lorsqu'on s'avance sur cet axe à une distance infiniment petite du point de contact
Zlt DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS SIMPLES D*UTtB VARUBLE.
iu Fonction *™\
99* L'expression des coefficients différentiels des divers nrtlres de la fonction xm a été donnée n* 54. On a généralement
H ca résulte que l'expression de (x + fc)m, en tenant compte du reste de la série conformément à ce qu'on a vu n" 8ft, est
(3+A)"=a^+wi^-,/t+^^^^^,ft,+
G désignant toujours un nombre ( «mipris entre zéro et l'unité. Nous admettrons dans ce qui va suivre que la valeur de x nirjwla oaBp de h, et que m et h sont positives, oit plutôt sont de mémo BJgne : si ces deux quantités étaient de signée
- iO» —
opposés, et si en môme temps la valoir numérique 4e h était plus petite que celle de a , le théorème auquel naos arriverons subsisterait encore, mait il exigerait une démonstration particuliers. Les deux limites de la valeur du facteur (x + *h)m-* sont évidemment aP~* et {x + *)*~*, en sorte que la valeur du développement est comprise entre les valeurs qui correspondent à ces deux limites; et on peut prouver que le reste de la série se réduit à séro pour [i=cp. Car, en prenant un tanne de plus, les deux limites du tenue qui représente ce reste seront égales aux limites précédentes multipliées respectivement par les rapports
dont la valeur sera toujours plus petite qqp l'unité, pour des
valeurs de (& très-graades, si - est lui-même plus petit que
l'unité. Ces deux limites diminuent ainsi indéfiniment lorsque p. augmente, et il est aisé de voir qu'elles se réduisent à zéro, ainsi que le reste de la série, lorsque n=oo. La série infinie xm + etc., est donc convergente et égale à (*+*)•*. Mais elle finirait par être divetgçnie, quoiqu'elle pût être convergente dans les premiers termes, si - était > 1.
On a, conformément aux n™ 19 et
les signes supérieur et inférieur ayant lieu respectivement tmque îi est impair ou pair. Par conséquent , d après le r &5, la valeur de log. (x *f A) est exprimée par
l^+*) = log.x+log.,(|-^ + ^-.....±R^)
Le reste de la série se réduira à 0 pour ji = oo , pourvu que le rapport - ne surpasse pas l'unité. On s'en convaincra M observant que les limites de ce reste sont égales aux fac-
ÏÉ" {x~+ltfL multiPHés Par ±loS* §> ioutefàs odfl suppose que le rapport - est positif : s'il était négatif,
il faudrait une autre démonstration que nous ne donnerons pas ici, Nous supposons le logarithme pris dans un système quelconque, SU est pris dans le système dont la base est e, on feralog*e=^f.
tours — - et
402. Si l'on fait x = 4 , et si l'on écrit ensuite x à la place de h, la formule précédente donne
et si le logarithme est népérien, on a simplement
4i+*) = *--lr+3-T+ ±-(ï?<^.
Les séries sont convergentes lorsque x est compris entre -f ! et — 1.
En faisant a? = 4 la dernière équation donne
/2=4-â + |-|+|-etc-
et en faisant x = — 1 ,
'°=-5=-(1+§+i+à+et4
Ainsi la suite 4 + 5 + ^ + 7+ etc* > n>est P^ converse 3 4
gente.
Si l'on ajoute entre elles les deux équations suivantes
log-(i+aO=log.e(a;— *£ + y - j + etc.) -log.(l-x) = log.e^+y + y + y + etc)t il viendra
— io;> —
W Nous indiquerons succinctement la manière dont on a effectué le calcul des logarithmes* La série qui donne \%. I 4- x] • lorsqu'on y fait x = y — 1 , devient
hM=i<*f[ir - i - l (y - !)■+ 1 & - U* - 1 <!/-l)4+ eto,] ;
*t si le logarithme était népérien p cas dans lequel nous le topons simplement par la lettre f , on aurait
* = ir-i-|Qf-i)l+-J-Ûf-i)1-Jto-l)*+ctc.
te formules ne pourraient être employées qu'autant que le tenta y différerait très-peu de Punilé. Mais si l'on fait
ï=Vf, r désignant un nombre quelconque, la première donnera
"*.î= r log.*[^ï - 1 - ^ (^ï- i)' + | (^* - iy - Otc] ; et si le nombre r est pris négativement ,
Ces deux séries, dans lesquelles on peut donner à r telle vnleur que Ton veut, seront très-convergentes si Ton prend
fe nombre r tel que V* diffère très -peu de l'unité. Dans le «alcul que nous avons en vue, on peut supposer d'ailleurs *>f »el alors la première série ayant des termes alternatif V'Tmni positifs et négatifs , tandis que tous ceux de la se- 'iwide sont positifs , on a
tog.*<rlog.«(y£"~i) et tog**>rtog.e|WT4:\
Ce qui donne deux limites que l'on peut resserrer à volonté en augmentant l'exposant r du radical.
104. 11 est nécessaire toutefois de connaître log. e. On y parvient en remarquant que a désignant la base du système auquel appartient log. x, on a e=tf°*e; et en prenant de part et d'autre les logarithmes népériens 1 =log. e. la; d'où
log.ess r-. L'expression de ty du numéro précédent fournit,
si a diffère peu de l'unité,
et d'ailleurs les formules pour log. x , appliquées au cas d'un logarithme népérien, donnent
Le nombre la, c'est-à-dire le logarithme népérien de la base du système, est nommé par les géomètres le module. Dans le système des logarithmes népériens le modulé est égal à l'unité. Les logarithmes pris dans le système dont la base est a étant multipliés par fa ou le module, deviendront les logarithmes népériens.
406. Dans le système des logarithmes ordinaires la base a =s 10. En prenant r =260 on trouve en extrayant 60 fois la rapine carrée du nombre to,
On doil multiplier par œ dernier nombre les logarithmes ordinaires pour les changer en logarithmes népériens.
D'après cela le logarithme d'un nombre quelconque, de 3 pmemple, s'obtiendra en extrayant soixante fois sa racine onée; ce qui donne
y 3= 1,00000 OÛO0O OO00O 00095 28942 6&07& 58932, d?ou
35 289A2 6&07ft 58932 199 717W ««125 50627
rtûpeol remarquer que, d'après la formule du n° 100, on a,
vi+x=i+!
d'où Ton conclut facilement que lorsqu'on extrait la racine carrée d'un nombre qui n'a que l'unité avant la virgule, et qu'où s'arrête à deux fois autant de décimales qu'il y a de jéros après la virgule, la partie décimale de la racine «i exactement la moitié de la partie décimale du nombre.
Gomme la formule du n° 103 donne d'ailleurs sensiblement, pour x petit, log.(l+a?)=a? log. e, on reconnaît de plus que les parties décimales dont il s'agit sont proportionnelles aux logarithmes et les donnent immédiatement.
( Voyez sur ce sujet le Précis qui est devant les Tables ê$ logarithmes de (Met.)
3° Fonction exponentielle m*.
106. D'après les n" 22 et 58ona— j-^ ={lay.<f, d'oùl'on conclut
Les deux limites du terme qui exprime le reste de la série comprise dans la parenthèse sont respectivement 5-5-7 — ^
et * « hp. Dans cette expression te est le logarithme 2.3.4.... (x
népérien du nombre a. La série est convergente, quelles que soient h et x; car en prenant un terme de plus, les expressions des limites du reste seront égales aux précédentes multipliées par ' , d'où l'on conclut que les restes tendent à
• f* 1 * devenir nuls lorsque \l augmente indéfiniment.
107. En divisant par a*, puis écrivant a à la place de h , il vient
Si l'on fait x=l, on a
m qoi donne la L»ase a en fonction du module, comme la *tfie du n° 104 donne le module en fonction de la base, S uni Mta = cy on a
série qui est toujours convergente» En supposant z= \ T m i&tomf comme cela doit être, l'expression du nombre e tonnées W.
V froottlogs trUonoiut'lrlquc* sln.j? ef mm jr
Ht Nous avons , d'après le n* 59, us , / t*rA . rf'.cos*^
Par conséquent ,
r , . , É , sin.ar ,, eos.j; ._ . — sio..T + eos.,rJi iT"A ïpr A I
Pin.
- // = COS.J — siiljt./i j- A *+ -=-g- Aa t
bpm la valeur du sinus ou du cosinus d'un arc quelcon
MO
que est toujours comprise entre— 4 et -fi > les termes qui représentent les restes de ces deux séries sont nécessairement
compris entre— r-r-r et 4- j- ■. ■■■.
Les séries sont toujours convergentes , quelles que soient h et x , puisqu'en prenant un ternie de phis les limites des restes sont égales aux préeédentes multipliées par le rapport
■ , rapport qui diminue indéfiniment lorsque n augmente
de plus en plus.
409. On peut faire *=0, puis écrire x à la place de h, et qui donnera
sin.x=a:-ï5 + — — -^^^ + etc.
^X = 1^T + 2^Â"Î3[Â^6 + etC'
On a ainsi deux séries, toujours convergentes, et qui jouissent en outre des propriétés particulières aux séries dont les termes sont alternativement positifs et négatifs. Ces expressions ont été données par Newton.
On ne doit point perdre de vue d'ailleurs, soit en faisant usage de ces formules, soit dans toute autre occasion , que la lettre x désignant un arc est toujours le nombre abstrait qui exprime la longueur de cet arc dans la circonférence dont le rayon est l'unité. Tant que la quantité x est sous les signes sin.,cos., tang.,etc., on peut concevoir cette quantité exprimée en degrés du quart de cercle; mais on doit, quand elle est hors de ces signes, lui donner sa véritable expression. Si on continue à l'exprimer en degrés, dont 90 forment le quart de cercle, il faut alors multiplier le nombre de degrés par le
Dont\ en diffèrentiant , et considérant que dans le second membre y est fonction de t ,
;j~ a — 2coa^ fliJDuy. jg = — 3 eoa.|/. sio.i/, eos.'y = — sin.2y, cos.*y.
Ea continuant à différentiel», on trouve
-^ = — 2(cos.2p. cos.^ — sln,2jj. cmy T sîn. j/) -^
— — 2cos.3y. cos.^, jj = S.3(sîQ.3y. ca&ty + cos.3y. C0s.*y. sïn.y) ^
= 2.3 si u. A;/* cos.'y , = %&b (cos.Ai/. cas, h/ — sin.%* cos.^. siu,*/) "J = 2,3.4 cos+5ï/. ces, si/ 1
et ainsi de suite. Ainsi Ton a
ire tang. (x + h) — U + ces.*. cos.fr A — sin. 2t/. cob. V h3 /r ft
-as.3y cos»*î/ -y + afo*4y, cos. H/. —+ cos. 5^ cos.*î/ -=- — etc.,
formule qui donne l'expression de Tare dont la tangente est i+Aj M fonction de Tare dont la tangente est x. Si Ton suppose x=0> il vient
tf Èf h1
Celte dernière formule a été donnée par Leibnitz. On en déduit en faisant A = 4
expression remarquable du rapport de la circonférence au diamètre.
XII. RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS EXHftmiELLb ET LES PONCTIONS TRIGONOMETR1QUES.
On sait que, conformément aux notations adoptées
dans l'analyse , on exprime par le signe ^ — 4 la quantité qui , étant multipliée par elle-même, donnerait — 1. Quoique cette quantité , à proprement parler, n'existe pas , et que l'expression \/ — 4 et toutes les fondions qui en dépendent soient par cette raison appelées imaginaires , on peut néanmoins les soumettre à toutes les opérations analytiques, en considérant yj — 1 comme une constante. Nous remarquerons que Ton a pour l'expression de% puissances de y7 — *
(v/=ï)«=-i (tFï)»=i
(,pï).= vrrï
etc.
Nous rappellerons aussi que si l'on a une équation telle que
A,B,P,Q étant des quantités réelles , on en conclut nécessairement
A = P et B = Q;
par conséquent si Ton a
A + B^=T=P, ou À + Bt/^T = QVc::ï
oc en conclut de la même manière
A = P et B = o, ou A = o et B = Q.
Ml La quantité imaginaire
a+byf^ï
peut toujours se mettre sous la forme
pCcos-ï+V^sin.?),
p et ? désignant deux quantités réelles , dont les valeurs sont déterminées en posant
pcos.<p = af d'où p= +v'a,+6*, cos.ç=-»
b pSID.f=09 sin.? = -•
La quantité p, qui est toujours un nombre positif, est appelée le module de l'expression imaginaire a + b J — 1 ; <p représente l'un quelconque des angles, dont le cosinus et le anus sont donnés par ces expressions.
113. Cela posé, reprenons le développement de la fonction f donné n* 107, qui est
f=i+s+g_ + JL. + x 4. F .+ — ±. — + * -fête.
r* mfo. s
En substituant dans cette équation x^—i à la plaee de x, elle deviendra
etc.
Or, en comparant la série du second membre aux développements de cos. x et sin. x donnés n° 109, on voit qu'elle revient à cos.ar+ ^ — isina, Donc
**^""1 = cos. x + s/^ sin.*
et en changeant le signe de x ,
*""* _1 = cos.*— v£=ïsin.a?;
équations qui ont été données par Euler, et qui sont d'une grande importance dans l'analyse.
On en déduit immédiatement
sin.£ =
^•-î — tr*^
VC=T
414. Les formules précédentes peuvent être regardées comme renfermant tous les résultats que Ton peut tirer de la considération des angles. En effet, si l'on multiplie Tune par l'autre les équations
e*^ = cos.x -f v/--i sin. a?
e^^ = cos. y + ^Ïsïtl y ,
on trouvera
e>*)^=cos.xc©&y— sixuiato ,y+^l(oo**8iiLy +■!».» •o&y).
Mais d'un autre côté
4»*iW=i = cos.(x+y)+ v^ï sta.(*+y) :
donc, d'après ce qui a été dit n° 111,
cos.(x+y)s= cos.x oos.y — bïilx sin. y siiL(x+y)=:cos.a:sin,3/ + sin,a?cos.t/
formules dont on déduit toute la trigonométrie.
145. On peut former, au moyen des expressions de cos. x et sin.x en exponentielles imaginaires, celles de toutes les autres lignes trigonométriques. On a, par exemple,
ou
On tire de cette équation
1— V— i tang.a?
et par conséquent
x_ 1 fl+yPTtang.a?
Donc, en développant le logarithme par la formule qui est
i la fin du n0 402, on a
x = tang.x — r tang.'jr + - tang.5 x — - tang.7x + etc.
Nous retrouvons ainsi la série de Leibnitz, qui a été donnée ci-dessus, n° 110.
446. Il importe de considérer d'ailleurs que les développements
^ = * + £ + #U^ + n#U + etc.
2 ^ 2.3 ^ 2.3.4 ^ 2.3.4.5 etc.
an. x = x — =T5 +
subsistent, lorsqu'on donne à l'arc x une valeur quelconque imaginaire x = m-\-n\f^i. On peut vérifier, en effet, que la substitution de ro-f-ny^ — 4 à la place de x dans la première série, ou la multiplication des deux séries qui représentent respectivement les valeurs de e" et c*vCrT donnent le même résultat On remarquera de même que
sin. (m+nyj— 1) =■ sin. m . cos. n^— 1 4- cos. m . sin. n^— i:
or si, après avoir formé les développements de sin. m et de cos. n s[— 1, oh les multiplie l'un par l'autre, et on les ajoute au produit des développements de cos. m et de sin.ny/ — 4, on trouvera le même résultat qu'en faisant x = m + n ^ — 4 dans la série qui représente la valeur de sin. x. On a également
cos. (m-fny— 1) = cos. m . cos. n^/-^l — sin. m . 8in.*v/— 1 î
et l'on reconnaît que la différence des produite des développements de cos. m et cos. n ^ — 1, sin. m et sin. n ^ — 1, donne le même résultat que la substitution dem-f n y' — 1 à la place de x dans la série qui représente cos. x.
Il résulte de cette remarque que les équations posées dans les n» 113 et 114, qui expriment les relations existantes entre les fonctions exponentielles et trigonométriques , conviennent également aux cas où l'on attribuerait à la variable x la valeur imaginaire m-fn ^ — 1.
Formule de Motvre. Résolution des équations binômes. 117. Reprenons l'équation du n* 113
e**-*~= cos. x + \/— 1 sin.x ,
dans laquelle x représente un nombre quelconque, et où Ton peut attribuer indifféremment le signe + ou le signe — au radical sj — i. Si l'on écrit mx au lieu de x9 m désignant aussi un nombre constant quelconque (pourvu qu'il soit réel), il viendra
em*/ZT=cos.mx + ^—isin.mx.
Hais si Ton élève les deux membres de l'équation précédente à la puissance m, on aura
tt = (cos.a? + y^Tsln. j?)w.
Donc
(COS.X+ ^^^sin-*)m==c()a»n^ + ^—ïsin.wu?t
formule très-importante dans l'analyse, qui a été donnée par Moivre.
D'après oe qui précède, cette formule se trouve démontrée , quelle que soit la valeur de l'exposant m. On peut y parvenir bien simplement dans le cas où m est un nombre entier positif en formant les puissances successives de cos. x + /-- ï &in. *, En effet, on a évidemment
(cos. j?+ v'-^T sin. xj1 = cos.'a? + 2 ^T^iiL x cos. m — sin.** ,
d'où résulte
(ooe. x + sf^i'fâ^xf = cos,fcr + ^i &u$x :
on a de même
(cos.x+ v/^^Tsin. x)8=(cos.x+ v^îsin.x) (cos.2x+ v/^ïsin.2x;t
d'où l'on tire, en développant
(C0S.X+ v'-^sin.j?)5 = cos.3a?+ v^ïsin.ax t
et ainsi de suite.
118. La formule de Moîvre donne immédiatement l'expression des racines des équations
*»— l%=e «t flf + is:!,
n étant un nombre entier. Supposons, en effet,
x = p(cos.<p + ^— i sin.9) f
p étant > 0 et <p désignant un ttgfe quelconque. On aura donc
x* = p*(cos.n9 + sj^ï sin.it?) ;
et, en substituant daas l'équation xn — 1=0,
P*(cos.n<p + ^— 1 sin. n?) — 1 = <)•
Cette dernière équation ne peut être satisfaite, d'après ce qui a été dit n* 141, qu'autant que Ton aura séparément
2nc ?"cos.H9 — 1 = 0 et sin.n? = 0; d'où 9 = — etp = it
i désignant un nombre entier quelconque. Donc
2tr: , — r , 2tV x=cos. hv^— isin. — t
expression qui doit donner toutes les racines réelles et imaginaires de l'équation xn — 1=0. En effet, faisant i=0, on a d'abord x=i, ce qui est la racine réelle que cette équation donne nécessairement : faisant encore t = 2, t = 3, i = &, etc., jusqu'à i = n — 1, ou aura n — 1 autres racines différentes, qui toutes appartiennent à la proposée. En faisant t = n, on retrouve la racine réelle x=l. En faisant t = n-|-4, on retrouve la même racine qui avait été donnée par la supposition de t=£; et ainsi des autres. Ainsi la formule précédente exprime bien les n racines réelles ou imaginaires de l'équation xn — 4=0, et seulement ces n racines, qui répondent aux premières valeurs de t depuis 0 jusqu'à n — 4 inclusivement. Nous remarquerons d'ailleurs que dans le cas où le nombre n est pair, l'expression générale des racines donne, en faisant
i=-,x= — 1, c'est-à-dire la seconde racine réelle qui
appartient alors à l'équation proposée.
— HO- Les racines de l'équation a? — 1=0 ou **=4 , qui sont exprimées respectivement d'après ce qui précède par
* = cos.^+*/=ïsin.^
Il II
x = cos. h v— 1 sin. —
* = co8.^ + V/=ri8in.^
* = cos. ^ + voisin. 5î
, = co*3^ + ^sin.*£=i*.
sont appelées rootn** de l'unité.
Si l'on substitue l'expression
x = pfcofl.? + 0— lsin.?)
dans l'équation x*+ 1 =0, on trouve de même
P*(cos.n? + ^ïsin.nf) -f 1 =0 f
équation qui ne peut être satisfaite qu'autant que l'on a séparément
P*cos.n<p4-l = 0 et sin.ny = 0; d'où 9=ri-i±^cetp=it
t désignant toujours un nombre entier. Donc, l'expression
.««ffttt + ^TattSLiiJî n v n
doit donner toutes les racines de l'équation x*-f*=0-
En faisant successivement t=0,t = l,i=2, etc., jusqu'à t=n — i, on trouve effectivement, comme dans le cas précédent, n valeurs différentes qui sont les n . racines demandées. Et si Ton supposait ensuite i = n, î=n + l, i— n-f2, etc.. ces mêmes valeurs se reproduiraient successivement dans le même ordre. Lorsque le nombre n est pair, les racines dont il s'agit sont toutes imaginaires; mais s'il est impair, l'expression générale des
racines donne, en faisant î = , x = — 1, c'estrà-dire
la racine réelle unique qui appartient alors à l'équation proposée.
120. Ces résultats deviendront plus sensibles si l'on remarque que la circonférence du cercle (fig. 25) ayant été partagée à partir de l'extrémité 0 du diamètre en 2n parties égales, on trouvera, en considérant les points de division 0,2,4,6,8, etc., de numéro pair, les arcs auxquels appartiennent les cosinus et sinus qui entrent dans l'expression des racines de l'équation xn — 1=0; et qu'en considérant les points de division 1,3,5,7,9, etc., de numéro impair, on trouvera également les arcs auxquels appartiennent les cosinus et sinus qui entrent dans l'expression des racines de l'équation x* + l = 0.
Remarquons que les différents angles compris dans
. 2ûc (2î + l)it - A .
les expressions — ou - — • — — sont toujours tels que le
même cosinus, et des sinus égaux et de signes contraires, appartiennent à deux de ces angles. L'ambiguïté du signe radical ^ — 1 exige en effet que chaque racine de l'équation oc*-— 1 =0 puisse également être exprimée par
* = cos. — + v— 1 sin. — n Y n
et par
Or, si l'on multiplie l'un par l'autre les deux facteurs do premier degré
*— ooél — — V^-ïsin. — et #— cos. — + v^^Tsia —,
on trouve pour résultat l'expression réelle
** — 2a? cos. — + 1, n
qui représente d'une manière générale les facteurs du second degré appartenant à l'expression xn — i. En effet, si Ton attribue à t, dans cette expression, toutes les valeurs
entières qui ne surpassent pas -, et si on régale à zéro,
on aura autant d'équations du second degré qui donneront les racines simples de la proposée. Il faut remarquer toutefois qu'en faisant t=0, l'expression dont il s'agit devient a?* — &r-|-i, ou [x — \) (x — 1). Cependant on ne devrait prendre que le facteur simple #— 1 , si Ton voulait reproduire la proposée par la multiplication des facteurs correspondant à ses racines. De même , en faisant t = -, lorsque n
est un nombre pair, l'expression précédente devient j^+2*+ l , ou (x-f- 1) (x+ i), et néanmoins on ne doit compter que le seul facteur simple x -\-i.
On verra de la même manière que les racines imaginaires de l'équation x*-f-i=0, multipliées deux à deux, pro-
«luisent des ftcteuro réels du second degré, doDtl'exprowion
générale est
et donne lieu à des remarques semblables aux précédentes.
12Î. Les résultats auxquels on vient de parvenir s'appliquent évidemment aux équations, telles que
«• — a = 0 ou a?* + a = 0 ,
i désignant un nombre quelconque; car, en faisant— -=if,
elles reviennent à y* — 1=0 et y* -f 1 =0. On voit donc que la racine n™ du nombre quelconque a présente généralement n valeurs, qui sont égales au produit de la valeur arithmétique î/a multipliée par les * racines de l'unité; c'est-à-dire que Ton doit concevoir, afin de donner aux expressions la généralité que comporte l'analyse, la racine a" de + <* représentée par l'expression
V VC0S,"jr + V— ^ sul — j;
et de même la racine n** de — a représentée par l'expression
On obtiendra les n valeurs cherchées en attribuant successivement à t les valeurs entières 0, \, % 3 n — 1. Quand
il s'agit de ^-fa , il n'existe qu'une seule valeur réelle *sja, si n est impair; et deux valeurs réelles ±Vâ, si n est pair. Quand il s'agit tle ^ — a , H existe une se*h valeur
— irréelle — % a , si n est impair ; et il n'existe aucune valeur réelle si n est pair.
123. L'obligation qui nous est imposée de considérer dans tous les cas l'expression nyja , a désignant un nombre quelconque positif ou négatif, comme présentant un nombre n de valeurs distinctes réelles ou imaginaires, donne lieu à faire quelques remarques nécessaires pour l'interprétation générale de la formule de Moîvre, présentée n0 117,
(cos. * + v^— lsin.a?)m = cos. mx + sj— 1 sin. mx*
Tant que le nombre m est entier, chaque membre de l'équation a une valeur unique, et ces deux valeurs sont identiques, comme on s'en assure en formant la puissance m de cos. a? + / — 1 sin. x par la multiplication. Mais si l'exposant
m est une fraction - ou plus généralement un nombre fractionnaire - (p et q désignant des nombres entiers premiers
entre eux), le premier membre doit, d'après ce qui précède,
présenter q valeurs distinctes. Or on mettra ces valeurs en
évidence si Ton introduit dans le second membre le facteur
2tn , , — t . 2t7t cos. h y — 1 sm« —
/ — 1 sin. — qui donne les q racines de l'unité, H 9
en y attribuant à t un nombre q de valeurs entières consécutives quelconques. Nous écrirons donc
(cos.a?+ v^==ïsin.x)« = (cos. -x+ y/— i sin. -a?) (cos. — + ^— isin.— )
ou, ce qui est la même chose ,
(cos.x+s/— lsin.x)'= (c
|cos.H±2L* + ^sin.Pî±^;
ou enfin , puisque p étant un nombre entier on peut écrire fi au lieu de t ,
(coix+ v/=Tsin.x)*= cos. ? (x+2t*)+ \/^Tsin. 5 (a+2t*).
Ainsi tout se réduit pour obtenir les q valeurs que doit présenter le second membre de l'équation
p (cos. a?+ v7-— 1 sin.x)* = cos. - x+ v7— 1 sin. ? x ,
à concevoir que l'on augmente successivement l'angle a?
des multiples 0, 1, 2, 3, q — 4 de la circonférence 2*.
424. Les résultats précédents donnent également la résolution des équations de la forme
x*1* + ax* + 6 = 0.
En effet , en prenant d'abord la valeur de x*, on a
et si le second membre est réel , il reste simplement à résoudre l'équation
Vï-'-.
semblable à celle du n° 422.
Si le second membre est imaginaire, c'est-à-dire si b étant positif a* est < 46 , l'équation proposée , en posant
cos. 9 =t /!!Letîj= — , peut être remplacée par l'une
oo l'autre des deux équations suivantes :
y** — 2cos.0.y* + i = O, y,n + 2cos.0.y* + i = S,
selon que le second terme est négatif ou positif. En considérant d'abord le premier cas, et substituant dans l'équation
y*n— 2 cos. 0. y* + 1 = 0 l'expression
y = p(cos.<p + V— lsin.?),
où p est essentiellement positif, il vient
P*(cos.2?i<p+ v^ïsln^?)— 2p«cos.0(cos.w?-f- ^ùbLHf)+i=9;
c'est-à-dire
PlH6os.2n9— 2pHcos.^.cos.nf + 1 = o P**sin. 2*1? — 2pncos. g. sin. ny = 0,
à cause de sin.2n<p = 2sin.n<pcos.n<p, la dernière équation donne
pH= COS.0
" cos. n? '
valeur que je substitue dans le second membre de la première équation mise sous la forme
— = 2cos. g cos. n«p — p* cos.2n?.
COS. (7 A
Je trouve ainsi — = ±- , d'où résulte o* = ± ou p=4 ,
p cos.ncp r pw r '
puis
cos. n? = cos. g , c'est-àrdire 9 = 2^=5 ,
— in —
• désignant toujours un nombre entier quelconque. Les racines demandées sont donc représentées par l'expression
y = coe. — — s + v^-Tsin. — r-*»
dans laquelle on donnera à t toutes les valeurs entières depuis 0 jusqu'à *. Les facteurs réels du second degré appartenant à l'équation dont il s'agit sont représentés par
y1— fycos. — jf-^+4-
En considérant ensuite le second cas, et substituant dans
l'équation
y»*+ 2 cos. g. y*+ 1 = 0 l'expression
y = P(cos.ç+ ^— isin.?), on trouve encore p= 1 , puis
C08.R9=— cos.?; d'où ? = * w7 — -.
Les racines sont alors exprimées par
elles facteurs réels du second degré par
125. La décomposition des équations à deux termes en facteurs réels du premier et du second degré correspond à une proposition géométrique très-remarquable , connue sous
le nom de Théorème de Cotes, qui l'a donné le premier. À étant le centre d'un cercle (fig. 26 et 27) dont le rayon est égal à l'unité , soit portée sur un diamètre la distance AB= x. Soit un angle quelconque OBI compté à partir de ce diamètre, et désigné par <?. Appelons y la distance Bl. On aura évidemment
y = ^(cos. 9 — a?)f+sin. 9»
y* = a? — 2xcos. 9+ i.
Cela posé, imaginons que l'on ait partagé à partir du point 0 la circonférence 2* en un nombre 2n de parties égales, et désignons respectivement par y0> yn y„ y,....^-, les longueurs des lignes BO, Bl, B2, B3, etc. En attribuant successivement à l'angle 9 dans l'expression précédente de y'
O.ÏT i.X 2.* 3.7C
valeurs — , — , — , — ,.
cette expres-
sion donnera
y*=x*— 2j;cos. — 4- i n
y^rriP1— 2XC0S. — -f 1
2 n y * =. a:*— 2a COS. — -f 1
y,* = jr«— 2XCOS. — + 1
y.^**— 2XC0S. — -f- 1
yg^af*— 2xcos. h 1
yV^x'-fcrcos. ^— 2î + 1
Or, 3 est visible qu'en prenant respectivement les y* de numéro pair ou les y' de numéro impair, nous avons ici les facteurs du second degré des fonctions x* — 1 et a* +4 dont les expressions générales ont été données n° 121. On voit de plus que les divisions également éloignées des extrémités du diamètre AB donnent pour y des valeurs identiques, en sorte qu'on a toujours 5^=^ , yw^=y»+t> etc- Enfin, on observe que, d'après ce qui a été dit dans le numéro cité, on ne doit prendre qu'une fois les facteurs simples donnés par les facteurs du second degré qui répondent aux points de division placés aux extrémités du diamètre. D'après cela, on aura évidemment
*" — * = !fo- V%* Vf Vk !h»-*
3" + i = Vf Vf ys* y1 ih*-i *
équations qui renferment l'énoncé du théorème de Cotes.
Si la construction était laite dans un cercle dont le rayon
ftt p, on conserverait aux lignes de la figure leurs rapports
en réduisant le rayon du cercle à l'unité, et x k -. Donc on
* également
«* — p* = y0« Vf !/♦• Vt v*»-*
«■ + p* = yv ys. ya. y7 V**-* »
ït»!fi> ï«> *tc* représentant dans ces dernières équations les longueurs des lignes BO, Bl, B2, etc., dans le cercle dont le rayon est p.
426. Une construction semblable s'applique à la décomposition en facteurs des équations a?n — 2cos.y.a;* + l=0 et «J"+2cos.jjf.«,, + 4«=0, dont on s'est occupé n° 124. D'après les expressions des facteurs réels du second degré qui appartiennent à ces équations, et qui ont été données
AHWtE
dans le numéro cité, on reconnaît que les carrés des lignes BO, B4 , B2, etc., représenteront ces facteurs, pourvu qu'au lieu de diviser la circonférence en 2n parties égales, à partir de l'extrémité C du diamètre sur lequel est portée la distance AB=ar, on commence cette division (fig. 28) à partir du
point 0, après avoir porté l'arc C0=?. Ainsi, en désignant
toujours par y0 , y, , yf , y8 , etc. , les lignes BO, Bl , B2, B3, etc.. on a également
a1*— 2 cos, y. «* + 1 = y*, y,. y4.y,.. tfe-t
x,K + 2 cos. g. a? + 1 = y,. yv yv y7. ,, .... y^.,.
Cette dernière proposition, dont 1* précédente n'est qu'un cas particulier, a été donnée ppr Moîvre.
Remarques sur les expressions imaginaires. Expressions générales des logarithmes et des sinus et cosinus.
4i7. Les propriétés des expressions imaginaires sont uniquement fondées sur les notions exposées aux nm 444 et 4lî, et sur l'identité des expressions e*^"1 et cos.x+V/— ï s*0-1, qui a été remarquée dans le n° 413 , et qui conduit immédiatement à la formule de Mofette donnée n* 447. Noos nous bornerons ici aux remarques les plus simples sur ce sujet.
Les propriétés principales des fonctions simples aT, tog.x. a*, sin.x ou cos. a, subsistent également lorsqu'on donne à la variable x une videur imaginaire.
La nature de la fonction sT consiste en ce que l'on a jTxn=xm**. Or, en posant
x = s(co&.t+4j^ïsim>Ht
ont
*" =i*(cos. t + ^Tsin. f)m = 5*(cos. mt + y^ïsin. mt) * = ^(coa. J + ^Tsio. 0* = **(cos. m + V^Tsio. ni)
et par conséquent
a*a*= 5*+*(cos.(m + n)t + ^î stn. (m -f n)t) = £•*•
428. La fonction a? doit également donner a* a* =<?+*. D'ailleurs on peut toujours considérer à la place de a* ia fonction e* ; car posant d*=e*, et prenant de part et d'autre le* logarithmes népériens, il yàent x\a~vy en sorte qu'il suffit de multiplier y par la pour changer a* m **• Mais en faisant x=jh+h^— \ y et y=p + q^ — 4, nous avons
e» = ^r^T=\= €m% e»rr= ew(cos. n + s/— 4 sin. n) «t = eH^V"=î— ep# efV^r— ^9(cos. 9 +V— Mn. ?)• Donc
Observons d'ailleurs que la transformation de a* en e*, opérée en multipliant x par te, suppose que la soit un nombre qui puisse être assigné , c'est-à-dire que « soit un nombre réel et positif. La propriété de la fonction a9 dont il s'agit ne ae subsiste pas sans restriction, lorsqu'on veut attribuer au nombre 0 des valeurs négatives ou imaginaires.
439. La nature des logarithmes consiste en ce que l'on a toujours log.£y = log.£4-log.y. Cette équation subsistera également en donnant aux vajtabèes a, y des valeurs quelconques réelles ou imaginaires, pourvu que la base a du système de logarithmes soit toujours un nombre réel et positif, conformément à ce qui a été dît n* 64. En effet, nous pou-
— levons considérer te à la place de log.o? , puisque, d'après le n° 104, il suffit de multiplier log.a? par la pour le changer ente. Or, en posant x=s (cos. t+s/ — 1 sin.l), y=u(cos.t+ ^ — 1 sin.t?), et se rappelant que, d'après le n° 113, e'^— cos.t-\-\J — ï sin.f, d'où tyj — 4=i(cos.f-|-v' — 1 sin.f), nous aurons
ly = Iti+v^— 1,
d'où
Ix + ly =z l. su + (t + v) ^— 1 = /. xy.
130. Remarquons d'ailleurs qu'en multipliant par * les deux membres de l'équation «•^=r=cos.ar+V — lsin.x, A désignant un nombre réel quelconque, puis, prenant les logarithmes népériens des deux membres, nous avons
lh+x^— 1 = l[h(cos.x+ ^— isin.a;)].
Or, l'expression A(cos.x+^ — 1 sin.a?) peut, d'après le n° 112, représenter un nombre imaginaire quelconque m-fn\/ — 1; d'où l'on conclut que l'équation précédente donne l'expression générale du logarithme népérien des nombres imaginaires. Ce logarithme est égal au logarithme népérien du module A, auquel est ajouté le terme xj^î* De plus, l'expression h (cos. x + V — 1 sin. x) représentera également un nombre réel quelconque positif lorsqu'on y supposera l'arc a = Stic, t désignant un nombre entier; et un nombre réel quelconque négatif lorsqu'on y supposera a?=:(2t+i)7t. On a donc respectivement]
ih + 2i« v^T lh + (2i + i)* sf^ï
pour les expressions générales des logarithmes népériens du nombre positif h, et du nombre négatif — h. Ces expressions doivent être admises, parce qu'elles satisfont aux équations ^— x, et lx + ly=.l.xy qui résultent immédiatement de la définition de la fonction logarithmique. On voit que le logarithme de tout nombre positif a une seule valeur réelle qui répond à i=o, mais que le logarithme d'un nombre négatif a toutes ses valeurs imaginaires.
131. L'expression précédente du logarithme d'un nombre résulte d'ailleurs de l'équation
b==r[^-i--|^— ly + J^-iV-ete.]
qui a été donnée n° 103. En effet, si l'on suppose le nombre r infiniment grand, cette équation se réduit à
lz=zr(*— i).
0r9 on doit, pour lui conserver toute sa généralité, y concevoir conformément au n° 122, z¥ comme représentant le produit de la racine arithmétique yfz par les r racines de l'unité. On doit donc écrire, avec la condition de faire r infiniment grand,
te = r[£(«*Ç+tf=ï*J^-l]f
OU
fe = r(^z.cos.— — ij+ ^— t.y/z.rfûsL— .
Mais r étant infiniment grand, on peut remplacer dans le
2tit premier terme du second membre cos. — par l'unité; et
dans le second terme yfz par l'unité, rsin. — - par St*. Ce second membre se réduit donc à
r(^*-l)+2tK^Tf c'est-fc-dire lz+ïto^î.
S'il s'agissait d'un nombre négatif, on verrait de la même manière que les racines réme9 de — % étant exprimées
généralement, d'après le »• 425, par J/Ffcos. ' * ' ** +
)J — 4 sin. - — *y *J , l'équation précédente donne pour l'expression de (( — *)
En faisant î=0 dans l'équation
on trouve ic = — — { . expression singulière du nombre *
qui a été donnée par Jean Bertiotiilli. On à d'ailleurs plus
généralement n = ' '- — . Les équations de cette na-
(2Î + 4)^=Ï ture sont des Conséquences immédiates de la relation qui existe entre les développements des fonctions f > sin. a* et cos.x, et s'interprètent sans difficulté d'après cette remarque.
433. On reconnaît également que les propriétés essentielles des fonctions trigonométriques sin, a; et cos.x, qui sont exprimées par lés équations
sîil(x + y) = sin. x cos. y «f sin. y cos. x cos.(x + y)=cos.xco&y — sin, x sin. y,
conriennetit également aux cas où les variables x el y son supposées imaginaires et remplacées respectivement par les expressions m+n^— 4 et p-f-g^ — 4. Il suffit, pour en être mare, de ae rappeler les remarques qui ont été flûtes dans les n« 114 et 440,
134. Si Ton veut d'ailleurs connaître les expressions générales du sinus et du cosinus d'un arc quelconque réel ou imaginaire, on remarquera que
cos.(m + îiy^l) = cos. m. cos. n/^î — sin. m. sin. ny^ï sto.(ro + n^—i)= sin. m. cos. *^— 1 + cos.m. sin. n^— 1.
Mais les expressions de cos. a? et sin. or en exponentielles qui oot été données n° 113, et qui conviennent, d'après le n° 116, au cas où l'on attribuerait à x la valeur imaginaire »^— 4, donnent
co*»V^ = ^jf^t sin.n|PÏ = !
Donc ws.{m+nJ^T) = ?~**g* cos.ro— ^J. tlzîl ^^
sin.(m-f n^— l) = — 2— sin.m + ^— 1. --—cos.wi.
435. On ne donnera pas ici plus d'étendue à ces notions, et Ton ajoutera seulement que toutes les relations analytiques qui peuvent être établies entre les quantités réelles et imaginaires ne doivent être admises qu'autant qu'elles peuvent être justifiées et interprétées au moyen des équa-
lions fondamentales qui oui été données au commencement de cet article, et qui reposent elles-mêmes sur l'identité des développements en séries toujours convergentes
des expressions e™^ et cos.a?+ /-— ï sin.x. On a vu d'ailleurs par les remarques précédentes que
les fonctions simples de la quantité imaginaire m+nj^ï se transformaient toutes dans des expressions de la forme P + Q v^ — 4. On en conclura que la même chose doit arriver pour les fonctions composées de celles-ci. Il en est de même à l'égard des fonctions iÉverses, telles que arc sin.xou arc cos. a:; et en général on admet que toute fonction formée de quantités imaginaires peut se ramener à la forme P + Q v^ — *> P et Q désignant des quantités réelles.
Expressions des puissances du cosinus ci du sinus d'un arc en fonction des cosinus ou des sinus des arcs multiples.
436. Les géomètres ont donné plusieurs séries au moyen desquelles les cosinus ou sinus des arcs multiples sont exprimés en fonction des puissances du cosinus et du sinus de Tare simple, et réciproquement. La discussion et l'interprétation exacte de ces formules exigent l'application des notions qui ont été présentées n09 444 et suivants, et l'on peut voir sur ce sujet les Leçons sur le calcul des fonctions de Lagrange (10* et 44" leçon), et l'ouvrage de M. Poinsot intitulé: Recherches sur l'analyse des sections angulaires. On se bornera à présenter ici les expressions suivantes, dont l'usage est utile dans le calcul intégral, en se bornant même au cas des puissances entières et positives du sinus et du cosinus.
- i37 — Soit fait
eo8.x+^— isin.j; = tf, d*où 2cos.a?=«-M>
oos.s— ^— lsin.a: = v, 2^— lsin.x=u— v,
En développant la puissance mdeu+f par le binôme de Newton, et supposant d'abord que m soit un nombre entier positif, on a donc
(2 C0S.X)»= VP+mtf*"1 V+ V^lZL2 ttm-i 01+ +vm .
ou en remarquant que tw=i ,
(2coa.a;)1l>=tim4-mii,--< + m^m"~ ' n»-» + +u»\
Comme on a d'ailleurs généralement par le théorème de
Moi™, n° 117, w"=cos. Jiwp+ V~* s"1- »œ , cette équation peut s'écrire
Pcos.a:}»=:cos.wuî+mcos.(m— 2)a?+ 2^=yc08,(m--A)a?+
+ +cos.nu?
+Vr:rï(sln.wu;+msiiL(m— 2)x+ ?5£??p*W(m— 4)* +
+ — sin* mx ] •
La suite qui forme la première ligne présente des termes qui sont tous égaux deux à deux , à l'exception d'un seul , dans le cas où m est pair. Quant à la suite qui forme la seconde ligne, elle est toujours formée de termes qui se détruisent réciproquement. Ainsi Ton a simplement dans le cas dont
il s'agit; i* si l'exposant m est pair
LX)'»=2| c
(2cos.x)",=2 1 cos.»u;+mcos.(m— 2)x+ ^*p^ <*«.(*•— â)*+"
2e si l'exposant est impair
(2cos.x)-=2 I cos.mx+ mcos.(m— 2)x+ ??(!*_A> coa (*-*)*+-
t cos.x I.
437. Une analyse semblable donnera l'expression des puissances du sinus. En développant la puissance m de u— r dans le cas de m entier et positif, on a
(^—1.2 sin. x)m =tf*— mti—1 v + gfeLzll M«*-t „i_ ± ^
ou parce que ut? = 4 ,
(^=T.2siiLar)*= «-—mil—1 + g(gLliJ ti— *_ =b W.
Les signes -f ou — ont lieu respectivement lorsque m est pair ou impair. Mettant ensuite pour u* l'expression cos.
(v^2an.x)"=cos.ma?--co&(m--2)a;+ m*m~"" 'cos.(m— &)g—
: COS. tlLT
+ V—ï ( sin^itu?— msiiLfm— 2)x+^^ — -sin.(ro— 4>r—
.dbsin.mxj.
l' Si l'exposant m est pair la seconde ligne se réduit a zéro , et l'on a
-i)7{2sin.x)"=2 1 cos.mx— mcos.(m— 2)x+ ~^y^cos,(m— û)x— .... ±
w(»-i) ^ 1 w(m-lX*i— 2> (? + *)
Les signes supérieur et inférieur ont lieu respectivement lorsque m est un multiple de 4 ou un multiple de 2.
P Bi l'exposant m est impair, la seconde ligne se réduit à zéro, et Ton a
i; ! 2shLx)»=2| siiutiu:— msin.(ro— 2)*+ ^^ situ (m— *>*-....:*:
^--^ COS.*
ks signes supérieur et inférieur ont lieu respectivement lorsque m est un multiple de 4 ou un multiple de 2 augmentés de l'unité.
XIII. EXTENSION DE LA FORMULE DE TAYLOR AUX FONCTIOKS DE PLUSIEURS VARIABLES.
Considérons la fonction
dans laquelle x et y représentent deux variables indépendantes. On suppose que ces variables prennent respectivement les valeurs x+hf y+t, et il s'agit d'obtenir le développement de la valeur que prendra la fonction, c'est-à-dire de f(x + h, y+t), ordonné suivant les puissances des quantités h et t. Pour y parvenir, on posera A = a £ et t = «), et considérant la quantité f{x+a£, y + «n) comme une fonction du nombre quelconque a, on écrira
FWsrffc + o^y + orç).
Or, on peut développer F (a) suivant les puissances de « au moyen du théorème donné au n° 86. Nous prendrons donc successivement les coefficients différentiels des divers ordres de F (a), qui seront exprimés ainsi qu'il est aisé de le reconnaître, par
etc.
en écrivant, pour abréger, f au lieu de f(x+<&, y+*r. ■
— Ul —
Puis nous ferons dans les valeurs de ces coefficients a =0, ce qui donnera
dz m dz
<Pz
etc.
Nous aurons donc en appliquant la règle du numéro cité,
d*zt
te
d&dy d*z
dxdyi
dy*'
rW
2T3 + etC"
ou, en remplaçant «î par A et «j par t ,
Ar+â.f +•)=*+ SA^^ _ + __+__ + etc.,
cte d»s . rf>* OT d's kH
+ dyx+ dxdy1"* dx*dy 2 + dr»dy2.3
^i» d*z kP d>z M
+ dy* 2 + dsefy» 2 + ds'dy» 2.2
+ rfy» 273 + dxdy* 2.3 , d** t*
+ 1TÀ
dy* 2.3.4
développement dont la loi est évidente. Le second terme est la différentielle complète du premier ordre de la fonction z, oô Ton a écrit h à la place de dx et t à la place de dy. Le troi-
sièaie terme est sa différentielle du second ordre, où l'on a fait les mêmes changements, divisée par 2. Le quatrième terme est sa différentielle complète du troisième ordre, où Ton a fait les mêmes changements, divisée par 2.3; et ainsi de suite.
Les notions précédentes s'étendront sans difficulté aux cas où la fonction proposée contiendrait plus de deux variables indépendantes , et où Ton supposerait que ces diverses variables subissent toutes des accroissements. Les termes successifs du développement sont toujours les différentielles complètes du 1er, 2% 3*, A% etc. , ordres de la fonction proposée , où Ton a remplacé la différentielle de chaque variable par la quantité dont on la suppose augmentée, et qui sont divisés respectivement par 4,2,2.3,3.3.4, etc.
439. La formule précédente donne également le développement de la fonction *=f(x, y) suivant les puissances de i et y. En y faisant #=0 et y=0; puis écrivant a? à la place de h , et y à la place de t, il vient
rf*z0 a? d*z0 x*
d& 2.3 <Pz o?y
+ eta,
+ dyV+ dxdy*»* d$*dy 2
d*zt
+ **♦£ + _ ^ dy* 2 ^ dxdy*
"*" dy* 2.3
, . dz0 dz0 d**0
ou nous représentons par *0 , -j-2 , -p , -r-£ , etc..
les valeurs que prennent respectivement les fonctions
4z dz i*z *' d* ' dû 9 5*""* ' eUi'' ï^sq^on y fait en même temps
*=0 et y=0.
Il en serait de même si le nombre des variables indépendantes était plus considérable.
J40. Si l'on veut arrêter b série à un terme déterminé , et connaître les limites de la valeur du reste que Ton néglige, comme on Ta fait dans les numéros 84 et suivants à l'égard des fonctions d'une seule variable , il est visible , par les principes établis dans ces numéros, que dans le développement de F (a] Ton devrait dans le terme auquel on veut s'arrêter, remplacer « par 6a , au lieu de faire «=0 ; et par conséquent dans le développement de f[x + h, y-\-i) remplacer x par *+•&, et y par y-j-Ot, en désignant toujours par 0 un nombre indéterminé compris entre zéro et l'unité. On connaîtra ensuite les limites cherchées en attribuant ; dans le terme dont il Agit, à 6 les valeurs qui le rendent k plus grand ou le moindre possible.
Par exemple, si dans le cas de la fonction de deux variables ^ f (9, y \ on s'mrrëte ma tmaes à* &Qtd**, m aura
fa+A, K+i)=* +
dz
d*zli*
-6t) As
dx
dx* ï +
dx*
dz
d*z dxdy
<P.f(x+Qh,y+Qi)+H dafidy 2
(Pz P
dV(x+6Afy+W) «• dxdy* 2
d*.f(x+to9y+%i) i»
rfy» 2.3
iH. 11 an aérait de même è l'égard du cas ou la fonction e* développée suivant les puissances ascendantes des deux variables x, y. Si l'on s'arrête aux termes du 3* ordre, et si l'on pose lar=a^ *y=y', on aura évidemment
+ dy V + dydx*** dx*dy' 2 , ^y1 , d*.f(x',y')xy* * dy* 2 ^ dx'dy* 2 dW. y') y»
+ Wtil
En attribuant à 6 les valeurs qui rendent l'expression du reste le plus grand et le moindre possible, on aura deux limites entre lesquelles la valeur véritable du développement se trouve
XIV. MAXIMA IT MmiMA DBS FONCTIONS D'UNE OU DB PLUSIEURS VARIABLES.
143. Considérons en premier lieu une fonction réelle d'une seule variable
et représentons-nous l'ensemble des valeurs que prend cette
fonction lorsqu'on donne à x toutes les valeurs possibles de-
puis— - jusqu'à +-. Si les valeurs de la fonction y après avoir
été croissantes deviennent décroissantes, la plus grande de ces valeurs est dite un maximum; et réciproquement si ces mêmes valeurs, qui diminuaient progressivement, viennent ensuite à augmenter progressivement , la plus petite est dite un minimum. On voit qu'il est possible qu'une fonction n'ait point de maximum ni de minimum, ou qu'elle en ait plusieurs. La question consiste à déterminer les valeurs de la variable
indépendant*» x , s'il en existe, qui répondent aux inaxima ou aux minima de la fonction.
Si la valeur a de x répondait à un maximum de la fonction réelle/^x), il est visible que f[a) serait plus grande que /"(a-f h) et /(a— h) , h étant une quantité moindre que toute grandeur donnée. De même si la valeur a répondait à un minimum, f[a) serait plus petite que f{a-\-h) et f(ar—h). D'après cette remarque, la question dont il s'agit peut être facilement résolue.
En développant /"(x-f h) par la formule de Taylor on a généralement
et d'après les principes expliqués dans les n°* 83 et suivants, nous pouvons arrêter cette série à un terme quelconque, en substituant aux termes omis une expression dont la valeur est comprise entre des limites qu'il est toujours facile d'assigner. Admettons en premier lieu que l'on s'arrête aux termes du second ordre, et écrivons
* désignant un nombre compris entre zéro et + *• H s'agit de reconnaître les conditions nécessaires pour que f[a) soit plus grande que f{a±h), h pouvant être supposée aussi petite qu'on le veut. Or il est visible qu'en prenant h aussi petite qu'on le voudra , on pourra toujours faire dépendre
le signe de la somme des deux termes 'x h-\ x— — —
du signe du premier terme seul — r^— i*> puisque — ~r^ — -
1" AMKËX. 10
d.f[x) pourra toujours être rendue plus petite que -j— • D'où l'on
conclut ^ 4« que f(a) ne peut être plus grande que f{a+kj ,
quel que soit le signe de h , à moins que V/ ne soit nul
et que Y\ ' ne soit affecté du signe — j 2° que f[a) ne peut être plus petite que f(a+k) , quel que soit le signe de A, à moins que -4~ ne ^ nu* y et 9ue JL» ne *& affecté du signe +.
Ainsi, pour qu'il y ait maximum ou minimum lorsqu'on fttit x=«, il est nécessaire que cette valeur a rende nul le coefficient différentiel du premier ordre ; et il y aura maximum ou minimum suivant que cette même valeur donnera le signe — ou le signe + au coefficient différentiel du second ordre.
443. Il pourrait arriver d'ailleurs que la valeur dont il s'agit rendit nuls les coefficients différentiels des deux premiers ordres. Dans ce cas il est nécessaire de considérer les termes suivants du développement et d'écrire
Le même raisonnement qui a été fait ci-dessus montre» que si les termes ' h+ " — disparaissent lorsqu'on fait a? = a, la valeur a ne peut répondre à un maximum ou à un minimum qu'autant qu'elle fera disparaître
également le terme Vj, ^-r; et qu'il y aura maximum ou
minimum suivant que pour cette môme valeur le coefficient
différentiel du 4« ordre j\l sera négatif ou positif. ax
En général , il ne peut y avoir maximum ou minimum pour une valeur donnée de x qu'autant que le premier coefficient différentiel que cette valeur ne rend pas nul est d'un ordre pair; et il y a maximum ou minimum suivant que ce coefficient différentiel prendra le signe — ou le signe +.
H pourrait arriver encore que la valeur a de x
déterminée par l'équation ^ ou -~ = 0 , rendît infinis ax ax
le coefficient différentiel du second ordre et les suivants. On serait averti par là , conformément à ce qui a été dit dans le v 88 et les suivants, que la formule de Taylor ne peut exprimer la valeur de la fonction en série ordonnée suivant les puissances entières de h. Les règles précédentes ne peuvent donc plus s'appliquer. On doit examiner d'une manière spéciale la marche des valeurs de la fonction , ce que Ton fera facilement en la développant suivant les puissances fractionnaires ou négatives de h après avoir fait x=a. Il faut observer aussi que l'analyse précédente exclut implicitement les maxima et correspondant à une valeur de a, pour laquelle la
dy dérivée -p- serait infinie ou discontinue. ax
145. Les notions précédentes deviennent bien sensibles en considérant les courbes dont l'ordonnée y représente les valeurs de f[x), et en admettant, pour fixer les idées, que f[x) et ses dérivées sont des fonctions continues. Il est évident, en effet, qu'il ne peut alors y avoir maximum ou minimum que dans des points ro,*,/>, g, r,i(fig. 29), où la tangente est parai-
ày
lèle à Taxe des abscisses, et où l'on a •— = 0. De plus il v a
dx r
maximum en m et en p lorsque, la courbe présentant sa
d*u concavité au bas de la page , -r^ est négatif; et il y a mini-
IX
muni en n et en q lorsque, la courbe présentant sa con-
vexité au bas de la page , ^-~ est positif. Les quantités né-
gatives sont ici regardées comme étant d'autant plus petites
que leur valeur absolue est plus grande.
du On reconnaît également que la condition -^ = 0 n'en-
dx
traîne pas nécessairement l'existence du maximum ou minimum , parce qu'il y a des points pour lesquels la tangente est parallèle à l'axe des x, sans que la fonction ait cessé de croître ou de décroître. Mais ces points sont généralement des points d'inflexion, dans lesquels change le sens de la concavité de la courbe, et où le coefficient différentiel du second ordre devant changer de signe prend la valeur zéro. Nous reviendrons dans la suite sur les caractères analytiques qui appartiennent aux divers points nnguliers que les courbes peuvent présenter.
14(5. On voit donc, d'après ce qui précède , que pour trouver les maxima et minima de la fonction proposée y = f(x)y en excluant ceux qui rendent infinie ou discontinue la dérivée f\x)> il faut poser l'équation
qui , étant résolue par rapport à x , donnera les valeurs demandées. On jugera si ces valeurs répondent à un maxi-
iQum ou à nu minimum en les substituant dans le coefficient différentiel du second ordre -r-~, et voyant le signe qu'elles
lai font prendre. Si ce coefficient différentiel devenait nul, on passerait aux suivants conformément à ce qui a été dit ci-dessus.
Si la fonction y n'était donnée que d'une manière implicite, au moyen d'une équation F(x, y) = 0, on égalerait de même à zéro son coefficient différentiel , déterminé conformément à ce qui a été dit dans le numéro 44. L'équa-
. dy
tion —- = 0 contiendrait alors x et y : mais en éliminant y
entre cette équation et F(x,y)=0, il resterait une seule équation en x qui donnerait les valeurs cherchées.
147. Les mêmes principes s'appliqueront aux fonctions de deux variables. Mais, pour plus de simplicité, nous supposerons toujours que le théorème de Taylor convient au développement de ces fonctions, ce qui arrive dans la plupart des applications du calcul différentiel. Soit
z=rf[x,y).
En développant f( x + h , y -f i ) d'après ce qu'on a vu dans l'article précédent, on aura
dy Jxdy
dV(g+8ft,y+Q{) t»
+ àf 2
• désignant une fraction. Or en prenant h et i suffisamment
petits, on rendre toujours le deuxième terme — A-f- y*
dx dy
plus grand que le troisième terme, et par conséquent le
signe de leur somme dépendra du signe du deuxième terme
seul. Donc pour que les valeurs x = af y=b répondent à
un maximum ou à un minimum de la fonction z, ce qui
exige que f(a, b) soit plus grande ou plus petite que f(a ±: A,
6dbi), il est nécessaire que le terme — A-f- -y- t soit nul;
dx dy
et par conséquent puisque les quantités A et $ sont absolument indépendantes Tune de l'autre , que Ton ait séparément
— = 0 , — = 0. De plus , il faut qu'en donnant une valeur
quelconque aussi petite que l'on voudra aux accroissements , d*z A» , d*z ... d*z »*
A et fia quantité-
- -t-5 - soit toujours néga-
rfx* 2 ' dxdy
tive pour le maximum et toujours positive pour le minimum. Supposons d'abord que l'équation
<Pz A1 dx* i
d*z A 'dxdy 1
#z dy*
résolue par rapport à l'indéterminée -? n'ait que des racines
, ^ . ,. „ u ( dlz \% d'z (Pz
imaginaires, c'est-à-dire que l'on ait (^— j <— — ,
<Pz d*z condition qui ne peut être satisfaite que si — et — sont de
d*z A* <Pz (Pz?
même signe. Alors la quantité _ . - + — . At+ — -
ne pourra jamais ni devenir nulle, ni changer de signe: elle conservera constamment le signe de son premier terme ou
2?" * aura mH1Tninm S1 le ooefikaent -j-j est né-
gatif, minimum s'il est positif.
Si l'on avait au contraire
(<Pz\* <Pz fPz dxdy) ><&•*?'
les racines de l'équation
dx*'P+2dxdy* t + dtf~Q deviendraient réelles et inégalée : par suite la quantité (Pz h* <Pz . <Pz P
serait tantôt positive» tantôt négative. Il n'y aurait donc ni maximum ni minimum.
Mais le cas particulier où
( *Pz\%_*z tf* \àxSy) ~dx*mdif
mérite d'être examiné à part. Alors l'équation
(Pz à1 t ft (Pz h <** — *
a ses deux racines égales, et en représentant par m la
raP^rtde^à*?'l,v,ent
(Pz h* , (Pz u^(Pz î* 1 #zf.È .„
Donc la quantité
(Pz /P , (Pz . (Pz P
(Pz
est généralement de même signe que -r-r, et elle ne devient
nulle que quand h= — mi. Il y aura alors maximum ou
minimum , si l'hypothèse h =— mi réduit à zéro l'ensemble
d*z des termes du troisième ordre et rend de même signe que — r
dxr
l'ensemble des termes du quatrième ordre. Le maximum répondra d'ailleurs aux valeurs négatives et le minimum aux <Pz
valeurs positives
dxr
148. Si les valeurs a et 6 qui rendent nuls les termes du premier ordre faisaient également disparaître les termes du second ordre, il est visible qu'elles ne répondraient à un maximum ou à un minimum qu'autant qu'elles feraient également disparaître les termes du troisième ordre en laissant subsister ceux du quatrième. De plus il faudrait que la somme de ces termes du quatrième ordre conservât constamment le signe — pour qu'il y eût maximum, et qu'elle conservât constamment le signe + pour qu'il y eût minimum. Et ainsi de suite.
149. Les résultats précédents deviennent sensibles lorsqu'on regarde la fonction z comme l'ordonnée d'une surface, dont x et y sont les abscisses. Quand la fonction z et ses dérivées sont continues, on reconnaît en effet sur-le-champ qu'il ne peut y avoir maximum ou minimum en un point donné d'une surface qu'autant que les tangentes aux deux intersections de la surface faites en ce point par des parallèles aux plans des xz et des yz , sont parallèles au plan des xyy en sorte que le plan qui touche la surface au point dont il s'agit est lui-même parallèle au plan des xy. Cette
dz dz
première condition donne les équations — =0, j-=0. De
plus il faut que les deux courbes d'intersection dont on vient *
de parier présentent leur concavité du môme côté, ce qui
<Pz <Pz exige que les coefficients différentiels -r— ; et — soient de
même signe. Mais cette dernière condition ne suffirait pas seule en général, pour assurer l'existence du maximum ou du minimum. Il faut y joindre celles que nous avons données plus haut
150. On trouverait d'une manière semblable les conditions du maximum ou du minimum, si le nombre des variables était plus considérable. Soit par exemple la fonction
On aura
t d*zg% % (Pz u , <Pzh* , <Pz . , rf'z . <Pzi% + <fo*T + diïdx9n+ ir» 2 +3i^flfl+ dxdyn%+ dy* 2
+ etc. '
et Ton pourra toujours, en rendant g, h, i suffisamment petits, faire dépendre le signe de tous les termes qui suivent le se* cond ou le troisième du signe seul de ceux-ci. Ainsi les valeurs des variables v, x, y qui répondront à un maximum ou à un minimum de la fonction z doivent d'abord satisfaire aux trois équations
éo~~ * cte~~ ' dy~~
De plus il est nécessaire qu'en donnant kv,xyy ces mêmes valeurs la somme des termes du second ordre, que nous représenterons pour abréger par
A9t+2B0A+GAt+2D0t+2E/a+Ft> ,
ne change pas de signe, quelles que soient les valeurs supposées aussi petites que Ton voudra, que Ton attribue à g } kt t. Cela exige en premier lieu que A, C et F soient de même signe. Hais à cette première condition viennent s'en joindre d'autres que Ton découvrira aisément par la méthode du n° U7, c'est-à-dire en étudiant la nature des racines de l'équation
A0t+2BgA+CAH2tyî+2EM+Fît=O.
Tl est évident par exemple qu'il y aura maximum ou minimum si en résolvant cette équation par rapport à g, h ou • on ne trouve que des valeurs imaginaires. Bornons-nous à développer ce cas particulier. Résolvons l'équation proposée par rapport à g : les valeurs seront imaginaires si l'on a
(B/fc+Dt)*< A(CAî+2EAî+W) ,
ou bien
(B*—AC)Af+2(BD — AEJAî+fD1— AFJî,<0 ,
quels que soient h et $. Ainsi il faut d'abord que l'on ait
Bf— AC<0 et Df— AF<0,
puis ? qu'en égalant la quantité précédente à zéro, et résolvant par rapport à h ou à t, on ne trouve que des valeurs imaginaires. En résolvant par rapport à h, on reconnaît que les valeurs seront imaginaires si l'on a
BD— AE)« < (B«— AC) (D*— AF
Il résulte donc de ce qui précède que les valeurs de v, x, y
déduites des trois équations
dv ' dx ' dy
répondront à un maximum ou à un minimum si elles donnent un signe commun aux trois coefficients différentiels
du second ordre -r-r, -r-r, -1-ry et de plus satisfont aux dv* dx* dy* r
conditions
(d*z\* rf*z (Pz / d*z\* d?z cPz dvdx) < dî?* àx» ' \3u3yj < cfo1 dyf •
lÎLÊz &z &z V r/ rf**\a <terfvi r/rf*z\a rf'zd'zi
Wi dcdy dv* dxdy) < L \dvdx) + cfo1 <tr*J L \dvdy) dv* dy*];
et il y aura maximum ou minimum suivant que les trois
coefficients différentiels -r-r, -=-?, tt seront négatifs ou po-
<to* dx* dy*
sitifs.
S l'équation
A0* + 2B0/i+etC. = O
avait au contraire des racines réelles inégales, le maximum et le minimum seraient impossibles. Hais si les racines réelles de cette équation sont égales, la question exigera une discussion semblable à celle qui termine le n° 447.
151 . Pour donner une application des règles précédentes, on supposera que Ton demande la plus courte ou la plus longue parmi toutes les lignes droites qui peuvent être tracées d'un point donné à une courbe également donnée. Désignant par a, b les coordonnées de ce point, et par x, y celles d'un point quelconque de la courbe, l'expression de la longueur
- 1^6 — des lignes dont il s'agit sera donc
et il faut déterminer la valeur de # par la condition de rendre cette expression la plus grande ou la moindre possible. En différentiant par rapport à x, on trouve
et , en égalant le coefficient différentiel à zéro,
d'Où £=*-.
dx
dy
Comme -p représente la tangente trigonométrique de l'angle
compris entre la tangente menée à la courbe et Taxe des x, on voit que ce résultat exprime en premier lieu que les lignes les plus courtes ou les plus longues , menées du point donné à la courbe, doivent couper cette courbe à angles droits. Si Ton prend ensuite le coefficient différentiel du second ordre, il vient
itx-ar+b-brp
et en supprimant le second terme , qui est nul en vertu de l'équation posée ci-dessus, on voit que le signe de ce coefficient différentiel dépend de celui de la quantité
ds*'
Supposons d'atx>rd que -7-^ soit positif , c'est-à-dire que la
courbe tourne sa convexité vers le bas de la page. La quantité précédente sera toujours positive si y — b est positive , c'est-à-dire si le point donné A (fig. 30) est placé plus près de l'axe des x que le point M de la courbe sur lequel est dirigée la normale AM; d'où il suit que la distance AM sera toujours dans ce cas un minimum, ce qui est évident Mais
si -~ étant toujours supposé positif, la quantité y — b est
négative, en sorte que le point donné soit plus éloigné de l'axe des x que le point M, la quantité dont il s'agit sera positive, et il y aura minimum, si la distance b — y est
,î ; tandis que cette même quantité sera négaiive, et il y aura un maximum, si la distance 6 — y est
> — ~ . Or, on verra dans la suite, n* 180, que la va-
dx*
leur 6 — y = — appartient à un certain point C tel-
dx% lenient situé sur la normale, que le cercle décrit de ce point avec le rayon CM coïncide avec la courbe proposée, plus que oe peut le faire tout autre cercle, dans une étendue infiniment petite de part et d'autre du point M. Il est donc évident que ce point C doit séparer sur la normale les points A, pour lesquels la distance AtM est un minimum, et les points
A, pour lesquels la distance A2M est un maximum. Le cas où
le coefficient différentiel -t-~ serait négatif donnerait lieu à dx*
des remarques semblables.
453. Nous considérerons encore la question qui consisterait à déterminer les lignes droites les plus courtes ou les plus longues qui puissent être tracées d'un point d'une courbe donnée à un point d'une autre courbe également donnée, s, y étant les coordonnées d'un point quelconque de la première courbe, et x'y y' celles d'un point quelconque de la seconde courbe, la longueur des lignes dont il s'agit sera exprimée généralement par
expression qu'il faut considérer comme une fonction des deux variables indépendantes x, x', en regardant y comme une fonction de x seule , et yf comme une fonction de x' seule. Appliquant donc les règles exposées n° 147, on aura d'abord
et en égalant à zéro ces deux coefficients différentiels,
t-*'+(v-y')% = o, x-x'+(y-tf)$ = o,
d'où
x — x1 dy '
dx
d£ dx'
Ainsi l'on voit en premier lieu que la ligne, dont la longueur
un on maximum ou on minimum, doit couper les deux courbes à angles droits. Prenant ensuite les coefficients différentiels du second ordre, il vient, en supprimant les termes nuls en vertu des équations précédentes.
d*l "*"<** dscf
tf vlx-xy+to-in* **<& v/(X_^»+(y_y-)»
rf*" v^(x-a?')*4-(y-yy),
D'où Fon conclut que, pour qu'il y ait maximum ou minimum! il faut d'abord que les quantités
soient de même signe, et de plus que la condition
soit satisfaite. Cette dernière condition suffirait seule : elle entraîne nécessairement la précédente.
Cas où «7 existe des relations entre les variables.
153. Dans plusieurs questions importantes, les valeurs cherchées des variables, outre la condition de rendre un maximum ou un minimum une certaine fonction V, doivent encore satisfaire à d'autres conditions qui sont exprimées par des équations données entre ces variables. Il est visible d'ailleurs que le nombre de ces équations doit nécessairement
être plus petit que celui des variables , dont dépend la fooo tion proposée V.
8oit par exemple
et admettons que les variables x , y , x doivent satisfaire à l'équation de condition
L désignant une fonction donnée de x, y 9 x. Ce qui se présente de plus naturel est de résoudre l'équation L=0 par rapport à Tune des variables, à x par exemple , et de substituer la valeur obtenue dans f(x, y% x). La fonction V ne contenant plus alors que les deux variables x, y, qui seront entièrement indépendantes , on se trouvera ramené au cas précédent.
De même s'il existait entre les trois variables xf y , * Jes deux équations de condition
on tirerait de ces équations les valeurs de y et x en xf et en les substituant dans f(xfyfx)fh fonction V ne contiendrait plus que la seule variable indépendante x.
Gomme il sera généralement très-difficile , ou même impossible , d'éliminer ainsi les variables au moyen des équations données, on peut remarquer que la condition du maximum ou du minimum de la fonction V exige que l'on ait
rfv . d\ . , dv .
et de plus que l'équation de condition L = 0 étant différai-
liée, donne
dL . , dL. , dL.
Si les variables x,y,x étaient entièrement indépendantes, les différentielles dx , (fi/ , dx étant arbitraires , la pre-
mière équation entraînerait les équations séparées — = 0 ,
j-=0, — = 0. Mais les valeurs que Ton attribue à ces
différentielles doivent satisfaire à la seconde équation. On devra donc prendre dans cette seconde équation la valeur de l'une de ces différentielles , de dx par exemple, et la substituer dans la première, qui ne contiendra plus que <fcr et rfy. On égalera ensuite séparément à zéro les termes affectés de ces deux différentielles. On obtiendra de cette manière deux équations en xyy,x, qui, réunies à l'équation L = 0, donneront les valeurs cherchées des trois variables.
S'il y avait deux équations de condition L = 0 , M = 0, on formerait les deux équations différentielles
dL. , dL . , dL ,
M. ,dM. , dU A tedx + lydV + ^dz = 0,
rfV lu moyen desquelles on éliminerait de l'équation — Ar-f-
7- iy 4- — dx = 0 deux des différentielles dx, dy9 dx. L'é- <fy J dz
quation restante, réunie aux deux équations L= 0, M = 0,
donnerait les valeurs cherchées des trois variables x,yf x.
Cette méthode peut s'appliquer quel que soit le nombre
des variables dont dépend la fonction V, et le nombre des
1" AHHÉE. U
— in-
équations de condition ; et elle n'exige que des étirtrinations entre des équations du premier degré ou linéaires.
154. Mais on parviendra au mèttie résultat d'une manière beaucoup plus simple si, ayant une fonction quelconque V des variables t>, x, y, z, etc., qu'il s'agit de rendre un maximum ou un minimum , et plusieurs équations de condition L = Ô, M=0, N = 0, etc., auxquelles ces variables doivent satisfaire, on forme les équations différentielles dL=0, dM = 0 , dN = 0 , etc., puis , multipliant respectivement ces équations , par des facteurs indéterminés X , p, v , etc., on les ajoute à l'équation dV = 0, ce qui donnera l'équation unique
dV +X4L + MM + v.rfN + etc. = 0 ,
c'est-à-dire
rfV
dv (dL \dv
rf»+S^+frf*+£^+et*)
rfl?+i>+
dL
dx
dM dx
dS dx
dL
! + ^<k + ete.\j
dy
dN
, /dN . , dN . , dN . , dN , , 4 \
d* dM d*'
dN d5«
, , dM , , dM . , \ ) = ô , dx + ^7 dy + -j;dz + etc. j # f
etc.
En disposant convenablement de X, n, v, etc., on rendra nuls les coefficients des différentielles qu'on veut éliminer; après quoi il faudra égaler à zéro les coefficients des autres différentielles qui sont arbitraires. Les résultats obtenus ainsi seront les mêmes que si l'on avait regardé toutes les variables comme indépendantes, et par suite égalé à zéro le coefficient de chaque différentielle, dans Téquation dV-f X. dL-f-etc. = 0 : on aura autant d'équatiofls distinctes, qui , réunies aux
équations L=0, M = 0, N=0, etc., seront en nombre suffisant pour éliminer les nombres arbitraires X, |*, v, etc., et déterminer les valeurs cherchées des variables v, x, y, z> etc. 155. Sort proposé , par exempte, de déterminer parmi fous les panUéKpipèdes rectangles dont la surface est égale au nombre a*, celui dont le volume est le plus grand possible. Représentant par x, y, x les trois côtés du parallélipipède, la fonction qu'il s'agit de rendre un maximum est donc
Vz=xyz9 et l'on a entre les trois variables l'équation de condition
%xy + xz + yz) = <*.
D'après ce qui a été dit ci-dessus , on formera Y équation
yz.dx + xz.dy + xy.dz \ +\[{y + z)dx + {x + z)dy + (x + y)dz]) *
qui donne, en égalant séparérftent à zéro les termes affectés des différentielles dx, dy,dz,
& + Xy + z) = Qi a* + >(* + 2)=0» *y + X(tf+y)=*e.
Éliminant X entre ces équations, il vient
et en ayant égard à l'équation de condition ,
—«-Vf.
Ainsi la condition du maximum exige que les trois côtés du parallélipipède soient égaux entre eux.
XV. DIFFÉRENTIELLES DE L'AIRE ET DF l'aRC d'iïNF COURBE PLANE.
156. Soit la courbe quelconque Mm (fig.3l) rapportée aux coordonnées rectangulaires x , y, et dont l'équation
est donnée. L'aire de la courbe est l'espace compris entre Taxe des abscisses , la courbe Mm, et deux ordonnées quelconques PM, pm dont la position est fixée. La première ordonnée PM étant supposée conserver une position fixe, et x désignant la distance variable op, il est visible que la grandeur de Taire PMmp est une fonction de l'abscisse x, qui dépend de la nature de la courbe ou de la fonction f[x).
Nous désignerons cette fonction par t*. Il s'agit de trouver l'expression de sa différentielle 5 c'est-à-dire de la variation que subit la fonction u lorsque l'abscisse x augmente de la quantité infiniment petite dx.
Admettons que op ou x augmente de la quantité finie Ar représentée par pq. L'aire u croîtra de Au représentée par le trapèze pmnq, et l'on peut toujours supposer Lx assez petite pour que la fonction f (x) étant constamment croissante ou décroissante dans l'intervalle pq , ce trapèze se trouve compris entre les deux rectangles mp et nq. Nous pouvons donc
écrire
Au
±u = y.bx±:M.bx,
ou
Ar
= tf±w,
<o étant une quantité plus petite que Ai/; nous aurons donc, en prenant la limite des deux membres,
du dx
et du = y. dx.
Ainsi la différentielle de Taire d'une courbe est égale au pm-
duit de dx par la fonction de x qui exprime la valeur de l'ordonnée y, ou si l'on veut Taire de la courbe est la fonction primitive dont l'ordonnée est le coefficient différentiel on la fonction dérivée du premier ordre.
157. Considérons maintenant (fig. 31) la longueur de l'arc d'une courbe comptée à partir du point fixe quelconque M jusqu'au point m dont l'abscisse op est représentée par ar. Cette longueur étant désignée par « et regardée comme une fonction de l'abscisse x, proposons-nous de connaître l'expression de sa différentielle.
Représentons par pq la différence bx> qui peut toujours être prise assez petite pour que Tare correspondant mn tourne sa concavité du même côté. On pourra donc toujours, conformément aux théorèmes d'Archimède, considérer la longueur de cet arc comme étant comprise entre celle de sa corde mn et celle des parties mt-\-nt des tangentes menées aux deux extrémités de Tare. Donc, à plus forte raison, Tare est compris entre mr et ns, car mr est plus petite que la corde,
et st est plus grande que mt.Or mr = x \/l+ ( *y )
d.fix) puisque . représente la tangente trigonométrique de dx
l'angle que forme la tangente au point m avec l'axe des x. Soit pour abréger <p(x) =l/t+ (~w~ ) * ^ aura ^x + ^
pour la valeur de ?(#) qui convient au point n de la courbe. Donc ni = bxy(x-\- àx). Ainsi l'on doit poser
fc>A*.**) et Aj<Ag[?(*) + d-**+e-^A*];
ou si Ton veut
— Ifi6 —
» étant une quantité plus petite que y - T * — àx. D'où
rw 4àM»M , ep pne^nt la limite dçpjt Rapprochent jjwjéfioiment les deux membre? lorsque fx teniji à devenir nuUe ,
ou
4M. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que l'ordonnée à partir de laquelle l'aire m étant comptée, ou le point fixe de la courte à partir duquel l'arc s était compté , étaient placés de manière que u et $ croissaient en même temps que «. Vil on était autrement on devrait donner le signe — à leurs différentielles, et écrire
du=-ydx, *=-*0 + (2y.
De plus le sigje de la différentielle du change avec le signe de l'ordonnée jf; et, en général, lorsque Ton compte les y positives de bas en haut, les parties de Taire d'une courbe qui sont situées au-dessus de l'acte des t sont positives et celles qui sont situées au-dessous de cet axe sont négatives.
XVI. DU CONTACT DES COURBES PLANES
159. On dit que deux courbes se touchent lorsqu'elles ont un point commun et une tangente commune. De plus lorsque deux courbes pq, rs touchent la courbe ron au môme point M, la courbe pq , qui passe entre les deux autres, est regardée comme ayant avec la courbe mn un contact plus intime que
nc le fait la amibe rs. Les géomètres distinguent ainsi des jpoptacts de divers ordres dont les caractères se distinguent facileméat au moyen de la considération des coefficients différentiels ou fonctions dérivées.
Soient
y = f(x) et ff = i<aO
les équations des deux courbes rapportées à des coordonnées rectangulaires : x désignant l'abscisse du point commun aux deux courbes ,etx-\-h l'abscisse d'un point voisin de celuici, leurs ordonnées correspondantes seront respectivement
Si elles ont une tangente commune au point dont l'abscisse esta:, on aura en ee point non-seulement 7(2) = f(x), mais
-y-L= j . Cette condition étant satisfaite, on est assuré dx dx
qu'atome autre ligne ayant pour équation y = tyx) ne peut
passer entre les deux courbes proposées, à moins que Ton
n'ait également ^^ = -^L En effet la différence des
ordonnées des deux courbes proposées correspondantes à x + k peut être exprimée par
/d*.f(x + Qh) d*.f(x + Qh)\h* \ dx* dx* ) 2 ;
tandis que si la condition dont il s'agit n'avait pas lieu, la différence entre l'ordonnée de la troisième courbe et celle de la première serait exprimée par
(d.m d.f(x)\. (d*.Kx + Bà) d*.f(x + Qh)\ h* \ dx dx ) ^\ dx* dx* J 2'
qu'elles se touchent, suivant que leur contact est d'un ordre I pair ou d'un ordre impair.
163. Les lignes paraboliques sont les plus simples que l'on puisse mettre en contact avec une courbe donnée. Soit toujours
l'équation de cette courbe , et
y = À + R» + Grt + I*ra + + ttr» ,
l'équation d'une courbe p^raJ>oliqiie du degré fi. A,B,C.
D, H représentent des coefficients constants qui doivent
être déterminés de manière que la courbe parabolique ait un contact de Tordre m avec la courbe proposée dans le point dont les coordonnées sont x, y'. Ce contact aura lieu d'après
ce qui précède si les valeurs de y, ■/-, -3-=^, -p2- dédm-
tes de la seconde équation sont égales quand on fait «=£ aux valeurs des mêmes quantités déduites de la première. Or, Ja détermination des constatées A, B, C....H se trouvera de suite effectuée de manière à satisfaire à cette condition si l'on prend ppur l'équation de la courbe parabolique
ainsi qu'il est facile de le vérifier.
L'équation de la courbe parabolique dont il s'agit contenait n+ 1 constantes arbitraires, et on a pu lui donner un contact de l'ordre n avec une courbe quelconque proposée. En général on peut toujours établir entre une première courjte et une seconde, en un point donné de la première.
un contact dont l'ordre est marqué pjjur le nombre des constantes arbitraires contenues dans l'équation de cette seconde courbe diminuée d'une unité.
164. Si l'on se bornait au premier degré on aurait simplement
équation d'une ligne droite qui touche la courbe y = f[x) dans le point dont les coordonnées sont a? et y. Aucune antre droite ne peut passer entre la courbe et la tangente dont il s'agit.
L'équation du second degré donne
équation appartenant à une parabole ordinaire , dwft l'axe est parallèle à l'axe des y, qui touche également la courbe donnée dans le point dont les coordonnées sont x', y1, et qui de plus a un contact du second ordre avec cette courbe, ou est oscufafrk't à cette courbe, suivant une autre expression fréquemment employée par les géomètres. Aucune autre parabole du «ecoja4 degré, tfont l'axe serait également parallèle à l'axe des j: , ne peut passer entre la courbe proposée et la parabole représentée par l'équation précédente.
166. En général, on voit qu'un point quelconque M d'une première courbe étant fixé, tout se réduit, pour donner en ce pointa une seconde courbe un contact del'ordre n avec la prmaière, à feire en sorte que l'équation de la seconde courbe et ses équations différentielles jusques et compris l'ordre n, soient vérifiées par les valeurs de l'abscisse af du
point M , de l'ordonnée y' de ce point, et des coefficients dif-
. . dtf dV dV d"«'
férentiels^, ^, —t, ^ de cette ordonnée.
XVII. TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES. ASYMPTOTES
167. L'équation de la tangente en un point quelconque d'une courbe donnée est 5 d'après ce qui précède ,
xfy y' représentent les coordonnées du point de contact;-/;
dx
est la valeur du coefficient différentiel du premier ordre de la fonction y=f(x), qui a lieu dans ce même point.
L'équation de la normale, qui se déduit immédiatement de celle de la tangente , est
y-y'=-ai {x~x'] '•
dx'
dtï ou x— x'+^fy— yO=0.
168. Lorsqu'on veut exprimer la direction d'une ligne droite, on suppose cette ligne transportée parallèlement à elle-même à l'origine des coordonnées, et l'on considère les angles qu'elle forme avec les parties des axes sur lesquels on compte les coordonnées positives. Nommons a, 6 les angles que la tangente d'une courbe forme avec les parties des aies sur lesquels on compte respectivement les x positives et les
y positives. L'angle a aura pour tangente trigonométrique ^ .
dx
et le cosinus de l'angle 6 sera toujours égal au sinus de l'angle a. Donc
1 da!
cos.«= — , , cos.6= — . ,
Si l'on représente de la même manière par X, p les angles formés par la normale à la courbe avec les partie des axes sur lesquels on compte respectivement les x positives et les y
positives, l'angle X aura pour tangente trigonométrique — -p,
ââï
et le cosinus de l'angle \l sera toujours égal au cosinus de l'angle X. Par conséquent
dx' Â
C08.X= = , COS.4UL
On peut donner indifféremment le signe + ou le signe —
an radical l/ i +(-jp) ? "^^ on doit lui donner le même
signe dans les expressions des cosinus des deux angles qui se rapportent à la môme ligne. Suivant le signe que l'on donnera à ce radical , les deux angles se rapporteront à la partie de la ligne qui est d'un côté ou de l'autre de l'origine des coordonnées. Lorsque ce radical est pris positivement, il est entendu que l'on considère la partie MS (fig. 32) de la tangente qui est située par rapport au même point M du côté des x positives, et la partie MN de la normale qui est située par rapport au même point du côté des y positives.
169. On peut aussi, en désignant, comme dans le xf 157. par ds la différentielle de Tare de la courbe, exprimer par
daf 0 du'
C0S.a=— et 008.6 = ^
les cosinus des angles que la tangente au point m forme avec les axes des x et des y ; et par
^ dy' drf
cos.X=^ et cos.^^
les cosinus des angles que la normale au même point forme avec les axes des x et des y. Dans ces formules Pélément difrentiel ds' doit être regardé comme pouvant prendre à volonté le signe + on le signe — , puisque rien ne règle d'avance dans quel sens l'arc s est compté. Mais on doit toujours lui donner le même signe dans les deux formules correspondantes. Suivant que l'un prendra dJ positivement ou négativement, les angles a, 6, ou X, p se trouveront comptés à partir de Tune ou de l'autre des portions de la tangente ou de la normale qui sont séparées par le point de la courbe.
170. Soit le point M (fig. 32) d'une courbe , et supposons la tangente et la normale menées en ce point prolongées jusqu'aux points T et R où elles rencontrent Taxe des x. L'ordonnée y* du point de contact est représentée par MP, et l'on a
La tangente WI = ^-- = — * — x /
dx*
La sous-tangente VT = t-^ — = -?—.
dx'
La sous-normale PR = y' tang. * = y'^>
L'ordonnée est moyenne proportionnelle entre la sous-tangente et la sous-normale.
171. Nous remarquerons qoe l'équation primitive d'une courbe est souvent donnée sous la forme
L'équation différentielle est alors
dy dx
rt Ton a, conformément au n° 4A, -f- == — -=. En mettant
dx dx ~~ ~àf'
du
cette valeur de -^ dans l'équation de la tangente du n° 167, dx
elle devient
(ta passe de l'équation différentielle de la courbe à l'équadela ta »— ï'
tion de la tangente en remplaçant le rapport -^ par le rap-
L'équation de la normale devient de la même manière
rfK. ,, de, . „
On passe également de l'équation différentielle de la courbe
ày à l'équation de la normale en remplaçant le rapport -r- par
le rapport ,.
Les angles formés par la tangente avec les axes des x et des y étant toujours désignés par a et 6, on a
COS.oc = -
dy*
, cos.6 =
dx'
V£W s/WFit)
Et les angles formés par la normale avec les axes des x et des y étant toujours désignés par X et p, on a
cos.X =
dF
dx'
_z==r^=:, COS.fl= 7
dF
172. Lorsque les courbes ont des branches qui s'étendent à l'infini, il arrive quelquefois qu'elles s'approchent indéfiniment de certaines lignes droites que l'on a nommées asymptotes. Les asymptotes sont des tangentes dont le point de contact est placé à une distance infinie de l'origine des coordonnées. L'équation générale
jgpC*— ^+^ûr — if) = «
convient à Tune quelconque des tangentes de là courbe représentée par 1 équation F(ar, y) = 0. Elle appartiendra à une asymptote si Ton y suppose les coordonnées af ou tf du point de contact infiniment grandes. Par conséquent, pour obtenir l'équation des asymptotes d'une courbe donnée, il faut mettre dans l'équation générale des
dF dF
la valeur de tf en af tirée de l'équation F (af, y') = 0, puis faire af infinie positive ou négative, ce qui donnera toutes les asymptotes qui ne coïncident pas avec l'axe des y, ou ne seraient pas parallèles à cet axe. On trouvera ces dernières, s'il en existe, en mettant dans la même équation la valeur de af en y* tirée de l'équation F'(af,y[)=09 puis faisant y' infinie positive ou négative, et ne considérant que les résultats qui ne correspondent pas à #' infinie.
473. Le même procédé peut s'appliquer au cas où il s'agirait non pas d'une ligne droite, mais de toute autre courbe asymptotique. Après avoir déterminé, conformément à ce qu'on a vu dans l'article XVI, l'équation de la courbe y = ©(#) de manière qu'elle ait un contact du premier ordre avec la courbe y~f(x) dans le point dont les coordonnées sont x',y', on connaîtra la figure que doit affecter la courbe y=y(x) pour qu'elle soit asymptote de l'autre en substituant dans son équation les valeurs de y en af, ou de af en yf données par l'équation tf=f(af)9 puis faisant af ou y' infinie.
Nous indiquerons quelques applications de ces for
mules générales. L'équation de Y ellipse ou de Ykypcrbole rapportée aux diamètres, dont nous désignons respectivement par a et 6 les demi-longueurs, est
à* b* L'équation différentielle est
et donne
*cte=bgdy = 0,
dy __ &x
dx "~ To^'
Les équations de la tangente et de la normale seront respectivement
$(*-*')* £(„-•)=<>, ou $±Ç=1.
On aura pour les expressions de la sous-tangente et de la sous-normale,
a1 Px'
sous-tangente = — — x' , sous-normale = a;' ± -y.
La sous-tangente est indépendante du petit axe 26, et par conséquent elle conserve la même valeur pour le cercle et pour toutes les ellipses dont le diamètre pris pour axe des i a la même longueur 2a. Le rapport de la sous-normale à l'abscisse est constant pour tous les points d'une même ellipse ou d'une même hyperbole.
Dans l'hyperbole équilatère, dont l'équation m termes
et l'équation différentielle
ydx + xdy = 0, d'où ij| = -.|,
sous-tangente = — x* , sous-normale = — —■ .
La sous4angente est égale à l'abscisse, mais doit être prise à droite de l'ordonnée, la tangente formant un angle obtus avec les x positives.
175. Pour trouver les asymptotes de l'hyperbole on mettra dans l'équation de la tangente
la valeur de ~ déduite de l'équation de la courbe
T— ~s=zi9 qui est t* = ± V/t — 1 > œ qui donnera
x'x a fx* ~ y M x 4 L a1 y a
-r^V-t— *•? = *» ou -qz\/i — »-r = — #;
et en faisant x' infiniment grande, il viendra
xv- b
-Tr = 0 OU y=dtz-x a o * a
pour l'équation de ces asymptotes,
Dans la parabole représentée par l'équation
on a pour l'équation différentielle
ydy=pdx, d'où 2=^£.
L'équation de la tangente est
tf{V— y') = P{x— *f) ou tfy = p{x + x'). L'équation de la normale est
y>(x-a?) + Pto-y') = 0.
On a pour les expressions de la sous-tangente et de la sous-normale
sous-tangente = 2x' 9 sous-normale = p.
La sous-tangente est toujours double de l'abscisse, qui est ici comptée du sommet de la courbe. La valeur de la sous -normale est constante dans toute l'étendue de cette courbe.
L'équation de la logarithmique
2/ = lqg.a?
donne, en changeant l'une pour l'autre les coordonnées; l'équation
a désignant la base du système de logarithmes, que nous
supposons toujours plus grande que l'unité. L'équation dHFé~ rentielle déduite de cette dernière est
dy = la, aPdx :
ainsi Ton aura respectivement pour les équations de la tangente et de la normale
y — tf=ita.a"(x— x1)
(Tmf
On trouve également
sous-tangente = ~- , sous-normale = la . a1*'.
Ainsi la sous-tangente est constante et égale au module du système de logarithmes. Hais la sous-normale augmente rapidement à mesure que le point de contact s'éloigne de l'origine des coordonnées.
Si d'après ce qui a été dit n° 172, on remplace y' par sa valeur a*' dans l'équation de la tangente , il viendra
y — az' = la.a?'(x— x*).
Faisant ensuite x' = — - cette équation se réduit à
d'où Ton coaclut que Taxe des y est asymptote de la courbe du côté des x négatives II faut remarquer ici que Ton doit prendre 0 pour la valeur du terme — x'a*' lorsque
Ton fait a/ = — -. Car ce produit revient à -$, dans lequel on ferait #' = ::• Or a étant > 1 , la est positif. L'équation a*' = i -f dl* + -5- (te)1 + donne par suite
a* > fL (/a)» et % < — =— 2 v ' cr x'(lay
Donc la valeur du rapport
dont il s'agit a zéro pour limite quand x' est supposée croître de plus en plus et devenir plus grande que toute ligne donnée.
178. On a nommé cycloïde la courbe décrite par un point d'une circonférence de cercle roulant sur une ligne droite. Les propriétés très- remarquables de cette courbe ont plusieurs applications importantes dans la géométrie et dans la mécanique. Soit c (fig. 33) la position actuelle du centre du cercle , et m celle du point de sa circonférence qui décrit la courbe. Nous prendrons pour axe des x la ligne droite sur laquelle roule le cercle , et pour origine des coordonnées le point 0 où le point m se trouyait sur cette ligne à l'instant où le mouvement a commencé. Les coordonnées x, y étant donc représentées par opetwip, on aura évidemment, en désignant par R le rayon du cercle dont le mouvement décrit la courbe , et par o> l'angle mer compris entre le rayon vecteur cm et le diamètre de ce cercle qui est perpendiculaire à Taxe dès#/
x = B(to — sin.w), y = R(l — cos.w);
d'où
cos. o> = — 9 , sin. w = * * — — *
et par conséquent
La normale coupe toujours l'axe *des x au point où cet axe est touché par le cercle générateur.
XVIII. CERCLE OSCULATEUR. DEVELOPPEES DES COURBES PLANES
179. La ligne la plus simple après la ligne droite est le cercle, et comme son équation contient en général trois constantes dont on est libre de disposer, on peut donner à un cercle un contact du second ordre avec une courbe quelconque. Revenons aux notions présentées dans les numéros 159 et suivants. Soit
l'équation d'une courbe quelconque proposée, et
r équation d'un cercle quelconque, a et 6 désignant les coordonnées du centre, et f le rayon. 4° D'après ce qui a été dit numéro 16-4, on donnera à ce cercle un contact du premier ordre avec la courbe proposée au point M dont les coordonnées sont x\ y', si l'on détermine les constantes a, 6 et p de manière qye l'équation du cercle et son équation différentielle du premier ordre, qui est
dv' soient satisfaites par les valeurs de x\ y'9 -~ qui appartiennent au point M dans cette courbe proposée. Nous avons
dx* duc*
«te"
r~ dy
expressions qui font connaître la position du centre du cercle osculateur et la grandeur de son rayon. Le signe de la valeur du
rayon p est indéterminé à raison du radical 1 -f |-p\ \
qui peut également être pris positivement ou négativement; mais il n'en est pas de même des valeurs des quantités a — oc1 et (5 — y'9 qui sont les projections de ce rayon sur les axes des a: et des y. Le signe de ces quantités indique de quel côté de la courbe le centre du cercle osculateur doit être placé sur la normale : on reconnaît facilement que ce centre se trouvera toujours placé, comme cela doit être, du côté de la concavité de la courbe.
181. La détermination du cercle osculateur donne la mesure de la courbure d'une ligne quelconque en un point donné. Pour se former la notion de la courbure on admet qu'à partir du point de contact M on s'avance sur la courbe jusqu'à un point voisin N, et que l'on compare la distance NT de ce point à la tangente avec l'intervalle MN parcouru sur la courbe, ou plutôt avec son carré auquel la distance NT est sensiblement proportionnelle quand l'intervalle MN est très -petit. La limite vers laquelle tend la valeur du rapport de NT à MN , lorsque MN tend vers zéro , est la mesure de la courbure de la courbe au point M. Dans le cercle la courbure est égale dans tous les points, et de
Tj: . Comme le cercle oscillateur dans le voisinage du point
<fc contact s'écarte moins que lout autre cercle de la courbe proposée , on regarde la oourbure du enfle oseulateur «rame donnant la mesure de la courbure de la courbe, qui
tft ainsi proportionnelle en chacun de ses points à -, en
P teignant comme ci-dessus par p le rayon du renie oscu-
ce point U rayon du cercle oscillateur est son-
H8l appelé par cette raison rayon de rourhurc*
Renier le cercle oscillateur comme donnant la mesure
courbure de ta courbe, c'est admettre que dans mu Rendue infiniment petite de pari et d'autre du point de contirt, le cercle et la courbe peuvent être pris l'un pour l'autre.
seule hypothèse suffît pour établir les résultats pu en effet $ l'arc de la courbe compté Jusqu'au point
dftcbse est x, et t l'angle compris entre Taxe des x et httnçente de la courbe menée au nieme point, les quantités H -rtant regardées comme des fonctions de c Lorsque otte abscisse x croîtra de dxf s croîtra de d$f et t croîtra de «fr. La différentielle d^ représentera l'angle compris entre les feu tangentes de la courbe menées aux points qui réponde **ia abscisses r et x -J- dx y ou si Ton veut Hmple compris entre les deux normales menées à la courte en vm Wnw points, Or Tare rf* étant regarda emime appartenant W cercle oscillateur dont le rayon est pt on a
tfestrà-dire
l+\dx)
d'où Ton tire comme ci-dessus
nm.
dx*
La longueur du rayon de courbure étant déterminée , la position du centre du cercle osculateur est connue, puisque Ton sait que le rayon de courbure est dirigé suivant la normale du côté où la courbe tourne sa concavité.
Nous omettons ici, pour plus de simplicité, les accents dont les lettres x, y sont affectées dans les formules des numéros précédents. On n'oubliera pas qu'elles expriment les coordonnées du point où la courbe proposée est touchée par le cercle osculateur.
182. L'angle cfc , ou l'angle compris entre deux tangentes ou entre deux normales à la courbe, menées aux extrémités de l'arc infiniment petit ds, est appelé angle de contingence. Comme on déduit de l'équation précédente
ds
on voit que le rayon de courbure est égal à l'élément de l'arc divisé par l'angle de contingence.
183. Si nous supposons d'ailleurs , comme on Ta fait dans le n° 171 , que l'équation de la courbe proposée soit donnée
sous la forme
on aura d'après le n° 72,
rfF
dy __ dx ~~~ dFJ
dy
dx
dx*
/rfF\fçPF_2rfF rfF cPF \rfy/ cfcr1 dx dy dxdy
dy)
et ai mettant ces valeurs dans les expressions de a, 6 et p dunM80, il viendra
a— ar = .
«te
[®,+ osn
*(PF dFdF d*F fite* da? dy «tafy
S[(iHg)']
\<ùy dy*
(dFy^F_2dFdF d*F /dF\* d*F \dy) dx* dx dy dxdy \dx) dy*
/d¥\*d*F ^dFdF d*F /dF\*d*F \dy) dx* dx dy dxdy \dx) dy*
484 Nous avons supposé dans ce qui précède que l'abscisse x était prise pour variable indépendante. On peut aussi faire varier également x et y , en regardant ces deux coordonnées comme des fonctions d'une troisième variable quelconque. Dans ce cas l'équation du cercle et ses deux
équations différentielles du premier et du second ordre étant
(a — x)dx + (6 — t/)dy = 0 ds* + <fy* — («— a^a? — (6— y)d«y == 0 f
on trouve, en désignant par ds l'élément de la courbe , y/dx* + dy\
dyds* # _ cteb*
dztPy — dydtx9
dxdHj—dytPs'
rf58
dxdPy—dydïx'
On parviendrait aux mêmes résultats en substituant dans les
expressions du numéro 180 les valeurs de -pf, -r^ données
or oar
dans l'article IX pour le changement de la variable indépendante. Les résultats dont il s'agit conviennent sans modification au cas où Tare s est pris pour la variable indépendante, et où , par conséquent, la différentielle ds est supposée constante.
On peut d'ailleurs les représenter sous une autre forme, en remarquant que
(dxdhf — dyd*x)* = ds*[(d*x)* + {d*y)*] — (dxd*x + dytPy?
et d'autre part que
— dy(dxd*y — dyd*x) = ds(dsd*x — daxfo) = ds\ d (*^\ dx{dxd*y — dyffix) = ds(dsd*y— dydh) = ds*.d (Q\ .
Idonc
f/*3,tf
gL
On conclut de ces expressions qu'en représentant par X et ji les angles formés avec les axes des jt et des y par la partie de la nunuale sur laquelle est place le rayon p , on a
Ma l
B lare f est pris puut- variable indéj>etidante, on farci
A=Q,etl*on remptaoert d(— J uldi-jt-j par -^ et — ^
Les résultats au\qinl> on vït»nt di- parvenir devi< nnent Uè^sensibles lorsque la courbe est regardée comme la
d'un polygone dont le nombre «1rs câMs augmenta de plus en plus. Soient /, m, n i/fy* .'Mj trois pointe de la courbe
• e dont les abscisses op* oq* or sont jrt x -f~ dx, - dx) oux+ %dx-{-dfx* En prolongeant I are lm rfiikâtdéré comme une Itgftlâ droite, fnnuant le MttiDgfo *be ép\\ au triangle /«m , traçant rn f et menant rd et re perpendiculaires sur «r et mn (que l'on ooniklèfe é^alenient comme uoe ligue droite ) , on voit que rd repré> pMft##; rtrf, dfy; et n«, rf*f. Mars M ~ v (dîjr)' + ! «**¥)*• Dune ^f =
re
<J{é*x)t + {(Pu)s — {d*$)\Qv—?$t l'angle de
dâ
- m, e 'est-a-dire —; donc
<ii
p vpifT^Mï^'
dsc De plus -7- représente le cosinus de l'angle alm formé par la
tangente au point / avec Taxe des x. Or quand on passe du point / au point m , ce cosinus varie d'une quantité proportionnelle à la projection de ce sur mb. Donc — . cos. X =rf f T ) .
cm \as/
On a de même — . cos. v. = d ( -? ) . D'où Ton conclut cm \d8/
expressions qui reviennent aux précédentes.
Développées.
Soit toujours
V=rt*> (A)
l'équation d'une courbe donnée. Nous aurons d'après le n° 480, pour déterminer le cercle osculateur au point de cette courbe dont les coordonnées sont x, y, les trois équations
dans lesquelles a, 6 représentent les coordonnées du centre de ce cercle, et p son rayon. Les valeurs de a et 6 déduites
d? ces équations ont été données n° 180 et sont
. . - iMgn
dx*
fa*
dy d*y En mettant pour y, -r^ et -pi leurs valeurs en x déduites
OX CkT
de l'équation (A) de la courbe proposée , elles se trouveront exprimées au moyen de l'abscisse x, et donneront la position du centre de courbure qui répond à un point quelconque de cette courbe.
Quand on fera varier x pour passer d'un point a l'autre de la courbe y = f(x), la position du centre de courbure changera en conséquence. La série de ces positions formera une courbe dont a et 6 considérées comme variables représentent les coordonnées, et dont on aura évidemment l'équation en éliminant x entre les deux équations (Cl En effet, ces expressions conviennent à l'un quelconque des centres de courbure déterminés par la valeur attribuée à x : en faisant disparaître cette variable par l élimination, il ne reste plus qu'une relation qui ron vient à tous les centres dont il s'agit, c'est-à-dire a la courbe qui en est le lieu. Cette courbe a été nommée d'après Huygens la développée de la courbe donnée, dont l' équation esiy = f(x).
487. Les équations (B) appartiennent évidemment a la développée en y considérant «, 6 et p comme variables et. comme des fonctions de x. Les différentielles de res équations lui appartiennent donc également» Or, en différenciant la première équation (B) et en supprimant les termes nuls «•n vertu de la seconde , on a
(«— x)da + (6— y)d€=: pdp.
En différentiant de même la seconde équation (B) et supprimant les termes nuls en vertu de la troisième, on a de plus
d#da + dt/d6 = o. (E)
L'équation (E) exprime que les tangentes menées tut points correspondants d'une courbe et de sa développée sont toujours perpendiculaires l'une sur l'autre. Ainsi le rayon de courbure touche constamment la développée. Remarquons de plus que l'équation (D) peut s'écrire
da H * d6 = dp.
Or
— x 6 — ti
et ■ < sont respectivement les cosinus des angles formés avec les axes c}es x et des y par le rayon p tangent à la développée. Donc le premier membre de cette dernière équation représente la somme des projections sur la tangente de la développée des éléments d* et d6, c'est-à-dire la longueur de l'élément de Parc de la développée dpnt da et d6 sont respectivement les projections sur les axes des x et des y. En le désignant par d«?
c'est-à-dire en posant . da = ^/da* -f- d6f , nous aurons donc
dai=dp»
Ainsi nous voyons que tandis qu'on' passe sur la courbe proposée du point m (fig. 35) dont l'abscisse op est ar, au point n dont l'abscisse oq est jc + da?» et par conséquent du point p. de la développée au point v , l'arc jjlv compris
entre ces deux points est égal à la différence des deux rnyons de courbure mji et nv.
On conclut des résultats précédents que la cour!»* mn serait décrite d'un mouvement continu par l'extrémité d'un fil tendu qui aurait été enveloppé sur la courbe jjw, et que Ton développerait progressivement. C'est par cette raison que la courbe jxv est nommée la développée de la courbe mn. Réciproquement la courbe mn est nommée la développante de la courbe jxv. La considération des développées est d'un grand usage dans plusieurs applications importantes.
188. Si l'équation de la courbe proposée était donnée sous la forme
on remplacerait alors les équations (C), entre lesquelles x doit être éliminée pour obtenir l'équation de la développée, par les expressions de a et 6 qui ont été données n* 183. On éliminerait ensuite x et y entre ces dernières
équations et l'équation F(j?,y) = 0 de la courhe proposée.
Exemples de V application des résultats précédent*.
Soit en premier lieu l'équation de Yellipge
On aura donc ici F[x, y) = -: + h —1, rr — — <
2y rf*F _ 2
dy ~~ fc* ' dâ?~~a*f dxdy "" "' «ty* ~~ 6
= 0, -t-j = r, > et en subsu-
tuant dans l'expression de p du n' 183 , il viendra
par l'expression du rayon de courbure qui convient à cette courbe.
En substituant maintenant les expressions précédentes dans les valeurs de a et de 6 du même numéro, on trouve
puis en tirant les valeurs de x et y et les mettant dans Péquation de la courbe, on a
Va2— 62/ + \al— 67
pour l'équation de la développée de l'ellipse. Cette ligne est formée de quatre parties égales disposées symétriquement par rapport aux diamètres rectangulaires de .l'ellipse. Les rayons de courbure M\l et Nv appartenant aux sommets
b* a* sont représentés respectivement par — et —. La développée touche les axes aux points p. et v.
L'équation de Ykyperbole se déduit de celle de l'ellipse en changeant le signe de 6*. L'expression du rayon de courbure demeuré la même, mais l'équation de la développée devient
Cette ligne est formée, comme la précédente, de quatre
parties égales disposées symétriquement par rapport aux diamètres rectangulaires de l'hyperbole. Le rayon de courbure M(a qui répond au sommet de la courbe a pour va-
b* leur — . La courbe touche Taxe des x au point \x.
L'équation de la parabole
y1 = $px
j dfi dp d%y dp
donne -^ = -^~, — ^ = i£- ; et en substituant dans
l'expression de p du n° 480, il vient
(p + fcr)*
Les mêmes valeurs étant substituées dans les expressions de s et 6 du même numéro donnent
et en éliminant x entre ces deux expressions, on trouve pour Féquation de la développée de la parabole
Cette courbe est formée de deux parties égales placées symétriquement par rapport à Taxe des x. Le rayon de courbote Oyi qui appartient au sommet de la parabole est égal à p. La développée touche Taxe des x au point \l.
191. A l'égard de la cycloïde, dont on s'est occupé dans lenû 17*5, on a trouvé
î-Vf=;. d«g=.
y' dx _ Jl
VF
et en mettant ces valeurs dans l'expression de p du n° 180, il vient
d'où Ton conclut, en rapprochant ce résultat des formules données n* 178, que le rayon de courbure est toujours double de la normale.
En substituant également les valeurs précédentes dans les expressions de a et 6 du n° 180, on aura
* = * + 2\/2Ity— y*, * =— ^
It est visible, soit par ces expressions, soit par celle du rayon de rourbure p, que le centre de courbure du sommet n de la cycloïde (fig. 36) est en v, en prenant la distance /zv = aiî. Pour obtenir l'équation de la développée sous l.i lui me la plus simple, nous la rapporterons à deux nouvelles coordonnées a' et 6' parallèles aux premières, et qui sont comptées à partir du point v, dans le sens v6 et dans le sens va. Nous écrirons donc
ce qui changera les équations précédentes en
* '^4i — x— ?v/2Ry— y\ y = 2R — 6'}
d'où {'on tire, en ayant égard h l'expression de # en y du
QM78,
* = *(<*— arc cos. ^*J— <ft*y — tf; ou enfin en mettant pour y sa valeur en ff ,
a' = Rare ces. -^-= y/W— 6*
• ii
Ainsi la développée de la cycloïde est une autre cycloïde égale à la première.
Cette proposition résulte d'ailleurs immédiatement de la valeur obtenue ci-dessus pour le rayon de courbure. Car le centre de courbure devant se trouver pour le point m de la cycloïde sur le prolongement de la normale, à uije distance rp=rm, il s'ensuit que Tare •> du cercle de rayon R, dont le centre efct d, est égal à l'arc rro du cercle du même rayon dont le centre est c. Mais l'arc rro est égal à l'intervalle Or • donc l'arc $\>. est égal à l'intervalle Vf.
Remarquons de plus que le rayon de courbure est nul au point 0 de la cycloïde Omit. Donc l'arc Op. de la développée est égal au rayon de courbure m\i. Ainsi la longueur totale de la demi-cycloïde Ojxv est 4R ; et en général si Ton plaçait au sommet de la courbe l'origine des coordonnées x,y, et si Ton comptait les axes du même point, on aurait
j = 2^2Ry.
Cette propriété remarquable de la cycloïde, qui consiste à se reproduire par le développement, est liée à la proposition suivante plus générale, et due à Jean Ber-
noulli. Si, considérant une courbe quelconque dont les extrémités touchent deux côtés d'un rectangle, on en forme la développée, puis la développée de celle-ci, et ainsi de suite à l'infini, les courbes obtenues de cette manière approcheront progressivement de se confondre avec une demî-cycloïde.
XIX*. COURBES PLANES RAPPORTEES AUX COORDONNEES POLAIRES
192. L'usage des coordonnées polaires consiste à remplacer, pour fixer la position d'un point quelconque m, les coordonnées rectangulaires x et y, représentées par Op et mp , au mo.yen du rayon vecteur r représenté par Om et de l'angle o> formé par ce rayon avec Taxe des x. Les nouvelles coordonnées sont liées aux premières, comme îm Ta déjà remarqué n° 79, par les relations
x = r cos. tu y = r sin. w
d'où
r=+s/x* + y* oi = arc tang. ~.
Le rayon vecteur est pris toujours positivement. L'angle w peut affecter toutes les valeurs positives ou négatives depuis zéro jusqu'à Finfini.
493, L'équation d'une ligne droite passant par le point dont les coordonnées rectangulaires sont xfy y', et formant avec Taxe des x l'angle ? , étant en coordonnées rectangulaires
y— y' = (x— a;')tang.T,
on trouvera pour l'équation de la même droite en coordonnées polaires
r sin.(*> — t) =z r* gin. («'— tj f
w' et r' désignant les valeurs de r et w qui appartiennent au point dont les coordonnées sont af et y\ En effet, rsin. (w — x) représente évidemment la distance constante delà ligne dont il s'agit à la parallèle menée à cette ligne par l'origine des coordonnées.
194. L'équation de la parabole, quand on place l'origine des coordonnées au sommet, est en coordonnées rectangulaires
y* =2pa? ;
et en coordonnées polaires
COS.W
sin.' m*
195. L'équation de l'ellipse ou de l'hyperbole en coordonnées rectangulaires, l'origine étant placée au centre, est
a* =* 6» ~ * ' et en coordonnées polaires
b* cos. * w db a* sin. * «'
196. Mais si Ton place l'origine des coordonnées au foyer de la parabole en remplaçant dans l'équation y* = %pz 9
1 P^ 5 + x> l'équation de cette courbe deviendra
P lisant j rsr',
foyer,
ou ai faisant 5=*", r' désignant la distance du sommet au
y' = 4r'(r' + tf).
Mettant pour x et y les valeurs données nm \ 92 , on aura pour l'équation en coordonnées polaires
1 + COS.co
sin.**
eu
i — COS.u>*
et si Ton compte l'angle c* à partir de la portion de l'axe qui est située du côté des x négatives, c'est-à-dire à partir de la portion de Taxe comprise entre le foyer et le sommet de la courbe
f cos. w
équation qu'il est facile de déduire immédiatement des propriétés connues de la parabole.
197. Soit e l'excentricité de l'ellipse et de l'hyperbole, c'està-dire le rapport entre la distance du centre au foyer et le demi -grand axe ou axe réel. On aura donc (w=v/«,-*! pour l'ellipse et ae= \/a* +^ pour l'hyperbole. En plaçant dans l'ellipse l'origine au foyer situé du côté des x positives, et dans l'hyberbole au foyer situé du côté des x négatives, l'abscisse comptée à partir du centre sera x-\-ae <Jans la première courbe, et x — ae dans la seconde. Leurs équations deviendront respectivement
{x + ae)1 t y* _t ^ (x — ae)* y1
. + _£ i et &—*#
aV-i)
et en substituant pour x et y les expressions du n° 192 , on aura en cordonnées polaires pour l'ellipse
1 + e cos. co '
et poqr l'hyperbole
l + e cos. co '
ou r =
afr1— 1)
t?COS.u>— 1
suivant que l'on considérera la branche de la courbe la plus voisine ou la plus éloignée du foyer pris pour origine. Ces dernières équations se déduisent également des propriétés connues des deux courbes dont il s'agit.
iW. Nous rechercherons maintenant les expressions différentielles générales qui appartiennent à la direction de la tangente d'une courbe, à son aire, et à la longueur de l'arc, lorsqu'on emploie les coordonnées polaires.
Soit en général
l'équation d'une courbe proposée. Si Ton demande la direction de h courbe au point dont w et r sont les coordonnées , on remarquera que la droite formant l'angle x avec Taxe à partir duquel l'angle u> est compté , dont l'équation
.siikfo/— t)
v=ir - -
8in.(<*> — t)
a été donnée n* 193 , serç tangente à la courbe au point dont il s'agit (conformément aux principes exposés article XVI) , si
la râleur de -r- déduite de l'équation de la droite est égale en
ce point à la valeur du même coefficient différentiel déduite de l équation de la courbe. Or, en différentiant l'expression précédente de r, on trouve
dr _ , sIil(w'— • t) cos.(to — t) <fc>~~ sin.*(<» — t)
oo
j^ = — rcotfw — t);
done l'angle t formé par la courbe avec Taxe à partir duquel
on compte l'angle u> est déterminé en général par l'équation
COt(T-to):=i *L
dr
— représentant le coefficient différentiel du premier ordre de
la fonction r=f(«>). Il est superflu de remarquer d'ailleurs que x — a) est l'angle compris entre la tangente de la courbe et le rayon vecteur.
Le même résultat peut être facilement obtenu par la géométrie. Car soient m, n (fig. 37) les deux points de la courbe correspondants aux valeurs w et ta+rfto de l'inclinaison du rayon vecteur. L'arc mq décrit au point 0 avec le rayon Om=r aura pour longueur rcfo, et nq représentera dr. Mais à la limite nous regardons mq comme une ligne droite perpendiculaire à Om , et la courbe comme coïncidant avec la tangente dans l'intervalle fnn. Remarquant de plus que l'angle nmq est le complément de l'angle x — u>, on aura comme ci-dessus
v ' rd<*
Si l'on nomme * l'angle formé par la normale menée à la courbe au point m avec l'axe des x> on aura donc d'après la formule précédente
tang.(<i— u)) = -
rdv dr'
9 — c*> étant l'angle formé par la normale et le rayon vecteur. 199. L'aire de la courbe, lorsque l'on emploie des coordonnées polaires, est l'espace triangulaire compris entre cette courbe, un rayon vecteur fixe (par exemple le rayon Qa (fig 37 qui coïncide avec Taxe), et le rayon vecteur mobile Om. Nous
— aott —
désignerons cette aire par u. Lorsque » augmente de dut, u croit du triangle Omit, dont l'aire, en regardant encore mn comme une ligne droite, est
Nous aurons donc en négligeant (comme on doit le faire en passant à la limite) les quantités infiniment petites du second
ordre
du~-rdo>.
200. Quant à la différentielle de Tare de la courbe, que nous continuons à représenter par s, elle est évidemment exprimée, puisque l'élément mn (fig. 37) peut être regardé à la limite comme l'hypoténuse du triangle rectangle mnq , dent les côtés sont rrfw et dr, par
^V^+fë)'
Noos supposons que Tare s augmentera en même temps que l'angle «.
901. Si Ton veut enfin connaître l'expression générale du rayon de courbure en coordonnées polaires, on emploiera la formule du n° 181 ,
ds ' = »'
En observant que de l'équation du m 198
* s % * dr
x ' r du'
on déduit par la différentiation
<*t— dm
s . (i dr\ rft t ■ „ x é/iir\
8in.*(
Mais cette même équation donne sin.'ft— cu) =
Donc
•+oï)
,+(«*:y_- tp-'A
<h _ \r dto/ d<a\r du/
dû" â t /i dry
i + \rdZ)
D'ailleurs nous avons trouvé ci-dessus
Donc
ou si Pop veut
(dry_r*r'
La direction de la normale étant connue d'après le n° 198, cette expression du rayon de courbure suffit pour déterminer la position du Centre du cercle oscillateur. Le radical
I r2+ (-i-j ' peut être affecté du aigne+ ou du signe— . Si
Ton convient de prendre le signe -f- il s'ensuivra que le. rayon de courbure sera regardé comme positif lorsque les différée-
Mes âtttds seront de même signe, et comme négfttif tonqu'elles seront de signe contraire. Nous supposons ici qhe l'arc i augmente dans le même sens qtife l'angle «. Ainsi le rayon de courbure est censé positif lorsque la concavité de là courbe est tournée du côté de l'origine ou pôle dont émane le rayon vecteur et négatif dans le cas contraire.
Courbes nommées spirales.
S0£ Les géomètres ont donné le nom de spirales à diverses courbes dont la nature et les propriétés s'expriment d'une manière plus simple au moyen des coordonnées polaires.
La spirale <SArch\mède a pour équation
a déâgnant une constante positive* La courbe commence i l'origine ou pôle, et forme une infinité de révolutions autour «le ce point , dont elle s'éloigne de plus en plus* -
303. Dans la spirale hyperbolique , ainsi nommée à raison de l'analogie de son équation
ta)
a désignant toujours une constante positive) avec celle de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes, la courbe prend son origine à une distance infinie du pôle, où elle touche une droite parallèle à l'axe des x dont l'équation est y=a (puisque l'équation précédente peut s'écrire y=a , et donne
9=a lorsque <n = 0). Elle forme une infinité de révolutions autour du pôle , dont elle s'approche progressivement, mais
sans l'atteindre, puisque l'on n'a r = 0 qu'en attribuant à l'angle w une valeur infinie.
204, La spirale logarithmique, courbe très-remarquable dont les propriétés ont été étudiées par Jacques Bernoulli, a pour équation
t» = log.r, ou r = «w, ou enfin r = ^'w, |
a désignant la base du système de logarithmes, que nous ! supposons plus grande que l'unité. La valeur OÀ de r qui correspond à u> = 0 est égale à l'unité. Lorsque w croît positivement ai partir de zéro, r augmente de plus en plus : ainsi la courbe à partir du point A forme autour du pôle une infinité de révolutions en s'éloignant progressivement de ce point. Lorsque u> croît négativement à partir de zéro, r diminue de plus en plus : la courbe foftne également à partir , du point A, et en s'approchant progressivement du point 0. sans l'atteindre, une infinité de révolutions. De l'équation
on déduit
aw av*
La formule du n° 198, tang. /<r — w) = -- , donne donc
A ' rota
ici pour déterminer l'angle compris entre la normale et le
rayon vecteur
tang. (a — o>) = — la.
Ainsi cet angle a une valeur constante.
L'expression da rayon de courbure n* 204 ,
. -N'ai
devient ici
Dodc(jl étant (fig. 38) le centre de courbure correspondant au point m de la spirale logarithmique, la ligne Op est perpendiculaire sur le rayon vecteur Om. Le rayon vecteur et le rayon de courbure conservent un rapport constant.
Soient û et R les coordonnées polaires du centre de courhure |a. On aura donc, d'après ce qui précède,
Q = <u+^, R= VPB — r*=La.r\
et en substituant les valeurs de u> et r tirées de ces équations dans l'équation r=etew de la courbe, il viendra
.-il/*-*»-
ou ce qui revient au même,
pour l'équation polaire de la développée. Donc la développée de h spirale logarithmique est cette même courbe qui a
tourné autour du pôle d'un angle égal à - j— . Il suffit
1" ANKÉE. H
d'ailleurs , pour reconnaître que La développée est une spirale logarithmique, de remarquer que sa tangente, qui n'est autre chose que le rayon ^m, forme un angle constant avec son rayon vecteur Op.,
XX. POtHTS SINGULIERS DES COURBES FLaKES
205. Les notions qui ont été exposées dans les article- El et suivants, et qui se rapportent à la détermination des génies des courbes, de leurs cercles oscillateurs, ou en général des courbes osculatrioes, sont fondées sur l'emploi du théorème de Taylor, et supposent en général que les coefficients différentiels de la fonction qui exprime la valeur «te I ordonnée au moyen de l'abscisse prennent, pour le point de la courbe que Ton considère, des valeurs Unies et déterminées. Il est donc nécessaire, conformément à ce qu'm a vu dans l'article X > que la figure de la courbe soit cou tin ne près de ces points; et de plus il ne faut pas que t fonction dont il s'agit se trouve, pour la valeur de Tabscii qui li-ur appartient, dans les cas d'exception qui ont remarques dans ce même article. Lorsqu'il en est autre ment, la figure des courbes est en général affectée d'm manière particulier^ et présente ce (mon nomme un singulier.
Dans la plupart des cas, l'existence des points singulier* tient a ce que la courbe a deux ou plusieurs branches qui réunissent dans les points dont il s'Agit. Néanmoins courbe* qui ont un cours unique, ou qui sont partagées plusieurs branchies distinctes qui ne se croisent point, pie sentent quelquefois des points remarquables que l'on généralement compris sous la dénomination de points si g u liers.
Concevons que Von ait formé les coefficients différentiels
fo'd**' 7^' e^°'9 ^e ^or^onn^e y de 1* courbe exprimée
en fonction de l'abscisse x.
dy
Si le premier coefficient différentiel -2- devient nul pour
une valeur x = a de l'abscisse, les autres coefficients conservant des valeurs finies, la tangente de la courbe au point correspondant est parallèle à Taxe des x; et l'ordonnée, conformément à ce qu'on a vu dans l'article XIV, est un maximum
ou un minimum.
Si le coefficient différentiel -~ devient seul nul, tous les
dx*
autres conservant des valeurs finies, le rayon de courbure
est infini, et le sens de la courbure change. Il y a un point
(finflexion.
d*y Si le coefficient différentiel du troisième ordre -r-j devenait
seul nul, cela indiquerait que j^ est un maximum ou un
minimum : mais cette circonstance ne peut en général se remarquer sur la figure delà courbe.
Si les deux premiers coefficients différentiels t- et j~
étaient nuls en même temps, on se trouverait dans le cas remarqué à la fin du n° 1 45, c'est-à-dire qu'il y aurait un point d'inflexion dans lequel la tangente de la courbe serait parallèle à l'axe des x.
206. Outre les cas où quelques-uns des coefficients différentiels prennent des valeurs nulles, on doit considérer ceux oii ils prennent des valeurs infinies.
dy
Si le coefficient différentiel du premier ordre — prend
une valeur in li nie, la tangente de la courbe est parallèle à l'axe des y. Cela peut arriver dans quatre cas : en un point L \fig. 39) formant dans le sens de x la limite de l'espace occupé par lit courbe; en M lorsque l'ordonnée est infinie et que la courbe a pour asymptote une ligne parallèle à l'axe des y,- en N lorsqu'il y a un point d'inflexion; et enfin en 0 dans un point de rebrowsement*
Si le coefficient différentiel du second ordre devenait infini , celui du premier ordre ne l'étant pas, il en résulterait que la valeur du rayon de courbure serait nulle*
3G7. Considérons maintenant les cas où les courbes offrent plusieurs branches dont la réunion ou le croisement donne lieu à des points singuliers. Les cas dont il s'agit ont une liaison intime avec ceux qui ont été remarqués nf 90 h 931 Kn effet, une courbe ne peut avoir plusieurs branches qu'autant que la fonction f=f{x) qui représente t ordonnée contient explicitement ou implicitement des radicaux pairs auxquels on doit attribuer un double .signe. En général ;i chaque valeur de x répondent plusieurs valeurs de y, et autant de valeurs de chacun des coefficients différentiels qui appartiennent respectivement aux différentes branches de la courbe. Mais si la valeur particulière x = a fait disparaître un radical dans f(x) , et réduit par là les valeurs de y à un moindre nombre 7 deux ou plusieurs branches de la court* se réunissent dans le point correspondant ? qui dewque Ton nomme un point multiple* On a vu dailleui aux numéros cités qui! fallait ici distinguer deux cas.
1" Lorsque le radical disparaît dans f(x} pour la valeur x = a parce que cette valeur rend nul ce radical même» le développement de f {a + h) contient alors des puissances frac tionnaires de A, et par conséquent les coefficients différentiels doivent devenir infinis à partir d'un certain ordre*
* Lorsque le radical disparait dans f(x) parce que la valeur x=a rend nul un certain facteur {x — a)m à exposant entier positif dont ce radical est affecté, mais reparaît dans les coefficients différentiels après un certain nombre de difféirotiatkms, la formule de Taylor subsiste. Il n'en serait pas de même si l'exposant m était fractionnaire : on rentrerait alors dans le cas précédent et on trouverait, à partir d'un certain ordre, des valeurs infinies pour les coefficients différentiels.
On voit, d'après ce qui précède, qu'un point multiple peut être indiqué par les valeurs infinies que prendraient les coefficients différentiels du premier ordre et des ordres supérieurs. Mais cette indication n'est pas certaine, puisque la même chose peut avoir lieu dans un point d'inflexion où la tangente de la courbe serait parallèle à l'axe des y.
On voit encore qu'en un point multiple les coefficients différentiels peuvent conserver des valeurs finies, et les premiers d'entre eux offrir, par exemple, des valeurs nulles. Cette circonstance peut également avoir lieu pour un point d'inflexion où la tangente de la courbe serait parallèle à l'axe des x. Mais si les premiers coefficients différentiels réduits à zéro sont suivis d'autres coefficients différentiels affectés de radicaux, et si d'ailleurs f(x) est réelle près de x = a, on est bien assuré que le point dont il s'agit est formé par la réunion de plusieurs branches de la courbe qui ont entre elles un contact dont l'ordre est marqué par le nombre des coefficients différentiels qui reçoivent la valeur commune zéro.
En général, pour juger exactement de la nature d'un point singulier, il faut discuter, par le développement de f(a±:h) en série ou par un autre moyen quelconque , le cours de la courbe près de ce point.
Ht* Le cas le plus simple auquel s'appliquent les considération:» précédantes es* celui du point M {fig. 40) qui forme la limite d'une courbe dans le sens des x. On doit considérer les deux parties Mm, Mm' comme deux branches distinctes (soit qu'elles sVlendent à l'infini, ou qu'elles se rejoignent pour former une courbe fermée) , qui se réunissent eu M. Les coefficients diilérentiels du premier ordre et des ordres supérieurs sont infinis pour la valeur de l'abscisse qui répond a un tel point. La même chose a lieu lorsque la limite de la courbe est formée par un point de rebroussement N.
Remarquons que le point N, où les deux branches delà courir sont du même crité de la tangente commune, est uu point il- rebrousseraient de la seconde espèce; et que le point 0 de la figure du n° 2(H>, où les deux branches de la courbe sont placées de part et d'autre de la tangente commune, est un point de rcbroussemeni de la première espèce. Le cas où ti>ti> 1rs nirtiieieiiis différentiels deviennent infinis peut répondre d'ailleurs à divers points multiples 0, P, dans lesquels se réunissent deux ou plusieurs branches de courbe qui touchent ( en se croisant ou non ) une môme ligne parallèle à Taxe des y.
2UI*. A l'égard des cas où les premiers coefficients différentiels di viennent nuls , tandis que les coefficients différentiels suivants conservenl des valeurs finies affectées de radicaux, ils donnent lieu à des points multiples analogues aux pointe « ' et F, mais dans lesquels la tangente de la courbe est parallèle à l'axe des x\
Mats sï la première ditterentiation a suffi pour faire disparaître le facteur dont le radical était affecté dans la fonction el qui devenait 11Ljl pour bi valeur particulière j? = a, en
sorte que te radical se retrouvant dans -p , ce coefficient différentiel présente plusieurs valeurs finies distinctes , on aura alors rm point multiple Q dans lequel les branches de la courbe se croiseront sans se toucher. Et si dans un tel point
une des valeurs de ~ se trouvait nulle, -r-r restant finie, dx% Ar8
il y aurait inflexion dans une des branches de la courbe.
210. Nous terminerons enfin en observant que Ton a nommé points isolés ou conjugués certains points dont les coordonnées satisfont à l'équation proposée entre x et y, mais qui sont entièrement séparés de la ligne que cette équation représente. Il existera, par exemple, un point conjugué correspondant à la valeur x = a si cette valeur fait disparaître dans la fonction y=f(x) un radical tel, que la valeur f(a) soit réelle., et les valeurs voisines f(a±h)
imaginaires. Exemple: y=[x — a)m<J{x — a)* — 6*.
XXI. PLANS TANGENTS ET NORMALES AUX SURFACES COURBES
211. Nous récapitulerons ici succinctement les formulas les plus élémentaires de la géométrie à trois dimensions.
La direction d'une ligne droite passant par l'origine des coordonnées est fixée par les trois angles a, 6, y formés par cette ligne avec les parties des axes sur lesquels on compte les coordonnées positives x, y, x. Les cosinus de ces angles sont évidemment entre eux dans les mêmes rapports que les coordonnées x$ y, z et l'on a les relations
x _ cos.q y ""cos.6*
x _ CQg.q z ~~ cos. y 1
y _cos.6 z""cos.y'
dont deux quelconques entraînent la troisième. De plus les coordonnées du point de la ligne située à la distance \ de l'origine étant respectivement cos. a, cos. 6, cos. y * il en résulte
COS.* a + COS.* 6 -f COS.* f = 1.
D'après cela
m = az,
y = bz
étant les équations des projections de la droite sur les plans des xz et des yz, on a
COS.a
* cos. y '
cos.6
cos. y'
d'où cos.« = -
, COS. 6
COS.y =
Vr«,+61+i
On peut donner à volonté dans ces formules au radical le signe + ou le signe — , pourvu qu'on lui donne dans toutes trois le même signe. Suivant le signe donné à ce radical, les angles a, 6 et f appartiendront à Tune ou à l'autre des parties de la ligne qui sont séparées par l'origine des coordonnées. Si on le prend positivement, ces angles se rapporteront toujours à la partie de la ligne qui est située du côté des z positives , ou qui forme un angle aigu avec la partie positive de Taxe des x.
Soient deux droites passant par l'origine des coor
données et formant respectivement avec les axes les angles «, 6, y et «',£,7'. La distance des points de ces droites placés à la distance 1 de l'origine est le double du sinus de la moitié de l'angle qu'elles comprennent. Ainsi ? appelant u> cet angle.
ism.» - = (cos.a— cos.a')*+ (cos.6— cos^^-f (cos. y— cos.y7,
équation qui se réduit à
28ÛL* jr =1— (cos. a cos. a' -f cos. 6 cos. 6' + cos. y cos. y').
<t) U) Cl)
Hais cos. eu = cos.f - — sm.f - = 1 — 2 sin.f -. Donc
COS. w = cos.a COS. a -h cos.6 COS. 6'+ cos. y cos. y'. Si les deux droites sont perpendiculaires Tune sur l'autre cos.* cos.«'+ cos.6 cos.6' + cos. y cos. y' = 0. Ainsi les équations des deux droites étant respectivement,
pour la première x = az , y = bz pour la seconde x = a'z9 y = b'z
elles sont perpendiculaires entre elles si Ton a
aa' + bb' + i = 0.
213. L'équation d'un plan passant par l'origine des coordonnées étant
z = fx+gy;
et les équations d'une droite passant par cette même origine
x = az , y = bz ;
la droite sera comprise dans le plan si ces trois équations peuvent être satisfaites par les mêmes valeurs de x,y,z, ce qui donne la condition
l = af+bg.
L'équation générale d'un plan est
z = fx + gy + h ,
x, y étant deux variables indépendantes et z une fonction de ces variables. Soit un point quelconque de l'espace dont les coordonnées sont x> y, z ,• et concevons que de ce point Ton ait mené une droite à l'un quelconque des points du plan ri ont nous désignerons les coordonnées par x', t/, tf. La distance de ces points est exprimée par
'■ ', y' et z' satisfaisant à l'équation
z'=zfx' + gy,+h.
Or la droite dont il s'agit sera perpendiculaire au plan si l'expression précédente (dans laquelle il faut considérer z comme une fonction des deux variables indépendantes x et y') est un minimum. Pour connaître la direction de la perpendiculaire au plan, on égalera donc séparément à zéro, conformément à ce qu'on a vu dans les numéros 147 et suivants, les différentielles de pette expression prises par rapport
— il» —
a r' et à y, ce qui donnera
équations qui appartiennent à la perpendiculaire cherchée et
dz dz qui en déterminent la direction. En y mettant pour —, et —
leurs valeurs tirées de l'équation du plan , elles deviennent
On en conclut que les angles formés par la perpendiculaire au plan proposé avec les axes des x, des y et des z, étant représentés par X, (i, v, on a
cos.X=— ~' cos.ti= ~^ . cos.v = , =..
Les angles formés par le plan proposé avec les plans des ys, des xz et des xy ne diffèrent point d'ailleurs des angles
215. De plus, l'angle compris entre deux plans est égal à l'angle compris entre deux droites perpendiculaires à ces plans: ainsi, appelant <p l'angle compris entre les plans dont les équations sont respectivement
z = fx + gy + U
z=f'x + g'y + h' on a
COS
Vf1 + *• + *• v/" + 0* + i La condition nécessaire pour que les deux plans représentés
par les équations précédentes soient perpendiculaires l'un à l'autre, est donc exprimée par l'équation
Si l'équation du plan est donnée sous la forme
on aura pour les équations de la normale
z — z,= j-(x—x')f z— ï= jj(y— y');
et les cosinus des angles formés par la normale avec les axes des x, des y et des x , ou des angles formés par le plan proposé avec les plans des yzy des xz et des xy, seront respectivement
cos.X=
--==, COS.|A=-p , C0S.v=-7z
v'l'Tm'+n* v^'+m'+n* y'tf+M'+y
217. Considérons maintenant une surface quelconque dont l'équation est représentée en général par
xy y désignant toujours deux variables indépendantes, et proposons-nous de déterminer le plan tangent et la normale menée au point de cette surface , dont x'9 y'> z' désignent les coordonnées. On pourrait d'abord connaître la direction de la normale par la même considération qui a été employée n° 213 f car il est évident que la plus courte distance d'un point quelconque de la normale à la surface est dirigée suivant cette ligne elle-même. On trouverait donc, comme dans le
numéro cité, pour les équations de la normale ,
dx' izf
j-,, -r, représentant les coefficients différentiels partiels de
la fonction*' déduits de l'équation *'= /*(#', y'), à laquelle doivent satisfaire les coordonnées du point de la surface que ton considère. Mais il convient mieux ici de déterminer le plan tangent d'après des notions semblables à celles qui ont été présentées dans l'article XVI.
L'n plan est tangent à une surface lorsque aucun autre plan ne peut passer entre la surface et le plan dont il s'agit, x', y' étant les abscisses d'un point quelconque de la surface proposée, les ordonnées des points voisins seront exprimées en général d'après ce qu'on a vu n° 138, par
De même , l'équation d'un plan quelconque passant par le point dont les coordonnées sont x'y y', z' étant
les ordonnées des points voisins de celui-ci sont représentées par
U différence entre les ordonnées de la surface et celles du plan est donc
(** Ai.,/^ \ • , #*' ** L **' ^ d%z' * ^_ *♦«
-Mi- Mais si nous supposons les coefficients f9 § de l'équation du plan déterminé par la condition de faire disparaître les lermes du premier ordre, c'est-à-dire si nous posons
dz' 9 = 9*
cette différence se réduirai
dH> h* , rfV u. , d*z* P ,
et Ton reconnaîtra, par le même raisonnement qui a été lait h4 460, qu'en attribuant à h et i des valeurs de plus tu plus petites, on pourra toujours la rendre moindre que pour tout autre plan à l'égard duquel on n*aurait point satisfait à la condition précédente.
L équation d'un plan tangent à la surface proposée au point dont les coordonnées sont x'y \f, x! est donc, d'après ce qui précède,
, dz' . ,, , dz' ,
et Ton en déduit immédiatement pour les équations de la normale, conformément au n° 213,
2/-y'+ày-,(2-*')=o.
f-^-Ti représentent les valeurs des coefficients différentiels
partiels réduits à l'équation z = f(x, y) qui appartiennent au point de contact.
Ainsi, en représentant par X, (x, v, les angles formés par
— naît norrotle avec les axes des z, des y et des s , on a
te _(&
COS.V
Ces expressions conviennent également aux angles formés par le plan tangent avec les plans des yz> des xz et lies iy. Si Ton y prend le radical positivement , elles conviendront à la partie de la normale qui est située, par rapport à la surface, du côté des z positives, ou qui forme un angle aigu avec les z positives.
ilS. Si l'équation de la surface proposée est présentée sous la forme
elle aura pour équations différentielles du premier ordre, d'après ce qu'on a vu n° 45 ,
dx + dzdx~ ' ~dy + dzdy-"'
L'équation du plan langent deviendra
rfF dF dV
les équations de la normale seront
dF dF_
dx' dy'
cos. X =
enfin , les cosinus des angles X, ^, v, formés par la. normale avec tm* te # , des y et des z, ou par le plan tangent avec les plans des y* , des a?* et des a?y, auront pour expression*
COS.[i=
vww^)" vww
cos. v =
VŒfflëMiï
219. Un plan tangent peut, en général, avoir avec une surface un » ni point commun, qui est le point de contact; ou bien il peut la couper suivant une certaine ligne; ou simplement la toucher sans la couper; ou. enfin, la toucher et la couper en même temps dans toute retendue de cette ligne. On remarque les cas où le plan tangent touche la surface dans tous les points d'une même ligne droite, propriété qui appartient aux surfaces cylindriques et coniques, et plus généralement aux surfaces développables ; et le cas où le plan langent f coupant la surface suivant une ligne droite, la touche dans un seul point de cette ligne, propriété qui appartient aux surfaces gauches.
Les coordonnées x, y,z de la ligne d'intersection du plan qui louche la surface au point dont les coordonnées sont x ', y\ z . satisfont évidemment aux deux équations
En éliminant entre elles Tune quelconque des variables x.
y et z, on aura les équations des projections de cette ligne sur les plans coordonnés.
220. On nomme en général plan normal à «ne surface, en un point donné , tout plan mené par ce point perpendiculairement an plan tangent. La normale est la ligne d'intersection de tous les plans normaux. Soit , en général,
l'équation d'un plan quelconque passant par le point de la surface dont les coordonnées sont x'9 y*, je'. Ce plan sera normal à la surface, si les constantes f et g satisfont à l'équation
qui s'obtient par la condition que le plan normal soit perpendiculaire au plan tangent, d'après les n0- 215 et 218; ou par la condition que le plan normal contienne la normale, d'après les nM 213 et 216.
221. Nous remarquerons enfin que si l'on mène un plan quelconque par le point de contact commun à la surface et à son plan tangent, l'intersection de ce plan avec le plan tangent sera tangente à l'intersection de ce même plan avec la surface proposée.
XXII. COURBES A DOUBLE COURBURE
221 Une ligne courbe quelconque existant dans l'espace est donnée par ses projections sur deux des plans coordonnés. Soient
1" AKHÉE. 15
— zXD —
les équations des projections d'une courbe proposée m les plans des xy et des xz. En éliminant x entre ces deux équations, on en trouvera une troisième entre y et s, qui appartiendra à la projection de la courbe sur le plan des yx. Dans ces équations, x est la variable indépendante , y, x sont des fonctions déterminées de x. La position d'un point d'une courbe est en effet déterminée quand on se donne une seule des coordonnées de ce point.
223. Considérons les deux points de la courbe auxquels appartiennent les abscisses x et j?-f Aa\ La sécante passant par ces deux points, tend à se confondre, à mesure que Ax diminue , avec la tangente menée à la courbe dans le point dont l'abscisse est x. Or, les trois coordonnées du premier point étant x, y, z, et celles du second j?-|-A$, y + AV> * + A*> Ay et A* étant déterminées par les équations précédentes, les cosinus des angles formés par la sécante avec les axes des x, des y et des s sont exprimés respectivement par
v/Aj^+A^+A**' v/Âxï+Ât/S+ÂF*' v'Axî+Ayî+A*v
ou bien
Ax
Ax
VWI)*+(ë)' VMSW \MIH
Mais à mesure que Ax approche de devenir égale à aéfo. les rapports—, — approchent des limites -7=-, -=-, c'està-dire des coefficients différentiels des fonctions y = f{x).
*==fl(*j qui représentent les ordonnées des projection* de la courbe sur les plans des xy et des «. Donc, appelât «, *, «y les angles formés par la tangente de la courbe avec les axes des x, des y et des z, on a
dy
<**«=• , A =3 cos.6 = **
\FWFW "VKè)'+ (S)"'"
COS.f:
dz
dx
s/^lFW
formules où l'on substituera pour ■— et — leurs valeurs
déduites, des équations y=f[x), s=F(j?).
2£t. Les expressions précédentes donnent immédiatement les équations de la tangente. Soient en général
y — y' = m(x — af), z—z' = n(x—x')9
les équations d'une droite quelconque passant par le point de la courbe dont les coordonnées sont s?9 y1,*'. Cette droite touchera la courbe, si Ton a (d'après ce qu'on a
cos.6 dx'* cos. a dx*'
Les équations de la tangente sont donc
dzf
*-*=%(*-*)* *-*=%(*-*)> *-*=^(y-vf);
dx'
et, comme il était aisé de le prévoir, les projections de la tangente sont tangentes aux projections de la courbe.
225. On en déduit également l'équation du plan normal. Soit en général
z—z' = fix—x,) + Q{y — y')
l'équation d'un plan passant par le point de la courbe dont les coordonnées sont a?,*/,*. On voit par le n* 214, que ce plan sera perpendiculaire à la tangente de la courbe, si l'on a
Et
r- JL — te
L'équation du plan normal dont il s'agit est donc
Enfin, désignant toujours par
îf— tf^mix— x')9 z—z^nix—x'),
les équations d'une ligne quelconque passant également par le point de la courbe, dont les coordonnées sont x\ y', z', cette ligne sera comprise dans le plan normal , et par conséquent perpendiculaire à la courbe, si les constantes m et n satisfont à l'équation
du' dz'
1+md!'+ns?=0-
Pour trouver l'expression de la différentielle de l'arc
d'une courbe, soient M et H (fig. 41) les points dont les coordonnées sont respectivement x, y, % et x + Ax , y + Ay, z+ A*. La longueur de la corde MN sera y^a^ + Ay' + Ai*. Soit mené par le point M la tangente MT à la courbe, et ayant abaissé sur cette tangente la perpendiculaire NT, projetons Tare de la courbe MN sur le plan MNT. Appelant ? l'angle MNT compris entre la corde et la tangente, on voit que cette projection de Tare MN sera plus grande que MN, et plus petite que MT + NT, c'est-à-dire plus petite que
^bx*+ Ayf -f As* (COS.? 4- sin.<p).
Donc, appelant As la projection de l'arc MN dont il s'agit, oo a
fc=vA**+Ay»+Ay»(i+w), ou E= ^i + (£)"+(-) '(H--)
la quantité » étant <<?— -j — etc. Or, si Ton suppose
que tkx tende à devenir égale à zéro, l'arc de la courbe tendra à se confondre avec sa projection, et l'angle <p tendra à devenir nul. On peut donc regarder la limite du rap-
port — comme ne différant pas de la limite du rapport de
l'arc de la courbe à àx; et, en désignant cette dernière
limite par -y-, écrire ax
â=Vi+(sy+(£)'' et *=*&+&+&
On donnera le signe + ou le signe — au radical, suivant
que tare i augmentera ou diminuera quand oit fera croître l'abscisse *,
±lx. On peut d'ailleurs faire ici une remarque analogue à celle du n* 169. Les valeurs des cosinus des angles a, €, 7 formes par la tangente à la courbe avec les axes des x , des $ et d<*s st s exprimeront par
as *
cos. 6^
COS^y:
On donnera à la différentielle cftr , dans ces expressions , Ip ■igné -f ou le signe — , suivant que les angles *,6, y seront comptés à partir de Tune ou de l'autre des portions de la tangente qui sont séparées par le point de contact.
ItBt Lorsqu'on suppose, comme on l'a fait n* ^2» une courbe donnée par ses deux projections sur les plans des «ry et des xzy on regarde cette courbe comme étant Fintersection de deux surfaces cylindriques ayant ces projections pour bases s et dont les arêtes sont respect i veinent perpendiculaire» aux deux plans. Mais une courbe peut être ronsideiée d'une manière plus générale, comme étant Tinter^ section de deux surfaces quelconques représentées par les équations
fa, */, t) = 0 , f(x,yfz)-L
Les ordonnées y et z sont alors des fonctions implicites oY l'abscisse x. En appliquant donc les notions présentées dans les n^ A4 et 18 f on différent iera ces deux équations . ce qui donne
df df é» df ite di^dy dx^dz dr~Uj
r/F d? du d¥ dz A <lr du dix ttz (li
et en tirant les valeurs de -^- , — ,
dx dx
dfdF_dPd£ ÉL^^^K
dy _dx dz dx dz dz __dx dy dx dy
à*~ dFdf_d£dF* dx~ rfF df__df^dF'
dy dz dy dz dz dy dz dy
Ces valeurs doivent être substituées dans les formules des numéros précédents. On pourrait ensuite en éliminer y et z au moyen des équations proposées f(x,y,x) = Qy F(*,»,i) = 0.
230. Remarquons d'ailleurs que, d'après le n° 318, si l'on désigne par #', y', *' les coordonnées d'un point de la ligne proposée, les équations des deux plans menés par ce point tangentiellement aux deux surfaces courbes , dont cette ligne proposée est l'intersection , auront respectivement pour équations
£i*-*)+$ty-y')+£,(z-z')=o,
Ainsi ces équations appartiennent à la tangente de la courbe et en déterminent la direction. En général, on a les équations de la tangente en remplaçant dans tes équations différentielles de la courbe, daf , dy', dz' par x — x\
Plan owulateur. Rayons de la première courbure et de la seconde courbure.
231. Les notions exposées dans l'article XVI sur le contact des courbes planes, s'appliquent généralement (comme
on a pu le voir dans l'article précédent) au contact des lignes et des surfaces.
Si Ton considère une première ligne représentée par les équations
puis une seconde ligne représentée par les équations
on verra qu'en supposant que ces lignes se rencontrent au point dont les coordonnées sont x, y, s, on aura
dx
dx* 2
dx
dx1 2
pour les ordonnées du point de la première courbe correspondante à l'abscisse x + h; et
pour les ordonnées du point de la seconde courbe correspondant à la même abscisse. Les différences de ces ordonnées seront donc respectivement
/d.F(*) d.*(x)\ AP.Ffr) tMW\A> et Ton aura
+etc,
v/tf+D1
pour l'expression de la distance dos points des deux courbes dont il s'agit. Or, on verra par les mêmes raisonnements employés dans l'article XVI, que les constantes arbitraires qui entrent dans les équations y = ®(x), % = <P(x) étant déterminées de manière à satisfaire aux conditions
-7—= 'l , * = * , la seconde courbe aura dx dx dx dx
avec la première un contact du premier ordre, et qu'aucune
antre courbe ne pourrait en approcher davantage, à moins
d'être assujettie aux mêmes conditions. On verra également
que si Ton satisfait de plus aux équations Tt = ' ,
- . , = — --i— ' , les deux courbes auront un contact du dr dx1
second ordre, et qu'aucune autre courbe ne pourrait approcher davantage de la première, à moins d'être assujettie aux mêmes conditions. Et ainsi de suite.
231 Le contact d'une courbe quelconque avec un plan peut être considéré de la même manière. Les équations de la courbe proposée étant toujours
soit en général
z— z'=m(F — x*) + n(y— yf)
l'équation d'un plan quelconque passant par le point de la courbe dont les coordonnées sont x', %(, *'. Si l'abscisse x' devient f + ^jOn aura pour le point correspondant de la courbe
et pour le point du plan qui répond aux abscisses x'-f- * du' d V h%
z— z'=mk + n
Prenant maintenant la différence des valeurs de z qui appartiennent au plan et à la courbe , on trouve pour l'expression de la différence
Si Ton veut donc en premier lieu que le plan soit tangent à la courbe, il faudra que les constantes m, n satisfassent à l'équation
dz' dy' A
et il est facile de reconnaître que cette équation exprime que le plan doit passer par la tangente à la courbe , en se rappelant ce qui a été dit n° 213, et ayant égard aux équations de la tangente données n° 224.
Cette équation ne suffit pas pour déterminer m et », et effectivement il existe une infinité de plans passant parla tangente qui tous touchent la courbe. Mais si Ton posr encore l'équation
dx* *dx»-*'
on établira entre la courbe et le plan la contact le plus intime qu'il soit possible , aucun autre plan ne pouvant passer
entre odui-à et k courbe. On tire de cette seconde équation, réunie à la précédente,
tfV te d'y' dy* tfz'
. dx* dx' dx'* dx1 dx*
« qui donne pour l'équation du plan nommé plan otcu- ^, parce qu'il a un contact du second ordre avec lu
courbe,
«^ ^Xd* dx* dx'dx*)[ * *>+ dx'*[y V)m
233. Dans ce qui précède x est prise pour la variable indépendante , y et z sont regardées comme des fonctions de*. Si Ton veut regarder x, y, z, comme des fonctions d'une autre variable indépendante quelconque, on obtiendrait l'équation du plan osculateur qui convient k ce
du' dW dx' d*z' m m reraP,a«ant Jj> d**> *&>■&-' T*T ,CS eXprCSsions données n* 74 pour le changement de la variable indépendante. Mais on y parviendra plus simplement en remarquant que l'équation générale d'un plan passant par k point de la courbe ayant pour coordonnées x',y', i est
Afcr— xO+Bfo — y^-f z— z' = 0,
et donne pour ses deux équations différentielles du premier et du second ordre, en faisant également varier *,jeti,
Kdx + Bdy + dz = Ù,
Ad**4- W¥+d*ç=;0.
Or, le plan sera le plan oscillateur demandé si ces deux équations différentielles sont satisfaites par les valeurs dx'y dy'9 dz' et dV, éPyf, <fV appartenant à la courbe. Déterminant donc les constantes A et B par les deux équations,
Adx1 + Bdy' + dz' = 0,
Ad*x'+Bd*y,+ dz' = 0,
et substituant leurs valeurs dans l'équation générale précédente , il viendra
(dy,d*z'—dz,d*y') (x—x') + (dz'dïx'— dx'd*z') (y — y1) +{dx'dty' — dy'&x1) (z — z') = 0 ,
pour l'équation du plan oscillateur.
Si Ton prenait x pour la variable indépendante, on devrait supposer dans cette équation dV=0 : on retrouverait ainsi celle qui a été donnée dans le numéro précédent.
234. Considérons maintenant le contact de la courbe à double courbure proposée avec une surface sphérique dont l'équation générale est
a, 6, y désignant les coordonnées du centre , et p le rayon, Si cette surface passe par le point de la courbe dont x', y, i représentent les coordonnées, on aura
De plus si elle touche la courbe Féquation différentielle di| premier ordre déduite de celle-ci en faisant varier seul* ment x\ y', z', qui est
(a— x^dx1 + (6— yT)drf + (Y — z^dzf^ 0 ,
devra être satisfaite par les valeurs de dx\ dy'9 dz' appartenant aux points de la courbe. Ainsi toute surface sphérique déterminée de manière que a, 6, y et p satisfassent à ces deux équations touchera la courbe proposée. On voit d'ailleurs par le n° 225 que la seconde de ces équations indique que le centre de la surface sphérique doit se trouver sur le plan normal à la courbe proposée.
235. Si la surface sphérique a un contact du second ordre avec la courbe proposée, il faudra que l'équation différentielle du second ordre déduite de la précédente, qui est
<b*+ dtf* + dz* — (a— afyJV — (6— yOdy— fr — zyfiz9 = 0,
soit encore satisfaite par les valeurs des différentielles de x> y' } f, tirées des équations de la courbe. Supposant donc ces différentielles déterminées de cette manière , toute surface sphérique pour laquelle « , 6, y et p satisferont aux équations précédentes aura un contact du second ordre avec la courbe proposée. Il est évident, d'ailleurs, que la dernière équation qui vient d'être obtenue étant déduite par la différentiation de l'équation du plan normal à la courbe au point dont les coordonnées sont x,y'9 x', on peut dire qu'elle se forme en retranchant l'équation de ce plan de celle du plan normal infiniment voisin, mené à la courbe au point dont les coordonnées sont x'+dx', y'+ <fy',*' + dz'.
On en conclut que le centre de la sphère osculatrice doit être situé sur la ligne droite, qui est l'intersection des deux plans normaux appartenant à deux points de la courbe, dont la distance est supposée plus petite que toute grandeur donnée.
236. Si , par le centre d'une sphère tangente à une courbe proposée au point m, et par la tangente menée à la courbe ,
au même point, un fuit passer un pian, ce plan évidemment la sphère suivant un grand cercle qui sera ment tangent à la confie. Ainsi une courbe quête» »n une infinité tl- cercles tangents dont les rentres §oot places sur le plan Donnai à cette courbe.
Parmi toutes les sphères tangentes fe la courbe pi sée , nous distinguons les sphères osculatrices dont les très sont placés sur 1 intersection commune de deuv pfau normaux consécutifs ; mais* de plus* parmi les sphèfl ivm -ubtricrs, nous distinguerons celle de ces sphères doi le rayon est le plus petit de tous, et dont le centre e situé dans le plan osculateur mené au point m de la court proposée. Le grand cercle suivant lequel cette spbJ coupée par le plan oscillateur est non-seulement la courbe pKVfMRéfl dans le point mf niais de plus il ce point un contact du second ordre avec cette coi puisqu'il est l'intersection commune de deux surfaces ont elles-mêmes avec la courbe un contact du second ordr Par conséquent ce cercle est le cercle otcutattur de la coart proposée, et il en mesure la courbure. On obtiendrait i lmmient Je cercle osculateur dont il s'agit si mn cobA lions établies ri-dessus pour la détermination des quanti* Bj 6, y, p, on ajoute celle que V équation du n° 233 a satisfaite quand on suppose x=<*% t/=5, ï^y- Ait coordonnées du centre vt le rayon du cercle osculateur ront donnés par les quatre équations
Nous supprimons les accents pour plus rie simplicité:
remplaçons dœ* + èy* + dz' par sa valeur d+ ; et nous posons pour abréger
X = dyd*z—d24Pys Y=zdzd*x— dxd*z3 Z = dx<Py— dy&x.
On en déduit par l'élimination
dï{ïdz-Uy)
- rf^Zda:— Xdz)
y~ XHY'+Z1 *
^ tfyfïdz — Zdy)* + (Zrfs — X<te)« + (Xdy—Ydxj* X* + Y» + Z*
Remarquons maintenant que
Y<k — lAy = (dz<Px — dxéPzyiz — (<&rity — dy<Px)dy
= (dj?*+ dy*+ dz%)&x — dx(dxd*x -f rfy^y + dote)
= d5*d«x — rfxrfi d*.i = ds'.d (^-) ; de même
Zdx — Xd* = rf«f^ — dyds d*s = d^.d(^\ ,
Xdy - Yd* = d5»d«i - dzdstPs = rfj'.rf ^ ;
et par conséquent
Idz-Uyf 4- (Zrfx— Xd*)* + (Xdy — Ydaf = d54[(d»tf)"+(dfy)"
De plus on trouve également
Ainsi , les expressions précédentes peuvent s'écrire
ds\d
EL
(<*•*)« + W + (d>z? — (fis? '
Ces expressions conviendront au cas particulier où Ton prendrait Tare s pour la variable indépendante, c'est-àdire <is pour différentielle constante, en faisant cPs=0, et
par conséquent remplaçant dl — J, *[£)> <*( 3-) P**
d\r d'y <fe "STS rf*' d»*
237. On peut d'ailleurs parvenir directement à ces expressions en étendant à une courbe quelconque les notions qui ont été présentées dans le n° 185, pour le cas d'une courbe tracée dans un plan. Considérant trois points consécutifs de la courbe , savoir, le point /(/îjr. 42), dont les coordonnées sont *r, y. x ; le point m , dont les coordonnées sont x + di, y + dy* z-\-dz; et le point n, dont les coordonnées sont jr+ Mr+d'x, y + 2dy + d*y, x+$dz+ d*z. Dans l'intervalle /m, représenté par ds, la courbe est regardée comme coïncidant avec la tangente menée au point/, et dans l'intervalle mn, représenté par cfe-f cPs , la courbe est regardée comme 1 ■■ min.i.mt avec la tangente menée au point m. Le plan
qui contient les deux tangentes Im , mn> est le plan oscillateur mené à la courbe au point l. Si l'on prolonge Im d'un intervalle mc=lm, et si Ton décrit du point m comme centre l'arc infiniment petit ce, l'intervalle ne représenta» &$. De plus on pourra regarder ce comme une ligue droite, et supposer droits les angles que cette ligne forme avec me et ron, puisqu'ils ne diffèrent d'un angle droit que d'une quantité infiniment petite. Enfin le râpée P01*— donne la valeur de l'angle de contingence (voyez
n* 182), en sorte que
ce ds d$*
— = — . ou p = — , cm p* r ce '
P désignant toujours le rayon de courbure. Gela posé, si l'on remarque que les coordonnées du point c sont x + idx, l+My, z+2dz, on voit que les projections de en sur les axes des x, des y et des z sont <Pxy d*y, d*z. Donc
et par conséquent
d'où résulte
rfs'
fr =
V(rf^)1 + (d'y;1 + (d»*)P - (d"«]P"
Pour déterminer maintenant la direction du rayon de courbure, qui est parallèle à ce, on remarquera que les cosinus des angles formés par Im avec les axes sont res-
— ïtt —
dx dv d% pecUvement — , -i, — ; et que les cosinus des angles
dx fdx\ dy formes par mn avec les axes sont — + d l-r-l, ^ +
et me étaient égaux à l'unité, les projections de ces lignes sur chaque axe seraient égales aux cosinus des angles qu'elles forment avec Taxe. Les projections de ce seraient donc égales aux différences de ces cosinus; d'où il résulte qu'en multipliant ces différences par cm ou d$, on aura les projections de ce. Ainsi représentant comme ci-dessus par X, (x? v, les angles formés par le rayon de courbure avec les axes des x. des y et des z , on a
ce
cos.\=ds.d( -r- J, re.cos.(i=d5.rff -J^j, ce.co&v=rf5.df-rj;
ou puisque ce = — , ?
On conclut d'ailleurs de ces équations
ds
expression remarquable de l'angle de contingence dans une courbe à double courbure.
On voit également que l'expression du rayon de courbure & peut être présentée sous la forme
ce que l'on conclurait également des transformations qui ont été données an commencement du numéro 236.
Remarquons de plus que si nous représentons, comrpe dans le n° 223, par a, 6, y les angles formés par la tangente menée à la courbe au point dont les coordonnées sont x, y, z ; si nous appelons u> l'angle de contingence , et enfin si noijs avons égard aux expressions de cos. *, cos. 6, cos. «f, données n°228, l'expression précédente se transformera en
w=^(rf.COS.«i)t«fj[rf.COS.^+W.C0i>T)1.
Cette formule peut d'ailleurs êtee Qbtewe directement m remarquant que, si w désigne d'abord l'anglç <Je ^W tangentes quelconques, on a en quantités finies :
Cû8.w=C0S.*(C0S,a+AC0S.a)-f C0S.6(C08.6 + AC0^6)-f COS.y(COS.Y
AC08.T
Mais on a généralement cos.u>=:cos.* i« — siq.'iw, d'où 1— cos.w = 2sin.,£to. Donc
2sin.tu,)«=5— 2cos.ot(cos.«+Aco8.fl}— 2cWL«(co*.6+Aeas.«)
— 2cos.f (cos-t + A cos. y).
Vf on peut mettre à la place du nombre 2 la quantité
00*'*+ C08.,6+ COS.*Y+ (COS.* + AcOS.a)»+ (COS.6 + Ac<*6)!
+ (008.7 + Aeo*ir#;
réduisant ensuite , et remarquant qu£, quand l'ample w est supposé infiniment petit (2 sio. i w )* = «* , on retrouve { en
remplaçant le signe A par le signe d) la formule précédente. Cette formule exprime généralement l'angle infiniment petit compris entre les deux positions infiniment voisines d'une ligne dont les angles avec les axes sont exprimés par «, 6, y. 239. Les résultats précédents se rapportent à la première courbure de la courbe proposée, qui a lieu dans le sens du plan oscillateur. Remarquons, maintenant, que deux plans osculateurs consécutifs comprennent entre eux un angle infiniment petit, qui donne la mesure de la seconde courbure de cette courbe. Soit û cet angle, et rappelons-nous que l'équation du plan osculateur, telle qu'elle est écrite dans le n* 236 , étant
les cosinus des angles formés par la normale à ce plan avec les axes des x, des y et des z sont représentés respectivement, d'après le n° 216, par
v^y^z*' v/xt+Y,+zt, y/xï+Yrpzï'
L'angle û de deux plans oscillateurs consécutifs étant égal à l'angle des deux normales à ces plans, nous aurons donc, d'après ce qu'on a vu dans le numéro précédent,
V \ i/v+v+z*} \ vx'+r+zv V fi?
ou en développant, et' ayant égard aux réductions qui s'opèrent,
y^-f Y*+Z«) (<ÛL*+dV+ dp) - (XrfX-h YrfY+ ZrfZ)» Xï+Yî+Z? '
— Uo— }
od Ken encore
Q _ y (XrfY — YrfXy + (ZrfX — X<tt)»+ (YdZ — ZrfY)'
.Mais on trouve facilement
dX =dfd*z—dzdPy , dY=d2d*x—dxd*z , rfZ = dxd?y—dyd?x ;
puis
XtfY— YdX ZdX—XdZ __ YrfZ— ZrfY
<k """ rfy """ dx ~"
dXfixffiy—dPy&x) +dy(d*zd>x—(Pxd*z) +dx(<Pyd>z—d*zd*y) ;
et par conséquent
Q-faW<Px&y--d*yd}x) + dy((Pzd?x—dtx<Pz)+dx((Py(Pz--d?z(Py (dxdïy^ydïxF+idzdïx—dxdtzFMdy&z—dzdïy)* *
Si l'on désigne par P le rapport de l'élément d$ de Tare de la courbe à l'angle û compris entre les deux plans osculateurs qui répondent aux points placés aux extrémités de cet élément , rapport que l'on nomme quelquefois le rayon
de la seconde courbure, ou si l'on pose — =Q, on aura donc
p_ [dxd*y^y(Px)*Mdz<Px--dxd*z)*+(dydtz—dzd*y)* ~~ dzlfixdïy—dïydPx) + dy((Pz<Px—(Px(Pz) + dx(<Py <Pz— dlz<Py ) '
La valeur du rayon de la seconde courbure dépend des différentielles du troisième ordre des coordonnées x, y, x, tandis que celle du rayon de la première courbure dépend seulement des différentielles du second ordre.
240. Si l'on a pour tous les points d'une ligne quelconque l'équation
(dxd*y — dydPx)* + (dzd}x — dxdïz)* + {dy <Pz — dztfy? = 0 ,
ou (ce qui revient au même) l'équation
(*•)■+ (<fy)*+ (#*)*- (*$)* = 0 ,
il en résultera , d'après les n°* 236 et 237 , que le rayon p de la première courbure sera infini, ou que deux éléments consécutifs de là ligne comprendront toujours entre eux un angle nul , c'est-à-dire seront placés dans le proloogement l'un de l'autre. L'une et l'autre des équations précédentes expriment donc d'une manière générale la condition analytique à laquelle doivent satisfaire les valeurs des coordonnées x,y,%, pour qu'elles puissent appartenir à une ligne droite.
24i. Si l'on a pour tous les points d'une ligne l'équation
dz(dfoDdh)--<Pyd*w) + dy{d*zd?x—d*xd*z) + dx(<Pyd*z— <Pz<Py)=*
il en résultera, d'après le n° 239, que le rayon P de la seconde courbure est infini, ou que deux plans oscillateurs consécutifs comprennent entre eux un angle nul, c'est-à-dire coïncident l'un avec l'autre. Cette équation exprime donc, eh général, la condition analytique à laquelle doivent satisfaire les valeurs des coordonnées x} y, :, pour qu'elles puissent appartenir à une courbe plane.
Développées.
Ut D'après les n" 234 et 235, si Ton veut qu'une sphère ait uo contact du second ordre avec une courbe proposée dans le point dont les coordonnées sont x,y, z, il faudra que les coordonnées a, 6, «f, du centre de la sphère, et son rayon p, satisfassent aux trois équations
(a_x)*+(6_y)i+(T_*). = pi
<fcr(o^-x)+dy(6— y)+<k(T_ z)= 0
ds* — d»a<a— x}— d»y(6— y)— <Pz(i — z) = 0.
La détermination d'une sphère dépendant de quatre constantes, tandis que Ton jloit satisfaire à trois équations seulement, il en résulte qu'il existe pour chaque point de la courbe proposée une infinité de sphères osculatrices. Toutes ces sphères ont, comme on l'a vu ci-dessus, leurs centres placés sur une ligne droite, qui est l'intersection des deux plans normaux consécutifs menés à la courbe proposée dans les deux points dont les coordonnées sont x, y,*, et x + dx, y-\-dy, z + dz. Cette ligne droite est nécessairement perpendiculaire à la tangente menée à la courbe au point dont les coordonnées sont x, y, z.
On peut se représenter l'ensemble des plans normaux menés à tous les points de la courbe proposée, les lignes droites qui sont les intersections des plans normaux consécutifs, et la surface développable formée par l'ensemble de ces lignes droites. Chaque plan normal touche cette surface dans toute l'étendue de l'arête reotiligne appartenant à ce plan. Cette arête est perpeadicu-
courbe que Ton nomme développante, tandis que la première courbe est nommée développée. Le caractère géométrique de la développée consiste donc seulement dans ces deux circonstances : 4° que chaque point p de la développée est le centre d'un cercle tangent au point correspondant m de la développante ; ,2° que le rayon jim touche la développée au point p..
D'après cela on reconnaît d'abord qu'une développée de la courbe proposée doit nécessairement se trouver sdr la surface développable qui est le lieu des centres des sphères osculatrices. Car soient l,myn9 etc., plusieurs points coa? tigus de la courbe proposée (fig. 42), et X, jjl, v, etc., les points correspondants de la développée. Les points X, pi, v, etc., devant être les centres de cercles tangents à la courbe proposée en l,'myn, etc., devront se trouver respectivement sur les plans normaux menés à la courbe proposée aux points l,m,n, etc. Donc on passe d'un point de la développée à un autre, en passant d'un plan normal au plan normal contigu, c'est-à-dire en s'avançant sur U surface formée par les intersections successives des plan* normaux. Si nous regardons les coordonnées a,6,f non plus comme appartenant à un point quelconque de cette surface* mais à Tune' des développées dont il s'agit, il faudra donc admettre en premier lieu que ces coordonnées» satisfont aux équations
ds1— dxx[oL— x)— d*y(6— y)— ctefr— *) = 0 ;
et de plus qu'elles satisfont à la condition que le rayon mené du point de la développée au point correspondant de la courbe proposée soit tangent à la développée. Cette
dernière condition s'exprimera en posant
ou
et a— x
es p
dy-y—z'
L'one quelconque de ces équations étant réunie aux deux précédentes et aux équations de la courbe proposée, on aura cinq équations, dont on pourra éliminer x, y, z. 11 restera deux équations en a, 6, y, qui appartiendront à la développée. Mais il importe de remarquer que ces deux équations seront des équations différentielles. Ainsi, elles ne déterminent pas une certaine développée. Elles ,expriment d'une manière générale les caractères géométriques qui appartiennent à toutes les développées de la courbe proposée dont la surface développable qui contient les centres des sphères osculatrices est le lieu, et qui sont en nombre infini. Quant à la manière de déterminer en termes finis les équations d'une certaine développée passant par un point que l'on se serait donné arbitrairement sur la surface qui les contient toutes, cette recherche dépend du calcul intégral.
Il est visible, d'ailleurs, qu'en concevant la courbe proposée, et la surface développable lieu des centres des sphères osculatrices , existant dans l'espace, on pourrait facilement tracer sur la surface une développée quelconque de la fourbe. En effet, attachant un fil au point / de la courbe, et maintenant ce fil tendu, on le dirigera de manière qu'il vienne toucher la surface; et il pourra la toucher
en un point quelconque X de la droite appartenant à cette surface, qui est située dans le plan normal à la courbe au point /. On appliquera ensuite le fil sur la surfit? en le maintenant constamment tendu. La ligne obtenue de cette manière sera évidemment la développée. Elle sera une ligne de plue courte distance sur la surface développable; et si Ton développait cette surface, elle deviendrait sur le développement une ligne droite.
Le tracé d'une développée peut encore s'opérer
de la manière suivante : Soient l,m,n, plusieurs
points contigus de la courbe proposée. Ayant mené un premier rayon \l, on fera passer un plan par ce rayon et par l'élément Im de cette eourbe; puis Ton marquera le point (jl où ce plan coupe l'arête rectiligne de la surface développable qui est située dans le plan normal à la courbe proposée au point m. On mènera ensuite le rayon pm , on fera passer un second plan par ce rayon et par l'élément tnn de la courbe, et l'on marquera le point v où ce plan coupe l'arête rectiligne de la surface développable qui est située dans le plan normal à la courbe proposée au point ». En continuant de
la même manière, les points X,p,v, donneront k
courbe cherchée.
Supposons , ensuite , que Ton développe la surface développable. Tous les plans normaux se rabattront les nos sur les autres en tournant sur leurs intersections successives, et par suite de ce rabattement la courbe proposée se trouvera réduite à un seul point, que uoos désignerons par M. En effet, l'arc Im de cette courbe est perpendiculaire au plan normal passant par le point m* donc dans le rabattement du plan normal suivant sur celui -ci, le point m viendra se placer sur le point/.
De même Tare mn de la courbe est perpendiculaire au plan normal passant par le point m : donc dans le rabattement du plan normal suivant sur celui-ci, le point n viendra se placer sur le point m. Et ain$i de suite. Or il est évident par là que tous les rayons X/, \im9 vn, etc., viendront se rabattre les uns sur les autres, et se confondre en une seule ligne droite, puisque tous se coupent, et qu'ils devront tous passer par le point M. Ainsi, toutes les développées possibles de la courbe proposée de* viennent, sur le rabattement dont il s'agit, des lignes droites émanant du point M dans lequel cette courbe s'est concentrée, ce qui s'accorde avec ce qui a été dit dans le numéro précédent.
246. Les centres de la première courbure de la courbe proposée, qui ont été déterminés dans les numéros 236 et suivants, sont nécessairement situés sur la surface dévetoppable lieu des centres des sphères osculatrices. Mais on doit remarquer que cette ligne n'est point généralement une développée de la courbe proposée. Concevons, en effet, trois points consécutifs l,m9n de la courbe proposée, et les trois points correspondants X, p, *> etc., de la courbe lieu des centres de la première courbore, en sorte que R,fnp, nv, etc., sont respectivement les rayons de courbure appartenant aux points /,
», n, etc., de la courbe proposée. Si la ligne Xjav
était une développée de Imn , il faudrait que Tare Xp
fût situé dans le prolongement du rayon mX, Tare pv dans le prolongement du rayon mu, et ainsi de suite; ce qui suppose que le rayon my. viendrait couper le rayon /X prolongé, que le rayon nv viendrait couper le rayon my. prolongé, et ainsi de suite. Or, cela ne pourrait arriver qu'autant que les rayons successifs !X,mp, nv, etc., se-
raient situés deux à deux dans un même plan, ce qui n'est point , puisque chacun de ces rayons est situé dans les plans oscillateurs menés respectivement aux points l, ro, n, etc., de la courbe proposée. Les rayons de courbure ïk> fii(JL. nv, etc., ne peuvent se rencontrer et former par leurs intersections successives une développée , qu'autant que la courbe proposée est plane, cas dans lequel tous les plans osculateurs coïncident avec le plan de la courbe.
La vérité de la remarque précédente deviendra encore plus palpable si l'on considère le rabattement dont il a éfë question dans le n° 245. En effet, chaque rqyon de la première courbure de la courbe proposée est perpendiculaire à l'arête rectiligne correspondante de la surface développable lieu des centres des sphères osculatrîces , et dans le rabattement des plans normaux les uns sur les autres , ce rayon de courbure et cette arête ne cesseront pas de se couper à angles droits. Donc ta rayons tk, pip, nv, etc., de la première courbure de la courbe proposée ne seront autre chose sur le rabattement que les perpendiculaires abaissées du point M sur les intersections successives des plans normaux. Donc ces rayons ne pourraient se confondre en une seule ligne droite (ce qui serait nécessaire pour que les points X, p, y, 4c, appartinssent à une développée)» qu'autant que toutes les intersections seraient parallèles entrp elles, ce qui ne peut avoir lieu à moins que tous ces plans osculateurs ne coïncident entre eux , c'est-à-dire à moins que la courbe proposée ne soit plane.
247. D'après le n° 235, la sphère dont le rayon fet les coordonnées du centre «, 6, ï, satisfont qux trois équations
{m-alf + p-yr+(y-.zf=f (A)
(«— x)dx + (t— y)dy + (T-^ z)dz = 0. ... (B) <k«_ (a—^eftp— (6— y)dHj— (y— z]d*z=zO. . . (C)
a un contact du second ordre avec une oourbe à double courbure proposée dans le point de cette courbe auquel, appartiennent les coordonnées x, y, z. Ces trois équations ne déterminant pas entièrement les quatre quantités p, a? 6, T: il existe une infinité de sphères osculatrices à la courbe proposée dont il s'agit. Toutes ces sphères ont leurs centres placés sur la ligne droite intersection des deux plans normaux menés à' cette courbe par les points dont les coordonnées sont x,y,z, et x-\-dx9 y + dy, z -f dz. Les équations (B) et (C) sont celles de cette intersection.
Si Ton continue l'opération par laquelle les deux équations (B), (G), ont été déduites de l'équation (A), c'est-àdire, si Ton différentie l'équation (C) par rapport à x,y,z seules, pn aura une quatrième équation
SdstPs— (a— x)<Px— (6- y)d3y — (?— z)d*z=0. (D)
qui, étant réunies aux précédentes, déterminera entièrement les quantités a, 6, y et p. La sphère pour laquelle les coordonnées du centre «, 6, f satisferont aux trois éqijations (B), (C) et (D) aura t?n contact du troisième ordre avec |a oourbe proposée dans le point de cette courbe dont les coordonnées sont x,y,z.
On dpit remarquer d'ailleurs que les centres de toutes les spbère6 ayant up contact du troisième ordre avec la courbe proposée, se trouveront placés sur l'arête de re-
broussement de la surface lieu des centres des sphères osculatrices qui est produite par les intersections successives des lignes droites, dont cette surface est le lieu. En effet, les trois équations (B), (C), (D), lorsqu'on y regarde a, 6, y comme les variables, équivalent à celle des trois plans normaux menés à la courbe proposée dans les points dont les coordonnées sont respectivement x, y, z ; x + dx, y + dy , x + dz; et x-\- %ix +'d*x, y+Zdy + d'y, z+9dx+d?z. L'équation (B) est celle du plan normal à la courbe au point {x, y, z) ; la somme des équations (B) et (C) donne l'équation du plan normal au point suivant (x + dx, etc.); enfin r équation du plan normal au troisième point (x 4- 2dz + d*x, etc.) résulte de la somme faite de l'équation (B) , du double de l'équation (C), et de l'équation (D). Les trois équations (B), (C), (D) réunies appartiennent donc au point commua à ces trois plans, c'està-dire au point commun aux deux droites d'intersection du premier plan et du second, du second plan et du troisième, c'est-à-dire enfin au point de l'arête de rebroussement dont nous venons de parler. Si l'on élimine x,y,z des équations (B), (C), (D) au moyen des deux équations de la courbe à double courbure proposée, les deux équations restantes en a, 6, v appartiendront à cette arête de rebroussement. 248. Une courbe à double courbure quelconque et l'arête de rebroussement de la surface développable qui est le lien des centres de ses sphères osculatrices, ont d'ailleurs une relation qu'il est utile de faire connaître. Remarquons 1* que deux tangentes consécutives à l'arête de rebroussement sont perpendiculaires aux deux plans osculateurs consécutifs cor* respondants de la courbe proposée; car ces tangentes ne sont autre chose que les intersections des plans normaux à cette courbe; 2° que deux plans osculateurs consécutifs de l'arête de rebroussement sont perpendiculaires aux deux
tangentes consécutives correspondantes de l'arête proposée; puisque ces deux plans oscillateurs ne sont autre chose que les plans normaux à cette courbe. Donc, 1° o> désignant, comme dans le n° 238, l'angle de deux tangentes consécutives d'une courbe proposée, il désignera également l'angle des deux plans oscillateurs consécutifs correspondants de Varête de rebroussement de la surface lieu des centres des sphères osculatrices ; et 2° û désignant, comme dans le n° 239, l'angle de deux plans oscillateurs consécutifs de la courbe, il désignera également l'angle des deux tangentes consécutives correspondantes de cette arête de rebroussement. Ces propositions ont été données par M. Pourier.
Exemple de l'application des résultais précédents.
249. Considérons la courbe désignée sous le nom d'Wliee, qui est tracée sur la surface d'un cylindre droit à base circulaire, de manière à couper toutes les arêtes de cette surface sous le même angle. Soit R le rayon du cylindre, dont nous supposerons que l'axe coïncide avec l'axe des * , et représentons par a la tangente trigonométrique de l'angle constant formé par chaque élément de la courbe avec le plan des xy. Enfin désignons par t l'angle compris entre le plan des x% et le rayon du cylindre mené au point de l'hélice, dont les coordonnées sont x, y, x. La nature de la courbe donne évidemment
a>=rRcos.f, y = Rsin.*f z = Kat;
d'où l'on déduit pour les équations en x, y, x des projections de l'hélice sur les plans coordonnés
x*+y* = W, z=Ra.are.cos.|, 2=Ra.arc.sto*|.
Cela posé, si Ton veut déterminer en premier lien la direction de la tangente menée à un point quelconque de la courbe, on aura, par les premières équations,
djj =— RsilU.cfc, dy = Kcostt.dt> dz = Ra.dt. Donc
<to~~ tang.r' éx~~ ita.t;
et substituant ces valeurs dans les formules do n° 333, il viendra
V^î+ô1 tfHh? V^+â1
ou si Ton veut
D'après cela les équations de la tangente seront *— *'= — £-fo— art, *— *'= -^- fy— îrt* £^ = — ;
et celle du plan normal
Bin.f(s— a^)— cos,f(y— y*)— *(*— «0 = 0.
a', y, *' désignent les coordonnées du point de tangence m; t est Tincliàaison sur Taxe des x du rayon Om qui répond
à ce point. Tous les plans normaux forment le même angle avec le plan des xy.
250. En second lieu, pour la détermination du plan osculateur et des rayons de courbure , on déduira des expressions précédentes
*»= — RfliiLf.tfc, éy *zRcob. t. dt, dz = to.ét9
et prenant t pour la variable indépendante,
<ftc=— Rco&t.df*, d*y=— Rsin.r.<fc', ^ = 0; rf,x=Rstn.r.rff, d*y=— Rcos.l.df*, ^« = 0;
et par suite
lia; sin.f dy __ cos.f <fc_ a
Ainsi l'expression du rayon de la première courbure p du n' 236 donne ici
et les expressions de cos.X, cos. n, cos.v du même numéro, qui déterminent la direction de ce rayon, donnent
cos.X:=— cos.*, cos.!*23— Bin.f , cos.**»0;
d'où l'on conclut que le rayon de la première courbure appartenant à chaque point de la courbe est dirigé suivant le rayon du cylindre mené à ce point. Ainsi, tous les centres de la première courbure sont placés sur une hélice qui a le mime axe et le même pas que l'hélice proposée, qui eit tracée sur un cylindre dont le rayon est a'R.
L'équation du plan oscillateur, n° 233, devient
asiiufc— a/)— a cos. f (y— y9+*— «'=0.
Tous les plans osculateurs forment le môme angle avec le plan des xy.
Quant à l'expression du rayon P de la seconde courbure, la formule du n° 239 donne
P=*±*!r, d'où P=£;
et si l'on se représente ce rayon comme dirigé suivant la perpendiculaire au plan oscillateur, les cosinus des angles qu'il forme avec les axes des x, des y et des % sont respectivement
asln.r flco&f 1
expressions qui indiquent une direction perpendiculaire â la fois à la tangente de la courbe déterminée par les angles *;£*?> et au rayon de la première courbure déterminé Ijar les angles X, p, v.
Si Ton désignait par V Pangle constant formé par la tangente de la courbe avec le plan des xy, on aurait tang. V=a, et les expressions précédentes s'écriraient plus simplement
cos.a=— co6.Y.sin.fj co8.6 = cos.Y.cos.t, co6.y=8in.Y.
p = 5ôïAÇ^, P==sin.Y.c<».¥-
251. Considérons maintenant la surface développable qui est le lieu des centres des sphères osculatricea de la comte
proposée. Le cercle dont le rayon est Om = R étant (fig. 43) la base de l'hélice proposée (qui se projette en m'ri sur * le plan des xz ) , le cercle dont le rayon Op = a'R sera (la figure est tracée pour le cas où a est > 4) la base de l'hélice lieu des centres de la première courbure qui se projette en pV sur le plan des xz. m\L et m'y/ seront les deux projections du rayon de première courbure appartenant au point de l'hélice proposée dont les projections sont m, m'. Gela posé, la surface développable qui contient les centres des sphères osculatrices n'est autre chose que le lieu des intersections successives des plans normaux à l'hélice proposée menés par tous les points de cette courbe. Et comme tous ces plans forment le même angle avec le plan des xy, la surface qui est le lieu de leurs intersections successives est une surface hélicoïde, cette dénomination étant appliquée à toute surface décrite par le mouvement d'une ligne ou d'une autre surface dont un point parcourt une hélice, tandis que les parties de la ligne ou* de la surface tournent autour de l'axe de cette hélice. De plus, les intersections successives dont il s'agit ont toutes un point placé dans l'hélice projetée en pV, gui est le lieu des centres de la première courbure de Fhélice proposée. Toutes forment le même angle avec le plan des xy, et elles sont toutes perpendiculaires au rayon du cylindre sur lequel l'hélice projetée en pV est tracée. Elles ne sont autre chose que les tangentes de cette hélice, qui est le lieu de leurs intersections successives, c'est-à-dire rareté de rehaussement de la surface développable. pc et pY représentent sur la figure les projections de la tangente au point p, p'. Les points «c où ces tangentes rencontrent le plan des xy forment sur ce plan une courbe composée de deux branches Te, os qui sont
des développantes du cercle dont Op est le rayon. On voit par ce qui précède que la surface développable lieu des ( centres des sphères osculatrices est partagée en deux nappes distinctes par l'hélice lieu des centres de la première courbure qui est son arête de rebroussement. Ces deux nappes ne pénètrent point dans le cylindre dont Op est le rayon, mais elles s'étendent à l'infini dans tous les sens au dehors de ce cylindre. u
On peut démontrer ces propositions par le calcul, et en même temps trouver l'équation de la surface lieu des centres des sphères osculatrices d'après à ce qui a été expliqué k la fin du n° 242. Si dans les équations
rfif— <ftc(a— #)— d"y(6— y)— dtefr — £)=0,
qui appartiennent à l'intersection de deux plans normaux consécutifs d'une courbe à double courbure, on met pour a, y, z, et leurs différentielles, les valeurs précédentes en/, il viendra
«sln.l — 6cog.f = a(y — Roi)
«cos.f + 6sin.f=— a*R.
Ces deux dernières équations sont donc celles de la ligne dfntersection des deux plans normaux consécutifs menés au point de l'hélice proposée projeté en m, m', et au point suivant: il est facile, d'ailleurs, de vérifier que ce sont aussi celles de la tangente menée au point projeté en p, p' à l'hélice lieu des centres de la première courbure; la tangente dont je parle est donc la ligne d'intersection des deux plans normaux, conformément à ce qui a été dit ci-dessus. La seconde équation, qui ne contient que « et 6, est l'équation de b projection de cette tangente sur le plan des xy, c'est-à-dire
appartient à la tangente fit, menée par le point \i an cercle dort le rayon est Oy. ou ofR.
Si l'on élimine t entre ces deux équations, le résultat conviendra à toutes les lignes d'intersection qu'elles représentent, ou à la surface développable qui en est le lieu. Pour effectuer cette élimination, on ajoutera les équations après les avoir élevées au carré, ce qui donnera
(Tri Pon déduit
et en mettant cette valeur dans la seconde équation il viendra
pour l'équation demandée de la surface développable.
Remarquons que si Ton fait «f =0 dans l'équation précédente ■t+6t =«4R,+at (7— Ra*)% le résultat , qui est
appartiendra aux points t, où le* intersections successives des plans normaux qui répondent à chaque valeur de l'angle t, et qoi forment la surface développable, rencontrent le plan des «y. Or \/af-f-6* représentant la distance <h, tandis que a*R est représenté par Op, on conclut que la distance pc doit être égale au développement de l'arc l dans le cercle dont le rayon est «'R, ou que la oourbe w doit être me développante de ce cercle , comme on l'a dit plus haut.
253. Si Ton veut , enfin, connaître les développées de l'hélice, qui sont situées sur la surface développable dont il vient d'être question, on y parviendra de la manière suivante. Soit somme ci-dessus un point quelconque de l'hélice proposée projeté en m (fig. AA) sur le plan des xy, et en m' sur le plan des xx, et le centre de la première courbure de l'hélice correspondant à ce point, qui est projeté en |&,p>'. Considérons l'ensemble des plans normaux menés à l'hélice proposée, et supposons que l'on rabatte tous ces plans, en les faisant tourner autour de leurs intersections successives, sur le plan normal mené par le point m, m'. D'après ce qui a été dit n° 245 l'hélice proposée se réduira dans ce rabattement à un seul point m", et comme toutes les distances mji sont égales entre elles, l'hélice lieu des centres de la première courbure se rabattra sur une circonférence de cercle décrite du point m" comme centre avec le rayon my=m|x. Toutes les révolutions de cette dernière hélice se trouveront développées et rabattues les unes sur les autres, suivant leur véritable longueur, sur la circonférence de cercle dont il s'agit.
Cela posé, admettons que l'on veut déterminer la développée dont le premier point est projeté en p, p' et rapporté en p" sur le rabattement. Conformément à ce qu'on a vu n° 245, cette développée sera représentée sur le rabattement par la ligne droite m'V" qu'il faut prolonger à l'infini dans les deux sens. Si l'on veut donc trouver un point quelconque de la développée dont il s'agit, on considérera que les arêtes rectilignes de la surface développable, c'est-à-dire les tangentes de l'hélice lieu des centres de courbure, sont représentées sur le rabattement par les tangentes au cercle dont le rayon est m'y'- Si donc on marque sur cette hélice le point correspondant au point e (c'est-à-dire le point qui est situé au-dessous du point n, y/ à une distance mesurée sur
rhéfice égale à l'arc p"e); si Ton mène en ce point une tangente à l'hélice , et si l'on porte sur cette tangente la dis* tance ef, on aura le point cherché de la développée.
Pour construire d'abord de cette manière la partie de la développée commençant au point p., p' qui se trouve placée sur la nappe supérieure de la surface développable, on tracera donc les tangentes de la partie de l'hélice projetée en pi, |rf, et rabattue en p'7". Or, la tangente menée au point V sur le rabattement ne rencontre plus la ligne m >" prolongée. Donc si le point /, V de l'hélice est situé à une distance du point (&, p! mesurée sur cette hélice égale à la longueur du quart de circonférence p"rf", on est assuré que la portion de courbe dont il s'agit, projetée en pa, p'o', devient à une distance infinie parallèle à la tangente de l'hélice menée au point /. t . Elle a donc pour asymptote la ligne LA, L'A' menée parallèlement à cette tangente par le point L, L' de Thélice proposée qui est diamétralement opposée au point /, V. Le point L, L' termine Tare mL, mV de l'hélice proposée qui peut être décrit par le développement de la portion de courbe \m, p'a'.
Si Ton veut en second lieu construire la partie de la développée commençant au point p, p' qui se trouve placée sur la nappe inférieure de la surface développée, on emploiera les tangentes de la partie de l'hélice projetée en pn, p'n' et rabattue en p'n", en portant sur' chaque tangente la longueur gk en contre-bas du point de tangence. On obtiendra de cette manière la portion de courbe p6, p'6\ Et comme la tangente menée sur le rabattement au point n" ne rencontre plus la ligne m"p'' prolongée, il s'ensuit qu'ayant marqué sur l'hélice le point n, n' qui est situé à une distance du point p égale à la longueur du quart de circonférence \>."gri', la courbe \d>, p, V tend à devenir à l'infini parallèle à la tan*
gentedé l'hélice menée au point n,n\ Cette eourbe aura donc pour asymptote une parallèle NB, N'B' à cette tangente menée par le point N, N' de l'hélice proposée , qui est diamétralement opposé au point n, n'. Le point N, N' termine Tare mN, roW de l'hélice proposée qui peut être décrit par le développement de la portion de courbe pft, p'6'.
Les deux portions de courbe yia, pa' et pb, p'b' forment deux branches distinctes de la développée, réunies au point ja, yJ qui est un point de rehaussement.
Pour continuer à tracer cette courbe , et trouver la branche dont le développement pourrait décrire Tare de l'hélice proposée qui est au-dessus du point N,N' il faudra construire les tangentes à la portion np, n'p' de l'hélice lieu des centras de courbure qui est rabattue en w"tp", puis porter de bas en liant sur ces tangentes , à partir du point de tangence, les longueurs ik. Or, il est visible que si Tare d'hélice np, n'p* est égal en longueur au quart de circonférence n"ip1', cette opération donnera la portion de courbe pc, p'c'y parfaitement égale aux précédentes, ayant pour asymptote le prolongement NG, N'C de la ligne NB, N'B'.
La même construction donnera ensuite par les tangentes de la portion pq, p*q' de l'hélice lieu des centres de courbure, qui est rabattue sur le quart de cercle tf'q", la portion de courbe pd , p'd! qui est réunie en p,p' à la précédente par un point de rebroussement. Et ainsi de suite.
On voit par ce qui précède que la développée de l'hélice proposée est formée d'une infinité de branches parfaitement égaies entre elles, placées alternativement sur les nappes supérieure et inférieure de la surface développable qni est le Keu des centres des sphères osculatrices. Chaque brandie est réunie à la précédente par un point de rebroussement, et à U suivante par un asymptote qui leur est commune. Les points
de rebroussement sont placés sur l'hélice lieu des centres de courbure, à des intervalles égaux à la longueur du demi-cercle dont le rayon est égal au rayon de courbure (1 -f as)R.
253. Pour appliquer à l'hélice les notions présentées dans le n* 247, on remarquera qu'à l'égard de cette courbe les trois équations (B), (G), (D) de ce numéro deviennent respectivement, lorsqu'on y remplace x, y, z et leurs différentielles par le» valeurs en t,
« sm.* — 6 cos. l = «(ir — Rar) acos.f -f 6sin.f = — <£R «sin.f— 6cos.t = 0.
Ces équations, qui donnent
«=: — a»Rcos.f, 6= — a'Rsi&ut, et y = R*C,
représentent évidemment une hélice tracée sur un cylindre de raye» «*R, dont le pas est égal an pas de l'hélice proposée, et qui est placée dans une position opposée à cette dernière. Ces caractères appartiennent à la courbe qui est le lieu des centres de la première courbure de l'hélice proposée, comme on Ta trouvé dans le n° 250 ; et Ton a vu effectivement dans le n° £51 que cette courbe était l'arête de rebroussement de la surface lieu des centres de la première courbure.
Ainsi les sphères dont le rayon mesure la première courbure de la courbe proposée , et qui n'ont en général qu'un contact du second ordre avec cette courbe , ont dans le cas particulier de l'hélice un contact du troisième ordre.
Quant à la proposition du n° 248 on remarquera que
»=— , û=— ; et que d'après les valeurs de ds9 p et P données n* 280, on a par conséquent pour l'hélice proposée
Or l'arête de rebroussement de la surface lieu des centres des
sphères osculatrices est ici une seconde hélice dont le rayon
est a'R et dont le pas est égal à celui de l'hélice proposée;
d'où il suit qu'en appelant a' la valeur de a qui conviendrait à
cette seconde hélice, on doit avoir a'= -. Mais si l'on écrit -
à la place de a dans les expressions précédentes, elles deviennent respectivement
adt
Vï+af
en sorte que la valeur de l'angle *> appartenant à la courbe ne diffère pas de la valeur de l'angle û appartenant à l'arête de rebroussement, et réciproquement la valeur de l'angle Q qui appartient à la courbe ne diffère pas de la valeur de l'angle » qui appartient à l'arête de rebroussement; ce qui est conforme aux propositions énoncées.
XXin. INTÉGRATION DBS FONCTIONS DIFFERENTIELLES LES PLUS SHPLES D'UNE SEULE VARIABLE.
254. Une fonction différentielle du premier ordre d'une seule variable x est représentée en général par
Xdx,
X désignant une fonction quelconque de x. Cette fonction différentielle est toujours le résultat de l'opération de la différentiation appliquée à une certaine fonction y de la variable xfw
sorte que Ton a
dy = Xdx et % = x*
ou du moins on peut toujours la regarder comme le résultat d'une telle opération. L'opération désignée sous le nom d'intégration consiste à trouver la fonction y lorsque la différentielle Xdx est donnée, ou en général à trouver une fonction de x qui, étant différentiée, donne pour sa différentielle Xdx. La fonction y de la variable x qui, étant différentiée, donne pour résultat la différentielle proposée Xdx, est nommée Ttnttgrale de cette différentielle. De plus on désigne l'intégrale de la fonction différentielle Xdx par le signe / placé audevant de Xdx. Ainsi, l'équation précédente
dy = Xdx
étant posée , elle entraîne la suivante :
y = JXdxt
et réciproquement. Biais il importe de remarquer que si l'on avait trouvé une fonction de x, qui , étant différentiée, donnât pour résultat Xdx, on pourrait ajouter à cette fonction une constante quelconque C, sans qu'elle cessât de donner Xdx par sa différentiation. Si donc la fonction qu'il s'agit de trouver ne nous est connue que par cette seule condition qu'en la différentiant Ton doit trouver pour résultat Xdx, nous devons, pour en former l'expression générale, comprendre dans cette expression le terme constant et arbitraire C. D'après cela, y représentant Yintégrale de la fonction différentielle proposée Xdx, nous écrirons généralement
y=C + JX<tr.
Dans cette équation JXdx représente le résultat immédiat de Y intégration, c'est-à-dire la fonction de x qui, étant différentiel donnera Xdx pour sa différentielle. G est la constante arbitraire qui doit être ajoutée à cette fonction pour donner à l'expression de l'intégrale y la généralité nécessaire. Au moyen de l'addition de cette constante on est assuré que y comprend toutes les expressions analytiques formées de la variable x qui, étant diftérentiées , donnent Xdx j pour leur différentielle commune; car on ne pourrait ajouter j à JXdx qu'une quantité dont la fonction dérivée fût nulle, j c'est-à-dire une constante.
Tant que l'intégrale y n'est définie que par cette seule | condition d'avoir Xdx pour différentielle, la constante C demeure entièrement arbitraire» Mais dans toutes les questions qui dépendent du calcul intégral, il existe toujours des conditions d'après lesquelles on peut fixer la valeur de cette constante et parvenir à un résultat déterminé.
255. Ce n'est pas sans raison que Ton a affecté l'expression Xdx de l'initiale du mot somme pour exprimer la fonction dont la différentielle est Xdx. En effet une fonction quelconque peut toujours être regardée comme la somme d'un nombre infini de valeurs de sa différentielle. Pour le montrer clairement, nous reprendrons la considération, déji employée dans d'autres occasions, des valeurs successives
*o»*ô+à*> a?0+ 2Ax, x0+ 3Axf ayh(n— i)As,xa+iiAx,
attribuées à la variable indépendante t, a* étant regardée comme une différence constante, et des valeurs correspondantes
VotS/i*?!»^ y«~i>v« i
— fil —
affectées par une fonction y de cette variable. Lee différences de deux valeurs consécutives de y étant exprimées P^tyo* tyi* Ayâ, A!f"-o n<>us avons évidemment (pourvu que depuis x = 0 jusqu'à x = x* la fonction y ne prenne pas de valeurs infinies)
V* = Vo + *!fo + *Vi + *!fi + Ays + + Ay^i
expression qui peut s'écrire
Admettons maintenant que la différence At diminue de plus en plus en s'approchant de zéro, et que le nombre n augmente dans le même rapport, en sorte que nïx ne change point. Le nombre des termes compris dans la parenthèse augmentera de plus en plus, et la valeur de l'un quel-
Ai/-
conque «— de ces termes tiendra à se confondre avec la
valeur du coefficient différentiel -— qui répond à la valeur
Xt+ite de la variable x. D'où Ton voit qu'à mesure que àx diminue la quantité
Vax + A* + Ax + A* + + A* )**
s'approche d'une limite qui est la somme des valeurs en
nombre infini que prend la différentielle zr-dx de la fonc-
ax
tkm proposée, lorsqu'on fait croître la variable indépendante x
par l'intervalle constant et infiniment petit dx , depuis x=x0
jusqu'à x = x0 + «Ax.On en conclut que l'on passe de
la râleur quelconque y0 de la fonction à une autre valeur
quelconque y> en ajoutant à y0 la somme des valeurs que
dy prend la différentielle ~- dx dans l'intervalle compris entre
les valeurs x0 et x qui répondent à y0 et y. Si nous représentons donc comme ci-dessus par Xdx la
différentielle de la fonction y, c'est-à-dire ~- <**• bous
pourrons écrire à la place de l'équation précédente
"xrfa?,
! = yQ+f*
Le signe J„0 indique que Ton a fait la somme des valeurs de la différentielle Xdx qui répondent à toutes les valeurs ?„, x0 + dx y x0 + Zdx , x0 + 3dx , etc. , jusqu'à la valeur x0-\~(n— 1) dx qui précède la valeur x correspondante à la valeur y de la fonction qui est dans le premier membre. En écrivant x0 au bas du signe d'intégration J, on spécifie la valeur particulière de x correspondante à y0 à partir de laquelle la somme est prise.
L'équation précédente subsiste d'ailleurs quelles que soient les valeurs correspondantes x0 et y0; et si Ton avait simplement donné une différentielle Xdx sans spécifier à partir de quelle valeur xQ de la variable indépendante on voulait sommer les valeurs de cette différentielle, ni quelle était la valeur correspondante y0 de la fonction , il n'existerait aucun moyen de les déterminer. Donc en considérant dans l'équation précédente la fonction y comme étant assujettie à cette seule condition d'avoir Xdx pour différentielle, il faut y regarder x0 comme arbitraire aussi bien que y0. Il est donc inutile de marquer la valeur indéterminée de x à partir de laquelle la somme jXdx est prise , et l'on peut écrire comme
dans le numéro précédent
y = C+/X<tr.
256. indétermination de la valeur de l'intégrale y, et la nécessité d'en compléter l'expression par l'addition d'une constante arbitraire , paraîtront bien évidentes si l'on considère x comme l'abscisse d'une courbe plane dont y représente l'ordonnée. En effet, lorsque la fonction y est donnée explicitement ou implicitement en x, la figure et la position de la courbe sont entièrement déterminées. Mais il n'en est pas de même lorsqu'on donne seulement la différentielle dy = Xdx, ou le
coefficient différentiel ~=X de la fonction dont il s'agit. ax
L'expression de ce coefficient différentiel détermine simplement la direction de la tangente de la courbe qui a lieu pour chaque point correspondant à une valeur donnée de x. Si Ton conçoit qu'une courbe mm ait été tracée de manière à sa-
dy tisfaire à cette condition -^ =X, et qu'ensuite on la déplace
en faisant décrire à tous ses points des parallèles à l'axe des y, elle satisfera encore à cette même condition dans toutes les positions mm, mm qu'elle occupera; et il n'y aura aucune raison pour choisir une de ces positions plutôt que toute
autre.
n est évident, d'ailleurs, que l'ordonnée de la courbe doit &re exprimée par une fonction de x qui ait pour coefficient différentiel X. Nous représentons par jXdx une telle fonction. Mais si l'on s'en tenait à cette seule fonction en écrivant simplement 3f = jXix, on choisirait entre les courbes dont il s'agit, puisque une valeur déterminée de x correspondrait alors une valeur déterminée de y. Si l'on veut donc (comme il est né-
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cessaire de le faire) conserver à l'intégrale une aussi grandi généralité et un sens aussi étendu qu'à la différentielle proposée, on écrira
y=zG + fXdx9
G désignant une quantité constante arbitraire. De cette i nière l'expression de y peut représenter l'ordonnée de toutes les courbes en nombre infini dont la direction de la tangente est déterminée dans un point quelconque par l'expression
-^ = X du coefficient différentiel du premier ordre*
157. Remarquons enfin que, pour faim cesser toute indétermination sur la courbe dont la fonction y doit représenter l'ordonnée, il suffirait de se donner un point quelconque par lequel cette courbe devrait passer. Il est facile de se rendre compte, en effet , que la connaissance d'un seul point d'une courbe, et de la direction de la tangente correspondante à une valeur quelconque de l'abscisse , suffit pour tracer cette courbe dans toute son étendue. Mais se donner un point d'une courbe, c'est dire qu'à une certaine valeur x0 de x correspond une certaine valeur y0 de y. Or, si Fou fait une telle supposition, la constante arbitraire C de l'équation
y = C + JXdx
se trouvera déterminée; car soit P la fonction de ar, représentée par jXdx, et désignons par P0 la valeur que prend P quand x=xQ. On devra donc avoir
équation qui détermine la valeur de C.
En général, 1* constante arbitraire est déterminée lorsque,
en donnant la différentielle Xdx dont on demande l'intégrale y, on .ajoute qu'à une certaine valeur donnée a de x doit répondre une valeur également donnée 6 pour y.
258. La nature de l'opération désignée par le nom d'intégration étant expliquée par ce qui précède , il reste à indiquer les moyens que l'analyse fournit pour effectuer cette opération, c'est-à-dire pour trouver la fonction finie de la variable x qui, étant différentiée, donnera une différentielle quelconque proposée Xdx; ou, si Ton veut, pour trouver la fonction primitive dont une fonction donnée X est la fonction dérivée ou le coefficient différentiel du premier ordre. Mais nous devpns Eure observer que, tandis que l'opération qui consiste à déduire d'une fonction donnée y sa différentielle dy s'effectue par on procédé régulier conduisant toujours au résultat demandé, l'opération inverse qui consiste à revenir de la différentielle à la fonction primitive, ne peut au contraire s'effectuer que dans des cas particuliers, et en quelque sorte par exception. En général, on n'est pas assuré de pouvoir assigner en termes finis la fonction primitive de x correspondante à une différentielle donnée Xdx; en sorte que l'on est souvent obligé, comme on le verra par la suite, de suppléer par des procédés d'approximation au manque de l'expression finie de cette fonction primitive. Il importe, d'ailleurs, de connaître les principaux cas dans lesquels l'intégration peut être effectuée, et les méthodes dont cette opération exige l'usage.
259. fl est évident, en premier lieu, que l'on obtient immédiatement l'intégrale d'une différentielle proposée lorsque cette différentielle est reconnue pour appartenir aux fonctions simples dont il a été question ci-dessus dans les art. II et III. D'après cela, on voit sur-le-champ qu'en supposant
dy = xmdx,
OD
aura
dx
C + te
e*dx
a*dx
tivux.dx
C — COS.X
cos.x.dx
G + sio.x
dx
COS
dx sin.'j:
dx jï=x*
dx ' y/T^x*
dx
dx
C + tang.x C — CùLx
C + arc.sta.* C + arc. co&* C -j- arc tang.x C + arc cotx
(x La formule fxmdx= ■ ■ subsiste en général pour toutes
les valeurs positives ou négatives, entières ou fractionnaires, et même irrationnelles, de l'exposant m. On peut distinguer les cas particulier suivants :
qui se présentent fréquemment. Il faut toutefois excepter le seul cas où Ton aurait m = — 1, et où la formule générale
donnerait / — = -. Ne concluons pas, d'ailleurs, de ce réj x u
suKat que l'analyse indique ici une valeur infinie pour l'inté-
grale de la fonction différentielle — , ce qui serait absurde.
Nous devons remarquer, en effet, que l'intégrale doit être complétée par une constante arbitraire. Or, comme rien n'empêche de supposer à cette constante une valeur infinie négative, il faut seulement conclure que l'expression générale
C+— 7-7 donne un résultat indéterminé quand m = — 1.
En mettant cette expression sous la forme — — > a déni-pi
signant une constante (ce qui est permis), et la considérant
comme une fonction de m qui devient - lorsque l'on attribue
à m la valeur — i , on pourra en trouver la véritable valeur en appliquant les règles données dans les numéros 94 et suivants. Le rapport des coefficients différentiels des deux termes
Ix Xm"^*—'l(t fl*^
de la fraction pris relativement à m est — — - , et
donne en faisant m= — 1, Ix — la pour l'expression de la
fonction cherchée. On sait effectivement, par le calcul diffé-
dx Cdx
rentiel , que d.lx = — , d'où résulte I — = te , expression
à laquelle on doit ajouter une constante arbitraire. La valeur — 4 attribuée à l'exposant m entraînant un changement dans la nature de la fonction par laquelle l'intégrale est représentée, fonction qui alors n'est plus comprise dans Tex-
pression générale C -
on est
averti de cette cir-
constance par la valeur indéterminée
que prend alors cette
expression.]
-sw —
MO. A l'égard des fondions différentielles pins composé», on ne parvient à les intégrer qu'en employant divers procédés dont l'objet est toujours ou de décomposer la fonction proposée en d'autres fonctions différentielles plus simples qui rentrent dans quelques-unes des précédentes; ou d'en changer la forme par la substitution d'une autre variable à la variable #, afin de la faire rentrer également dans les différentielles dont les fonctions primitives sont immédiatement connues; ou enfin de faire dépendre la recherche de l'intégrale demandée de la connaissance d'une autre intégrale qu'il est plus facile d'obtenir.
Tel est l'objet du procédé connu sous le nom d'intégration par parties, qui est dqp plus généraux dont on fasse usage dans le calcul intégral. Remarquons que
diUv = udv + vdu:
donc réciproquement
tw — Juéo + fvdu; d'où l'on tire
Ainsi, ayant mis une différentielle quelconque proposée sous la forme udt>, c est-à-dire sous la forme du produit d'une fonction finie u de la variable x, par la fonction différentielle dv de cette même variable (dont nous supposons que l'on connaisse l'intégrale v) , la recherche de l'intégrale /tufo est ramenée à connaître l'intégrale jWu. 11 est superflu d'ajouter que l'expression de l'intégrale demandée doit toujours être complétée par une constante arbitraire, que noua avons omis d'écrire dans l'équation précédente.
261 . Pour faire concevoir par un exemple l'utilité du procédé
de l'intégration par parties, soit la différentielle proposée dy=xcos.xdx. Noos considérons les deux facteurs x et <x*.xdx, dont le dernier a pour intégrale sin. œ. Ainsi, conformément à la fcrmnle générale précédente, nous écrirons
JxCQ8.xdx=x.6iiLX—f8in.xds
= X.SULX + COS.X
et en complétant l'intégrale par une constante arbitraire nous avons
y = c -f x . sin. a? + cos.j;
expression dont l'exactitude peut être vérifiée par la différentiation. Ajoutons que le succès de l'opération dépend en général du choix des facteurs dans lesquels on décompose la différentielle proposée. Si dans la différentielle précédente
XCOLXdX,
nous considérions les deux facteurs cos.a? et xdx, dont le
x1 dernier a pour intégrale —, nous devrions écrire
f cos.x . xdx = ^j^ — f* (— sin.*<te)
x^os.x fxH\TL.xdx
en sorte que la recherche de l'intégrale demandée se trouverait dépendre de la recherche d'une autre intégrale plus compliquée. On doit toujours décomposer (s'il est possible) la différentielle proposée de manière que l'intégration d'un des facteurs et la différent jation de l'autre la ramène à une expression plus simple dont l'intégral* se présente immédiatement. 262. L'opération de l'intégration des fonctions différen-
tielles peut d'ailleurs être facilitée par les remarques suivantes:
4° Lorsqu'une différentielle est affectée d'un facteur constant, ce facteur affecte également l'intégrale;
dy = aXdx donne y = C + afXdx.
2° Lorsque la fonction proposée présente la somme de plusieurs différentielles, l'intégrale demandée est également h somme des intégrales de ces différentielles considérées chacune à part;
dy = Xd»+Xtdx— Xsdx
donne
y = C + JXdx + JXtdx— fXJx.
3° Lorsqu'une différentielle est de la forme ou peut être mise sous la forme
/(X).dX,
X désignant toujours une fonction quelconque de la variable x, on peut alors la traiter comme si X était une variable indépendante; en sorte que si F (x) représente la fonction de x dont la différentielle est f[x).dx, c'est-à-dire si Ton a
F(x) = ff(x).dx,
on a également
F(X) = //(X).rfX.
Soit proposée, par exemple, la différentielle dy = x"1"1. sin.(« 4- bxm)dx.
En multipliant et divisant par mb on peut écrire
dy = — r .sin.(a + tom) . mbaf*~ldx.
Or, mbxm-idx est la différentielle de la fonction a+bxm qui se trouve sons le signe sinus. En posant donc X=a+bxm, nous aurons
dy = — sin.X.dX,
dont Tintégrale est
y = C tC08.X = C — — TCoa(a + fcrm),
comme on le vérifiera en appliquant les règles de la différentiation.
XXIV. INTEGRATION DIS FONCTIONS RATIONNELLES ENTIERES ET FRACTIONNAIRES,
263. On entend par fonction rationnelle entière de la variable x toute fonction formée de termes où il n'entre que des puissances de cette variable dont l'exposant est un nombre entier. Telle est la fonction différentielle
dy = (a + bx" + ex» + dx* -f etc.)cte ,
dans laquelle a,b,c, sont des constantes quelconques
et m, », p, sont des nombres entiers positifs ou négatifs. Une telle fonction peut toujours être intégrée, et son intégrale est évidemment, d'après ce qu'on a vu dans l'article précédent,
toc*1 caf+* daJ+l
J,=c+ûa!+_+_- + _: + etc-'
G désignant la constante arbitraire. Il faut remarquer seulement que si l'exposant de x dans l'un des termes était — i,
en aorte que ce terme lût - dx, son intégrale serait k.lx.
De plus, la différentielle précédente s'intégrerait encore de la même manière si les exposants m, n,p. . .. avaient des valeurs quelconques non entières.
Si Ton donnait la fonction différentielle sous la forme
dy =»(« + fac* + ex* + etcfite ,
r étant un nombre entier, on la ferait rentrer dans la précédente en développant par la multiplication la puissance indiquée.
Mais si Ton avait simplement
dy = (a 4- bxydx f qui peut s'écrire
dy = -r(a + bxYbdx9 •
on remarquerait que bdx étant la différentielle de a-\-bz, U fonction proposée se trouve dans le cas dont il a été question dans le n° 262, en sorte que l'on a immédiatement eo posant •+ ta? =»X , .
d'où (quel que soft \e nombre r, sauf le cas où il serait —1
De même si l'on avait
dy = (a + baPfxr-idx , oo trouverait par une remarque semblable
i65. Considérons maintenant les fonctions fractionnaire* rationnelles dont la forme générale e*t
rf ax^-hto»-1* **»-'+ +f .
a,t,r, fetp,q, t désignant des coefficients constants
quelconques ; m et ti des nombres entiers. Nous remarquerons en premier lieu que si l'exposant m dans le numérateur surpassait l'exposant n dans le dénominateur, on pourrait, par la simple division algébrique, changer la fraction qui multiplie dx en une fonction entière à laquelle se trouverait ajoutée une nouvelle fraction dans laquelle le plus grand exposant de x dans le numérateur serait plus petit, dune unité an moins, que le plus grand exposant dans le dénominateur. L'intégration de la fonction entière s'effectuerait d'après ce qui a été dit dans le n° 263. Ainsi, l'intégration de la différentielle proposée se ramène toujours au cas oh l'exposant m est au plus égal à n — i . Cela posé, soit en général
une fraction rationnelle, ¥(x) désignant un polynôme en x
du degré n, de la forme a^+px*"1-}- qx?~* + +l; et
f\x) un autre polynôme en x du degré n — 1 au plus. Supposons qu'ayant écrit l'équation
cette équation ait été résolue par les méthodes connues, et qu'on en ait déterminé en nombres toutes les racines réelles et imaginaires. Désignons par a, a,, at, etc. les racines réelles
par «±6v/^-ï, «î1*1^ — 4, «,±6,^/^1, etc. les racines imaginaires ; et par conséquent par x — a, x — a„ x — av etc t les facteurs simples correspondants à chaque racine réelle; et par (x— *)* + &, [x— •i)*+tt\ (x— *jf+6*, etc, les facteurs du second degré correspondants à chaque couple de racines imaginaires. Supposons en premier lieu qu'il n'y ait pas de racines égales entre elles. On sait par la théorie des équations que le polynôme F(x) est égal au produit des facteurs simples ou doubles correspondants aux racines de l'équation F(j?)=0 ; et nous remarquons que l'on peut toujours poser
^A. + Ju + Ji. + ete, f(x) x — a x — ax x — a, *
■ MWN 1M?+Nf _M2x+Nf_
A, Aj, A,, etc.; M, M,, M„ etc; etN, Nlf Nt, etc., désignant des constantes; puisqu'en réduisant les fractions du second membre au même dénominateur, le dénominateur commun sera F(x), et le numérateur un polynôme en x du degré n — 4 que Ton rendra identique avec le polynôme f(x) , en posant n—i équations du premier degré,
c'est-à-dire autant d'équations qu'il existe de constantes in-*
déterminées. La fraction proposée ^-4 se trouvera décom-
posée de cette manière en fractions partielles de la forme
A Mx+N
, ou \t i er U|iant * lft détermination des con-
stantes qui forment les numérateurs des fractions partielles,
on pourra l'effectuer très-simplement de la manière suivante.
Proposons-nous de déterminer le numérateur A de
la première fraction simple , et posons pour abréger
F(x)=(x— àj.^x)
en désignant par y(x) le produit de tous les facteurs du polynôme ¥(x) à l'exception de x — a. Nous pouvons écrire au lieu de l'équation précédente
<®(x) désignant une fonction entière de x, et si nous multiplions les deux membres par F(x), il viendra
Or, si l'on supposait x=a, la fraction multipliée par A
deviendrait -, et donnerait pour sa véritable valeur, d'après
la règle des numéros 94 et suivants, F'(a), tandis que le terme suivant se réduirait à zéro. Donc
fla) = â.FW. <Toù A = |g:
F'(fl) •
en désignant par F'(#) la valeur que prend le coefficient différentiel du premier ordre de la fonction F(x) lorsqu'on y suppose x=a. 11 est visible que les numérateurs des fractions simples suivantes se détermineront de la même manière, et qu'on aura également
H n'est point à craindre d'ailleurs que les valeurs deF(«), F"(«,),F(oJ, etc., se réduisent à zéro : cela ne pourrait arriver qu'autant qu'il y aurait au moins deux racines égales à a, a„ a„ etc., ce qui est contre la supposition.
267. Les numérateurs des fractions simples correspondantes aux racines imaginaires peuvent être déterminés d'une manière semblable. Soit la fraction
on peut la mettre sous la forme
P—QyCZÏ p + Q^Zj =2Pfr — q) + 2Q6
et l'on a M =2P, N =— ÎP«+ 2Q6. En employant le même raisonnement qui vient d'être présenté, on conclura donc que les quantités P, Q doivent satisfaire à l'équation
fta + ÇJZT)
V ■ F'(a+6vCT}f
qui se partage en deux équations distinctes lorsqu'on égaie
séparément les termes réels et ceux qui sont affectés du radical imaginaire y —4 , et qui suffit par conséquent pour détemuaer les deux quantités dont il s'agit. On aura de la même manière
Ml=SPltlll=-Vt8l+9QA; M,=2Pf, Nf=-2P>«,+ 2QA;
et ainsi de suite.
2tf8. Si Ton suppose en second lieu que l'équation F(x)=0 posée dans le n° 265 a plusieurs racines égales à la racine
réelle x = a,fo décomposition de la fraction proposée ^p-
pourra s'opérer de la manière suivante.
On écrira
/W_ A A, A, Am «W
P(x) ~" (*—«)» "*" (x— «f-« "** (x—af-* T ^ *— a T *(*)
en désignant par h le nombre des racines égales dont il s'agit, par A, At, A„....À*-i des constantes indéterminées; par © {x) le produit de tous les facteurs du dénominateur F(«) à l'exception du facteur {x — a)*, en sorte que Ton a F {x) = (x—à)k.y[x) ; enfin par <tsr{x) un polynôme entier en x dont le degré est inférieur à la plus haute puissance de x contenue dans ?(*). Il est visible qu'en réduisant toutes les fractions du second membre au même dénominateur, qui sera F(ar), on pourra rendre les deux membres identiques en disposant
des constantes A, A„ À,,.... A*_t. Pour déterminer les valeurs de ces constantes, nous remarquons qu'après la réduction au même dénominateur dont on vient de parler, l'équation précédente devient simplement
/p(x) = A.?(a?) + AI(aî-a).9(a:)-f-A4(a;-.a)«.<p(x) +
Or en la différentiant une, deux, trois fois, etc. , puis faisant après les difiérentiations x=a, cette équation donnera les suivantes,
f(a)=A.9(a) r(«)=A.f'(a)+A1.f(aJ rW = A.^(a)+Al.Jf'(«)+A1.^(a) r(«)=A.<(a)+A1.V(«)+A..«f(«)+Ai.«f(aJ Ha)=F A.^aJ+A, . fop"(a)+Àt. 12?''(a)+A8.2*a>'(a)+ A4.2A?(c; etc.
au moyen desquelles les valeurs de A, A„ A,,...., A^ pourront être calculées successivement. Ces valeurs dépendront, comme on le voit, des fonctions dérivées successives de la fonction <p {x), qui est connue, puisqu'elle est le quotient de la division du dénominateur F{x) par {x — a)\ Mais si Ton ne veut point calculer cette fonction , on remarquera qu'en prenant dans l'équation
les coefficients différentiels ou fonctions dérivées des divers ordres de chaque membre on trouvera généralement pour l'expression de la fonction dérivée d'un ordre quelconque désigné part, *
¥®(x)=Kk^Xk—Z)....(k-i+iXa>--dy-* •*(*) + LA(Af^iXfc— 2)....(/k— i+tya>-ay-*+Kv'(x)
+ ^^^-^-^-^^..(fc-t^flX^^)*^^^^
d'où l'on voit facilement qu'en faisant a? = a dans les fonctions dérivées des ordres k, * + 4, k+%, etc., il Tiendra
pc*)(fl)= ifc(le— i)(fc— 2> 2.1? (a),
F<*-*>(a)=(*+l).W--i)(fc--2). 2.1?' (a),
F<H*> (a)- flH-I)(fc+l) .nk^txic-fy 2.1?" (a),
^(fl)= ^±5Î^^^±^ . A(lb— A)(^— 9> 2.1^(a),#
équations par lesquelles les quantités «p(a)? <p'(a), <p"(a), etc., se trouvent déterminées au moyen des valeurs que prennent les fonctions dérivées des ordres Jfc, 4+4, *+2, etc., du dénominateur F(x) lorsqu'on y fait x=a.
269. S'il existait dans l'équation F(a?)=0 d'autres racines réelles égales entre elles, par exemple k racines égales à at, on concevrait de même que la présence du facteur (x — èt)h dans le polynôme F(x) donnerait lieu
f(x) dans la décomposition de la fraction proposée ~-~, à la
présence des fractions simples.
• A i Ai i A> i . i A*-*
1" AHrtX. 10
et Ton emploierait pour le calcul des constantes A, A,, A,.... A*_ft les formules données ci-dessus, dans lesquelles 3 faudrait regarder <p(x) comme réprésentant le quotient de la division de F(x) par le facteur (x — aj1. Il en serait de même s'il se trouvait un plus grand nombre de racines multiples.
270. Ces procédés s'étendront d'ailleurs facilement au cas où il y aurait des racines imaginaires multiples dans l'équation F(a?)=0. Si l'on représente en effet par [(x—*)*+&}k l'un des facteurs du polynôme F(x), et si Ton veut déterminer les fractions simples auxquelles la présence de ce facteur doit: donner lieu, on écrira
f(x)_ Bto+N M^-f-N, , . M,*+ftt -_-
F(x) "~ [(x— <*■)+*!* + [{x-*)*+V]k-* + ((jj-ap+P]»-1 "*" * s(jt
en' désignant par <p(&) le produit de tous les facteurs dont se compose le polynôme F(x), à l'exception du facteur [(x — a), + 6t]fc. Lorsqu'on réduira le second membre au même dénominateur, cette équation deviendra
81 Ton prend les différentielles successives, puisque Ton donne à x les valeurs x=*q=6^~ï qui réduisent à léro le facteur [x— a)1 + 6% on obtiendra, en remarquant que chacune de ces équations se partage en deux lorsqu'on égale séparément les parties réelles et les parties imaginaires, le nombre d'équations nécessaires pour la détermination des constantes M et N, M^ et Nlf Mt, et Nt, etc. Il en serait de même si le dénominateur de la frac-
— action proposée présentait d'autres racines imaginaires et multiples. 274. Revenons maintenant à l'intégration de la fonction
différentielle
ag-4. àaf?++ car-**... ....+/ ,
que nous nous sommes proposée n° 265. D'après oe qu'on a ru dans les numéros précédent*, on peut toujours, par b décomposition de la fraction qui multiplie dx en fraclions plus simples, -faire dépendre cette intégration de celle des différentielles suivantes,
Kdx Acte (Ito + ltyto (NLc + X)dx x-a* (x—a)k* {x— *?+&' [(a?— a)«+6»l*'
Tout se réduit donc à intégrer ces dernières différentielles. Or, eu se rappelant ce qui a été dit n° 389, on voit aurkchamp, !• que
C représentant totfloura la constante arbitraire introduite par l'intégration; 2* Que
dy = tZT^i donne y = C — /T—TT7 xE7«
«2. 3° Que
Ma + N dx . (Mx + K)dx M(x — *)dx 6 6
donne
y=C + |./[(x-«)«+6«]+î!^.ai^taiig.^.
Enfin, qu'à l'égard de la fonction différentielle
la première partie
M(x—a)dx
Ua_.jp + *>> a visiblement pour intégrale
V 2(fc— !)[(*— a)«+e«]«î
et quant à la seconde partie
Mtt + N dx (M« + N)rfg _ 6»*-' 6
qu'on peut en effectuer l'intégration comme il suit: j
Posons g = I, d'où — =zdt, cette dernière <MB-
rentielle deviendra
M« + N cft I
en sorte qu'il s'agit d'intégrer la fonction différentielle
dx
Or, cette fonction pouvant se mettre sous la forme suivante (en ajoutant et retranchant <*dt au numérateur)
on a donc
dt t*dt
/dt _ Ç dt Ci
'intégrale /
Mais en considérant dans X
en
i les deux
va (|1+l
fadeurs - et t> et appliquant le procédé de l'in-
tégration par parties conformément à ce qu'on a vu dans le n* 260, il vient
'2-(fr— i)(t*+i)*
rdt i
V 2 (fc-i)(f« et en substituant dans l'équation précédente,
k^-S r dt k-i)J UH)1
l){fi+i)1
f dt t 2fe-3
J (f»+i)* — 2(/fc— i)(rf +1)*-1 + 2(fc-
Ainsi l'on fait dépendre l'intégrale cherchée d'une autre intégrale de même nature, dans laquelle l'exposant k du dénominateur est diminué d'une unité. En continuant de la même manière on trouve pour l'expression de l'intégrale doùt il s'agit
V+iJ*
fe— l+ifc— l'fc— 2+fc— l'fr— 2 fc— 3 +fr— l'fc— 2 " /t— 3* &— 4 +
*-k fc— :
**fc— i*fc_Vfc_3'
fc— 1 k— 2 /t— 3*
arc. tang. t.
Si Ton remplace dan* cette expression t par sa valeur
x — a . Ma + N , ,
—y—, et si Ion multiplie par gtti1 , on aura donc (en
ajoutant une constante arbitraire) Impression de l'intégrale de la seconde partie !* _\*\ &$ de ,a **** rentielle proposée.
On pourra toujours, au moyen des notions qui vien* nent d'être présentées, effectuer l'intégration d'une fonction différentielle quelconque rationnelle.
XXV. nrriGiATioif dbs fonctions DurfamnELus àmcxâs
D'UN RADICAL DU SECOND DEGr£. DIFFERENTIELLES BINÔMES.
274. Lorsque les fonctions différentielles algéhriques sont irrationnelles, on n'est point assuré en général d'en pouvoir effectuer l'intégration sous forme finie. Les procédés que Ton peut employer pour y parvenir consistent principalement à substituer à la variable x par rapport à laquelle la différentielle proposée est prise, une nouvelle variable (, en établissant, d'ailleurs, entre ces deux variables une relation telle, que l'irrationalité de la fonction proposée disparaisse par la substitution de la valeur de ix en i et dt,
275. Le cas le plus étendu dans lequel le succès de ces procédés soit assuré est celui oji l'irrationalité de la fonction proposée tient seulement à la présence d'un radical do second degré, tel que sja + bx^cx1, ou s^a + bx — car1» a et 6 désignant des quantités constantes quelconques, et c une quantité constante positive. On peut toujours alors rendre cette fonction rationnelle, et par conséquent en
effectuer l'intégration au moyen des procédés qui ont été présentés dans l'article précédent.
En premier lieu, lorsque le signe du terme ex* est + , on posera, en désignant par I une nouvelle variable,
\a + bx + c&—t— fi.x, ou a+&r=f*— ïfî.tx; d'où
*l/e.t+b* {îs/c.t+b)* f
valeurs dont h substitution rendra évidemment la fonction proposée rtfiotpelle.
776. En second lieuf lorsque )o signe du terme etf est —, la fonction proposée deviendra éggjement jrptiQpnelle si Ton pose
Va + fer — cx*=xt— ^â, ou 6 — cx=xt*— îyfa.t ; tfoû
6+VHj et àss2(^-^.^t
Mais comme cette transformation, dans le cas oq la quantité a serait négative, introduirait des termes imaginaires dans la différentielle proposée, pn peut alors procéder de la manière suivante, Refpprquons que l'on est ici censé opérer sur des quantités réelles, et par conséquent sur des valeurs de x telles que le radical \f a + bx— ex* soit réel. Donc le trinôme a + bx — ex* a des valeurs
positives; d'où il suit que l'équation a?1— -a? =»0
a ses deux ruines réelles. Représentons par p et ptl ces racines. Nous poserons
V^a-f te— cx^= \Jc(x— pXPi— x)~ft(x— p)f f ou pg— -jp=(x — pXf ; d'où l'on déduit
Ces valeurs rendront rationnelle la différentielle proposée sans y introduire des quantités imaginaires.
277/ L'irrationalité d'une fonction différentielle peut également disparaître lorsqu'elle résulte de la présence de
deux radicaux différents du premier degré, tels que s/a+x>
^b-\-x, en écrivant
^6+a? = *f d'où x = P—b, dx=z*t.dL
Cette transformation fait disparaître le second radical en
donnant au premier la forme \J a — 6 + f1, oe qui ramène la fonction proposée au cas du n* 275.
278. Nous indiquerons les applications les plus simples des procédés qui viennent d'être exposés. Soit
dx
dy=
fa + bx+cx*
la transformation du n° 275 changera cette différentielle en
d - Ut V îfi.t + b*
Donc
on en remplaçant I par sa valeur en x,
ou, ce qui revient au même,
y = C+-=. Il — =+^c.a? + ^a+6x + «cl|. s/c \2vë /
C désigne toujours la constante arbitraire introduite par l'intégration 2791 Soit
\Ja + bx — ca?
Si l'on emploie la première transformation du n° 276, cette différentielle se changera en
dt
ïdt . 2 sic
dy=_— .-¥--5,
* = -?+?' ~ "" Jg-77?
on
dont l'intégrale est
y = C F.arc. tang.— ,
yc yc
et en mettant pour t sa valeur en x
»=C-A.arcteD8>+^/+te-c^
vc • vc-*
Si maintenant Ton emploie la seconde transformation do même numéro, la différentielle proposée se changera en
2 dt rfy= r
dont l'intégrale est
y=C -.arctang.f ;
Si et en remplaçant t par sa valeur
y=C — ^r.arctang.l/PiZL*
fc-"-^*^'
ou ( puisque p et p, sont respectivement les racines de l'équa-
tion x* x =0)
9 sfc y 2^-6+^+*'
Ces deux expressions de l'intégrale demandée y, peuvent être employées et ne diffèrent l'une de loutre que par la valeur de la constante arbitraire.
280. Dans le cas particulier où la différentielle proposée serait
. , éx
on aurait a=i, 6=0, c = i. La formule du n° 278 donnerait
Dans le ca3 où cette différentielle aérait
, dx
on sait que l'on aurait y=C+arc sin. x. En effets la première formule dq a0 379 donne
y = C-2arctang.^~— ?!.
Soit arc sin. x=^ : cette expression deviendra
i 4- cos-o 00,,, 2 *
y=C— 2arctang. ^ ? = C~2arc tang. — '— =0 + 9.
* sin. ^ 9
De même, la seconde formule du n° 279 donne y = C-2arctang. y^|;
c'est-à-dire
on
^C-arctang.^^^C-arctang. ^^c-g-^c + 9-
282. Remarquons, d'ailleurs, que fou pourrait déduire (Intégrale de la fonction différentielle
delà formule du n° 278 en y faisant a=i, 6=.0, e=— 1. On trouverait ainsi l'expression imaginaire
y = C + -rl= . t (xvPT + v/T=ï«).
Pour que cette expression s'accorde avec l'expression réelle y = C + arc sin. a:, il est visible que l'on doit attribuer dans l'une et l'autre la même valeur à la constante arbitraire, puisqu'elles donnent également y = C quand on y fait x=0. Donc
arc.sin*a?=-7=./(a?^^T-f-a:v/i— «*) ,
ou
équation qui s'accorde avec ce qu'on a vu dans l'article XII. 283. Nous remarquerons encore que pour effectuer l'intégration de la différentielle
. dx
sja + bx — ex*
il peut paraître plus simple de ne pas employer l'une ou
l'autre des transformations dont on a fait usage n° 279 et de
dt ramener immédiatement cette différentielle à la forme -==>
On aura de cette manière
dx
*vs+s-(~*)'
dont l'intégrale est
le
on
y = Ç + -p aTC SJn. -—.
y=C+-parcain.-
Cette nouvelle expression ne diffère encore de celles qui ont été données n° 279 que par la valeur de la constante arbitraire.
On pourrait ramener de la même manière la différentielle
dx
^a + bx + ex*
di à la suivante . , dont l'intégrale a été donnée n* 280;
mais on n'obtiendrait pas ainsi une expression plus simple que la formule du n° 278.
DiffèrmKclleê binfoneg.
284. Cette expression désigne les différentielles de la forme
a et 6 désignant des constantes, m et n des nombres quelconques, entiers ou fractionnaires, p et q des nombres entiers. Nous remarquerons en premier lieu que la généralité de cette fonction n'est pas diminuée lorsque m et n sont supposés entiers, et même lorsque n est supposé positif» En effet, on passera du cas général à celui-oi par des transformations très-faciles. Gela posé, nous devons chercher en premier lieu les cas où la différentielle précédente peut être rendue rationnelle. 1° Si Ton pose
a + te'ssft, d'où
Ifr différentielle proposée se changera en
Elle deviendra donc rationnelle si — est un nombre totta
2° Si Ton pose
d'où
x=(^=±y et *, = l(^n .djji,, la différentielle proposée M Changera en
•-Sfcéï)" ' ■**
Elle deviendra donc rationnelle si — 1- e«t un nombre
* 1 entier
Ces deux cas sont les seuls pour lesquels on suit assuré de rendre la différentielle binôme rationnelle.
285. Nous pourrons, d'après ce qui précède, intégrer toute différentielle de la forme
<fy=F[s*\ («+&#«% (a+te»)P, (a+6xw)M, etc/Ja?*-1 . <ir,
m> *#Pj f * r> *> *> ** etcv désignant des nombres entiers , et F une fonction rationnelle des quantités contenues dans la parenthèse. En effet, la fonction proposée deviendra rationnelle si l'on pose
On intégrera également toute différentielle de la forme
cette différentielle devenant rationnelle lorsqu'on pose
Lorsque la différentielle binôme
dy = dx . af-Ha + b*f
(p désignant un nombre fractionnaire) ne peut pas être rendue rationnelle, on cherche à la réduire à une forme plus simple en diminuant les exposants m ou p. Ces réductions s'opèrent au moyen de V intégration par parties, dont le principe a été indiqué n° 260.
1° m étant supposé positif, on diminuera cet exposant comme il suit. On a
y = / a?»-* (a + fer*)*, a*-1 dx
Mais
= a J dx • af***-\a + baff+by :
donc
ou enfin
a^q + fcc»)»*1--- (m— n)a J dx.xm-~-%(a+1>x*ï y (m+np)b
On a fait dépendre l'intégrale demandée d'une autre intégrale de même forme, dans laquelle l'exposant m— 1 est diminué
du nombre n. En continuant à appliquer la même formule on diminuera cet exposant du plus grand multiple de n qui y soit contenu.
2° ; étant supposé positif, on diminuera également cet exposant de la manière suivante :
tf = fdx.ar^(a + ba?f+(a + à&)
Hais la formule du numéro précédent donnera, en changeant «enm+ii, etp enp— 1,
[dz.*+>~\a+baf>ri =^a+^V^te.ar&+bx*ri;
et en substituant cette valeur dans l'équation précédente il viendra
ag»(fl+6:g»)> + npajdx.*m-i(a + bx*p-i y"~ m + np *
Au moyen de cette formule, l'exposant p peut, dans la différentielle proposée, être diminué du plus grand nombre entier qui y soit contenu.
3* Si Pexposant m était négatif, on emploierait la formule suivante. On a, d'après ce qui précède,
fiLr^^Ha{ b^^^af^a+bx^r'l^ni+np}bSdx.x^\a^bx-y, ! v r (m—ri)a *
pois en mettant —m+n au lieu de m, on a
fcg^fr+fa^ ^a+bx*^Mrn-n-np)bfdx.x^-Ka+àxn)r " ma
1" UKHt. 20
4° Si l'exposant p était négatif» on remarquerait que) d'après ce qui précède, I
puis en mettant — p + 4 au lieu de p, il vient
Les formules précédentes ne pourraient pas être employées si Ton avait m + np=0, ou m — n=0. Mais dans ces deux #s la différentielle binôme peut être rendue rationnelle, conformément à ce' qu'on a vu dans le n° 2B4. Remarquons, d'ailleurs, que dans les cas mêmes où cette différentielle est rationnelle, ou peut être rendue rationnelle , l'usage des formules de réduction dont il s'agit est généralement le moyen le plus Simple d'obtenir l'intégrale demandée. On a vu un exemple de cette manière dans le n° 273.
Prenons encore pour exemple la différentielle
yax—x*
Nous emploierons la première formule du numéro précédent dans laquelle on fera m=r+i, n=l, p=— \> b= — 1 , et l'on trouvera ainsi
af-^ax—x* (2r— ljq Ç afidx r •'+ *r J sfik-Z^'
En continuant à appliquer la même formule, on parviendra
évidemment à la différentielle
sjax — *■
qui rentre dans les cas traités dans les numéros 279 et suivants, et dont l'intégrale, qui s'obtient immédiatement d'après ce qu'on a vu n# 283, est
2x — a C + arcsiiL .
XXVI. nrrfauTimt dis fohcttoks piyrfimrrmiiBs logarithmiques,
VUORENTtBLLBS ET CIRCULAIRES.
288. Les intégrales des fonctions différentielles de cette nature ne s'obtiennent sous forme finie que dans quelques cas particuliers.
On voit en premier lieu, conformément à l'une des remarques qui ont été faites dans le n* 262, que s) l'intégrale de la fonction différentielle dx.f(x) est* connue, on connaîtra également les intégrales des fonctions différentielles
dx
—./(te), dx.es.f[e9)9 dx.cos.x.f(tâiLx), dx.s\n.xf(cos.x),
j^./(arctw!g.a;), ^_^./(arc.sîiLa?),--|=./(arc. cos.*).
On reconnaît également que le signe f désignant une fonction algébrique des quantités affectées par ce signe, on pourra rendre algébriques les fonctions différentielles
dw.f(e*), cte./(sin.a, C06.z)t
en posant e*=t pour la première, et &in.x=t ou cos.x=J pour la seconde. Par conséquent, ces fonctions pourront être intégrées lorsque la fonction f sera rationnelle, ou pourra être rendue rationnelle.
n en sera de même si Ton a sous le signe de fonction f les quantités sin. 2a;, sin. &r, sin.te, etc., ou cos.ir, cos. &r , cos.At, etc., parce que les sinus ou cosinus des arcs multiples peuvent être exprimés rationnellement au moyen des puissances du sinus ou du cosinus de Tare simple par des formules qui se déduisent immédiatement du théorème de Moivre. (V. nM 117 et suivants.)
289. On voit aussi que les fonctions différentielles transcendantes peuvent quelquefois être intégrées lorsqu'elles sont de la forme
dx.Pzn,
P désignant une fonction algébrique , z une fonction transcendante dont le coefficient différentiel du premier ordre est algébrique; et n un nombre entier positif. Tel serait le cas où Ton aurait z = l.f(x), * = arc tàng. /*(£) , en désignant par f(x) une fonction algébrique de z.
En effet, en intégrant par parties la différentielle proposée, il viendra, en posant Q = /Ar.P,
fdx.Vz»=Qz»—n f^-^fcl
fdx.Qz*-1 ~ = &**-*—(»!--. 1) r^*^*"1^;
puis en posant S = Jcte.R-j--,
fdx.fU-*^=S2?~t— (n — 2) fdx.$z»-*£L;
et ainsi de suite. Cette opération fournira, quelque soit n, des réductions d'intégrales» et dans le cas de n entier positif elle donnera l'intégrale demandée si Ton peut trouver l'expression finie des quantités désignées par Q, R,S, etc.
390. Un exemple simple de l'opération dont il s'agit , est l'intégration de la différentielle
dy = dx{lx)n, qui donne, n étant un nombre entier positif,
y-C+ s(ter [l-s + -^ =fc ^ J.
Soit encore
dy=idx.af^i(lx)n9 il Tiendra
y = C + *(txAi- n n(n-l)_ ±*(n-l) 3.2.1-j
294. L'intégration par parties donne de la même manière l'intégrale de la différentielle
dy=dx.(t*€**.
On a en effet
/aPe** n dx.X*em* = fdxjf*-1^;
et en appliquant la même transformation à l'intégrale du second membre, il viendra
J a L ax a*x* o*jc" J
On trouvera par le même procédé
fête, x* C08.ax = C + ^ J sin. axTi— ^S^ + ete-l
ïdx.xniàn.ax=zC— — |cos.orri— ^§^- + etc.]
L'intégration par parties donnant
fdx.e**C0B.bx=:?-^^ + - Jda?.e"sin.te
on tire de ces deux équations
/ rfx . e"*cos.cu* = C H fl> ., e"
/* . « . «sin.6x — 6cos.&r^ da?.eaxsin.to=C + a» + 6» ^'
La connaissance de ces deux intégrales mettrait à même d'intégrer à leur tour les différentielles dx.xne**co$.bx et Ar.xV'sin. bx, par le procédé dont on a fait usage dans le numéro précédent
293. Lorsque les différentielles contenant des fonctions transcendantes ne peuvent être Intégrées sous forme finie, on cherche au moins à les faire dépendre de fonctions plus simples. Parmi les formules de réduction employées à cet effet, noua distinguerons celles qui conviennent à la différentielle
' dy = dx.dn.mx.cos.nxs
m et n représentant des nombre» quelconques positifs ou négatifs.
On peut remarquer d'abord que cette différentielle 6e ramène facilement aux différentielles binômes, dont on s'est occupé dans les numéros 284 et suivants. En effet on a
dy = dx. sin.*a;(l — sin.* xj* dt
pois çn posant sin.#x=f, d'où dx =
sfï^V'
dy=dt.t*(i — i1)1.
fonction qui deviendrait rationnelle si n était impair. On pourrait donc employer les formules de réduction du n* 286, Mais il convient mieux d'opérer directement sur la différentielle proposée.
1* S l'exposant m est positif, on diminuera cet exposant
sans augmenter n, en observant que
y = /sin.1""-1 x . cos.* x . sin. xdx.
Donc
y= —ri + „ , t /<fcr.sîn.w-*x.cos.,l+,xf
H -f- X ïl"T-X
OU
sin.**1 x, cos. "+1 a? m — lr y= S+I + "n+ï I/|to-"ta-*^*-CML»*-flf
équation d'où Ton tire
dx. siiL«*.C06.*aî= — — h — — jdxJbL^+xAHto*
T Si l'exposant n est positif, on diminuera cet exposant sans augmenter m, en employant la formule suivante, que Ton obtient d'une manière semblable,
rf».sin.*a;.C06.*aî= +—r- f dx.tiXLmx*oaL**x
fft-j-H ffl-t"ft
3° Si l'exposant m était négatif, on remarquerait que fou tire de la première équation qui vient d'être obtenue
reto.8tn.^x.coa.-x=8i,L',",x'cf"+'x+^ /*.*■.-,.««; ^Z m — î m — i
et en changeant m en — m + 2,
/. cos.»a?_ cos. «"Ha? , m— n— 2 /*. cos.»*
"■ta.-*- (m— l)sin.— 's* m-i J ** sin.-**'
4° Enfin, si l'exposant n était négatif, on remarquerait
également que la seconde des équations qui viennent d'être obtenues donne
f<te.sin.^.coa^x=-8ln^lg-c^^+^j<to.8»D.«x.cos.»x{ j n — 1 n — i
et en changeant n en — n + 2,
cos."a?~""(n— ijcos."-^ + n— i J cos.*-V
294. Parmi les cas particuliers compris dans les formules précédentes , oïl peut distinguer les suivants :
dû.x,coB,1*'ix n — 1 . .
da?.cos.*x = - 1 — — Jcte. cos.*-1*
dx
sin."^1*
/dx cos.x m— 2 Ç
sin.mx~~ (m— ijsin."*-^ m— ij i
/dx sln.g n— 2 Ç dx
cos."x*~ (n— ijcos.*^1 x n—lj co8.~-tx
rrfx^ï= rcte.tang.-a:==^55^~/(to.taiig.^aî
J COS. X
/• cos^= r^#0^»x=.22^£_/rf».cot«^»
j sw.nx J n— 1
295. D'après les réductions indiquées dans le n°293, on fera toujours dépendre l'intégration des diiferentielles.de la Carme dx.s\n.mx.cos.nx de l'intégration d'autres différentielles de la même forme, mais dans lesquelles les exposants m et n ne dépasseront pas 1 et — i. Et lorsque les exposants m et n seront des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs , l'intégration de la différentielle pro-
-apposée se trouvera dépendre définitivement de rintégratioD de l'une des neuf différentielles dont nous donnons cidessous les intégrales, savoir :
f dx=G+x9 /rfa;.sin.j?.cos.ar=C+sSiiu,x,
/rin.*dL.*=C+aaDS-a;' f^<Hn.x=C-cos.x,
COS.X
Ainsi , dans le cas où m et n sont des nombres entiers, on obtiendra toujours sous forme finie l'intégrale de la différentielle dont il s'agit.
Nous remarquerons enfin que Ton pourrait également in- * tégrer les fonctions différentielles de cette espèce en remplaçant sin."\r et cas."# par leurs expressions en fonctions linéaires des sinus et cosinus de Tare x et de ses multiples qui ont été données dans les numéros 136 et suivants, expressions composées d'un nombre déterminé de termes lorsque m et n sont des nombres entiers positifs.
296. D'après la forme que ce dernier procédé donne à la différentielle
4r.Bln.««.oo&,>*
lorsque m et n sont entiers positifs, il est évident qu'a opérant comme on l'a fait dans les numéros 291 et 292, on intégrera dans le même cas la différentielle
4r .&1 . sln.*# • cos.** ,
/ étant aussi un nombre entier positif, ou plus généralement différentielle
dfl.Psln.*J?.CO&Mr,
P désignant une fonction rationnelle et entière de *, Les différentielles de la forme
4?,P(arcsin.j;)* ou dx.P(arcoos.;r)»
se ramènent aux précédentes en posant
op = sin.l ou x=cos.t.
XX VII. INTEGRATION PAR SERIES
297. Une fonction quelconque pouvant en général être développée en une série ordonnée suivant les puissances entières de la variable, oq peut obtenir sous la même forme l'expression de l'intégrale d'une différentielle quelconque. Ainsi, comme Ton a en général , d'après le n° 81 ,
on wa également
C désignant la constante arbitraire qui doit être ajoutée pour donner à l'intégrale la généralité nécessaire. Cette expression en série de l'intégrale Jdx.f(x) peut être employée toutes les fois que la série est convergente. Nous remarquerons de plus que si la série qui donne le
développement de f[x) est convergente pour toutes les valeurs
de la variable comprises entre 0 et une certaine limite x, la
série qui donne le développement de fdx.f(x) le sera à plus
forte raison. En effet, la série /*(()) + f'(0). a: + etc. ne peut
converger vers f(x) qu'autant que le terme complémentaire
ffîte) £-t-j — - — xV-^royez n° 86) devient plus petit que toute
grandeur donnée, pour les valeurs de la variable dans l'intervalle indiqué , lorsqu'on augmente indéfiniment le nombre p.. Or c'est l'intégrale , prise à partir de x=0 , de cette quantité multipliée par dx9 qui fournit le terme complémentaire du développement de Jdx.f[x). Celui-ci est donc la somme des valeurs que prend le produit
lorsque x passe de 0 à sa valeur extrême par une suite d'accroissements infiniment petits et égaux dx; il est ainsi égal au produit de l'intervalle total que x parcourt par la valeur
fPftx) moyenne de r-^rr — - — **S et il tend vers zéro comme cette ' 2.3.4 \l
valeur elle-même lorsque p augmente à l'infini.
298. Lorsque la fonction f(x) se trouve dans les cas d'exception qui ont été remarqués numéros 88 et suivants > c'est-à-dire lorsque le développement de cette fonction contient des puissances fractionnaires ou négatives de x, on peut également employer ce développement pour obtenir l'expression de l'intégrale fdx.f[x) en série, expression qui pourra servir au calcul numérique de cette intégrale si la série est convergente.
299. L'intégration par série est quelquefois le procédé le plus simple que l'on puisse employer pour obtenir le
développement d'une fonction suivant les puissances entières ascendantes ou descendantes de la variable. On a, par exemple,
dJ(t+x)==j-^=:dx(i—x+x*--x*+x>-- etc.):
donc
La constante arbitraire C doit être déterminée de manière que l'égalité des deux membres subsiste pour une valeur quelconque de x. Or, en faisant <r = 0, le premier membre se réduit à zéro , et la série du second membre disparaît. Donc C = 0; d'où Ton conclut
«mS /*«8 fk «**S
tomme on Ta vu n° 102.
On a de la même manière
d.aretang.x = j-^ =£&(!— **+**— a*+x%— etc.)» par conséquent
et comme la constante est nulle , il vient
x* x1 x1 x9 arc tang.*= *— ^- + - — - + y— etc.,
comme on Ta vu dans le n° 115. Remarquons, d'ailleurs,
rf.arc
que cette série n'est convergente qu'autant que x ne » passe pas l'unité. On peut en obtenir une autre qui aw au contraire convergente lorsque x surpasse l'unité eu écrivant
<** dxfà 1,1 1,1 . \
d'où l'on déduit
et comme x = - réduit cette équation à - = C, on trouve définitivement
Cette série ne convient qu'autant que x est comprise entre 1 et -.
L'équation
dx . A , 1 , , 1.3 . , 1.3.6 . , 1.3.5.7 .^
donne de la même manière, en observant que la valeur te la constante est zéro ,
et en faisant x = i on trouve cette expression du nombre il*
302. On peut d'ailleurs obtenir le développement en série d'une intégrale demandée Six . f(x) > non-seulement en développant la fonction f{x) suivant les puissances de x, ce qui ne donne à intégrer que des termes de la forme axmdx, mais en décomposant la fonction f(x) en deux facteurs, ou la mettant sous la forme y{x) . tyx), puis développant un seul de «s facteurs, par exemple +(a?). Les termes du développement qui doivent être intégrés sont alors de la forme oxu.yx.dx, et il est nécessaire que l'intégration puisse en être effectuée par les méthodes connues.
Soit par exemple la différentielle
dy =
sj(ax — x*)(i — bx) En développant le facteur (1 — bx) —l il viendra
Chaque terme de la série donne à intégrer une différen-
x*dx tielle de la forme f ce qu'on peut faire d'après
^ax — a?
ce qui a été dit dans le n° 287.
MO
ros 255 et suivants. Soit en général
f{x).dx
une fonction différentielle quelconque de la variable x, et désignons par
l'intégrale de cette fonction différentielle, ou la fonction qui étant différentiée, aura f[x) .dx pour différentielle. Cela revient à poser
d.Y(x)=zf(x).dx, ou plus généralement
d[c+n*)]=m-dxf
C désignant une quantité constante entièrement arbitraire. Et la fonction F[x) pourra être déduite de la fonction différentielle f(x).dx, quand celle-ci sera donnée, au moyen des méthodes qui ont été exposées dans les articles précédents. Cela posé, d'après ce qu'on a vu dans les numéros 255 et suivants, une fonction quelconque peut toujours être regardée comme étant la somme d'un nombre infini de valeurs de sa différentielle. Ainsi, l'expression
représente en général la somme d'un nombre infini de valeurs de la différentielle f(x) . dx. Tant que la constante C demeure indéterminée, la valeur de x h partir de laquelle on a commencé à sommer les différentielles est également indéterminée; et quant à la valeur de x à laquelle la somme
se termine, c'est la valeur même de cette variable qui se trouve sous le signe de la fonction F.
Remarquons maintenant qu'un grand nombre de questions importantes exigent la recherche de la somme d'un nombre infini de valeurs d'une différentielle proposée, cette somme étant prise depuis une certaine valeur x0 de x, à partir de laquelle les différentielles successives sont supposées s'ajouter les unes aux autres , jusqu'à une autre valeur xw de cette même variable, au delà de laquelle on cesse d'ajouter les différentielles. Cette somme s'exprime analytiquement d'une manière générale comme il suit,
fa
l"dx.f{x),
en plaçant au-dessous du signe / la valeur de la variable à partir de laquelle les différentielles commencent à être ajoutées, et au-dessus de ce signe la valeur de la variable à laquelle cesse cette addition. L'expression dont il s'agit est ce qu'on nomme une intégrale définie , en entendant par là que Fintégrale, ou la somme des différentielles, est prise entre des limites déterminées; x0 est la limite inférieure, et x* la limite supérieure de l'intégrale. Les intégrales définies constituent d'ailleurs, comme on le verra dans la suite, un nouveau genre de fonctions dont l'usage est fort étendu dans l'analyse.
Par opposition aux intégrales définies, les géomètres donnent souvent le nom d'intégrale indéfinie à l'expression
dont la recherche a été l'objet des articles précédents , qui satisfait simplement de la manière la plus générale à la 1" AifirtE. 21
condition d'avoir f[x) . dx pour différentielle, et qui représente la somme des valeurs de cette différentielle prise depuis une valeur indéterminée de x jusqu'à la valeur quelconque que Ton voudra attribuer à cette variable dans le terme F(x). Or, la connaissance de l'intégrale indéfinie d'une différentielle proposée donne en général immédiatement celle d'une intégrale définie relative à cette même différentielle prise entre des limites quelconques. En effet, si l'on fait x = Xç dans l'expression C-fF(ar), on aura
pour exprimer la somme des valeurs de la différentielle f[x).dx prises depuis une certaine valeur indéterminée de x jusqu'à la valeur x0; et si Ton fait a? = xw dans U
même expression, sans changer la constante C, on aura
pour exprimer la somme des valeurs de cette différentielle prise depuis la même valeur indéterminée de x jusqu'à la valeur œoi. Donc, la différence de ces deux expressions. c'est-à-dire
FteJ-F(*o)
représente la somme des valeurs de la. différentielle dont il s'agit, prise depuis la valeur x0 de x jusqu'à la valeur 2U. On voit par ce qui précède que l'équation
d.F(xj=zf(x).dx
entraîne généralement la suivante
dx.f(x) = F(xJ~ Ffo)î
c'est-à-dire que l'on a la valeur d'une intégrale définie en retranchant Tune de l'autre les deux valeurs que prend l'intégrale indéfinie lorqu'on y donne à la variable les valeurs correspondantes aux limites inférieure et supérieure entre lesquelles l'intégrale définie doit être prise.
30i. Il résulte de ce qui précède que l'on obtient toujours facilement la valeur numérique d'une intégrale définie
dx.f(x), lorsqu'on peut obtenir sous forme finie, ou
en série convergente, la fonction F(x), dont la différentielle est dx. f\x). Cela n'est pas toujours possible, et quand on ne peut y parvenir, on est obligé de calcules la valeur numérique dont il s'agit par des méthodes d'approximation qui seront exposées dans la suite. Dans les cas même où la fonction F(x) peut être obtenue sous forme finie, l'usage des méthodes d'approximation est souvent préférable à la recherche directe de cette fonction.
305. Les notions précédentes deviendront très-sensibles si Ton considère, comme on l'a déjà fait dans le n° 256 , la variable x comme l'abscisse, et la fonction F(x), ou plus généralement C-\-T(x), comme l'ordonnée d'une courbe. Une différentielle quelconque
d[G + F(x)]=f(x).dx
de cette fonction représente l'accroissement infiniment petit de l'ordonnée lorsqu'on passe de l'abscisse x à l'abscisse *-f<te. La somme de ces accroissements de l'ordonnée qui ont lieu depuis une certaine valeur x0éex jusqu'à une autre râleur xWJ est évidemment égale à l'excès de l'ordonnée répondant à la dernière limite sur l'ordonnée répondant à la première limite, c'est-à-dire à yco — jf0 ou F(xJ— F(ar«).
Remarquons, d'ailleurs, que l'équation précédente
dans laquelle F{x) est telle que Ton a d.F(x) — dx.f[x)ynt s'applique pas aux cas où les fonctions f(x) ou F(x) deviendraient infinies pour une valeur de x comprise entre les limites x0 et arw de l'intégrale définie. En effet, lorsqu'on a exposé dans le n° 255 des considérations d'où il résulterait qu'une intégrale quelconque représente toujours la somme d'un nombre infini de valeurs de la différentielle, on a dû exclure les cas où les fonctions dont il s'agit prendraient des valeurs infinies.
Lorsqu'on demande la valeur d'une intégrale définie
" dx . f(x), et qu?il arrive que la fonction f(x) devient m-
finie pour une certaine valeur aàe x comprise entre les limites x0 et xtù de l'intégrale, on ne peut en général obtenir la valeur cherchée qu'en partageant l'intégrale en deux parties, dont la première finit et dont la seconde commence à la valeur x=a, c'est-à-dire en considérant séparément les deux intégrales définies
flodx.f(x) et fx»dx.f{x),
dont la somme donnera la valeur demandée. Cette somme aura une valeur infinie si les deux parties ont elles-mêmes des valeurs infinies et de même signe, ou si l'une seulement des deux parties est infinie. Elle aura une valeur indéterminée si les deux parties ont des valeurs infinies de signes contraires. Enfin elle aurait une valeur finie déterminée si les deux pa> ties avaient des valeurs finies.
De même, s'il se trouvait entre les limites x0 et xw deux valeurs aetaiy pour lesquelles f[x) devint infinie, on devrait partager de cette manière l'intégrale définie proposée,
jl^dx.m + J*£ dx.f(x)+fxa»dx.f(x)9
et déterminer h part la valeur de chaque terme. Et ainsi de suite si le nombre des valeurs intermédiaires qui rendent f(x) infinie était plus considérable.
307. Il résulte de ce qui précède qu'il revient au même de changer le signe dont une intégrale définie est affectée, ou de renverser Tordre des limites. Ainsi
On peut d'ailleurs changer la variable x qui est sous le signe d'intégration définie, pourvu que l'on change en même temps les limites de manière à leur conserver les mêmes valeurs absolues. Si, par exemple, dans l'expression précédente , on veut remplacer x par une nouvelle variable/, en établissant entre ces deux quantités la relation quelconque x=y{t), on devra remplacer dx par d.<p(l) ou i'(t)d$ , et x0 , arw par les valeurs de I qui seraient déduites respectivement des équations
308. Nous remarquons enfin que la considération des intégrales définies peut servir à trouver le développement connu sous le nom de théorème de Taylor, et conduit à une expression remarquable de la partie que Ton néglige en s'arrétant à un nombre déterminé de termes. D'après ce qui a été dit dans le n* 303 on aura, quelle que soit la fonction (, pourvu que
cette fonction soit continue entre les valeurs] # et x+ k de la variable ,
f(x + h)-f(x)=fX+hdx.fïx) ,
f'(x) désignant le coefficient différentiel ou la fonction dérivée du premier ordre de la fonction f{x). Or, on peut remplacer, dans l'intégrale définie du second membre, x par x -f h — /, en désignant par t une nouvelle variable, ce qui changera cette intégrale, en ayant égard à ce qui a été dit dans le numéro précédent, en
-ph<u.nx + h-t)y ou fj tf.rt*+n-fl;
en sorte qu'on peut écrire
f(w+k)~f(x)±f* di.fix+h-t).
Cela posé, considérons l'intégrale indéfinie
en lui appliquant le procédé de l'intégration par parties, oc trouvera successivement
fdt.fïx+h-t)=t.f(x+h--t)+fdt.i,f%x+h--t)9
fdt . tff'(X+h-t)= y . f»{X+h-t)+Çdt .jT(* +*-*)»
etc.
et par conséquent
J dt.nx+h-t)=t.r(x+h-t)+ *f»(x+h-t)+^r(x+h-t)+
Donc, en prenant l'intégrale entre les limites zéro et h,
f*dt.r(*+h-t)=kr(x)+£r(*)+£ân*)+£irw+
et en substituant cette valeur dans l'équation précédente , il viendra
Si l'on lait dans cette équation x=0, puis que l'on écrive x à la place de h, elle prendra la forme
nx)=fw+xno)+^f"m+^no)+~rw+
D est aisé de reconnaître d'ailleurs que cette nouvelle expression du terme complémentaire de la série de Taylor comprend celle qui a été présentée dans les nM 85 et 86. Mais tandis que celle-ci est indéterminée , et fait seulement connaître les limites entre lesquelles la valeur du terme dont il
s'agit est contenue, l'expression sous forme d'intégrale définie détermine complètement cette valeur.
XXIX. USAGE DBS INTEGRALES DEFINIES POUR L'ÉVALUATION DBS LONGUEURS DBS COURBES, DBS AIRES ET DBS VOLUMES.
l° Aires êtes courtes planes.
309. Considérons une courbe quelconque rapportée à deux axes rectangulaires. Proposons-nous de trouver Taire de cette courbe, c'est-à-dire la valeur numérique de la surface comprise entre l'axe, la courbe et deux ordonnées quelconques. Désignons par
l'équation de la courbe, et par x09 x^ les abscisses qui répondent aux ordonnées par lesquelles l'aire qu'il s'agit d'évaluer est limitée. On a trouvé dans le n° 456 qu'en désignant par u la fonction de x qui représentait la valeur de l'aire comptée d'une origine quelconque jusqu'à l'ordonnée correspondante à l'abscisse a?, la différentielle de cette fonction était exprimée par
du = ydx.
Or l'aire qu'il s'agit d'évaluer est évidemment la somme des valeurs en nombre infini que prend la différentielle du lorsqu'on donne à x dans cette différentielle toutes ses valeurs comprises entre x0 et xtù. Donc , conformément à ce qu'on a vu dans l'article précédent , cette aire est exprimée par l'intégrale définie
11 est entendu que dans cette expression les limites x0 et xw sont deux nombres donnés correspondants aux positions des ordonnées qui terminent Taire. Le résultat de l'opération indiquée par l'expression analytique dont il s'agit est également un nombre déterminé , représentant la valeur de cette aire.
Mais on peut aussi imaginer que la première limite x0 est seule donnée et fixe , et que la seconde limite a?w est indéterminée et arbitraire. Alors on représentera simplement cette seconde limite par x. Le résultat de l'intégration définie sera alors une fonction de x représentant Faire qui commence à ^ordonnée correspondante à l'abscisse x0, et qui se termine à une autre ordonnée quelconque correspondante à l'abscisse x. En désignant cette aire par u, nous écrirons donc
dx.y.
310. Si la courbe proposée est rapportée à des coordonnées polaires, son équation sera donnée sous la forme
u désignant l'angle compris entre le rayon vecteur dont la . longueur est r et une ligne fixe. L'aire u est ici l'espace triangulaire compris entre la courbe et deux rayons vecteurs formant avec Taxe fixe, l'un l'angle <o0> l'autre l'angle quel* conque u. Gomme on a trouvé dans le n° 499
du = - r*dw f on aura donc ici
n=R / rfw.r1.
314 . Soit, par exemple, l'ellipse rapportée à ses diamètres rectangulaires, dont l'équation est
$ + £=*. ou y = b- </*=*,
a et 6 désignant les demi-diamètres oA et oB (fig. 45). L'aire oBmp sera exprimée d'après le n° 309 par
u=ïfo "***-*'
x désignant l'abscisse op. Pour obtenir la valeur de eette intégrale définie, il faut considérer l'intégrale indéfinie fixsja* — x*. On pourrait la rendre rationnelle en employant la tranformation indiquée n° 276. Il serait plus simple de la
dx ■ — f et de considérer à part
ja*— x*
les deux parties / f — f ; T dont la p«-
J )/al—x* J <Ja*—x*
mière s'intègre immédiatement d'après le n° 284 , et dont la seconde s'intégrerait en la considérant comme une différentielle binôme , et opérant d'une manière semblable à ce qu'on a fait n° 287. Mais il sera plus simple encore de poser
yte*— a^=to, d'où x* = - a%
t désignant une nouvelle variable; ce qui donne par conséquent
jdx v^F^â* = C + 1 tx*— ^ arc tang./ ,
ou
puis en prenant l'intégrale depuis #=0 jusqu'à a; ?= a?,
= 5 a? fâ^xT+ « a*, arc tang. -7=^=- •* ^ ya*—x*
= jiX Ja*— âc' + s^.arcsin.-.
L'expression de Taire demandée est donc
= f + T«rcdn.«-.
Gomme -^ est Taire du triangle omp, on voit que Taire
du secteur oBm est -— arc sin. - . En faisant x=a, on aura
7ta6
— pour Taire oBA, et par conséquent itofr pour Taire entière
de FeOipse.
312. Soit l'hyperbole rapportée à ses axes dont l'équation est
£-£=*, ou wiftt
En désignant par u Taire Apm (fig. 46), op représentant l'abscisse*, on aura
Pour obtenir l'intégrale indéfinie fix s]x* — a», on fera comme ci-dessus ,
V**— a* = ix% d'où ** =
et
Mais donc
OU
et en 'prenant l'intégrale depuis x=a jusqu'à x=x, il vient
L'expression de Paire Amp dont il s'agit est donc
__xy ab (x y\
Comme -~ représente Taire du triangle omp, on voit que
aft /x y\ Faire du secteur ©mA est représentée par — . /( — hr)- Cette
aire devient infinie lorsque le point m s'éloignant à l'infini le rayon om se confond avec l'asymptote.
313. L'équation de l'hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes étant
*y = T ou y=^,
Taire représentée par u, comprise entre les ordonnées correspondantes aux abscisses x0, x, est exprimée par
dar ^ a* .x
Si l'on pose a = 4 , on a simplement
ainsi les logarithmes népériens des nombres donnent immédiatement les aires de l'hyperbole équilatère. C'est par cette raison que ces logarithmes ont été nommés logarithmes Ayperboliques.
314. L'équation de la parabole, en comptant les ordonnées du sommet, est
y* = 2pr ou y = \/2px.
^ 334 - L'aire omp (fig. 47 ) est donc représentée par
u=fipf*dx<J&, qui revient à
ti=-^2p.a?*, ou « =
L'aire omp est donc les ~ du rectangle ormp, et l'aire oureo
est le = .
Si l'on considère la courbe dont l'ordonnée esl
a désignant une constante positive, et plus grande que l'unité, l'expression de Taire mpqn (fig.A&) représentée par «, et terminée aux abscisses op et oqy représentées par x, et x, sera
«= I dx.a*;
et comme on a l'intégrale indéfinie Jdx.am=T- , il viendra
ta
L'aire comptée à partir de oB du côté des x positives se»
am—\ donc —, — > et Taire comptée à partir de oB du côté des x
négatives sera — j- — . Cette dernière expression donne, en
supposant j?=-, j- pour l'aire comprise entre Taxé et la
courbe prolongée à l'infini.
316. Dans la cycloîde (fig. 49), les coordonnées op, mp d'un point quelconque de la courbe étant représentées par s, y, on a, comme on Ta vu n° 178,
;r=rR(w— sin.to), y = R1(i— co8.«o),
R désignant le rayon cr du cercle générateur, et » l'angle mer. L'aire omp sera exprimée par
u=fxydx on ti = Rf / wrfw(l — cos.«o)f. Mais on a
<fc<i— COS.û>)»= / dw(i— 2C0S.«o+ COS.fco)= / dw (y- 2C0S.w+-C0S.2co j
= ^ w— -2 sin. w+ t sin.2u.
Donc
t*=Rf(-w— 2sin.w+-sln.2cDj.
Cette formule donnera la totalité de Paire omnay comprise entre la première partie de la cycloîde et Taxe oa, en y faisant u>=2it. La valeur de cette aire est donc 3itR% c'est-àdire le triple de l'aire du cercle générateur. On peut remarquer d'ailleurs que l'aire
oqttn^oqtp—omp^lRx — u
RI
= — (w — sin.wcos.fc»):
donc l'espace oqim est égal à la partie rms du cercle générateur, et par conséquent l'espace oqtnm est égal à la moitié dn cercle générateur.
317. On pourra toujours, au moyen de l'opération qui vient d'être expliquée , évaluer une aire quelconque comprise dans un contour tracé sur un plan. Car soit Mm, Nms (fy. 50] le contour dont il s'agit, rapporté à des coordonnées rectangulaires. Désignons par x„ xw les abscisses extrêmes ©P, oQ; par x un abscisse quelconque opy et par y, et yt les ordonnées mj» et mj) correspondantes à cette abscisse, et appartenant respectivement aux deux courbes Mm,N et MnijN qui forment le contour. Ces ordonnées doivent être données en fonctions de x, et il est visible d'après ce qui précède que Taire Mii^Nm, est exprimée par l'intégrale définie
^dr(yt-yt).
Si le contour MmtNnis est discontinu, et composé de parties distinctes, dont les ordonnées ne soient pas exprimées par une même fonction de l'abscisse x, on pourra partager Taire proposée , et l'intégrale définie qui en exprime la valeur, en plusieurs parties correspondantes respectivement aux portions du contour dont les ordonnées ont une expression commune. La valeur de chacune de ces parties se calculera séparément. Dans les cas mêmes où les ordonnées du contour ne sont pas données par une ou plusieurs expressions analytiques formées de l'abscisse x, mais où Ton connaît seulement les valeurs numériques des ordonnées de certains points de ce contour, il existe, comme on le verra dans la suite, des méthodes au moyen desquelles on peut évaluer approximativement Tintégrale définie par laquelle l'aire est représentée.
348. Pour présenter une application de la formule du n* 310, nous considérerons la spirale logarithmique dont l'équation donnée n° 904 est
L'aire triangulaire comprise entre la courbe et les deux rayons vecteurs r et r9 qui forment entre eux l'angle w— causera donc
c'est-à-dire
e*i**tù_e*u.b>0
h.ta
ii =
U.la '
Dans les cas particuliers où la = i , et r=e", Taire dont il
s'agit est donc le - de la différence des carrés construits sur
les deux rayons vecteurs.
été etortet plaaet.
319. En appliquant ici les considérations qui ont été présentées dans le n° 309 , et se rappelant que Ton a trouvé dans le n* 457 que la différentielle de Tare d'une courbe rapportée aux coordonnnées rectangulaires x9 y, et représentée par l'équation
était exprimée par
«=<*\fiW<
V9 UffttE.
on aura évidemment l'intégrale définie
pour l'expression générale de la longueur de Tare de la courbe compris entre les points correspondants aux abscisses x0 et œ.
320. De même, si la courbe est rapportée à des coordonnées polaires, et représentée par l'équation
r=f(*>); comme on a trouvé dans le n° 200,
* = **)/ f+fèf pour l'expression de la différentielle de l'arc, on aura
pour l'expression générale de la longueur de Tare de la
courbe compris entre les points correspondants aui laleurs ci>0 et ci> de l'angle qui détermine la direction du rayon vecteur.
Si Ton considère, par exemple , comme dans le
n° 312, l'ellipse rapportée à ses diamètres rectangulaires, dont l'équation
x% V* m j à n ; du b x
55+^=1 donne y=-0?=ï\ ;£=_-_,
il viendra
pour l'expression de Tare compté du sommet de la courbe jusqu'au point dont l'abscisse est x. En introduisant l'exceptriefté désignée par e dans le n° 197, ou faisant a1— 6f=aV, cette expression s'écrira
On ne peut pas Y obtenir .sous forme finie, mais on peut la
développer en série convergente de diverses manières. Re-
marquant, par exemple, que - est toujours une fraction,
on peut poser x = a cos. <p, d'où dx = — a sin. <p<*j>, et
s = —al dy^i—etcOB.*?;
ou en développant (1 — e'cos.*?)*;
Or, on a, par la seconde des formules écrites n° 294,
rf©.cos.19= ^sin.9.cos.9 + ^ 9+C,
4p.coa.*9= ^ sin.9.cofl.«9 + ^ sin.f.cos.f -t- s^?+C #
— Lsin.?,cos.^-f
et en prenant les intégrales depuis <p = £
/ * tfy.tm1? = gsin,s,cos. Y+^sin.?,co&,?+^
ce qui donne les valeurs de chaque terme cédente.
Si Ton suppose x=a3 et par conséquent 1 ?=0, l'expression précédente de s donnera gueur du quart du contour de l'ellipse :
TK<)-Kn')-KËH-KmH'-«°-
L'équation de l'hyperbole
** If* m j à y-, r- du b x
--^=i donne y=-aJ*=àT, ^ = -^==;
et par conséquent
ou, en faisant a* + 6* = aV,
,= rxrfxt/E?Ez
pour l'expression de Tare compté du sommet de la courbe
jusqu'au point dont l'abscisse est x. Comme ici x est tou-
0 ci sin tpfltp jours > a, nous poserons a? = , d'où dx= -£-* ,
COS. <p COS. <p
et
COS.«y
COS. ç\ * 1 Il ) »
ou enfin s=ae.tmg.9-^9-a f^ d9 (^^cob.\+ g i,c<*«»
Les termes de la série seront donnés par les expressions de Jtf<p.cos.*<p, /Ap . cos.4<p , etc., du numéro précédent, en supposant la constante arbitraire G égale à zéro.
Remarquons que l'équation de l'asymptote étant y = -s,
la distance du centre de la courbe au point de l'asymptote
dont 1 abscisse est x> est - ■ = ex = . Soitr
a cos.<p
cette distance : on aura
Si Ton suppose # = ;;> et par conséquent cos. <p = 0 où
it © = - , cette dernière formule donnera pour la limite vers
laquelle tend l'excès de r sur s, à mesure que l'abscisse
x devient de plus en plus grande ( en remarquant que
; 1— sm.<p cos.cp r\
% ^=. . . T = 0 lorsque y = -),
j cos.y J+sin.<p ^ T 2/
L'équation de la parabole
y1 = 2px donne y = v^jw. j| = y |j-
Ainsi, l'arc compris entre le sommet de la courbe et le point dont x est l'abscisse a pour expression,
L'intégrale indéfinie JdxKf 1 + ^ se trouvera en posant
et
Comme l'intégrale ffZ-^f* (^ - ^
il vient
v to * v^ï+'
Mais, par la quatrième des formules données n* 393,
J sin.t.'cos.*! Cos.! J sin.1* et par Tune des formules du n° 295, on. trouve
Donc
ai/j i .^-l
il est sans doute superflu de remarquer que x=arctang. (la,y) est ici l'angle formé avec Taxe des # par la tangente menée à la courbe au point dont l'abscisse est x. '
325. Soit encore, comme au n° 346, la cycloïde dont l'équation a été donnée n° 179 (fig. 49). On aura
dy _<Jl*y—y% QU dx _ y dx y * dy ^Ry— y»'
Or la différentielle ^\/* + (j-) de l,ftrc d'une courbe
pouvant également s'exprimer par rfyl/l + (-7-) , nous pouvons représenter ici par
Cotte formule donnera la longueur do la moitié en y faisant y — 2R. Cette moitié est donc cmiiine on l'a déjà remarqué n* 191. Si d'ailleu compter l'ordonnée tj de haut en bas, à partir d< et Tare * à partir du point n dans le sens nm écrire $B — y à la place de y et 4R — i qui donnerait
320, Nous considérerons enfin la sptra dont l'équation , rapportée aux coordonna
Il viendra, d'après ce qui a été dît nc 33 i i bt-à-dirc
pour la longueur de l'arc compris entre les points de la courbe auxquels appartiennent les rayons vecteurs r0 et r. Gomme l'angle compris entre la normale et la courbe a pour tangente trigonoinétrique, d'après le n° 2(M, — la, l'angle compris entre la tangente et la courbe a pour tangente trigonométrique -p-, et pour cosinus ■. Il
la ^4 + (W
est évident en effet, par la nature de la courbe dont il s'agit, que la différence de deux rayons vecteurs est à la longueur de Tare qu'ils comprennent dans un rapport constant exprimé par ce cosinus.
Lorsque l'équation de la spirale logarithmique est simplement r=eco, on a s= fë(r — r%). La longueur de Tare compris entre deux points quelconques de la courbe est la différence des diagonales des carrés construits sur les rayons vecteurs appartenant à ces points.
tes courte* à éoufcte courbure.
327. .Une courbe à double courbure étant donnée par les équations
v=fl*), *=F(*),
on a trouvé dans le n° 227, pour l'expression générale de la différentielle de cette courbe,
V«+(!HÉ
D'après les principes établis au commencement de cet article, on aura donc
pour l'expression de la longueur de Tare de I les doux extrémités répondent aux abscisses
3$8. Soit, par exemple, l'hélice représentée lions
x = Rcoa.u», i/ = Rsio.^, qui donnent
dr = — Rsin.w.rfw, dt/ = R ûos**** «
L'expression précédente prendra la U
résultat qu'il est aisé de prévoir d'après la courbe.
b Volume ilr* tolldei ûe r^volullau
3£9* Supposons que Faxe d'un solide de n ride avec Taxe des x, et représentons par
l'équation de la courbe plane dont la révolu cet axe décrit la surface du solide* Désigi partie du volume du solide comprise entre «1 nés perpendiculairement à Vaxe ax (fig. 51)
P, p, et qui est décrite par la révolution de la partie PMmp de Taire dé la courbe génératrice. Soit x l'abscisse o/>. Il est visible que quand x augmentera de &r représentée sur la ligure par pq, le volume v augmentera d'une quantité At> égale au volume décrit par la révolution de Taire pmmq. Or ce volume (en supposant &r assez petite pour que y soit constamment croissante ou décroissante dans l'intervalle pq) est compris entre ceux des deux cylindres ayant pour hauteur commune pq, et pour rayons pm et qn. Donc on a
A» > ry* . Ix , Ai? < r.[y + lyj* . bx ;
ou bien
te>Kf> E<1B(,r+à|r?î
et comme ces deux expressions ont pour limite commune , lorsque &r devient de plus en plus petite, iry% nous devons en conclure
tin
^- = xy,f ou dv — Ttf.dx.
pour l'expression générale de la différentielle du volume représenté par v.
D'après cela l'on reconnaît immédiatement que l'intégrale définie
donne l'expression de la partie du volume d'un solide de
<Ùfa« — A
représenté la partie du volume du corps et le plan perpendiculaire à Taxe qui passe pai
le plan mené à la distance x de celui-ci, Cette i d'ailleurs
En faisant x = «, on aura
moi tir de l'ellipsoïde de révolution. Le vol un
corps est donc -^-afr1-
33L On calculera facilement, d'après ce le volume de tant solide décrit par la rév figure plane quelconque autour d*un axe pris de cette figure* Le volume du solide décrit | tïon de l'aire Mm,Nm, (/fy. r>i> tracer duns
autour de l'axe des x, est exprimé par l'intégrale définie
*fx°**vï-v?)*
x0 et arw représentant la plus petite valeur oP et la plus grande valeur oQ de l'abscisse x, et ylf y, les valeurs des ordonnées mj>, m,p des deux lignes Mm^Mm^N qui répondent à une abscisse quelconque x.
*> Aires ées surface» é> révalatkm.
332. Considérons la surface décrite par une courbe plane quelconque Mm dont l'équation est
lorsque cette courbe tourne autour de Taxe ox (fig. 54). Désignons par u Taire de la partie de cette surface décrite par la révolution de la partie Mm de la courbe. Soit x l'abscisse op. Lorsque x augmentera de l'intervalle infiniment petit dx représenté sur la figure par pq, Taire u augmentera de Taire décrite par la révolution de Télément mn ou ds. Or, la courbe étant regardée comme coïncidant avec sa tangente dans Tétendue de cet élément, l'accroissement de u dont il s'agit sera regardé comme égal à la surface 'd'un cône tronqué dont pq est la hauteur et dont mp et nq sont les rayons des deux bases. Donc
du = z(2y + dy)ds,
et en supprimant les quantités infiniment petites du second
pour l'expression de Taire de la surface de rt est comprise entre deux plans menés per] ment à l'axe aux distances xQ et x de long» données*
333, Soit encore pris pour exemple Tellipso lution considéré dans le numéro 330. L'équation
,=;*=*. « ffi=_;
pour l'expression de Taire de ta partie de prise entre le plan perpendiculaire à taxe qui centre et un autre plan mené à la distance x Supposons d'abord a > bf c'est-à-dire que Mli
autour de son grand axe, et posons — — —
expression deviendra
m&kfréttflBE&i
et si Ton écrit;
ii = 2Rr— i edxs/oP — eïx*, ™J o v
on trouvera par le numéro 311 ,
En faisant x=a, il viendra
*ab ( fî^é* + - arc sin. e j ,
ou
*(&* + — arc sin.el,
pour Faire de la moitié de la surface de Vellipsoïde.
Supposons en second lieu a<b, c'est-à-dire que l'ellipse a tourné autour de son petit axe. En désignant tou-
m fli
jours par e l'excentricité, on posera donc — - — = e% et il viendra
qui peut s'écrire
r* année. 2a
et en prenant l'intégrale de x=0 h x=r*
En faisant 3: = », ii viendra
pour l'aire de >a moitié de la surface de IVIIi|
334. Oo pourra calculer, d'après ce qui précède, l'aire de la surface d'un solide de révolution décrit par une courbe plane quelconque tournant autour d'un axe tracé dans le plan de cette courbe. En conservant ici les dénominations du numéro 331 , Taire de la surface décrite par la révolution de la courbe MwtNws [fig. 52) autour de Taxe- ox , sera évidemment représentée par l'intégrale définie
*> Volumes «et toutes l'une figure quelconque.
335. Soit un solide dont la surface rapportée aux coordonnées rectangulaires xy y, z, est représentée par l'équation
on présentera de la manière la plus générale la question de l'évaluation du volume de ce solide si, ayant tracé sur le plan des xy {fig. 52) un contour quelconque MmjNm,, on demande le volume compris entre le plan des xy, la surface du corps , et le cylindre dont le contour Mm^m, est la i base et dont les arêtes sont parallèles à Taxe des z. Nous représenterons par x0 et xw les abscisses extrêmes oP et oQ de la ligne Mn^Nm,; par yt et y, les ordonnées m{p et mjt, qui répondent à l'abscisse op représentée par x, et qui appartiennent respectivement aux branches MmtN et MfrijN de cette ligne. Les quantités yx et y, seront des fonctions données de l'abscisse x.
Cela posé, considérons la partie du volume demandé dont
la hase sur le plan des xy est Mm tin,, et désignons par r sa valeur, qui sera une fonction de x. Lorsque l'abscisse op, ou x, augmentera de la quantité infiniment petite dx représentée sur la figure par pq, le volume v augmentera dune partie également infiniment petite, dont la base sur le plan des ,/y est m^n^m^ Donc cette partie représente la différcntielle dv, lit il résulte des notions présentées au commencement de cet article que Ton a
dv y
et que le volume entier dont le contour Mm]Nmf est la base est exprimé par
dv.
Il s'agit maintenant d'exprimer analytiquement cette différentielle dv} c'est-à-dire la partie infiniment petite du volume demandé , dont la base est m^^m^ , partie qui n'est autre chose que la tranche de ce volume comprise entre deux plans menés parallèlement au plan des yz, aux distances x et x + dx de ce plan. Considérons un point quelconque m pris sur la ligne mimt : soit y l'ordonnée mp de ce point : z=f{x, y) représentera l'ordonnée de la surface par laquelle le corps est terminé, qui répond au point m. D'ailleurs, considérons la partie mtn^m de la tranche qu'il s'agit d'évaluer, partie qui est évidemment une fonction de l'ordonnée mp, ou y. 11 est visible que quand y croîtra de la quantité infiniment petite dy représentée sur la figure par mp, la partie m^m de la tranche dont il s'agit croîtra d'une portion de volume infiniment
petite du second ordre , dont la base est le rectangle mm?.. Mais le volume dont il s'agit est évidemment compris entre deux prismes rectangulaires dont la base commune est mv/ifjL, dont l'un a pour hauteur la plus petite des ordonnées qui répondent aux quatre points m, v,n, p., et l'autre a pour hauteur la plus grande de ces ordonnées. Et comme ces deux hauteurs ne diffèrent de l'ordonnée z du point m que d'une quantité infiniment petite, on doit les regarder comme égales à z, par conséquent prendre le produit dx.dy.x pour l'expression de l'accroissement que subit la portion de la tranche dont la base est mlni^m9 lorsque y augmente de dy. Nous regarderons donc cette tranche comme la somme d'un nombre infini de différentielles exprimées par dx.dy.x, expression dans laquelle dx est un facteur constant et commun. Il en résultera que si l'on prend l'intégrale dxjdy.z entre deux limites correspondantes aux points m1 et m, , c'est-à-dire depuis y =yt jusqu'à y=y,, on aura un résultat qui ne différera du volume de la tranche cherchée que d'une quantité infiniment petite du second ordre, qui doit être négligée par rapport à ce volume, qui est infiniment petit du premier ordre. Nous écrirons donc
dv
et en substituant cette valeur dans l'expression précédente de vy il viendra
pour l'expression générale de la partie du volume demandé
comprise outre des plans menés parallèlement au plan des yz> aux distança xb et or de l'origine des coordonnées. On aura, d'après cela,
jw:><
pour l'expression de la totalité de ce volume.
Ces formules sont appelées intégrales définies doubla parce qu'elles se rapportent aux deux variables x,y. On en déterminera toujours la valeur au moyen des procédés exposés dans les articles précédents. En effet, après avoir substitué pour I la valeur f(x, y), on prendra par rapport à y l'intégrale indéfinie 5dy.f[x, y), en regardant x comme uni1 constante. Cette intégrale devant être prise entre les limites j yuylt qui représentent des fonctions données de i. le résultat de l'opération sera une fonction de x seule. Soit $>{z) cette fonction : il ne restera plus qu'à prendre
l'intégrale / dx , *(jp).
démarquons d'jilleurs que Ton ne change rien à la valeur d'une intégrale définie double en intervertissant l'ordre des intégrations successives qui ont lieu par rapport à chacune des variai îles. On a toujours
f>f>-fl:«f>-
en désignant par x, et #a les valeurs de x en y, tirées de l'équation do la courbe MN , appartenant respectivement aux deux parties de cette courbe qui limitent l'intégrale dans le sens des m^ et par y0 et yw les valeurs extrêmes de l'ordonné? y appartenant à la même courbe. Il est visible.
en effet, que Tune on l'autre de ces expressions donne également la valeur du volume cherché. Mais il ne faut pas perdre de vue que l'usage des expressions dont il s'agit suppose en général qu'il n'y ait aucune des valeurs de l'ordonnée x qui soit infinie dans les limites de l'intégrale. S'il en était autrement, on ne pourrait en obtenir la valeur qu'en la décomposant en parties distinctes, séparées par les ordonnées dont il s'agit. Si les valeurs de ces parties sont exprimées par des nombres infinis et de signes contraires, la valeur de leur somme, et par conséquent celle de l'intégrale proposée, est indéterminée.
336. Admettons maintenant que la surface du solide soit rapportée à des coordonnées polaires. Nous regarderons la position d'un point quelconque m (fig. 53) de cette surface, comme étant donnée : 1° par la longueur r du rayon vecteur om dirigé sur ce point de l'origine o des coordonnées; 2* par l'angle <p que la projection om' de ce rayon vecteur sur le plan des xy forme avec l'axe des x; 3° par l'angle 4* que le même rayon vecteur om forme avec cette projection. Enfin nous supposerons que la surface du solide est donnée par l'équation
On résoudra d'ailleurs la question dont il s'agit d'une manière aussi générale qu'il est nécessaire, si Von détermine le volume compris dans un cône ayant pour sommet l'origine ou pôle o, et pour base une portion quelconque donnée de la surface du solide. Le contour de cette base doit être déterminé, et il le sera si l'on conçoit qu'à une valeur arbitraire attribuée à l'angle cp, répondent deux valeurs tyt et tyt de l'angle ty, qui appartiennent respectivement aux deux
pointe du contour situés sur la branche inférieur branche supérieure*
Cela posé, soit un point quelconque m de la solide, déterminé par les coordonnées tp t ty et r. que & augmente de cfc, représentée sur la figure ot'ojjl'; et que ty augmente de dtyp repfféseaf par l'angle mov. Considérons la pyramide dont «st h pu b Oj et qui a pour base le rectangle mi plan est perpendiculaire au rayon om. Comme de cette base est égal à sa projection m>' sur le p et comme op/ est égal à rcos, <(>, il s'ensuit q m^=r cos. + .d». Le côté m* est égal a r, lume de cette pyramide est
ou
-efcp.d^eos.^r*;
et il est évident qu'il ne diffère que d'un infininu troisième ordre, du volume compris entre les raies de la même pyramide et la surface du corps Donc premièrement, si Ion prend l'intégrale
cos.^.r*,
on aura In volume de la tranche du solide deux plans passant par Taxe des t, dort plan des o.rtf sont m* et n^'.
Et en second lieu, si l'on prend l'intégrale
Uld*ftd*'eo3*rt>
on aura le volume de la partie du solide comprise entre les plans passant par Taxe des z , qui forment avec le plan des xz les angles <p0 et ?. Par conséquent, si ?0 et <pw sont la plus petite et la plus grande valeur de l'angle <? qui appartiennent à la base du cône, son volume entier sera représenté par
ift-St*-™*-*
Les valeurs de ces intégrales doubles s'obtiendront évidemment de la manière qui a été expliquée à la fin du numéro
337. Si le pôle était placé dans l'intérieur du corps , et qu'on voulût exprimer la valeur du volume entier de ce
corps, on y parviendrait en prenant — - et - pour les
Je M
limites des valeurs de l'angle ^, et 0 et Sic pour celles de l'angle <p. Ainsi ce volume est représenté par l'expression
| f^ *tp % d+.cos.*.r».
j 338. Pour donner une application de ces formules générales, soit un ellipsoïde rapporté à ses diamètres rectangulaires, dont l'équation est
a,à»c désignant les trois demi -diamètres B¥6C les axes des xf des y et des zm La sec face du corps par le plan des xy a pour équ
et ('Ctte valeur forme la limite du corps dan! Les limites du corps dans le sens des x sou les abêtisses x= — a et *r = «. Donc \v votu Hé tle l'ellipsoïde située au-dessus du pli primé par l'intégrale double
yï-9
t IbVa* — / «tr / (fol
Or, on a eu premier lieu, i Ma'-*')
puisque le premier membre représente évidemment Taire
/b*(al x*î
d'un cercle dont le rayon est 1/ — — ; -. 11 reste donc
à prendre l'intégrale
, A . . ^ Zizabc . , knabc ' ,
dont la valeur est — - — ; ce qui donne — - — pour le vo-
lume entier de l'ellipsoïde.
Cette formule donne , conformément aux résultats
démontrés par la géométrie, — — pour le volume de la
sphère dont a désigne le rayon. On obtient le même résultat d'une manière très-simple par la formule du numéro 337. En effet, l'équation de la surface de la sphère étant r=a, cette formule devient ici
iz
Mais /cty.cos. ty = sin. ty , et par conséquent / (fy.cos. + = 2.
Ii reste à prendre l'intégrale — I rfç, dont la valeur
est — — .
r Aires «es surfaces «'une ligure quelconque.
340. L'évaluation générale de Taire (Tune surface , dont nous supposons les points rapportés à des axes rectangulaires , dépend de considérations analogues à celles qui ont été présentées dans le numéro 335. Toute question de oe genre, qui pourrait être proposée, se ramènera toujours à déterminer la valeur de la partie de Taire d'une surface dont l'équation est
qui est comprise dans un contour dont la projection sur le plan des xy est une ligne quelconque donnée Mm^m, (fig. 52). Conservons les dénominations du n° 335, et désignons par r la valeur de la partie de Taire dont il s'agit, qui se projette sur le plan des xy en Mm,Nmt , et qui est une fonction déterminée de l'abscisse op ou x. L'intervalle pq représentant dx , la partie de Taire de la surface proposée qui se projette sur le plan des xy en tn^njfn, représentera dv. On aura
pour l'expression de », et
*<* dv,
pour l'expression de la totalité de Taire demandée, qui se projette en Mn^Nm,. Mais Taire projetée en mjfi^m, est la somme d'un nombre infini d'éléments différentiels , tels
que celui qui se projette sur le rectangle mvnp, dont le côté mv est égal à dx , et le côté ro^ est égal à <fy. On aura d'ailleurs l'expression de l'élément différentiel dont il s'agit en remarquant d'une part, que la surface proposée doit être regardée comme coïncidant dans l'étendue correspondante à cet élément avec son plan tangent mené au point dont m est la projection; et d'autre part, que l'aire d'une figure quelconque tracée sur un premier plan, est égale à Taire de la projection de cette même figure sur un second plan divisée par le cosinus de l'angle compris entre les deux plans. Or, le cosinus de l'angle que le plan tangent à la surface proposée forme avec le plan des xy étant, d'après le n° 217,
VWFW
on a évidemment
pour l'expression de l'élément différentiel de Taire de la surface qui se projette sur le rectangle mvn(x. Il en résulte qu'en omettant une quantité infiniment petite du second ordre, on aura
y, et y2 représentant les ordonnées mj> et mtp qui sont données en fonction de x; et par conséquent,
<=ï>î>\fWFm
jn de la portion de l'aire demandée qui se
projette en Mm, m,, puis
pour l'expression de la totalité de cette aire.
341, Nous appliquerons cette formule générale à la recherche de Taire de la surface sphérique, dont l'équation est
ou
l'origine des coordonnées .étant placée au centre , et a représentant le rayon. Cette équation donnant.
dz
dz
fitT
v'a«_a.i_ y»» rfy Jà*—x*—y*'
et la limite de la surface dans le sens des y étant représentée
par l'équation
ou
qui appartient à l'intersection de cette surfece et du plan des ry; la loi mule du numéro précédent donnera
ou
pour l'aire de la moitié de la surface, qui est située audessus du plan des xy. Mais on a
-^ = = C + arcsin, — -
et, en prenant l'intégrale entre les limites indiquées,
Sl<*- & dy
n reste donc à prendre l'intégrale
ica
dont la valeur estSica*; ce qui donne 4rca* pour la valeur de l'aire entière de la surface sphérique.
DES
DONNÉES
^^kt
Paris. — Imprimé par E. Thunot et G% rue Racine, ?6.
RÉSUMÉ
DBS
DONNÉES
Par M. NAVIER,
Membre de F Académie des sciences, Professeur d'analyse et de mécanique i l'École polytechnique , Inspecteur diriàonnaire des ponts et chaussées , etc.
SUIVI il NOTES
Pab M. S. IilOUVIIiliB,
Membre de l'Institut et du bureau des longitudes.
deuxième tonton ,
rerue
Par M. ERNEST LIOUVILLE,
Aeeten élèrc de a. Areto e PObMrraloli* de Périt
PAMS.
DEUXIÈME PARTIE
Pages.
XXX. Intégrales définies. Différentiation et intégration sous le
signe / • *
Détermination de quelques intégrales définies 5
XXXI. Conditions d'intégrabilité pour les fonctions différentielles
du premier ordre à plusieurs variables Indépendantes. Intégration de ces fonctions lorsqu'elles satisfont aux conditions d'intégrabilité . . . ; 17
XXXII. Équations différentielles du premier ordre à deux varia-
bles. W
Équations différentielles du premier ordre où le coefficient différentiel n'entre qu'à la première puissance. . . 37 Du facteur propre à rendre l'équation intégrable. ... 40 Théorème des fonctions homogènes. Intégration des
équations homogènes 47
Équations du premier ordre dans lesquelles se trouvent la seconde puissance ou les puissances supérieures
du coefficient différentiel. . . ; ; 52
Solutions particulières des équations différentielles du premier ordre à deux variables 45
XXXIII. Équations différentielles à deux variables du second ordre
et des ordres supérieurs. 72
Intégration des équations différentielles les plus simples du second ordre et des ordres supérieurs 78
Intégration des équations linéaires à deux variables d'un ordre quelconque. 88
XXXIV. Élimination des variables entre les équations différentielles
simultanées. Intégration des équations linéaires simultanées • 104
XXXV. Intégration par séries des équations différentielles 112
XXXVI. Équations aux différences ordinaires dû premier ordre à
trois variables 120
XXXVII. Équations aux différences partielles du premier ordre. . . 125
Intégration des équations linéaires aux différences partielles du premier ordre 183
XXXVIII. Équations aux différences partielles, linéaires et à coeffi-
cients constants , d'un ordre quelconque. 151
XL. Calcul des différences finies
Différentiation des fonctions 220
Intégration des fonctions 229
Sommation des suites 234
Intégration des équations aux différences finies, linéaires
et à coefficients constants 239
XL!. formules d'interpolation 243
Approximation des quadratures 256
XLU. Lignes de niveau et o> plus grande pente sur une surface. 261
XUIL De la courbure des surfaces 264
Des lignes de courbure 274
De la surface lieu des centres de courbure. 285
Exemple de la détermination des lignes de courbure et
des rayons de courbure 289
XLIV. Des surfaces les plus simples dont l'équation aux différences
partielles est du premier ordre 298
Surlaces cylindriques 304
Surfaces coniques 308
Surlaces de révolution 311
Surface gauche décrite par une ligne droite horizontale, passant toujours par une même verticale 316
NOTES DI I. UODTILU.
' I. ' Sur la limite vers laquelle tend l'expression ( H — )
lorsque m augmente indéfiniment 321 .
II. Nouvell&expression du reste pour les formules de Maclaurin
et de Taylor 326
.111. Sur les fractions qui se présentent sous la forme ||. ... 329
V. Sur quelques intégrales définies
VI. Sur l'évaluation approchée du produit 1,2.3...*, lorsque x
est très-grand 346
Vil. Sur une application singulière de la théorie des intégrales
doubles à la démonstration d'un théorème d'algèbre. . . 3S5
VIII. Sur l'équation différentielle du premier ordre : -p = ils, y). 360
as
IX. Sur l'équation différentielle du second ordre : — ^ =f (*,y). 363
X. Sur l'intégration d'une classe d'équations différentielles
linéaires, 366
RÉSUMÉ
DONNÉES
Soit une intégrale définie telle que
a étant la variable , f( « ) une fonction quelconque de * , a et 6 deux constantes. Cette formule est regardée, conformément à ce que Ton a vu dans l'article XXVIII , comme présentant une valeur constante déterminée ; on s'en forme une idée très-nette , en concevant qu'elle exprime l'aire de la courbe dont a serait l'abscisse , et f («) l'ordonnée , cette aire étant
ARMÉE
comprise entre l'axe des abscisses , la courbe et les ordonnées correspondantes aux abscisses a = a et a =6. On pourra toujours obtenir d'une manière exacte ou approchée la valeur de La formule dont il s'agit, à l'exception des cas où l'ordonnée f (*) deviendrait infinie pour une ou plusieurs valeurs de* comprises entre les limites a et 6, et de ceux où Ton aurait a ou 6 = ±: oo ; ces cas exigent le plus souvent un examen spécial.
343. Nous remarquerons maintenant qu'une intégrale définie peut être considérée sous un point de vue plus étendu, en admettant que la fonction désignée par f (a) contienne une quantité variable x. L'expression précédente devient alors une fonction variable de xy dont la valeur dépend de la forme de la fonction f (a) , et des limites a,b. En effet, lorsque l'intégration définie indiquée par rapport à a est effectuée, cette quantité a a disparu , et il ne reste plus qu'une fonction contenant la seule variable x.
La variable a? pourrait être aussi contenue dans l'expression des limites désignées par a et b. Ainsi l'expression générale dune intégrale définie représentant une fonction de x est
fX
da.f(x, a).
344. Proposons -nous de différentier cette nouvelle espèce de fonction, c'est-à-dire de connaître l'accroissement dX correspondant à l'accroissement infiniment petit dx de la variable. En supposant d'abord que les limites de l'intégrale définie soient les constantes a et 6 , on aura
dix dx
d.f(x,*) «te '
Si doub admettons maintenant que les limites soient «par et j/x, nous aurons
J *r + -^<te
cest-à-dira
d'où, en négligeant les quantités infiniment petites du second ordre ,
et par conséquent
di^J9xd^^r t-f<*f*^+ri*w--Ëï-
345. Le résultat précédent devient très-sensible lorsqu'on se représente l'intégrale définie
dans la limite inférieure <p (x)f l'aire diminue de l'espace fÙ
âx\ 3* Entin par la seiili
riation de x dans la limite supérieure + (x), Faire aupn
d *» fe L
de l'espace QNN'Q' représenté par f{x^x)+
riatiou simultanée de x dans les trois fonctions f(zf *) . et ty (x) change d'ailleurs faire FMNQ en Fmrit'Qr. La i tion totale de cette aire est donc exprimée par les termes de la formule précédente , lorsqu'on néglige te paces Mfflm'M' et Nnn'N' qui sont infiniment petits du .se ordre.
On voit par ce qui précède, qu'ayant l'égalité
<fe.f(:rvB)l
les limites ct? b étant supposées constantes, ou obtle
oefficient différentiel du premier ordre de la fonction remplaçant sous le signe / la fonction f (0, «) par le < cient différentiel du premier ordre de cette fonction pri rapport a x. Il pst facile d'en conclure que si Ton mu!
les deux membres de cette même égalité par dx9 et si l'on intègre de part et d'autre , on aura
! X.da? = / dx. I dxffaa).
Ces différentiations et intégrations sous le signe d'intégrale définie donnent le moyen de déterminer les valeurs de certaines intégrales, en partant des valeurs d'autres intégrales déjà connues.
Détermination de quelques intégrale* définies.
347. La détermination des valeurs des intégrales définies , et l'étude des relations qui existent entre ces valeurs , ont beaucoup occupé les géomètres; mais nous ne pouvons présenter sur ce sujet que quelques aperçus.
Lorsque l'intégration indéfinie de la fonction qui se trouve sous le signe / peut être effectuée , la valeur de l'intégrale définie proposée s'en déduit immédiatement. Il suffira de citer quelques exemples très-simples d'intégrales obtenues de cette manière.
Des équations
/cu.sin.,a; = ^ — - + g m4
ca~ ^» t ~ sin.x. cos. a? , i Jda;. cos.1 a? = - + jj?f
on déduit
/ rfx.sin,ta;= T cUp.oo^,*« î ;
et en général, les formules de réduction données n° 294,
,^ , sin."t~1a?.cos.a? m— i . * *
fax. cos.mx = h— — Jda?.coa,,|-1a!,
Cette expression très-remarquable <lu nombre * a été donnée |>ar Wallis.
Les équations
Jdx.e—*. sin. bx = «-•*.
fdx.tr**.cos.bx = r**.
— asin.bx — bcos.bx 6 sin. bx — acos.bx
qui se déduisent du n° 292, donnent
/oo l /*oo
dx.e—*.CQs.bxz
et Ton peut remarquer qu'à mesure que la quantité désignée par x approche de devenir égale à zéro, ces expressions approchent de plus en plus des limites - et zéro; Néanmoins les i valeurs des intégrales
dx. sin. bx , et
dx.cos.aXy
prises en elles-mêmes, sont évidemment indéterminées.
35 i. Userait superflu de multiplier ces exemples, puisque dans des cas semblables la recherche dont il s'agit n'offre pas de difficultés. Mais les géomètres ont déterminé, dans les cas nième où la fraction sous le signe / ne peut être intégrée, les valeurs d'un grand nombre d'intégrales définies. Les méthodes employées pour cette détermination consistent principalement : 1° à déduire les valeurs des intégrales cherchées d'autres intégrales déjà connues, au moyen de la différentiation ou de l'intégration sous le signe f\ 2° à trouver entre la fonction que représente l'intégrale proposée et ses différentielles
oh Fou suppose m plus grand que zéro, ou multiplie les c membres par dm, et que Ion intègre à partir de m = conformément à ce qu on a vu n* 346, on trouvera
fa n
3o6* Reprenons les équations du ra° 353 ,
dx.e-*r COS. fct = y;
Multipliant par da, et intégrant par rapport à a depuis <j il viendra
mil hr=arc. tan*. ?— arc- tang, , = arct
357- Si Ton fait t = 0 et a = od , ces dernières ëquit donnent
cos.hr
sin. bx
/OO gJQ# ^JJ
dx — - — on suppose b positif, sans o X
quoi il faudrait — - au lieu de -. Sa valeur est et doit être
z indépendante du nombre 6. En effet, supposant x=-, cette
intégrale se change en / dz — — , où b a disparu. 358. Soit l'intégrale
dx.i
En la multipliant par une autre intégrale pareille dans laquelle nous écrirons y au lieu de x , nous aurons
GO /*00 /*0O /*0O
dy.e-*\ / (Uc.e-^= l dx f dy . «rV+A
Posons maintenant y = xt, t étant une nouvelle variable. Quelle que soit x entre les limites 0 et oo, aux valeurs 6 et oo de y correspondront également les valeurs 0 et oo de t; et l'on aura d'ailleurs dy = xdi* L'expression précédente se changera donc en
/oo /•o© /•oo /»oo
Effectuant d'abord l'intégration par rapport à a?, elle deviendra
i f00 rit
t 3= arc. tang. t , et par conséquent
■ = r, nous aurons définitivement 3- pour h
/oo dx.e-*. Donc
expression très-remarquable, et fréquemment employée dans plusieurs applications de l'analyse. 359. Considérons maintenant l'intégrale.
/oo daccos.rx.e-v*\
Différentiant par rapport à r, on trouve
2^- f °° <ir.*sin.ra?.*-v.
Mais nous ayons en intégrant par parties ,
fdx.x sin, r*.«r*v = — ^isiû- ^^-v + —J dx.co&.rx.r-ig%;
d'où Ton déduit, puisque le terme hors du signe est nul aux deux limites 0 et oo ,
Cette équation fait connaître la nature de la fonction U, qui est nécessairement
A désignant une constante. Ainsi nous avons
dx. cos. rx. e—** = A. e *•*•
Pour déterminer la constante À, on supposera r = 0, ce qui donnera
/QO dx.e-v = A.
/QO 1
dt-e""1' =- \/*, obtenue n° 358,
= ax y § dx . éT**-»1 = — i/îr = A.
on déduit en faisant t
L'expression de l'intégrale proposée est donc définitivement
dx . cos. rx . e 360. Soit encore l'intégrale
dx
cos. ax
2fcr
et prenons d'abord pour limite supérieure — , k désignant
un nombre entier. En écrivant donc
*kx
-/." *ss-
et différentiânt deux fois de suite par rapport à a , conformément à la règle donnée n° 344 , il viendra
dV_ f • , xsin. ax 2fo?
<** ~~ J o * + x* a* + 4feV'
d'où l'on conclut
ikK
V 7-5 = I <teCOS.frg — . a , ... r:t
dx% J 9 (a' + MW)«
ou simplement ( puisque l'intégrale du second membre a une valeur nulle),
u_ — =. txkm
da* (a1 + U&fif
Admettons maintenant que k soit un nombre infiniment grand; le second membre de cette équation deviendra infiniment petit. Par conséquent si U représente l'intégrale proposée, nous aurons
Cette équation détermine la nature de la fonction U, dont l'expression la plus générale est
Ar-° -h &*, A et B désignant deux constantes arbitraires. Mais il est
visible que l'on doit faire B = 0, puisque la valeur de l'intégrale proposée ne peut croître indéfiniment avec le nombre a. On a donc simplement
Pour déterminer la constante A , on supposera a = 0 ,
et comme
[*> dos _i
A, il vient définitivement
/°° , cos. or . ***+* =
Si Ton remplace dans cette équation x par — , et a
par ma y elle se change en
/°° . cos. ax -k
et en différentiant par rapport à a , on a le résultat non moins remarquable
/°° . x sin. ax n
362. Pour donner un exemple de l'usage des imaginaires nous prendrons l'intégrale
/oo
dx.cos. Irx.er**.
En remplaçant cos. 2rx par sa valeur en exponentielles imaginaires , elle deviendra
ou en multipliant et divisant par t^\ afin de rendre les exposants de e, sous les signes d'intégration, des quanv> parfaits ,
|e-* f°° dx.r+-*V::iï + ±e* f* «te.é**+*^!. 2 J — « 2 J — oo
Mais on a , comme on Ta vu n° 358 ,
/oo * /»oo
«te . e—' =■ - 0c , et par conséquent / dx.tr9%= \ ~- ;
d'où l'on conclut
j dx. «r<-+* = 0c",
quelle que soit la constante réelle 6. Étendons maintenant <y
résultat aux valeurs imaginaires de 6, enfaisant6=±rv—'l'expression précédente de l'intégrale proposée deviendra
/oo _
«te. cos. 2rx. e~*% = 0c. *"\
et Ton- aura par conséquent
«te. cos. îrx.e-** = r 0*,*""* f
Ce résultat s'accorde avec celui qui a été obtenu n9 359.
XXXI. Conditions dintégrabilité pour les ponctions différentielles DU PREMIER ORDRE À PLUSIEURS VARIABLES INDEPEN- DANTES. INTÉGRATION DE CES FONCTIONS LORSQU'ELLES SATIS- FONT AUX CONDITIONS D'iNTÉGRABILITÉ.
363 Considérons une fonction différentielle d'une seule variable telle que Xdx , X désignant une fonction contenant la variable x et des quantités constantes. La fonction Xdx pourra toujours être regardée comme la différentielle exacte d'une certaine fonction de x. En effet, ou Xdx sera la différentielle d'une fonction connue de j, et dans ce cas l'intégration s'effectuerait immédiatement , ou du moins l'on pourra effectuer cette intégration en développant la fonction X en série ordonnée en suivant les puissances entières de la variable x ou x — a> et prenant l'intégrale de chaque terme.
364. Soit maintenant une fonction différentielle du premier ordre de deux variables x, y , telle que Pdx + Qdy, où P , Q désignent des fonctions quelconques de x et y. Une telle fonction ne peut pas être regardée en général comme étant la différentielle exacte d'une fonction de x, y : cela n'a lieu qu'autant qu'il existe une certaine relation entre les quantités P et Q. En effet, soit U une fonction quelconque de or, y: la différentielle complète de U, c'est-à-dire l'accroissement de U correspondant aux accroissements simultanés dx et dy de x et y, sera, comme on l'a vu dans l'article IV,
rfU = Srfx+ dydy>
où — , —, représentent respectivement les coefficients différentiels de la fonction U pris en regardant x seule comme
2* knut.r.. 2
variable, et y seule comme variable. Il faut donc, pour que la fonction proposée Pdx + Qdy résulte de la différentiation d'une fonction quelconque U , que l'on puisse écrire
* dx' ^~~dym
Mais on a, comme on Ta vu n° 69, -=—7- = -7—7-; dooc on
' dxdy dydx devrait avoir également
dP_dQ dy dx *
équation qui exprime la relation qui doit subsister entre les fonctions P, Q, pour que Vdx + Qdy soit la différentielle d'une fonction quelconque de x, y.
365. Si la fonction proposée est Pdx -f- Qdy + Rdz, où P, Q, R désignent des fonctions quelconques de x, y, x, on remarquera que U étant une fonction quelconque de x, y, s, on a
^T dV. , dV , , du.
Mais
dt/dz ~~ dzdy
Donc la fonction proposée ne pourra être la différentielle d'une certaine fonction de x, y, z, à moins que les fondions P, Q, R ne satisfassent aux conditions
dP_dQ
rfPtfR
dQ _dK
dy~~ dx'
dz~~ dx9
dz ~~ dy*
Et ainsi de suite s'il y avait un plus grand nombre de variables.
366. Lorsque les fonctions différentielles proposées satisfont aux conditions d'intégrabilité , on peut en obtenir l'intégrale de la manière suivante. Soit
dV — Pdx + Qdy ;
l'intégrale U doit nécessairement être de la forme
en désignant par Y une fonction de la variable y seule. Or, cette dernière équation donnerait :
dV _ fdP dï
dy-Jdï^+dï*
quantité qui doit être égale à Q. Ainsi
dy
dy
dx9
et
X = const. + fdy (Q — Jdx^J.
L'intégrale cherchée est donc
V = canst. + fdx.V + fdy\Q— fdx^p).
Soit pour exemple la fonction différentielle
ydx — xdy a^ + y» '
Comme nous avons
d_ ( y \ _*, + y> — yfy_ *»- y*
dy \x* + y*) ~ (*■ + y')' "" (*»+ y V * ^[ / —x \ __ a?1 + y* — a«9x __ g' — y1
s W + yv ~~ (^î + y,),— ~W+~yrr
la fonction proposée satisfait aux conditions d'iotégrabi- Hté. En suivant la méthode précédente, nous écrirons donc
et
dU _ _ x dX
dy~~ y* + x* dy
Mais en comparant avec la fonction proposée , on voit qoe
— doit être nulle. L'intégrale cherchée est donc simple-
ment
U = const. + arc tang. -.
Soit encore proposée la différentielle
x* + y* \x y) Elle satisfait aux conditions d'intégrabilité, car Ion trouve
dP^dQ_ x*— y»
<îy ~~ cte "" (x* + y V"
Nous écrirons donc
i se met facilement sous la forme
et donna
On en déduit
0 =s arc tang. -+ te + T.
du __ __ x tftm dy~ x* + y* + dy;
et en comparant avec la différentielle proposée,
x* + xy + y» __
(x^+y^y a^ + y» ^dy'
d'où
dï i
■p = 1 et par conséquent Y = const. —/y.
L'intégrale cherchée est donc
U = arc tang. - + / - + const.
370. Les mêmes considérations s'appliquent aux différentielles contenant trois ou un plus grand nombre de variables. Soit
<flj = Pdx + Qdy + Rdz ,
une différentielle proposée satisfaisant aux conditions d'intégrabilité indiquées n° 365. L'intégrale U doit nécessairemen t
être de la forme
Y désignant ici une fonction des variables y et z seules. Cette équation donne comme ci-dessus ,
. dy~~J dy dy9
quantité qui doit être égale à Q. Donc
Z désignant une fonction de la variable z seule. Ainsi Ton a
et par conséquent
rfU , . rfP , c. (dQ _. d*P\ , rfZ Tz = I^dz + idv{Tz--fdxdïdï)+dï-
Cette dernière quantité devant être égale à R , la fonction Z est déterminée par l'équation
rfZ „ ,. rfP f. /dQ e. d*P\ ce qui donne
Ainsi l'intégrale cherchée est
U = canst. + /d* . P + /rfî/ f Q — fdx -7- J
371. On vérifie encore ici que ce procédé d'intégration suppose l'existence des conditions d'intégrabilité indiquées n° 365. En effet, pour que le second membre de l'équation
dy v dy
soit, comme le premier, indépendant de x, il faut que la différentielle prise par rapport à x soit nulle, c'est-à-dire que
dP_dQ dy-' dx'
Ensuite, pour que la quantité
t> CA <& CA /^Q CA rf'P\
soit une fonction de z seule, il faut que les différentielles de cette fonction prises par rapport à x et par rapport à y soient nulles, ce qui donne
d? CA / d*Q d*V\ n -Tz-sdy\dïdï-dUdï)=0'
rfR dx
dn f . (PP dy-idx^
dzdy dz J dydz
Dans ces deux dernières équations , les termes où entre le signe j se détruisent en vertu de la relation obtenue d'abord entre P et Q On a donc finalement , comme au n° cité ,
dP dQ
dP dK
dQ rfR
dy~~ dx9
dz~ dx9
dz~~ dy'
Soit pour exemple la différentielle
... 2x(y* — zf) . , 2y , 2r ,
Elle satisfait aux conditions d'intégrabilité : car on trouve
dP _ dQ_ Uxy dP _ rfR hyz rfQ ^5__0
dy ~" dx" (x*+y*? • dz "~ dx ~~ (x*+*1)1 * <fc ~~ dy "
Nous écrirons donc
qui revient à
c'est-à-dire
. U = /(*■ + tf) — /(o£ + **}, + Y.
Cette expression donne
rfU= 2y rfï
et en comparant avec la fonction proposée • on voit que — doit être nulle. Donc Y ne peut contenir que la variable x.
On aurait alors
dXJ _ 2z «jY
dz ~ **+** + <fc '
et en comparant encore avec la fonction proposée , on voit dX
plement 373. Soit encore pour exemple la différentielle
TV
que — doit être nulle. L'intégrale cherchée est donc sim-
du= **— y*— g dx g'+(y— gg rfy g'+y'— g d* ydz dz Elle satisfait aux conditions d'intégrabilité , car on trouve
_ — _- * — *—* dP __ dR _ fcrz
dy~dx~ (a^+p+i1)*1 S ~" dx ~~ (a;ï+y,^-^'), '
dQ__dR
dz ~~ dy x_ , „ , ^ ,
Nous poserons donc, conformément à la méthode dente.
dQ __ dR __ Ays _ £ .
dz ~~ dy~ C^+y1**1)* **"
dente ,
précé-
î(x»+y*4-^)x "hYf qui revient à
et donne par conséquent
U = Ix — l (**+ y*+ zl) +Y.
On en déduit
du
2y , <nr
et la comparaison avec la différentielle proposée donne
d'où
g'-Ky— z? *y , d*
C^+y1**1)* x^y***1 dy *
g- = - , et par conséquent Y = - 4- Z.
Nous avons donc actuellement
Dofic
dU _ 2g __ y effi#
<** ~~ x*+y2+** ~z* dz;
et en comparant avec la différentielle proposée,
g'+y1— s1 y _i _ 2^ jj dZ
d'où
zr=- +t§» et par conséquent Z = te— ^~î +co*& L'intégrale cherchée est donc
U = i ** t + - — îtï + cornu
374. Il est superflu de remarquer que Ton parvieal au même résultat quelle que soit la variable par laquelle on commence l'intégration. Si dans l'exemple précédent, on veut commencer par la variable z, on écrira
X désignant une fonction de or et y seules. Cette équation revient à
ou
U=r-/(x*+y'+Z*) + te + 1 - A_ + x.
On en déduit
dx
dX
en comparant ^vec la fonction proposée Ton a
xl — y9 — z*
c'est-à-dire
rfXl dx ~~ x'
et
%r dX
T désignant une fonction de y seule. Nous avons donc maintenant
U = — <(xî+y«+z«) + /*+|-_JL + /x+Y,
d'où
x*+y*+z* z dy%
et en comparant avec la fonction proposée , on voit que
-t- doit être nulle , ou que la fonction Y se réduit à une
constante. La valeur complète de U est donc comme cidessus
u=«-t^^-t-« +!-n + const.
Lorsque dans l'équation
rfU = Pda; -h Qdy f
le second membre est une différentielle exacte , U est une fonction des deux variables indépendantes x, y. Dans la
géométrie on regardera cette fonction comme l'ordonnée d'une surface, mesurée perpendiculairement au plan dans lequel seront comptées les deux abscisses x et y. Mais il n'en est plus de même si la fonction différentielle Pdx + Qrfy ne satisfait pas aux conditions d'intégrabilité. L'équation dont il s'agit n'a plus alors aucun sans, puisqu'on ne peut plus la concevoir dérivée d'une relation analytique existante entre les trois quantités U , x, y . On ne peut lui en donner un qu'en établissant une certaine relation entre les variables x et y, qui ne seront plus alors toutes deux indépendantes. Posant donc y = <p (x), <p désignant une fonction entièrement arbitraire , l'équation proposée deviendra de la forme
M étant une fonction de x seule , qui contiendra la fonction arbitraire ?(x) et son coefficient différentiel du premier ordre. L'équation dV = Mdx peut toujours être intégrée. La fonction U qui sera donnée par l'intégration, représentera l'ordonnée d'une courbe dont la projection sur le plan des x, y a pour équation y = <p (x) ; et il est évident qu'à raison de l'indétermination de la fonction <p, il existe une infinité de courbes différentes auxquelles l'ordonnée U peut appartenir.
Ces notions s'étendront facilement aux cas où la fonction différentielle proposée contient un plus grand nombre de variables.
XXXII. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE A DEUX VARIABLES
376. On comprend en général sous cette dénomination toute équation de la forme.
dans laquelle x est regardée comme la variable indépendante; y comme une fonction variable dont la valeur dépend
de celle de x ; et -~ est le coefficient différentiel du premier
ordre de y, pris par rapport à x, c'est-à-dire le rapport des accroissements simultanés des variables x et y. Il s'agit de se former une idée de la relation qu'une telle équation établit entre ces deux variables.
Pour y parvenir, on remarque que l'équation propo-
• dy sée peut toujours être censée résolue par rapport à -£•>
en sorte que l'on en ait tiré
4L dx
= ?(*il0»
la fonction © désignant une fonction qui peut en général présenter une ou plusieurs valeurs distinctes. Admettons en premier lieu qu'elle ne présente qu'une seule valeur, et, pour fixer les idées . considérons x comme une abscisse et y comme l'ordonnée correspondante , en sorte que l'équation proposée doive représenter la figure d'une courbe plane. Si
l'on attribue arbitrairement à x et y deux valeurs quel-
d» conques a et b, l'équation précédente donnera pour — une
valeur déterminée , au moyen de laquelle on pourrait connaître quelle serait la variation fort petite de y à partir de la valeur 6, si x venait à augmenter ou à diminuer d'une quantité très-petite à partir de la valeur a. En effet, Ajr représentant un très-petit accroissement de x, on a sensiblement Ay = -j- Ax. Attribuant ensuite à x et y dans l'équaax
tion précédente les valeurs a -f- Ax et b + ~~ Ax, cette équi-
dy tion donnera une nouvelle valeur de •— qui pourra être em-
dx
ployéede la même manière. Il est évident qu'en opérant ainsi , on peut obtenir une courbe qui s'approchera indéfiniment de la courbe proposée à mesure que l'on attribuera des valeurs de plus en plus petites aux accroissements Ax. L'équation proposée doit donc être regardée comme déterminant la figure d'une certaine courbe dont on peut prendre arbitrairement un point quelconque.
Suivant la position arbitraire que Ton attribuera au premier point des courbes qui seraient construites par le moyen de l'équation précédente, non-seulement la position, niais en général la figure de ces courbes seront différentes. Néanmoins elles auront toutes un caractère commun , dont la nature est exprimée par l'équation différentielle proposée. Ainsi , à proprement parler, cette équation différentielle exprime une propriété commune à une infinité de courbes que Ton peut concevoir tracées sur un plan. Cette propriété détermine l'inclinaison de la tangente dans un point quelconque, en fonction des coordonnées de ce point : elle
donne le moyen de construire la courbe entière , lorsqu'un point quelconque de cette courbe est déterminé.
On peut remarquer d'ailleurs , que le choix de l'une quelconque des courbes en nombre infini auxquelles appartient l'équation différentielle proposée dépend d'une seule quantité arbitraire. Il suffira de fixer, par exemple , la valeur de y correspondante à celle de x = 0. En effet, Ton doit toujours retrouver la même courbe , quel que soit celui des points de cette courbe que Ton se soit donné.
Admettons en second lieu que l'équation
dx
= ?(*.îf)
donne plusieurs valeurs différentes pour le coefficient diffé-
dy
rentiel — . On peut considérer chacune de ces valeurs à part,
et lui appliquer ce qui a été dit dans le n° précédent. On verra dans ce cas que l'équation différentielle proposée appartient à plusieurs systèmes de courbes tracées sur un plan , qui se croisent en différents sens. Cette équation exprime des propriétés communes à toutes les courbes en nombre infini, qui appartiennent respectivement à chacun de ces systèmes , propriétés au moyen desquelles la tangente est déterminée dans un point quelconque des courbes en fonction des coordonnées de ce point ; en sorte que ces courbes pourraient être construites au moyen de l'équation proposée, si un de leurs points était donné.
378. 11 est facile de concevoir d'après cela ce que doit être VéquatUm primitive ou Yintêgrale de l'équation différentielle proposée. Cette équation primitive , si Ton veut qu'elle ait la même généralité que l'équation différentielle, doit convenir à l'une quelconque des courbes qui pourraient être
construites au moyen de cette équation. Ainsi, i* il faut qu'elle contienne une constante arbitraire , c'est-à-dire différente des constantes qui peuvent se trouver dans l'équation différentielle proposée, et qui entreraient dans l'expression analytique de la propriété représentée par cette équation. L'indétermination de la constante dont il s'agit donnera au résultat toute la généralité nécessaire pour qu'il représente le système entier des courbes auxquelles convient l'équation proposée. 2° il faut que cette équation primitive satisfasse à l'équation différentielle proposée, c'est-à-
du dire que les valeurs de y et — qui seraient tirées de l'équation primitive et de sa différentielle étant substituées dans l'équation proposée, la rendent identique, ou du moins qu'en éliminant la .constante arbitraire entre l'équation primitive et sa différentielle , .on retrouve l'équation proposée.
379. Toute équation en termes finis qui satisfait à une équation différentielle proposée, et qui contient une constante arbitraire, est l'intégrale générale de cette équation différentielle. Cette intégrale générale donne les intégrales particulières quand on y attribue diverses valeurs à la constante arbitraire.
Il existe dans beaucoup de cas des équations primitives qui satisfont à une équation différentielle proposée, mais qui ne contiennent pas .de constante arbitraire. Quelquefois ces équations sont des intégrales particulières dans lesquelles la constante arbitraire a disparu, à raison d'une certaine valeur que l'on aurait attribuée à cette constante , comme cela aurait lieu , par exemple , si on l'avait supposée égale à zéro ou infinie. D'autres fois les équations primitives dont il s'agit ont un caractère spécial , et doivent être considérées à part : elles constituent alors ce qu'on a nommé solutions parti™-
ïières. Nous nous occupons seulement dans cet article de la recherche de l'intégrale générale.
Soit pour exemple l'équation différentielle
On en déduit
et il est visible que cette équation appartient à une ligne droite quelconque passant par le point dont les coordonnées sont x = 0, y = 6. L'intégrale générale est
En effet , cette équation primitive satisfait à l'équation diffé-
dy rentielle, parce que les valeurs y = ax -f b, ■—• = a, que
ax
Ton en déduit, rendent identique cette équation différentielle; de plus elle contient la constante arbitraire a qui n'entre pas dans l'équation proposée. En faisant varier cette constante, les intégrales particulières qu'on obtiendra représenteront toutes les lignes droites diversement inclinées qui se coupent sur l'axe des y, à une distance b de l'origine. 38t. Soit encore l'équation différentielle
dont l'équation primitive est
y — ax — xf+b = 0 ,
b étant la constante arbitraire. Cette équation primitive re-
2* AÎWÉÏ. 3
présente une parabole dont le paramètre est égal à 1, et dont ! Taxe est parallèle à Taxe des y et placé à une distance — -
de cet axe. La courbe coupe Taxe des y à la distance — 6 de l'origine. Pour avoir toutes les courbes auxquelles appartient l'équation différentielle proposée, il suffira donc de faire varier la constante 6 dans l'équation primitive, depuis — o» jusqu'à -fc»; ou de transporter la parabole parallèlement aux y, sans changer la position de son axe.
L'équation différentielle-—— a— %x=0 conduit à l'équation primitive y — ax — x*-\-b=0, dans laquelle 6 est la constante arbitraire. On peut proposer de chercher une autre équation différentielle, qui conduirait à la même équation primitive dans laquelle a serait la constante arbitraire. Cette équation différentielle se trouvera immédiatement , en préparant l'équation primitive de manière que la différentiation fasse disparaître la constante a, c'est-à-dire en la résolvant par rapport à cette constante , ce qui donne
Différentiant , et supprimant le facteur commun ^> H vient
On peut aussi trouver la même équation différentielle sans résoudre l'équation primitive par rapport à a, en éliminant cette constante entre l'équation primitive et l'équation
~ — a— 22 = 0, qui s'en déduit par la différentiation. ax
L'équation différentielle que nous venons d'obtenir en dernier lieu, et dans laquelle la constante a a disparu, appartient, aussi bien que l'équation primitive dans laquelle a est regardée comme la constante arbitraire, à toutes les paraboles de paramètre =1, dont l'axe est parallèle à l'axe des y, et qui coupent cet axe à la distance —b de l'origine des coordonnées.
Au reste si l'équation y—x~r-+ x* + 6 = 0 était proposée , on ne pourrait pas en déduire immédiatement l'équation primitive dont elle dérive ; car le premier membre n'est pas une différentielle exacte d'une fonction des variables x et
y. Mais il le devient en restituant le facteur — r.
Si l'équation différentielle proposée était
on en déduirait
dx
Par conséquent , cette équation appartient aux deux systèmes de lignes droites qui forment avec l'axe des m des angles dont les tangentes trigonométriques sont respectivement a et —a. Elle a pour intégrale générale
y1 — aV — 26y + 6, = 0 ,
résultat de la multiplication des deux équations y-f ax— fc=0, et y—ax — 6=0, qui appartiennent respectivement, à cause de la constante arbitraire 6, à l'une quelconque des lignes droites de l'un ou de l'autre système. En effet, en différentiant l'équation précédente , on a
et en éliminant b entre ces deux équations , on retrouvera Féquation proposée.
383. En général, étant donnée une équation primitive contenant les deux variables x , y et plusieurs constantes a, 6, c, etc., que nous désignons par
F(a?,yfa,6,c,etc)=0t
l'équation qui s'en déduit immédiatement par la différentiation,
subsistera en même temps que cette équation primitive. On peut donc combiner d'une manière quelconque les deux équations dont il s'agit. Il est possible que la différentiation ait fait disparaître une des constantes a, b, c, etc.; et c'est ce qui aura lieu si cette constante se trouve seulement dans un terme qui ne contienne ni x< ni y. On peut éliminer une constante quelconque qui se trouverait à la fois dans les deux équations. On peut aussi éliminer une certaine fonction de xy y, qui se trouverait dans quelques termes. Il est possible enfin, que tous les termes de l'équation différentielle se trouvent multipliés par un facteur en X, y qui disparaîtra quand on égalera la sommé de ces termes à zéro. On voit ainsi que d'une même équation primitive, on peut en général déduire par diverses opérations plusieurs équations différentielles différentes les unes des autres, et l'on conçoit la difficulté du problème qui consiste à trouver l'intégrale d'une équation différentielle quelconque proposée.
Équations différentielles du premier ordre où le coefficient différentiel n'entre qu'à la première puissance.
Considérons une équation différentielle proposée du
du premier ordre dans laquelle le coefficient différentiel -j2 ne se
trouve qu'au premier degré, et qui sera de la forme P + 0 ^ = 0 f ou Vdx + Qdy = 0 ,
P et Q désignant des fonctions quelconques de x et y.
Il est visible d'abord que, si la fonction Pdx -f Qdy était une différentielle exacte d'une certaine fonction de x, y, c'est-à-dire, si elle satisfaisait à la condition d'intégrabilité indiquée n° 364, il suffirait de prendre l'intégrale de cette fonction, conformément aux règles données dans l'article précédent. Cette intégrale, complétée par une constante arbitraire, étant égalée à zéro, serait l'intégrale cherchée. Ce cas particulier ne peut avoir lieu, qu'autant que l'équation différentielle proposée est le résultat immédiat de la différentiation de l'équation primitive mise sous une forme telle, que la constante arbitraire se trouvant dans un terme où x et y n'entraient point , cette constante a pu disparaître par le seul fait de la différentiation.
385. L'équation proposée s'intègre toujours, ou du moins la recherche de l'intégrale est ramenée aux quadratures, lorsque les variables sont séparées, c'est-à-dire, lorsque cette équation est mise sous la forme
X<te + Ydy = 0, X désignant une fonction quelconque de x seule, et Y
une fonction quelconque de y seule. L'intégrale générale est alors
/da\X + /rfy.Y + A = 0,
A désignant la constante arbitraire.
Les variables sont évidemment aisées à séparer qijand l'équa-
dy tion étant résolue par rapport à -*- , on trouve
cela donne en effet
«te-*-1'
386. Ul séparation des variables s'opère quelquefois au moyen d'une transformation, ou d'un changement de variables. L'exemple le plus remarquable est celui de l'équation
^ + Py + Q = Of ou dy-f Pyd* + Qd* = 0,
dans laquelle P, Q désignent des fonctions de x seule, et que l'on appelle équation linéaire du premier ordre, ou équation du premier degré et du premier ordre , paroe qu'elle ne contient que la première puissance de la fonction y et de son
dy coefficient différentiel -£. SpH fait
y = Xf, d'où dy = t(UL+Mt,
en désignant par X une fonction de a? et par t une nouvelle variable. Ces valeurs , substituées dans l'équation proposée, donnent
tdX + tyft + Plidr + (M*=sO,
Or la fonction X étant indéterminée, on peut la déterminer par la condition que l'équation soit partagée dans les deux suivantes :
tdX + Qdx = 0, et dt + Ptdx = 0.
Les variables sont séparées dans la seconde, qui donne, j=— Pcte, fc = — /Pris, t^e-f**";
et cette valeur de t étant substituée dans la première , il vient
Mettant ces valeurs de X et t dans y = Xf, on trouve donc
y = *-/"•(_ j<te Vp<to+ a) ,
pour l'intégrais générale de l'équation proposée, A étant la constante arbitraire.
387. On peut intégrer par la même méthode les équations de la forme
tf—Kdy + Py*f dx + Qdx = 0 1
P et Q désignant toujours des fonctions quelconques de x. En effet , cette dernière équation deviendra semblable à celle du n° précédent si Ton pose jp=x.
Pour qu'une équation différentielle
Pdx + Qdy =. 0 ,
se présente sous la forme différentielle exacte d'une fonction des deux variables x> y, il est nécessaire en général que cette équation soit le résultat immédiat de la difiérentiation de l'équation primitive. Hais lors même que cette circonstance a lieu , l'équation différentielle ne se présente pas toujours sous la forme d'une différentielle exacte , parce que la différentiation introduit quelquefois des facteurs communs aux différents termes, qui disparaissent quand on égale la différentielle k zéro. Par exemple, l'équation primitive étant
la différentielle du premier membre est — "~^ax etenégalant cette quantité à zéro, on aura simplement xdy — t/rfx = 0,
dont le premier membre n'est point une différentielle exacte.
390. Quelle que soit d'ailleurs l'origine d'une équation différentielle . on démontre qu'il existe toujours un facteur va-
riable tel que si l'équation est multipliée par ée facteur, elle deviendra une différentielle exacte. En effet, supposons l'équation proposée mise sous la forme
Y désignant une fonction quelconque de a?, y. L'intégrale générale de cette équation aura pour premier membre une certaine fonction de x, y et d'une certaine constante arbitraire a, qui ne se trouve pas dans l'équation différentielle. Admettons qu'ayant résolu cette intégrale générale par rapport à a , on l'ait mise sous la forme
U désignant une fonction de x, y. ai nous différencions alors cette équation , il viendra
du dU dV dy ^ dy dx A
équation dans laquelle la constante a a disparu , et qui doit par conséquent être identique avec l'équation différentielle proposée. On doit donc avoir
du
dï + y~dx + dû' ou \di + *)dy-dx+!fidx9
Or la quantité -r — |--r 3~ ** la fonction dérivée complète
de la fonction U, Donc il en sera de même de la quantité -rï + V, lorsqu'on l'aura multipliée par — .
On est assuré d'après ce qui précède de l'existence d'un facteur par lequel l'équation proposée étant multipliée, cette équation devient immédiatement intégrable. De plus on voit quel doit être ce facteur, et qu'il serait connu si l'équation primitive était connue.
Soit, par exemple, l'équation primitive
En la différentiant on trouve
ydy — a(dx + dy) = 0;
et en éliminant la constante a entre ces deux équations oo obtiendra l'équation différentielle
(2x + y)dy — ydx = 0.
Cette équation ne satisfait pas aux conditions d'intégrabiliw Mettant l'équation primitive sous la forme
on a pour la dérivée du premier membre prise par rapport à y y y + ^f. Mettant également l'équation différentielle sous
la forme
dx 2a?+y *
si on la multiplie , conformément à ce qu'on a vu dans le
(&r -f- y)y n° précédent, par le facteur y ' :* on trouvera
!/H2jy dy __ y' _ 0
%x+y)* dx 2(x+y)s ~ w •
c'est-à-dire
(if+2xy)dy— y*dx _
expression où l'on reconnaît la différentielle complète de la
y1 fonction . , et dont par conséquent on déduit immé-
diatement l'équation primitive. 392. On conclut d'ailleurs de l'équation
du dVdy
dy v_ dx dy dx dx + rfU '
dy
du n° 390. qu'outre le facteur — , il en existe une infinité
dy
dy d'autres qui auront la propriété de rendre la fonction -p + V
une différentielle exacte. En effet, on remarquera que la quantité
/f„ /dU ^ dV dy\ W\te+dydx)
est la dérivée complète d une certaine fonction de U que nous désignerons par *(U). Donc si on multipliait le premier membre de l'équation précédente par
il deviendrait une dérivée exacte d'une certaine fonction de x,y. Cette fonction serait la fonction môme qui a été désignée par *(U) ; en sorte que l'intégrale serait
4>(U) = cornu 9
d'où Ton tire immédiatement
U = consi. ,
c'est-à-dire l'intégrale de l'équation proposée. Ainsi tous les multiplicateurs compris dans l'expression <p(U) —, où © désigne une fonction entièrement arbitraire, ramèneront tonjours à cette même intégrale.
393. Nous avons obtenu dans le n° 386 , pour l'intégrale de l'équation
dy + Pydx + Q<Lv = Of
dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x seule ,
A étant la constante arbitraire. D'après ce qui précède on mettra donc cette intégrale sous la forme
A = f dx.Qef*" + y.ef*** = 0 ,
et le facteur par lequel il faudra multiplier l'équation différentielle pour la rendre intégrable sera , conformément au
dy
C'est ce qu'on peut vérifier directement ; car soit (i le ftc-
teur cherché, que nous supposerons devoir être une fonction de x seule. Comme le terme jiQcte est intégrable , il s'agit seulement de déterminer p. par la condition de rendre une différentielle exacte la quantité
pdy + yPydœ ; c'est-à-dire que Ton doit avoir
Prfx
^ = jiP, ou ^=Pd*; d'où [L = ef]
Soit en général l'équation
Pdx + Qdy = 0 ,
P et Q désignant des fonctions quelconques de x et y. Si Ton représente par p le facteur qui. rendrait cette équation intégrable , la fonction p devra évidemment satisfaire à la condition
dy ~ dx '
c'est-à-dire
Fdy gd.r4fAW
-Si-'
Mais cette dernière équation est presque toujours plus difficile à traiter que l'équation proposée elle-même.
395. Nous remarquerons d'ailleurs, que toutes les fois qu'on parvient à séparer les variables dans l'équation
Pdx + Qdy = 0, au moyen d'une transformation quelconque, on connaît
immédiatement le facteur par lequel il faudrait multiplier cette équation pour rendre Pdx + Qdy une différentielle exacte.
En effet, supposons qu'ayant remplacé x et y par d'autres variables s et * , l'équation proposée soit devenue
Uds + Nrf/ = 0 ,
M et N étant des fonctions de * eW; et qu'en divisant les deux termes par la fonction V de $ et Mes variables se trouvent
séparées , en sorte que rr soit une fonction de * seule, et que - soit une fonction de t seule. La quantité — ds + - disen
donc devenue une différentielle exacte. Or, en remplaçant
dans cette quantité s et t par leurs valeurs en x et y, elle ne
différera point de la quantité — dx + ~ dy (en concevant
toujours que Ton ait mis dans V à la place de * et t leurs
valeurs en x et y ). Donc ~ dx + — dy serait nécessairement
aussi une différentielle exacte.
396. Nous avons donné dans le n* 388 , pour exemple de la séparation des variables, l'équation
qui , en faisant y = xt, d'où dy = tdx-\-xdt, devient
[f(t) + t]dx + xdt = 0,
et dans laquelle les variables se séparent lorsqu'on divise les deux termes par x[f[t) -f i]. D'après ce qui précède, l'équation dont il s'agit doit donc être rendue intégrable en la mul-
— Âl —
tipliantpar le facteur , où l'on remplacerai par sa
valeur en x et y ; c'est-à-dire par le fitcteur
MM
En effet, cette équation devient alors
f(l)dx + dy
qui se met facilement sous la forme
dy ydx
dx , x x* h— 7-r = 0:
celle-ci est intégrable , puisque — — ^ est la différentielle
de».
Théorème des fonctions homogènes.— Intégration des équations homogènes.
397. On désigne par le nom de Théorème des fonctions homogènes 9 certaines relations qui existent entre une fonction homogène, c'est-à-dire une fonction composée de termes dans lesquels la somme des exposants des variables est un nombre constant, et ses coefficients différentiels des divers ordres pris par rapport à ces variables. Soit U une fonction homogène de plusieurs variables x,y, etc. En mettant tx à la place de œ, tg à la place de y, tx à la place de *, etc., cette fonction deviendra f"U,n désignant la somme des exposants des
variables dans chaque terme. On peut d'ailleurs faire /=i-ff ce -qui revient à mettre x -f gx à la place dex,y+gyà la place de y, etc. On aura en appliquant le théorème de Taylor,
et en développant le premier membre et égalant les tenues affectés des mêmes puissances de l'indéterminée g ,
etc.
398. La considération de ces relations facilite quelquefois Tintégration des fonctions de plusieurs variables. Lorsqu'une fonction est homogène, une différentiation effectuée sur cette fonction n'en altère pas l'homogénéité. Si PcLr + Qdy+etc. est la différentielle d'une fonction homogène U de degré n-f I. P, Q, etc. seront homogènes de degré n, et l'on aura
(n + i)U = Px + Qy + etc.
réciproquement , il est aisé de vérifier que P, Q, etc. étant des fonctions homogènes du même degré n et ?dx+Qdy+e(c. satisfaisant aux conditions d'intégrabilité, on a en effet
dfps + Qy + etc.) = (n -fi) ÇPdx + Qdy + etc>
A part le cas de n= — 1 , cela permet d'écrire immédiatement l'intégrale de toute différentielle homogène exacte.
Lorsque dans l'équation différentielle
les fonctions P,Q des variables x,y sont homogènes et du même degré, ces variables se séparent facilement, et par conséquent l'équation devient immédiatement intégrable. En effet, faisant y=xf, les fonctions P,Q prennent alors la forme px% qxn ; p,q étant des fonctions de t seule , et n désignant la somme des exposants de x et y dans les termes de l'équation proposée. Cette équation devient donc
(p + qt)dx + qxdt = 0, OU ^ + ^jL = Of
dont l'intégrale est
Ix + fdt -^— = const.
dans laquelle on devra , après avoir effectué l'intégration qui
est indiquéef remplacer I par sa valeur ~.
oc
Soit encore l'équation
(x* +xy— 2y*)dx +(^! — ta^t/ — 0.
Elle devient, en faisant y =jrt,
* + **—2*'— 2f+l ~ Par les méthodes exposées à l'article XXIV, on trouve ,
|i_2ji_2f +1 ô(f+l) + 5(2/— 3— y 5ï + 5(2t-3+Y5, '
ce qui change l'équation ci-dessus , en
dx 2 dt 7— VS _<fc 7+y5 rf*
dont l'intégrale est
Cette équation peut s'écrire,
Puisque , après avoir fait y=xl dans l'équation
supposée homogène , et n marquant le degré commun des fonctions P, Q, il vient
(pjP + qxHt)dx + qx*+l dt = 0, •
où les variables se séparent en divisant par x( pxn -f ç^O, il résulte de ce qui a été dit n° 395, que le facteur par lequel l'équation précédente doit être multipliée pour devenir inté-
grable est — - — — — j— (en remplaçant / par sa valeur), c'est-
*-dire s — T7T- • Ainsi la fonction ; r^ sera nécessai- Px+Qy Px+Qy
rement une différentielle exacte. C'est ce que Ton peut aisément vérifier, en ayant égard aux propriétés des fonctions homogènes.
Dans l'exemple du n° 400, l'équation proposée
[x — 2y)dx + ydy=0 deviendra intégrable, d'après ce qui précède , en la multipliant PW 'x-tyx+f q«^evient à^i^. En effet, l'équation
{x—îy)dx+ydy _
peut s'écrire.
dx—dy dx x(dx—dy) _
[comme on peut le vérifier en réduisant tous les termes au même dénominateur), ou bien
d'où Ton déduit immédiatement l'intégrale trouvée cidessus.
Équations du premier ordre dans lesquelles se trouvent la seconde puissance ou les puissances supérieures du coefficient différentiel.
404. Lorsque l'équation différentielle contient les puissances supérieures du coefficient différentiel ---, on peut la
dx
concevoir résolue algébriquement par rapport à ce coefficient considéré commel'inconnue. Si Ton égale ensuite à zéro les facteurs correspondants à chacune des racines , on aura autant
d'équations différentielles dans lesquelles -j- ne sera plus
qu'au premier degré, et dont on pourra prendre les intégrales qui seront complétées chacune par une constante arbitraire. Le produit de ces diverses intégrales donnera l'intégrale générale de l'équation proposée. D'ailleurs, on ne diminue point la généralité de cette intégrale en admettant que ce soit la même constante arbitraire qui entre dans tous ces facteurs. D'où l'on voit que toute équation différentielle du premier ordre , dans laquelle entre la puissance n du coefficient différentiel -y- , a pour intégrale une équation primitive, où la
constante arbitraire est élevée à la puissance n.
On a donné, n° 382, un exemple d'une équation de cette espèce.
405. Souvent la résolution algébrique de r équation proposée n'est pas possible , et par conséquent le procédé qui
vient d'être indiqué, ne peut être appliqué. On parvient quelquefois à intégrer une équation du genre de celles dont il s'agit en la mettant d'abord sous la forme
dy L désignant une fonction de x et de -~s que nous désignerons pour abréger par y'. Si ensuite Ton différencie, il viendra
rfL dh dij J "dx^dy dx%
équation différentielle du premier ordre entre y' et x. Si elle peut être intégrée , on obtiendra une équation entre y' et x avec une constante arbitraire; et en éliminant ensuite y' entre cette équation et la proposée, on obtiendra l'intégrale cherchée.
La méthode dont il s'agit s'applique à l'équation
M et N désignant des fonctions quelconques de -^ ou y'. En effet , cette équation donne
dy=mx+x^,dyr+ï~,dy\ qui peut s'écrire (puisque dy=y'dx)
et rentre dans la forme de l'équation considérée n" 385 et 391. Le premier membre deviendra donc intégrable en multi-
i /ri"* pliant par le facteur - , c * , et son intégrale sera
/jn f r dm
A étant la constante arbitraire. Il restera à éliminer y entre cette équation et la proposée.
Le cas où M=y, en sorte que l'équation proposée est
a été remarqué. On a alors en différenciant
équation à laquelle on peut également satisfaire en posant
x+^-,= 0, et dy'=:0.
L'équation x + — = 0 donnera une valeur de y' qui, étant
substituée dans la proposée, conduira à une équation primitive : mais cette équation , qui ne contient pas de constant? arbitraire, sera une solution particulière, conformément à ce qui a été dit n° 379. L'équation dy=0 donne en l'intégrant
A étant la constante arbitraire : cette valeur mise dans la proposée à la place de y' donnera l'intégrale générale cherchée. Cette intégrale est l'équation d'une ligne droite dont U valeur attribuée à la constante A détermine l'inclinaison sur l'axe des x.
Solutions particulières des équations différentielles du premier ordre d deux variables.
408. On a remarqué n° 379, qu'il existait quelquefois des équations primitives (sans constante arbitraire) qui satisfont
à une équation différentielle flx, y} -~ \ = 0 , et qui néanmoins ne sont point comprises dans son intégrale générale. Les équations dont il s'agit, appelées solutions particulières, se distinguent ainsi des intégrales particulières qui répondent aux diverses valeurs de la constante arbitraire dont la présence est le caractère essentiel de l'intégrale générale. Comme il est aisé de les trouver lorsqu'elles sont de la forme x=c, je supposerai dans ce qui va suivre qu'elles contiennent la fonction y.
Soit
Tintégrale générale de l'équation différentielle
Cette dernière équation sera le résultat de l'élimination de la constante a entre l'équation (1) et sa différentielle immédiate, qui est
dy_dft
dx ~~" dx '
et conformément à ce qui a été exposé dans les nM 376 et suivants , nous regardons les équations (4) et (2) comme appartenant au système d'une infinité de lignes courbes qui diffèrent seulement les unes des autres par les diverses valeurs que Ton peut attribuer à la constante a.
Cela posé , admettons que Ton ait donné dans l'équation (1) à la constants a une valeur déterminée , et considérons la courbe correspondante à cette valeur. Si , à partir de la valeur dont il s'agit, a augmente de la quantité infiniment petite da, l'équation (1) deviendra
Cette dernière équation appartiendra à une seconde courbe infiniment voisine de la première; et les valeurs de x,y qui satisferont simultanément aux deux équations
y=?, et y=?+£da9
ou si Ton veut aux deux équations
!/=?, et 2 = °'
appartiendront au point d'intersection de ces deux courbes. 409. Admettons maintenant que Ton élimine la constante a entre les deux équations
„ = ?J et £ = •.
Le résultat de cette élimination sera une équation primitive entre x et y appartenant à la ligne qui est le lieu des points d'intersection de toutes les courbes comprises dans l'intégrale générale, et qui correspondent aux diverses valeurs de la constante a. Cette ligne est évidemment touchée par toutes les courbes dont il s'agit, et elle en forme l'enveloppe. L'équation obtenue de cette manière, et qui ne contient pas de constante arbitraire, donne la solution particulièrede l'équation
f (x^y, -7-) =0, h laquelle elle doit satisfaire, puisque la
valeur de -^- dans l'un quelconque des points de l'enveloppe
est commune à celte enveloppe et à la courbe comprise dans
l'intégrale générale qui la touche en ce point.
Si au lieu de l'équation (1), on n'avait que l'équation non
résolue
on considérerait que cette équation devant être vérifiée par
du do y =©(x, a), on en déduira -^ ou -j- par la méthode pour
différentier les fonctions implicites, laquelle donne
dF dF d?
da + dy da~~ ' d'où
d? __ __ dF . dV
da ~~ da ' dy'
n faut donc alors remplacer les deux équations
« = © et -7^ = o
J du
par celles-ci
dF dF
F=° et <te:^=0'
dF dont la dernière peut être réduite h j- = 0 quand F ne contient ni radicaux, ni dénominateurs.
Il faut remarquer d'ailleurs, que les courbes représentées par une équation différentielle et par son intégrale générale, c'est-à-dire les courbes correspondantes aux intégrales particulières , n'ont pas toujours une enveloppe ; ou qu'il n'arrive pas toujours que ces courbes soient successivement tangentes à une certaine ligne fixe. Alors la solution particulière n'existe pas. Il peut se faire aussi que l'équation de l'en-
veloppe soit comprise dans l'intégrale générale et forme une intégrale et non une solution particulière. On reconnaît qu'il n'existe pas de solution particulière lorsque l'équation
~= 0 ne peut donner pour la constante a une valeur exprimée en x; ou plus exactement lorsqu'on ne peut déduire des équations y = * et -^- =0, par l'élimination de a, une équation entre x ety qui ne rentre pas dans l'intégrale générale et n'en soit pas un cas particulier.
410. Il est facile de reconnaître directement que la recherche de la solution particulière , c'est-à-dire d'une équation qui , sans provenir d'une valeur particulière attribuée à la constante a de l'intégrale générale, satisfait cependant à l'équation différentielle (2), doit s'opérer par l'élimination de a
entre l'équation (1) et l'équation -— = 0. En effet, tout se
réduit, pour trouver l'équation dont il s'agit, à mettre à la place de a, dans l'équation (1), une fonction de x, convenablement déterminée, et telle que <p(x, a) devienne la valeur de y qu'offre la solution particulière. Or, supposons que cette substitution ait été faite , et regardons a comme une fonction de x. L'équation différentielle déduite immédiatement de Téquation (1) sera alors
dy __ dy dy da r/a — dx da dx*
Mais l'équation (2) résulte, par hypothèse, de l'éliminatiou de a, supposée constante, entre l'équation (1) et son équation différentielle, qui est alors -p = -^. Donc il suffi, pour obtenir le même résultat, a étant supposée variable
et fonction de x, de déterminer cette fonction a par la
d 9 d& condition de faire disparaître le terme ~ — ; car les deux
équations entre lesquelles l'élimination s'opérera étant les mêmes dans les deux cas, l'équation (2) qui en résultera sera aussi la même. On peut faire disparaître ce terme en posant -p = 0, ce qui donne a égale à une constante quelconque et répond au cas de l'intégrale générale ; ou en po-
d © sant — - = 0, ce qui donnera pour a une fonction de x, qui
étant substituée dans l'équation (i) ou y = <?, conduira à une équation primitive sans constante arbitraire , et satisfaisant à l'équation différentielle, qui sera par conséquent la solution particulière demandée.
411. D'après ce qui précède, on peut obtenir la solution particulière quand on connaît l'intégrale générale. Cette solution particulière peut être aussi déduite de l'équation différentielle. Considérons l'une des courbes comprises dans l'intégrale générale et correspondante à une valeur a de la constante. Cette courbe sera à la fois coupée et touchée par la courbe contiguë correspondante à la valeur a ~\- da , dans un des points de l'enveloppe dont la solution particulière est l'équation. Or, cette même courbe correspondante à la valeur a de la constante n'est plus touchée , mais est coupée par les autres courbes correspondantes aux valeurs de la constante qui diffèrent de a d'une quantité finie. Il suit de là que l'équation différentielle
étant résolue par rapport à j- , donnera généralement deux
ou plusieurs valeurs différentes pour ce coefficient différentiel, si l'on attribue à x et y des valeurs quelconques. Mais si l'on attribue à x et y les valeurs qui appartiennent aux points de l'enveloppe, ou à la solution particulière qui représente cette
enveloppe , il y aura au moins deux des valeurs de ~- qui deviendront égales entre elles. Ainsi la solution particulière doit offrir ce double caractère; 1° de satisfaire à l'équation différentielle proposée
( en écrivant pour abréger y' au lieu de -~) ; S° de rendre
égales au moins deux des valeurs de y' qui satisfont à cette équation. Or, l'existence de deux ou plusieurs valeurs égales de y' données par l'équation précédente est exprimée en général par la condition
d'où l'on conclut qu'en éliminant y' entre les deux équations
Ax,y,y') = o, et ^=o,
on obtiendra , si elles existent, les solutions particulières demandées.
412. On trouvera encore la solution particulière de la manière suivante. Supposons que l'équation différentielle proposée f[x,y, y') =0 ayant été résolue par rapport à y', on lui ait donné la forme suivante
i/ + V = o, V étant une fonction de x,y. Puisque les courbes qui sont re-
présentées par les intégrales particulières se coupent généralement, et se touchent en même temps qu'elles se coupent seulement dans les points qui appartiennent à l'enveloppe , on voit que la fonction — Y qui donne la valeur de y' doit représenter généralement au moins deux valeurs différentes pour cette quantité ; mais que si Ton attribue à x et y les valeurs qui appartiennent à l'enveloppe, les deux valeurs de cette même fonction — V deviendront égales entre elles. D'après cela nous pouvons nous représenter — V comme l'ordonnée verticale d'une surface dont les abscisses horizontales seraient x et y; et cette surface doit avoir une figure telle que l'ordonnée verticale la coupant en général au moins dans deux points , elle la rencontre en un seul point, lorsque les abscisses x et y appartiennent à la solution particulière. Il en résulte que la surface dont il s'agit doit être touchée par le cylindre vertical qui aurait pour base l'enveloppe, ou la courbe représentée par la solution particulière ; et il est aisé d'en conclure que, pour les valeurs x et y qui appartiennent à cette solution , on doit avoir à la fois
d\ 1 dy~Q
et par conséquent
àff l àr-O*
dy' _ 1 dy~~0
L'expression de ces conditions donnera donc la solution particulière s'il en existe une.
413. On peut remarquer d'ailleurs, qu'en différenciant l'équation proposée
/"fo y» y') = o ,
on a
dx dy dx dy' dx
— Oi —
Mais le coefficient du dernier ternie étant nul, d'après le
n* précédent, pour les valeurs de x,y qui appartiennent à la
solution particulière, ce terme disparaît , d'où il suit que la
dv§ d*v valeur du coefficient du second ordre ~ = -7—, demeure in-
dx cfx1
déterminée; et 0 en sera de même des coefficients de tous
les ordres supérieurs. Cette circonstance résulte de ce que
chacun des points de l'enveloppe appartient à trois courbes
différentes qui ont entre elles un contact du premier ordre .
du
et pour lesquelles le coefficient du premier ordre — a une
valeur commune; savoir les deux courbes données par les intégrales particulières qui répondent aux valeurs a+da de la constante arbitraire, et l'enveloppe elle-même qui est également comprise dans l'équation différentielle. Mais les valeurs des coefficients différentiels des ordres supérieurs sont généralement différentes pour ces diverses courbes; et comme les équations dont ces coefficients dépendent ne pourraient donner qu'une seule valeur, l'analyse résout cette difficulté en laissant cette valeur indéterminée. Ayant ainsi déduit de
l'équation différentielle proposée l'expression de ~ = -p.
et égalant séparément à zéro le numérateur et le dénominateur de cette expression , on aura deux équations contenant y' qui doivent subsister en même temps que la proposée pour les valeurs de x,y$ qui appartiennent à la solution partira* lière» Si Ton élimine y' entre chacune de ces équations et la proposée , et si les résultats de cette élimination ont un facteur commun, ce facteur sera la solution particulière cherchée* Si ces résultats ne peuvent subsister ensemble, on en conclura qu'il n'existe pas de solution partira* lière.
■M. Si l'on applique ce qui précède a l'équation différentielle
xg— ,+ 6=0,
considérée n° 380, et qui a pour intégrale générale y — or— 6=0 ,
a étant la constante arbitraire , on trouvera pour la solution particulière le système des valeurs x=0y y=b qui appartiennent au point d'intersection commun de toutes les droites représentées par l'intégrale générale.
Mais si l'on traite de la même manière l'équation
considérée n° 381 , qui a pour intégrale générale y— ax— x*+ 6 = 0,
b étant la constante arbitraire, on ne trouvera aucun résultat. En effet il ne peut y avoir ici de solution particulière , puisque les courbes représentées par ces équations n'ont pas d'enveloppe. Il en est de même à l'égard de l'équation du n° 382.
Considérons l'équation
y = ax + b ,
qui appartient à une ligne droite dont la position est déterminée par les valeurs des constantes a et b. La distance de cette ligne à l'origine des coordonnées a pour valeur
-T par conséquent, si Ton élimine b enlre l'équation
précédente et l'équation
(dans laquelle r désigne une constante), l'équation résultante
y = ax + r\a*+i9
appartiendra à toutes les lignes droites qui touchent le cercle dont le rayon est r, et dont le centre est à l'origine de? coordonnées.
Si Ton différencie cette équation , et si Ton élimine la constante a au moyen de l'équation différentielle, il viendra en
d\t écrivant y1 au lieu de -^ , ax
On conclura de tout ce qui a été exposé précédemment que cette équation différentielle a pour intégrale l'équation primitive
i/ = ar + rv«*+i ,
dans laquelle a est la constante arbitraire, et qui représente, aussi bien que l'équation différentielle , le système de toutes les lignes droites tracées à la distance r de l'origine des coordonnées , et de plus qu'elle a pour solution particulière l'équation
qui appartient au cercle touché par toutes ces lignes droites. et qui est le lieu de leurs intersections.
En effet , si l'équation différentielle
y = xy' + r^+l
était proposée, on remarquerait en premier lieu qu'elle tombe dans le cas du n° 407. On trouve immédiatement ,
d'après ce qui a été dit dans ce numéro , y = ax -f r^V+l pour l'intégrale générale. De plus le facteur & + — de-
vient ici x -|-
valeur y' = -
En régalant à zéro on en déduit la
sfr*—œ%
, et cette valeur étant substituée dans
l'équation différentielle proposée, donne y = yr* — x* qui est la solution particulière.
Si , conformément au n° 409, on veut déduire la solution particulière de l'intégrale générale
il faudra éliminer a entre cette équation et sa dérivée prise par rapport à a , qui est
ra
V/ai+î
Le résultat de cette élimination est évidemment le même qui vient d'être obtenu.
Si , d'après le n° 4H , on veut déduire la solution particulière de l'équation différentielle , on deva éliminer y' entre les deux équations
2" AKXtE.
et x + -^*== = o,
ce qui donne encore le même résultat.
D'après le principe énoncé n* 413, il faudrait différencier l'équation proposée
y— xy— rvy"+i = 0 pour en déduire ia valeur de y", ce qui donne
telte équation, dans le cas particulier que nous considérons. ne donne pas une expression générale de y" en x, y et y. parce que la valeur de y" est toujours nulle pour les intégrales particulières, qui représentent ici des lignes droites. Hais die se décompose dans les deux facteurs
y"= 0 et x + — &— = 0 ,
vYM-i
dont l'un appartient à l'intégrale générale et l'autre à la solution particulière.
Enfin si , conformément au n° 412, on résout l'équalkn: différentielle proposée par rapport à y' pour la mettre sous la forme y' + V = 0, on trouvera
9tf , a-y^ry'g'+y'— r* _
On voit que cette équation donne en général pour y' dcui valeurs différentes, appartenant aux deux tangentes au cercle qui se croisent dans le point déterminé par les valeurs attribuées à a? et y. Hais ces valeurs de y' deviendront égaies si le radical de l'équation précédente est nul, tfest-à-dire si
x et y satisfont à l'équation
qui donne par conséquent la solution particulière. La condition qui rend égales les deux valeurs de y' est ici évidente : on peut vérifier que cette même condition résulterait égale-
nient de la supposition de -— = - ou -p == ^.
417. L'équation différentielle que l'on vient de considérer est un cas particulier de l'équation
y^ary'+N
du n° 407, dans laquelle N est une fonction quelconque de tf. Il est clair par ce qui précède que l'intégrale générale de cette équation appartient à un système de lignes droites dont les équations se déduisent de la proposée, en y remplaçant y* par une constante arbitraire. De plus toutes ces lignes droites touchent la courbe dont on obtient l'équation en éliminant y' entre les deux équations suivantes
et
, d* A dy'
Quant à l'équation considérée n
dans laquelle M et N sort des fonctions quelconques de y* seule, l'intégrale générale a été donnée dans ce numéro. La solution particulière, c'est-à-dire l'équation de la courbe touchée par toutes les courbes correspondantes aux intégrales particulières, s'obtiendra en éliminant y* entre les équations
dont la dernière revient à
f dU 1
419. Il est quelquefois utile de savoir tracer un système de courbes d'une espèce donnée d'après la condition qu'elles soient toutes tangentes à une autre courbe également donnée. Ce problème revient à déterminer une équation primitive. dont on donne la forme générale, de manière que son équation dérivée ait pour solution particulière une équation déterminée. Soit généralement
F(x,y,û,6,etc.) = 0f
une équation dans laquelle a, b, etc., sont des constantes. On demande que le système des courbes qui pourraient être données par cette équation en faisant varier les constantes, touche ou ait pour enveloppe la courbe représentée par l'équation
Différentiant les deux équations proposées on trouve
~dx + dydx~"> ete + dy dx"0;
et en éliminant- - entre ces deux équations, l'équation résultante , qui est
dF d&_dF d*_0 dx dy dy dx~~ '
exprime la condition que les courbes représentées par les
équations proposées aient un contact du premier ordre. Si Ton élimine donc x et y entre-les trois équations
F(*,y,M,etc.) = o, *(*,î,) = o, s ^-^ E = o,
le résultat, qui sera une équation entre les constantes a, b, etc. , exprimera la relation qui doit subsister entre a et les autres constantes pour que la condition dont il s'agit soit satisfaite. Si l'on résout donc cette dernière équation par rapport à Tune des autres constantes, telle que b, et que l'on mette sa valeur dans l'équation proposée
F(.r,y,a,6,etC.) = 0,
le résultat de cette élimination aura la propriété demandée. 420. Soit donnée, par exemple, l'équation
y* + ax + b = 09
appartenant à une parabole dont le grand axe coïncide avec Taxe des x; et l'équation
s' + îf1— r*=0,
appartenant à un cercle dont le centre est à l'origine des coordonnées et dont r représente le rayon. On demande de déterminer les paraboles représentées par la première équation, de manière qu'elles soient toutes tangentes à ce cercle. Différentiant les équations précédentes, on a
d'où
Éliminant x et y entre les trois équations
y*+ax+b=09 :r,+ 2/î— r9- 0, 2x— a=0,
on trouve la relation
r» + ~ + 6=0, d'où b = -j-r*.
Cette valeur étant substituée dans l'équation y1 -f ax + 6 =0, la change en
yl+a*-~-r»=:0,
qui aura la propriété demandée.
En effet , si Ton. applique à cette équation la règle du n° 404 , pour obtenir la solution particulière de Péquatkm dérivée dont elle serait l'intégrale, on devra éliminer la constante arbitraire a entre les deux équations
y'+ar — -T- — ^=0, et 2* — a = 0;
ce qui donnera pour cette solution particulière y»**1 — r"=0.
La dérivée de l'équation
se trouve d'ailleurs en différentiant par rapport à x, ce qui
donne
2yy*+ fl = 0;
puis en éliminant la constante a entre cette équation et la différentielle. On obtient ainsi l'équation dérivée
y*— 2a#y'— uV— r1 = 0 , à laquelle on peut appliquer les règles des n" 411 et suivants.
Si, par exemple, on la résout par rapport à y'} il vient
— - x±. yVM-s' — r*
L'équation qui exprimera l'égalité des deux valeurs de y, c'est-à-dire la solution particulière , est donc
Considérons encore l'équation
* = xtang.O — #*
qui appartient à la trajectoire d'un projectile lancé dans le vide. En faisant varier l'angle de projection 6> on obtient diverses courbes ayant une enveloppe dont l'équation se trouvera, conformément au n° 409, en différentiant par rapport à % ce qui donne
0 = i-^tang.G;
puis en éliminant 0 entre cette dernière équation et la précédente. On trouvera ainsi pour l'équation cherchée
La courbe tangente à toutes les trajectoires est donc une parabole dont Taxe est vertical , et dont le sommet est à la
hauteur — au-dessus de l'origine.
XXXHI. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A. DEUX VAJUABUS DU SECOND QJtftRE ET DES ORDRES SUPÉRIEURS.
422. Une équation différentielle du second ordre a généralement la forme
r\x'y'dx> fa*)-0'
x est la variable indépendante, y une autre variable dont la valeur dépend de celle de x au moyen de la relation établie par cette équation.
On peut faire sur l'équation dont il s'agit, des remarques analogues à celles qui ont été faites dans le n° 376. Considérons x comme l'abscisse et y comme l'ordonnée d'une courbe. Si l'on voulait construire la courbe à laquelle appartient l'équation précédente , on la supposerait résolue par rapport
d*v à -=~, dont la valeur se trouvera donnée en fonction de x,y ax
et -i-. On fixerait ensuite arbitrairement les valeurs de x et ax
y, c'est-à-dire un point quelconque par lequel on voudra
faire passer la courbe. On fixerait de plus arbitrairement la
va.eur de ~ , c'est-à-dire l'inclinaison que la courbe devra
avoir en ce point. L'équation proposée donnera alors une
valeur déterminée pour -^ , au moyen de laquelle le trace
de la courbe dont il s'agit pourra être effectué. En effet, faisant varier x d'une quantité très-petite Aar, on obtiendra approximativement les valeurs des coordonnées d'après le tableau suivant :
ANcluet.
x + bx
Ordonné*! correspondantes.
On pourra donc construire la courbe avec une exactitude d'autant plus grande que les variations àx seront prises plus petites. Ainsi, l'équation proposée exprime une propriété commune à une infinité de courbes que nous concevons tracées sur un plan. Elle détermine la figure de ces courbes lorsqu'on s'est donné un point par lequel elles doivent passer, et la direction de la tangente en ce point. Cette équation doit être re gardée comme ayant une signification plus étendue que l'équation du premier ordre , puisqu'il ne suffit plus ici pour déterminer la courbe de se donner un de ses points; il faut encore se donner la direction de la tangente en ce point.
On voit d'ailleurs, que le choix entre Tune quelconque des courbes qui peuvent être représentées par l'équation proposée dépend ici de deux quantités arbitraires dont Tune
déterminerait y, et l'autre —y quand on se serait donné x.
423. L'intégrale générale de l'équation du second ordre proposée devant offrir la même généralité que cette équation, devra évidemment contenir deux constantes arbitraires. De plus cette intégrale devra satisfaire à l'équation différentielle proposée. Ces conditions suffisent pour que l'intégrale et sa différentielle représentent toutes deux le même système de courbes.
Considérons en général une équation primitive
dans laquelle a et 6 sont deux constantes et où nous regardons y comme une fonction de x. On pourra parvenir à son équation dérivée du second ordre de plusieurs manières différentes : 1° en différentiant deux fois de suite par rapport à x, puis éliminant entre cette équation et ses deux différentielles les constantes a et b; 2° en différentiant une fois, puis éliminant successivement a et & entre l'équation primitive et son équation différentielle du premier ordre. On obtiendrait ainsi deux équations différentielles du premier ordre di£rentes Tune de l'autre , dont chacune ne contiendrait qu'une constante arbitraire. Si Ton différentie ensuite chacune de ces équations , et si Ton élimine la constante qu'elle contient an moyen de la différentielle que Ton aura obtenue, elles conduiront toutes deux à la même équation du second ordre. qui ne différera point de celle que l'on aura trouvée par le premier procédé.
En effet, l'équation primitive F [x, y, a, 6,) = 0 doit être considérée comme représentant un double système de courbes; savoir les courbes que l'on trouverait en faisant varier a, b demeurant constante, et les courbes que l'on trouverait en faisant varier 6, a demeurant constante. Chacune des équations dérivées du premier ordre dans laquelle une des constantes a disparu, répond séparément à l'un de ces systèmes Quant à l'équation unique du second ordre, où aucune des deux constantes ne se trouve , elle appartient également aux deux systèmes de courbes, et exprime une propriété qui leur est commune.
Soit par exemple l'équation primitive
y*+ay + bx = 0 (1)
qui appartient à une parabole ayant son axe parallèle à l'axe des x , et passant par l'origine des coordonnées. En disant
varier a, h demeurant constante, on changera à la fois la position du grand axe et le paramètre, et en faisant varier b, a demeurant la constante, on changera seulement le paramètre. L'équation différentielle du premier ordre est (en écri~
vant pour abréger y' et y" au lieu de •—- et ^~ J
2yy'+flt/'+6 = 0;
et en éliminant successivement a et b entre cette équation et l'équation primitive, on obtient les deux équations du premier ordre
y*y'+tty-xy') = o (3)
y«— îxyy'+flto— xyQ = 0 (4)
qui appartiennent respectivement aux deux systèmes de paraboles dont on vient de parler.
En différentiant l'équation (3) on a
2yy*+yY'— fcry"=0;
et en éliminant 6 entre cette équation et l'équation (3), il vient pour l'équation du second ordre
iW+W— 2xy"=0 (5)
En différentiant l'équation (4), on a
et en éliminant a entre entre cette équation et l'équation (4), on retrouve l'équation du second ordre (5). L'équation primitive et ses deux différentielles sont
if+ay + bx^O,
Et en éliminant à la fois a et 6 entre ces trois équations, on retrouve également l'équation du second ordre (5). Cette équation , dans laquelle les deux constantes a et b ont disparu , exprime une relation qui subsiste pour l'une quelconque des courbes paraboliques que peut représenter l'équation (i), quand on y donne à ces constantes toutes les valeurs possibles.
Les équations (3) et (4), contenant chacune une constante arbitraire, sont les deux intégrales du premier ordre, ou intégrait! premières de l'équation (5). L'équation (1) contenant deux constantes arbitraires est V intégrale seconde de cette même équation. Si l'on élimine y' entre les deux équations v3 et (4), on retrouve l'équation (i).
426. En général, si Ton obtient par un moyen quelconque, deux équations différentielles du premier ordre satisfaisant à une équation différentielle du second ordre proposée, et contenant chacune une constante qui n'entre pas dans cette
dernière équation • on obtiendra, par l'élimination de y ou ^
entre les deux équations dont il s'agit, une équation primitive contenant deux constantes arbitraires, qui satisfera nécessairement à Péquation proposée, et en sera l'intégrale générale.
427. Les notions qui viennent d'être exposées s'appliquent évidemment aux équations différentielles d'un ordre quelconque. Une équation différentielle de l'ordre n a toujours a intégrales de l'ordre immédiatement inférieur, qui contiennent chacune une constante arbitraire différente. Toutes ces constantes doivent se retrouver dans l'intégrale générale, si l'on veut que cette équation ait la même généralité que l'équation différentielle proposée. En effet, une équation primitive et ses différentielles successives jusqu'à l'ordre n donnent n+ 1.
équations au moyen desquelles n constantes arbitraires peuvent être éliminées. Si Ton connaissait les n intégrales premières de l'équation proposée, on pourrait en déduire l'intégrale niimê, ou l'équation primitive , en éliminant entre ces n intégrales les n — 1 coefficients différentiels, y', y", y"'
Ces notions paraîtront encore plus évidentes en considérant la formule de Taylor,
qui donne le développement de la fonction y en série ordonnée suivant les puissances entières de la variable x, au moyen des valeurs de cette fonction et de ses coefficients différentiels qui correspondent à x = 0. Soit une équation différentielle de l'ordre n ,
' V 9*9dx9 dx*' dx>' dx»)-Q'
dont nous supposons ici que dépend la fonction y. On déduira de cette équation différentielle l'expression de — en
fonction de x,y, g, ^, g, ^ ; et par suite les
expressions des coefficients différentiels des ordres plus élevés. Amsi les valeurs de -^, -^ , -^— £, etc., seront connues
en fonction des valeurs de y0 , ^ , -rr > -r^>- ™7 <tor dxi dx*1
dn-xy<>
. Si
l'on substitue donc ces valeurs dans l'expression générale de y, on obtiendra une relation entre x et y qui sera le développement en série infinie de l'intégrale générale de l'équation différentielle proposée, et dans laquelle ces dernières
quantités, qui sont en nombre n, demeureront entièrement arbitraires.
428. Remarquons de plus que la formule de Taylor donne, en y faisant * = — x ,
V*-y *dx + 2 dx* 2.3 dx> + 2^4 5^ etC"
et que si on l'applique aux fonctions -^, ^ , ^, etc. , on aura également
<ty« __<ty _r^v , & î(!m_£L d*y x* tï^^
dx" dx dx* + 2 dx* 2.3 «te* ' + 2.3.A «fr* c ' ï!!^ — !?£ rf^.ar* rf*y x8 d'y , a* d'y ^
rfar» "" dr» *dr* "^ 2 dr» 2.3 <ir« + 2.3.4 <**'
Or, l'équation différentielle proposée étant de Tordre ».
donnera -r-^ et tous les coefficients différentiels des ordres dxn
plus élevés en fonction de x,y, -^, -t-?, -A-?. Ensub-
. '*' dx dx1' dx*'1
stituant leurs valeurs dans les n premières de ces équations.
on aura donc, conformément à ce qui a été dit ci-dessus, »
équations différentielles de l'ordre n — 1 contenant cbscotf
une constante arbitraire différente y*,^, *^, -j-p*
Intégration des équations différentielles les plus swpln du second ordre et des ordres supérieurs.
429» Celte intégration ne peut être effectuée que dans un petit nombre de cas particuliers; Soit en premier lieu
l'équation
X désignant une fonction de x seule. Multipliant les deux membres par le facteur constant dx, et intégrant, il viendra
dx
Multipliant une seconde fois par dx, et intégrant de nouveau on aura
dy=Adx + dxj\dx> et f/=B-f Ax + fthfXdx ,
pour l'intégrale demandée , dans laquelle A et B sont les deux constantes arbitraires.
En intégrant par partie fdx fXdx, l'expression précédente de y pourra s'écrire
y = B + Ax + xj \(Lc — / Xxdx*
Si l'équation proposée était
on trouverait de la même manière
y = C + Rr + àïl + fdxjdxfXdxi ou, si Ton veut
y^ + Bx+^ + ^fXdx-xjXxdx+^JXxhlxi
A, B, G étant les trois constantes abitraires, et ainsi de suite; Il est facile de reconnaître la loi de ces expressions;
Soit maintenant l'équation
dans laquelle P désigne une fonction du coefficient différends tiel —- seulement, que nous désignerons pour abréger par y.
Cette équation peut s'écrire
et l'on en tire d'abord
*«£, et — A+/£
On a de plus
4 «y*-** et „=B+/^.
Eliminant y' entre ces deux équations, après avoir effectué les intégrations indiquées, on aura une équation entre x et y, qui sera l'intégrale cherchée, et dans laquelle À et B seront les deux constantes arbitraires.
On peut remarquer que si la fonction P de l'équation précédente contenait x avec y', la recherche se réduirait à intégrer l'équation Vdx — dy' = Q entre les deux variables x et y' ; et que si la fonction P contenait y avec y', il s'agirait seulement d'intégrer l'équation P<fy — y'dy'=0 entre les deux variables y et y'.
Si l'on avait l'équation du troisième ordre
rf.r« g'
Q désignant une fonction du coefficient différentiel du second
ordre -7^ ou y" seulement, on écrirait de même
d'où
dx _Q*
dx=«£t
et
On aurait ensuite
d^y"dx=^-\ et v^B +f
VW,
puis
*«*■=*.+ £ /», et v=C+B*+/f /«.
L'élimination de y" entre cette équation et l'équation x= A + / -^- donnera l'intégrale demandée, A, B, C étant
les trois constantes arbitraires.
On continuerait de la même manière pour les équations analogues des ordres plus élevés.
432 Soit encore l'équation du second ordre
dx*
dans laquelle Y désigne une fonction de y seule. Multipliant par dy et intégrant, il viendra
d'où Ton tire
dx— dy =, et *=B+ fy/A+ïfYdy' J V
_jy
2* AUVÉI.
pour l'intégrale demandée , dans laquelle A et B sont les deux constantes arbitraires.
Si l'équation proposée était
P désignant une fonction de -^ ou y" seulement, on remar-
querait que cette équation peut s'écrire
et que Ton en tirera oomme ci-dessus
et *=B+ f . **
Mais Ton a de plus
dy=*dx=-^ÊÉ==% d'où y=c+ Ç~dtÈL—.
aV V Jk+VPdï* V J v'A+2/P^
En éliminant if entre ces deux équations, on trouvera l'intégrale demandée , contenant les trois constantes arbitraires A, B, C.
434. Ce procédé s'étend facilement aux équations des ordres plus élevés , dans lesquelles le coefficient différentiel est donné en fonction seulement du coefficient différentiel de l'ordre inférieur de deux unités. Soit l'équation
tf*y
0 étant fonction de -^ ou y" seulement Cette équation re-
vient à
d'où l'on tire comme ci-dessus
dx-.
dtf
VA+Î/Qd»"' L'on a ensuite
dtr
t/A+2JQdy"
y/A.+2JQdy" J \jA+2jQdy"
Puil
dy=y'dx=Cdx-t--
dyf'
= f V"dy-'
v'A+2/Qdy".
J v'A+a/Qdy'V VA+2/Qdy"
L'élimination de y" entre ces deux équations donnera l'intégrale cherchée. On remarquera que quand même cette élimination ne pourrait être effectuée, ces équations donneraient néanmoins deux valeurs correspondantes de x et y, en fixant arbitrairement une valeur de y". 435. Soit par exemple l'équation très-simple
dx*
k désignant un nombre positif. L'intégrale sera, d'après le ii*433,
d'où l'on déduit facilement (en changeant de constantes)
Mais si Ton avait
«te» **•
il viendrait
d'où Ton tire
y = ^±shLs/k(x-B)9
ou, ce qui revient au même (en changeant de constantes , y—K sin.x^k + B cos.ar \ÏL
Ces deux intégrales peuvent évidemment se déduire l'une de l'autre, en ayant égard aux relations des exponentiel!* imaginaires avec les fonctions trigonométriques.
Des facteurs propres à rendre intégrable une èquatio* différentielle d'un ordre quelconque.
436. Soit une équation d'un ordre quelconque *, mise son* la forme
<te*
+r\*>y'dx> **»* dx*-*)-"'
et considérons une des équations de Tordre (»— l)<M<* peut la déduire par l'élimination d'une constante arbitrai* *• On peut supposer que l'élimination a été faite en résolvait l'équation de l'ordre (n— i) par rapport à a, puis différentiant,
ce qui donne une équation de l'ordre n, où -r? n'entre qu*
la première puissance , mais avec un coefficient, fonction de Xj y et des dérivées de y jusqu'à Tordre (n—1). Il faudra diviser l'équation par ce coefficient pour obtenir la forme(A). Réciproquement donc il existe des facteurs, fontions de x, y et des dérivées de y jusqu'à Tordre (n — 1), qui sont tels, que le premier membre de l'équation (A) étant multiplié par Tun quelconque d'entre eux, deviendra nécessairement une différen-
dy d*y d*""1!/ tielle exacte des quantités variables x, y, -p, -7-^, da*~*m
Soit, par exemple, l'équation du second ordre
dy d*y où nous écrivons pour abréger yf et y" au lieu de -p et -j-^;
et représentons par
l'équation du premier ordre dont elle dérive, a étant la constante que Ton a fait disparaître. Pour opérer l'élimination de a, on a pu résoudre l'équation F=0 par rapport à cette constante , puis égaler à zéro la différentielle de la fonction de x, y 9 y' trouvée pour valeur de la racine. L'équation ainsi obtenue peut s'écrire
da , da . , da ,, _ te + Tyï+M*-0'
et en la mettant sous la forme
da da .
rfy' elle devra devenir identique avec l'équation différentielle
proposée tf + f(r, y, jfle=0; d'où l'on conclut que Pot i identiquement !
et comme le second membre est la fonction dérivée complète a' de la fonction de x, y, y' trouvée pour valeur de t en résolvant l'équation F = 0, il en doit être de même du premier. Ainsi l'équation proposée devient immédiatement
intégrable lorsqu'on la multiplie par -77-
Remarquons de plus que la règle pour les dérivées des fonctions implicites, appliquée à l'équation F=0, donne
dF dF da da dy*
dtf+fo~d? = °> d0Ù^ = ~dF-
da
On a donc par ce qui précède
dF
w*+fl**tf)i3f=-*.
da
ce qui montre qu'en multipliant l'équation proposée par le dF
facteur -~ , le premier membre devient une différentielle
exacte dont l'intégrale est — *, la valeur de a étant donnée par l'équation F=0.
D'ailleurs l'équation proposée deviendra également une
différentielle exacte si on la multiplie par
rfF da
, f (a) dési-
gnant une fonction quelconque de a; puisqu'elle sera alors identique avec la quantité — ?(«).«'. Représentant par <t>(a) la fonction dont — <p(a).a' est la fonction dérivée, l'intégrale de l'équation proposée sera donc <P(a)=con$t., ce qui donne a=const. Et comme on doit remplacer a par sa valeur tirée de Téquation F=0, cm voit que l'équation a=const., ne diffère point de Téquation F=0 dans laquelle a est regardée comme une constante arbitraire.
437. On a vu ci-dessus, qu'une équation du second ordre avait toujours deux équations primitives ou deux intégrales du premier ordre, contenant chacune une constante arbitraire différente. 11 résulte de ce qui précède que chacune de ces équations donnerait des facteurs différents, également propres à rendre le premier membre de cette équation du second ordre une différentielle exacte. De plus, tous ces facteurs peuvent être compris comme il suit dans une formule générale. Soient
F(*,y,y',a) = Of et F1(a?,y,y',6) = 0f
les deux équations primitives du premier ordre de l'équation proposée, a et b étant les deux constantes arbitraires. Oa aura donc, d'après ce qu'on a vu plus haut,
rfF
ltf'+f(*.y,y')]% = -
dâ rfFj
[f+f(x.V,y'))jlt = -b'.
~db
Soit maintenant 4>(a, b) une fonction quelconque de a,k. Multipliant respectivement les deux équations précédentes par
<to (te
jt> et ajoutant, il yiendra
04JL OÙ
t *> *r rxi I àady' , d6 dy' \ /d* . , d4> \
et comme le second membre est la fonction dérivée complète
de — *i*,b), il s'ensuit que l'équation proposée étant mul-
d* dF d* dF,
.. ,- , i- ^ dadtfdbdjF^. . .
tiphee par le facteur J -j — ^r2-» devient une fonction
dâ "56
dérivée complète, dont la fonction primitive est — *(«,M= const.
Comme on peut prendre une autre fonction quelconque V(a,6) , qui conduirait à l'intégrale — V(a,6)=coiw*., on en conclut a=const. et 6= const. pour les deux intégrales de l'équation proposée, a et b étant déterminées respectivement, par les équations F=0 et F,=0.
Les notions précédentes s'étendent facilement aux équations différentielles d'un ordre quelconque.
Intégration des équations linéaires à deux variables (ftin ordre quelconque.
438. On nomme linéaires les équations dans lesquelles la fonction y et ses coefficients différentiels n'entrent qu'à la première puissance. Elles sont généralement de la forme
S+pS+o^-f +u*=v' • • • ■<*>
P,Q, U,V représentant des fonctions quelconques de la
variable indépendante x.
Nous considérerons en premier lieu l'équation
+V . D*""1!* _i_ nrf""fy
Z5+PHS+Q
dr»
dr*
+ +Uy=Of
dans laquelle les coefficients P,Q, U seraient des quantités constantes, C'est-à-dire indépendantes de x et y. Il s'agit d'intégrer cette équation, c'est-à-dire de trouver une expression de y en fonction de x qui y satisfasse, et qui contienne n constantes arbitraires de plus que n'en renferme l'équation différentielle proposée.
Si nous supposions y = cF*, nous aurions en général
j7~=pV*; et en substituant cette valeur dans l'équation
proposée , il viendrait
p» + Pp,,-1 + Qp*-,-f- + U=o.
Par conséquent, si Ton prend pour p une des racines de l'équation (3), la valeur y =e?x satisfera à l'équation (2); ce sera une valeur particulière de la fonction y. Et comme Péquation (3) aura en général n racines différentes, que nous désignerons par p', p", p", p™, nous aurons de cette manière n valeurs particulières de la forme e**, qui toutes satisferont à l'équation (2).
En multipliant chacune de ces valeurs, par un coefficient constant, elles ne cesseront pas de satisfaire à l'équation (2). Ne plus cette équation sera également satisfaite par la somme de deux ou d'un plus grand nombre des valeurs dont il
s'agit. Il résulte de là qu'au moyen des n valeurs particulières correspondantes aux racines j»',p'\p*, jt*\ on peut
former l'expression
y = A'e*'- -{- A"é*"*+ km*»*+ + AC-fc^,
qui satisfait à l'équation différentielle proposée, et qui, contenant les n constantes arbitraires A\A>%A,m9.~.kw9eûe& nécessairement l'intégrale générale.
439. Si l'équation (3) avait des racines imaginaires, la méthode précédente s'appliquerait également, les eipooeotielles imaginaires pouvant être remplacées par des anus 4 cosinus d'arcs réels. Soient en effet « -f 6 y7 — 4 et a—6 V-* deux racines imaginaires de l'équation (3). Les valeurs particulières correspondantes seront
ou
ou
A W+ty-») + AVtMv'-u , e«*[(A'+A")cos.6s+ (A'— ATj)/^ï.tàXLix) ,
ou, en écrivant B' et B" à la place de À' + À*et
««•(B' COdte + 1T rin.*r) t-
B' et B" représentant de nouvelles constantes arbitraires.
440. Si l'équation (3) a deux ou plusieurs racines égales» la méthode dont il s'agit parait eh défaut. L'intégrale pread alors une forme particulière que l'on peut trouver de la manière suivante. Supposons d'abord que les premières racines p' et p" diffèrent très-peu l'une de l'autre , en sorte que tf*
puisse écrira p*=p' + w, *> étant une quantité très«petite. La somme des deux valeurs particulières correspondantes sera donc
A't*» + A*v+»)» = é**( A' + A"e*») , ou en développant l'exponentielle *"*,
e** (a'+A"+ A^+à"ÏÏ— + etc. V
Si maintenant on suppose que o> devienne infiniment petite , rien n'empêche de prendre les valeurs de A' et A" telles que A"** conserve une valeur finie et arbitraire, ce qui suppose A" infiniment grande , et que A' -{-À" conserve également une valeur finie et arbitraire, ce qui suppose A' aussi infiniment grande , et de signe contraire à A". Quant aux termes contenant les puissances supérieures de u>, ils devront être négligés. La somme des deux valeurs particulières dont il s'agit deviendra done dans le cas de deux racines égales àj*V
B* et 3" désignant deux constantes arbitraires.
Le même raisonnement s'appliquerait an cas où les trois racines p',p",pm seraient égales entre elles. Supposant p"=p'-f en, nous aurions donc pour la somme des trois valeurs particulières correspondantes
«•*»( A# + A"a?) + L'eP*»» f
c'est-à-dire
(f + L*m + r+km*» + Lm^+km^+l^
Admettons maintenant que <■> devienne infiniment petite.
— 9i — Nous pourrons néanmoins prendre A1, A", A" telles que les
quantités A' + A*, A" +• A" o>, — — conservent des valeurs
finies et arbitraires. Supprimant d'ailleurs le terme contenant &>' et les tefmes suivants, il restera pour la somme des trois valeurs particulières dont il s'agit.
On procéderait de la même manière dans le cas où il y aurait un plus grand nombre de racines égales; et l'on voit qu'en général l'existence d'un nombre r de racines égales à p' dans l'équation (2) donne lieu à autant de valeurs particulières dont la somme est exprimée par
<*'*(B'+B";r + 8***+ + BCnr"-1).
Revenons maintenant à l'équation (!) dans laquelle
les quantités P,Q, U,V sont en général des fonctions
quelconques de x. On remarquera d'abord que si le terme V était nul, c'est-à-dire si l'on avait simplement
cette équation aurait, comme l'équation (4), la propriété d'être satisfaite par la somme de plusieurs valeurs particulières multipliées chacune par une constante, ainsi qu'il est aisé de le reconnaître. Il suffirait donc alors de connaître no nombre n de valeurs particulières pour avoir immédiatement l'intégrale générale demandée.
442. Lorsque le dernier terme V subsiste dans l'équation (1), elle ne présente plus la même propriété. Néanmoins l'intégrale générale peut être obtenue au moyen de la mé*
thode suivante lorsqu'on connaît n valeurs particulières qui satisfont à l'équation (4).
Soient Y', Y", Y", YW les n valeurs particulières dont il
s'agit. Nous en formerons l'expression générale
dans laquelle À', A", A", Àw désignent maintenant des
fonctions indéterminées de x. En prenant les différentielles successives de cette expression, on aura d'abord
+ Sr+£r+£«-+ +^w.
et nous égalerons la seconde ligne à zéro, en regardant les
fonctions A', A", À", A(n) comme assujetties à satisfaire à
cette équation. Il viendra alors
dAf dï[ dM> dï» dST tfY» dAÇ-) rfyOO
dx dx dx dx dx dx dx dx
Égalant de même la seconde ligne à zéro, il viendra
+ dx dx1+ dx dx* + dx dx* + + dx dx* 9
où nous égalerons la seconde ligne à zéro; et ainsi de suite. Nous parviendrons de cette manière à
*•>_ ,«wr „*v *&** (•),M,,'
dx* dx* dx* dx* ils*
Al' d*-*Y' dA» d'-'Y" dA» d-'YV dAW*^
dx dx*~* (te «te"'1 dx dx*"1 dx d*4""1 '
et nous égalerons la seconde ligne à V.
Cela étant posé, il est visible que les valeurs y=Y, y=Y",y=Y*, y=Y^ satisfaisant séparément à l'équation (4), l'expression générale suivante y^AT + AT-f
A"T"-j- -fA00^"1 satisfera également à l'équation (l),
pourvu que l'on regarde les fonctions A', A", A*, Aw
comme assujetties à vérifier les n équations
rfVrfT dA^dT dATdjr dAW diw=0
dx dx dx dx dx dx " * dx dx '
dA' rf»r dA" rfnr" dA* rfnr «iam d»rw É
dx 2? + dx* "ïE1" + dx" "Sx7 + + ~dx* "S5"
dA' d*-'Y' dA" dr+f dA» dr+T dAW rf-*lN -
"dï" d*""1 dx dx*"1 + dx dx*"1 +****+ ^ |^-i ""
Or, ces équations étant linéaires donneront toujours pour
f , â. dA' dA" dA" ik** . . „t .
les fonctions -7-, -7—, -r-, "TT^T* ^es valcurs déterminées que nous représenterons par *', $", ♦", *<*>. L'exp*-
sion de l'intégrale générale cherchée sera donc
y==Y'(a,+Jdx.*0+r(a"+J^
et contiendra les n constantes arbitraires *', *%.....rf*>4 443. Si l'on ne connaissait qu'un nombre de valeurs pu-
ticulières moindre que le nombre n qui exprime Tordre de
l'équation différentielle proposée, la méthode précédente ne
pourrait pas être appliquée de la même manière. Les fonc-
dM dk" dk" ,XL
tions -j-, -^— , -r-, etc., n'étant plus en assez grand nombre dx dx7 dx r
pour que Ton pût poser toutes les équations nécessaires pour
faire disparaître les secondes lignes des expressions des diffé-
du d*y d8v rentielles 3^, 3-4, 3-4, etc., on serait obligé de laisser subax ax . dx
sister dans ces expressions les différentielles supérieures de
quelques-unes des fonctions indéterminées A', A", A", etc.
La recherche des valeurs de ces fonctions exigerait donc
l'intégration d'une ou de plusieurs équations différentielles.
Si le nombre des valeurs particulières connues est n — 1,
l'intégration générale peut toujours être obtenue, parce que
la détermination des fonctions A', A", A"; etc., n'exige alors
que l'intégration d'une équation différentielle linéaire du
premier ordre , intégration qui peut toujours être effectuée
conformément au n° 387.
Dans le cas particulier où les coefficients P,Q, U
de l'équation (i) sont des nombres constants, le dernier terme V seul étant une fonction de a?, les valeurs particulières Y',Y",Y"\ Tf« sont connues, conformément à
ce qu'on a vu n° 438, puisqu'elles sont exprimées par
rfj~9f-9 €«n)*9 en désignant par p\f,pm, p™
les racines de l'équation (3). La méthode précédente donne donc facilement l'expression de l'intégrale cherchée.
Soit, par exemple, l'équation du second ordre
Désignant par p' et p" les racines de l'équation
p* + Pp+Q=rO; l'expression générale de y sera
et les fonctions A' et A" seront assujetties, à satisfaire aui équations
dk' dk"
On en déduit par l'élimination
dk' \.e-P* a'+fdx.Ye-*<
aF^prz^- doù A= p,_f ,
a et a7' étant les deux constantes arbitraires. L'intégrale demandée est donc
_ fo'-f fdx.\e-**y**— (g"+ JdkVr**y' V- p'-j'
416. Si les racines de l'équation p> + F>+Q=0*W imaginaires et désignées par a ± 6 ^ — 1 , on prendrait d'après le n* 439 , pour l'expression générale de y, (
y = AV«* cos.&r + k"€** sin.*t.
Les fonctions A', A" seraient assujetties à satisfaire aux équations
^e1*cos.6Lr+-^e«*sin.k; = q.,
^(«efll*cos.6x— 6e««sin.6x) + -^- («** sin.6a;+6e**ços.*F)=Vt
d'où l'on déduit par l'élimination
dM
dx dk"
Vg-«*5in.6g A,_a'— Jdr.Ve-«*8in,6j7
VéT«*cos.6a:
et A"=
g//+/rfx.Ve"-flLPcos.&c
dx ~~* 6 w " "" 6 L'expression de l'intégrale générale est donc ici Jja?— fdx.\e^ahLix)C0B.ix^a!'+fdx.Ye^C09.Sx)aiiLix
447. Si les racines de l'équation p1 +Pp + Q = 0 étaient égales entre elles, l'expression de y du n° 445 , se réduirait à -. On en trouverait la véritable valeur en différentiant
le numérateur et le dénominateur par rapport à p", puis faisant p" =p', ce qui donne
y=—(fdx.xVe-9'W+ (af'+fdx.Yer^*)x^ '*.
Comme les limites inférieures des intégrales demeurent arbitraires, on peut rétablir dans le premier terme la constante a', et écrire
y = (a'— fdx.xNe-**)**'* + (^+/rfar.Ve-^*)wf *.
Cette formule, dans le cas où V = 0, se réduit à
comme cela doit être d'après le n° 440,
2« A9SÉE. î
LS
fcf.;
448. L'intégration des équations linéaires du second ordiv. donne immédiatement la loi des températures permanente* d'une barre ou d'un anneau dont la section transversale est uniforme et fort pçtite.
Concevons une barre cylindrique ou prismatique d'une longueur infinie dont une extrémité placée dans un foyer de chaleur est maintenue constamment à la température U. Cette barre est placée dans l'air à la température 0. La chaleur communiquée par le foyer se propage dans la barre, l'échauffé progressivement, et se dissipe en partie dans le milieu environnant. Après un temps suffisant, il s'établira dans toute l'étendue du prisme des températures constantes dont il s'agit de connaître la loi , et qui sont évidemment déterminées par cette condition, que chaque partie reçoive du foyer par une de ses extrémités, une quantité de chaleur égale à celle qu'elle transmet aux parties suivantes et qu'elles perdent par leur surface extérieure.
Les dimensions transversales de la barre étant supposée? frès-petites; on peut regarder comme égales les température* de tous les points d'une même section. Nous désignera* par
Q l'aire de la section transversale de la barre;
Y le périmètre de cette section;
x la distance au foyer d'une section quelconque de b barre;
v la température qui a lieu dans cette section ;
K, k les conducibilités intérieure et extérieure de ia substance de la barre*
Considérons l'élément de la longueur de la barre compris entre les sections placées aux distances s et x + dx. La sur-
face de cet élément étant fdx, la quantité de la chaleur perdue par sa surface extérieure dans l'unité detemps, est h;dx.v ; et , par conséquent , la portion de chaleur perdue dans le même temps, par la partie de la barre qui est à la §pite, est exprimée
/•CÙ
par Tintégrale A? f vdx. Mais d'une autre part, la température de tous les points d'une même section étant supposée la même, la chaleur traverse l'élément dont il s'agit, de la même manière que cela aurait lieu pour un solide infini compris entre deux plans parallèles. L'épaisseur du solide <st ici dxy et les températures extrêmes sont v et v-\-dv. La quantité de chaleur qui* le traverse dans l'unité de temps
est donc — Ko — . Ainsi nous avons pour exprimer la condition énoncée, l'équation
do /'*
qui donne en différentiant
On parvient également à cette équation en remarquant que — KO — représentant la quantité de chaleur qui traverse dans l'unité de temps la section de la barre placée à la distance x du foyer, on aura — Ko ( — + <* • JT" ) P°u!% représenter la quantité de chaleur qui traverse dans le même temps la section placée à la distance x + dx. Or, la différence de
ces deux quantités , qui est Kû *r-tdx> doit nécessairement
être égale à la quantité de chaleur h^dx.v qui se dissipe par la partie de la surface correspondante à l'intervalle àx. On a donc comme ci-dessus
YM^dx^kidx.v, ou ^=1^».
449. L'intégrale complète de cette équation différentielle est, conformément au n° 445,
e représentant la base des logarithmes hyperboliques, A et H les deux constantes arbitraires. Mais il est visible qu'ici la constante B doit être nulle, car la valeur de c ne peut croître indéfiniment avec x. De plus, comme on doit avoir »=l quand x = 0, la constante A doit être égale à U. L'expression demandée des températures permanentes est donc
Ainsi , les températures des divers points du prisme état.: représentées par des nombres, les distances de ces points au foyer sont représentées par les logarithmes correspondants , Dans deux barres de même substance, les distances du foyer où Ton observe la même température sont proportionnel
à la quantité l/-, ou à la racine quarrée des dimension
homologues si les sections sont semblables. Dans deux barr* de substances différentes, ces mêmes dislances sont proportionnelles au rapport \/— . Les observations de ce gewe
peuvent faire connaître pour divers corps la valeur du rap-
port r des deux conducibilités. On a même cherché à faire n
servir les observations dont il s'agit , à déterminer les valeurs relatives de la conducibilité intérieure K, en recouvrant chaque prisme d'une couche de vernis, dans la vue de leur donner la même conducibilité extérieure, procédé qui ne présente peutêtre pas toute l'exactitude nécessaire.
450. On déduit d'ailleurs facilement de l'équation précé • dente toutes les circonstances du mouvement de la chaleur dans les différentes parties du prisme. La quantité de chaleur qui traverse dans l'unité de temps la section placée à la distance j- du foyer, est
dv
-EU.~ = U.vtoK.7Û.e
et par conséquent, la quantité de chaleur qui sort du foyer, et qui se dissipe dans l'air par la surface entière de la barre . est , dans le même temps,
U.^K.yû.
Cette quantité est donc proportionnelle à la puissance - des
dimensions homologues pour des barres de même substance et de figures semblables.
451. Admettons maintenant qu'il s'agisse d'une barre prismatique d'une longueur déterminée représentée par a, et dont les deux extrémités soient maintenues respectivement aux températures constantes U. etV. La loi des températures
permanentes sera toujours donnée par l'équation différentielle du n° 448; mais dans l'intégrale générale du n° U9, que nous pouvons écrire
en posant pour abréger V-— = X , on devra déterminer les
constantes arbitraires A et B de manière que v =U lorsque jr = 0, et t? = V lorsque x=a. Cette intégrale deviendra alors
expression qui donnera les températures d'un point quelconque de la barre compris entre ces deux extrémités.
452. Les résultats précédents ne supposent pas nécessaiment que l'axe de la barre soit rectiligne. Les dimensions Ao la section transversale étant supposées très-petites , on peut attribuer à cette barre une figure quelconque, et même supposer que ses deux extrémités sont réunies, de manière à former un anneau. La formule du numéro précédent exprimera toujours les températures permanentes d'une portion de la barre comprise entre deux foyers, 'dont l'intervalle est a, et qui sont maintenus respectivement aux températures U et V.
Si la barre forme un anneau , et s'il n'y a qu'un seul foyer maintenu à la température U , on aura évidemment dans toute l'étendue de l'anneau
ou
.Vu-*)
+ gA
a désignant la longueur de son périmètre. Si Ton veut compter les x du point de l'anneau opposé au foyer, et qui partage le périmètre en deux parties égales , on aura
On ne donnera à x dans la première de ces formules que des valeurs comprises entre 0 et a, et dans la seconde que des
valeurs comprises entre — - et -+• s •
453. Considérons trois pointe de l'intervalle compris entre deux foyers situés aux distances x, x -}- <* et a?+ 2* de l'origine des x. En désignant respectivement par vQ,vif v% leurs températures, on aura, d'après l'équation générale du n° 451
vt = A.e-^+«)+B.eV+«) , v, = A.g-V*+**)+B.g>(*+2*\
Donc
ou bien
On voit donc que l'état permanent des températures d'une barre ou d'un anneau est toujours tel, que prenant entre deux foyers plusieurs points également espacés, et considérant trois de ces points placés les uns à la suite des antres, la somme des températures des points extrêmes, divisée par la température du point intermédiaire , présentera toujours une même valeur qui dépend uniquement de la distance * des points dont il s'agit. Ce résultat remarquable a été vérifié par l'expérience.
XXXIV. ÉLIMINATION DBS VARIABLES ENTRE LES EQUATIONS DIFFÉ- RENTIELLES SIMULTANEES. — INTEGRATION DES ÉQUATIONS LINEM- RES SIMULTANÉES.
454. Considérons plusieurs variables x, y, x, etc. , regardées comme des fonctions d'une autre variable indépendante v, et admettons que Ton ait plusieurs équations entre les variables x,y, *, etc., et leurs coefficients différentiels
dv ' dv* • etC'" • diï dv* • eU%" • dv* dv* • ew-
Si les équations dont il s'agit sont en même nombre que les variables x, y, x, etc. , on pourra toujours déduire du. système de ces équations, des équations différentielles séparées contenant une seule de ces variables avec la variable indépendante v. L'intégration des équations proposées, c'est-à-dire la recherche des expressions générales de x,y,z, etc., en fonction de la variable indépendante, serait ainsi ramenée au cas d'une seule équation différentielle entre deux variables. En effet, supposons que l'on n'ait que deux équations entre les deux variables x et y, et leurs coefficients différentiels pris
— iori —
par rapport à t?. Soit m Tordre de la première équation par rapport à y, et n Tordre de la seconde équation , par rapport à la même variable. On différentiera n fois la première équation, et m fois la seconde, ce qui donnera, en comprenant les équations proposées, m + n + % équations, au moyen desquelles on peut éliminer la variable y et ses coefficients diffé-
dy flPi# d3y rentiels -^ , -~ , -r4 , etc., jusqu'à Tordre m + n. Il restera dv dv* dv* ^
une équation qui ne contiendra que la variable x seule et ses coefficients différentiels. On obtiendra de la même manière une équation en y. La même remarque s'applique au cas où le nombre des variables et des équations proposées est plus considérable. On voit de plus que, si les équations différentielles proposées sont linéaires, l'élimination doqt il s'agit conduira à une équation finale également linéaire.
455. On peut, dans quelques cas, et particulièrement lorsque les équations différentielles simultanées sont linéaires et à coefficients constants, obtenir directement des équations primitives dont on déduirait les valeurs générales des variables. Considérons d'abord deux équations du premier ordre, qui seront généralement de la forme
Par une élimination facile , on peut les ramener à la forme plus simple
Nous regarderont en général S, T, U, S', T, U' comme représentant des fonctions quelconques de v. La difficulté consiste ici en ce que les deux variables x, y, se trouvent à la fois dans les deux équations proposées, et il s'agit de remplacer ces deux équations par deux autres qui ne contiendraient chacune qu'une seule variable avec la variable indépendante t. Pour y parvenir, on multipliera la seconde équation par un facteur * qui sera une fonction indéterminée de v, et un l'ajoutera à la première , ce qui donnera
De plus on posera x + *y =u, d'où
dv + *dv~dv~ dvv*
u étant une nouvelle variable. Ces valeurs étant substituée dans l'équation précédente la changeront en
du
dv
et en déterminant la fonction * de manière à satisfaire à IV quation
^+(S+s'*)tf-(T+r*) = o, ..... f2; il rostora à intégrer l'équation
^" + (s + s'<i>)K = u + ir* [3
L'équation (2) ne contient que les variables * et r. Si Pôn peut trouver une valeur pour 4> qui satisfasse à cette équation, on la substituera dans l'équation (3), qui ne contiendra plus que les variables u et v, et qui rentrera dans les cas traités n° i38 et suivants.
4T>G. Si les coefficients S, T, S', T des équations (1), sont constants, on pourrait satisfaire h l'équation (2), en prenant
pour 4> un nombre constant, ce qui donne — =0, la valeur
de ce nombre étant déterminée par l'équation du second
degré
En appliquant d'ailleurs à l'équation (3), la méthode du n° 386, on trouvera pour l'intégrale de cette équation
n = ^<s+y*>[<i+/rfr(U+U'<I>) . e(S+S'4»].
a étant la constante arbitraire. On doit mettre dans cette expression à la place de * , les deux valeurs qui satisfont à l'équation (4); en les désignant par *t et <!>,, et remplaçant m par son expression en x et y, on aura les deux équations primitives
x+^y^e-ls+s'+iïlat+fdviV+m^) . efs+S'4M\/| , x+Qty=e^.s+y*t)*[ai+fdv(y+V<t>î). e(8+S'*s>] ,
au moyen desquelles on pourra déterminer les expressions de chacune des variables a: et y en fonction de r.
457. Si les racines de l'équation (4) étaient imaginaires, et désignées par i zh 6 ^—\ , l'équation (2), a laquelle la
quantité 4» doit satisfaire , pourrait alors se mettre sous la forme
ou bien
dont l'intégrale est
+ S7to=0;
arc. tang. — g— =C — S'i? f
C désignant une constante arbitraire, et donne * = a + 6. tang. 6(C — S'r),
En donnant à la constante G deux valeurs particulières quel-
conques; en supposant par exemple 6C=0 et 6C = -, oo aura les deux valeurs
<l»:=a— 6.tang.6S't> et «l> = a4-6.coL6S'i?t
qui étant substituées successivement dans l'équation '•> . donneront les deux équations nécessaires pour déterminer/ et y en fonction de v.
Si les deux racines de l'équation (4) étaient égales cotn» elles, et représentées par o, l'équation (2) se mettrait sous la forme
— îoy —
dont l'intégrale est
= C + Sï?f
C désignant toujours une constante arbitraire ; d'où Ton tire .
C + SV
En donnant à G deux valeurs particulières quelconques, supposant par exemple C = oo et C = 0 , on aura
* = P et 4> = p + g^,
valeurs qui devront être substituées comme ci-dessus dans Téquation 5 .
458. Supposons maintenant que Ton ait trois équations du premier ordre entre les variables x, y, z et la variable indépendante r, qui, d'après ce qui a été dit n° 435, pourront toujours se ramener à la forme
dx dv
dv dz dv
+ S'x + Ty + \J'z = r,
+ SP* + T"y + U"z=Y".
On multipliera respectivement la seconde et la troisième équation par les facteurs indéterminés <!> et T , et on les ajoutera à la première , ce qui donnera
de + * do + r sf +(S + s'*'+ s^x + (T+T'<|,+T"^y .
+ (u +JJ'*b+JJ"V)z = V+V'*+V*V.
du dv
On posera ensuite
*+*îf+Y*=«t d'où x = u — *y— Vz,
d»+ d»+ dv-dï~~dov do''
u désignant une nouvelle variable. Ces valeurs étant substituées dans l'équation précédente , il viendra
+(S+S,*+S'/T)«— jl ^ +(s+S'<î>+S"Y)*— (T+T'*+T"T)]
Ainsi, déterminant <1> et Y de manière à satisfaire aux dcui équations
fL. +(s+s'0>+s"HO*~ (T+T'<N- t"*)= o ,
~ +(S+S'«I>+ S"T)T— (U+U'<fc+U"Y)=0; il restera à intégrer
d" +(s+s'*+s>"ll> = V-f Vtf+V H'#
entre les seules variables u et t?. Les équations seront donc résolues si Ton peut trouver des valeurs de * et Y qui satisfassent aux deux équations dont dépendent ces fondions.
459. Si Ton admet, comme dans le n° 436, que les coefficients S, T, U, S', T', U', S ", T", U" des premiers membres des équations proposées soient des nombres constants, on pouîra prendre pour * et T des valeurs constantes, déter-
minées par les équations
(S+S'fc+S'T)* — (T+TQ+T'H) = 0 , (S+S'^+S"^)1*' — (U+U'*+U"Y) = 0,
et comme les équations finales donnant les valeurs de ct> et 1' monteront au troisième degré, on aura trois systèmes de valeurs que nous désignerons respectivement par *, et ^\ , *s ctH-5,*setT3.
L'intégrale de l'équation entre u et v étant d'ailleurs
nous aurons les trois équations primitives
*^+T3y=e^8+S'*3+S''V3>[a3+/rfi?(U+U'*3+U/,,r3]. tfS+S*,+8"Vj)»] ,
qui détermineront les valeurs de #, j/, je en fonction de t>.
La même méthode s'applique aux cas où Ton a un plus grand nombre de variables et d'équations différentielles, et Ton voit que ces équations s'intègrent toujours lorsque les coefficients des premiers membres sont constants.
460. Nous avons supposé jusqu'ici que les équations différentielles proposées étaient du premier ordre. Le cas où ces équations sont du second ordre et des ordres supérieurs est ramené au précédent de la manière suivante. Soient j par exemple, les deux équations du second ordre
— lia —
On posera -j-=P,-r = <I> P et 9 désignant de nouvelb av av
variables. On aura alors les équations du premier ordre ^ + Ap + Bq + Ctf + D0 = Ef
entre les quatre variables x> y, p, q% et la variable indépendante t. Ces équations étant traitées par la méthode <b n°* 455 et suivants , conduiront aux expressions demandât de x et y.
XXXV. INTEGRATION PAR SERIES DES BQCATiONS DIFFÉRENTIELLES
161. Lorsqu'il n'est pas possible d'obtenir en termes fini*» par le moyen des méthodes connues , l'expression de la fonction qui est donnée par une équation différentielle, on peut chercher à obtenir cette expression sous la forme d'un développement en série infinie. Si la série est convergente, Impression dont il s'agit sera aussi propre que toute autre à faire connaître les valeurs numériques de la fonction cherchée.
Le développement en série de la fonction y donnée pa» l'équation différentielle
uiv;.!t.
peut s'obtenir en général au moyen de ce qui a été dit dans le
n* 427. Cette équation étant résolue par rapport à -r~ donnera
les valeurs de ce coefficient différentiel et des coefficients différentiels des ordres supérieurs correspondantes àx = 0; et en substituant ces valeurs dans l'expression générale
— « JL dy*~ -L ^0?! JL *% *i
»=*+<Gr +
+ w5r«â+etc,
dafi 2 ^ <te» 2.3
on aura le développement de la fonction y, dans lequel il restera les n coefficients arbitraires y0, -p., -—?, . y°.
Dans les cas particuliers où la supposition de a?=0 ren-
dnti drait infinies les valeurs de -r-^ et des coefficients différentiels
des ordres supérieurs, on remarquerait que la formule de Taylor donnée n° 80 , devient, en y faisant z=a, puis h = x—a,
*=*+ w~(*— *)+ w^ — ô— + w^r -s-jT + ^ irr + «te.
où l'on représente par ya, -^ , -r~ , etc. , les valeurs particulières que prennent y, -g, -7^, etc., lorsqu'on donne à x
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la valeur a. On déduirait donc de l'équation différentielle proposée les valeurs de-r-^, - — y?, . ^*9 etc., que l'on sub-
stituerait dans l'expression précédente. On pourrait d'ailleurs attribuer à a toute valeur qui ne rendrait pas infinies les valeurs des coefficients différentiels de Tordre n, et des ordres plus élevés.
462. Il est souvent plus simple et plus fecile de substituer à l'opération qui vient d'être indiquée! la méthode des coefficients indéterminés. Soit, par exemple, l'équation du ftoood ordre
On posera, pour satisfaire à cette équation,
y «= A**** À^+t +Atsa+*+ A,s*+H À*3*-M+etcf ,
A,,Aft, À,, etc., désignant des coefficient* constants indéterminés, et « un exposant également indéterminé. Si Von substitue cette expression de y dans l'équation proposée, il viendra
0 = Ao*(a— l^î+A^+l)***-* +AJ(a+2Xa+l)«a +A8(a+3Xa+2)|ara+i+A4(«+ûXa+3j|««+i+etC,,
équation où Ton fera disparaître les deux premiers termes du second membre, en supposant «c=0, et laissant indéterminées les constantes A0 et Ar Le troisième disparaîtra en supposant A, =0. Quant aux termes suivants, ils deviendront nuls en déterminant convenablement les coefficients A,, A;.
A„ etc., au moyen des trois premiers. Les valeurs de ce» coefficients seront données par les équations
-*» = £§ d'où l'on déduit A.«-|$
~AMr"9SÔ
etc.
etc.
La série qui donne l'expression cherchée de y est donc
4^Ï3 + Ï3Â6~ 2.3.5.6.8.9 + etC*/
+Al V*~ 34 + 3X&7 -3XêT7lâ5 + **)'
A, et A, sont les deux constantes arbitraires. 463. Si l'équation proposée était
Hl
lu substitution de l'expression
donnerait l'équation de condition
0 = VO*— IJxfr-a+Arfa+iJa +Ao + A,(«+3X«+2)|s*+i + etc.
On fait disparaître le premier terme en posant *=0 ou a = 4 , mais la première hypothèse ne peut être admise pane que le second terme ne pourrait alors disparaître qu'en supposant aussi A0 = 0. En faisant donc « = 4 , les coefficients différentiels seront déterminés par les équations
■-~Aj» u«2 — A| Ag — ■
— A^S.l^A,, d'où Ton déduit A,= — ~|
—A,,. 4.3- A, *•— ^DEÎM
-A4.6.4 = A, Ai = ___€to
— A5.5.6 = A^ etc.
Par conséquent l'équation est satisfaite par la valeur
Cette expression ne contenant qu'une seule constante arbi-
traire, présente bien une infinité de valeurs particulières de la fonction y , mais elle n'est pas l'intégrale générale de l'équation proposée. Il est aisé de reconnaître d'ailleurs que l'on ne peut satisfaire à cette équation par une série ordonnée suivant les puissances descendantes de x.
Nous considérerons encore l'équation du second
ordre
En posant comme ci-dessus ,
y = A^+Ala*+i+h^*+k&+*+*kx*+*+ etc.,
et substituant cette expression dans l'équation proposée, 0 viendra
a^-l+Atfc+l)*
+Ai(« + i)
+Arf«+2) +A»
a«+*+ete.
On fait disparattre le premier terme du second membre en faisant a = 0 sans déterminer A0 ; mais alors le second terme ne disparaît pas, à moins que Ton ne fasse Àt =.0. De même on fait disparaître le second terme en posant a = — 1 , le coefficient A4 demeurant indéterminé, mais alors le premier terme ne disparaîtra pas, à moins qu'on ne suppose A0 =?0. Si Ton fait donc « = 0, les coefficients seront déterminés par les équations
A*sA«f d'Où IV» déduit A»=A,
etc. etc.
On satisfera donc à l'équation proposée par la série
(x* ac* a? \
Quant à la supposition de a = — i , il est aisé de reconnaître qu'elle conduirait à la même série que Ton vient de trouer. On n'obtient encore ici qu'une formule propre à donner des intégrales particulières, mais non l'intégrale générale de l'éqni' tion proposée*
465. Lorsque la substitution d'une série ascendante de la variable * dans l'équation différentielle ne donne qtfuw valeur particulière, cela tient généralement à ce que Intégrale oomplète doit contenir des termes affectés du lopriliu» de cette variable. Ayant trouvé, par exemple, poerPip* lion Diéoédcnte
tW + xdx+y -v*
ta valeur particulière
-f-etc.
on posera, pour obtenir l'intégrale complète, conformément à ce qu'on a vu dans les n0- 442 et 443 , y = AY', A désignant une fonction de x, ce qui donne
et
dx~*dx "*" dx1 • dx*~~ dx* dx dx dx*
Mettant ces valeurs dans l'équation précédente, et supprimant les termes affectés de À dont la somme est nulle, il restera pour déterminer A l'équation
1 dx**
Vd£ + *m = *>
qui devient, en posant — = t,
dt ( dï' TA dt 2dY' dx
1 /* tf#
d'où Ton tire f = -^j, et par conséquent A = l -^ On en conclut que l'expression de l'intégrale complète
est
« et è étant les deux constantes arbitraires. D'ailleurs
Çdx __ rdx J *Y"~J x
(i+a*»+«*»+ete.)=te+^- + -£-+eta.
!ft
! '• ft
a, 6, etc., désignant des coefficients numériques qu'il est facile de déterminer. Cette expression devient donc
»=(l-S+âS*-?tc-)[a+6(te+?+x+ete)}
XXXVI. ÉQUATIOHS AUX DIFFÉRENCES ORDINAIRES DU PMBDl 0RDRR A TROIS VARIABLES.
Soit proposée l'équation différentielle
dans laquelle P, Q, R désignent des fonctions quelconques des trois variables x, y, z. Si cette équation est le résultat immédiat de la différentiation d'une équation primitive ?(È,y, z)=0, son premier membre satisfera aux conditions d'intégrabilité des fonctions différentielles du premier ordre à trois variables, et on pourra en trouver l'intégrale, qui devra être complétée par une constante arbitraire.
Mais si l'équation proposée résulte de l'élimination d'une constante entre l'équation primitive F(x> y, *) =0, et l'équation différentielle qui s'en déduit immédiatement, ou si l'on a supprimé après la différentiation un facteur commun à tous les termes, elle ne satisfera plus en général aux conditions d'intégrabilité. Néanmoins cette équation ayant été déduite d'une relation donnée entre les trois variables x, y, s, àoé deux d'entre elles, par exemple a: et y, peuvent être regardées comme indépendantes, et la troisième z comme fonction de ces deux-ci, il s'ensuit que tirant la valeur de dz qui sera
cette expression doit satisfaire à la condition générale de l'expression de la différentielle des fonctions de deux variables indépendantes; en sorte que l'on doit avoir
dy\K)~~dx\y9
ou , en faisant attention que x est contenu dans les fonctions P,QetR,
/rfP ,dPdz\ p(dK,dRdz\ *\dy + dzdy) ^{dy^ dz dy) _ fdQ dQdz\ (dR dRdz\ -^[di+dz dïjV\dx+dzdïr
Mettant pour -7- et -7- leurs valeurs— — et — -et réduisant, r ix dy R R \
il vient
Cette équation exprime la condition nécessaire pour que Ton puisse regarder dans l'équation proposée deux quelconques des variables comme indépendantes, et la troisième comme une fonction des deux autres. On pourra alors considérer l'équation dont il s'agit comme appartenant à une surface.
467. Lorsque l'équation de condition que l'on vient d'obtenir fournit une valeur de *, par exemple, en fonction de x, y, pour laquelle on ait
Vdx + Qdy + Rdz = 0,
on se trouve satisfaire à cette dernière équation sans avoir eu rien à intégrer. Mais quand l'équation de condition indiquée est vérifiée identiquement (et elle doit l'être si l'équation diffé-
rentielle a une intégrale F(x, y, m) =0 contenant eue constante arbitraire qui n'entre pas dans P, Q, R)> alors la recherche de l'intégrale se ramène à l'intégration d'une équation à deux variables seulement. En effet, regardons la variable: comme constante, et supposons par conséquent (fc=0; l'équation proposée se réduit alors à
Vdx + Qdy—0,
qui appartient à une section quelconque laite dans la surface par un plan parallèle au plan des xy, à une distance de ce plan marquée par la valeur constante attribuée à la coordonnée z, dans les fonctions P et Q* Si Ton parvient à intégrer cette équation en rendant son premier membre unedifferentielle exacte en x et y an moyen d'uA facteur X, fl ftodn regarder la constante qui complétera cette intégrale cornctf une fonction de z : nous représenterons donc l'intégrale don: il s'agit par
Z désignant une fonction de z seule. Or, en différente cette dernière équation en y faisant varier x , y, *, il viendn
c'est-à-dire
Kfdx + Qdy) + ^ dz =<ÉL
De cette équation combinée avec
Vdx + Qdy + Mz = 0 , je tire
et comme Z est une fonction de * seule, le second membre doit se réduire aussi à une telle fonction en éliminant une des variables x, y, au moyen de l'équation <p(x, y, z)=Z; la variable a: ou y étant chassée ainsi, l'autre y ou x doit disparaître d'elle-même, en sorte qu'il ne restera qu'une équation différentielle entre z et Z. Cette équation étant intégrée, donnera l'expression de Z en z, avec une constante arbitraire; et en remplaçant Z par cette expression dans l'équation o(.r,y,z) = Z, on aura l'intégrale cherchée.
468. Soit proposée, par exemple, l'équation différentielle suivante,
$xz+z*)dx+1yzdy— 2(a£+yf +b)dz = 0 ,
pour laquelle l'équation de condition du n° 466 est identique En y regardant z comme constante, elle se réduit à
(2*+z*)dx+2ydy = t>t
où les variables sont séparées, et dont l'intégrale est
Z étant la constante arbitraire, que nous regardons ici comme une fonction de*. Différentiant cette dernière équation en faisant tout varier, il vient
[2z+z')dx+'2ydy+2xzdz=(tL t
que l'on peut changer, en ayant égard à l'équation proposée, eu
Remplaçant dans cette équation y* par sa valeur déduite de
l'équation x* + y1 + xz* = 2 , la variable x disparaîtra, et il viendra amplement
équation dont l'intégrale est
as« = z-f6,
a désignant la constante arbitraire. Mettant donc pourZ la valeur qui se déduit de cette équation dans x'+y'+xi'^Z, il viendra
qui est l'intégrale cherchée.
Lorsque l'équation différentielle proposée
Pdx+Qdy+Mz — O,
ne satisfait pas à l'équation de condition du n° 466, d'où l'on conclut qu'il n'est pas possible d'y regarder deux des variables comme indépendantes, et la troisième comme une fonction de celles-ci , on ne peut attribuer un sens analytique à cette équation qu'en admettant que deux des variables sont liées par une relation inconnue , mais existante. On devra donc supposer, par exemple, que x et y ont entre elles une relation exprimée par une équation telle que y{x,y)=iQy d'après laquelle l'équation proposée se réduirait à une équation à deux variables seulement, et pourrait être intégrée en conséquence, après la détermination de la fonction <?. Dans un tel cas l'équation dont il s'agit ne peut
pas être regardée comme appartenant à une surface. La fonction z est l'ordonnée des courbes, en nombre infini, que l'on obtiendra après avoir tracé arbitrairement sur le plan des xy les projections de ces courbes qui sont représentées par l'équation <f(x,y) = 0.
XXXVIL EQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
470. Soient deux variables indépendantes a? et y et une troisième variable z qui est regardée comme une fonction
des deux premières : — et — représenteront les coefficients
différentiels partiels de la fonction z pris respectivement par rapport à a? et à y; en sorte que si x augmente de dx,
l'accroissement de z sera — dx; et si y augmente de dy , ax
l'accroissement de z sera -fdy. Une équation aux différences partielles du premier ordre entre les trois variables x,y,x exprime en général une relation entre les quan-
dz dz tités x, y>z>'7Zi"7~9ti' peut être représentée par
J dz dz\ A
f étant le signe d'une fonction quelconque. Il s'agit de concevoir la signification d'une telle équation , et comment peut être formée l'équation primitive à laquelle elle doit correspondre.
En général , les variables indépendantes x , y peuvent être
l^yd
regardées comme deux abscisses rectangulaires horôoatales, et la variable * comme une ordonnée verticale. Ainsi * étant regardée comme une fonction de x et y, ym relation entre ces trois variables sera considérée comme l'équition d'une surface définie par l'équation proposée. Cela posé, étant donnée l'équation
J dz dz\
supposons que l'on cherche à construire la surface qu'eue doit représenter. On déduira de cette équation la valeur de
l'une quelconque des quantités x,y$x,—y— lorsque les
quatre autres auront été données; par conséquent, on peut concevoir que la construction s'opère de la manière suivante. Traçons dans le plan des xz une courbe quelconque qœ nous regarderons comme l'intersection de la surface cherchée par ce plan. Pour un point quelconque de cette court*
dz on connaîtra 0, y dont la valeur est nulle, % et j- ; l'ôqua-
iz
tion proposée donnant —, la direction du plan tangent à la
surface cherchée est déterminée dans toute retendue de la courbe dont il s'agit. Si donc on conçoit un plan mené parallèlement au plan des xz à une distance très-petite Ay, oa connaîtra l'intersection de la surface par ce plan avec une exactitude d'autant plus grande que ày sera plus petite. On pourra se servir de cette intersection pour construire de la même manière une nouvelle intersection avec un second plan mené à la distance Ay du premier; et ainsi de suite. Ainsi la surface est en général déterminée dans toute ion
étendue, au moyen de l'équation différentielle, lorsqu'on s'est donné arbitrairement l'intersection de cette surface par un plan parallèle au plan des xz. Il est évident d'ailleurs quelle le serait également si Ton se donnait l'intersection de la surface par un plan parallèle aux y*.
On pourra voir, par ce qui précède, que l'équation différentielle proposée appartient à une infinité de surfaces différentes, qui ont toutes un caractère commun exprimé par cette équation. La figure de chaque surface dépend de celle de la courbe arbitraire par laquelle on Ta fait passer. Si Ton veut que l'intégrale de l'équation proposée ait une signification aussi étendue que cette équation elle-même, elle doit représenter toutes les surfaces dont il s'agit. Cette intégrale, outre la condition de satisfaire à l'équation différentielle proposée, doit donc contenir une fonction arbitraire,
471. On reconnaît la vérité de cette proposition en remarquant que si Ton a une équation primitive contenant une fonction indéterminée, on peut toujours en déduire une équation du premier ordre où cette fonction ait entièrement disparu. Soit par exemple l'équation
F[*,yf*,i>(u)]wOf
dans laquelle F et <? sont des signes de fonction , et u représente une certaine fonction de x,\),z. En différentiant successivement par rapport à x et à y, il viendra
dF ç|F dz dF d dw + dz d» + d.f(u)
d¥ d? dz dF dy + dz dy + d.tfu)
L9W(du,dudz\_.n du \dx^ dzdx)~~"'
d.tfu)(du du <te\ __ du [ïï + dgdy)-0-
Éliminant ensuite <p(u) et -^~ entre ces deux équations
et l'équation primitive, il restera une équation différentielle du premier ordre dans laquelle la fonction <p n'entrera point. Cette équation exprimera une relation qui subsiste quelle que soit la forme qui, dans l'équation primitive, pourrait être attribuée à la fonction <p.
Considérons en général une équation primitive
F(fffyfs,a,6)=0 (i)
dans laquelle a, b désignent deux constantes. En différen-
tiant successivement par rapport à £ et à y, on aura les deux
équations
d? , dF dz
tfF tfF dz_ \ dx+ dzdx-*9
dF dF dz^g.
dy + dzdy-0',
et Ton pourra éliminer les constantes a et b , entre ces équations et l'équation primitive. On obtiendra de cette manière une équation différentielle du premier ordre dans laquelle ces constantes auront disparu, et qui par conséquent exprimera une propriété entièrement indépendante des valeurs particulières qui pourraient leur être attribuées. Nous représenterons cette équation par
On voit, en premier lieu, qu'étant donnée l'équation (3 » on peut lui chercher une intégrale, ou équation primitive, qui contienne deux* constantes arbitraires.
Mais si Ton regarde a, dans l'équation (1), comme une quantité variable , et b comme une fonction de a, les deux équations différentielles qui en dériveront seront alors
* 4. f? *? 4. A? v «? d*\ (A* . àa dz\
«te "*" dzdx + \da+ dbda) \dz+ dzdx)"Df
** 4. * îf? j./* _i. ^F ^\ A*1 . «k *£\ - A
Or, ces deux équations ne différeront point des équations (2), pourvu seulement que Ton ait l'équation
dF dFcto <to+d6d<i *
Donc l'équation (1) conduira toujours à la même équation aux différences partielles (3), lorsqu'on y regardera a comme variable, et b comme une fonction quelconque de a, pourvu que a soit pris de manière à satisfaire à l'équation dF ifFift da + dbda-
II suit de là , qu'étant donnée une équation aux différences partielles du premier ordre, si l'on a trouvé une équation primitive F=0 avec deux constantes arbitraires a et b, qui satisfasse à cette équation, on aura une solution beaucoup plus étendue, en prenant 6=<p(a), et déterminant a par l'équation — + -rr -r- = 0. La fonction <p est
la fonction arbitraire qui donne à la solution la généralité nécessaire.
473. Il est bon de remarquer que l'on pourrait également, dans l'équation primitive (1), regarder a et & comme
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deux quantités variables indépendantes l'une de Partie, et que Ton aurait alors les deux équations dérivées,
dF dF «te . d?/<to . d* d?\ .*?/** . ^ ^\=o ite + (teite + <iaV^^^y^V^^^/ ' dF dF dz <&(da éa dA.dF/dbdbdz\ù 3y + dz dy + d* \df + de c%; + de V*y + d* #/"
que l'on ramène aux équations (2) en posant ^ = 0, et ^ = 0.
Par conséquent si l'équation primitive F=0, contenant les deux constantes arbitraires a et 6, satisfait à une équation aux différences partielles proposée, on voit que l'on y satisfera encore en mettant à la place de a et 6 dans cette équation les deux valeurs en x, y, * de ces quantités tirées
dF dF
des équations -r-=0, -jt = 0. Mais le résultat que loo
obtiendrait ainsi ne contient pas de fonction arbitraire, et il a* dorfoe qu'une solution ou une intégrale particulière de l'équation proposée.
474. Dans la géométrie, l'équation (1), avec deux ouatantes arbitraires, représente une infinité de surfaces conespondautes à toutes les valeurs que Ton peut attribuerai constantes, et auxquelles appartient toujours l'équation 110 différences partielles (3). Lorsque Ton prend 6 =9 (<*)> ? *** le signe d'une fonction quelconque, on considère la série de surfaces qui résulte de la fonction ? lorsque Ton attribue à
a toutes les valeurs possibles depuis— g jusqu'à + r» *>
mettant à la place de a , dans l'équation F[x3 y, s, a ,?(«)] 5= 0, la valeur a + da, le résultat, que noua représenterons par
dF P -f- — da = 0, appartiendra à une surface comprise dans
cette série , et infiniment voisine de la surface représentée par l'équation F = 0. Donc le système de ces deux équations
dF dF
F=0etF + -j-da=0, <m simplement F = 0 et -r-=0
[puisque la première fait disparaître le premier terme de la seconde quand on les regarde comme subsistant ensemble), appartient à la ligne d'intersection des deux surfaces consécutives, ligne que nous désignerons, d'après Monge, par le nom de caractéristique. Et si Ton élimine entre les deux équations dont il s'agit, la quantité a, le résultat, qui sera une équation entre œ, y, *, appartiendra à la surface lieu de ces lignes d'intersection , c'est-à-dire à la surface eriveloppe des surfaces qui résultent de l'équation F[x, y, z, a, tp(a)]=0, quand on y donne à a toutes les valeurs possibles. Or, l'équation différentielle proposée doit évidemment appartenir à cette surface enveloppe, puisque le plan tangent étant toujours commun aux enveloppées et à l'enveloppe, les valeurs
dz dz de — et j- , qui déterminent la direction de ce plan, leur
doivent également être communes. Après que l'on a mis <j (a)
\ dF
à la place de », l'équation j-ïsO ne diffère point de l'équa-
dF , dF d b tion -3- + — r = 0dun° 472. On retrouve donc la soluda db da
tion générale de l'équation proposée, exprimée par le système des équations F(a?,y,*,a,6)=0 et j-+-rr 17=0>
en mettant une fonction quelconque o(a) à la place de è,puis éliminant a entre ces deux équations.
De plus, si dans l'équation F (a:, y, *,a,6)=0on
dF fait varier la quantité a seule, ce qui donne F-f — da = 0;
dF puis la quantité b seule, ce qui donne F + — d6=0, le sys-
dF tème des équations F = 0 et — = 0 représentera une cane-
da
téristique appartenant à une certaine surface enveloppe; et
dF le système des équations F = 0 et — = 0 représentera une
autre caractéristique appartenant à une autre surface enveloppe
infiniment voisine de la première. Donc le système des trois
dF dF
équations F=0, -t- = 0, -jt = 0 appartiendra aux points
d'intersection de ces deux caractéristiques ; et par conséquent., si Ton élimine a et b entre ces trois équations, l'équation en x, y, x qui en résultera, représentera la surface lieu de tous ces points d'intersection, c'est-à-dire une surface qui touche et enveloppe elle-même toutes les enveloppes dont il a été question ci-dessus, et qui est touchée par toutes les caractéristiques ; surface à laquelle l'équation différentielle proposée doit encore appartenir, mais qui ne répond évidemment qu'à une solution particulière de cette équation.
Nous ajouterons qu'il existe généralement plusieurs équitions différentes, analogues à l'équation (1) du n° 472, contenant deux constantes arbitraires, qui peuvent conduire à la même équation différentielle .(3), et produire les mêmes surfaces enveloppes auxquelles répondront l'intégrale générale de cette équation et la solution particulière dont il vient d'être question.
Intégration des équations linéaires aux différences partielles du premier ordre.
476. Une équation aux différences partielles est linéaire lorsque son second membre étant rendu nul, l'autre est une fonction du premier degré des coefficients différentiels. Le cas le plus simple est celui où l'équation exprime l'égalité à zéro d'une somme de produits de ces coefficients multipliés par des constantes. Les équations de ce genre ont la propriété d'être satisfaites par la somme d'un nombre quelconque de valeurs particulières, propriété qui donne immédiatement l'intégrale.
Soit en effet l'équation
dz dz
dans laquelle P et Q sont des nombres constants. Prenant pour valeur particulière (m et n étant des constantes)
et substituant cette valeur dans l'équation proposée, il vient mP + nQ = 0, d'où n = — ^.
La valeur * = em(-r~o), ou js = e>»(Q*-Pif), dans laquelle m demeure indéterminée, satisfait donc à l'équation proposée. Ainsi, Ton peut prendre pour expression de la fonction x une série formée d'un nombre quelconque de termes, telle que
z = At*»t(Q*-PiO + Afe*t(Q*-l,rt -p A,*H(0*-**> + etc. ,
dans laquelle m,, m^n^, etc., A|y At, At, etc., désignent des constantes entièrement arbitraires. Or il est visible qu'une telle série équivaut à une fonction arbitraire de la quantité Q* — Py qui se trouve dans tous les termes. La formule précédente peut donc s'écrire
f étant le signe d'une fonction arbitraire , Bt Ton aura ainsi l'intégrale générale de l'équation proposée* On vérifie en effet, que cette expression de * satisfait à l'équation dont il s'agit.
L'équation
dans laquelle P, Q désignent toujours des nombres constants, s'intègre de la même manière. La substitution de la valeur particulière % = tr**** donne pour équation de condition
1— mP ou n = — Q-.
mP-f nQ = lt d'où
-nO P •
Ainsi les expressions
*=eê+*-?)
et
dans lesquelles les constantes m ou n demeurent arbitraires, satisferont à l'équation proposée. Cette équation sera également satisfaite par les valeurs
et par conséquent par les deux séries
— *as -
*= éQ (A^»»-*!) + k^fM*-** + t#*M*-9*+ etc.] f
z = ef[B,e«i(*)HM + V«i(PHî) + B^«s(*»-0*) + etc.] ,
dans lesquelles A19 A,, etc., »t, mf, etc., B,, BJf etc., »,, n,, etc., représentent des coefficients arbitraires. Ces séries équivalent aux expressions
s = eQ.i>(Qs— Py)f aseMpy— Qx),
f et ^ étant les signes de fondions arbitraires. Il est aisé de reconnaître que la même surface peut être également représentée par ces dent expressions. L'une ou l'autre est Tinté* grale générale de l'équation proposée.
Considérons maintenant l'équation
dans laquelle P# Q, R désignent des fonctions queloooqnes des variables x, y, *. Représentons par
une intégrale de cette équation. En la diflférentiant successivement par rapport à r et y, il viendra
EL df df dz _ ., . dz dx
dz
dl+dld*_ d'où £■—**.
dy+ dy dx~9' ao° dy~ df
dz
et comme ces valeurs de -j- et — doivent satisfaire à l'équation proposée , on trouve, en les y substituant, l'équation
En différentiant complètement l'équation f(x, y,*)=0,oo a d'ailleurs
Prenant dans cette équation la valeur de ^ et la substituant dans l'équation précédente, il viendra
(Pdy-Qrf»)^+(Pite-IUix)^ = a. («
Maintenant j'observe que l'équation (4), considérée en ellemême, indépendamment de ce qui précède, est évidemment satisfaite , quelle que soit la fonction f(x, y,z) , par les valeurs de x, y, x qui vérifient les équations
P<fy— Qdx=0, Pdz— R<£r = 0.
Ces deux équations aux différences ordinaires, qui 4o reste entraînent celle-ci Qcfc— - Rdy = 0, de manière qu'on peut les écrire
dût ' __dy._dz
ont une liaison intime avec l'équation aux différences partielles proposée. Admettons que de ces équations, ou d'une combinaison quelconque de ces équations, on ait réussi à déduire deux équations primitives ou intégrales, contenant deux constantes arbitraires , et que nous désignerons par
a et b étant les deux constantes arbitraires, et M, N des fonctions de x, y, *• Les valeurs de x, y, en z, a, b, qu'elles fournissent, vérifient l'équation (4), quelles que soient les constantes a, b et la fonction /; et il est clair de plus qu'elles réduiront à une constante toute fonction de ar,y, z de la forme *(M, N), car par la substitution elles la changeront en *(a, b). Si donc on prenait pour f(x, y, x) une telle fonction, on aurait df=0, c'est-à-dire l'équation (3) aurait lieu en même temps que l'équation (4). Or en multipliant l'équation (3) par P et en en retranchant l'équation (4) , on arrive à l'équation (2). Celle-ci est donc satisfaite quand on pose f=4>(M, N) , et même elle Test sans aucune intervention des équations M = ô, N = 6, car à cause des constantes arbitraires a et b , on peut faire répondre à une valeur de je à volonté des valeurs de x et y aussi à volonté. En d'autres termes, on vérifie l'équation (2) en posant f=<D(M, N) et regardant x, y, x comme des variables indépendantes. Ainsi l'équation f[x,y, z) = 0, avec la forme citée de f, vérifiera l'équation (1); on s'en assure en remontant de l'équation (2) à l'équation (1) par un calcul inverse de celui qui a conduit de l'équation (1) à l'équation (2). Donc, enfin, l'intégrale générale de l'équation (1) est
+(|f,N)=:«9 on si Ton veut N=^(M),
♦ ou f désignant tme fonction arbitraire.
479. Les notions géométriques indiquées dans le tf 474 , conduisent au même résultat. Remarquons qu'à l'équation proposée
se réunit toujours l'équation
. dz . , dz .
dz Sx
Éliminant t;, ou —, on trouve les deux équations distinctes
(P«flf — Qda?) j^ e= Vdz — R4s.
Admettons à présent que x, y, z désignent les coordonnées d'un point quelconque de la caractéristique, et que les diflérentielles <to, <fy, dt soient prises sur cette ligne. Comme elle résulte de l'intersection de deux surfaces consécutives qui satisfont £ l'équation (1), les deux équations ci-dessus dette dz vront avoir lieu pour les valeurs de j- et -r- qui appartiennent à Tune ou à l'autre de ces surfaces. Or les équations do premier degré ne peuvent avoir plus d'une racine sans devenir identiques. On a donc pour la caractéristique les W
tyntions
Pdy—Qdx-0%
dont deux quelconques entraînent la troisième. Si Ton dédoit de ces équations différentielles deux équations primi-^ tives, sous la forme
elles représenteront toutes les caractéristiques possibles en y faisant varier à volonté les constantes a et 6. Mais si l'on regarde b comme une fonction quelconque <p de la quantité a, tes deux équations
oe représenteront plut que la série dei caractéristiques qui sera déterminée par la nature de la fonction <p lorsqu'on fera
Varier a depuis — - jusqu'à -f- ;;• Enfin si Ton élimine a
entre ces deux dernières équations, le résultat de cette élimination, qui est
appartiendra à la surface lieu de cette série de caractéristiques, c'est-à-dire, vu l'indétermination de la fonction <p, à Tune quelconque des surfaces enveloppes auxquelles appartient l'équation proposée, et qui sont représentées par son intégrale générale.
480. On a supposé, dans ce qui précède, que l'on poarrat déduire des équations différentielles de la caractéristique (qui sont aussi celles dont on s'est servi au n° 478) deoi équations primitives M=a et N=6 ou N=<p(a). Cela nous était permis. En effet, si l'on considère deux de ces équations différentielles, telles que
Prfz— Rite = Of Qrfz— Rdy = 09
on remarquera que puisqu'elles appartiennent à une combe, on ne peut plus y regarder qu'une seule des variables comme indépendante. Prenons, par exemple, x pour variable indépendante : ces deux équations contiendront, outre les valida? dxi blés xy y, x, Tune -p, l'autre -p. Différentiant la promit» dx dx
dx dn on aura une équation du second ordre contenant -r,^
dPx
— . On a donc maintenant trois équations entre lesquelles
dy on peut éliminer y et j- : le résultat de l'élimination sera
une équation aux différences ordinaires du second ordre entre les variables x et x seules.
Cette équation, conformément à ce qu'on a vu n* 47i a nécessairement deux intégrâtes du premier ordre ayant chacune une constante arbitraire. Admettons que Ton obtienne
dx ces intégrales qui contiendront toutes deux — . On pount
ix A éliminer cette fonction au moyen del'équation P— R -v=°«
et il restera par conséquent deux équations contenant cba-
cane les variables x, y, z et une constante arbitraire. Mettant ces deux équations sous la forme
elles donneront, comme on l'a dit ci-dessus, l'intégrale générale de l'équation
savoir
dz dz
On voit par là que l'intégration de l'équation linéaire aux différences partielles du premier ordre à trois variables se ramène toujours à l'intégration d'une équation aux différences ordinaires du second ordre à deux variables.
481. La méthode exposée dans le n° 478, s'applique également aux cas où l'équation aux différences partielles proposée contient un plus grand nombre de variables. Si cette équation est
et qu'elle ait une intégrale représentée par
en différentiant cette intégrale successivement par rapport aux variables x, y, z, on en déduira
df df_ df
dv _ <** f?Ç. _ dy dv __ dz
di" df' dy~ df9 dz~~ d£*
do dv dv
- USee qui donne, en mettant ces valeurs dans l'éqntioa primitive
On a d'ailleurs, en difféwntiant l'éqaatioB /sO p» rtppoK à toutes les variables v, x,y,z,
Éliminant -r entre cette dernière équation et la précâblé. on trouvera
A présent j'observe que cette dernière équatiw, priées elle-même, sera satisfaite quelle que soit la foocta A « Ton pose
T<te— Pcfo=o§
Tdy— Qdp=xOf
T<k — fUfo:=0;
d'où résultent les trois autres équations
Prfy—Q<te=ef P<te— ÏUtr = Ot Qdz— Rdy = 0.
Si donc on trouve pour trois quelconques des équationsdoDt il s'agit, trois intégrales telles que
a,b, c désignant des constantes arbitraires, les valeurs de x, y, z en t?, a, 6, c, qui vérifient ces intégrales, satisferont à l'équation (IV), quelles que soient les constantes a, b> c et la fonction / De plus, si Ton prend /*=*(L,M,N), elles réduiront f à une constante et donneront df=Q, en sorte que l'équation (III) aura lieu aussi. Remontant de là à l'équation (II), et se souvenant que a,b,c ont des valeurs quelconques, on verra que cette équation (II) est satisfaite en posant />=4>(L, M, N) et regardant x, y, z comme des variables indépendantes. Et de là il suit aisément que l'équation (I) est vérifiée avec cette valeur de /, en faisant /=0. On obtient ainsi l'intégrale cherchée de l'équation (I), sous la forme
4>(L,M,N)=0, ou N = <p(L,M),
* ou <p désignant une fonction arbitraire.
On opérerait d'une manière semblable si le nombre des variables indépendantes était plus considérable.
482. On doit distinguer le cas où un terme manque dans l'équation aux différences partielles
dz dz
parce qu'alors l'intégration ne dépend plus que de celle d'une équation aux différences ordinaires du premier ordre.
Supposons, par exemple, que le premier terme manque, ou que l'on ait P = 0. Les équations de la caractéristique des n- 478 et 479, se réduisent à
Qdz — Rdy = 0.
La première donne
a désignant une constante arbitraire, ce qui indique que la caractéristique se trouve constamment dans un plan perpendiculaire à Taxe des x ; x étant constante, on ne regardât plus comme variables dans la seconde équation que y et * I Soit
l'intégrale de cette équation. Mettant x à la place de a dam le second membre, l'intégrale cherchée sera donc
483. Nous pouvons appliquer la méthode précédente aux cas simples traités nM 476 et 477. Dans le cas du n* 476, P et Q sont constantes, et R=0. Les équations de la caractéristique deviennent
Pdy— Qda?=Of
Leurs intégrales sont
P|f—Qdî = a,
L'intégrale générale cherchée est donc, conformément à ce qu'on a vu dans le n° 478, et comme on Ta trouvée n° 476,
Dans le cas du n° 477, l'équation proposée étant
P et Q sont constantes et R = z. Les équations de la caractéristique deviennent
Prfy — Qrfa? = 0, ?dz — zdx = 09 Qdz—zdy=.0.
Elles s'intègrent toutes trois, et donnent pour intégrales
Vlz — x = const.
Vlz — y=:const.
a, 6, c, désignant trois constantes arbitraires. Ainsi, conformément à ce qu'on a vu n° 478, on pourra prendre pour l'intégrale cherchée
z.e P = <p(Py— Qx) ou z.e Q = <KPy— Q#),
? et ^ désignant toujours des fonctions arbitraires, ce qui s'accorde avec le résultat obtenu d'une autre manière n° 477. Quant à la troisième équation qui résulterait de la combinaison de la seconde des deux équations de la caractéristique avec la troisième, et qui serait
z.e Q=za\z.e *)9
<& étant le signe d'une fonction arbitraire, elle est comprise dans les deux autres, et ne donne rien de plus. En effet,
2' kmtv. 10
celles-ci indiquant que z.$ * et ê.e 9 sont toutes deux
fonctions de la même quantité Py — Qx, il en résulte nécessairement que les deux quantités dont il s'agit sont fonctions Tune de l'autre. On a déjà remarqué d'ailleurs que ces deux premières équations expriment la même chose, et équivalent entièrement Tune à l'autre.
Soit, comme nouvel exemple, l'équation très-simple
ûz dz A
ydï-Xdy = «-
Les équations de la caractéristique se réduisent à
ydy + xdx = 09 d'où ^-f^>=at dz = 09 z=.tfa).
L'intégrale de l'équation proposée est dono
? désignant Une constante arbitraire. En effet, l'équation
y -, «-=0 étant considérée dans la géométrie ex-
dx dy
prime que la projection sur le plan des xy de la normale à U surface à laquelle appartient cette équation passe toujours par Porigine des coordonnées; ou, si Ton veut, que la normale rencontre toujours l'axe des z. Cette propriété convient à toute surface de révolution dont Taxe coïncide avec laxe des z, et ne convient qu'à une surface de ce genre. Or, il est visible que l'équation primitive * = ?(#* + y1) exprimant que l'ordonnée ne varie pas lorsque la quantité a*+ f demeure constante, ou que l'intersection de la surface par un
plan perpendiculaire à Taxe des z est un cercle, appartient également à toute surface de révolution décrite autour de Taxe des z par une ligne quelconque. Cette équation a le même degré de généralité que l'équation différentielle.
Une équation analogue à l'équation qui a été désignée par ¥(x, y y z, a, 6) =0 dans le n° 472, est ici
qui représente une surface sphérique quelconque dont le centre est placé dans Taxe des z. Si Ton prend en effet les deux équations aux différences partielles du premier ordre, qui seront
x + (z— a)j^=Of
ce qui fait disparaître immédiatement la constante b, et si l'on élimine entre elles la constante a, on trouvera l'équation prodz dz
posée y
dx
x — = 0. Mais cette dernière équation n'ap-
partient pas seulement à toute sphère dont le centfe est placé sur l'axe des i. Elle appartient également à toute surface enveloppe des positions successives qu'occuperait une sphère dont le centre se déplacerait sur l'axe des z par la variation de la constante a, et dont le rayon b varierait en même temps suivant une loi quelconque exprimée par la relation ksâ?(a). Cette surface enveloppe, qui serait donnée par l'élimination de a entre les deux équations
après la détermination de la fonction <p, serait évidemment
une surface de révolution dont Taxe coïnciderait avec Taxe des z. D'ailleurs la seconde des équations précédentes donne évidemment z fonction de a, ou a = F(z). Mettant pour a cette valeur dans la première, on en déduira comme ci-dessus, z = *(x* + y*).
On peut aussi regarder comme une intégrale avec deux constantes arbitraires de l'équation aux différences partielles proposée l'équation
qui représente la surface d'un cône droit quelconque dont l'axe coïncide avec Taxe des z. La constante b est l'ordonnée du centre du cône, et la constante a la tangente de l'angle compris entre Taxe des z et l'arête. En différentiant successivement par rapport à x et à y, il vient'
équations qui, par l'élimination des constantes a et 6, don-
dz dz nent y a?-— =0. L'enveloppe des positions successives qu'occuperait le cône en faisant varier a dans l'équation œ*+y* — a* [z — «p (</)]' =0 est évidemment une surface de révolution autour de l'axe des z dont la figure dépend deb fonction <p, et à laquelle appartiendra également l'équatk» différentielle proposée. L'équation de cette surface àt Solution se trouvera en éliminant a entre les deux équations
* + *-tf[*-?(a)P = Of et ' 2_tfa)-fl-j^
Or, la seconde indique que z est une fonction quelconque de a, et par conséquent a une fonction quelconque de x; doù
l'on voit par la première que z doit être une fonction quelconque de x*+yf, comme on l'a trouvé ci-dessus. 486. Considérons encore l'équation
dz , dz
Les équations de la caractéristique seront
xdy — ydx = 09 xdz — zdx = 0 , ydz — zdy = 0.
Toutes trois sont immédiatement intégrables, et on trouve en les intégrant
a, b, c désignant toujours des constantes arbitraires. On peut donc prendre pour l'intégrale de l'équation proposée l'une ou l'autre des trois équations
dont la troisième est comprise dans les deux premières. Ainsi l'intégrale générale se forme ici de l'une ou de l'autre des expressions
Dans la géométrie, l'équation proposée
dz , dz
sur-
exprime que les plans tangents à la surface à laquelle appartient cette équation passent tous par l'origine 0 des coordonnées, propriété qui convient à toute surface conique dont cette origine est le centre ou sommet, et qui ne convient qu'à ces surfaces. Or, il est visible que les équations
-=<P ('-), ou •-=+ (-J caractérisent également les
faces dont il s'agit, puisqu'elles expriment que les rapports
- ou - demeurent constants en même temps que le rapport x y
— ; ou si Ton veut, que tout plan mené par Taxe des x coupe
la surface suivant une ligne droite passant par le point 0.
L'équation analogue à l'équation F(x, y,*>a,6)=0 du
n° 472, est ici
aaj + 6y— 2=of
qui appartient à un plan quelconque passant par l'origine <te coordonnées, lorsqu'on y regarde a et 6 oomme de» constantes arbitraires. Ses deux équations différentielles du premier ordre sont
et donnent par l'élimination de a et 6 l'équation proposée; cette équation appartient non-seulement à ce plan, mais à toute surface enveloppe de l'espace que le plan parcourrait en le faisant mouvoir par la variation des constantes a et 6, sans qu'il cessât de passer par l'origine des coordonnées, surface qui serait évidemment une surface conique dont l'origine des coordonnées serait le centre. On en aurait l'équation
en prenant 6 =ç (a), et éliminant a entre les deux équation*
ax + tfaty— 2 = 0 et x +
Or, la seconde donne - = fonction de o, ou a = fonction
de-. On déduira donc de la première == fonction dô -. conformément à ce qu'on a trouvé ci-dessus.
XXXVIII* ^QUATIOffB AUX DIFFERENCES PARTIELLES , LBIIAIltl IT A ÇOBfFIOBVTS COlfSTAJfTS, d'uH ORDRE QUELCONQUE.
487. Les équations dont nous allons nous occuper méritent une attention particulière, parce que c'est par leur moyen qui les géomètres ont exprimé, dans les cas les plus simples, ei que Ion peut appeler normaux, les lois générales des principaux phénomènes dont l'étude est l'objet de la philosophie naturelle. Elles ont pour caractère propre de pouvoir toujoufi être satisfaites par une infinité de solutions particulières, comprises dans une même formule, que l'on peut regarder comme une sorte de type analytique, auquel appartient la propriété dont l'équation différentielle est l'expression. L'ensemble de ces solutions donne sur-le-champ une intégrale générale dans laquelle il se trouve des quantités arbitraires , qu'il s'agit de déterminer ensuite d'une manière conforme aux conditions spéciales appartenant à chaque question.
Considérons, par exemple, l'équation du second ordre suivante entre les deux variables indépendantes*" xy y et la variable z supposée fonction des deu* autres,
<Pz , n<Pz , adz , -dz . _
'5^ + B^+sS+T^+D*=0'
dans laquelle P, Q, R, S, T, U représentent des quantités constantes quelconques. Nous aurons ici pour la valeur particulière qui satisfait -à cette équation
m, n désignant des constantes, pourvu que ces constantes satisfassent elles-mêmes à l'équation 'de condition
Pm1 + Qmn + Pnt + Sm + Tit + U = 0;
et comme cette équation permet de prendre arbitrairement Time des deux quantités m ou n, on voit qu'il existe une infinité de systèmes de valeurs réelles ou imaginaires qui peuvent être attribuées à ces deux quantités, avec la condition d« rendre l'expression z==c**+n,r propre à vérifier l'équation proposée.
Gette équation serait également vérifiée par la somme d'un nombre quelconque de valeurs semblables à la précédente, affectées chacune de coefficients constants quelconques. On peut donc écrire
z = ke*"*** + k^i***^ + Àfe"t*+*î» -f etc. ,
et cette expression sera l'intégrale générale de l'équation proposée, si lp série comprend tous les systèmes en nombre infini de valeurs de m et n qui satisfont ensemble à l'équation de condition précédente. Les coefficients constants A, A,, At, etc., restent entièrement arbitraires. Cette expression de x doit être regardée comme ayant le même degre <k généralité que l'équation différentielle elle-même.
Ces notions peuvent évidemment être étendues à toute équation différentielle du même genre, quel que soit le nombre des variables indépendantes et Tordre de l'équation.
488. Les questions qui ont été résolues par l'intégration des équations aux différences partielles, appartenaient principalement à la théorie du mouvement de la chaleur, ou à la mécanique. Dans les premières, la température d'un point donné d'un corps est regardée comme une fonction du temps ' et des trois coordonnées de ce point. L'équation différentielle exprime certaines relations qui doivent subsister entre les coefficients différentiels partiels de cette fonction, relations qui dérivent immédiatement du principe de la communication de la chaleur et qui sont communes à toutes iesques- . tions. L'intégrale doit satisfaire à ces relations, et de plus à certaines conditions particulières, qui dépendent de la figure du corps, du mode d'échauffement ou de refroidissement, enfin de l'état initial des températures des divers points. Pans les questions de mécanique, où l'on considère le mouvement d'un système de corps, on regarde les coordonnées variables des points qui se déplacent, comme des fonctions du temps et de leurs coordonnées initiales. Les équations différentielles expriment les lois générales du mouvement. Les intégrales doivent satisfaire à ces équations, aux conditions particulières du système, et représenter, quand on y suppose le temps nul, l'état initial de repos ou de mouvement dans lequel ce système se trouvait à l'instant d'où le temps est compté. Pour donner, dans les cas les plus simples, une idée de la manière dont ces intégrales se forment, on considérera les questions suivantes.
489. Concevons, comme dans le n° 448, une barre cylindrique ou prismatique dont les dimensions transversales sont très-petites. Admettons que cette barre, d'une longueur déterminée, ait été primitivement échauffée d'une manière quelconque, puis placée dans un milieu dont la température
— Inconstante est zéro, et que ses deux extrémités soient aussi maintenues constamment, par une cause quelconque, à la température zéro. Il s'agit, l'état de température initial de la barre étant donné, de connaître les variations que subiront avec le temps les températures des divers points, jusque ce que l'excès de chaleur qui lui avait été communiqué l'étant dissipé dans le milieu environnant, ces températures lient été toutes réduites à la température même du milieu* On nommera
0 Taire de la section transversale de la barre}
Y le périmètre de cette section ;
x la distance d'une section quelconque à Tune des extrémités;
v la température qui a lieu dans cette section à la fin du temps t;
a la longueur de la barre;
]£, h les conduci])ilités intérieure et extérieure ;
C la chaleur spécifique;
D le poids de l'unité de volume.
La chaleur passe des parties les plus échauffées de la barre dans celles qui le sont le moins, en même temps qu'elle se dissipe, soit dans l'air environnant en traversant la surface de la barre, soit en s'écoulant par les deux extrémités maintenues à la température zéro. Si Ton considère l'élément du prisme dont la longueur est dx, et dont le volume est Qdi> on reconnaît que 1* température de cet éléjnept p'étaraoft <fe
dn
— dt dans le temps dt, l'excès de la chaleur qu'il reçoit sur dt
celle qu'il perd dans le même temps, doit être CD. û d* -réi.
Or, la obeleur qu'il reçoit dans le temps 4é psr sa première
dv extrémité est — K.Q — dt; celle qu'il transmet par Fextré-
/dv d*v \ mité opposée est — K.û ( — + — dx J dt; et celle qu'il
perd au travers de sa surface est h.ydx.vdl : d'où il nuit que
la chaleur qui reste dans l'élément est f K.û — — hf.vjdxdt.
Égalant cette quantité de chaleur à celle qui est nécessaire pour produire l'élévation de température qui a lieu dans cet élément, il vient
dt>__2^ d*v Ay
pour l'équation aux différences partielles qui exprime la loi du mouvement de la chaleur dans la barre.
Cette équation devient plus simple en posant t> s» u . 0 S , u désignant une nouvelle variable : elle se réduit alors, en
écrivant pour abréger k à la place de — , à
CD
du df
. <Pu
Conformément à ce qu'on a vu dans le n° 487, on y satisfera par la valeur particulière u = e**+*', pourvu que les constantes m et n vérifient l'équation n = km*. Ainsi l'intégrale générale est
il = Ae"*****8' + A^i*-*-*"*!*' + A^mf*+*mi,< + etc. ,
dans laquelle les constantes m, mt, *it, etc., et À, À„ Àf, etc., sont entièrement indéterminées.
490. Cette intégrale, aussi bien que l'équation différentielle, appartient à toutes les questions où il s'agit du mouvement de la chaleur dans une barre prismatique dont les dimensions transversales sont très-petites, et qui est placée dans un milieu de température constante. Elle doit satisfaire, dans la question dont il s'agit ici, aux deux conditions suivantes : i° que la valeur de v, et par conséquent celle de u, soient toujours nulles aux points extrêmes de la barre, c'est-à-dire pour les valeurs x=0, x=a; 2° qu'en supposant 1=0 l'expression de v s'accorde avec l'état initial des températures, que l'on doit supposer donné sous cette forme v=o(x), <p désignant une fonction entièrement arbitraire.
L'expression précédente ne satisfera pas à la condition de donner a=0 pour les valeurs a?=0 et x=a, en prenant pour les nombres m,mi,ml, etc., des valeurs réelles. Mae en leur attribuant des valeurs imaginaires m^ — i, m^— !• mtv^ — 1, etc., et remplaçant chaque exponentielle imaginaire par sa valeur en sinus et cosinus d'arcs réels, on aura, au lieu de cette expression , la formule
u = (Asin.nu? + tocos.mx)e-km*t + (A^in-m,* + B,cos.m,j:)rtoi ' + (AjSiiLm,* + B,cos.mîx)e-kmi,< + etc. ,
dans laquelle on doit, pour lui conserver toute la généralité qu'elle comporte, donner des coefficients aux termes sin. mx.e~kmU, cos.iwtf.e"***11, et ainsi des autres, parce <p ces termes vérifient séparément, ainsi qu'il est facile de s'en
du d*u . • \A assurer, l'équation différentielle ^r=* -t-,- Mais (bn*"1
cas particulier dont il s'agit, nous devons nécessairement supposer nuls tous les coefficients B, B, , Bs, etc., prô*F
les termes qu'ils affectent ne peuvent se réduire à zéro lorsque l'on suppose x = 0; et nous devons prendre simplement la partie de l'intégrale qui s'accorde avec cette condition; savoir :
«=Asin,mx.^-*m,<+A1sin.m1o;.r-àmiî<+A,sin.mîa?.^-*1,li,'-hetc.
Pour satisfaire ensuite à cette autre condition que u = 0 lorsque x = a, il suffira de choisir, pour les nombres m,mx,mt, etc., des multiples exacts de la demi-circonférence divisée par a. Nous écrirons donc
_taç» _*.*M _*.3titl
«=A,sin.H., " +Ajn.*S£.e * +A8sin.Ç.e " + etc.
et en concevant cette série prolongée à l'infini, le résultat présentera toute la généralité possible, avec les conditions que l'expression de u satisfasse à l'équation différentielle et donne t* = 0 lorsque x = 0 et x=a.
491. Il reste à satisfaire à la condition qu'en faisant 1=0, ce qui donne v = u, et
u = A,sin. — +Atsin. — +A8sin. 3~ +A4sin. — + etc.,
la série du second membre, prolongée à l'infini, reproduise la valeur de la fonction donnée et arbitraire <f(x), par laquelle on suppose l'état initial des températures représenté; c'est-à-dire que les coefficients A,, A,, A,, etc., qui restent encore arbitraires, doivent être déterminés par la condition que l'équation
TZX QkïE UlUC tïTZX
9(x)=A18in. — h A,sin. — + A8sin. h A^sin. - — +etc..M (A)
subsiste pour une valoir quelconque de la variai* * comprise rirtre *a»0 et œmê.
Concevons que Ton ait partagé la longueur « de h barre en un nombre n-\-i de parties égales, n étant ufl nombre entier très-grand, et qui tend à devenir infini, et désignons
par xi9xt9 x8, , xn les abscisses des points de division.
On posera les équations
fMssAttJn. Ç ♦M* ^ +Àlain. ?S +...„+A«*in.~i. tfa^À^n. ÎJ H-A^n. ^» +A,sin. ?Ja + +A.sw.^
•{«^ata.» +AtsliL ?» + A.sin. ^» + .....+A.siiL^,
qui doivent toutes subsister, et d'où l'oft peut déduire les
valeurs des Coefficients Àft9A„A„ A». Pour opérer l'éli-
mination qui donnera la valeur du coefficient A* appartenant au terme A<sin. — , on multipliera la première des
d iizx, *
équations précédentes par > sin. — -, la seconde ptf
— r-rsin* — *, la troisième par — — sin. — =-, ew.,«fr n+i a ' r n+t a
fin la dernière par — .— sin. -^ . On ajoutera mite *^ n + i a ê
toutes ces équations. Or, il est visible que le nombre a étant supposé infiniment grand, l'intervalle — — • devient Télément infiniment petit dœ ; et
1° La sommé des premiers membres ne diffère point de l'intégrale définie / ete.sih. — *<?(#) .
2° Si Ton désigne par Ajsin. - — un terme quelconque
du second membre de l'équation (A), la somme des termes correspondants dans les équations précédentes ne diffère
înt de A. / dx.sm. — sin.- — .
point
3* Enfin la somme des termes contenant le coefficient
Ai est Ai l dx.sin*. — .
Remarquons maintenant que l'intégrale définie
est nulle tant que les nombres i et j sont des flôtftbfe* entiers différents Tan de l'autre , puisque cette Intégrale te* vient à Ai
Mais si les nombres * et j sont égaux, ou s'il s'agit de l'intégrale
/ dr.sin.* —
on trouve pour sa valeur -. Ainsi l'opération précédente a fait disparaître tous les termes, hors Un seul, et il reste
pour déterminer le coefficient cherché, l'équation
dx.sin. — .?(x)=À,-; d'où Von déduit
ax.sm. — .?(x)t
pour l'expression d'un coefficient quelconque dans le second membre de l'équation (A). Chacun de ces coefficients est donné par une intégrale définie sous le signe de laquelle entre la fonction arbitraire o(x). Cette intégrale représente Taire d'une courbe que l'on forme en multipliant, dans l'intervalle compris entre x=0 et x=a, les ordonnées correspondantes des deux courbes qui seraient représentées
VKX
par les équations y =<?(*) et y=sin. — : elle peut toujours être calculée, pourvu que l'ordonnée n'ait pas de valeurs infinies dans cet intervalle , circonstance qui n'a jamais lieu dans les questions physiques auxquelles s'applique cette analyse.
L'équation (A) devient donc (en mettant sous le signe des intégrales définies une autre variable a à la place de x) ,
+sin.^radasiIL3!«.?(a)+etc}
que l'on peut écrire, pour abréger
t=oe
*w=l S sîn- irf", rfasin-x#?w'
t désignant un nombre entier quelconque. On prouve d'ailleurs qu'une telle série est nécessairement convergente , quelle que soit la fonction arbitraire y(x) , c'est-à-dire que la somme des termes, à mesure que Ton en prend un plus grand nombre, approche toujours d'une limite déterminée , qui est la valeurdu premier membre, pourvu que l'on ne donne à la variable x que des valeurs comprises entre 0 et a (*). Au delà de cet intervalle, le second membre de l'équation affecte des valeurs périodiques, qui ne s'accordent plus en général avec celles que pourrait donner la fonction arbitraire y(x).
Il ne sera pas inutile de remarquer qu'il ne peut être permis d'omettre dans le second membre de l'équation (A) , un seul des termes appartenant à la série des sinus des arcs égaux à la demi-circonférence multipliée par un nombre entier quelconque; car cette omission ôterait à l'intégrale cherchée la généralité nécessaire, l'intégrale devant toujours comprendre, sans aucune exception, toutes les expressions analytiques qui satisfont à l'équation différentielle et aux conditions particulières de la question. C'est ce qui devient manifeste en remarquant que si l'on omettait, par
exemple, le tqpne Assin. ^j-, on trouverait alors en mul-
3kx tipliant les deux membres de l'équation (A) par dx.sin. — ,
et intégrant ensuite depuis x = 0 jusqu'à x=a, le résul-
tat / dx.sin. . <p(ar)=0, résultat qui ne peut évidem-
ment subsister en général, mais seulement pour certaines formes particulières de la jonction ?(#).
0 Voyei sur ce point an Mémoire de M. Lejeone Dirichlet, inséré an tome IV du Journal de M. Crelle.
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492. D'après ce qui précède, la température variable v des différents points de la barre se trouvera donc exprimée par la formule
2 un * »*ff CD «« /*a . . ts* , .
qui résout entièrement la question proposée. Elle indique la manière dont la chaleur se propage et se répartit dans la barre. Les termes successifs de la série sont affectés des
facteurs* CD * ,e c» * ,e en -», etc. , qui se réduisent tous à l'unité quand 1=0, mais qui, lorsque t augmente, prennent des valeurs très-inégales, décroissant d'aatant plus rapidement à partir du premier terme que le temps/ est plus grand. Il en résuite qu'à mesure que le temps s'écoule, les derniers termes de la série disparaissent successivement, et que bientôt elle peut être réduite à ses deux premiers termes, ou même à son premier terme seul; en sorte que l'on a simplement
©=-.e VM ' .8jjL— j rfa. sln.—.f{«).
Ainsi quelque arbitraire et irrégulier que puisse être l'étal initial de la température, elle tend rapidement à se rapprocher 46 la distribution indiquée par cette expression, ce* à-dire d'un état tel que les températures des divers ponts sont proportionnels aux sinus des arcs compris dans la demicirconférence. Ces rapports une fois établis ne s'altèrent pas. Les températures de tous les points s'abaissent à la fois en conservant le$ mêmes proportions, et ce n'est * la rigueur
qu'après un temps infini que tout l'excès de la chaleur qui avait été donné à la barre éUnt dissipé , chacun des pointe est amené à la température zéro du milieu dans laquelle eli* est placéç.
493. On reconnaît d'ailleurs que la solution précédente, par cela seul qu'elle représente l'état initial et satisfait à l'équation différentielle, est la seule qui puisse être obtenue, et que toute autre solution ne pourrait en différer. En effet, lorsque le premier état v9 = y(x) des températures est donné, l'équation différentielle faisant connaître la valeur du coefficient—, détermine la température v0-\- -~r1M = vi qui a
lieu après le temps Af pour un point quelconque, avec une exactitude d'autant plus grande que M est plus petit. Elle
déterminera également les températures vt~Vi + -~ M,
dv
t3=i?1-|--7i M> etc., qui auront lieu après les temps 2Af,
ut
3aj, etc. Or, l'expression précédente donnant v = v0 lorsque f =0, et satisfaisant à l'équation différentielle, donnera évidemment en y supposant t=At,=2Ai,=2 3Af, etc., les mêmes valeurs t?, , vt% t>8, etc. (l'intervalle M étant supposé, comme on doit le faire, infiniment petit). Ainsi la solution est unique, et nécessairement exprimée par la formule précédente.
494. Nous considérerons maintenant la question du mouvement de vibration d'une corde tendue entre deux points fixes. On suppose que cette corde ait été dérangée d'une manière quelconque de sa figure naturelle rectiligne , et que l'on ait imprimé des vitesses quelconques à tous ses points ; il s'agit de déterminer les mouvements qu'ils affecteront. Nous supposerons, pour plus de simplicité, que ces mouve-
mente s'opèrent dans un plan, et de pins, que les écarts de chaque point à partir de la ligne droite tracée d'une extrémité fixe à l'autre, sont très-petits, en sorte que l'on peut négliger les puissances supérieures des nombres qui les représentent. On désignera par
m l'abscisse d'un point quelconque de la courte affectée par la corde, à la fin du temps t;
y l'ordonnée du même point ;
a la longueur de la corde entre ces deux extrémités fixes:
p le poids de la corde pour l'unité de longueur;
P un poids égal à la force avec laquelle la corde a été tendue ;
g la vitesse imprimée aux corps pesants par la gravité dans l'unité de temps.
Le mouvement de chaque élément de la longueur de 1* corde, dont le poids peut être exprimé par pdx, et la masse
par- dx, peut être déterminé en considérant cet élément
comme un point matériel libre, pourvu que Ton ait égard aux forces qui le sollicitent par l'effet de sa liaison avec les autres parties de la corde. Or, si Ton veut déterminer le mouvement de l'élément dans le sens des y, on considérera qo'à la fin du temps f , cet élément est sollicité à sa promit extrémité, en vertu de cette liaison, parallèlement aux y,
par la composante P -^ de la tension P de la corde, qœ
tencl à le rapprocher de l'axe des or; et à sa seconde extrême par cette même composante augmentée de sa différentielle, savoir,
qui tend à l'éloigner du même axe. Donc l'élément est sollicité dans le sens de l'ordonnée y par la différence de ces
deux forces, qui est P -t4 dx, et par conséquent la loi de
son mouvement est exprimée par l'équation
g dt% da? 9 dt* p d&f
qui doit subsister pour tous les points de la corde.
495. En cherchant, conformément au n° 487, à satisfaire à cette équation par la valeur particulière y=emx+nt, on reconnaît que les quantités m et n sont assujetties à la condition
n*=zk*m*, d*où n = =fcftm,
en écrivant pour abréger k au lieu de \f— • On peut donc
prendre y=f(*+kt> et y=e»<*-k*>9 la valeur de m demeurant arbitraire. D'où Ton conclut que l'intégrale générale de Téquation précédente est exprimée par
y = Atf»(«+*0 + A1e*li<*+*#) + A,**!***^ + etc. + Be^"-**) + B^if— *> + B^»-*1) + etc.
les constantes m, fni9m„ etc., n, nx,n19 etc., étant entièrement arbitraires, aussi bien que A, A19 A„ etc., B, B„ Bf , etc. Afin que ces constantes soient déterminées maintenant d'une manière conforme aux conditions de la question proposée, il faut en premier lieu que la valeur de y soit nulle aux deux extrémités fixes de la corde, c'est-à-dire lorsque x = 0 et 2=a, ce qui exige que l'on attribue des valeurs
imaginaires an constantes m, m1 , m, , etc. , et n, n1 , *„ etc., ou que Ton remplace 6f"t*+ki> pgr
cos.m(a? + fa) + v7— * sin.mfx + **) = cos.nur.cos.mfcf
— 8iD.fci2.sin.mJki + v^=T(sin.wLr cos.m& -f co&mx sin.mfcf),
et de mêm« e*^*0 par
cos.nx . tC&nkt + ain.ft* . iin.itftf + v7— i(sîn.iwrcos.nfa;
— c0s.y7xsin.nicz),
«t* ainsi (les antres termes. De plus, il faudra supprimer lfc termes contenant cos.»fcr ou cos.nar , puisqu'ils ne deviennent point nuls quand a? = 0; et quant aux termes contenant sm.wx ou sin.nx, on devra prendre po«r les constantes m ou n un nombre entier de demi-circonférences divisé par 6, afin que ces termes s'évanouissent lorsque x == a. Nous aurons donc pour Finfégrale cherchée, en donnant des coefficients différente aux ternies qui satisfont séparément à l'équalioo différentielle,
et il ne reste pfas qn'fc déterminer les coefficients A., A,. A9, etc., et Bt. B,< B„ etc., d'après la considération de l'état initial.
£96. Supposons donc qu'à l'instant d'oà l'on comme»* à compter le temps : 4° la ligure de la corde toit eiprhn* par l'équation y = ?(*); 2° 1* vitesse de l'un qoeloomp»*
ses points soit exprimée par l'équation -^ = <|/(#), ? et ty désignant dfe fonctions entièrement arbitraires. Pour que l'expression précédente s'accorde avec ces conditions, on devra donc avoir
l(x) = Atsin. — + AtsiD. — + A^in. — + etc.,
4£r)=B|— sin.— +B. — sin. — +B. — sln. — + etcf ^ ' * a a ■ a a ^ a a
équations d'après lesquelles les coefficients dont il s'agit se détermineront conformément à ce qu'on a vu dans le n° 491. L'expression complète de l'ordonnée y sera en conséquence
2 a -* te **** Ta ^ -*- te ^ %
- g sin. — .cos.— J 9**.**.— .««)
Si . î«? .. iizkt Ca j -i te t # \ I
Cette expression montre que, quel que soit l'état initial, le mouvement de la corde peut être regardé comme la réunion ou la superposition d'une infinité de mouvements simples oscillatoires, exprimés chacun par un terme des séries* Les durées des osoillations dans ces divers mouvements
4 11 simplet décroissent comme les nombres 1, -, -, -, etc.
L'état initial se reproduit alternativement d'un côté et de
l'autre de la direction naturelle de la corde. La durée d'une
oscillation entière est aW-^j, en sorte qu'elle est propor-
tionnelle à la longueur de la corde entre ses extrémités fixes et à la racine quarrée du rapport du poids de l'unité de longueur de la corde au poids qui en mesure la tension. Ces résultats sont entièrement conformes à l'expérience.
Des notions analogues à celles qui ont été présentées dans le n° 493 , prouveront d'ailleurs que la solution est unique, et nécessairement donnée par l'expression précédente, qui s'accorde avec l'état initial et vérifie l'équation différentielle.
XXXIX. METHODE DBS VARIATIONS
497. La méthode des variations a pris naissance dans les questions de maximum et de minimum considérées sous le point de vue le plus étendu; mais son utilité principale consiste dans les applications à la mécanique. Nous ne pouvons présenter ici que les premiers éléments de cette méthode et ses usages les plus simples.
H faut distinguer en premier lieu en quoi les questions de maximum ou de minimum qui dépendent du calcul des variations diffèrent des questions ordinaires du même genre. Dans les questions ordinaires , une quantité U est donnée en fonction d'une ou de plusieurs variables indépendantes x, y, xy etc., de manière que chaque système de valeurs attribuées k ces variables amène une valeur déterminée pour U. On demande de fixer les valeurs de x, y, *, etc., qui rendront U la plus grande ou la plus petite qu'il soit possible. Cette question, comme on Ta vu dans l'article XIV, se résout en posant les équations
M A <M A du .
auxquelles doivent satisfaire les valeurs demandées des variables x, y, z, etc. Quant à la distinction des cas où les valeurs qui satisfont k ces équations répondent effectivement à un maximum ou à un minimum , elle est fondée» comme on l'a vu également dans l'article cité, sur la considération des coefficients différentiels du second ordre delà fonction U.
Dans les questions qui dépendent du calcul des variations, on conçoit entre diverses quantités variables une relation exis* tante, mais indéterminée, et l'on demande de déterminer cette relation de manière que la valeur d'une certaine fonction , valeur qui dépend de la relation dont il s'agit, soit la plus grande possible.
Par exemple une courbe étant tracée entre deux points fixes, la grandeur de Taire comprise entre la courbe, Taxe des abscisses, et les ordonnées des points extrêmes, est déterminée, et sa valeur résulte de la relation y = f(x) qui est l'équation de la courbe. Représentons-nous entre les deux points fixes plusieurs courbes qui auraient toutes des longueurs égales : l'équation y=f{x) sera différente pour chacune , et l'aire , représentée par I M dx . y , aura également
J *o des valeurs différentes. La longueur de la courbe est exprimée d'ailleurs par
On peut demander, cette longueur demeurant la même, de déterminer la figure de la courbe, c'est-à-dire la forme de
la fonction f(x), de manière que l'aire / "dx.y soit la plus
grande ou la moindre possible.
Concevons encore une courbe tracée entre dent points fixes, et considérons nn corps qui descend le long de cette courbe en cédant librement h l'action de la gravité. Le temps que ce corps emploiera à parvenir d'un point à l'antre dépend de la figure de la courbe dont il s'agit, et sa valeur est exprimée, en supposant l'axe des x vertical, paf
J ** V 2g(*—sj
On peut demander de déterminer la relation y*s*fe) qui donne la figure de la courbe de manière que oe temps soit le moindre possible. Cette question sera plus étendue si Von admet que la courbe de la plus vite descente, ou brexhystochrône, doit être tracée, non pas entre deux pointe fixes, mais entre deux lignes courbes données, ou entre deux surfaces courbes données. Les limites x, et x„ dé l'intégrale deviennent alors variables, aussi bien que l'abscisse x0 du premier point de la courbe qui se trouve sous le signe d'intégration définie.
Une recherche de même genre est celle de la ligne la plus courte qui puisse être tracée sur une surface donnée, entre deux points fixes, ou entre deux lignes marquées sur cette surface.
498. Ces exemples suffisent pour indiquer quelle est la nature des questions dont il s'agit , et à quelles recherches aftalytTejfcres on se trouve conduit pour en trouver la solution. L'expression de la quantité qu'il faut rendre un maximum ou un minimum se forme, d'après les règles connues, au moyen des éléments différentiels de la courbe cherchée. Cette expression est toujours une intégrale définie pem
entré des limites données, fixes ou variables avec certaines conditions. On doit rendre la valeur de cette intégrale la plus grande ou la moindre possible, en déterminant en conséquence la relation analytique dont dépendent les coefficients différentiels qui se trouvent sous le signe d'intégration. Cette question se résout d'ailleurs au moyen des principes qui s'appliquent aux questions ordinaires de maximum et de minimum. On suppose que toutes les quantités variables dont dépend la valeur de la fonction proposée augmentent de quantités arbitraires qui peuvent être supposées aussi petites qu'on le veut; et dans le développement de la valeur qui en résulte pour cette fonction, on égale à zéro le terme qui contient les premières puissances de ces accroissements; ou, si l'on vêtit, on égale à zéro la différentielle totale de la fonction proposée prise par rapport à tontes les quantités variable» qu'elle contient. L'équation qui en résulte doit subsister pour toutes les valeurs qui peuvent être attribuées aux accroissements infiniment petits de ces quantités variables. Elle exprime la condition nécessaire du maximum ou minimum. Quant à la distinction des cas où il y a maximum ou minimum, et de cent où, bien que cette condition soit satisfaite, le maximum on minimurri n'existe pas, elle dépend de la considération du terme qui contient les secondes puissances des accroissements. Le maximum et le minimum ont lieu respectivement lorsque ce terme est toujours négatif ou toujours positif, quelles que soient les valeurs des accroissements.
499. Nous considérerons en premier lieu le cas où l'on n'a qu'une variable Indépendante x , et une fonction y dont la valeur dépend de celle de x; y représentera donc l'ordonnée d'une courbé dont x est l'abscisse. II s'agit de déterminer la figure éé \û courbe de manière que l'intégrale
définie
*Xt*dx.V
soit un maximum ou un minimum. Les limites x9 et xu de l'intégrale peuvent avoir une valeur constante donnée. Ces limites peuvent aussi, dans quelques cas, varier d'après certaines conditions. V est une fonction quelconque d'un
nombre déterminé des quantités x, y, -~y ^~, -1, etc.;
x étant la variable indépendante, l'élément dx est supposé constant.
Cela posé, nous admettrons d'abord que les limites x#, xM ont une valeur constante. Dans ce cas, les points extrêmes de la portion de courbe que Ton considère doivent se trouver toujours sur les perpendiculaires à Taxe des abscisses, menées aux distances x0, x„ de l'origine; et Ton fera varier d'une manière aussi générale qu'il soit possible la fonction pro-
posée / dx.V, si Ton suppose que la courbe cherchée se
change dans une courbe quelconque infiniment voisine qui
soit assujettie à cette condition. Or il n'est pas nécessaire! pour
opérer un tel changement, de faire varier x dans la fonction
V; il suffit d'attribuer, dans cette fonction, à la quantité y et
du <Py d*y par suite à ses dérivées —-, -r^, j^, etc., des variations
que nous désignerons par 8y, 8 -^-, 8 -^~, $-—?, etc.,*
qui pourront être différentes d'une abscisse à une autre, en sorte que 8jj est une quantité infiniment petite, mais d'ailleurs fonction quelconque de x. La caractéristique 8 représente, aussi bien que la caractéristique d, un accroissement tnfi-
niment petit attribué à la quantité variable affectée de cette caractéristique; mais il y a ici cette différence que le signe d indique un accroissement résultant du passage d'un point de la courbe cherchée au point suivant de la même courbe, tandis que le signe 8 indique un accroissement résultant de ce qu'on passe d'un point de la courbe cherchée au point correspondant de la courbe quelconque infiniment voisine. De* plus nous appellerons variations les accroissements désignés par S, le nom de différentielles étant conservé aux accroissements indiqués par d. La variation de la fonction V résultant
du d*y cPy des variations attribuées aux quantités y, -~, -r-£, -t~, etc.,
qui y sont contenues, sera exprimée par SV; et Ton aura SV=N8» + M^ + Q8g + R8g + etC;
si l'on représente par N, P, Q, R, etc., les coefficients différentiels de la fonction V pris respectivement par rapport aux
. _ _ dy d*y dHi quantités variables y,^, ^, ^, etc.
La condition du maximum ou minimum exige que la variation
f*» dx.&f J *o
de l'intégrale définie proposée soit nulle. Cette condition est donc exprimée par l'équation
On remarquera maintenant que dans les termes -r
od*y ïd*y
■j-y, -r-f , etc., Tordre des signes d et 6 peut être interverti à volonté. En effet, l'ordonnée du point de U courbe cherchée étant y, l'ordonnée du point suivant de la roimi courbe est y + dy, et celle du point correspondant de U courbe voisine est y -f- 8y, Donc l'ordonnée du point suivant %de celte dernière courbe est également y + tfy4-%+<ty)/ ou y + ty + d(y -f- ty). Donc y y =? doy. La même remarque
dfîi peut être appliquée à la fonction -j~ et aux fondions soi*
vantes. On a également -r-| = — £ =^ — J, et ainsi <k
suite. Nous pouvons donc écrire f au lieu de l'équation précédente,
Dr, ai Ton considère à part chacun des termes du second membre, on voit qu'au moyen de l'intégration par parti» ils peuvent être transformés de la manière suivante. On aura
fdx.P^ = canst/+P*y—fdx.j£*y;
puis en donnant successivement aux quantités qui entrent dans cette équation les valeurs qui répondent aux limite* *t et a^ de l'intégrale,
0 = const. +P0ty0f et en retranchant le premier résultat du second,
/j*.,2_r-wk-/j*.Sï|.
On trouvera de même pour le terme suivant, et par conséquent
Le terme qui viendra après donnera
et par conséquent
^d*t/ rfR.rfw , d*Rft . . d*Rfc
Et ainsi de suite pour les autres termes.
D'après ces transformations , l'équation précédente expri-
mant la condition du maximum ou du minimum, se trouve changée en
+ (pu-^-e,c)^+(Qw-^+etc.)8^
Cette équation doit subsister, pour que la condition do maximum ou du minimum de l'intégrale définie proposée soit satisfaite, quelles que soient les variations marquées par le signe S. Les deux premières lignes contiennent les
variations des quantités y0, ~, ~-y etc., ou yrt, ~t ~~, etc., qui représentent les valeurs que prennent les
fonctions y, -jf-, -?~, etc., lorsqu'on attribue à l'abscisse*
les valeurs œQ ou x^ qui répondent aux limites de l'intégrale définie proposée. La dernière ligne contient sous le signe d'intégration la variation 8y de l'une quelconque des coordonnées de la courbe, variation qui est entièrement art»traire. Cette dernière ligne doit être égalée séparément à zéro; et il en est de même des deux autres.
Nous aurons donc en premier lieu V équation i*~ définie
0=N-di + ^-3F + etc-
qui appartient à tous les points de la courbe , et qui doit d'abord être vérifiée par l'expression de y en x qui résoudra la question. Cette équation sera une équation différentielle entre les variables x et y, dont il s'agira de trouver l'intégrale générale.
Nous aurons ensuite, si les variations relatives à la première limite de l'intégrale sont indépendantes des variations relatives à la seconde limite, les équations déterminées
o = (p.-f + etc>, + (Qo-g + etc.)8g
+ (R0-etc.)3^--etc.,
0 = (Pco-^ + etc.)8y(0+(Q(l>-^ + etc.) a
dx
dy<»
dx
+(B«-et&)*2? + ete.,
qui appartiennent aux deux limites de l'intégrale, et qui doivent également être satisfaites par l'expression de y en x qui résout la question , lorsqu'on donne à x les valeurs extrêmes ar0, a?w.
Si les points extrêmes étaient donnés de position, ou si les valeurs des ordonnées y0 et yw étaient constantes aussi bien que x0 et a?Q, on aurait alors $y0 = 0, 8yQ=0, et les premiers termes des équations dont il s'agit disparaîtraient. Il suffirait donc, pour y satisfaire, d'égaler séparément à zéro les termes suivants. De même si les valeurs de quel-
dy d*t/ ques-uns des coefficients différentiels —-, -r~, etc., appar-
(IX QX
tenant à l'un ou à l'autre des points extrêmes, étaient don-
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fa nées par la nature de la question, on aurait 8-^ = 0,
dx
S-^^=0, etc., pour l'up de ces points; oq $-jjk=0,
cPv * *^T ^ °> et^> PP"* l>autrei et les termes affectés de ces
variations disparaîtraient d'eux-mêmes. Quant au termes qui ne disparaissent point ainsi d'eux-mêmes par suite des valeurs déterminées que doivent conserver l'ordonnée y ou quelques-uns de ses coefficients différentiels dans les points extrêmes de la courbe, on doit les égaler séparément à zéro. Les équations qu'on obtient de cette manière servent en général à déterminer les constantes arbitraires introduites par l'intégration de l'équation indéfinie qui précède.
802. Avant d'aller plus loin, on remarquera qu'en égalant à zéro le terme qui reste affecté du signe d'intégration aans l'expression de /ite.SV, et en regardant l'équation ainsi formée, non plus comme devant déterminer y, mais comme devant être identique, on exprime la condition nécessaire pour que l'intégration indiquée puisse s'effectuer, ou pour que la fonction dx . SV soit une différentielle exacte; ce qui résulterait 4e ce que la fonction \dx serait ellemême une différentielle exacte. Car la supposition V<fr=<ft entraîne SVdx = 8dU = (fêV. D'ailleurs, ^çttant jf,jf,
y*, etc., à la place de g, g, g, ete., l'équation de
condition
. _, dP.tPQ dHi,.n
dont il s'agit, peut s'écrire
n_dV d (d\\, d* /dV\_ * fL\MMa.
Si elle est satisfaite identiquement, la fonction Wdx, dans laquelle V contient x, y, y\ y", etc., sera une différentielle exacte d'une fonction de Tordre immédiatement inférieur. Nous pouvons vérifier cette proposition pour les fonctions du premier ordre. L'équation de condition se réduit alors à
n_rfV_ rf_/rfv\ dy dxWJ9
Comme elle doit être 'identique, les deux termes doivent
dV que y*, il s'ensuit que jp ne doit pas contenir y*, puisqu'au-
trement — f — j contiendrait y"; d'où Ton conclut en
premier lieu que la fonction différentielle du premier ordre dont il s'agît , qui doit être une différentielle exacte , ne peut être que de la forme
(A + Btf)dx9 c'est-à-dire Adfc + Btfy,
A et B étaal des fonctions de x et da y seulement Cette fonction donnera
dV_dA ,dBdy dV_»
4y~ d»+ dy dx' dy'""l5;
et en substituant dans l'équation de condition, il viendra
du dy dx \dx dy dx) dy dx' (ttnforna&neni k ce qu'on ci vu dans le n° 365.
803. Nous avons supposé dans le n°499, afin de considérer d'abord le cas plus simple, que dans l'intégrale définie proposée
*w dx.N,
qu'il s'agit de rendre un maximum ou un minimum, les limites x0 , xw étaient constantes , en sorte que dans tous les changements que Ton pouvait faire subir à la courbe qui représente la relation de y à x, les points extrêmes devaient demeurer constamment sur les mêmes parallèles à Taxe des y. Nous supposerons maintenant ces limites variables. Dans ce cas, nous ferons varier la fonction
"cte.V de la manière la plus générale qu'il soit pos-
sible. en admettant que toutes les abscisses x augmentent de la quantité arbitraire &r, en même temps que l'ordonnée y et ses dérivées augmenteront comme ci-dessus, des
quantités 8y, 8 —, 8 —^ , etc. La courbe qui exprime la relation de y à x se changera alors en une courbe infiniment voisine. La variation qui en résultera dans l'intégral*
w<te.V sera exprimée par
— VJbb+Vtttew+ (*» dx.hY.
J xù
Mais il faut remarquer ici que, par l'effet de la variation supposée de l'abscisse x , un. point quelconque de U première courbe étant transporté dans la courbe variée, son ordonnée devient y + ty. Donc, l'ordonnée qui w* .pond à l'abscisse x dans la courbe variée, a pour exprès
sion y + 8y — (g| + 8 g|j 8a?, ou y + 8y— ^ te, en négligeant les quantités du second ordre. On conclut de là qu'en formant 8V dans l'expression précédente, nous devons regarder y comme augmentant, non pas de 8y, mais
dy de 8y — -p 8a?. La même remarque s'appliquera aux fonc-
dti tions dérivées de y. On doit regarder -/- comme ayant varié
ax
seulement de 8 -^ V-^ 8a?, ou 8 -^- — —^ 8a?. On
ax ax ax dx*
d*y considérera également -^ comme ayant varié seulement
d*y d*y de o—i — —i Zx, et ainsi des autres. Par conséquent, si
nous représentons comme dans le n° 499, par N, P, Q, etc.,
les coefficients différentiels partiels de la fonction V pris res-
dti éPy pectivement par rapport à y, ^-, -j-^, etc., nous devrons
écrire ici
On remarquera de plus qu'en posant
et différentiant cette équation, il vient
<%_!?!?&,.— ^ rf8a? _ dfcu m dx dx% dx dx "~" dx '
puis en ajoutant l'équation identique
dx dm dx da 9
on trouve (puisque l'ordre des signes d et 8 peut être changé
à volonté) ,
hdy d*y ^tâu dx dx* ~3x%
Différentiant de même cette dernière équation, ce qui donne
çte f^V r <Py d&x _ d*^u
dx <te» dx* dx" dx*S
puis ajoutant l'équation identique
d*£ td^l ^d*y _% dx ^ dx dHf m
dx* dx dx dx* dx9 on trouve également
dx* dx* dx*
On obtiendra de la même manière
dx* dx* dx*%
et ainsi de suite* H en résulte que 1'expfldssion précédente de $V peut s'écrit
5V = Nw + p_.+Q_ + R__ + etc
L'équation exprimant la condition du maximum ou du minimum sera donc
o = r— v0àop0-f v^
t— V0«r0+ VJ*
et en opérant sur le second terme les transformations indiquées n° 500, cette équation se changera en
-V.^.-§ + S-etc.)(s*-t-.)
En comparant ce résultat à celui du ti° 500 , on voit en premier lieu que Ton est conduit ici à la même équation indéfinie
0==!,"-s+a?""a?+etc-
qui doit subsister pour tous les points de la courbe. Quant aux équation^ déterminées, elles diffèrent de celles qui sont écrites n° 50i, par Pintrdttofctlôil des' tèrtaës — V0te0
— <84 — et Vw&rw ; et parce que les quantités 5y0 et tyw sont remplacées par ty0 — -^ Zx0 et $yw — ^ Szw ; les quantités
ainsi de suite. Si les variations &r0,Sy0, S-p» etc., et
te*» fy*»9 *"j* etc-> sont arbitraires, le coefficient de
chacune de ces variations doit être égalé séparément k zéro, ce qui donnera autant d'équations distinctes auxquelles l'expression cherchée de y en & doit satisfaire quand on donne à x les valeurs extrêmes x0 et xtù. Si quelques-unes des
dy dHr quantités ocyy,-y-, -j^> etc., ont des valeurs déterminées CLX ax
pour l'un ou l'autre des points extrêmes de la courbe, les termes affectés des variations de ces quantités disparaissent d'eux-mêmes, et on doit égaler seulement à zéro les tomes affectés des autres variations. Il faut remarquer d'ailleurs que si la position des points extrêmes est entièrement arbitraire, chacun de ces points peut être placé où Ton veut sur le plan de la courbe , sans qu'elle cesse pour cela de satisfaire à la condition de maximum où minimum de l'intégrale définie proposée. Donc on est alors le maître de supposer &r0=0 et ty0 = 0, et, par conséquent, de ne point poser les équations exprimant l'égalité à zéro des coefficients dont ces deux variations sont affectées dans l'équation précédente; en sorte que dans le cas dont il s'agit, l'ont deux équations de moins pour la détermination des constantes.
504. Nous devons remarquer que la fonction désignée par V dans l'intégrale définie
<te.V
qu'il s'agit de rendre un maximum ou un minimum, pourrait contenir une ou plusieurs des quantités x^y*,-—-,
d}y dy d*y
^, etc., ou ffw, j^, -£±, -g?, etc. , qui appartiennent
aux points extrêmes de la courbe. On en voit un exemple dans la question de la brachystochrône citée n° 497, où la fonction sous le signe d'intégration contient l'abscisse du premier de ces points. On doit dans ce cas, en formant la variation $V, faire varier les quantités dont il s'agit, si leurs valeurs ne sont point constantes en vertu de l'énoncé de la question.
Si, par exemple, V contenait xQ, et que la variation de V, prise par rapport à cette quantité, fût p&r0, l'expression de 5Vdu n°503 devrait être augmentée du terme. jjl8x0. Donc le terme affecté du signe d'intégration dans l'équation qui exprime la condition du maximum ou minimum devrait être
augmenté de la quantité / "rfg.|ite0j ou &r0 / Xtùdx.p. J x* J z0
Il s'ensuit que l'on devrait ajouter cette quantité au second
membre de celle des équations déterminées qui se rapporte
à la première limite, en sorte que le terme affecté de &r0
dans cette équation deviendrait
On aurait égard de la même manière à la variation des autres fonctions dont il s'agit, si elles entraient dans la composition de la fonction V.
505. Nous avons considéré jusqu'ici le cas où l'on avait une seule variable indépendante x, et une fonction j dépendante de cette variable, comme cela a lieu dans les problèmes qui se rapportent à une courbe ptane. Dans les questionsrelatives à une courbe à double courbure, il bat considérer une variable indépendante x, et deux fonctions y et x qui dépendent de cette variable. L'intégrale définie qu'il s'agit de rendre un maximum étant toujours
*»dxX x0
la fonction V contient alors en général , outre la variable x,
. c .. dy d*y d*y A A dx d** d?z
les fonctions y,^,^,^, etc., et,, -, —^ etc.
Supposons d'abord, comme dans le n° 499, les limites iet o?w de l'intégrale constantes. La variation de cette iotégrale est
** da.ôV.
Admettons qu'en difftirentiant la fonction V par rapport m quantités y, z et à leurs fonctions dérivées , et marquant les différentielles par S, l'on trouve
I dz d*2L drZ I •
l'équatkm exprimant la Condition du taatlmtiifl ou minimafn de l'intégrale définie proposée sera
Appliquant donc à cette équation l'analyse exposée n° 500, on verra, comme dans les n° 501 et 503 : 1° que l'on doit avoir pour tous les points de la courbe l'équation indéfinie
1 <te* +
laquelle, si les variations ot/ et 8* sont entièrement indépendantes Tune de l'autre , donne les deux équations distinctes
dP , d*Q d'il .
dp , d'à d*r , .
0 = n"S + ^-3^ + etc';
2° que l'on a également pour les points extrêmes de la courbe les équations déterminées suivantes , savoir : pour le premier point
+ (R0-ete.)5^« + etc.
Hfc+S— *h+H&+~)*
dz0 dx
»-etc.)ô^ + etc = 0;
et pour le second point
(^-^ + ^)^+(Q«-^ + etc)S + (R-etc)S§» + ete.
as
+ (rw-etc.)ô^ + etc = 0.
On doit appliquer à ces deux équations les remarques faites n° 503, relativement aux conditions qui peuvent être données pour les extrémités de la courbe.
On doit également appliquer au cas dont il s'agit , les remarques faites n° 504 , relativement à la nécessité de tenir compte dans l'expression de £V des variations des quantités relatives aux limites , lorsque ces quantités sont variables et entrent dans la composition de la fonction V.
Il est aisé d'étendre cette analyse aux cas où il y aurait un plus grand nombre de fonctions dépendantes de Invariable x.
506. Nous pouvons remarquer ici, comme dans le n* 502, que les équations
0=N-s+^-s?+etc'
que l'on peut écrire
°" dy ~~ dx\dxf) + dx*\dtff) dx*\dtf") + 0 ~ dz dx \dz') + dx* \dz") dx* [d*»)
+ etc.
d\i d*v d%y en mettant y', t/", y", etc., à la place de -y- , -r^, ^~ , etc.,
oa: aa; ax
et s*, 2", s", etc., à la place de -^, ^J, ^, etc., expriment, en se vérifiant identiquement, les conditions nécessaires pour que la fonction Wdx soit une différentielle exacte.
Dans le cas où cette fonction serait du premier ordre , ces équations se réduisent à
dV ±fdV\ «-fc_jL(M}i Q~-djj dx\dy')' dV dx\dz')'
On en conclurait d'abord , comme dans le numéro cité , que la fonction dont il s'agit doit , pour être une différentielle exacte, être de la forme
(A + By* + CaTjdx, c'est-à-dire Adx +Bdy + Cdz,
A, B, C désignant des fonctions qui ne contiennent que s, y et z. Cette fonction donnerait donc
dV _ dA dB ..dC , dV _ dA dB . dC , djj~~ dy + djjV+djjZ' dz"-dz + dzV+dzZ
^-B dV-C
d?-B* d?-Cï
et en substituant dans les équations de condition , on trouverait
ou
A dÀ , dB . , dC . /dB , dB ,, dB \
^^d^ + c^^^^^ Vfa + d^+d* ^
°~dy dx \dz dy)z'
A_dÀ dC /dB dG\ f
°-dJ""dï + Vd^"~dy>/y-
Comme ces équations ne doivent pas déterminer y et * , puisque y et * sont des fonctions quelconques de x> ou es conclut les trois équations distinctes
dy dx 9 dz dx * dz dy *
conformément à ee qu'on a vu daaa le a* 366.
.507. Si l'on admet maintenant, comme dans le n* 503, que les limites x0 et arw de l'intégrale définie proposée puissent varier, il sera nécessaire de feire varier l'abscisse j. On reconnaîtra que les variations des coordonnées correspondantes à cette abscisse ne sont plus alors ty et Sx, mais
ty— -£. ix et ** — •£- &c. Par conséquent, l'équation indéfinie qui doit subsister pour tous les points de la courte devient
r (-S+3-S-0MW1 U(-**3-£+~)(--£*)J
= 0; et si les variations Sx, fy, 8* sont entièrement indépta-
dantes les unes des autres, on aura oomme ci-dessus les équations distinctes
dp dH) (PR
A l'égard des équations déterminées, on verrai également que l'on est obligé d'ajouter au second membre de l'équation relative à la première limite , le terme — V08a?0 ; et de
remplacer 8ïo et 8*0 par 8y0 — ^8j?0 et fc0— -g- 8*, dx dx
ainsi de suite. On ajoutera de même à l'équation déterminée relative à la seconde limite, le terme Vw8xw; et l'on
remplacera 8yw et 8zw par 8t/ — -j^ 8yw et Iz — -^ 8xw,
oî^etS^i dx dx
par o
«fyco *'*
dx
w *«. /US *****
^r^etS —
<fcr do;'
et ainsi de suite.
508. Dans, les équations qui se rapportent a\*x surfaces, par exemple dans la, recherche <}e la surface qi*i , se terminant à un contour donné , aurait la plus petite aire possible, on doit considérer deux variables indépendantes x, y, et une fonction % dépendante de ces variables. Il s'agit alors d'exprimer les conditions du naaximum ou minimum d une intégrale double telle que
'" dx
rfy.v,
dans laquelle V peut contenir en général les variables indépendantes x,y, ainsi que la fonction x et ses. dérivées
dx dx d*x d*x dlx
—, 3-, -r-r, -r-i-i tij etc. Nous considérerons seole-
dx' dyJ dx*' dxdy dy*
ment le cas où la projection sur le plan des ar, y du contour auquel se termine la surface est un rectangle dont les côtés sont respectivement parallèles aux axes des x et j. l& limites xù9 arw désignent les abscisses extrêmes; les limites y0 el Vu désignent de même les ordonnées extrêmes. De plus, nous supposerons que ces limites ont des valeurs doitnées et invariables , en sorte que le contour de la portion d-' surface dont il s'agit ait toujours pour projection les côtes du rectangle. Il ne sera pas nécessaire alors de faire varier les abscisses x et y. La variation de l'intégrale définie pro
fi <*ft *•»■
et si l'on suppose
on aura, pour exprimer la condition du maximum ou de minimum de cette intégrale, l'équation
509. Appliquant donc les règles du calcul des variations comme on Ta fait n° 500 , c'est-à-dire faisant passer dus
les termes compris sous le double signe d'intégration le d devant le o , et intégrant par parties , on transformera ces termes de la manière suivante.
T Ç CdxdyM ^£ = fdy.Mïz— Ç fdxdy ^ *z+const. ; et par conséquent
J ** J Vo ** J y* fo>)
J y* (*J J *o J yo d*
Les signes <x0), (xj mis au bas des parenthèses, indiquent que dans les quantités contenues dans ces parenthèses , on donne à a; les valeurs x = x0 , x = x^ , c'est-à-dire que ces quantités ont les valeurs qui conviennent aux limites de la surface, parallèles au plan des y, z.
La même transformation donne
J *• (vJ J ** J v. dv
oz*
Les signes (y0), (yj indiquent que les quantités contenues dans les parenthèses ont les valeurs qui conviennent aux limites de la surface, parallèles au plan des x, x.
HZ
2* ANKtl.
d'oà
-yî*("Ê)w+iî*e*)« ■+)î*(-S)w-yî*e-)w .♦y? *)î «s*
et par conséquent
+OMt
ldxd*
'-./XOu-/ï*œ*)« +./>(»sWï*®*)w
Mais on a
fdxQ^ = Qdz-fdxQ*z + amsL
Ainsi l'expression précédente peut se changer en
<nsz
-,^w»j+(oî!k.«.)+^:'te(s)(,j L-/t*@-)w+y>yî*â-J
Le terme suivant contenant R subira la même transformation que le terme contenant P ; il suffit de changer dans ce dernier cas x en y.
Eu substituant ces valeurs dans l'équation qui exprime la condition du maximum ou minimum, elle deviendra
+/!NXM-Ê-i +*)îj+(B-eB-)îE+««-](xj
-»[(>-2-î+*)«»<»-*»$+»iw
+/>i("-S-S+*),,+*-^,ï+«*lu
dKL rfN . d*P , d*Q , rf*R
"xtr dy dx* dxdy
rf*R * \
Zz
Cette équatiou doit eubsirter pour toutes les valeurs qui peuvent être Attribuées aux variations des coordonnées des
points intérieurs ou des points appartenant aux limites.
Nous voyons en second lieu que l'on doit poser
en sorte que si les variations 8* de l'ordonnée aux quatre sommets du rectangle, projection de la surface, sont arbitraires, il faudra que Q soit nulle pour les valeurs des coordonnées qui appartiennent à ces points.
De plus, nous avons l'équation
°= (M-i"i + efc.)5* + (P-eta)sg+ete.
qui doit subsister pour toutes les valeurs appartenant aui points situés sur les limites de la surface, parallèles aux x:. et enfin l'équation ,
°- (N-i-^+ete-)te+(R-e^6S+ete-
qui doit subsister pour toutes les ^valeurs appartenant a» points situés sur les limites parallèles aux yz. Si les varia-
lions &r, 8 — , 8 —, etc., sont arbitraires, chaque terme de ces équations doit être égalé séparément à zéro.
Des cas où il existe des relations données entre les variables.
512. On a supposé généralement dans ce qui précède qu'il n'existait point de relations données d'avance entre les quantités qui entrent dans l'expression de la fonction V. Cependant la nature de la question établit le plus souvent des conditions auxquelles il est nécessaire d'avoir égard, en même temps que Ton satisfait à la condition du maximum ou minimum de l'intégrale définie proposées L'effet des conditions dont il s'agit, est de restreindre l'étendue des valeurs qui peuvent être attribuées aux variations affectées du
Si, par exemple , la valeur de l'intégrale définie proposée dépend de la figure d'une courbe, il peut se faire que les points extrêmes de cette courbe soient assujettis à se trouver sur deux lignes données, ayant pour 'équations y = ©(#), y=ty(x). Les variations &r0 et ty0 des coordonnées du premier point, et les variations &rw et tyw des coordonnées du dernier point, devront alors avoir entre elles les rapports convenables pour qu'elles puissent satisfaire respectivement à ces équations. On aura donc ici
équations qui devraient subsister en même temps que les
— inéquations déterminées obtenues conformément k ce qui a été dit dans les n* 501 et 503.
Si de plus 1* ditëcttofl de la tangente aux extrémités de la courbe cherchée devait s'accorder aussi avec la direction de la tangente des courbes ayant pour équations y = ^[x)} y = ty(x), on aurait encore les équations
dx éb? ° dx dx* *
Et ainsi de suite pour les autres fonctions différentielles. An moyen de ces équations de condition , on éliminerait une partie des variations qui se trouveraient dans les équations déterminées. Après cette élimination , les variations restant dans ces équations se trouvant entièrement arbitraires, on égalerait séparément à zéro chacun de leurs coefficients.
513» Il existe quelquefois des équations de condition qui doivent subsister pour toutes les valeurs des variables comprises dans les limites de l'intégrale définie proposée. Far exemple > si Ton demande de tracer sur une surface donnée la ligne la plus courte entre deux points pris sur cette surface, il est évident qu'en désignant son équation par
l'ordonnée de là ligne cherchée doit toqjours satisfaire i cette équation. Dans un cas semblable* les- variations da quantités qui entrent dans la fonction V étant restreintes par la condition que les valeurs de ces quantités satis&sseut à l'équation donnée , cette équation doit subsister quand on) remplace ces quantités par leurs valeurs augmentées de fo variations. Oh peut donc diffiêrentier l'équation f>h?|K)*ée par
rapport aux quantités dont il s'agit , en marquant les différentielles par 8. Ainsi
étant en général une équation de condition, dans laquelle L désigne une fonction quelconque des variables indépendantes, des fonctions dépendantes de ces variables et de leurs fonctions dérivées, on formera Féquation
o indiquant une différentiation effectuée par rapport à toutes ces quantités. Cette équation servira à éliminer une des variations qui se trouveront dans Féquation indéfinie que Ton forqie en égalant à zéro le terme qui reste sous le signe d'intégration dans Féquation générale exprimant la condition du maximum ou minimum.
Il en serait de même s'il existait d'autres équations de condition
M = 0, N = o, etc.,
analogues à la précédente. On formerait également les équations
5M = 0 , 8N = 0 , etc. ,
que l'on réunirait à l'équation indéfinie dont on vient de parler, afin d'éliminer autant de variations qu'il serait possible. Les coefficients deë variations restantes seraient ensuite égalés séparément à zéro.
514. Dans d'autres questions, le maximum ou minimum cherché ne doit avoir lieu qu'autant qu'une certaine inté-
grale définie conserve une valeur déterminée. C'est ce qu'on nomme maximum ou minimum relatif. La recherche de la courbe qui, avec un contour donné, renferme Taire h plus grande ou la moindre possible, est de ce genre. M s'agit donc de rendre l'intégrale
dx.V
la plus grande ou la moindre possible, en même temps que Ton a l'équation
const.,
à* U étant, aussi bien que V, une fonction de *, y>j:>
-r-—, etc. Les conditions du problème donnent les deui ax
équations
iTx dx'y=o' et *fXfù *•*=*
Or, l'expression de ces conditions ne sera pas altérée si l'oo ajoute la seconde équation à la première, après l'avoir multipliée par une constante arbitraire a. On peut dooc écrire
iÇ^dx.y+al C^dx.V^Q, ou 8 Ç*» dx(V+aO)=A
On traitera cette dernière équation d'après les règles exposées ci-dessus, comme si l'on voulait rendre un maximum
— aoi —
ou an minimum absolu la fonction '
*w dx(V + aV).
En effet, la relation entre y et x qui rendra cette fonction un maximum ou un minimum absolu, satisfait évidemment à la
condition de rendre / w4r.V un minimum ou maximum
pour les cas où l w<te.U prend une valeur donnée; car
s'il en était autrement, il y aurait des valeurs de la somme
f*»dx.\+afXx"dx.V, c'est-à-dire de f*"<te(V+aU),
qui seraient plus grandes ou moindres que les valeurs données par le maximum ou minimum absolu, ce qui est impossible. La constante a se détermine de manière à donner à l'intégrale
j w dx .U la valeur que Ton a fixée dans chaque cas particulier.
Exemples de l'application du calcul des variations.
515. On se proposera en premier lieu de déterminer la ligne la plus courte qui puisse être tracée entre deux lignes courbes données. Les coordonnées de la ligne cherchée étant représentées par x, y, z, il s'agit donc de rendre un minimum la fonction
les limites x0, gu étant variables. En appliquant à cette ex-
pression ce qui a été dit dans les n" 805 et 507, on verra d'abord que l'on a les deux équations indéfinies
dy
d I dx .
dx
d'où résulte
dz
dx
On en conclut que les coefficients différentiels JL Sidr ^ dx} dx
vent avoir des valeurs constantes, propriété qui n'appartient
qu'à la ligne droite. Posant donc
dV^h <**_„
dà~0% dï-c'
on aura
y=zbx + m, z = cx + n9
pour les équations de la ligne cherchée, 6, c, m et n étant des constantes arbitraires
A l'égard des conditions relatives aux limites, l'équation déterminée appartenant au premier "point de la ligne cherchée est ici
qui se réduit à
Remarquons que dans cette équation &r0# 5y0, 8*0 représentent respectivement les projections Sur les axes des x, des y et dos 2 , des déplacements qui peuvent être attribués au premier point de celte ligne. Or, d'après la supposition, ce point doit ici se trouver constamment sur la première des deux courbes entre lesquelles la ligne de plus courte distance doit être tracée. Donc les variations 5#0, 8y0, &r0 peu» vent être regardées comme les projections sur les axtt de l'élément de cette courbe voisin du premier point dont il s'agit. D'oïl Ton conclut que l'équation préoédente exprime . la condition que la ligne de plue courte distance doit être perpendiculaire à cet élément.
On obtiendra une équation pareille pour l'autre extrémité de la ligne cherchée. La ligne la plus courte est donc une droite perpendiculaire aux deux courbes entre lesquelles elle est tracée.
On se trouverait conduit à un résultat semblable si la ligne de plus courte distance devait être menée entre deux surfaces
courbes données. Les variations &x*,fy0,Sx0 de l'équation précédente devraient être alors regardées comme exprimant les projections sur les axes d'un élément linéaire quelconque tracé à partir du premier point de cette ligne sur la surface courbe. Cette équation exprimerait donc que la ligne de pins courte distance doit être perpendiculaire à la surface.
Il en serait encore de même si la ligne de plus courte distant* devait être tracée entre une courbe et une surface courbe donnée. Elle devrait toujours rencontrer l'une et l'autre à angle droit.
516. Admettons maintenant que la ligne la plus courte doit être tracée sur une surface donnée. L'intégrale qu'il s'agit de rendre un minimum étant toujours
il faut, conformément au n° 507, poser d'abord f en écrivant
pour abréger W au lieu del/i+ fêY + fê) ) réquafcm Indéfinie
-£(A»K2-)+i(*SHS-). .
et se souvenir que x} y, z devant satisfaire *à l'équation d* la surface , que nous représentons par
les variations te, fy, 8* sont liées entre elles par l'équation
de condition
on mettra donc au lieu de fa celte valeur dans l'équation précédente, puis on égalera séparément à zéro les coefficients de *y et oz, qui restent indéterminées , ainsi il viendra
o—l/i M.!? ±(±Ë*\ v"dx\W dxJ^dy'dx\W dx/9
dy ±(±dy\.(dz_d$\ A(±dz\ U-"<te'd*\W<*r/ + \dx dx) ' dx\W dx)'
La ligne cherchée étant tracée sur la surface dont l'équation est * = F(.r, y), les éléments dx, dy* dz des coordonnées des points de cette ligne doivent satisfaire à cette équation , en sorte que Ton a
cU__rfF rfF dy
dx~ dx dy dx' •
Cette valeur, substituée dans la seconde des deux équations ci-dessus, la rend identique avec la première, ainsi que cela doit être.
Cette première équation détermine la nature de la ligne de plus courte distance qui est .l'objet de la question : elle en exprime une propriété géométrique qui consiste en ce que son plan osculateur est constamment perpendiculaire à la surface sur laquelle cette ligne est tracée.
En effet, si Ton se rappelle l'équation du plan osculateur, donnée au n° 232 , et l'équation du plan tangent tt la surface
dont l'équation est z = F(x, y), donnée au n* 411, on eo conclura facilement qxtb la condition nécessaire pour que ces deux plans soient perpendiculaires l'un à l'autre est, par le n<> 215,
d? (dz <Py__dy d*t\ dp d*z ~dx\dx dx* dx dx*) dy dx* t M_n
dx*
dF en éliminant — au moyen de l'équation
dz __ dF dF dy dx" dx dy dx' elle devient
{fe — tâfy\(dzd*y_dy ^\ , d?^£ , #y_0 \dx dydx)\dxdx* dx dx*)+ dy dxt + dx'~ '
ou bien
*£!L 4. /jgV^y^ _dy dz d*z dx* \dx) dx* dx dx TE?
dFTd*z /dy\*d*z dy dz d*y]_n + dyldx*^\dx) dx9 dx dx dx»J '
résultat identique avec l'équation
?VW dx)* dy* dx\XV dx/""0'
dx\
ainsi qu'on peut le vérifier en effectuant dans cette derrière les différentiations indiquées.
Les conditions relatives aux limites se déduiront, cofflme dans le n° 515, en considérant d'abord le premier point de
la courbe, de l'équation déterminée
Si ce premier point est donné de position sur la surface , cette équation est satisfaite, puisque l'on a alors &r0=0, 6y0=0, 8jz0 = 0. Mais si la ligne de plus courte distance doit partir d'une ligne courbe donnée tracée sur la surface, les quantités Zx0, oy0, 8z0, expriment alors les projections sur les axes des x, des y et des z9 de l'élément de cette ligne courbe; et par conséquent, l'équation précédente montre que la ligne de plus courte distance doit être perpendiculaire à cet élément.
On obtiendrait un résultat analogue pour Fextrémité opposée. Ainsi la ligne la plus courte doit couper à angles droits les deux courbes entre lesquelles elle est tracée.
517. La recherche de la surface dont l'aire est un minimum, est un problème analogue au précédent. Nous supposerons que cette surface doit se terminer à un contour déterminé dont la projection sur le plan des x , y est donnée. L'intégrale qu'il s'agit de rendre un maximum est ici
rz */t *vqv (I)'
et on doit lui appliquer les notions exposées dans les nM 508 et suivants. Nous aurons donc, conformément au n° 5H , l'équation indéfinie
dz dx
si m- (%)'"<
dz
c'est-à-dire, en effectuant les différentiations indiquées,
n_rYrf2V_i_4"irf** *dz *£ ** ,r/<feVni(Pg
L\dy) + ]d& dx dy dxdy+L\te) + W
Cette équation aux différences partielles du second ordre appartient à la surface demandée. Les fonctions arbitraires qui entreront dans son intégrale devraient être déterminées de manière à faire passer la surface par le contour donné. Lorsque ce contour est fixé, les équations déterminées relatives aux limites de l'intégrale sont vérifiées d'avance, et ne donnent lieu à aucune condition particulière.
518. Considérons encore le plus simple des problèmes connus sous le nom d'Isopérimètres, dont l'objet consiste à déterminer la figure de la courbe qui, sous un contour donné, comprend la plus grande aire possible. Il s'agit de rendre un maximum la valeur de l'intégrale définie
tandis que l'intégrale
conserve une valeur déterminée. Cette question se résout , conformément à ce qui a été dit n° 514, en déterminant les conditions du maximum absolu de la fonction
a désignant un nombre indéterminé. Nous supposerons les limites x„ et xw invariables. En appliquant donc les notions exposées n« 499 et suivants, l'équation indéfinie du n° 501 , sera ici
0 = 1-«àï'
d'où l'on tire, en intégrant une première fois, dy
« é|ant une constante arbitraire; et en intégrant une seconde fois,
y-6=-Va'-(*-«)«, ou- (x-a)i+(y_6)t = al)
«étant la seconde constante arbitraire. Ainsi le cercle résout en général la question proposée. La position du centre et le rayon peuvent être déterminés de manière à faire passer la circonférence par deux points donnés, et à donner à l'arc compris entre ces points une valeur déterminée.
2* AHXÉZ.
549. Nous traiterons enfin la question de la bradrystochrftne, ou courbe de la plus rite ctescente, en supposant que la vitesse initiale du mobile soumis à Faction de la gravité est nulle , et qu'il doit passer dans le moindre temps possible d'un point quelconque d'une courbe donnée à un point quelconque d'une autre courbe également donnée. L'axe des x étant supposé vertical, la fonction qu'il s'agit de rendre a» nnoîmam est
J X0 T JC — X0
xQ et xw représentant les abscisses des points extrêmes de la courbe décrite. Ces abscisses étant variables, on doit opérer ici conformément à ce qui a été dit dans les n" 505 et 307. 11 faut remarquer de plus que la quantité x0 entre dans ia fonction qui se trouve sous le signe /. Nous avons, en comparant aux formules des numéros cités :
V X — Xn
" dx N = 0t P
dz (te
Les équations indéfinies <pn dotaftt auteator pour to» te
— Ml -
points de la ligne cherchée sont
d'où Ton déduit
S = 0' di=0'
dfj
dx
^RSFW
dz dx
B et G étant des éonstaàtes. Ces équations donnent
dz_C dy~B'
d'oà Ton conclut en premier lieu que la projection de la courbe cherchée sur le plan horizontal des yz est une ligne droite, et par conséquent que cette courbe est contenue dans un plan vertical.
Pour reconnaître la nature de la cduirbe dont il s'agit , on peut supposer que le plan vertical des &y se confond avec celui dans lequel elle est placée. Son équation différentielle se réduira alors à
dx n
d'où Ton déduit
dx
équation qui appartient à une cycloïde dont la base est une ligne horizontale passant par le point de départ da mobile. Le diamètre du cercle générateur est représenté par la coa-
stante ~. On voit que le premier élément de la courbe de
la plus vite descente sera toujours vertical.
A Tégard des conditions relatives aux limites de l'intégrale, l'équation déterminée donnée par les termes qui ne sont point sous le signe d'intégration, est ici
-vfa-v.fa-^^)- p. (&.-%**)
et l'on a
\MDMg)'
2fc— ag*
On trouva» la valeur de l'intégrale / "ite.^enremarquant que la différentielle complète de la fonction V est
Mais on a vu ci-dessus que les fonctions P et p devaient être constantes dans tonte l'étendue de la courbe. On peut donc écrire Pw et pw au lieu de P et p, ce qui donne
d'où l'oif tire en intégrant
J x0 "b-V—** y*> + v*>\dx dz)+Vi»\dx dx)'
Substituant cette valeur dans l'équation déterminée précédente, et remarquant que P0=P<o et p0=pw> on trouve
= 0, ou, en remplaçant Vu, Pu et pm par leurs valeurs,
dx y<0^ dx
Les variations des coordonnées des deux points extrêmes de la courbe étant respectivement indépendantes Tune de l'autre, cette équation se partage dans les deux suivantes
qui indiquent évidemment que le dernier élénjeet de h courbe cherchée doit être perpendipulajrp k 1% fois mi tangentes menées ajjx 4eu* ppurbes données 4*ns te P^ots dtdépart et d'arrivée du mobile. Il en»résulte que si les deux courbes étaient données dans ijn W&çpe plap vertical, leurs tangentes menées aux points extrêmes de la brachystochrône devraient être parallèles entre elles.
Ainsi la courbe demandée est une portion de cycloïde dont la hase est horizontale et dont l'origine est aq poipt fia départ du mobile. Elle coupe à angle droit la courbe d'arrivée, et l'origine est tellement placée sur la courbe de départ, qut la tangente menée par cette origine à cette courbe est perpendiculaire à la tangente menée à l'extrémité inférieure è' la portion cycloïdale.
XL. cAicui, dbs pimù^Hwess vnngs
520. Le caractère de l'analyse différentielle, et ce qui L* distingue de l'analyse ordinaire, ou de l'analyse algébrique , consiste en ce qu'on y regarde les quantités comme variables, et que Ton considère à la fois la succession infinie des valeurs qui peuvent leur être attribuées j tandis que dan> l'analyse algébrique on regarde toujours les quantités cornu* ayant des valeurs déterminées connues ou inconnues. Dan> le calcul différentiel proprement dit, les valeurs successive des quantités sont censées se succéder d'une manière continue, et par intervalles infiniment petits, c'est-à-dire plus petits que toute grandeur donnée. L'objet principal de <v calcul consiste dans }a recherche des rapports qui exi>î*fi' entre les variations correspondantes des variables ii &> fonctions dépendante^ fie ces variables, rapports qui don-
nent naissance à de nouvelles fonctions dont la considération est nécessaire dans les applications principales des mathématiques aux arts et à la philosophie naturelle. Dans le calcul aux différences, les quantités sont supposées varier par intervalles déterminés et d'une grandeur finie. Cette partie de l'analyse considère d'ailleurs, aussi bien que le calcul différentiel, les relations qui existent entre les variations des variables et celles des fonctions qui en dépendent.
# 524 . Le calcul des différences finies est fondé sur un algorithme qu'il faut d'abord faire connaître. Soit u une fonction quelconque d'une ou de plusieurs variables indépendantes x,y,z, etc. La composition de la fonction u est donnée, et l'on regarde les variables indépendantes comme pouvant prendre successivement plusieurs valeurs déterminées a?0, »0, s0, etc.; xi9 yt, s, , etc. ; x„ »t, *,, etc.; *,, y„ z9, etc.; et ainsi de suite. Le plus ordinairement ces variables sont supposées varier par différences constantes, et quelquefois par intervalles égaux à l'unité. La loi de cette variation, quelle qu'elle puisse être, est supposée donnée. En vertu des variations dont U s'agît, la fonction u prendra également une suite de valeurs déterminées, que nous représenterons par
«o» "i. «t» «3t w4» "*-*> Unî
et nous écrirons comme dans l'article VI,
«, — Mj = Attj
Aiij — At«0 = AHi0
|ls — W, = A«,
An, — Aiij^AHi,
At«, — AtijmAHij
Atik — An3 = AHi9
u. — uM t — Au__«
An,, — Am.l = AHim_1
etc.
On voit que le signe A indique la différence entre la valeur actuelle de la quantité affectée de ce signe, et la valeur que reçoit cette quantité par l'effet d'un changement fini, attribué aux valeurs des variables dont elle dépend. Au0 est la différence de la fonction u0. On représente par AAtt0, on A't*0, la différence de Au0, ou la différence seconde de b fonction u0. On représente également par AA*tt0, ou à\, h différence de A'tt0, ou la différence troisième de la fonction u0. Et ainsi de suite. Il existe entre les valeurs successives d'une fonction et ses différences de divers ordres des relations générales, et tout à fait indépendantes de la nature de cette fonction et de la loi de sa variation.
522. En effet, on trouve par de simples substitutions, comme on Ta vu dans l'article X,
tljzrrllç-f Au0
tiî=ti0 + 2Ati0+ AHio
ti, = ti0 + 3Ati0 + 3A*ti0+ AHi0
ti4 = ti0 + 4Aii0 + 6AX + *AHio + AX
, . , n(n — 1)., , nfn — i)(n — 2) 41 , , Kmtt . Un = Mo + »*"o+ -Ja A mo + j^3 AHi0+... + Alf#,
formule qui peut s'écrire d'une manière abrégée
ii» = (l + Atg»\
en observant de changer, après le développement de la puissance indiquée, (Au0)r en Aru0.
523. On trouve également, par des substitutions successives :
AHi0 = «i— 2t*t+ "0
AHi0 = il,— 3^ + 311! — u0
AH<0 = m4— A«, 4- 6m,— Ah, + t*0
Cette formule peut s'écrire
A-M0 = (tt0-i)-,
en observant de changer, après le développement, un en un. Elle peut servir à trouver directement les différences d'un ordre quelconque d'une fonction proposée, au moyen d'un certain nombre de valeurs successives de cette fonction. Le nombre des valeurs qu'il est nécessaire de connaître est égal à l'ordre de la différence cherchée.
524. On indique par le signe £ une opération inverse de celle qui est indiquée par le signe A; Ainsi £u0 représente la ' quantité dont la différence est u0. Nous écrirons donc , en continuant le tableau précédent vers la gauche,
etc.,
2'm,— S«til=SMl
Stt4 — £#,=1(3
SWh+4— £tt»=tl*
Un
d'où Ton déduit
2M1 = 2ii0 + tt0 2ttt = 2ti04-tt0 + ttt
Su, = S«04-K0 + ?ij+ttf
ÏM4 1= 2|#0 + U0 + «i + «, + K|
SMW= 2w0 + tt0 + ttj + M2 + ti, + +«*-!.
On voit que 2un, ou l'intégrale finie deu^, c'est-à-dire U quantité dont la différence est un, se forme de l'addition des n valeurs de la fonction u qui précèdent la valeur ut, et d'une quantité 2up qu'il faut regarder ici en général comme une constante arbitraire. En effet, supposant u donnée, et par conséquent u0, ui,ui,u^, etc., on n'a assujetti, en écrivant les équations précédentes, les quantité $t* et Su 0 à aucune autre condition , si pe n'est celle d'avoir pour différence u0. Donc l'une de ces quantités est use Montante arbitraire.
On déduit également des équations précédentes i
puis
SX = SX + Zu0
SX = SX + 2«0 + Et*! + 2îj,+ Su8 '
SHi* = EX + Si<0 + 2«4 + 2m, + Etis+ +2*-, ;
X^-SHio + ï'tto
SX = EX + ïty + S'Mt + 3**,
SX = SX + sx + sx + sx + sx
sx = sx+ sx+ sx+ SX+ sx+... + SHln-, ; et ainsi de suite. On a m général
On doit remarquer que dans la valeur de 2\, il entre deux constantes arbitraires, qui sont ssu0 et Su0. Dans la valeur de S'un, il entre explicitement les deux arbitraires EX et SX, et implicitement l'arbitraire Sw0 qui est comprise dans s,u1,£1tfs9 etc., et ainsi de suite. Enfin dans la valeur de sx>, il entre explicitement lp$ (Jeux arbitraires S'u0 et s^u,,, et implicitement tes i — 2 arbitraires s^, S'-Xf
2*~X» Su0 qui sont comprises dfins P~*ui} S1"1^,
^'tt,, etc.; en sorte que l'intégrale &un comprend toujours t constantes arbitraires.
525. Nous*devons remarquer d'ailleurs qu'il n'est pas toujours indispensable que dans l'intégrale
ZuH — Stto + «o + «1 + «ï + «3 + + w*-m
la quantité désignée par £u0, qui la complète, soit une constante. On pourrait prendre pour cette quantité une fonction quelconque des variables qui entrent dans la fonction », pourvu que la fonction dont il s'agit eût la propriété de ne point changer de valeur lorsque ces variables prendraient leurs valeurs successives. On sait qu'il existe plusieurs fonctions trigonométriques qui présentent cette propriété quand on fait varier les variables par différences constantes.
Diffêrentiation des fonctions.
526. Soit u une fonction contenant une seule variable x. Différentier la fonction t#, c'est chercher la valeur de l'accroissement Au que reçoit cette fonction lorsque la variable x devient x + bx. Ainsi de l'équation
u = f(x)f nous concluons en général
£iu = f(x + bx)— f{x).
Si la fonction u contient plusieurs variables indépendantes x> V> *y etc-> cette fonction peut être différentiée séparément par rapport à chacune des variables. Posant
u = ftx,yfz, etc.),
ces différences sont exprimées séparément par
~ix=zf{x + Axty,*,etc.,)— f(xf y,*, etc.),
Au
— Ay = f(x, y + Ay, *, etc.,) — /"(*, y, z, etc.),
Au
^ ùu = f(x, y,z + \z, etc.,) — f(x9 y, z, etc.),
etc.
La différence totale est
Au — f(z + Ax, y + Ay, s + Az, etc.) — /fa, y, z> etc.).
Cette différence totale n'est pas, en général, égale à la somme des différences partielles. Elle le serait si la fonction f(x,y, z, etc.) était une somme de fonctions séparément relatives aux diverses variables x, y, z, etc.
527. Considérons en premier lieu les fonctions rationnelles et entières d'une seule variable x. Elles sont composées de termes de la forme Axk , A et k étant des constantes : la recherche de leurs différences se réduit à trouver celles de la quantité x*.
Nous avons généralement
ou bien
A, xk = (x + Ao?)* — «* ,
A . ** = kx>~* A* + ffiLjy a»- *(Ao?)*
Si la différence fer est supposée constante , on obtient facilement l'expression générale de la différence d'un ordre quelconque de la fonction proposée* En effet, on a alors
= (* + 2Ax)k,
= (x + 3Ax)*,
etc.
et la formule du n° 523 donne
A», x* = (x + nAa;)*— n[x + (n— i)Ax)* + ^^^ [* +tn- 2)A*]* - etc.;
ou en développant et ordonnant par rapport aux puissances de àx,
+ fc[«-J(n-i) + î^=l)rn-2)- ]*-"*
+ ^[n«- 5{»-V.+ 2^(„-2)._....]^-(W .+ etc.,
expression dont la loi est évidente.
528. Nous remarquerons d'ailleurs : 1° que le terme atëcte de xk est nul, quel que soit le nombre entier n, comme on peut le vérifier; ¥ que la quantité
est également nulle, tant que * est plus petit que n, ce que l'on peut également vérifier, et ce qui doit être, puisque l'expression A\a?' ne peut pas contenir de puissances de a# inférieure» à la puissance n/ 3* enfin que l'on a toujours
n = n*—n(n-i)M-^Ç^ (*-$*- etc
comme on peut s'en assurer. Nous écrirons donc simplement , au lieu de l'expression précédente :
k(k — 1) (k — *)..^4k — n + t)afi-«bar
+ W^~i} (n — 2)»+' — L*-*-«Aa;«+*
*(è-i)(fc-2)...[fc-(n + 2)]r
i.2.3 (ii + 3) L ** ;
+ î^=^ (n - 2)»+3 — 1a.*-*-*Aa;»+3
.4- ete***«.«*
On peut remarquer que dans le cas où l'exposant k est un nombre entier et positif : f ° la valeur de la différence de l'ordre k de la fonction xk se réduit à une constante dont l'expression est
A*.**:=fr(fc— !)(* — 2)(tf-3) 3.2.1&r*;
2° l'expression précédente de A\xà se termine alors par un dernier terme qui est
[„*_„(„_!)* + ï&gJÎ (»^2)*- ]**
Ces résultats donneront les différences d'un ordre quelconque de toutes les fonctions de la forme
Ax*+ Bz5 + teT + etc.
Parmi les fonctions rationnelles entières on distingue, a raison de la simplicité de l'expression de leurs différence, les produits de facteurs équi-différents, tels que la fonction
u = (a + x)(a + x + Ax)(a -f.x + 2A#). [a + x + (*— *A4
On trouve facilement
Anti = [a + a? + nAx]la + x + («— i^r] [a + * + (*— i^1
x *(fc— IX*— 2) (*— H+iJ. Ai*.
529. Quant aux fonctions rationnelles fractionnaires on en obtient les différences en les décomposant en fractions simples par les méthodes connues. L'expression de la différera se simplifie lorsque le numérateur est une constante et le dénominateur un produit de facteurs équi-différents. Soit
■(a+*)(a+a? + A*)(a + * + 2&c). [a-f x + [k— iW
on a
A ±A.fc(fc + l)(fc + 2) (/c + n-D-ir" _
(a +*)(a +*■ + A*)(a + x + 2Xt).....la + a: f (fc + »-iM
Les signes + ou — ont lieu respectivement lorsque * est pair ou impair.
530. Nous considérerons maintenant les fonctions transcendantes. Soit
«rtlog.x:
nous aurons
A«= log,(x + te)— log.* = log. (i + ^J; et en développant
-"Ê-i®,+S®-KSy— }
Si la différence Aa? est supposée constante, on a
tft = log.(a? + te) = log. ML 4- — J + log.*,
ii1 = log.(x + 2Aa?) = log. U + —\ +\og.x,
il, = log.(* + 3te) = log- (i + ^)+ log.* f etc.
En développant ces expressions et les substituant dans les formules du n° 523, on trouvera
A»log.*=M[ 2 (^)f-etc]t
etc.
ARMÉE
Il eat la modula logarithmique* c'attrà-dira le norohe pu lequel il faut multiplier les logarithmes hyperbolique* pour avoir ceux du système de logarithmes dans lequel ou calcule.
531. La fonction exponentielle a* donne, en supposant toujours la différence Aa? constante,
Vcr = a?(a** — if
532. A l'égard des fonctions trigonométriques, en partant des formules connues
sio.A^.si|i.B=:2pin,|(4-P).çOB.|(A + B)l
cocuA t^00*B = — 2sliu^(A^P) . dm |(4 + B)» on trouve
A sln. a? = sin. (a? + Ar) — sln.a: = 38!n.|AaJ.cos.H(53^ + i^, Aaw.aj=cos.(* + Ax)~cos.a?=— 2sin.s^.sin.^(2«+^»'
puis A*atn.* = 2sin.^Aarrco8.|(2ar4-3Air)— cos.^(2* + Ax)]
s= — Asin.ft§ Aa? . 6tn,(x + Aa?>
— ii7 —
Et en continuant de la môme manière, on parvient aux formules générales
A*»sin.tf = ± S^sin.** ^ Aa? . sin. = (2s + ïnbx) A*** 4n.x ==fc 2t-+i ^««+1 1 4* . coa. | [a* + (2» + l)A*].
Les signes + ou — ont lieu respectivement suivant que le nombre » est pair ou impair.
La différence de Tordre n de la fonction sin. x s'exprime d'une manière encore plus simple au moyen des différences des ordres n — 4 et » — 2. On obtient en effet l'expression
A* sin.* = — 2* sin.» « AsfA»-1 sin.a? + A""1 sin.*) ,
qui se déduit des précédentes,
533. On pourra toujours, d'après ce qui précède, et conformément à ce qu'on a vu n° 526, obtenir ]e% flifférenoes partielles ou totales des fonctions de plusieurs variables.
Soit par exemple la fonction
on trouve, en supposant Ag constante
Au s= [9 + A#)A y -f àx . y A«t< = (a + 2Ax)A»y + 2Aa? . Ay A8m = (a? + 2Aj;)A'y + 3Aa? . Ay etc.
Soit encore la fonction
on aura
534. lies différences totales des fonctions de plusieurs variables s'expriment au moyen de leurs différences partielles, par des formules remarquables. Soit u une fonction des deux variables x, y, dont nous supposons les différences Ax eUj constantes. On a
AB^Aa + j^ + ^AaAy, expression qui peut s'écrire
Et Ton trouvera
^-[(1+KA,»)(t+è*)-iT« A*B=[(1+È**)(i+è*!')-^^
On obtient des formules analogues lorsque la fonction pro-
posée contient un plus grand nombre de variables. Si u contient les trois variables x9 y, z, on a également
^K(1+EA*)(1+4*)(1+Eà»)-iT"J
et ainsi de suite.
Intégration des fonctions.
535. Soit en premier lieu la fonction xm. En écrivant m + 1 au lieu de k dans la formule du n° 527, elle devient
et donne, en prenant l'intégrale de chaque membre,
d'où l'on déduit
+ m + l »« + l(k)ls^+ +(*■)«*«•].
Si l'on fait successivement dans cette formule m = 0, =1 , =î, etc., on trouvera
Sa?1
~"2AaT
*• ~3Aa:-
xàa;
Sa*.
a?* ~"4AaT
a£Aa?
6Aa? 2 ^12 ^^^r
etc.
Chacune de ces intégrales doit être complétée par une constante arbitraire. Cette constante se déterminé lorsqu'on Ûxe en même temps le premier terme de la série des quantités a?0, xi9 cft,».... ou a?0, xn + àx, a?0 + 8Aa?, etc.; elle premier terme de la série des quantités Sar0 , Sa?, , Sa:,, etc.
Ces résultats donneront les intégrales de toutes les focctions algébriques rationnelles et entières, l'incrément ai étant supposé constant.
536. On a, d'après le n° 528, en écrivant m att fcfi de k— 1,
A j (a +a?) (a + * + Aa?) (a + x + 2Aa?) • . ; ; ; (it + * + mAx) j = (a + x + Aa?)(a + a? 4- 2Aa?) (<* + * + ma*), (m + i>îar;
et par conséquent en intégrant de part et d'autre,
S { (a + x + Aa?) (a + » + 2Àa?) (a + * + *iAa?) J =
L'équation
du n° 53i donne
C étant la constante arbitraire, d'où l'on passe facilement à
Quant aux expressions 2C, ï'C, I*~*C, il faut remarquer
que, d'âpre le ti* 535, £*» = £t = i^. fioBc«l=5 + Cf
C étant une nouvelle constante arbitraire. Les formules du même numéro donneront également les expressions 2*C, 2*0, etc.; et l'on voit que l'intégrale £*o* contiendra n constantes arbitraires, conformément à ce qui a été dit n°524.
A l'égard des fonctions circulaires, l'équation
Acos*a? = — 2sin. ^te.sin.fz + ^Àxj du n" 532 donne
Bln.(o?+5 Aa?) = j^-f et sin.x—
d'où , en intégrant
ACOS.I
2sin.^A# 2sliL-Ax
COS
£sin.£= ^ — j - + const.
2aJn-<rkr
On déduira de la même manière de l'équation Asln.o; = 2sin. çAtf.cos.hr + s**) du même numéro,
sîn. (a?— = to) Scos.g= "N * /, '2sin.^Àx
On peut, au moyen de ces formules, intégrer les fonctions composées de termes de la forme sin.*x.cos/\r, loftp*
m et n sont des nombres entiers et positifs. En effet, ces fonctions peuvent être transformées en une suite de termes contenant les sinus ou cosinus des arcs multiples de l'arc x; et Ton a évidemment
£diL(p+<F) =
Sco&
2sIn.£qrAx
sin. (p + qx— 5?te)
ItitiL^qbx
540. Si l'on cherche à appliquer aux intégrales finies le procédé de l'intégration .par parties, on posera, en désignant par P, Q deux fonctions quelconques de la variable x,
•EPQ = Q.SP + 2f
x étant une fonction de la même variable, qu'il s'agit de déterminer. Différentiant chaque membre de l'équation, il viendra
PQ = (Q + AQ).Z(P + AP) — Q . SP + te, ou (en remarquant que s.AP=P),
0 = AQ.:£(P + AP) + A2:f d'Où 2 = — 2[AQ.2(P + AP)].
Donc
. SPQ = Q.SP— S[AQ.2(P + AP)] t OU
SPQ = Q.SP— 2(1Q.ÏPJ;
et par suite
_ 234 — SPQ=Q.SP-AQ*S«PI +S(tfQ.ïtPt)f
etc.
SPQ=Q -£P— AQ.^PJ+AHJ.S'P,— ^«Q.^+âHî.^P^efe
Cette formule peut être mise aussi sous la forme
SPQ = Q . 2P — AQ.(2*P + ïP) + A«Q .(S*P + 22*P + 2P) — À»Q . (S*P + 3S8P + 3S8P + SP) + etc.
Elle s'arrête lorsque les différences d'un ordre quelconque de la fonction Q deviennent constantes.
Sommation en suites.
541* On a vu, n° 524, que Ton avait généralement
Slln = Stt0 + tt0 + tfj 4- M, + ** + «g + + «**-i t
formule dans laquelle £u0 représente une constante arbitraire. Par conséquent, si nous écrivons
Sm» = «0 + «t + ut + Mj + + u„ ;
c'est-à-dire si nous représentons en général par Sun la somme des valeurs de la fonction u jusqUeé à la Valélif Uni y compris cette valeur, nous aurons la relation
Stt» = ZUn + Un + £0115*.
On voit qu'il est nécessaire dé distingué* YiHtégraU désignée par le signe 2 de la somme désignée par le signe S. Ges quantités diffèrent en ce que la dernière exprime la somme des termes de la suite u0, ul9 u,, etc., jusques et compris
le terme u%, tandis que ce dernier terme n'est pis compris dans l'intégrale. On peut d'ailleurs supprimer l'indice ** et écrire simplement
au = tu + « + consti
La constante se détermine d'après la connaissance du terme par lequel doit commencer la série des fonctions désignées par u, dont Su représente la somme.
542. Soit demandéef par exemple, la somme des puissances des nombres entiers. On fera dans les formules du n° 535, Aj?=4, et Ton aura, en déterminant la constante de manière que les séries commencent par l'unité, cas dans lequel sa valeur est nulle , '
&fe ! + *+»+«»+ + ^=|a* + |** + ^
&r>=4 + 2»+3»+A8+ + afc:*x* + *«•+*<*
S*«=i + 2«+3«+ft»+ + x»=|^ + |^+^-^
S^=i + y+3i+4fl4- + a*=**7 + |*6+|*«-- |*" + ^*
etfc
La formule du n° 536 donne
B j (a + x 4- À*) [d -f x + 2 A#). . . [a + x + tnlx) j = (OT, A^^(g-fx+Aj?)(a-»-j?+2Aj;)t,.[a+x+(m+l>ig]+c(?n3fM
expression d'où Pon déduit la somme des suites des nombre» figurés. Le terme général de ces suites est
x •AtO* ■•••••••••••fit
et Ton a , en faisant dans la formule précédente a=0 et nx = i,
g(g+lX*4-2Xs+3)...(j;+ffl) _>+ l)(x+tyx+3). . .(s+m+1) +w^ 1.2.3.. m 1.2.3.... ...(m -f- 1)
Ainsi un terme quelconque de chaque suite donne la somme des termes de la suite précédente. On trouve en faisant successivement m = 4, =2, = 3, etc.,
_(x+lXx+2X^ ~~ 1.2.3
6»+iX^^=l-h*+li+li-h + ^^
va
et la formule précédente donne
~ m— 1 - (x + 2)(o? + 3) (* + m) + COm
Cette formule est en défaut lorsque m = 4. En supposant m = 2, = 3, =4, etc., et déterminant la constante de manière que les séries commencent par l'unité, elle donne
s *•* -il A i A i d i
+ (s + l)(a; + 2)(tf + 3)~2 + (x + 2)(tf+â)
+ (jj + 1X* + 2)(x + 3)(s + 4) 3 (x+2)(x + 3)(x + à)
etc.
Les valeur» j,5, =, etc.» de la constante donnait tes va-
leurs des séries correspondantes quand on les suppose prolongées à l'infini.
545. Quant aux fonctions transcendantes, on didutt de l'expression de 2* du n' 538,
Les expressions de Ssin.x et Scos.x du n* 539 donnent
oos.
Ssin.« =
Ssin,^
sln. (x + ôte) = ^ — j^ — *- + const*
Scos.#
2sln. - bx
Ces formules donnent la somme d'une suite de terme formés de sinus ou «xwinus d'arcs croissante en progressif par différence, On en déduit en effet, en écrivant p+î*' la place de x, et qt* à la place de Ax,
Ssin.(p+^p)
COS. ( p+qx+ s ?**) C0B- (P— â ^) --,-^3 j 1 + ^ -,
sin. (p + Ç^ + g ?**) ** (p— j***)
sco*(p +<}*)=
2sin. ^ çA* 2siiL *?lr
la constante étant déterminée de manière que les séries commencent respectivement par les termes sin. p et cos. p.
Intégration des équations aux différences finies, linéaires et à coefficients constants.
547. Considérons, comme dans les articles précédents, une variable indépendantes, et une fonction y de cette variable. La variation de x est la constante àx, qui est toujours connue. Une équation aux différences finies exprime en général une relation entre la variable 0, la fonction y, et un certain nombre des différences Ay, A'y, A'y, etc., de cette fonction.
On voit d'ailleurs sur-le-champ qu'en mettant h la place de Ay, A*y, A,yl etc., les expressions générales du n° B23, la relation dont il s'agit se trouvera donnée entre #, y0, yi9 !ft? Vz9 etc., l'indice du terme le plus éloigné dan* la série des valeurs de y étant égal à Tordre le plus élevé des différences contenues dans l'équation proposée. D'où l'on voit qu'une équation aux différences finies n'est autre chose qu'une relation entre un certain nombre de termes consécutifs d'une série, par le moyen de laquelle on peut déterminer tous les termes de cette série, après en avoir pris arbitrairement un nombre égal à l'ordre de l'équation.
Intégrer une équation aux différences finies, c'est trouver l'expression du terme général de la série dont on vient de parler. Il résulte de ce qui précède que cette expression doit nécessairement contenir un nombre de constantes arbitraires égal à Tordre le plus élevé des différences qui se trouvent dans Téquation, ou à l'indice le plus élevé des valeurs successives de la fonction y qui y sont contenues.
548. Le cas le plus simple est celui où l'équation proposée se réduit à
A«y = 0 , laquelle, d'après la formule citée du n° 523, revient à
et d'où l'on tire
Le terme de la série affecté de l'indice n est donné ici par h somme de n termes précédents, multipliés chacun par des coefficients numériques dépendants de cet indice.
L'intégration de l'équation Amy=0 s'effectuera d'ailleurs d'après ce qu'on a vu dans le n* 535. On aura
A,, At, As, etc., étant des constantes arbitraires; et en général l'intégrale de Tordre n sera
y = a + olxx + a^* + 0^*+.. + a^-tS1^1 j
a^a^a^a,, an_i étant des coefficients constants arbitraires, dont le nombre est égal à l'ordre de l'équation.
— *44 — 549. Considérons maintenant l'équation
y,+* + Py»f*-i + Qv*+»-i+ Ry*+*-a+ + Uy.= 0f (m)
dans laquelle P, Q, R, U désignent des nombres constants. Si nous posons y,=p", p désignant une constante, tous les termes, après la substitution de cette valeur, seront divisibles par p*, et il restera
p" + Pp*-1 + Qp*-* + Hp*-* + + Ot=0f (n)
en sorte que l'expression ym=p* satisfera à l'équation proposée (m), pourvu que p soit l'une quelconque des racines de l'équation (n).
En représentant donc par ?\, p„ p„ p» les n racines de
l'équation (n), que nous supposons d'abord toutes réelles et inégales , nous aurons pour y les n valeurs particulières
H=?im>y=(>%*>y=P*'> y=P»*; «* puisque l'équation
(n) serait également satisfaite par la somme de deux, ou d'un nombre quelconque de ces valeurs , Ton aura
y» = AtP,* + A,p,* + A8p,* + + A„pn*
pour l'expression de l'intégrale générale de cette équation ; À„At>As, A» étant les * constantes arbitraires qui doivent entrer dans cette intégrale.
580. Dans le cas où l'équation (n) a des racines imaginaires, soient
P1 — 2Ap cos.? + fc* et p = fc(cos.? =fc ^TaliLf)
un des facteurs réels du second degré de son premier membre, et les deux racines imaginaires correspondantes. On re-
connaîtra, par le ri* UT* tpié F&titttioh (»} est Satisfaite par les deux valeurs particulières
y = k*(coa.yx + ^— 1 sin.ça?) et y = fc*(cos.?a?— ^— 1 sudlpj),
et, par conséquent, par la somme de ces valeurs, multipliées chacune par un coefficient constant quelconque. D'où l'on conclut que la partie de l'expression générale de la fonction y correspondante aux deux racines imaginaires dont il s'agit est, sous forme réelle,
B,fc* cos. <px + Btfc* sin.fx ,
Bt et B| étant des constantes arbitraires*
551. Le cas où l'équation (n) a des racines égales se résout d'une manière semblable à oe qu'on ft tu dans te n° 410. Si l'on représentait par p, et ft + m deut des racines de cette équation, qu'on rendra égales en posant «=0) la somme des valeurs particulières correspondantes serait
ÀtPf + ÀJfo + wi»,
ou, en développant la puissance indiquée,
(At + Ajfc« + A,o> . *Pl*-i + A.CO» -5^y Pl*-« + etc.
Or, on peut donner à A1 et A, «es Valeur* telles qaë Ms quantités At + A, et At» restent ÛéA constante Bnies arbitraires Blt Bt, quel que soit w, tandis que les coefficients suivants Atwf , etc., deviendront infiniment petits, lorsque l'on supposera la valeur de u> infiniment petite: cela étant, fiâtes «=0, et l'expression précédente va se réduire à
BiP^ + B^p^1.
Dans le cas d'une troisième rfltinfc égale à p,, on auppo-
sera de même que cette racine était d'abbrd p, -f u> et kpie fo s'évanouit : la somme des trois valeurs {urtictilières (correspondantes à la iftcibe double j>t et à lit ratine ft + <*> teta
ÂlPl* + A^-1 + At(Pi + *>r , OU
(ftt + àjpi- * (A, + â^)«Pi»-« + âsto»^^ Pl-«4- etc.
Et comme Ton peut attribuer aux constantes A^A^Â^des valeurs telles que les quantités Aj+À^Aj+Aj^à^ testent des constantes finies arbitraires, quel que soit w, tandis que les boefficiehts suivants s'évanouiront avec u>, là sortinie des trois valeurs particulières dont il s'agit prend, pour w=0, la formé
Et ainsi de suite dans le cas où il y aurait un plus grand nombre de racines égales entre elles.
552. Les constantes arbitraires introduites dansYintégrale générale, se détermineront toujours d'après la condition que cette intégrale reproduise n valeurs données de la fonction y, correspondantes à n valeurs également données de la variable x.
XLI. FORMULES D'iNTBRFOLATlON
553. L'opération désignée sodfc le nom $ interpolation est une des applications principales du calcul des différences finies. Elle est fondée sur cette notiob , qu'à défaut de l'expression analytique d'une fonction qui 6n fait connaître complètement la nature, et qui permet d'en calculer exactement,
ou d'une manière aussi approchée qu'on le veut , la valeur correspondante à une valeur quelconque de la variable , on peut connaître, avec un degré d'exactitude qui suffit aux applications , toutes les valeurs de la fonction dont il s'agit lorsqu'on connaît un nombre limité de valeurs données de cette fonction. C'est ainsi que dans les constructions graphiques, on regarde la figure d'une courbe comme étant déterminée par un certain nombre de points donnés appartenant à cette courbe.
Reprenons la formule du n° 522
Cette formule établit simplement une relation entre la valeur
tu, la valeur u0, et les différences Aw0, Aftf0, aHi0, A*ti9;
ou, ce qui revient au même, entre les valeurs u^u^u,,*^
un qui sont censées connues. On ne peut, à parler rigoureusement, en tirer rien qui ne soit déjà donné.
Considérons u comme une fonction de la variable x seule, et admettons que cette variable croisse par la différence constante Ax. Si nous écrivons m* pour représenter la valeur que reçoit la fonction u quand on donne à la variable une valeur désignée par x , nous devrons , en remplaçant dans la for-
mule précédente u. par u., remplacer n par — . EDe s'écrira
Si la fonction u était une fonction rationnelle et en
tière de x de l'ordre r, la différence A't*0 serait constante, et par conséquent les différences des ordres suivants seraient nulles, comme on l'a vu n° 527. L'expression précédente aurait donc un nombre déterminé de termes; en sorte que ' la connaissance des r+i premières valeurs de u suffirait pour continuer indéfiniment la série , et donner des nombres exacts. Cela se voit aussi en remarquant que si l'on fait a*u = 0 dans l'équation du n° 523, on en tire
formule qui donne un terme quelconque de la suite uoyulf u2, etc., au moyen des n termes précédents. Cette circonstance n'a pas lieu en général, mais si les différences successives Au0 ,A*ii0, A3u0, etc., ont des valeurs décroissantes, comme cela arrive dans les cas auxquels s'apnliquent les méthodes dont il s'agit, on pourra supprimer les termes qui seront assez petits pour ne pas influer sur la valeur des résultats, eu égard au degré d'exactitude avec lequel les nombres sont calculés. La formule précédente pourra servir alors à prolonger la série; mais on conçoit qu'à mesure que l'on s'éloignera davantage des nombres donnés , on sera exposé à commettre des erreurs de plus en plus grandes.
Il importe de remarquer d'ailleurs que dans les cas où les différences d'un certain ordre r sont constantes, ou peuvent être supposées constantes, le calcul des termes de la suite ti0,tt19us, etc. , qui dépassent le terme ur, n'exige plus que de simples additions. Soit par exemple la fonction
m, = #* — fcr* + 6#— - 1 , et supposons A#= 1 . On calculera les quatre premiers termes,
correspondante aux valeurs x=Q,x=i1ç=%,x—Z, et Ton formera le tableau suivant
An.
AH
La natqre de I3 fonction prqposée, indiquant que les différences troisièmes sont constantes ^ on voit que l'on pourrait continuer la série des valeurs de u» par la formule
A*u* AHl
dans laquelle on ferait n0=— 4, Ati0=â, A,«*0;=— 4,A\=*. Mais il est l>eaucoup plus simple de prolongée le tableau en écrivant la différence constante 6 dans la dernière colonne à droite, et formant par addition les colonnes en revenant de droite & gauche.
um
Au,
là
etc.
I^es réspltats que Tpn pbtjant ici sont entièrement exacte Ma,is \\ n'eq serait pas de môme si las différences, du dernier ordrp que l'on cQjisjdfcre prêtaient pas. rigoureusement constates. D faudrait fdors calculer d'avance quelque* terme» éloignés de la «prie^ et s'assurer que ces termes sont reproduits pur le rpade de calcul qui vient d'être indiqué-
55p. L'omet- (le l'interpolation consiste d'ailleurs, non pas à prolonger Indéfiniment une sérip de termes dont un certain nombre jgptyt a^ûnuéç,, Wi$ fc calculer les termes intermédiaires dan$ une série dont un certain nombre de termes sont déterminés de distance en distance. Quoique la formule du n° 553 n'exprime, à proprement parler, que des relations entre les valeurs de u qui répondent aux valeurs déterminées 0, Aar, 2Aar, 3Ax, etc. , de la variable a:, on la regarde confine exprimant en fonction de x les valeurs de u , qui répondent à des valeurs quelconques de cette varjahle comprises entre les précédentes. Si Ton attribue à x une valeur moindre que fcr, l'expression de u» sera, dans la plupart des cas, trèsconvergente, et donnera facilement une valeur fort approchée de cette quantité.
D'après ces notions, le calcul des tables, telles que les
tables de logarithmes ou les tables astronomiques, peut être
réduit à calculer exactement en premier Heu, au moyen de
l'expression analytique des fonctions, un petit nombre de
termes à intervalles éloignés; et en second Ijeu, à former les
termes intermédiaire^ par de simples additions. Nous avons
supposé ci-dessus l'accroissement Ax constant. Admettons
qu'entre deux quelconques des termes cqtypus tt^i*,,**,,
t*„ etc. , qui répondent aux valeurs 04 tuc^xx^tuç, etc. , de
la variable x, on veuille interpoler ug flûiphrp n\ — \ (le ter-
Ax mes distribués à intervalles égaux, Soit &r= — le nouvel
incrément de x. Il est évident, d'après ce que Ton a vu dans le numéro précédent, que l'on formera facilement les termes intermédiaires demandés, si Ton connaît w0,ôei0,§*u0,oiMf,elc., et éi Ton peut supposer constantes les différences d'un certain ordre marquées par S't#0; puisque Ton aura alors la dernière colonne d'un tableau semblable à celui qui a été donné pour exemple, et les premiers termes de toutes les autres colonnes. Or, si l'on regarde, d'après ce qui a été dit cidessus, la formule du n° 553, comme devant donner les valeurs de u correspondantes aux valeurs intermédiaires de x, cette formule donnera d'abord, en écrivant m&r au lieu de àx,
expression dans laquelle u0, Aw0, Aau0> A*u0, etc- , doivent être regardées comme des quantités constantes et connues par le calcul préliminaire qui a été fait des termes de la suite qui répondent aux valeurs 0, àx, 2A#, 3A#, etc. En différentiant ensuite par rapport au signe o, et remarquant que les produits
mfccVmte"" JyjnSx )
formant une fonction rationnelle et entière de x, leurs différences des ordres inférieurs à l'ordre marqué par le nombre des facteurs sont nulles, on trouvera
iru* =
\m$x\mox / \mhx )"\mfa / }'1~
+ rj^-/r.
màx\m%x~
^4-etc.
Cette expression donnera les différences cherchées Su0,ô*u0, osw0, en y faisant rr=0 après que les différent iations indiquées auront été effectuées. Les formules dont il s'agit pouvant être employées utilement dans les applications, nous donnerons les expressions des différences des premiers ordres. En développant les produits indiqués, on trouve facilement en premier lieu
8 — Ai*ft mlx w°
^ \m?(ùx)* màxj 1.2
kms(*r)s
m*(ïx)*^ mlxj 1.2.3
nt1^;*
mfiâ^ 1.2.34
&Hi,=
A'ii0
m*(5x)* 1.2 + */_* 3_£LA^L
ro8(fcf ^ m«(^)V 1.2.3.4
™* I m^f^sf 1.2.3
etc.
En employant ensuite l'expression de â*.x* du n° 528, dans laquelle il faudra faire x = 0, ce qui la réduit \ squ ileraier terme, ces formules deviennent
1TA , i-m4L , l-3m + 2m!..
1 — 6m + Um' — 6m' 2.8.*.tp»
84«0^[^o + etc.]
etc.
Il ftt rarq que Ton §oit dans la cas d'employer des différences d'un ordre plus élevé que le quatrième. On voit d'ailleurs que si Ton s'arrête aux différences de Tordre r des nombres u0, uwu,, etc., de la série proposée, c'est-à-dire si l'on regarde la différence Aru, comme étant constante, 3 en résulte la conséquence que la différence du même ordre $ru, des nqmbres qu'il s'agit d'interpoler entre les précédents
est également constante et égale à — r> * — * *utf le
nombre des termes insérés entre deux termes consécutifs de la suite proposée. Les résultats précédents donneront toujours les moyens d'interpoler une suite de nombres placés à intervalles égaux entre les termes d'uflft suite donnée qui sont également placés à intervalles égaux.
556. Pour donner un exemple de l'usage de ces procédés, on déterminera les valeurs de la fonction
tt, = a5» — ôa^ + te — i
considérée n<* 554, qui répondent aux valeurs de x, croissant par. dixièmes de l'unité. Nous avons donc ici
AHi0 = -A A»i*0= 6
et les différences des ordres supérieurs sont nulles.
Mettant ces valeurs dans les formules précédentes, où ('on fera m = 10, il viendra
Ainsi, le calcul des valeurs intermédiaires demandées, s'opérera de la manière suivante :
ua
5fn*
etc.
On peut voir, dans le Précis qui est au devant des Tables de Logarithmes de Callet, page 64, les précautions qu'exigent les calculs de ce genre et la manière de corriger les petites erreurs auxquelles ils peuvent donner lieu lorsque les valeurs des différences ne sont qu'approchées.
557. L'usage des tables de logarithmes ou des autres tables du même genre, donne lieu à une application continuelle do procédé de l'interpolation. L'emploi des parties proportionnelles se déduit immédiatement du procédé qui vient d'être exposé en supposant les différences du second ordre nulles, et réduisant l'expression de ux, écrite n° 554, à
Si les différences du second ordre ne sont pas nulles, on aura donc un résultat plus exact en employant les trois premiers termes
, x . , x[x— bx) AH*0
Cet usage des tables donne lieu aussi à la question inverse du problème de l'interpolation, c'est-à-dire à la recherche de la valeur de x, qui répond à la valeur donnée u9 de la fonction fi. Quand on peut supposer nulles les différences des ordres supérieurs, la première des équations précédentes donne
x = Aa?
Si cette formule ne présentait pas l'exactitude nécessaire, il fendrait écrire
H ''+(É-')dfc+~'
Après avoir calculé une première valeur approchée dèx,
au moyen de l'expression àx -*- — -, on la substituerait
dans le second membre pour obtenir un résultat plus exact. Cette seconde valeur de x pourrait être substituée de nouveau pour obtenir un résultat plus exact encore.
558. Nous avons supposé, dans le n° 554 et les suivants , que la variable x croissait par différences constantes , ou que les nombres de la suite proposée étaient distribués à intervalles égaux. On peut encore, dans les cas où cette condi-
tk>n n'aurait pas lien, établit tine formulé d'inlefpolàtion analogue à l'expression de tix dû n* 554 Rémartjuons qu en mettant dans cette expression pour Au0 , A*u0 , A*u0> etc., les valeurs écrites n° 523, elle devient
bit bien
+«■1 ê-è5(è-«)+râè(â-')(É-')-* H râê(â-)(É-»H
+etc.
En faisant oc = 0, cette équation se réduit à «,=*,>; a faisant fe sa Ai?, elle se réddit ft U, as tft ; èh faisant ±=±iAï, elle se réduit à uw = Uj, ; en faisant x = 3Aar, elle se réduit à 11, = !*,; et ainsi de suite. La nature de l'expression consiste clone en ce qu'elle est formée des termes successifs tf„«(< u%9 Usi etc-> ayant pour coefficients des fonctions rationnelles et entières de là variable x, qui 6ht la propriété de se réduire à l'unité quand on donne à & la valeur correspondante au terme auquel appartient là fonction, et de se réduire à *ért> quand on donné à x Une valeur correspondante à tout rtotit terme.
Représentons en général par x0 , xx 9 i, , a, , etfc., les valeurs de x qui, substituées dans la fonction U, donnent respectivement tiojfe,,^,,!*,, etc. be quelque maniéré que crdlsseht ces valeurs de x, ôtt formera évidemment ufaé expression qui présentera la même ptopriété que la précédente, si l'on écrit:
1 (*i— *o)(*i— *i)(^i— ^(*i— JP*)
. (s — *0) (g — a?t) [x — a?J (jp — g()
» (**— g,) (g§— *t) (g,— xj (*,—*»)
+tt (g — *t) fo — Et) (* — *») (^ — «») * (xs— xj (x, +Xi) (xs— gj (gs— g4)
_+etc
Cette formule peut servir à calculer facilement, au moyen d'un certain nombre de valeurs donfaées dé là fonction îi &>rresporidahtés à des valeurs détehniriées de x, une Valeur quelconque intermédiaire entre celles-ci. On Vérifie, d'ailleurs, qu'en supposant les vâleuré £0 , g, , xf, xz, etfc., croissant eh progression arithmétique, cette dernière formule teVtettt â la précédente.
559. Un des principaux usagés des méthodes d'interpolation consiste à établir des formules qui, étant déduites d'un certain nombre de résultats d'observation ou d'expérience, sont regardées cbhime exprimant, d'une manière approchée, la loi d'un phénomène. On doit remarquer que l'usage des formules de ce genre ne doit pas en général être étendu au delà des limites des résultats qui ont été obtenus. i5i l'on regarde les nombres donnés par l'observation cottirtie étant
tout à fait exacts, et si les formules cherchées doivent y satisfaire, on peut employer les procédés qui viennent d'être exposés. On peut aussi tâcher de satisfaire à ces nombres par d'autres expressions plus appropriées à la nature du phénomène. Mais le plus souvent les résultats numériques sont affectés d'erreurs, et il ne conviendrait pas de s'attacher à construire des formules qui s'accordassent exactement avec tous. On cherche alors à remplacer d'abord ces résultats par une suite régulière, ce qui peut se faire soit au moyen d'une construction graphique, soit en altérant les nombres de manière à rendre progressive la marche de leurs différences de divers ordres. Une semblable altération est toujours plus on moins arbitraire, et devrait être dirigée d'après des principes qui dépendent de la théorie des probabilités.
Approximation des quadratures.
560. Les calculs numériques qu'il est nécessaire d'effectuer pour les rectifications, les quadratures, les cubataHS, la détermination des centres de gravité., celle des centres d'inertie, etc., peuvent toujours être réduits à évaluer des intégrales définies telles que
Wf
u désignant une fonction de x, et a, 6 les limites de l'intégrale. Lorsque cette évaluation ne peut être effectuée directement, on emploie divers procédés d'approximation dont les pins remarquables consistent à déduire la valeur de l'intégrale àe la seule connaissance d'un certain nombre de valeurs de la fonction u.
Supposons toujours que la variable x varie par la différence constante &r , et reprenons l'expression de um du n° 554 ,
+hGb-»)(MS+--
D'après la notion sur laquelle sont fondés les procédés de l'interpolation, nous regardons cette formule comme pouvant représenter les valeurs de la fonction u, nonseulement quand on y donne à x les valeurs 0, kr, 2Ax, 3*x, etc. , mais pour une valeur quelconque de cette variable. En multipliant donc par cte, et intégrant entre les limites a et 6 , nous obtiendrons la valeur de l'intégrale pro-
L'expression précédente revient à
+[(ê)-'°te)'+KÉ)"-Kâ)*
+ ^Aa;Ji.2.3.4.5
+[(êM£),+ -te)'-- te)' t
+TO(H)'-u,B]n&
Multipliant par <to , $t intégrant depuis m 3=0 jusqu'à *= Ar, il viendra
/Ax r 4 4 4 4ft
<fe . « = A*[u,+ 1 1^- i A'u,+ ^ AH*,- ^ V»,
pour l'expression de la valeur de la première partie de l'intégrale proposée comprise entre les limites 0 et Ax. La mén* formule donnera les expressions des parties suivantes de cette intégrale ep écrivant u, > u, , ws , etc. , à la place de h. D'où Ton conclut évidemment
rnbx
j dx.u =
Aa;
M* + ux + Ut +.
+ -(Ati0 + aMi + Ant + + An..,;
— ^(AHlo+A'w, +**«,+ + A%^)
+ ^(A't/û+A|w1+A»tt14- + AHu-t)
— etc.
et en remarquant que
A«0 + Au, + A«t -h + *w»-i = «* — *»,
A1«0+A«Mi+àHit+ + Aittfl_1=Atim— Au,,
A»wQ+AH*1+A»ttl+ -f A'w^^AHin -A1»,,
etc.,
çn changera l'expression précédente en
— tse —
4s. tes
+ i^-àhg-jgg^-tftg + etc.
Au moyen de cette formule on peut calculer la valeur de l'intégrale J<te»v, entre des limites données, en partageant l'intervalle de ces limites en un nombre n de parties égales
chacune à àx, et déterminant les valeurs u%fui, utfu%,
t^ de la faction u, qui répondent aux points de division. Une première valeur approchée est donnée par le premier terme seul
**■( 2 wo + «i + H, + «s + + «*-i + 2 *")•
Les termes suivants sont la correction de cette valeur. Le résultat sera d'autant plus exact, que le nombre n étant plus grand , les différences qui composent les termes de correction sont plus petites.
561. La formule précédente ne pourrait être utilement employée qu'autant que les différences des ordres successifs décroîtraient très- rapidement. On peut en obtenir une autre qui donnera une approximation plus prompte. Reprenons l'expression de u» du numéro précédent, et après avoir multiplié par dx, intégrons depuis rr=0 jusqu'à ar=2to. 11 viendra
ou, en faisant attention que, Au,=«, — *,, *•*,=*, —
r dx.u=bx
pour l'expression d'une première partie de l'intégrale comprise entre les limites 0 et 2&r. En ajoutant les expressions analogues pour les parties suivantes comprises entre 2Xr et 4Aa?, 4àx et 6Ax, etc. , on aura donc, n étant un nombre pair,
dx.u — o
«o+Att1+2Mi+A»8+2«4-f-4«,+ +2iu-i+àiii-i+«m-
-^(Ai«0 + *i*î + *4«4 + + AHïM+iyi + AVJ
~ï£ô (AX+A«tit+AHi4 + +AHu^ + AHi^+A«*^)
•fetc.
La première ligne est le résultat que Ton obtient en concevant dans l'intervalle compris entre 0 et 2Ax, la courbe dont l'ordonnée est u, remplacée par un arc de parabole passant par les extrémités des trots ordonnées u9,unut;
et de même pour les autres intervalles. Les termes suivants sont la correction de cette même première valeur, qui est déjà très-approchée.
On peut remarquer que l'usage des formules précédentes exige la connaissance des valeurs t*»^, *,»+,, u^.,, etc., de la fonction u , qui sont placées au delà des limites de l'intégrale définie. Si la fonction u est donnée dans toute son étendue , cette circonstance n'entraîne aucune difficulté. Mais il n'en serait pas de même si, comme cela arrive quelquefois, cette fonction n'était donnée que dans les limites de l'intégrale définie. Nous observerons à cet égard que l'esprit des méthodes d'interpolation consiste alors à regarder la fonction proposée comme entièrement définie par les
valeurs particulières u^,ux,ut9 un. La différence de
Tordre le plus élevé que l'on puisse calculer au moyen de ces valeurs, est A„u0. On doit donc supposer cette différence constante, et déterminer en conséquence les termes qui entrent dans les formules dont il s'agit.
XUI. LIGNES DE NIVEAU ET DE PLUS GRANDI FIENTE SUR UNS SURFACE
564. Nous concevons les points d'une surface rapportés à trois coordonnées rectangulaires x , y , z. Les abscisses x, y sont horizontales; l'ordonnées est verticale. La figure de la surface est donnée par l'équation
Admettons que les abscisses x,y reçoivent chacune des accroissements infiniment petits dx,dy; l'ordonnée » pren-
dm également un accroissement infiniment petit, représenté par
, dz . dz .
dz iz
-r-&>-r étant respectivement les coefficients différentiels de
la fonction /(*,>) , pris par rapport à * et à y, La valeur de dz dépend du rapport que Von a établi entre les variations arbitraires d& et 4y. 3i ce rapport est tel que d*=0, c'est-à-dire si Ton a
dz
**a , ** A a ai y. *9 **
on passera d'un point à un autre de la surface sans que l'ordonnée % change de valeur. L'équation précédente est donc l'équation différentielle de la projection sur le plan des xy de la ligne de niveau, passant par le point de la surface, dont les coordonnées sont représentées par x,y9x.
On obtient l'équation en termes finis de cette projection en attribuant à z, dans l'équation z = f(x,y), une valeur constante égale à l'ordonnée du point par lequel on veut faire passer la ligne de niveau.
563. En passant du point de la surface , dont les coordonnées sont x,y,z, au point dont les coordonnées sout x -f- dx, y + dy,z -f dz , on parcourt , dans le plan horizontal
des xy, un espace drl/l -f- (-^1 ; et on s'élève verticalement <to Pespaee dz. La pente de la ligne pareoufnemtU snrface, c*<*t-à-dire la différence do Dtoeti de ses ta*
points extrêmes, divisée par sa projection horizontale, est donc eiprimée par
dz . , dz . dz dz dy
dà^+Ty** dï + dydx ou —
La grandeur de cette pente variera avec le rapport arbi-
du traire -~. Si l'on Tout connaître la direction de la pins dx r
grande pente, on égalera à zéro la différentielle de l'ex-
dy pression précédente, prise par rapport à -j-y ce qui don-
nera
dz dz dz dy dy dy
ay-é&dï = ù> d0Ù di^ïïz
dx
pour l'équation différentielle de la projection horizontale de la ligne de plus grande pente. On voit que, pour un point quelconque de la surface, les projections horizontales des lignes de nivean et de plus grande pente qui se croisent en ce point, et par conséquent ces lignes elle-même», sont toujours perpendiculaires Tune sur l'autre, résultat dont il est aisé de s'assurer directement.
564. La considération des lignes de niveau et de plus grande pente s'applique à la représentation graphique de la surface de la terre, au tracé des routes et à la conduite des eaux. On reconnaît que cette surface présente des pente* alternatives en sens opposés, tur lesquelles s* trouvent des systèmes de lignes de pins grand* pente,
séparés par des lignes de moindre pente, désignés par les noms de faîtes et de thalwegs , qui sont autant d'asymptotes des lignes de plus grande pente ordinaires. Quand on parcourt une même ligne de niveau, les points où elle est coupée par les lignes de faites ou de thalwegs sont toujours ceux où la pente est un minimum. D existe des pointa remarquables où les lignes de faites et de thalwegs se croisent à angles droits, et dans lesquels h hauteur verticale de la surface est un maximum ou un minimum absolu ou relatif. Les derniers de ces points indiquent les lieux où l'on doit diriger le tracé des routes on des canaux lorsqu'il s'agit de franchir une chaîne de montagnes.
XLUI. DE LA COURBURE DES SURFACES
565. La courbure d'une courbe est définie quand on détermine le rayon du cercle oscillateur, c'est-à-dire du cercle qui a un contact du second ordre avec cette courbe. la courbure d'une surface est également définie en assignant le rayon du cercle osculateur de toutes les sections normales qui peuvent être faites en un point donné.
Si, suivant la normale en un point quelconque m d'une surface, on fait passer un plan , on obtiendra une courte qui sera une section normale de la surface. Prenons sur h normale, à partir du point m, une distance infiniment petite £; puis, par le point ainsi déterminé, menons un plan perpendiculaire à la normale; nous obtiendrons une courte que nous désignerons, avec M. Gh. Dupin, par le nom d'indicatrice, parce que la nature de cette courbe fait connaître, comme on le verra tout à l'heure, la figure de h surface près du point m. Si d'ailleurs nous représentons pur *
rare infiniment petit compris entre le point m et le point où la section normale rencontre l'indicatrice, et si nous appelons p le rayon de courbure de cette section normale, nous aurons
. = Parc.cos.(i-^=Py^,
et par conséquent
Ainsi les rayons de courbure de diverses sections normales sont proportionnels aux carrés des arcs * de ces sections, comptés du point m jusqu'à la rencontre de l'indicatrice, ou, si Ton veut, aux carrés des demi-diamètres de l'indicatrice, qui ne diffèrent des arcs qui leur correspondent, que d'une quantité infiniment petite du second ordre.
566. Cela posé, la situation du point m étant rapportée à trois axes rectangulaires par les coordonnées x,y,z, soit
* = fl*. y)
l'équation de la surface proposée. Représentons par £-{-«, 3f + £>* + ? tes coordonnées du point de rencontre de la section normale et de l'indicatrice; en sorte que les quantités « et 6 étant très-petites, on pourra négliger, dans la théorie actuelle, leurs puissances et leurs produits au delà du second ordre, par rapport aux puissances et aux produits d'un ordre inférieur. On aura, d'après la formule du n° 138,
dz , dze , ifd*z . , _ <Pz - , tPz» \
— aoo —
expression que nous écrirons ph» simplement
T = pz + (fi + - (rai1 -f 25«6 -f *6»),
en représentant pour abréger par p et g les coefficients
dz dz différentiels du premier ordre j- et — ; et par r,$,t les
d*% d'z drz coefficients différentiels du second ordre -7-:, - — r, --*
dx1 <Lrdy éf
On peut regarder a, 6, ^ comme des coordonnées comptées
à partir du point m sur des axes parallèles aux axes desx,
des y et des *. L'équation (6) , dans une étendue très-petite
autour de ce point, doit être regardée comme appartenant à
la surface proposée.
De plus, l'équation du plan tangent mené par le point m
à cette surface sera, d'après le n° 247,
7 = pa + <y€. (f)
On en conclut que le plan de l'indicatrice , mené parallèlement au plan tangent à la distance 0, mesurée suivant la
normale, ou à la distance S vV + 9f + *> mesurée suivant Taxe des z, aura pour équation
Y — 5 vV + q* + i = P» + q£ . . . >Ç
Enfin, si Ton élimine y entre les équations (6) et (d],le résultat de cette élimination, qui est
28 v/p* + <?* + 1 = raa -f 2sa6 + f6* ,. . . M sera évidemment l'équation de la projection de Kndfcatrior
sur le plan des «, 6. On voit que la distance $ est infiniment petite du second ordre lorsque les quantités « et € sont infiniment petites du premier ordre.
Nous avons d'ailleurs
ou, en mettant pour ? sa valeur donnée par l'équation (6), et ne conservant que les quantités du second ordre par rapport à a et 6,
Ainsi l'expression (a) du rayon de courbure devient, en mettant pour <r* cette valeur, et pour 28 la valeur qui se déduit de l'équation (e),
Y Vf -r«f "t * ra* + 2sa6 + *6* w;
Cette formule donnera le rayon de courbure d'une section
' a normale quelconque lorsqu'on aura fixé le rapport -, c'est-
à-dire la projection sur le plan des xy de la tangente menée au point m à cette section normale.
568. D'une section normale à une autre, le rayon de courbure varie proportionnellement aux carrés des demidiamètres de l'indicatrice. Cette ligne, dont la projection sur le plan des xy est donnée par l'équation (e) du second degré, est toujours disposée symétriquement par rapport au point m, et les valeurs maxima et minima du rayon de courbure correspondront évidemment à ses diamètres rectangulaires. Pour les déterminer de la manière la plus
simple, on remarquera qu'en différentiant les équations (A et (e) auxquelles les coordonnées des points de l'indicatrice doivent toujours satisfaire , on a
dy = pda. 4- qd& , 0 = (ra + styx + (sol + t€)dS.
De plus si p , et par conséquent <r, doivent être un ou un minimum, on a par l'équation (f)
0 = ad* + W6 4- y<fy ;
ou, à cause de la valeur précédente de dy , 0 = («4-PT)<k + (6 + <?T)<**.
Donc
ra + 56 5* + f6 a(ra 4- j6) 4- 6(5a 4- f€) "
Or, la dernière de ces trois quantités est précisément k second facteur de l'expression (g) du rayon de courbure p. Donc, si l'on représente par R la valeur maximum ou minimum de ce rayon, et si Ton fait pour abréger
on pourra écrire
« + PT -t 7-A±2L >a4-56 ei A-"5«4-r6f
ou bien
Z(sa4-fQ=W + (*+4i)C I
Nous en déduirons d'abord en éliminant Z ,
équation qui donne le rapport -, dont la valeur peut être mise sous la forme
ainsi qu'il est aisé de le vérifier.
Nous déduirons en second lieu des équations (A) , par l'élimination de a et 6,
(rt-**)ff— [(i + 9t)r— 2^5 + (i+p*)*]z + Pl + <ïi + 1 = 0;
d'où, en se rappelant que R^Zyp* + gM-T,
±VW+^J^^W+(i+i^W*--46^,+«l+i)(t*--/)} ■•••(*)
Les deux valeurs données par la formule (•) représentent les tangentes trigonométriques des angles formés avec l'axe des x par les projections sur le plan des xy des axes rectangulaires de l'indicatrice; ou des lignes d'intersection du plan tangent à la surface avec les plans normaux qui contiennent le plus grand et le plus petit rayon de courbure. Les deux valeurs données par la formule (k) appartiennent
à ces rayons mêmes, qui sont appelés généralement r*yon>
de courbure principaux.
Nous remarquerons que les formules (i) et (*) donnent toujours des valeurs réelles; car on a identiquement
(l+p»)« 1 [(t+qt)r—2pqs+(i+p*)l]*-b(pi+qt+ i)(rf +j«)| =
+U(Pi+q*+i)\pqr—{i+pt)9Y.
569. La valeur du rayon de courbure d'une section normale quelconque s'exprime très-simplement en fonction des deux rayons de courbure principaux. Concevons en effet les positions des plans coordonnés, changées de manière que W plan des xy devienne parallèle au plan tangent mené à la surface proposée au point m. On aura donc pour ce point p = 0, q = 0, et l'équation (e), appartenante l'indicatrice, se réduira à
23 = ra* + 2ja« + t&.
Si de plus les axes des x et des y étaient placés de manière à coïncider avec les axes rectangulaires de l'indicatrice, on voit par cette équation que l'on auiait * = 0. Ainsi, en faisant p=0, 9 = 0 et 5 = 0, on exprime les conditions nécessaires pour que les plans des xz et des yz coïncident avec les plans des sections normales auxquelles appartiennent les deux rayons de courbure principaux. Dans ce cas, l'expression {g) du rayon de courbure d'une section normale quelconque, se réduit à
_ oc» + 6»
et en représentant par <p l'angle formé par le plan de cette
— Î74 — section normale avec les plans des xz, elle prendra la forme
p rcos.*©-Msin.*f *
Nous remarquerons d'abord que cette expression donne
-=rcos.,9 + fsin.,9,
et que si l'on appelait p, le rayon de courbure appartenant à la section normale , dont le plan est perpendiculaire à celui de la section à laquelle appartient le rayon p, on aurait
— = rsin.1? + f cos.*?.
Pi Donc
p Pi
équation très-remarquable , d'où Ton conclut que la somme des inverses des rayons de courbure appartenant à deux sections normales quelconques rectangulaires est constante. Ainsi l'on a toujours
R et R, représentant les rayons de courbure principaux.
D'ailleurs, l'équation qui a donné, dans le n° 568, l'expression (A) des rayons de courbure principaux, indique que l'on a en général
rt — s* '
Si maintenant on fait successivement <p = 0 et ç
dans l'expression p = = — . . . « du numéro préoé-
^ r rcos.^-j-fsin.^ *^
dent, elle donnera
R=î et Rt = ;
pour les valeurs des rayons de courbure principaux apparie* nant respectivement aux sections normales qui coïncident avec les plans des xz et des yz. D'où il suit que l'expression de p , du n° 568, peut être remplacée par la suivante :
_ RR, âRRj
p~R1cos.»<p + RsIn.V p R + R,— (R— KJcos.V
On connaît ainsi la valeur du rayon de courbure d'une section normale quelconque en fonction des deux rayons de courbure principaux, et de l'angle <p formé par cette section normale avec celle qui contient le rayon R.
Il résulte de ce qui précède que deux surfaces qui se touchent en un point donné, si elles ont les mêmes rayons de courbure principaux, ont en ce point dans tous les sens un contact du second ordre, c'est-à-dire que toutes les sections normales faites dans ces deux surfaces ont respectivement des rayons de courbure égaux. On voit aussi que, dans une étendue infiniment petite autour d'un point quelconque m d'une surface, on peut concevoir cette surface comme pou-
vant être décrite de deux manières par la révolution d'un arc de cercle, savoirs 1° par la -révolution du plus grand cercle oscillateur tournant autour d'un axe tracé dans son plan perpendiculairement à la normale, et passant par le centre du plus petit cercle oscillateur; 2° par la révolution du plus petit cercle osculateur tournant autour d'un axe tracé dans son plan perpendiculairement à la normale , et passant par le centre du plus grand cercle osculateur. En effet, les deux surfaces ainsi décrites ont évidemment les denx mêmes rayons de courbure principaux que la surface proposée.
574. Considérons maintenant (fig. 55) une section faite obliquement dans la surface par un plan mené par la tangente mh de la section normale itmn', à laquelle appartient le rayon de courbure p. Soit omo' l'intersection de ce plan oblique avec la surface, et oo' l'intersection de ce même plan avec le plan de l'indicatrice. Désignons par w l'angle formé par la normale m f avec la perpendiculaire mg, menée dans te plan oblique à la tangente mh. Si Ton demande la valeur du rayon de courbure de la section oblique <mo', on remarquera que la différence des lignes nfet og, ou celle des arcs mnettno, est du même ordre que la distance mf, c'est-àdire infiniment petite par rapport à ces arcs eux-mêmes. On peut donc prendre mn pour la longueur de l'arc mo. Ainsi le rayon de courbure de la section oblique omo' étant, d'après le n°565,
ma*
on peut écrire , au lieu de cette expression,
^* RRt cos.fa>
^^pcoS.w^Rcosf?_hRginfç,
2 Mi *C06.W
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en
-j- appartenant à la projection horizontale de la courbe suidx
vant laquelle il faut se déplacer sur cette surface pour satisfaire à la condition que deux normales infiniment voisines soient comprises dans un même plan. Or cette équation est précisément celle qui donne les deux valeurs du rapport
- auxquelles correspondent les rayons de courbure principaux. On reconnaît d'ailleurs immédiatement que les deux
dy valeurs de -j*- données par cette équation appartiennent respectivement à deux lignes qui se coupent à angle droit, lorsqu'on suppose, comme dans le n° 569, la position des plans coordonnés changée de manière que le [dan des 2} devienne parallèle au plan qui touche la surface au point m. On a alors p = Q,q=0, et l'équation précédente se réduit à
ao+£?®-—
les deux racines donneraient donc les tangentes trigonométriques de deux angles suppléments l'un de l'autre, c'est-àdire que les directions des courbes auxquelles elles appartiendraient seraient perpendiculaires entre elles.
Si Ton élimine maintenant -~- entre les deux équations qui
ont été trouvées ci-dessus, on aura
Cette équation, réunie aux deux équations de la normal?, donnera les coordonnées oc'>]/,» du point de rencontre des
deux normales consécutives , c'est-à-dire du centre de courbure. Comme die est du second degré , chacune de ces coordonnées aura en général deux valeurs, en sorte qu'il y aura sur la même normale deux centres de courbure appartenant respectivement aux sections rectangulaires déterminées par l'équation précédente. Quant à la grandeur du rayon de courbure, si on la désigne comme ci-dessus par R, on a évidemment
L'équation que l'on vient d'obtenir s'accorde donc avec celle qui a été trouvée n° 568, et dont on a déduit l'expression (*) des rayons de courbure principaux de la surface.
573. On voit, par ce qui précède, qu'après s'être placé en un point quelconque d'une surface donnée , on peut passer de ce point à un point voisin suivant deux directions qui forment entre elles un angle droit, avec la condition que les normales menées à la surface par les deux points seront comprises dans le même plan et se rencontreront Après s'être ainsi transporté dans un second point on peut passer k un troisième, puis à un quatrième, et ainsi de suite, en s'assiyettissant toujours à la même condition. On tracera de cette manière sur la surface une ligne continue , que l'on a nommée ligne de courbure, et dont la considération est importante. 11 existe ainsi, pour chaque point d'une surface, deux lignes de courbure, qui se coupent à angle droit dans ce point. En concevant toutes ces lignes tracées sur la surface , on voit qu'elles la divisent en deux systèmes de zones, dont le croisement forme des figures rectangulaires. Les deux lignes de courbure qui se coupent
en chaque point, correspondent ftuic sections normales de plus grande et de plus petite cdtirbure, c'est-à-dire aux section* nofthateê principales.
L'équation
qui a été obtenue précédemment, est l'équation diffêreri-
tielle de la projection des lignes de courbure sur le plan des
dy xy. Comme elle est du second degré par rapport à ^-, son
intégrale contiendra une constante arbitraire élevée au quanv; et si Ton veut déterminer cette constante de manière à faire passer la ligne de coubure par un point donné de la surface , on trouvera deux valeurs qui appartiendront respectivement aux lignes de courbure de chaque système.
En éliminant r et t au moyen des relations dp==nfar+rij» dq=sdx-\-tdy , et en se rappelant que dz=pdx-\- qdy, celle équation prend la formé
dfKdy + qdz) == dq{da + pàt)
qui doit être remarquée.
574. L'examen des diverses figures que peut affecter la courbe appelée indicatrice est très-propre à faire juger des modifications que présente la courbure des surfaces. L'équation (b) du n° 566, dans laquelle on n'a conservé que les termes du second ordre en « et 5,
T = p* + 96 + |(r«* + &a6 + tf1),
appartient à une surface du second degré; d'où l'ôft conclut
qu'une telle surface peut en général avoir dans toutes les directions autour d'un point quelconque une osculation du second ordre avec la surface proposée. La surface proposée et la surface du second degré osculatrice doivent être regardées comme se confondant Tune avec l'autre dans une étendue infiniment petite autour du point m, et l'indicatrice comme appartenant à Tune et à l'autre. L'équation (e) de la projection de l'indicatrice sur un plan parallèle au plan des xy a été donnée n° 566 : nous l'écrirons simplement
D = ra* + 25«6 + (6* >
en faisant pour abréger D=2&vV + 9* + * > cette équation résolue par rapport à 6 donne
- — sot ± i/Df — (rt — s*)o*
575. Si la fonction rt — s* est positive, l'indicatrice est une ellipse, et la surface osculatrice du second degré est un ellipsoïde. Tous les diamètres de l'ellipse étant réels, les quarrésde ces diamètres, auxquelles rayons de courbure des sections normales sont proportionnels, sont tous positifs. Toutes les sections normales ont leurs courbures tournées dans le môme sens. Le même résultat se conclut de l'expression (k) du n° 568.
576. Si la fonction rt— s* est négative, l'indicatrice est une hyperbole, et la surface osculatrice du second degré est un hyperboloïde. Les diamètres de l'indicatrice, ayant leurs quarrés positifs, tandis que les diamètres imaginaires ont leurs quarrés négatifs, les deux courbures principales de la surface sont tournées en sens contraires; et en
— iHO —
général , parmi les diverses sections normales , les unes ont leur courbure tournée dans un sens, les autres dans le sens opposé. Les asymptotes de Fhyperbole, dans la direction desquelles la courbure est nulle, séparent les sections normales qui ont respectivement leur courbure tournée dans un sens ou dans l'autre.
On obtiendra la direction de ces asymptotes en égabnt à zéro le dénominateur de l'expression (g) du n° 567, ce qui donne
Ainsi l'équation différentielle
appartient à la projection sur le plan des xy des courbes tracées sur la surface proposée dans le sens desquelles la courbure est nulle, ou le rayon de courbure infini. L'équation différentielle
dz = pdx + qdy
appartient également au plan tangent à la surface au point m , et à la surface elle-même; on en déduit
d*z = dp.dx + dq.dy, ou d*z = rdx* -f Isdydx + tdyï.
Mais on a pour le plan tangent d*z=Q : donc en écrivant
rdx* + îsdydx + tdy* = 0 ,
on établit entre dx et dy une relation qui appartient à 1* Kgne d'intersection de la surface proposée et de son piao
tangent Ainsi dans les surfaces du genre de celles dont il s'agit, c'est-à-dire lorsque les deux courbures principales sont dirigées en sens contraires , la surface est coupée par son plan tangent suivant deux lignes dont les directions coïncident avec les asymptotes de l'indicatrice.
L'angle compris éhtre ces asymptotes peut fairç juger du rapport des deux courbures. En effet, le rapport des deux axes de l'hyperbole étant exprimé par la tangente trigonométrique de cet angle, le rapport des rayons de courbure principaux le sera par le carré de -cette tangente trigonométrique.
577. Si la fonction rt — «' a une valeur nulle, l'expression de 6 du n* 574 se réduit à
- — sa ± Jvi
et représente le système de deux lignes droites, formant avec l'axe des x un angle dont la tangente trigonométrique
est — . L'indicatrice est donc formée ici de deux lignes
droites parallèles, et la surface osculatrice du second degré est une surface cylindrique. Tous les diamètres de l'indicatrice étant réels, la surface a toutes ses courbures dirigées dans le même sens; mais la courbure est nulle dans le sens des lignes droites dont il s'agit. En effet, en supposant ri — «*=0 dans l'expression (k) du n° 568, qui donne les valeurs des rayons de courbure principaux, on voit que l'une des racines de cette équation est alors finie, l'autre infinie, et qu'elles sont de même signe. La propriété d'avoir un contact du second ordre avec une surface cylindrique, appartient aux surfaces appelées développables, et les
caractérise. L'équation aux différences partielles du second ordre
rt — s* = 0 ,
qui exprime cette propriété, convient à toutes les surfaces de ce genre.
578. Les deux valeurs de R données par l'expression [kj du n° 568 seront égales et de même signe si l'on a
1(1 -f q*)r — 2pqs 4- (1 4- p1)*]1 — «1 4- p* 4- q*){rt — 5») = *.
Cette dernière équation exprime donc la condition nécessaire pour que les deijx rayons de courbure principaux soient égaux entre eux et dirigés dans le même sens. L'expression de p du n* 570 montre que dans ce cas les rayons de courbure de toutes les sections normales sont égaux entre eux. Les points d'une surface où cette circonstance se présente , et dans lesquels l'indicatrice est un cercle, sont ordinairement très-remarquables.: on leur a donné le nom d'ombilics. 11 importe d'observer que d'après la remarque qui a été faite à la fin du n° 568, l'équation précédente ne peut pas subsister , à moins que Ton n'ait séparément les deux équations
(i + tf)r-(l + |*)« = 0, (i+p!>-pgr = Ot
lesquelles entraînent la suivante
(l+q*]s~ pqt = 0.
On peut se convaincre d'ailleurs que l'égalité des deux rayon*
de courbure principaux entraine toujours l'existence de la double équation
en remarquant que la formule du n* 570 prouvant que les rayons de courbure de toutes les sections normales sont alors égaux entre eux, il est nécessaire que le rapport
- disparaisse dans l'expression (g) du n° 567, ce qui ne
pourrait atoir lieu tA cette double équation n'existait point. Cette double équation rendant identique l'éqtiatiôft du
n° 568 dont dépend l'expression de -, ou (ce qui est la
même chose), Féquation du n° 572, dont dépend Pexpres-
dy don de -~ qui convient aux directions des lignes de courdx
bure principales, on ne peut plus rien conclure relativement
à ces directions. Il existe des ombilics où il ne passe qu'une
seule ligne de courbure principale, d'autres où iL en passe
un nombre fini plus grand que deux, d'autres enfin où
un nombre infini de lignes de courbure se croisent dans
toutes les directions. Les sommets ou pôles des surfaces
de révolution sont dans ce dernier cas. La distinction des
divers cas qui se présentent peut se déduire de l'équation
même
dont il s'agit, en la différentiant successivement par rap-
dy port à x et y, -r^ étant regardé comme constant. On obdx
tient ainsi des équations du troisième, du quatrième, etc.,
degré par rapport à -j^ , qui donneront les valeurs propres
à mettre en évidence les véritables directions des lignes de courbure.
La surface sphérique est la seule pour tous les points de laquelle on ait la relation
579. Les deux valeurs de R données par la formule (k) du n* 568, seront égales et de signes contraires si l'on a
(i + <flr — 2pqs + (1 + ffi)t =r0.
Dans ce cas les deux courbures principales sont égales ei dirigées en sens opposés. L'indicatrice est une hyperbole équilatère. Les sections normales, placées symétriquement par rapport aux axes ou aux asymptotes de cette hyperbole, présentent des courbures égales entre elles. Les lignes dans le sens desquelles la courbure est nulle, se croisent à angle droit comme les lignes de courbure principales. L'équation précédente ne diffère point d'ailleurs de celle qui a été trouvée n° 517, pour l'expression de la condition que l'aire de la surface comprise dans un contour quelconque soit un minimum. Ainsi les surfaces qui satisfont à cette condition ont la propriété d'avoir dans tous leurs points leurs deux rayons de courbure principaux égaux et dirigés en sens contraires, proposition digne de remarque.
De la surface lieu des centres de courbure.
580. Un point m étant pris sur une surface donnée, concevons les deux lignes de courbure qui se croisent en ce point, et le plan normal qui est dirigé dans le sens de Tune des lignes de courbure. Si Ton admet que ce plan se meut dans l'espace sans cesser d'être normal à la surface proposée, et tangent à la ligne de courbure dont il s'agit, l'espace qu'il décrira aura pour enveloppe une surface développable, coupant à angle droit la surface proposée. Cette surface développable sera le lieu de toutes les normales à la surface proposée, menées par la ligne de courbure, et ces normales en seront les caractéristiques. Les intersections des normales consécutives traceront sur la surface développable une de ces lignes remarquables que l'on a désignées sous le nom A'arêtes de rebroussement. L'arête de rebroussement sera le lieu des centres de courbure correspondants aux différents points de la ligne de courbure qui a servi de directrice au mouvement du plan normal.
En concevant également le plan normal à la surface au point m, qui est dirigé dans le sens de la seconde ligne de courbure, et admettant de même que ce plan se meut sans cesser d'être normal à la surface et tangent à cette ligne, on obtiendra une autre surface développable qui sera le lieu des normales à la surface proposée, menées par les points de la seconde ligne de courbure, et dont l'arête de rebroussement sera le lieu des centres de courbure correspondants à ces points. '
On peut se représenter construites dans l'espace toutes les surfaces développables appartenant au premier système de lignes de courbure de la surface proposée, et toutesles sur-
faces développables appartenant au second système de ces lignes de courbure. Les surfaces développables du premier système couperont partout à angle droit celles du second. Les deux systèmes de surfaces dont il s'agit, partageront l'espace en parties rectangulaires d'une longueur infinie, dans le sens des normales à la surface proposée. La suite des arêtes de rebroussement des surfaces développables appartenant au premier système formera elle-même une autre surface, sur laquelle se trouveront tous les centres de Tune des courbures. La suite des arrêtes de rebroussement des surfaces développables appartenant au second système des lignes de courbure formera également une seconde surface, qui sera le lieu de tous les centres de l'autre courbure. Les surfaces lieu des centres de courbure sont, par rapport à la surface proposée, ce que la développée d'une courbe plane est par rapport à cette courbe.
581. Les équations des surfaces dont ou vient de parler | peuvent être obtenues comme il suit. Heprenons les équation* | de la normale du n° 572 ; |
et les suivantes |
(rf^i«X«- «y+Ki^Jr— a^+fi+^K*-^ s'm+J»1*^*,
qui en ont été déduites. L'équation (2) aux différences ordinaires entre les variables x ely appartient aux projections sur le plan des xy des lignes de courbure de la surface proposée. Cette équation du premier ordre et du second degré par rap-
port au coefficient -~ étant intégrée, son intégrale sera cornax
plétée par une constante arbitraire qui s'y trouvera élevée m second degré. En déterminant donc cette constante de manière à faire passer une ligne de courbure par un point donné, on trouvera deux valeurs, correspondant respectivement aux deux lignes de courbure qui se croisent dans tous les points de la surface. Indiquons pour abréger par (2') l'intégrale générale de l'équation (2) dont il s'agit. Il est visible qu'en éliminant x, y, z entre l'équation de la surface proposée, les équations (1) et l'équation (2% l'équation restante en x'% y', z', appartiendra aux surfaces développables normales qui coupent la surface suivant ses lignes de courbure. Elle donnera l'une quelconque de ces surfaces développables en y déterminant convenablement la constante arbitraire qui s'y trouve contenue.
582. L'équation (3) est une équation primitive en œ, y, z} et z\ Elle doit donner la valeur de z', appartenant au point d'intersection de deux normales consécutives, c'est-à-dire au centre de courbure. En éliminant x, y, z entre l'équation de la surface proposée, les équations (1) et l'équation (3), on aura donc en x',y et z' l'équation de la surface lieu des centres de courbure. Cette équation montera au second degré par rapport à z'. Si elle peut se décomposer en deux facteurs, on obtiendra, en les égalant séparément à zéro, les équations distinctes de deux surfaces qui contiendront respectivement les centres de l'une et de l'autre courbure de la surface proposée. Si cette décomposition n'a pas lieu, les centres des deux courbures se trouveront placés sur deux nappes appartenant à une surface unique.
Une normale quelconque à la surface proposée touche à la fois les deux nappes qui contiennent respectivement les centres
de l'une et de l'autre courbure, et si l'on mène par cette normale deux plans tangents à ces deux nappes, ces plusse couperont à angle droit. Donc les deux nappes de la surface lieu des centres de courbure sont toujours telles, qu'étant regardées d'un point quelconque, leurs contours apparents paraissent se croiser à angles droits. Ainsi une surface quelconque n'est pas propre à devenir le lieu des centres de courbure d'une autre surface; on peut prendre arbitrairement le lieu des centres de l'une des courbures; mais la surface qui contiendrait les centres de l'autre courbure doit être telle que son contour apparent paraisse toujours couper celui de la première à angle droit.
583. Lorsque la surface qui contient les centres de l'une des courbures coupe la surface qui contient les centres de l'autre courbure, les points d'intersection appartenant également à l'une et à l'autre courbure, répondent aux points de la surface proposée, pour lesquels les deux rayons de courbure principaux sont égaux entre eux, points qui sont déterminés par l'équation
[(i +V)r-2W + (1 + pty]«--4(t +p* + <f)(rt—*) = ;
comme on l'a vu n* 578. Cette équation donne la projectioo sur le plan des xy de la ligne des courbures sphériques sur la surface proposée.
584. Chacune des arêtes de rebroussement des surface* développables normales, dont la réunion forme les deux nappes de la surface lieu des centres de courbure, est une ligne de plus courte distance sur cette dernière surface. En effet, le plan passant par deux normales consécutives, appartenant à l'une de ces surfaces développables normales, est en même temps le plan osculatetir de l'arête de rebroussement au
point d'intersection de ces deux normales, et perpendiculaire au même point à la nappe de la surface lieu des centres de courbure, sur laquelle cette arête de rebroussement est placée. Or le caractère de la ligne de plus courte distance sur une surface quelconque consiste en ce que le plan osculateur de cette ligne soit en même temps normal à la surface.
Concevons un fil dont une extrémité est fixée çur un point de la ligne d'intersection des deux nappes qui contiennent respectivement les centres de Tune et l'autre courbure. En tendant ce fil, et le faisant mouvoir de manière qu'il soit en partie plié sur cette intersection, et que la portion libre soit dirigée dans le sens de la tangente, l'extrémité opposée décrira la ligne des courbures sphériques sur la surface proposée. Si l'on fait ensuite mouvoir le même fil de manière qu'il soit en partie plié sur l'intersection des deux nappes dont on vient de parler, et en partie sur Tune ou sur l'autre de ces nappes, l'extrémité pourra se transporter dans tous les points de la surface proposée, qui peut ainsi être décrite de deux manières différentes par le mouvement d'un fil plié sur la surface lieu des centres de courbure, comme l'est une courbe par le mouvement d'un fil plié sur sa développée.
Exemple de la détermination des lignes de courbure et des rayons de courbure^
Soit
l'équation de la surface proposée. Cette surface est un paraboloïde dont Taxe des * est l'axe principal. Les sections faites
parallèlement au plan des œy sont des ellipses ayant leurs axes dirigés dans le sens des x et dans le sens des y. la longueur des demi-axes de ces sections dans le sens d» * est ^Sfl*, et la longueur des demi-axes dans le sens des y est \/îbx. Nous supposerons ici a > b.
Nous aurons
dz __ _y cfe _ _
dy~~q-bf dxdp-'-"'
dte_ 1
et ces valeurs étant substituées dans l'équation des lignes de courbure
qui a été trouvée n° 572, il viendra
-»99M(*+Ri-('+s)aï * a-*
Cette équation, en posant pour abréger
A = jf B = a(a — 6),
s'écrira
elle appartient à la projection des lignes de courbure de b surface proposée sur le plan des xy.
Pour l'intégrer, on la différentiel* d'abord, ce qui don* nera
puis on éliminera B entre cette équation du second ordre et Téquation (m). La constante A disparaîtra également du résultat de l'élimination, et l'on trouvera
*[«§HS)']-'âH-
dx Cette dernière équation étant multipliée par le facteur —
devient
y dy dont le premier membre est la différentielle exacte de — -j-. r x dx
On a donc, en intégrant une première fois,
et en intégrant une seconde fois
a et 6 étant deux constantes.
L'équation y* =cur2 + 6 est l'intégrale générale de Téquation (m). Mais comme cette dernière n'est que du premier ordre, son intégrale ne doit contenir qu'une seule constante
arbitraire. L'une des constantes «, 6, est déterminée par la condition qne l'équation y* = ox' -(- 6 satisfasse à l'équation (m). En substituant donc dans l'équation les valeurs
on trouve pour condition
d'où
6 = -* c'est-à-dire' 6 = *£=£.
Aa -f 1 aa -h 6
L'équation sous forme finie des lignes de courbure est par conséquent
« , , ab(a — b)a , .
dans laquelle a est la constante arbitraire.
586. Si Ton veut déterminer la constante a de manière que l'équation (n) appartienne à une ligne de courbure, passant par un point donné de la surface proposée dont les abscisses seraient af et y% on fera x = af, y = y' dans cette équation , et on la résoudra par rapport à a, ce qui donnera
en posant
e = 6** — ay* + ab(a — 6).
Ainsi l'on trouvera toujours, pour la constante a, deux n-
leurs réelles, l'une positive et l'autre négative; et ces valeurs étant substituées dans l'équation (n) donneront respectivement les équations des projections des deux lignes de courbure qui se croisent dans le point auquel appartiennent les abscisses af , yf.
La valeur positive de * donnera, pour les projections du premier système des lignes de courbure , des hyperboles, ayant leur axe réel dirigé dans le sens de Taxe des y, dont les équations seront
9 aa + b
La grandeur du demi-axe est i/ — . La plus petite
valeur que puisse prendre ce demi-axe estO, ce qui répond aux cas où l'on supposerait x' très-grande et y' très-petite : les deux branches de l'hyperbole se confondent alors avec Taxe des x» La plus grande valeur que puisse prendre ce demi-axe est ^b(a — 6), ce qui répond au cas où la valeur positive de « serait infinie, parce que l'on aurait supposé x' très-petite et %/ très-grande. L'hyperbole s'écarterait alors très-peu de l'axe des y. Si l'on porte donc sur l'axe des y de part et d'autre de l'origine une distance égale à *Jb(a — 6), on aura deux points , au delà desquels les sommets des hyperboles qui donnent le premier système des lignes de courbure ne pourront pas être placés.
La valeur négative de a donnera pour les projections du second système de courbure , des ellipses ayant leurs axes rectangulaires dirigés dans le sens de Taxe des x et de l'axe des y, et dont les équations seront
, , , ab(a — b)<x
La grandeur du demi-axe, placé dans le sens de Taxe des j,
— ~, et la grandeur du demi -axe, placé tas
le sens de Taxe des y, est W — j— , en sorte que le
rapport de ces deux axes est égal à sfï. En supposant j extrêmement grande, la valeur négative de « est à fort peu
près égale à -, ce qui est la plus petite valeur absolue que
Ton puisse attribuer à cette quantité. À mesure que x' diminue, la valeur absolue de a augmente, pourvu que la quantité c demeure positive, et, cette condition étant satisfaite, a deviendra infiniment grande quand x' sera supposée infiniment petite. Alors Taxe de l'ellipse, placé dans le sens dex x, sera infiniment petit, et la moitié de Taxe, placé dans le sens des y, sera égale à ^6(a— 6). 11 n'est pas possible , d'ailleurs, de supposer à la fois x' assez petite et y' assez grande pour q\ie la quantité c devenant négative, la valeur de « puisse devenir aussi petite qu'on le voudrait; car l'équation des lignes de courbure ne donne que des valeurs imaginaires quand « étant supposée négative, on attribue à
cette constante une valeur absolue moindre que -. On voit
que les points placés sur Taxe des y, à la distance vW«— *» de l'origine, forment ici une limite commune que les sommets des deux systèmes de lignes de courbure ne peuvent dépasser dans un sens ou dans l'autre.
Les axes des x et des y sont au nombre des lignes qui appartiennent aux projections des deux systèmes de lignes de courbure du paraboloïde.
L'équation générale de la projection de l'indicatrice
devient ici
D = ra» + Vsab + <*
cette projection appartient toujours à une ellipse, ainsi que le comporte la nature de la surface proposée, dont les deux courbures sont dans toute son étendue dirigées dans le même sens.
Quant à la relation
qui, d'après le n° 578, doit subsister dans les ombilics, c'est-à-dire dans les points où tous les rayons de courbure sont égaux , elle devient
q* -f x* __ xy __ 6*4- y* ~H~ ~"0~~ b '
Cette relation ne peut être satisfaite qu'en supposant x = o et y= ^b(a — b), c'est-à-dire pour les points de la surface qui séparent les sommets des ellipses et des hyperboles appartenant respectivement aux deux systèmes de lignes de courbure. Les deux points dont il s'agit sont les seuls ombilics que la surface proposée puisse présenter. L'indicatrice y doit être circulaire; en effet, le plan tangent est en ces deux points parallèle aux deux systèmes de plans qui coupent le paraboloïde suivant des cercles.
588. À l'égard des valeurs des rayons de courbure principaux, on trouvera, en substituant les expressions des coefficients différentiels p, q, r, #, t qui ont été données n° 585
_ 296 — dans l'expression (*) du n* 568 :
«-JVTÏ^I^*^
589. Lorsqu'il s'agira d'un paraboloïde de révolution, les deux quantités désignées par a et 6 seront égales entre elles. L'expression de « du n° 586 se réduira à
ar*—
ou bien
MÇ&'+s-
i/'1 La valeur positive de a est donc pj. L'équation des projections hyperboliques du premier système des lignes de courbure se réduit à
et appartient au système de deux lignes droites qui se croisât à l'origine des coordonnées.
Quant à la valeur négative de a , elle est — 1. Ainsi l'équation des projections elliptiques du second système des ligne* de courbure devient
if =— xt + z» ou ^"t"*1^»
qui appartient à un cercle dont le centre est placé a l'origine
des coordonnées, et dont on peut fixer arbitrairement le rayon. En effet, les lignes de courbure, dans une surface de révolution, sont évidemment dirigées dans le sens des méridiens et des parallèles.
La distance de l'ombilic au centre, exprimée ci-dessus
par ^b{a — 6), devient nulle : les deux ombilics se confondent en un seul qui est le sommet de la surface de révolution.
En faisant a=b, dans l'expression de R du n° 588, elle se réduit à
Les deux rayons de courbure principaux dans le paraboloïde de révolution sont donc respectivement exprimés par
-fa' + ;,+ y,)* et -(«. + *w.
Comme l'équation de la parabole dont la révolution autour de Taxe des x décrit cette surface est
on voit que la première expression donne le rayon de courbure du méridien, et que la seconde donne le rayon de la courbure dans le sens du parallèle. Cette dernière expression représente la valeur de la normale de la courbe méridienne; ce qui doit être, puisque toutes les sections faites dans le sens des parallèles ont leur centre de courbure placé sur Taxe de la surface de la révolution.
XL1V. Des surfaces usa plus simples dont l'bqcatu» ui
DIFFÉRENCES PARTIELLES EST DC PREMIER ORDRE
590. Revenons aux notions présentées dans les n" 472 et suivants. Une surface quelconque peut en général être considérée comme l'enveloppe de l'espace parcouru par une autre surface qui se déplace sans changer de figure suivant une loi donnée, ou qui se déplace en changeant à la fois de position et de figure suivant des lois également données. Nous représentons généralement l'équation de l'enveloppée, exprimée en quantités finies, par
F(a?,y,*,a,6,TfÔ, ) = 0,
dans laquelle x,y,z désignent les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque de cette surface; et a,6,«r,8,
plusieurs constantes arbitraires, dont les valeurs varient suivant les diverses positions ou les diverses figures que l'enveloppée peut affecter. Mais si Ton veut considérer la surface qui enveloppe une série déterminée des positions de l'enveloppée, afin d'en rechercher les propriétés, on ne peut plus regarder dans 1 équation précédente les quantités a, 6, y, S, comme tout à fait arbitraires et indépendantes les unes des autres. On doit concevoir que ces quantités sont liées par des relations qui distinguent la série des positions dont il s'agit. Par conséquent , laissant indéterminé un seul paramètre a, on regardera toutes les autres
arbitraires 6, y, 8, comme des fonctions données ç(*i.
<|/(<x),ty(a), de ce paramètre, et l'on écrira au Heu de
l'équation précédente pour représenter l'enveloppée
?\x9y,Z, ?(*), <Ka), <r(«),....} =0.
En donnant dans cette équation à a toutes les valeurs possibles depuis — oo jusqu'à + 00, on aura une certaine série d'enveloppées, déterminée par la forme des fonctions ?,<]/, «r, ....; et si ces fonctions demeurent arbitraires, les résultats que l'on obtiendra seront généraux et conviendront à toutes les surfaces possibles qui peuvent être produites par le mouvement d'une enveloppée quelconque comprise dans l'équation F (a:,y,s,a, p, 6,^,8, )=0.
591. En différentiant successivement par rapport aux variables indépendantes œ,y l'équation F =0, on a deux nouvelles équations appartenant à l'enveloppée et à l'enveloppe, au moyen desquelles on peut éliminer deux des constantes a, 6, y, Par conséquent, si l'équation F=0 ne
contient que deux de ces constantes , il reste une équation aux différences partielles du premier ordre entièrement délivrée des constantes arbitraires, qui d'après cela appartient • à toutes les enveloppées comprises dans l'équation F = 0 aussi bien qu'à toutes les enveloppes que ces enveloppées peuvent produire, et qui exprime un caractère géométrique qui leur convient spécialement et les distingue de toutes les autres surfaces.
Si l'équation F = 0 de l'enveloppée contenait trois constantes arbitraires <*,&,i, les équations différentielles du premier ordre ne suffiraient pas en général pour les éliminer : il faudrait passer aux équations du second ordre; et Ton se trouverait conduit à des équations aux différences partielles d'un ordre supérieur et très-élevé, si le nombre des constantes a, P, r* devenait très-grand.
Nous nous occupons surtout ici des cas où l'équation aux différences partielles obtenue est du premier ordre, mais sans négliger ce qu'il peut y avoir de général dans le* considérations que nous exposons.
Lorsque l'équation de l'enveloppée
est donnée, l'équation générale de l'enveloppe exprimée
en quantités finies s'en déduit immédiatement. Car l'éqna-
d¥ dF
tion F+^-d«=0, que Ton peut réduire à — A=0,
appartenant à l'enveloppée infiniment voisine, le système des équations
représente la courbe d'intersection de ces deux enveloppée*, courbe que nous appelons caractéristique. Ces deux équations donneront donc toutes les caractéristiques possibles appartenant à la série des positions de l'enveloppée définie
par les fonctions <p, ^o , quand on y fera varier % depuis
— qo jusqu'à -J-oo. Donc, puisque l'enveloppe est évidemment le lieu de ces caractéristiques, l'équation de l'enveloppe est le résultat de l'élimination de a entre les deuv équations
élimination qui ne peut être effectuée qu'après que les fonctions «p,^,©, auront été définies.
593. Il existe généralement sur une enveloppe quelconque, et par conséquent sur une surface quelconque ejr toutes les surfaces peuvent être regardées comme des enveloppes) , diverses lignes remarquables dont le caractère géométrique résulte de la définition seule de l'enveloppée , ei
subsiste, comme le caractère géométrique de l'enveloppe elle-même, indépendamment des lois arbitraires qui déterminent le mode de déplacement de cette enveloppée. Les équations aux différences ordinaires de ces lignes, comme on Fa vu dans les n°* 479 et suivants pour la caractéristique, peuvent être déduites de l'équation aux différences partielles de la surface, qu'elles servent à intégrer; et l'on peut aussi obtenir leurs équations en quantités finies au moyen de celle de l'enveloppée.
Quant à la caractéristique, elle est représentée par le système des deux équations
P = o, E = of
qui, lorsque les fonctions y,^,*, auront été définies,
donneront toutes les caractéristiques appartenant à une même enveloppe quelconque en fixant convenablement la valeur de ou
Considérons maintenant les deux caractéristiques
consécutives qui résultent de l'intersection deux à deux de
trois enveloppées consécutives. Les équations de ces trois
dF enveloppées étant représentées par F=0,F4--T-dot=0,
dF d*F F-j-2_<fe-{--_cfa*==0, la première caractéristique est da dot
dF donnée par les deux équations F = 0et— =0, et la se-
• ' da
da
dF eonde caractéristique par les deux équations — =0 et
— - = 0. Ces deux lignes courbes se coupent en général en
même temps qu'elles se touchent en un point déterminé pu les valeurs de x,y9x, qui satisfont simultanément aux troi> équations
' da da*
En attribuant successivement à a toutes les valeurs possfl)^ depuis — oo jusqu'à +oo, les valeurs de a?,y,z, dédoife? de ces trois équations, appartiennent à la série des point* dans lesquels chaque caractéristique est coupée et toucha par la caractéristique voisine. La suite de ces points forme toujours sur l'enveloppe une ligne remarquable , à laquWl on a donné le nom d'arête de rebroussement. Les arêtes & rebroussement partagent en général les surfaces en napp* distinctes : elles sont touchées par toutes les caractéristique*, et sont à leur égard de véritables enveloppes.
L'arête de rebroussement étant le lieu des points d'intersection de la caractéristique correspondante à une valeur déterminée de « , et de la caractéristique voisine , on a évidemment les équations de cette courbe pour une enveloppa déterminée en éliminant a entre les trois équations
élimination qui ne pourra avoir lieu qu'après que les fonctions ^,^,o7 qui définissent l'enveloppe auront et»
données. Les deux équations en x,y,z, qui résultent dr cette élimination , appartiennent donc à l'arête de rebroussement.
595. Considérons encore trois caractéristiques consécutives résultant de l'intersection deux à deux des quatre enveloppées consécutives , dont les équations sont
Si ces trois caractéristiques se coupent en un seul point, ce qui ne peut avoir lieu que dans des cas très-particuliers, les valeurs de x, y , z , appartenant à ce point , satisferont à la fois aux quatre équations précédentes. Donc, si Ton élimine x, y, x entre les quatre équations ,
l'équation en a, qui restera après cette élimination, donnera la valeur de ce paramètre, à laquelle correspondra la caractéristique sur laquelle le point dont il s'agit se trouvera placé. H sera donc situé au lieu où cette caractéristique touche l'arête de rebroussement. Les points de cette espèce sont toujours très-remarquables sur cette arête, à l'égard de laquelle ils sont eux-mêmes des points d'inflexion ou de rebroussement.
596. 11 arrive quelquefois que les caractéristiques d'une enveloppe ne se coupent nulle part, et par conséquent que la surface ne présente pas d'arête de rebroussement. Mais alors il existe en général un point sur chaque caractéristique où elle se trouve plus rapprochée de la caractéristique contiguë que dans tout autre lieu. La série de ces points forme suy la surface une ligne que Ton distingue facilement , et que Ton a nommée ligne de striction.
Surfaces cylindrique*.
597. Une surface cylindrique, considérée de la manière la plus générale, peut être regardée comme l'enveloppe de Pespace décrit par un plan qui se meut sans cesser d'être parallèle à une même droite donnée prise pour directrice. Soient
x = az , y = bz ,
les équations de cette directrice. L'équation d'un plan étant
z = A x -f By 4* C ,
ce plan sera parallèle à la droite donnée si Ton a la relation
i = Àa + B6,
au moyen de laquelle on peut éliminer l'une des constantes A, B. En éliminant A, par exemple, il viendra
pour Téquation d'un plan quelconque, parallèle à la droite donnée. Cette équation est ici celle de l'enveloppée, et B,C sont les deux constantes arbitraires qui en déterminent h position. En éliminant donc ces deux constantes entre cette équation et ses deux équations différentielles du premier ordre, qui sont
dz __1-B6 dx~~ a '
dz
il viendra
dx ^ dy *
pour Téquation aux différences partielles du premier ordre qui appartient également à l'enveloppée et à l'enveloppe, c'est-à-dire au plan mobile et à une surface cylindrique quelconque décrite par ce plan.
On aurait pu reconnaître immédiatement que
dx dy~
appartient à une surface cylindrique quelconque , dont les arêtes sont parallèles à la droite ayant pour équations x = az, y=bz, en remarquant que tout plan tangent à cette surface doit être parallèle à la droite dont il s'agit.
598. Pour intégrer Téquation précédente , conformément à ce qui a été exposé dans les nM 478 et suivants , on formera les équations aux différences ordinaires de la caractéristique, qui seront ici
ady — bdx = 0 ,
adz — dx=zO ,
bdz — dy = 0,
Ces équations appartiennent évidemment à une ligne droite parallèle à la directrice, et l'on aurait pu les écrire immédiatement en remarquant que la caractéristique est Tintersection de deux plans parallèles à cette ligne. En intégrant les deux dernières il viendra
x = az + a, y = te + 6,
ANN*E. SU
a et 6 étant deux constantes arbitraires. L'intégrale générale est donc
y — te = <p(a? — àz) 9
<? désignant une fonction arbitraire. Cette équation appartient à toute surface cylindrique, dont la génératrice est parallèle à la directrice proposée. Elle a le même degré de
éi généralité que l'équation aux différences partiel]*» 4^+
dx
dx b — = 1 . On pourrait la trouver directement en remarquant
que les équations d'une génératrice quelconque peuvent être représentées par
x^az + a,
a et 6 étant deux constantes indéterminées. Or, si un point se meut sur la surface cylindrique sans sortir de cette même génératrice , les coordonnées de ce point satisferont à ces équations. Mais si le point se meut en passant sur une génératrice voisine , ses coordonnées ne pourront satisfaire à ces mêmes équations, à moins que l'on ne fasse varier en même temps a et 6. Done ees quantités demeurent constantes , ou varient simultanément : elles sont donc fonction l'une de l'autre, et Ton peut écrire 6=j(a), ou
y—tesrtfa — as).
La fonction <p, dans l'équation générale
y — bz = f[x — eu) %
des surfaces cylindriques, peut être déterminée d'après diverses conditions. Si la surface doit passer par une ligne courbe donnée, dont les équations soient ic(x,y,*)=0, q{x,y,z)=0, il est visible que ces équations et les deux équations de la génératrice #=<&*-(-*, y=6i-|-<p(a) doivent pouvoir être satisfaites par les mômes valeurs de x,y,z, quelles que soient les constantes a et <p(«). Ainsi, éliminant œ, y y z entre les quatre équations
x — az = a
y — bz = ?(*),
il restera une équation entre a et? (a), qui déterminera la fonction <p. Soit /'(a,<j>(a))=0 l'équation dont il s'agit : l'équation de la surface cylindrique demandée sera dpnc
f(x — az, y — bz) = 0.
Si la surface cylindrique doit être tangente à une
surface courbe donnée, dont l'équation soit it(x,y,ij=0, on remarquera que , pour tous les points de la courbe de contact, les deux surfaces ont le même plan tangent Doue
dz dz
les valeurs de — et — tirées de l'équation it (x, y, z) =0
doivent , pour les points dont il s'agit, satisfaire à l'équation
différentielle de la surface cylindrique. On trouvera donc
une équation ^(xt y, z) =0 de la courbe de contact en prenant
dz dz les valeurs de - - et — dans l'équation donnée iz[x,y,z)=zO.
et les substituant dans l'équation aux différences partielle»
dz dz a ^ — j- * -r- =1 • Ayant maintenant deux équations ic(x,y ,s)=0.
V[x,y,z) — 0, appartenant à une courbe par laquelle doit passer la surface cylindrique cherchée , on opérera comme on Ta vu dans le numéro précédent.
Surfaces coniques.
602. Une surface conique est l'enveloppe de l'espace décrit par un plan qui passe constamment par un point donné. Ce point est le sommet, ou le centre, de la surface. Soient a, b, c ses coordonnées : l'équation du plan mobile ou ^ l'enveloppée sera donc
A et B étant deux constantes arbitraires. On déduit de cette équation
dz dz
et par conséquent l'élimination de ces deux constantes donne pour l'équation aux différences partielles des surfaces coniques, considérées de la manière la plus générale,
On aurait pu obtenir directement cette équation en remarquant que tout plan tangent à la surface conique doit passer par le centre dont les coordonnées sont a, 6, c.
Les équations de la caractéristique sont ici
{x — a) dy — (y — b) dx = 0 (x — a) dz — (z — c) dx = 0 (y — b)dz — (z — c) dy = 0 :
elles appartiennent évidemment aux projections d'une ligne droite , passait par le point dont les coordonnées sont a, b, c. On déduit des deux dernières
« et 6 représentant deux constantes arbitraires; et par conséquent l'intégrale de l'équation du numéro précédent, ou l'équation d'une surface conique quelconque, est
f désignant une fonction arbitraire.
On aurait pu obtenir directement cette équation eji re~
marquant que, quand un point se déplace sur nne surface conique, les rapports , demeurent tous deux constants si ce point reste sur une même arête rectiligne , et varient tous deux si le point dont il s'agit passe d'une arête à une autre. Ces rapports demeurant constants ou variant eatemble, sont doue fonctions l'un de l'autre pour toiles les valeurs de œ, y, m , qui satisfont à l'équation d'une furiwe conique.
Si dans l'équation générale
la fonction <p doit être déterminée par la condition que la surface conique passe par une courbe donnée dont les équations soient tz[x, y, z)=Q, H(ir,y,z)=0, les équations de la génératrice devront subsister en même temps que Celles-ci. Posant donc les quatre équations
n{x,y,z)-0 Y(tf,y,s) = 0
z—c TV '
entre lesquelles on éliminera x, y, z, il restera une équation que nous représenterons par f[a,y(a)]=0. L'équation de la surface conique demandée sera donc
is=a îH\=0.' '\z — c' z — cj
606. Si la fonction ? doit être déterminée par la condition que la surface conique soit tangente à une surface donnée ayant pour équation it(x, y9 z) = Q, on verra comme dans le n° 601 , que Ton obtient une seconde équation Y(a?,y,*)=0
de la courbe de contact en prenant les valeurs de -r- et —
dx dy
dans Péquation donnée it (x, y,z) = 0 , et les substituant dans
Péquation différentielle (#— a) — + (y — b)-r- =z — c. La
question se trouve alors ramenée au cas du numéro précédent.
Surfaces de révolution.
607. Une surface de révolution est l'enveloppe de l'espace décrit par une sphère dont le centre se meut sur une ligne droite qui est l'axe de la surface, et dont le rayon varie suivant une loi quelconque. Soient
x' = Az' + a
les équations données de l'axe de la surface. L'équation d'une sphère de rayon r, dont le centre est placé sur cet axe, sera
xyy,z9 représentant les coordonnées d'un point quelconque de la sphère. Cette équation appartient donc ici à l'enveloppée ; x7 et r sont les deux constantes arbitraires qui peuvent être déterminées de manière à donner une enveloppée quelconque. En différentiant l'équation dont il s'agit par rapport à x et à y, il vient
et en éliminant 2',
dz , . .dz
pour l'équation aux différences partielles appartenant à toutes les surfaces de révolution.
On peut obtenir la même. équation en remarquant que. dans un point quelconque d'une surface de révolution, le plan tangent est perpendiculaire au plan méridien, c'est-àdire au plan mené par l'axe de la surface et par le point dont il s'agit L'équation d'un plan méridien passant par h» point de la surface dont les coordonnées sont x,y9 x petit être représentée par
les constantes M, N étant déterminées de manière à fair*
passer également ce plan par Taxe de la surface. Cette condition donne la seconde équation
qui doit subsister quelle que soit *'. Elle se décompose donc dans les deux suivantes
i=MA+NB, d'Où M = B(J-^_y) Mais l'équation du plan tangent étant
il sera perpendiculaire au plan méridien si Ton a la relation dz dz
équation qui revient è la précédente quand on met à la place de M et N leurs valeurs.
On peut encore obtenir cette équation d'après la propriété générale des surfaces de révolution qui consiste en ce que la normale à un point quelconque rencontre toujours l'axe. Les équations de la normale sont en général
les mêmes valeurs de af, yf, x' devront donc satisfaire à ces équations et à celles de Taxe. Si Ton élimine x\ j,ï entre ces quatre équations, on retrouvera l'équation aux différences partielles dont il s'agit.
L'intégration de l'équation
(y-b-jte)te^x-a-A*)^ = *(x-a)-\(y-b\
dépend, conformément aux n" 478 et suivants, des équations
^ __6_B2:)dy + ^x^a^xz)dx = 0 fo— b — Kz)dz— [Bfc— a)— À(y — ft)]rfa? = 0 — (a?— a— kz)Az— [B(x— a) — À(y — b)]dy = 0
qui appartiennent à la caractéristique. Ces équations ne peuvent être immédiatement intégrées; mais si Ton ajoute les deux dernières après avoir multiplié la première par A et la seconde par B, puis si on les ajoute de nouveau après avoir multiplié la première par & — a et la seconde par y— 6, on trouvera
(x—a)dx + (y—à)dy + zdz = 0 ;
et en intégrant
hx + By + z = a (*—a)« + (y-*)« + *» = 6t
a et 6 étant deux constantes arbitraires. L'une de ces équations appartenant à un plan quelconque perpendiculaire à l'axe donné de la surface de révolution, l'autre à une sphère
d'un rayon quelconque, dont le centre est placé au point, dont les coordonnées sont a, fr, 0, c'est-à-dire au point où cet axe rencontre le plan des x, y, on reconnaît que la caractéristique est toujours un cercle dont le centre est dans l'axe, et dont le plan eàt perpendiculaire à cet axe. On a d'ailleurs pour l'équation générale des surfaces de révolution
(*— <0» + (y— &)' + 1* = ?(A* + By + z) ,
? désignant toujours une fonction arbitraire*
On obtient immédiatement cette équation en remarquant que si un point se déplace sur la surface sans sortir d'une même caractéristique, c est-à-dire d'une même section faite perpendiculairement à l'axe, ou d'un parallèle, les quantités A*+By+* et (a>— *)*+ (y— 6)*-f a1 conserveront toutes deux des valeurs constantes, tandis qu'elles varieront toutes deux si le point se déplace en passant d'une caractéristique à une autre; d'où il suit que l'une dé ces quantités est nécessairement fonction de l'autre.
600. La fonction arbitraire ? dans l'équation précédente peut être déterminée par ta condition que la surface passe par une courbe quelconque donnée, dont les équations sont rc(x, y, x) = 0, T(ar, y, z) =0, c'est-à-dire que cette surface soit décrite par la révolution de la courbe autour de l'axe. Comme toutes les caractéristiques doivent rencontrer la courbe donnée, il doit exister des valeurs de x, y, z, qui satisfont à la fois aux quatre équations
V(x,y,z) = 0 ht + Bp + z = * {* - o)1 + iy - W + i1 = *(»).
Éliminant x, y, z entre ces équations, il restera une relation entre a et ©(a), que nous désignons par f[*9 <?(«)] =o, par laquelle la fonction <p est déterminée. L'équation de la surface demandée est
f[Ax + hy + z, (x— a)*-f (y — 6)»+2,] = 0.
610. La fonction arbitraire peut également être déterminée dans l'équation du n° 608, par la condition que la surface de révolution enveloppe une surface quelconque donnée, dont l'équation est «(ar, y, *)=0, c'est-à-dire soit décrite par la révolution de cette surface autour de l'axe. Il est visible que la surface de révolution demandée doit toucher la surface donnée, et qu'on aura une seconde équation primitive appartenant à la courbe de contact en prenant les valeurs de — et — dans F équation x(x, y, *)=0. et les substituant dans l'équation différentielle
(y— 6— B*)^ — (*— a— Az)^ = B(x— a) — À(y — b).
Soit V(x, y , z)=0 le résultat de cette substitution : la solution s'achèvera conformément à ce qu'on a vu dans le numéro précédent.
Surface gauche décrite par une ligne droite horizontale, passant toujours par une même verticale.
611. Nous supposerons le plan des xy horizontal et Fax? des z vertical, et nous considérerons la surface décrite par
une ligne droite parallèle au plan 'des xy, et passant constamment par Taxe des z.
Considérons en premier lieu la surface qui serait l'enveloppe de l'espace décrit par un cylindre de rayon r, dont Taxe demeurerait toujours parallèle au plan des xy, et passerait constamment par l'axe des z. On aurait évidemment
SïT+f-i""
pour l'équation de ce cylindre, qui est l'enveloppée; a et c étant les deux constantes arbitraires, dont la première représente la tangente de l'angle formé par l'axe du cylindre avec le plan des xz, et la seconde la distance de cet axe au plan des xy. Prenant les deux équations différentielles, il viendra
d'où Ton déduit immédiatement
Jdz dz\ A
c'est-à-dire
dz
dz . dz ... dx
— +a-r-=0, d'où a = — -3- (Lr dy dz
dy
valeur qui doit être substituée dans l'équation de l'enveloppée. Mais si nous supposons le rayon r infiniment petit, cas
dans lequel l'enveloppe de l'espace décrit par le cylindre ne différera pas de la surface gauche dont il s'agit, nous devons négliger dans cette équation les termes (* — «)* et r1; elle deviendra donc, en y remplaçant a par la valeur précédente,
dz dz
qui est l'équation aux différences partielles de cette surface gauche.
On pourrait parvenir directement au même résultat eo partant de cette propriété générale des surfaces gauches qui consiste en ce que, pour un point quelconque de ces surfaces, le plan tangent contient la génératrice rectiligns qui passe par ce point. L'équation générale du plan tangent étant
on a
pour l'équation de l'intersection de ce plan par un plan horizontal mené par le point de tangence. Or, cette inleiitetion n'étant autre chose que la génératrice elle-même , qui doit rencontrer l'axe dçp s, soj> équation doit être satisfaite par les valeurs ar'=0, y' = 0, ce qui donne comme ci-dessus
dt , dt .
4M3. L'intégrale générale de cette équation s'obtiendra en posant
xdy—ydx = 09 d'où ^ = a
dz=09 ' z = 6,
« et 6 étant deux constantes arbitraires; ce qui donne
pour l'intégrale cherchée, ? étant le signe d'une fonction arbitraire. La considération de la caractéristique, qui est toujours une ligne droite horizontale ayant pour équations
a et z = 6, conduit directement à cette même équation
613. Si la fonction arbitraire doit être déterminée de manière à faire passer la surface par une courbe quelconque ayant pour équations *(x,y, *)=0, V(x, y, *)=0, on verra comme ci-dessus que Ton doit éliminer x, y, z entre les quatre équations
x{xfy,z) = 0 V(x9y,z) = 0
et qu'en représentant par /"(a, 6)=0, le résultat de l'élimination, l'équation de la surface démandée est
614. Enfin, si la fonction arbitraire doit être déterminée de manière que la surface gauche, dont il s'agit, touche et embrasse une surface donnée , ayant pour équa-
dz dx tion *(#, y, z)=0, on prendra les valeurs de — et —
dans cette équation, et les substituant dans l'équation différentielle a:— + y-r = 0, on aura une seconde équation dx * dy
primitive ^[x, y, z) = 0, appartenant à la courbe de contact, ce qui ramène la question au cas du numéro précédent
NOTES DE M. LIOUVILLE
Sur la limite vers laquelle tend l'expression (i-\ — ] lorsque m augmente indéfiniment.
1. Supposons d'abord que m soit un nombre entier positif. On a, par la formule du binôme démontrée dans les éléments ,
(m, ^"-j , ™* , m(m-l) i . m(m-lXm-2) 1 , V V iw 12 «* i.2.3 «î* "•" •"
de sorte qu'en mettant le terme général
sous la forme
NOTES
Le nombre des termes du second membre augmente quand m augmente; et, sauf les deux premiers tomes qui restent fixes, chaque terme d'un rang donné augmente aussi : la valeur du second membre augmente en conséquence, mais sans pourtant jamais dépasser la somme
ni a fortiori la somme
visiblement comprise elle-même entre 2 et 3. Donc enfin
( 1 ^ — ) tend vers une certaine limite, plus grande que i
plus petite que 3, et que nous désignerons par t. 2. Maintenant, si Ton observe que l'expression
où n désigne un nombre entier positif quelconque moindre que m, est plus petite que
ïx^v1 +stï+ (ï+ï?4" +(n+tr-*)'
et partant moindre que
Soit à présent m positif, sans être un entier; et Je dis
que (i-\ — 1 ; quand m grandira indéfiniment, tendra
encore vers la limite e. Car soient p , p + 1 les deux entiers successifs entre lesquels m est compris, et qui grandissent comme lui à l'infini : on aura
et
Or les seconds membres de ces deux inégalités peuvent s'écrire respectivement
et
quand p augmente à l'infini, ils tendent vers la limite corn* mune e. Donc (i-\ — j tend aussi vers cette limite.
Enfin, soit m négatif et = — q. On a
K)"=Kr=(;îï)'
d'où
. Kr=Gi)'=(«^r-(-^>
et Ton retrouve encore pour q infini la limite e.
— OZO —
Nouvelle expression du reste pour les formules de Matlaurih et de Taylàï.
i . M. Cauchy a donné une expression nouvelle du rette de la formule de Maclaurin. Pour l'obtenir, représentons par y(x, z) ou simplement par j(js) la quantité
M-M-e^m- -lÈ^Tf"'*
qui s'évanouit pour z = a\ En différentiant par rapport à s et omettant les termes qui se détruisent, on trouve
*W 1.2....(îl— 1)' W
Mais par la formule de Taylor bornée à deux termes, et en observant que z = x + (z — x), on a
6t désignant une quantité comprise entre 0 et 1. A cause de (p(#) = 0, cette équation se réduit à
puis, en remplaçant la fonction <?' par sa valeur, elle devient
ou bien, en poêant 6, = 1 — e,
Pour le cas particulier de z = 0 ,
0 est, comme 6t, compris entre 0 et 1 : ©(0) est d'ailleurs la valeur de la quantité
par suite on a
Telle est la formule de M. Cauchy, qui pourra souvent être utile pour des discussions de convergence auxquelles Tan • cienne expression du reste ne conviendrait pas. Nous engageons nos lecteurs à l'appliquer aux fonctions
f(x)=(i-xr
et
f(x) = log.(i-x),
la valeur de x étant supposée positive et < 1.
â. La formule de Maclaurin et celle de Taylor ne sont au fond qu'une même formule considérée sous deux points de vue différents. On appliquera donc aisément à la formule de Taylor le résultat qui précède.
On trouvera
,<*+*)=A*)+în*)+ •»L>^T_i)/^w
Sur les fractions qui se présentent sous la forme §-.
4. Lorsque, pour une valeur particulière a de or, une fraction
se présente sous la forme -, on obtient généralement la vraie valeur A de cette fraction en la remplaçant par la suivante :
et faisant ensuite x = a. La même règle s'applique encore à la fraction proposée lorsque, pour x = a, elle se présente sous la forme |~. Pour démontrer ce théorème dû, je crois, à M. Cauchy, écrivons d'abord
pour x~ay le second membre devient -; sa vraie valeur A
s'obtiendra donc en faisant x = a dans la fraction nouvelle
rix)
on a par suite
En appliquant cette règle aux deux quantités
log.x
xMog.x,
xH
dont la première doit être regardée comme le quotient de
log. x par -^ , on trotlve , en supposant n positif ,
«"log.aîss log.e=0 pour x = 0,
et
^ = ^log^ = # pour * = «>.
2. M. Bertrand a fiait observer que la démonstration précédente de la règle de M. Cauchy ne convient pas aux bas où A serait zéro ou l'infini, puisqu'alors on ne pourrait plus diviser par A les deux membres de l'équation
A-!MA
afin d'en tirer A. Mais voici un moyeu très-simple de lew cette difficulté.
Tout se réduit à prouver que la règle de M. Caucby reste
exacte quand la vraie valeur de -~r est nulle; le cas où la
valeur cherchée est infinie se ramène en effet à celui-là en
renversant la fraction. Or si Ton ajoute à la fraction pr4>
supposée nulle pour x = a, une constante C, d'où résulte la somme
f(x) + CFfr)
la valeur de cette dernière fraction, aussi pour x = a, sera précisément la constante C qui n'est ni 0 ni ce . On pourra donc appliquer la méthode de M. Gauchy et l'on trouvera
d'où
/'(a)+CF'(q)_r(«) , r
F'(a)~ ¥(ay
ce qu'il fallait démontrer.
Quand la vraie valeur de
pour x = a, est en elle-même indéterminée, ce qui arrive, par exemple, si l'on prend
f(x) = 2a? + xsin.x, F(a?) = l+3a: + ^cos.j?f et a=oo, on cpnçoit qu'il n'y a rien à attendre de la règle indiquée.
fia) Mais je remarquerai ici que la vraie valeur de £y— ' peut être
f{a) déterminée, et celle de ^-^ être néanmoins essentiellement
indéterminée. La règle dont nous parlons cesse alors d'être applicable. Cette restriction a également lieu pour le cas des
fractions -. Ainsi pour x = x , la vraie valeur de
X XX
se réduit à zéro pour x = 0, et cependant le rapport des dérivées donne
sin.- + 2a?cos.x x
cos. x + sin. - + 2 cos. -
fraction qui ne tend pas vers une limite déterminée lorsque x tend vers zéro.
Peut-être est-il bon d'ajouter que les règles du genre de celles que nous venons de discuter, et qui se rapportent à des valeurs singulières et exceptionnelles, ont presque toujours des cas en défaut qui résultent de leur nature même. H faut en user avec réserve et s'assurer, dans chacun des exemples auxquels on les applique, que l'usage en est légitime. Ces règles n'en ont pas moins une utilité incontestable; aussi les géomètres ont-ils apprécié depuis longtemps l'extension élégante que M. Gauchy a su donner au théorème de l'Hôpital concernant les fractions qui se présentent sous la
forme -.
Sur un problème de géométrie relatif à la théorie des tnazima et minima.
1. Quand on traduit en analyse un problème de géométrie, on doit en général avoir égard à certaines conditions spéciales, attachées à la nature de ce problème, quoique non exprimées explicitement : on arriverait quelquefois à une absurdité si Ton négligeait de tenir compte des conditions implicites dont il s'agit. L'exemple suivant me parait, à cause de sa simplicité môme, bon à développer devant des élèves.
On propose de trouver la ligne droite la plus courte ou la plus longue que l'on puisse mener à un cercle donné , d'un point A pris dans son plan. Soient 0 le centre du cercle, r son rayon, et x , y les coordonnées rectangulaires d'un des points M de sa circonférence, en sorte que
soit de plus OA == a, et admettons que Taxe des x coïncide avec la droite OA. On aura
Telle est la quantité qu'il faut rendre un maximum ou un minimum. Or si, d'après la règle ordinaire, on voulait égaler à zéro la dérivée de cette quantité, on trouverait l'équation absurde
d'où il semblerait résulter que le problème n'a aucune solution, tandis qu'évidemment il en a deux.
9. Pour faire disparaîtra le paradoxe , il suffit d'observer que par la nature même du problème de géométrie qui nous occupe, l'abscisse x ne peut varier qu'entre les limites — r, + r. Or la fonction
a1 — 2ax -f r*
est décroissante quand on suppose, ce qui est permis, a positif: la plus petite valeur de cette fonction répond dès lors à x — — r et la plus grande à x = r. Donc, etc.
Si, au lieu de prendre pour axe des x la droite OA, on avait pris une autre droite à volonté, l'analyse seule aurait conduit sans aucune considération accessoire quelconque à la solution demandée, et la difficulté indiquée ne se serait pas présentée à nous. En nommant a, p les coordonnées du point A, on aurait eu
ÂM* = r1 — 2aa:-- 2& + a» + p»,
d'où , par la considération ordinaire du maximum ou minimum,
Mais l'équation du cercle donne
dx~~ y'
il vient donc
Cette dernière équation est celle de la droite OA : les points où la droite OA coupe le cercle sont donc les points cherchés. Ici les points dont nous parlons sont immédiatement fournis par la méthode ordinaire. La raison toute simple en est que leurs abscisses sont comprises entre — r et + r, et sont différentes de ces deux limites, de telle manière que la fonction
ÀM1 = r1 — 2*r — *Py + rf + P
augmente lorsqu'on passe, par exemple , de l'abatisse qui répond au minimum aux abscisses plus grandes ou plus petites qui sont à côté. Quand on prend, au contraire, la droite OA pour axe des x9 le minimum répond kx = r, mais c'est un
minimum de AM ou a* — lax + r* sous le point de vue géométrique, en comparant à l'abscisse r des abscisses toutes plus petites que r, et non sous le point de vue analytique où Ton aurait à comparer à l'abscisse r des abscisses à volonté plus grandes ou plus petites.
Sur quelques intégrales définies.
\. Legendre a donné le nom d'intégrales eulériennes de première et de seconde espèce aux deux intégrales suivantes :
/i af-i(i — xfr+dx, f cr*ar-lds:
qui se présentent souvent dans les applications et dont Euler s'est beaucoup occupé : p,q, n, sont des exposants positifs quelconques. On désigne ordinairement par r(n) la seconde de ces intégrales, en sorte que
/QO e-'jp-tdx,
en posant c~x=z, ou x=y*> on a encore
Hog.M dz = 2J e^*y**-*dy.
En intégrant par parties, on trouve
er*xn-xdx = h- / er*x*dx:
n nj
donc, entre les limites x=0, ar=oo , il vient ^"'.r"-1 rf«=- / e-*xndxf
o Wc/ o
c'est-à-dire
T(n) = r(w + iJ ou r(n + i) = nr(it).
Cette formule permet de calculer la valeur de r(n), quel que soit l'indice n, lorsque cette valeur est connue pour n< 1 . Elle donne successivement
r(ft) -s 3r(3) = 3 . 2 . i . r(i)„MM..
or
Donc
/oo r(n) = i.2.3.f...(n — 1),
n étant un nombre entier quelconque.
On trouve de même
r/2n + l\_2n— 1 2n — 3 3 1 /1\ *\ 2 /~~"2~~ "_ 2T" 2'5,rV2A
Mais
Donc en général
S. L'intégrale eulérienne de première espèce s'expnw
toujours en fonctions r à l'aide de la formule suivante :
Cette formule est due à Euler. Voici comment M. Poisson la démontre par la considération des intégrales doubles. 11 multiplie membre à membre les deux équations
r(p) = 2 Ç^e-fy^dy, T{q) = 2 f °° e-****-1 dx 9
et observe que le produit des deux seconds membres est égal à quatre fois l'intégrale double de
*-(»*+*'; jfp-i «»«-i dydx ,
les limites de l'intégrale étant 0 et x pour les deux variables. On a ainsi
Mais si Ton regarde x et y comme des coordonnées rectangulaires, et qu'on y joigne une troisième coordonnée x perpendiculaire aux deux autres, l'intégrale double dont nous venons de parler représentera le volume compris dans l'angle des coordonnées positives, entre les plans des xy, des xx, des yx, et la surface dont l'équation est
L'expression de ce volume changera de forme si Ton rem-
place les coordonnées rectangulaires x et y par descoordoc nées polaires r et *>, en faisant
& = rcos.ci>, y = rain.ft>.
L'élément de volume sera z . rdrdt* , et il faudra intégrer entre les limites
ci> = o, w=s» r=0, r = ao. On aura ainsi
c'est-à-dire
r{p)T(q)z=ti f f ^.r*<^-tsin.^U.cos.*-I«.<W».
en remplaçant z et ensuite y et x par leurs valeurs. L'intégrale double placée dans le second membre est le produit de deux intégrales simples, dont lune, savoir :
e-r\r»<H-«>-idr
est égale à ^T(p + q), et dont l'autre, savoir :
sin .t|»-1 w cos. *-1 otffco f se réduit k
— 34* — lorsqu'on pose sin.» = y/S. H suit de là que
par suite on a
ce qui démontre la formule d'Euler. On voit par cette formule que Fintégrale eulérienne de première espèce est une fonction symétrique des deux paramètres p et q dont elle dépend.
3. En généralisant la formule d'Euler, M. Lejeune Dirichlet a obtenu des résultats intéressants. Il a considéré l'intégrale
V = Ç f.... far-*if-1....2!'-*dxdy....dz9
dans laquelle les variables x,y,...,z doivent prendre toutes les valeurs positives qui satisfont à l'inégalité
CD
a, b, ...<;,«,£,... t,p,q,...r sont des constantes positives. La méthode de M. Dirichlet Ta conduit à une valeur remarquable de V, savoir
que Ton peut, dit-il, obtenit par différents moyens, et qui renferme un grand nombre de résultats relatifs aux volumes,
centres de gravité* moments d'inertie, etc. Cette formule f*ui se démontrer de la manière suivante.
D'abord en remplaçant
(f j par x> (fjW »»• •* (fjp*1, *> etdx,dy,... , dxpar
-a* ds, £y dy,...t ±# «te, on a
U étant une intégrale
de même forme ({116 V, mais dans laquelle £, jf, ... , * doivent prendre toutes les valeurs positives qui satisfont à l'inégalité
En posant
il viendra
f f ». fx**.yt-i..zm-i*dxdy...dz, et il s'agira de prouver que
»)• M*rfi + fc + /+... + m)
5. Quand le nombre des variables x, y, etc., se réduit à l'unité, on a
J o fc r(i + fc)
la forrtmle (5) est dotoc exacte alort.
Elle Test également, d'après un théorème connu, lorsque le nombre des variables x,y, etc., se réduit à 2 : il viêftt ' dans ce cas
Or, par là formule d'Euler» on a
et il en résulte
ce qui s'accorde avec la formule (5)«
6. Supposons maintenant que U soit une intégrale triple : on pourra l'écrire ainsi :
y, et *t représentant respectivement les diflWrences i**-œ, 4 «^^o-y, en sorte que Ion a
Désignons par u et r de nouvelles variables, et posons
* = t«lf y = uyt;
les limites communes de u et v seront 0 et 4 : l'intégrale U prendra ainsi la forme
puis, à cause de
y, = i— *, *i = yi — uy,=(i— *)(i — u), elle deviendra
Les intégrations relatives aux diverses variables peuvent maintenant s'effectuer indépendamment Tune de l'autre, et comme on a
la valeur de U sera finalement
T, r(fc)r(/)r(m) u""r(i + fc + / + m)'
conformément à la formule (5).
S'il y a quatre variables indépendantes x,y,z,t, dans l'intégrale U , la valeur de cette intégrale s'obtiendra encore par le même procédé. On supposera les intégrations effectué* successivement sur l, s , y et x, et Ton posera
1— x = yi9 y, — y = st, z^ * = «,,
les limites relatives à t,z9 y et x seront respectivement 0 et iv 0 et zt, 0 et yt, 0 et 4 : si donc on remplace t, z et y par de nouvelles variables liées aux premières par les relations
t = wti , z = vzx , y = tiyj ,
les limites communes à ces nouvelles variables seront 0 et 1 : de plus on aura
par conséquent, les variables x, u, v, w pourront être séparées; en d'autres termes l'intégrale multiple U se décomposera dans un produit de quatre intégrales qui toutes s'exprimeront par les fonctions r à l'aide de la formule d'Euler. Cette méthode est générale, et quel que soit le nombre des variables x, y, etc., elle conduit à la formule (5) qui se trouve ainsi démontrée.
Sur l'évaluation approchée du produit 4.2.3 x,
lor$qu$ a ut êrêê-grané*
I. La méthode dont je me servirai pour démontrer la formule de Stirling qui sert à cette évaluation, ressemble beaucoup à celle employée par M. Lacroix dans son Traité élémentaire du calcul différentiel et du calcul intégral (page 678 de la cinquième édition). Cette méthode consiste à chercher le logarithme du produit 1.2.3 x, et elle repose sur la formule connue de Wallis
2~~ï'3'3'6 to— rà*TÏ'*
en vertu de laquelle la quantité
2 log. 2 + 2 log. A + + 2 log. (2s — 2) + log.(fcr)
— 2 log. i — 2 log. 3 — — 2 log. (2x— 3)— iOg.(2«- 1)
se réduit à log.it — log. 2 lorsque a? = oo. Mais je la compléterai en donnant une limite supérieure de l'erreur commise dans l'évaluation approchée de log. (i. 2.3 x).
Pour toute valeur positive de *, on a
- Ml —
d'où résulte, en intégrant par rapport à x et désignant par log. z un logarithme népérien , *
0) log.sJ/^-f'*'-.
Faisant successivement, dans cette formule, ^j^nt, ....,z = x, puis ajoutant les résultats ainsi obtenus, il nous Tiendra
l<*.(i.2.3 x) = f"<^ (*_^_ÇJ).
Ainsi la question est ramenée à trouver la valeur de l'intégrale définie placée dans le second membre de l'équation (2). Représentons cette intégrale par w, et traitons x comme une variable continue. En différentiant nous obtiendrons
du f«>d*/ <xe-**\
La fonction -^ — 7 qui sert de Coefficient à t~** et que
nous désignerons par /(a) , peut se développer en une série ordonnée suivant les puissances dé a. Ëtl différenciant plusieurs fois de suite l'équation
on a
(*«- i)rw + **«/» + e*n*) = o»
(«■-irw + sirw + KW + ^^o,
de sorte qu'en posant a = 0, on trouve sans difficulté
rto)=i, r(o)=-|, n©)=§
Les deux premiers termes du développement de f(%) sont
donc i — -; et les autres ne peuvent contenir que des puissances paires de a, car la différence
est égale à la moitié de
et par conséquent est une fonction paire de «. Les valeurs générales de /*"(*) et de f"(*) sont
n*) = çr=jp{l*-WÊ + * + *),
En se rappelant que la variable a est > 0, on peut prouver que la première de ces deux dérivées est essentiellement positive et la seconde essentiellement négative.
Il suffit pour cela de prouver que les valeurs des deux facteurs
(a— 2)** + « + 2 et
sont positives; ce qui deviendra évident si Ton développe en séries les exponentielles qu'ils contiennent, au moyen de la formule
^=1 + r + â+etc-
En effet, on trouvera ainsi te premier de ces facteurs égal à
a» a4 am Ï3 + ££Â + + 2.3 (m— 2j(m— i)m + '
et le second égal à
*1 * An + 2-Hn-6)
dont tous les termes sont positifs.
On voit d'après cela que f"(*)'e$t une fonction décroissante de a dont la plus grande valeur est égale à f"(0),
c'est-à-dire à -.
Après cette digression, revenons au développement
de /"(a). D'après une formule connue , nous pourrons écrire
R représentant, suivant que Ton voudra pousser le développement plus ou moins loin, ou la quantité
nHN.
ou la quantité
a*f"(0) «««^(O) of+y+^eg)
c'est ce que l'on comprendra en se rappelant que R est une fonction paire de a ; à peine est-il nécessaire d'avertir que ft représente d'une manière générale un certain nombre compris entre 0 et \ . Cette valeur de /"(«) substituée dans celle
de 3- fournit dx
c'est-à-dire , en vertu de la formule (l)
^-io**4--±— r»»***
s~log.x + ^-jo— j— .
Par conséquent
u»0+(»+|)lo**--«+ /^5£J^.
Çptte valeur de u est en même temps celle de log.(t.2.3...*). Nous prouverons plus tard que la constante C est égale à
log.(v^).
5. pn trouve aisément les limites de l'erreur que Ton commettrait en négligeant dans le second membre le terme
f*>Re-**d*
A cause de
ce terme devient
\fl<r"n**)d*'
Il est donc essentiellement positif comme la fonction /"(fa). De plus , il est moindre que
puisque Ton a /"(&*)<£.
Cette discussion nous montre qu'en désignant par y. un
certain nombre compris entre 0 et i , on peut poser
log.(1.2.&..x) = C + (x + |) log.s — x + -jjfe.
Si l'on prend
LS * •"- "*■ 1.2...2» + i.2-.(2n + 2) • le terme
se présentera sous une autre forme; il deviendra
rw , . no) a r°r^^p^vpa)éx
et si Von veut avoir une limite supérieure de la valeur absolue de l'intégrale dont il dépend, et qui exprime le reste de la série, il suffira de remplacer f***^*) par le maximum absolu M de f**+*(<x), ce qui permettra d'effectuer l'intégration. On trouve ainsi que le reste est numériquement inférieur à
(2n+i)(2n + tyx*+i9
HOTES. n *
quantité d'autant plua petite, pour une valeur donnée de a, que x est plus grand.
Au surplus la considération attentive des signes fournit une expression du reste encore plus précise et plus commode.
En effet, à l'aide d'une discussion convenable , et par divers moyens, on s'est assuré que la valeur générale di resté
change de signe quand on augmente n d'une unité, c'est-àdire quand on prend dans la série un terme de plus, savoir
(2n + i)(2n + 2)jc*«+1'
d'où l'on conclut aisément :
1° Que le reste est du signe de ce terme; 2" qu'a est numériquement moindre, puisque, pour en avoir fa valeur exaete, il faudrait y ajouter une quantité de signe opposé.
Nous h'ëhtrehriis pas dans te détail de la démonstration du théorème qui vient d'être énoncé, n étant un nombre quelconque. La considération des premières dérivées de f(*) surfit aux principales àpfdicâtiôtié, et pbiiï elles te cdeul indiqué plus haut est fort simple.
Pour déterminer la constante C, mettoiis l'équation
log.
;.(i.2.3...*) = C+ (x + |) log.»-* + JL
sous la forme log.l+10g.î+log.3+...+log.x=(H-(*+|jlOB.x— x+ete.
le signe etc. désignant on terme qui s'annule quand x= « . Nous en tirerons facilement
tog.i+log.2+log.3+...+log.2a:==C + (2*+! Jlog.2*-2*+etc.
A cause de
log.2+log.4+...+log.2a?==xlog.3+log.i+log^+...+k«.xf
nous aurons aussi
log.2+ log4 + log.6+... +log.2x =C + (a? + 1 j log.x+* log. S
— x-f etc.
Retranchant cette équation de celle qui donne la somme des logarithmes des nombres naturels depuis 4 jusqu'à 2x, on
obtient
lpg.i+log.34-log.5+...+log.(2«— l)=*log.*+ (x+ |)log.2
— x+etc.
Retranchant à son tour le double de cette nouvelle équation du double de la précédente, il vient enfin
21og.2+21og.A+21og.6+... + 21og.(2x— 2) + log.2*
-21og.l-.21og. 3— 21og.5— ...— 21og.(2«— 3)— 21og.(2x— 1)
»2C— 21og.2 + etc.
de sorte qu'à l'aide de la formule de Wallis citée plus haut, on trouve, en faisant x infini,
log.x— log.2 = 2C — 21og.2,
NOTES
_ 3Wet par suite
8. En terminant, je renverrai le lecteur à un mémoire de M. Binet, qui toit partie du XXVII4 cahier du Journal de F École polytechnique , et à un article que j'ai inséré au tome XVII du Journql de Mathématiques, page 448 : cet article complète en un point important le mémoire de M. Binet, et le lecteur y trouvera d'ailleurs l'indication des divers
tmau* publiés daog ro fteqùerc twm W te* ftéaptètKS m
la question qui a fait l'objet de cette note, et sur la question analogue pour T(x) en ne supposant plus » entier. Bornpne-noui* jpi à inçntipnner feç npms 4e tyfM. $aat)e, Çauchy et Malmsten.
VU
Sur une application singulière de la théorie des intégrales doubles â la démonstration d'un théorème d'algèbre.
1. En désignant par x et y deux variables indépendantes qu'on peut regarder oomme les coordonnées rectangulaires d'un point pris dans un plan fixe horizontal, et par 2 une fonction réelle et déterminée de x et y, qui ne devient pas infinie entre les limites a et b de x, a et p ç\e y, on voit que les deux intégrale§ doubles
sont nécessairement égales entre elles, puisqu'elles représentent toutes deux un môme volume, savoir, le volume compris entre le plan fixe horizontal, quatre plans perpendiculaires à celui-là, qui répondent qux limites a, b, a, p, enfin une surface dont l'ordonnée verticale est, pour chaque système de valeurs des deux quantités x et y, représentée par £. Or on peut de là conclure, avec M. G&uss, que (e preqiier membre de toute équation algébrique à coefficients réels
est divisible soit par un facteur réel du premier degré z zp p, soit par un facteur réel du second degré z* — âp*cos.u> + P% en sorte que cette équation a toujours au moins une racine réelle ou imaginaire, savoir dbp ou p(cos.o>-|-^ — 4sin.u>).
En d'autres termes, on peut prouver qu'il existe toujours des valeurs réelles des deux quantités p et w satisfaisant i 1« fois aux deux équations
p* cos. mu + Apm-1cos.(m— 1>>4- +Lpcos.*> + M=0,
pMsin.mb> -f Ap^1 sin.(m— 1>> + + LpsifLu = 0 ;
d'où l'on conclut de suite l'existence d'un facteur réel du premier ou du second degré pour le polynôme proposé *- + A*— 'H-etc. C).
2. Désignons en effet par t et u les premiers membres de ces équations , puis posons
,, _ d» __ di , _ dt _ du r-^"-pV u-~~fo-9d99
~~ du dp* ~~ d*o ~~ ' p dp '
Soit R une quantité positive quelconque, mais plus grande que la plus grande des quantités
rnAV*. JmWfî, y/mcyf, # ÎJ/mM'v^
où A', B', G',..->M' désignent les valeurs absolues des coefficients A, B, G, ...,M. Gela étant, je dis que si l'on pose p=R, la somme ti + t»uf aura une valeur positive. Pour le montrer, observons d'abord que les quatre quantités suivantes
R*cos. g + AR^cos. fg + «ij + .... -f Mcos. fe +m»J
R~sin. î + AR^sin. fë + *>) -f-.... + Msin. (r + «»)
(") Cette démonstration a été présentée par M. Gauss sou me ton» entièrement indépendante de l'emploi des imaginaires.
mR"cos. JH +(m— 1)AR— »cos. fë +«) +... +LRcos. fc +(m— 1>A mR-sin, ^ +(m— i)AR— fsiiL fe +*>) +... +LRsiiL fc +(m— !)■>)
que je nommerai respectivement T, U, T, IT, sont toutes > 0 : on le prouve, par exemple, pour la première, en décomposant T sous cette forme
+ ^[Rt + OTB^COa-(ï+2w)]
Rm
et en se rappelant ce que Ton a dit ci-dessus de la grandeur de R. Une démonstration semblable s'applique aux trois autres sommes U, T, U'.
Or, pour p = R, on a
t = Tcos. ( ^ + m*») + U sliL ( ^ + m« \ il = Tsin. fj + !«*») — U cos. f~ + mcoj f = rcos. (j + nJ\ + U'sin. ^ + m*A ii'=rsiiL^ + wi««>^U'cofl.^ + ifi«»>V
et de là résulte tf + iw':=TT +UU' : donc tt + *u' est > 0. On peut observer en passant que nos équations donnent en outre I1 + u% = T* + U*.
3. Maintenant on peut démontrer le théorème qui bit l'objet de cette noté, savoir qu'entre les limites p=0, p=R, cd=0, w = 2* , il existe certaines valeurs de w et de p pour lesquelles an a à la fais t = 0, u = 0. Car ri l'on n'admet pas ce théorème, il faudra en conclure que la fraction
(fi + tf«)(ft" + nu") + (fn'— tiiy — ftf + tap* p(** + wV
ne deviendra pal infinie entre les limites citées, et que, par suite, on aura
Or
f*dçP*U»=(*d»f*id9.
/_. tu' — ut
comme cm le vérifie aisément par la différentiâtion : de plus. l9 uft7 u\ reprennent les mêmes valeurs aux deux limités 0 et 2n: par suite, on a
P'zdc^o,
en sorte que la première de nos deux intégrales doubles se réduit à zéro» Mais la seconde est au contraire essentiellement > o. En effet, si Ton intègre d'abord par rapport à p. il vient
d'où
r9. tr + nut
R * . TT + UU
et partant
c'est-à-dire
/ rfw / Zdco = une quantité positive,
puisque l'élément
prr + imyttû
est essentiellement positif. Donc l'équation
est impossible; donc aussi la fraction Z devient infinie une ou plusieurs fois , et par suite t et u s'annulent ensemble pour des valeurs réelles de p et ta, C. Q. F. D.
dy Sur l'équation différentielle du premier ardre : ~-=f(x,y).
i. On sait que pour trouver l'intégrale en série de l'équation différentielle du premier ordre
telle que la fournit le théorème de Taylor, il faut exécuter, sur la fonction f[x> y) ou fy les opérations que voici :
£ + $Mf«i<»*>.
Après quoi, Ton a:
y = b+.ï=Zna, b) + Ç^ffab) + etc.,
6 désignant la valeur arbitraire de y pour x = a. Peut-être est-il bon d'ajouter que la considération de la
fonction fl9 qui se présente d'abord dans ces calculs, peut quelquefois être utile à un autre point de vue.
2. En effet, si f renferme une constante indéterminée a, qui disparaisse dans ft , ou plus généralement qui disparaisse dans le produit «p(/)/i, <?{f) désignant une fonction donnée quelconque de f, je dis que la formule
l(f)fjdy-fdx)
remplira la condition connue d'intégralité relativement aux deux variables xety, prises comme indépendantes; en sorte que l'intégrale sous forme finie de l'équation (À) sera
?(/) -f- (dy — fdx) = constante.
La démonstration est très-simple. Puisque <p(f)f, ne contient plus «y on a
Mettant donc pour fx sa valeur
f-*L + *Lf
'«- dx + dy'> il vient
Or on s'assure sans peine que
et l'on conclut de là finalement que
c'est précisément l'équation de condition nécessaire et suffisante pour que
soit une différentielle eiaote comme nous l'avions avancé.
im.
Sur l'équation différentielle du second ordre : 5-^ = F(ar, y ). i. L'équation différentielle du second ordre
qtd n'est que ptrtieulieN, puisque l'équation générale «était
jouit d'une propriété Remarquable, que M. Jaoobi a signalée , et qui se rattache intimement au théorème établi dans la note précédente. On peut, en effet, écrire de suite l'intégrale seconde ou complète (avec deux constantes arbitraires) de l'équation (4) , dès qu'où a réussi à en découvrir une intégrale première seulement.
Pour le prouver, soit
(3) jj|=rt«.V.«>
cette intégrale première, a étant la constante arbitraire introduite par l'intégration. En différenciant, on en déduit
Çy^ïL + dLty
dx* dx dy dx"
et par suite, en vertu des équations (1) et (2),
Cette dernière équation doit être identique; autrement y s'exprimerait au moyen d'une seule constante arbitraire, et ne répondrait plus, comme nous le supposons, à toute Tétendue de Téquation du second ordre (1). Or F(x, y) ne contient pas la constante « ; il faut donc que cette constante disparaisse d'elle-même de l'expression
" dx + dy'-
D'après le théorème démontré dans la note Vin, la formule
gjdy-fdx)
se trouve dès lors être une différentielle exacte. De là pour l'équation (2), et par conséquent pour l'équation (1), l'intégrale complète que voici :
dy — fdx) = constante
2. L'équation (4) aurait pu être mise sous une forme un peu plus générale, sans que la méthode employée pour achever l'intégration cessât d'être applicable. Observons en outre que si on la remplace par les deux suivantes :
qui donnent
dy : dy* : dx ny1 : r(x,y) : i ,
on en déduira un exemple de l'application d'un principe trèsétendu que Jacobi a nommé le principe du dernier multiplicateur et dont ce grand géomètre a montré l'utilité dans les questions de mécanique. Voyez sur ce principe un article inséré au tome X du Journal de Mathématiques, page 337.
Sur ï intégration d'une classe d'équations différentielles
linéaires.
SoH (1) f(*,y,y' y
une équation différentielle de Tordre n; y, y', yw étant
les dérivées successives de y. L'intégrale complète de cette
équation (intégrale que je suppose connue) contiendra *
constantes arbitraires a, b, c, et sera de la forme
y = F(x, a, 6, c) ou plutôt 9(2, y, a, 6, c)=0.
Maintenant, différentions par rapport à a les deux membres
du de l'équation (1), et représentons par u la dérivée -g- 0
nous viendra
w ^^«fc + dyw^-0'
<fef On aurait eu la même équation si, au lieu de poser -r =*>
on avait posé -g- = u ou — = u. Donc les dérivées de y
prises par rapport aux n constantes a, 6, c représentent
autant d'intégrales particulières de l'équation linéaire (2); de sorte qu'en général l'intégrale complète de cette équation (2) est
u-*dï + Bdb + + CS'
A; B, G étant des constantes arbitraires.
9. Gfl théorème, aussi simple que remarquable 4 est dû à Lagrange, qui en feit la base d'une méthode d'approximation &9M m mémpire couronné par l'Académie des sciences (*). Plus tard Jacobi l'a rencontré à son tour, sans connaître le travail de I^agr^nge, et s'en est servi dans de belles recherches sur le calcul des variations. 11 s'étend de lui-même à un système quelconque d'équations différentielles simultanées. Pour l'appliquer à un exemple, considérons le cas particulier où l'équation (1) est de la forme
cette équation peut alors s'intégrer, car, en Ift multipliant par 2<fy, elle nous donne
d'où l'on tire
et par suite
•2/?(y)rfy
Pu vertu de cette dernière équation > y est une fonction de z, f ? 6, Or il suit du théorème de M. Jacobi que l'équa-
tion linéaire — = <p'(y)u, où y' {y) désigne la dérivée de y,
aura une intégrale complète de la forme ¥ = A-r + B^9
aa db quelle que soit la fonction <p.
(*) Recherches sur la théorie des perturbations que les comètes peuvent éprouver par V action des planètes, tome X, page 65, du Recueil des savants étrangers.
3. Nous avons dit que Lagrange a déduit de sou théorème une méthode d'approximation. Gela est aisé à comprendre. Supposons en effet qu'ayant intégré complètement l'équation
W f(*,v,v' yw)*=o,
on veuille passer de là à l'intégrale approchée de l'équation
où Q désigne une fonction de x dont la valeur est supposée très- petite. Il suffira d'augmenter la valeur de y fournie par l'équation (1) d'un très-petit terme u, vérifiant l'équation
df , df du , , df d*u rt
dy ^ dy' dx + ^ dyw ds" ~~ v '
qui est linéaire et ne diffère de l'équation (2) ci-dessus qu'en ce qu'elle a un second membre* Q, fonction connue de x; en sorte qu'on en trouvera toujours aisément l'intégrale, puisque l'équation (2) s'intègre. On fera d'ailleurs, si l'on veut, une seconde, une troisième approximation, d'une manière analogue. Cette méthode s'applique à un système quelconque d'équations simultanées. Elle peut servir, par exemple, à déterminer le mouvement troublé d'une planète ou d'une comète, en prenant pour point de départ le mouvement elliptique de cet astre, soit autour du soleil, soit, en général, autour du centre d'action qui prédomine.
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		Dans le cas du n° 477, l'équation proposée étant

		Soit, comme nouvel exemple, l'équation très-simple

		XXXIX. METHODE DBS VARIATIONS

		On remarquera maintenant que dans les termes -r

		Nous aurons donc en premier lieu V équation i*~ définie

		Nous voyons en second lieu que l'on doit poser

		XL. cAicui, dbs pimù^Hwess vnngs

		n = n*—n(n-i)M-^Ç^ (*-$*- etc

		ARMÉE

		L'équation

		A l'égard des fonctions circulaires, l'équation

		La formule du n° 536 donne

		va

		Les expressions de Ssin.x et Scos.x du n* 539 donnent

		XLI. FORMULES D'iNTBRFOLATlON

		Si la fonction u était une fonction rationnelle et en

		AH

		XUI. LIGNES DE NIVEAU ET DE PLUS GRANDI FIENTE SUR UNS SURFACE

		XLUI. DE LA COURBURE DES SURFACES

		Nous avons d'ailleurs

		Si maintenant on fait successivement <p = 0 et ç

		V ANNÉE

		Soit

		L'équation générale de la projection de l'indicatrice

		DIFFÉRENCES PARTIELLES EST DC PREMIER ORDRE

		Lorsque l'équation de l'enveloppée

		Considérons maintenant les deux caractéristiques

		ANN*E. SU

		La fonction <p, dans l'équation générale

		Si la surface cylindrique doit être tangente à une

		Les équations de la caractéristique sont ici

		Si dans l'équation générale

		L'intégration de l'équation

		a et z = 6, conduit directement à cette même équation

		NOTES DE M. LIOUVILLE

		NOTES

		Soit à présent m positif, sans être un entier; et Je dis

		Enfin, soit m négatif et = — q. On a

		A-!MA

		Quand la vraie valeur de

		X XX

		CD

		D'abord en remplaçant

		Pour toute valeur positive de *, on a

		La fonction -^ — 7 qui sert de Coefficient à t~** et que

		Après cette digression, revenons au développement

		Si l'on prend

		Pour déterminer la constante C, mettoiis l'équation

		NOTES

		VU

		R * . TT + UU

		dy — fdx) = constante

		SoH (1) f(*,y,y' y
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