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ONT PARU RÉCEMMENT
t VPP k m A1TP ^'Ç^'^ ^' HÉGAIIQUE coDrormes aux programmes de renseignement
I ILIlAJliy UIli des lycées et de l'admission aux écoles spéciales, à l'usage des éléfes
de mathématiques spéciales et des candidats aux Écoles polytechnique et nonnale sopA-
rieure ; par €■. Bmior, profesieurde mathématiques spécialà au lycée Saint-Louit, âocteur is
sàences, etc. 1 toI. in-8, atec figures. Prix : 5 fr.
P1IYC1 AITF ^^^'^ iLÉlEiTTAlBE DE PHYSIQUE, précédé de notions de mécanique et m 1 oiy UIji suivi de prQi)lèmes ; par A. Bouta*, professeur de physique au lycée Saint- Louis, ei J. Cb. d'Almsida, professeur de physique au lycée Napoléon; 8* édition^ rerue et augmentée, avec 657 figures et un spectre solaire intercalés dans le texte. 1 toI. grand ia-8. Prix : T fr.
|l|r| W|Ti COUBS ÉLÊIENTAIBE DE CHIIIE; par H. Dobat, professeur au lycée CharliUlillUa Umagne; avec nombreuses figures intercalées dans le texte. 1 fort vol. grand io-8 et planches. Prix : 7 fr.
miMIF ATLAS DE CHIMIE AIALTTIQDE MIRÉBALE, renfermant les premières notions uIllIfilLi indispensables aux personnes qui commencent la chimie et 17 tableaux parfaitement imprimés en couleur des précipités donnés par les réactifs et des colorations obtenues au chalumeau ; par A. Tk««sii.^ aide de chimie au Muséum impérial d*histoir€ na- UiTtlU. ln-8 Jésus. Prix : 18 fr. 50 c.
OUVRAGES RELATIFS A L'ENSEIGNEMENT SCIENTIFIQUE DES LYCÉES
ini Vn «rtiPI Airp coubs D'ABlTHEiTlQUE, suivi des notions élémentaires d'al-
UUinJIlLliyUIla gèbre; ouvrage rédigé d'après l'instruction générale sur
Kexécution du plan d'étude.^ des lycées impériaux^ et contenant les énonces de 560 pio^
blêmes, dont les données ont été prises dans des publications officielles; par Cb. Iibim*
ou«»,ano«Tï élève de V Ecole polytechnique, professeur au lycée de Versailles, In -18. 8 fr. 50 c.
Cet ('Uvrage est tout à fait con- de troisième (jjection dos sciences), Tinstniction générale sur le mm-
foink» à l'e-prit et à la lettre du etestt«rminép.iruncsériedel7ta- -veau plan d'etutle», le» 560 pro-
plaDd*étndei»des lycées. Il contient bkaniextraitsdespublicationsoj^- blêmes que l'auteur y énonce, ri-
toitesl#*sqne»tionsd'arithmétique «>//« sur la population, rasrricul- posent sur des données réelle» et
ftd'algclre traitées dans la classe tureetrindujîtne.Conformémentà non sur des nombres arbitraire».
II rf RPT l'EÇORS D'ALCiBBE, à l'usage des candidats au baccalauréat es sciences et
Ulllliuinija aux écoles spéciales, entièrement conformes aux programmes arrêtés pour
renseignement des lycées et l'admission aux écoles spéciales; par €■. MmwVfjtroftsHwr
de ntathématiques spéciales au lycée Sotnt-Iouû, docteur es scùncif , fwUrt d$ câifértMi i
rÈnU namaU npiriewre, e/c. Nouvelle édition, 8 lol. in-8, fig. (entembU), 7 fr.
La PisMiÈiB PARTIE, à l'osago des éléies de la classe de seconde et des candidats au
DUNOfD, LlBIUail£ PODR LES SCIENCES, LES AETS, L'INDUSTRIE, ETC.
baccalauréat es gciences et aux Écoles de marine et de Saint-Cyr^ précédée d'une intro-
dttctioD à Tosage des éléfes de la classe de troisième. S* éditioD, in-S, fig. [ieuk). 3 fr. 50
La DEUxiiMB PARTIE^ àl'usags des éléfes de mathématiques spéciales et des candidats aux
Écoles polytechnique et normale supérieure. 4* édition. 1 vol. in-8, fig. (seule) i fr. 50 c.
A Afr a Vf A VO BÉSOLQTIOI des f QUATIOIS TIAWSCZWDAITES ; par le docteur M. A . JbyllAllUJlDa Brumm, profeuewr à VUnwersiti de Goittingue. Ouvra|;o couronné par
la Société des sciences de Danemark; traduit et annoté par S. SiivT, agrégé des S':iences.
ltt-8 avec figures dans le texte. i fr. 75 c.
Lt résolation des équations traosceudantes est exigée jpour l'adinissiou à TÉcole polytechnique. — C'est ane des théories meotiooDées dans le Programme officiel.
Les Traités d'algèbre sont, à ce sujet, tout à fait insuffisants —La publication du travail remarquable da IK STEEN est un véritable serrice rendu à renseignement.
|iAawA|ip a pnip Gonis de gosmoceapbie, ou ÉLiiEirs d'astioroiiz. com- LUoHUIllULirililli prenant le3 matières du nouveau programme arrêté pour renseignement des lycées; par Cb. B«iot, profesteur de mathématiques spéciales au lycée Saint- Ipuii, etc. 5« édition^ conforme au programme de l'enseignement des lycées. 1 beau yol. in-S, aTOC 100 figures dans le texte et 5 planches gravées^ dont 8 à Vaqua-tinta. Paris, 1860. 5 fr.
Cet ooTrage répond à toutes les questions d'examen pour l'admission aux Écoles polytechnique et de Saint-Gyr^ et pour le baccalauréat es sciences.
Le journal de VInstructim publique s'exprime ainsi A propos de ce nouveau Cours de CoimographU :
• cbapitre où il est que.>lion des
• É toiles filantes et des Aèro-
• lithes. En outre, un compUmeut a placé à la fin du \olnme met « les élèves au courant des dérou-
• vertes et des travaux rôceuts do
« y sont claires, complètes et in- « léressantes ; M. BEiOT se son- « vient toujours qu'il parle à de «jeunes intelligences auxquelles il «enseigne une science toute nou- « velle; on dirait qu'il s*efforc4 de
Les définitions ■ la faire découvrir par la réfleiion « et le bon sens à 1 aide des con-
■ naissances que les eufauts ont
■ déjà acquises. Parmi tant d'aua très détails curieux et faciles à «saisir par la manière dont ils
« sont exposés, nous citerons le « la science. •
mrh AnfiWpCl n PHOBLÈMES DI CÉOMÉTBIE iLiMEITlIlZ, avec leur démonslration
llUUIlIlfllIlu et leur solution raisonnée; ouvrage destiné à tous les aspirants au
Iwccalauréat et aux Écoles du gouvernement; par S. Oatala*^ docteur es sciences, agrégé
de ^Université, etc. 3« édition^ refondue et considérablement augmentée. 1 beau vol. in-8^
atec 15 planches. 6 fr.
Hit AVf'TRIF ^^ VT^ ^K ciOMÉTBiE comprenant la céométbie pvbe et applilluUBli 1 IUIji QVÉE; ouvrage conforme au nouveau programme et aux instructions ministérielles de 1854. 3 parties io-8 avec 442 figures dans le texte, et 3 planches gravées ; par A. Suosa , professeur au lycée Napoléon. 6 fr. 25 c.
On vend séparément :
La géométrie pure. 1 vol. in-8 avec 544 figures. 4 fr.
La géométrie appliquée. 1 vol. in-8 avec 98 figures et 3 planches gravées. 2 fr. 25 c. La Gémnitrie pwe est divisée forme soit la tangente à Tellipse tion appliquée seulement an plan •n 7 livres suivis d'un supplément avec les rayons vecteurs menés an vertical ; ou y trouve comme exertor les courbes nsueUes ; un y i)oint de contact, soit la tangente cices la construction générale des trouve one théorie du contact et de a la parabole avec le rayon vec- cadrans solaires et la manière de l'intarsection des cercles dégagée teur mené au point de contact et se servir de la projection d'un de tout raisonnement par la reduc- avec l'axe. cube (Mur projeter un ouvrage de
lion à l'absurde, des démonstra- La Géométrie appliquée con- charpente, un banc, par exeuiplo. tient simplifiées sur la mesure des tient les premières notions sur le Les énoncés d'environ 2uo yroanglaa inscrits, sur les relations levé des plans, les projections et le blêmes et théorèmes accc>mpagucs numériques entre les côtés d'an nivellement. Dans un appencb'cc de numéros de renvoi aux divertrlangle, sur le rapport des aires sur les projections, on a complété t>es parties des Klèmenla auxquels des figures semblables, sur celui la partie de la géométrie descrip- ils ne rapportent, olt'rcnt aux iUdei volâmes des polyèdres sem- tive qui concerne la ligue droite et ves des sujets d'exercices faciles blaUes, sur la surface du tronc de le plan, en employant la méthode sur toutes ces pirties. eéne, sur l'égalité des angles que du changement deplausdeprojec-
LEÇONS DE TBI60E0IÉTBIE rectilignc et sphérique, à l'usngc des candidats au baccalauréat es sciences et aux Écoles spéciales du gouvernement; par Roovbt, professeur. 5" édition, revue avec soin et réJigéo conformément au programme officiel de renseignement scientifique des lyc6c«. ln-8, avec figures dans le texte. Paris^ 1860. 2 fr. 50 c.
LEÇ0I8 DE TEI60I0HÉTEIE rectiligne et sphérique, àVusage des U élèves des lycées et des candidats au baccalauréat et aux écoles spéciales; par B. WLovomk, ojwien élève d» l'Ecole polytechnique, professeur au lycée Charte^
TRIGOHOItTRIE.
TRIGOHOIÉTRIË.
QUAI DES AUGUSTIIIS, 49, A PARIS
MfMy et 11. &MP09B, f/nfesHur ML Iffciê Ckarkmâpi», i toI. in-S, a?ee figvrss interctIéM dtBs le texte. S fr. 50 c.
Im mat pnndlni la^oni rtn- tions éooneéM que les éKtM itn- qnat ooadntDMs «t Yiriées per-
ferment les matiéraB oigées pour dieu f'exereeront utUemeiit i mettent an lecteur d'aeauÊrireetta
l'edaissiozi an baccalurêat es lésondre. Les leçons qui traitent habitude des calculs i laquelle on
sciences, àrEcolensTale età TÉ- de l'usage des tables et de Tap- ne saurait attacher trop de prix,
colede Saint-Gyr: les suivantes pUcation de la trigonoinétrie au On trouvera enfin dans cet ouTtage
s*adT«isent aux élèves de mathé- îeré des plans ont été Tobjetd'un desdémonstrationssimplesetnon-
Biatiipies spéciales. Chaque cha- soin particulier ; dans la première, relies des formules relatites à la
pitre contient, outre les exercices chaque règle est suivie d^n exem- réduction des arcs, de la formule
rèsolBB, et imprimés en petit ca- pie qui en fixe le sens, et dans la deLhuillieret du théorème de Le-
raetère, nn grand numbre de ques- seconde, des applications nnméri- gendre.
|i(fAw#i«i]|fli AVif VTTAIir uçois Di eioiÉnii AiiLTnQin k deux MUnA 1 mii JUI JUl I i ly Uue et a trais dimensions, à l'usage des candidaU aox Ecoles polytechnique et normale^ précédées d'une introduction renfermant les premières BotioDs sur les courbes usuelles exigées des candidats au baccalauréat es sciences; en- Trage entièrement conforme aux programmes de 1858 pour renseignement scientifique des lycées j par B.«ovbt, prcftiuuT, 8* édition^ refue et augmentée, i lol. in-8, avec les figures dans le texte. 7 (r. 50 c.
il il TCP ^^^^ ^'^ LIÇOIS D'AJIALTSI données à l'Ëcote polytechnique; par
ËHftli 1 ollt XTAviKm, membrt de VInstitut, pro/esietcr d'ono^se et de mécanique à TEcob
fei^ehnique, etc. 8* édition, revue et annotée {Mur M. Ibovtisab, mem6re de VlMUtut^etc.
2 volumes in-8, avec planches. 10 fr.
nff AWti«l]|f1l nrCmiDTTTT Tl^lTf ÉLiMIITAIK DX CiOMÉTlII »IS-
uliUBlIl ilUIi lILdIlIliriif As GXlPTifE, renfermant toutes les matières
exigées pour l'admission à l'École polytechnique, le baccalauréat, etc.; par Z. Catamuoi,
iicteitT es sciences, agrégé die VVniversité, etc. Nouvelle édition, 8 parties in-8, avec atlas
de 88 planches. 7 fr. 50 c.
CKaqtu partie se vend séparément :
I** partie : Ijà ligne droite et le plan. S* édition, in- 8, aToc atlas de 11 planches. 4 fr.
8« partie : Problèmes sur les surfaces, in-8, avec atlas de 17 planches. 4 fr.
|l(AWti«l]|f1l nrCrDTDVnrr TBAITÉ complet de «ÉOMÉTHS 1NE8CAIF-
Ullimil i lUfi UuoLIUr i 1 1 Le ti?e ; par Ta. Ouvm, docteur es sdenots,
fnftsseur de GéimUlrie descriptive au ùmseroatoire des arts et métiers, répétiteur à l'Ecote po-
ijfUidimqHe, profuseur-fondateur de l'École centrale des arts et manufactures, etc.; ouTrage
divisé en plusieurs parties, qui se rendent chacune séparément :
1* CIVIS Dl CÉOHÉTAIE DESCAIPTIfE. 8»
cdition roTue et augmentée ; deux parties is-i^ aTec un atlas de 97 planches. 88 fr. là 1"» partie : Do point, de la duoite et
ne PLA5. 8* édition, revue et augmentée.
S roL in-4, dont 1 de 45 planches.
Cette nremière partie contient tout ce qui est relatif i récritore et à la notation graphique, à la ■étkode du changement des plans de projection et i etlk du monrement de rotation ; elle contient en «Btie ks notions élémentaires sur les ombres, la posftetije et les plans cotés.
j U 8« partie : Des codbbes et des sub- I faces goubbes, et en particulier des sec-
TJOXS CONIQUES ET DES SintFACES DU SECOND
OBDiE. 8* édition. 8 forts toI. in-4, dont 1 de 54 planche». (Cette 8»» partie se vend séparément.) 18 fr. 50 c.
U di^uxiëroe partie forme le traité le plus complet
qui existe sur les courbes et sur les surfaces ; tont y est démontré par les méthodes de projection, sans avoir recours à l'analyse.
20 ADDITI0I8 AU COUAS DE CÉOliTIII HBfi- GAIFTHS; démonstration nouvelle des propriétés des sections coniques. In-4^ avec 15 planches. 4 fr.
30 DÉYSL0PPSMEIT8 DE CiOMÉTlIl DE8- CBIPTITE. 8 vol. io-4^ dont 1 de pi. 18 fr.
40 C0MPLÉ1EIT8 DE CÉOMÉTBIE DESCBiP- THE. 8 vol. in-4^ dont 1 de pi. 18 fr.
50 ■ÉMOIIES DE CÉOIÉTBIE DESCAIFTITB THÉOBIQUE ET APPLIQUÉE. 8 VOl. in-4, dont un de pi. 18 fr.
60 APPLICATIOH DE U CÉOHÉTIIE DB8CUF- TIVE aux ombres^ à la perspective, à la gnomonique et aux eugronages. 8 vol.
in-4^ dont 1 de 58 pi. doubles, dont plusieurs coloriées ou à Taqua-tinta. 85 fr.
les BiMUppemtniêt les Com- le démontrent ces ouvrages, peut et plus simples et que les résultats
fltmoUt et le» Mémoires de géo- souyent atteindre à la puissance seront obtenus dans des termes
«r/iv^esrnflire servent de com- de l'aMitfse ; elle y atteindra en plus immédiatement applicables
pléaeot à tous les traités de Géo- général dans les questions où il par les ingénieurs aux travaux
«etm descriptive pobUés jusqu'à s'agira de la forme, dans les pro- d'art.
ee jMff ; ils feaferment chacun blêmes de relation de position ; et La géométrie descriptive peut
des Batiéree spéciales qne n'a en- Je serais hien trompé liit Fauteor) acquënr Umie mOeMmee lorsqu*U
cors traitées «neno des acteon ai, pour ces prohlèmes, elle n'avait s*agira de relation de position ; en
qmyt écrit snrla géométrie de»» nrasmie toujours Tavantage sar ce sens elle n'est pas bornée, et les
^JBve. rjMiyje, en ce sens que ses dé- efforts qu'elle fsra dans cette di-
La géamêtrUêeeet^igit comme monstrations seront plus promptes rection seront tou^oun uUl<a.
DUNOD, LIBRAIRE FOUR LES SCIENCES, LES ARTS, L*INDUSTRIE, ETC
FRUBLEMES DE fflATHEfflATIyUEot mathémaliqucsetdevhysiqae donnés à la Sorbonoe dans les compositioas du baccalauréal es sciences de juiliol 1855 à janvier 185A ; par Mombiibbim, licencié es sciences, chtf d'institution à ?aris, et S. Oatalav, agrégé de VVni\>enité, docteur es sciences, etc. Id-1«, fig. 5 fr. 25 c.
|i]ÂA«t'TII1F 1)F(!rDTDTITF *^"^ ^^ géométrie DESCBIPTITE, cornuLUnAiniL ULollIliriif La prenant les applications de cette géométrie
aux ombres, à la perspective et à la stéréotomie; par Hacbbtts, mtrnire de l'Institut, anc.
prof, à l'Êcoîe polytechnique, *• édition. 1 fort vol. in-i, avec 74 grandes planches. 20 fr.
De tons les ourra^cs publiés sur cette matiôre, le Traiiè de Géométrie descriptive, par M. HacbelU est le seul qui coatieune des applications à la coupe des pierres, etc.
HfTiMlAITF l'EÇOVS ^^ MÉCANIQUE ÉLÉIINTAIIE entièrement conformes aui
AIluAJliyUlîi nouveaux programmes do l'enseignement des lycées^ contenant toutes les connaissances nécessaires à ceux qui se destinent au baccalauréat es sciences^ aux écoles spéciales du gouvernement^ à TEcole centrale des arts et manufactures, et à ceui qui suivent les cours des écoles professionnelles et des nouvelles facultés des sciences appliquées, par MM. Hbv«t Habaht, licencié es sciences, et Pisbbs XiArrrrTs, professeur de mathématiques. 1 vol. in-8, imprimé sur papier glacé, orné do 195 figures dans \t texte et une planche. ^ fr
Cet leçons, rMigées a-vec beancoujp de soin par les anteu«>s, ne laissent rien i désirer sous le rappod
de l'exécution typographique. Les i95 figures intercalées dans le texte ont été dcsHiuées et gravées \yu
nos meilleurs artistes. — Un prospectus spécial, donnant aussi le spécimen des figures, sera envoyé I
tonte personne aui en fera la demande ï)ar lettre affranchis.
DFCCfM f IMt'âfDF DESSIIV LIIÉAIIE APTIIOUÉ aux AITS et a L'iirDCSTlIS
III10OIJI LiHAAlIUii par s. ZrocABD, ingénieur en chef du chemin de fer de Saint Etienne à Lyon, ancien professeur des cours industriels de Mézières, de Charleville, etc. 1 vol, in-8, avec un atlas in-folio de 55 planches, contenant 890 dessins gravés avec sou par BiBov, 1 8 fr.
Cet ouvrage est divisé comme il suit : LrvRB I*'. PréUmnaireê. — II. Dessiu matlièmatique. — lu. Dessin à vue ou à main levée. — lY. Application à la coupe des pierres: l'architecture; la char
pente; la menuiserie ; aux escaliers ; à la serrurerie ; aux maisons d^hahitation et à la mècaniqM. L'atlas, de graud format pour donner aux figures tout le développement au'ellcs méritent, a étc dessina
par l'antenr et gravé sons ses yeux ; sa parfaite exécution no laisse rien à oiwirer. Les dessins relatifs à Tarchitecture, la charpente, It menniserie, la sarmierie et la mécanique sont toni
cotés aTeîc soin et représentent en général des objets exécutés.
1)FC(!T1I T1l1)1T(!TnTFf ^^^^^^^^ »> DESSIR industriel formant un coun ULooiJl iJlIlUolniuLt de DESSIH LIRÉAIRS ct de tracé géométrique; pal ToDOTy professeur, directeur d*VM école spéciale de dessin, 2« édition revue ct augmentée dfl iO planches d'exercices. 1 beau vol. in-8 de texte accompagné d'un atlas in-folio dfl 40 planches gravées avec soin par Hiaoïr. 9 fr.
Le volume in-8 de texte se vend sép.irément. i fr.
L'atlas in-folio, contenant 40 planches d'exercices. 0 fr.
Les Éléments de dessin indus- traitedudM««ttdirit«; cellequila imîu veut être Irès-facilement confie/, par M. Tddot, renferment suit a pour ohjpt le tracé gèomé- piées avec les inslrnuients mathéune suite de modèles très-sage- /ri^ii^. partie qui contient une des- maliquesdn prix lo plus ordin.iire, ment choiais, très-Lien gradués, criution détaillée de tous les pro- avantage que n'offrent cas la plndessioés avec science et parfaite- cédés en nsage dans le tracé des part des ouvrages publias siiroetti mejit gravés. Ces mo<lèles sont, i^Mîts.T^s eiercices d^omements i)artie de renseij:ncmcnl. comme l^ texte lui-même, divisés et de têtes terminent l'ouvrage. fen plnsiears parties : la première Les 40 planches d'exercices
AWPFS FT I i Vf C ETUDES DE PBOJECTIONS. D'OHBBES ET DE LAVIS, cà l'usagt
UBDnijO lil llAvllJa de toutes les écoles, des architectes et des mécaniciens; par Tbipow, pro/iesséur au collège Saint c-Burbe, etc. Ouvrage divisé en quatre parties ; |o Projections orthogonales; 2» Projections obliques; 5» Ombres; i° Lavis appliquée renseignement du dessin des machines, de l'archi lecture, etc. 1 vol. in-8 de texte ave< an magnifique atlas de 40 planches grand in-4, imprimées au lavis sur un quart colombiei glacé. Prix des S volumes élégamment reliés. ^5 fr
On vend séparément :
La quatrième partie, Cours élémentaire d( LAVIS appliqué à l'enseignement du dessit des machines, du rarchilocturejCtc. 20 plan
Les trois premières parties compre nant les fbojections ct les ohbbes 20 planches avec texte, reliure élégante.
16 fr. ches avec texte, relié. 10 fr
Les planches qui composent le remaranable Atlas de cet onvrage ont été tout récemment l'objet d'un révision complète; Taotenr n'a rien négligé poiu* donner au nouveau tirage qui vient d'en être cxécut nue véritable supériorité sur les tirages précédents.
ll«tre CaiaUcoe de lUreu de M.%THÉMiàTflf|IJi:ii et AUTRES est atfre»06 à t«ato personne 40! en fait la demande par lettre AwraAXcntm
Paris. —Imprimé par £. Teunot et G*, S6, rue Racine.
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NOTICE BIOGRAPHIQUE SDR NAVIER
Par M. le baron m PRONY, inspecteur général des ponts et cbaosaéee.
Le système des connaissances qui constituent la science de l'ingénieur (l'architecture y est censée comprise) embrasse, à l'époque actuelle, dans leur presque universalité, et sous les points de vue théorique, expérimentai et pratique, les diverses branches des sciences physico-mathématiques. Ce système n'a pas toujours été, àbeaucoqp près, aussi étendu^ mais en comparant entre eux les monuments exécutés à des époques successives, et établissant la comparaison non sur la grandeur maténelle de ces monuments, la quantité de travail qu'ils ont exigée, mais sur le degré d'instruction qui était nécessaire pour en dresser les projets et en diriger l'exécution, on voit une correspondance manifeste entre la marche scientifique de l'esprit humain et celle de l'art des constructions. Les connaissances que Vitruve juge nécessaires à un architecte, et dont il donne Ténumération, n'étaient probablement pas toutes possédées par les cpnstructeurs des pyiramides d'Egypte, et cependant ne constitueraient maintenant qu'une instruction médiocre.
A des époques de désastreuse mémoire, la marche de Tesprit humain fut arrêtée, ou, plus exactement, devint réU'ograde par suite des grandes catastrophes qui plongèrent plusieurs pays policés dans Tignorance et la barbarie; mais il est à remarquer qu'une des divisions importantes de l'art de construire se trouva assez fortement établie pour résister aux causes de destruction qui attaquaient les autres branches des connaissances humaines, et continua d'apparaître, après l'extinction des dernières clartés scientifiques, comme le filet lumineux qui se fraye un passage au travers d'une atmosphère ténébreuse. Une des preuves du fait que je cite ici est fournie depuis bien des siècles
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par les monuments de cette architecture quN)n appelle gothique; l'examen analytique du sytème de composition de ces monuments fait reconnaître Fart avec lequel on a su rendre compatibles^ en élevant des édifices d'une immense grandeur, Téconomie des matériaux, les garanties assurées de stabilité. A ces avantages se réunit, dans l'intérieur des temples, celui d'un caractère éminemment religieux, etc.
On peut regarder le xvi* siècle comme fournissant l'époque à laquelle la science de l'ingénieur a commencé à prendre les grands développements qui ont préparé son état actuel de transcendance. Des travaux hydrauliques importants, de différents genres, ont été exécutés pendant les xvi* et xvn* siècles, en Italie , d'où il me semble que sont sortis les premiers traités sur le mouvement des eaux.
Pendant la première moitié du xvn* siècle, la France s'est acquis des droits impérissables à la reconnaissance des nations civilisées par la construction du premier canal à point oubamn de partage, celui qui, en partant de Briare, établit la comiAit^ nication entre le bassin de la Loire et celui de la Seine.
Le xvni* siècle a vu s'élever, dans cette même France, des ponts en pierre, dont la hardiesse et la beauté n'avaient pas encore d'exemples, et dont les moyens de construction rendent manifeste la supériorité de l'art moderne sur l'art ancien.
Enfin est arrivée l'époque ci-dessus mentionnée, à laquelle le système, presque entier, des sciences physico-mathémathiques s'est allié à la science des constructions considérée dans toute sa généralité. On peut citer parmi les résultats récents de cette heureuse alliance, l'immense perfectionnement des moyens de communication et de transport, tant par eau que par terre ; les procédés de substitution du fer à la pierre, les traversées qu'on pourrait appeler aét'iennes des plus grands fleuves; les nouvelles et puissantes ressources tirées de l'action du feu comme force applicable à la locomotion, etc.,* etc., et il est juste d'ajouter que nous avons, pour cette marche progressive de la science, de grandes obligations à l'Angleterre. Si l'on veut se faire une idée de la vaste étendue des études auxquelles les jeunes ingénieurs sont maintenant obligés de se livrer, il faut prendre connaissance des programmes d'enseignement, tant de la célèbre École
SUR NAVIEII. xlj
pcdytechnique que des écoles d'application, où les élèves vont puiser le complément d'instruction nécessaire pour les services publics.
Un des hommes bien distingués de cette dernière époque, est l'ingénieur et académicien, dont la perte récente et prématurée excite nos vifs regrets; ayant été à portée de bien connaître et apprécier, dès son début dans la carrière scientifique, et ses excellentes qualités et le mérite de ses travaux, j'ai cru devoir payer à sa mémoire im tribut d'estime et d'amitié que j'aurais vraisemblablement reçu de lui, si Tordre naturel des survivances n'eût pas été interverti entre nous deux.
Louis-Marie-Henri Navier, officier de la Légion d'honneur, membre de l'Institut royal de France (Académie des sciences], et inspecteur divisionnaire du corps royal des ponts et chaijssées, naquit à Dijon, le 15 février 1785. Son père était un avocat jouissant d'une grande considération, et qui, après avoir été membre de l'Assemblée des notables et de l'Assemblée législative, mourut dans un âge peu avancé, par suites des chagrins que lui causèrent les excès révolutionnaires.
Louis Navier, resté orphelin à l'âge de quatorze ans, eut le bonheur de trouver un second père dans un oncle, compté avec raison parmi les notabilités du corps des ponts et chaussées, M. Gauthey, qui, d'abord ingénieur des états de Bourgogne, devint inspecteur général des ponts et chaussées, par suite de l'organisation départementale de la France; il est mort le. 14 juillet 1807, après avoir projeté et fait exécuter des travaux de la plus haute importance, et composé des ouvrages remarquables, dont il sera fait mention dans la suite de cette notice.
L'éducation de Navier, dirigée par Gauthey, devait nécessairement avoir pour objet principal la culture des sciences qu'un ingénieur doit se rendre familière; les progrès du jeune élève furent tels qu^il se trouva, en 180S, en état de subir l'examen d'admission à l'Ecole polytechnique, et d'être un des premiers reçus à cette école par ordre de mérite ; après do brillantes études, il entra à l'École des ponts et chaussées en 1804, et obtint en 1808 le grade d'ingénieur ordinaire.
Gauthey, pendant les quatre ou cinq dernières années de sa vie, mettait à profit le peu d'instants de loisir dont pouvait dis-
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poser son neveu^ en suivant les cours des Écoles polytechnique et des ponts et chaussées, pour l'occuper à la partie de ses travaux personnels^ à laquelle les études du jeune élève pouvaient . être applicables. Le résultat de cette association a été l'habitude^ la grande facilité acquise de bonne heure par Navier, de traiter les questions théorico-pratiqucs, facilité qui a eu une heureuse influence sur le mérite de ses travaux postérieurs. Avec de tels antécédents il se trouva en état de produire de son propre fonds^ à ui)e époque de la vie où la plupart des hommes voués aux sciences ont encore besoin d'un complément d'instruction. Ses premières grandes publications (je ne parle pas de quelques notes et opuscules isolés) furent des tributs de reconnaissance payés §u digne parent qui l'avait lancé dans la carrière scientifique. Gauthey avait rédigé en presque totalité, mais non achevé, et laissé même incomplets à d'autres égards^ des traités fort étendus sur les ponts et les canaux; Navier, qui n'était pas l'héritier de son oncle, fit, eu égard à sa médiocre fortune^ de grands sacrifices pour acquérir la propriété de ces manuscrits, afin de les publier après les avoir complétés.
Le Traité ries ponts a paru en 1813, et se compose de deux forts volumes in-i». Le premier volume a été réimprimé en 1832, avec des augmentations et améliorations considérables. Ce traité, le plus complet de tous ceux qui ont été publiés sur la même matière, doit surtout son utilité et l'avantage d'être mis au niveau des connaissances actuelles, à la grande quantité de notes que Navier y a insérées, et dont la réunion pourrait fournir un ouvrage séparé fort instructif.
Le premier volume contient des détails historiques et descriptifs sur les ponts anciens et modernes^ qui sont lus avec beaucoup d'intérêt, non-seulement par les ingénieurs, mais encore par ceux qui^ étrangers aux connaissances physico-mathématiques concernant les ponts, sont simplement curieux doconnaitre l'histoire de l'art. Navier a placé en tête de ce volume une notice biographique sur son oncle.
J'ai dit que ce Traité des ponts avait d'abord paru en 1813; il aurait probablement paru plus tôt^ si la rédaction de Navier n'eût été interrompue par une mission dont M. le comte Molé^ directeur général des ponts et chaussées, le chargea pour aller
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à Rome s'occuper de projets très-importants ; savoir, la reconstruction du pont d'Horatius Codés, plusieurs quais dans la traversée de Rome, et les moyens de préserver la ville étemelle des inondations du Tibre.
J'ai eu la satisfaction de me trouver à Rome lorsque Navier travaillait à ces projets importants, qui sont restés en portefeuille par suite d'événements politiques bien connus.
Un troisième volume des œuvres laissées en manuscrit par Gautbey, et publiées par Navier, traite des canaux de navigation ; oe volume, mis au jour en 4840, offre une collection de sept mémoires contenant, indépendamment des considérations générales sur rétablissement des canaivx, des notes fort, détaillées sur les principaux canaux de France, tant exécutés que projetés, et particulièrement sur le canal du Charolais, qui a pris ensuite le nom plus caractéristique de canal du Centre, et dont Gauthey a rédigé les projets et dirigé Texécution.
Navier, en publiant les manuscrits de son oncle, avait satisfait un besoin de son cœur; Tamour seul de la science lui fit entreprendre et exécuter la réimpression de deux ouvrages recommandables, rédigés et mis au jour, par leur auteur, pendant la première moitié du siècle dernier (4729, 4737), savoir : la Science de l'ingénieur j et le premier volume de Y Architecture hydraulique de Bélidor. L'édition Navier, de la Science de l'ingénieur^ portejadate de 4843,^ et parmi les notes et additions dont elle '^t enrichie, on distingue celles qui concernent la poussée des terres, la forme et les dimensions des murs de revêtement, la théorie des voûtes.
Le premier volume de V Architecture hydraulique de Bélidor est un traité de mécanique, dans lequel les théories de l'équilibre et du mouvement des corps solides et fluides, sont présentées avec leurs applications au cas de pratique dont les ingénieurs ont à s'occuper. Cet ouvrage a joui d'une réputaticfn justement méritée, et à Tépoque où il a paru il remplissait complètement son objet; mais cette condition ne se trouvait plus satisfaite après un laps de temps de plus de trois quarts de siècle, d'après la marche progressive des connaissances. Navier a entrepris de suppléer, par des additions et des notes, à l'iusuffisance de l'ancien texte, et s'est acquis en remplissant cette tâche des droits
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à la reconnaissance des amis des sciences et des arts; ses additions et notes, qui en somme doublent à peu près le volume primitif, renferment une masse d'instructions on ne peut pas plus profitables.
Livré à des travaux scientifiques aussi importants, et que Ton verra suivis bientôt de missions et de publications non moins remarquables, Navier a pu encore s'oicuper de travaux pratiques du genre de ceux dont l'utilité fait le principal mérite (on voit qu'il ne s'agit pas ici du pont des invalides dont il sera bientôt parlé). Je citerai parmi ces travaux :
V Le pont de Ghoisy, construit en 1810 sur la Seine^
2"* La passerelle de la cité de Paris, reconstruction nécessitée par des combinaisons malheureusement hasardées et qu'il est utile de mentionner comme leçons d'expérience dans l'histoire de l'art;
3« Le pont d'Asnières sur la Seine;
4* Le pont d'Argenteuil, encore sur le même fleuve.
Les trois ponts de Choisy, d'Asnières et d'Argenteuil sont construits avec piles en pierre, et avec travées courbées en arc de cercle.
Mais c'est surtout par ses missions en Angleterre que Navier était appelé à rendre de nouveaux et d'importants services.
La grande utilité des ponts suspendus et des chemins de fer ayant été appréciée par le gouvernement, la direction générale des ponts et chaussées a voulu mettre les ingénieurs français en état de compléter les parties de leurs études liées à ces nouveaux genres de construction, et Navier a été envoyé plusieurs fois en Angleterre et en Ecosse, chargé de recueillir les données et les documents nécessaires pour atteindre ce but.
Le mémoire que rédigea Navier sur les ponts suspendus, et qu'il publia en 1823 après ses deux premiers voyages, a été jugé un traité aussi nouveau que complet sur la matière; l'approbation formelle de l'Académie des sciences en constata le mérite d'après un rapport présenté par MM. dcProny, Fourier, Fresnel, Molard et Charles Dupin ; l'auteur y avait donné de nouvelles preuves de ses profondes connaissances en mécanique théorique et pratique^ de même qu'il y avait enregistré les précieuses et
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nombreuses obsen^ations qu'il avait recueillies sur les ponts suspendus'jusque-là exécutés.
Dès ce moment Navier fut appelé, et sa correspondance le constate, à donner des avis, des conseils sur les constructions importantes de cette nature projetées en France et à l'étranger.
Peu après, Navier fut nommé membre de l'Académie des sciences, et celte récompense mit le comble aux vœux que, jeune encore, il lui 'était possible de former.
Malheureusement il était dans la destinée de ce savant ingénieur de fournir un nouvel exemple de ces vicissitudes qui ont troublé les vies les plus brillantes d'avenir, et qui semblent réservées aux artistes mêmes, à qui une juste confiance dans leurs méditations donne Tassurance nécessaire pour tenter des essais nouveaux; Navier devait, parvenu àcet aposée de sa carrière, se voir injustement et cruellement blesse dans sa réputation d'ingénieur; on devine que je vais parler du pont des Invalides.
Ce pont, de 155 mètres d'ouverture, était presque égal au plus grand passage Jusqu'alors franchi par M. Telfort au-détroit de Menai.
Pour apprécier le mérite des recherches théoriques et expérimentales qu'a exigées réval nation des forces agissant sur les diverses parties du pont des Invalides, il suffit de rappeler que les chaînes de ce pont étaient exposées à recevoir un effort quatre fois et demie plus considérable que le pont construit en 1820 sur la Tweed, par le capitaine Brown, pont qui était alors cependant le plus grand modèle que Tout eût à consulter.
Paris a pu juger de l'effet monumental de celte arche colossale reposant sur quatre colonnes égyptiennes ; les ingénieurs se sont alors aussi empressés d'étudier, et les dispositions neuves comme armatures des points d'appui ou d'attache de cette grande construction, et l'appareil ingénieux inventé par Navier pour soumettre à un effort de 67,000 kilogrammes (poids presque d'un millier d'hommes], avec quatre ouvriers seulement, les cinq mille pièces composant le système de suspension.
Le pont était terminé lorsqu'un léger mouvement se manifesta dans les puits et contre-forts de retenue ; ce mouvement fut aggravé du côté des Champs-Elysées par la rupture, dans la nuil du 6 au 7 septembre 1826, d'une conduite maîtresse des eaux
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de la ville de Paris de 0"*,32 de diamètre; rirruption torrentielle de ces eaux sous une charge de près de 30 mètres des réservoirs alimentaires de Chaillot (irruption que la nuit prolongea nécessairement), forma un lac au droit des fouilles non comblées^ et s'étendit au loin par infiltration dans les remblais déjà effectués.
Il fallut dès lors remettre la construction sur ses échafaudages ; la saison était avancée^ on craignit que les ponts de services ne pussent être démontés avant les hautes hautes eaux et les glaces do rhiver; une misérable question d'argent empêcha d'ailleurs de commencer immédiatement les travaux additionnels nécessaires pour consolider les points d*attach(^ de la suspension^ et l'on décida d'ajourner ces réparations à la campagne suivante, et de démonter le plancher et les chaînes.
Malheureusement^ et pour la science et pour les moyens de justification de l'ingénieur, je dirai même pour l'honneur national, solidairement lié à celui des hommes que chaque pays prescrite avec orgueil comme donnant la ujcsurede l'avancement des diverses branches de connaissances, les travaux du pont des Invalid(»s n'ont point été repris, et au contraire on a vu démolir les ouvrages exécutés, et effacer jusqu'aux traces de cette grande et belle entreprise.
Navier vit ainsi s'anéantir subitement un des plus beaux titres qu'il put avoir à l'estime des hommes instruits, la plus noble récompense de ses honorables travaux.
D'autres considérations ont dû aggraver ses douloureux regrets. Lorsqu'un grand monument, qui excite vivement l'intérêt général, vient ainsi à disparaître tout à coup, au moment où il est prêt à remplir sa très-utile destination, comme le nombi*e de ceux qui peuvent connaître et apprécier les véritables causes de cette disparition est toujours infiniment petit par rapport au nombre de ceux dont les croyances, quoique fondées sur des apparences trompeuses n'en constituent pas moins ce qu'on appelle l'opinion publique, il en résulte nécessairement, dans cette opinion, une défaveur qui, accréditée par des causes que je me dispenserai de signaler, exerce une bien fatale influence sur l'état moral et même physique de celui qui en est l'objet.
C'est aux hommes spéciaux et consciencieux qu'il appartient
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de péfonnep, autant qu'il est en eux, ces grandes et affligeantes injustices.
Je remplis donc un devoir sacré en déclarant à cette occasion :
Que l'événement du pont des Invalides devait être considéré seulement comme un de ces accidents plus ou moins graves que les ingénieurs rencontrent souvent dans les grands travaux ;
Que le remède était aussi facile que peu dispendieux, puisqu'il s'agissait seulement d'augmenter la résistance des contreforts; •
Qu'il est infiniment à regretter que, par l'exécution de ces travaux complémentaires et par Tachèvement du pont, on n'ait point donné au public la preuve évidente des deux précédentes propositions, et acquis à la France une nouvelle manifestation monumentale de ce que pouvaient la science et le talent de l'ingénieur qui avait le premier, et avec tant de sagacité et de profondeur, raisonné les importantes questions que soulève la construction des ponts suspendus (i).
Dès son premier voyage en Angleterre, Navier fixa aussi son attention sur les routes excellentes de ce pays, et remit à ce sujet à l'administration, en 1822, la première note qui ait été rédigée sur les procédés de Mac- Adam , et qui est publiée dans les Annales des ponts et chaussées (1*' semestre 1832). "
Cette notice constatait moins un procédé nouveau pour la construction des chaussées que les résultats remarquables à attendre :
(') La dëmolilioo du pont des Invalides a eu pour molirs exclusirs :
4<» I/opposiliod de la Tille de Paris à rélabllsscment d'une roule à irarcrs \c9 Cfumpt-Elysèes pour arriver à ce pont ;
2" Les contestaiions enlre la compagnie et radminislralioD, au sujet du paye-* meot d«8 trayaux de consolidation des conlrc-rorls;
3* La transaction surtenue sur ces diffleullés, et par laquelle la compagnie s'est obligée à renoocer au pont des Invalides, moycnnaoi la concession qui lui a été faite de trois ponts sur la Seine, à l'ailée d'An lin, à la place de (irève, et près de l'Archevêché.
Tous CVS détails sur le pont des Invalides, dont nous gar;:ntissons l'oiactiludc. ont été publiés dans le temps par ordre de l'administration [Moniteur ^ 29 février 48f8}, et reproduits avec des développements d'un grand inlèrêl par Navier, dans l'édition de 4830, de son mémoire sur les ponls suspendus^ sous le titre de Notice sur le pont de$ Invalides.
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i* D'un soin éclairé de tous les jours pour l'entretien des empierrements, pour le parfait écoulement des eaux, pour l'enlèvement des boues et de là poussière ;
S"" De la suppression radicale dos accotements de terre^ qui sont en France une cause si funeste de la malpropreté et du mauvais état des routes.
Plus tard, les relations de Navier avec les ingénieurs anglais les plus marquants, et ses recherches multipliées sur ce qui avait rapport aux routes anglaises» aux usages et à la législation qui régissait ces communications, lui permirent de publier son mémoire sur la police du roulage. Les opinions qui y sont émises, peuvent être controversées, njais* Tamour du bien public et le désintéressement qui ont dicté cet ouvrage, comme le mérite de la discussion et des faits qui y sont présentés, seront toujours pour Navier un titre de plus à l'estime des ingénieurs.
Un nouvel hommage fut rendu aux études spéciales de Navier sur toutes ces questions; une commission avait été nommée par M. le directeur général des ponts et chaussées, avec mission de se livrer à tous les travaux et expériences préparatoires pour les nouvelles dispositions réglementaires à adopter comme police de roulage. Navier fut appelé par l'administration à bire partie de cette commission, et fut élu à l'unanimité, par ses collègues, le secrétaire rapporteur des travaux considérables que cette commission a eu pendant plusieurs année à élaborer.
Navier fut aussi du nombre des ingénieurs envoyés en Angleterre pour étudier les chemins de fer, et c'est à ses connaissances pratiques, comme aussi à ses recherches théoriques sur cette nouvelle branche d'explorations scientifiques, que les ingénieurs doivent les articles remarquables insérés dans les Annales des ponts et chaussées^ et que l'administration a été redevable des rapports nombreux, lumineux, qui ont signalés, et les études qu'il avait personnellement faites de la grande ligne de Paris à Strasbourg, et sa courte apparition comme inspecteur division* naire au conseil général des ponts et chaussées.
Lorsque Navier entra au conseil, il venait de recevoir, quelques mois auparavant, comme récompense de ses infatigables services, la croix d'ofTicier de la Légion d'honneur.
Et cependant Navier pouvait faire marcher de front, avec ces
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seirioes si étendus, comme ingénieur, des travaux non moins remarquables, comme professeur, comme académicien.
Nommé, en 1849, professeur suppléant de mécanique appliquée à rÉcole royale des ponts et chaussées, et professeur titulaire en 183! , il a exercé cette fonction avec beaucoup de profit, et pour les élèves et pour la science ; ses leçons, tant lithographiées qu'imprimées, distribuées aux élèves qui ont suivi ses cours, et, en général, répandues parmi les ingénieurs, offrent des corps de doctrine qui deviennent de plus en plus nécessaires à mesure que Tapplication de la théorie à la pratique des constructions exige une étude plus approfondie des sciences physico-mathématiques.
Une des places de professeur d'analyse et de mécanique à l'École royale polytechnique, étant devenue vacante à la fin de 4830, Navier fut nommé pour la remplir, et en a exercé les fonctions pendant les six dernières années de sa vie; il s'est fait remarquer, dans cette célèbre école, par la méthode et la clarté de son enseignement, et a rendu un grand service à l'instruction en faisant Uthographier ses leçons, dont la collection forme quatre cahiers; savoir, deux pour la première année, et deux pour la seconde; un des cahiers de chaque couple contenant l'analyse, et Tautre la mécanique.
Navier, avant d'être reçu à l'Académie royale des sciences, 3*était fait connaître avantageusement de cette compagnie savante, par plusieurs mémoires et ouvrages importants; ses additions au premier volume de Y Architecture hydraulique de Bélidor, ci-dessus mentionnées, ont été approuvées par l'Académie, sur le rapport de MM. Poisson, Girard, Fourier et de Prony, rapporteur; j'ai dit, plus haut, que son Traité des ponts suspendus a\sii obtenu la même distinction. Parmi les fnémoires pr^ntés et lus en séances académiques, je citerai : V Mémoire sur les roues à élever Peau, jugé digne d'être imprimé dans les Savants étrangers, sur le rapport de MM. de Prony, Fourier et Dupin, rapporteur, du 2 novembre 1818; â* Mémoire sur la flexion des lames élastiques^ jugé comme le premier, digne d'être imprimé, sur le rapport de MM. Poinsot, Dupin et de Prony, rapporteur, du 4 septembre 1820; 3^ Mémoire sur la flexion des I. d
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plans élastiquesy lu le 4 4 août 1820; 4' Mémoire sur les lois de l'équilibre et du mouvement des corps élastiques, lu le i 4 mai i 821 ; .V Mémoire sur les lois du mouvement des fluides , en ayant égard à l'adhésion des molécules, lu le 18 mars 1822; 6* Continuation des recherches sur les lois du mouvement des fluides, en ayant égard à l'adhésion des moléctdes, lu le 16 décembre 1822.
Nomméy comme je Fai déjà dit, membre de l'Académie royale des sciences, le 26 janvier 1824, Navier a contribué fort utilement aux travaux intérieurs de cette compagnie savante^ par les nombreux rapports qu'il lui a faits sur des mémoires et ouvrages soumis à son jugement, et dont l'énumération serait trop longue pour être placée dans la présente notice. Les mémoires de sa composition^ imprimés dans les recueils de l'Académie^ sont :
1" Dans le tome 6, Mémoire sur les lois du mouvement des fluides; 2* dans le tome 7, Mémoire sur les lois de l'équilibre et du mouvement des corps solides élastiques; 3" dans le tome 9, Mémoire sur les lois du mouvement des fluides élastiques.
Les théories exposées dans ces derniers mémoires sont fondées sur ce qu'on pourrait appeler la mécanique moléculaire^ celle qui fait entrer en considération la composition intime des corps, les actions réciproques des molécules qui les composent. La science de l'équilibre et du mouvement a pris ainsi une extension qui .dépasse les limites posées par les Ëuler, d' Alembert, Lagrange^ et prépare l'époque à laquelle diverses branches importantes des sciences naturelles seront ramenées à n'être plus que les divisions d'un même système^ bien liées entre elles, et régies par l'analyse mathématique. On a, relativement à ces nouvelles théories et à leurs applications, de bien grandes obligations à notre célèbre géomètre, M. Poisson, qui a fait paraître et continue à publier des ouvrages, lesquels feront époque dans les annales scientifiques.
Ce fut le 23 août 1836 qu'une mort fatale et inattendue enleva Navier aux sciences et à ses nombreux amis; je dis ses nombreux amis, car il pouvait compter comme tels, tous ceux avec qui il avait des relations habituelles; quoique d'un caractère naturellement un peu flegmatique, il n'en était pas moins susceptible d'un altachehaent aussi durable que sincère, et cette disposition coni-
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porte d'autres qualités dont il était éminemment doué; les détails de sa vie privée feraient autant d'honneur à son caractère que ceux de sa vie publique en ont fait à sa science et à son talent. Un cortège d'ingénieurs et d'élèves accompagnait le convoi de Navier : trois des ingénieurs, MM. Emmery, Coriolis et Raucourt ont pris la parole au moment de l'inhumation, et leurs discours brefs, nuds pleins de sensibilité^ ont été écoutés avec un vif intérêt.
{JnruUes du PonU et Chautsées, 4837, 4*' teneftre, p. 4.)
NAVIER
Par M. ElfMERT, Ingénieur en éhef direetear.
Au moment où une si honorable couronne est décernée à la mémoire de Navier dans ces Annales qu'il appelait un besoin de notre époque, et qu'il avait déjà enrichies de ses travaux, qu'il nous soit permis d'y enregistrer un dernier adieu : hélas ! les tombes se refroidissent si vite.
Les hommes de cœur ne sauraient asse2 redire que Navier a succombé avant le temps^ parce qu'il a refusé de consulter ses forces, parce qu'il s'est plu en quelque sorte à jouer sa santé^ sa vie, contre cette tâche presque sans exemple, de se distinguer à la fois au plus haut degré comme ingénieur^ comme professeur, comme savant.
L'École polytechnique, si bien représentée par ces deux cents braves jeunes gens qui^ au plus fort de leurs examens, surent tout quitter pour accompagner et porteria dépouille de Navier à sa dernière demeure, cette École se rappellera toujours le culte de dévouement que lui portait notre ami^ lorsqu'à l'instar
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de rimmortel Monge, il mettait son titre de professeur au-dessus de tous les honneurs auxquels il pût aspirer.
Les ingénieurs n'oublieront jamais ni cet esprit juste et positif qui constituait le caractère distinctif des ouvrages de Navier» et qui lui faisait faire de la théorie presque exclusivement au profit de la pratique, ni ce double don de dessiner et d'écrire avec une merveilleuse facilité, avantage qui lui permettait de mettre, presque sans effort, en circulation y les notions avancées qu*il puisait pour lui-même dans ses infatigables travaux. Car la réunion si rare de tant de qualités avait fait de Navier un ingénieur, un savant à part, qui avait sa voie à lui personnelle toute tracée^ et qui était appelé , par ses études en économie politique, par ses voyages, à jeter de vives lumières sur les plus importantes questions.
Nous nous répéterons souvent encore qu*il n'était pas d'homme chez lequel les témoignages d'amitié, les souvenirs de reconnaissance laissassent de plus profondes traces; que lorsqu'on était malheureux surtout^ on voyait venir Navier, si froid dans ses rapports officiels, vous serrer la main avec cette expression que connaissaient ses «mis, et vous prodiguer alors et son temps et toutes les consolations que peut seule dicter une âme qui sent fortement.
Aussi Navier fut l'ami de Fourier; il mérita d'être le digne successeur de Gauthey; il était un des ingénieurs qu'estimait le plus M. Bruyère.
Ces trois noms du*ont plus haut que notre voix, qui n'a pour elle que l'accent de la conviction, tout ce que Navier avait de générosité et de probité dans le cœur, de vues élevées dans Tesprit, de hautes capacités et de zèle pour servir son pays.
{AnmaXu cTei Ponlf tt Chauuées, 4S37, S* semetlre, P. ^'79.)
DISCOURS
PROP^OlSTOlâ AUX. S'UI^JÊIl.AII^X^ESS I>E3 NAVIE3R,
an nom de llustitot, par M. 6IKAR1), ingénieur en dief, membre de l'Académie des sciences.
Une perte douloureuse, à laquelle nous étions loin de nous attendre^ nous réunit encore aujourd'hui pour remplir un triste et pénible devoir. Celui de nos confrères auquel nous venons de dire le dernier adieu, semblait être appelé, par les lois ordinaires de la nature, à parcourir une plus longue carrière; mais la mort exerce sur nous un despotisme sans pitié, et ne tient compte ni de l'ftge, ni du savoir^ ni des vertus de ceux qu'elle aunssonne.
Louis-Blarie-Henri Navier naquit à Dijon, le 15 février 1785. Il n'était pas encore sorti de Tenfance quand il eut le malheur de perdre son père. M. Gauthey, son grand-oncle, l'un des plus célèbres ingénieurs dont la France puisse s'honorer, l'adopta pour fils, et se chargea du soin de son éducation. Laborieux, infatigable, persévérant à toute épreuve^ il donna de bonne heure à son jeune pupille l'habitude et le goût du travail; les dispositions de celui-ci pour les études sérieuses et positives se fortifièrent par les exemples journaliers qu'il recevait de son bienfaiteur, dont la maison était devenue pour lui la maison paternelle. Bientôt, l'âge arriva d'entrer à l'École polytechnique, Navier y fut admis, et en sortit avec distinction ; il justifia, à celle des Ponts et chaussées , les espérances qu'on avait conçues de sa capacité et de ses talents; enfin, il obtint en 1808 le grade d'ingénieur, qui avait été, jusqu'alors, l'objet de son ambition.
Q s'occupa, aussitôt après, de rassembler, pour être livrés à l'impression, les nombreux mémoires où M. Gauthey avait déposé les résultats de sa longue expérience. Ainsi, la première publication de Navier fut un hommage de reconnaissance et, j'oserais dire, de piété filiale, qu'il rendit à la mémoire de ce* lui auquel il devait le bienfait de son éducation.
liV NOTICES SUR NATIER.
11 entreprit ensuite de commenter V Architecture hydraulique de Bélidor ; travail de longue haleine, et non moins utile que le Traité des ponts et des canaux. Cependant sa réputation de géomètre et de mécanicien s'étendait de plus en plus. Avantageusement connu de l'Académie des sciences, il fut élu par elle, au mois de janvier i%SÂ, en femplacement de M. Breguet.
Cet honneur, qu'il avait vivement désiré, lui imposa de nouvelles obligations : nous savons tous qu'il les a constamment remplies avec lezèleleplusconsciencieux, soit en rendant compte des mémoires renvoyés à son examen , soit en enrichissant les nôtres de ses propres travaux.
Je ne iq'arréterai pas , messieurs, à les énumérer ; cette honorable tâche est réservée à l'un de nos collègues qui saura la remplir en meilleur lieu et en temps plus opportun. Je me bornerai à rappeler que^ depuis son admission à l'Académie, Navier fit marcher de front ses études scientifiques, et la pratique de l'art qu'il exerçait; enfin^ ce qui était peut-être plus diflScile, il sut trouver le temps et les moyens de rendre profitables les leçons qu*il a données , comme professeur, à l'École des ponts et chaussées , et plus tard à l'École polytechnique.
Le peu de mots que je viens de prononcer suffira pour vous faire apprécier l'excellent confrère dont nous avons à déplorer la perte prématurée. Ajoutons cependant que, si la vie se mesure par le nombre et l'importance des travaux dont elle a été remplie, Navier devra toujours être compté parmi les hommes qui auront le plus longtemps vécu. Dévoué sans réserve h ceux dont il avait reçu des témoignages d'estime et d'amitié, personne ne fut plus sensible que lui à ces généreuses affections, ni plus digne de les inspirer.
Que le souvenir de cet homme de bien soit donc à jamais conservé dans l'Académie, comme il se perpétuera dans sa propre famille 1 Les tendres soins dont elle Ta entouré, malheureusement impuissants pour le sauver, ont contribué, du moins, à adoucir les derniers moments d*unc vie que le travail avait épuisée.
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-1809. Œuvres de Gauthey^ inspecteur général des ponts et chaussées, publiées pfurM. Navier, ingénieur ordinaire (^).
Traité de la construction des Ponts ^ t. I. Principes, Ponts en pierre.
1813. Mêmes oeuvres, tome II. Cintres, Ponts en bois et en fer. Ponts mobiles. Détails de construction. Estimation des prix.
1816. Mêmes oeuvres, t. III, Des canaux de navigation. Canal du Centre.
(183^) Seconde édition du tome I.
Les notes mises par Navier au tome I sont relatives à la résistance des pierres, à la théorie des voûtes, à celle de la poussée des terres et des murs de revêtement, et à celle du mouvement des eaux, envisagée quant à la détermination de la largeur du débouché des ponts.
Les notes du tome II ont rapport surtout à la résistance des pièces de bois et à celle des constructions en charpente. Il y eût fait de profondes modifications si ce tome avait été réédité.
(1) Aspirant le 44 DOTembre 4806, — ingénieur ordinaire en 4808, à Paris, (sans 4eslloation),— 4840e 4847, aiuebé au ponl de Cboisy, — 4849, professeur ioppléant de mécanique appliquée à l'£cole des Ponts el Chaussées, — 4 830, ingénieur de première classe. — 4839, professeur titulaire, — 4 833, ingénieur en chef, — 4834, membre de rinstitut, — 4830, professeur d'analyse et de psécaiiiqiif à l'ftcolo pdytcetiiiique, — 4 834, inspecteur difisloniiaire.
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comme on peut voir à son coups de 1824 (Voir ci-après^ n* 76, p. 28, et notre Bistorique, n- IX et X) (*).
Nul doute que le texte lui-même, dans sa partie mathématique, ne soit de Navier, comme on voit aux p. 92 et suivantes du . tome II, et, aussi aux changements qu'il a apportés en 1832 au tome I.
18M. Projet d'une gare le long de la Seine à Choisy. In-4* avec 4 belles planches.
(>) Il eût UDt doule cbangé auMî uoe note de la page 94 , où il penialt prouver
que malgré la perte annaelle que la pourritare fait éprou? er aux dloMaaiODi ré-
■iitantei des boii des ponts, on ne doit leur donner qu'un èquarrissageeitr^nie-
ment peu au-dessus de celui qui convient actuellement à Tèquilibre; car cette
DOte est affectée d'une erreur de calcul. Enappelanta leur èquarrissage d'équilibre
initial, k l'épaisseur qui pourrit annuellement, n le nombre d'années de durée
qu'on veut leur assigner, il faudra porter leur èquarrissage à a + iiA; d'où, an»
(a4-nk)^ nuellement, une dépense proportionnelle à . En différentiant par rap*
port à » et égalant à léro pour rendre cette dépense un minimum, on trouve,
nen pas » = 0 comme le dit la Note, maisft=: 7- , ce qui n'a rien d'absurde, et
ce qui porterait à doubler téquarr'uiage de Juste équilibre primitif quelle que fût la proportion peu connue A : a de l'usé annuel.
On corrige l'exagération qu'offre ce résulut en tenant compte de l'intérêt de l'argent. Soit r son taux annuel. La somme à placer pour construire le pontet le renouveler tons les 11 ans, ou la quantité à rendre un minimum, est proporUoiiBelle à
dont la différentielle par rapport à n^ égale à léro» donne pour déterminer cette variable, l'équation
loghyp(4+r) *
{g qui est satisfaite par n =- pour r = 0, et qui, si Ton prend r = 0,05, donne
Durée en années 11 = 64,9; 54,0; 46,9; 39,5; S9,3 ; 30,6 ; 46,6 ; 44,0 ; 4S,3 k il Pon a pour l'usé - =0,008; 0,00Î5; 0,00333; 0,005; 0,04 ;0,0« ; 0,03 ;0,04 {0,05
^'d'éiliSri^M^^^ 5^'**^ ; 0,197; 0,t93j 0,443; 0,497; 0,560; 0,64fi
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4813. La Science des ingénieurs , de Belidor. Nouv. édit. avec des notes par M. Navier.
Ces notes sont relatives principalement à la poussée des terres, à la résistance de leurs murs de soutènement^ aux voûtes, aux calculs de terrasse, et à la résistance des pièces de bois, que Navier présente de la même manière qu'au tome II de Gauthey (Historique ci-après, n*" IX et X), enfin sur les principes de Durand relatifs au beau en architecture.
1813. Sur la manière d'exprimer le moment d'élasticité des corps; mémoire (inédit) présenté à T Académie le !25 janvier; contenait probablement les considérations reproduites par Navier dans les notes sur Gauthey, et auxquelles il a renoncé en 1819 et 1826.
1813. Sur les constructions en pierre perdue. Mémoire présenté. Ce même sujet se trouve au tome II de Gauthey, p. 272.
1816. Note sur la vis d'Archimède (Correspondance de I^École polytechnique, t. Ul, p. 45).
1816. Sur les cas où l'équation déduite du principe des vitesses virtuelles a lieu entre des espaces finis (Id. t. III, p. 49j.
1818. Détails historiques sur l'emploi du principe des forces vives pour les machines, etc. (Annales de chimie et de physique, t. IX, p. 146).
Petit venait, aux mêmes Annales (septembre 1818), de faire revivre en quelque sorte cet emploi ; Navier, en le citant, rappelle que le principe des forces vives, découvert par Huygens, généralisé par Jean Bemouilli (OEuvres, t. III, p. 36], et si habilement appliquée l'écoulement de l'eau par Daniel Bemouilli, avait été, depuis VHydrodynamica, entièrement négligé par les auteurs d'ouvrages de mécanique pratique, et même longtemps par les savants eux-mêmes. On sait en effet que d'Alembert reprochait à D. Bemouilli d'en avoir fait usage, le regardant comme peu exact; qu'Ëuler ne l'a pas employé, ce qui rend très-compliqués ses calculs sur les roues à réaction ; et que Lagrange, dans sa Mécanique analytique, ne lui a donné qu'un
Iviij NOTICE SUR LES OUVRAGES
énoncé restrictif et peu propre à en faire tirer partie bien que Jean Bemoulli (t. lîl, 239) eût entendu dans un sens plus large la conservation des forces vives puisqu'il ajoutait constamment, à celles qui sont actuellement possédées, celles qui sont en quelque sorte en puissance et qui s'évaluent (par exemple pour un ressort tendu) par des sommes de produits de forces et d'espaces susceptibles d'être parcourus suivant leui-s directions jusqu'à ce que ces forces s'annulent (*).
Navier montre le haut degré de simplicité et de clarté que l'emploi du principe des forces vives apporte au contraire aux solutions du plus grand nombre des problèmes de mécanique ; et comment on évalue, avec Borda, la force vive employée à produire ce mouvement intestin signalé par D. Bornouilli et qui Qsi perdue pour le mouvement progressif lorsque la vitesse d'un fluide diminue brusquement; évaluation confirn)ée par des expériences, et adoptée par Coulomb, Garnot, Lagrange, au lieu de celle de D. Bemoulli et de Bossut.
Et il a, Tannée suivante (voy. ci-après)^ rendu tout à fait usuel l'emploi de ce principe en transformant son énoncé, au moyen de l'introduction de la quantité d'action, expression de Coulomb * à laquelle Coriolis a substitué celle de travail.
Grâce à cet éminent service, et à ce qu'on met aujourd'hui les actions moléculaires au nombre de celles d,ont on fait entrer le travail en considération, le principe des forces vives ou de la transmission du travail s'énonce clairement, sans restrictions relatives aux liaisons, etc.; et s'enseigne aujourd'hui dans toutes les écoles industrielles.
1848. Sur les roues à élever Veau. Mémoire présenté le 2 novembre et resté inédit^bien qu'un rapport de M. Girard (Institut, partie historique) en ait fait voter l'insertion aux Savants étrangers. Ses diverses parties ont été reproduites dans les notes sur l'architecture hydraulique de Belidor, et dans le 3' partie du Cours fait à l'École des ponts et chaussées.
(1) Voyex Appendice compléroeniairo ci-aprèf , p. 786.
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1818* Ao/e sur Paetion tnécantgue des combuitibles (Ann. de ch. et de pb.« t. XVII, 1821, p. 357). Considérations reproduites à la 3* partie du Cours.
1819. Examen de la tontine perpétuelle Siuiomée le 10 mai 1819 (brochure in-8* de 40 pages).
Navîer prouve avec beaucoup de clarté que cet établissement serait sujet aux inconvénients les plus graves. Ses avantages pour les actionnaires sont illusoires d'ailleurs comme le démontre un calcul fondé sur les méthodes de la théorie analytique des probabilités pour l'évaluation des fonctions composées de produits dont les facteurs sont de très-grands nombres.
1819. Architecture hydraulique de Belidor; nouvelle édition avec des notes et additions.
On a reproché à Navîer cette publication d'un véritable traité de mécanique, sous la forme de notes et corrections à un ouvrage ancien et volumineux.
Mais^ ainsi que l'exprime le rapport fait à TAcadémie par Poisson, Girard , Foprier et de Prony, Belidor, estimé et recherché par les ingénieurs, devait être réimprimé, et rien ne sent moins l'esprit de spéculation que ces notes si parfaites et si consciencieuses qui, partout, révèlent un ardent désir d'être utile à la science et à l'art.
Plusieurs de ces notes sont des chefs-d'œuvre, et leur publication a signalé l'apparition d'une ère nouvelle où la mécanique pratique se fonde désormais sur des principes certains. Et cette heureuse révolution devait être prompte, car, avec Navier, elle a eu pour promoteurs Coriolis et M. Poncclet.
Citons surtout Y Addition (liv. l, p. 376) Sur les principes du calcul et de rétablissement des machines et sur les moteurs. C'est là qu'après avoir fait voir que leur travail peut toujours être évalué en kxmè, ou en produits d'un poids par une hauteur, sorte de monnaie mécanique^ Navier remarque que les produits de ce genre ne sont autre chose que ceux qu'il a «introduits (p. 106} sous le nom de quantité d'action dans l'énoncé du principe des forces vives (voy. ci-dessus); et ce principe est ainsi reiiduj d'une manière incomparablement plus claire qu'on
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n'avait encore fait^ le véritable instrument des calculs feiati& aux machines. La masse de celles-ci est sans influence quand leur mouvement se règle par l'uniformité, mais non pas quand il se règle par la périodicité ; d'où l'emploi des volants^ dont Navier apprend pour la première fois à calculer les dimensions, et qui; comme il le remarque^ ne dispensent pas d'employer^ dans certains cas^ des régulateurs ou modérateurs dont il donne aussi la théorie.
Un peu plus loin^ une discussion judicieuse lui fournit» pour les moteurs animés, une table des quantités moyennes d'action ou de travail; que tous les auteurs reproduisent encore aujourd'hui.
Puis il donne, du calcul des roues hydrauliques et des machines à moudre, à forer, à scier, à épuiser ou élever l'eau, de nombreux exemples qui ont servi de modèles. Il y fait aussi la . première distinction nette des oriflces évasés et non évasés quant à la dépense de l'eau.
On y trouve aussi (note de la page 76) la première théorie à peu près exacte du choc, fondée sur ce que les corps se composent (comme il dit dés V avertissement ^ p. xi) de parties qui ne se touchent pas. etc., bien que, dans toutes ses autres notes, la mécanique soit présentée dans l'esprit ancien qui substituait des abstractions aux réalités physiques.
i8i9. Sur la flexion des lames élastiques ; mémoire présenté le 29 novembre, et inédit, bien qu'approuvé pour être inséré aux Savants étrangers^ sur le rapport de Prony (Ann. de ch. et de ph., 1820, et partie historique du tome IV de l'Institut).
Dans ce mémoire, Navier part de l'hypothèse, depuis confirmée, de Jacques Bernouilli, consistant à faire le moment de la résistance à la flexion proportionnel à l'inverse du rayon de la courbure supposée très-petite prise par la lame.
Voyez le n* X de notre historique ci-après.
1819-1820. Sommaire (lithographie) des premières Leçons de mécanique appliquée données à l'École des ponts et chaussées.
i» partie. Applications qui dépendent de la considération
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des corps dans Tétai d'équilibre. Résistance des solides. Massifs. Revêtements. Voûtes. Charpentes.
Objets accessoires. De Tusage des instruments géodésiques et antres» considérés sous le rapport de la précision des résultats. Expression de la probabilité d'une erreur sur le résultat moyen. De la meilleure méthode pour le corriger.
2« partie. Applications qui dépendent de la considération des corps dans i*état de mouvement. Hydrodynamique. Vases. Tuyaux. Canaux. Choc des solides. Résistance des fluides.
Sur la théorie de la chaleur.
3* partie. Des machines.
Déjà il disait : leur théorie emprunte ses éléments, i* à la Géométrie; S* à la Physique; 3** à la Mécanique. Ainsi il séparait déjà ce que, depuis. Ampère a appelé la cinématique.
Sous le titre : De la manière de disposer les roues, pignons, cames, etc., pour que les axes supportent les moindres efforts qu'il est possible, il donne des conseils nouveaux dont lobservatîon peut avoir une grande influence sur le succès des mécanismes.
Objets accessoires. De l'éclairage, appliqué aux phares surtout.
4820. Sur la variation de la température qui accompagne les changements de volume des gaz (Bulletin de la Société philoroathique, i8%,p.97).
4820. Mémoire sur la flexion des plans élastiques, présenté à l'Académie le 14 août, et note explicative remise quelques mois après aux commissaires MM. de Prony, Poisson, Fourier, Cauchy. Il en a été tiré quelques copies lithographiées.
1823. Extrait des recherches sur la flexion des plans élastiques (Soc. philom., juin et juillet 1823, p. 92). — Observations à l'occasion d'un mémoire de M. Cauchy (Soc. philom., juin et juillet 1823, p. 36).
Ce mémoire du 14 août 1820, connu seulement par l'extrait de 1823, intéresse fortement Thistoire de la théorie générale de TélasticiVé des solides, parce qu'il a été l'occasion des impor-
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tants travaux par lesquels Navier et Cauchy en ont posé les hases; et il contient^ à la fin, des résultats pratiques importants.
(Voir notre Historique ci-aprè?, n"' XXU, XXIX et LÎX.)
4821. Note sur le nivellement barométrique (Ann. de eh. et de ph., t. XIX, p. 60). Navier observe que lorsque la valeur d'un résultat se déduit d'une expression U contenant plusieurs éléments x,t/,... fournis par l'observation avec des erreurs àx,
,...., . * /^'U , rfU , \ Ay,..., son erreur relative totale est |^ l — ^x-\---j-' Ay-|-.... |.
Il en déduit plusieurs conséquences en considérant la température, l'observation du baromètre, etc.
1821. Mémoire {du M mai) sur les lois de Véquilibre et du mouvement des corps solides élastiques.
Renvoyé à MM. de Prony, Poisson et Fourier, il n'a pas été l'objet d'un rapport. Mais, après l'admission de Navier à l'Académie (1824), il a été imprimé au t. VH des Mémoires de l'Institut.
Un extrait avait paru aux Annales de chimie et de physique; un autre extrait, plus étendu, au Bulletin de la Société philomathique, 1823, p. 177.
Ce beau mémoire fait époque, car il a fondé la mécanique moléculaire ou la théorie générale de l'élasticité, développée presque immédiatement après par Cauchy, Poisson et MM. Lamé et Clapeyron.
Voyez l'Historique ci-après, n* XXIII.
1822. Mémoire (du 16 décembre) sur le mouvement des fluides en ayant égard à l'adhésion des molécules. Imprimé au t. VI (1826) des Mémoires de Tlnstilut.
Un extrait en avait paru aux Ann. do eh. et de ph., t.* XIX, 1821, p. 241, et deux autres, plus étendus, au Bulletin de la Soc. philom., 1822, p. 73, et 1825, p. 49 , et un autre au Bulletin Ferussac, t. V, n° 214.
Déjà, le 18 mars 1821, ou avant la présentation du mémoire sur les solides élastiques, Navier avait fait à l'Académie une communication sur ce sujet. li y donnait les trois équations
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d'équilibre indéfinies ou applicables à tous les points de la masse fluide; les cinq termes différentiels dû second ordre qui sont affectés de la constante qu'on peut appeler le coefficient du frottement du fluide, sont exactement les mêmes que les termes du mémo ordre entrant dans les équations de Téqui- Ubre des solides, sauf les trois projections des vitesses des points du fluide au lieu des trois projections des déplacements des points du solide sur les axes coordonnés; mais l'équation de continuité, exprimant la permanence du volume de chaque élément du liquide, réduit ces cinq termes à trois.
Le beau mémoire de l'année suivante (16 décembre 1822] ne fait qu'ajouter, avec diverses applications autrement traitées, l'établissement, par la méthode de la Mécanique analytique de Lagrange, des trois équations définies ou à la paroi. Les valeurs des pressions non normales qui en ressorteut sont aussi de même forme que celles qui sont relatives aux solides, sauf les vitesses au lieu des petits déplacements. r
Navier base en effet rétablissement de ces diverses équations sur une supposition analogue à celle qu'il a faite pour les solides, et consistant en ce que les répulsions et attractions qui s'exercent à des distances insensibles soit entre les molécules du fluide soit avec celles des parois solides qui les contiennent, sont augn}entées, dans Tétat de mouvement, de quantités proportionnelles aux vitesses relatives avec lesquelles elles s'approchent ou s'éloignent les unes des autres; car, dit-il, deux molécules voisines sont dans le même cas que s'il existait entre elles un ressort tendu; si elles se rapprochent ou s'éloignent, le ressort se contracte davantage dans le premier cas et moins dans le second; et, comme les molécules très-voisines n'auront jamais que des vitesses extrêmement petites relativement Tune à l'autre, on peut, quelle que soit la fonction, la supposer proportionnelle à cette vitesse.
Poisson (Journal deTÉcole polytechnique, 20* cahier, p. 152), Cauchy (Exercices 3* année, mouvement intérieur des corps dénués d'élasticité) et M. Stokes (Voy. ci-après 5* appendice, p. 733) sont arrivés, depuis, aux mêmes équations par des considérations qui ne diffèrent pas quant au fond de celles de Navier.
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Ety probablement, toute théorie qui supposera des mouvements variant graduellement et régulièrement d'un point à Fautre d'un fluide, conduira aux mômes équations [voyez note (6) p. 734, même § 73 du 5' Appendice].
Elles ne supposent, au reste, aucune oe/Ae^ton entre les mo» lécules du fluide, ou aucune viscosité. Les gaz ont un frottement tout aussi fort que celui des liquides.
De rbypothèse qui y conduit, il doit en effet résulter nécessairement un frottement des couches fluides soit contre d'autres couches, soit contre les parois, proportionnel à la première puissance de leurs vitesses relatives, ainsi que l'avait supposé Newton pour le fluide des tourbillons (Principes, livre 2% section 9* et dernière, hypothèse et proposition LI). C'est en effet ce qui a lieu dans des mouvements très-lents, comme l'a reconnu Goulomb (t. Vi des Mém. de l'Âc. des se. de llnstitut), et dans des écoulements très-réguliers et linéaires comme a dit Girard, c'est-à-dire où les molécules voisines décrivent des lignes sensiblement parallèles entre elles, ainsi qu'elles font dans ses expériences sur l'écoulement des liquides à travers des tubes capillaires à paroi très-polie, dont rentrée était convenablement évasée.
Il n'en est plus de même dès que les parois offrent des rugosités, ou seulement dès qu'il y a, à l'entrée des tubes, une contraction produisant des tourbillonnements qui se propagent d'un bout à l'autre comme l'a remarqué le même expérimentateur. Aussi Navier reconnaît que ses équations, qui font si bien ressortir Texistence nécessaire d'un frottement et de pressions inégales en divers sens quand le fluide se meut, ne sont point applicables aux mouvements, le plus souvent considérés, . de l'eau dans les tuyaux non capillaires ou dans les canaux naturels ou artificiels, où se forment une foule de mouvements obliques ou de tournoiements, etc., produisant des pertes de force vive translatoire et dont on ne peut tenir compte que par des termes proportionnels aux carrés des vitesses, évalués empiriquement jusqu'ici, et dont les coeflBcients croissent avec les rugosités comme le prouvent les expériences récentes de Darcy et de M, Bazin,
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4822. Deuxième par/ie (hydraulique) des leçons faites à V École des ponts et chaussées. — Autographiée.
1830. Même partie^ corrigée et augmentée. (Voir i838^ son impression posthume avec la troisième partie.)
1823. Notes sur les effets des secousses imprimées â un poids suspendu à des fils ou à des verges élastiques (Bulletin de la Société philomatique, mai 1823, p. 73).
n suppose négligeable, dans cette note, la masse du fil ou de la verge, dont il tient très-bien compte à Touvrage suivant.
1823. Rapport (18 septembre) et Mémoire sur les ponts suspendus. In-4'. Imprimerie royale.
1827. De l'entreprise du pont des Invalides. In- 8^*9 S8 pages.
1830. Rapport et Mémoire, etc. , 2* édition; augmenté de cet opuscule De l'entreprise, etc., de 1827 ; d'une Notice sur le pont des Invalides, et du détail des épreuves de simple traction, et aussi de percussion longitudinale auxquelles les fers ont été soumis.
L'ouvrage dont nous parlons, composé à la suite d'une mission en Angleterre donnée en 1821 par M. Becqucy, directeur général des ponts et chaussées, était peut-être, de tous ceux de Navier, le plus capable de lui faire honneur. Mais il en a recaeilli d'amers chagrins qui, sans doute, ont abrégé sa vie.
n était impossible de traiter plus complètement un sujet difficile, de mettre avec plus de sagacité, de dévouement, de bon esprit, la plus haute science et des notions plus saines et plus complètes au service de la pratique et de l'utilité générale.
< Gr&ces aux recherches de M. Navier d (dit M. Ch. Dupin à la fin an rapport fait à l'Académie le 29 septembre 1823), a la France,
< entrée la dernière dans un nouveau genre de construction, se > placera tout à coup au premier rang, n
Hais, au lieu de se borner à conseiller les autres, à leur dicler des règles rationnelles et des principes certains qu'ils n'eussent plus qu'à appliquer en les combinant au besoin avec quelques
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éléments nouveaux que les cas particuliers revient, etiiue le sentiment évalue à défaut du calcul, Navier voulut joindre l'exemple au précepte et offrir un spécimen des plus apparents, dont le succès eût forcé toutes les convictions, et eût été pour lui ou plutôt pour les études théorico-pratiques auxquelles il s* était voué; le plus beau des triomphes.
U choisit pour théâtre une localité où les Gonsidé^catiojsiB ndjininistratiyes^ les coQvenaaces étrangères à l'art , l'^pinio^ iiapricieuse, les influences diverses, disputent inévitableoMWt è ^'.utilité publique la décision des mesures, et où uneadminiatration.éclç^ée et hjien intentionnée «toutes les paîae^ 4u monde .it faire prévaloir ce qu'il y a de mieux.
Le beau projet du pont des Invalides, à Paris , avait été approuvéy malgré les oppositions suscitées par le choix de son emplacement. Le système d'exécution par compagnie d'actionnaires, nouvellement préconisé en principe, avait été adopté malgré les raisons exceptionnelles qui eussent ^ilité pour l'exécution par TÉtat. Tout, dans les diverses parties de ce
projet, avait été prévu, pesé, rigoureusement calculé, tout
excepté (disons-le) un seul point peut-être, la résistance, dans le sens horizontal , des massifs sur lesquels les chaînes de retenue, après avoir passé sur les colonnes, venaient s'appuyer et se courber circulairement pour changer une seconde fois de dipection et se plonger verticalement dans des puits, au fond desquels dles étaient solidement amarrées.
Il suffit en effet de jeter les yeux sur les figures 1 , planche Xfl (pont des Invalides], et â, planche XI, pour soupçonner un oubli, celui de l'influence du frottement des chaînes sur la di^ érection que doit prendre la résultante de leurs deux tensions avant et après ce changement de direction; car il semble que Navier supposait que cette résultante diviserait en deux parties égales l'angle des deux directions antérieure et finale comme sr ces tensions eussent été d'égale intensité. Or elles devaient différer entre elles de tout le frottement qui a lieu sur les pièces cylindriques de fonte le long desquelles la chaîne s'applique avant de se terminer verticalement.
C'est ce que Navier avait très-bien remarqué à Tarticle 464, qui renvoie à l'article 430 de son même Mémoire pour le calcul
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da frottement, exprimé^ comme on sait, par une exponentielle, et d'mie intensité considérable pour toute chaîne ou corde plus OQ moins enroulée sur un corps immobile. Il conseille sagement et prudemment de ne pas compter sur ce frottement pour diminuer la force de l'amarre finale. Mais la même prudence devait engager à le compter au contraire, et au maximum^ pour déterminer la direction de la résultante, car il la rapproche de l'horizontale, et c'était, ainsi, dans une direction peu inclinée sor l'horuon quil fallait faire opposer par le massif une grande résistance.
Ce point trop faible fléchit donc, et un léger mouvement s'y manifesta au moment où Ton démolit le pont de service et Fécbafaiidage.
L1u«tQîfed04 constructions oflTre une foule d'exemples de pa- X(àHs jiociflenta^ car^ sans parler du dôme de Saint-Pierre de Oome, dea supports de Sainte-Geneviève à Paris, de la digue de C|ierbourg, etc., il y en a mille dont on entend à peine parler et (pii (comme dit Navier dans sa brochure de 1827), loin d'entralnep la renonciation au projet, sont aussitôt réparés qu'aperçus. Qeliii deanuissiâ du pont des Invalides était des plus facilement r^wables ; il suffisait de cent ou deux cents mètres cubes de maçonnerie de moellons , c'est-à-dire d'une augmentation d'un k ^eux pour cent sur la dépense totale, pour faire cesser tout Diouvemept.
Mais OQ ^ait à Paris dans le quartier de prédilection des curiwix. Un apitoieipent indiscret sur l'anxiété de Navier avait été exprimé, le jour même, dans les conversations de l'Institut p9r un imp^Mdent ami. Les intérêts d'une compagnie fmancière ao trouvaient en jeu. La saison avançait et il fallait débarrasser la rivière de tout échafaudage, ce qui entraînait le démontage complet du pont que l'échafaudage soutenait. L'administration municipale /^e Paris n'avait accepté que comme contrainte un omplacemeqt qu'elle avait toujours désapprouvé.
Oq renonça donc à cet emplacement ainsi qu'au projet-spécimen et grandiose d'une seule travée de 160 mètres. Navier, par un aentiment de délicatesse, ne le défendit que tardivement, de peur de déterminer une décision trop contraire aux intérêts de jg compagnie» à qui l'on voulait refuser d'abord tout dédom-
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éléments nouveaux que les cas ppirticuliers revient, etijuie le sentiment évalue à défaut du calcul^ Navier voulut joindre l'exemple au précepte et offrir un spécimen des plus apparents, dont le succès eût forcé toutes les convictions, et eût été pour lui ou plutôt pour les études théorico-pratiques auxquelles il s'était voué; le plus beau des triomphes.
U choisit pour théâtre une localité où les Gonsidécations «diOiinistratiyes^ les convenances étrangères à l'art , l'/opinioi» j^pricieuse^ les influences diverses, disputent inévital)leoMAt è ^'.utilité publique la décision des mesures^ et où une administra tion.écl^ée et bien intentionnée 4 toutes les peixm 4u monde à faire prévaloir ce qu'il y a de mieux.
Le beau projet du pont des Invalides, à Paris , avait été approuvé, malgré les oppositions suscitées par le choix de son emplacement. Le système d'exécution par compagnie d'actionnaires, nouvellement préconisé en principe^ avait été adopté malgré les raisons exceptionnelles qui eussent milité pour l'exécution par l'État. Tout, dans les diverses parties de ce
l^rojet, avait été prévu, pesé, rigoureusement calculé, tout
excepté (disons-le) un seul point peut-être, la résistance, dans le sens horizontal , des massifs sur lesquels les chaînes de retenue, après avoir passé sur les colonnes, venaient s'appuyer et se courber circulairement pour changer une seconde fois de dlpection et se plonger verticalement dans des puits, au fond desquels elles étaient solidement amarrées.
Il suffit en effet de jeter les yeux sur les figures 1 , planche Xil (pont des Invahdes), et S, planche XI^ pour soupçonner un oubli, celui de l'influence du frottement des chaînes sur ia c/i- -rection que doit prendre la résultante de leurs deux tensions avant et après ce changement de direction; car il semble que Navier supposait que cette résultante diviserait en deux parties égales l'angle des deux directions antérieure et finale comme si^ ces tensions eussent été d'égale intensité. Or elles devaient dififérer entre elles de tout le frottement qui a lieu sur les pièces cylindriques de fonte le long desquelles la chaîne s'applique avant de se terminer verticalement.
C'est ce que Navier avait très-bien remarqué à l'aiiicle 461, qui renvoie à l'article 430 de son même Mémoire pour le calcul
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du frottement, exprimé^ comme on sait, par une exponentielle, et cfune intensité considérable pour toute chaîne ou corde plus ou moins enroulée sur un corps immobile. II conseille sagement et prudemment de ne pas compter sur ce frottement pour diminuer la force de Tamarre finale. Mais la même prudence devait engager à le compter au contraire^ et au maximum ^ pour déterminer la direction de la résultante, car il la rapproche de l'horizontale, et c'était, ainsi, dans une direction peu inclinée mr l^rîxon qu'il falluit faire opposer par le massif une grande résistance.
Ce point trop faible fléchit donc, et un léger mouvement s'y manifesta au moment où Ton démolit le pont de service et récbafaiidage.
L'hi«tQifed04 constructions offre une foule d'exemples de pafjiBîla f^denis, par^ san^ parler du dôme de Saint-Pierre de Borne, dea lupporta de Sainte-Geneviève à Paris, de la digue de Cherbourg f etc., U y en a mille dont on entend à peine parler et ipii (comme dit Navier dans sa brochure de 1827), loin d'entrainepig reponciation au projet, sont aussitôt réparés qu'aperçus. Celui ie$W4B9ib du pont des Invalides était des plus facilement r^MuralHes; il suffisait de cent ou deux cents mètres cubes de miiçonn^ de moellons, c'est-à-dire d'une augmentation d'un h ^eux pour cent sur la dépense totale, pour &ire cesser tout flQOttvement*
Mais OQ ^ait à Paris daps le quartier de prédilection des curiaux. Un apitoieipent indiscret sur l'anxiété de Navier avait été exprimé, le jour même, dans les conversations de l'Institut ftur un ipipr^dent ami. Les intérêts d'une compagnie financière ao trouvaient en jeu. La saison avançait et il fallait débarrasser la rivière de tout échafaudage, ce qui entraînait le démontage complet du pont que l'échafaudage soutenait. L'administration municipale i^e Paris n'avait accepté que comme contrainte-un eaiplacemenl qu'elle avait toujours désapprouvé.
Qp renonça donc à cet emplacement ainsi qu'au projet-spécimen et grandiose d'une seule travée de 160 mètres. Navier, par un gentiment de délicatesse, ne le défendit que tardivement, de peur de déterminer une décision trop contraire aux intérêts de U cooipagnie» à qui l'on voulait refuser d'abord tout dédom-
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inngcment, et qu'il avait été question de rendre responsable de rincident, et du retard d'une année qui en était la suite. Il fui donc décidé, malgré sa réclamation, que le pont serait reporté à 200 mètres j)lus en aval, au débouché de l'allée d'Antin ; qu'au lieu d'avoir un caractère monumental, il se composerait de trois travées, suivant le projet d'autres ingénieurs; que la compagnie, en indemnité de ses maçonneries perdues, etc., aurait aussi, avec une somme en argent, la concession de deux autres ponts sans concurrence ni rabais (ceux de la Grève et de i'Archevôché).
A cette époque surgissait déjà l'esprit de dénigrement, non pas seulement des savants, mais de la science, flétrie sous le nom de pure théorie opposée à la pratique dès lors exclusivement exaltée dans ce qu'elle a de plus matériel, et à laquelle on prétendait que les hautes mathématiques ne pouvaient servir en rien^ comme si, en fait de résultats de calculs , il y avait lieu de faire une distinction entre les procédés plus ou moins élémentaires ou transcendants qui y ont conduit d'une manière également logique. Des savants se faisaient les complices or les échos de ces critiques de l'ignorance. Navier, académicien des plus éminents et des plus utiles, sans cesse mis à contribution, et auteur de nombreux rapports frappés au coin de la sagacité et du bon sens, fut néanmoins, dès lors, à peine compris de la plupart de ses confrères. Il en fut, heureusement, dédommagé et distrait, en 1830, par la chaire d'Analyse et de Mécanique de l'École polytechnique, qui l'occupa beaucoup, et dont les élèves l'apprécièrent et l'admirèrent avec une sorte de passion.
Dans sa défense (brochure de 1827), il prononça ces nobles paroles : a On me dira sans doute : puisque vous ne pouviez apprécier avec une certitude absolue la résistance d'une certaine partie de votre construction, vous auriez dû en augmenter la nmsse de manière à vous mettre à l'abri de toute crainte. — Je réponds qu'en agir ainsi c'eût été suivre un système d'après lequel l'artiste, sacrifiant toute idée d'économie à sa réputation, outre aveuglément toutes les dimensions de son ouvrage. Ce système peut avoir des avantages, surtout pour ceux qui l'emploient, mais il a donné lieu souvent à bien des dépenses excessives et inutiles, il a excité les plaintes et les réclamations du pu-
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blic^ et un véritable ingénieur n'en fera jamais la i*ègle de sa conduite n pourra errer ; mais, en général, il. en coûtera
moins pour réparer son erreur que pour procurer à tout Touvrage une force superflue. »
Le mémoire de Navier sur les ponts suspendus n'en demeure pas moins, sauf l'omission signalée portant sur un point délicat, mais essentiel, un Traité complet et classique pour son époque^ et qui, devançant même l'avenir par la profondeur des recherches^ sera probablement toujours consulté.
Pour ne parler que de ce qui se rattache le plus à notre sujet, le calcul des oscillations imprimées par la chute d'un corps pesant, soit à une tige verticale frappée à son extrémité inférieure, soit à une chaîne dont cette secousse déforme la courbe et change en même temps la longueur par une extension qui se propage d'un bout à l'autre, seront toujours cités comme des modèles de l'application de la haute analyse à une branche importante et encore peu étudiée de la résistance des constructions, considérées presque exclusivement jusqu'à nos jours dans l'état statique.
(Voyez notre Historique ci -après, n'LV.)
1824. Troisième partie (Machines) des leçons faites à l'École des ponts et chaussées. Âutographiée.
1830. Même partie, refondue et augmentée. (Voy. 1838, son impression posthume avec la deuxième partie.)
1825. Note sur les questions de statique dans lesquelles on considère un corps supporté par un nombre de points d'appui dépassant trois [Société philomatique 1825, p. 35, et Bulletin Férassac, t. V, n' 100). — - Pour la première fois (voir V Historique, fin du n* XI) Navier a donné la vraie solution de ces sortes de problèmes, dont l'indétermination apparente, qui en faisait des énigmes sans mot, tient aux principes de la statique des corps supposés rigides, et cesse en remarquant que, dans la réalité, ces corps, et même leurs appuis, sont élastiques.
1825. Sur le calcul des conditions d'inégalité. (Même Bulletin, p. 66 et 81.) Navier développe les principes de ce genre de cal-
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culj dù k Fourier, et dont Temploi^ par son illustre inventeur» au problème dont nous venons de parier (d^ùn co^ps porté par plus de trois appuis)^ a constitué la dernière tentative des géomètres pour en donner une solution sans sortir de la statique élémentaire qui raisonne sur des abstractions. Cette solution Tourhit le plus grand poids dont on puisse charger le corps rigide^ en un point donnée sans qu'aucun des appuis supfiorte une charge plus grande que celle sous laquelle chacim romprait, et qui est supposée connue. Navier montre qu'elle ne donne qu'un maximum qu'on ne doit point dépasser.
1825. Flexion des verges courbes. [Idefn, p. 98 et iU; et Bulletin Férussac, t. V n« 24.) Cet article en deux parties e?t eitfalt du Mémoi^e sut* les lëtnes élastiques, présenté le 29 novembre Î8i9.
48S5* Solution de diverses questions relatives bm pumvement de vibration des corps solides (Société philom. 4825^ p. 478). i"* Mouvement de deux corps unis par une verge élastique sans masse. 2"" Choc^ contre un point fixe, d'une verge élastique qui se meut longitudinalement, et dont on connaît la masse. 3" Vihrations de cette verge rectiligne pour un élut initial do6né. 4*^ Idem si la longueur de Id verge est infinie. Application an cas où il n'y a de déplacement initial que sur une étendue trèspetite.
Les trois dernière^ solutions^ où l'inertie de la verge est prise en considération ainsi que la succession de l'entrée mi mouvement de ses diverses tranches^ sont d'accord avec oe ^u'oo trouve à la t* édition de la Mécunique de PoiâsoRy éditée seulement en 1833 (%
4825. Appareil pour essayer la force des chaînes du pont des
{}) On trouve au Bulletin de la Société philomaiique de 4826, page 180, upe Note de Cauchy, du 19 rèvrier 4827, sur le choc longitudinal de deui barres élastiques Tayant des longueurs inégales, et où ce Géomètre énonce^ sans indiquer son mode de calcul, dos résultats remarquables , qui ont été cités par Gortolis à son ouvrage Dm Cmlcut de$ effets des machines, mais qui pantsient avoir besoin d'élre confirmés.
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InvÉlhïés (ikem^ p. f63f. aVéô planfehe). Cet appafciiest ûti levier borizoïlitàf. Pour ëvîler Pindihaîson qu'il' prendrait par suite db PalloQgemeùt dta cliatnon éti eôsài, et le frottement qW serait considérable sur un axe de rotation fixe^ Navier donne à ce levier de deuxième espèce un point d'appui mobile^ portant de bas en baut^ par l'intermédiaire d'une courte tige verticale^ sur un second levier, qui est de troisième espèce^ et qu'on maintient à peu près horizontal au moyen d'une charge suffisante placée àFextiémité opposée.
1826. Résumé des leçons données d t École royale des ponts et chaussées sur l'application de la mécanique à l'établissement des constructions et des machines. PREmèKE partie^ sur la résistance des matériaux et sur l'établissement des constructions en terre^ en maçonnerie et en charpente.
1833. Deuxième édition. (Elle a été traduite en italien par M. d'Andréa^ professeur à TËcole militaire de Napleis^ avec diverses additions.)
C'est l'ouvrage dont nous rééditons la première section.
Il s'y th)uvait^ à l'époque où il a paru (1824 pour la distribution en feuilles aux élèves, et 1826 pour la mise en vente], un gi^nrf nombre de choses dues à Navier. Nous mentionnons^ aux n^ X, XI, XV et XVII de notre Historique ci-après, celles qur soill^ relatives* aux pièces solides et à leurs assemblages.
On y trouve aussi, avec la citation dé toutes les expériences connues, un choix judicieux (article VU, intitulé : Des plus grainds efforts, etc.) des coefficients numériques de cohésion permanente, auxquels les professeurs et les autem*s de traités n'ont presque rien cliangé depuis. — D^importanl's perfectionnements à la théorie des voûtes. — La détermination de la stabilité des murs de soutènement et des pieds-droits des voûtes, en ^ vjMi égard à la possibilité, non encore remarquée, de disjonc- \kiiiA âûïïs ces massif de maçonnerie, qu'on regardait aupai*antit coiùme des eorps d'une seule pièce. — La prise en considération de là possibilité de leur écrasement, quand la résultante (tes eiforts, sans tendre au renversement, passe trop près de Taxe de rotation. — Celle de l'inégale itépartition des effbHssur
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pressions^ d'une formulé basée sur la supposStioù cpié fa densité est cehe d'amont et la ][>ression ceRe d'aval comme pour un liquide ou comme dans la formule de Bémoulli, en corrigeant les résultats par un cœâicient un peu variable.
1828. Rapport (du 29 septembre y sur un mémoire de MM. Lamé et ClapèyrM concernattt Téquilibre intérieur des soKdes homogènes. (JoArnal de mathématiques dé Crelle^ t.* YII, p. 145. Voir VHistorique, tf XXX.)
i829. Rapport verbal à r Académie sur les études relativeÊ à Fart des constmetions de M. l'inspecteur généraf Bruyère. (Journal du génie civil^ t. m, p. 602.)
Ce rapport^ élégamment écrite et où Navier faisait ressortir Féminent mérite des œuvres de Tingénieur pour lequel il avait le plus d'admiration^ contient ce passage dont peuvent profiter tous ceux qui s'occupent de constructions :
« Combiner la dispositiotf d'un édifice^ ne fut-ce que Iv maison d'un simple particulier est une occupation intéressante. Les recherches qu*eHe exige ne comportent point les- dédo&tions rigoureuses qui appartiennent peut-être exclusivement aux sciences mathématiques et dans lesquelles il s'agit toujours de parvenir à une vérité unique et subsistante quoique inconnue. La multiplicité des solutions^ les nombreux essais auxquels il faut se livrer pour remplir de mieux en mieux des conditions reconnues et fixées d'avance forment une sorte de jeu piquant qui éveille et soutient l'attention. V architecte procède toujours par une méthode à laqtêdle on est égalemeni obligé de recourir quelle fois dans les sciences exactes, la méthode de fausse POSITION (^). Il essaie successivement diverses combinaisons et ne se lasse point jusqu'à ce qu'il arrive au terme où l'esprit et le goût sont satisfaits, et ils le seront presque toujours en même temps s'if est vrai que la beauté dans son art consiste surtout dans l'exact accomplissement des convenances de toute e^ce.»
(i) voyez ci-aprèfl $ 34 de la noie du q« 156, p. 34S-3^.
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1829. Aapport sur un nbiwèaù système de barrage y ptéèenié par M. Sortons pour faciFiter la navigation âëi rivléfës. (Joaràtf du sénie civile t. IL p. 147.) Ce système consiste en un bateau serrant de vanne et s^appuyani au moyen de rontèites contre les bajoyers. Plus l'eau s'élève en amont plus le bateau est soulevé et l'orifice est agrandi.
Ce rapport est très-lumineux comme tous ceux de Navier^et les conclusions en sont sages.
1830. Rapport sur la pompe à comprimer Pair, de M. Tkilorier^ fait à TAcadémie au nom d'une commission chargée de décerner le prix Monthyon. (Journal du génie civil, t. lY, p. 434.) — L'air, à mesure qu'il se comprime^ passe successivement sons trois pistons dont les diamètres déci^oissent progressivement, ce qui diminue les mouvements inutiles ou sans travail opéré. Lorsque des travaux sont opérés par Thomme ou les animaux^ c'est (dit judicieusement le rapport) à proprement parler leur temps et surtout leur £sitigue qu'il faut payer, et il est aujourd'hui bien-démontré, contrairement à une hypothèse ingénieuse de D. Bernonlli^ que la production d'une même quantité d'action peut causer des degr^ de fatigue frès-diffërente : on le concevr» sur le champ en se représentant un homme qui emploierait sa journée à agiter ses bras, etc.
On sait que des réflexions semblables ont condint, quelques années après, M. l'inspecteur général Favier à une méthode à peu près rationnelle d'opérer le tracé dès routes.
1829. Rapport verbal fait le 2 février, à F Académie, sur Pouvrage de MM. Tourasse ei Meltet^ îhtîfuîé : à Éssd sur les bateaux à vapeur,... sur les bateaux àqùàmôteAfô, ètC/s (Journal du génie civil, 1. 11^ p. 871.)
4829. Rapport sur l^ouvrage Du CàICul wb l'effet tfismAcmn» deCoriolis. (Journal du génie civil, t. IV, p. 564; et, aussi, eà tête de l'ouvrage lui-même.) Toujours prêt h laisser aux (Mires une larçe part de mérite, Navicr reconnaît que Ctoriofis *vait rédigé déjà en grande partie son ouvrage dix ans avant sa publication, c'est-à-dbe dans le temps otr il écrivait lui-méne les
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Notes sur Belidor qui ont appris à faire usage de la même manière du principe des forces vives et du travail.
1829. Note relative à l'emploi du fer dans les constructions en maçonnerie. (Journal du Génie civil, t. III.) Navier prouve clairement que les dilatations de ce métal par la chaleur sont sans danger, vu la faculté qu'il possède de s'étendre et de secontracter par la trrction et la pression.
1829. Considérations sur les travaux des routes en Angleterre et les procédés de Mac- Adam. (Ann. des Ponts et Chaussées, 1831; 2* semestre, p. 132; Journal du Génie civil, 1829, t. H, p. 1.) Cet écrit avait été prést^nté à M. le Directeur général des Ponts et Chaussées en 1822. Navier, après avoir niontré la supériorité de nos routes au point de vue de l'intelligence et de l'exactitude du tracé et de la régularité de la construction, fait ressortir celle des routes anglaises sous le rapport de l'entretien, et l'efTicacité des procédés auxquels Mac* Adam a attaché son nom, et dont aucune publication française n'avait encore parlé alors.
Dans sa conclusion il propose, pour les routes de France, les mesures qui ont été adoptées généralement quinze ans plus tard.
1829. De l'exécution des travaux publics et particulièrement des concessions. (Journal du Génie civil, t. VIII . 1830, p, 327; Annales des Ponts et Chaussées, 4832, V semestre, p. 1 .)
Dans cet écrit remarquable, Navier, loin de se laisser entraîner par l'opinion alors régnante, ne craint pas d'exprimer que les péages (hors ceux d'entretien) sont bien plus injustes que ne pouvait l'être l'ancienne corvée; qu'ils entravent le développement de la richesse publique, en restreignant singulièrement Y étendue du marché^ c'est-à-dire l'espace dans lequel chaque producteur peut acheter les matières brutes et vendre les produits fabriqués, et qu'ils rendent ainsi les canaux à peu près inu' tilesy en faisant préférer souvent le roulage, en sorte que leur construction a été une sorte de cercle vicieux. Il se résume ainsi : 1** Tutilitéconsiste surtout à diminuer la partie des frais de transport à la charge du commerce. 2» Userait à désirer que la dépense fût imputée sur les impôts publics. 3" Les concessions ne doi-
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vent cependaDt pas être exclues; mais, en les accordant, le gouvernement doit vérifier* l'utilité, le taux des péages; on ne peut y satisfaire que par des projets détaillés et une discussion approfondie; on n'y satisfait nullement en mettant les entreprises au rabais par une adjudication publique.
Navier était trop en avance sur les autres pour avoir la satisfaction de voir ses vues adoptées de son vivant.
4830. Comidéraiions mr les principes de la police du roulage[hv. in-8s et Journal du Génie civil, t. IX. ) Rédigé rapidement à la demande de M. J. Baude^ commissaire du gouvernement provisoire près TAdministration. — Il conclut que le tirage, ainsi que la dégradation de routes^ augmente dans un bien plus grand rapport que la charge.
1835. Considérations sur idem et sur les travaux d'enh^etien des routes; suivies d'un Appendice contenant un extrait d'enquêtes anglaises.
Cet écrit reproduit; avec des développements, un Rapport fait en 1832 par Navier ^ au nom d'une commission nommée le 31 juillet. De ûouveaux éléments acquis depuis, et fondés sur des expériences importantes, ont porté, en 184i, une nouvelle commission à proposer des mesures moins restrictives; et le perfectionnement du mode d'entretien des routes a permis d'aller encore plus loin.
1830. Rapport sur la Caisse d'épargne et de prévoyance fondée par ordonnance royale du 25 juillet 1818; lu à la séance publique annuelle des quatre Académies, le 24 avril 1830. (Journal du Génie civil, t. VIII, p. 257.) — Ce rapport, trèsremarquable pour le style comme pour le fond, donne Thistorique de cette institution en France, et aussi en Angleterre, où elle a contribué avec les associations de secours mutuels (connueschez nous depuis longtemps) également à arrêter l'effrayant progrès annuel de la taxe des pauvres, dans laquelle s'est transformée par la force des choses la loi de travail d'Elisabeth, et qui, chez nos voisins, «détruit entièrement, par une contribution forcée, le sentiment de la pitié chez les uns, celui de la
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gratitude chez les autres, et rompt ainsi les seuls liens qui puissenlt unir les classes extrêmes de la 'société. » Après une foule d^ considérations aussi sages qu'élevées, on s'étonne de trouver, vers la fin, quelques phrases concédées à Tesprit de l'époque, et hors du sujet à traiter.
1831. Note sur la flexion d'une pièce courbe dont la figure naturelle est circulaire. (Annales des Ponts et Chaussées, i83i, i" semestre, p. 428.) Cette solution, donnant d'une manière exacte des résultats un peu différents de ceux qui avaient été obtenus en supposant la figure parabolique, est reproduite à la r édition (1833) des Leçons, n** 468 à|483.
4831. Analyse des Mémoires de M. Girard sur le canal de VOurcqy la distribution de ses eaux, et l'assainissement de Paris. (Annales des Ponts et Chaussées, 1831, 2* semestre, p. 67.)
4631. Note relative au projet d'un mur de revêtement de Pavant-port de Dieppe* (Idpm» 3* semestre p. 340.)
4831 * Note sur le calcul d'une machine à vapeur. {Idem p. 420.)
4832. Rapport fait à l'Académie sur un mémoire de M. Bau^ court (de Charleville) relatif â la mesure de la vitesse des eaux delà Neva. (Annales des Ponts et Chausséer, 4832, 2* semestre, p. 4 ; et Journal du Génie civil, t. X, p. 254.)
Dans ce rapport approbatif , Navier fait ressortir Tutilité de la mesure des vitesses en différents points des sections d'eau. Il montre que le résultat des mesurages faits dans la Neva, soit quand sa surface est couverte d'une couche de glace, soit quand die est découverte et soumise à l'action du vent, soufflant tantôt dans la direction du courant, tantôt dans une direction contraire, sont d'accord avec la théorie, et mettent en évidence rexistence d'une sorte de frottement des filets fluides les uns sur les autres, et, aussi, de la part de l'air, d'un frottement considérable, tantôt retardateur, tantôt accélérateur du courant; et il conclut qu'on ne jpeut se dispenser de tenir compte de la direction et de la vitesse du vent dans un calcul de débit d'un canal à eau courante.
4332, Rapport ^ur un mémoire concernant de rfouvelles expérience/i 9ur fp frf^Umentj présenté à l'Acadérpie le 42 dé-
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cembre i831 par M. Morin. ( Annales des Ponts et Chaussées, iS3% 2* semestre, p. 77.)
4833. JlapporC sur de nouvelles expériences. [Idem, 1833, l" semestre, p. 234.)
1832. Bappori sur un mémoire de M. Chabrier, concernant les moyens de voyager dans l'air et de s^y diriger, et contenant une nouvelle théorie des mouvements progressifs. (Mémoires de rinstitut, t. XI, partie historique, p. Ixj.)
Ce Rapport, Irès-détaillé, suivi d'une note et de calculs, contient une théorie du vol des oiseaux (^) et de 'a natatioa des poîsMHis, et des considérations sur les moyens de diriger les aérostats. Navier détermine quel multiple la vitesse de progressiofi doit être de la vitesse de rabaissement de l^aile, et i) trouve trois fois dans un' cas particulier. La fatigue de Toiseau pour se soutenir est faible en comparaison de sa fatàgue pour avancer, n dépense par seconde, lorsqu'il plane, la quantité d'action (ou de travail) nécessaire pour élever son poids à 8 mètres de hauteur. L'homote, d'après son travail continu habituel, s'élèverait de (P,086, ou quatre-vingt douze fois moins qu^il ne faudrait.
Dec hommes dans un ballon mupi d^ roues à ailes obliques ne pQurraient lutter que contre un vent ,de 2"',?3'' par seconde pour tenir }e b&Uon immobile. On ne pourrait remplacer l'homme par la vapeur, car l'hoo^me est encore aujourd'hui Fa^pt mécanjqi^e qui, à poids égal, est capable de produire le plu3 grand travail contio.u. jU création d'up art de la navigation aéri^one est donc subordojiné à la découverte d'un nouveau moteur.
4833. Notice nécrologique sur M. Bruyère, inspecteur général des ponts et chaussées.
(Annales despontset chaussées, 4833, 2*sefnestre, p. 382).
(^) Ce sujet jtTiiMéiié été iralté par ir^rf^. Sm^f <^/ r^bnfl^ef fie ff^itihémr
Ufia, y. m.
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iSô'%» Sur le mouvement uniforme des wagons dons les parfies des chemins de fer qui sont tracées en ligne courbe» (Ann. des ponts et chaussées, 1834, 2* semestre, p. 357-370.)
Navier calcule le frottement dans plusieurs suppositions.
i835. Note sur la comparaison des avantages respectifs de deux lignes de chemin de fer, et sur V emploi des machines locomotives.
(Ann. des ponts et ch. 1835, V semestre, p. 129-179.)
Addition (idem, p. 381-385.)
Navier donne P (0,005 A ± H -|- [x A) pour l'expression du trava** moteur cppab«e de fdire parcourii la distance A et de faire monter ou descendre 'a hauteur H à m convoi d'un poids P, le dernier terme entre parenthèses étant lelatif aux montées non utilisées pour \v descente. Puis il examine ^e mouvement uniforiPe du convoi sur les diverse*- pentes, Je ,TîOuvement varié 'ors du passage de Tune à »'aol''Cj et, en se servant des seules données alors possédées sar l'effet des locomotives, et qui étaient tirées de Touvrage de Wood et Tredgold, il ramène Tappréciation comparative du prix de transport des 1000 kilogrammes à la fixation d'un très-petH nombre d'éléments.
1836. Nouvelles considérations sur l'emploi des machines lo» comotives dans (es chemins de fer et sur Tinfluence des pentes diversement inclinées, relativement à la dépens^ du transport. (Ann. des p. etch., 1836, 1" semestre, p. 1 à 43.)
Aucun savant n'a pu, plus que Navier, le bon esprit de rectifier ses calculs quand on y a signalé quelque erreur, ou quand de nouveaux documents lui ont appris qu'il les avait basés sur des documents incomplets.
Aussi,à Tapparition du Traité théorique et pratique des machines locomotives, oii M. de Pambour montrait que la pression dans leurs cylindres est très-sensiblement au-dessous de la pression dans leurs chaudières, et indiquait de nouveaux procédés de calcul, Navier s'empressa de refaire les siens, de tenir compte de l'excès de pression nécessaire aussi pour faire écouler la vapeur par la cheminée, et, encore, d'un élément qu'il reconnaît avoir omis dans son Mémoire de 1835, savoir la résistance de
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Fair qui s'exerce avec d'autant plus d'intensité sur le convoi que la vitesse de celui-ci est plus considérable.
Ce Mémoire a obtenu en 1837, après la mort de Navier, la première grande médaille d'or donnée par les suffrages des ingénieurs au meilleur article envoyé aux Annales (en 1835).
4835. Statistique appliquée à la médecine. Remarques à Toccasion du Rapport faite l'Académie, le 5 octobre 1835^ sur les recherches statistiques du docteur Civiale. (Comptes rendus des séances, t I^'^p. 247.)
« Le calcul, » dit Navier, « est employé seulement à déterminer la probabilité des conséquences auxquelles les observati(»ns ont immédiatement conduit, et à donner de cette probabilité une évaluation plus précise que le raisonnement seul n'aurait pu faire. L'étendue et la diflSculté de c^tte tâche ne doit point ef&ayer si la vérité en est le prix »
4836. Rapport sur une machine à élever l'eau j de M. Ja^ pelli. (Comptes rendus de l'Académie, i 1 janvier 1836^ t. H, p. 37, et Annales des ponts et chaussées, 1836, 2' semestre, p. lli)
1838. Résumé (posthume) des Leçons données à l'École des ' ponts et chaussées.
Deuxième partie^ contenant les Leçons sur le mouvement et la résistance des fluides, et sur la conduite et la distribution des eaux.
Troisième partie, contenant les Leçons sur l'établissement des machines.
Cest la reproduction de feuilles lithographiées vers 1830, que Navier n'a point revues, et dont il aurait sans doute, à l'impression, changé plusieurs parties.
Ainsi, au n* 62, pour l'écoulement par un déversoir^ en exprimant, conformément à la manière dont il envisageait le principe de la moindre action (invoqué par lui à l'édition autographiée en 1822], que la dépression de l'eau au-dessus de la crête doit être telle que la force vive de la quantité qui y passe dans l'unité de temps soit la plus grande possible, Navier prend pour cette force
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vive celle qui eit due à la vitesse moyenne des filets^ évaloée ml n* 35 en regardant leurs vitesses individuelles comme dues aux hauteurs du niveau du réservoir au-dessus de chacun. En égalant la différentielle à zéro, il trouve que cette dépression doit
être lc5(\/"îr""0 = 0,2753 de la hauteur du même ni-
Veau au-dessus de la crête du déversoir.
Mais Coriolis, M. Bélanger, et récemment M. Brashmann (Ck)mptes rendus 16 décembre i86i;p. 11i3), ont remarqué qu'il aurait fallu plutôt, à ce point de vue, prendre la somme des forces vives des divers filets. Or on trouve qu'elle est h son maximum quand la dépression est nulhy ce qu'il était facile de prévoir. La manière de déterminer théoriquement cette dépres* sion et la dépense par un déversoir est donc encore à trouver; le frottement des filets y a peut-être une grande part, et il ne parait pas que l'emploi du principe de la moindre action y soit propre.
On peut faire sur les n*^ 52, 67, 12i, d'autres remarques.
L'évaluation, au n» 119, de l'effet des coudes plus ou moins arrondis des tuyaux, peut être remplacée avantageusement par une autre plus rapprochée de celle de du Buat. (Voy. Comptes rendus, 6 janvier 1862, t. UV, p. 38.)
Le raisonnement du n*" 163, relatif à l'impulsion des fluides ' sur les corps plongés, est inexact, vu que les filets, en se recourbant à .la partie postérieure, exerceraient une action détruisant celle des filets antérieurs, si l'on ne tenait pas compte des frottements et tournoiements, qui jouent ici le rôle capital.
Cette deuxième partie n'en renferme pas moins un grand nombre de choses utiles et alors neuves,, entre autres l'évaluation des pertes de force vive à la manière de Borda, substituée avec liaison à celle de Bernoulli et de Bossut^ etc.
La troisième partie, concernant l'établissement des machineB, est conforme en partie à ce qui se trouve sur le même sujet dans les Notes sur Belidor (ci-dessus, 1810), mais augmentée de nombreux calculs, s'étendant à peu près à toutes les machines connuesi celles surtout qui servent à élever l'eau» entre les-
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quelles on peut distinguer la pompe spmtle, utile appareil qu'il a tiré d'un injuste oubli.
1840. Résumé (posthume) dti Leçons d'aitalyse données à f École polytechnique, suivi de notes par M. Liouville.
Ces Leçons, à la préparation desquelles Navier consacra de longues veilles, furent singulièrement goûtées des élèves^ à cause de leur lucidité^ de leur élégante simplicité^ et de Tesprit pratique dont elles sont empreintes. Aussi ont^elles été rééditées en 4861, malgré la publication d'ouvrages analogues d'un haut mérite, de MM. Duhamel et Sturm.
Pour lui, par exemple^ comme pour Newton, le coefficient difiërentiel est le degré de rapidité avec lequel la fonction varie quand sa variable vient à varier, ou lei pente, en chaque point, de la courbe qu'elle représente, etc. il rend visibles les résultats dé l'analyse au moyen de considérations géométriques. Il a, le premier^ introduit résolument dans les éléments les procédés itidispensables dMnlégration des équations aux dérivées partielles, avec des cohdilions aux limites, par séries trigonométriques» quoique celtt ne flgui*ftt pas sur le programme, en cela incotnpleti
1841. A^j^ume (posthume) des Leçons de mécanique données à r École polytechnique.
Cet ouvrage, comme le précédent, est la reproduction de feuilles lithographiées qu'il n'a pu revoir. Bien que cette science y soit encore traitée, en bien des parties, à un point de vue dont ses ttàvaux ont, plus que tous autres, contribué à «mener la ré^ forme (comme nous avons dit à propos des notes sur' Tarchitecture hydraulique de Belidor), il se trouve dans ce livre, rédigé avec simplicité et clarté, beaucoup de choses utiles à consulter et à prendre.
PRÉFACE (DE NAVIER
On doit à Galilée les premières tentatives qui aient été faites pour soumettre au calcul la résistance des corps aux efforts qui tendent à les rompre. Jacques Bemoulli, Leibnitz, Euler, la Grange, ont traité diverses questions de ce genre. On a fait sur la force des matériaux un grand nombre d'expériences^ parmi lesquelles on doit distinguer celles de Buffon. Coulomb a donné les principes de Téquilibre des voûtes et des murs exposés à la poussée des terres.
Ces recherches ont été jusqu'à présent plus utiles aux progrès des mathématiques qu'au perfectionnement de Fart des constructions. La plupart des constructeurs déterminent les dimensions des parties des édifices ou des machines d'après les usages établis et Texemple des ouvrages existants; ils se rendent compte rarement des efforts que ces parties supportent et des résistances qu'elles opposent. Cela présente peu d'inconvénients lorsque les ouvrages que l'on exécute ressemblent à ceux que l'on a faits de tout temps^ et ne s'écartent pas, dans les dimensions et dans les poids^ des limites accoutumées. Mais on ne peut plus en user de la même manière lorsque les circonstances obligent à sortir de ces limites^ ou lorsqu'il s'agit d'édifices d'un genre nouveau, et sur lesquels l'expérience n'a rien appris.
L'objet de ces Résumés est d'exposer les conditions de rétablissement des constructions que les ingénieurs dirigent, et de mettre à même de vérifier le degré de résistance de chacune de leurs parties. On s'est occupé principalement des constructions en charpente, sur lesquelles on trouve peu de détails dans les ouvrages destinés à l'instruction, et l'on croit devoir indi-
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quer succinctement les principes d'après lesquels les questions les plus importantes ont été traitées.
Nous considérons dans les matériaux deux qualités princi* palesy la force d'élasticité et la résistance à la rupture. Par force dCélasticiti^ on entend la résistance que le corps oppose quand on veut Fallonger ou l'accourcîr d'une très-petite quantité. Le rapport entre le poids qui allonge ou comprime un corps prismatique dont la section transversale est égaie à l'unité de surface, et la fraction qui exprime la variation de la longueur naturelle du corps causée par ce poids, est la mesure de la force d'élasticité : c'est la quantité désignée par E dans le n* 77. Par risiitance à la rupture, on entend l'efifort qu'il faut faire pour séparer les parties des corps, en agissant par exten* sion, ou l'effort qu'il faut faire pour écraser ces parties en agissant par compression. Le poids qui opère l'un ou l'autre effet, en agissant sur une section transversale égale à l'unité de surfoce^ est la mesure de cette résistance : c'est la quantité désignée par R dans le n* ii3.
La force d'élasticité et la résistance à la rupture doivent être déterminées par l'expérience pour les diverses substances, et l'on s'est efforcé de rassembler tous les résultats de ce genre qui paraissent être de quelque utilité.
La connaissance de la force d'élasticité donne les moyens de calcnler la quantité dont une pièce de charpente peut se comprimer, s'allonger ou fléchir sous une charge donnée. La connaissance de la résistance à la rupture permet de déterminer la limite du poids qu'une pièce peut supporter. Mais cela ne suflSt pas pour l'établissement des constructions, parce qu'il s'agit de connaître, non pas le poids qui rompt une pièce, mais le poids dont on peut la charger, sans que l'altération qu'elle subit angmente.avec le temps. La recherche de cette dernière limite, qui est de la plus grande importance, peut être rarement l'objet d'expériences directes; mais on peut ici se servir avec avantage* des exemples fournis par les constructions existantes.
SXXXVj PRÉFACE
Nous pemarquûns qu^en cédant aux eff(M>U auxquels elles sont exposées^ les parties des pièces s'accourcissent ou s^llon«t gent, et nous prenons la proportion de cette variation de longueur pour la mesure du degré d'altération de ces parties. Connaissant donc quel est^ dans les constructions dont l'expéf rience constate la solidité, la quantité dont les fibres qui subis» sent les plus grandes variations de longueur sont allongées ou aocourcies, nous regardons ces variations comme des limites que Ton peut atteindre, et qui ne peuvent être dépassées sans danger. A ces variations de longueur correspondent des eflforta qui seraient capables de les produire en agissant direotat ment par tension ou par compression. Ces efforts sont rer gardés comme étant les plus grands que les fibres puissent supporter; et la pièce, pour l'établissement d'une nouvelle construction, est eensée prête à rompre quand ces efforts ont Heu. C'est ainsi qu'en attribuant à la quantité R pne valeur beaucoup moindre R' (voyez le n"* I8i)^ les formules relatives au cas de la rupture peuvent servir à calculer les dimensions qui doivent être attribuées aux pièces dans le^ construction^.
Pour donner un exemple de ces évaluatiops, on dir^ que lu force d'élasticité du fer forgé est ^ = 30 000 000 000 kil.; c'est-à-dire que ce poids, agissant sur une barre dont la section transversale serait un mètre carrée allongerait pu accourcirait eette biu^re d'une quantité égale k sa longueiir prifuitive, les variations de longueur étant toujours supposées proportion* nelles aux poids qui les produisent. La résistance de la méipe substance à la rupture est R = 40 000 000 kil., parce que ce poids romprait une barre semblable en la tirant suivant s^ Ion-? gueur. Enfin, on admet que le fer serait altéré si les Qbres étaient allongées ou accoiircies de plus des 0,0005 de leur longueur naturelle i et comme cette variation de longueur ^ rait produite par uu poids de 10 000 000 kiU agissant sur U même barre, on attribue cette derpière valeur à la copstanteU', et l'oa regarderait daps une construction une l^^^rre do fer forgé pomme étant trop chargée, si les fibres les plus tendues ou les
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pluseompritnésB êupportaient un effortde plus de 40 000 000 kil. sur un mèira carré (voyez les n*^ 4S9 et 183).
Ces notions admises, tout se réduit à rechercher, dans chaque construction^ l'effet des efforts auxquels elle est exposée pour allonger ou accourctr les parties des pièces^^soit par une action dirigée dans le sens de leur longueur, soit par une action oblique ou transversale qui oblige la pièce à fléchir, et par conséquent allonge les fibres placées à la face convexe, et accourdt celles qui sont placées h la face concave. Les résultats qui avaient été donnés jusqu'à présent sur Téquilibre des solides élastiques ne s'appliquaient qu'à un très-petit nombre de cas. Mais au moyen des nouvelles questions qui ont été résolues, on peut aujourd'hui se rendre compte de la force des principales pièces, dans les constructions en charpente que les ingénieurs dirigent, avec la môme facilité et la même exactitude que Ton se rend compte de la force des chaînes dans un pont suspendu.
L'élément principal des calculs est l'évaluation des limites des efforts que Ton peut faire supporter aux parties des divers matériaux. Cett^ évaluation; établie d'après l'expérience des constroctions existantes, ne peut présenter une exactitude rigoureuse. Il pourra donc exister quelques différences dans les nombres qui seront adoptés par diverses personnes. Le temps et la réunion d'un grand nombre d'observations peuvent seuls fixer les idées sur ce sujet.
Les règles relatives à l'équilibre des murs de revêtement des terres ou des voûtes avaient été exposées dans d'autres ouvrages ; mais il était nécessaire d'avoir égard, comme on l'a fait ici, à la possibilité des disjonctions dans les murs ou dans les piedsdroits, que l'on considérait ordinairement comme des corps d'une seule pièce.
Les ingénieurs, en préparant les projets des travaux qu'ils dirigent, suivent ordinairement une marche analogue à ce qu'on nomme ûw» i^ ^oieno^s la méthode do fausse position, C'çsh
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à-dire qu'après avoir conçu et décrit par le dessin la disposition d'un ouvrage^ ils examinent s'ils ont satisfait à toutes les conditions nécessaires^ et rectifient leur projet juscpi'à ce qu'ils y soient parvenus. Parmi ces conditions, l'une des plus essentielles est Téconomie; la solidité et la durée ne sont pas moins importantes. Au moyen des règles exposées dans ces Résumés, on pourra connaître dans chaque cas les limites que Ton ne pourrait dépasser sans exposer Touvrage à manquer de solidité, n ne faudrait pas conclure d'ailleurs que Ton doit toujours, pour avoir égard à l'économie, se placer tout près de ces limites. Les différences que l'on trouve dans les qualités des matériaux, et plusieurs autres motifs, s'y opposent; l'art consiste principalement à juger jusqu'à quel point il est permis de s'en approcher.
AVERTISSEMENT DE NAVIER
SU u MDuiii iDinoN (its).
La première édition de ce Résumé, qui a paru en 1826, étant épuisée depuis longtemps, on a dû le réimprima, et Ton s'est efforcé de le rendre moins imparfait.
Nous avons rapporté les résultats des expériences sur la résistance des matériaux publiés depuis 1826, et plusieurs résultats inédits que M. Minard, ingénieur en chef des ponts et chaussées, a bien voulu nous communiquer.
Les inexactitudes ou erreurs qui avaient été reconnues, et
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dont plusieurs nous ont été signalées par M. Coriolis^ ont été rectifiées, et l'on a complété la solution de quelques questions.
On a évité toutefois d'augmenter beaucoup l'étendue de l'ouvrage (ce qu'il eût été facile de faire sans sortir du sujet). Il a paru convenable de se borner aux questions les plus importantes, et dont la solution pouvait servir d'exemple dans les nouveaux cas qui viendraient à se présenter. Comme il existe d'ailleurs un écrit dans lequel la théorie mécanique des ponts en chaînes de fer est exposée avec détail^ il eût été superflu de s'en occuper ici.
Nous avons indiqué les auteurs des résultats les plus remarquables qui ont été donnés dans ces derniers temps. Les personnes qui voudraient connaître en détail l'histoire des travaux dont cette partie de la mécanique a été le sujet, ^pourront recourir à divers ouvrages, parmi lesquels nous citerons principalement le Traité analytique de la résistance des solides et des solides d'égale résistance, par M. Girard^ membre de l'Institut; le recueil des articles, de Robison, publié après sa mort sous le titre de A System ofmechanical Philosophy ; l'ouvrage anglais de M. Barlow,' intitulé : An Essay on the Strength and Stress of Timber; le Traité de la poussée des terres, par M. Mayniel; les Mémoires sur la poussée des terres et sur les voûtes, donnés par MM. Français et Audoy, dans le n*" 4 du Mémorial du génie. On pourra juger, en consultant les ouvrages dont il s'agit, du point auquel ce genre .de recherches avait été porté, et des efforts qui ont été faits pour les étendre et les perfectionner.
On reconnaîtra principalement que les conditions d'équilibre d'un massif de terres, qui forment le sujet de l'article 1** de la II* section, n'avaient point été données, et qu'il en est de même à l'égard des résultats présentés dans l'article 3 de la même section, et des notions relatives à l'usage des tirants ou des ceintures de fer destinées à consolider les constructions en maçonnerie.
Quant aux questions relatives à la résistance des corps solides et à l'établissement des constructions en charpente, on
n'avait traité que les cas les plus simples de l'équilibre d\iiie pièce droite, c'est-à-dire les questions élémentaires exposées dans la première section de cet ouvrage, et le premier des cas d'équilibre d'une pi^ce chargée verticalement, qui forment le sujet de l'article 2 de la IV* section. Toutes les autres questions relatives à l'équilibre d'une pièce droite ou courbe, chargée horizontalement, verticalement ou dans une direction oblique, OQt été considérées et résolues pour la première fois par l'auteur. Il en est de môme des questions relatives à la flexion et à la rupture des plans. Les applications qui ont été faites de ces diverses solutions à rétablissement des principales constructions en charpente semblent mériter l'attention des ingénieurs.
N.B. Comme eette préface et cet avertissement de Navier offrent à peu près les seuls passages de son livre où il parle des recherches antérieures sur la matière qu'il doit traiter, nous pensons qu'on nous saura gré de donner, sur ce sujet intéressant» des détails en grande partie peu connus^ et que nous étendrons à peu près jusqu'à l'époque où nous sommes.
HISTORIQUE ABRÉGÉ DES RECITERCHES SUR LA RÉSISTANCE ET SUR L'ÉLASTICITÉ DES CORPS SOLIDES.
I. Moyen âye. — Les architectes de cette remarquable période ne nous ont initiés par aucun écrit dans le secret de la manière dont ils déterminaient les proportions de leurs constructions si légères et si hardies (^). « Ils cherchaient sans
(*) On ne trouye à peu près rien sur ce sujet dans VAlfmm ou le Calepin de Villard de Honnecourt, architecle du iiii* •ièele, publié en 1S58, afee laie, à l'Imprimerie impériale, el ini? I de po(et de feq H, Laum,
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cesse, 9 ditM. Vionei-Leduc(*), a et la routine n'avait pas de prise sur eux; en cherchant, ils trouvaient; ils allaient toujours
en avant, et ne disaient jamais : Nous sommes arrivés
Tous leurs efforts tendaient à équilibrer 4es forces et à ne plus considérer les points d*appui que comme des quilles maintenues dans la verticale, non par leur propre assiette, mais
par la neutralisation de toutes les actions obliques Ils
connaissaient le principe du levier droit ou coudé, et probablement n'ignoraient pas celui de la composition des forces concourantes, qui peut s'en déduire si naturellement quand les forces sont rectangulaires, bien qu'on en attribue la découverte à Stevin, qui le premier l'a formulé dans sa Statique en 4586. » Os avaient une sorte de passion pour la diminution du cube des appuis ; ils s^ livraient probablement à quelques essais comparatifs, à Taide de leviers, avant d'employer quelque pierre non encore comiue.
Quant aux charpentes, ils en connaissaient et raisonnaient les assemblages (*); mais le bas prix des bois permettait de donner de fortes dimensions aux pièces. On peut cependant présumer qu'ils savaient qu'une pièce prismatique chargée transversalement résiste en proportion bien plus forte par son épais* senr que par sa largeur, car Galilée semble avoir pour but principal, en cherchant le premier la loi théorique de cette résistance, de. déterminer au juste la proportion en question, ainsi que le rapport entre la résistance dite absolue qui s'exerce quand on tire une pièce dans le sens de sa longueur, et sa résistance dite respective ou relativey qui entre en jeu quand on veut la rompre par un effort dirigé perpendiculairement. Il y avait été amené, après une visite à l'Arsenal de Venise, en réfléchissant sur les causes de la non-réussite en grand des machines qui ont réussi en petit (*).
(^) Dictionnaire raisonné de l'Archt lecture française du xi* au xyi* siècle, t. IV^ article Construction.
(') On trouve dans Vlllard de Honneeourt la description du plancher formé par quatre pièces d*une portée moindre que le côté de la salle carrée qu'il est destina à recouvrir, celle d'une roue hydraulique dont les quatre rais principaux embrassent l'arbre sans remanier, etc.
(>) Académie des sciences, 4 70S, partie biiloriqua, p, iO%,
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II. Galilée. — L'auteur des immortels Dialogues, considérant donc d'abord un parallélipipède ou un cylindre horizontal encastré dans un mur (*) à une de ses extrémités^ et sollicité à Tautre par un poids^ et supposant égales toutes les résistances à la disjonction aux divers points de la base ou section située dans le plan du mur^ en sorte que leur résultante horizontale passe au centre de cette base^ met en équilibre cette résultante avec le poids en les faisant agir aux deux extrémités d'un levier coudé à angle droit, dont il place le point d'appui ou l'axe de rotation à la partie inférieure de la même base ou section de rupture. Les forces étant réciproques à leurs bras de levier, il conclut que la résistance absolue est à la résistance relative comme le bras horizontal, qui est la longueur ou la saillie du solide^ est au bras vertical, qui est sa demi-épaisseur ou hauteur.
De là Galilée déduit facilement qu'une pièce rectangulaire sollicitée de champ résiste plus que la même pièce sollicitée à plat dans le rapport de la plus grande à la plus petite dimension transversale; que les poids capables d'être supportés par des pièces soit encastrées à un bout, soit posées sur deux appuis, sont comme leurs largeurs, comme les carrés de leurs tisseurs, et en raison inverse de leurs longueurs; que les cylindres creux, tels que les os, les plumes, les cannes ou tiges de graminées, etc., résistent bien plus aux efforts transversaux, à égal volume, que les cylindres pleins, dans une proportion qu'il détermine ; ce qui lui donne lieu de se livrer, sur les œuvres de la création, à des considérations d'un ordre élevé. Enfin, fondant du même jet la théorie des solides d'égale résistance dont l'application procure la plus grande économie de matière, Galilée montre qu'une pièce encastrée, de largeur constante, . et dont la face inférieure est un plan horizontal, remplira la condition de résister autant partout d'un bout à l'autre si la face supérieure a pour coupe verticale longitudinale une para-
{}) Dialogo mcundo, Giornati tem, 4638. — Opère di GiHleo GtlUei, t. lU» p. 63, article 656 de l'èdiiion de 4744.
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bole dont le sommet est à Textrémité où le poids se trouve suspendu.
m. Suite de CMUlée. Blonde MareheUl. — Tous ces théorèmes de Galilée sont justes et ont été confirmés par les recherches faites ultérieurement, sauf toutefois celui qui donne le rapport entre les résistances à la rupture par effort longitudinal et par effort transversal, car c*est le seul point sur lequel influe Terreur de sa double hypothèse consistant à faire toutes | ^ales les tractions aux divers points de la section de rupture, et à placer au bas de cette section Tappui du levier fictif.
On lui a bien plus reproché, pendant quelque temps, la conséquence suivante qu'il tire de son théorème de la Forme pa* rabolique d'égale résistance d'une pièce encastrée : a D'où l'on voit, » dit-il (p. 8i), a comment avec une diminution de plus de 33 p. iOO on pourra faire des poutres sans rien diminuer de leur force, ce qui en particulier dans les grands navires peut être très-utile pour régler leurs couvertures; car dans de pareils édifices la légèreté importe infiniment. » Cette assertion a fourni l'occasion de contestations très-vives sar la priorité de la découverte et de la rectification de Terreur qu'on y croyait renfermée. Cependant le principe, posé par lui, de l'économie d'un tiers sur la matière, est parfaitement juste et applicable aux pièces posées sur deux appuis tout comme aux pièces encastrées, si ces {ûècesne sont chargées qu'en un seul point, car leur section longitudinale d'égale résistance doit offrir alors deux paraboles ayant leurs sommets sur les appuis et se rencontrant en ce point (*) . On ne doit prendre une coupe elliptique^ comme l'ont conseillé le célèbre architecte François Blondel dans sa deuxième lettre au physicien suédois P. Wurtius ('), et ensuite Alexandre Mar-
(*) Soui-nole de la p. 30 du t. H du Traité de la ConilrucUon des ponts de Caulhey; et, aussi, ii<* 323 (p. 503) de l'édition 1833 des présentes Leçons,
. (*) F. B. Epistçla ad P. W. in qud famoia Calilœi proposilio discutitur circà nahârum Imea qud lirube$ seeari debeani ut élut œqualië ubiquè resisienliœ, et in qud lineam illam non quidem parabolicam ut ipse Galilaut arbitratus est^ sed elUpikam eMse demonsiratur, (Data Paritiit, 1661.) Dans cette lettre, Blondel dil qu'il avait composé, dés 1649, un opuscule sur la Résistance des solide?^ intitulé GaiUœus promotuê. Sa première lettre, do 1657, éuit relttlTe aux expérienwi entreprises par le suédoli Wurllottar le même sujet.
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chetti, professeur à Fisc (*)| que lorsque la pièce doit résister à une charge quel' que soit le point où celle-ci agisse (ce qui peut être en effet le cas des poutres des ponts des vaisseaux) ; et alors, comme Ta remarqué Navier ('), la poutre û'edt d'égale résistance pour aucune position de la charge, car elle a ud excédent d'épaisseur partout excepté en un seul endroit; lA coupe en demi-ellipse ne lui donne cette propriété que lorsque la charge est également répartie sur toute la longueur, comme l'a remarqué également Navier ('); mais il y a toujours une économie de matière en l'adoptant dans l'autre cas (^).
IV. Hooke et MarioUe. Éiabllmieineiit da principe tondaiiieiiial. — Pendant que les principes de Galilée étaient commentés aussi et appliqués par le P. Fabri (Traité de physique, Lyon. 1669), par Vincent Viviani, et surtout par son continuateur le P. Grandi (Guido), camaldule, dont le traité, très-remarquable au point de vue géométrique (*), a été inséré à rédition de 1744 des OEuvres complètes de Galilée, deuxjdes plus illustres physiciens dont s'honorent l'Angleterre et la France posaient les bases de la vraie théorie de la rupture des solides, ou plutôt, et ce qui importe plus comme on va voir, des modifications qu'ils subissent longtemps avant qu'elle se déclare, et qui sont susceptibles de l'amener.
Eu 1078, Robert Hooke, à la suite d'une étude des ressorti d'acier (*) (surtout de montre], donnait son fameux principe ut tensio sic visy trouvé par lui, dit-il, dès 1660, mais annoncé seulement en 1676 sous l'anagramme ceiiinosssttuu C^), et
(*) De ReiUifnUd 8olidorum,ïn'^'', Florence, 4669.— Ad lectorem. — Propotilio 39. — Appendii. — Et, aussi, Lettera nella quaU êi ribatUmo Vingiusie accuse date dal P. D. G, G., 474 1 , pages 48 et 27.
(<) Page 333 (d<> 503) de l'ëdiUon de 4 833 des présentei Leçons.
p) Idem, n" 324, p. 604.
4 — ic (^) Sealementelle n'est alors que des — — = 0,245 aa Ueu det 0,333.
(") Geometrica demonêtraiio Fivianorum problenuUumf in-4<', 4699. (*) LecturesDe potenUâ restitutiYâor of Springt^ eiplaining the Power offpring* iugsBodies ; inséré i aes Philosophical Tract* and Collections. (T) K la suite de sa Description of Helioscopes and some other InHrumenis,
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énonçAut oomine basé de la théorie de l'élasticité, la proportion^ nalité des extensions ou contractions aux efforts qui les amènent ou qu'elles développent. Il explique par là les mouvements vibratoires des corps; et s*il ne tire du même principe aucun calcul de résistance à la flexion, il fait déjà cette remarque féconde^ que la matière des barres élastiques fléchies oppose une réaction (springing) de traction du côté qui devient convexe et une réaction égale de pression du côté qui devient concave.
Vers le même temps (en 1680] notre Mariotte, ayant aperçu par plusieurs expériences sur des tiges de bois et de verre que le rapport entre les poids qui produisent la rupture par traction longitudinale et par effort transversal était plus grand que celui qui résulte du calcul de Galilée, constatait aussi (^)que les parties des corps même Ui plus durs (tels que le verre, Tacier) « s'éten-' dent plus ou moins sous l'action de différents poids, » à peu près proportionnellement à ces poids, « et retournent ensuite d'elles-mêmes à Iqpr première étendue; o et qu'elles se compriment aussi, en sorte a qu'un bâton qu'on plie se resserre vers la concavité de la courbure et s'étend vers la convexité avant que de rompre f p et il ajoutait « qu'il est très-vraisemblable que ces pressements résistent autant que les extensions^ et qu'il faut une même force pour les faire ; » enfin, que les parties étendues ne rompent que parce que leur extension v[ent à dépasser une certaine proportion qu'elles ne peuvent plus souffrir.
U montre donc d*abord que si Ton met, comme Galilée, l'axe fixe de rotation au bas de la section, en sorte que les fibres Ion-, gitudinales dans lesquelles on peut concevoir le solide divisé ne soient qu'étendues, l'inégalité de leurs tensions diverses qui varient uniformément depuis sKéro pour la fibre inférieure jusqu'à ceUe qui est capable de rompre la fibre supérieure, place leur
(1) Traité da moufement des etnx (qui ne fut publié qu'en 4786 parlessoios de Ph. de la Hire après la mort de Mariotte, arrivée le 4 9 mai 4784), 1 volume 1d-4 3, et eofloite OEurret complètes, 6* partie, deuiiéme diseoors, où il ebercbe la force à doooer aoi loyaux de conduite et à leurs platines, relatif eomit A k hauteur d'eau qu'ils aupportenl,
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résultante aux deux tiers de la hauteur (*); et comme cette ré* sultante, à l'instant de la rupture de la fibre la plus tendue, n'est que la moitié de la force qu'il faudrait pour les rompre toutes à la fois par traction longitudinale^ on a entre cette dernière force (résistance absolue) et celle qui fait rompre pAr flexion (résistance dite relative) le même rapport qu'entre la longueur du solide et le tiers de son épaisseur (au lieu de la moitié qu'avait trouvée Galilée en supposant tacitement toutes les tensions égales).
Et, ensuite, vu les compressions d'une partie des fibres, dont ce premier calcul ne tenait pas compte, Mariette place définitivement au milieu de la hauteur du solide Taxe d'équilibre sur lequel elles ne sont ni étendues ni comprimées ( c'est-à-dire cette ligne que M. Ch. Dupin a appelée des fibres invariables, et M. Tredgold ligne neutre), et il considère à la fois les r^istances développées par les compressions en dessous et par les extensions en dessus. «
Il se trompe, il est vrai, par une singulière inadvertance, du simple au double dans la supputation du résultat ('), cequi lui fait trouver la même chose que a si toutes les parties s'étendaient, » ou que si la rotation se faisait autour du bas de la section et non pas autour du milieu, et lui donne le rapport de la longueur du solide au tiers de son épaisseur pour celui des résistances absolue et relative, ou les deux tiers du résultat de Galilée, quand il aurait dû n'en trouver que le tiers d'après son point de départ. On ne doit pas moins considérer Mariette comme ayant posé d'une manière à peu près complète, au moins pour les prismes ayant des sections de forme symétrique dans deux sens rectangulaires dont Tun est celui de la force sollicitante» les principes sur lesquels on se base encore aujourd'hui pour calculer les flexions, et aussi la résistance des solides dans les limites en deçà desquelles on se tient toujours, et où les extensions et compressions
(') Fontenelle obierTe, dans les Mémoires de r Académie pour 470S, que c'est lubstituer, poar le point d'application de la résultante, le c9Htr€,dê percutêhn ou d'oiclilation au centre de gravité de la section.
(*) Idem, U* alinéa du Discourt,
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des fibres restent sensiblement proportionnelles aux efforts qui les soUiciient.
y. Jacqoes Bemovlli. — C'est donc à tort (*] qu'on a à peu près généralement regardé Jacques Bernoulli comme ayant le premier, ainsi quMl le prétend, tenu compte des compressions, et comme ayant donné, conformément au titre de son écrit de 1705 (*)j la véritable hypothèse à adopter pour calculer ce genre de résistance des solides. L'illustre géomètre de Basle n'avait aucunement parlé de compressions dans son^ précédent écrit, contenant la découverte de la courbe élasti- ': que (*){voy, n»XII) et qui est d'ailleurs postérieur de neuf/ ans à la publication du Traité du mouvement des eaux. Il nefaiti même, à la théorie de Mariotte, qu'un seul changement peu heureux, consistant à regarder les extensions et contractions comme augmentant dans un rapport moindre que les forces qui les produisent ; il prétend le démontrer d'une manière mathématique en disant que si les compressions étaient proportionnelles aux poids qui les causent, la fibre finirait par a se comprimer dej^lus que toute sa longueur; » il ajoute qu'il en doit être de même des extensions, a parce qu'elles ne sont que des compressions négatives, » et il croit le confirmer, en ce qui regarde les pièces solide», par des expériences sur des cordes à boyaux^ qui en effet suivent cette loi(*), toute contraire à ce qu'on a récemment trouvé pour le fer et pour les bois étendus au delà
. (>) Navi«r en fait déjà li remarque à une note du Traité de la construction des IpoBUdeGautbey.t. H (4813), cbap. \", p. 90.
^ véritable nypoibése de la résistance des solides aTec la démonstration de la eovrbure des corps qui font ressort; lettre du 19 mars 4705^ insérée aux Mé- ■oires de l'académie pour la même année ; ou Jacobi Bemoullii opéra omnia^ U 11, p. 976.
(*) Jacobi BernoulliiCurTaturalamin» elastic». ActaeruditorumLipsiaJunii4694 pw 96), ou Opéra omnia, p. 676.
(*) Une corde à boyau de 3 pieds, chargée successivement de 9, 4, 6, 8 liTres, s'étendit de 9, 47, 93, 97 lignes, Undis qu'elle se serait étendue de 9, 48, 97 et 36 lignes si elle avait suivi la loi de proportionnalité.
L'historien de l'Académie pour 4705 ajoute cette raison peu concluante : « que ti les extensions étaient proportionnelles aux forces, comme les forces peuvent aagnenter à i'inani, il faudrait que les fibres pussent s'étendre aussi à rinflni, ee qui est absurde.
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de la limite de oonservation de leur contexture. De plus Bernoulii, se trompant du simple au double comme Mariotte^ dan« son lemme IV, affirme que « la force transversale capable de rompre, est la môme que si les fibres étaient ou toutes étendues ou toutes comprimées^ » et avance que la position qu'on adopte pour l'axe fixe autour duquel se font les rotations est tout à fait indifférente^ soit qu'on le mette en bas de la section ou en haut ou en tout endroit intermédiaire. C'est que, n'apercevant pas le principe de l'égalité nécessaire des deux sommes des forces tendant à accourcir les fibres et des forces tendant à les allonger (voy. n" YIl], principe qui est seul propre à fixer la position de cet axe, il cherche à échapper, par un raisonnement singulier, à la nécessité de déterminer cette position préalablement. La compensation partielle de cette seconde erreur par la première est cause de la conformité approchée de ses résultats avec ceux de quelques expériences de rupture faites précédemment par Mariette.
C'est ce qu'observe très-bien, en citant Parent et Bilfinger {voy, n* VI), l'auteur d'une note mise au bas du Lemme IV à l'édition complète des œuvres de Jacques Bernoulli.
Mais voyons d'abord ce qui avait été dit auparavant tou^ chant la loi des allongements des fibres sous diverses tractions.
VI. lieibnlte, Varl^non, Parent. — Leibnitz, en uillet 1684, c'est-à-dire deux mois après la mort de Mariette ('), dont il cite les recherches, mais comme ne coninaissaut que par oui-dire ses seuls résultats expérimentaux, admettait comme Mariette et comme Hooke la loi de proporlionnaUté des tractions aux allongements, en plaçant^ du reste*, comme Galilée, l'axe de rotation au bas de la section.
Varignon, considérant que cette hypothèse de proportionnalité de Mariette, quoique très-vraisemblable, a pouvait n'être pas au gré de tout le inonde », présentait, en 1702, un Mémoire sur la résistance des solides pour tout ce qu'on peut faire d'hypothèses
(1) Demontlraliones notœ de rcsisieniià ^oli^orum. (Arl.i erudîtorum, Liptiv, Julii lG84,p. 349.)
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touchant laforeeou la ténacité des filtres dueorps à rompre (^) ;daD8 lequel (en plaçant toujours l-axe fixe au bas de la section ou en ne tenant pas compte des compressions) il donnait une formule générale où la résistance opposée par les fibres restait une fonc^ tion indéterminée de leur extension , fonction sur laquelle on peut faire beaucoup d'hypothèses si^ns que le rapport des résistances pour diverses sections soit autre, au moins pour celles qui sont rectangulaires, elliptiques etc.^que cequ'a trouvé Galilée, à savoir le rapport des largeurs multipliées par les carrés des épaisseurs. Il faut^ on le conçoit^ supposer une autre loi que celle de proportionnalité aux premières puissances des extensions, si l'on veut que les formules donnent bien les charges capables de produire la rupture immédiate^ au lieu de ne donner, comme les formules dont on fait aujourd'hui usage, que les charges au delà desquelles la contexture commence à s'altérer, car cette loi simple ne s'observe pas jus{|u'à ce que la rupture s^o- ! père(*). C'est pour appliquer cette idée de Variguonque Jacques Bemoolli fit sa tentative, peu heureuse disons-nous, de 1705.
Mais les erreurs de supputation de BemouUi et de Maridlte furent très-bien remarquée» et rectifiées par un autre géomètre, .trop peu cité, l'académicien Parent, qui, après avoir publié divers mémoires relatifs à la théorie géométrique de la résistance des solides et à la détermination a d'autant qu'on veut de figures d'égale résistance » pour des modes quelconques d'application des forces ('), où il mettait encore, comme ses devanciers, l'axe de rotation au bord inférieur de la section, remarqua enfin très-judicieusement, dans un dernier travail (*) (comme fit Couloinb aussi quelque temps après) qu'un point ou une ligne indi» visible, comme e$t ce bord, ne saarait avoir assez de résistance
(1) Mémoire 4« rAcad^ie pour 470S.
(9) Voir d'iprés nolra DOtt du o** 464, p. 473 à 485.
(*) itfril 4704, 4 joio 4707 et 4708, et 22 rérrier 4740« au recueil dei
MéiBOlrM d« l'jUsadéiDia. C'est daoi celui de 4708 que Parent donne le moyen de lirer d'oo tronc d'arbre la poutre qui offre la plus grande résistance. (Voy. ciaprès, n» 480, p. 4 S8.)
(^) Essais et Recherches de nalbématiques et de physique, 3* volume, XI V méiBOirc : D« U vérUablt Méeaniqut des réâittanees relaUyet det toUdes^ il réfUxUmê tvir U tygtimt de M. BemouUi de Bàle, 4743.
pour servir d^appui^ en sorte qu'il faut une portion finie de la partie inférieure de la section du solide pour résister aux compressions. 11 prouva que la somme des résistances des fibres comprimées doit être égale à la somme des résistances des fibres étendues, ce qui est^ dit-il^ une propriété dont bn n'avait pas encore parlé. Cette propriété fournit , comme on sait actuellement, réquation servant à déterminer la position de Taxe de rotation, appelé maintenant ligne neutre ou des fibres invariables ('). En ajoutant les moments, autour de cette ligne, des deux espèces de résistance^ pour en égaler la somme au moment du poids qui tend à rompre par flexion^ il trouve facilement que les résultats de Mariotte et de BernouUi sont deux fois trop considérables; et le même raisonnement lui sert à montrer que leurs transformations en quelque sorte graphiques des deux moments en un seul étaient illégitimes et affectées d'un double emploi, 011^ ce qui revient au méme^ de l'omission d'une dpfalcation qu'il fallait opérer.
Bil6nger^ peu d'années après ('), fit la même remarque critique, et, en restituant à Mariotte l'idée première de prendre eu considération les compressions , aussi nécessaires pour l'équilibre que les extensions^ rectifia comme Parent la conclusion qu'il en tirait mal.
VII. Coulomb. — Occupés bientôt des questions mathématiques relatives à la flexion des tiges ou aux courbes élastiques
(1) Le raisonnement de Firent est remirquable. SI P est le poids suspendu à
une cxirémiié de la pièce horizontale encastrée OM, et si L, l, sur la section d*ea-
castcement, sont les points d'application des ré-
suluntes des tractions des fibres à traTers la pirUe
supérieure et de leurs pressions à traTers la partto
inférieure, ce raisonnement rerient à obserrer
qu'en représentant la première résultante par la
longueur LN de la pièce, il faut que le poids P
le soit par N» = Li, afin que ces deux forces, en
se composant ensemble, en produisent une Kl qui
/^ passe par ^ condition pour que la somme des no-
^^ menu de P et des deux rèsuluntes horiiontalei
suit nulle autour de ce point L Or il faut pour cela que la deuxième résultante
soit représentée par ln=zLK ; elle est donc égale à celle des tractions.
(>) Académie de Saint-Pétersbourg, 4729, t. IV, p. 478. De ioUdonm retiitentiâ spécimen.
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qu^elles affectent (voy. n* XIII ), les savants cessèrent de s'occuper de leur résistance à la rupture jusqu^en 1773^ époque où Coulomb présenta son célèbre Mémoire composé, dit-il, pour son usage particulier dans ses travaux d'ingénieur militaire à la Martinique, et où se trouvent posées presque toutes les bases de la théorie de la stabilité des constructions (^); mémoire où il montre que les questions d'équilibre y relatives peuvent se traiter comme des questions de maximum ou de mininmm, ce qui préludait, en môme temps que les recherches théoriques d'Euler et de Lagrange, à cette méthode de l'emploi du potentiel ou du travail mécanique qui est suivie aujourd'hui avec succès par des géomètres éminents (*) (voy, n» XLII).
Sans avoir eu probablement connaissance du Mémoire de Parent, de 1743, Coulomb se place de suite au vrai point de vue. D'un lemme de statique générale, enœre peu connu alors malgré son évidence, et consistant en ce que l'équilibre d*un système sollicité par des forces quelconques exige la nullité de la somme algébrique de leurs composantes suivant trois directions rectangulaires, il déduit que dans la pièce horizontale sollicitée verticalement, il doit y avoir, à travers toute section transversale, égalité entre la somme des tractions horizontales des fibres étendues, et la somme des pressions aussi horizontales des fibres contractées, ce qui lui donne, sur la section d'encastrement par exemple, la position de la ligne de séparation, ou des fibres qui ne varient pas de longueur. En égalant le moment du poids suspendu, c'est-à-dire son produit par la longueur du prisme ou par la distance entre l'encastrement et la suspension, à la somme du moment des tractions et du moment des pressions des fibres^ il obtient immédiatement le rapport, à ce poids, de la
(1) Bt»a% êUT une application des règle» de MaximU et Minhnit à quelquet pruÙèmn de italique relaiifià VArchUecture, (SaraDls étraDgers, aDDée4773, t. TU, publié en 4776.)
Ce mémoire a été réimprimé dans noire siècle aTec celui de 4784 lur la iorfioQ des filf et celui que le même Coulomb a publié sur les machines.
(*) Aucune cause naturelle, dit Euler (déTeloppant une id<lede D. Bernoulli), ne prodnil 4'elbt, qui, euTisagée sous un cerlAin rapport, ne soit on maiimum ou un minimum.
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forco de trdclion qui (cndruit toutes *les fibres autant que la plus tendue de toutes.
Ce rapport, quand la section a une forme rectangulaire à côtés horizontaux et verticaux, est celui de la longueur de la pièce au sixième de sa hauteur, ce qui fait deux fois plus que suivant le calcul de Mariotte^ moins exaci que ses principes^ et trois fois plus que suivant le calcul de Galilée.
Coulomb^ au reste^ tout en rejetant la roideur parfaite supposée par Galilée, ou la rupture simultanée de toutes les fibres sans extension préalable, remarque ti'ès-bien que si la matière du prisme ne suit pas jusqu'au dernier instant la loi de proportionnalité des efforts aux dilatations et compressions'^ Taxe final do rotation pourra se trouver ailleurs qu'au milieu de la section^ et que le rapport en question pourra être moindre (^). Mais il repousse l'opinion que cet axe puisse être au bas, par cette raison péremptoire, déjà aperçue par Parent, qu'une ligne sans épaisseur ne saurait supporter à elle seule une pression finie.
Vlil. Girard, Barlow^ Tred^old. — Le Mémoire de Coulomb comprend tant de choses dans peu de pages, que, pendant plus de quarante ans, l'attention des ingénieurs et des savants ne s'était fixée sur aucune^ ainsi que M. Poncelet l'a remarqué pour ce qui est relatif à la théorie des voûtes ('}.
Ainsi Girard, en 1798, tout en le citant, n'en avait tenu nul compte; et croyant, sur l'assertion de Bernoulli, que la position attribuée à l'axe des fibres invariables est indifférente, plaçait cet axe au bas de la section comme Leibnitz (^). Les principes si
(*) Oa peut TOir à ce sujel la note que noui avons miie au $ 154 ci-aprèt, p. 473 à 485.
(*) Examen critique et historique des principales théories ou solutions eoncer" fuint Véquilihre des voûtes. (Comptes rendus des véancct de l'Académie, l. XXXV, 1852, p. 497, 534, 577.)
(») Traité analytique de la résistance des solides^ et des toUdei dfi^aU WïïUtance, Gel outrage est écrit a?ec une clarté élégante, et les nombreui Gticuli y sont asseï bien faits. Mais leurs bases, et les conclusions, sont souveot faasies; par exemple, pour les solides encastrés aux deux bouts, quand la charge li'etitMtt à égala distance des encastrements etc. Aussi, son utilité se réduil-elleà celle des résuluis des expériences de la section 3* sur la fbrcs et VéUuUcUé spécifi/pM du chine et du sapin.
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simplet poiés par (k>uloinb ne furent étudiés et compris que dans notre siècle. Encore ne le furent- ils que peu à peu, car, tout en donnant une expression exacte du moment total des forces qui s'exercent à travers toute section symétrique, Duleau ['), sans faire attention à la S" proposition préliminaire de Coulomb et à ce que signifient deux petits triangles dont il égale les aires entre elles pour exprimer l'équilibre des forces horizontales ou régalité de la somme des tensions à la somme des pressions des fibres, croyait voir que, d*après ce savant, la ligne de passage des tensions aux pressions devait se déterminer en égalant la somme des moments des premières à la somme des moments des secondes; principe faux qui assignerait à cette ligne ou axe des fibres invariables une situation très-différente de la véritable^ pour les sections qu'elle ne partagerait pas en deux poilioni 83rmétriques.
Plusieurs autres auteurs éminents, entre autres M. Barlov^ ('}, faisaient la même confusion, avouée ingénument et rectifiée par cet illustre correspondant de Tlnstitut dans son dernier ouvrage sur la force des matériaux ('), en citant M. Eaton Hodgkinson comme la lui ayant judicieusement signalée (*]. Leur habile et savant compatriote, M. Tredgold, en mettant comme eux, et comme Coulomb et Young, Yaxe neutre à sa vraie place pour les sections rectangulaires, imaginait un principe singulier ^') pour en déterminer la position dans les sections d'ono autre forme, sans comprendre encore le principe si simple et si rationnel de Parent et de Coulomb.
(1) Estai théorique et expérimental sur la résistance du fer forgé; mémoire présenli en 4843, et imprimé en 48120; pages 3 et 3.
(•) Jn Bsêay on tke Strength and Stress of Timber, 4847, arU 490.
t*) A Treatise on the Strength of Timber, cast Jron, malléable Iron^ etc. 4 837 , art. 40.
(*) Au TOlame IV des Mémoirea de Mancbetter, nouvelle série.
(•) Essay on the Strenpth of cast Iron^ art. 85» ; et Elementary Principles of Carpmiryt G« principe qu'il substitue, dit-il, k plusieurs règles fausses données par l«t aneiena auteurs, était qu^en doublant cbacune des deui parties dans lesquelles l'axe neutre diTise la section donnée, les deux sections de forme sjmëtriqae qui m résultent soient celles de deux pièces do même résistance l'une que l'ivtre ; it refient à la condition que, pour les deux parties, le moment d'inertie nutour-de ctt axe cherché, di? iaé par la hauteur ou plus grande ordonnée, donne le même quotient ; ce qui n'atteint point le but réel et Téritable.
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IX MaTler. Premlem es0al«9 ctlenrrectiflèMi^M.
— Navier aussi, dans les premiers écrits de sa jeunesse , se laissa tromper par l'assertion de Jacques BernouUi et de Ha* riotte, relative à l'indifférence prétendue de la situation adoptée pour la ligne des fibres invariables; il chercha même à l'appuyer d'un raisonnement ('], qui prouve seulement que^ soit qu'on la place au bas ou au milieu d'une section rectangle, le moment des résistances est comme le cube de l'épaisseur pour une flexion déterminée (et non comme le carré, ainsi que l'avaient cru Girard et beaucoup d'autres) (*). De plus, quelques résultats d'expériences lui faisant soupçonner a un vice caché dans la composition des formules, » il entreprit d'en donner de nouvelles : il supposait pour cela que chaque fibre , bien qu'infiniment mince, opposait à la flexion (comme les lame$ envisagées par BernouUi et qui venaient de faire l'objet de son étude), une certaine résistance proportionnelle à sa courbure, et que, vu sa liaison avec les autres, elle opposait à Textension une seconde résistance, supposée à la fois proportionnelle au degré de son allongement, et à sa longueur absolue (']; ce qui lui donnait pour la somme des moments des résistances des fibres une expression composée de deux termes (*).
Mais Navier ne pouvait rester dans cette singulière erreur, que nous avons dû mentionner parce qu'elle se trouve dans un volume non réédité d'un grand ouvrage. Il la rectifia dans son premier cours de l'école des ponts et chaussées en 1819. On y voit qu'il donna alors ('), pour le moment total des résistances des fibres, une expression exacte, la ligne des fibres invariables étant
(i)Tome 11(4813) du Traité de la coDslrucUoo des ponU de Gaathey, note aprèi le chapitre 4*^, page 30.
(*) El lui-même à ce qu'il paraît, aTant d'aToir été détrompé i ce iv^iet par M. Bernard, aujourd'hui correipondanl de rioslilut, alors éléfe hors de ooDCOun (4843).
(•) Idem, sout-nole, page 33.
(^) Idem^ page 34. Il est érident qu'en écrWant la sons-note de cette page, il oubliait de tenir compte, en déduction, des actions et réactions nutuelles des parties dans lesquelles il divise une tige ou une fihre qu'on étend.
(>) Sommaire (lithographie) des leçons de mécanique appliquée données à TËcoledes ponts et chaussées, 4849-4 8^0. Première partie, n* 60 (De la ré sisunce à la flexion des corps prismatiques suivant la figure de leur section transversale).
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supposée connue; maîsque^ comme Duleau, il déterminait encore cette ligne en posant une équation fausse entre le moment total des résistances des fibres allongées et le moment total des fibres accourcies, moments qui sont bien loin d'être égaux dans les pièces à base de triangle, de trapèze^ de 1* simple^ etc.
Ce n'est que dans son cours de iSU, imprimé et distribué par feuilles la môme année, et publié en i8SK6, c'est-à-dire dans la première édition de l'ouvrage que nous rééditons, que toute erreur de ce genre fut corrigée^ et que Navier, seul entre tous les auteurs, détermina la ligne que traversent les fibres invariables sur des sections de toute forme, en égalant entre elles^ non plus les deux sommes des moments^ mais les sommes des résistances elles-mêmes des fibres tendues et des fibres pressées. D'où il déduisit, le premier aussi, le principe si simple du passage de cette ligne par le centre de gravité de la section lorsque la matière est d'égale contexture dans toute son étendue^ et qu'on se tient dans les limites de la conservation de la contexture, ou, comme on dit, de Vélasti:
^ité^ ou plutôt tant que les efforts restent proportionnels
^aux effets.
X. IVaTler («nite). Yoan^. — Dans ce même remarquable cours de 1824^ dgnt. çpus avons été un desauditeuirs, et qui fit faire à cette branche de la Mécanique un pas considérable^ Navier rattacha plus franchement et complètement que n'avaient fait ses prédécesseurs^ la théorie de la résistance des solides à celle de leur élasticité, ou celle de la rupture par flexion à celle de simple flexion sans rupture (*), dont l'illustre physicien Thomas Young avait, en 1807, donné les formules exactes en y faisant entrer, le premier, un module d'élasticité^ mais en ne s*occupant que des sections divisibles en deux parties symé-
(^) Dès 4 SI 9, (Uni un article (au n" 71) de son eours Ulhograpbié, intitulé : De la rupittre conndérée comme V effet de la séparation des fibres allongées ou de técratemetU des fibres accourcies, il exprimait que la théorie de la rétistanee à la rupture exposée dans les autres articles au point de rue de ses devaiiriers était eo quelque aorte artiOcielle et qu'il fallait y renoncer.
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triquee par une ligne liorizontale qui est alors évidemment celle dos fibres invariables (*).
11 put ainsi résoudre ime multitude de questions non encore abordées ; car ce sont les petites déformations subies par une pièce solide qui déterminent la distribution des etfoils, nonseulement entre les diverses fibres à leur passage à travers une même section^ mais aussi entre les diverses parties de cette pièce et entre les diverses pièces d'un même système.
Navier fit à la fin de l'art. IV (!2« remarque du $ loi ci-après), une distinction essentielle entre la résistance à la rupture immédiate ou prochaine dont il est presque impossible et heureuseûient peu utile d'assigner les lois, et la résistance à une rupture éloignée y ou à une énervation qui amènerait la rupture au bout d'un temps plus ou moins long (^), et il montra (ce que Young avait indiqué en passant connue nous venons de dire) le vrai parti qu'on peut tirer des formules de flexion pour en prévenir les chances, en limitant convenablement les dilatations ou extensions, ce qui convient mieux et produit souvent d'autres résultats que de limiter les effoi-ts ou tensions ; et ce qui n'empêche cependant pas , si on le trouve commodoi d'éliminer ensuite les dilatations-limites^ ainsi que les coefficients d'élasticité, des
( *) A Courge of ÏAKturei on nalural Philosophy and the meeânical ArU, ÏJt tt'. Young y dit, vol. 4*'', p. 1 41 , que riUération permanente do forme limite U force dea matériaux presque autant que la fracture, puisque l'efTorl qui est capable de produire cet effet est suffisant pour l'accroître Jusqu'à ce que la fracture aft llea* bien qu'il reconnaisse (p. 442) que cette altéraUon de forme «te fa»9t pa$ perârt Vilaatieiti (roy. ci -après p. Sî) ; et toI. U, art. 335, que la réfistance oit !!• mitée par l'extension ou la compression que la substance peut supporter sans manquer (failing) ou s'aÛaibiir.
Son Module est (ci-après, p. 48) la hauteur en ponces que donne le ^noUtott de la charge d'un prisme d'un pouce carré de base par l'allongement on le raccourcissement qu'elle produit pour chaque pouce de hauteur, et aussi par le poids du pouce cube ; ce qui fait, en substituant le mètre au pouce angliii, le poids E de Navier divisé par le poids du mètre cube, ou exprimé en hauteur d'un prisme de mémo matière ayant le mètre carré pour section.
(^] M. de Guillebon (lithographie du cours qu'il a fait en 4839) dit i cette occasion que la désignation, moment de rupture, est donnée i tort â l'expression qu'on égale au moment des forces extérieures pour poser la condition de stabilité; car, vu que la propuriionnalKé des forces aux dilatations et corapressions ne ie conserve pas, l'équation qui en résulte est fausse si on l'applique à l'état otft ae trouve la pièce à l'instant qui précède celui où elle rompt.
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équations de cohésion ou de non-mpture; en sorte que ces exprès^ sîons des conditions de la stabilité de la contexture des pièces peuvent ne contenir que des efforts-limites (*), dont les valeurs sont fournies par diverses expériences ou observations. ( Voy. n- XLÏV.)
XI. Suite de IXmwier, Ca« où le calent des ré- «Ictoneeii doit être précédé de celai des fleiLioiiM.
— Si d'ailleurs on peut, dans quelques cas^ poser les équations de stabilité d'une manière directe, sans parler ni des flexions éprouvées ni du coeflicient de rélasticité qui y résistait, il est absolument nécessaire, dans une foule d'autres, d'opérer préalablement le calcul analytique de ces flexions, et plus généralement des déplacements des points des pièces. Ce sont, par exemple (voir ci-après, § 7 de la note du n"* 113), les cas où les flexions qui seront prises augmenteront sensiblement certaines composantes des forces extérieures, et surtout leurs bras de levier, comme quand les pièces sont sollicitées dans une direction parallèle ou presque parallèle à la leur. Ce sont aussi ceux où il y a lieu de combiner ensemble une flexion et une torsion. Mais ce sont surtout les cas nombreux où une partie des forces est inconnue parce qu'elles consistent en des réactions d'appuis ou d'encastrements, des actions mutuelles de diverses pièces assemblées , etc. , qui ne sont point données à priori , et pour la détemûnation desquelles les théorèmes de la statique élémentaire, exprimés entre les seules forces extérieures ou non-réciproques agissant sur un corps, ne fournissent qu'un' nombre insuffisant d'équations.
Ces sortes de problèmes, d'une nature implicite, peuvent être résolus, comme nous veiTons au H' XLIX, par un procédé généra), consistant à construire analytiquement les expressions des déplacements des points en fonction des forces tant connues
(^) V. ei-iprès $S 7 de )a note du n* 413, p. 93; 44 du n- 156, p, 83 , et note (^] de la p. 829, Appendice coMplèmcnlaire, § 94* Une erreur du d" 303 do la ibcilon IV de Narler relatlte à la silunllon de la seclion dangereuse ou de mptare dans une pièce horizontale chargée de diren poids, a été corrigée dans un cours lithographie de 1837-1838.11. d'Andréa, dans sa traduction lulienne de 4So6, afail Taii la même correction.
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qu'inconnues, celles-ci représentées par des lettres, et de s'en servir pour exprimer les conditons définies que les déplacements doivent remplir aux points particuliers où ces forces agissent, par exemple leur nullité aux points fixes^ leur égalité et les raccordements qu'ils doivent observer aux jonctions des pièces ou des diverses parties dans lesquelles il faut partager une même pièce parce que les déplacements y sont donnés par des équations différentes (*). De cette manière on parvient constamment à poser autant d'équations qu'on a d'inconnues à déterminer; car il n'y a, dans les questions de mécanique physique, évidemment aucune indétermination.
Navier a posé et résolu le premier, dans son Cours de i824 (et même déjà dans celui de i819), un certain nombre de ces sortes de questions, celle par exemple de la pièce encastrée aux deux bouts et sollicitée ailleurs qu'au milieu de sa longueur (de sorte qu'on ne puisse pas obtenir, comme Girard, la solution par une assimilation à un cas plus simple] ; celles de pièces droites posées sur plus de deux appuis, ou do pièces courbes arrêtées aux extrémités ; enfin, le fameux problême de décomposition d'une force suivant des droites matérielles concourantes au nombre de plus de deux dans un même plan ou de trois dans des plans différents ('). S'il n'a pas indiqué la méthode générale dont l'application à tous les cas réaliserait l'espérance de sa préface de 1826 (p. Ixxxvij), si même, pour diverses
(1) Navier a appris i poser ainsi des équaiions disiiocles pour lei flexloot de ces direrses parties, qui sont séparées par des points où agissent des forces itolëeSy et autres où U loi de sollicitation change. U n'a pas eu besoin ainsi de recourir, comme a fait Poisson, i remploi difficile des fonctions ditcontinuei. (Traité de mécanique^ 2* édition, 1833, n» 323.)
Nous avons eu lieu d'apercevoir qu'une division de ce genre doit encore être opérée, même quand il y a parfaite continuité ou aucun changement de forme des eipressions, lorsqu'il s'agit de déterminer par exemple la flexion d'un annein ou d*un ressort de dynamomètre fermé, car une pareille pièce n*a pas d'extrémité; il faut donc poser l'équaiion d'équilibre, non pas, comme à l'ordinaire, de toale la partie au delà d'une section qnelconque, mais d'une portion comprise entre deux sections, en remplaçant la portion au delà de la seconde par une force el un moment, dont on détermine ultérieurement les intensités en posant les conditions do raccordement. (Cours lithographie, 4S37-1S3S n"* 49, 8S; oa Comptes rendus 1843, 6 novembre, t. XVII, p. 1025.)
(>) N* 633, page 34& de l'édition de 1S33.
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sortes de charpente^ il est revenu aux décompositions arbitraires ou hypothétiiiueSy fondées sur des suppressions, dont on se servait vaguement avant lui, on doit toujours lui attribuer le principe de ces solutions de questions qui ont été longtemps pour les géomètres une énigme désespérante, restant en effet sans mot tant qu'on attribue aux corps une parfaite rigidité (*) qui ne se trouve réellement dans aucune de leurs parties, ni môme probablement de leurs dernières particules (') et qui rendrait tout indéterminé dans la répartition intérieure des efforts auxquels elles sont soumises.
Au reste, à la même époque, dans une note (') intitulée Sur les questions de statique dans lesquelles on considère un corps supporté par un nombre de points d'appui surpassant trois^ Navier, en rapportant les résultats de ses belles solutions relatives à la pièce élastique droite ainsi supportée, observait très-bien que l'indétermination apparente cessait en tenant compte de rélasticité ou du corps, ou des appuis, ou de Tun et des autres j à la fois.
Le même cours de iSii contient la solution de beaucoup d'autres problèmes sur lesquels nous reviendrons au n° XV.
Xll. Courbes élastiques planes. Jacques Ber- Moolli. — Parlons auparavant des courbes élastiques y et d'abord de celles qui sont comprises dans un plan.
Leur recherche, plus géométrique que physique, a pu être fort avancée avant que les travaux de Coulomb, de Young et de Navier eussent fait connaître les vraies valeurs du nombre constant (e ou El ci-après, au n» 80 et à sa note, p. 30, 31 ) qui figure dans leur équation.
Galilée avait pensé que la courbe affectée par un ressort droit que Ton ploie pouvait être une parabole, les PP. Pardies et de
(«) Voy. Opuicule» detPMemberty t. VIII, p. 36. Sur quelques quettioDS de dy- «amiqne. — Et, U XVIII def Mémoirei de SaintrPètertbourg, un estai d'Euler. (*) Vo)ei ci-après, n« XXII.
'^>) Sociélé philomaUque, 4895, p. 33.
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Lanis une funiculaire. Mais Jacques BernouUi (et ce fut là sa véritable découverte) en indiqua la vraie nature, d'abord eia 1691 sous forme d'énigme (*), puis explicitement dans l'année iG94 (') en basant sa détermination sur cette propriété fondamentale a qu'en un point quelconque le rayon de courbure est en raison inverse du moment, autour de ce point, de la force qui produit la flexion, » propriété dont il donna une démonstration dans Tannée 1095 ('), en attribuant une épaisseur à la lame ou au fil élastique, et en supposant, comme . Leibnitz, qu'une quelconque de ses sections acquiert une petite inclinaison sur une section voisine et primitivement parallèle en tournant autour d'une de ses bases ou de ses tangentes, qu'il prend, avec Galilée, pour l'axe d'appui d'un levier coudé. Mais il traita plus amplement ce sujet de la courbure des ressorts en 170o, à la suite de sa lettre Véritable hypothèse^ etc., citée ci-dessus (*), et où il a été, avons-nous dit, moins heureux quant à la détermination du coefficient de cette proportionnalité.
En égalant, avec lui, pour un fil élastique primitivement rectillgne, le produit de ce coefiicient ou de cotte constante par rinverse du rayon de courbure du fil en un point quelconque, à la somme des moments, autour de ce point, des forces qui sont supposées le solliciter dans un seul et même plan depuis là jusqu'à une de ses extrémités (*), on a, pour la courbe qu'il affectera, une équation difiérentielle du second ordre, dont on obtient toujours une intégrale première quand on peut prendre des axes coordonnés par rapport auxquels on connaisse la direction et la situation de la résultante de ces forces sollicitantes;
(1) AcU eruditoruin Lipsia, page SS2,ou OËuvr. compl. d** XUI.
(>) Idem, Juin 1694, p. 262, ou Œuvres u? LVUI.
(3) Idem, décembre, p. 537. Explications et noies ; OKuTres, a"* LXVI.
(^) Mém. dcl'Ac. 4705; ou Œuvres, t. II, p 976. Une question du môme genre a été traitée par son frère Jean Bernoulli; Œuvres, t. IV, n" CLXXIV.
(*) Nous verrons (n* XVl) que cette égalité n'a lieu qu'autant que la tige est droite ou plane, et que son plan, ou celui qui passe par sa fibre moyesme et par la résultante des forces, comprend aussi l'un des deux aies priBoipaux d'inertie de ses sections transversale*.
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et une seconde intégration ramène le problème aux quadratures C).
Ces quadratures, quand on n'y emploie pas les transcendantes elliptiques, ne peuvent s'obtenir qu'en développant la fonction sous le signe J en série, comme ont fait Bernoulli, Euler et Lagrange, ou en faisant usage de diverses méthodes d'approxi-
(>) Il est olair, ea effet, que i i Ton poM Téquation, qui est de la formé
El
P oik peai le rayon de oourbuie, El esi une coosuute, eia, b lont les eoordonilèra X, y dq point d'application de la résulianie dont X, Y sont lei projeelions sur lea x et les y, et si l'on change ces coordonnées, en Taisant
a:=rar' cosa — y'sina, y=zx' s'm %-{-iy cihol
em d'antres xf, y' telles qu'il ne reste après substitution que la coordonnée x' dans le second membre, ce qui revient à prendre y' parallèle à la résultante
R=: ^x* + Y*, l'équation, qui se réduira, s étant l'aie et C' une constante, k aura pMir intégrale première, C" éuut une autre constante,
dtj' x'^ , , 4 / rfar'*
d'où Ton tire, en x' et dx' seuls, la valeur de (/«, et par suite celle de dif =
dy'
•y de. On anrait la même ebose en prenant les aies coordonnés nonveaux, ou
leur anglea avec les anciens, de manière h n'aToir dans le socond'membre que y', et
4 d9 en remplaçant- par = -~ . On y arrive aussi avec Lagrangc (Ac. de Bcr-
P dy'
lio, 1769, 5i«r la force desreêsorts pïiés, ou Mécanique analytique , \'* partie, •«icUon V, art. 60), sans changer d'axes coordonnés, en introduisant pour variable Miiiiiaire l'angle f que fait avec eelui des r la tangente à la courbe élastique au point
{x, y); car -= — ^, a;= ( cos» (/«, t/ = Ç ^ino d<;d'od, subsliluant ctdifTéfi ds ^ ' •' '
d^ reoliant, El — ~ =X8in9 — Ycos 9, qui multipliée par 2^^ et iuiégréc donne
dr *
El [ ~ J = — ^Xcosc? — 2Y sino + C"; d'où l'on peut tirer ds et par suite dx en 7 et d9 seuls.
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mation numérique ou graphique dans les cas pour lesquels ces séries, après Tintégration^ ne sont pas convergentes^ comme l'a remarqué M. Poncelet (i).
XIII. Classification des coarbes élastlqaes plaMCS par Eairr. — Euler fit, en 1744, une énumération complète des courbes élastiques planes^ dans un mémoire (*) où il prendi d'après ce que nous venons de dire^ l'ordonnée y parallèle à la résultante, quand il y en a une^ et uù il déduit leurs formes et les lois diverses de leurs circonvolutions, tantôt de l'intégration de leur équation en série, tantôt de Téquation différentielle ellemême , car la série n'est pas toujours convergente. Il y cherche d'abord^ à la suite de considérations métaphysiques sur le double moyen d'investigation qu'offrent, d'une part, les causes finales, et, de l'autre, le calcul des effets des causes efficientes, quelle doit être la courbe rendant un minimum une certaine quantité appelée force potentielle par Daniel Bernouili, qui lui avait conseillé cette recherche; quantité qui est, ici, V intégrale de Vêlément de l'arc divisé par le carré du rayon de courbure^ pour une longueur donnée de l'arc entre deux points où les directions de sa tangente sont aussi données ('). Euler trouve que ce sont bien
(') Dans EOD Cours de mécanique induitrîelie (4840, inédit) àlaFacullé des icieoces de Paris, 44* leçon, ~
(*) Addilamentum De curvis elatticU à la suite de son bel ourrage Metkoima inveniendi lineat curvat maximi minimive proprietate gaudenUêg dont Im méthodes ont été remplacées par celle des variations.
(S) Celte quantité, appelée aujourd'hui simplement \9 potentiel {\oj.App, compl. p. 783, 796), n'est autre chose que le travail de flexion. On a en effet, c
n**' 77 et 80 (note), p. 99, 31^ p étant le rayon de courbure, tfa- pour l'alloo-
P gement subi par un élément de fibre, d'une longueur primitiTO d*, si v etl u disUnce à celles qui ont conservé cette longueur entre deui sections Toisinet w; d'uû pour cette fibre une tension dont l'intensité, nulle quand la fleiion oomawace,
a maintenant pour grandeur E dco - . Il en résulte que le traTtil de ton aUooge-
P 4 V V E dfj >•
ment est-E(fci)~. (f<-i cequi donne - --r- V r^do pour toutes les flbrei rar la
El rlds longueur ds ; ou, 1 étant le moment d'inertie de la section, •-• V --pour le tnvail
de Deiion sur une longueur quelconque l de la tige.
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en effet les courbes élastiques de Jacques BernoulH, définies par la proportionualité de la courbure^ en ud point quelconque^ au moment des forces autour de ce point.
Il les classe en neuf espèces j dont les six premières sont relatives aux cas où les forces ont une résultante qui coupe la courbe, et se distinguent par les grandeurs plus ou moins considérables de Tangle de cette résultante et de la tangente au même point, qui ne peut être qu'un point d'inflexion, même lorsqu'il se trouve à une extrémité libre, puisque le moment et par conséquent la courbure y est zéro.
La courbe élastique est de première espèce, quand cet angle de la résultante et de la tangente est infiniment petit;
De deuxième, quand il est fini et aigu ;
De troisième, quand il est droit ^
De quatrième, quand il est obtus, mais moindre que 43i''4i';
De cinquième, quand il a tout juste cette grandeur, pour laquelle la courbe prolongée se replie sur elle-même, et a un nœud au point où la résultante la coupe ;
De sixième, quand l'angle est plus grand, sans excéder deux droits.
La septième et la huitième espèce, qui sont sans point d'inflexion, ne peuvent être produites que par des forces dont la résultante agit par l'intermédiaire d'un bras de levier, sur un point hors de la lame primitivement droite qui a été fléchie.
Et la neuvième espèce, fort remarquable, est relative au cas où les forces, situées toujours dans un plan, n'ont pas de résultante, c'est-à-dire où elles se réduisent à un couple. Euler montre que la courbe est alors un cercle.
Dans le cas de la quatrième espèce, si l'angle de la tangente et de la force est supposé très-peu au-dessus de Tangle droit, on peut, en mettant approximativement l'élément de l'abscisse pour rélément de l'arc, intégrer l'équation en termes entiers, ce qui donne simplement une courbe parabolique du troisième degré. C'est le cas très-connu d'une pièce horizontale peu flexible encastrée à un bout et sollicitée à l'autre par un poids, et c'est de la réunion de deux des courbes de cette quatrième espèce^ se
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raccordant au point de suspension du poids^ que se compose la ligne affectée par Taxe d'une pièce posée sur deux appuis et sollicitée transversalement dans l'intervalle; et alors les véritables points d'application des forces, ou les points pour lesquels leur moment est nul^ sont aux extrémités^ vu les réactions des appuis. Euler remarque le premier qu'en observant la petite flèche de flexion on peut déterminer par l'expérience la constante qui I mesure l'élasticité de la lame; mais il se trompe en regardant cette constante conmie proportionnelle au carré et non au cube de l'épaisseur.
La première espèce n'est pas moins importante. Elle se distingue par une singularité qui a étonné les géomètres, et donné lieu à de nombreuses discussions. Elle est relative au cas où la force fait un angle excessivement aigu avec la tangeùte. C'est le cas des pièces dites sollicitées debout, c'est-à-dire pressées dans une direction sensiblement pai*allèle à leur longueur. Euler, substituant encore approximativement à l'élément de Tare celui d'une coordonnée, qui est alors prise parallèle à la force, intègre complètement Téquation par sinus sous forme finie. Il en déduit une grandeur que la force est obligée d'atteindre pour pouvoir opérer un commencement de flexion, et qui, une fois . jsurpassée, sufiit par cela seul pour que la force détermine la rupture, car \sl courbure acquise lui donne un bras de levier sans cesse croissant.
C'est ce qu'il a appelé la force des colonnes. Le coefficient d'élasticité y entre seul, et non le coeflicient de cohésion, parce que quelque grand que soit celui-ci, la pièce ne pourra résister à une flexion qui, une fois commencée, devient rapidement et indéfiniment croissante (^).
(<) Duleau ei M. Bernard (mjoard'hui corretpoDdaat de rintUtut) saDt twlr pa consulter, à Cubzac, le mémoire d'Ëuler, ont aperçu ce principe d'aoe autre manière, à tavoir en supposant approximativement que la courbure de la pièce, d'une losf ueur a, pressée debout par un poids Q, prend la même courbure que si, étant appuyée à ses extrémités, elle était sollteftéa iransTersalement au milieu par une force p résulunte des deux forces Q supposées agir suiTant ses tangentes extrêmes. Alors, en effet, f désignant la flèche de courbure, rindioaiioa de ces dent iangentet sur ta ligne d^
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A la fin de cet admirable mémoire^ Euler étend son analyse: 1* A une lame d'élasticité ou de grosseur inégale; T A une lame égale^ mais naturellement courbe, et il prouve qu'on doit égaler le moment des forces au produit de la con*
stante par la différence des mverses des rayons de cour-
9 Po bure ancien et nouveau p« et p;
d^ A une lame sollicitée à la fois par des forces agissant en des points particuliers et par d'autres distribuées sur toute une partie de la pièce, telles que celles qui résultent de son poids propre;
4* Enfin aux oscillations de la lame abandonnée à elle-même après avoir été fléchie (Voy. d-après, n* LUI).
Euler revient, dans un mémoire de 1757 (*), sur ce qu'il a dit de la force des colonnes, et justifie l'assertion en apparence singulière qu'aucune flexion ne sera prise par un ressort droit pressé longitudinalement, tant que la pression n'excédera pas une certaine intensité dépendant de son élasticité, et qu'il trouve aussi inverse du carré de sa longueur, conune l'avait annoncé Musschenbroeck en 1729 (*).
XIV. Salie. IjSigrsiWkge. Ealer. (Pièces debout. Parado^ne apparent.) — Lagrange confirme ce résultat d'Euler dans un premier mémoire ('), où il exprime d'une manière simple les intégrales premières de l'équation de l'élastique au moyen des deux variables s (l-arc) et ^ (l'angle que la
8r p Bf
Jooclion des deux extrémités serait ~(d« 87 ci-aprés); d'où - =S. — . Or (même
n' 87, p. 76), on a f =s-p ( ^« ) z — » «l'où Q=— , expressioo différant peu
x'EI El
deeelle —^-= 0,87 -^ d'Euler» MM. Bernard et Daleaa conelHftient, comme Ealer, or a*
qu'une charge produisant la plus petite flèche était capable d'en produire une
grande, et de rompre, quoique proportionnelle à la seule élasticité et indépen*
danle de la cohésion.
(1) Académie de Berlin, 4757.
0 Introductio ad cohareniiam eorporum firmorum^ 47S9.
f) Sur la force du ressorts pUé$, Académie de Berlio, 4769.
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tangente fait avec une droite fixe), en faisant voir que la quadrature exacte de l'expression trouvée pour l'ordonnée dépend de la rectification des sections coniques, ou de ce qu'on appelle les fonctions elliptiques aujourd'hui. Mais il remarque qu'on peut intégrer par logarithmes ou par exponentielles réelles, dans le cas de la sixième espèce, quand la force, qui agit par traction, est dirigée presque dans le prolongement de la tangente, ou fait avec celle-ci un angle très-peu différent de deux angles droits.
A un mémoire sur la figure des colonnes (^) publié peu après dans un autre recueil, Lagrange élucide complètement la ques- ' tion de la courbe de première espèce, et fait disparaître toute difiiculté analytique sur le résultat relatif à ce cas d'une pièce sollicitée debout, en donnant, au moyen d'une série, une intégrale exacte de l'équation différentielle sans substituer l'abscisse . à l'arc ; d'où une relation exacte aussi entre la flèche de courbure, la longueur développée de la pièce, et la force qui la fait fléchir. Elle montre clairement que pour toute force au-dessous de la grandeur trouvée par Euler, la flèche serait imaginaire.
C'est dans ce môme Mémoire de Lagrange que se trouva ' faite, pour la première fois, la remarque que la pièce ainsi sollicitée est susceptible de prendre une courbure à deux, trois quatre... ventres, avec inflexions intermédiaires, ce qui a lieu en effet si quelques points sont empêchés de s'écarter latéralement, mais moyennant qu'on donne à la force 4, 9, 46... fois plus d'intensité que pour la courbure à un seul ventre sans inflexion.
L'analyse de Lagrange fournit la valeur de la flèche de courbure, ce que ne peut pas faire l'analyse d'Euler. Elle donne aussi, pour la longueur de l'arc fléchi, une expression exacte et différant quatre fois plus de sa corde que celle que divers auteurs ont cru pouvoir déduire d'un raisonnement qui les fait aussi arriver à une valeur de la flèche moitié moindre que la vé; ritable (*).
(*) Acidèn:ie de Turin, volume do 4770-4773.
(*)Sout co rapport, les rormulei du.n'' 385 de TéditioD de 48.^ de NaTier
HISTORIQUE. CXVij
Nous ne parlons pas de la fin de ce même Mémoii*e, oii Lagrange conclut d'un calcul incomplet qu'un renflement non-seulement des colonnes formées d'assises en pierre^ mais même de tout soutien ou poteau d'une seule pièce, n'augipente pas la résistance; ce qui n'est admis ni dans la théorie qui a prévalu, comme on verra au n<» 506 (p. 3^5 de l'édition de 1833), ni dans la pratique, comme on peut voir par la forme des bielles en fonte de machines à vapeur.
Euler revient encore sur cet intéressant sujet en 4778, dans trois Mémoires (^), où il examine ce qui arrive quand la colonne n^est sollicitée que par son propre poids. Le calcul le conduit à cette conclusion : que quelque haute, pesante et faible de résistance élastique que soit la colonne , elle ne prendra aucune flexion ; tandis qu'elle fléchirait dans sa partie inférieure, si la partie supérieure y était simplement posée. Cet insigne paradoxe s'explique en remarquant qu'alors, à la face du contact des deux parties, l'axe de la pièce pourrait faire un angle avec, la verticale, tandis que cela est impossible si la partie supérieure est liée invariablement à la partie inférieure.
n suffit d'ailleurs que la plus petite force horizontale agisse en même temps, ou bien que la résultante des poids des parties supérieures s'écarte tant soit peu de la ligne centrale, pour déterminer la flexion.
XV. Sllii€^ Marier. Ses solatioiis de problèmes implicites. FlexLion des pièces courbes. — On doit à Navier d'avoir remarqué que l'équation différentielle de la courbe élastique peut, pour toutes les espèces d'Euler (hors la première et la neuvième qui n'en ont pas besoin% être intégrée facilement sous forme finie, même quand il y a une charge
•ont à modifier. Les considèraiions présentées à ce sujet aux n"** 89-91 de notre Cours lithographie de 4837-1838 ont été données depuis, avec plus de développement, par M. Ernest Lamarle (Flexion du bois, S* partie) et par M. Bresse (Cours de méc. appl., 4869, n« 89, p. SOS).
(>) Académie de Saint-Pétersbourg. Deierminatio onerum qua columnœ gettare taUnt. — Evamen insignis paradoxi in théorie columnarumoccurrentis. — De allitùdine eolnmnarum ntbproprûf pondère ctnrruenUuifn,
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répartie sur la longueur totale ou partielle, même quand il ^ avait une petite courbure préalable, dans tons les cas m la flexion est très-petite; et, cela, sans négliger l'influence de cette flexion sur les bras de levier définitifs des forces, ou en conservant à l'équation sa forme implicite. On y arrive avec lui en dirigeant l'axe d'une des deux coordonnées, non plus suivant la résultante des forces^ comme faisait généralement Euler, mais suivant une des tangentes à in courbe^ de manière à pouvoir remplacer l'élément de l'arc par l'élément correspondant de cette coordonnée (^). L'ordonnée obtenue s'exprime tantôt par des sinus circulaires ou ordinaires, tantôt par des exponentielles réelles ou des sinus hyperboliques. Cest dans une habile application de cette remarque aux divers problèmes qui intéressent la pratique que se trouve surtout le mérite de son beau Mémoire inédit du i9 novembre 1819 sur la flexion des lames éla^tiquesn approuvé par l'Académie le 4 septembre 18^) (*). Les diverses solutions qui s'y trouvaient comprises ont été données dès 18i0, avec d'autres, dans son Cours. La solution relative à une pièce naturellement droite, mais
(1) En eflTet, si c'est l'axe des x, d» ponranl être remplacé fur i{jb, ou - par
— - , on a une équaiioD de la forme
la fonction f {x) dépendant à la fois de la manière dont la pièce est chargéo iransTenalemént, et de sa petite eourbnro primitire si elle en afalt âne. Gello équation a pour intégrale
2OTy=e»* \e--«* f{x) «te— ^-«a; l emxf[x)dx, ou fiy sssiniMT y cos nx f{x) dx — cotrix V %\nnx f{x) dx.
Si la fonction f(x) dont dépend la courbure primitive est entière, les deui intégrales s'obtiennent sous forme 6nie. Ces deux expressions développées donnent toutes celles de Navier. M. d'Andréa, traducteur de Navier, a considéré des cas oik la pièce aurait aussi une charge continue longitudinale.
(*) Annales de chimie eC de physique, t. XV.
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déjà fléchie^ et posée, la convexité en haut, entre deux appuis ou enclaves, et chargée au milieu, est d'un genre neuf et extrément remarquable. Les autres, relatives à une pièce droite non fléchie préalablement, et sollicitée à la fois dans le sens de sa longueur et dans un sens transversal, comme les tirants, entraits, arbalétriers, soupoutres de ponts et entretoises de portes d'écluses, etc., se ramènent aux deux cas (n** 4H, 415 de l'édition de 1833, flg. 60, 61), où on la suppose* encastrée à un bout et sollicitée obliquement à l'autre, et à ceux (n'^'SeQ^ 592, fig. 130), où l'on tient compte, en outre, d'une charge transversale répartie sur toute la longueur. Ces solutions sont très-utiles, bien qu^elles aient fort peu passé dans les applications jusqu'ici (^). On doit remarquer aussi les solutions (n*^ 406, 409, fig. 58, 59), relatives à une pièce sollicitée longitudinalement, mais à une certaine distance de son axe; la première, en supposant cette dis^tance petite, fait cesser, dans un sens pratique, pour les pièces chargées debout^ les difficultés de la solution abstraite d'Ëuler et môme de Lagrange, car elle tient compte des déviations inévitablement dues à ce que ces pièces ont une certaine épaisseur.
Une pièce qu'on fléchit peut être naturellement courbe. Euler a montré (*) que si sa première forme est circulaire, on peut ^ ramener aux quadratures la détermination de sa forme nouvelle tout comme quand elle est en rectiligne, quelle que soit Tampli-
{}) Toutes les formules qu'il donne à ce sujet, malgré leur apparente compiicaiioA, devieudraienl usuelles au moyen de petites tables numériques donnant, les unes, les cosinus naturels tant circulaires qu'hyperboliques de divers nombres depuis zéro; les autres, les rapports des tangentes tant circulaires qu*byperboliques à leurs arcs. Lorsque, d'après la nature des données, ces cosinus, ou ces rapports, se trouveraient peudifTérents deTunilé, ce serait u^ signe que l|/èquation de résistance permanente peut être posée saas ayoir égard à la fleiion inconnue, oo sans tenir compte de l'augmentation qu'elle apportera aui bras de levier des forées.
S'il nous est donné d'anooier avec quelque étendue la 4* section de ses leçons, BOBS nous proposons de comparer les solutions de Navier avec celles que rournirali l'intégration exacte au moyen des fonctions elliptiques (en prenant, avec Euler, la direction de la forée pour un des deux axes coordonnés) et de donner des UMes complémentaires si la différence est aeAible.
(f) MéflM mémoire De curvi$ eUuticUf art. 49.
tude de la flexion qu'on lui fait subir ('). fl en est autrement si la forme primitive n'est pas celle d'un arc de cercle, car le rayon de courbure variable, dont l'inverse multiplié par une constante est à ajouter au second membre de l'équation différentielle, n'est généralement donné qu'en fonction des coordonnées primitives de .chaque point, et non pas en fonction de ses coordonnées ultérieures ou après flexion ('). - Mais on doit à Navier d'avoir aperçu qu'on ramène encore aux quadratures le problème de la flexion plane pour une forme primitive de courbe à simple courbure absolument quelconque si la flexion opérée est irès-petite, en sorte qu'on puisse prendre approximativement, pour bras de levier définitifs des forces quelconques qui font fléchir^ c^ux qu'elles possédaient au commencement de la flexion.
Il obtient même les intégrales ou les quadratures très-simplement en fonction entière de l'abscisâe quand la courbure est assez peu considérable pour que la dérivée de l'arc puisse être développée suivant les puissances entières de la dérivée de Tordonnéet si la courbe primitive peut être assimilée à une parabole du second degré. Et il en serait de même en l'assimilant à une parabole d'un degré quelconque ayant une équation à un ou plusieurs termes, ce qui est toujours possible approximativement.
Et quand la forme primitive est un arc de cercle d'autant de degrés qu'on veut, Navier a reconnu, en 1831 (*), que l'in-
El (1) Eo effet, on n'iqu'à ajouter la cooiUnte — au secoDd membre de réquatUm
^ de I
— == x' yx* -f Y* + C de la 6* note da n* XII ci-destus ; cela n empêche pu
la IrantforroaUon de cette équation et la suite dn calcul.
(*) Cependant si, k partir d'un point d'encastrement, on divise la pièce ea plusieurs portions finies assez petites pour que dans chacune le rajon primitif puisse être regardé comme consunt, on peut de proche en proche, et en eipriroant des conditions de raccordement^ obtenir approximativement la forme douvelle, quelque différente qu'elle soit de l'ancienne. [NoUi sur les flexions conndérabtêi des verges élastiques^ au Journal de Liouville, 4844.)
(*) T. I** des Ann. des P. et Ch*4834, p. 438, et n«45S, p. 999 de TéditiM de 4833 des prétentei leçons. Voir aussi le n<*607, où il trouve que le milieu de lare n*eai pas le point où une charge eieroe la plus forte action.
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téi^tion se faisait exactement et s'étendait même a une demicirconférence^ ce qui permet de calculer la flexion, les poussées et la résistance des grands systèmes de charpente cintrés.
XVI. Flexion obliqae oa déiriée. — Avant de passer à la flexion à double courbure^ arrêtons-nous à considérer le cas fréquent où la flexion d'une pièce droite est déviée^ c'est-àdire où elle s'opère dans un plan plus ou moins oblique à celui de sollicitatùm, qui est le plan du moment ou du couple résultant des forces faisant fléchir.
M. Persy, professeur à l'École d'artillerie et du génie de Metz, a très-bien remarqué^ en 483^ (*)^ que l'équation unique de moments^ posée comme à l'ordinaire autour de la ligne des fibres invariables^ ne suffisait pas pour assurer l'équilibre entre les forces extérieures et les forces intérieures de tension ou pression des fibres à travers une section, à moins que cette ligne ne soii un des deux axes principaux d'inertie de celle-ci, passant par son centre de gravité.
Cette condition n'est pas toujours remplie^ car elle exigerait que le plan du moment résultant des forces extérieures fût toujours perpendiculaire à un de ces deux axes de plus petit et de pins grand moment d'inertie des sections. Nous avons montré en conséquence qu'il fallait poser deux équations de moments des forces (*), et que ce qu'il y avait de plus simple pour obtenir la flexion, était de les prendre autour des deux axes d'inertie. Quand aucun de ces deux moments n'est nul, la flexion est déviée, ou s'exécute dans un autre plan que celui de sollicitation à fléchir. Comme elle est résultante^ en quelque sorte, de deux flexions qui auraient lieu dans des plans perpendiculaires entre eux et aux axes principaux, les équations de résistance sont très-faciles à poser. Elles donnent des résultats tout différents de ceux auxquels on est conduit soit pour la flexion, soit pour la rupture, quand on ne tient pas compte de cette déviation^ qui s'explique aisément, du reste, en considé-
(1) cours lithographie à Mei2, n** 49, 43, p. 24.
(*) CompUt renéui, 30 octobre et 6 DOvembre 4843, I. XVII, p. 946, 949, 4034, • ei Mémoirt mr la tarsiom do IS53-4854 aax Savanu étrangert, t. XIV, art. 4S.
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rantque le plan de flexion effective tend toujours à se rapprocher du plan de plus farile flexion de toute pièce inégalement f1exil)l6 en divers sens, c'est-à-dire de toute pièce dont la section n'est pas isotrope (*), ou n'a pas ses moments d'inertie tous égaux autour de droites tracées sur son plan par son centre de gravité.
Et si la pièce est primitivement courbe, ou bien si les sections d'une pièce droite n'ont pas toutes leurs axes principaux dans les deux mêmes plans ))assant par son axe, la pièce ainsi sollicitée est toujours tordue en même temps que fléchie j eX elle prend une double courbure (Voyez n'* XX, XXÏ).
XVIL Flexions accompai^nécs d^e^tenuiioi» ou compressions lonn^itudinalcs. liimites de ces dernières, déduites par M. Poneelet des limites des extensions. — Les pièces droites ou courbes sollicitées à fléchir éprouvent aussi, en général, sous l'action des composantes longitudinales des forces extérieures, une extension ou une contraction qui affecte leur axe ou fibre moyenne, et qui s'additionne à celles que la flexion donne aux autres fibres. Navier, après en avoir très-bien fait la remarque, se contente de calculer Taccroissement total de l'axe, sans déterminer la part des déplacements individuels de ses points dans les sens des coordonnées, due à cette deuxième cause de déformation, ce qui est nécessaire pourtant afin d'obtenir la forme nouvelle prise par les pièces, et de pouvoir calculer complètement, pour celles qui sont naturellement courbes, les poussées ou les réactions totales des appuis ou arrêts de leurs extrémités.
Nous avons cherché, en 1837-1838, à combler cette lacune, ou à opérer, comme on dit aujourd'hui, cette correction aux
(*) On pourrait, si l'on yeut un mot «pècial, appeler itottrophes (orsesco, tourner), les sections qui tournées de toutes les manières donnent le même moment d'inertie. Mais nous ne voyons pas de danger de conrusion à leur donner TappellalioB déjà connue isotrope^ qui a la même signification, bien queCauchy Tait créée pour distinguer une contexiure particulière de corpi élastique cl boo une classe de formes de sections.
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résultats obtenus en ne tenant compte que des flexions qui fournissent généralement la partie principale ou la plus considérable. Nous l'avons fait (^) au moyen du principe, que nous démontrions, de superposition ou d'addition de petits effets^ ce qui nous a fourni une expression complète de la poussée horizontale d'un arc soit de parabole, soit de cercle, supposé chargé au milieu seulement; en tenant compte aussi d'un autre eifot^ du même ordre de grandeur que celui des contractions de Taxe courbe, savoir celui des glissements (n* suivant)^ dont nos re« cherches ultérieures modifient l'évaluation sans la diminuer ('}. Et nous indiquions même comment il faut compléter la solution quand les sections extrêmes de Tare, au lieu de tourner librement, sont astreintes à conserver une direction déterminée, comme dans le cas d'encastrement^ ce qui fait passer la résultante des réactions ailleurs qu'au point de la fibre moyenne répondant à chaque naissance,
IM. Bresse a étendu l'évaluation corrigée des poussées aux cas où une charge isolée est appliquée ailleurs qu'au milieu (ce qui donne le moyen de calculer par une addition, comme il le remarque, les résultats d'un nombre quelconque de charges semblables, placées en divers points), et, aussi au cas d'une charge uniformément répartie sur toute la longueur soit de Tare, soit de sa projection horizontale; et il a donné des tables numériques, fort étendues, de calculs tout faits des parties principales dues aux seules flexions, et des coefficients de correction, au-dessous de 4, par lesquels il faut les multiplier pour tenir compte des contractions de la fibre moyenne, car il suppose reflet des glissements négligeable (').
(1) Coorftlitbographië, a«* 44, 79, 80, 84.
(*) Comme on peut voir par les raleart def loclinaitons prises par la fibre ■ojeoneaur les lections, aai ($$ 1 et 3 de la note do n<* 463, p. 94), et 46, 46 do la DOle du o* 466 ci-après, p. 389 à 440.
(*) Les utiles tables et formules de M. Bresse, ingénieusement dressée et disposées, sont fréquemment consultées par les ingénieurs qui ont à projeter dea ponts on viaduc^ en fonte ou en for; d'autant plus qu'elles donneni, outre les ponasoes ou réactions eitrémes, le moyen d'évaluer sans calcul, au moins dans le ca« d'une charge répartie, la pression la plus considérable qu'éprooT|pt les flbre«, et de poser par conséquent iiqmédiateinent réquation de réaisti^ce per*
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Au reste, Navîer, bien que n'évaluant pas Tefifet des contractions de la fibre moyenne pour modifier plus ou moins la grandeur des poussées, y a égard, ainsi qu'à ses dilatations possibles» lorsqu'il calcule la résistance ou qu'il établit les conditions de stabilité de la cohésion^ en maintenant la plus grande extension ou contraction dans de prudentes limites.
Ces deux limites sont difSciles à déterminer (voyez plus loin), celle surtout des compressions qui tendent à produire l'écrasement.
L'écrasement n'est cependant au total qu'une disjonction des parties dans un sens latéral ou perpendiculaire à la force qui comprime. Ainsi , celui du bois pressé dans le sens de ses fibres s'opère par leur séparation les unes des autres ; celui d'une rondelle de métal, par sa fente tout autour qui lui donne la forme d'une rosette ; celui d'un petit bloc de pierre, par la division latérale en espèces d'aiguilles longitudinales avant son broiement \ en poussière. Aussi M. Poncelet a-t-il ramené théoriquement, dans son cours de 1840 à la Faculté de Paris, le danger des compressions longitudinales à celui des dilatations transver-
roaneote. La première idée s'ea Iroiire i «on mémoire de 4S48 (Étwlei ihéoriquet sur la résiêtance des arcs, Ânn^ dos P. et Ch,, 4" seraeslre, p. 450). Mais à mw ouvrage de 4854 [Recherches analytiques sur la fltxion et la résitance des pièeet courbe», iD-4«), el dans son Cours (I'* partie) publié en 4859. lia ajouté tes corrections numériques et il a donné à ses tables leur dernière Terme. M. Brene tient compte aussi de deux éléments oouveaux, les elTeis des chaDgemanlt de température, et ceux du calage qu'on opère en chassant des coins sous les appait des pièces ou à leurs jonctions. Il ramène, d'une manière simple, les cas de bodsymétrie à ceux où il y a symétrie dans l'action des forces sur un are solide; et il peint aux yeux^ par des courbes flguratives, la suite des grandeurs, solides moments de flexion aux divers points, soit des pressions supportées par la fibre moyenne et par les fibres d'tn/mdof et û*extrados^ qui en sont les plus éloignées, M. Bresse suppose que les réactions des appuis s'exercent au centre des sections extrêmes, ou sur la fibre moyenne de la pièce. Mais M. DarccI, dans ut Mémoire sur divers problèmes relatifs aux arcs et fermes métalliques surbaiêiés {Ann, des P. et Ch., 486S, S* sem. p. 60) a fait servir le même mode de calcul, pour un arc paraboliqne peu courbe, au cas des naissances planes, où ces sec* lions ne peuvent librement tourner, en sorte que la résultante dël réactions passe ailleurs qu'en ce point; et il a considéré aussi, ainsi que M. Albaret {CalctU des ares métalliques, Ann, des P. et Ch, 4864, 4 «^ sem., p. 90, et 4862, tK* sem., p, SOof^ cas oik la section de la pièce courbe n'est pas constante.
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sales doût elles sont toujours accompagnées comme on verra ci-après (n« XLIV).
XVIIl. Qiinienieiito et forées toni^ntielles. Da« iMunel da Moneeao. f^eaionib. Yoaiii^. Vieat, ete.
— Mais les pièces solides éprouvent deux autres genres de modifications :
l"" Celle qui résulte du glissement latéral des sections transversales les unes devant les autres, et du glissement nécessairement simultané des fibres longitudinales les unes contre les autres;
^ Celle qui résulte de la torsion, ou de la rotation inégale (provenant d'autres glissements) de ces diverses sections autour de Faxe de la pièce.
M. Yicat a appelé l'attention, en 1833, sur le premier de ces deux effets, qui peut aller jusqu'à trancher une pièce solide, et auquel sa matière oppose une résistance qu'il a appelée force tramversej dont l'omission, par divers auteurs, a été le sujet principal des accusations que porte cet ingénieur célèbre contre toute la théorie de la résistance des solides (^).
Il n'avait pas échappé cependant à Coulomb ni au docteur Thomas Young.
Coulomb, dans un passage de ses célèbres Re^narques sur la rupture ('), reconnaît en effet que l'évaluation donnée par lui de la résistance d'une pièce horizontale encastrée à un bout et sollicitée à l'autre par un poids n^est vraie que si les composantes verticales de force, développées dans chaque section et dont la somme pour chacune est égale nécessairement à ce poids n'influent que très-peu sur la tendance à disjonction ; condition qui est remplie, ajoule-t-il , lorsque le bras de levier du poids est beaucoup plus grand que r épaisseur de la pièce.
C'est dire assez que Tinfluence de cet e/fori tranchant, comme Font appelé les ingénieurs des ponts tubulaires de Menai et de
(I) Recherches expérimen laïcs sur les phéDOmèoes physiques qui précédent el accompagnent la rupture ou rafbissement d'une certaine classe de solide** (.'//i« nalet des Ponts el Chaussées^ **• semestre.) - *
(<) Mémoire de 4773 cita au n" VII,
Gonwai ('), et ensuite M. Bélanger (*), peut devenir souveraine dans les pièces excessivement courtes, cx)mme sont les tenons , crochets, ergots, petits boulons ou rivets , clavettes , goupilles et autres pièces que des forces transversales tendent à trancher ou à cisailler, ternie très-expressif employé par M. Love (•).
Coulomb^ un peu plus loin, considère cette môme résistance au glissement dans les assises des murs de soutènement^ dans les massifs de terre ^ dans les joints des voûtes, etc. (^).
Young, outre l'extension , la compression, la flexion, distingue, au nombre des effets dés forces sur les solides , ce qu*il appelle la détrusion (') , produite, dit-il, a lorsqu'une force transversale est appliquée tout contre un endroit fixe de la môme manière que les lames d'une paire de ciseaux (') ; » et il y rapporte la torsion (voy, n'' XIX).
Il observe qu'en y ayant égard, la détermination de la forme d'égale résistance cesse de donner paradoxalement zéro pour l'épaisseur d'une pièce horizontale chargée verticalement, audessus des deux points où elle est appuyée ; et il propose^ pour tracer le profil de la pièce, de substituer à la parabole la tangente à peu de distance de ces points.
Le glissement transversal relatif dos sections est toujours accompagné d'un glissement longitudinal relatif des fibres; car si l'on imagine un petit carré formé de quatre lignes matérielles situées n'importe où à l'intérieur d'un solide, il ne peut se changer en losange par le glissement d'un de ses côtés devant le côté opposé, sans qu'il y ait en même temps glissement relatif des deux autres côtés opposés, et aussi de toutes les lignes qui leur sont parallèles. La rupture d'un corps très-fibreux par
(1) Shearing Strain. Description de cet ponli par M. Edwin Cltrkf.
(*) Théorie de la résif Uoce et de la flexion plane, 4858 et 486S. ' (') Mémoire sur la réiislance du fer et de la fonte, 4859 et 4859.
(^) Il cherche même i donner, de l'écrasement d'un pilier, une explication fondée sur un effet de celle espèce ; explication que nous ne croyona pai être la véri labié (ci -après note dun** 3, p. 6).
(*) To detrude, Uetruderc, chasser. bon de sa place; d'un mot latin qui n'a fourni é noire langue qu m/rusicm, intrui,
\f) A Course of Lectures^ elc. Lecture XIII. On passife •trenght and frieiiM.
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glissement ou cisaillement transversal^ parait être toujours précédée d'une disjonction de ses fibres longitudinales qui cessent d'abord d'adhérer Tune à Tautre sans cesser de se toucher.
C*est aussi y comme il a été remarqué, en 1767, par Duhamel du Monceau ('), à cause de cette adhésion des fibres et de leur résistance au glissement Tune contre l'autre qu'une pièce rectangulaire d'une certaine épaisseur, posée horizontalement sur deux appuis et chargée au milieu, résiste beaucoup plus que ne feraient les voliges superposées dans lesquelles on l'aurait divisée par des traits de scie horizontaux ; ou qu'im morceau de fort carton résiste plus, comme il dit, qu'un jeu de cartes qu'on ploie.
La résistance élastique au glissement peut d'ailleurs être attribuée à des résistances à l'extension et à la compression; car quand les côtés opposés d'un carré matériel glissent les uns devant les autres, Tune de ses diagonales s'allonge^ l'autre s'accourcit. (Voy. note au n« XLlï, et aussi § 6 de la note du n» 2, p. 194, et App. compl., p. 768.)
Elle s'évalue, en tous cas, pour l'unité superficielle, par le produit Gg d'un certain coefficient d'élasticité G par le glissement g rapporté à l'unité de distance des lignes ou des faces parallèles qui cheminent un peu ainsi l'une devant l'autre.
U est facile d'introduire le glissement dans le calcul des modifications ou déformations d'une tige élastique, el d'évaluer son influence sur les conditions de résistance à la rupture éloignée, ou sur la grandeur de la dilatation maximum, qui a lieu dans un sens un peu oblique aux fibres, comme on a fait dans un cours de 1837-1838, et dans un mémoire de 1843 (*), quand on suppose ce glissement le même à tous les points de chaque section, Mais on a reconnu, depuis, qu'il diminuait du centre au bord des sections ('); et c'est aussi ce qui résulte implicitement ou
(1) Du transport et de la force des bois, livra V, p. 44 S ei tuiviDlec.
(*) Comples rendus, 30 octobe 4843.
(') Mémoires sur li lorsioD, Iule 13 juin 4853, tri. 44; et sur la flexion, lu le 30 noTcmbre 4854 et le 20 Juillet 4855, inséré an 4856 tu Journal LiouTillc. Voir aossi note ci-aprés du n* 453, $ 9.
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indirectement des considérations élémentaires et ingénieuses présentées il y a peu d'années par M. Jouravski (^]. Mais ce n'est que pour des formes particulières de sections que ces considérations donnent des résultats suflisamment approchés^ et il faut en général en substituer de plus compliquées (Voy. ci-après, n* XXXVIII, et le§ 46 de la note du n* 156) si l'on veut évaluer exactement son influence qui, heureusement, n'est jamais considérable. (Voy. n»' XVII, XLIV, XLV.)
XIX. Torsion (d'un cylindre cirealaire). Ooalomli
— La torsion est au glissement ce que la flexion est aux extensions et compressions des fibres. La résistance ou réaction élastique qui lui est propre n'est que celle qu'opposent ensemble les éléments d'une section à glisser devant les éléments correspondants d'une section voisine lors de leur rotation Tune devant l'autre, ou, ce qui revient au môme^ celle qu'opposent à glisser Tune contre l'autre les fibres primitivement droites qui ont ces éléments pour bases^ lorsqu'elles s'inclinent sur Taxe et se courbent pour se changer en hélices toutes du même pas. Tant qu'elle reste très- petite, sa réaction n'est nullement attribuable, comme Font pensé quelques auteurs, à la résistance à rallongement que prennent^ en se courbant ainsi, les fibres les plus éloignées de Taxe^ et à la contraction que doivent prendre simultanément l'axe et les fibres les plus voisines comme le remarque Young; car cette cause^ pour une torsion petite du premier ordre, ne développe^ comme il le prouve, qu'une résistance petite du second ordre et négligeable, et d'ailleurs proportionnelle au ctibe de l'angle do torsion^ ce qui n'est nullement conforme aux observations^ desquelles il résulte que la réaction est proportionnelle à cet angle lui-même (').
Les lignes matérielles dont l'allongement et raccourcissement peuvent être regardés comme engendrant la réaction de torsion sont plutôt celles qui forment, autour de Taxe, des hélices in-
(1) Annales des pools et chaussées, cahier de nofembre el diCQDbre 4856, e| ci-après, note du u° 156, § 45, p. ."89.
(*) Lecturoson natural rhilosopliy, volume I, p. 139.
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dÎDées à 45 degrés sur les fibres dans deux sens opposés (').
La torsion a été étudiée pour la première fois par Coulomb (*). Il ne considère que les cylindres à base circulaire; et un raisonnement simple lui montre que les moments, autour de leur axe, des forces qui les font tordre^ sont^ pour même matière^ proportionnels aux rotations par unité de longueur, et aux quatrièmes puissances des diamètres (F. note du n'* 156, § 60, p. 461).
Cest aussi ce qu'on trouve en supposant les résistances proportionnelles aux distances à Taxe^ et ce qu'on aurait généralement en supposant que les sections quelconques restent planes, car il en résulte que le moment de torsion est égal au produit G(I + r)6 du moment d'inertie I + 1' de la section autour de son centre (ou à la somme des moments 1, l' autour des deux axes principaux qui y passent) multiplié par la torsion 0 (l'angle de torsion pour T unité de longueur, estimé en arc d'un rayon=l) et par le même coefficient G qui sert pour la résistance au glissement.
On a cru quelque temps que cette sorte de résistance était exprimée par la même formule quelle que fût la forme de la seotion^ et que les points les plus éloignés de Taxe de torsion étaient ceux où résidait le plus grand danger de désagrégation et de commencement de rupture. Des recherches de M. Cauchy^ dont nous avons modifié et étendu les résultats, et dont nous parlerons aux n" XXXVI et suivants, ont appris qu'il n'en était pas ainsi à beaucoup près; ce qui vient de ce que pour toute autre forme du contour que le cercle les sections primitivement planes ne restent pas planes^ et qu'ainsi les glissements, toujours mesurés par les petites inclinaisons que prennent les fibres sur les noniiflîes aux éléments de ces sections, ne sont point proportionnels aux distances diverses des fibres à Taxe.
Nous y reviendrons après avoir donné (n** XXII et suiv.) rhistorique de la branche nouvelle de la Mécanique appelée la théorie générale de l'élasticité.
(<; Voj. ci-iprés, s 3 <lel> note du d« 456.
{*) Recberebet Ibériques el expérimeDUlet lur It force de tonioo el Péjasiiciié des fils de inélil, lu eo 1784. Aeidémie des sciences, TOlume de 1784, publié eo 1787.
XX. Coarbes élastiques à doaMe coarlraire^ et torsion aiFee ileiKlon. liag^ran^e. BInet. Poissoii^ H^aiitsei^ ete. — Nous pouvons exposer maintenant ce qui a été fait pour .déterminer les courbes Hastiqneê à double courbure,
Lagrange en a donné des équations différentielles du second ordre (^)y mais incomplètes parce que, se bornant à généraliser Inapplication du principe de Jacques Bernoulli, il a basé l'établissement de ces équations sur la supposition implicite que les forces ne s'exerçaient que dans les plans osculateurs à la fibre moyenne de la tige fléchie, ou qu'elles n'avaient de moments qu'autour des normales à ces plans.
Binet a signalé^ en i81/i ('), l'omission du moment, qui existe généralement aussi, autour de la tangente à cette fibre, c'est-àdire du moment ou du couple composant qui fait tordre et qui développe une réaction de torsion, dont est capable toute tige élastique capable de résister à la flexion; et Poisson, en 1816, dans la Correspondance de l'École polytechnique (') et ensuite dans rédition de 1833 de son traité de Mécanique (^), a ajouté pour y avoir égard, à chacune des trois équations de Lagrange, un terme égal à ce moment de torsion multiplié par le cosinus d'un des angles que la tangente à la fibre moyenne fait avec les trois coordonnées (note page suivante).
Mais, bien que présentées comme applicables au cas le plus général, les trois équations difiérentielles ainsi construites ne conviennent réellement qu'à celui où la tige fléchie était primiti-
(1) Mécanique antdyUque, V pariie, aecUoD V, $ UI, trlide 48 el surtout 60.
(*; Sur Vexprettion analytique de Velasticité et de la raideur de* amrbei à double courbure; mémoire lu le 2S août 1814, et inséré au Journal deTËcole polyiechniquo, tome X ou 40* cahier, 4815, p. 418. Il y donne des équations oil outrent des forces s'opposent aux changements respectifs de la longueur, do la courbure des tiges, et de l'inclinaison mutuelle de leurs plans osculateurs.dl y fait, le premier, la rem;irque que l'analyse de Lagrange ne saurait s'appliquer à un ressort en hélice, car la torsion est auUnt en jeu que la fleiion dans aa résistance élastique A une force qui l'allonge ou raccourcit.
(3) Sur les lignes élasUqueê à double courbure; tome ]l|, n" 111, de Janvier 1846, p. 355-360.
(^) Toroel, 0-346 i 348.
HISTORIQUE. CXXXJ
vement rectiligne, et où %i\ section a imoTorme isotrope (no XVI ) ou dont tous les moments d'inertie sont principaux et égaux autour de droites tracées dans son plan par son centre (comme les sections circulaires, carrées, etc.). Dans tout autre cas, c'est-à-dire quand la tige était primitivement courbe, ou bien quand ses sections sont hétérotropes (comme le rectangle, l'ellipse etc.), les forces ont nécessairement, lorsque l'équilibre est établi, un troisième wunnent ou couple composant, s'exerçant autour de la droite qui est perpendiculaire à la fois à la tangente à l'axe et à la normale à son plan osculateur, c'est-^-dire autour du rayon de courbure de Taxe ou fibre moyenne courbe de la tige fléchie et tordue (^);
{^) En eOéi, quand une Mga naUireilemeDl droite i iine fectioo de l'uoe def foripet tMoiropeSy qui sont les seules pour lesquelles le plan de flexion coïncide •fec le plan dn noment des forées qui tendent à fléchir (n« XVI ei-dessus), si l'on déeoapoae le moment de toutes les forces autour d'qn point quelconque de l'aie. de la tige, en deux autres, dont l'un s'exerce autour de cet axe, l'autre moment, qui sera te plus grand autour de droites perpendiculaires au même aie, opérera «no flexion dam* stm plan même, et ce plan se trouvera être ainsi, en cet endroit, !• pian osculateur de la courbe de l'axe fléclii. Mais il en sera autrement si l'axe de la tige avait primitivement une courbure, car elle se composera en chaque poiqt sTee la courbure nouvelle imprimée dans un plan généralement différent; ou bien II, d'après la forme hétérotrope de la section, la courbure imprimée l'est dans un autre plan que celui de ce deuxième moment qui la produit. Si nous représentons par Ux, Uy, Ms les moments, autour des parallèles aux coordonnées ar, y,z menées après la flexion par un point (x, y, z) de l'aie ou de la fibre moyenne, des forées qui agissent depuis ee point Jusqu'à une des deux extrémités de la • tige- par Un, Mp>M|, les momenu des mêmes forces 4* autour de la normale n au pian osculatenr, %' autour au rayon de courbure p, 3** autour de l'élément ds de rare a de la courbe, noua aurons, en appelant X, Y, Z les projections, sur les plans yz, xx, xy, du jHirallélogramme de anUingenct formé lur deux éléments consécutifs ds, da + d*a, c'est-à-dire en faisant
dyd^z — dzdHf = X, dzd^x — dxcPz = Y, dx(fly — dyd'x = Z,
et «raprès les valeurs connues des cosinus des angles faits avec les trois coordonnées par n^p eids:
oX P dx dx
d<3 ^ dB d» 9 d8
da» "^ d» ds P d»
cZ P dz dz
ds^ ^ ds ds 9^ ds Quand la tige élastique esi priniiiivemeot droite et quand sa section est Iso-
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et rillustre géomètre omet de tenijr compte de ce moment. Poisson arrive en conséquence à ce résultat, donné comme un théorème général : a Que le moment de torsion est constant d'un bout à Tautre de la tige en équilibre d, ou, plutôt^ de chaque portion de cette tige où il n'y a que des forces pouvant être censées appliquées à son axe ou fibre moyenne (comme la pesanteur], ou^autrementdityde chaqueportion comprise entre des sections où peuvent s'ext rcer des forces dont la résultante est appliquée à une distance iiniede cet axe par l'intermédiaire d'un bras de levier. Mais ce théorème n'est vrai que dans le même cas particulier de tige primitivement droite et de section isotrope ou d'égale inertie en tous sens, pour lequel les équations de Poisson sont complètes et le moment autour du rayon de courbure est nul à l'état d'équilibre définitif. Pour tout autre cas^ le moment de torsion est variable; sa dérivée , par rapporta Pare de la courbe d'axe y est égale au quotient ^ par le rayon de cour* bure après la flexion ^ du ?noment des forces autour de ce rayon; théorème aperçu par Wantzel en lisant une de nos notes, et qui doit remplacer celui de Poisson, pour chaque portion de tige définie et limitée comme on vient de dire (').
irope ou d'égale ineriie, la fleiion n'a lieu, comme on vient de dire, que dans le
plan du plus graud moment dei Torccfi autour des diverses perpendiculaires i son
axe ou i sa Ubre moyenne; en sorte que Mp = o ; et il Tant effacer les seconds
termes des premiers membres de ces trois équations, qui ne sont alors autre cbosif,
aux notations près, que les trois équations de Poisson, numérotées (1) i l'articie
de la Correspondance, et (6) i la fin du n** 317 du Traité de Mécanique, car M,
est bien ce qu'il appelle le moment de torsion. Mais les termes en Mp subsistunl
dans tous les autres cas, et devraient fl^jurer dans les équations que uous citons,
prcseniées par Hnisson comme générales.
dx du dz
(1) En effet, on a le moment de torsion M, = Mr ^ + M^ ~- -f Mi -- (no-
ds ds as
talions comme tout à l'heure), d'où
dx dij . rf^ .
cfM. = M.rrf -- -{- Uud -f •\- M,rf --■ + ds ds ds
. dx du dz
ds ds ds
1.0 premier trinôme du second membre, muUipliè par -^, eft égal à M., car
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XXL Suite. MUie en eompte da troinlèine ment. Déplacement angulaire dn rayon de eonr- Imre. — Pour établir des équations générales et complètes de l'équilibre des tiges élastiques sur lesquelles agissent des forces extérieures, et qui affectaient avant cette action ou qui affectent maintenant une forme courbe non plane, il faut tenir compte de ce que les forces peuvent avoir, après la déformation éprouvée, le troisième moment dont on a parlé, qui tend à faire tourner une portion de la tige par rapport à l'autre portion autour du rayon de courbure de sa fibre moyenne au point où elles se joignent; moment dont l'existence peut provenir^ avons-nous dit^ ou de la courbure primitive cette fibre, ou de Tinégale flexibilité de la tige autour de ses diverses lignes normales, qui lient elle-u)éme à la forme non isotrope ou d'inégale inertie des sections transversales.
Alors les trois équations d'équilibre de rotation qu'il convient de poser comme les plus simples, sont celles où Ton exprime les moments des forces autour de la tangente à la fibre moyenne en un point quelconque et autour des deux axes principaux d'inertie de la section au même point Comme les rayons de courbure font généralement avec les axes d'inertie, après la déformation de la tige, des angles un peu différents de ceux qu'ils faisaient primitivement, ces rayons ont éprouvé, sur le plan des sections, un déplacement angulaire , ou, ce qui revient
p -T — -j- — représente les tiois cosinus des angles faili par le rayon p areo o dt
les ar, y, i; et le second trindme est nul, comae on le reconnaît facilement arec
poisson par l'analjse (Mécanique, 4833, n* 348) ou afee M. Bertrand par un rai-
flonoem^nt synthétique (note III de la nouTelle édition de Lagrange), pour chacune
éet portions de tige limitées comme on a dit, ou qui ne sont sollicitées qu'à
leurs extrémités p<r des forces autres que celles dont les résultantes partielles
coupent Taxe courbe. Donc
ds p
relation donnée pour la première fois aui Comptes rendus, 46 Juillet 4844. t. XIX, p 489, dans une Note dont nous arions communiqué le contenu i Wantxcl, qui, le jour même, y a ajouté ce théorème nouTcau.
au môme, les sections ont changé d'orientation ou d'azinmt par rapport aux plans osculateurs qui les coupent suivant ces mêmes rayons. Ce déplacement angulaire est même lié aux deux autres éléments sur lesquels nous venons d'appeler l'attention, car il a toujours lieu quand les forces ont un moment autour du rayon de courbure et quand la tige de forme non plane a une section non isotrope (^).
Ce même déplacement angulaire relatif des sections et des rayons de courbure correspondants a autant d'influence sur la flexion d'une tige que le changement de sa première courbure, seul élément considéré par Lagrange^ et sur la torsion que le changement de sa cambrure ou seconde courbure, ou des inclinaisons mutuelles de ses pians osculateurs, introduit par Binet.
La torsion, en efiet, dans l'étendue d'un élément de la fibre moyenne, ou la rotation relative» autour de cet élément^ des deux sections qu'il sépare^ se compose de deux parties^ dont l'une est l'augmentation qu'a éprouvée l'angle de camÙ9iire
(*) On t'en rend compte dairemenl par deux eiemple^ SoU d'abord «a demianneau horiionlal ou une lige élastique mince dont la fibre moyenne eai un
demi-cercle ABA', encastrée et serrée solldement à sea extrémités A, A', M sollldtée à son milieu D par nn poids P. U courbe à double courbure ARjA' dani laquelle se cbaoge cette fibre moyenne aura, auprès de Tencastrement A od A', pour projection (oriionlale le demi-oerde lui-même, et pour projection snr un plan rertf cal perpendiculaire au dlamAtre AOA\ la courbe suivant laquelle flécMrait «m lige droite boriioniale de nsème sediM et d'une longueur OB, tollicilée an boni par la moitié du poida P. Son eenlM de courbure, pour le point A, aéra 0'\ pied de L perpendiculaire abaissée de A tnr la ligne de Jonction 00' des centres de courbure de ses deux projections, car le carré de l'inverse de AO" est égal A la somme des carrés des inverses de AO et AO'. Il y a donc eu un déplacement angulaire OAO" du rayon de courbure, et il est dû i ce que la force P a im moment autour de ce rayon AO devenu AO", indépendamment, dans ce eu, de It forme de la section, qui pouvait être circulaire aussi bien que rectangulaire. En second lieu, aupposons qu*une pièce droite trés-mioce, telle qu'une lame de
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formé par les ckmx plans oscillateurs de la fibre aux extrémités de cet élément, et dont Tautre est la différence» aux deux mêmes extrémités, des déplacements angulaires qu'ont éprouvés les traces de ces plans sur les sections. Et, dans la même étendue, la flexion autour de chacun des deux axes principaux d'inertie d'une des deux sections voisines, a pour mesure l'augmentation éprouvée par Tangle de contingence de la projection de la fibre moyenne sur un plan perpendiculaire à cet axe; or celte augmentation dépend nécessairement de Tangle nouveau que fait le plan en question avec le plan osculateur qui contient les deux éléments consécutifs de la fibre qu'on y projette. La flexion dépend donc aussi du déplacement angu-
fer-Uaoe dont la fibre moyenoe horizontale le projette en 0, et dont les faces sont inclinèei i l'horizon, toit sollicitée, i rezlrëmité opposée i celle où elle est supposée encastrée, par nna Force DP ferticale et agissant par conséquent dans un sens oblique aux côtés de la section àbcd. Cette fibre fléchira, non pas dans le plan vertical de sollicitation se projeunt suivant DP, mais dans un plan oblique se projetant suivant D0| presque perpendiculaire aux grands côtés a6, dc^ d'après ce qu'on a dit page txi\ ou note du n" 83 ci-après) pour la flexion plane déviét. Or, supposons qu'au lieu d'une lame droite on ait une lame primitivement courbe dont la section encastrée soit toujours abcd^el dont la fibre moyenne soit une courbe plane se projetant suivant la verticale OP, ayant sa tangente horizontale en 0 ; le rayon de conrburo au même point 0 sera, après la flexion, dirigé suivant une ligne oblique telle que 00|. Il aura doncéprou- ▼é, sur le plan de la 8ecti«Ba&cd,iifi déplacement an^uluirt POO^quisefa dû, dans cet exemple, non au moment M , mais i ce que la section n'est pas ce que nous appelons isotrope, ou iila grande inégalité de ses deux moments d'inertieprincipaux. Bb génial, si t est l'angle dn déplacement do rayon snr nne section, si I et I' sont tes dent ttiomenis d'Inertie princlpaiix, e l'angle primitif et par eonsèqoeDt «4- e l'angle ultérieur du rayon de courbure avec l'axe du moment 1', et B le module d'élasticité, on troufe
,in .=|[Mp ('-îp + ^) -M..lneco.e(l-l)].
expression nontrant bien comment le déplaeeaiettt angulaire e dépend i la fols da Bornent M autour du rayon de courbure^ et de rinégalité de I et V, qui «institue
ce que noua appelons l'hétérotrople de U section.
CXXXVJ UÉSISTANCE DES SOLIDES.
laire qu'a pu subir^ sur la section, la trace du plan osculateur; c'est-à-dire le rayon de la courbe non projetée {*).
Il en résulte qu'une tige courbe peut éprouver une flexion ou une torsion considérable sans que ses courbures ou sans que la forme de la fibre moyenne changent aucunement. Il suflSt pour cela que ses sections tournent par rapport aux plans osculateurs, ou que ses rayons de courbure ne passent pas finalement par les mêmes points des sections que primitivement (').
Toute analyse dans laquelle on voudra embrasser le cas le plus général de double courbure et de sections quelconques, et
(1) Si e est le déplacement angulaire, ou ai, e étant l'angle fait a?oc un des deux axes principaux par le rayon de courbure primitif po, e-\-t est Tangle que fait
cos e cos (e 4- e)
arec le même axe principal le rayon nouteau p, l'on a «fa et ^ dt
pour les angles de contingence primitif et ultérieur de la projection de la fibre moyenne sur le plan passant par œt axe a'inerlie et par l'élément ds de li flbre; en sorte que la flexion autour de Vautre axe principal de la section corr«apoadanle, rapportée i l'unité de distance, est
cos (g + s) cose
et la flexion autour du premier axe est, de même
sin(f-{-E) , iïne
ce qui donne
Scose 4 ■1
PPo ' Po«
pour la flexion résnlunte, égale i la racine de la somme de leurs carrés, et non pas comme l'ont cru d'illustres auteurs.
P Po
Et, quant i la torsion, ou à la rotation d'une section devant la précédente aatoor de la tangente, rapportée i l'unité de leur distance ds, elle est, d'après ce que nous avons dit des deux parties dont elle se compose
4 1 de
x^'Z'^di'
et non pas seulement ; t/oet t/ étant les rayons de cambrure afanlel après
ds ds la déformation, ou — , — étant les angles primitif et ultérieur des deux plans osco-
lateurs en deux points voisins distants de ds,
(*) Par exemple, si Ton flécbit une tige en arc de cercle ABC de manière i Utrani-
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OÙ l'on fera entrer les rayons de première et de seconde courbure, devra donc contenir aussi le déplacement angulaire dont nous parlons.
On ne pourra se passer de sa considération pour obtenir la forme finale de la fibre moyenne que dans les cas où il sera possible de se passer aussi de la considération des courbures, et de déterminer cumulativement ce qui vient à la fois de ces deux sortes d'éléments, à savoir les rotations^ les unes relativement aux autres, des sections^ ou plutôt de leurs éléments centraux puisqu'elles ne restent généralement pas planes.
C'est heureusement ce qui peut se faire dans le cas le plus usuels celui des très-petits déplacements, où Tétat nouveau-de la tige est peu différent de Tétat ancien , si ces déplacements n'influent pas sensiblement sur les grandeurs des bras de levier des forces qui font fléchir. Nous sommes parvenu, en 1843, à la suite de longs calculs où s'est trouvée comprise l'intégration de trois équations différentielles simultanées du troisième ordre non linéaires (^), à trois formules très-simples fournissant finalement^ par des quadratures, les petits déplacements des points de la fibre moyenne d'une tige de forme quel-
former en un second arc A'BC' de même rayon et ayant, avec le même point mi- ^. „ lieu B et la même tangente en ce point, «a cour-
~ bure dirigée en sens opposé, et si, en maintenant la tige dans son état nouveau, on la ramène en ABC par une demi -révolution autour de la tangenlc, elle sera restée fléchie, car ses fibres primitives les plus ^ longues seront devenues les plus courtes et récipro- ^ quement, et cependant sa fibre moyenne sera revenue i sa situation première. Et le même effet de fleiiun aurait pu être obtenu sans changer celte situation ; il sufiisait pour cela de faire tourner simultanément les deux sections extrêmes A,C d'une demi -circonférence autour de leurs centres, en contenant le« sections intermédiaires entre des arrêts qui les empêchent de s'écarter latéralement sans les empêcher de tourner. Cette flexion tient i ce qu'il y a eu déplacement angulaire relatif des rayons et des sections, et il s'élève dans ce cas à deux angles droits.
On obtiendra de même une torsion, aussi considérable qu'on voudra, sans aucun changement de la seconde courbure ou des inclinaisons mutuelles des plans osculateurs, en fixant une des deux sections extrêmes d'une lige i double courbure ainsi contenue latéralement, et en faisant tourner, autour de son centre, l'autre section extrême, qui aura ainsi changé d'orientation ou d'aximut, comme toutes les sections Intermédiaires, par rapport aux plans oscnlateurs ou aux rayons de première courbure.
0) Mém. du 30 octobre 4843, Compte» rendu», t. XVII, p. 969.
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conque ('j; elles ne contiennent plus ces angles et ces rayons que nous avions fait entrer dans notre analyse pour y arriver. Elles comprennent et redonnent celles de Navier relatives aux pièces courbes planes quand on néglige les extensions et les glissements dont il ne tenait pas compte (*) ; et nous les avons appliquées à divers exemples de flexion et torsion d'un anneau par des forces perpendiculaires à son plan, et d'un ressort en hélice par des forces parallèles à son axe (').
Nous avons dit, alors, qu'elles pouvaient être vérifiées et établies directement, en remarquant que leurs divers termes ^présentent de petites rotations des éléments de la fibre moyenne autour des axes coordonnés en vertu des forces extérieures. Cet établissement direct a été effectué par M. Bresse^ qui a considéré et composé ensemble les effets des rotations relatives^ non de ces éléments linéaires^ mais des sections auxquelles ils étaient primitivement normaux (*), comme il avait fait pour la flexion plane dans son ouvrage sur les pièces courbes. Ses formules reviennent aux nôtres de 1843, car on les obtient immédiatement de celles-ci si Ton fait une intégration par parties et si Ton compose ensemble en une flexion unique^ autour d'un axe à déterminer^ les deux flexions que nous préférons toujours prendre séparément autour de deux axes connus, savoir les axes principaux d'inertie des sections. On doit à M. Bresse d'autres formules basées sur le môme principe pour évaluer directement les rotations totales éprouvées par une quelconque des sections ('), ce qui permet ordinairement d*exprimer les conditions d'encastrementy de raccordement^ etc.^ et de trouver la situation finale des points de la tige hors de sa fibre moyenne, d'une manière plus simple que par la considération, toujours sûre, des deux courbures et du déplacement angulaire des rayons de la première sur les sections.
Mais lorsque les déplacements des points de la tige sont
(i} Uèm. du 6 noT. 1843, et note du 4" JuUleH844. Comptes rendue^ l, XVU, p. 4024, et XIX, p. 46.
(*)Mèine mémoire de 4843, p. 4093. (>) Idem, p. 4096 i 4034.
(^) Cours de Méc.appl. Rèsisl. dos malcriaui. 4859, p. 86.
(■) Idem^ p. 94. Les formules de M. Bresse soni A modilier en ce qui regarde la lorsiou quand les seclionsne sont pas circulaires; ei, tu la courbure quelMiecUons prenneni, les routions obtenues sont leuleneot eelles de lears élèoieiiU ceairatx
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grands^ en sorte que sa forme change considérablement^ comme dans les cas de simple courbure traités par Euler et déjà par Jacques Bernoulli (ce qui peut avoir lieu sans altération de l'élasticité si la tige est mince), les rotations de ses diverses tranches ou sections successives ne peuvent plus être composées ensemble par simple addition, et il faut renoncer à cette simplifica«* tion et aux formules qui en résultent, qui cessent çncore d'être applicables lorsque les déplacements, bien que petits, ont une grande influence sur les bras de levier, comme dans le cas des pièces chargées debout ou très-obliquement, et qui peuvent être en même temps sollicitées par un couple qui donne une dolible courbure. Le problème de la détermination des changements sensibles que peut subir ainsi la forme des tiges a été ramené aux quadratures par M. Binet, et ensuite plus simplement par M. Wautzel, mais seulement pour le cas de tiges primitivement droites à section isotrope, où nous avons dit que les trois équations différentielles se réduisent à celles de Poisson, et en supposant que les forces n'agissent qu'aux extrémités et que la section soit constante. L'intégration dépend alors des fonctions elliptiques (^). On peut aussi résoudre le problème, et d'une manière simple, quand la tige, ayant une section même non isotrope, mais constante, a pour forme une hélice primitivement et finalement (') ; et il serait résoluble sans doute encore, en tirant parti d'une remarque de M. Kirchhoff, pour divers cas où la forme primitive serait une de celles dans lesquelles une tige droite à section constante et isotrope est changée par
0) U note de M. Btnet te troure aux Compter rendus, 47 Juin 48U, t. XVUI, p. 4445. Il exprimait les incUnaisont de la tangente par des fonctions elliptiques, et les coordonnées par des quadratures plus compliquées. Mais Wanteei, le 34 du même mois (idem, p. 4497], en prenant pour axe d'une des coordonnées la résulunte des forces, simplifle et ramène tout aux fonctions ellipii(|ues, même qoand \\j a/avec la résultante, un couple perpendiculaire, qu'il a rétabli sur une obserration de M. Binet. (Voir aussi la note de M. Bertrand i la nourelle édition de U Mécanique tinalff tique), l\ serait curieux d'étudier les intégrales, réduites au besoin en série, ut d'en tirer un classement des courbes élastiques é double courbure prorenant d'une tige primitiTement droite et isotrope, comme a fait Euler pour les courbe» planes.
(>) Comptes rendue, 6 ooTembrs 4843, t. XVII, p. 40)9, et surtout 45 juillet 1844, t. XIX, p. 486.
GXl BÊSISTANCE DES SOLIDES.
des forces qui agissent à ses extrémités (^]. Od ramène encore aux quadratures le cas d'une tige primitivement droite à section isotrope, mais variable graduellement, sollicitée seulement par des couples qui coupent sa fibre moyenne primitive sous un angle constant, ce qui embrasse le cas plus particulier d'une tige droite à section constante sollicitée par des couples à ses extrémités seulement^ et pour lequel Wanlzel a trouvé que la forme finale est une hélice; ce qui a également lieu si la section et le couple variables se trouvent dans un rapport tel que le moment de torsion soit constant. Ce résultat généralise celui d'Euler relatif aux tiges droites, quMi a reconnues prendre constamment la forme d'un arc de cercle sous Faction d'un couple quand la courbe dans laquelle il les change est plane.
Pour les cas de déformation considérable que nous venons d'énumérer, la forme définitive de la fibre moyenne peut être trouvée sans considérer l'orientation ou l'azimut des sections sur les plans osculateurs quand la tige n'est encastrée qu'en un seul endroit; mais il faut la considérer si la tige est assujettie en un second point où la section doive observer, comme à celui d'encastrement, une certaine polarité, ainsi qu'il arriverait si une tige à section carrée devait^ quelque part, passer par un trou carré de même dimension que celte section. Et il faut déterminer cette rotation des sections de toute manière pour connaître ce que deviennent les points hors de la fibre moyenne, ou avoir l'état final complet de la tige et pouvoir calculer sa résistance.
(^) U. Kircbhoff remarque, en effet, qu'alors on p<ut faire subir i la lige une première déformation qui la rectifie, et partir de lé pour arrirer i la foitM
floale. (Ucbcr das Gleichgewicht , Sur ViquUibrt et le mouvement d'une tige
infiniment mince, au Journal de Crelle, t. LVI, p. 308; et t. j4pp, compL p. 846).
Le même illustre professeur, i la suite d'une analyse sur laquelle nous rerieadrons au n" XLI, qui offre plusieurs points d'analogie a?ec celle du problème de Il rotation d'un corps solide pesant autour d'un point fixe (voir V Appendice complémentaire ci-après, p. 848) a remarqué que le problème statique de l'équilibre d'une tige mince se rèsolralt dans les mêmes cas que le problème dynamique, en remplaçant l'élément dt du temps par l'élément da de la fibre moyeuDe de la tige, et deux des moments d'inertie principaux du corps par les mooieBU d'ioertic principaux des sections de la tige, comme le problème dynamique ne se résout que quand le solide est de rcrolution, le problème statique ne se fèMttdrait par cette analogie que lorsque la section a ses deux moments d'inertie égaux, c'est-à-dire dans le cas traité en 1844 par Binet et Wanttel.
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XXII. Mécanique moléciilalre. IVeivion. BoscoriéÊk. Clairant. Ijaplaee. Poisson et Mavier (pour la ^ PLAQUE ÉLASTIQUE d*aboiid). — Maîs à toutes ces recherches fondées ' sur des hypothèses dont rien n'avait justifié encore l'approximation^ et dont plusieurs même sont entachées d*erreurs heurausement sans influence ordinairement quant aux flexions^ devait succéder un jour quelque chose de plus exact et de plus en rapport avec la manière dont la mécanique s'est constituée comme science ^^om^/rt^z/e, ou intimement liée à celle de l'étendue.
Longtemps elle ne s'est occupée que de poids ou d'efforts agissant d'une manière un peu vague sur les parties de divers appareils. Mais, plus tard, tout y fut mathématiquement déterminé : les efforts complexes furent géométriquement décomposés et remplacés par des forces partielles ou composantes ; chaque force partielle eut une ligne unique pour direction; elle eut par conséquent un point d'application ou sur lequel elle agil^ et la doctrine de l'action au seul contact venant à perdre faveur et à céder laplace^ sous l'empire des faits^ à celle de l'action à distance que les anciens avaient déjà entrevue, chaque force eut nécessairement aussi un point dont elle émane ou dont elle tend à rapprocher ou éloigner l'autre. Les forces naturelles n'agissent en effet sur les corps que par d'autres corps. On ne juge même que l'un d'eux commence ou cesse d'éprouver telle ou telle action qu'eu voyant d'autres corps le presser, le heurter, le quitter, en un mot changer de position par rapport à lui ; en sorte que, dans l'ordre matériel, l'idée d'une action déterminée sur un point est pour nous inséparable de l'idée de situation relative, ou de distances à d'autres points (^).
(^) Ce n'est pas ici le lieu de développer la remarque que la loi (Tinertie, ainsi eiprimée : a la viiesse possédée par un corps ne change que quand une cause étrangère vient produire son changement,» ne fait qu'exprimer le principe de causalité^ ou, ce principe ébnt admi^, que cetle identité; c la vitesse De change que quand elle chaoge; » à moins qu'on ne Tasse consister ce que cet énoncé a d'essentiel dans la qualité ^'étrangère exigée' pour la cause. Or, cette cause étrangère survenue no peut être, pour nos sens, ou hors des profondeurs do la métaphysique, fu*un changement de iituation d'autres corps relativement à celui dont nous nous occupons. Les changements de vitesse, ou ce qu'on appelle aujourd'hui les accélérations f cITets sensibles des (orçes que la science moderne a
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Et Newton ayant appuyé de preuves le principes de Tégalité et de ropposition directe d'une réaction à toute action, tous les phénomènes du monde physique furent désormais expliqués par des attractions et répulsions mutuelles de points matériels s^exerçant dans les directions de leurs lignes de jonction deux à deuXy avec des intensités et un sens dépendant des distances qm les séparent; car il est bien manifeste que l'action n'a pas la même grandeur quand ils sont éloignés que quand ils sont proches, que les très-petits changements de la distance n'en produisent que de très-petits aussi dans cette grandeur ou intensité, enfin que les points très-voisins, tels que ceux qui semblent contigus, se repoussent quand on les approche davantage eu les pressant Tun vers l'autre^ et s'attirent ou s'entraînent mutuellement, lorsqu'ils font partie d*un même ensemble et qu'on fait effort pour les écarter. Les liaisons mêmes des diverses parties d'un corps devaient être finalement ramenées à de pareilles forces, qu'on était au reste obligé toujours de leur substituer quand il s'agissait d'exposer la mécanique des systèmes. Dès lors les abstractions purent être bannies, et Ton conçut mieux ce qu'il fallait entendre par la dureté, l'impénétrabilité^ etc., et, aussi, par ces forces fictives appelées des résultantes de forces non concourantes ou appliquées à des points différents d'un même système de points.
Vainement cette grande loi des actions réciproques fonctions continues des distances est-elle contestée de temps en temps par des auteurs qui veulent repousser quelques-unes de ses conséquences. La rejeter nous semble supprimer la mécanique en tant que science mathématique, et tomber inévitablement dans des conti*adictions, car pour peu qu'on sorte du domaine de Tempirisme pur et qu'on présente quelque théorie, on l'invoque toujours, au moins tacitement, qu'on s'en aperçoive ou non [voyez Appendice V) ; et, ici comme toujours, le scepticisme embrassé systématiquement conduit à un dogmatisme plus arbitraire que celui qu'on a voulu éluder.
conlinué de Taire iotcrreDir dans tes calculs de* effets, dépeodeDt donc des dls- UDces muiuelles des poids des corps; en sorle que la loi liiToqiiée par ooui reviendrai l à celle d'inerlie, que tout le monde invoque.
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Newton, après Tavoir merveilleusement appliquée aux mouvements des corps célestes, que de grandes distances séparent, a indiqué son extension aux dernières particules situées à des distances mutuelles imperceptibles, comme pouvant rendre compte des phénomènes terrestres^ tels que les combinaisons chimiques, la cohésion, la capillarité ('), enfin la réflexion et la réfraction de la lumière ('); et, dans deux passages ('), il parle du changement des attractions en répulsions^ mais sans dire dans quelle circonstance ce changement peut avoir lieu.
En 4743, un physicien nommé Gourn Knight, cité par son compatriote Robison (^), faisant revivre cette grande idée^ tenta d'expliquer la cohésion, le magnétisme, Pélectricité, etc., par des forces d'attraction entre certains atomes en y joignant des forces de répulsion entre d'autres.
Mais^ ainsi que le même Robison le reconnaît^ ce fut le cé<lèbieP. Boscovich qui, eu. 1755^ donna sa vraie forme à cette dualité de causes, prise comme base des explications ("). Il y fut conduit par ses réflexions sur la loi de continuité, qui se trouvait mise en cause dans la dispute sur les forces vives et sur la communication du mouvement par le choc. Dès 1745^ il disait {*) que la force répuhive^ prouvée par Télasticité et les vibrations^ s'oppose à la contiguïté des particules des corps^ etc., et son observation intelligente des faits l'amenait à professer qu'il n'y a pas^ dans la nature, de corps rigide, ni de verge inflexible ou inextensible, ni d'appui absolument fixe, ni de force agissant instantanément, pas plus que de force simplement ré-
(') Oplique, Question XXXI e( dernière.
(^} Principes, livre I, U' seclion, propositions XCIV i XOVIII.
(S) Optique, même Question ; p. S69 et 679-584 de la traduction de Coste, in-4% deuxième édition, 471).
(*) J System ofmechanical Philosophy. Edinburgh, 4822, n'-SÔî, t. I, p. 266.
(S) De lege virium in natiird exUlentium duterialio, liabila in collegio romano t patribus Soc. Jesu, 4 septerobris 47S6. Et ensuite : Phiiosophia natu^ ralis theoria ad unicam le§em virium in naturd exiêlentium reducta, 4" édition. Vienne, 1758 et 2% Venise, 4 763.
(^) De viribus vivis dissertation au tome II' des Commentaires De Bononienti scieniiarum et artium instituio atque academtâ, p. 389. Il l'eiposa plus amplement en 4748 et en 4754 dans ses dissertations De lumine et De contintntnttM leye et ejuê cmueetarOê,
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sistante et non motrice, s'exerçant au contact; que les vitesses ne s'acquièrent qu'avec continuité et par degrés insensibles. D'où il déduisit le premier et soutint fortement que les points matériels envisagés deux à deux devaient tous être doués d'attraction pour certaine distance et de répulsion pour d'autres» ces distances passant interinédiaireinent par une ou plusieurs grandeurs pour lesquelles il y a équilibre ou action nulle, et que la répulsion croît indéfiniment pour les distances les plus petites, de manière à devenir insurmontable, et à s'opposer à tout contact entre points matériels, ce qui est le vrai sens à attribuer à V impénétrabilité.
On peut combattre son opinion de l'unité d'espèce des atomes, ainsi que celle de la pluralité de leurs états ou distances d'équilibre, c est-à-dire des intersections (et il en propose sept), par Taxe des abscisses ou des distances, do la courbe dont les in* tensités des actions sont les ordonnées, et qui a pour asymptotes les deux axes coordonnés des disUmces et des actions. On peut aussi ajourner, jusqu'à ce qu'on y soit logiquement contraint^ son acquiescement à Vinétendue des dernières piirticules, ou à la non -divisibilité géométrique de la matière à l'infini, bien que cette doctrine ne répugne point à la raison et ne puisse être repoussée que par l'imagination temporairement, car elle n'anéantit aucunement le monde matériel. Ces trois points étant écartés ou réservés, le système des attractions et répulsions suivant les distances, mis ei^ lumière par Boscovich, reste toujours comme étant le seul qui se concilie avec tous les faits et qui constitue rationnellement la mécanique comme science physico-mathématique. Il est le seul aussi qui laisse intacte la loi de continuité quant au temps et à l'espace, et par conséquent au mouvement, et qui, même dans ce qu'il a de plus hardi, ne la viole pas quant à la constitution de la matière, comme fait le système des corpuscules ou du vide passant brusquement au plein étendu^ car un rebroussement ou un passage instantané par l'infini n'est pas l'egardé en mathématiques comme contraire à cette grande loi.
Clairaut fut le premier qui tenta d'appliquer, par le calcul» l'idée de Newton, c'est-à-dire les actions à dç petites distances.
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à un certain ordre de phénomènes, savoir, à ceux de Tascension de l'eau dans les tubes capillaires. 11 pose une formule, mais il se borne à énoncer (^), qu'il y a une telle loi inconnue d'attraction du verre sur l'eau qui donnerait des hauteurs en raison inverse des diamètres des tubes^ conformément aux faits observés. Laplace la détermina en ce qu'elle a d'essentiel^ car il prouva (*) que toute loi telle que l'action moléculaire devienne insensible quand la distance acquiert une grandeur perceptible satisfait à ce phénomène. Au moyen de cette simple supposition du décroissement extrêmement rapide de l'attraction du verre sur Teau et aussi de Teau sur elle-même quand les distances où elles s'exercent augmentent, la fonction des distances moléculaires qui représente cette action mutuelle ne se trouve engagée finalement que dans des intégrales définies^ se réduisant à des constantes qui sont censées des données de Texpérience (^), en sorte qu'il n'est pas nécessaire de connaître plus amplement la forme de cette fonction.
C'est ce que Laplace a observé également en appliquant à la théorie de la réfraction de la lumière la considération des mêmes forces devenant insensibles à des distances sensibles.
La loi moléculaire régissant les phénomènes terrestres se trouvant ainsi consti|uée^ fut appliquée pour la première fois à ceux de l'élasticité dans les recherches relatives aux plaques élastiques, sur lesquelles nous aurons à revenir (n"*" LIX^ LX). Poisson^ en réduisant un solide de ce genra à un système de points matériels uniformément disséminés sur un seul plan (^) et auxquels il attribuait des masses proportionnelles à l'épaisseur de la plaque au droit de chacun, en sorte que leurs rapprochements les uns des autres, supposés développer entrjB eux des forces répulsives, n'étaient, dans son analyse, que ce qui
(') Théorie de la figure de la terre.
(') Méc. cél., supp). au 40* livre. Et ensuite : Considérations sur la théorie des pbén. capillaires, luea le 43 septembre 4819. t. XII des Jnn. de ch, et de ph.
(') DéjA llauksbec, ayant la publication de TOplique de Newton, avait conclu, de ce que l'élévation de l'eau est indépendante de l épaisseur du /aii«, que l'attraction ne doit être sensible qu'A des distances excefsiveroeni petites.
\^) Mémoire sur la surface élastique, insérée ceux del'lPsliiulpourrannée4RI9 (publiés en 4844). Et Annales de chimie H de physique.
CXiTJ RÉSISTANCE DES SOLIDES.
vient du changement du plan en une surface courbe, parvint pourtant à une équation différentielle indéfinie du quatrième ordre, d'une forme exacte^ mais dans les coefficients de laquelle répaisseur de la plaque n'entre qu'au carré tandis qu'elle devrait entrer au cube.
Navier, après ses beaux travaux sur les lames ou les tiges conçues comme composées de fibres qui s'allongent ou s'accourcissent, devait naturellement passer à des recherches sur les plaques^ où il y avait à considérer des changements de deux dimensions à la fois.
Son analyse relative à ces sortes de solides (^) fut plus complète que celle de Poisson^ et presque exacte (voyez n* LIX), car en supposant, ce qui est très-approximativement vrai , que les lignes matérielles menées primitivement dans une direction perpendiculaire aux deux faces de la plaque restent normales à ces faces devenues courbes, il tint compte de changements de distance moléculaire bien plus considérables que ceux qu'avait calculés cet illustre géomètre, savoir de c-eux qui résultent de ce que les deux faces extérieures, et les plans intérieurs qui leur sont parallèles, s'étendent du côté devenu convexe et se contractent du côté devenu concave. Aussi l'épaisseur entret*elle au cube, comme elle doit le faire, 4fms les coefficients de son équation différentielle indéfinie, ainsi que dans ceux des équations définies au contour, qu'il donne pour la première (ois (voyez idem), ce qui lui permet de présenter de remarquables solutions de plusieurs problèmes particuliers.
Ce mémoire sur les plans élastiques, du 14 août 4820, bien que peu connu et n'ayant été l'objet d'aucun rapport, signale cependant une remarquable époque, car, non-seulement, par la manière dont son auteur calcula le moment virtuel total des actions qu'exercent sur chaque molécule toutes celles qui l'environnent dans l'étendue de sa sphère d'activité, son auteur préluda à
(*} Recherches sur la flexion des plans élastiques; présentées le 14 toât 4SfO (et dont plusieurs meroSres de TAcadémie reçurent des copies lithograpblées}. Il n'en a été publié qu'un extrait au Bulletin de la Soe, phil, pour 48f3, pafo 9t.
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sa brillante découverte de Tannée suivante dont nous allons parler^ mais encore il fut l'occasion principale de celles de Gauchy sur la théorie des pressions dans l'intérieur des corps solides et des travaux ultérieurs de ce grand analyste sur le môme sujet.
XXIII. Fondation de la tliéorie i;énérale de rélastieité. IVa^ier. — Ce fut. le U avril 4821 que Navier présenta son célèbre Mémoire iur les lois de V équilibre et du mouvement des corps solides élastiques ('), qui a fondé la Méca^ nique moléculaire ou la théorie générale de TËlasticité.
En considérant que les actions intérieures sont en équilibre^ ou se détruisent sur chacune des molécules avant les déplacements relatifs que des forces extérieures font éprouver à cellesci, Navier se bornait à calculer les augmentations et diminutions que ces actions subissent. Il leur attribuait^ par une sorte d'extension du principe de Hooke et de Mariette (n* IV}^ des intensités proportionnelles aux petits changements des distances mutuelles moléculaires, et aussi h une fonction de ces distances, d'une valeur sensible seulement pour des distances imperceptibles. Entre ces actions il posait les équations de l'équilibre sur une molécële^ en exprimant son changement de distance à une quelconque de celles qui l'environnent, au moyen des trois coordonnées nouvelles de celle-ci^ exprimées ellesmêmes par des développements de Taylor à trois variables, qui sont les trois projections rectangulaires de la distance primitive, et dont les puissances et produits du premier et du second ordre sont affectés par les dérivées des mêmes ordres des déplacements moléculaires par rapport aux coordonnées. Gomme on peut, en formant les trois sommes de composantes rectangulaires des actions de toutes les molécules sur une seule, faire passer ces dérivées hors du signe de sommation ou d'ad'dition 2 ou S, vu qu'elles sont sensiblement les mêmes, par hypothèse, pour tçutes les molécules comprises dans une
(f) Tome vn des Mémoiret de Vliutitut,
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portion imperceptible du corps, les trois équations d'équilibre indéfinies, ou à satisfaire pour tous les points du corps, sont assez faciles à établir (^). Il ne reste plus qu'à déterminer les rapports mutuels des coefficients constants représentés par les diverses sommes 2 ou S dégagées ou débarrassées comme on vient de dire; c'est ce que fait Navier en les convertissant en in-
tégrales triples Jjj , qu'il effectue par coordonnées polaires ou sphériques pour le seul cas de ces solides que Cauchy a nommés isotropes parce qu'ils offrent la même élasticité en quelque sens qu'on les envisage ou qu'on les tourne autour de chacun de leurs points. Les coefficients à déterminer au moyen de l'expérience se trouvent ainsi réduits de quinze à un seul par la nullité reconnue de neuf d'entre eux et l'égalité démon-trée de trois autres au triple des trois derniers, égaux entre eux comme sont ceux-ci.
Mais il fallait, en outre, obtenir les équations d'équilibre définies y ou relatives aux limites, c'est-à-dire à la surface-enveloppe du corps élastique considéré.
Navier y arriva par une belle applfcation^ sous une forme nouvelle, de la méthode de la Mécanique analytique de Lagrange qui a, comme on sait, l'avantage d» donner à la fois ces deux sortes d'équations, et qu'il avait déjà employée au même usage pour le problème de la plaque; méthode qui, à peu près abandonnée depuis en France, revit avec avantage dans les travaux publiés à l'étranger depuis trente ans. Pour cela, en posant (*) l'expression du moment ou travail virtuel de l'action de deux molécules, il en déduit ce qu'on appelle aujourd'hui le potentiel de cette action, c'est-à-dire le travail fini dont elle est capable, ou la quantité dont la variation ou différentielle par l donne le travail virtuel élémentaire en question; puis, après avoir composé la somme des potentiels de toutes les actions^ sur une même molécule, de celles qui se trouvent dans sa sphère
(1) Voyez Appendice V^g 60, p. 694.
(«) Voy. le commeDcemeol du $ 85- à VAppendiee complémentaire cUaprèf, p. 796, où l'on a complété el généralisé l'analyse de Navier.
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d'activité^ et exprimé, par suite, la somme de ceux des actions intérieures pour tout le corps, il en égale la différentielle par $ à la somme^ prise en signe contraire , des travaux virtuels des forces extérieures motrices, en y joignant ceux des forces dlnertie s'il y a mouvement, ce qui revient à chercher les conditions du minimum de la somme des potentiels de toutes ces forces. Les intégrations par parties, suivant la méthode connue^ lui redonnent, par les termes restés sous le signe d'intégration triple^ les trois équations d'équilibre indéfinies déjà obtenues d'une autre manière ; et les termes sortis de ce signe, ou restant affectés seulement d'intégrations doubles, facilement transformables en intégrations simples relatives aux éléments de la surface-enveloppe, lui fournissent les trois équations d*équilibre définies ou aux limites, à satisfaire pour les points de cette surface.
Celles-ci sont particulièrement dignes de remarque, car elles comprennent implicitement, dans leurs divers groupes de termes, les formules exprimant ce qu'on a depuis appelé les pressions ou tensions, forces élastiques. Aussi, bien que Navier n'ait point parlé de pressions dans les solides, nul n'est arrivé plus loin que lui quant aux conditions d'équilibre et aux équations du mouvemen^des solides élastiques isotropes ou d'égale contexture en tous sens, quand ils sont supposés se trouver avant les déplacements de leurs points dans l'état naturel (*) où aucune force extérieure n'y agissait.
XXrV. i^nite. Fresnel. — De la même époque datent les mémorables travaux, sur la lumière, de ce grand physicien, et notamment Texplication qu'il a donnée des phénomènes de la double réfraction par le jeu des actions mutuelles des molécules du fluide éthéré, qu'il regarde, ainsi que Navier, comme proportionnelles aux changements très-petits qu'éprouvent, à partir de l'état d'équilibre, les distances mutuelles de ces molécules, nécessairement séparées les unes des autres , car, comme il le montre très-bien, si elles se touchaient ou si elles formaient
}) Appendice \^%%,xi. 560, et App. compUmeniaire^ fi 80, p. 774,
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par leur ensemble une matière continue, elles ne pourraient pas propager^ par une sorte de frottement de tranches parallèles, leurs vibrations, qui ne sont lumineuses que lorsqu'elles ont des directions transversales ou perpendiculaires au sens de propagation (comme Tont prouvé ses expériences de non-interférence de deux rayons polarisés à angle droit). Ce qu'il y a d'étonnant, c'est que malgré plusieurs erreurs, et quoique Fresnel ne calcule que les réactions qui sont opposées en di^ vers sens au déplacement d'un seul point du milieu éthéré de la part de ceux qui l'environnent, considération insuffisante, et malgré plusieurs autres défectuosités de sa théorie, il en déduit des conséquences qui sont exactes, ou du moins extrômement approchées, et dont plusieurs étaient imprévues, et, depuis, ont été merveilleusement vérifiées par des expériences délicates. On peut Tattribuer à la grande force d'intuition et on pourrait dire de divination de l'illustre ingénieur-physicien; et aussi^ sans doute, à ce qu'il y a entre les quantité qui varient d'une manière continue suivant les trois dimensions de l'espace, et qui sont susceptibles de se composer et de se décomposer géométriquement, telles que les petites réactions dont nous venons de parler, et telles aussi que les pressions, les dilatations, les moments d'inertie, les courbures, etc., certaines relations gé« nérales, dont Fresnel a donné un des premiers spécimens, et qui se retrouvent à peu près sous les mêmes formes dans des recherches sur des sujets très-différents, au moins lorsqu'on se borne aux approximations linéaires ; d'où il suit que les résultats de raisonnements faits sur l'une d'elles peuvent contenir à d'autres qu'il eût fallu plutôt considérer.
Nous ne pensons pas pour cela qu'on doive attribuer à Fresnel, non plus qu^à Ampère, qui a présenté à ce sujet quelques considérations élevées, l'invention de la théorie de Télasticité^ qui, après Navier, doit être regardée comme appartenant à Cauchy.
XXY. llliiiie. Tliéorie des premiioiis daiui le» mh lldes. Dllaiatioiii» en divers sens. Cauehy. — Ce
grand analyste, en jBffet, n'attendit môme pas les publications du mémoire de Navier, d'avril 1821 » et de celui de Fresnel,
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dont la première communication à l'Académie est du 20 novembre de la même année, pour entrer dans cette carrière où il devait laisser de profondes traces de son passage. Le mémoire d'août 4820 sur les plans élastiques suffit pour éveiller son ima-* gination inventive. Gauchy remarqua^ dans une Note lue à TAcadémie le 30 septembre i822 ('), que Navier y avait considéré entre les points matériels deux espèces de forces, les unes développées par Vextension du plan moyen de la plaque, et dont il exprimait le moment ou travail virtuel comme avait fait Lagrançe pour une simple membrane^ sans l'affecter d'aucun coefficient constant dépendant de la nature ou de l'élasticité de U matière; les autres, développées par la fleonon qui consiste dans les écartements des molécules du c<5té devenu con<* vexe et les rapprochements du côté devenu concave, celles-ci calculées plus rationnellement de manière que leur expression se trouve finalement affectée d'un coefficient d*élasticité représentant la valeur inconnue, et déterminable par Texpérience^ d'une intégrale définie comme on a dit. Les dernières forces étaient comme les premières, quant à leurs directions, per* pendiculaires aux faces taillées normalement à la plaque, ce qui venait de Thypothèse permise, mais simplement approxima* tive, de la conservation de la normalité de ces faces. Or Gauchy observa c que ces deux espèces de forces pouvaient être ré*'^ duites à une seule, qui devait s'appeler tension ou pression, étant de même nature que la pression d'un fluide en repos...,» à Texception qu'elle peut être oblique aux faces sur lesquelles elle s'exerce, et qu'elle est, par consécpient, généralement inégale dans les divers sens ou sur les diverses faces se croisant en un même point de Tintérieur d'un corps.
Tel fut le point de départ de la théorie générale des pressions on tensions dans des corps quelconques solides ou fluides, élastiques ou mous, en repos ou animés d'un mouvement intérieur. Leurs grandeurs sur diverses petites faces ayant leurs centres en un même point ont entre elles des relations régies
{}) Cette note, parafée parle secrétaire perpétuel à la daleiBiliqnéedefSfl, A été imprimée an BulUHn de U Soeiéié jiMIomôlAlgiM d«|aBvier 4S13, page 9,
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par ces deux théorèmes très-généraux dus à M. Cauchy : r La pression sur une face est résultante des pressions que supportent ses projections rectangulaires ou obliques sur trois plans quelcpnques passant par son centre. 2"* Quand deux faces qui se coupent rectangulaireinent ou même obliquement ont le ' même centre et la même superfidle^ la pression sur l'une^ décomposée dans un sens perpendiculaire à Tautre, est égale à la pression sur celle-ci décomposée perpendiculairement à c^Uelà(*); théorèmes qu'il ne faut point confondre avec ceux de même forme, presque évidents, qui ont été aperçus et employés par Fresnel, car ceux-ci pe sont, comme on a dit, relatif^ qu'aux forces qui tendent à ramener à sa position d'équilibre un point unique qu'on en a écarté.
Le second réduit à six les neuf composantes, en un point quelconque, suivant les directions de trois coordonnées rectangles, des pressions sur l'unité /le trois faces perpendiculaires à ces coordonnées, car il en résulte que les six composantes tangentielles sur ces faces sont égales deux à deux. Le premier permet d'exprimer, en fonction de ces six composantes, celle de la pression sur une face oblique quelconque, décomposée dans une direction aussi quelconque ( V. App. III, p. 548).
Une première conséquence est que si l'on imagine une infinité de petites faces planes de même superficie ayant leurs centres en un même point, on a des ellipsoïdes pour lieux des extrémités de droites tirées de ce point perpendiculairement aux faces, en leur donnant pour longueurs soit les pressions que celles-ci supportent, soit les racines carrées des inverses de leurs composantes normales aux faces ('). MM. Lamé et
(') Ils tonl impUcilemeot comprii lous deux dans rindication donnée, i la page 40 de la note citée du 30 teplenibre 4823, d'une relalion enlre It pretikw flur un plan quelconque et les pressions sur trois autres plans, et d*ane première conséquence de cette relation, au bas de la même page.
lisse irouvenldémontrés tous deux à la page 48 ûefiExercicetdemathématipimt deuxième année (4837), bien que le second seul y soit énoncé en langage ordi» naire. Le premier n'a été énoncéque sous Torme analytique, même par Poisson qui l'a démontré plus tard d'une autre manière sans citer Caucby(llém. du44afril 4SÎ8, au I. VIII de Pinstitut).
(S) Mêmes mémoires de 48i3 et 48S7.
HlS'iX)RIQUE. cliij
Glapeyron ont composé un troisième ellipsoïde en prenant pour rayons vecteurs les pressions elles-mêmes portées dans leurs propres directions. Les axes de ces trois ellipsoïdes ont les mêmes directions, et fournissent ce que ('.auchy a appelé les trois pressions ou tensions principales j qui sont perpendiculaires aux faces sur lesquelles elles s'exercent, ce qui a encore de l'analogie avec un théorème de Fresnel (V. App, comp., p. 776).
Ces théorèmes sont des généralisations de celui de l'égalité et de la normalité des pressions en tous sens, s'observant dans les seuls fluides en repos, pourvu encore que ce soit hors des espaces capillaires, ou suffisamment loin des parois qui les contiennent. Cauchy, en exprimant aussi l'équilibre d'im élément ' parallélipipède, adonné, sous \ei\ire Relations entre les pressions et les forces accélératrices, trois équations qui de même généralisent celles de l'équilibre des fluides, et dont les premiers membres, au lieu de contenir seulement la dérivée de la pression par rapport à une des trois coordonnées rectangles, contiennent les sommes des trois dérivées, par rapport à ces coordonnées, des trois composantes, suivant une seule, des pressions sur l'unité de trois faces parallèles à celles de l'élément, et passant par son centre ( V. App. III, p. 585).
En considérant ensuite, indépendamment de leurs causes, les proportions diverses des dilatations et condensations linéaires qui s'opèrent en tous sens autour d'un même point dans un corps que l'on déforme, Cauchy a trouvé qu'un élément primitivement sphérique prenait toujours la forme d'un ellipsoïde, et qu*on obtenait un autre ellipsoïde, remplacé quelquefois par deux hyperboloïdes conjugués, en portant sur les diverses droites tracées par un même point des longueurs égales aux racines carrées des inverses des dilatations dans leurs directions. *D'où trois dilatations principales, suivant trois droites matérielles rectangulaires entre elles. Ces droites sont en chaque point les seules qui restent perpendiculaires aux plans matériels qu'elles coupaient déjà primitivement à angle droit ; toutes les autres s'y inclinent un peu, d'où il suit que généralement deux petites faces parallèles et proches glissent plus ou moins l'une devant l'autre par l'eflet des déformations int^ieures du corps que Ton considère ( V. App. comp., p. 780.).
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De la distribution symétrique soit des autres pressions, soit des autres dilatations autour de celles qu'il vient de déterminer ainsi^ Cauchy conclut que dans les corps isotropes les pressions principales doivent avoir les trois mêmes directions que les dilatations linéaires principales. Il regardait^ en 1822, celles-là comme proportionnelles à celles-ci supposées très-petites $ maisy en i828, il dut^ après une nouvelle tentative, modifier cette hypothèse et composer chacune des pressions principales de deux parties. Tune égale à la dilatation linéaire de même sens multipliée par un coefficient constant, l'autre égale à la dilatation cubique (la somme des trois dilatations linéaires principales] multipliée par un deuxième coefficient, dépendant^ comme le premier, de la nature du corps (*) ; ce qui revient à supposer (comme fait maintenant M. Kirchhoff) que chaque pression principale est mesurée par la somme des trois petites dilatations principales multipliées par des coefficients qui, de neuf, doivent se réduire à deux inégaux, vu la symétrie nécessaire de composition des trois formules. A chacune des trois expressions, Cauchy ajoutait une constante représentant la pression, égale en tous sens, qui pouvait exister dans le corps isotrope antérieurement aux déformations qui en ont altâ^ risotropie. Il en déduisit analytiquement des expressions toutes semblables pour les trois composantes normales de pressions sur des faces quelconques non principales; et, pour les trois composantes tangentielles*(qui alors ont des grandeurs finies), des expressions proportionnelles aux trois glissements correspondants, c'est-à-dire aux cosinus des angles légèrement aigus dans lesquels les petites déformations changent les'trois angles droits des faces adjacentes d'un élément parallélipipède ; cosinus qui reviennent aux quantités dont ces angles se sont rétrécis, ou à celles dont les côtés opposés des mêmes faces ont glissé les' unes devant les autres pour l'unité des distances de ces côtés.
Cette première manière d'établir les formules des pressions, applicable, comme le pensait Cauchy, aux masses continues s41 en existe, n'est pas irréprochable. On ne voit pas en effet de
P) Bxercieet (ft mathématiquet, 3* thnée, p. IT7» 478, formiilei (67) et (70).
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raison de supposer â priori que les pressions principales ne dépendent que Jinéairement des dilatations principales, car toute fonction n'est pas développable suivant les puissances entières et ascendantes de ses variables en commençant par la puissance 1 ; et une fonction de variables supposées être assez petites pour qu'on puisse ne conserver que leurs puissances les plus basses^ n'est pas^ ainsi, nécessairement algébrique du premier degré (7. App. V, p. 663). Il était plus rationnel de partir du principe physique des actions exercées par les points matériels les uns sur les autres dans les directions de leurs lignes de jonction^ et avec des intensités dépendant de leurs distances^ ce qui se réduit^ comme on a dit, à soumettre à la géométrie les forces qui agissent et réagissent, et à admettre les lois d'inertie et de réaction appliquées à des points matériels.
XXVI. Fonmiles ^éwkérmlem peur ïïem eorp« liétéretropcs. — C'est ce que fit Gauchy dans deux admirables Mémoires insérés aux Exercices immédiatement après celui dont nous venons de parler. Dans le premier, qui a été pour la plus grande partie présenté à l'Académie le !•' octobre i827 (*), et dont l'objet est d'établir les équations de Véquilibre d'un système de points matériels, Gauchy opère comme a fait Navier à la première partie du sien (de 1821), mais avec cette différence essentielle qu'il fait entrer dans son analyse les actions mutuelles totales des points^ fonctions de leurs distances nouvelles, au lieu de se borner comme Navier à ne considérer que les accroissements subis par ces actions, en abstrayant ce qui vient de leurs valeurs primitives. Gomme il a soin de tenir compte de ce que les lignes de jonction des points matériels deux à deux ont changé non-seulement de grandeur, mais aussi de direction ou d'inclinaison sur les axes fixes des coordonnées, la fonction des distances nouvelles représentant l'action ultérieure des points n'apparaît dans ses calculs que divisée par ces distances-, et c'est le quotient, et non pas la fonction elle-même,
(1) Exercices, 3* année (4838), p. 300.
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qu'il développe suivant les puissances du très-petit accroisse* ment de celle-ci (*).
Par Ik, Cauchy fait un calcul exact (à cela près des quantités d'ordre supérieur qu'on veut négliger), et embrasse le cas général où il y avait à Tinterieur des corps, avant les déplacements opérés^ des pressions absolument quelconques, égales ou inégales en divers sens. Son analyse embrasse aussi les corps hétérotropes ou de contexture inégale quelconque autour de chaque point, parce qu'il conserve, outre les six constantes qui sont les valeurs des composantes des pressions primitives, quinze coefficients distincts régissant Télasticité, et se présentant sous la forme de sommes d'un très-grand nombre de produits de fonctions des di:itances d*un point matériel dans l'état primitif, par des puissances des cosinus des angles que ces distances aux points environnants formaient avec les axe^ coordonnés fixes. Il prouve ensuite que ces quinze coefficients se réduisent à six distincts dans le cas particulier et fréquent, considéré pour la première fois par lui, de trois plans rectangulaires de symétrie de contexture (*), et à un seul dans le cas plus particulier d'isotropie ou d'égale contexture en tous sens (*), cas où les équations se réduisent identiquement à celles de Navier quand on suppose nulle la pression antérieure aux déplacements; et il démontre ces réductions sans avoir besoin de convertir en intégrales autour d'un point les sommes de composantes d'actions, qu'il ne cesse jamais de représenter par un signe d'addition 2 ou S d'un nombre extrêmement grand, mais fini, de termes partiels.
{}) Celle remarque esi essenlielle. Si ft%\. la ciraclérislique de la foDcUon, et si r el fj 8onl les dif lances primiiive et uUèrieure, Cauchy fait ainsi :
ce qui donne autre chose que si Ton te bornaitifaire ^| = ^4-(r| — r)— + ....
ce qui serait mettre r au lieu de T] au dénominateur du premier membre. (») Exercices^ Z* année, p. 498.
(S) /d^. p. SOI.
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Dans son second mémoire, Caucby calcule la pression oa tension de Tinlérieiir du même système de points matériels en y faisant entrer, comme dans les équations du premier mémqire, l'action nouvelle totale de deux quelconques des points sans abstraire leur action primitive, et en supi)osant encore quelconque la contexture du système dans les divers sens. 11 obtient ainsi des formules très -générales, affectées des mêmes quinze coefficients (réductibles à six et à un dans les mêmes cas particuliers) que les équations du mémoire précédent, non compris les six composantes des pressions primitives, pressions qu'il ne suffit pas d'ajouter à celles que les déplacements développeraient si celles-ci étaient nulles , pour avoir les. pressions ultérieures totales; en effets ces pressions antérieures aux déplacements éprouvés entrent aussi dans les termes affectés des dérivées des déplacements des points, ce qui se conçoit sans peine si Ton considère que ceux-ci font tourner, dans l'intérieur du corps, la situation des plans menés parallèlement aux coordonnées, et changent par conséquent les grandeurs de la partie antérieure des composantes de pressions, qui étaient généralement inégales en divers sens (').
Dans ce mémoire, Gauchy donne de la pression sur une petite face, pour la calculer, la défmition mathématique suivante : « L'action totale exercée sur un petit cylindre matériel indéfini ayant cette fuce pour base, par toute la matière qui est de l'autre côté du plan prolongé de celle-ci. » Il en résulte la même chose dans le calcul en question, à cela près de quantités de Tordre de celles qu'on néglige, que lorsqu'on donne de la pression cette autre définition plus simple, et que Gauchy a depuis trouvée meilleure : « La résultante de toutes les actions qui
(<) En neilant dans les formules de la p. 2SS de ce mémoire, numérotées (S5) à (30), à la place de la densilé nouvelle p, la densité ancienne à divisée par la dilatation cubique, on obtiennes sii formules de pression s</us la forme définitive qu*a dû en donner Gauchy, à la p. 138 de la 4* année (1829) des Exercices. Voyei ci-après Appendice III, $ 33 (note) p. 564 et 574, et, surtout. Appendice complénenuire, §84, p. 795, les formules (212), complétées par les formules (19) et (42) des pages 556 et 591.
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s'exercent d'un côté à T autre à travers la face (^) ; » résultante facile à exprimer analytiquement, car on peut voir qu'elle est la ^ôme que a celle des actions qu'exercerait, sur chaque molécule m située d'un des deux côtés du plan de la face, un pareil nombre de masses concentrées au centre M de celle- ci, et égales^ pour chaque molécule m^ à la masse du cylindre oblique taillé dans la matière du côté opposé, ayant la même faœ pour base, et des arêtes égales et parallèles ù la ligne de jonction Mm du centre M à la molécule m (*)• d
Ces fonnules des neuf composantes de pressions, réduites à six (conformément au deuxième théorème du n*" XXV) sur des plans perpendiculaires aux coordonnées, et d'où l'on déduit facilement (par le premier théorème) la pression sur une face oblique quelconque, donnent le moyen de construire immédiatement les équations d'équilibre (/e/m{'e«, ou relatives à la surface» enveloppe des corps élastiques. Elles dispensent ainsi de l'emploi delaméthodedeLagrangeet de l'équution des travaux virtuek, traitée par le calcul des variations, que Navier a employée.
Elles donnent aussi, en substituant dans les relations entre les pressions et les forces accélératrices^ tirées, avons-nous dit, (n°XXV), de l'équilibre de l'élément parallèlipipède, les troiséqua^ tions indéfinies^ toutes semblables à celles qui se trouvent construites directement au premier des deux mémoires cités de Cauchy, en mettant en équilibre les actions sur une molécule unique.
(1) Gomptci rendus, 33 juin 1845, t. X\, p. 4765.
M. Duhamel a, le premier, proposé comme possible cotte deuxième définitloB» mais lan» s'j arrêter (1828, Journal de V École polytechnique^ 91* cahier, p. 94S). Mous avons montré (Société philomathique, 30 décembre 4843, ou Jovnial Vlnstitul^ n*> 534j qu'elle permettait seule da remplacer identiquement la rétnltante des action^ moléculaires du dehors au dedans d*un élément polyédrique quelconque parla résultante des pressions sur ses Taces. L'autre définition amène l'omission de certaines actions, et le double ou triple emploi d'un cerlain nombre d'autres. 'J'oy. aussi Appendice III^ §46, p. 544, note.} Cette définition évileaasfl les diOicultés des arêtes vives^ rencontrées par Poisson i son mémoire da 42 octobre 4829 \fJournal de r École polyUcfmique, âû* cahier, n«* 25, 49, 50, 53).
(*) Car le cylindre contient évidemment toutes les molécules, siluéet de tOB côté, qui agissent sur des molécules siiuéei du c6té opposé de la face i des diiUnces égales et parallèles i Mm (Comptes rendus, 7 juillet 4845, l, XXI, p. 94. Foyez aussi Noie du n* 462, $ 8, p. 497, et, surtout, Appendice III, note 4« § 23, p. 5G5).
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XXVfl. fitailto. Poisson. — Aussi^ en traitant le même sujets Poisson s'est-il dispensé de construire directement les équations de l'équilibre intérieur^ et a-t-il commencé par rétablissement des formules de pression ses recherches^ communiquées en partie à l'Académie le T' octobre 1827 (^)» ou le même jour que le premier mémoire de Cauchy^ puis réunies dans son mémoire du il avril 18i8 ('), modifié en plusieurs points par celui du i% octobre de l'année suivante 1820 (*)• Au grand mémoire de 4828, remarquable surtout par la partie philosophique et par de magnifiques applications^ Poisson considère, comme faisait en même temps Gauchy (n** précédent), les actions totales^ fonctions des distances moléculaires modifiées par les déplacements^ et il calcule de suite la pression produite sur une face quelconque^ oblique aux plans coordonnés, que Cauchy n'exprime qu'ultérieurement au moyen des pressions sur des faces parallèles à ceux-ci. Du reste, il est moins heureux que Gauchy, sQÎtduns jes raisonnements, soit dans les résultats obtemis; car^ outre que les siens ne sont applicables qu'aux corps isotropes^ on peut remarquer que dans les coefficients, qui sont des sommes triples prises par rapport aux grandeurs des distances moléculaires et par rapport à deux angles qui déterminent leurs directions. Poisson convertit en intégrations les deux sommations relatives aux angles ; ce qui le détermine à supposer que Ja sphère d'activité, bien qu'imperceptible, comprend un nombre tellement immense de molécules que les actions qui s'exercent aux plus petites distances soient tout à fait négligeables devant les actions bien plus faibles, mais plus nombreuses, s'exerçant aux distances moins petites; hypothèse toute gratuite et même improbable, que Gauchy n'est point obligé de faire, car il laisse ses quinze coefficients sous forme de sommes de produits, com-
(f) CD extrait en a paru au Jnn. de ch. et de pk, auui eu 48S7, puig en janvier 4 838 au Bulletin Fèruisac, t. IX, p. 27.
O Mémoire lur Téquilibre et le moufement des corps solides élastiques (qui a paru in extenso Tannée suivante, au t. VHI de ceux de l'Institut).
(*) Mémoire sur les équations générales de l'équilibre et du roouTeroenl des corps élastiques ei des fluides {Journal de V École polytechnique, W catiier].
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posés comme on a dit tout à Theure. On peut remarquer aussi, comme le reconnaît Poisson au mémoire de Tannée suivante (i829), où il reprend tous ses calculs (en évitant les deux' conversions de sommes en intégrales dont nous venons de parler), que ses formules du mériioire de 4828 et du commencement de celui de 4829 représentent les neuf composantes, toutes inégales^ des pressions qui s'exercent^ non pas sur trois faces d'une superficie = 4 perpendiculaires aux coordonnées fixes, mais sur trois faces qui avaient cette superficie et ces directions avant les déplacements des points ; formules qui prêtent ainsi à des erreurs (*), et auxquelles il est obligé de faire subir une^transformation compliquée pour en tirer les six formules vraiment utiles de composantes (*)^ auxquelles Gaucby arrive très-directement et pour des corps de contexture quelconque^ isotrope ou non.
Poisson consacre cependant aussi, au même Mémoire de 4899^ un chapitre aux corps non-isotropes, qu'il réduit à ceux qui sont régulièrement cristallisés. Mais il se borne à poser, pour les six composantes, des expressions ayant une forme linéaire en fonction des neuf dérivées du premier ordre des déplacements dans les sens des trois coordonnées, par rapport à ces coordonnées; forme justifiée implicitement, pour ses lecteurs, par les considérations moléculaires des autres chapitres. Puis il montre la réduction à trente-six de leurs cinquante-quatre coeftîcients, sans apercevoir leur réductibilité à vingt -un inégaux au plus comme l'a montré Green ('), et même à quinze comme l'avait déjà prouvé Cauchy (n** précédent), et comme Poisson Ta reconnu plus tard en lisant à l'Académie, le 28 octobre 4839; son Mémoire sur l'équilibre et le mouvement de$ corps cristallisés, où il considère cependant les molécules non
(t) Comptes rendus, S8 Juillet 1862, t. LV, p. iOS.
(>) Mém. au 20* cahier du J. de VÈc. poL, de la page 47, où sont reproduites les form. de 1828 avec un signe difTéreot [parce qu'au contraire de 4 8t8 il attribue le signe -f aux répulsions et le signe — aux attractions), i la page 5S oà tom les formules déflnitives, conformes i celles do Caachj du cas d'itotropk*.
p) Voy. .V Appendice ci-après, <( 70, p. 712.
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plus comme de simples points, mais comme des groupes de points ou atomes pouvant tourner sur eux-ménies (^].
Au môme Mémoire du 12 octobre 4829, Poisson s'occupe des fluides et arrive^ par un raisonnement dififérent, quant à la seule forme^ de celui de Navier^ aux équations trouvées en 18^ par celui-ci pour leur mouvement (') en tenant compte, non pas, comme il le dit, de leur viscosité ou de V adhérence de leurs parties (car les gaz n'en offrent aucune et ont cependant un frottement], mais de l'engrènement réciproque de leurs molécules ou du frottement mutuel de leurs couches; équations données aussi par Cauchy en 1828 comme pouvant représenter le mouvement intérieur des corps mous ou plastiques dénués d'élasticité ('), et pouvant encore s'obtenir par un autre moyen très-simple (*). Mais ces équations ne sont applicables que pour les mouvements extrêmement lents et réguliers que prennent les fluides dans des cas exceptionnels, par exemple lors de leur écoulement par des tubes ou des vaisseaux capillaires. ( V. App. V, p. 734.)
Poisson y prélude aussi aux recherches originales et dignes d'attention publiées en i83i, sous le titre : « Nouvelle théorie de l'action capillaire, • et qui doivent être étudiées, au moins dans leurs généralités, pour se faire une idée des questions que soulèvent les considérations de mécanique moléculaire, applicables aux solides comme aux liquides.
XXVni. Salie. PoIasou et .Canehy (pour les •onuncai non rcmplafables par. de<ii Intéifrales. ) —
On voit en effet à cet ouvrage, entre autres choses remar* quables, que Poisson insiste (comme dans ses écrits de 1828 et 18i9) sur la nécessité de laisser sous forme de sommes d'un nombre fini quoique considérable de termes, les coefiicients des formules, et, si l'on y remplace par des intégrations les sommations relatives aux angles (comme il faisait en 1828), de se bien
((} Mèm. de rintlitui, t. XVIII.
(*) Mëmoire sur le mouTemenl dei fluides en tenant compte de leur Tiscosite, etc. Institut, t. VU (>) Rierclees, 3* innée.
(^) Comptes rendus, 37 noTembre 1843, t. XVII, p. 4S40.
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garder de faire de même pour les sommations relatives aux distances; car si ces coefficients étaient convertis en intégrales définies depuis une valeur zéro de la distance, une intégration par parties donnerait des pressions intérieures nulles après les déplacements quand elles le sont avant (^), et l'on déduirait encore, des coefficients ainsi convertis, d'autres conséquences tout à fait contraires aux faits, savoir que les pressions ne varieraient que comme les carrés des densités, et qu'elles seraient toujours normales aux faces, ou qu'elles n'auraient pas de composantes tangentielles. Ces considérations, bien que d'une apparence purement analytique, sont d'une haute portée pour la philosophie de la science. Elles prouvent, comme Fresnel l'avait déjà remarqué avec une grande sagacité pour l'éther (n*XX[V) que les corps, même fluides, avec les propriétés que tous les faits dénotent, ne sauraient être formés d'une matière continue; conclusion qui, étendue à la constitution des dernières particules, fait disparaître même les atomes étendus et figurés, mais insécables et invariables, de Leucippe et de Démocrite, conservés jusqu'à nos jours, pour faire place à ceux du système dont nous avons parlé au n° XXll ; système préconisé par divers physiciens anglais et allemands qui n'y voient nullement un idéalisme négateur de la matière, et adopté, parmi nous, pour d'autres raisons encore, par Ampère, ainsi que par Cauchy qui en a
(^) Ed elTet, r étant la plus petite Yaleur des distances r entre les molécolet, et r la plut grande de celles pour lesquelles leur action fr a une grandeur seaiible, IMniégration par rapport aux angles donne pour la pression priniUre K ei pour le coefficient d'élasticité k aflfeciant les dériTèes des déplacements
jr
X =— \ r^fr.dr, k (ou « de NaTier)= -^ \* r» --rfr. 3 Jr iR 1 ^-
. 2lt f r r
Or la deuxième expression, intégrée par parties, donne :
A=--lr*Ar-r*rr)-K.
Le premier terme entre parenthèses est nul puisque fr derient tout à fait insettsibie ayant que r ne soit grand, et le deuxième est nul aussi pour la limite infi. rieure r= o à moins qu'il n'y ait des répulsions ioRnies du quatrième ordre ta contact, et que ce ne soient ces répulsions- là qui seules déterminent 11 Ttlear ÛB k lorsque la pressign primitiTe K est nulle; ce qui exclurait limte èlisUdlé.
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fait ie sujet d'une de ses leçons de physique supérieure» à Turin en 1832 (0-
Cauchy avait montré en effet, aussi en 1828» mais sans y appuyer autant que Poisson (')» que Ton tombe dans les conséquences signalées, si contraires aux faits (proportionnalité des pressions aux carrés des densités, et nullité des composantes tangentielles) si, sans même supposer la continuité de la matière., on admet seulement comme Poisson « qu'on puisse abstraire l'action» sur une molécule, de celles des molécules environnantes qui en sont le plus proches, b vis-à-vis de l'action des autres, supposées en nombre immense malgré la petitesse de la sphère d'activité; opinion émise pour la première fois par Poisson dans une lettre d'octobre 1827 ('), et où l'on s'étonne de le voir persister en 1829 (^) et 1830 quand il n'en a plus besoin» puisque alors il n'intègre pas plus par rapport aux angles que par rapport aui^ distances.
Au reste» les calculs qui ont pour base la loi moléculaire des actions fonctions des distances ne supposent pas admis nécessairement, comme quelques auteurs anglais l'ont pensé, le système de Boscovich ou des atomes inétendus. Ces calculs n'exigent même pas que les dimensions des atomes» si on leur en attribue» soient supi)osées très-petites par rapport aux distances mutuelles de leurs centres de gravité; car ces sommes relatives aux distances d'un point à tous les points environnants ('), qui forment les coefficients constants des formules»
(1) Dn écrit de treixe paget, sur ce lujel, a été inféré i la date du iO jao« vier 4844 au Bullelia de la Société pbilomatbique de Paris. Un court extrait en a paru aussi au n<* 5i8 du Journal VItulitutf du 7 février, p. 48.
(*) Exercices, 3* année, p. 203, 204 de son premier mémoire cité, et p. MS, 330, 231 du second.
O Annaie» de Chimie et de Physique.
(*) Mémoire du 42 octobre 4829, au 20* cahier du Journal, de F École pthlytechmque^ art. 3 ou p. 7.
(»j C*ef t-à-dlre ces sommet C~- F(r)c08« (r,a;)cos*»' [r^y) co8»»"(r,z), où p
est U densité du corps, r sont les distances d'un point i tous les atomes ou éléments d'atomes dont les masses sont m et qui se trouvent compris dans sa tréspeUte spbére d'activité sensible; »» n',n" sont des exposants entiers dont la ■onae est 4 pour les principaux des coefflcients ainsi exprimés; enfin F(r) est
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peuvent tout aussi bien être composées d'un nombre infini de termes, même pour chaque atome^ que d'un nombre total tini. Il suffit, pour pouvoir établir les équations, que les atomes ne se touchent pas^ ou ne soient point fondus en une masse ininterrompue.
Ce n'est môme pas précisément dans la conversion de chaque somme 2 ou S en une intégrale que git le danger des conséquences fausses; c'est, comme Ta très-bien remarqué M. Qausius ('), dans la supposition que la limite inférieure de rintégration pour les distances soit zéro. Dès qu'on prend une limite inférieure finie, si petite qu'elle soit, qui sauvegarde la non* contiguïté des dernières parties, rien n*empéche d'intégrer si cela est commode pour obtenir des résultats d'une certaine forme; car si une intégrale ne peut guère être substituée à une somme particulière relative aux diverses molécules qui en entourent une seule, elle peut très-bien V&ive à une moyenne d'un très-grand nombre de pareilles sommes, vu la compensation qui s'opère alors entre les inégalités ou irrégularités individuelles; et cette moyenne est, après tout, seule à considérer dans les applications, comme dit le même savant. DchïTaccord des équations trouvées par Cauchy et par Poisson avec celles auxquelles Navier était arrivé sans discuter ce qui résulterait des transformations analytiques du coefficient qu*il trouve, et qui se présente sous forme d'intégrale définie. De là aussi la possibilité, malgré quelques objections de Poisson, de continuer de se servir, dans ces sortes de recherches, comme font encore les géomètres anglais et allemands, des méthodes de la mécanique analytique de Lagrange, qui, d'ailleurs, permettent très-bien de laisser subsister sous forme de simple sommet ou S, les coefficients ressortant des résultantes d*actions sur chaque point matériel, tout en faisant entrer ensuite, dans l'analyse, des intégrales triples prises pour toute l'étendue du système; ce qui n'a
une fonction qui se déduit de celle f[r) représentant Taclion nutaelle à It dlatnnce et dan^ la direction r pour l'unité de masse des points maiériels qnl Texercent l'un iiur l'autre.
(1) Ueber die Veranderungen, etc., aux Annale» de Poggeniarff, toI. LXXVI, p. 56-68.
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pas plus d'inconvénients queTusage, fait aussi par Laplace, des intégrales dans la théorie capillaire, et que tout autre emploi du calcul différentiel et intégral pour les corps solides ou fluides qu'on sait très-bien être discontinus ou composés d'un nombre fini^ quoique très-grand^ de molécules isolées (^).
XXXTX. Sotte. Polémique entre Poisson et IVa- Tler. Remarques de M. Clauslus. — Ici doit trouver place la mention de cette vive polémique soutenue en 4828 et 1829. Poisson, dans son premier mémoire^ d'avril 1828, en donnant un historique du problème des corps élastiques, n'avait fait nulle mention de Navier qui, le premier, Ta mis en équation; mais, faisant cependant à son travail une allusion évidente, il avançait que des recherches où les résultantes d'actions entre molécules, étaient exprimées par des intégrales, et même toute analyse où Ton opérait des intégrations, comme celles que comporte Tusage du calcul des variations appliqué suivant les règles de la mécanique analytique de Lagrange, n'était bonne que pour les masses continues s'il en existe, et était tout à fait impropre à donner les conditions d'équilibre des corps élastiques tels qu'ils sont dans la nature, c'est-à-dire formés de molécules disjointes (*)• Dans ses répliques aux réponses de Navier qui trouvait étrange une pareille exclusion, il reprochait encore à celui-ci d'avoir abstrait les actions primitives entre les molécules pour ne faire entrer dans son calcul que leurs changements de grandeur. Et Arago, rédacteur du recueil qui servait d'arène à cette discussion , la fermait par une Note (*) où il demandait à Navier comment il pouvait concevoir un corps dont tous les points matériels seraient sans action les uns sur les autres dans l'état naturel, etc.
Tous ces reproches étaient ou sans fondement ou exagérés.
(*) Voyei 6* Appendice, S 74, p. 743, et Appendice complémeotaîre, $$ 84, 86.
(*) Note sur les Tibrations des corps sonores, aux Annales de Chimie et de Physique^ 4** octobre 48S7, — on Bulletin Fernssac, 4828, t. IX, p. 37.— Et Mémoire du 44 avril 4828 au t. VIU de ceux de rinsiitut, art. 44, p. 400.
Vojei, pour le reste de la discussion, les Annales de Chimie et de Physique, t. XXXVU, XXXVIIl, XXXIXJuillet, août et octobre 4828, et jaoTier 4829.
(S) Mêmes AnnaUs, t. XL, 4829,
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Ail dernier, Navier répondit très-bien, dans une Note récapitulative insérée au Bulletin des sciences de M.deFenissac(*),qu^l avait regardé comme nulles, non pas les actions antérieures aux déplacements, mais leurs résultantes^ ce qui est en effet possible quand on suppose qu'il n'y avait pas primitivement de pressions (']• 11 est bien vrai (comme nous avons dit tout à Tbeure) qu*on ne doit pas prendre les intégrales figurant comme coefficients depuis des valeurs nulles des distances^ comme si la matière était continue, mais cela n'empêche pas d'être exactes les équations de Navier, où ces intégrales définies restent ineffectuées et donnenl des expressions qui n'auraient plus rien d'impossible en prenant une autre limite inférieure que zéro, comme nous avons vu [n" précédent] que l'a très-bien remarqué &L Clausius; et cela empêche encore moins, comme nous avons dit aussi, d'appliquer aux systèmes moléculaires le calcul intégral et le calcul des variations (')•
A cette discussion se trouvent mêlées des considérations des deux illustres savants sur la question des plaques élastiques, qui n'aurait pas dû les diviser, car Poisson y reconnaît que la méthode de son mémoire du 1" août 4814^ où il supposait la plaque sans épaisseur, ne mettait pas en jeu les véritables forces; et celle dont il fait usage en 18^8, comme application des formules générales nouvelles, le conduit précisément aux mêmes équations que Navier avait obtenues en 4820, sauf Tune des équations aux limites ou aux bords de la plaque. (Voyex n'-XXlïetLIX.)
On y trouve aussi de lumineuses observations sur la forme possible de la fonction des distances entre deux molécules» capable d'exprimer leur action mutuelle. Si on la représente par un seul terme affecté d'une exponentielle, comme avait fait Poisson à son mémoire de 1828, on satisfera bien à la condition de la diminution rapide de l'action pour peu que la distance
(yi Bulletin univerêel dei Science» et de Vlnduttric, 4<~ secUoii, marf 48t9. (S) Voyex ci-après, Appendice oomplémenUire, $ 80, p. 774. (>) Vojei idem, $$ 83, 84, 85, p. 783 i 800.
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augmente {*), mais elle restera toujours de même signe quelle que soit la distance, et l'équilibre naturel ou sans forces extérieures sera impossible; car, comme le rappelle Navier, cet équilibre exige que les actions mutuelles soient répulsives pour certaines distances, et attractives pour d'autres. Aussi Poisson reconnaît (') qu'il aurait dû prendre pour Taôtion moléculaire une différence de deux fonctions de cette forme (').
XXX. Skilte. Mm. liamé et Clapeyron. — Pendant la* même année d828 fut envoyé à l'Académie, sur le même sujet, un mémoire remarquable de lucidité et de sagacité, où ces deux ingénieurs français,. alors en mission en Russie^ arrivèrent aux mêmes équations indéfinies que Navier, en exprimant^ comme lui, mais sans avoir eu connaissance de ses recherches, l'équilibre, sur une seule molécule, des actions développées par les petits changements de distance des molécules environnantes, et supposées proportionnelles à ces changements ; en abstrayant, comme Navier, les actions antérieures, supposées se faire équilibre naturellement ou sans forces extérieures dans Tétat qui a précédé les déplacements des points. Et les mêmes considérations les conduisirent directement aux formules dés pressions pour les corps isotropes.
La manière dont ils en déduisirent un grand nombre de théorèmes sur les pressions prouverait qu'ils n'avaient pas non plus pris connaissance des mémoires présentés en i82S et 1827 par Gauchy, qui était arrivé à une grande partie de ces théorèmes pour des corps d'une contexture absolument quelconque en repos ou en mouvement.
Nous reviendrons sur ce mémoire aux n" XXUI et XXV.
-fâ"
(^] Li forme que Poiiion donnait comme eiemple était 0*6 ,aet
b étant deux consuntei, r la diitance, a le plus peUt interyalle moléculaire, n an nombre très-grand, et m un irét-grand exposant poiitir, afin que, conror« niément i son idée (n** XXVll) l'action restât presque constante et égale i a tant que r ne comprend pas un grand nombre de fois a, et décrût rapidement qutnd r devient plus grand que na.
(<) Note de U. Arago (Jnn, de Chimie et de Physique^ Janfier 4829, p. 403); et Deuxième mémoire de M. Poisson, '43 octobre 4S39, p. 6 et 45«
O Voyez ci-après, 3* Appendice, $ 46 (note), p. 543; et 5* Appendice^ p. 739.
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XXXI. lialte. M. Bahamel (Prise c» coiuiMér»tion des températnrefl). — Peu de temps après furent présentés et publiés au Journal de r École polytechnique plusieurs mémoires remarquables de mécanique moléculaire, approuvés par l'Académie, où M. Duhamel^ aujourd'hui membre de ce corps savant^ tenait compte des changements de température développés par les changements de volume des diverses parties des corps élastiques (*). M. Wertheim [en a tiré des conséquences relatives aux diflférences qu'on trouve constamment entre les valeurs des coefficients d'élasticité déduits du mesurage statique, et ceux que Ton conclut (le l'observation du nombre des vibrations dans l'état dynamique.
Au re^te, les effets mécaniques de la variation de température des barres soumises à un effort de traction peuvent être évalués approximativement d'une manière élémentaire dans beaucoup de cas, comme a fait M. Poncelet au n*" 308 de Y Introduction à la mécanique industrielle.
XXXn. Premières applications deeette ntMiTelle branelie de la mécanique, par Poisson et Oanoliy.
-» La découverte ainsi faite d une nouvelle branche de la science de l'équilibre et du mouvement eut une influence marquée sur la manière dont cette science en général fut bientôt enseignée. Le beau préambule du mémoire de Poisson de 1828 contribua sans doute pour beaucoup, avec les travaux de Navier, et avec quelques passages d'un livre de Ck)riolis ('), et, aussi, des premières le-
(*) Mémoire cur les équations de la propagation de la chaleur dans les rarfit solides doDl la conductibilité n*esl pas la même dans tous les sens; 7 avril 4818 {Joum, de l'École polyt,^ SI* cahier). — Second mémoire sur les phénomènes Ihermo-mécaniques, lu le 33 février 4835 (idem, 25* cahier). — Sur le calcul des actions moléculaires développées par les changemenU de température {Savetntt étrangers, U V).
(«) Du Calcul des effeU des machines, ^'• édition, 48Î9, ch. III. — A U V édition (4844, posthume) de ce livre, on a ajouté, entre antres chowt, la matière d'un *t Mémoire sur la manière d'établir les prineipet de la mécanique pour des systèmes de corps en les coniidèrant comme des assemblaget de mole-
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çoDS de M. Ponceiet aux ouvriers- de Metz, à faire substituer désormais les réalités physiques, c'esl-à-dire la compressibilité^ rélasticité, l'action à distance et sa transmission graduelle par les tiges et les liens ^ etc. , aux abstractions de dureté absolue dans les solides, d*inextensibilité dans les liens, d'action instantanée au seul contact, etc., en sorte que, bien que les savants cités ici n'aient pas toujours écrit à ce point de vue, on met aujourd'hui généralement en pratique une pensée qu'avait eue Laplace dès 1825 (^], d'introduire dans les démonstrations de la mécanique, pour leur donner plus de clarté et pour se rapprocher de la nature, la considération des actions réciproques à de petites distances, qui régissent les phénomènes terrestres.
Mais la mécanique moléculaire ou la théorie de l'élasticité des solides eut aussi pour application, presque immédiatement, la solution de divers problèmes utiles. Pour nous borner ici à ceux d'équilibre (devant parler plus loin de ceux de mouvement), Poisson reconnut dès i827, comme conséquence évidente des formules de composantes normales de pressions, que lorsqu'un prisme élastique est dilaté dans le sens de sa longueur par une force de traction parallèle à ses arêtes, distribuée uniformément sur ses bases, et que ses faces latérales sont libres, il y a, dans les sens transversaux, une contraction dont la proportion est le quart de celle de la dilatation pour les corps d'égale élasticité en tous sens ('), résultat auquel arrivèrent M. Cauchy (') et MM. Lamé et Clapeyron Tannée suivante (% et qui a été aussitôt confirmé par une expérience de M. Cagniard de Latour, autant que le permettait le degré d'exactitude du mode d'observation employé.
ealei, » iotérè en 4835 au Journal de l'École polytechnique (24* cahier), et où Coriolis feul bien citer (page 94, note] un mémoire du 44 avril 4834, trouTé alors hardi par lui et par M. Ponceiet, présenté par nous à l'Académie sur cette même manière de démontrer les théorèmes génériux du mouvement et de l'èqullibre des systèmes.
(1) Mécanique céle$te. An du chapitre 4*' du livre XII.
(S) Jnnalet de Chimie et de Phyâigue, 4 8^7.
(1) Exercice» de mathémaiiquet, 3* année.
C») SavanU étranger», t. IV, p. 608 (n* 40).
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Poisson déterminait aussi les rapports de ces deux effets à celui de contraction générale produit par une pression de même intensité, appliquée sur toute la surface d*un corps isotrope de forme quelconque ; et il résolvait divers problèmes élémentaires sur les sphères creuses en mémo temps que MM. Lamé et Clapcyron, qui en résolvaient d'analogues sur les cylindres creux (n« LVIII ci-après).
Passant aux problèmes de la torsion et de la flexion des cylindres, qu'il suppose à base circulaire^ et de dimensions finies en tous sens, Poisson, faute de pouvoir donner, des équations différentielles de leur équilibre, des intégrales qui ne sont point encore trouvées pour tous les modes de sollicitation, môme aux seuh^s extrémités, tente de résoudre le problème d'une manière approchée quand les dimensions transversales sont très-petites. Pour cela il fait une supposition difficile à justifier, et qui conduit à des résultats souvent justes, mais quelquefois faux, à savoir que les pressions intérieures, ainsi que les déplacements des points, sont exprimables en séries convergentes procédant suivant les puissances entières des petites coordonnées transversales (*). Ces séries, à coefiicients indéterminés, étant mises dans les équations différentielles définies et indéfinies à la place des quantités inconnues, donnent, par la comparaison des termes affectés d'une même puissance, et eu égard à la nullité supposée des pressions sur les faces latérales, une suite d'autres équations plus simples, qu'il combine de manière à en tirer les coefficients, en effaçant finalement les termes d'un degré supérieur tantôt au premier, tantôt au second degré. Il arrive ainsi aux formules connues de la flexion et de la torsion des cylindres à base circulaire, formules dont la démonstration ordinaire est fondée, en effet, sur des suppositions qui reviennent à celles de Poisson mais où l'on se borne à des termes du premier degré. Nous parlerons au n** LIX de la solution que le même illustre savant a donnée, au moyen d'une hypothèse analogue, du problème de l'équilibre et du mouvement des plaques.
(>} Mémoire 4to 4838, ii«« 34, p. 447, et 44, p. 461. .
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Vel*s la fin de la même année 18%, sans connaître les travaux de Poisson autrement que par deux courts extraits nMndiquant pas ses procédés, Cauchy appliquait également le développement supposé possible en séries entières, à' la détermination de la flexion des lames minces, d'une largeur indéterminée ou indéfinie (en supprimant la considération de la dimension ou de la coordonnée dans son sens); et, ensuite, des tiges à section rectangulaire finie, d'une épaisseur cx)nstante ou variable, dont la fibre moyenne est primitivement droite ou courbe^ et dont la matière est isotrope ou hétérotrope; et il arrivait ainsi aux formules fournies par leshy pothèses, un peu plus restreintes, de la théorie ordinaire (*). (Voyez n** XLI.)
XXXIII. — Applications, par MM. liamé et Oapcyron. — Ils ne s'occupèrent pas de la flexion, pour laquelle Poisson et Caucby n'ont trouvé que des résultats simplement approchés et discutables. Mais dans leur grand mémoire , où rien, dans les applications, n*est donné .^ Thypothèse, ils arrivèrent, sous le titre de Cas généraux^ à de belles solutions de problèmes où toutes les ressources actuelles de l'analyse aux différences partielles sont mises en œuvre. L'une est relative à un solide de dimensions infinies en longueur, largeur et épaisseur, mais terminé d'un côté par un plan indéfini sur lequel agissent des pressions distribuées d'une manière absolument quelconque, continue ou discontinue ; l'autre à un solide compris entre deux plans parallèles indéfinis, comprenant entre eux une épaisseur finie, l'autre enfin à un cylindre droit, de longueur infinie, sollicité sur sa surface latérale par des forces quelconques. Bien que M. Lamé ne les ait pas reproduites dans ses leçons sur la théorie mathématique de l'élasticité, de i 852, en disant avec modestie (*) que ce n'étaient que des essais entrepris dans le but de chercher une solution générale, et ne parais-
(1) Exercices, 3« année (1S9S), p. S43 à 328 et 356 à 36S ; et 4« année (4839), p. 36. Nous croyons avoir résumé ce qui t'y trouve de plus essentiel (sauf l'applieatioo aux vibrations) au n* 43 de notre Mémoire de 4854 sur la flexion des priamef (Journal LiouviUe, 4856).
(>) Fin de la 4S« leçon, S ^- *
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sant pas placés sur la route qui doit y conduire, elles sont remarquables et il n'est pas impossible qu'un jour elles fournissent d'utiles applications [*),
XXXIV. Isolation aliérleure, par M. liamé, «ta problème de la sphère pleine on creuse sollieitée d'une manière quelconque. Ol facultés pour le prisme. — Quant aux solides de dimensions finies en tous sens^ c'est seulement pour une sphère pleine ou creuse qu'a été résolu le problème de l'état d'équilibre déterminé par des pressions appliquées et distribuées d'une manière quelconque sur la surface. C'est à M. Lamé qu'on doit cette belle solution^ publiée en i853^ ou un an après ses leçons sur l'élasticité C). (Voyez n"* LVIII pour le cas particulier de pressions constantes, traité à la 16* leçon et déjà en 4828.)
On peut, aux mêmes leçons, où l'illustre analyste s*est efforcé de réduire la théorie de l'élasticité à des termes simples, prendre une idée de la longue recherche qu'il a faite d'une solution semblable pour un solide prismatique, et voir quel point diflicile (') empêche et empêchera d'y arriver longtemps encore, et peut-être même toujours, si l'on en peut juger par l'insuccès du persévérant appel fait par l'Académie, sur sa proposition, aux géomètres des deux mondes, en mettant au concours, depuis 1846, ce grand problème de calcul intégral aux différences partielles, qu'elle en a définitivement retiré en 4858 en désespoir de cause.
(*) Il a bien touIu nout commuDiqaer un mémoire manuscrit oA m troofeat défeloppées « en lèrief numériqaet et immédiatement calculables » ses eipre^ sloDi (97) du cas de deux plans parallèles, au moyen de la décompositkm des
fractions sous le quadruple signe ), en fractions partielles dont chacune i po«r dénominateur un des facteurs imaginaires, en nombre infini, des dénominatrart
(de
U forme ±: ar I de ces fractions. H est fâcheux qu'il ait
i les publier par la raison que ces sortes de décompositions sont comprit le calcul des résidus de M. Caucby.
(t) Mémoire sur l'équilibre d'élasticité des en? einppes sphériques, lu le l'^anôl 1SS3, et inséré au Journal de M. Lioufille, t. XI&, 4S54.
(*) Douxiéme leçon, $66, p. 455 et soifanles.
HISTORIQUE. Cixxiij
XXXV. !Véccsslté de se contenter de solntlons qui supposent un mode particulier de distribution des forces sur les bases. Méthode Inverse. MM. liamé et dapeyron. — On ne doit pas se dissimuler, à ce sujet, que si môme un succès aujourd'hui inespéré venait un jour vaincre celte difficulté si grande, c'est-à-dire si ^ Ton parvenait à intégrer les équations d'équilibre pour des pressions quelconques agissant sur les bases et les fic^s d'un parallélipipède, cylindre ou prisme^ une autre difficulté peut- ; être plus désespérante viendrait^ indépendamment de l'immense ' complication des calculs^ se dresser devant ceux qui cherche- ' raient à tirer quelque parti de la solution trouvée. Ce serait de savoir quelles sont, dans chaque cas^ ces pressions que le problème prend pour ses données. On n'agit en efiet sur la surface d'un corps que par Tintermédiaire d'autres corps en contact avecJui; or on ne sait point^ et Ton ne saura de longtemps comment se distribuent les pressions sur la surface de contact de deux corps élastiques, même lorsque le second de ces deux corps se réduit à un lacet enroulé autoulr du premier, et auquel le poids est suspendu. Le fait est que si l'on excepte les pressions exercées par un fluide en repos, on ne connaît jamais, des forces qui agissent sur la surface d'un corps, que leurs résultantes et leurs couples ou moments résultants; on ignore, hors de là^ leur mode de distribution sur les divei*s éléments de cette surface.
D'où il suit qu'en général il importe peu de savoir déterminer réquilibre d'élasticité d'un solide plutôt sous l'action des forces qui agissent réellement, que sous celle d'autres forces statiquement équivalentes, ou qui ont même résultante et môme moment, mais un autre mode d'application et de distribution, bien qu'on ne puisse pas dire absolument que ce mode soit dénué de toute influence sur la grandeur des déplacements des points.
Sous tous ces rapports il faut se contenter, pour l'équilibre d'élasticité et pour les conditions de résistance des pièces prismatiques, supposées sollicitées d'abord aux extrémités seulement, de solutions relatives à un mode déterminé de distribution des forces extérieures sur leurs deux bases.
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MM. Lamé et Clapeyron ont donné, les premiers^ deux exemples simples de ce genre de solution. Il consiste à prendre pour donnée la loi des déplacements de tous les points, et à déterminer la loi correspondante de distribution des forces à la surface, ce qui permet ensuite de déterminer les grandeurs de ceux-là connaissant les intensités des résultantes et des moments résultants de celles-ci, supposées distribuées suivant le mode trouvé.
La loi de déplacement qu'ils se donnèrent à cet effet pour le prisme à base quelconque consiste ea ce que les dilatations linéaires (positives ou négatives) soient partout lesjiiémes dans le sens longitudinal, et partout les mêmes aussi, mais d'une autre grandeur, dans les sons transversaux. Les équations leur montrèrent immédiatement que cette loi est possible quand on néglige les effets tros-petits de la pesanteur; et que les forces qui la donnent sont îine traction ou une pression uniforme aux divers points des deux bases, et une pression normale constante (comme la pression atmosphérique) sur les faces latérales. D'où se déduisent immédiatement les résultats trouvés par Poisson (n" XXXI 1) d'une manière moins simple.
Celle qu'ils se donnent pour le cylindre droit, de manière qu'il soit tordu en même temps qu'étendu ou comprimé, est qu'il y ait, outre des dilatations uniformes en trois sens, des rotations relatives des sections, égales d'un bout à l'autre pour mêmes intervalles entre ces sections supposées rester planes et perpendiculaires à l'axe autour duquel elles tournent. Les équations indétinies prouvent encore que ces sortes de déplacement sont possibles san» forces agissant sur la ma^e, et les équations définies montrent qu'outre les tractions et pressions normales du cas précédent (et qui peuvent être toutes nulles) il faut , sur les éléments égaux de chacune des deux bases circulaires des forces dirigées dans leurs plans, perpendiculairei aux rayons vecteurs, et proportionnelles à ces rayons ou aux distances des éléments à l'axe de torsion (^).
(1) N* 51 oa page S97 du Mémoire cité.
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XXXVI. Httilirff ""I^^T plMM éiendnc dans ses applications. Torsion. Flcmlon Inén^alc avee ^lisacmcnis. — A la méthode inverse qu'ils ont employée pour cela et qui consiste, au moyen d'une simple diiférentiation^ à déduire les forces des déplacements qu'on se donne^ il faut^ pour des cas plus composés^ comme ceux de flexion, ou comme ceux de torsion de prismes à base non circulaire, substituer une méthode semi-inverse ou mixte, consistant à se donner à la fois une partie des déplacements et une partie des forces, et à chercher les autres forces et les autres déplacements, méthode qui ne dispense pas d'intégrer, mais qui permet de réduire la part de Tintégration à ce que les procédés connus de l'analyse aux diflërences partielles permettent d'aborder.
Cette méthode mixte a d'abord été appliquée par nous au problème de la torsion de prismes à bases non circulaû*es, de formes indéfiniment variées ('}.
Jusqu'au mémoire publié en i829 par M. Caucby sur la tor^ sion et les vibrations tournantes As verges rectangulaires ('), on avait cru (n° XIX) que les résistances opposées par les diverses, fibres d'un prisme à cette sorte de déformation étaient, comme pour le cylindre à base circulaire, proportionnelles aux inclinaisons que ces fibres prennent sur Taxe de torsion en devenant des hélices, et par conséquent à leurs distances à cet axe. Mais, au lieu de la formule G(I -f- 1')^ ^u moment de réaction de torsion qui en résulte, comme nous avons dit (même n<>), I et V étant les moments d'inertie principaux de la section autour de droites tracées sur son plan, Cauchy trouva, pour le prisme
rectangle, G - — - 6 ('), expression qui ne coïncide avec la pré?
(») Mémoire tur la torsion des prismes lu le 13 iuin 1833 et inséré au l. XIV (4855) des Savants étrangers. El rapport~Be M. Lamé sur ce mémoire, du 86 décembre 4853 (aux Com/»/M rend»/*, l. XXXVIl, p. 984). Plusieurs des résultais «▼aieDlélé publiés en 4847 aux numéros des ii fèfrier, 9S mars et 40 mai des Comptes rendus, l. XXIV, p. 262, 485, 847, el au Bulletin de la Société phii, Seréfrier 4853.
(•) Exercices, 4* année.
(S) Ou plutôt ,car Caocbj embrassa le cas où rélasticité de glisse-
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cédente que quand I = T ou quand la base est carrée^ mais qui est infiniment moindre lorsque le prisme tordu est plat ou se réduit à une lame mince ; car^ alors^ si V est le moment autour de la grande médiane^ on peut le négliger au dénominateur comme du second ordre devant le moment I autour de la petite médiane, et il reste G.4r.O. Nous reproduisons l'analyse de Cauchy à une note du § 39 de notre 4** Appendice (p. 62i), en observant qu'elle est fondée, comme celle qu'il a employée ainsi que Poisson pour la flexion, sur la supposition gratuite que les pressions intérieures sont exprimables en séries convergentes suivant les puissances entières des deux coordonnées transversales, et sur des suppressions, non justifiées, de termes dont on ne connaît pas le rapport de grandeur avec ceux que Ton conserve; et nous avons dû même, à cette note, signaler ia suppression d'un terme négatif auquel on peut assigner une valeur égale au tiers de ce qui est conservé, en sorte qu'en en tenant compte le moment de torsion se trouve réduit aux deux tiers, ce qui donnerait manifestement trop peu, tandis qu'on a trop avec la formule non réduite de cette manière (^).
Aussi Caucby a renoncé, en 4854, à son analyse ('), pour adopter la nôtre. Si nous avons discuté celle-là, c'est à cause de l'insistance mise par un physicien à l'invoquer pour ne pas adopter celle-ci (Appendice IV, § 38, p. 619).
Son mémoire de 1829 a néanmoins fait faire un grand pas à la théorie de la torsion, car, outre que la formule à laquelle il arrive est exacte pour les prismes plats (V négligeable devant I], l'analyse qu'il y développe fait apercevoir un rapport nécessaire entre la torsion 6 et la dérivée seconde du déplacement longitudinal des points de chaque section par rapport aux deux coordonnées transversales (') ; dérivée dont l'existence annonce
ment à des cœfflcienli différeolt C, G' dans les leot parallèles aui deux eolét da rectangle de base.
(*) Vojei aussi, même Appendice*, la note du § 43, p. 611.
(<) Comptes rendus, SO féTrier 4854, t. XXXVIIl, p. 396.
d>tf 1 — 1' (*] Cette relation est — ^ :=: , 0, u étant le petit déplaceneal en qnes*
tion ; elle n*est eiacie que pour une section elliptique.
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que les divers points des sections d'un prisme rectangle tordu , v/ H
se déplacent inégalement dans un sens parallèle aux arêtes, ou que ces sections ne restent pas planes, mais se gauchissent pour 1 prendre une forme analogue à celle d'un paraboloïde hyperbolique, ou d'une double aile de moulin à vent (% d'autant plus prononcée que les deux côtés des sections sont plus inégaux.
La nécessité de cette courbure de la section primitivement plane s'aperçoit facilement si Ton prend, pour le corps tordu
autour d'un axe central, l'ensemble de deux prismes ou cylindres parallèles et égaux, rendus solidaires par deux liens rigides de manière que
iy^~~~; T^^Tn' '^"^^ sections o', o" se regardent
( ^^^r- - I ^^^ J constamment par les mêmes points o^y a", astreints à rester sur une même droite passant par l'axe 0 autour desquels on les tord simultanément. Les axes particuliers des deux cylindres se changeront en deux hélices, auxquelles les sections o', o" resteront sensiblement normales; en sorte que si chacune de ces deux sections partielles est supposée rester plane, leur ensemble, ou la section totale, ne pourra faire un seul plan. Or quelque chose de semblable doit avoir lieu, on le conçoit, pour les deux extrémités d'une section rectangle très-allongée; le plan de cette section se changeni donc en une sorte de surface gauche si l'on tord le prisme auquel elle appartient.
Une section carrée elle-même ne saurait rester plane; elle doit nécessairement s'infléchir de manière à couper normalement, à ses quatre angles, les quatre arêtes saillantes du prisme, devenues des hélices. Remarquons en effet généralement que lorsqu'un prisme ou cylindre tordu ou fléchi, etc., est sollicité seulement vers ses extrénntés, ses faces latérales n'éprouvent, intermédiairement, que la pression de l'atmosphère; et conmie celle-ci, qui n'agit que normalement, ne tend nullement à faire
(^) Celte iolerpréUlioD géométrique a été donnée pour la première fols i an llémoire du SO nofembre 4843 {Compiei rendus, t. XXin, p. 4488). 11 n'y a pu lien de s'arrêter à ce qui y est dit du prisme à base losange, Terreor reconnue y ëlanl plus grande que pour le prisme rectangle.
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glisser les éiéinents de ces faces extérieures devftnt les petites faces parallèles intérieures (si la contexture est d'égale élasticité en tous sens], les petites lignes matérielles intérieures qui leur étaient normales leur sont encore normales après la déformation. Les sections primitivement planes doivent donc affec* ter la forme de surfaces courbes^ normales aux surfaces latérales déformées, et par conséquent aux arêtes vives saillantes ou rentrantes devenues des hélices, suivant lesquelles se coupent deux parties adjacentes de cos faces devenues courbes.
Et toutes les autres hélices^ dans lesquelles se sont transformées les arêtes non vives^ doivent se projeter^ sur les éléments superficiels correspondants de la section, tangentieilement à son contour, puisque le contour et chaque arête ont une normale commune, qui est dans le plan de cet élément
Il en résulte de suite que c'est seulement quand son contour est circulaire que la section reste plane et perpendiculaire à Taxe de torsion, car toute hélice projetée sur un plan perpendiculaire à son axe, donne un cercle dont le centre est sur cet axe. ( V. note du n* 156, § 4, p. 244.)
C'est aussi, par conséquent, uniquement sur une section circulaire que les inclinaisons des fibres, ou les glissements et par conséquent les résistances partielles développées, sont propoKionnelles aux distances des fibres à l'axe; en sorte que c'est seulement pour les cylindres à base de cercle que G(I -f r)6 donne le moment de torsion. Pour tout autre cylindre ou prisme cette formule donne un moment trop fort, parce que les fibres, en s'inclinant sur le plan primitif des sections, entraînent avec elles les éléments superficiels qui leur servent de base, de manière que les inclinaisons mutuelles des fibres et des éléments sont généralement moins considérables que si ceox-d étaient restés dans leur plan primitif commun.
Les fibres et les éléments superficiels restent même toat k fait perpendiculaires les unes aux autres, comme on vient de voir,* aux quatre angles des sections rectangulaires, en sorte que le danger de désagrégation et de rupture est nul en ces endroitS; au lieu d'y être à son maximum comme le voulait Tancienne théorie, qui conseiTe aux sections leur forme plane
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primitive, et même celle de Cauchy qui, an lieu de leur vraie fonne> revient à leur attribuer constamment celle d'un plan gauche ou paraboloide hyperbolique (^).
Pour trouver la forme réelle de la surface courbe affectée par les sections, et, par suite, les glissements et la vraie valeur du moment, la méthode nouvelle dont ce grand analyste a approuvé la substitution à la sienne, a consisté, comme nous avons dit, à se donner en partie les déplacements, en ce qu'on les prend tels que le prisme éprouve une torsion uniforme, ou que les diverses sections transversales tournent les unes devant les autres d'angles proportionnels à leurs distances mutuelles, en se déformant toutes de la môme manière, laissée 'd'abord inconnue, et qui est à déterminer par la condition que les faces latérales n'éprouvent aucune action dans le sens longitudinal; Ce qui est, comme où voit, pose?' ausàipour donnée une partie des forces.
E^ introduisant dans les équations d'équilibre les données aiûsl choisies ou établies^ la première des trois équations indéttniea et la première des trois équations définies d'équilibre sont réduites à ne plus contenir que le déplacement longitudinaty qui môme n^y entre que diiférentié par rapport aux deux coordonnées transversales si Ton ajoute. aux données la supposition (ultérieurement justifiée) que la dilatation des fibres dans le sens de leur longueur est nulle ou constante (*).
(t) VoyM s S4 d« la bom da n« 41^, p. SS9.
(*) Car si u, v^ w sont les projcciions du dôplacemenl d'un point sur la coor-
doBfliëe longlttidlnale t et sur les ebordonnées transferdales y, 2, et si 0 est la
torsion par unité de longueur du prisme, la donnée sur les déplacements s'ei-
dv . dw
prime par •-- = — dz, -- =:0v; eipressions qui^ [substituées dans la première dx dx
du é^nalloii iadétaie, en j ijoaunt la luppotliloD **b MalillMi -r- ^ toatUitt, It
dx
dht dhâ dhê
lédnil i U fonMO-T^ + ttl'-t'^-e'^-:!^^ ^ G, 0', II MNlt dta ooeflldy« dydz dz*
iàtùïÊ dépmidaot de la eoaleitnrv sMppoeéw symétri^Hi» ptr ray^oA MB McaoM;
•I la émiUe sur let foreei réduit la premiétv 4f«tliott déttl» â
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Non-seulement on reconnaît que de pareilles données sont compatibles entre elles, mais encore on obtient ce déplacement longitudinal au moyen d'une intégration, qui se trouve ramenée ainsi aux méthodes connues du calcul aux dérivées partielles; et comme on déduit de ce déplacement^ par difiTérentiation, les glissements sur les bases, et par suite les composantes de pression à appliquer sur leurs divers éléments pour obtenir Téquilibre^ tout ce qu'on ne s'est pas donné en fait de déplacements comme en fait de forces se trouve déterminé.
En égalant, au moment supposé connu des forces extérieures autour de Taxe de torsion^ le moment des pressions extrêmes dont a ainsi trouvé Texpression analytique, on tire la valeur cherchée de la torsion 6, par unité de longueur, du cylindre ou prisme.
Cette méthode, appliquée à un cylindre elliptique, fournit
précisément l'expression très-simple G 6 que Gauchy
avait trouvée pour le prisme rectangle. Mais en employant la même méthode pour ce dernier solide, on obtient des expressions en séries convergentes de sinus circulaires et de sinus hyperboliques dont les divers termes sont faciles à calculer en s'aidant des tables dressées par M. Guderman pour ces dernières transcendantes. Le moment de torsion auquel on arrive ainsi pour le prisme rectangle s'accorde avec celui que donne la formule Cauchy quand ce prisme est très-plat; mais il n'en est que les 0,843, ou il a pour valeur 0,843 0(1+1')^ quand la section est un carré. Si l'on a donc deux barres, l'une ronde, l'autre carrée, de même matière et dont les deux sections ont le
dz du
où -r- est tiré de rëqoalion du contour d'une leelion ; car eoaime — — tr.
du
•p + Oy expriment let gliuementi longlladiniax lur des fioet perpeadicalairet
az
aux y et aux z, lei quantités entre crochets représentent les compoiantet, aui- Tsnt les JT, des pressions sur l'unité de ces faces. Ces équations peuvent être réduites, par un changement de coordonnées, à la même forme simple qo'ellae prennent quand on a A =0, comme nous Tavons remarqué en 4863 (Appendice complémentaire^ p. 771).
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même moment d'inertie autour de leur centre , la seconde exige, au bout du même levier, une force moindre que Tautre dans le rapport de 0,843 à 1 pour prendre la même torsion 0 ; résultat qu'avaient manifesté, à peu de chose près, les expé- ( [ riences de Duleau et de Sayart, et que Navier ne savait, com.-.. \ ment expliquer, si ce n'est en l'attribuant à une difiTérence pré? • sumée de qualité dans les fers. '
De même que dans l'établissement des conditions de résistance à la rupture éloignée par flexion pure, on doit prendre pour le point dangereux ou le plus exposé celui où se trouve la grandeur la plus considérable de la dilatation linéaire à laquelle il s'agit d'imposer une limite, de même, dans la résistance à la rupture ou à l'énervation par torsion, on doit prendre pour ce point celui où le glissement sur une section est le plus grand, c'est-à-dire où l'inclinaison d'une fibre sur l'élément correspondant de la section est le plus considérable. Ce point est touipurs-sur le contour de la section; mais, tandis que dans la théorie commune, et même dans celle de i829 de Cauchy, ce point serait l'un de ceux qui se trouvent le plus éloignés de l'axe de torsion, et par conséquent serait l'un des angles de la section rectangle ou carrée, la théorie nouvelle le place au contraire à l'endroit du contour le plus proche de l'axe, c'est-à-dire aux milieujL.de3 plus grands côtés si la section est rectangle, ou aux extrémités du petit axe si la section est elliptique, etc., ce. qui s'explique en considérant que c'est en cet endroit que lajiormale à l'élément de la section s'incline sur l'axe de torsion dans le sens le plus directement opposé à celui où s'incline la fibre, en sorte que ces deux inclinaisons sur l'axe s'o/oti/en/ pour composer le glissement, qui est l'inclinaison mutuelle de cette normaTe et delà fibre; au lieu que pour les points les plus éloignés de l'axe, les deux inclinaisons partielles, plus fortes chacune, mais de même sens, se soustraient l'une de l'autre, et donnent pour résultat le glissement minimum ; et même zéro ou une com^ pensation exacte et un glissement nul aux angles saillants comme on a dit.
Le même fait de la situation du plus grand glissement aux points du contour les plus rapprochés de l'axe se reproduit
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pour plusieurs sections d'une autre forme : par exemple, la aeo* tioa en étoile à quatre pointes et la section en triangle équilatéral ; mais il ne saurait être général, car nous avons vu qu'aux angles rentrants, quand il y en a, le glissement est nul çomaie aux angles saillants, et il serait faible aux endroits offrant un creux arrondi, mais étroit. Môme, dans les sections en double spatule, comme celles des rails de chemin de fer« les points dangereux se trouvent dans des situations intermédiaires entre les points du contour qui sont le plus rapprochés et ceux qui sont le plus éloigués du centre ou de l'axe de torsion.
La même analyse fournit en effet toutes les circonstances de la torsion de prismes ou cylindres ayant une infinité d'autres bases que Tellipse et le rectangle, et l'on pourrait môraei par son moyen, avec un travail suflisanti les déterminer par approximation pour une base de forme donnée quelconque. Qu'on prenne, en effet, pour le petit déplacement longitudinal u, qui détermine la forme nouvelle de la surface primitivement plane des sections, une somme quelconque d'un nombre infini ou fini (le termes, soit algébriques entiers, soit transcendants en y, z (coordonnées transversales appelées u, t; à la note du n° 456); avec la seule condition de satisfaire à Téquation indéfinie du second ordre, ce qui est toujours facile en déterminant une partie des coefficients dont les termes sont affectéSj en fonction des autres qu'on laisse indéterminés; et qu'où substitue cette expression de u dans l'équation générale définie qui exprime la nullité des pressions sur les faces latérales, on a une équation différentielle du premier ordre qui n'est autre chose, en y et 2, que celle des contours répondant à l'expression monôme ou polynôme choisie pour le déplacement longitudinal; et cette équation, qui s^intègre toujours d'ellemême (^), donne^ pour le contour, une équation, ou plutôt une
(>) Em flbi («Ole prèeé4eQU), ea m boraMl au ms H = 0, € =sC', l« pnmfer mmmhn te f ~- -f- ly j rfy — T-î — (te J rfr =bO etl une dffléreniMIe exacte
ti u est uoe des foncUoos de y, z, d'une infinité de forracs, algébriques ou iranii-
d^ d*u eendanlet, qui saiisfoot ^ 7-. + ^^ = 0. (Vojexnol«du b*> 456, § 40, p. S$5,)
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iofinité d'équations non différentielles, différant entre elles \vàf la grandeur de la coastante qui occupe seule le second membre, et dont les valeurs diverses suffisent pour faire varier considé* rablemenl la forme représentée. On a donc une infinité de classes d'un nombre infini de contours de sections planes dont on peut connaître le changement en surfaces courbes, produit par la torsion du prisme ou cylindre auquel elles servent de base, ce qui fournit immédiatement le moment de torsion et les conditions de résistance à la torsion qui leur sont relatifs.
An nombre de ces sections est le triangle équilatéral» qui donne la formule de torsion la plus simple après le contour circulaire. Au nombre est aussi une courbe du huitième degré en forme de croix de Malte ou d'étoile à quatre pointes arrondies^ donnant pour moment de torsion les 0,537 seulement de ce qu'on aurait en prenant l'expression G(I-|-r)6 de Tancienne théorie, ce qui prouve que les axes ou arbres tournants de machine dits emplumés ou à côtes saillantes, qui résistent assez bien à Ta flexion," sont fort .peu propres à résister à la torsion (V. note du n* 156, § 37, p. 335-343). Au nombre est même une section composée de deux orbes séparés, presque circulaires, bases de deux cylindres parallèles supposés tordus simultanément ou solidairement autour d'un axe intermédiaire [idemf § 36, p. 332] ; on voit, par le résultat, qu'ils ne résistent que pour un moment égal à la somme de ceux qui se développeraient si on les tordait séparément autour d'axes inté* rieiurs; et un raisonnement simple et général [idem, § 15, p. 265} vérifie que le moment de réaction de torsion d'un prisme ou cylindre a la même grandeur, quel que soit Taxe intérieur ou extérieur, parallèle à ses arêtes, autour duquel on lui fait éprouver une torsion déterminée tràs-petite.
La môme analyse, appliquée dans un cas fort simple^ donne les 0,84 de G(l-|-1']^ pour le moment de torsion d'un prisme ayant pour base une courbe du quatrième degré, en forme de carré curviligne à angles uu peu arrondis. Gomme le coefficient numérique diffère extrêmement peu de 0,843462 trouvé pour le carré parfait à côtés recliligoes, mais qui a été fourni par tifie analyse transcendante non susceptible d'être exposée dans les cours de oiécanique pratique, on voit que l'un peuf dé^
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montrer dans ces sortes de cours, en se bornant à des approximations, les résultats principaux de la théorie nouvelle de la torsion.
XXXVIL Tomlon présentée élémentalrement.
— On peut en effet établir élémentalrement, et même de plusieurs manières (entre lesquelles l'expérience de renseignement pourra seule fixer le choix pour chaque cours] les théorèmes exprimant les équations de cette théorie (^). Ainsi, en concevant le prisme comme partagé en fibres ou éléments parallélipipèdes rectangles dont les quatre arêtes latérales sont parallèles aux siennes ou à Taxe de torsion, on évalue, comme on verra à la note du n*" 156 (§ 5, p. 245)^ les glissements longitudinaux^ ou les petites diminutions éprouvées par les angles primitivement droits de ces arêtes avec les c6tés des bases des éléments* en additionnant les diminutions que ces angles éprouveraient si les arêtes des éléments se déplaçaient seules en vertu de la torsion qui les change en hélicesy avec les diminutions qui auraient lieu si c'étaient seulement les petites bases élémentaires rectangles qui prissent une inclinaison, ou leurs quatre c6tés qui changeassent légèrement de direction en vertu du gauchissement des sections planes dont ces bases font partie. Et comme les actions ou composantes de pression longitudinales sur les quatre faces latérales des éléments solides 'sont proportionnelles à ces glissements, dont les grandeurs ont sur les faces opposées deux à deux une partie commune qui disparaît, on conclura, au § 6 (p. 24B-250), en posant simplement Téquilibre de quatre forces de même direction, la propriété générale ou indéfinie dont doivent jouir toutes les surfaces légèrement courbes dans lesquelles se changent les sections planes des prismes tordus; propriété dont on donne au § 7 (p. 251)
(>) Nooi n« parloni pai do l'esui, fait par Tredgold, do ramener la tonioii d*an priime à une sorte de flexion autour d'une diagonale Joignant an point d'une de tes baies arec un point opposé de l'autre base (section VI de VBê$€i mtr la rériiiance du fer coulé, traduite de la S* édition, 4896, ou n" S33 de la BOi^felle édition anglaise). Cette sorte de considération ou de companison ne conduit à aucun r^ulut qu'on puisse regarder même eomme approché.
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une démonstration plus directe^ mais encore fondée sur le principe ou lemme général d'addition pure et simple des effets trèspetits dus aux deux causes de glissement.
Mais on peut se passer de ce lemme, ou des suppressions, et démontrer très-simplement ou directement, d'une autre manière qu'aux §§ cités de la note du n*" 156, ces deux propriétés de la surface des sections, en faisant usage seulement des considérations rigoureuses et si connues de projections de lignes droites et de lignes brisées (^).
(*) Qu'on prenno en effet pour unité de longueur Ii petite dittanee des deux sections planes tranirersales ? oisines dont faisaient partie les baies rectangulaires B, B' d'un des petits éléments parallélipipèdes considérés. Une rotation, d'un petit angle 0, de la deuiiéme section, inclinera les quatre arêtes de cet élément, de sorte que la projection de Tune d'elles, a, sur un plan perpendiculaire i Taxe de rotation ou de torsion, sera le produit de 0 par la distance de l'arête i cet axe; et les projections de la même arête a = 4 sur les deux côtés adjacents prinltifs c, é de la petite tiase B seront, abstraction faite du signe, les produits de 0 par les distances respecliTCS, au même aie de torsion, de ces côtés c, e' prolongés; tandis que la projection de cette même arête sur une parallèle i l'axe est = 4 , i cela prés d'une quantité de second ordre à négliger.
Or, supposons que le coté c de la petite base B de l'élément se soit eoarbé légèrement i cause du gauchissement possible de la section dont elle fsit partie, et appelons i la projection, sur sa tangente menée au pied de l'arête a, de l'unité de longueur portée sur l'axe de rotation,' nous aurons, pour la projection de l'arête a sur cette même tangente, la somme des projections de ses trots projections rectangulaires ci-dessus; cette somme sera simplement t plus ou moins le produit de 0 par la distance du côté c à i^aie, car la troisième projection de l'arête a, celle qui a été faite sur le deuiième côté sdjscent c', donnera aéro pour quote-part. En appelant t| une projection semblable, faite sur la tangente menée à la deuxième extrémité du même côté c derenu courbe, la projection, sur celte deuxième Ungente, de l'arête a' aussi = 4 , adjacente à cette deuxième extr^ nité du petit coté c, sera <| plus ou moins produit de 0 psr la distance du côté c à Taxe; en sorte qu'à cause de cette dernière partie qui est commune, la diflârence des projections respectives, sur les deux tangentes, des deux arêtes a et of adjacentes aux deux extrémités du côté c, se réduira i t| — t. Or les actions tangentielles qui s'exercent, parallèlement aux arêtes, sur les deux faces latérales perpendiculaires au côté c, ont pour intensité le produit d'un coefficient d'élasticité tangentielle G multiplié par les projections dont on rient de psrler, qui mesurent les glissements estimés dans le sens longitudinal ou des arêtes. Comme ces forces longitudinales doivent être tenues en équilibre par celles qui s'exereenl, dans une direction parallèle, sur les deux autres faces Istérales du même élément parallélipipède dont on abstrait la pesanteur el dont on suppose que les bases oe sont point pressées normalement, on en conclut
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problème de la flexion est du même genre que celui de la tor* sion, mais sa solution exacte et complète, par la môme méthode mixte, est plus compliquée, et nous ne l'avons obtenue
Il G' Ml UD second coefficient d'élaalicité de li matière dont on suppose la oontexture symétrique dans les sens de division i)cs éléments, et si j^ j^ représentent la même chose pour le deuxième côté c' de li base, aussi defeon eourbe, que i, i^ pour le premier c. Comme ces quatre petites quautités sont aussi les pentes ou inclinaisons des quatre tangentes sur le plan primitif de la srciion perpendiculaire i l'axe de torsion, on voit que si la conlexluro est la même dans tous les MBS transtersaux, on ai G =G', les surfaees légèrement courbea affecléei par les aeeUons priniitiTeraent planes sont de celles dont la pente eroU dans «naeaa, i partir d'un point quelconque, autant qu'elle dècroli dans nn sens perpenëieulatre. Ml don! /es rayofu de courhnre^ meturéê danê deux pimnt normaux à oafje drotC, êont jmrtmU égaux et oppotéê,
▲ux points du contour des sections, vu la conscrTalion de la aoraaUté dm petites lignes malérirUes primititement normales à la snrfaee latérale (qui n^ prouve que la pression normale de l'atmosphère), il favt que les arè^ en prisBo ou cylindre, comme toutes les autres lignes iraoècs sur œile turCaea latérale après sa déforosation, se projettent ungentielloraent au eontour sur le plan mené au même point tangentiellement à la surface courbe de la section. D'oA l'on déduit, si y et 2 sont les deux coordonnées reetangulaires transversales, suppoiéei prises parallèlement aux directions primiUves des èlëBenU solides dam leequelB on a conçu divisée la tranche naince comprise entre deux seotioos, l'origîM
dz étant prise sur l'axe de torsion, que le rapport^ des projections, sur cci eoor-
14.0V données, d'un élément linéaire du contour, doit être égal au rapport /. ies
s — 8z deux valeurs qu'on vient de trouver pour les projections d'une arête a:=1 sur deux petites droites rectangulaires c, c' qui sont, après les déformations, sur le plan tangent à la section. Si les éiasticités sont différentes dans deux sens y, z regardés comme principaux quant i la conlexture, il faut multiplier respectivement par les coeflBcicnts G et G' le numérateur et le dénominateur de cette fraction, qui représenteront après cette multiplication les composantea longitudinales de pression sur riinltè de petites faces perpendiculaires aux z et aux y; composantes dont les expressions seraient plus compliquées, et produiraient Téquatloe définie de la note précédente (p. cxxxviij) si la contexture n'était sjmétriqae qse par rapport aux sections.
Kous espérons que celte démonstration, de plusieurs manières élémentairea, des deux principes ou des deux équations fondamentales de la théorie nouvelle de la torsion, qui a été approuvée par l'Institut de France, et confirmée par des géiH mètres de rAllemagno comme seule vraie, pourra faciliter son introductioo dans iVn^Hçnrmrnt des savante profosiieiirs, oui feaiiioiil lui ImprimtT leur caclaet d'habituelle lucidité, et qui, en opérant comme aux §$ 10 et suivants de la note ci-après du n** 156, pourront en déduire, sans calcul dilFérentiel, les diverses tau* séquences pratiques.
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qu'après de longues recherches ('). Les sections ne restent planes et normales que quand la flexion est égale d'un bout à Fautre ou s'opère en arc de cercle. Dans tout autre cas les sections s'inclinent sur la fibre centrale, et se gauchissent ou se ehaogent en mâme temps en surfaces couii)es. La propriété de ces surfaces, relative aux points du contour, est la même que dans la torsion, car elles coupent encore normalement, en tous ces points, les faces latérales déformées du prisme; mais^ aux points intérieurs, la somme algébrique des deux cour* bures principales de la surface (ou ce (}ue nous avons appelé i\ — t -f-jj —y a la note du n*» précédent), au lieu d'être nulle partout comme dans la torsion, doit avoir une grandeur pro« portionnetle à l'une des deux coordonnées transversales, celle qui se mesure parallèlement au plan de flexion. La donnée sur le$ déplaamentê n'est autre chose que ce qui caractérise ou définit nne flexion^ à savoir qu'à travers chaque section les dilatations das diverses fibres varient uniformément dans un certain sens transversal, ou sont proportionnelles à la même coordonnée dont on vient de parler. La donnée ittr les forces consiste en ce que les faces latérales n'éprouvent aucune action longitudinale ni transversale ni normale. Et il faut, pour rendre le problème déterminé, en joindre une auti*e ; elle consiste à supposer qu'à rintérieur les fibres ou éléments longitudinaux n'exercent mutuellement aucune action iransversaley ou perpendiculaire k leur longueur, tout en pouvant agir les uns sur les autres dans Je sens de celle-ci i supposition ou donnée complémentaire dont l'analyse prouve la compatibilité avec les autres ainsi qu'avec les conditions générales de l'équilibre d'élasticité, et qui se trouve ainsi justifiée ultérieurement.
£n exprimant analytiquement les données choisies comme on vient de dire, on déduit d'abord que le moment de flexion, s'il variSv ne peut le faire que d'une manière uniforme d'un bout à l'autre du prisme ainsi sollicité sur les seules bases extrêmes, en sorte que ce uKmient s'exprime UnéaireaKint ea foaction de l'abscisse comptée longitudinalement. Une pramiàre et fiscîle
■ IIIWI ■■ ■■■» ilil W f ■ Il ■ ■ ■■ ■
{*) Ménolra MT H i«iloD doi pritmei, lur les glisteaieBU, elc.^ lu Iv ÎO oo- «wlvfl 4SS4. MmnÊl I4miviile, hiU,
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intégration des équations qui en résultent donne les expressions des déplacennents des points dans trois sens, mais avec des fonctions arbitraires. On parvient à réduire ces fonctions à une seule; et la détermination de cette fonction des deux coordonnées transversales dépend de Tintégration d'une équation du second ordre aux dérivées partielles, sous la condition exprimée par une équation au contour. Ces deux équations indéfinie et définie sont celles qui caractérisent, comme nous venons de le spécifier, les surfaces légèrement courbée dans lesquelles se changent les plans des sections, car la fonction inconnue représente la petite ordonnée de cette surface. L'intégration donne une série transcendante quand le contour des sections est un rectangle, mais simplement une fonction entière du troisième degré pour une multitude infinie de contours courbes, au nombre desquels se trouvent l'ellipse et le cercle.
De cette analyse, parfaitement rigoureuse tant que les déformations restent exti*émement petites, et dont les conclusions générales peuvent s'étendre à tout prisme ou cylindre de matière homogène quelles que soient la forme du contour des sections et la variabilité de l'élasticité en divers sens autour de chaque point, l'on déduit que si la surface latérale n'éprouve d'un bout à l'autre qu'une action ou nulle ou normale et constante comme celle de l'atmosphère, et si ses bases sont sollicitées : i« normalement par des forces qui varient, sur leurs divers éléments superficiels, comme une même coordonnée transversale, mais dans deux proportions qui peuvent être difiérentes sur ces deux bases, bien qu'elles y aient des résultantes égales et opposées^ S"" tangentieilement, par d'autres forces, dont les intensités et les directions, les mêmes sur les éléments honMH logues de ces mêmes bases, dépendent, et de la différence des deux proportions dont on vient de parler, et de la forme du contour; le prisme ainsi sollicité fléchira en arc de cercle quand les deux proportions en question seront les mêmes, ou les forces normales égales aux points homologues des deux bases, et quand les forces tangentielles seront nulles ; et, dans tout autre cas, il fléchira suivant .les courbes que fournit la théorie ordinaire (n^* X à XV ci-dessus), dont les formules sont, ainsi, exactement vraies en ce qui concerne les tractions et les dila-
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talions longitudinales des diverses fibres, ainsi que les moments de flexion (^), sous la condition du mode particulier ici supposé d'application et de distribution des forces sur les bases extrêmes, forces dont les composantes tangentielles ajoutées ensemble pour un certain sens (qui diffère quelquefois de celui de flexion, n» XVI) donnent pour somme Veffort tranchant ou transversal, égal d'un bout à l'autre, et dont le produit par le bras de levier forme le moment de flexion en un point quelconque.
Mais la théorie nouvelle, en offrant une vérification de la théorie ancienne dans ce que celle-ci donne, et sous une condition qu'elle spécifie, révèle des faits que la théorie ancienne ne donne pas, savoir le changement léger de la forme du contour des sections, et, de plus, leur inclinaison sur les fibres, amsi que leur incurvation, et par conséquent Texistence de glùsements transversaux de ces sections les unes devant les antres, ou longitudinaux des fibres les unes contre les autres, circonstances qui augmentent les flèches de flexion, et peuvent influer sur les grandeui*s des réactions de certains appuis (note du n** XVll), et qui, surtout, modifient quelquefois d'une manière sensible l'établissement des conditions de résistance (*).
Ces résultats fournis par l'analyse, mise en œuvre légitimement au moyen de suppositions que la suite justifie, peuvent être vérifiés à posteriori, soit par un calcul, comme on verra
(^) Cesl-à-dire que si, x étinl i^ie eoordODoée IrtntTersale, p» et pi deuiooD- BUnlet lioéairet, £ le modale d'élaitidté d'eUeniioD, les él6meDU dco de§ deux
btset <o lODi follicités aormalemeot par dei forces — zdtù, — zd(ù, el langeotiel-
P» Pi
leseat par des forées dont la somme de composantes dans le sens z est
Pr= — ( ) (I étant le moment d'inertie de ia section et a la longueur
« V P« Pi / du prisme), le moment de flexion sera, à une distance x d*ane des extrémités,
P(a— a?; P(a — f), et la dilatation de la fibre dont Vordonnée est 2 sera
Kl
a V p. pi /
(S) Note du n* 454. p. 216>S36;et, aussi, SS ^^» P- 383, et 5S, p. 453, de la note du n* 466.
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k rAppendioelH (§$ 36, 37, p. 643, 613), soit d'om manière géométrique et élémentaire comme on verra à la note dn n* 80 (SS 3, 4, 5, p. 34 à 39) en ce qui concerne la flexion proprement dite, et, à celles des n*' 152 (SS 9* 3, 4, p. i89 à 190) et 156 (SS ^y ^6, p. 389 à 413) en ce qui regarde les glissem^its qui l'accompagnent, enfin sous une forme didactique et à peu près synthétique à l'Appendice II (S i3, p. 537). La démonstration élémentaire (*), pour la flexion, est fondée sur ce lemme, que quand des fibres traversant une même section éprouvent, suivant leur longueur, des dilatations ne variant que linéairement avec les coordonnées mesurées sur cette section, il est toujours possible de modifier leurs petites bases de manière que oes fibres, ians cester d'être contiguês, subissent les mêmes contractions transversales, suites de leurs dilatations longitudinales (n' XXXH), que si elles formaient autant de petits prismes isolés, en sorte qu'elle ne se pressent ni ne s'attirent nullement l'une Tautrc par leurs faces latérales dans un sens perpendiculaire à leur longueur. Un lemme semblable a bescûn déjà d'ôtie invoqué, même pour démontrer la loi plus simple et généralement admise, de rallongement d'un prisme, sans flexion, quand il n'est que tiré d'une manière uniforme sur ses deux bases (note du n*» 21, § 3, p. 16).
Et l'on obtient approximativement les grandeurs des glissements, quand une pièce mince est sollicitée de champ à fléchir, lorsque sa largeur est beaucoup plus petite que son épaisseur dans le sens de sollicitation, en posant Téquilibre d'un petit élément longitudinal. On en déduit la forme de la dottcine du troisième degré que les sectioife doivent aflecter, en tenant compte des contractions transversales qui accompagnent les dilatations. On prouve d'une autre manière, aussi fort élémentaire, que les fibres d'une pareille pièce doivent adhérer ensemble et exercer les unes sur les autres, longiludinalement, des actions considérables, sans lesquelles la pièce solide ne résisterait pas plus à la flexion que plusieurs planches minces
(1) Fin du Blémoiro iur la flexion, de 4864, imprimé tu Journal LiouTille 4SS6, art« 31. Voir auMi note ci-aprës du d«» 80, p. 35, et Appeadioe H, p. S34; et aussi. Appendice complémentaire $79, h*>, p. 767.
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superpoeées, de même largeur et d'égale épaisseur totale, comme on a dit au n* XVIII, p. cxxv. Or on en déduit la Ta^ nation approchée des glissements, et la nécessité de la courbure des sections en doucine (note du n* 156, S 45, p. 389).
XXXIX. Sor les solotions indirectes en général. Remarque d'Ampère. — Les solutioqs dont on vient de parler^ et même les équations particulières dont on doit les tirer, s'obtiennent, comme Ton voit, d'une manière plus ou moins indirecte, en prenant plusieurs données dont on reconnaît ensuite l'accord mutuel, ou la compatibilité entre elles ainsi qu'avec les lois (\c IVlasiicité, c'est-à-dîre en feisant plusieurs suppositions dont la légitimité est ultérieurement vérifiél* Et môme, le plus souvent, au lieu de déduire, de l'équation supposée donnée du contour des sections, celle des surfaces courbes dans lesquelles leurs plans se changent, on est obligé de poser celle-ci, en les astreignant à satisfaire à leur équation différentielle dite indéfinie, et d'en déduire les contours correspondants.
Cette marche ne doit pas plus étonner qu'empêcher de regarder les résultats comme exacts. En mathématiques, les solutions tout à fait directes, par dégagement des inconnues, sont extrêmement rares. On ne résout le plus souvent les problèmes que par essai et vérification. Cela se voit dès l'arithmétique par les opérations de l'extraction des racines, et même de la division numérique, et par toutes les solutions dites de fausse position, qui conduisent au résultat soit d'un seul coup soit par une suite d'approximations. Le calcul intégral n'est guère qu'une collection de résultats inverses; on peut remarquer spécialement que l'intégration des équations aux dérivées partielles, dans les problèmes analogues à ceux de la chaleur, ne s'obtiennent qu'en choisissant et vérifiant quelque solution particulière dont on part pour composer par addition la solution générale et complète en une série dont on détermine ensuite les coefiicicnts, en montrant finalement que cette solution obtenue est unique par cela seul qu'elle satisfait à toutes les conditions du problème, vu qu'il est complètement déterminé.
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C'est précisément ce que nous faisons pour nos solutions de questions d'extension, torsion et flexion des pièces élastiques.
C'est ainsi qu'en physique même la découverte des lois des phénomènes s'opère par la méthode A' explication^ comme disait Ampère, ou de synthèse inverse, bien plus que par la déduction directe ou par l'induction pure que préconisait Bacon sans l'avoir jamais appliquée (^).
XL% Problème le plos fénéral de ce ^enre, traité fiar M. Clebseli. — Ce professeur éminent, qui de Carisruhe vient de passer à l'Université de Giessep^ a eu l'idée d'embrasser dans une même analyse toutes les solutions ci-dessus (*), en partant seulement de nos données sur les actions extérieures latérales, et de ce que nous y ajoutions constamment, sauf vérification, pour l'intérieur; et il a bien voulu donner notre nom au problème général : a Déterminer quels sont les systèmes des forces qu'il faut appliquer aux bases extrêmes d'un prisme pour que, ses faces latérales étant fibres, les sections int^eures longitudinales (ou les faces des fibres) ne supportent rien dans le sens transversal, ou perpendiculaire aux arêtes, et quels sont les déplacements ou les diverses petites déformations qui résultent de cette application. » Il trouve que les déplacements transversaux qui y satisfont sont exprimés par des fonctions entières du troisième degré des coordonnées, et que les déplacenients longitudinaux se composent d'une pareille fonction, plus une autre qui dépend de la solution d'une équation du second ordre aux dérivées partielles à deux variables. Et il remarque que cette dernière fonction peut être décomposée en quatre autres, qui, isolément, seraient relatives aux cas : i" d'extension, S* de torsion, 3** et 4** de flexions simples autour des deux axes prindpaux d'inertie des sections. Ces quatre sortes de déformations sont les seules que puissent prendre les prismes ou cylindres.
(1) Ampère. Buaisur îa philotophie dêt tcienceti 4834et 4S43.
p) Théorie der BlaslicUiU Fetter Kdrper, 4868.
{*) G*etl-à*dire que li x eii li coordonnée longiludioale, on ait, ptrUml, dani l'iotérieur du prisme, comme sur tes faces lat^ales, les compotaotes de pnisloa Pyyi P««f Pys nulles, mais non pas les oompoaanles longitudiiialea p»m, Pyc
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sollicités sur leurs bases de manière que, sur les faces longitudinales intérieures, il n'y ait d'actions que parallèlement aux arêtes; et il faut, pour que cela ait lieu ainsi , que les forces soient appliquées et distribuées, sur les bases, des diverses manières que nous avons déterminées dans nos deux mémoires. Mais M. Glebsch observe ensuite, comme nous, que lorsque, au lieu de ces forces, on en applique d'autres qui agiraient de la même manière sur un corps rigide, c'esf- à-dire qui aient la même résultante et le même couple résultant^ que celles-là, mais qui soient autrement appliquées et réparties vers les extrémités des prismes, s'il en résulte quelques actions transversales sur des faces longitudinales intérieures dans de petites étendues à partir de ces mêmes extrémités de prismes d'une certaine longueur, cela n'empêche pas les formules de donner toujours leur extension, leur torsion et leurs flexions avec toute l'approximation désirable.
De nombreuses expériences, ainsi que nous Tavons déjà dit au n" XXXV, prouvent en effet cette presque indifférence du mode d'application et de distribution des forces vers les extrémités; et cela, non-seulement pour les deux cas, cités à ce numéro, d'extension simple d'une tige et de torsion d'un cylindre circulaire, qui se résolvent exactement par la méthode pure^ ment inverse, mais aussi pour ceux de flexion, dont les formules, fournies par la méthode mixte, l'étaient déjà par les hypothèses de la théorie ancienne ; théorie qui supposait tacitement (il faut le remarquer) ce que la nouvelle exige et énonce, à savoir l'action, sur les bases, de forces distribuées suivant le mode assigné pour toutes les sections intermédiaires, et qui n'est jamais réalisé sur les sections extrêmes. La même presque indifférence du mode de distribution doit avoir lieu pour l'emploi des formules nouvelles qu'a fait découvrir la même méthode mixte ou semi-inverse, simple instrument servant à appliquer les mêmes principes à des cas plus complexes.
Les solutions exactes que donnent ces deux méthodes, qui n'en font réellement Qu'une, fournissent pour l'extension, la torsion, les flexions d'un prisme, une sorte d'état-type ou limite, susceptible d'être comparé à celui qui est déterminé en
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physique mathématique dans beaucoup de phénomènes d'Un autre genre» Il est, pour les diverses sections, à une dtstanM sensible de chaque extrémité, ce qu'est l'état permaHmt d*un écoulement d'eau, ou l'état de règlement auquel arrive te mouvement d'une machine quelques instants après celui où elle a commencé à se mouvoir, vu que l'action des causes constantes efface promptement l'efiet des causes initiales. C'est un état qui se continue de lui-même une fois qu'il est atteint, et vers \e^ quel converge promptement jusque-là l'état réel du prisme étendu^ tordu ou fléchi, quel que soit le mode d'application des forces données vers les extrémités, à mesure que l'on considère des sections de moins en moins voisines de celles-ci; car^ îd, le r^lement s^opèrc par Vespace et non par le temps.
On le vérifie encore en remarquant que des forces qui se font équilibre sur une petite partie d'un prisme (en caoutchouc^ par exemple), telles que celles qui viennent des mâchoires d'une tenaille^ ne produisent guère d'impression au delà de cette petite partie où elles agissent (note du n» 80, p. 41) 5 d'où il suit, puisque deux Systèmes de forces statiquemcnt équivalents ne diffèrent l'un de l'autre que par des forces qui se font ainsi équilibriez qu'ils doivent ^ appliqués vers une même extrémité d*un prisme^ produire sensiblement le même effet sur toute sa longueur hot^ une portion extrêmement courte vers cette extrémité.
On petit donc, quel que soit le mode d'application et de distribution, vefs les extrémités, do forces ayant une résultante et un moment résultant déterminés, se servir très-approximativement deé fortnules dont la rigoureuse exactitude exigerait un certain mode particulier de distribution et d'application.
Et il est heureux qu'il en soit ainsi, car, comme nous avons dit au n* XXXV^ )ô mode réel lui-même^ ou le mode censé donné, t^t toujours à peu près inconnu; et si le problème des déformations dues fe des pressions connues aux divers points de la surface était résolu pour les prismes, comme M. Lamé Ta résolu pour Itt sphèiie, il resterait inappliqué faule <Pen connaître les données dans chaque caâ. On ne connaît en effet jamais que les résultantes et le^ moments résuttailts des forces qui agissent sur «m «oHde par Hv^termédiaire d^âutres solides. Et la solution
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de ce grand problème de calcul intégral aux dérivées partielles, \ si jamais on la trouve^ n'aura probablement pas d'autre usage que de démontrer d'une autre manière, en en faisant mieux voir l'approximation, les formules ci-dessus, connues ou nonvellement trouvées^ d'extension, de torsion et de flexion, qui, dans les appUoations, serviront toujours exdttsivemeat.
XLI. Tl^es fiiilnlineiit minceii, M. tLtftlitaolf
Ces formules sont d'ailleurs exactes quel que soit le mode d'application des forces aux extrémités des prismes, lorsque cettx-ci ont des dimensions transversales infiniment petites par rapport à leur longueur. M. Kirchhoff l'a démontré au moyen de considérations délicates appartenant, à proprement parler, plutôt à la cinématique qu'à la mécanique, car elles lui servent à exprimer analytiquement (voy. Appendice complémentaire §§ 95 et 96^ p. 830 à 844) les déformations qu'un pareil solide est susceptible d'éprouver indépendamment des forces capables de les produire, en mettant pour seule condition que certaines quantités se deviennent pas infinies vis-à-vis d'autres, ce qui revient à ce qu'il n'y ait rien de brusque dans les variations des diverses quantités d'un bout à l'autre de la tige dont on s'occupe.
Ces déformations ne peuvent être, comme le prouve son analyse, que des combinaisons de celles des espèces qui ont été considérées ci-dessus, c'est-à-dire, pour chaque tranche ou tronçon infiniment court, une extension ou contraction longitudinale commune à tous les éléments du second ordre, des extensions ou contractions transversales, aussi communes à tous, enfin des flexions en deux sens, et une torsion. Or on déduit de là, en y joignant toujours notre supposition, ultérieurement vérifiée, de pressions intérieures transversales nulles . mil les sections longitudinales quand les forces ne sont appliquées qu'aux extrémités, la vérification de toutes nos formules (hors ceUes des glissements sans torsion, car ils sont infiniment petits du second ordre et négligeables dans un pareil solide). Nous avons déjà parlé (à une note du n** XXI) de l'extension possible de l'analyse de l'éminent géomètre-physicien de
I ' Heidelberg, à des tiges naturellement un peu courbes, et un peu tordues ou torses, et, aussi^ de grosseur variable lentement et graduellement.
XLII. Emploi du potentiel des forces moléculaires, ou de leur travail entre l'état naturel et un état de torsion déterminé* IVawier. Qreen. Qanss. Thomson. M. Clapejron. — C'est, comme nous avons dit au n^ XXIII, en se servant de la méthode de la mécanique analytique de Lagrange, légèrement perfectionnée au moyen du calcul préalable du potentiel ou du travail virtuel^ fini de toutes les forces en jeu, pratiqué par Navier dès i82i,' que les savants de l'Angleterre et de l'Allemagne ont traité les questions de l'élasticité. Green^ d'abord^ en 1837-1839, dans ses deux célèbres mémoires sur la lumière^ a réduit par cette considération et en usant d'un raisonnement original (tiré de l'impossibilité du mouvement perpétuel), les coefficients des formules à vingt-un comme nous avons dit, ce qui ne préjudicie nullement à leur réduction à un nombre encore moindre par d'autres considérations qui sont toujours inévitablement invoquées^ et il a posé et ingénieusement mis en œuvre les formules exprimant jusqu'aux quantités très-petites du second ordre, ces six quantités que nous appelons dilatations et ^/tVsements qui se présentent dans tous les calculs, et que le savant M. Macquorn-Rankine appelle strains [foulures^ déformations), tandis qu'il nomme stresses les six composantes de pression suivant les mêmes axes rectangulaires. On doit^ sur le même sujets à MM. Mac-Cullagh^ Haughton, W. Thomson, Stokes, Maxwell^ Kirchhoff, Clausius, Charles Neumann, Glebsch^ et, antérieurement^ à l'illustre Gauss, des vues nouvelles et d'utiles considérations que nous avons citées et. dû discuter à l'Appendice V et à l'Appendice complémentaire. M. Rankine, surtout, a fait sur les lignes qu'il appelle axes» d'élasticité j par rapport auxquelles certaines forces élastiques se distiîbuent symétriquement, un travail digne de remarque, où il classe les coefficients des formules (au point de vue où l'on en compte 21 distincts] et où il généralise, pour des axes coordonnés obliques, la considération des glissements, qu'il appelle
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alors quasi-distorsions (^], et celle des composantes de pressions, ce qui lui permet d'expliquer diverses formes cristallines.
Le potentiel n'est autre chose, en ce qui regarde les forces moléculaires^ que le travail qu'elles sont capables de fournir par détente jusqu'à annulation de leurs diverses résultantes ou des pressions à travers les faces des éléments, c'est-à-dire jusqu'à retour à l'état naturel ou sans pression ni tension ('). Comme sa valeur est égale à celle du travail de déformation du corps élastique dont on s'occupe, depuis son état naturel jusquà celui ou on l'envisage, elle est la moitié de cette quantité dont la considération et le calcul, par M. Clapeyron, lui ont servi à résoudre quelques questions de pratique, principalement en ce qui regarde la résistance des ressorts (voy. n"* LII] (').
(Pour l'historique du problème des surfaces, vases ou plaques élastiques, voy. n" LVIII, LIX, LX.)
(*) n lei mesare, en coniidérant on petit paraUélogrimme dont le^ côtés sont des lignes matérielles parallèles à deoi des axes coordonnés obliques, par le petit cheminement ou glissement d*an des cotés dcTant le coté opposé, ditisé, non par leur distance, mais par la longueur d'un des autres cotés, ce qui
dv dw donne toujours des expressions telles que t "^^"^V ®' ^ ^^^^ '®* coordonnées
dz dy
obliques, v, w les composantes ou projections obliques du déplacement d'un point dans leurs sens. {On Axe% of EUuticity and cryttalline Fomu, Trans. of the Royal Society 1855.)
(*) Sa considération donne, par exemple, le trai sens à ce que nous afons dit au n<* XVIII, que la résistance à un glissement équlTaut ou peut être attribuée aux résistances à une extension et i une compression simultanées dans des sens diagonaux o\x obliques. {F, aulsi$6 de la note du n" 453, p. 493, et-Appen dioe eompl., p. 768.] On trouTe bien en effet, au moyen de Fexpression (499
4^ = - ^g^xx^^K + ...) p. 788, du potentiel ou du trarail par unité de tolume
pour des déformations d^, ..., gjey, et de la formule symbolique (S35) ^mtytKt^t = [(axCxxr+ayCyx/j (*«Cjpy/-f ayCyy/)]' dc Is page SOS, de transformation des coefficients pour de nouteaux axes cordonnés a[f, y' (l'axez restant le même), que le trarail mo*
lécolalre de déformation <fr^ par unité de Tolume, dû à des dilatations d« = - g,
^ y =r - g dans les deux directions rectangulaires anciennes x, y, est égal à celui
qui est dû au glissement gx\>=g pour les deux nouTelles x\ y', supposées faire an angle demi-droit aiec celles-li.
O Le théorème de M. Clapeyron consiste, à proprement parler, en rà que le
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XUIL IVombre dem ceeflleleiifs des toriii«le« de Télmmiieité. — Nous ne reproduirons pas ici l'hiçtorique^ fort détaillé à notre Appendice V, de l'opinion qui s*est formée de la dualité des coefficients dans les formules des corps isotropes; et de l'indépendance des trente-six coefficients de ceUes des corps hétérotropes^ ou au moins de vingt-un d'entre eux, sans qu'on ait jamais réfuté l'analyse par laquelle Gauchy a prouvé que ces coefficients ne sont qu'au nombre de quinze indépendants dans le cas le plus général docontcxture, et se rédui< sent à un seul pour la contexture isotrope. Nous ne rappellerons pas que la loi des actions moléculaires, sur laquelle Gauchy et Poisson n'ont jamais cessé de se baser, et dont la mise en œuvre^ même sans calcul^ conduit infailliblement à cette réduction, est inévitablement invoquée dans toute la mécanique, spécialement lorsqu'on pose des formules linéaires pour ks composantes des pressions, car, sans cette invocation au moins tacite, il serait illogique d'cxciper de la petitesse des variables qui y entrent pour donner à leurs fonctions cette forme plutôt qu'une foule d'autres. Nous renvoyons donc surtout au résumé^
travail eu quetiion eil exprimé, avec dos uouUoDf , par
J {Pxx^x -f Pyj^y + Pzi^z + Pytiyt + P«*f ix + P*vixy),
Nous mclloDs 4/2 parce que ce travail est produit par des forces dont les intensites commencent par téro et croissent uniformément.
Il est facile de voir que si la distribution des élasticités est elUptoiiale^ comme au § 89, p. 811, de l'Appendice complémentaire» et ainsi qu'on doitgéDèraleoient le supposer dans les corps amorphes ou i cristallisation confuse, et si 1*od particularise Texpresslon (190) p. 788 de «^* en conséquence de (2i9) p. 805, en élisant a = (2-f »)a*, i)=C^-f «)*S c=(S+Oc«, d=6c, e=ca, f=<0 d'=sbc, e'=ka^ V = iabf qui satisfont à ce mode de distribution (page 81 1 ), on a pour le poieutiei 4»\ en mettant i la place dei dilatations et glisaenaQia louis valtura tiréea des formules do composantes de pression y relatives
2(8 + 3;)V a "^ 6 "^ c j "*■ 26c ■*" tca "*" %ab
expression qui est identique avec celle de M. Clapejron quand a* = 6*;=c*={it
s = - (7* kçon de M, Lamé, 1852, § 32, p. 82), et qui montre que l'expression
du travail moléculiiire est aussi simple quand il y a distribution ellipsoïdale que quand il y a distribution sphérique ou Isotropie.
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$ 75 4a l'Appendice oité, p, 746-762; et li^ dans nos formules, QQUS oonservons dos coefficients en plus grand nombre (au aK>yen d'accents)^ ce n'est pas que nous doutions de la réduotibUité soutenue par nous, c'est afin de montrer que nos résultats ne sont point subordonnés à Topinion controversée, et, aussî^ parce que les calculs présentés en conservant Si coefficients contribuent peut-être à avancer quelque branche de Tanalyse, un jour applicable à d'autres sujets analogues à la théorie de l'élasticité.
XUV. Mfiiiièresi succefl^lTemevit proposées d'é||i« bllr les çondlUoiis de 1» réfllstunee è I» mpiuro élQtgnée. Préfércnee à doiuier à 1» |lmI<A4toii des dllutnUons positlTes. 9li^rlo4te. Hi Pooeelef. Cas où 11 j » slmaltuiiémeitil Qeiilop et torston, e(e. — Le problème pratique le plus impoiitant sur les solides em** ployés comme matériaux est celui de l'établissement dpf cçn«ditiQi)§ de leur résistance i la rupture prochaine ou éloignécf^ et même h une altération nuisible de la forme. C'est môme, comme le remarque M. Lamé (^), la nécessité d'établir complet tement ces conditions qui a^ si ce n'est donné naissance à la théorie de l'élasticité, au moins déterminé les recherches pour sa constitution la plus complète»
Galilée, Leibnitz, etc., ont imposé^ pour cette stabilité de la cohésion des pièces solides, la condition que nulle part, i^ travers leurs faces intérieures, les ien$i<ms éprouvées n'excèdent uw COr? taina intensité qui varie, par unité superficielle, avec la matière.
Presque tous leurs successeurs jusqu'à nos jours, y compris Coulomb, ont adopté cette manière de voir, en limitant aussi le9 pâmions dans la vue de prévenir Vécrasenmi des fibres cQimne leur rupture par séparation longitudinale.
Cela peut suffire dans les circonstances ordinaires où les SO" lides, de forme allongée, ne sont que fléchis en même temps que tirés ou pressés dans le sens de la longueur, leurs faces latérales étant libres, en sorte que chaque fibre se comporte
(*)<'• leçon, 8 3.
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comme un prisme isolé. Et c'est de cette manièreque Navierpose, dans tout son article IV, les équations de non-rupture par flexion, qu'il établit même directement sans les déduire, comme il l'aurait pu^ des équations de l'article lU où il traite de la flexion.
C'est aussi^ par analogie, à l'article YI, en limitant l'intensité des efforts tangentiels sur les éléments des sections transversales, qu'il établit comme Coulomb la condition de résistance à la rupture par pure torsion.
^ais, dès 1T82, Mariotte posait un autre principe, car il re- , marquait que a les parties étendues ne rompent que parce que leur extension vient à dépasser une certaine proportion {*), » et ce principe est évidemment plus vrai, car les molécules ne se séparent tout à fait que parce qu'on les a écartées à un certain degré de manière à diminuer l'intensité des attractions qui les tenaient unies. Navier invoque ce même principe de limitation des dilatations ou extensions en divers endroits, par exemple au n* 112 ci-après, où il dit que la rupture a lieu quand les flbres étendues ne peuvent plus l'être davantage sans séparation^ ce qu'il répète au n* 152 en tentant de traiter un cas nouveau; et il l'applique, même, dans la note (a) du n» 167 (p. 507) comme seul capable de conduire à comparer théoriquement entre elles les deux limites [U et T) des intensités des résistances spécifiques à la flexion et à la torsion.
Ces deux principes, ou ces deux manières de poser Véquation de cohésion (*), donnent (ainsi qu'il a été montré dès 1837^38 par des exemples à notre cours lithographie) des résultaisforldifféreuts dans plusieurs cas^ et ce ne sont pas seulement les cas où il y a simultanémf'nt flexion et glissement ou torsion, on peut en donner aussi des exemples où il n'y a que des tractions; car si l'on imagine deux cubes égaux et de même matière, dont l'un est tiré sur ses six faces normalement et également, et le second seulement sur deux faces opposées, par des forces de même intensité que celles qui sont appliquées à toutes les faces
(») Traité du mouvement des eaux, 5« partie, 6* eH3« alinét du fécond discoun.
(>) Nous «Toos préféré reUe dénominaiion i celle ^équation d'écarrjpage employée dans def Cours de l'Ëcole de Metz. Celle qui ne donne que les flexions, eic. y est appelée équation d^élaslicité.
HISTORIQUE. CCJ
du premier^ un calcul facile^ fondé $ur la théorie des corps ' élastiques isotropes, montre que la dilatation maximum sera deux fois moindre dans le premier cube que dans le second, en sorte que celui-ci éprouvera un danger de rupture double de celui-là, bien que la tension intérieure la plus grande soit la même pour tous deux.
Aussi M. Poncelet, dans son cours de mécanique industrielle professé en 1839, où il a bien voulu nous citer, a conseillé de préférer décidément la seconde manière^ celle qui impose une limite aux dilatations éprouvées. On lui doit, à cette occasion, comme nous avons déjà dit au n° XVlï , d'avoir ramené théoriquement la résistance aux compressions longitudinales à la résistance aux extensions transversales qui les accompagnent quand les faces latérales sont libres (^); et cette explication est d'accord avec les faits, car, outre ceux que nous avons cités à ce numéro, et celui de la séparation d'une sorte de coin de pièces de fonte du cdté devenu concave, l'expérience des effets d'une puissante machine à courber les bois en les contenant de manière à empêcher, comme on a dit lors de son exposition en i 854, les fibres comprimées de se boursoufler latéralement, vient bien à l'appui de la remarque de l'illustre académicien a que le rapprochement moléculaire ne peut être une cause de désagrégation, d ( F. p. 6.)
D'où il suit qu'il suffit de limiter, en tous sens, les dilatations positives dans un sens ou transversal ou oblique, comme on fait pour les dilatations longitudinales, mais à un autre taux si la matière n'est pas isotrope, et en ayant égard à ce que les pressions sur deux bases rapprochées empêchent les dilatations transversales de s'opérer librement
Si la pièce dont on veut assurer la cohésion permanente est d'égale contexture dans toutes les directions, il suffit d'imposer une limite déterminée à la plus grande des dilatations qu'elle éprouve; et, pour obtenir la grandeur et le sens de celle-ci en chaque point, le moyen analytique le plus général est de construire, pour ce point, l'ellipsoïde des dilatations. On peut se dispenser de cette construction dans les problèmes usuels de
(*)llotefda n« 3, $ 8, p. 44-42, et du nH56, Mus-DOt« du S 43, p. 381.
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flexion avec glissement ou torsion, oii les fibres d'un prisme n'éprouvent que des extensions et contractions longitudinales et transversales, avec ces inclinaisons sur leurs bases qui constituent les glissements, car la plus grande dilatation autour d'un point est fournie alors par une formule asses simple que nous avons trouvée en 1838, et dont M, Poncelet a rendu la démonstration plus élémentaire en la donnant en 1 839-1 i^^^ dans le cours cité (^)«
C'est la dilatation que cette formule donne au point dangereux^ qui est celui pour lequel sa valeur est la plus grande, ou c'est, autrement dit^ le maximum maximorum des dilatations, qu'il convient d'égaler à la limite qu'on no peut dépasser sans danger, pour avoir l'équation de cohésion permanente,
Et, une fois établie, cette formule ou équation peut généralement être débarrassée et des dilatations et des glissements, en leur substituant leurs valeurs en fonction des forces qui les produisent. Par là s'éliminent les coeiBcients d'élasticité (E et Ci)> car on donne généralement à la dilatation-limite une désignation venant de la méthode primitive qui consistait à linnter les forces;
et cette désignation consiste à les exprimer par un quotient ^
ou 2~, en sorte que, bien que dressées avec le principe qui
a prévalu, celui de limitation des dilatations, les équations de cohésion ne contiennent généralement que les coefficients Ra, To dits de cohésion et d'adhésion permanente, c'est<à-dire les limites des forces, ce qui e^tsans inconvénient et rend les applications plus faciles.
XLV. Cad où la Umtte dcn dllatattond m'tmt pas 1» mémo en toaa menm. — Mais quand le corps est d'inégale contexture autour de chaque point* ce n'est pas la plus grande des dilatations qu'il convient d'égaler à une limita déterminée, car la limite des dilatations non dangereuses varie avec la direction, dans un corps même homogène, s'il est héié-
(1) MàiDO Miii-noie du $ S3 Ue la nolo du o* 150, p. 37S.
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fvirope; elle doit» par exemple, évidemment pour le bois, avoir ' une tout autre grandeur dans le sens de la longueur dea fibres que dans un sens perpendiculaire*
Il faut donc imposer généralement la condition que, dans au* cune direction, la dilatation n'excède une limite relative à cette direction. C'est du rapport de la dilatation à cette limite corrélative qu'il convient de rechercher le maximum, afin d'astreindre ce maximum à ne pas dépasser l'unité.
Comme on ne peut guère détei*miner par expérience ces li- | mites que pour quelques directions principales, on leur suppo- ' sera, pour les directions intermédiaires, une loi de variation ' continue; celle qui se prête le mieux au calcul est que les ra- • cines carrées des inverses des limites soient représentées par les \ rajons vecteurs d'un môme ellipsoïde. La condition de stabilité . sera que cet ellipsoïde reste compris tout entier dans l'intérieur de celui qu'on a vu être formé par les racines carrées des in- > verses des dilatations^ prises aussi pour rayons C). L'expression de cette condition conduit à une équation du troisième degré dont une des trois racines (la plus grande] est le rapport maxi- 1 mum de la dilatation à sa limite de même direction pour le point | que Ton considère (*).
(*) Ces deux ellipsoïdes peuvent être remplacés par deux autres plus faciles à conceTOir (page 782, équations 49C et 197) dont les rayons vecteurs ont simpleoieQl pour grandeurs runiio plus la dilalalioo, et l'unité plus la limite, dans les diverses direciions de ces rayons.
(^ C'est celte équation du troisième degré (40o bU) qui so trouve à la S* ooio du $ Sa de TAppendice complémentaire, p. 781. On l'obUeni en appelant 6r la limite pour une direction r faisant, avec les directions principales j;, y, z, des aaglei dont les cosinus sont c^, Cy, Cs, et tx, Oy, 64 les valeurs de ôr pour les directions Xy y^ z, en sorte que
Ôr = ax C** + Ôy C«y + 6s C^.
Or la dilatation de même direction est (formule 9 de la page 3o3),
Dr = «)j:C*x + î^y C*y -f t*«C«,4- gy« Cyf» + gaxCs Cj5-|- fxyCyCy.
La condition de cohésion sera que dr = ou > Dr partout et en tout sens, ou que
D,. Cr
la valeur maximum de — ,pour laquelle on a d — =r 0^ soit au plus égale à Tu-
Or Or
nilé. Si, dans celle équation, écrite
ÔrdDr — DrrfÔr=Oj
nous mêlions pour Sr el Dr Icuf* valeurs, en diflérenliaul par rapport aux Uois
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Cette équation est réductible au second degré quand les rapports des dilatations à leurs limites sont les mêmes dans les directions de deux coordonnées transversales^ et encore lorsque ces rapports sont assez peu différents pour pouvoir être approximativement remplacés par une certaine moyenne^ ce qui est le cas le plus ordinaire de la pratique (^). La formule ou la condition analytique à laquelle conduit alors sa résolution est aussi simple que celle du cas d'isotropie; et comme elle relie d'une manière continue les divers cas extrêmes^ tout comme faisait la relation entre les limites en divers sens, qu'il a fallu supposer pour établir Téquation du troisième degré, on peut remployer avec autant de confiance que ce qu*on tirerait de celle-ci (*). Aussi en avons-nous fait, aux notes du n* 154 et du n"* 156^ de nombreuses applications à des cas, qui n'ont encore
coiIddi, el si nous èlimiDons une des IroisdiffèreDlielles au mojen de Ccdc« + <^y elcy4 Csdcx = 0, en égalant i zéro ce qui alTccte les deux autres, nous obtenons la triple équation :
{ib xCj--\- gj-y Cy + gsx C») 8r — 3Sx »^ r Cx _
Cx ~"
__ («xy Cx + 2<^ y Cy -f gy» cQ ^r — 28y Dr Cy _
"" Cy ~
__ (g»x Cx 4- gys Cy 4- si), C) «r — SÔ» t)r C,
Comme la somme des numérateurs de ces trois fractions, multipliés respeetiTement par cx, Cy, Ci, n'est autre chose que i^r^r — 95rdr = 0, et comme la somme des dénominateurs multipliés de même est = 1 , chacun des (rois numérateurs est nul. Il en résulte trois équations entre lesquelles on peut élimioer finalement les rapports des cosinus comme on a fait pages 794, 777, 781, entra les équations (158), |480), (194); il reste l'équation du troisième degré diée
Vr
(196 bit) en -p dont la plus grande racine est le maximum de ce rapport en nm
Or
point donné.
(1) Car en remplaçant dans l'équation citée (195 bis) du 3* degré, Tp , .— par
» Ox une moyenne, qu'on peut appeler t)| r- , en supposant gyi = 0 comme daiit loui
Ox
les cas de flexion et de torsion d'un prisme dont les arêtes sont parallèles aux x,
Dr D
on peut difiser tous les termes de cette équation par "ni ^ •
îr Ox
(*) Cette équation du second degré est celle du § 43 de la note du n* 166, p. 379 ou 38t.
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été traités nulle part, de corps à la fois fléchis et tordus, comme les arbres de machines sollicités à la fois par deux engrenages et deux courroies, ou en même temps étendus, comprimés et tordus, ou même étendus et cisaillés ou éprouvant des glissements intérieurs autres que ceux qui sont dus à la torsion, comme les rivets, les boulons, etc. La pratique de ces sortes de calculs nous a fait reconnaître que la recherche des points dangereux, ou du maximum absolu du rapport dont le maximum relatif à un seul point est donné par la formule dont nous parlons, doit se faire numériquement, avec emploi final d'une méthode particulière d'approximations successives (^), et non pas par larègle analytique tirée du calcul différentiel, car celle-ci, dans les cas rares où la complication des calculs ne la rend pas impraticable, se trouve en défaut, ou bien conduit à des points hors du contour ou de Tenveloppe, qui ne sauraient convenir. Nous donnons assez d'exemples pour montrer comment cette recherche peut se faire.
Cette formule, fondée sur la limitation des dilatations dans tous | \ les sens, devait fournir et fournit en effet, comme un de ses cas | particuliers, la limite des compressions longitudinales, déduite, comme a fait M. Poncelet, de celle des dilatations transversales. Au reste elle se prête facilement à ce qu'on y introduise, sans en altérer la forme, comme on a dit aux n"* X et XLÏV, les constantes tirées directement des expériences et observations relatives à chaque genre de rupture, et qui représentent des forces, limites des efforts normaux ou tangentiels que la même matière peut supporter d'une manière permanente dans des circonstances déterminées.
XLYI. EiLccptioiui apparentes. — Nous ne prétendons pas, au reste, qu'une théorie subordonnant uniquement le danger de rupture d'un solide à la grandeur qu'atteint une dilatation linéaire n'importe dans quelle de ses parties, et indépendamment des autres circonstances où il se trouve en même temps, soit le dernier mot de la science et de l'art. Une expérience remarquable, citée au S i6 de la note du n' 113 (p. 119), a mon-
(<j $$ 34, 35 de la noie du d» 456, p. 318, 337.
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tré qu'une dilatation énorme^ produite dans un sens tangentid à la surface intérieure du cylindre creux en fonte d'une forte presse hydraulique, mais accompagnée d'une contraction considérable dans un sens perpendiculaire , n'amenait aucune gerçure ni autre désagrégation. Cela peut tenir uniquement, il est vrai, à ce que le cylindre en fonte était contenu et serré dans un fort cylindre en fer, en sorte que les circonstances de l'épreuve s'opposaient à toute disjonction et qu'il n'en pouvait résulter qu'un emboutissage ou (brgcage à fVoid. Néanmoins nous ne saurions assurer d'une manière absolument certaine que ce qu'il convient de limiter ne soit pas une fonction, encore inconnue, des trois dilatations WnésÀves principales (n* XXV), au lieu d'être tmiquement la plus grande des trois ('). Nous dirons seulement qite, quoi quMl en puisse être, cela no changera rien aux conditions ci-dessus indiquées de non-rupture, toutes les fois qu'un prisme ou cylindre, dont les faces latérales sont libres comme à l'ordinaire, n'éprouvera que des extensions ou compressions longitudinales avec des flexions, puisque les deux contractions transversales, pour chaque fibre, sont fonctions de son exten* sfon à laquelle on impose une limite, et que lorsqu'il y aura en même temps des glissements et des torsions, une formule comme celle du § 43 de la note du n* 136 (p. 379 au bas), qui satisfait aux divers cas extrêmes conformément aux expériences, en les reliant entre eux d*uhe manière continue, est dans toutes les conditions requises pour satisfaire aux cas intermédiaires avec l'approximation qu'on peut désirer.
Il peut aussi y avoir rupture de certaines fibres, ou désagrégaition de quelques petites parties d'une pièce solide, sans que la stabilité soit compromise cm que la résistance du reste de la masse soit diminuée. Depuis longtemps Emerson (•) a avancé qu'en faisant subir à une section transversale de forme carrée certaines troncatures revenant à abattre en chanfrein deux arêtes vives de la pièce prismatique à laquelle elle appartient, au lieu
(1) En loui cas, celte fonclioD oe peut éfidemment pas êlre leur somme, ou la dilAatiOD cubique^ car un glissement, ou une torsion, n*eii produit pas, et peut cependant amener la rupture.
p) Emerson't Méchante» (foufent cité par Trcdgold).
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d*affaiblir cette pièce supposée solKdtéo à rompre pat* fleitiott daità un plan contenatil une diagonale des sections ^ on augmente sa résistance jusqu'à la proportion d'un neuvième. On
verra aui SS ^ ^ ^^ ^^^^ ^^ ^" ^^^ (P* ®^) ^^ ^ ^^ ^^''^ ^^ n* iiO (p. 435)^ que cette assertion n'a rien de paradoxal^ et qu'elle s'étend même à une section circulaire ou à une section en croix, etc., si Ton veut parler de la résistance telle que la donne la formule; c'est une raison, sî ce n'est pour retrandier effectivement les fibres qui théoriquement ne sont point utiles et qui pratiquement le sont fort peu, au moins pour calctiler la résistance comme si elles n'existaient pas.
XLYII. Matière liétcrosèiic. Matière qui n'eat homegéifc^ que «yiliMlriqveHÉeMt #« mibériqtne- Miemi, ete. — La matière peut être non-seulemeut hétérokrope, mais tmcore hétérogène, ou d une contexture varialiie d'un point à l'autre. On peut alors poser facilement des formules de flexion, comme MiBreases ep faisant varier, dans l'étendue de chaque section de la pièce, le coefficient E, qui, alor8> comme nous verrons (S 7 de la note du n* il, p. 20), ne représente que sous une certaine condition le module d'élasticité des diverses fibres. Où peut, pour les bois, faire varier ce coefficient suivant une loi parabolique (plutôt que suivant la loi linéaire qu'il suppose), & partir du centre des couches ligneuses ; mais, pour les fers, c'est seulement auprès du contour des sections que le changement de nature est sensible, et il convient que les foinnules, soit d'élasticité» êoit de cohésion permanente, se composent de deux termes dont l'un est affecté du moment d'inertie de la section, l'autre de cehii du périmètre (SS "^ ^^ I^ note du n"* 80 et 15 de celle du n* H3) pages 43 et 116); on a donc deux constantes à déterminer par plusieurs expériences, en compensant leurs écarts par les méthodes graphiques ou analytiques connues (p. 43 et 117-118).
Une matière non isotrope, mais homogène, ne l'est pas toujours rectilignement ou parallèlement comme les corps cristallisés ou comme les plaques de tôle dont l'élasticité est constante mais de trois grandeurs différentes dans les trois sens rectangulaires de sa longueur, do sa largeur et de son épaisseur. Kn efftd,
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qu'on enroule en tuyau cylindrique cette plaque homogène non isotrope supposée mince, elle ne cessera pas d'être homogène, mais régalité d'élasticité aux divers points aura lieu suivant les rayons qui convergent sur Taxe du tuyau ^ et aussi suivant les tangentes à leurs cercles, et non plus suivant des directions parallèles entre elles. Ce tuyau jouit d'une homogénéité qu'on peut appeler semi-polaire ou cylindrique. On conçoit qu'il y a de môme une homogénéité polaire ou sphénquey etc.
Les formules d'élasticité relatives à ces genres d'homogénéité se déduisent de celles du cas de l'homogénéité ordinaire ou parallèle en changeant de système de coordonnées , et Ton peut en déduire diverses conséquences (^).
XLVni. Rupture Immédiate on proelialne. — M. Hodsklnson , etc. — Les équations de cohésion permanente dont on vient de parler n'expriment que les conditions de résistance à la rupture éloignée , ou de stabilité indéfinie de la contexture, vu la petitesse des déformations; et ces équations ont pu être établies (n"" X] à l'aide des équations d'élasti^ cité qui ne s'observent que dans les limites de la proportionnalité des petits effets aux intensités de leurs causes.
Mais lorsqu'on est dans le cas de dresser des projets d'échafaudages, de barraquements y de ponts de service et autres constructions purement temporaires et surveillées d'une manière assez continue pour qu'on soit aveiii à temps de leur chute^ il peut être utile de savoir calculer les justes résistances, à une rupture immédiate ou prochaine , des matériaux dont on se propose de les composer économiquement.
On ne pourrait faire ce calcul exactement que si l'on connais* sait la loi plus ou moins compliquée des extensions et compressions en fonction des efforts jusqu'à l'instant des disjonctions, et par conséquent la situation, à cet instant^ dé la ligne dite neutre ou des fibres invariables. Mais on démontre quelques formules générales qui sont indépendantes de cette loi (comme
(t) Mémoire sur let difert genres d'homogéoéilé mèciniqua (Comptêg rtnimê )1 mai 1860. t. L, p. 990).
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par exemple celle qui donne la proportionnalité des charges aux largeurs^ aux carrés des épaisseurs et aux inverses des longueurs des pièces) et qui permettent d'appliquer aux pièces de toute dimension et d'une certaine forme les résultats d'expériences relatifs à des pièces de même forme et de certaines dimensions. On doit aussi au savant M. Eaton Hodgkinson la tentative d'un calcul plus général, fondé sur la substitution, à la loi inconnue, d'une loi qui s'en rapproche probablement On peut voir aux §§ S et 3 de la note du n* 151 , p. 175, et 60, 61 de la note du n** 156, p. 461, des calculs de rupture immédiate par flexion et par torsion que nous avons faits en modifiant et généralisant sa supposition, et les conséquences pratiques qui peuvent en être tirées.
XLIX. Pièce» posées et •olUcltée» de diverses manières. Réactlens Ineonmies. Systèmes de eliarpente. Serrai;e et enlace. IVaTier. M. Mleboi». M. Clapeyron y ete. — Ce qui a été dit depuis le n® XII est relatif à une seule pièce sollicitée par des forces supposées toutes connues /et, même, à une seule des parties dans lesquelles on doit souvent diviser une pièce (comme nous avons dit au n* XI, note p. cviij ].
Pour passer aux systèmes^ ou aux ensembles dont sont formées les constructions , et calculer les résistances de leurs diverses parties, il faut, avons-nous dit aussi, déterminer préalablement les forces inconnues ou qui ne sont pas données à priori, à savoir les réactions des points fixes et les actions mutuelles des diverses pièces ou portions de pièces aux endroits où elles se joignent soit avec articulation libre^ soit avec sujétion de conserver certaines directions relativement les unes aux autres, et calculer aussi les inclinaisons nouvelles et surtout les bras de levier définitifs dont dépendent les grandeurs des composantes et des moments des forces dans l'état d'équilibre final du système déformé.
Ces réactions ou actions mutuelles peuvent se déterminer dans un certain nombre de cas en se servant seulement du principe de l'équilibre autour d'un point, et des équations de composantes et de moments que la statique élémentaire établit entre
les seules forces extérieures ou non réciproques qui sollicitent un corps ou un système de corps , les forces intérieures ou réciproques se trouvant éliminées par les additions d'équations partielles posées pour les établir. C'est ce qui a lieu quand chaque pièce est supportée seulement par deux points autour desquels elle peut tourner, et quand les diverses pièces ne s'articulent pas au nombre de plus de trois au même point si leurs directions sont dans un même plan , ou de quatre si elles sont dans des pians différents. Gela se peut encore dans quelques cas où les pièces se joignent au même point en plus grand nombre, quand par exemple elles forment deux groupes symétriques , et , encore , lorsque deux d'entre elles sont directement opposées y car alors on peut établir une relation entre les forces qui agissent suivant les autres pièces en posant y pour l'équilibre , la nullité de la somme des projections de celles-^i suivant une normale à la direction commune de celles-là; et^ ensuite, une nouvelle relation ou les premières forces sont comprises , en faisant les projections sur leur direction même ('); et un pareil artifice pourrait être généralisé pour des cas où certaines pièces concourantes seraient dirigées dans un plan et d'autres dans un plan perpendiculaire^ etc. Ces sortes de calcul ne demandent que quelque attention afin d'éviter les fausses décompositions. On peut encore ramener la détermination des actions inconnues aux principes de la statique des forces non réciproques quand certaines pièces, en métal ou en bois, doivent être serrées; tendues ou calées^ après leur pose, au point qu'il faudra pour que plusieurs réactions s'annulent, par exemple les poussées horizontales d'une ferme de comble, ou bien pour que certains points n'éprouvent aucun déplacement ou restent en ligne droite, ce qu'on peut chercher à obtenir, par exemple, des appuis multiples d'un albalétrier, etc. Alors les gr^mdeurs et les directions d'une partie des réactions se trouvant connues, les équations de la statique élémentaire peuvent fournir assez de relations pour déterminer les autres. C'est par cet artifice, ou
(^] C'eit le cas de cerUinei poulrei en treillU nmjpU, eompoêéet de irian§tot JuxUipofét.
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en conséquence de cette remarque sur les conditions dans les- ^ quelles se mettent en place certaines constructions, que M. Michon^ capitaine du génie en iSiS et chargé alors d'un cours à . TÉcole d'application de Metz, a donnée pour les résistances des ' diverses fermes de charpente à grande portée et à tirants mé- . talliques horizontaux et inclinés dont on recouvre les larges hangars ou les gares^ des calculs complets^ faits avec soin et talent, qui ont été reproduits à peu de chose près dans les ouvrages récents de M. Morin et de M. Bresse.
Mais, comme l'observe très-bien Tun de ces auteurs, il est difficile de réaliser et surtout de maintenir pour les tirants^ etc. le degré de serrage qui rend exacts les résultats de ce procédé de calcul, en sorte qu'il en laisse désirer un autre où les tensions pourraient avoir diverses valeurs^ au nombre desquelles il faudrait considérer celles qui s'établissent d'elles-mêmes sous Taction de charges données Ô)*
Et il y a aussi^ comme nous avons vu (n» XI), même pour une seule pièce^ ou pour des assemblages fort simples^ des cas nombreux où les théorèmes élémentaires de la statique ne suffisent pas à la détermination de la répartition des efforts. Enfin les déformations changent les bras de levier et les inclinaisons, sur les tangentes aux fibres moyennes, des forces même patentes ou connues à prioriy et ce sont les inclinaisons et les bras de levier défmitifs qui doivent entrer dans les composantes et dans les moments dont il faut tenir compte pour assurer la stabilité, en sorte que l'établissement des équations de résistance demande, à double titre, la détermination préalable ou simultanée des déformations des pièces ou des déplacements de l^urs points.
(*) M. Poncelet, dans son rapport da 6 août 4839, qui m trouTC aux Compter rendu», t. IX, p. 300, et aussi en tôle des utiles Étudei théorique» et expérimentale» sur Vétàblitsement de» charpente» à grande portée (in-4", 4840), de feu le général Ardanl, remarque que l'oo pourrait^ même par flexion^ en employant des moyens de force, annuler, au Moment de la pose, la poussée horizontale de beaucoup d'autres fermes retroussées ; mais il obserre aussi que les calculs incomplets ou simplifiéa par un certain nombre de sappoiitioni plui ou moini arbitrairaa ofllrent des cbanoet consldérablei d'inoertitode.
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On a dit (môme n<» XI) ce que Navier a fait pour surmonter cette difficulté dans des cas simples, mais importants, et pour montrer qu'il doit être possible, dans tous les autres, de faire de même ou de compléter toujours un nombre d*équations égal à celui des inconnues, mais qu'ensuite, pour divers systèmes, il a fait usage d'expédients non justifiés, afin de suppléer à une méthode générale qu'il n'a peut-être pas bien aperçue, préoccupé comme il l'était de donner, par des intégrations d'équations implicites, les expressions les plus rigoureuses des flexions de chacune des pièces en particulier, etc. Nous croyons avoir formulé cette méthode ('), qui consiste à poser toutes les conditions d'appui et de raccordement après avoir exprimé analytiquement, pour chaque pièce ou portion de pièce, les déplacements, dans les trois sens des coordonnées, des points de la fibre moyenne, en fonction des intensités, des dii^ctionset des bras de levier tant connus qu'inconnus des forces qui les produisent; et, comme celles de réaction sont souvent en nombre infini (par exemple dans les parois des encastrements ou sur les surfaces de contact mutuel), de faire entrer seulement dans les équations les trois sommes de composantes et les trois sommes de rfioments de toutes celles qui agissent en un même endroit. Les conditions définies à poser seront la nullité des déplacements aux points fixes, leur égalité pour deux pièces ou deux parties de pièces aux points qui leur sont communs, et la conservation des directions de l'axe des pièces aux encastrements et de leurs inclinaisons mutuelles aux endroits où elles s'assemblent d'une manière stable, sauf les petits angles de glissement transversal et de jeu dans les encastrements s'ils sont assez influents pour qu*il faille en tenir compte : ce sera aussi, pour les cas de torsion et de double courbure (n*" XXI), la conservation des azimuts de sections assujetties à ne point tourner autour de la fibre moyenne qui leur est perpendiculaire, etc. Tout étant exprimé, on aura autant d'équations algébriques que d'inconnues, et il restera à les résoudre pour en tirer la connaissance des forces
(1) Cours liiliographié, 4837-4838, n«* 29 &/«, 46, 47, 48; et Comptes rendus de l'Académie, Mémoire du 30 oçiobn; 4843, n« 48, «u l. XVU, p. 953-954.
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cachées^ ce qui sera long quelquefois, mais possible^ vu que les équations sont toutes du premier degré (comme il a été dit en 1843), au moins en se tenant à une première approximation^ qui sert au besoin de point de départ pour une seconde quand on se trouve^ pour quelques pièces, dans les cas (n*" XV) où les moments et les composantes sont changés d'une manière sensible par les déplacements.
Cette méthode a été appliquée en 4838 et en 1843 à quelques exemples, comme à celui d'une pièce horizontale chargée d'un poids et portée sur trois pièces verticales, et les cas singuliers de ressorts fermés et d'anneaux fléchis à simple et à double courbure, qu*il faut, comme nous avons dit^ diviser en plusieurs parties qui se raccordent. On a aussi commencé à l'appliquer à des ponts à contre-fiches dans un travail qui est à compléter, mais qui a manifesté divers particularités (').
Depuis, M. Clapeyron (*) a simplifié considérablement la solution donnée par Navier du problème de la poutre horizontale reposant sur plusieurs appuis, et il a pu l'étendre à un nombre indéfini de ceux-ci en découvrant une relation générale et simple entre les grandeurs des moments fléchissants (ou des moments totaux des forces s'exerçant à travers une section) au-dessus de trois appuis consécutifs.
Enfin M. Bresse a fait, en 4854 ('), une application complète de cette méthode à une travée de pont , dite du système Vergniais , composée d'un arc circulaire en fonte à grande portée , ayant une flèche du sixième de la corde, surmonté latéralement de deux demi-arcs de même i*ayon ayant leurs centres sous les naissances du premier et leurs sommets au même niveau que celui-ci sur les reins duquel ils s'appuient. Il est à désirer que d'autres ingénieurs ne se laissent pas plus rebuter que lui par les calculs de ce genre , et qu'ils les appliquent à un
(1) Il a été présenté en commno arec M. Paul Mtchelot^ le 4 décembre 4843. CampUs rendue, l. XVII, p. 4975.
(*) Dani un Mémoire $ur le calcul tune poutre élatUque reposant libremeni Mur des appuis inégalement espacés^ lilbographié le 7 oclobre 4857.
(*) Reebercbes analytiques sur la flexion et la rèsisUnce des pièces courbes^ eh. III, S VI, 67 4 74.
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certain nombre de constructions existantes bien stables , mais réputées hardies au dire de constructeurs expérimentés qui peuvent en avoir vu tomber d'autres plus légères; car tant qu'on n'aura pas fait un pareil travail, on ne possédera, sur les valeurs des coefficients de cohésion permanente (R,, R\), qu'il faut faire entrer dans les équations, que des données tout à fait vagues et fournissant des valeurs différant peu^-ôtre considérablement de celles qu'il faudrait leur donner pour obtenir à la fois solidité et économie. L'imitation des bonnes constructions » sans ces calculs, sera toujours aveugle et non raisonnée.
Et quant aux constructions où les diverses piëc^ résistent surtout par tension et pression longitudinale, ce sera seulement en y appliquant ce calcul complet, fondé sur Ja prise en considération, qui n'a presque point encore été faite, des petits déplacements causés par leurs allongements et accourcisseroents , dans des hypothèses extrêmes de serrage et de calage, que l'on pourra être complètement assuré que les répartitions des charges entre les diverses pièces du système resteront aussi entre des limites déterminées^ et que Ton pourra proportionner leurs résistances aux efforts, de manière à satisfaire le mieux possible à l'économie de matière comme à la stabilité.
L. Vlbrationn. Réaifltanee vive on rénfllenee des plèeen. Can où l'on peut nésllscr lenr inertie. Yonn^. M. Poncelet. M. Clapcyron. Module de Tred^old. Proportionnalité au simple volume. —
Mais les solides employés dans les constructions ne sont pas dans un état constant d'équilibre de leurs parties. Les pièces des machines exercent les unes sur les autres des actions variables qui changent continuellement leur état de compression ou de dilatation. Celles des ponts et autres constructions fixes reçoivent, du choc ou du passage rapide des charges, des mouvements vibratoires qui ajoutent à leurs déformations statiques et augmentent les écartements moléculaires capables de détruire leur cohésion.
Longtemps les questions de ce genre ont été de pures énigmes, comme celles de répartition des efforts dont nous avons
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parlé aux d<>* XI et XL1X. On savait^ par la consîdératioD des quantités de mouvement^ déterminer jusqu'à un certain point les effets du choc de deux corps pour modifier les vitesses de leurs centres de gravité ^ et mettre en équilibre plusieurs chocs ou plusieurs forces dites instantanées^ en tant que capables d'imprimer séparément à un même corps différentes vitesses. Mais le problème si souvent posé de la comparaison du choc avec la pression ne pouvait donner lieu, quand il s'agissait surtout d'effets de rupture, qu'à des raisonnements et à des conjectures^ dont on ne serait jamais sortie même en s'aidant d'expériences, si Ton avait persisté à envisager les corps abstractivement comme dans la statique élémentaire. C'est dans l'application de la dynamique^ et« aussi, de la théorie de rélasticité, à la détermination de ce qui se passe à Tintérieur des corps, que ce fameux problème peut trouver sa solution, variable suivant les cas divers* L'effet du choc d'un corps très-résistant^ tel qu'une masse sphé^ nque de métal^ contre une verge ou contre un système de verges élastiques, est facile à évaluer quand on néglige la masse de ce système ou de cette pièce^ et par conséquent l'inertie qui retarde le déplacement de ses diverses parties. Alors le système peut être regardé comme prenant constamment et instantanément la forme que lui imprimeraient des actions purement statiques, d'intensités croissantes. 11 réagit avec des intensités égales contre la masse qui l'a heurté, et on peut, si la déformation n'a qu'une faible amplitude, regarder les actions et réactions comme proportionnelles aux déplacements subcessifs du point qui a reçu l'impulsion, déplacements qui seront par exemple les allongements ou accourcissements s'il s'agit d'une pièce heurtée longitudinalement, et les flèches de flexion si elle est heurtée transversalement. Le mouvement s'arrête quand le travail négatif total de ces réactions devient égal à la puissance vive (demi- force vive) initiale de la masse heurtante plus le travail dû à son poids pendant qu'elle agit sur la pièce ou le système. Il en résulte immédiatement que si l'impulsion a été horizontale/de sorte que le travail du poids soit nul , le déplacement dynamique maximum du point heurté est égal au produit de la vitesse d'impulsion et de la racine carrée du quotient, par la pesanteur g = 9»,809 , du déplacement purement statique
qui serait produit par une force égale au poids de la masse heurtante ; théorème depuis longtemps connu (au moins pour le cas d*un simple fil élastique fixé à un bout et portant à l'autre une masse oscillant dans sa direction ]. Et si l'impulsion a lieu verticalement , le déplacement maximum est égal à plus ou moins le déplacement statique ( selon que Timpnlsion a lieu du haut en bas ou de bas en haut ) plus la racine carrée de la somme des carrés de celui-ci et du déplacement dynamique qui serait produit par le choc horizontal ; résultat trouvé par M. Poncelet en considérant seulement le choc longitudinal d'une barre verticale Q) , mais qui s'étend à une barre horizontale et même à un système quelconque, et d'où Ton peut déduire comme cas particulier , lorsque le^ vitesse d'impulsion est nulle , ou qu'un poids est simplement posé, par exemple sur une pièce horizontale soutenue aux deux bouts , ce théorème de Young (') , que la flèche démise en charge est double de la flèche d'équilibre (*). On n'a pas besoin d'ajouter qu'une fois la flèche, ou rallongement, ou plus généralement le petit déplacement, arrivé à son maximum, le système exécute et fait faire au œrps heurtant
{}) Introduction à U Uéctnique industrielle, 4839^ d« 348, p. 399 et 401.
(») A course of Leeturet on natural PkilotopKy and mechanical JrU, 4807.
{*] Soient g^néraleneni Q et V le poids et Is vitesse du corps qui vient lieorter le système dsns une direction que nous supposerons fsire un sngle a avec la verticale, f le déplacement statique qui serait dû à une force Q agissant sur le système dans cette direction, enfin z le déplacement effectir à un i ns Un t quelconque, et F sa plus grande valeur, qui a lieu quand la vitesse ou la force Ti?e est annulée. La réaction,, proportionnelle au déplacement z supposé rester Irèt-
petil, est Q - puisqu'elle doit, pour l'équilibre sutique.ètre égileâQ quand r=^.
Q V« f F Qz QF«
Onadonc--r-f-Qcow.F=\ ^ciz=^, d'où 9 ' jo f V
V=f coaa + V (/"cosa)* + V« ' ,
ce qui donne bien : 4** quand co8a=0 (dioc horiionttl), F=:V V -^ , déplaoo-
ment purement dynamique, que nous pouvons appeler F| ; S* quand cosa =: dû 1
(choc vertical), F=dt^4- ^/'-f-l'i', «pression de M. Poneelet; 3» quand V=0, cpsa=4 (simple mise en charge), F=:t/, résulut trouvé par Toung.
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qui y est joint, des oscillations isochrones, dont Téquation se détermine comme pour celles du pendule simple (^).
Pour assurer la stabilité de la cohésion, il faut calculer ce que M. Ponceleta appelé la résistance vive^ et Young la résiltence de la pièce ou du système^ à savoir la puissance vive que doit pos* séder le corps heurtant^ ou « le produit de son poids par la hauteur due à sa vitesse d pour être capable de produire la rupture, ou, plutôt, de faire éprouver à la partie la plus éten-
due du système rallongement i'z=z ^ regardé commç ne pouvant être dépassé sans danger (*); ou, ce qui revient au même, il faut calculer le travail dynamique total des réactions élastiques opposées jusque-là par la pièce ou le système heurté (•).
On pourrait déduire l'expression de cette puissance vive ou de ce travail résistant, de celle que nous venons de donner du déplacement maximum du point qui reçoit le choc. Alais on peut, plus simplement, avec Young, M. Poncelet et M. Glapeyron, la calculer d'une manière directe et prouver avec facilité que la résiltence est proportionnelle au volume d'une pièce heurtée, et par conséquent indépendante du rapport mutuel de ses trois dimensions; théorème donné par Young pour le choc transversal (*] et que Tredgold a.facilement étendu au choc longitudinal, en montrant aussi que cette même quantité est proportionnelle
R« à Rot', ou à ce quotient -^ qu'il a appelé module de résilience;
en sorte que la résistance au choc est comme le carré de la
cohésion permanente Ro de la matière, et comme sa flexibilité^
qui est l'inverse de la roideur ou du module d'élasticité E.
Q d^z Qz
(^) A?ec les mémet notatlont on a eo effet — ~- = Q cosa doQU'inlégralo
g dP f
eft
z =^co«a4-VA*co»«a+-V«.flii(^lV -Y
O Lechtrei on natural Phitotophyy ?ol. I, p. 443.
(*) M. Poncelel. lolroducUon à la Mécanique Industrielle, n" S47, p. S94.
(^) Leciurtt on natural Philaoophy^ toI, II, sect. IX, n* 337.
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. On peut même prouver facilement^ pour un système d'un nombre quelconque de pièces, cette proportionnalité de la ré-
sistance vive au quotient -^(*]^ et aussi sa proportionnalité au
volume totale si les pièces composantes résistent toutes de la même manière^ et si elles ont des dimensions relatives telles qu'elles ne courent pas plus de danger de rompre Tune que l'autre. On n*a pour cela qu'à considérer et calculer, avec M. Clapeyron ('), afin de l'égaler ensuite à la puissance vive du
(^) Car ti f est le déplacement du point heurté, et si P est la râleur finale de la réaction dont l'intensité, nulle en commençant, est supposée restée dans les
limites de sa proportionnalité à ?, le traiail résIsUnt total est - Vf. Or P est proportionnel à la tension finale Ro des parties les plus tendues, et f Test à leurs dilatations finales-^. Donc le traiail résistant tolal^ ou la puissance rire consommée^ E
est bien en raison directe de ^^ .
Si l'on veut évaluer le travail ou la résistance vive Jusqu'à la rupture dite
mimidiate^ ou même seulement Jusqu'à un étatoâ les réactions p ont cessé d'être
proportionnelles aux allongements ou aux déplacements, il faut, comme il a été
fait pour la résistance vive de rupture des barres sollicitées longitudinalemeot
dans l'Introduction à la Mécanique industrielle (n" 296, p. 358), calculer Tinté-
gralt V pdzy où l'on suppose p connu expérimentalement en fonction de z par
Jo une courbe ou autrement. Itf. Poncelet a donné un grand nombre de valeurs de cette résistance vive en calculant l'intégrale par quadrature graphique, d'après la valeur de la traction p et de l'allongement z de diverses pièces de fer jusqu^à rupture, et en a déduit jles conséquences remarquables.
Si l'on admet une expression empirique telle que celle qui est employée à la p. 476 ci-après pour calculer la résistance statique à la rupture immédiate,
c^esl-à-dire si Ton prend p=:p|4— (4 — ) Lon trouve \ pdz =
Pf, ou le produit d'un coefficient numérique par le poids qui Mt
iw -j- 4 w» -f- 4
rompre statiquemcnt, et par l'allongement ou la fiècbeà l'instant de la rupture.
Ce coefficient a pour limites 4/2 (pour m=: 4), et 4 (pour m grand]. La quan-
V pdz est à égaler à la demi-force vive du corps heurtant, réduite à
q' V« --■ — , comme montre M. Poncelet, s'il frappe sur un corps Q' d'un poids
nouble, lié au système heurté dont on suppose toujours que r inertie peut être négligée. (V. n»* suivants.) \f) Septième leçon de M. Lamé, de 4852.
tité
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corps heurtant, le travail total des actions intérieuresy qui se réduisent par exemple aux résistances élastiques de toutes les fibres longitudinales des pièces si elles ne sont qu'étendues, comprimées ou fléchies ; et Ton peut môme déterminer ainsi la fraction numérique dont il faut affecter le produit du volume du
système par le module-^ pour avoir la résistance vive. Cette
fraction est ~ si les pièces sont prismatiques et toutes étendues ou z
toutes comprimées; 7- si elles sont encore prismatiques et à
section rectangulaire, et toutes fléchies; enfin 1/6 si ce sont des '
solides de largeur constante et d'épaisseur variant de manière à
remplir la condition d'égale résistance (*). Mais le môme principe
(') Car, 4® diDS le cas où loulat lei pièeei lont élenduei» comme on suppoae
que e^esl finalement dani une proportion -^ , iH et cd sont la longueur et la
section de rune d'elles, R^co est sa tension finale, ou -- R«ci> est la moyenne des ten-
Ra
sions successiTes, qui ont comnnencé par xéro; et comme — l est rallongement ou
à |> à Dot
Tespaee parcouru dans la direction de la force, on a~Ro(o. — 2=- — tùl pour
4 R * le trarail, qui est, comme on Toit^ â ^® ~~~ multiplié par le Yolume.
S* Si toutes les pièces sont des prismes rectangles fléchis par des forces parallèles i l'épaisseur, les fibres éprouvent, i Irafors une même section, des tensions variant uniformément de 0 à Il«, et des dilatations variant de même de
0 à -^ dans le sens de Tèpaisseur. Le travail total, vu qu'on a en général
ça /-xX^ \
V f - j (fx =-a, ne sera, pour chaque élément de la longueur, que le 1/3 de
ce qu'il serait s'il y avait tension et dilatation uniforme. Pareille réduction 4 4/3
devra avoir lieu en raison des variations uniformes des tensions et des dilala-
4 4 4 4 tlons dans le sens de la longueur. \\ en résulte bien r • 7 • r = tt <Iu produit de
— par le volume.
3** Si les pièces sont d'égale résistance, la plus grande tension est la même pour toutes les sections ; mais comme les aires des sections sont comme les puis-
ne sera pas applicable tA quelques pièces d'un système sont
étendues, d'autres comprimées, ou d'autres fléchies, etc.
Young se livre, à celte occasion, à diverses considérations
pratiques sur les trois qualités à rechercher dans les pièces, la
roideur {stiffness) qui dépend du coefficient E; la résistance
(strength) du coefficient R ou R.; enfin la résilience, qu'on
R * vientde voir mesurée par -^. Pour un plafond la roideur est
surtout désirable, pour un navire la résistance, pour une chaîne la résilience, pour un ressort de voiture la résilience avec h flexibilité, c'est-à-dire peu de roideur.
En étendant^ comme nous venons de dire dans une note, ces distinctions aux charges capables d'altérer la contexture et même de rompre, M. Poncelet a conseillé remploi du fer doux et ductile plutôt que du fer fort pour les chalnes-câbles de marine qui ont à supporter des chocs, en montrant par ses calculs (') que ces derniers fers, quoique résistant mieux à une charge morte, peuvent offrir jusqu'à cinquante fois moins de résistance vive que les premiers, qui ont aussi l'avantage d'avertir du danger par les grands allongements permanents qui précèdent la rupture.
LI. Prise en eonsIdérAtlon de la masse des plèees heurtées, qaant aa parfaire de la vitesse Initiale. Tredi^old. M. Hodi^klnson. — Pour tenir compte de la masse, négligée par Young, de la pièce appuyée aux deux bouts et heurtée transversalement au milieu, M. Tredgold l'a fait entrer en partage de la quantité de mouvement de la masse heurtante, ce qui diminue la vitesse qu'on doit regarder comme initiale parce que c'est celle qui est possédée, au premier instant
MDcef 4 /s des distances à une eUrémiié, et comme y^dx \/'=^a le tra?ail
,)<> V a 3 ' 4 R ' 2 total est *" j- 3^"- 3 **'* produit de U longueur par la plus grande sectkMi et
par conséquent les - . -^ du volume. •
(*] Introduction à la Mécanique industrielle, 4839, n** 296,i97,)98, p.357-36t.
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qui suit le choc, par la masse heurtante et par le point heurté^ sur lequel il concentre la masse de la pièce. Puis, supposant toujours que la courbure et la réaction élastique sont les mêmes, à chaque instant, que dans la flexion statique^ Tredgold calcule la grandeur que la flèche de flexion doit atteindre pour que les réactions anéantissent la vitesse ainsi réduite (*].
M. £aton Hodgkinson a remarqué que dans ce calcul la masse de la pièce devait Mt^ réduite dans une certaine proportion, parce qu'eUe n'est pas libre, et que ses points prennent à chaque instant tous les degrés de vitesse depuis les appuis jusqu'au milieu. Il a reconnu que la formule de Tredgold, avec celte mo- ^ dification, satisfaisait assez approximativement à ses nombreuses expériences en fixant à 0,47, ou plutôt, conune il le conseille» à 1/2 la proportion de la masse de la barre qu'on suppose partager ainsi, comme ferait un corps libre, la quantité de mouvemement imprimée ('].
Cette proportion peut être fixée d'une manière générale et fort plausible en divisant, à un instant quelconque, la puissance vive du système heurté par celle qu'il posséderait si les vitesses de tous ses points étaient égales à celle du point qui reçoit le choc; calcul facile puisque en supposant que les déplacements de ses points s'opèrent comme par une pression statique, on connaît les rapports qu'ils ont entre eux. Cela revient à égaler, coomie dans la théorie du choc des corps libres restant unis ensuite l'un à Tautre, la diminution de force vive totale causée par le choc, à la force vive du corps heurtant, due à la vitesse qu'il a perdue par le choc, plus celle que le choc a fait prendre brusquement au système heurté ('). On trouve ainsi la fraction
(>) Essai sur la Torce du Ter coulé {Sirength of cast iron), traductioo rraoçaiie de M. buverne sur la deuxième édition, 48S6, section XI; surtout aux u"* 25i et 364 . Ou nouvelle édition anglaise, n* 303. Et EUmentary PrincipUê of Corpen- /ry. S'ed", 4828, n» 132'.
(') Report o( ihe Cummissioneri appoinUd io inquirt vUo the jépplication of IroH to Raiiway 'Structure, 4849, Appendix A^ page 4.— Et, aussi, Fairbairn, do l'Application de la Tonte de fer et de de la tôle dans les construetioas, traduit par M. perret-Porla, 4857, page 4%8 (note).
0 En cITet, - étant la masse du système heurté, et A* - -^ sa puissance vira 9 9 ^
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— =0, 4857 pour le cas du choc transversal, ce qui ne diffère
point, dans la limite d'exaclîlude des expériences, du nombre OyAl ou 0,50 qu'elles ont donné moyennement à M. Hodgkinson; et on trouve i/3 pour le choc longitudinal {*). Or cela est tout à fait conforme avec ce que donnent les formules exactes dont on parlera aux n"' LV etLVI, quand on se tient.à leurs termes les plus influents, c'est-à-dire aux deux premiers de leurs développements en série {•).
lorsque le point heurté possède la vitesse \^, régalité dont nous Tenons de parler sera :
QV« /-Qv,» )uPV>^_ 0 (v--Y^ . .PV,«
d'où, pour la vitesse du corps heurtant et du point heurté, à rinitanl qui suit le choc, la valeur
la même que si la quantité de mouvement imprimé -V se partageait entredeuz
masses libres - et —, en sorte que k est bien la proportion que l'on cherchait. 9 9
{^) En effet, quand une barre de longueur a est fliée à uo bout et tirée à Tautn*, comme son allongement statique est uniforme, si x est la distance d'un quelconque de ses points au premier bout, et V| la vitesse de l'autre, on a pour la somme des puisunces vives des éléments :
ri:i^Vi!îV=iî:.¥. d'Où .=1/3.
Et quand cette barre, d'une longueur a = 2a, est soutenue aux deux bouts el sollicitée transversalement au milieu, si z' est le déplacement transversal d'un de ses points i une distance x du milieu, où ; est le déplacement, comme on
3z /'ax* afi\ a (n» 86, p. 72 ci-après) 2' =2 ïl'i rji 0» trouve
S«Pf/x < ,r. 3 /oj-» «»\-l» 17I»V,« „ , , n
(*) De ce résultat relatif au choc transversal, combiné avec ce qu'on a trouvé au numéro précédent et i sa note, il résulte que si un poids Q heurte horiionta-
lement, au milieu, avec une vitesse V=^2pH, une barre d'une longueur l et d'un poids P, en sorte que, E étant son élasticité et I le moment d'Inertie dt m
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LU. Prlfle en coiuildératloii de leur Inertie^ comme cause que lciir« parties n'entreiit en moa- ▼ement que snccesslTcment. — Mais Young, dont la perspicacité a embrassé comme d'un seul coup d'œil presque tous les points du sujet qu'il a traité, a très-bien observé que le mouvement n'est pas instantanément communiqué à toutes les parties d'une pièce soumise à un choc^ vu que leur inertie s'y oppose, en sorte qu'il faut un certain temps pour que l'effet s'en propage du point qui le reçoit aux extrémités (*). Si donc, continue-t-il, la vitesse avec laquelle arrive le corps heurtant est à la vitesse de propagation de l'ébranlement, qui dépend
Mctioo, fzzz -— est la flèche sutique que le poids Q lui ferait prendre, on aura pour la flèche dynamique
ËleTani au carré et remplaçant F* par F.—/, Q' étant le poids capable de donner statiquement la flèche F, on a la relation de H. Hodgkinson ^ Q^F(Q4-AP)
donnée i la page 448 (note] de la traduction citée de l'ouvrage de M. Fairbairn.
Et si le poids Q heurte ?erlicalement la barre en tombant de la hauteur II, on a (note du numéro précédent) pour la flèche dynamique prise en sus de la flèche
statique que la barre prenait dè]i sous son propre poidi^ en faisant & = --,
48EI "^ V V*8KV 24EI * . , ^
Q'P & 4 / 96Ëi ïî ^1 d'où, comme F= jjjj. l'expression |. = 4 + y 4 + — . ^, qui,
P < ^ 4 / <9JE
même en négligeant -- - devant 4, diffère de celle r + S 1/ ^ + *7:«" " **"' 35 û z ï Y Qf*
a été donnée par M. Lemoine dans une note insérée aux Jnnalei des Ponti ei
Chaussées en 1859, 4*^ semestre, page 329.
P) A Course of Lectures, etc., vol. I, p. 444.
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du module d'élasticité de la matière de la pièce heurtée, dans un plus grand rapport queTextension ou la compression susceptible d'être supportée par un prisme de cette matière, est à sa longueur totale^ sa résilience sera vaincue, et le corps heurtant, quelque petit que soit son volume, le brisera^ ou bien y fera quelque impression permanente exigeant que sa contexture soit altérée, au moins à l'endroit soumis au choc. *0n voit qu'il ne suflSt pas^ pour assurer la résistance à une impulsion (en supposant même que les petites impressions purement locales soient sans danger) de calculer et de limiter l'allongement maximum totale ou la plus grande dilatation moyenne d'une pièce droite quand elle est heurtée longitudinalement (comme les tiges de ponts suspendus) ni sa plus grande flèche et la plus grande courbure statique correspondante si elle est heurtée transversalement comme une poutre de pont). Il faut encore savoir calculer^ afin de les limiter de même, les dilatations individuelles des diverses parties de la première, et les courbures prises successivement aux diflférents points de la seconde (et qui déterminent les extensions des fibres du côté convexe), vu que ces dilatations et ces courbures peuvent être^ en quelques endroits et à quelques instants^ considérablement au-dessus des autres, d'où il suit qu'on n'a aucune sécurité en établissant les conditions de résistance par les calculs du n^» précédent, pour peu que la masse de la pièce heurtée approche ou surpasse la masse du corps heurtant.
LUI. Calcul du moaireiiieiit des liiverses parties. Cordes et lames. Taylor. D. Bernoalll. Eoler. D^Alembert. — l^ calcul des modifications successives d'une pièce vibrante, ou la mise en compte complète de l'inertie de ses parties^ dépend de travaux qui ont occupé les plus grands géomètres depuis un siècle et demi, et des intégrations qu'ils ont appris à opérer des équations aux dérivées partielles linéaires du second et du quatrième ordre avec conditions définies aux limites^ dans la vue surtout de déterminer les lois (le la production et de la propagation du son par les cordes, les lames et les colonnes d'air vibrantes.
Sauveur, élu en 1696 membre de l'Académie des sciences^
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avait déterminé analytiquement, en se fondant sur la théorie du pendule et des centres d'oscillation^ les rapports mutuels des nombres de vibrations fournis par des cordes tendues de différentes longueurs et de différents poids (^).
Mais ce fut Taylor qui mit sur la voie de déterminer la forme affectée par une corde pendant qu'elle oscille, en prouvant (') que si elle a initialement, c'est-à-dire au moment où on la lâche, la forme de la compagne de la cycloïde, appelée aussi trochoïde ou iinusoide parce que ses diverses ordonnées sont proportionnelles aux sinus de mômes multiples des abscisses correspondantes^ elle conservera pendant ses vibrations constamment cette même forme^ en sorte qu'elle redeviendra périodiquement rectiligne. U avança, au reste^ l'opmion hasardée que quel que fût l'état initial, cette forme de trochoïde serait prise au bout de peu de temps et était nécessaire à la régulait té des vibrations.
Jean Beruoulli arriva aualytiquement au résultat principal de Taylor (') en commençant par considérer une corde sans masse, mais chargée, à des distances égales, de diverses masses étrangères qu'il huit par multiplier à rinhni en les atténuant.
Peu après Daniel Beriiouiii s'occupa des lames élastiques, et proposa a Euler, sur les petites oscillations de celles qui sont encastrées à une exti'émité, un problème dont celui-ci donna une solution en i734 (^J.
D. bernoulii lui adressa alors de nouvelles lettres, offrant des vues neuves (^], et publia en 1741-1743, sur le même sujet, deux mémoires où il l'envisage analytiquement d'une manière plus générale, avec deux séries d'expériences confirmatives (*]. 11 ne posa pas encore l'équation aux dérivées partielles
(^) Mémoires de l'Académie, 1713. U rippelle qu'aux tomes de 4700, 4701» 470i, 1707, 1711, il a éubli lei roademeuii de l'Acousiique.
(*) MeUèoUus incrementorum direcla et inversa, Loodiai, 1717; page 89, proposiiio XXII, probiema XVU. JJefinire moium nervi Unn,
{^) OEuvres, l. III, u" CXL. MediialioMS de chordit vibrantibus,
{^) Ife mimmiM oscUlationibu» corporum iam rigidorum quam flexibUium me* tkodus nova et facUit. Tome VU des ADCieua Commeulairet de l'Acad. de Saini* Kélersbourg. Voyea aussi l. VIII.
(*j Tome XUi des même GommeDlairefl, page 4 . Excerpta ex litleris à DanieU BemoulU ad Leonardum Eulerum,
(«) M6me lome, p. 405. De vibrationibu$ et tono laminamm eUuUcarum DiS"
«erta/io. —El plus loio, De tono Uminarum experiênlia, — Eofln, De aonit
muUifanit quot tommor elasticaidiversemodè $dnni, exptrimentis Uluttrotœ,
dont Tune des variables principales est le temps, l'autre Tabcisse comptée suivant la longueur de la lame ; mais^ assimilant le mouvement transversal oscillatoire de chaque élément à celui d*un pendule simple, il rechercha quelle courbe devait, pour It lame oscillante» remplacer la sinusoïde donnée par Taylor pour la corde, ou donner lieu au retour périodique à l'état rectiligne et conserver la même forme sauf l'amplitude des écarts. 11 trouva que l'ordonnée de cette courbe dépendait d'une équation* simplement différentielle du quatrième ordre; et, se ser* vant d'une intégrale de ces sortes d'équations, due à Euler (*)i il donna pour les écarts transversaux des points de la lame> en fonction des distances à une extrémité, une expression composée de quatre termes, savoir : 1" deux semblables à oeux qui satisfont à l'équation du second ordre relative à la corde tendue par^ faitement flexible, et où l'abscisse est engagée dans des exponentielles imaginaires à exposants égaux au signe près, ou, ce qui revient au même, deux termes où elle entre dans le sinus et dans le cosinus circulaire d'un même arc ; 2'' deux termes où l'abscisse est engagée dans des exponentielles à exposants réels, aussi égaux et de signe contraire, et qui peuvent être remplacés par deux termes affectés de ce qu'on nomme aujourd'hui un sinus et un cosinus hyperbolique.
Dans son dernier mémoire, D. BernouUi suppose successivement la lame encastrée à un bout^ libre (ou suspendue à un fil suffisamment long); encastrée aux deux bouts; enfin simple* ment attachée, c'est-à-dire posée et soutenue aux deux extré* mités, autour desquelles elle peut pivoter librement. L'expé*^ rience confirme, quant aux sons rendus, les résultats comparatifs de calculs pour des lames de différentes longueurs et de différents poids, attachées des différentes manières considérées.
Euler y ajouta beaucoup à la fin de son célèbre mémoire De curvis elasticis (*), toujours en regardant comme « absolument nécessaire x> (n" G5 de ce mémoire) de connaître préalablement a la courbe que la lame prend pendant qu'elle oscille;» connaissance qu'il croit lui être fournie par Tinlégralion de Téqua-
(t) Académie de Berlin, t. Vll.
(*] AddiUtmentitm Au grand outrage Methoâm invenieitdi, etr,, ti*^ 63 à 90.
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tîon simplement différentielle t^ = ^^ . n y montre que le calcul
des multiplicateurs dont l'abscisse x est affectée dans les exponentielles et dans les sinus, et par conséquent la détermination du nombre des oscillations selon les diverses manières dont la lame est attachée ou soutenue, dépend de la solution de diverses équations transcendantes ('); mais il n'en calcule que la plus petite racine, la seule qu'il croie utile de connaître.
Mais, dans la même année 1747, d'Alembert montrait (')>que la détermination complète et générale des mouvements d'une corde vibrante, ou de la suite indéfinie des petits écarts trans* versaux de ses points, dépendait de la solution d'une équation aux différences partielles du second ordre dont l'une des deux , variables indépendantes est le temps y l'autre l'absoisse; et il
donnait de cette équation j^+«' "^ =^ l'intégrale générale
connue, contenant deux fonctions arbitraires. D'où il concluait^ comme elle peut représenter une infinité de courbes, que la corde peut affecter toute sorte de forme dans sa vibration.
L'année suivante, Euler, après avoir rectifié l'analyse de d'Alembert en ce qui regarde la détermination des fonctions arbitraires pour un état initial donné, prouva la même chose d'une autre manière, en montrant (') que l'écart ou l'ordonnée de la corde, au lieu d'être ou de devenir, au bout de peu de tempsi conmie Tavait soutenu Taylor, proportionnelle au sinus d'un multiple déterminé de l'abscisse, pouvait bien être représentée par la somme d'un nombre quelconque, même infini, de termes affectés des sinus d'une suite de multiples ayant entre eux pour
rapports ceux des nombres naturels 1, 2,3,4, , ce qui
donne une variété infinie de courbes.
fitonné de ces résultats et disposé d'abord à les nier, parce
(*) Tellci que cos m =:±: 1 , taog m = .
(') Recherches sur la courbe que forme une corde tendue mise en vibration. Académie de Berlin, 4747, p. «44 et iiO. (*) Aead. de Berlin, 4748, p. 69. Sur les vibrations des eordes.^
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quMl ne reconnaissait qu*à la sinusoïde de Taylor la propriété de donner des vibrations a régulières, simples et isochrones malgré l'inégalité des petites excursions, x> Daniel Bernoullî aperçut bientôt (') qu'on pouvait tout concilier en a faisant un examen synthétique de la question posée, » examen sans lequel on est en général sujet, dit-il, à se laisser surprendre plutôt qu'éclairer par les résultats d'une analyse abstraite. Il montra donc que les vibrations nouvelles de d'Alembert et d'Ëuler pouvaient être admises, mais dans un sens nouveau aussi, et en quelque sorte impropre ; qu'une corde tendue pouvait exécuter de plusieurs manières des vibrations simples et isochrones; savoir en oscillant dans son entier, ou partagée en deux, trois,
quatre parties égales otfrant autant de ventres avec nœuds
immobiles intermédiaires; qu'on pouvait, en mêlant ces vibrations de divers ordres dans des proportions quelconques, déterminées à volonté par les grandeurs des coefficients dont on affecte les divers sinus, produire des formes aussi quelconques, et que les courbes nouvelles de MM. d'Alembert et Euler n'étaient absolument que de pareils mélanges de vibrations tayloriennes.
Ce fut à cette occasion que le célèbre géomètre révéla le fameux principe physique de la coexistence dans les corps, dans les systèmes et jusque dans l'air, des petites oscillations qui se produisent, se continuent et se propagent indépendamment les unes des autres, tout en se superposant ("). .
Euler n'admit pas de suite (') qu'un mélange de sinusoïdes, en nombre même infini, pût produire toutes les courbes possibles. Et d'Alembert, après avoir tenté de prouver le contraire (*), le niait encore huit ans après (°), alléguant le cas où la figure initiale de la corde seveiii discontinue, telle qu'une ligne brisée ou
(>} Acad. Je IterlîD. néflexiooi et éclaircissements sur les noaTeUes ?lbntioDS des corps exposés dans les Mémoires de l'Académie de 4747 et 4748.
(*) Même Académie 4753. Sur le mélange de plusieurs espèces de Tibrations simples et isochrones qui peuvent coexister dans un système de corps; p. 473.
(S) Même volume de 4753, p. 496.
(^) Article Fondamental (en musique) de rEncyclopédie.
(S) Opuicules, t. 1, 4764, p. 4 et 65. Idemy supplément; et, ensuite,!. IV, 4768.
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anguleuscy et ajoutant que D. Bernoulli lui-même avait senti la difficulté (*).
LIV. Itolntloii complète pour la corde d'abord, pain poar les lameii, etc. lia^rani^e; sa formiile de rédaction en série de sinus. Formales d'En- 1er, de Fonrier. Solations de Poisson, de Cancby. — La difficulté fut levée (ainsi que d'Alembert parut bientôt le reconnaitre] par le célèbre mémoire de Lagrange, de i759 (*), où il jette les fondements du calcul aux différences partielles, constitué de nos jours par Fourier et ses émules; mémoire dans lequel^ en partageant d'abord la corde en un nombre fini de parties, Lagrange apprit à déterminer, par un genre nouveau d'élimination, les coefficients de la série de pareil nombre de sinus qui est capable de représenter, en fonction de l'abscisse, toutes les ordonnées des points de division quelles que soient leurs grandeurs diverses ('). La chose parut plus claire après les développements, et les considérations plus directes, d'un mémoire de 1762 {*), où Lagrange remplace de suite par une intégration, entre les deux extrémités de la corde^ l'addition qu'il opérait d'un nombre très-grand de séries, suivie de la supposition que ce nombre était infini ; et où il donna en conséquence une formule très-générale de développement de toute fonction considérée entre deux limites données de sa variable (').
Alors on comprit que les lignes brisées ne faisaient pas exception, et Ton posséda une méthode sûre et facile pour déter-
(^) Journal des SaianU; mars 1758.
(*) Mèmoireii [mUcellanea), de Turin, i. I. Recherches iur la nature et la propagation du ton.
0 On peut Toir ce calcul an Réaumé des leçons d'analyse de Fficole polytechnique, de HaTier, n* 491 .
(*) Mémoires de Turin, t. IIT. Solution de différents problèmes de calcul intégral, et applications aux cordes sonores.
(•) C'est la formule 9 (ar) =~ 2 1 V ç (or') sln — dx' In» — , où i représente tous les nombres entiers do 1 à rinflni; et 0, a sont les deux limitci entre lesquelles on veut représenter par une série de sinus la fonction quelconque 9 {x).
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miner par des intégrales définies, calculées soit analytiquement^ soit au besoin par des quadratures, la suite des coctticients de séries de sinus multiples, toujours convergentes, capables de représenter toute espèce de fonction continue ou discontinue, ou même des parties de fonctions ayant des valeurs données entre certaines limites, et s'ann niant au delà comme en deçà.
On put trouver en conséquence, pour un état initial quelconque d'une corde vibrante, la suite des formes par lesquelles elle doit passer, et par un procédé ayant sur celui de d'Alembert l'avantage de distinguer les vibrations des divers ordres qui se superposent et qui rendent des sons différents^ se faisant simultanément entendre avec des degrés très-divers d'intensité.
Mais d'autres problèmes de physique mathématique peuvent se présenter que celui de la corde vibrante. Les équations aux différences partielles qui expriment, comme le remarque Navier('), les lois générales des principaux phénomènes dont l'étude est l'objet de la philosophie naturelle, peuvent être d'une autre forme et d'un autre ordre, ainsi que les conditions définies que doivent remplir certaines valeurs particulières de l'inconnue qui y est engagée. Euler, le pressentant sans doute, a donné en 4777, dans un de ses derniers mémoires ('), plusieurs formules de développement où les sinus sont remplacés par des cosinus d'arcs procédant d*une manière un peu différente, mais toujours par progression arithmétique. Et ces sortes de solutions ont été, comme on sait, considérablement étendues par Fourier dans son immortelle Théorie de la chaleur (•), où Ton trouve des séries dans lesquelles, au lieu de nombres équidifférents, les arcs successifs ont pour multiplicateurs les racines, en nombre infini, de diverses équations transcendantes comme celles qui se sont présentées à Euler
(1) Leçons d'analyie de TËcole polytechnique, n» 487.
(S) Methodu» facilis inveniendi série* per sinu» cosinuwe angulorum muliiplorum procedentet. Et, surtout : Disquisiiio ulierior super êeriebui §ecumdùtn multipla ejusdem anguli progredientibus ; Imprimés seulement en 1798 au t. XI 4t% Nova acta de Saint-Pétersbour§, p. 94 et 444.
C) Publiée en 18i0, mais précédée de dl?tn môfnoirei ioiéréti c««i d« risitilut et au Journal de TËcole polytechnique.
HISTORIQUE. CCXXXJ
dans ses travaux cités sur les vibrations des lames (n" LIU), mais dont il ne prenait, avons-nous dit^ que la plus petite ra* cine^ parce qu'il ne considérait, comme D. Bernoulli, que les vibrations principales donnant le son le plus grave^ sans s'occuper des vibrations secondaires qui les accompagnent en nombre infini. Enfin le même illustre géomètre de notre siècle, en rapprochant indéfiniment Tune de Tautre les grandeurs des termes consécutifs des séries^ remplaçait celles-ci par des intégrales de zéro à Tinfini, et attachait son nom à une formule dont MM. Liouville et Sturm, Lebesgue, etc., ont prouvé que toutes les autres pouvaient être déduites (^), mais dont remploi direct ne convient généralement qu'à des problèmes relatif à des corps ou à des espaces de dimensions indéfinies.
Poisson^ presque en même temps que Fourier, donnait d'autres solutions du même genre, où les exponentielles réelles se trouvent mêlées aux lignes trigonométriques, et, ensuite, une méthode générale propre à y conduire dans des cas variés ; et bientôt Cauchy, par l'invention de son Calcul des résidus, les présentait sous une forme plus générale en les rattachant à des considérations analytiques importantes dont on lui est également redevable.
Dès lors on put^ pour les lames ou les tiges vibrantes, traiter réquation aux dérivées partielles du quatrième ordre donnée par Euler en 1779 ('], comme Lagrange avait traité en 1759 l'équation du second ordre relative à la corde, et déterminer non-seulement le nombre des oscillations^ dont s'étaient occupés Bemoulli et Euler, mais encore leur amplitude^ qui est la chose importante à connaître dans les questions de résistance, et résoudre complètement le problème des états successifs du
(1) Premiers volumes du Jouroal de matbémaliques purei et appliquées. (*) Invttiigatio motuum quibut laminœ et virga elasticœ contremiscunt, aux Noya acta Petrop. 4779.
£d faisant dans réquation, de la forme a* —^ + -— =o, y=Y%\nmU,on la
Eéduit à une équation simplement différentielle qu 'Euler considérait dans sas précédents écrits. El il ne va pas plus loin dans celui de 1779, si ce n'est en considérant deux cas nouveaux d'une lame encastrée à un bout et simplement pivotante à Tautre, enfin pivounte à un boni et libre à l'autre.
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corps vibrant , quand on connaît initialement les écarts de ses points de l'état d'équilibre, et les vitesses dont ils peuvent être animés en commençant de vibrer.
Pour les vibrations longitudinales des tiges élastiques, le problème, si ces tiges vibrent seules, se trouvait déjà résolu depuis 1759^ car elles dépendent de la même équation que les vibrations transversales de la corde infiniment flexible, ainsi que Ta montré Lagrange, qui applique le même calcul à une colonne d*air; en sorte que son mémoire, ainsi que le titre l'indique, résout le problème de la propagation du son , dont la solution n'avait été indiquée par Newton que dans des termes obscurs (^).
Pour les vibrations transversales des mêmes tiges, lames ou poutres, le problème fut résolu complètement et en même temps en 4828 par Poisson (•) et par Cauchy ('), aussi quand elles vibrent seules, et pour un état initial quelconque supposé connu (*).
LV. Participation, néceMialre à considérer, des mawies heurtantes an monTement vibratoire dn système heurté. fi(olutlon de IVaTler pour le ehoe lonfi^ltndlnal. Complément par M. Poneelet. —
Mais ces solutions restent inutiles aux calculs de résistance des pièces tant qu'on suppose que celles-ci vibrent seules.
Leur mise en état de vibration est en effet déterminée généralement par le choc de quelque masse étrangère (telle qu'une voiture dont une roue retombe après avoir monté sur quelque corps ou quelque aspérité). Or, en supposant même que cette masse rebondisse, elle est restée unie d la pièce pendant au
\i) Laplace, au Bolletio de la Société philomatique, 4846, p. 490, a dédait flacilement, d'une iotégrale comme celle de d'Alembert, la vi teaie de propagation lODgitodinale du son dans une barre solide.
p) Mémoire cité du lome vni de rin«titut n^ 46, 47, 48 ; et, aasii, Traité de mécanique, édition de 4833, n** 549 à 5S9.
(>) Exercices de ma tbéma tiques, 3* année.
(*) Cette solution se trouve reproduite en partie an chapitre intitulé Pouiret mirantes du cours de M. Bresse (4859), qui lijoute un terme pour les petites oscillations tournantes des diterses tranches ou sections autour de la ligoe d«f fibres iDTariables, mais qui ne considère de même que les pootret Tibrant seules.
HISTORIQUE. CCXXXifj
moins le temps d'une demi-oscillation principale, et c'est dans cette durée que se produisent les écarts moléculaires capables de mettre la cohésion en danger.
Il faut donc savoir déterminer les oscillations d'une tige unie à une masse étrangère.
Mais ce n'est pas tout : il faut encore savoir quelles vitesses initiales on attribuera à la masse étrangère et aux diverses parties on sections de la pièce; puis exécuter le calcul avec ces données.
Sous tous ces rapports, Navier est le premier qui ait résolu ^, complètement et dans son vrai sens un problème de résistance ] vive.
La solution qu'il a donnée est relative à un choc longitudinal produisant extension, c'est-à-dire, pour fixer les idées, à l'impulsion^ tout auprès de l'extrémité libre d'une barre attachée à l'autre extrémité d'une masse qui y serait enfilée, et qui viendrait heurter brusquement un petit arrêt formé par un bourrelet saillant dont l'extrémité mobile serait armée. Pour abstraire la ]>esanteur, on peut supposer d'abord la barre horizontale.
Navier trouve, par un procédé remarquable, fondé sur l'emploi d'une des séries à cosinus d'Euler^ que le déplacement d'un point quelconque de la barre unie à la masse étrangère qui se trouve au bout libre, est donné à chaque instant par une série de produits de deux sinus d'arcs proportionnels respectivement au temps et à la distance du point à l'extrémité fixe, mais où les multiplicateurs des arcs^ au lieu de procéder par équidifférences comme quand la barre est seule^ sont proportionnels à toutes les racines positives^ faciles à calculer, d'une équation transcendante dans laquelle entre le rapport du poids de la barre au poids étranger (^). Le temps écoulé se troifve multiplié par le rapport de ces racines au temps très-court de la propagation du son d'une extrémité à l'autre de la barre.
Pour appliquer au résultat du choc du corps étranger l'expression ainsi obtenue, Navier fait sur l'état initial, ou relatif à
p (<) CeUe équation, où m désigno rinoonnoe, eit m uogm =. ce rapport ~.
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l'instant qui suit immédiatement Timpulsion, une supposition qui semble hardie, à savoir qu'à cet instant les vitesses de la barre sont nulles partout, excepté dans la section heurtée, qui aurait tout juste alors la vitesse du corps heurtant. Mais on peut, pour se conformer mieux à Tétat physique des choses, partir d'un instant non immédiat, où les sections, sur uue longueur très-petite de la barre proche de l'extrémité heurtée, ont acquis déjà des vitesses croissantes suivant une loi quelconque depuis zéro jusqu'à celle du corps heurtant, o^^lle-ci légëi^ement diminuée par le partage qui s'en est fait avec la petite partie correspondante de la masse de la barre, déjà mise en mouvement. En continuant le calcul, la longueur indéterminée de cette portion excessivement petite disparaît, et l'on obtient absolument le môme résultat que Navier, qui supposait cette longueur nulle.
Navier ne développe cette belle solution que pour le cas où p le rapport j: du poids P de la barre ou du fil au poids heurtant
Q est négligeable devant l'unité. Il trouve ainsi, comme cela devait être, l'expression depuis longtemps connue , dont nous avons parlé au n" L, relatite à un poids oscillant au bout d'un fil sans masse, s'allongeant uniformément d'un bout à l'autre à tous les instants de son mouvement oscillatoire. I II aurait obtenu, pour l'allongement maximum total de la barre, une expression aussi simple et incomparablement plus approchée en développant l'expression transcendante suivant
P le$ puissances du rapport - en question et en ne négligeant
que les termes affectés de son carré et de ses puissances supérieures, car comme le carré supprimé avait pour cœfiicient
la petite fraction 7^-, la série réduite à ses deux premiers
termes donne encore une valeur approchée, même quand fe poids P de la barre excède le double du poids heurtant Q. 11 est digne de remarque que la valeur de l'allongement, ainsi trouvée, est exactement celle qu'on .obtient par le procédé dont^ nous avons parlé au n** LI, dont Tredgold a eu la première
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idée en ce qui concenie le choc transversal; c'est-à-dire qu elle est ce qu'on obtient en supposant toujours que la barro s'al* longe uniformément comme dans Tétat statique^ mais que la vitesse du corps heurtant se trouve réduite, immédiatement après le choc^ comme si sa quantité de mouvement s'était partagée avec la barre heurtée réduite à une fraction de sa masse qui est^ pour le choc longitudinal, du |.
Mais, ainsi que nous avons dit au commencement du numéro précédent LU, les allongements, dont dépend le danger' de rupture, ne sont point uniformes comme dans Tétat statique ; et ils se trouvent^ à certains instants surtout, très-inégalement répartis d'un bout à l'autre de la barre, en raison des vibrations secondaires (comparables aux vibrations de la corde à deux, trois.... ventres), qui se mêlent à la vibration principale, et qui sont données par le second, le troisième terme.... de la série, dont les autres termes diminuent rapidement.
Nous nous sommes donc livré, sur la formule exacte de Navîer, à un long travail d'application numérique, en nous aidant de constructions graphiques à grande échelle afin de relier ensemble les valeurs des déplacements, calculées pour cinq points de la barre. En appelant toujours P : Q le rapport de la masse de la barre à celle du poids heurtant, et i^ : t^ le rapport entre la dilatation maximum et la dilatation moyenne (quotient de l'allongement total par la longueur de la barre), nous avons trouvé que, pour
•' P:Q= i » ^ ^ * > 2 , 4, ona î,:»m=1,^8 , i,59 , l,8i , 2,67 , 3,47.
D'où l'bn voit bien qu'on se trompera dans une proportion entre i à i î, et 1 à 3 I (et même plus si le poids comparatif de la barre excède 4) en regardant la barre comme s'allongcant uniformément ou (le la même manière que dans l'état statique. La formule indiquée au n^Ll, analogue à celle qui a été dressée par MM. Tredgoid et Hodgkinson pour un autre problème (celui du choc transversal) ne peut donc pas suffire, bien que donnant assez approximativement les allongements totaux^ et
par suite les allongements moyens; et il faut, pour déterminer les conditions de résistance, ou de limitation de la plus grande dilatation produite par un choc longitudinal^ se servir de la formule en série transcendante de Navier, ou d'une table de correction de calculs^ telle que celle que nous venons de rapporter. Quand la barre est dans une situation verticale, il faut tenir compte de rallongement produit par son propre poids, et de l'excédant de travail moteur résultant de la chute du poids heurtant, qui continue après son choc Navier n'avait fait ce calcul qu'en supposant la barre déjà tendue statiquement par Taction de celui-ci. Mais cela ne doit guère arriver. Aussi M. Poncelet a-t-il cherché à résoudre le problème pour le cas bien plus ordinaire où le poids n'a pas agi sur la barre verticale avant de la heurter. Il y est parvenu en ajoutant à la série trigonométrique de Navier une deuxième série du même genre, mais où le temps se trouve engagé dans des cosinus au lieu de sinus (*). U a même, dans une seconde note ('), embrassé le cas où il se trouverait déjà, à l'extrémité iï)férieure de la barre, une certaine masse que la masse tombante vient heurter, et avec laquelle on peut supposer approximativement, avec lui ('), qu'elle partage sa quantité de mouvement préalablement à toute action sur la barre; et il est facile de voir que son analyse s'appliquerait encore si chacune de ces deux masses était sollicitée, en outre, par une force autre que son poids, telle que la pression qu'exerce un gaz ou un liquide sur un piston de machine ou de pompe (^).
LVI. Skilnttoii analofifae par le rboe transversal. Expérlenees à l'appui. — Un calcul complet du même genre, en tenant aussi compte de l'inertie de la barre, était désirable pour le cas, bien plus fréquent, de son choc transversal. Nous l'avons entrepris ('). Les vibrations d'une barre, ftppuyée
(1) iDtrodactIoQ 1 la mécanique indoitrielle, 4839, p. 440, note du n* 3S9.
(S) Idem. p. 4S4, note du n» 335.
(>) Idem, p. 445, n«3S3.
(*) Ainii que l'a soppoié M. Bélanger (Couri lithographie, 1848-49), mais en l'en tenant au calcul qui suppose négligeables la maf se de la tige et l'inertie de tes parties.
(>) Société philomathique, 5 noTembre1853 et S4 janTier 4864, M jonnul
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aux deux extrémités^ et unie à une masse étrangère placée à son milieu, dépendent d'une équation aux différences partielles du quatrième ordre. L'intégrale générale est une somme d'une infinité d'intégrales particulières où te sinus circulaire d'un multiple du temps se trouve multiplié par un sinus aussi circulaire ainsi que par un sinus hyperbolique d'un multiple de l'abscisse ; et les nombres donnant ces divers multiples sont toutes les racines réelles et positives, en nombre infini, d'une équation transcendante où les sinus des deux espèces se trouvent mêlés (^). Les coefficients de la série se déterminent, pour des vitesses initiales données, par un procédé d'élimination analogue à ceux de Lagrange, Euler Fourier et Poisson, mais modifié parce que tous les termes de la série qui exprime ces vitesses ne disparaissent pas hors un en intégrant les deux membres de l'équation entre les limites de la longueur de la barre, après ravoir multipliée par un certain facteur.
Quant au choix des vitesses initiales, nous les faisons, comme dans le problème de la barre heurtée longitudinalement, nulles partout excepté dans une étendue fort petite où elles croissent de part et d'autre depuis zéro jusqu'à leur valeur au milieu de la barre, où elles ont la grandeur de celle du corps heurtant, légèrement diminuée en raison du partage déjà fait de sa quantité de mouvement avec cette petite partie. Gomme la longueur de celle-ci s'élimine, on a la même chose que si l'on avait supposé toutes les vitesses nulles hors celle de la section heurtée.
On tient compte du travail de la pesanteur de la barre et de celle du corps heurtant depuis que le choc est opéré en ajoutant une deuxième série, ou en faisant ce qu'a fait M. Poncelet pour le choc longitudinal.
Quand le rapport du poids de la barre au poids heurtant est très-petit, l'expression ainsi déterminée pour la flèche dynamique se réduit à ce qu'a trouvé Young (n* L). Quand il n'ex-
Vlnitiiut, 45 fëTrier, n* 406; et Comptes rendus de l'Académie, 40 août 4857, t. XLV, p. S04.
/sinm e*^ — e-^\ p
(n cette équation est m ( : ) = 3 - , p et Q éUnt les poids
' \co8m r*-f-«-«/ Q'
de la barre et du corps heurtant.
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! cède pas 2 et même i, elle se réduit au premier terme de la série transcendante, ou à ce qui résulte de la vibration partielle principale; et^ en développant l'expression de la flèche suivant les puissances du rapport du ^oids de la' barre au poids heurtant, on peut négliger son carré, qui est affecté d'une très-petite fraction numérique ; et Ton trouve précisément ce que fournit le mode de calcul élémentaire du n** LI, c'est-à-dire ce qu'on aurait en calculant cette flèche comme si la barre conservait la forme qu'elle prend sous une charge en l'epos; après avoir
réduit la vitesse du corps heurtant par un partage avec les —
«Kl
de la masse du corps heurté ; en sorte que les résultats do cette analyse se trouvent confirmés par de nombreuses expériences ' de M. Hodgkinson, même en soumettant directement les résultats au calcul au lieu de prendre la formule empirique qui les résume.
Mais les deuxième, troisième et quatrième termes de la série sont très-influents quant aux diverses courbures prises par la barre^ et qui déterminent la plus grande dilatation des fibres du côté devenu convexe. On les manifeste très-bien par un modèle en plâtre représentant la surface très-ondulée décrite par la barre supposée emportée d'un mouvement rapide perpendiculaire à son plan pendant qu'elle vibre. Aussi, pour calculer sa résistance, il faut, sous peine de commettre de graves erreurs qui inspireraient une fausse sécurité, se livrer au long calcul de la formule nouvelle et exacte. Ce calcul, aidé de constructions graphiques, a été fait pour des rapports
P:Q = i, \ et 2
du poids P de la barre au poids Q du corps heurtant; il en résulte que les résistances calculées à la manière du n* LI sont trop faibles dans des proportions respectives de 1 à
qui difiéreraient encore plus de Tunité pour des barres ayant plus de masse par rapport au corps qui les heurte.
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LV(T. RéstffteBce wfwe «ana éhœ. Bielle* et lia» lanciers. M* Tredfj^old. Charge Toyaffeaae. M. l¥illis. M. fi^tokes. M. Pbillips. — La résistance vive peut être mise en jeu et des oscillations peuvent être engendrées par l'action mutuelle des pièces d'une machine qui s'arrête brusquement, comme le fait observer M. Tredgold au n" !257 de son Traité de la résistance du fer coulé.
Mais, comme l'observe le même auteur^ la même chose peut avoir lieu à un certain degré sans impulsion brusque et par l'effet de l'action variable, quoique continue, d'un piston sur un balancier, d'une bielle sur une manivelle, etc. Les calcuh et les règles pratiques qu'il donne aux n»* 206 à 294 du même ouvrage auraient besoin d'être analyliquement discutés, comme nous avons fiait pour ses évaluations des effets du choc. Ce genre de recherches, où les forces qui étendent, compriment ou fléchissent sont variables et se trouvent augmentées et même remplacées par des produits de masses et d'accélérations, méritent d'occuper les ingénieurs non moins que les analystes (')•
On peut regarder comme du même genre le problème du poidi voyageur, c'est-à-dire de l'action, sur une poutre horizontale, d'une charge en mouvement, qui la parcourt uniformément avec assez de rapidité (comme une locomotive sur un pont) pour qu'il faille tenir compte des inerties dues aux mouvements ver-
{}) si la iol du dt^placement d'une exlrdmiié d*une pièce élastique est connue et comme obligatoire^ la détermination des déplocemenls des autres parties dépend d'une méthode qui a clé donnée par M. Duhamel le 23 avril 1832 sous le litre Mémoire sur les vibrations d'un système de points matérieU (Journ. de TÉc. pol., ^'.i* cahier). Elle consiste à déterminer d'abord l'expression des déplacements successifs que prendra un quelconque des points de la pièce par suite d'un déptucemcnt invariable, inflniment petit, de l'extrémité donnée, puis i ajouter enseinbtr les grandeurs de ceux qui résulteront de même, pour le point quelconque, d'une suite connue d'autres déplacements inflniment petits imprimés encore k l'extrémité. Cette méthode serait applicable aux effets des flexions variables, comme celles que la commission anglaise qui va être citée a opérées au moyen d'un cxcentiiquc pressant et lâchant alternativement le milieu d'une barro.
En appliquant cette même méthode. à la résistance qu'éprouverait une voiture roulant sur un système de ressorts verticaux juxtaposés, nous avons trouvé tlne expression du frottement de roulement sur un sol élastique, assez conforme à quelques expériences (Soc. Phil.^ 24 juin 1845; ou n** 601 du journal VJfutiUit, note sur le frottement de roulement ou de deuxième espèce}. M. Phillips a aoasi appliqué cette métbode (Comptes rendos, 46 féTrier4864, t.LVUl, p. 347).
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ticaux qu'elle prend en faisant fléchir la poutre, ou, ce qui revient au méme^ des forces centrifuges engendrées ; et, aussi, de l'inertie mise en jeu par les mouvements des diverses parties de la poutre en ayant égard à ce qu'elles n'ont pas le temps de prendre d'un bout à l'autre les mêmes flexions et les mêmes situations à chaque instant que dans l'état produit statiquement par une force verticale agissant dans chacune des situations occupées par la charge.
Cette question a été Tobjet de V Appendice B, fort étendu, du célèbre rapport déposé le 26 juillet 1849 par la commission que le gouvernement anglais avait chargée en 1847, de recherches sur la force des rails et des poutres métalliques des chemins de ferC).
Après plusieurs séries d'expériences, oiiMM. Willis, James et Douglas Galton relevèrent exactement la suite des formes prises par des baiTes sur lesquelles ils faisaient rouler des cylindres de fonte avec difiërentes vitesses en augmentant à volonté, par une disposition ingénieuse, l'eflet de rtn^ra'e de la barre sans la rendre plus grosse ni moins flexible, M. le professeur Willis s'est livré à des recherches analytiques ayant pour objet la détermination théorique de la trajectoire du poids mobile ('). En tenant compte de l'inertie de ce poids, mais en négligeant celle de la barre, ou en supposant que celle-ci prend la même forme à chaque instant que si la pression qui s'y exerce, due au poids et à la force centrifuge, agissait sur elle statiquement, il a posé facilement une équation ditterentiellede cette trajectoire (*)•
(1) Repari of the Commissioners appointed to inquire into the Application of Iron to Bailway Structure*. Nous refiendroni lur ses imporUots Irafaux. (^ Même Report, p. 497. Theoretical inquiry of the Trqf«ctory,
(») Ceue équallon esl^=^ 1 ^ "" r ' (2oa?~j-y|' ** *"'"' ** longueur de la barre entre les deux appuis, y éUnt la dépression Terlicale à une
distance x du premier appui, V la filesse horizontale de la cbarge Q, f= —-
6ëI
la flèche sUlique qu elle ferait prendre i la barre si elle était posée sur son milieu,
Ë est le coefficient d'élasticité eti le moment d'inertie de la section. En effet, si l'on
appelle SP une charge sUlique s'exerçant transfersalement à des disUncesxet
9a — a; des deux appuis, on trouve facilement avec KaTier (cité par M. Willis),
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M. Stokes l'a intégrée complètement (*), et il a évalué, tantôt par rintégrale obtenue^ tantôt par des séries qui prêtent mieux au calcul 0^ les nombres qui composent deux tables numériques (V et VI, p. 199 et 200 du Report) fournissant, pour une suite de valeurs de rabscisse^ de cinquantième en cinquantième et de vingtième en vingtième de la portée totale de la poutre, celles de la dépression ou de l'ordonnée y de la trajectoire, ou plutôt
de son rapport ^ à la flèche statique f que produirait la charge
en équilibre au milieu de la poutre. Ces deux mêmes tables, qui
que la dépression ou flèche y produite à l'endroit même do la charge est
y — — L.^.^ LL (édition de 4833, n»339). Or il faut y faire
a. El
^ g dfl ^ g dx» *
car il faut attribuer â Taclion de la charge sur la barre une valeur égale à son poids
U augmenté, soit de son inertte -— , soit, ce qui reyient au même, delà
g ai*
foi ce centrifuge , - étant la courbure, sensiblement égale à — -r^uind elle
gp p dx*^
est faible. Ces substitutions donnent bien Téquation posée, du second ordre.
(>) Dans un beau mémoire inséré au t. Vllf, part. V, année 4849, des Transactions of the Cambridge philosophical Society, p. 787, intitulé : DUcuêsion of a difftrtniial Equation réUUmg to the breaking of Railway Bridge. L'intégrale de cette équation, posée à la note précédente, est
gà^ si fw, n sont deux nombres tels que m -f- »= ^ « fnn= — ^ .
0 Parexemple quand, dans l'équation différentielle de la note (3), réductible, i-n
faisant «=2ax,y=46ry,ei|^=6,àla formey=(x-x«)«-g- (x — x«)*~, la
consunte 6 est grande, on obtient facilement par des approximations successives cette série conTcrgente, où X est écrit pour (x — x*)*
procédé qui s'appliquerait à des équations plus compliquées, ^oû Ton tiendrait compte de rinenic de la barre.
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s'appliquent à oeuf grandeurs [de — à 20 j d'une periaiqe constante 6 [^), donnent aussi, dans d'autres colonnes, les rapports, appelés z, de l'ordonnée ou de la dépression dynamique eu chaque point, à la dépression statique que produirait au même point la charge en équilibre ('] ; enfin^ dans d'autres colonnes, les valeurs correspondantes T de ce que M Stokes appelle la iendance relative ci la rupture, et qui est le rapport dv^ plus graqd moment de flexion ou de la plus grande courbure dans l'état d^fnamique, pour chaque position de la charge mobile, au plas grand moment ou à la plus grande courbure qu'on aurait dans Tt^tat statique en plaçant cette charge au milieu de la poutre ('). On reconnaît ainsi que le rapport de la dépression dynamique à la dépression statique est très-faible aux points proches du pri^mier appui, c'est-à-dire do l'endroit où la charge arrive sur
4 V> iQa (^) L'iiiTcrso -= — . - — de celte cootUnte numérique (appelée B à b traduco g 3EI
tioii du Rapport par M. Ciische], est égale lu double do la hauteur duc à la Ti-
4r / fjptj\ tMso V, muUIpliéo par la courbun; -; = ( z] au milieu de la tri^ee»
toiri) tj = qui aérait parcourue ai la Tîteite de la charge èlaii iaS-
nimeot petite; en lorlo que q( 4 + - j est le poi<U Q augaebtA do riscrii»
ou do la rorcc centrirugc qu*il acquiert d ce point milieu en parcoorant noe
pareille trajectoire.
(') On a 2 = - ( ) qui, comme on Toil, se réduit i - pour # = «
f \''2ax x^J f
au milieu de la poutre.
y rt*
(•) On a T =; - • . En effet, quand la masse de la poutre eat négli-
f iux — a?*
geable, la courbure s*opére à chaque instant comme tous une charge staUqne
Q '^^-n'f ^^ comme la plui grande courbure a lien alors au point od celte
g dx*
charge agit, le plus grand moment eet celte même charge nnliipliéepar ~ (la— «%
Sa '
y Qofl
Or ce prodoit, d'après l'équation précédente, est égal à — r • •--^; et ton
%ax — «■ ^f
Qa rapport au plus firand moment de l'étal statique — • est bien ce que noua fe&ons
d'égaler à T.
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la poutre, et est au contraire extrêmement grand aux points proches du deuxième appui, c'est-à-dire de Tendroit où la charge quitte la poutre; et, pour certaines valeurs de la constante appelée 6, ce rapport, après avoir atteint Pinfmi, devient négatif, ce qui prouve que la poutre, fléchie par le passage de la charge vers te milieu, rebondirait vers la deuxième extrémité, et quitterait quelquefois l'appui correspondant. La tendance à rupijire, qui est proportionnelle à la courbure prise, acquiert sa plus grande valeur au delà du milieu de la poutre ; son rapport, appelé T, à celle qui a lieu au milieu dans l'état statique, est d'environ 3/2 quand la constante dont nous avons parlé est 3 ; mais elle s'élève bien plus haut quand cette constante 6 est moindre ou quand les vitesses sont considérables.
Lorsque la constante 6 est grande, c'est-à-dire la vitesse petite ainsi que le poids fléchissant, ou la roideur de la pièce considérable et la flèche statique faible, l'augmentation proportionnelle de flèche, au milieu, due au mouvement, est sensiblement
1 Af\* 2QaV' mesurée par l'inverse > = -i— r- = -r-rrr de cette constante, •^ b ga* 3.7EI
et l'augmentation correspondante de la plus grande courbure, ou
du moment qui tend à rompre, suit la même proportion, égale
tout juste d celle de la partie de la pression de la charge qui est
due à son inertie, ou à la force centrifuge qu'elle acquerrait au
milieu de la trajectoire répondant à une vitesse intiniment petite,
si elle la parcourait au Ueu de la trajectoire réelle (^j.
(1} c'est-à-dire qae la flèct^e ou la courbure maximum djoamiqoe eit à la flèche 00 à la 0OHr)>ure maximum atalique comme A est à
^6 ^ y Ml ^ 9 ai'
Cel« rétnlia Immédiatement de Péqaation diflérenllelle y = -^ — ^ x
/- v•d•v^ \*€fly
Xf 4 t jdoDoaDt, en négligeaot — ---- devant 4, la dépression suiique
qui, regardée comme une première approximation, et substituée dans la parenthèse, donne 4 + -^- • i i <*^'^ ^ H T *" "*''*" °" P®"*^
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M. Willis a comparé ces résultats du calcul, rendus plus manifestes au moyen d'épurés des trajectoires, avec ceux de diverses expériences faites à Portsmouth par MM. Henri James et Douglas Galton^ et d'expériences non moins variées faites par lui à Cambridge plus en petite mais d'une manière qui les rendait plus comparatives entre elles et qui permettait mieux d'en saisir la loi, surtout en ce qui regarde la part d'influence de l'inertie de la barre. Dans celles-ci, pour ne pas diminuer la flexibilité dont dépendent la sensibilité et la justesse des mesurages, et qui diminue naturellement quand la masse augmente* M. Willis se sert constamment de la même barre d'acier, de i",22 de long sur 5"",84 d'équarrissage ; et il fait varier artificiellement son inertie en suspendant, au milieu, par une bielle verticale mince, l'une des deux extrémités d'un appareil qu'il appelle une balance d'inertie, consistant dans un simple levier horizontal à deux bras égaux, sur lequel on met des masses tantôt plus petites tantôt plus grandes, mais toujours en équilibre statique sur ce levier ; de sorte qu'elles ne résistent au mouvement vertical de la bielle qu'autant que ce mouvement est accéléré ou retardé. Gomme M. Willis trouve que l'inertie de la barre doit résister à peu près de la même manière que si sa masse était concentrée à son milieu , mais réduite seulement aux
i7 0,486 = — de sa grandeur (^), il peut comparer facilement, en
P) On « va (On da n* Ll, oote) que celle masie, réduite aux -- conoeDtrèa
aa milieu, a la même forée vive que faute la barre ai l'on tuppoae, comme (kit
M. Wlllit, que ses dirers poiots se déplacent transversalement comme daat
l'élat italique sous l'actioD d'une charge centrale.
En partant de cette même supposition on peut facilement, sana remplacer lei
masses des éléments de la barre par une masse centrale unique, calculer pour ub
instant quelconque les rapports approchés de leurs diferses inerties 1 celle du
poids roulant (ou à sa force centrifuge) et en déduire, comme deuxième approil-
maiion, par deux équations de moments de flexion, l'eut de la barre soumiie é
ces diverses forces ainsi qu'à la charge et aux réactions des appuis ; d'od, pour
ia trajectoire, une équation diflRftrentielle du second ordre, analogue à celle de la
noie ci-ucssos, ou conicnaiit -- , y première puissance et diverfes puissances
entières de x. En rintégrant en série comme nous avons dit qu'a (ail M. SlokM
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divers points de la barre, les inerties foctices créées par son appareil ; et il trace en conséquence les trajectoires que suivrait la charge pour divers rapports du poids roulant au poids de la barre d'une roideur supposée constante.
La comparaison avec les trajectoires calculées de M. Stokes donne une concordance approchée quand le poids de la barre est très-faible ,- mais quand le poids de la barre approche de celui de la charge roulante^ elle donne un écart déjà sensible qui augmente beaucoup.
£n conséquence M. Stokes, dans une deuxième addition à son mémoire (où il fiait un examen critique d'un article de M. Cox) (^)y pose une équation complète de l'équilibre de rotation de la barre autour d'un quelconque de ses points, sous l'action de toutes les forces y compris les inerties de ses parties. Débarrassée par deux différentiations, comme on fait ordinairement, de la variable auxiliaire qu'elle contient sous deux intégrales qui y entrent^ cette équation devient exactement celle du mémoire de 4779 d'Euler, à deux termes différentiels l'un du 4" ordre par rapport à l'abscisse x, l'autre du 2* ordre par rapport au temps /, car pour tous les problèmes relatifs à une lame ou barre vibrant transversalement, l'équation indéfinie est la même, et ils ne diffèrent que par les conditions définies aux limites de la barre ou de chaque partie de la barre. Comme il ne paraît pas qu'on puisse l'intégrer exactement avec les conditions du problême dont nous nous occupons, M. Stokes en cherche des solutions approchées, en supposant les inerties des divers éléments distribuées proportionnellement aux dépressions qu'ils prendraient sous l'action de poids uniformément répartis d'un bout à l'autre. Il y arrive, mais pour le second cas extrême , savoir le cas 011 c'est la masse mobile qui est très-petite par rapport à la masse de la barre et de sa charge permanente.
Enfin M. Phillips^ et, quelques années après lui, M. Renaudot,
pour un cas plus simple, elle donne des rèsalUls où l'inerUe paraît comptée d'une manière ïufBsanie quant au calcul des flèches successives serrant d'ordonnéca à la trajectoire.
(1) On ihe dynamicul DeOection and Strain on Raiiwaj-Girders (CiTÎl Ensi- Bfer Journal, september 1848).
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dans de remarquables mémoires, le premier présenté le 33 avril 1855^ approuvé le 48 février i856 et inséré aux AnndUs des mines (^j, le second inséré en 18G2 aux Annales des ponts et chaussées, ont cherché d'une manière nouvelle à donner une solution complète du problème, en tenant compte de la masse de la poutre ainsi que de celle d'une charge permanente répartie sur sa longueur (^). M. Phillips pose d'abord, pour les deux parties dans lesquelles la barre se trouve partagée au point où se trouve la charge, supposée agiren un seul endroit à chaque instant, deux équations ditféi'entielles du quati'ième ordre en x et du deuxième en t comme celle d'Euler, et les équations de condition à U jonction ainsi qu'aux extrémités, qu'il suppose successivement encastrées et simplement appuyées. Il cherche à satisfaire aux équations en exprimant Tinconnue par des séries ordonnées suivant les puissances entières de Tabscisse x^ et dont chaque cocâicient indéterminé est fonction du temps t. Il trouve Cm»lement que ces coefficients peuvent se déduire tous, par des différentiations d'ordre pair, de quatre d'entre eux, dont deux pour chaque portion. Pour déterminer ceux-ci, qui, en vertu des conditions de raccordement, se trouvent engagés dans quatre équations différentielles d'ordre infini, M. Phillips les regarde comme développables eux-mêmes suivant les puis*
sances entières successives d'une certaine constante 7^ proportionnelle au poids de la poutre par unité de longueur, et k sa flexibilité ou à l'inverse de son moment d'élasticité ËI ('), et dont les puissances paires affectent déjà les termes successifs des équations on question. Chacun des coefficients des nouveaux
(^) Calcul lit; la rcsislance des poutres droites sous l'.icUon d'une charge en mouvement, Comptes rendus^ t. XL, p. 951 cl XLI, p. 323 ; et Ann. des AfiM<*#, l. VII, i85S.
(^j Nous |.t*nsoiis avec M. Reoaudol que celle charge permAuenle doil éirc supposée vibrii* comme la poutre elle-même. Cela n'exige, au reste, d'aulro modificaiiou aux ciiualiuus ùe M. Phillips que d'annuler une constante.
i}) Celle cousianle -- est, en efTel, avecles notations précédentes, el eo appelai.l P le poids àc la i.oulre el de sa charge, égale i .
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développements se trouve ainsi dépendre d'une simple équation difFérenliclle du second ordre, intégrable par uno niorche d'approximations successives, en série de termes qui sont des fonclions connues du temps, ou de l'abscisse actuelle du poids voyageur, affectés des puissances d'un produit de ce poids par ia longueur et la flexibilité de la poutre et par les deux tiers de la hauteur due à la vitesse du mouvement (c'est-à-dire des
puissances dd la constante 7 de M. Stokps).
En négligeant partout les puissances deuxième et supérieures de ces deux constantes, M. Phillips obtient des solutions qui sa- ' tisfont^dans les ihuites de Tapproximation à laquelle il se borne, aux diverses conditions de la question, excepté à la condition initiale de Timmobilité de la poutre, car, d'après les fornmles trouvées, les éléments auraient déjà, avant le passage de la charge, certaines vitesses transversales. Mais M. Phillips montre que les mouvements vibratoires qui résulteraient d'ébranlemenis initiaux correspondants sont, dans les limites des données de la pratique, faibles et sans influence sensible sur Tévaluation des déplacements et des résistances.
Le résultat principal esf que la courbure, dont dépend la teudafacë à rompre, peut être évaluée comme pour Tëtàt dé tepos toiis là dôtible actloii dé la chargé placée au tnilieu et du poids ph)pre de la poutre, en àh^mentant cette courbure statique locale dans Ùhë certaine proportion, qui est précisément celtè que donne le balcùl de M. Stôkes relatif au cas oh Tiileîtie de la pbatrê peut être négligée, et qui résulte aussi, comthë bti a VU {note % p. ccxlj), d'une itltégratloh eh série, bornée à deux ou Ifoîs termes, de Téquatlon différentielle du second ovdte posée par M. Willis ('), et se réduisant, qdand on se tient à deut termes-, i ce dont l'ihertie vèrlibalë de \â charge otl sa foi-ce cèhtrifdge ahgmehte sa pression sur la poutre. M. Phillips tite, pour le cas &ixtie poùtte èhcastréé atix dehi bouts, des con^uehtes aha- Ihgttes (').
(1) Éd eiTei, avec la nolaiioD - = , îi trouve i + -x + ^fi zz f ••••
S 9fEI 5 *
{}) Le deuiième lermo de la seconde pareothèio de reipression oumérotre (70) •brait besolii d'être rédôil dé inoltié, comme Ta rtôirqué M. èf«ic«, eu rMliflaoi uoe ioadvei lance daoi le calcul finaL
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Le calcul de M. Renaudot est imité de celui de M. Phillips, mais relatif au cas où la charge roulante occupe^ comme un convoi, une certaine longueur de la poutre. Dans ses Résumés et conclusions (p. i97), il néglige aussi ce qui vient de la masse de la poutre en ce qui est relatif aux rapports de la tension dynamique à la tension statique.
Cette solution^ qui se distingue par la hardiesse des expédients^ mériterait qu'on poussât plus loin le calcul des termes successifs des trois ordres de séries entières dont M. Phillips a cm pouvoir faire usage et qui s'y combinent, principalement celle qui procède suivant les puissances de la masse de la poutre, afin de s'assurer au moins par des exemples numériques nombreux, de leur convergence dans les cas de la pratique. La question, dans l'état actuel, ne paraît point épuisée. On a vu en effet tout à Pheure que la correction de la flèche statique, semblable à celle qui a été déduite par M. Stokes du calcul de la courbure de la trajectoire pour une inertie nulle de la poutre, donnait des résultats très-différents de ceux des expériences de M. Willis pour peu que la masse de la poutre approchât de celle de la charge roulante.
On a vu aussi, au n» XXXII, et Ton verra encore au n* LX, que les séries entières n'ont pas toujours fourni à MM. Poisson et Cauchy, dans des problèmes 4'équilibre, des résultats conformes, même par approximation, avec ceux d'nne analyse plus exacte où Ton ne faisait point usage de cette forme de développement non justifiée; et Ton a encore vu (n*^ Llf et LUI) que dans des questions de mouvement ou de résistance vive, ces sortes de séries, tout en donnant à peu près les flèches centrales ou les allongements dynamiques totaux des barres heurtées transversalement ou longitudinalement, ne fournissaient, pour les allongements individuels des parties, ou pour les courbures, que des nombres fort différents de ceux que révèlent les intégrales exactes en séries de sinus, eu de sinus et d'exponentielles. Une masse roulante, il est vrai, ne doit pas produire autant qu'une masse heurtante, ces vibrations du second et du troisième ordre qui rendent très-onduleuse et trèsvariable la forme réelle de la pièce, et qui produisent, en cer-
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iaios points, des courbures très-fort au-dessus de celles qu*on a quand l'inertie est négligée^ ou la déformation supposée propagée instantanément. Mais quelque chose de semblable doit néanmoins se produire ici à un certain degrés et paraît échapper aux calculs que nous citons^ ainsi qu'aux expériences faites jusqu'à présent^ où Ton n*a guère observé que les flèches de courbure (*).
Nous pensons donc que jusqu'ici il n'y a de solutions ana* lytiques complètes et certaines du problème de la résistance aux déformations dynamiques des pièces solides que celle qui a été donnée par Navier pour les allongements produits pai* un choc longitudinal^ en y joignant celle que nous avons donnée suivant les mêmes principes et par une marche analogue pour le choc transversal (n* précédent LVl).
LYIIL SorAices élaatlqoefl. Spbère et ejllndre crcoïK. Tnyaiim. Vasca. Chandlèrca et Témerwmîn. Mariette. IVaTler. M. Ijamé. — Voyons maintenant ce qui a été fait pour le calcul des déformations et des vibrations des vases et des plaques.
C'est pour arriver au calcul des épaisseurs des tuyaux cylindriques supportant des pressions dans leur intérieur, et de celles des rondelles ou platines qui les ferment, que Mariotte a entrepris et inséré dans le Traité du mouvement des eaux ses recherches théoriques et expérimentales sur la résistance des solides en général.
D'après la première des deux règles qui terminent son deuxième discours déjà cité (n* IV), l'épaisseur du tuyau, supposé cylindrique à section circulaire, doit être proportionnelle à la fois à la pression et au diamètre.
Ce théorème se démontre de suite en supposant le tuyau
(^) Il seraii possible d'obleoir la suite des formes d'une barre ou beurlée ou sollicitée par une cbarge roulante, en fixant latéralement, à plusieurs de ses points, des styles qui marqueraient leur trace sur un plan Terlical enduit de noir de ftimée et entraîné rapidement dans une direction oblique à rhorizon pour éTîter la confusion des difTèrentei traces. Ce seraii un sujet digne de la sagacité des habiles expérimentateurs qui ont enrichi la sciehce de Uni de faili soigneiisèment observés, surtout au ConserTatoire sous la direction de M. Morin.
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coupé loDgitudinalemeot par un plan méridien . Pour Téquilibre d'une moitié du tuyau et du fluide contenu^ la tension sur Tunité de longueur, dans chacune des deux coupes de la matière suivant son épaisseur, doit être égale à la pression intérieure dt Veau sur l'unité superficielle, multipliée par le rayon.
De même, pour une sphère creuse, Navier a remarqué que la tension totale, dans une coupe annulaire diaitiétrale, doit être égale à la pression intérieure par unité superficielle, multipliée par la surface d'un grand cercle intérieur, ce qui donne, par unité de longueur de Tare intérieur de la coupe, une tension égale à la pression multipliée par la moitié du rayon.
Quant aux dilatations que les tensions font éprouver à la paroi suivant les sens tangentiels transversaux, et auxquels il faut
imposer la limite désignée ordinairement par -- pour établir
l'équation de cohésion, elles ne sont point égales dans toute l'épaisseur de la paroi, soit cylindrique, soit sphérique; et leurs moyennes n*ont point pour mesure, même lorsque Tépaisseiir est très-petite, les tractions divisées par la section et par le module d'élasticité £ de rallongement et de la flexion d'un prisme de même matière dont les faces sont libres. UM. Lamé et Clapeyron ont déterminé, en i828, par une analyse rigoureuse, fondée sur la théorie de l'élasticité (*), la manière dont les tensions et les dilatations varient dans l'épaisseur, soit d'un tuyau cylindrique indéfini, fermé aux deux bouts [% soit d'une sphère creuse, dont Poisson s'est occupé la même année à peu près dans les mêmes termes ('). On en déduit que lorsque les parois sont très-minces, leurs dilatations dans le sens tangeutiel transversal sont égales aux tensions par unité de section diamétrale, divisées, non pas par le coefiicient d'élasticité ordinaire £, mais
par - E pour le cylindre, et par ~ E pour la sphère. On trouve, 7 o
{}) Sur rèquilibre ioièrieur des solldei bomogèoes, 4828 (SaY. élr., L IV), n- 45 à 48, et 57 i 60.
(*) Nouf pensons qu'il cooficot d« supposer toujours celle fermelurt, uxbmt dans ao tuyau de conduite ouyert aui deux bouts s'il est d'une grande ioÊ§aenr, car la pression de l'eau coiiieone doit êlre à peu près égaie eu loua seas.
(>) Ann. de ch. et de ph.y 48:28, S* série, t. XXXVUI, p. 3U0«
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aussi^ que siTépaisseur est le i/6 du diamètre extérieur, la dilatation tangentielle, dans la sphère comme dans le cylindre^ est à peu près deux fois plus forte du côté intérieur que du côté extérieur {*).
Les deux théorèmes élémentaires ci-dessus T = p'' pour le
tuyau et T := - pr pour la sphère creuse à parois minces (r et r
étant leurs rayons, p la pression intérieure, ou plutôt son excès sur là pression extérieure de l'atmosphère, et T la traction tangenticUe), peuvent se démontrer aussi sur des portions, mêtae infiniment petites, de leurs parois, à savoir sur une calotte de la sphère et sur une bande longitudinale du tuyau. Biais ils exigent pour être exacts, comme l'observe M. Lamé (*), que les tractions tangentielles exercées aux contours de ces portions produisent les mêmes dilatations que si la sphère était entière ei partout également pressée et que si le cylindre était aussi entier et même de longueur infinie, ou que si la partie considérée était Infiniment éloignée des deux couvercles ou platines de fermeture. Il en résulte, continue M. Lamé, que si une chaudière à vapeur est composée d'un cylindre terminé par deux calottes de sphère, les tractions ne se régleront conformément aux deux théorèmes T = pr et - />r qu'autant que
les épaisseurs de la paroi cylindrique et du fond sphérique seront entre elles comme 7 fois le rayon r de la partie cyhndriqœ est à 3 fois le rayon r de la partie sphérique. C'est, en effets la condition pour que les dilatations tangentielles soient les mêmes pour toutes deux, à leur cercle de jonction, et conséquemment partout, et que par conséquent aussi le rayon de ce cercle s'étende autant comme faisant partie de Tune que comme faisant partie de l'autre (').
(^] M. Barlow, dans son chapitre Force des pretsei hydrauliques, trouve que ce rapport n'est que celui des lOYcrseï des diamètres ioiérieur et eitérieur. Oa voit qu'il est bien plus coosidérable. C'est que son calcul est basé sur la supposition que l'aire de Taoneau est la môme après qu'avant la dilatation, et que la densité est restée uniforme, ce qui n'est poiut eiact (a Treatise of ibe Streogtb, etc., édition de 4837).
(*) Note sur les épaisseurs et les courbures des appareils à vapeur (Comptes rendus, 48 février 48uO, t. XXX, p. 457).
(,^) bu eflet si <r, o sont lus deui épaisseurs supposées petites, les diUutions
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La même règle peut servir à très-peu près pour les épaisseurs de la paroi cylindrique et du fond sphérique d'un réservoir d'eau en tôle(*j.
C'est au moyen des mêmes formules du mémoire de 4828^ modifiées comme à la 16* leçon sur Télasticité en y introduisant deux coeflicients, que M. Lamé a fourni à M. Regnault un calcul approximatif des dilatations de ses piézomètres de deux formes, dont nous parlons à Tappendice V, p. 668 et 67i.
Si un tuyau cylindrique a une coupe transversale d'une autre forme que le cercle, la tension en un endroit quelconque, comme le prouve Navier par un raisonnement simple, est la moitié de la pression intérieure (supposée constante) pour une surface égale à la projection de l'unité de longueur du tuyau sur un plan parallèle à ses arêtes et à la normale en cet endroit. Et^ pour un vase fermé, par une ratson semblable, la somme des tensions dans la portion de paroi répondant à la courbe de contact d'un cylindre qui envelopperait ce vase tangentiellcment, est égale à la pression intérieure sur une suriace égale à la section droite du cylindre.
Mais quand les coupes ne sont pas circulaires, la pression produit généralement, avec la tension qu'elle développe, dos flexions qui tendent à les rendre telles, et dont il résulte des inégalités plus ou moins considérables dans la répartition des dilatations suivant les épaisseurs : il faut calculer la plus grande pour lui imposer une limite (').
des parois du cylindre el de la splière seront rcspcciivemenl^ comme nous venons
de dire, el . Leur égalité donne bien la proportion - = -- de
8 4 0 or
M. Lamé.
(<) La formule i laquelle anive M. Dupuil pour ce fond (Traiiè de la conduite
et de la distribution des eaux, page Hi) revient k7= - pr donné ci-dessus.
L*atiaque que M. Love dirige contre celle formule (Des diverses résistances de la fonte, du fer ri du Tacier, 4859, n" 153, p. 935) n'a nul fondement, non plua que le raisonnement par lequel il prétend prouver qu'au centre delà calotte la tension est nulle.
(*) c'est ce qu'a fait M. Dresse (Société pliilomathique, siS février 1857), sur une
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Quand la pression la plus forte vient de Textérieur de Tenveloppe sphérique ou cylindrique, les conditions sont analogues, excepté lorsque dos inégalités de courbure ou d'épaisseur déteraiinent des flexions qui peuvent amener un aplatissement ou écrasement.
LIX. Plaqoes et mcmbranefl élaatlqiiefl. Ijevr équilibre et leam Tlbratlona. Ealer. JTaeqaes Bern^allI (de 1787). Sopble C^ermaln. liai^rani^. Polflfl^n (18i4). Première reetiBeatloii, presque «•mplèie, et applleationfl ei^aetea, par IVairler. — Quant aux plaques, aux membranes., et aux vases ouverts, tels que les cloches, nous pouvons parler ici à la fois de ce qui est relatif à leurs vibrations et de ce qui regarde leurs déformations statiques.
Il n'a été fait dans le siècle dernier, comme dit M. Poisson (^),
que quelques essais infructueux sur les surfaces élastiques pliées
à la fois dans deux sens différents. Ainsi Ëuler, après avoir
rf*Ç rf*Ç rf'Ç
donné en 1764 une équation de la forme — = a* t-;+ 6' ^
pour le mouvement vibratoire des tambours ou membranes parfaitement flexibles, en les considérant comme des tissus de flls élastiques se croisant rectangulairement ('), a présenté, dix-huit pages plus loin, un essai sur le son des cloches ('), qu'il décompose, moins heureusement, en anneaux vibrant indépendamment l'un de Pautre, supposition qui conduit à des résultats en désaccord avec l'expérience comme avec le véritable état des choses.
En 1787 un jeune géomètre portant le beau nom de Jacques
indication de M. Bélanger, pour une chaudière dont la coupe offre un petit degré d*ellipiicité. Voir aussi le n* 407 delà deuiième édition (1863) de la Théorie de la résistance et de la fleiion plane des solides, par M. Bélanger.
(1) Mémoire sur les surfaces élastiques, lu le 4*' août 4844 (Mém. de la classe des sclenees mathématiques de l'Iostitul, 4842), déji cité n**XXn et XXIX.
(*) De tnotu ,vibrat&rio iympanorum, au tome X (4767) des Novi commenlarii Académie Pelropolilanc, p. S43.
(*} Teniamen de iwio eampanamm, {idêm^ p. 4785.)
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Bornoulli (^), présenta, à roccasîon des expériences que venait de publier le physicien allemand Ghladni sur les plaques sonores (*), un mémoire dans lequel^ appliquant à une plaque rectangulaire une hypothèse analogue à celfe qu'avait faite Eu- 1er sur les toiles ou membranes, il la considère comme formée de deux systèmes superposés de lames parallèles à ses deux côtés, ce qui lui donne facilement, xeiy étant les coordonnées comptées dans les mêmes directions, sur le plan moyen, K une constante et ( Tordonnée normale ou le petit déplacement perpendiculaire à la plaque, une équation
{dx"
d'^\ „ dK
selon que la plaque est en équilibre sous une charge Z par unité superficielle au point (x^y) ou selon qu'elle vibre, m représentant sa masse aussi par unité. Cette équation est incomplète;
elle manque d*un terme âK — r-7-r comme nous allons voir.
dx'dy^
L'auteur reconnaissait, au reste, qu'on pouvait lui objecter la division également possible de la plaque en lames non droites^ o\\ bien non orthogonales, etc., a ce qui ne donnerait peut-être pas la même chose^ 0 mais en ajoutant qu'il ne pré&^atajt sofi mémoire que comme un premier essai sur ce sujet.
Cependant Chladni étant venu en France vers i808 et ayant montré (es curieuses lignes nodales, de forme courbe réguUèr^ et très-variée, qui sont dessinées par le ^ble fin répapdu sur les plaques qu'il faisait vibrer à Taide d'un arcbçt> rAcadéoûe^ sur l'indication du souverain d'alors, propos^ ea 1810 pour sujet de prix de donner la théorie mathématique des vibrations des surfaces élastiques^ et de la comparer à l'expérience ('). Une seule
{}) Fils du. second Jean (on petit-flls du premier, et nereu de DaoinI), né en 4759, mon en 4789 d'un accident dans la rifièrt de Keva. £<sat ikéQridquê mtr leê vibratioM de» plaque» rectanglet et libres, présenté le %\ lepleoibM 4788. Tome Y (4789) des Nova acia,
(*) Celle première publication de Chladni parut à Leipsig en 4787.
(>) Trailè d'acoustique de Cbladni, traduction publiée par lui en 4899 p. 867.
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pièce fut envoyée, car. seule entre les géomètres du temps, mademoiselle Germain (^) ne se laissa pas décourager par un mot de Lagrange, qui avait dit qu'il faudrait, pour la solution de cette question, un nouveau genre d'analyse. Elle aperçut et énonça un principe qui lui parut capable de conduire à l'équa-
tion véritable. Ce principe revient à ce que la somme - -|- - des
P P courbures^ ou des inverses des rayons de courbure p, p' dans
deux sens rectangulaires, somme qui mesure en quelque sorte le degré de déformation de cbaque élément de la plaque^ doit
jouer dans la flexion le même rôle que la courbure *- dans la
flexion d'une simple tige primitivement droite ; en sorte que cette somme multipliée par une constante mesurerait la force élastique tendant à ramener à sa forme plane l'élément superficiel courbé, et à diminuer par conséquent la même somme; d'où il suivrait que le moment ou travail virtuel de la réaction en question serait égal^ pour toute la plaque, à la somme des superficies des éléments multipliés par une constante K et par le
produit (-+ "/jM" + -)dela même somme par sa variation ou diifércntielle par 8; en sorte que le potentiel des forces élastiques développées, ou la quantité dont la variation donne
le travail virtuel, serait -s* ( - + - ) par unité superficielle, 2 \P P/ Gomme elle fit, à ce qu'il parait, une erreur de calcul en posant ou en développant l'équation de travaux virtuels qui en découle, son mémoire de 1811 ne fut pas jugé remplir les conditions du programme. Mais Lagrange, qui encourageait les travaux de cette personne aussi modeste qu'éminente, adopta son idée et lui montra qu'on en tirait facileoDBnt, par les méthodes de la mécanique analytique, l'équation
(*) Née en 4T7d, morte ea 4834. Voyez la notice en tête de ses Considérattons sur Vêlai des sciences et des lettres, publiées cq 4833. (>) Eu effet, en rèdulsaot les courbures aux valeurs qu'elles prenneol quand
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La question fut remise au concours une deuxième et une troisième fois, et Sophie Germain, en présentant en 1813 cette équation différentielle complète^ avec un essai d'établissement, par le même principe, des conditions-limites pour les seules plaques rectangulaires, obtint d'abord une mention honorable; puis, de nouveaux développements, et l'extension à des plaques naturellement courbées en forme de surface cylindrique, sur lesquelles elle fit également des expériences, lui méritèrent le grand prix en 1816. Elle ne se détermina qu'en 1821, sur les exhortations de Fourier et de Legendre, à publier ses travaux ['), auxquels elle donna une suite en 1826 (*). Tout en soutenant son hypothèse, elle semble décliner l'invention de l'équation différentielle, en se réservant pour tout mérite de l'avoir appliquée. Ses intégrales, exprimées en sinus et exponentielles, sont partictUièreSf et ne fournissent que le nombre de vibrations principales ou du ton le plus grave, et le nombre des lignes nodales, sans déterminer les amplitudes de celles-là ni les formes de celles-ci. On verra plus loin que le potentiel, ou la quantité k rendre un minimum pour l'équilibre, est proportionnel, non
(1 1\* - -{- -) , mais à ce carré plus une constante multipliée
par la somme -^+-^9 qui, traitée de même, conduit à la
même équation du quatrième ordre (').
Aussitôt qu'il eut connaissance de l'équation différentielle nouvelle, Poisson en chercha une démonstration exacte, et lut
•Om TMtent trèf-petltei> on i, pour tonte retendue de la plaque
•fi«'(S*$)(g+f)
qui, en intégrant par parties deux Toii, donne, pour le terme reiUnt affecté du
(I) Recherches sur la théorie des surfacei élasilques, in-4% (*) Remarquet sur It nature, les bornes et rétendue de It question des surfaces éltftlqnei.
(*) Kn effet, les deux rayons de courbure principaux p et p' sont donnés oomne
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k ce sujet le mémoire, déjà cité, du i* août 18U. Dans la première partie^ il s'occupe des membranes, c'est-à-dire des surfaces infiniment flexibles ne résistant aux déformations, comme la corde vibrante, qu'en vertu de tensions longitudinales ou tangentielles ; et il parvient^ en embrassant le cas où la forme primitive est courbe, à une équation qui se réduit, lorsque cette forme est plane, à celle d'Euler (de 1766), plus générale que celle de Lagrange, car, dans la Mécanique analytique (^)^la ten-
l'on Mit (quiDd U courbure eil petite) par Téquatlon du 8ecoDd*degré
i; *te»;Vp dy^) [dxdyj ' d'oA résulte, eo tirant leurs râleurs et eu substituant,
pt + p'i \dx') ^ \4xdyJ ^ W)
MulUpliant par dxdy, prenant les \\ , différentiant par 8 et iDlègraot par pirtiet, ce qui restera affecté du double slgue et de dxdyBz sera le même trinôme du quatrième ordre qui est fourni par I - + -, j •
0) Edition de ISii, l"* partie, section V, cb. III, % 11, n«* 44, '45.
Fourler a aussi étudié les swrfaecM élastiques, d'abord seulement, dans un Mémoire présenté le 8 Juin 4818, sous le rapport de la propagation d'un mouTOment qu'on j excite quelque part, lorsqu'elles sont infinies en tous sent; et il t donné à ce sujet, de leur équation différentielle
une intégrale en série d'eiponeotielles réelles et imaginaires susceptible d'être sommée par une intégrale définie. M. Poisson ayant présenté à cette occasion, à la séance suivante de la Société philomathique, et inséré i son Bulletin, p. 97, des Refnarques sur les rapports qui existent entre la propagation des ondes à la surface de l'eau (sujet dont U s'était drjè occupé, même Bulletin, Juin 4817, p. 85) et leur propagation dans une plaque élastique, Fourler répliqua par une Note relative aux vibrations des surfaces élastiques et au mouvement des ondes, où 11 donne de l'équation précédente une intégrale sous forme finie contenant deux fonctions arbitraires engagées chacune sous une intégrale double prise de ^ oo i oo par rapport à des rariables auxiliaires. Lt même Intégrale est donnée par Poisson quelques pages avant, au même cahier, p. 4S5, sous le titre : Sur Vintègrale de Véquation relative aux vibrations des surfaces élastiques, en
f ^^ _f / ,— ^ dz d^z
partant de celle 2 = \ e""^ 9(x -^-ioLymtjda de -- = m — , trou-
J— en ' dt dx^
Tée par Laplace (J. de rÉc, pol., 44* cahier). Mais M. Poisson ne fait aucun nsage de cette intégrale dans son Mémoire de 4828 od il ne considère qu'une plaqne de dimenaiona finies.
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ûon est seulemenl supposée é^^ale ou tous sens. Passant à ce qui est relatif à une plaque, c'est-à-dire à une surface capable de résister à la flexion^ il suppose sa résistance due à des forces répulsives mutuelles entre ses points matériels (n** XXII ci -dessus). Ces forces, sur lesquelles il ne fait d'autre supposition que celle de leur action à des distances insensibles seulement, ne se trouvent finalement engagées, comme dans les calculs relatifs k Faction capillaire, etc., que dans des intégrales définies se réduisant à des constantes arbitraires déterminables par l'observation. Les changements de distance qui mettent ces actions en jeu ne sont, dans son analyse, que ceux des points de la surface moyenne, car, comme nous l'avons dit au n* XXH et comme il Ta reconnu, il réduisait la plaque à une série de points répandus sur cette surface plane, d'où il suit que le trinôme différentiel de Sophie Germain et de Lagrange n'est multiplié que par le carré de la masse de l'unité de surface de la plaque et igBûp conséquent par le carré de son épaisseur tandis qu'ij devrait l'être par le cube. Cette équation est applicable du reste k des surfaces douées de tous les degrés de flexibilité, car selon i|u*on néglige certains termes ou certains autres elle peut servie à la plaque ou à la membrane. Poisson termine son mémoire en montrant (comme nous venons de faire dans deux notes, mais en embrassant le cas de courbures plus grandes) que la surface élastique, en appelant dta son élément, a la propriété de rendre
nn minimum non - seulement \cf(«>(- + ~;) ^^^^ encore
V (fu f -; H — 7i) ^^ P^' conséquent toutes les sommes de ces deux
intégrales multipliées par des constantes; ce qui vient, observeirHp de ce qu'elles diffèrent entre elles d'une constante multipliée par 1—,, dont la différentielle par 8 est nulle quand on
JPP n'a égard qu'à ce qui reste sous le double signe H après qu'on a remplacé dta par sa valeur dxdy et intégré par parties. Cette propriété généralise celle qui avait été aperçue par D. Bemoulli et développée par Ëuler pour les simples lames (n* XIII).
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Navier le premier envisagea les surfaces élastiques ou le& plaques dans- leur réalité physique en tenant compte de leur épaisseur^ dans un mémoire déjà cité(n^XXII)^ présenté à rAc%' demie le 14 août 1820 et imprimé par extrait en 1823 (% 11 composa pour cela (comme il lit Tannée suivante pour des corps de forme quelconque) la résultante des actions s'exerçant sur chaque molécule de la part de toutes les molécules environnantes, en vertu de ce que leurs distances ont été augmentées ou diminuées par la courbure de la plaque^ dont il suppose que les lignes matérielles primitivement normales aux deux faoef leur sont restées normales. Comme il se sert du calcul des vt^* riations et de la méthode de la Mécanique analytique^ les intégrations par parties lui fournissent non-seulement l'équation différentielle du quatrième ordre avec un coefficient où Tépaisseur entre au cube^ mais^ encore, les équations aux limitée^ ou les conditions à remplir aux bords de la plaque selon la direction et l'intensité des forces extérieures qui agissent sur ces bords»
Son analyse est exacte, excepté en ce qu'il suppose que les petits éléments linéaires^ dans le sens de l'épaisseur, restent de la même grandeur qu'avant la courbure de la plaque, tandis que,
z z par suite des dilatations -, - des éléments linéaires dans les sens
9 P parallèles à la plaque, au point à la distance js de la surface moyenne, et en vertu de ce qu'on suppose nulles les pressions perpendiculaires aux deux faces, les premiers éléments auraient dû être regardés comme se contractant dans des proportions
- ( - + n) d'sprès la théorie de rélastlcité, qui ne fut créée que
l'année suivante par Navier lui-même, et développée yiiteiatn^
en 1827 dans ses conséquences par Gaucby et Poisson.
De cette omission il résulte que le potentiel par unité de
surface, ou la quantité dont il faut rendi'e un minimim II
somme des produits par les éléments superficiels, est propor-
1/1 1 \' 2 1 tionnel, dans son mémoire, à -( -+ -) — ---^.tandis
(>) RulleliD de la Sociétô philomaihique, p. 93.
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1 /i 1 \ * 3 4 qu'il l'est réellement à -(-+-7) —7—;. Cela n'empêche pas
Navier d'arriver à la véritable équation indéfinie du quatrième ordre, ce que l'on comprend d'après la remarque finale du mémoire de Poisson rapportée tout à l'heure ; Terreur n'afTecte que les équations définies à satisfaire au contour. Encore est-elle tout à fait sans influence sur les belles applications qu'il en fait à la plaque rectangulaire, en sorte qu'on doit considérer Navier . comme ayant le premier montré le genre de rectification qu'il fallait faire subir à l'expression du travail virtuel de déformation adoptée par Sophie Germain et Lagrange.
Il suppose horizontale la plaque rectangulaire, et :
i* Appuyée au contour sur un cadre fixe et chargée de poids arbitrairement répartis sur sa surface; d'où il déduit comme cas particulier ce qui arrive quand la charge est ou au milieu ou également répartie, ce qui sort à démontrer analytiquement le théorème, prouvé tout autrement par Hariotte, de la constance du poids de rupture quelles que soient les dimensions.
2* Appuyée seulement sur quatre angles et sollicitée à tous les points de son contour par une force constante horizontale ou parallèle à son plan primitif (comme l'est une simple lame sollicitée debout ou longitudinalement].
Les intégrales offrent une belle application des méthodes de Pourier, alors nouvelles et non encore publiées.
LK. Suite des plaque» et membranea. PotiMen. CSaueby. M. I^amé. M. KlreUiair. Patentlel melécnlaire véritable des plaques. IVombre des eundltiuBs auiL limites. — Mais la découverte des équations généraleMe l'équilibre d'élasticité permit bientôt à Poisson en 4828^ et à Caucby la même année, de présenter d'une autre manière celles qui sont relatives aux surfaces élastiques.
Poisson s'occupe d'abord de la membrane (^), à laquelle il attribue une courbure quelconque primitive ou acquise. Il la suppose sollicitée seulement par des forces agissant sur son
(*) MluoiN av t. vm de riBsUtut, 4898, b** SI et raifioti.
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contour ; ainsi que par d'autres s'exerçant sur tous les points à la manière de la pesanteur et de l'inertie^ et assez mince pour que les pressions intérieures puissent être regardées comme les mêmes dans toute l'étendue de son épaisseur. En exprimant l'équilibre d'un de ses éléments terminés par quatre faces normales^ il obtient une équation, à laquelle M. Lamé arrive d'une manière bien plus simple (') en taillant l'élément en forme de prisme quadrangulaire tronqué, qui a ses faces latérales perpendiculaires à deux des coordonnées. De cette équation il déduit^ quand la membrane est primitivement plane^ deux équations différentielles du second ordre donnant les déplacements que ses points peuvent éprouver dans deux sens parallèles à son plan^ et^ aussi^ l'équation du second ordre, semblable à celle d'Euler (1766) donnant les vibrations perpendiculaires au même plan. M. Lamé l'a intégrée pour des cas remarquables où les diverses lignes nodales doivent se déterminer par des considérations tirées de la théorie des nombres.
Pour la plaque susceptible de résister à la flexion^ Poisson et Cauchy (*), à défaut d'une intégration complète des équations de l'élasticité, jusqu'à présent ineffectuée pour les corps finxi non sphériques; regardent les déplacements à l'intérieur comme exprimables en séries convergentes procédant suivant les puissances entières de la très-petite ordonnée z qui est la distance de chaque point à la surface moyenne divisant l'épaisseur en deux parties égales. En supposant qu'aucune pression ne s'exerce sur les deux faces^ et en ne conservant qu'un certain nombre de termes des développements, ils arrivent à l'équation différentielle du 4* ordre ci-dessus, où Z doit être^ comme l'on voit, une force agissant sur toutes les molécules à la manière de la pesanteur ou de l'inertie, et, du reste, distribuée* d'une manière quelconque aux divers points (')• Mais on peut en étendre
(«) NeuTième leçoQ lur l'éUtUcité, 4853.
(*) Mémoire de M. Poisson du 44 tTril 48S8 ta U vm de nnsUtut, n* 65, p. 593 et loif. ; et Mémoire du S octobre 4828 (préienlé araiit It pabUctUoQ de eeloi de Poisson), aux Exercices de mathématiques, 3* année, p. 3S8-356*
(>) Pour le faire comprendre nous croyons deroir rapporter ici, mus nne foriM simple, ce qu'il y a de plut essentiel dans leur analyse. Soient z Iv coordonnée normale, comptée depuis le plan boj en de la plaque, jc et y lea den antres ooor-
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approximativement l'emploi, dans les problèmes d'équilibre, au cas où Z représenterait une pareille force augmentée d'une charge étrangère distribuée aussi suivant une loi quelconque
dOBDèM reeUDgIes, Se Tépaliseur trët-peiile de U plaque, lur lei deoi hcei de laquelle oa suppose qu'aucune prorsioa De s'exerce, eu sorle qu'arec les oou- UoQS du troisième Ai^pcadicc, p. hil, ou doit avoir />. • =: 0, jpy% = 0, pzi = 0
pour2 = ±:e; cdQd soil r- l'iateDsiiô de la force, parallèle aux z, qui agit
sur ruDité de Toluuie i la manière de U pesanteur ou de l'inertie, au point (x, y, z), ou soit Z celle force rapporlùu A ruuilé de surface. i*osuus les équa- UODS d'équilibre intérieur (môme Appendice, p. (>85) *.
dx "^ dy dz ' dx dy "^ dr ' it ~dx "^ dy ^ dz '
DlffftrentioDS-les respecUfement par rapport à a:, à y, à z; puis difTârenlioni par rapport i z ce qui en résulte, et ajoutons, à la troisième équation non dilTerentièe, les trois résultats de celle double dilTcri-tiiiaiioo, multipliés rcspectitemeot e« e« e» i*- t'- i*-
^" T' 8 ' è'* °**"* *^°"*' ^" ''"''* :i "^ ir "^ ? '•
^ f'> ^ t 'Hl^' - '' ^ f'HjLL 4_ ^ "^^I- ' 4- ^^'''^' 4. til^ ■*" 6 dz^J li" d'z \ dj» "^ "■ dxdij "^ "rfy* J "^
Si 1*00 fait z = 0, les trois dernières parenthèses du second membre s'annuleront, car si l'on s'arrête aux quuire premiers tvrmea du développement suivait, supposé convergent et applique à pix, p^z% pzz, où les indices zéro marquent ce que derlennent, pour z = 0, les quaniiir^ qui eu soûl affectées
cette •■BoUtioQ des trois binômes cuire parcuihèsej est iiiïcossaire pour que ces trois oonposantea de pression pix, Pysi pzs deviennent nulles pour z = d=a comme on le suppose.
L'équation préoèdettte lé réduit donc, en effaçant, dana ta parenthèio du pro» micr membre, le terme en e* vis-à-vis du terme qui n'en est pas affecté, à
^ ^rffp^\ . c,ffifv^\ 4. ftp^±\ 1
3 LUrdaVo"^ " \dzdTdyJo VdrdyVo J*
Or si Bout mettons dans le aecond membre,^ qui est affecté do t\ à la place de P**i f*«V' Pvr '®"''* trieurs (8ii) du $ S6, p. àSi du 3* Appendice, en fonction des déplacements v, e, w des points dans les sens a;, 9, z pour une matière iso* trope, nous pouvona y romplaceri au mémo degré d'approximation, les dérivées
des déplacements parallèles i<, v par leurs valeurs en fonction des dérivées
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sur la face supérieure, car il devra en résulter sensiblement la même flexion, sauf à changer très- légèrement la valeur de la constante affectant le trinôme différentiel.
Si des forces agissent non -seulement dans le sens normal mais encore dans deux sens tangentiels rectangulaires, on arrive de la même manière à une équation qui se sépare en deux autres et dont Tune donne les déplacements tangentiels comme dans le cas de la membrane susceptible de dilatations et de contractions, l'autre les déplacements normaux.
Mais il faut avoir aussi les équations d'équilibre définies, \ satisfaire aux limites, c'est-à-dire aux bords ou au contour d'une portion quelconque de plaque dont nous supposons les faces horizontales pour fixer les idées. Poisson en pose trois, savoir : 1* une pour la somme des forces verticales, ou, comme on dit, des efforts tranchants qui peuvent agir sur l'unité de longueur de ce contour; S"" et 3"^ deux pour les sommes de moments, autour de parallèles aux deux coordonnées horizontales, des forces tant horizontales que verticales s'exerçant sur la même unité de longueur du bord ou cylindre contournant» Les forces verticales sont tenues en équilibre de translation par les réactions transversales, c'est-à-dire par les composantes de pression intérieure, de même direction, agissant à travers une section aussi verticale, rendue légèrement inclinée et courbe par les petits glissements qui les développent. Ces composantes sont nulles sur les
dw dw
— , — du déplacement normal w, tirées de la supposition qu on a Dm = 0 .
dx dy
j»ytssO, j»a = 0 dane ie«te l'èptisteur comme on l'a sur les deux ftcei
... .-.«''» dw dv dw
de la plaque; c'esl-à-dire oo peut faire 7- = — x'»ir = ""Zr» •'
az dx dx wff
d dw e^ d rdu dv\ _ e' /d*w d^w\
t-i-wf 8e« /d^w. dhv. dho.\
résulte
i^est'à-àlre Vé^uttlôB du qnatrièdie ordre qui èuit à établir et iqui» étant totègrée, donnera le déplacement normal ito du plan moyen, et od l« élt II fbn» agissant, i l'endroit {x^ y), sur une portion de la plaque répondant 4 Tmlté di surface.
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faces supérieure et inférieure^ et Poisson a pu les négliger, sur toute répaisseur, dans le calcul qui a conduit à l'équation différentielle indéfinie; mais^ ici, il faut en tenir compte, et Poisson conserve, dans la série entière par laquelle il les représente, le terme affecté du carré de la coordonnée verticale (^).
Quant aux réactions ou composantes de pression horizontales s'exerçant à travers la même section verticale, comme leurs sommes, pour toute l'épaisseur, sont nulles quand la plaque horizontale n'est sollicitée que par des forces verticales, les développements de ces forces manquent du premier terme; et H. Poisson les réduit au second terme^ ce qui revient à les supposer (comme dans la théorie de la flexion des simples tiges ou lames) proportionnels à la petite ordonnée z, distance de chaque
(1) L'aoDulalioQ nécesMire, poor z = d= e, de cm composantes pm» et py«, reprétCQtéet approiimatitemeDl par
doDoe (t-) ==^>''*^^*~'i'(jl) ^^ rMiii^ ^^u^* expreuiooi i la forme
|)=f— £] •'rf^^-ï] ^o'I^'S"® ^ ^^1® qu'on a trouTèe, en ce qui est rela-
lir à une simple tige, pages S44, 393, 394, pour te glissement qui leur est proporlioonel, ce qui fournit
pour les sommes de ces réactions sur Tunité de longueur de sections perpendiculaires aux X et aux y respecllTement. Et comme les deux premières des trois équations d'équilibre intérieur, rapportées tout à Theore dans une note, donnant
Vd««A ^KdzdxJ. \dzdyj.' \d2* J. \dzdxj. \dzdyj.*
on peut, au moyen des relations entre les déplacements u, v, w données à la fin de cette même note, exprimer facilement ces deux sommes de forces en fonction dn seul déplacement u;,. et arcJrer, pour celle qui agit sur l'unité de longueur boriionUle d'une section Tertieale dont la normale fait l'angle a tTOC l'axe dea «, i l'expression de M. Poisson
Je» he{e + 9')rrdho. dV;. \ , r dho. , dhc.\ , T
HISTORIQUE. CCIXV
point au plan moyen ^ dont les dimensions restent invariables; et il détermine facilement^ en fonction des dérivées des déplacements verticaux w„ des points de ce plan, l'expression de leurs moments, qu'il égale aux moments des forces extérieures agissant sur le contour, ces moments étant pris comme les autres autour de parallèles aux coordonnées horizont:Ues x et y (^).
Poisson en fait une belle application aux vibrations d'une plaque circulaire sollicitée d'une manière égale à égale distance de son centre^ et détermine, lorsqu'elle est libre, ses vibrations et ses lignes nodales circulaires concentriques.
Mais M. Kirchboff a montré qu'au lieu de ces trois équations de condition aux limites il n en fallait que deux, dans un mémoire des plus dignes d'attention, dont un extrait a paru d'abord aux Comptes rendus en 1848 (*), et qui a été imprimé m
(1) Od a ainsi (même notatiODi)
donnaiil pour momenis, lur l'onitè do looguenr dei M€liooiTertictl0fl,ees mêmef eipreMiooi mullipliéet par zdz cosa ou zdz lioa el iotégréet de — tic, c'està-dire -r multiplié par les inèmei trois dérifèes ( j et par cosa ou ailia.
du
MetUBt dans cet dérifèes, pour pxx, Pyy, p«y leurs ▼Blettr8()e4-eQ -- -f ,
dx
ete., eu fooction des déplacenents u, v, w, ou a
etc., od les déritées des déplacements seront, comme aux deux autres notée, exprimées fiicilement au moyen de celles de tr. seul. D'où hcilement aussi, les expressions suivantes (se confondant stcc celles de M. Poisson quand on Dut e=r e^ des moments, autour de parallèles aux x et aux y, des forces s*exerçanl i trarers l'unité de longueur de la face dont la normale bit avec les x l'angle a :
i r dhp^ (Pw-T d*Wm )
3Se +
(i) 45 octobre. Noté reUiUoe à la théorie de VéquiWm el du d^une plaque élattipiêt t. XXVU, p. S94. l\ est essentiel, i U page 396, ta lieu
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extenso en 1850 au journal de Crelle (*). Ces deux équations sont:
1"* Celle qu'on peut tirer des deux dernières de Poisson, par le principe de la composition des moments de rotation^ en égalant entre eux le^ moments des forces extérieures et des forces intérieures autour d'une tangente au contour.
â* La première de Poisson^ relative aux forces verticales, aiais additionnée, comme cela paraît nécessaire à M. Kircbhoff, avec
des Jeux équalioui N -f (N) = 0, G 4- - — h (F) H =■ 0, tl'ccrire G-|-(C)=:0,
ds ds
<fN d(K)
F + — + (F) 4- -i— = 0 ; cl, à la !• ligne eu reii;oniaul, de mellre F cl K,N, K d$ di
au lieu de G,C,G.
(') 40* TOlume, 4^ lirraison, p. &t. Ueber dus Gleickgewicht und Bewtgunf einer eîastischen schtibe.
Il commeDce par prouver, dans ce mémoire, que le principe de Mademoiselle Germain, qui donne une équation difiTcrcniielle ioilt'flnie ciacte, conduit â det conséquences fausses quant aux conJiliuns iiiix limites. En effet, en faisaot
d«c dp^ rç
~ 4- j- =U, rinlègralioa par partie de il dxdijllllSf dont on a parlé à une note ci-dessut| p. ccUJ, donne, pour les intégrales simples qu'elle détache, en
désignaoi par F | des différences entre les râleurs de leurs limites qui sont
relatif es aux points où le contour est percé par une parallèle aux x ou par uoe parallèle aux y
[j"f"]>[yf"];-[iiH:-[ssH;'
réductibles, par une transformation connue (Appendice complémentaire, p. 793- 794) i celte somme plus simple de deux intégrales relatives i tout te contour dont nous appelons ds l'élément et { la longueur, et où les différentielles sur dm lontcedont tz ci U augmenteraient eu cbcminanl sur une normale n au CM tour
— \ u-^ds-f \ -- ô;.dâ.
Jo da Jo da
Or, dit-il, ai le contour est libre, il y aurait ainsi i remplir, pour ses divers
du points, deux conditions U == 0, -;- = 0. Comme la première lufflt pour déterdn
Biner complètemeni la solution de l*équation indéfinie, qui peut être écrite
(d*U d'à \ — -{- — - I = z, la deuxième condition ne pourrait être remplie en gênééa* dy* / rtl, il ta problème de l'équilibre do la plaque serait sans solution posiiblo*
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ce qui résulte de la différonlialion, par rapport à Tare s du contour, de celle qu'on déduirait encore des deux dernières do M. Poisson pour l'égalité des moments de rotation des forces intérieures et extérieures autour d*une normale au même arc, et qui tendraient à produire, au contour, des espèces de torsions (*).
Il regarde, au reste, comme exacte Tapplicalioii, faite par Poisson, de ses équations à une plaque circulaire, sollicitée d'une manière égale aux points à égale distance du centre; niais c'est parce qu'alors une de ses trois conditions-limite devient identique. M. Kircbhoff donne une magnifique solution du problème des vibrations de la même plaque dans le cas où cette égalité de sollicitation n'existe pas, et où les lignes nodales sont à la fois des cercles concentriques et des rayons (']. Ses résuU tats s'accordent avec des expériences de M. Strehlke.
Dans ce beau mémoire de 1848-1850, M. KirchbofiF déduit l'équatioû indéfinie du quatrième ordre, et ses deux équations définies, de la supposition, suffisamment approchée, que les lignes matérielles primitivement normales aux faces delà plaque leur restent normales, de même que dans la théorie de la flexion des tiges, et pour le cas ordinaire où les glissements sont négligeables, on déduit les formules de la supposition que les sections restent planes et normales aux arêtes. Mais, dans une note d'un mémoire ultérieur, non moins remarquable, relatif aux tiges infiniment minces, et dont nous donnons un extrait à la fin de notre Appendice complémentaire (p. 830 à 848), il annonce qu'une analyse semblable à celle dont il fait usage pour les tiges, et qui est exempte de toute hypothèse dé ce genre, peut être employée pour une plaque aussi infiniment mince. Cette analyse a été donnée par un de ses élèves, M. Gehring, dans
(1) Le même reproche n'alleint pas Caucby, qui n'a coosidéré que le cas où les bords ou coniours de la plaque' seraient sollicités Dormalemenl au cylindre contournant, en sorte que la force appelée F par Poisson et qui agit dans le sens des arêtes de ce cylindre, soit nulle. 11 fait lui-même (Exercices, 3* année, 48S8, p. 346) une objection contre une des équations de Poisson quand la plaque a une autre forme que le cercle.
;>) Comptes rendus, 17 décembre 4849, l. XXIX, p. 753. Ou nème Ménoire, au t. 40 de Crelle«
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une thèse (^) de doctorat, où il l'étend à une plaque dont la matière n'est pas isotrope : elle est fondée sur un artifice consistant à diviser la plaque, comme on a fait pour la tige, en éléments rectangulaires infiniment petits, dans chacun desquels on imagine une origine et trois axes de coordonnées pour leurs seuls points, et à égaler la dérivée des coordonnées dans Tespace, d*un point quelconque, par rapport à Tune de ces coordonnées infiniment petites parallèles à la plaque, à la dérivée par rapport à la coordonnée finie, de même direction, de Torigine particulière des petites coordonnées en question. Un des points de doctrine que soutient le jeune savant contre les argumentateurs qu'on lui oppose, est que la théorie des corps élastiques ne peut être traitée convenablement que par le calcul des variations ; il le fonde surtout sur ce que son maître n'a réduit et rectifié les équations aux limites de Poisson, qu'en posant Téquation d'équilibre au moyen du potentiel des forces tant intérieures qu'extérieures, et en faisant par conséquent usage, suivant la méthode de Lagrange, de cette sorte de calcul ; méthode qui seule conduirait pour chaque question au nombre justement nécessaire et suffisant de conditions à remplir (*).
p) De uSquationibuM differentialibus quibus œquiliMum et motui Ummm criiiaUinœ definiuntur^ dittertatio inauquralu. M. Clebsch a reproduit cette ana- IjM dans Boo beau livre Théorie der élastieitdi fetter KÔrper, H 7. coosldère, aitleurs, uoe plaque dont Tèpaisseur n'est pas infloimenl petite.
(*) En attendant la publication des Notes i l'article XII du présent ourrage, on nons saura gr6 d'indiquer ici succinctement en quoi consiste l'analyse de M. Kircbboff, de 4848, fondée sur la conservation, toujours très-approcbée, de la normalité des petites lignes primitiTcment normales aux faces de la plaque.
Le potentiel des forces intérieures, que nous appelons 4»' i l' Appendice oomplé> ■entaire et dont nous donnons l'expression générale (499) à la p. 788, se réduit, quand la matière est isotrope ($ 96 p. 581 de l'Appendioe lll; et en appe» lant d',()", ^'" les trois dilautions principauté {A^p, compl. S SS, p. 781) oa dans les directions suivant lesquelles il n'y a pas de glissements, i
Or, en supposant que tonte normale matérielle reste normale i la snrfiaoe qui divise en deux parties égaies l'épaisseur de la plaque, et que cette surface moffenne ne change pas de grandeur en ae courbant, les dilautions, â une distinoe r de cette nène larface, dans les sens des devx cofirbures principales
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Ce sujet est délicat. Nous ne doutons pas que les équations aux limites de M. Rirchhoff ne soient les véritables; mais en
— , — el dans le leot normal^ ont les raleart tuifiotes, doot la liroiiième Vm
•e déduit det deux premières en égalant à léro la valeor (35) pg,=re'()«+ + eOy -f [%e + tfi ds de la page 581 après aTOlr mis celles-ci poar 5«^ dy :
Sabilitoant i i', i", ^"' 4ia« 4>i, poit muUiplUnl par dxdydz et iatégriot pour tonte II plaque, od • en elbeluant l'iBitgration de — 1 1 c par rapport 4 s
Oo Toit de suite, en différenliaot par 6 le trindme entre crochets, quelle est la Traie forme du moment Tirluel des réactions élastiques par unité superficielle
de la plaque, el qu*il n'est pas proportionnel 1 (^^^\^(^^^^ résui-
Unt de l'hypothèse ou de l'intuition de Sophie Germain, qui a pourtant ai bieo fait découTrir la Téritable équation différentielle indéfinie du 4' ordre.
Or OB «ait que les deui râleurs principales^, -; de la courbure — sont don-
nées par les racines de l'équation do second degré suitantes, où w représente la petite ordonnée de la surface moyenne dcTcnue courbe
/4 <f«ip\ /4 _^d^\ /
Vp dx'Ap rfyV'~V
dho\ dxdyj
Substituant, el appelant n le potentiel des forces extérieures, on a pour l'équation d'équilibre ou des traraux Tirtuels
Effectuant la différentiation par 6 du crochet, pois les intégrations par parties ; puis, eo appelant a l'angle que fait afec les x la normale n i l'élément de du contour, mettons, dans les intégrales simples déUchées, d= dt sino^ dt di oosa pour dx et dy de manière i transformer les différences de ces Intégrales en des
intégrales \ ds pour tout le contour dont nous appelons { la longueur déve*
loppée ; enfin remplaçons
dftr dtz dlz dix dix , ^ ,
-p.r-.ln. + -eo.a,.t_p.r~_eo.-+-.ln.,
•ly en appelant, afec M. Kirchhoff, p la force agisuat terUcalemeni anr U plaque par unité de la soperfleie, F U fbree agisaani anaal ▼erOealemeai par unité
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quoi celles de Poisson sont-elles fausses? Cest ce que nous n'avons pas encore eu le loisir d'étudier à fond. Est-ce, comme
de longueur du contour^ G et N \c9 moments de roiaiion, autour de la Ungeale et autour de la normale n, de toutes les Torces qui agissent sur la mémo usité de longueur, remplaçons 6IT par sa Taleur, qu'il est facile de recooBiltre égale à
Ci'* Cl Cl d^jz Cl rfor
nous irourerons, en faisant en oiilrp, pour abroger, avec M. Kirchboir
S.jS! /./-w» d^w\ fl^ir "I
3 l\dx* dy-J di'dij J ^ "
l'équation dVquilibro suivante
+ J d,[? + (F)Jfc - C[ d, [s + (X)] g H- \[ il [G + (C)l ^ .
En égalant à zéro le premier polynôme entre crochets on a Téqualion did^rcoticlle indéfinie connue.
En égalant séparément i zéro les trois binâmes eon tenus dans les autres crochets, le premier donnerait la première équation définie de Poisson, qui re? ieiit à P 4- (F) = 0 (note cl dessus p. cclxlv), et les derniers donneraient les deux autres par une transformation facile, en déduisant les moments autour de parallèles aux X et aux y des moments autour de la normale et de la tangente.
Mail 00 n'est point autorisé à opérer ainsi, car le second \ peut être intégré par parties et peut fournir un terme en \ &; qui se réunira au premier. La ptréle détachécLOa mise hors du I est nulle puitçue, sur le contour^ Ut limitée a == 0
Égalant i zéro les deux quantités entre crochets, on a les deui éqoatlonillpalte de M. Kircbhoff, à substituer aux trois équations de M. Poisson.
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paratt le penser M. Kirchhoff, parce que les séries entières dont il a fait usage sont divergentes? Nous avons de la peine à le croire; car, de même qu'il arrive pour les simples tiges ou lames dont une des deux courbures reste nulle, il doit arriver pour une plaque queies pressions normales à travers le bord varient à peu près linéairement d'une face à Tautre, et les pressions tangentielles, qui sont nulles à la rencontre de ces deux faces, doivent varier à peu près paraboliquement de chacune d'elles à la surface moyenne; et^ d'ailleurs, les deux équations de M. Kirchhoflf contiennent précisément les expressions (F), (6), (N), dont M. Poisson a fondé le calcul sur l'emploi de ces sérieS; emploi qui revient jusqu'à un certain point à la supposition qui a été faite de la normalité conservée par les petites lignes matérielles primitivement normales, et qui doit se retrouver sous une autre forme dans l'analyse de M. Gehring relative à une plaque d'une épaisseur supposée infiniment petite. La mati^e demande donc un examen approfondi, et c'est pour y convier les géomètres que nous en avons développé ici les éléments avec quelque détail.
LXI. Expépicnees et observationfl «ur I» réskitoaiee et rélastleité des eopps solidefl. — Outre les calculs théoriques, la résistance et l'élasticité des solides ont été, dès le premier moment où on les a fait entrer dans le domaine scientifique, l'objet de nombreuses recherches expérimentales.
Les premières que l'on mentionne (sans indiquer où l'on en trouve le détail) sont celles du physicien suédois Wurtius, cité au n* III ci-dessus.
Robert Ilooke, peu d'années après, appuya de quelques expériences, principalement sur les ressorts en hélice, son prin-
H. Kirehboff Juiiifla cette rédacUoD des coQditioni limilet 1 deaz de oelte foroie par un raifoonemeDl diriocl, mentiooDé à rarlicle cité dn CompUrtndu ée 4S4S, mait non développé.
On reeonnall par là t'otilité de remploi, daoa tes questioit de rèlaitioité, de U néthode de Lagrange, perreclioDoée par l'usage du potentiel, et par cette substltalion des dérîTéet sur s et sur n aux dérivées sur s et y pour le coalonr, qui paraît due 1 PoisiOD eomme fournie impliciteoient par son Mémoire $ur te ctUeul de» vûriatiom dtt 40 MrenAre 4834 (tome XII de nM4iUit)| bits qo'il m soit pat encore pirfriliwem prevré qii*ott ne pMt pat te passer de eelle «éihode.
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cipe de proportionnalité des efforts exercés aux allongements et aux flexions qui en résultent (^].
Vers le même temps, Mariotte ayant étudié les lois du choc des corps et observé la flexibilité dont il les regarde comme tous doués avec ou sans ressort (*), fut conduit, comme nous avons .« dit (n^ rV), à baser la théorie de leur rupture sur la considéra-
tion des modifications qui la précèdent. Il fit sur de petites tiges de bois, de métal, de verre, des expériences qui infirment une des conclusions de Galilée, en vérifiant les autres ('). Il a reconnu le premier, sur une lame de verre, qu'un solide horizontal était capable de supporter, au milieu, une charge deux fois plus grande lorsque ses deux extrémités sont encastrées que lorsqu'elles sont simplement posées, et qu'il pouvait rompre alors aussi bien vers les encastrements qu'au point où la chaîne est suspendue. Il a aussi montré qu'un prisme, ou bien un ressort en hélice, éprouvait toujours longitudiualement, sous le même poids, la même extension proportionnelle quelle que fut sa longueur ; et il a fait aussi, sur la résistance des tuyaux aux pressions intérieures, quelques expériences, mais dans des conditions qui les rendent peu concluantes.
Au commencement du siècle suivant, Parent fit sur la rupture de barreaux de bois de chêne et de sapin, tant soutenus qu'encastrés des deux côtés, diverses expériences qui lui servirent à dresser les premières tables destinées à la pratique (^). Musschenbroek, en 1729, en publia de plus précises et de bien plus variées (*),
(') Pbiloiophlcal Tracts and Collections, 4676 et 4678.
(*) De la percuBsioD ou du choc des corps; dont la troisième édition eit de 4679 (aTÎs en tète de ses œuvres complètes); p. 4.
P) Traité du nouTement des eaux, deuiième Discours.
(^) Académie des Sciences, 4707, et 4708, p. 546. Il parait que de la Hir», Couplet, Pitot, ont fait aussi quelques expériences ters le même temps.
(>) Jntrodyetio ad cohœrentiam corporum firmorum, faisant partie de ses Diê" »ertaUomesphyncœ experimenUilis et geometrieœ, Lugduni BaUTorum (Lejde) 47M, Id-4*. h les a reproduites en partie, avec quelques autres, à son ouvrage Jntro-' ductio ad phUoêophiam naturalem, traduit en hollandais ; puis du hollandali en flrançais en 4739, soui le titre Bttaii de physique par Pierre Massueli traduction od •Ues occupent le cbap. XIX intitulé De la cohésion ou de Fadhérenee des corpt. Elles occupent le cbap. XXI de la traduction faite en 4769 par Sigaud de la Fond MUS le Utre Traiié de phyeipte. Les premières ex|fbriences sur les plaques de ▼erre loet av CùwqtetUÛÊsm phyeicet eseperimentalie, 4769 cap. XVIH, $ 369.
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qai comprennent la rupture par extension, par flexion et par compression^ des bois d'un grand nombre d'essences, pris dans diverses parties des arbres ; du fer de diverses provenances, de la fonte et de divers autres métaux, ainsi que de leurs alliages; et du verre, même en plaques rondes et carrées. Il reconnut un fait alors nouveau, à savoir que les pièces d'une certaine longueur, pressées debout ou longitudinalement, offrent une résistance en raison inverse du carré de cette longueur, ce qu'expliquèrent et confirmèrent en 1741 les recherches théoriques d'Euler (n* XIII).
C'est aussi dans la première moitié du xvni* siècle que furent faites, avant d'entourer de cercles de fer le dôme de Saint-Pierre de Rome, les expériences sur la résistance de ce métal à la traction , du marquis Poleni (plus connu comme hydraulicien célèbre) appelé vers 1742 pour donner son avis sur les crevasses qui s'étaient manifestées dans cet édifice et sur les nnoyens de prévenir la chute de sa coupole (*).
Belidor publia vers le même temps ('), sur des barreaux de boi's de 27 et de 54 millimètres d'écarrissage, sollicités transversalement, ses essais destinés à dresser des tables de résistance qui le satisfissent mieux que celles de Parent.
Mais bientôt furent faites par BufTon les premières expériences en grand sur la rupture des bois par effort transversal ('). Il put observer plus complètement que Musschenbroek les diflërences de force résultant de Tâge des arbres, de la densité de leur bois, de leur croissance lente ou tardive, du choix des échantillons depuis le cœur jusqu'à l'aubier, depuis le tronc jusqu'à la cime. Et comme le degré de dessication lui parut avoir aussi une grande influence sur la résistance, et être du reste difficile à constater, il se décida, pour rendre ses principales expériences comparables, à ne les exécuter que sur des arbres qu'on venait d'abattre et d'équarrir. 11 se contenta d'essayer des pièces simplement posées, en remarquant très-bien
(*) Memorie isloriche delU grao cupola del tempio Vaticano.
(>) Science des liigéaieun, 1729, lir. IV. ch. III pour lesbois, et IV pour les Ters.
(') Publiées d'abord aux volumes de 4740 et 4741 des Mémoires de l'Académie, puis insérées au i. VllI de ses œuvres, sous ce titre Partie expérimentale; onzième Mémoire; Expérience* sur la force de* bois.
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qu'à cause de rimperfecilon des encastrements qu'offrent les maçonneries ordinaires^ il ne fallait guère compter^ dans les bltimentSy sur raugmentation de résistance qu'ils ont donnée dans les expériences de Mariette et de Musscbenbroek. Après aTOÎr fait, comme ses prédécesseurs, quelques expériences sur de simples barreaux^qui le convainquirent de la grande variabilité de leur force et du peu de confiance que méritent les coneluaions qu'on tire de ce qui leur est relatif^ il se décida à opérer sur des pièces comparables à celles qu*on emploie dans les constni&* tiens, ayant des équarrissages depuis 0^|1I sur 0*,il jusqu'à Qr,n sur (r,^y et des longueurs de ^"',30 à 9,"i0 (qu'il faut, dans les calculs, diminuer d'un douzième pour avoir leur portée entre les tréteaux où on les posait). Il observa, le premier, les flèches de flexion, mais seulement au montent où les pièces éclataient. Le résultat principal de ses 81 expériences est la presque-proportionnalité des charges de rupture immédiate {Voyez nM5i ci-après, et§ i de sa Note, p. 473) aux largeurs, aux carrés des épaisseurs et aux inverses des longueurs, ou la presque^constance du nombre appelé R (du § IS de la note du n* il3, p. 107) ; mais, comme le remarque Navier, en ayant soin toutefois de faire, aux formules dont on tire ce, nombre, les corrections indiquées au n"" 128 pour prendre en considération le poids propre de la pièce et l'inclinaison de ses extrémités, résultant de sa flèche finale, bien qu'on sache que la formule n'a tout à bit cette forme que dans les limites de la proportionnalité des efforts aux effets produits (^).
Buffoo observa aussi l'accroissement progressif, en quelques mois, et quelquefois jusqu'à rupture, des flexions des pièces d^à fortenmit ehargées.
Il fit aussi quelques expériences sur les fers('), et observa un rapport eoBsidérable, de 10 ou 13 à 1, entre la ténacité du fil
(^) n lerail possible de tenir compte de ces éléments d'une manière plus approchée, au moyen des formulM («), p. 476^ au $ S de la noie du n"» 454, tartoul
a? ec mi = 4 , pu en remplaçant la seconde par Pi^sP^ - coipmQ tu $ 3.
(*) OSarref, t. Vil, InirodueUon à VkUiaite dê$ minéraux^ partie ttpdrimen* Ule, 4' Mémoire. Us résulUU sont rapportés au t. Il de Gaothey, p. 453.
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de fer et celle de boucles de gros échantillon, pour même superficie de section.
Duhamel du Monceau fit aussi, sur la résistance transversale des bois (^), diverses expériences où fut mesurée pour la pren>iêre fois la flèche de flexion avant la rupture, de manièdre à pouvoir évaluer leur élasticité ; ei ô'^LUives parmi lesquelles on doit remarquer (*) celles des traits de scie transversaux, pratiqués du côté devenant concave, et qui probvent, en ne dimn nuant point la résistance, que les fibres comprimées sont plus nombreuses au moment de la rupture que les fibres étendues ( Toir aussi n' XXIII, et S 45 de la note du n* 456, p. 391).
Vinrent ensuite trois séries d'expériences de M« Aubry^ \fi* specteur général des ponts et chaussées (^)f sur les flexions de trois pièces de chône sous diverses charges.
C^est vers ce même temps qu'à l'occasion des doutes élevés sur la sufilsante solidité des piliers destinés à soutenir le dôme de l'église de Sainte-Geneviève, furent entreprise^ par Gautbey, au moyen d'une machine à levier, les premières expérienees sur la force que les pierres peuvent soutenir sans être écrasées (^). Souâlot, architecte de cet édifice, en fit un grand nombre d'autres en commun avec Perronet, en opérant de même TéeraBement de petits échantillons parallélipipèdes. Mais^ une double et grave défectuosité ayant été reconnue dans la machine à charnière employée, Rondelet (') fit construire une nuK^bine
(1) Mémoire de rAcadémle, ponr 4767 (on 476^), et, eBiolur: CBipftreBTda Traité du transport de la censerTalKm ei de la force des boffl, 4780'.
(«) Même Traité, livre V, p.' 416.
(*) Mémoire lor différentei questions de la iefeMe de* oonstrutltOUti publiques et économiques. Lyon, 4700, p. 65 et 66. M. Aubrj a fait atlssi UM eïpérieoce sur une pièce eonposée de plnsleiirs parries assuJéHes entre eHei par des armatures en fer.
(^) Publiées en novembre 4774 dans le iwirnal de phrslqne de i'Atfé Rbxter.
(B) Art de bAtir, tome I de la 4'* èditios, p. ^0»; reproduAe à la p. f40 dé II 6* édition.
C'est en comparant le résultat d'une eipérleoee Mr la pierre derdeM^MoBlies de Téglise de Toussaint d'Angers, avee le poids des fottlM qu'elles supporulent, que Rondelet a donné pour régie de faire porter aux soutiens le dixième de la charge capable de les écraser pour ntaie section ea les rèduisml e«r eatai <le 5 centimètres de côté. Cet édîAce hardi, qui appertoMlt autrefois euvOénêivéMM, n'est plus qu'une ruine magnifique^ servant de musée d'avUquMs «n ftftm srir.
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OÙ le levier était à couteaux et à appui mobile, et à Taide de laquelle il écrasa un très -grand nombre d'échantillons de pierres ; en sorte qu'il donna, de leur résistance, des mesures qui sont encore adoptées, et dont plusieurs ne s'élevèrent qu'aux deux tiers ou à la moitié de celles que la première sorte de machine avait fournies à ses prédécesseurs (*).
Rondelet a foit d'autres expériences sur la résistance des mortiers et du plâtre ('), et aussi, sur la diminution notable de résistance qui lui parait résulter de la superposition de plusieurs cubes.
Depuis, on a eu sur les pierres et les briques une expérience de White (*), et un grand nombre de M. Georges Rennie (^). Mais M. Vicat pense que les résultats de ces dernières, comme ceux des expériences de Gauthey et de Soufflet, auraient besoin d'être réduites de plus d'un ti^rs à cause des dispositions de la machine employée (').
H. Vicat lui-même en a fait un certain nombi*e, sur les mortiers d'abord ('), puis sur diverses pierres, celles-ci dans le but surtout de mieux déterminer qu'on n*avait fait, les lois de ce qu'il appelle leur force portante. Il a prouvé, en prévenant les porte-à-&ux ou l'inégale répartition des charges, au moyen de rondelles de carton interposées, que les échantillons les plus minces étaient ceux qui résistaient le mieux, etc:, etc. (^).
D'autres expériences du même genre ont été faites dans ces
Ont eoniervé quelquei tronçooi de sei deui coIoddoi, de 44 pooces (eoyfron 0*,30) de dianètre, retiréi du milieu dei décombres par M. Godard-Faulirier, eoMerraleur du nuiée d'Aufen .
Lit pllien de Saiole-GeoeTièfe sont plut hardii. ili lopporteot jusqu'à ud bnlUème ou ud neuf ième.
(<) Rondelet, Mémoire historique sur le Panthéon fraoçaii. «
n Aride bAUr, 1. 1, K^ édit., p. 309, ou 6* édit., p. 348 à 9S3.
(^ PUlosophieal Magasine, aprii 483S.
(^) Philosophical Transactionf, 4848. Traduit et inséré la même année en sepl0Bbre aui Annales de chimie et de physique.
(■) Mêmes Annales, t. IX, 4818.
{f) Recherches espérimectaies sur le chaui de conitniction, les bétons et les mortiers, 4 84 8. El Résumé des connaissances posi(i?es sur les mortiers, etc., 1898.
Ç) Reeherches eipérinientales sur les phénomènes qui précédent et accompaf MBt la rupUire d'ane oeruine claïaa de solides (Annales des Ponu et Cbanstéei,4t8t,9*ieBitstra).
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derniers temps en Angleterre; elles sont disséminées dans divers recueils.
Pour terminer ici ce que nous avons à dire sur les charges que les pierres sont capables de porter, nous citerons les expériences récentes, très-variées et très-bien faites, de M. Pingéuieur en chef Paul Michelot. Leur but et la haute utilité des recherches statistiques dont elles font partie, ont été caractérisés en 1855 dans un lumineux rapport de M. Belgrand (^); et un premier résumé de plus de trois mille expénences sur les pierres de taille non-seulement du bassin dit de Paris, mais de toutes les carrières dont les produits sont employés aux constructions dans cette capitale, a été récemment publié ('). La machine, exécutée sur les dessins de M. Michelot, se compose principalement d'un grand levier gradué à couteaux, à une extrémité duquel on suspend un poids plus petit que celui que l'échantillon pourra supporter, et l'écrasement est déterminé par un second poids soutenu par un plateau mobile à roulettes, qu'on éloigne graduellement du point d'appui. Toutes les précautions sont prises pour éviter les porte-à-faux et pour obtenir des résultats justes et comparables. Ces expériences se continuent de manière à pouvoir résoudre plusieurs des questions soulevées par Rondelet, sur l'influence de la hauteur, de la superposition de plusieurs assises, etc.
D'autres, expériences de Rondelet (même ouvrage), de Réunie (mémoire cité), de Reynolds ('), de MM. Minard et De • sormçs (^) antérieures à i833, ont été faites sur l'écrasement de petits cubes de bois, de fer, de fonte et d'autres métaux. On a eu aussi, sur la résistance de pièces de bois, de fer et de fonte d'une certaine longueur à la rupture par compression ou plutôt par la flexion que détermine un effort longitudinal, les expériences de MM. Aubry (ouvrage cité), Girard (faites au Havre avec une machine que Lamblardie avait destinée à cet usage) ('),
(*) Annalet det ponii el chauiséei, 4855, S* Mneitre, p. 489.
(S) Idem, 4863, l** semestre, p. 485.
(>) Tredgold. A practical Eisaj on tbe Sireogth ofcast iron, p. 438.
(^) ÉdlUoD de 4833 des Leçoos de lfa?ier.
(>) Traité de la résisiaoce des solides, p. 438 ei Tables,
CClXXViij HÉSISTANCt DFS SOMDLS.
Lamandé (faites à l'occasion de rétablissement des cintres du pontd'ïéna) (^), Rondelet (Art de bi\nr), Reynolds (•). Celles de Girard surtout soiit noiiibreuses ; mais il est difficile d'en tirer aucune règle sûre, car on n'a pas assez de détails sur les conditions dans lesquelles elles ont été exécutées pour savoir si la résultante des efforts exercés aux extrémités passait au milieu des bases ou plus ou moins près des bords, et si ces bases étaient, ou non, assez bien posées et appliquées pour que leur assiette fît Tetfet d'un encastrement, circonstances qui ont sur les résultats une influence considérable. Aussi, des expériences plus récentes, dont nous parlerons, paraissent devoir remplacer avec avantage les expériences anciennes sur la compression longitudinale des pièces de bois et de fer.
On a aussi une expérience de Giiyton de Morveau sur la ténacité d'un fil dtî fer de O'-^OOâo de diamètre (').
Diverses expérîences furent faites aussi à la fin du siècle dernier et au commencement de celui-ci sur la résistance à la rupture jmr extension des pierres, de la brique, du plâtre, des mortiers, du bois et du fer, par Rondelet (idem), Vicat (*); d'autres sur la flexion, que nous citerons plus loin (•;.
On doit aussi à M. Pictet, de Genève, physicien très-connu, quelques expériences sur rallongfment des barres de fer dans li'S limites de sa proportionnalité aux charges qui le produisent (*).
Mais les premières expériences sur la flexion, dirigées dans un esprit réellement scientifique et de manière à pouvoir en déterminer les lois, sont celles qui ont été faites sur les bois dans l'île de Corcyre en 1811 par M. Charles Dupin, ù la suite d'une mission comme ingénieur de la marine française ('), et, pour
i}) Gaulhcy, t. II, p. 48.
(*) Treatlse on Ihc Power or Machines, by John Danks Kendall, 4803, p. 89.
(8) Mémoire lu les 29 mai cl 19 juin 1800, aux Mém. de rinstilut.
(^) Recherches sur les chaux, eic, 1818, ou Uèsumè des connaissances, etc. 4838.
(B) Young lui-mémo en a Tail quelques-unes sur le cuivre jaune afin do tlélerminer son module d'élasticilé. (Nalural Philosophy, toI. Il, p. 8â.)
(<) Bibliothèque universelle de Genève, 1. 1, p. 171 i iOO.
(Y) Espériences sur la flexibilité^ la force et rclasticilà des bois, faites 49M rarsenai de la marine i Gorcyro en 181 1 . Premier mémoire, présenté le 43 avril 1813. (Journal de Técole Polytechnique, 4817).
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les tosy à Gubzac en 1843 par M. Duleaa (*), comme iDgénieur chargé en 1819 de l'étude du projet d'un pont sur la Dordogne^ qu'on se proposait d'exécuter en vouitoirs méialliqaai analogues à ceux da pont d'Austerlitz de Paris, mais de fer forgé et composés de huit barres et de croisillons.
Dans son premier Mémoire, M. Dopin expose qu'ayant mesuré à deux dixièmes de millimètre près les augmentations eucoeesives des flèches de courbure prises par des pièces horizontales sous des charges croissantes agissant au milieu^ il les a trouvées proportionnelles aux charges tant qu'elles sont restées dans certaines limites. Il a trouvé que la même charge répartie faisait prendre moyennement uoe flèche des 2/3 = 0,66 environ de ce qu'elle produirait étant concentrée au milieu, ce qui se rapproche suffisamment du rapport théorique 5/8 = 0,695 (*); que, pour mêmes largeur et longueur, les flèches étaient en raison inverse des cubes des épaisseurs, et que, pour mêmes dimensions transversales, elles étaient comme les cubes des longueurs, ou plutôt des portées ou des distances des appuis. Toutes les conclusions de la théorie de la flexion sont donc confirmées, pour les bois, par ces expériences de M. Dupin, qui a vérifié aussi les fondements de cette théorie en constatant que la face devenant concave s'accourcissait autant que la face devenant convexe s'allongeait ; que les fibres qu'il appelle invariables restaient au milieu de l'épaisseur dans ses expériences sur de petites flexions éloignées de celle de rupture, enfin que les sections transversales des pièces fléchies circulairement restaient normales aux faces et aux fibres. M. Dupin remarque aussi ()ue les cohésions n'ont aucune relation nécessaire avec les é|a$ticititef
Duleau soumit à la Qexion, sous diverses charges, des pièces
(I) RHlMrtbw tlièpriquai et npèrîBifiiuiei iv U ritiftUatt 4a 9m knK Pl^ I«l|ièe9 #a conseil général des ponu et c}umiëea •» 4843^ «| [mpr^m^ «9 iâ^ lui:
fV) V. Bupin a nenllonné dam «on Court de méeanlqne dei Arta et Métien, 14* ta<(M, d'auircs eipérienoea, railei par Ini en 4S4a, à Toirioa, al m 4Slt, à Dunkerque. Les réauUata , dont M ne rapporte pai le 4éuU , confirmant enof de 4S44, et donnent même 49/30, bien plai rapproché du rapport théo- Ti<|ae 6/1.
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droites à section soit rectangulaire^ soit circulaire, encastrées k un bout et sollicitées transversalement au bout opposé ;d*autre8, qui étaient posées sur deux appuis et chargées soit au milieu soit uniformément sur toute la longueur, soit encastrées aux deux bouts, ou bien à un bout et appuyées à l'autre, enfin chargées debout ou parallèlement à leur longueur, avec extrémités tantôt libres, tantôt encastrées ou astreintes à rester dans leur direction primitive ; puis des cylindres creux, des tuyaux carrés ou ronds, puis une pièce composée de deux autres séparées et rendues solidaires, et une pièce cintrée en arc invariablement retenu aux extrémités. 11 mesura, aussi, compara» tivement, les flexions d'une pièce carrée posée successivement à plat et sur une arête, et, aussi, celles d'une pièce ayant une section en forme de triangle équiiatéral, en tournant successivement eu haut la base et le sonmiet de ce triangle. H soumit ensuite à la torsion diverses barres rondes, carrées et rectangulaires.
Il reconnaît avoir été aidé des conseils de M. Bernard, plus ancien que lui d'un ou deux ans, et alors ingénieur à Bordeaux.
Duleau résume ses résultats en vingt-cinq lois. Les neuf premières sont relatives à la flexion de pièces pleines, et la 17* à la flexion d'un tuyau sous un eflbrt transversal : elles sont exactement en rapport avec ce qu'indique la théorie. Les lois 10* à 15* sont relatives aux pièces sollicitées debout, dont les longueurs ont excédé presque constamment cent fois l'épaisseur ou le plus petit côté de la base; elles montrent que la charge qui détermine la flexion est bien, conformément à la formule d'Euler (n* XIII), modifiée par Lagrange (n® XIV) quand la flexion a lieu avec une ou deux inflexions, proportionnelle au moment d'inertie de la base et à l'inverse du can'é des longueurs, mais qu*elle est moyennement plus forte d'un septième ou d'un huitième que ce qu'on aurait en substituant, dans cette formule, le coefficient d'élasticité déterminé par les expériences de flexion des mêmes pièces par un effort transversal ; ce que Duleau attribue à un frottement considérable de son appareil^ car il manquait de ressources pour en faire construire de mieux constitués. La pièce cintrée et la pièce en deux parties sépa-
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rées (lois 16^ et 18 à 2i) ont donné aussi des flexions quil serait facile de faire rentrer dans la théorie. Enfin la torsion comparative des pierres rondes^ carrées et rectangulaires (lois 22 à 25) ont donné des résultats qui ont étonné Navier (comme nous avons dit n"" XXXVI^ p. clxxxj), mais qui rentrent^ avec toute rapproximation désirable^ dans les formules que nous avons données depuis lui pour ce genre de déformation des prismes ayant des sections de diverses formes (^).
On voit que Dulpau s'est proposé surtout de déterminer les ' lois de rélasticité; et n'a poussé jusqu'à rupture ou forte flexion que les pièces debout, ce qui était la chose importante pour le genre de construction auquel ses fers étaient destinés.
Vers le même temps furent faites au Creusot, par M. Ramus, quelques expériences destinées à comparer entre elles diverses espèces de fonte ('). Elles avaient été précédées de quelques autres faites en petit à Saint-Gervais en Dauphiné (*).
Des expériences remarquables de traction ou d'extension furent faites peu de temps après {18! 5) à Verbery, par M. Minard, depuis inspecteur générai des ponts et chaussées, et par M. Desormes, connu comme physicien et manufacturier distingué (*). Les unes eurent pour objet la cohésion longitudinale ou transversale du chêne et du tremble, les autres rallongement progressif, sous des charges croissantes, d'un barreau de chêne, qui est revenu à sa longueur primitive tant que cet allongement n'a pas dépassé une proportion de 1/629; d'autres, enfin, en grand nombre, sur la rupture par extension de barres et de fils de fer ou de cuivre, de diverses qualités et contextures, et sur rallongement progressif d'autres barres sous des charges qu'on augmentait. Cet allongement, passé une certaine charge, et surtout lorsqu'on approche de celle qui produit la rupture,
(>) Mémoire sur la torsion des prismes. SaTaoli f traogers, t. XIV, art. 78.
(>) Publiées aux Aunalei de chimie, t. VII, goui le nom de Gazeran (alors directeur de l'usiDe du Creusot). Od peut voir aussi SidéroUchnie d'ilassenfrati, i. 1, p. 47.
(') Rapportées daos les Recherches sur V Artillerie de Test ier de Norbeck.
(*) Elles ODt ëté communiquées à Nafier et insérées par extrait à l'édiUoD 4833 do SCS Leçons, D'autres, encore inédites, seront insérées à une autre partie de oellc-ci.
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devient relativement fort considérable, comme le prouvent aussi d'autres expériences que nous citerons plus loin. Des b&rn*s de fonte furent également rompues par extension.
Mais la publication^ en ISîT, de Touvrage de M. le professeur Peter Barlow, intitulé : Essai sur Vélnsticité et la force des boùy fondé sur les expériences exécutées a VAcftdémie roi/alefnt-litaire avec des pièces prises dans Tarsenal maritime de Woolwich (*), fit connaître un grand nombre d'autres expériences non-seulement sur les bois, mais encore sur les métaux.
Celles qui sont particulières à l'auteur furent entreprises sur l'invitation du colonel Mudge, sous-gouverneur de cette Académie y destinée surtout à l'instruction des officiers de rartillerieet du génie de l'Angleterre.
Barlow en fait connaître diverses autres; d'abord d' Emerson sur la résistance de diverses espèces do bois à la rupture par traction, et qui paraîtraient avoir été faites il y a environ un siècle ('); puis celles du docteur Kobison (^); puis celles qui venaient d'être exécutées à l'arsenal de marine de Deptford, près Londres, par le colonel Beaufoy (^), et qui donnent une suite de mesures exactes des flèches de courbure prises sous diverses charges par des pièces do chêne et de pin, de 5 centimètres d'éauarrissage environ; puis celles de MM. Peake et Barailler sur des pièces encastrées à un bout et sollicitées transversalement à l'autre, et sous l'encastrement desquelles ils avaient fixé un corps saillant semi-cylindrique pour éviter raltération que le bord tranchant inférieur de l'enclave fait subir aux pièces ; puis celles de M. Benjamin Couch, maître de mâts dans l'arsenal de Plymouth, sur des pièces aussi encastrées tantôt à une extrémité, tantôt aux deux, ayant des secticms en forme de triangle et de trapèxe, qu'il ployait, comme Duleau, en tour* nant en haut tantôt la grande base, tantôt le sommet ou la petite base, et, aussi, sur de longues perches rondes de sapin^ d'iné-
(*) An Estay on ihe Strength of Timher, etc., LondoDi iSH. (*) Emerton's Méchantes. (Nous o'avoos pu nous procurer cet ouvrage.) ^ Sel article! ont été réunis après sa mort sous le litre A Syttem of mechanical Philoiopky, (^) Publiées vers 1816 dans les Annals of Philoêophy du D' Thomson, vol. IX.
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gale grosseur ou en forme de tronc de cône, sollicitées au bout le plus mince.
Celles de M. Barlow lui-même ont eu d'abord pour objet la cohésion, ou le poids capable de romprrf, par traction tantôt pa- TBllèle^ tantôt perpendiculaire aux fibres naturelles du bois, des blocs longs de 30 cenlimètres dont le milieu, sur 4 à 5 centimètres de longueur, était réduit, sur le tour, à un diamètre de 8 millimètres environ. Ensuite il rompit par flexion des barreaux de 25 millimètres d'équarrissage, en notant les flèches, tantôt seulement à l'instant qui précède la rupture, tantôt graduellement à mesure qu'on les chargeait de poids croissants. Puis il entailla des pièces, comme autrefois Duhamel, dans le but de déterminer, à l'instant de la rupture, la position de Vaxe neutre (qu'il trouva en général placé aux 5/8 de Tépaisseur); puis il encastra ses barres à un seul bout sous diverses inclirudsonsy etc.
De ses observations des flèches de courbure, il déduisit (comme Duleau et comme M.Dupin) qu'elles suivaient indubitablement la raison inverse des cubes des épaisseurs, et non celle des carrés comme Tavait dit Girard (n*» VllI), dont les erreurs et les contradictions, non aperçues par Fauteur du Rapport approbatif de son ouvrage, furent en grande partie l'occasion des expériences du savant professeur de Woolwich, que l'Institut a inscrit depuis au nombre de ses correspondants. On lui doit d'autres séries d'expériences sur le point où les flexions commencent à devenir permanentes, et le mesurage, après la rupture, des parties de la section où les flbres se sont séparées. D'autres expériences sont relatives aux bois tendus (bent timber), c'est-à-dire courbés par une machine (*), ou bien ployés après un sciage longitudinal suivi de l'introduction de clefs, et, aussi, à des pièces juxtaposées, fortement unies par des cordes.
Deux autres sont intitulées on the Momentum^ c'est-à-dire sur la force vive ou le choc que des fils déjà tendus peuvent
(1) De M. Hockey, décrite au t. XXXU des Transaclioni de la Société des Arts, ei doot remploi était précédé d'uoe immersioD de plusieurs heures dans l'eau bouillante, que Barlow reconnaît no point diminuer la force des bois.
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supporter sans se rompre. Elles ont été faites sur un long til de fer tendu horizontalement, au milieu duquel était attachée une corde verticale de 3'",20% portant un poids. En élevant ce poids et en le laissant retomber, tantôt il n endommageait pas le fil de fer, tantôt il le rompait (*).
Dans un appendice, M. Barlow rapporte les expériences de Telfort, de Banks (*) et de Sickingen sur la ténacité du fil de fer et sur la résistance des barres de fonte à la rupture par flexion.
Dans la 3* édition de son ouvrage, publiée en i837 sous le titre Traité de la force des boiSy du fer coulé et autres matières, etc ('), il ajoute des expériences de M. Hodgkinson dont nous parlerons tout à Theure ; celles qui ont été faites à Tarsenal de Wooiwich par ordre de l'amirauté, sur le cuivre, par M. Kingston avec une machine à levier construite par M. Bramah, et, aussi, par le capitaine Brown, le célèbre inventeur des câbles en chaînes de fer pour la marine, et le premier constructeur de ponts suspendus en Angleterre ; enfin des expériences faites par lui-même en 4805 sur l'allongement progressif et la flexion graduelle des barres de fer forgé et les limites de leur élasticité si Ton entend par là leur faculté de retour à la longueur ou à la forme primitive; mais les conclusions qu'il en tire quant à la position de l'axe neutre à l'instant qu'il caractérise par Elasticity injuried ou destroyed n'ont rien d'assuré.
Cette nouvelle édition se tennine par la relation de plusieurs séries d'expériences sur la flexion de rails de diverses formes, tant au repos que sous l'action d'une charge roulante.
Une partie de ces expériences se trouve citée également aux Principes de charpente publiés vers 4817 par M. Tredgold (*), qui* contiennent aussi celles de Fincham (^) pour la résistance des bois à la rupture par traction et par flexion, de Rumford
(1) CeUe expérieoce, comme plusieurs aulres, eit citée i l'ouvrage de NaTîer lur les ponts suspeodus.
(*) Joho Banks Kendall. Treatise on ihe Power of Machines^ 1803.
(*) TreatUe on ihe Strenglh^ etc., by Peler Barlow, member of Inslitute of France, etc. (JUahogani HUpaniola doit être traduit ptr Acqjou d9 Saint' JDomingue) .
(^) BUmêntary Principles of Carpentry,
•}) Papert on naval Architecture ^ publislied by Slorg^n and Creuie, toI. I.
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pour la traction du fer. Une seconde édition, de 1828, en contient d'autres, de M. Bevan ('), sur la rupture des bois par traction et par flexion, et aussi par detrusion ou glissement des parties, genre de rupture qui s'opère, par exemple, lors de l'arrachage des vis à bois.
Mais un grand nombre d'autres expériences furent bientôt entreprises sur les métaux, à l'occasion de l'établissement des ponts suspendus, ou de la substitution des chaînes de fer au chanvre dans le gréement des navires, ou à la suite de l'élan que la paix de 1814 imprima à la métallurgie et aux constructions. L'usage de la fonte {cast xron, fer coulé) attira surtout l'attention. Employée depuis longtemps pour divers ustensiles, et aussi pour l'artillerie, elle parait avoir été introduite dans les bâtiments seulement en 1755 par Smeaton, dont la hardiesse à cet égard fut l'objet d'un étonnement général (*). M. Tredgold, par son traité spécial sur la force de cette matière ('), et M. Duverne par la traduction française qu'il en fit en 1826 sur la S* édition, contribuèrent beaucoup à en étendre l'usage. Après avoir rapporté les expériences de^ Banks (% d'Ebbels, etc., il donne les siennes, faites sur des solives ayant une forme longitudinale parabolique comme celles d'égale résistance, et une section transversale en double T ; puis sur des barreaux de fonte de diverses provenances, de 25 millimètres d'écarrissage. 11 remarqua que malgré la dureté et l'aigreur qu'on attribue à la fonte elle prend comme le fer, passé certaines charges, des flexions permanentes. Il fit aussi quelques expériences d'extension et de compression sans rupture. 11 cite aussi celles de résilience de M. Bevan, de pénétration du bois debout dans le bois à plat, et celles de l'auteur de l'article Bridge du Supplément à l Encyclopédie britannique de Napier, qui a observé la compression d'un prisme rectangle suivant une de ses diagonales, etc.
(^ Thê philoiophical Magazine, october 48S7, toI, I. (') Smeatons UeporU, vol. I, p. 440-444.
0 Practical Essay upon Strength of catt Iron and othen NetaU, Cet e<sai
a?tiiété précédé d'un mémoire iniéré aui Philotopkical TranëoeUimê, 48S4, i. II.
(^) Ouvrage ciié. Cet expériencea ont été faltea dana une foflderie de WalteBekl.
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Des expériences noQ' moins intéressanles étaient faites en France.
M. Seguin, qui y construisit, en 4824, le premier pont suspendu, sur le Rhône entre Tain et Toiirnon, après avoir établi avec une étonnante économie une passerelle devant son établissement d'Annonay, en fit un grand nombre sur rallongement et la ténacité du fil de fer (*), et quelquesunes aussi sur des barres de fonte ('). L'allongement, d'abord proportionnel à la charge, augmente ensuite dans un bien plus grand rapport, et devient en partie persistant (•). Le recuit du fil diminue beaucoup la ténacité en augmentant la ductilité.
D'autres expériences sur le fil de fer furent faites à Genève par M. Dufour, colonel du génie (*). Il reconnut en éprouvant, comme MM. Minard et Desormes, des fils de cuivre et de laiton (dont il avait été question de faire le pont de Genève}, que le recuit diminuait aussi beaucoup leur ténacité.
On doit à M. Lamé, alors ingénieur au service de la Russie^ quelques expériences sur la force du fil de fer de cette contrée : elle parait considérable ('). Il en fit aussi sur des barres (*)•
M. Lagerhjelm, ingénieur des mines de Suède, voulant réduire à sa juste valeur l'opinion qui fait préférer, dans plusieurs pays, les fers laminés anglais aux fers forgés suédois, entreprit à Stockholm en 1826 un très-grand nombre d'expériences avec une machine de l'invention de M. Hammarschiœld| se composant d'une presse hydraulique qui tirait, par un boutades barres horizontales, dont l'autre bout était attaché au petit bras d'un
(>) Dei ponts en ûl de fer, 1823, in-S». El deuxième édition in-i", 4826.
(*) M. Seguin rapporte aussi un fait observé par M. de Montgolfiier Ois; c'est le peu de durée du Ter exposé, dans une presse à papier, à un effort de traction modéré, mais intermittent. Les pièces sont liors de service après qMlreoBoiiM| mille de ces alternatives.
(3) Cet allongement persistant, nommé Set par les Anglais, étai| signalé dès 4845 à l'article Strengih uf 3Iaterials de l'Encyclopédie britannique.
(*) Description cTun pont suspendu construit à Genève en 4824. Ou Annaîcs de§ Ponts et Chaussées^ 4832, pour une analyse de cet ouvrage et de celai que le même officier a publié en 4834 sur les ponts suspendus en générai.
(*) Journal des voies et communications, 4828.
(«) Lettre à M. BaUlet, Annales des Mines, t. \, p. 329.
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fort levier coudé que Ton chargeaitTde poids, de manière à maintenir son grand bras horizontat, et qui accusait ainsi les tensions. Les résultats ont été consignés en 1827 aux Annales du bureau des mines de fer de.Suède (Jern-Kontorets Annaler) et publiés à part (^). 11 a remarqué^ comme d'autres expérimentateurs, que la section se rétrécit considérablement à l'endroit de la rupture. L'ouvrage u été traduit en allemand en 48iO par le D' Pfaff (') ; il est regrettable qu'on ne le connaisse en France que par une courte analyse O» indiquant les propriétés générales constatées, sans donner aucun chiffre.
Navier fit aussi, sur la traction de la tôle, du cuivre rouge et du plomb laminé, quelques expériences dont on trouve les résultats aux n*"' 52, 70, 72 de l'édition 1833 de ses Leçons, où il a rapporté aussi le résultat moyen de l'épreuve des barres destinées au pont des Invalides, et dont on trouve la détail à la 2' édition de son ouvrage sur les ponts suspendus, avec diverses expériences qui lui ont été communiquées par le capitaine Drown et par M. Brunel.
M^ Vicat, après avoir fait vers 1827 quelques expériences d'allongement des fils de fer, de 2 2/3 à 3 millimètres employés au pont suspendu d'Argentat (^), donna en 1831, à la suite du compte rendu d'un examen de ceux du Rhône (*), d'autres expériences où il compara les allongements permanents des fils non recuits et recuits (*). Depuis, l'illustre ingénieur a fait plusieurs expériences remarquables, où quatre brins de fil de fer ont supporté des poids pendant plusieurs années, et où il a noté l'accroissement que le temps apporte à l'allongement passé le 1/4
(<] Porsôk at betiamma, etc. Esui pour délermioer II deoiité, la ducUlilé, la mallèabiliié, rélaiticité da fer en barre passé au cylindre et forgé, 2 vol. in-8* et allai.
(*) Sous le Ulrc Peler Lagerhjelm versuch zur Besiimmung der Dichiheit^ Cleicbartigkeii, ^\c.
(') Bulletin technologique (Férussac), 18i9, t. XI, n» 46, p. 41. Voir ausii t. XIII, B" 40»^ p. SOI.
if) Description du pont suspendu construU sur la Dordogns A Argeniat, 4880.
(B) Mmppart, etc. aui Annalet des ponts et ebaussées, 4834, t" semestre, p. 444.
(«) M. Vicat a proposé de préférer le ai 4e fer aoi barret à la tutte d<)nitfN renarques.
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OU le ils de ia charge capable de rompre (^] ; effet qu^il compare à celui qu'offrent certaines matières bitumineuses qui se brisent en éclats lorsqu'on les frappe^ mais qui^ abandonnées à leur propre poids, s'affaissent peu à peu sur elles-mêmes; et d'où il conclut que pour employer des matériaux quelconques avec sécurité il conviendrait de les soumettre à des épreuves de plusieurs mois au moins.
C'est une des conclusions que le môme M. Vicat avait tirées, en i833^ d'expériences relatives à de tout autres matériaux (les pierres, les briques, le plaire, le mortier) dans un mémoire célèbre (') dont nous avons déjà plusieurs fois parlé (n^XVIlI, et note dû 153, § 1 et 10) et où il fait une distinction des forces tirante, portante ou transverse instantanées et des mêmes forces permanentes. Nous avons dit (V. ci-après, p. 4-73) que la manière dont il mesure la force transverse ou la résistance ^u glissement ou cisaillement, était propre à la faire évaluer beaucoup trop haut, et qu'il valait mieux, pour comparer cette force à la force tirante, s'en rapporter à des expériences récentes (§ 9 de la note du n« 152, p. â03; Voir aussi p. ccxcviij). Dans ce mémoire il se trouve, du reste, bien des choses pi^ieuses à enregistrer, entre autres ce qu'il dit sur les encastrements parfaits et imparfaits (ci-après notes des n*" 152, 154, 156) etc., etc. Mais le but en étant surtout polémique, il convient d'étudier comme réponse le Rapport de MM. de Prony et Girard ('), qui suffit, même après la réplique de M. Vicat, pour venger la théorie de ses attaques, portant d'ailleurs sur d'autres points que ceux où elle pose des affirmations, puisqu'elle ne prétend pas que ses formules s'appliquent jusqu'à l'instant où il y a rupture.
Pour en revenir aux fers, l'augmentation de leur allongement, dans une plus forte proportion que la charge par unité de section passé une certaine tension, fut encore plus mise en lumière
(') Note tur rallongement progre$sif du fil de fer foumii à divenei tenHom, ÂDualet dei poDts et chaussées, 4834, 4*^ semestre, p. 40.
O Recherches expérimentales sur les phéoomèDes physiques qui précédent et accompignent ia rupture ou raffaisfement d'une ceruioe classe de solides. Ann. des ponts et chaussées, 4833, S* semestre.
(S) Annales det ponts el chaussées, 4834, 4" semestre, p. 393.
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par des expériences de M. Bornet faites à la presse hydraulique' aux forges de la marine à Guérigny (Nièvre) (*). La ligne dont les abscisses sont les forces et dont les ordonnées sont les allongements, après être restée droite jusqu^à une certaine charge, se relève tout d'un coup avec rapidité, surtout pour les fers doux et ductiles; mais, alors, les allongements sont pour la plus grande partie persistants.
Du reste^ en retranchant la partie persistante, on trouve que les parties élastiques ou qui disparaissent quand on soustrait les charges^ restent assez sensiblement proportionnelles à celles-ci, rapportées à Tunité superficielle de la section en ayant égard au besoin à la petite diminution progressive qu'éprouve celle-ci, ou que le coefficient â^ élasticité reste à peu près constant.
Cest ce qu'on appelle la loi de M. de Gerstner (*], déduite par ce célèbre ingénieur allemand d'expériences sur des fils de fer très-fins. Elle a été remarquée aussi par le physicien Leslie (*) sur des barres. Mais on pourrait l'appeler aussi la loi de Coulomb, car le physicien français a remarqué, dans ses expériences sur la torsion des fils de métal et la flexion des lames [voir ci-après), le même fait^ qui prouve que l'élasticité reste enr tière dans le nouvel état que déterminent les torsions, extensions ou flexions permanentes. ( Voir S S de la Note du n* 21, p. 22.)
Cette loi, au reste, n'est qu'approchée, et ne s'observe pas d'une manière tout à fait exacte, comme on voit par les expériences sur le fer recuit ou non recuit, et l'acier, faites par M. Ardant; et il y a, à cet égard, des etteis un peu différents selon qu'on laisse ou non le fil en repos un certain temps sous sa dernière charge, car il en résulte un écrouissage [voir p. 4 et p. 22)
(1) Du fer dans les ponU tuspenduM, par M. Emile Mirtio, br. io 4*, 808; on ABoalei dm ponts et chauiféei, 4834, 3* leneslre, p. 457.
(>) Manuel de Mécamique, t. I, p. S80. Ou Mémoire (allemand; nir la force det maiériaux, par M. Adam Barg, 4838. Oa SxtraU du Jouma, de VlnttUnt polytechnique de Fienne, t. XIX. — Oo troa?e autil ao cerUln nombre d'eipérienoet de Von Gentner au J,muaie$ der Pkyûk und Ckemie von Pogçendorff, 4 839, t. XXVI.
(S) Leslie. MlemunU ofnaêterml Philoêopky. Bdlnbnrg, 48f3.
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'qm donne an fils mous une certidne roidenr {% Rédpffoqire* ment on peut, par le recuit, leur rendre la ductilité que celte longue charge ou bien l'étirage leur av^i Mée tm profit de leur réêistance étastique.
On doit % ce savent Génémi, qu'un accident Funeate a enleté «u corps du génie, d'autres expériences sur les fils de \wkcm, de plomb^ etc., et un grand nombre de remarques précleuwi que lui ont suggérées leurs résuKats comparés.
Nous avons déjà eu l'occasion (n" XLIX, noie p. ccxj) ée parler de sec ^cherches sur les systèmes de charpente (*). On y trou^ un grand nombre d'expériences sur des fermes composées de diverses manières.
Au reste il ne faut pas compter, à un instant quc^xmque des expériences, sur une constitution bien homogène des corps. Sans parier des bois, qui offrent à oet égard des inégalités prononcées (voir plus loin), f aHongement sous une tension donnée n-eeft pas toujours la même dans les différentes parties éPun fil de fer, comme fa reconnu le même M. Ardant. Et la surfew, Y^piderme, comme dit M. <5trard, ert évidemment d'une «ntre contexture <\ue le centre. Savart^ par des expériences dé- Iteates sur les -vibrations tle plaques même de métaux fendus^ sfinéi que de Terre^ de Tésine, etc., a observé des faits nomfaveuft ^i ne peuvent s'expliquer qm par des différences 4e contexture non-seulement dans les divers sens mais aucri an dÎMers poMs {%
Apiès les tngénieurs, qui viseM k obtenir des données pra-*
liques, oeffcamp dev«it être parcouru par les physiciens, qrt
' eteerveiA de plus près «et par des moyens précis les cireoB-
ilnoes, dans le butrf'M déduire des lois dont la scienoepuf«ef
s'enrichir.
Déjà, comme nous avons dit (n** LIX), vers 1785, Chladni, en Allemagne, avait non-seulement observé les vibrations longitu-
tn mtroAnCfioii 1 UlllcairttrMlndanilèlIe, âe«. IHmoAcA. (■) IKMleB Ihéorlqiim et expérioienulM sor VéubTlifement dei âiarpaOei à inode portée. MeU, iD-4% 4840.
(9) JnnaUa de chimie tt âepkynçv, «e 11»19 i IS37.
BISTOBIQCL Mie)
dindes et tfsoflfersalefl des Terges élastiques^ el, aussl^ lean vibrations narmdeê ei leurs vibrations Ummantetf sur iesquettes il a le premier appelé Tattention, mais, encore, fait des expériences nombreuses et curieuses sur les vibrations des plaques et sur leors singulières lignes nodales (^). Bavart continua et varia considérablement ces expérienœs, en révélant aussi des faits nouveaux et importants sur les vibrations lûngiUidinalee, susceptibles par exemple d'être énergiquement {vpvoqiiées par un simple frottement s'il est continué ou renouvelée
Un des résoltsts les plus remarquables des reeberehes de cet habile expérimentateur fut la vérification de plusieurs lois de vibration découvertes analytiquement par M. Cauchy, et, auasi, de sa formule du moment de tonion pour les prismes redtangulairesy quand ils sont plais on mincer, cas oii la lormule» comme nous avons dit (n" XXXYI), est exacte; éL ses deux expérienoes sur des prismes où le rapport des deux dimensions transversales était de 1 à 3,3 et de I à â,0, vérifiepot notre formule, dont Cauchy « approuvé M substitution à la marner dans cet esprit scientifique qu'ont été Mtes les nom» brsuses et eonseieneieuses expériences de Wertheim, exécutées en observant avec un catbétomètre très-sensible les allongements ou les flexions tes plus imperceptibles, «t en comptant par des aïoyens ausâ ^ès-exacts les nombres de vibrations. On UÂ doit des Meckerckes êmt rélÊSticité et la cohésion des métaux (') (platine^ or, argent, plomb, cuivre, zinc, fer, acier, etc.), étirés, éerouis,rQeutts, àl'état pur ou légèrement alliés, à diverses tempémtureB de ~lir à +«0* (^. Les modules d'élasticHé furent mesurés par lui tant par fextension statique que par la vitesse du son dans les tiges, ou bien par les vibrations transversales. Il a vérifié la loi de Gertsner. Il a cru trouver que la partie persis-
(1) Traité d^aemutique. ^
(<) Présenté le 8 Jaillet 484S. AimaJUê de ch. éidepk,, V lérie, t. Xn.
(*)0d uitqae HM. Tremery etPoirierSaiDt-Drice ont fait toMi 4ei eipérieoeef
tendant i éTtlaer l'inQuenoe def ' hautes tempèrttares pour Bodlfier les codD-
eients d'éUstieité (Ann. des Minet, ^ série, t. 3).
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tante des allongements se manifestait dès le commencement de Tesctension : c'est la seule conclusion qu'on puisse lui contester. [Voir S 10 de la Note du n* 21, p. 23.)
Wertheim présenta bientôt une suite à ce travail, intitulé Becherches mr VélasticUi^ où il examine d'abord (2* mémoire) les alliages (']; puis, dans un troisième mémoire, l'influence d'un courant électrique.
Le même physicien, dont les premières études avaient porté sur l'anatomie^ a présenté un nouveau mémoire, le 28 décembre 18i6, sur l'élasticité et la cohésion des principaux tissus du corps humain (').
Vers le même temps^ les Annales de chimie et de physique donnèrent un mémoire fait en commun par lui et par M. Chevandier sur l'élasticité et la cohésion des différentes espèces de verre (*). Ils remarquèrent que, comme pour les métaux, le coeflicient d'élasticité calculé par les allongements statiques est constamment moindre que celui qu'on déduit des vibrations.
Mais le travail le plus considérable, le plus complet et le plus entouré de toutes les précautions propres à garantir l'exactitude des résultats est celui qui a été présenté encore en commun le 5 octobre 1846 par MM. Chevandier et Wertheim sous le titre Mémoire sur les propriétés mécaniques des bois (^]. Il est précédé d'un historique qui foit connidtre encore quelques expérimentateurs^ savoir M. Wheastone (*), qui a taillé des plaques de bois de forme rectangulaire, en réglant le grand côté, parallèle aux fibres, et le petit côté, de telle sorte qu'en les mettant en vibration on ait des lignes nodales diagonales, ce qui permet de déduire le rapport des élasticités dans les deux sens; M. Hagen {% dont il est question à l'Appendice complémentaire S ^ !
(>) s mai 4843, mène tome.
(*) Noni aroni eité, m $ 74 da S* Appendice, les npérienees de H. Welwr (ADB. de Poggendorff, t. UV) sur les fllt de soie, le comporUnt d'une manière analogue. ^
(*} S Juin 4846, 3* léri^ t. XIX.
(*) In-8% 4848, chei Bachelier.
(■) FkaoÊophieal Tramaeiùmë, 4833, p. 608»
n ^«Mlf» tfr Pôggindorft, t. LVIII, p. 4t5.
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et MM. Pacinoiti et Péri (^) dont les expériences de flexion ont été faites en posant les barres de bois tantôt sur deux appuis à faces horizontales et verticales, tantôt sur des rouleaux, tantôt sur des poulies. Ces derniers auteurs ont trouvé qu'en défalquant les parties persistantes, les extensions et flexions restaient proportionnelles aux charges, même en approchant du point de rupture (loi de Gertsner), et que le coefficient d'élastidté E est presque proportionnel à la densité dans les diverses variétés d'un même bois, ce qui rendrait sensiblement constante la hauteur du module de Young. Les expériences de MM. Chevandier et Wertheim, faites dans les Vosges, ont porté sur des échantillons de dix-sept espèces de bois, tirés de quatre-vingt-quatorze arbres. Les barreaux ont été extraits dans diverses orientations, ils ont été éprouvés à divers degrés de dessiccation ; on a déterminé les allongements, les flexions statiques, les cohésions ou charges de rupture, le nombre des vibrations; et on a comparé les résultats des expériences sur les tringles et les barreaux avec celles qui ont été faites sur les pièces entières débitées dans les dimensions ordinaires du commerce et des constructions. On a noté les densités, la nature du sol. On a mesuré les allongements élastiques et les allongements persistants. On a éprouvé des tringles taillées dans le sens des fibres, dans le sens des rayons des couches concentriques et dans le sens de leurs tangentes. Ce grand et beau travail sera toujours consulté avec fruit.
On doit aussi à M. Wertheim des expériences sur la vitesse du son dans le fer, faites en commun avec M. Breguet (') ; et une dernière note [') présentée à l'occasion d'expériences de M. Kirchhoff sur la comparaison de la flexion avec la torsion dans les verges rondes d'acier trempé et de cuivre (^).
H. Wertheim a inséré aussi aux Annales de chimie et de phy^ sique (3* série, t. XXY) une Note sur la torsion des verges homO'
(1) n Ctmeiito,3* tonte, 4S46.
(>) Comptei rendus, t. XXXII.
n Comptei rendus, t. Ll, p. 969.
(^) Annales de Poggendorff; on l'extraii publié par 11. Verdet aui Abb. de cta. •i de ph., 3« série, t. LU.
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gène$y une autre sur la vibration des plaguek drculairet (t XXXI) et une autre (présentée le iO décembre 1849) sur la propagatiom 4u mouvemeru dans les corps solides et dans les liquides. Le piMiier de ces trois mémoires avait pour but de justifier, par la comparaison des résultats de flexion avec ceux de torsîOD^ sa nlodificatioD aux formules que nous avons longuement diaeuté^s à noUvi Appendice Y. Le mémoire sur l'équilibre des solides homogènes, présenté le iO février i848 {^), où il propose cette modification peu heureuse, contient un assez grand nombre d'expériences sur des tubes en verre et en iaîtoB, mais qui peuvent^ comme nous avons dit (même Appendice] être interprétées autrement qu'il ne fait (*).
Un des travaux les plus considérables de Weftheitn est son mémoire de 1855 sur la torsion (').
Ce sujet a été, comme nous l'avons dit, traité pour la première fois par Coulomb (*) avec sa supériorité ordinaire. Son mémoire contient, avec une théorie saine mais s'appliquant uniquement aux fils ou aux cj^lindres à section circulaire, des expériences à Tappui, dans une partie desquelles la résistance est évaluée en eomptaht le nombre des vibrations tournantes. On y trouve (XX k XXV, seconde section) la première remarque qui ait été fldté des parties persistantes n'empêchant pas, quand on les défalque, l'élasticité de se conserver, ou kis parties non-persistantes de rester proportionnelles aux efforts. Depuis, M. Banks ('),
(1) AM. 4e chinU et de phyilqne, 3* lèrie, t. XXIII.
(>) AU Dombre des iravani de physiciens nous oe dcTOns ptf eubller àé mm-^ tionner celui de M. Person (Comptes rendus, 4 septembre 4848, t. XXVll/ p. 858], dinl lequel il troure pour It chaleur latente l de fusion de diyers méiiui dont E repréfeute le eoefficieal d'élaiiicité, cl n le poide ipéciaqaé (celui du
métra oBbe mm 4ouit)^ me CortMle I = KB M + *-^ ) . I^ ce«ffideiii K est
IrouTé le même pour le xioc, le plomb, le bismuth, l'argent, etc. Il se sert des expériences de M. Werlbeim sur les élasticités.
(*) Présenté le 49 fcfrier 4855. Annales de cb. et de pb. Jute 4S55, p. 495.
(*) Recherehei théorique» et expérimentalet sur la force de tonion et eur Pilas- UeUddeê fiU de métal, Mém. de l'Académie pour 4784... Obseryalions sur les loi! de réluUcité et de la cohérence.
(^ Treaiiie on the Power of Machine».
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M. Dualop C)y H. Réunie (*^ BL Bramab ('^ et M. Bevan ('), ont fait diverses expériences, surtout de rupture par torsion. Nous avons parlé de celles de Duleau et de Savart pour la . simple torsion sans rupture.
Bien que plusieurs passages dn mémoire de Weribeim siir la ioffâon aient été rédigés dans un esprit é? ident de poléoùque, et qu'on ne puisse lui accorder ni le retour à une formule de Cauchy à laquelle ce géomètre avait renoncé» ni Tévaluation du coefficient d'élasticité de torsion^ en le dé^uissmi, par ses fonnules théoriques modifiées, du coefficient d'élasticité d'extension, seul mesuré» les expériences consciencieusement et soigneusement faites, comme toutes celles de ce regretté phy* sicien^et qui ont porté sur des prismes ou cylindres circulaires, rectangulaires» elliptiques» en verre, cristal^ fer^ aci«r fcHidu^ laiton, IMe» bois de cbéne el de sainn» ne donnent paa moins une suite de résultats prédeux*
Des expériences récentes sur la torsion des bois ont été faites aiissi par H. Bonniceau^ ingénieur en chef des ponts el chaussées (*). Les torsions sont proportionnelles aux efforts tant que cenx-d ne dépassent pas une certaine limite ; les angles de torsion sont bien en raison inverse des quatrièmes pinssanees des côtés de la base supposée carrée; et les eflbris qui rompent sont eomdic les enbes.
lyautres expériences sur la towîon, qnî paraissent très-précises, avaient été publiées en 1842 par M. Giulîo (•). Il déduit la torsion des fils métalliques de l'allongement des ressorts en hélice que Ton en compose» car» lorsqae le pas de lliéKcé est ttès-peu Considérable» la torsion se trouve seule en jen» et peu
(i) D" ThÊmêm'ê JnnmU f PkUoêùpk^, U XOI, ^ SÛÛ.
(^ Philotophical TratuacUonSf 4818; oa Jnnalet de ch, et deph., 4848.
(^ PràtHeûl Ëêtay ofi (hê Strénffth of tâtt îron, hy TnégoM.
(«) ExverimeHU of ihe Moâuluê ôf Tattf&h h^ BenStÉmIn ÉwttH. 1Y*M. phfl., 19^9$ ftitéi êut 47 eipèces 4e Mt et 16 eipécet de MèlMt.
(*) Jnnalee des ponts et ehauisUèi, f 864 , ^ lemMtre.
(<) Jcàâhne âê Tkff», 4649; tù tô 44 juttiét 4644. IWut atltf«i ttènofrM du «aèdie e«t>èrMitfÉttlétir, loi te 6 Jltinèt M ta tO dèeembm f 646, figttfeiit iii um dé 4844. LMs «Il rèUUr i H Sekioft dM tm, rtuttS 6lt Miatir I reiiMiioe dis fllf de fer.
OU point la flexion. Ses expériences sur le fer^ le cuivre, Targent, rétain, le plomb, lui paraissent confirmer la loi de Gertsner (*).
On trouve aussi dans la Bibliothèque universelle de Genève^ t. V, n* 20, 20 août 1859 (Archives, p. S94) l'extrait d'un mémoire de M. G. Wiedeman sur la torsion des fils ('). Elles ont rapport surtout aux lois des torsions et détdïrsions permanentes, successivement imprimées.
Enfin, en 1802, le numéro de mars du Civil Engineer and Architectes Journal contient, p. 85, quelques expériences fiâtes à Glasgow par M. Rankine sur la résistance des barres à la rupture par torsion.
La résistance à la torsion dérive, comme nous avons vu, de /a résistance au glissement. Mais celle-ci peut être mise aussi enjeu sans qu'il y ait torsion, à savoir lorsque Faction extérieure contre laquelle elle réagit s'exerce dans un sens transversal aux pièces, ou dans une direction tangentielle aux sections ou faces de rupture, qui soit sensiblement la même sur tous leurs éléments, en sorte que cette action tende à trancher, cisailler, détruire Tadhérence; tendance qui a plus ou moins lieu dans toute flexion qui ne s'opère pas d'une manière égale d'un bout à l'autre ou en arc de cercle. Avant que M. Yicat ait appelé l'attention sur cette force trgnsverse^ et basé sur son omission la principale accusation qu'il porte contre la théorie ordinaire de la résistance des pièces solides aux efforts perpendiculaires à leur longueur (*), cette espèce de force ou de résistance avait été l'objet de diverses expériences. On peut en effet y rattacher ceUes de M. Boitard (^), sur l'adhérence des mortiers et sur la résistance que leur interposition entre les pierres de taille op-
(^) Le gHiMmeDt trtniyorul doit lYoir aaui une influence (Mémoire du 6 no- Tembre 4843 tui Compiet rendue, t. XVU, p. 40S0).
(S) Le mémoire complet le trouye daoi les FerhandJlMngm d»r tfatwrfon^ dktmden GtêeUêdiafft in Boêd, U* Heft., S, 4859.
(>) Ce reproche de H. Vical te trouye formulé pour la première fois i u Ik»er^^Uon (ficfi patU tuâpemdu cotutruil tur ia Dordogne à Jr§entat, in-4% 4830, p. S et 8. Il cite lei corbeaux, les touriUotu, les goi^font et tutrei pièces coarlM, comme se sontrtjtnt i celte théorie.
{^) Elles sont décrites au 1. 1 du Traité des ponU^ deGantbey, p. S63,
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pose au glissement de celles-ci Tune devant Tautre. Perronet avait fait aussi diverses expériences sur le frotteinent mutuel des pierres. On en doit aussi à M. Morin (^) sur l'adhérence des pierres avec mortier interposé, indépendamment de leur frot^ tement qui ne résiste que lorsqu'il y a mouvement commencé ou que Vadhérence est déjà vaincue. Enfin nous avons déjà parlé (p. 473) de celles de cisaillement de tringles de fer^ qui ont été faites par MM. Gouin et C*^ et d'autres plus récentes, sur des rivets d'acier, faites par MM. Combes, Lorieux et Coudie (*), qui ont montré que cette sorte de résistance, au lieu de s'élever^ comme pensait M. Yicat, à cinq ou six fois la résistance à la rupture par extension^ restait un peu au-dessous de celle-ci et pouvait être regardée comme en étant les quatre cinquièmes, conformément à la tliéorie, qui^ cependant, est donnée comme ne s'appliquant à la rigueur que pour des corps non-seulement isotropes, mais encore restant dans les limites de la conservation intacte de leur contexture moléculaire.
A mesure que nous avançons les expériences se multiplent, surtout au point de vue d'une application pratique immédiate ('). Presque aucun pont suspendu -ou autre ouvrage de fer, fil de fer ou fonte, ne s*exécute sans éprouver préalablement les pièces, indépendamment de l'épreuve totale à laquelle ces ouvrages sont finalement soumis (*). Toutes les usmes, tous les entrepôts d^ pièces de fer, essayent leurs produits.
Ainsi, les fils de 3 millimètres de diamètre du pont de Fribourg, d'une portée de 300 mètres, l'ouvrage le plus hardi qui ait été construit, ont été reconnus par l'ingénieur, M. Chaley,
(') NouvtUe» expériencêi nr Vadhérence dee pierrei et det briquei poeéêt à bam de mortier f eic,, 4838, et, auiil, Leçons tur la réeUtance de$ matériaux,
(>) Mftmes LeçoDi de M. Morin, 3" édit, (486S), L I, d* 70.
(*) M. Wietbaeb (Lehrhuck der Ingénieur and Machinen Mechanik) cite encore d'autres expérimenlalears tant anciens que récents : S' Grafesande, Brir, Moselej, UoU, Bomemann, Eitelwein ; pais M. Kamarch, arec une conmission nonmèe eu Hanovre; et, aussi, H. Ernest Lamarle, dont nous aTonseu occasion de parler ailleurs, et qui a conOrmé les formules de flexion, comme Duleau, en y soumettant des règles à section triangulaires posées altematiTement sur leur plat et sur leur ardte.
(*) La plus ancienne épreu? e peut-être est celle du PofU deg Arte^ à Paris ; on en voit la relation au BulUtm de Im Société philomuUhifue^ 4803, p. 464.
CCXCViij RESISTANCE DES SOLIDES.
supporter, avant de rompre, 82 kilogrammes par millimètre carré. Ils sont soumit à un effort permanent de 17'^53> et, lors de la charge maximum, à un effort de 26\88. Le pont a résisté à toutes les épreuves, même de pas cadencés, au son de la musique militaire^ et malgré de fortes oscillations (^].
Après avoir présenté, en 1835 (*), diverses observations coorparatives sur l'emploi des fils et des barres de £er, M. LeUanc^ qui avait conclu à l'adoption des fils, a présenté, en 1839, plu-> sieurs séries d'expériences, accompagnées d'importantes remarques sur ceux qu'il a employés au grand pont de la Roche- Bernard C*) ; et, ensuite, il en a publié le complément (^), où il remarque que les allongements augmentent avec rapidité après une tension des deux tiers de celle de la rupture; mais que^ soumis pendant cent jours à un effort considérable, les fils ont offert ensuite une résistance plutôt supérieure qu'inférieure à la résistance primitive, etc.
On trouve aussi diverses expériences sur les barres et sur les fils aux pages 295 et 334-336 d'une notice sur le pont suspendu de Saint->Ghristopbe, près Lorient, par MM. Leclerc et Moyen (').
Danslemémerecueil (Annales des ponts et ckûussées) on trMive> jusqu'à répoque actuelle, les résultats d'un certain nombre d'autres expériences snr la force ou la flexion des niatéiiaiix. — En 1842 (1** semestre, p. 336) un mémoire de MM. Fiadiit et Petiet sur les ponts suspeifKlus avec câbles en mbnns de ferlwninéy employés à la passerelle d'Abainrille et au pont de SnresneSi ( Voir aussi p. 394, le rapport de M. Baude sur les épreuves.) — Ëâ I8S6 (f semestre, p. 309), des recherches expérimentales de MXbevallier sur la construction des grandes portes d'écluses; ses expériences vérifient la théorie connue et le conduisent à établir^ sur la répartition des diarges, quelques principes qui auraieiii beaoiu
(^) AnntOm 4is pcmtê H cAantié^, 4S35, I** MmeMrff, p. 4 .
(*) ïdem, V wmeslre, p. 315.
(*) Idem^ 4S39,9* lemetlre^p. 300.
(^) DtMcriptUm dupotU nupendu de la Roche-Bernard^ 4S44 .
{•) Ann. dtëp, H ek., 4S50, 4*' lem^tre.
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d'être examiQés.—Ettl85i(i*' sexnest., p. 253), lerésuitat^obteou par M. Féburier, des épreuves d'une entretoise destinée aux portes de la grande écluse de Saint-Malo. — En 1853 (i** se* mestre^ p. 78), une note de M. Brame sur Tapplication de b tôle à quelques ponts du chemin de fer de ceinture de Paris; ce mémoire renferme la relation de plusieurs épreuves auxquelles ces ponts en tôle ont été soumis, et de quelques expériences inédites faites aux forges d'Imphy^ près Nevers, sur les tôles, par MM. Gouin et G*. — En 4834 (f semestre, p. 257), un rapport, par MM. GoUet-Meygret et Desplaces, sur les épreuves faites à Tocca^n de la réception du viaduc en fonte construit sur le Rhône àTarascon, et sur les mouvements des arches par l'influence de la température et des charges, etc. A la suite du compte rendu des observations précises dont ces mouvements ont été Tobjet, se trouvent les résultats d'un assez grand nombre d'expériences sur des barres de fonte de 3 mètres ^e long, de 5 et 10 centimètres de ^té, faites aux ateliers du chemin de fer à Arles. — En 1855 (!*' sem., p. 192), des expériences de M. Pirel, sur la flexion des arcs et poutres en fonte de Lormont et de Ghàuvin au moment du passage des convois, et sur les mouvements que leur font éprouver les variations de température. — Même volume, p. 223, des expériences sur le coefficient d'élasticité de la fonte par M. Baumgarten. — En 1857 (2*" sem., p. 257), un mémoire de M. Decomble sur la meilleure forme à donner aux poutres droites en fonte ; on y trouve plusieurs expériences, et un grand nombre d'utiles considérations basées sur des faits de la pratique du coulage des pièces. — En 1859 (l"sem.,p. 129), un mémoire de M. Plocq sur les épreuves d'un pont tournant en tôle de Dunkerque. -— Même année (2^ sem., p. 326), les expériences faites par M.Noyon sur les fils des câbles du pont de la Roche-Bernard, après Taccident causé en 1852 par des oscillations horizontales pendant une violente tempête. — En 1860 (2'' sem., p. 113), d^ remarques de M. le colonel russe Jonravski sur les poutres en treillis et les poutres pleines en tôle, suivies de quelques épreuves et expériences. — En 1861 (2* sem., p. 1)^ un rapport de MM. Oombes, Lorieux et Couche sur les conditions d'épaisseur pour les tôles d'acier fondu employées dans la construction des chaudières à
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vapeur. On y trouve un certain nombre d'essus d'extension et de rupture de la tôle à froid et à chaud^ et les avis de divers ingénieurs^ offrant comme le résumé de ce que leur expérience leur a appris à ce sujet.
Cette commission avait exprimé l'avis que de nouvelles expériences étaient nécessaires. Elles furent faites (même volume de 1860) par M. Tresca^ sous- directeur du Ck>nservatoire des arts et métiers; son procès-verbal en contient aussi sur diverses barres d'acier vif.
Les Annales des mines (où Ton trouve déjà, en 1826, on article de M. d'Aubuisson sur les limites d'élasticité) ont enregistré également diverses expériences qui sont consignées, entre autres, dans des mémoires de M. Couche, de 4852 et 1854, principalement sur les rails de différentes formes. On y trouve aussi (1852), à la suite du Mémoire sur les ressorts en acier employés dantf le matériel du chemin de fer, par M. Phillips, un certain nombra d'expériences sur Télasticité de l'acier.
M. Ferdinand Zorès, dans une notice jointe à son Recueil de fers spéciaux, dont il était entrepositaire (quai Jemmapes, SIS), a donné les résultats d'un certain nombre d'expériences sur la flexion et la rupture de ses échantillons à double T (p. 113 ciaprès).
Depuis 185S, il se fait à Saint-Pétersbourg, dans l'Observatoire de physique central, des expériences dont il est rendu un compte annuel au ministre des finances. Les comptes ainsi rendus de 185S, 1853, 1855 en contiennent sur l'élasticité des métaux, déterminée tant par leurs flexions ou torsions statiques que par leurs vibrations transversales ou tournantes. Le compte de 1856 en contient qui sont relatives à l'influence de la chaleur sur l'élasticité.
Mais les principales expériences du milieu du siècle où nous sommes ont été faites en Angleterre, et quelques-unes sur une échelle presque gigantesque.
Depuis longtemps, le célèbre M. Fairbaim (aujourd'hui correspondant de l'Institut de France) qui, le premier, a construit pour la marine anglaise des navires de grande dimension tout en fer, avait entrepris dans son bel établissement de Manchester une suite d'expériences sur la résistance des matériaux,
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et il avait, pour en étendre le cadre, mis à la disposition de son savant ami M. Eaton Hodgkinson^ professeur de physique, les moyens dont il disposait. Dès 1830, M. Hodgkinson s*était fait avantageusement connaître par divers beaux mémoires, dont cinq insérés au volume de 1831 de ceux de la Société littéraire et philosophique de Manchester; quatre d'entre eux étaient relatifs aux ponts suspendus; Pautre, qui doit fixer davantage BOtre attention^ était intitulé : Recherches théoriques et expérimentales pour déterminer la force et la meilleure fom^ des poutres en fer\^). Devenu collaboratenr de M. Fairbairn^ il entreprit d'abord avec lui diverses séries d'expériences ayant surtout pour objet la comparaison des fontes fabriquées à Pair froid et à Pair chaud; et ces deux habiles expérimentateurs publièrent, dans deux mémoires séparés, au même volume de l'Association britannique pour l'avancement des sciences ('], les résultats que chacun avait plus particulièrement recueillis. Ces expériences furent suivies d'autres non moins précieuses^ dues à M. Hodgkinson, sur la résistance des colonnes (pillars) de fonte, et qui donnèrent lieu à la présentation d'un mémoire du 22 avril, lu le 14 mai 1840 devant la Société royale de Londres, et inséré au volume de la même année 1840 des Philosophical Transactions (*), p. 385.
Les divers mémoires dont nous venons de parler furent réunis de manière à former la matière d'un supplément à une < nouvelle édition du Cast Iran de Tredgold, supplément publié à part en 1846.
Cet ouvrage plein de faits, dont M. Combe avait donné quelque idée dès 1844 en publiant le premier volume de son
(1) Memokn ofUUtrary and pkUotophieal Society of ManehetUr^ toI. V, 4834, p. 407644.
(*) Mepcri of the tevenih meeting of the BrUùh asMoeiation for ihe advanee^ ment of Science^ keld at Lherpool^ lept. 4S37, YOl. VI. Page 337, Od theroltliTO •trengib and olber mecaoleal PropeitiM of cast Iroo obtained bj bot aod cold blait by EatoB HogdUnaoo. Page 377^ On Ibe slrenglb aod otber Properties fIroiD ibe bol and eold blasi, by W. Fairbairn.
(f) Msperémentai reêeetreheê of tke siren§th of Fittan of étui iron and other muteriale.
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Traité de l'exploitation des Mines, a été traduit presque entièrement en français vers 1850 et inséré aux Annales des ponts et chaussées seulement en 1855 {^), par M. Pirel^ à qui il avait été prêté à Bordeaux par un ingénieur suédois.
Les expériences de M. Hodgkinson sur la fonte fabriquée tant à l'air chaud qu'à l'air froid^ portent d'abord sur la résistance à l'extension de pièces de fonte à section en croix d'équerre, et en opérant quelquefois la traction dans une direction qui n'était pas suivant l'axe mais suivant une arête; dans ce dernier cas la résistance était réduite au fiers. Il en a fait beaucoup aussi sur la résistance à la flexion et à la rupture par fleûon des poutres en fonte.
Celles de M. Fairbaîrn (môme omTage traduit, et tirées du même volume Vi de V Association britannique) sont relatives en grande partie à des pressions longtemps continuées, transversalement et au milieu, et voisines de celles de rupture, faites sur des barres de fonte. Trois de ces neuf barres furent trouvées rompues au bout de cinq ans. D'autres expériences de H. Faîrbaim sont relatives aux flèches non permanentes ou permanentes^ etc., et ont porté sur des fontes de tons les fourneaux de la Grande-Bretagne. Beaucoup furent faites sur des poutres à section transversales en T et à section longitudinale doublement parabolique comme celle des pièces qui sont d'égale ré- •ststance pour une largeur constante. La séparation d'une sorte de coin du côté devenu concave a été plusieurs fois observée lors de la rupture.
Les nombreuses expériences [idem, tirées des Trtmi. pkU. 1840)
{^) Meehereheê iur la résistance H les diverses propriétés ée la fonte ée fer^ par EatOD Hodgkinson, traduiles par M. Pirel (h" semestre, page 4).
lies flsarea 53 -ei £Î 4te U plaacto 71 été Aaoalef , joiiiief i-«eue Uiteeiioa de H. Pire), ont été copiées sur. des figures dans le texte avec traits épiffl, qui ool fait jiiier i tort au deaMnaieor qu'elles reprëieDtaieiil 4es piècM creoMif, Uadi a qu« ee tout des jpMces pleines, ayaBi «ftoe d'aulrci proporiions.
H. Pirel n'a paa traduit le dernier article (sur Ja torsion) qui, es effet, u'oOire pas d'iulérêt, et l'ai aot-dernier intitulé Theoreêkal SÊsquùia teiik regard tê tkm sirength of BeamM, où il m'a paru qu'il j aiaU use idée propre i liioudre approximatiTemenl le problème de la résistance à la rupture immédiai*^ C'est cette idée que J'ai déTeloppée, en la modifiant d'une manière esit ntiellei i la note du B* 451 ci-aprét.
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Mies pur M. Hodgkmson sur les résistances à Ift compression^ portèrent d'abord snr des. prismes coorts (de bois^ pnis de fonte) qui cédaient par écrasement^ en se di^oignant latéraleaeni de diverses manièn», puis de colonnes (pilins) qoi cedaîeoi d'uae manève intermédiaire entre celle qui èbnsîite à s'écraser «I celle qui consiste à fléchir latérakmeal comme les Ipièees 4itei debout. IL Bodgkioson représente empiiwpMmeBt les résuKats par «me formule comme cdle d'Euler, velttfare à eelies-oi (a*" XII) excepté qu'au lieu de la puissance À du diamètre il y a au ncMSiéral^ur une puissance 3,6, et qu'au lieu de la puissance 2 de la longueur il y a au dénominateur la ' puissfiBoe ^7 [^\
EafiD les expériences de 1630 de M. Bodgkinson, pour déterminer la meilleure forme à donner à la section des poutres en fonte, sont fort nombreuses. Cette fonae à double T est^ suivant lui^ celle où la semelle ialërieune a une suptf ficie qui est à celle de la semelle supérieiffe dans le rapport de 6 à t des •résîKtaneas à récrasement des pièces courtes^ et à la rupture par extension. En supposant cette condusioQ -n^acte pour la rupture immédiate, rien ne dit qu'on doive l'adopter pour la rupture éloignée; aussi les constructeurs s'accordent-ils généralemeoi à préférer les seatelles égales* < Kojfie^ les discussions aux SS i3 et il, i% dw Notes des n"* 113 et ItO, p. lOSet lia)
(') M. LoTe^ qne nous citerooi de nouveau tout à l'heure, a /eprésenté les nCmefl ezpèrieDces par une formule plus radie à calculer et qui donne en mèoie temps d0s rés«lUU plus rapproebés, «d la 4* polasance te Afamèm ett laissée au numéraleur, inai^ où il y a, au dèBoas^naleur, 4eu2 ternes, saroir us affeclé de la puissance % de la longueur, ei un afleclé de la puissance 3 du diamètre. Oea àwi forniiri«B «e stUshMit point avx dent cas extrêmes de pièces très-conrtea, où U Dorce ^ai fait fonipre <«t sénptewept pnfortiaDBàUe an ewié 4o élamètre et à peu près indépendante de la longueur, et de pièces ayant des loiigueurB pour lesquelles Dnleau a reconnu que la formule d*Eu1er ^obsenralt. Une for-
mule .elle que (l)"=(jl)"+(Jl
j aurait Varan tage de donner,
pour la force qui fait rompre, P = la formule d'écrasement R'a> ( a> étant rain Se la sectfon) qaatd la longueur l est extrêmement petite, et P = l'expression d'ËuJbr ^«nd la longoMur eat extrèaseoent graiMle. 11 o'f aorait qu'à déterminer l'exposant «i de manière i satisfalae le mifux poiiible aux intermédiaires.
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M. Hodgkinson renvoie, pour les résistances au choc et aux vibrations, à son einquième rapport y inséré aux Mémoires de l'association britannique en 1835.
Il cite aussi des expériences inédites d'autres auteurs, entre autres dé M. Bramah et de M. Thomas Cubbitt, que nous allons retrouver membre d'une commission célèbre; expériences dont quelques-unes avaient été faites en commun avec M. Henri de la Bêche pour s'acquitter d'une mission du gouvernement ayant pour objet de rechercher les causes de la chute de deux bâtiments d'usines; elles portent sur diverses longues poutres en double T.
On trouve aussi, dans un ouvrage plus récent de M. Fairbaim, intitulé De Vapplication de la fonte, du fer et de la tôle dam les constructions, traduit en 1857 par E. Perret-Porta, et réuni en un même volume avec la traduction ci-dessus de M. Pirel, quelques expériences sur les poutres en T et à double T, et, aussi, sur les poutres en treillis; mais, surtout, un grand nombre de conseils et d'indications pour leur emploi dans des plandiers,* et la construction « d'entrepôts incombustibles. i>
LXn. Salie éttm expérteneM. — Mais, en 1845, l'illustre ingénieur Stephenson, chargé de la construction du chemin de fer qui aujourd'hui longe la côte nord du pays de Galles en se prolongeant à travers l'Ile d'Anglesey jusqu'au port le plus rapproché de l'Irlande, s'étant décidé, afin de satisfaire aux exigences de l'amirauté, à construire sur de très-hautes culées, pour la traversée du détroit de Menai et pour celle de la baie de l'embouchure de la rivière de Conway, des ponts composés de poutres droites et creuses d'une grande portée, dans Tintérieur desquelles les trains pussent passer, pria M. Fairbaim d'entreprendre une suite d'expériences sur la force de la tôle, matière dont il se proposait de construire ces ponts tubulatres, d'un genre aussi hardi que nouveau.
Les expériences à ce sujet ont été publiées, ainsi que tout ce qui se rapporte à la construction de ces deux grands ponts, et aux incidents instructifs qui s'y sont passés, dans
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un ouvrage de son collaborateur M. Edwin Clarke (^), qui a été traduit en partie par M. Yvert (').
Les expériences consistèrent d'abord à soumettre à la rupture par flexion, au moyen d'un poids suspendu au milieu, divers tuyaux de tôle rivée, posés horizontalement sur deux appuis. On reconnut qu'une section elliptique posée de champ était préférable à une section circulaire, et qu'une section rectangulaire, plus haute que large, valait encore mieux. Et comme on aperçut que la rupture avait presque toujours lieu par l'écrasement ou plutôt le ploiement ou le soulèvement de la partie devenue concave, c'est-à-dire de la partie supérieure, sous l'effort de compression longitudinale qu'elle avait à supporter, on se décida à donner à cette partie supérieure une coupe transversale cellulaire, ou à la composer, dans un premier essai, de deux tuyaux ovoïdes, puis ensuite d'un plus grand nombre de tuyaux, à section rectangle et juxtaposés. On fit quelques expériences sur la résistance, à la compression longitudinale, d'un tuyau de cette forme rectangle; puis les expériences portèrent sur un modèle, au sixième, du grand tube projeté en tôle. Ce modèle avait environ 23 mètres de portée, et sa partie supérieure était, en coupe transversale, divisée en six cellules rectangles. Chaque fois qu'il a été rompu, ce qui a eu lieu désormais par déchirement de la partie inférieure, on le réparait en renforçant cette partie ; on a reconnu aussi par expérience le rapport à donner aux forces respectives des deux parties. Puis, comme le pont devait être un grand ouvrage de chaudronnerie, on s'est livré à plusieurs séries d'expériences sur la résistance, à la traction, des tôles simples ou assemblées, et de leurs rivets d'assemblages, placés de diverses manières et unissant deux, trois, quatre feuilles, et sur la part
(>) The Britannia and Conway tubulnr Bridge^ with gênerai JnquirUs of heamt and an the Properties of malerial used in Construction, London, 4850, publisbed wilb tlic sauclion and under Iho supervision or Uobt;rl Slephcusun. "2 vol. iu-8« and Allas in-S».
Op peut consulter aussi : On Account of tfie Construction of the Britannia and Conway Bridge^ by Stepbenson.
(*) IS'otice sur les ponts avec poutres tabulaires en tôle^ par L, Yvcrl, avec une iniroductioQ par E.FIachat» et au alla* trés-dèlaiUé.
d'influence du frottement mutuel des feuilles dans les résistances.
Dans les dernières expériences on mesora les flèches ou flexions prises sous diverses charges graduées.
La mise au levage des immenses tubes, la liaison ensemble des quatre de Menai, au-dessus do trois piles (dont Tune était fondée sur le rocher Britannia qui se trouve à peu près au milieu du détroit), de manière à ne former qu'une seule poutre, donnèrent lieu à d'autres observations curieuses; et un accident, qui heureusement n'eut pas de suites fâcheuses, donna lieu à d'autres remarques sur les forts cylindres de presses hydrauliques et sur ce qu'il y a de mieux à observer en les fabriquant.
Mais une autre circonstance, vers le môme temps et dans le même royaume, fut l'occasion d'expériences précises, plus nombreuses et plus variées, et de la réunion d'un grand nombre de documents et d'avis, résumant le savoir pratique de ses constructeurs les plus distingués. Un accident grave étant survenu, en 1817, par la rupture d'une poutre en fonte d'un pont de chemin de fer, une commission fut nommée par la Reine, le 27 août de cette môme année, pour faire une enquête sur l'emploi du fer et de la fonte dans les constructions dépendant des chemins de fer, surtout dans les parties exposées à des secousses et à des vibrations. Le rapport de la commission, du 26 juillet 4849, a été imprimé avec des Appendix étendus contenant tout le détail des expériences, et les procès-verbaux de l'audition des personnes appelées à lui donner des renseignements, ainsi que les calculs qui ont été faits par M. Willis, de l'université de Cambridge, l'un des membres de la commission , secondé par M. Stokes, membre éminent du Collège de Pembroke de la môme ville (*). •
(*) Report of the Commissionners appointed io inqnirc into the application of Iron to RaUwayi structures; signé : lord WTolesIcy, WllIis, Henri James, Rennie, CubbiU, Hodgkinvon, Douglas Gallon (lieutenant du génie, tecréiaire),
Ce rapport, sans les appendices ni les planches, a été traduit par H. Busclie, i>t inséré aux Annales des ponts et chaussées, 18ot , 1'^ semestre, p. 49.*).
HISTORIQUE. CCCVij
Les dépositions, quoique pas toujours concordantes, de divers constructeurs, ont paru cependant établir que les pièces de fer exposées à des vibrations se rompent souvent après un long usage et présentent alors une structure cristalline. C'est aussi l'état auquel le filetage amène souvent le fer fibreux, au moins dans la partie filetée, à cause de l'ébranlement qui accompagne toujours cette opération.
Les expériences sur les barres de fonte ont été de divers genres. Les unes ont été soumises jusqu'à 4,000 fois au choc horizontal d'un boulet suspendu au bout d'un fil comme un pendule; les autres jusqu'à 100,000 fois à la flexion intermittente produite par une came tournante;. d'autres barres horizontales ont été heurtées verticalement. Elles ne se brisaient que lorsque la flexion, répétée ainsi un grand nombre de fois, excédait sensiblement le tiers de celle de rupture sous une charge statique.
D'autres barres ont été soumises à l'action lente et continue d*un poids presque égal à celui de rupture statique, promené d'un bout à l'autre alternativement en avant et en arrière jusqu'à 96000 mille fois.
Ces expériences ont confirmé divers résultats de la théorie ; elles ont montré par exemple^ que la flèche dynamique est à peu près proportionnelle à la vitesse d'impulsion (n" L, LI, LVI) ; qu'il faut un choc de môme force pour rompre une barre rectangulaire et môme plate soit qu'on la frappe sur le plus ^rand côté ou sur le plus petit, et qu'une barre carrée de môme volume rompt sous le même choc (idem) ; que des poids additionnels, également répartis sur une barre, de manière à augmenter la masse à mouvoir sans augmenter la résistance étatique, la rendent capable de résister à des chocs plus forts (idem). Les flèches sont alors assez exactement représentées par la formule où Ton tient compte (idem) du partagé de la vitesse entre la masse heurtante et la masse heurtée réduite aux 17/35 environ.
A Portsmouth, des chariots ont été abandonnés à leur poids au sommet de plans inclinés de manière à passer, avec diverses vitesses acquises, sur des barres faisant rails au bas : on mesurait les flèches dynamiques, etc. ; et, comme nous avons déjà eu
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occasion de le dire (n* LVII), on disposait, dans des expériences plus en petit, un appareil pour augmenter artinciellement à volonté l'inertie de la barre.
Deux expériences de charge voyageuse en grand ont été aussi exécutées en faisant passer rapidement une locomotive et son tendèr sur les ponts d'Ewel et de Godstonc, et les flexions ou dépressions en divers points des poutres ont été observées au moyen de styles faisant leurs traces sur une planchette fixe^ appuyée de part et d'autre sur les culées.
Enfin, des expériences d*e6ets statiques ont été faites avec précision et en grand pour connaître les allongements et les accourcissements de longues barres de fonte ou de fer tirées ou pressées longitudinalement. Les effets, passé une certaine grandeur^ ont crû plus rapidement que les causes, en sorte que M. Hodgkinson, auteur de ces expériences, les représente en égalant la charge à une expression binôme dont le premier terme, positif, est proportionnel à la dilatation ou à la contraction, et le second, négatif, est proportionnel à son carré. M. Hodgkinson fait le coefiicicnt du premier terme moindre d'un quatorzième dans la formule des pressions que dans la formule des tractions -, mais les chiffres même fournis par les expériences prouvent pour le principe de l'égalité des extensions et des compressions produites par des charges égales sufiisamment petites, surtout si Ton défalque les petits effets permanents, attribuables à un léger écrouissage.
Le même expérimentateur a fait à cette occasion de nouvelles expériences d'écrasement des prismes courts.
Des barres ont été aussi soumises, à Portsmoulh, en grand nombre, à des flexions transversales statiques.
Les Àppendix du même ouvrage reproduisent, en en faisant connaître de nouvelles, des résultats d'expériences précédemment exécutées ; celles par exemple qui l'ont clé sous la direction de M. Stephenson sur la résistance des poteaux creux en tôle ; des détails nouveaux sur les ponts de Conway et de Menai (ou Britannia); celles de M. Fairbaim, etc. Parmi le grand nombre d'ingénieurs dont les interrogatoires détaillés figurent à Tenquête, plusieurs ont inséré des tableaux d'expériences qui
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leur sont propres : ce sont MM. Barlow, Raslrick, Stephenson et Uosking, W. Fairbaim, Hawkskaw, Gooch, Moris Stirling : elles portent principalement sur des fontes et sur les divers mélanges qu'on en opère pour compenser mutuellement leurs défauts ou augmenter leurs qualités.
D'utiles et intelligents extraits ont été faits des résultats de ces diverses expériences par M. Love, dont l'écrit de 1852 (*), réédité avec des additions considérables en 1859, contient, avec quelques accusations non fondées contre la théorie, un grand nombre de vues utiles. La deuxième édition (') relate un grand nombre d'expériences encore peu connues. Telles sont celles de M. Brottier, dé M. Faure, de M. Houlbrat, sur la traction des fontes ; de MM. Ernest Gouin et Lavalley sur la tftle d'acier fonduy sut* les fers spéciaux de la Moselle, etc. ; du môme M. Lavalley sur des fontes de mélange, sur les tôles d'Imphy et de la Moselle, et sur le cisaillement des rivets; de M. Tenbrink (chef des ateliers de Montigny-lès-Metz, chemin de fer de l'Est) sur l'allongement des barreaux du môme métal, etc. ; de M. Delaporle sur les fontes de Mazières (Cher); de M. Laine sur les fontes de Torteron (au bois et au coke) ; de M. Faure sur les fers dont on fait les boulons et les rivets, etc. Plusieurs des faits nouveaux cités par M. Love paraissent de nature à amener des économies notables dans les poids de métal à donner aux conduites d'eau et aux chaudières à vapeur.
Ces résultats divers se trouvent aussi résumés dans ce qu'ils ont déplus propre à éclairer la pratique^ et discutés de manière à fournir les coefficients numériques de ses formules, dans les Leçons sur la résistance des matériaux de M. le général Morin, où l'on trouvé aussi des expériences récentes et nombreuses de M. Fairbaim sur l'écrasement des tubes en tôle par pression
(1) Mémoire sur la résistance du fer et de la fonte, 485i, in-8*. (') Des diverses résistances et autres p7'opriétés de la fonte^ du fer et de Vacier, 4859, in-8».
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extérieure sur leur surface latérale; une expérience analogue faite à Montluçon; des expériences inédiles de M. Pronier sur les bandages en fer et en acier, de M. Guettier sur des poutres en fonte à T, de MM. Hick sur la résistance au découpage y de M. Gariilion et de la Société de TExpansion de Blulhouse sur la torsion des cylindres de fonte. Mais la dernière édition (*) contient en outre les résultats d'un grand nombre d'expériences nouvelles faites par lui ou bien sous ses yeux au Conservatoire des Arts et Métiers, surtout par M. Tresca, sous-direclrur, ancien élève de Técole polytechnique et de l'école des ponts et chaussées. Ces diverses expériences,* comparables à celles des constructeurs quant à réchellc, ou à la dimension des pièces sur lesquelles elles portent, le sont à celles des physiciens (]uant aux précautions dont ello^ sont entourées, et à la précision des résultats, obtenus avec des cathétomèlres très-sensibles. Plusieurs ont eu pour objet, et ont aussi eu pour con* %cquences, de confirmer le^ formules de la théorie , attaquées par divers expérimentateurs , parmi lesquels se sont trouvés quelquefois des savants qui ne s'étaient pas suflisamment pénétrés de leur vrai sens. Ainsi, elles ont prouvé que les allongements et accourcissements permanents qui empêchaient M. Hodgkinson de souscrire au principe de proportionnalité des petits elTets aux efforts, étaient extrêmement faibles, comparables aux changements de longueur produits par de petits changements de température, et attribuables d'ailleurs à des circonstances de l'opération, etc. ; que la proportionnalité et les autres lois admises s'obsen^aient aussi dans les flexions, etc. D'autres, dont nous parlons ailleurs (Appendice complémentaire, n" 78, p. 706), ont eu rapport aux poutres en fer à double T des planchers, et à leurs assemblages. D'autres ont été faites sur des barreaux de bronze, sur des rails de cliemin de fer de diverses formes et provenances ; d'autres l'ont été sur des fermes en fer et ont confirmé à peu près les formules établies comme nous avons dit au n" XLTX, p. ccx, ccxj. D'autres,
('; Cours de Mécanique pratique. Résistance des matériaux. 3» édil., S toI.
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en grand nombre, l'ont été sur l'acier et sur ses tôles, qui fixent (le plus en plus raltcntion depuis que la métallurgie est par>'enue à les donner à un plus bas prix, etc.
Espérons que grâce à ces observations multipliées, faites dans un esprit à la fois scientifique et pratique, les points encore incertains pourront s'éclaircir^ et que, la théorie ne restant point en arrière de l'expérience, mais, au contraire, fournissant des formules pour des problèmes qui se sont longtemps soustraits à ses calculs, on pourra un jour donner des règles et des chiffres plus sûrs et plus propres à faire remplir aux constructions la double condition de solidité et d'économie, surtout si des expériences prolongées, ou dans les résultats desquels le temps entre comme élément, permettent d'arriver à ces nombres et à ces proportions de réduction des résultats de rupture immédiate, que jusqu'à présent on ne fait presque que conjecturer. (l'.n'XLlX.)
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PREMIÈRE SECTION
1. Un corps solide oppose de la résistance à un effort qui tend à le fléchir ou à le rompre. En recherchant les lois auxquelles cette propriété est assujettie^ on peut se proposer deux objets principaux : l*" étant donnés la figure d'un corps et les efforts qu'il doit supporter, reconnaître si ce corps doit fléchir {*) y et de quelle quantité, ou s'il doit rompre; â"* déterminer la
{*) Dans racception générale que Navier donne ici au mot fléchir ^ on peut dire que le corps Jléchit toi]\jours; car, dans la nature, tout corps, quelle qu*en soit la rigidité, cède ou change un peu de figure sous tout effort, même minime.
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figure d'un corps de manière qu'il présente sous le moipdre volume la plus grande résistance possible à un effort donné.
Les corps paraissent être composés de parties ou molécules^ maintenues à certaines distances les unes des autres par des forces opposées qui se font mutuellement équilibre. L'une de ces forces est une attraction propre aux molécules des corps ; l'autre est une force de répulsion due au principe de la chaleur (*). Le jeu de ces forces d'attraction et de répulsion rend raison des principaux phénomène^ qui ont lieu quand on entreprend de changer la figure d'un corps. C'est évidemment dans la considération des forces dont il s'agit qu'il faut chercher la solution directe des problèmes relatifs à la résistance des solides.
Les recherches générales, fondées sur ces notions, sont trop compliquées pour qu'on puisse les présenter dans un cours élémentaire. On se bornera à déduire des résultats simples et applicables ^ d'hypothèses dont la justesse ait été vérifiée par des comparaisons nombreuses avec les effets naturels (**).
(♦) Ampère objecte (Bibliot univ. de Genève, 1832, p. 225) que si . tx>ate répulsion était due à la chaleur^ il faudrait renoncer à expliquer la chaleur par des vibrations , comme on explique si bien la lumière, car les vibrations supposent des actions répulsives. La répulsion mutuelle est une propriété probablement aussi primitive et inhérente aux molécules, si ce n'est plus, que Tattraction.
(*♦) §1. Recherches générales dont parle Tau/ei^r*— Ces recherches de mécanique dite moléculaire, dont la première idée lui appartient (*), se trouvent résumées d'une manière élémentaire dans les premières Leçons sur la théorie mathématique de V élasticité^ de M. Lamé , 1852 , et aussi au commencement de deux mémoires que nous avons pubhés, Tun sur la Torsion des prismes (1855, in-A'i ou Savants étrangers, t XIV), l'autre sur leur Flexion {Journal de mathématiques de M. Liouville, 1856).
i 2. Hypothèses citées. Possibilité de s'en passer. — - Quant aux
(*) Mémoire sur ViquUibre et le mouvement des solideM éUutiquet , lo A l'Aeadémi* le 44 mai 4 8S4, t. VU (4837) des MémoireB de llBstiiai.
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hypothèses auxquelles Navier fait aussi allusion, et qui consistent principalement à admettre que les sections transrersales des prismes restent planes après la flexion , Textension ou la torsion de ceux-ci , et que leurs fibres longitudinales résistent tout à fait indépendamment les unes des autres, elles ont été reconnues Inexactes et conduisant à plusieurs résultats ou faux ou incomplets. Nous montrerons dans les notes qu^on peut s^en passer sans cesser de raisonner d*une manière élémentaira
S 3. Principe des actions attractives et répulsives ^ fonctions con^ tinues des distances moléculaires. — G^est uniquement sur ce principe que nous nous appuierons pour cela. Il consiste en ce que les actions mutuelles entre molécules, ou entre points matériels, dé- . pendent de leurs distances; qu^elles en sont ibnctions continues, en sorte que leurs variations très-petites sont proportionnelles aux yariations des distances supposées très-petites aussi ; et que ces actions, répulsives pour les distances les moindres, et indéfiniment croissantes à mesure que celles-ci diminuent (ce qui remplace rtmpénétrahilité des anciens), changent de signe et deviennent attractives pour des distances plus grandes, en croissant d'abord avec ces distances, mais pour décroître bientôt en sorte qu'elles n'ont plus qu'une intensité relativement insensible dès que les distances deviennent perceptibles.
$ û. Premières conséquences. Élasticité, — Il on résulte immédiatement que les molécules d'un corps solide se maintiennent naturellement les unes relativement aux autres dans un état d'équilibre stable; que lorsqu*une action extérieure les en dérange très-peu, le changement des distances fait naître des actions nouvelles qui s'opposent plus ou moins énerglquement à la continuation des dér placements commencés, et qui font revenir les molécules à leurs premières positions relatives lorsque la force extérieure a cessé d'agir; ce qui constitue le ressort ou V élasticité.
S 6. Vibrations. Ébranlements. Effets de Vinertie, — Lorsque lé retour est prompt, il est aussitôt outre-passé en vertu des vitesses acquises, Gt c'est après plusieurs oscillations et Textinction de ces vitesses par communication aux corps environnants que Téquilibre se
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2. Nous considérerons, pour fixer les idées, un corps prismatique. Ce corps peut être soumis à divers efforts, parmi lesquels on distingue principalement :
V Un effort dirigé dans le sens de la longueur du solide» de manière à le comprimer. Le solide peut céder en s'écrasant, ou bien en pliant et en se rompant^ si la longueur est suffisamment grande par rapport aux dimensions de la section transversale. ' T Un effort dirigé dans le sens de la longueur du solide» de manière à l'étendre. Le corps peut céder en s'allongeant et en se rompant» par la séparation des parties dans une des sections transversales.
39 Un effort dirigé perpendiculairement à la longueur du corps. Le corps cède en pliant , de manière que les parties msines de la face convexe sont étendues et les parties voisines de la fece concave comprimées. La rupture a lieu si Textension ou la compression est assez grande pour déterminer la séparation ou l'écrasement des parties.
rétablit Toute action intermittente ou seulement variable engendre aussi des oscillations ; tout choc ou ébranlement , en donnant de la vitesse à certains points du corps relativement à d'autres, produit des flexions ou autres déformations comme les efforts statiques ou pressions; ce qu'on exprime en mettant Vinertie au nombre des forces capables de déformer uu système moléculaire.
S 6. Écrouissage. Énervation. Rupture.— -Si les écartements ou rapprochements moléculaires produits par Taction constante ou variable des forces ont été jusqu'à franchir les limites de stabilité des arrangements primitifs, le corps ne peut plus revenir de lui-même à son premier état, et les molécules prennent d'autres arrangements, per^tanis comme les premiers. Ces arrangements nouveaux sont d'abord ordinairement plus stables que les arrangements primitifs, ce qui constitue Vécrcntismge. Mais si les efforts croissent, les arrangements deviennent moins stables, ce qui produit Vénervation qui est suivie finalement d'une désagrégation et d'une rupture. On y reviendra aux notes des n*^ 3, Si, il3.
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W" Un effort qui tend à tordre le corps (*).
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PB LA. RÉSISTANCE DES CORPS A DN SFFORT QUI TEND A PRODUIRE L^ÉGRASEHENT.
3. Les notions que l'on peut présenttn* sur cette matière consistent principalement dans l'exposition des résultats des expériences faites sur divers corps. Les résultats suivants conviennent seulement aux corps dont la longueur est trop petite , par rapport aux dimensions de la section transversale, pour qu'ils puissent céder en pliant (**).
(*) On considère aujourd'hui (voyez notes des n** 152 & 155) une cinquième sorte d'effort, qui tend à faire glisser les parties les unes devant les autres. Ce glissement est à la torsion ce que Tcxtension est au ploiement; mais le glissement a quelquefois lieu sans torsion, par exemple dans le cisaillement d'une pièce solide sous Taction d'une force transversale s'exerçant parallèlement au plan où la séparation s'opère.
(*♦) S 1. Théorie de P écrasement ou de la rupture des prisme,v courts par compression. — Les recherches faites depuis 1833 permettent d'en établir une qui peut être utile dans plusieurs circonstances. En général une théorie, si elle est judicieuse, sert tout au moins à combler leg lacunes des expériences, qui ne peuvent jamais embrasser tous les cas.
Celle qu'on va donner est très-simple, puisqu'elle se réduit, comme on verra, à ramener en définitive la rupture par compression longitudinale à la rupture par extension transversale^ supposée déjà étudiée expérimentalement (note du n° 21 ci-après). Mais nous devrons montrer d'abord comment cette extension est une suite nécessaire de la compression quand les faces latérales sont libres ; indiquer déjà la méthode générale d'établissement des conditions de non-rvp(ure ou de stabilité de la cohésion des solides, et
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d'influence du frottement mutuel des feuilles dans les résistances.
Dans les dernières expériences on mesora les flèches ou flexions prises sous diverses charges graduées.
La mise au levage des immenses tubes, la liaison ensemble des quatre de Menai, au-dessus do trois piles (dont Tune était fondée sur le rocher Britaknu qui se trouve à peu près au milieu du détroit), de manière à ne former qu'une seule poutre, donnèrent lieu à d'autres observations curieuses; et un accident, qui heureusement n'eut pas de suites fâcheuses, donna lieu à d'autres remarques sur les forts cylindres de presses hydrauliques et sur ce qu'il y a de mieux à observer en les fabriquant.
Mais une autre circonstance, vers le même temps et dans le même royaume, fut l'occasion d'expériences précises, plus nombreuses et plus variées, et de la réunion d'un grand nombre de documents et d'avis, résumant le savoir pratique de ses constnicteurs les plus distingués. Un accident grave étant survenu, en i8i7, par la rupture d'une poutre en fonte d'un pont de chemin de fer, une commission fut nommée par la Reine, le ^7 août de cette môme année, pour faire une enquête sur l'emploi du fer et de la fonte dans les constructions dépendant des chemins de fer, surtout dans les parties exposées à des secousses et à des vibrations. Le rapport de la commission, du 26 juillet 4849, a été imprimé avec des Appendix étendus contenant tout le détail des expériences, et les procès-verbaux de l'audition des personnes appelées à lui donner des renseignements, ainsi que les calculs qui ont été faits par M. Willis, de l'université de Cambridge, l'un des membres de la commission , secondé par M. Stokes, membre éminent du Collège de Pembroke de la môme ville (*). '
(^) Report of the Commisiionnen appoinied io inquire inio the Application of Iron to Railwnyi structures; signé : lord Wroleiiley, Willis, nenri Jaincs. Rennie, CubbiU, Hodgkioson, Douglas Gallon (lieutenant du génie, secrétaire),
Ce rapport, sans les appendices ni les planche!^, a été traduit par H. Bosrhc, ot inséré aux Annales des ponts et chaussées^ 18ot, l"" semrstrr, p. 49.1.
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Les dépositions, quoique pas toujours concordantes, de divers constructeurs, ont paru cependant établir que les pièces de fer exposées à des vibrations se rompent souvent après un long usage et présentent alors une structure cristalline. C'est aussi l'état auquel le filetage amène souvent le fer fibreux, au moins dans la partie filetée, à cause de Tébranlement qui accompagne toujours cette opération.
Les expériences sur les barres de fonte ont été de divers genres. Les unes ont été soumises jusqu'à 4,000 fois au choc horizontal d'un boulet suspendu au bout d'un fil comme un pendule; les autres jusqu'à 100,000 fois à la flexion intermittente produite par une came tournante;, d'autres barres horizontales ont été heurtées verticalement. Elles ne se brisaient que lorsque la flexion, répétée ainsi un grand nombre de fois, excédait sensiblement le tiers de celle de rupture sous une charge statique.
D'autres barres ont été soumises à l'action lente et continue d un poids presque égal à celui de rupture statique, promené d'un bout à l'autre alternativement en avant et en arrière jusqu'à 96000 mille fois.
Ces expériences ont confirmé divers résultats de la théorie ; elles ont montré par exemple, que la flèche dynamique est à l>cu près proportionnelle à la vitesse d'impulsion (n"* L, LI, LVI) ; qu'il faut un choc de même force pour rompre une barre rectangulaire et môme plate soit qu'on la frappe sur le plus ^rand côté ou sur le plus petit, et qu'une barre carrée de môme volume rompt sous le même choc (idem) ; que des poids additionnels, également répartis sur une barre, de manière à augmenter la masse à mouvoir sans augmenter la résistance statique, la rendent capable de résister à des chocs plus forts (idem). Les flèches sont alors assez exactement représentées par la formule où l'on tient compte (idem) du partagé de la vitesse entre la masse heurtante et la masse heurtée réduite aux 17/35 environ.
A Portsmouth, des chariots ont été abandonnés à leur poids au sommet de plans inclinés de manière à passer, avec diverses vitesses acquises, sur des barres faisant rails au bas : on mesurait les flèches dynamiques, etc. ; et, comme nous avons déjà eu
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occasion de le dire (n* LVil), on disposait, dans des expériences plus en petit» un appareil pour augmenter artiRciellement à volonté l'inertie de la barre.
Deux expériences de charg(î voyageuse en grand ont été aussi exécutées en faisant passer rapidement une locomotive et son tender sur les ponts d'Ewel et de Godstone, et les flexions ou dépressions en divers points des poutres ont été observées au moyen de styles faisant leurs traces sur une planchette fixe, appuyée de part et d'autre sur les culées.
Enfin^ des expériences d'efiets statiques ont été faites avec précision et en grand pour connaître les allongements et les accourcissements de longues barres de fonte ou de fer tirées ou pressées longitudinalement. Les effets, passé une certaine grandeur, ont crû plus rapidement que les causes, en sorte que M. Hodgkinson, auteur de ces expériences, les représente en égalant la charge à une expression binôme dont le premier terme, positif, est proportionnel à la dilatation ou à la contraction, et le second, négatif, est proportionnel à son carré. M. Hodgkinson fait le coefiicient du premier terme moindre d'un quatorzième dans la formule des pressions que dans la formule des tractions ; mais les chiffres même fournis par les expériences prouvent pour le principe de Tégalité des extensions et des compressions produites par des charges égales sufiisamment petites, surtout si Ton défalque les petits effets permanents, attribuables à un léger écrouissage.
Le même expérimentateur a fait à cette occasion de nouvelles expériences d'écrasement des prismes courts.
Des barres ont été aussi soumises, à Portsmouth, en grand nombre, à des flexions transversales statiques.
Les jippendix du même ouvrage reproduisent, en en faisant connaître de nouvelles, des résultats d'expériences précédemment exécutées ; celles par exemple qui l'ont été sous la direction de M. Stephenson sur la résistance des poteaux creux en tôle; des détails nouveaux sur les ponts de Conway et de Menai (ou Britannia); celles de M. Fairbaim, etc. Parmi le grand nombre d'ingénieurs dont les interrogatoires détaillés figurent à Tenquête, plusieurs ont inséré des tableaux d'expériences qui
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leur sont propres : ce sont MM. Barlow» Rustrick, Stephenson et Uoskîng, W. Fairbaîm, Hawkskaw, Gooch, Moris Stirling : elles portent principaleraent sur des fontes et sur les divers mélanges qu'on en opère pour compenser mutuellement leurs défauts ou augmenter leurs qualités.
D'utiles et intelligents extraits ont été faits des résultats de ces diverses expériences par M. Love, dont l'écrit de 1852 (*), réédité avec des additions considérables en 1859, contient, avec quelques accusations non fondées contre la théorie, un grand nombre de vues utiles. La deuxième édition (') relate un grand nombre d'expériences encore peu connues. Telles sont celles de M. Brottîer, dé M. Faure, de M. lïoulbrat, sur la traction des fontes ; de MM. Ernest Gouin et Lavalley sur la tôle d'acier fondu, sul* les fers spéciaux de la Moselle, etc. ; du même M. Lavalley sur des fontes de mélange, sur les tôles dlmphy et de la Moselle, et sur le cisaillement des rivets; de M. Tenbrink (chef des ateliers de Moritigny-lès-Metz, chemin de fer de TEst) sur l'allongement des barreaux du même métal, etc.; de M. Delaporte sur les fontes de Mazières (Cher); de M. Laîné sur les fontes de Torteron (au bois et au coke) ; do M. Faure sur les (evs dont on fait les boulons et les rivets, etc. Plusieurs des faits nouveaux cités par M. Love paraissent de nature à amener des économies notables dans les poids de métal à donner aux conduites d'eau et aux chaudières à vapeur.
Ces résultats divers se trouvent aussi résumés dans ce qu'ils ont déplus propre à éclairer la pratique, et discutés de manière à fournir les coefficients numériques de ses formules, dans les Leçons sur la résistance des matériaux de AI. le général Morin, où Ton trouvé aussi des expériences récentes et nombreuses de M. Fairbairn sur l'écrasement des tubes en tôle par pression
(1) Mémoire sur la résistance du fer et de la fonte, 485i, in-S*. P) J)€S diverses résistances et autres propriétés de la fonte^ du fer et de Facier, 1859, ln-8*.
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extérieure sur leur surface latérale; une expérience analogue faite à Montiuçon; des expériences inédites de ]\1« Pronier sur les bandages en fer et en acier, de M. Guetlier sur des poutres en foiite à T, de MM. Hick sur la résistance au découpage; de M. Carillion et de la Société de l'Expansion de Mulhouse sur la torsion des cylindres de fonte. Mais la dernière édition {*) contient en outre les résultats d'un grand nombre d'expériences nouvelles faites par lui ou bien sous ses yeux au Conservatoire des Arts et Métiers, surtout par M. Tresca, sous-directeur, ancien élève de l'école polytechnique et de Técole des ponts et chaussées. Ces diverses expériences,* comparables à celles des constructeurs quant à réchellc, ou à la dimension des pièces sur lesquelles elles portent, le sont à celles des physiciens quant aux précautions dont elles sont entourées, et à la précision des résultats, obtenus avec des catliétomèlres très-sensibles. Plusieurs ont eu pour objet, et ont aussi eu pour conséquences, de confirmer les formules de la théorie , attaquées par divers expérimentateurs , parmi lesquels se sont trouvés quelquefois des savants qui ne s'étaient pas sullisamment pénétrés de leur vrai sens. Ainsi, elles ont prouvé que les allongements et accourcissements permanents qui empêchaient M. Ilodgkinson de souscrire au principe de proportionnalité des petits effets aux efforts, étaient extrêmement faibles, comparables aux changements de longueur produits par de petits changements de température, et attribuables d'ailleurs à des circonstances de Popération, etc. ; que la proportionnalité et les autres lois admises s'obser\'aieut aussi dans les flexions, etc. D'autres, dont nous parlons ailleurs (Appendice complémentaire, n" 78, p. 7G6), ont eu rapport aux poutres en fer à double T des planchers, et à leurs assemblages. D'autres ont été faites sur des barreaux de bronze, sur des rails de chemin de fer de diverses formes et provenances ; d'autres Pont été sur des fermes en fer et ont confirmé à peu près les formules établies comme nous avons dit au n* XLIX, p. ccx, ccxj. D'autres,
(*) Cours de Mécanique pratique. Resislance des matcriaur. 3* édit., 2 toI.
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en grand nombre, i ont élu snr l'acier et sur ses tdies, qui fixent de plus en plus l'attention depuis que la métallurgie est parvenue à les donner à un plus bas prix, etc.
Espérons que grâce à ces observations multipliées, faites dans un esprit à la fois scientifique et pratique, les points encore incertains pourront s'éclaircir, et que, la théorie ne restant point en arrière de l'expérience, mais, au contraire, fournissant des formules pour des problèmes qui se sont longtemps soustraits à ses calculs, on pourra un jour donner des règles et des cliifires plus sûrs et plus propres à faire remplir aux constructions la double condition de solidité et d'économie, surtout si des expériences prolongées, ou dans les résultats desquels le temps entre comme élément, permettent d'arriver à ces nombres et h ces proportions de réduction des résultats de rupture immédiate, que jusqu'à présent on ne fait presque que conjecturer. il'.n-XUX.)
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PREMIÈRE SECTION
De to réiU«toiice lU» conM Milldefi.
1. Un corps solide oppose de la résistance à un effort qiû tend à le fléchir ou à le rompre. En recherchant les lois auxquelles cette propriété est assujettie^ on peut se proposer deux objets principaux : 1*" étant donnés la figure d'un corps et les efforts qu'il doit supporter, reconnaître si ce corps doit fléchir (") y et de quelle quantité, ou s'il doit rompre; 2^ déterminer la
{*) Dans racception générale que Navier donne ici au mot fléchir^ on peut dire que le corps^&cAtï toi]\jours; car, dans la nature, tout corps, quelle qu*en soit la rigidité, cède ou change un peu de figure sous tout effort, même minime.
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figure d'un corps de manière qu^l présente sous le moindre volume la plus grande résistance possible à un effort donné.
Les corps paraissent être composés de parties ou molécules, maintenues à certaines distances les unes des autres par des forces opposées qui se font mutuellement équilibre. L'une de ces forces est une attraction propre aux molécules des corps ; l'autre est une force de répulsion due au princi[)e de la chaleur C*). Le jeu de ces forces d'attraction et de répulsion rend raison des principaux phénomènes qui ont lieu quand on entreprend de changer la ligure d'un corps. C'est évidemment dans la considération des forces dont il s'agit qu'il faut chercher la solution directe des problèmes relatifs à la résistance des soUdes.
Les recherches générales , fondées sur ces notions , sont trop compliquées pour qu'on puisse les présenter dans un cours élémentaire. On se bornera à déduire des résultats simples et applicables y d'hypothèses dont la justesse ait été vérifiée par des comparaisons nombreuses avec les effets naturels (**).
(*) Ampère objecte {Bibliot, Uîiiv, de Genève, 1832, p. 225) que si toute répulsion était due à la chaleur^ il faudrait renoncer k expliquer la chaleur par des vibratious , comme ou explique si bien la lumière, car les vibrations supposent des actions répulsives. La répulsion mutuelle est une propriété probablement aussi primitive et inhérente aux molécules, si ce n'est plus, que Tattraction.
(*♦) Si. Recherches générales dont parle V auteur.— Qgs recherches de mécanique dite moléculaire , dont la première idée lui appartient (*), se trouvent résumées d'une manière élémentaire dans les premières Leçons sur la théorie mathématique de Vélasticité^ de M. Lamé, 1852, et aussi au commencement de deux mémoires que nous avons pubhés, Tun sur la Torsion des prismes (1855, in-A*, ou Savants étrangers, t. XIY), l'autre sur leur Flexion [Journal de mathématiques de M. Liouville^ 1856).
S 2. Hypothèses citées» Possibilité de s'en passer. — Quant aux
(I) Mémoire tur VéquUibre et le mouvement de$ eolides élastiques , lo é l'Aeile 4 4 nui 4 8S4 , i. VU (4 8S7) des MémolreB de naattiat.
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hypothèses auxquelles Navier fait aussi allusion, et qui consistent principalement à admettre que les sections transversales des prismes restent planes après la flexion , Textension ou la torsion de ceux-ci , et que leurs fihre^ longitudinales résistent tout à fait indépendamment les unes des autres, elles ont été reconnues inexactes et conduisant à plusieurs résultats ou faux ou incomplets. Noos montrerons dans les notes qu^on peut s*en passer sans cesser de raisonner d*une manière élémentaire.
S 3. Principe des actions attractives et répulsives^ fonctions continues des distances moléculaires, — C'est uniquement sur ce principe que nous nous appuierons pour cela. Il consiste en ce que les actions mutuelles entre molécules, ou entre points matériels, dépendent de leurs distances; qu'elles en sont fonctions continues, en sorte que leurs variations trèi^-petites sont proportionnelles aux variations des distances supposées très-petites aussi ; et que ces actions, répulsives pour les distances les moindres, et indéfiniment croissantes à mesure que celles-ci diminuent (ce qui remplace Vimpénétrabilité des anciens), changent de signe et deviennent attractives pour des distances plus grandes, on croissant d'abord avec ces distances, mais pour décroître bientôt en sorte qu'elles n'ont plus qu'une intensité relativement insensible dès que les distances deviennent perceptibles.
S A. Premières conséquences. Élasticité, — Il en résulte immédiatement que les molécules d'un corps solide se maintiennent naturelliement les unes relativement aux autres dans un état d'équilibre stable; que lorsqu'une action extérieure les en dérange très-peu, le changement des distances fait naître des actions nouvelles qui s'opposent plus ou moins énergiquement à la continuation des dé^ placements commencés, et qui font revenir les molécules à leurs premières positions relatives lorsque la force extérieure ^ cessé d'agir; ce qui constitue le ressort ou Vélasticité.
S 6. Vibrations. Ébranlements. Effets de Pinerfie: — Lorsque 16 retour est prompt, il est aussitôt outre-passé en vertu des vitesses acquises, et c'est après plusieurs oscillations et Textinctlon de ces vitesses par communication aux corps environnants que Téquilibre se
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2. Nous considérerons, pour fixer les idées, un corps prismatique. Ce corps peut être soumis à divers efforts, parmi lesquels on distingue principalement :
V tJn effort dirigé dans le sens de la longueur du solide, de manière à le comprimer. Le solide peut céder en s'écrasant, ou bien en pliant et en se rompant^ si la longueur est suffisamment grande par rapport aux dimensions de la section transversale. ' T Un effort dirigé dans le sens de la longueur du solide, de manière à l'étendre. Le corps peut c^der en s'allongeant et en se rompant, par la séparation des parties dans une des sections transversales.
30 Un effort dirigé perpendiculairement à la longueur du corps. Le corps cède en pliant, de manière que les parties voisines de la face convexe sont étendues et les parties voisines de la &ce concave comprimées. La rupture a lieu si Textension ou la compression est assez grande pour déterminer la séparation ou l'écrasement des parties.
rétablit Toute action intermittente ou seulement variable engendre aussi des oscillations ; tout choc ou ébranlement , en donnant de la vitesse à certains points du corps relativement à d'autres, produit des flexions ou autres déformations comme les efforts stati^ ques ou pressions; ce qu'on exprime en mettant Vinertie au nombre des forces capables de déformer un système moléculaire.
S 6. Écrouissage. Énervation, Rupture.— Si les écartements ou rapprochements moléculaires produits par Taction constante ou variable des forces ont été jusqu'à franchir les limites de stabilité des arrangements primitifs, le corps ne peut plus revenir de lui-même à son premier état, et les molécules prennent d'autres arrangements, per^tants comme les premiers. Ces arrangements nouveaux sont d'abord ordinairement plus stables que les arrangements primitifs, ce qui constitue Vécrmissage. Mais si les efforts croissent, les arrangements deviennent moins stables, ce qui produit VénertcUion qui est suivie finalement d'une désagrégation et d'une rupture. On y reviendra aux notes des n*^ 8, 21, 113.
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4** Un t^tfort qui (end à tordre le corps (*).
AI\TIGLE PREMIER.
db la.nésistafice des corps a un effort qui tend a produire l'Écrasement.
3. Les notions que i'on peut présenta* sur cette matière con* sistent principalement dans l'exposition des résultats des expériences faites sur divers corps. Les résultats suivants conviennent seulement aux corps dont la longueur est trop petite , par rapport aux dimensions de la section transversale, pour qu'ils puissent céder en pliant (**).
(*) On considère aujourd'hui (voyez notes des n** 152 & 155) une cinquième sorte d'effort, qui tend à faire glisser les parties les unes devant les autres. Ce glissement est à la torsion ce que Tcxtension est au ploiement; mais le glissement a quelquefois lieu sans torsion, par exemple dans le cisaillement d'une pièce solide sous l'action d'une force transversale s'exerçant parallèlement au plan où la séparation s'opère.
(♦♦) SI- Théorie de V écrasement ou de la rupture des prismea courts par compression,^ Les recherches faites depuis 1833 permettent d'en établir une qui peut être utile dans plusieurs circonstances. En général une théorie* si elle est judicieuse, sert tout au moins à combler 1^ lacunes des expériences, qui ne peuvent jamais embrasser tous les cas.
Celle qu'on va donner est très-simple, puisqu'elle se réduit, comme on verra, à ramener en définitive la rupture par compression longitudinale à la rupture par extension transversale^ supposée déjà étudiée expérimentalement (note du n» 21 ci-après). Mais nous devrons montrer d'abord comment cette extension est une suite nécessaire de la compression quand les faces latérales sont libres ; indiquer déjà la méthode générale d'établissement des conditions de non^rvplure ou de stabilité de la cohésion des solides, et
(Da n* 8).
anticiper un peu sur ce que nous aurons à dire plus tard de la rupture par glissement (aux notes des n*' 152 k 155), afin de discuter ici une théorie de Coulomb, admise encore par quelques ingénieurs, et par laquelle il a essayé de ramener Técrasement à ce dernier genre de rupture.
S 2, La compression toute seule n*est pas une cause de désagré» gation, — Lorsqu*un corps est comprimé, on ne voit pas au premier abord comment il se fait que sqs parties puissent être disjointes; et, ainsi que le fait remarquer M. le capitaine du génie Michon dans une excellente Instruction sur la résistance des matériaux ^ rédigée en partie sur des notes de M. Poncelet et litbographiée en 1848 à récole de TArtillerie et du Génie de Mets, «le rapprochement des molécules ne peut être une cause d'instabilité, et il est bien évident que si un prisme était comprimé de toute part avec une égale force il ne.se romprait jamais. »
k Tappui de cette assertion du savant officier, on peut citer les effets de la machine si remarquable de M. Blanchard, de Boston» dont un modèle a figuré à Paris, à Texposition universelle de 1865, et qui ploie en quart de cercle d'un petit rayon des pièces de bois d'un fort équarrissage , sans rien faire perdre de leur résistance, en empêchant de s'étendre longitudinalement les fibres du côté devenant convexe I et de se séparer transversalement les fibres fortement comprimées du côté devenant concave (Moniteur du 13 Juin 1855, et rapport de M. Mangon aux Annales des ponts et chaussées, novembre et décembre 1856, p. 388).
Aussi^ dès le commencement du siècle dernier, Muschenbroek avançait qu'un pilier serait capable de supporter tous les fardeaux s*il ne se courbait pas {}).
S 3. Essai de théoriç de Coulomb, '^ Coulomb a combattu cette assertion de Muschembroek dans ce qu'elle avait d'absolu (*) , et tenté d'expliquer l'éoraseipent des massifs de maçonnerie (ol* après, 2* seoUon, d* 197) et aussi celui des prismes solides trop
(1) Bèioidephjfêi^ , $ 685, ptge 358 de la tradncUon rrançaiie de Massuet. (*) Bêêtii imr VappUcêUon dm rè$lm de niatfiiiiB H ninimis à qmeiquet pré*blèmeê rtUiift à rar^UiêcHirg, ftanaU ^IraDieri, 477S, toIubh paMIé w 4779.
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courts pour fléchir, en disant que leur partie supérieure peut glisser obliquement sur leur partie inférieure, ce qui est ramener la résistance à Técrasement à cette résistance à la rupture par glissement transversal dont nous nous occuperons particulièrement plus loin (notes des n"* 152 à 155). Soit, par unité superficielle, T la grandeur de cette dernière résistance supposée déjà connue par des expériences spéciales et s'exerçant ici parallèlement à une face de séparation AG; et soit a Tangle inconnu de cette face avec là base ou la section droite ÂB=u> du prisme dont la tête est chargée d'un poids P. Gomme
Taire de AG est —^i et comme la compo-
santé de P suivant cette face inclinée eA P sina. Coulomb pose, pour Hnstant de la
rupture, Téquation Psina = T-^, d'où
P== -j-^ , expression dont le minimum, répondant à a demi-droit, estP=2Tci). D*où IMUnstre physicien-ingénieur concluait qu'une pression longitudinale P disjoindrait le prisme par glissement oblique si elle était aeu* lement double de la force Q = T<i> capable de le disjoindre suivant BA par glissement perpendiculaire à ses arôtas, ou de la force capable de le rompre par extension ^ car quelques expériences loi faisaient Juger ces deux dernières forces à peu près égales. Et Ton -«urait , aujourd'hui , seulement V^^^6 au lieu de 2 fois la force R«? rompant par extension en mettant pour T, dans P=Sirrti>, la valeur comparative plus approchée 0,8R qui lui sera assignée aux notes des n" 152 à 155.
A Tappui de cette théorie ingénieuse on a cité quelquefois diverses expériences où des prismes soit de pierre, soit de fonte, de fer, d'une hauteur comprise entre 1 et 3 fois la largeur, se sont partagé s par la compression en pyramides ou en coli^ qui s'écariaient mutuellement en glissant l'un contfe l'autre. .
Mais les ré^lt^ qu!f4to fournit son^ beaucoup trop faibles, car J.%1 «xpériano^s sur )'é^rfMWHi)eqt 40 U fonte, par exempte.
oàt
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donné de /i à 9 fois la force R<i> qui rompt par extension , et non pas i'»»»,6.
On peut ai^ourd^hui reconnaître en quoi elle pèche, et en substituer une autre à la fois plus simple et plus proche des faits.
S k. Cause générale assignable aux ruptures ou aux énercations. Dilatations^ et limites à leur imposer, — Disons d*abord ici, en général , que lorsque des forces appliquées à un corps et y produisant de petits écartements moléculaires viennent à le rompre, ou seulement à énerver sa contexture de manière à préparer une rupture prochaine ou éloignée, c'est (dernière note du n* 1) parce que les dilatations ou les rapports des écartements aux distances primitives entre molécules sont arrivés à excéder, dans un sens ou dans un autre* un certain taux qui est relatif au mode de contexture du corps dans ce sens (voyez le S 8 ci-après et le $ 16 de la note du n* 113). C'est ce que Ton conçoit de suite lorsque les forces agissent par traction longitudinale sur un prisme ou un fil solide. On peut le concevoir encore facilement lorsqu'une force Q agit transversalement très-près d'une de ses sections droites, telle que BA (même figure) , pour faire glisser devant elle une section B'A' très-voisine; car cette force change eu losanges les petits carrés mnop ayant leurs côtés parallèles et perpendiculaires à sa direction, ce qui dilate nécessairement les diagonales np; et c'est à ces dilatations à Ub degrés qu'on doit attribuer la rupture par glissement sur BA lorsqu'elles viennent à excéder une certaine proportion, ou lorsque ui force Q qui les produit vient à dépasser la valeur Tx<ù pour laquelle cette proportion des dilatations obliques est atteinte.
S 5. Effets contraires des deux composantes obliques du poids comprimant , et nécessité de renoncer au raisonnement du% Z. — D'après cela, si la composante Psinoc du poids supérieur P existait seule 9 et agissait directement contre la face AG de rupture hypothétique, on comprend qu'il faudrait l'égaler, avec Coulomb, au
produit T X AC^ T -^ pour exprimer la condition de Juste résistance à la rupture par glissement le long de cette face; cela reviendrait à imposer aux dilatations des diagonales n'p* de petits carrés
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m'n!o'p\ produites par un commencement de glissement, de ne pas dépasser la limite reconnue dangereuse. Mais ily a^ en outre ^ une composante Vcosol perpendiculaire à AG, dont Coulomb ne tient pas compte; son action diminue (si même elle ne Tannule) la dilatation des petites lignes n'p', due à la composante Psina. On conçoit donc que le poids comprimant P ait besoin d'être beaucoup plus fort, pour f mener une disjonction , que s'il était réduit à une de ses deux composantes comme dans le raisonnement du $ 3.
U convient donc d'abandonner la considération des glissements obliques, et d'imposer directement une limite aux dilatations qui peuvent accompagner la compression exercée par la force P ten* dant à écraser le prisme.
S 6. Dilatations ou contractions transversales qui accompa* gnent les contractions ou dilatations longitudinales des prismes lorsque leurs faces latérales sont libres. — Ces effets transversaux résultent nécessairement du Jeu des actions moléculaires répulsives et attractives, fonctions des distances, dont il a été parlé au n* i et à sa dernière note; car tout rapprochement de deux molécules m, m, situées sur une môme parallèle aux arêtes du prisme, tend à écarter Tune de Tautre deux molécules telles que 7z,n, situées sur une même perpendiculaire, puisque, comme les distances de celles m à celles n diminuent, elles les repoussent plus ou les attirent moins ensuite qu'elles ne faisaient avant Et si toutes se rapprochent longitudinalement, toutes aussi 8*écarteront transversalement , en supposant que les faces latérales du prisme soient libres ou que rien ne les contienne ou ne les comprime elles-mêmes.
Il y a donc une dilatation transversale par suite de la contraction longitudinale^ dont elle est une certaine fraction ; fhiction que nous supposerons moyennement égale à
comme nous dirons au $ 5 de la note du n* 21. De même toute dila* tation longitudinale très-petite produira une contraction transversale , aussi d'un quart pour le même prisme.
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s 7« Condition théorique de la résistance à la rupture par com^ pression , en supposant connue la résistance à la rupture par «xiension, *- Un prisme courra ainsi le danger cle rompre par compression longitudinale lorsque sa contraction ^ ou le quotient, par aa longueur, de son accouroissement supposé uniformément réparti d'un bout à Vautre (voyes à cet égard la démonstration du $ 3 de la note du n* 21) , sera arriyé au quadruple de la dilatation reconnue dangereuse, ou sous laquelle il romprait par extension s'il est de môme contexture longitudinalement et transvei*salement.
Donc, si les contractions et les dilatations ont un môme rapport constant aveo les charges qui les déterminent (môme paragraphe de la note du n* 21), on voit qu'un prisme d" égale contexture en tous sens^ cl dont les faces latérales sont libres ^ rompra par compression hngitudiîiale , ou éprouvera ce commencement de désagrégation qui amène la séparation et Técrasement, sous une charge quatre fois plus grande que celle qui le romprait par extension*
I 8« Modifications à y apporter. Diminution des dilatations latérales par suite de ce que les bases pressées ne peuvent s^ étendre, In/iuence possible de la dilatation ou contraction cubique ou de volume. Corps fibreux. — Cette théorie forts(mple, due à M. Michon, est ce qui a été proposé de plus satisfaisant Rur la résistance à récrasement
Un grand nombre d'expériences y sont favorables, car (voyes, après le n** 168 , le complément de l'article I) les pierres dures et compactes se divisent en lames ou aiguilles verticales avant de se réduire en poussière par la compression ; les fibres longitudinales des bois se désunissent, et les pièces de fonte très-courtes se gercent sur les bords de manière à prendre en s'aplatissant la forme d'une rosette; faits annonçant bien des séparations transversales, qui se raaniflestent aussi dans les pièces de fonte fléchie.^, puisqu'il s'en détache latéralement, comme on verra (complément de l'art IV) une sorte de coin du côté concave qui est comprimé longitudinalement
Les forces qui écrasent la fonte de fer et les mortiers ont été trou* vées, il est vrai» moyennement 6 fois et demie et 8 ou 10 fois (au
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lieu de à fois) les forces qui produisent laruptqre par extension. - liais f outre que la constance du rapport entre la dilatation latérale et la contraction longitudinale ne subsiste, ainsi que la proportionnalité des accroissements ou allongements aux efforts, que pour des tractions ou pressions beaucoup au^ dessous de celles qui font rompre (voyei $ 8 de la note du n* Si et S 3 de la note du n* 113)», il faut remarquer, avec M. MichoD , que lorsque le prisme est court et comprimé par Tintermér diaire de deux faces planes solides qui débordent ^'^^ ordinairement ses bases * le frottement empêche celles-ci de s^étendre, et, suivant Tobservation déjà faite par M. Pon-» celet (^) , cet empècliement diminue de proche en proche Textension , latérale du reste du prisme; en sorte que, malgré le bombement pris au milieu, la plus grande dilatation transversale ne saurait atteindre la même proportion que dans les prismes longs. Il y a lieu de penser même, avec M. Vicat {*) , que la résistance d'une plaque mince à la rupture par compressioo, sous Faction d'une force bien également répartie sur sa surface , et sans porte-à-faux, serait bien plus grande encore, et en quelque sorte indéfinie; comme on voit par les grandes masses schisteuses.
11 est possible aussi que la limite à imposer aux dilatations longitudinales soit un peu plus petite que celle dans laquelle 11 faut renfermer les dilatations transversales , parce que les premières sont accompagnées d'une dilatation du volume ou d'une diminution de la densité, tandis que les secondes le sont d'une contraction de volume ou d'une augmentation de densité :on rapportera même, au $16 de la not^ du n*» 113, une expérience remarquable où un cylindre creux de fonte a subi h l'intérieur, sans se désagréger, une dilatation considérable dans le sens de circonférence, moyennant une forte compression éprouvée simultanément dans le sens du rayon.
(>) Intfdwctim à ta Mécanique induiMèliê , pkif§i9Uê a» fSBj^MmnUalê, tS39, Q* IfO,
(') Recherches sur les phénomènes physiques qui précèdent et accompagnent la rupture ou Vaffaissement d^une certaine classe de solides, ADD«lei dei ponté et chaussées, 1833, V ecroesiir, p. îOi.
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D'un autre côté, dans les corps fibreux, tels que les bois, et généralement dans les corps dont la matière n'est pas d'égale contexture en tous sens, le rapport entre les dilatations transversales et les compressions longitudinales dont elles proviennent peut différer sensiblement de i/4, sans toutefois excéder jamais 1/2 (voyez $ 5 de la note du n"* 2i|. De plus, le taux de la dilatation dangereuse ou susceptible d'amener une désagrégation peut être considérablement moindre dans un sens transversal ou perpendiculaire aux fibres que dans le sens des fibres ou de leur longueur. 11 n'est donc pas étonnant que la résistance des bois à Técrasement, ou à la disjonction latérale des fibres qui ensuite fléchissent en détail , soit souvent moindre que leur résistance à la .rupture par extension, au lieu de surpasser celle-K^L
S 9. Observation des constructions éprouvées. Expériences directes d^écrasement pour établir des comparaisons. Distinction de la rupture immédiate ou prochaine et de la rupture éloignée. Usage de la théorie, au moins dans les règles de prudence quelle conseille, — Aussi, pour déterminer la résistance des prismes courts (voyez &* section, n** 383 à 4ii, pour la compression des autres) de matières quelconques à la rupture immédiate ou prochaine produite par une compression longitudinale, il est généralement préférable de partir d'expériences directes d'écrasement (voyez complément de l'article I| sur des échantillons de môme matière ou do matières analogues, et aussi d'une forme à peu près pareille; car on verra que c'est seulement pour des solides semblables que les résistances à l'écrasement immédiat sont proportionnelles aux sections tran:^* versales.
Et, pour assigner leur résistance à une action indéfiniment prolongée d'une force comprimante P qui ne devra jamais aller jusqu'à énerver la matière (3* note du n* i ) , et qui pour cela restera assez petite pour ne pas cesser d'ôtre sensiblement proportionnelle aux contractions , ainsi qu'aux superficies c» des bases, quelle que soit leur forme (démonstration du S 3 de la note du n* 21), il faudra prendre
P ~ ou < R> ,
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R'. étant an coefficient tiré» pour quelques matières, de TobserTation de constructions déjà anciennes , unissant la hardiesse à la solidité (voyez article VU, et déjà les notes des n** 21 et 113), en se sentant des expériences d'écrasement immédiat , seulement pour établir des comparaisons d'autres matières avec celles-ci (voyez idem),
La théorie que nous venons de présenter, et qui déduit la résistance permanente à la compression des prismes courts de la résis* tance aussi permanente à Textension, n'en est pas moins utile, nonseulement comme explication simple des faits, mais aussi comme foumissanl, pour la pratique, une limite en deçà do laquelle il convient de se tenir, quand bien même des expériences d'écrasement auraient été faites et sembleraient indiquer d'aller au delà. En effet, comme nous venons de dire, ce n'est pas une rupture immédiate ou prochaine qu'il s'agit do prévenir en réglant les dimensions des solides à employer dans les constructions, c'est leur rupture éloignée ^ déterminée par une charge indéfiniment supportée et quelquefois intermittente, à laquelle viennent se Joindre des vibrations et diverses autres causes de désagrégation (voyez S 12 de la note n* 21 et $ 10 de la note du n* 113). Or, pour cela, la prudence ne prescrit pas moins d'imposer une limite fort resserrée aux dilatations latérales provenant de la compression qu'aux dilatations longitudinales provenant de l'extension, et il y aurait inconséquence à modérer les unes sans songer aux autres. Cette observation trouvera son application, surtout (note du n** 120} pour la flexion des pièces de fonte dites en T simple ou double, qui se dilatent d'un côté et se contractent de Tautre.
(*) On renvoie plus loin ces numéros de /!i à 20 , contenant des résultats d'expériences auxquels on Joindra ceux, fort nombreux, qui ont été obtenus depuis 1833, tant pour la rupture par écrasement que pour les petites compressions sans rupture (voyez , après le n* 168, le complément des articles 1 à VI).
De cette manière, la suite des raisonnements de \2l partie théo^ rlqup , dont nous nous occupons ici , ne sera pas interrompue, et
i^ SECT. I. RÉSISTANCE DES SOLIDES.
ARTICLE II
DE LÀ RÉSISTANCE DES CORPS A UN EFFORT DIRIGÉ DlkNS LE SENS DE LA LONGUEUR , QUI tEND A PRODUIRE L'EXTENSION ET LA RUPTURE.
21. En considérant un corps tiré dans le sens de la longueur, on peut se demander de connaître deux choses : l"" la quantité dont ce corps s'allongera pour un effort donné ; 2° l'effort nécessaire pour séparer les parties et opérer la rupture. Il existe peu (d'expériences directes , faites dans la vue de déterminer la quantité dont un corps s'allonge sous un effort donné; mais, oomme on le verra dans la suite ^ cette détermination peut être èonclue des expériences faites sur la flexion. La résistance à la rupture des corps tirés dans le sens de la longueur est l'objet dont on s'est le plus occupé, et le seul dont il s'agira dans cet article. Les notions que nous présenterons sur ce sujet se bornent encore ici à l'exposition des résultats obtenus par l'expérience f).
les tableaux d'expériences propres à fixer les valeurs nuttiériques des ooefficients deë formules seront présentés immédiatement avant l'article tll, 6ù Navier propose les nombres t adopter pour ces éb^ffieiénts, et les règles pratiques qui en découlent
(♦) S i. Résultats généraux des expériences. -^Elles ont appris que les efforts capables de rompre les prismes par traction sont sensiblement proportionnels aux superficies de leurs sections transversales pour même matière.
Elles ont aussi montré (car il en a été fait beaucoup depuis 1833, sur les allongements ou accourcissements sans rupture) que les dilatations extrêmement faibles, ou les allongements très-petits par tmité de longueur des prismes, sont constants d'un 6out à Tautre et proportionnels aux forces de traction par unité superficielle des sections; qu'une même force, appliquée successivement comme traction et comme pression, produit le même changement de longueur, pourvu toujours qu'il soit fort petit; enfin que toute dila-
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tatioD loDgitudinale est accompagnée de contraetiOBs latérales d'une proportion moindre, ce qui est analogue à ce que nous avons ?u pour les contractions longitudinales au $ 6 de la note du n** 3.
Peur nous préparer surtout à reconnaître rationnellement une loi analogue dans un cas plus composé (celui de la flexion), et à préciser la condition sous.laquelle elle est tout à fait exacte, nous alloua montrer coQiment on peut déduire théoriquetnent celle-ci du seul principe (dernière note du n° 1) des actions attractives et répulsives fonctions continues des distances entre molécules très-proches.
g 2. Proportionnalité des efforts aux qffets très^tits, obtenus également dans deux sens opposés. Théorème de superposition ou de composition géonMtrique correspondante des forces et des petits déplacements qu'elles ^y«ndr^<.— Considérons pour cela qu'il résulte d'abord, de cette continuité des fonctions, que lorsqu'on auginente très-peu les distances^ les molécules exercent les unes sur les autres, en sus de leurs actions primitives se faisant équilibre sur cùacune, des actions nouvelles proportionnelles à ces petites aug^ mentationSf et que d'égales diminutions des distances développent des actions égales, mais de sens opposé. Comme les forces extérieures, dont Tapplication a modifié les distances, font équilibre aux résultantes des actions intérieures ainsi développées « il esl facile de conclure immédiatement:
i* Que les dilatations^ flexions, torsions très-petites, par lesquelles se manifestent les changements des distances, sont proportionnelles aux /orces extérieures qui les amènent;
T Que des forces extérieures qui ne diffèrent que par le sens de Taction amènent des modifications égales et opposées, comme par exemple des contractions au lieu de dilatations de même grandeur;
8* Que si des déplacements très-petits sont résultants géométriques de plusieurs autres, oU ont, sur les lignes de joi^^tion des mo^ lécules , des projections sommes algébriques des projections de ceux-ci, ils développent des actions intérieures dont chacune est aussi soÉnme algébrique de celles que développeraient les déplacements composants, puisque ces projections donnent les petits chata-
(Du n* •!).
gements de longueur dont dépendent les actions développées. Pir suite, réciproquement, les petits déplacements dus à diverses forces extérieures se superposent, ou se composent géométriquement ensemble lorsque ces forces s*exercent simultanément sur un corps.
S 3. Démonstration de la proportionnalité des forces de traction longitudinale aux superficies des bases des prismes ainsi qu^catx dilatations, et de Végalité de celles-ci dans toute retendue du prisme quand les forces sont appliquées et également réparties sur les bases. Contractions transversales aussi égales partout dans cJuique sens.— Soit maintenant un corps prismatique. Partageons-le en Jibres très-minces et égales par deux systèmes de plans orthogonaux parallèles à ses arêtes, puis ces fibres en éléments parallélipi* pèdes par des plans transversaux équidistants. Si Ton étend tous ces éléments dans le sens longitudinal AB, les molécules m, m de chacun d'eux s'éloigneront de celles m\ m' des éléments qui les touchent par leurs bases, ce qui, en augmentant les attractions et diminuant les répulsions, engendrera des actions attractives totales d'un élément sur l'autre à travers ces bases. Les molécules m, m s'éloigneront aussi, mais moins, de celles n, n des éléments latéralement contigus, ce qui développera à travers les faces latérales des actions résultantes aussi attractives, mais moindres. D*oû il suit immédiatement que pour que les éléments dilatés longitudlnalement n'exercent transversalement Ton sur Tautre aucune action , t7 faut que leurs dimensions transversales se contractent , mais moins que leur longueur n'a été dilatée. Ceci établi, supposons que tous les éléments aient éprouvé ainsi la même déformation ou les mêmes altérations de dimensions, dans des proportions telles que leurs actions les unes sur les autres soient nulles à travers leurs faces latérales, tandis qu'à travers leurs bases les actions mutuelles résultantes, dirigées longitudinalementy soient mesurées par les superficies très-petites de ces bases multipliées par une constante p. L'ensemble sera en équilibre si, les faces latérales du prisme n'éprouvant aucune action extérieure, ses deux bases extrêmes sont soumises à des tractions
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opposées pb> /également réparties sur les divers éléments de leurs superficies cd.
Or un système de points matériels ne peut se comporter que d'une seule manière sous Faction de forces qa*on y applique; et le problème de ses petits déplacements est tout à fait déterminé lorsque ces forces sont données. Donc, réciproquement, tout prisme homogène dont les faces latérales sont libres et dont les bases sont tirées^ en sens opposé, par des forces normales, égales et également réparties sur leurs superficies, éprouvera, dans toutes ses fibres et dans toutes les parties de chacune d'elles, des dilatations égales, et en même temps des contractions transversales moindres et dans un rapport déterminé avec les dilatations longitudinales. Et ces dilatations seront proportionnelles aux forces par unité des bases, même lorsqu'elles changeront de signe et deciendront des contractions, sous Taction de forces pressant les bases au lieu de les tirer.
S A. Expression de cette loi. — U en résulte que si :
w est Taire de la section ou base de prisme ;
L sa longueur;
/ Taugmentation positive ou négative que cette longueur a subie ;
t=_ rallongement proportionnel supposé très-petit, que nous
avons aussi appelé la dilatation positive bu négative {—% étant ce qu'on appelle aussi la contraction) ;
P la force qui aura produit l'extension / (ou la compression — /), et qui est supposée appliquée longitudinalement et uniformément répartie sur chacune des deux bases;
E, Tj, r/ des coefficients qui dépendent de la matière du prisme et
de sa contexture en divers sens ;
P L'allongement l sera proportionnel à la longueur L et à TefiTort -
par unité superficielle de la section w, ce qui s'exprime par l'égalité
p = Ew - = Ewf , d'où t = rr-.
L Eco
Et les contractions latérales, aussi positives ou négatives, pourront être représentées, dans deux sens transversaux rectangulaires, par
(Dun«M).
^t,Vi ou T,— . ri'—.
S s. Coefficient ou module d'élasticité E. Rapports i^, V des contraitions latérales aux dilatations longitudinales, — La constante E,
p rapport de Teffort - exercé sur l'unité de surface des bases du
prisme , k l'allongement ou raccourcissement t = =■ par unité de
longueur, est ce qu'on appelle le Coefficient ou Module d'élasticité d'extension de la matière du prisme , pour la direction où elle se trouve sollicitée (*). On en verra, au n' 77, une autre définition qui y est équivalente. Son unité est le quotient d'une force (soit le kilogramme) par une surface (soit le mètre carré, et quelquefois le centimètre ou le millimètre carré).
Quant aux deux constantes t], t]', qui sont des fractions purement numériques , elles sont égales entre elles quand la contexture de la matière est la même dans tous les sens transversaux^ comme il arrive ordinairement , par exemple , dans les barres métalliques rondes. Nous donnerons aux notes des n'* 152 et 153 les considérations théoriques qui ont porté à adopter
quand cette contexture est égale dans tous les sens , même le sens longitudinal ou les sens obliques. Des expériences de M. Wertheim ont donné à peu près 1/3, mais pour des tiges de métal qui pouvaient ne pas remplir tout à fait cette condition d'égalité. En tous cas, et quelle que soit la contexture, ces coeflBcients rj , ij' ne sauraient atteindre 1/2 ; on peut remarquer déjà ici que le volume
(») Thomas Young, qui a, le premier, considéré le module d'élasticité [J courte of Lectures on natural Ph'dosophy and ihe Mechanical arts, London, 4807, toI. I, p. 437, et ?ol. II, p. 46, art. 319), le dénnil: « Une colonne ayant un poids qui soit au poids capable de donner une certaine compre9si<-n à un prisme de même matière et de même base (prise pour unité) comme la longueur de ce dernier prisme est i la diminution de sa longueur. »
lAjMuteur du module revient éridemment, d'après cela, au quotient de notre eoefflcient E par le poids de l'unité de volume de la matière ; quotient qui varie bien moios que le nombre E , car celui-ci , pour diverses variétés d'une même m«« lière , «ngmeiile avec la densité.
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ancien est au Tolume nouveau du prisme dilaté longitudinalement dans la proportion t, comme 1 est à (H- 1) (1 — T)t) (1— r/i) = 14- (1 — Tî — »i'>' à peu près, en sorte que si Ton avait /] et ïj' supérieurs à 1/2» une traction longitudinale diminuerait le volume, ce qui n'est pas supposable.
S 6. CoTiditioiu de la parfaite exactitude de la formule de Pexierisioru Observations sur le mode d* application et de répartition des actions longitudinales exercées, — La démonstration précédente
p (S 3) de la formule fondamentale t= — de Textension des prismes
exige que les forces P s'exercent sur leurs hases même^ qu'elles y soient également réparties et qu'elles y agissent normalement partout C^est qu^en effet elle n'est tout àf ait exacte qu'à ces conditions. L*analyse n'a encore pu déterminer jusqu'à quel degré la formule . est approchée lorsqu'elles ne sont pas remplies.
Mais des faits nombreux prouvent que la manière dont des forces sont appliquées et distribuées à chaque extrémité de prismes d'une certaine longueur nMnflue que dans une étendue fort petite sur leur extension, ou sur leur flexion ou leur torsion, qui ne dépendent, ainsi , dans tout le reste des solides, que des résultantes et des moments résultants de ces mêmes forces. Des expériences spéciales prouvent même que les forces qui sont en équilibre sur de petites portions des corps , et dont l'addition peut ramener les uns aux autres les systèmes ayant même résultante et même moment , ne produisent pas d'impressions sensibles au delà de ces petites portions. Les formules ci-dessus peuvent donc servir avec toute l'approximation désirable pour la pratique, quel que soit le mode d'application et de distribution des forces de traction , par exemple lorsqu'elles agissent, comme à l'ordinaire, latéralement auprès des extrémités . pourvu que leur résultante soit parallèle aux arêtes et passe bien par le centre de gravité de ctiaque base; car, autrement, il y aurait un couple et une petite flexion qu'on apprendra à calculer à la section IV, n' û09.
Cette démonstration s'étend, au reste, au cas où la matière homogène du prisme offHrait, en chaque point, une contexture non
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symétriqtie par rapport aux plans de sa division en éléments rectangles (comme lorsqu'elle a, par exemple, des clivages obliques avx arêtes)^ car on pourra toujours, en supposant leurs angles légèrement altérés en môme temps que leurs dimensions, faire en sorte que les faces latérales ne supportent rien et que les bases soient sollicitées longitudiqalement ou parallèlement aux arêtes de ces parallélipipèdes devenus légèrement obliquangles.
S 7. Cas oU la matière n'est pas de même nature dans retendue d^une même section. Conditions pour que les formules j'y appliquent en faisant simplement varier E. — Quand la matière du prisme varie de nature d*une fibre à Tautre, M. l'ingénieur Bresse, professeur à TÉcole des ponts et chaussées, pose (*)» au lieu de P=t.Eo>, une équation
P = t7E(fu>,
rintégrale étant prise pour tous les éléments du> de la section «j. La démonstration précédente peut facilement s'étendre à ce cas; mais les E ne peuvent représenter, dans cette équation, les coejfficient^ d'èlastinité d'extension ($ 5) des diverses fibres supposées extraites de la masse et étendues séparément, qu'autant que les fractions que nous avons appelées ri et ri' soient les mêmes pour toutes; car si ces fibres, isolées et dilatées toutes également, se contractent inégalement dans le sens latéral , elles ne peuvent pas rester contiguês. 11 faut aussi, pour que l'équation P = t/Edù) ait lieu exactement, que les tractions P soient distribuées sur les éléments dctf des bases , non pas également, mais proportionnellement aux nombres E relatifs à chacun.
Il résulte des expériences de la commission anglaise d'enquête sur l'emploi du fer et de la fonte («), et aussi des observations et essais faits en France par MM. les ingénieurs Collet-Meygret et Des-
(«) Recherches analytiquei sur la flexion et la résistance des pièces courbes , 4864, cbap. t.
(«) Report of the Commissioners appoihted io inquire into ihe application of tron to Railway structures. London, 4849. Une traduction française du Rapport, faite par M. rinspecteor général Buscbe , sans les Appendices qui contieaDeiii le détaU des eipériences (TOjei ci-après le Complément d^.arUql^.I i Vl]^ a paru au^ Annales des ponts et chaussées, 4 854 , 4 «r semestre, p. 4 93 ,
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places (^) que , pour les métaux coulés ou laminés, c'est tout auprès des faces latérales que la contexture varie d'une manière notable (*). Il convient donc, pour ces sortes de matériaux, de réduire réquation précédente à :
P=f (Epto-h^X)
X étant le .périmètre de la section supposée diminuée d'un à deux millimètres tout autour, afin de représenter le développement moyen de la croûte douée généralement de plus de roideur et de nerf que le reste ; et E, et e étant deux coefficients à déterminer par les méthodes connues de compensations d'anomalies (voyez ci-après S 7 de la note du n** 80 et $ 15 de la note 113) en faisant des expériences d'extension sur des barres ayant des grosseurs ou des formes sensiblement différentes. Cette formule pourra évaluer utilement l'effet des tractions de barres ayant des formes ou des dimensions Intermédiaires.
S 8. DilatcUioTif qui ne sont pas très-petites. Déformations permanentes, Vélasticité subsiste malgré ces déformations. — Lorsque les dilatations i dépassent une certaine proportion généralement fort petite, les considérations théoriques précédentes cessent de s'appliquer exactement ; car ces dilatations ne sont plus proportionnelles aux efforts. Elles croissent en général dans un rapport plus grand que ceux-ci (voy. les expériences au Complément des art. làVI), parce qu'ordinairement les molécules prennent entre elles de nouveaux arrangements stables (fin de la dernière note du n* 1). En sorte que les dilatations ont, avec la partie élastique ou temporaire^ une partie persistante ou permanente^ qui croît bien plus rapidement que la charge.
(^) Rapport ntr U$ éprewei du viaduc de Tarageon, aai Annaleê du ponU et ehauaéêei, 4854, 4*' leaiestre, pages 339 et 340-344).
(*) Cela te déduit également de dlTersea apërieooes antérieures de M. Eaton Hodgkinaon sur les réiistances comparées de barres de fonte de diTerses grosseurs, nonobstant le résultat non conflrmatif qu'a donné une eipérience spéciale, mais unique (royei pages 75-76 de la traduction libre, fkite par M. Fingénieur Pirel , et insérée aux Annaleê des ponté et chaui$ée$ , 4855 , 4w semestre, des Reeherdkeê expérimenUde» mr la risUtance et le$ outrée proprUtée de la fonte de fer, par H. ||od|kiD8on, 4846),
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M. Tredgold et d'autres auteurs disent que le corps a éprouvé ^lors uïie perte délasticUé, ou que cette propriété a été amoiodrie, altérée^ en partie détruite. 11 est bien vrai que le corps ne reprend pas tout à fait la même force de ressort en repassant par les mêmes longueurs V*). Mais, malgré cela, il est *de fait que son élasticité subsiste eittière , il y a eu seulement changement du point à partir duquel ses effets doivent être comptés, et, en même temp», augmentation légère de son coefficient E ; car le corps revient à sa nouvelle forme lorsque d'autres efforts l'en ont dérangé dans certaines limites. M. de Gertsner a môme observé sur des fils de fer que, dans ces limites, il y a proportionnalité des effets aux efforts ; ce qui a été reconnu aussi pour l'allongement des tringles de bois (*). Déjà Coulomb l'avait remarqué pour la torsion des fils métalliques et la flexion des lames ('). Nous dirons donc simplement qu'alors la contexturê a été modifiée,
S 9. Caractères de Vécrouissage et de rénervation. Cause pré* sumable de celle-ci. Rupture finale par traction ou extension, — Lorsque les allongements cessent de s'accroître sous l'action continue et prolongée de la môme charge , en sorte qu'il faille ensuite des efforts plus considérables pour produire, dnns le même sens^ des modifications permanentes nouvelles, le nouvel état moléculaire doit être regardé comme plus stable que le premier, et l'on peut dire fd'après ce qu'on a vu à la fin de la note du n" 1) que le corps a été écroui dans ce sens. Mais lorsque les allongements continuent de s'opérer, môme sous une charge moindre . l'état est devenu moins stable, et le corps a été énervé ou sa cohésion a diminué.
L'énervation tient, probablement, à une désagrégation partielle et latente , ou à une multitude de disjonctions'intérieures et non apparentes qui ouvrent des pores et diminuent la superficie de la section résistante réelle.
{*) M. Poncelet, Introduction à la Mécanique induairielte ^ arU 47, p. 43.
(*) Mémoire de MM. Chevandier el Wcriheim Sur les propriétés mécaniques de» bois ti* partie, p. 43;. Ces habiles expcrimen la leurs ciienl (4re parlie, p. 44-1S) des travaux de MM. Paciootii et Peri^ qui ont donné la même loi de proporlionoalilé en défalquant les parties permanentes des allongements {^énn, de chimie et de physique, 4848).
(*) Mémoires de F Jcadémie det sciences, 4784, p. 939.
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Si, lorsqu'elle est commeDcée, les mômes forces extérieures continuent d'agir, elles finiront par amener une rupture apparente et totale, qui est précédée de déformations permanentes, tantôt considérables comme dans les corps très-ductibles, tantôt à peine sensibles (mais jamais nulles) comme dans les corps rigides et aigres,
S 10. Les déformations persistantes n'accompagnent pas tofUn jours les déformations élastiques ou temporaires. — A Topinion abandonnée que toute déformation permanente dénote une énervation et équivaut à un commencement de rupture {}) a succédé depuis peu une opinion tout opposée (') , consistant à penser que toute dilatation ou contraction, quelque petite qu'elle soit, a une partie persistante. Je suppose un instant (quoique rien ne le prouve) que cela soit vrai de tous les corps dans Tétat où ils se trouvent naturellement après leur solidification ; toujours est-il que ces effets permanents de petits efforts extérieurs n'ont plus lieu lorsqu'on on en a exercé pendant quelque temps dans le même sens, ou, si Ton veut, lorsque la matière a été écroule dans ce sens. M. Poncelet cite judicieusement à l'appui , avec quelques expériences spéciales, l'exemple des constructions anciennes qui supportent une même charge depuis des siècles et qui restent cependant dans le même état (') ; à quoi l'on pourrait ajouter l'exemple non moins évident des roches et autres masses minérales grandes ou petites , qui finiraient par s'affaisser sous leur propre poids, et par prendre un même niveau comme un fluide, indépendamment de toute dégradation de leur surface, si l'action continuée de toute force devait changer indéfiniment l'arrangement intérieur de leurs parties.
§ 11. Le calcul théorique est toujours applicable pour limiter
[^) Young ne dirait probablement plus aujourd'hui « une altération permanente de Terme limite la force des matériaux , en ce qui a rapport à leur emploi dans la pratique, presque autant que la firaclurc, puisque la Torcequi est capable de produire cet effet est en général suffisante, avec une légère addition, pour l'accroître jusqu'au point où la fracture arrivera. » {Lecture» of naturtU Philosophy, Londoo, 4807, vol. 1, On passive Strength, p. 441).
(*) Surtout depuis les expériences de M. Uodgkinson sur la fonte , et les expériences de MM. Wertheio etcheyandier sur les bois (citées ci-dessus), ainsi que sur les méuuz, le verre, etc. {Jnn, de chim, et de phys,, 4843 i 4846).
(') Introduction à la Mécanique industrieUe, n» 951, p. S91-298.
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les dilatations et établir les conditions de rhisiancc à la rupture éloignée. — Quoi qu'il en soit;, quand les déformations sont trèsfaibles, les parties persistantes sont négligeables devant les parties élastiques ou non persistantes, en sorte que la théorie de Télasticité, dont ce qui précède est comme un premier chapitre, est applicable, avec toute l'approximation désirable, à la détermination des plus grandes dilatations, dans les limites que la prudence conseille d'y imposer.
Cette observation trouvera son application dans toute la suite du livre, pour rétablissement des conditions de stabilité de la cohésion , ou de résistance des matériaux à la rupture ùloiguve,
S 12. Condition de la résistance à la rupture par extension , immédiate ou éloignée. Expériences désirables du point qui sépare Vécrouissage de Vénervation pour diverses matières. Circonstances accidentelles auxquelles on fait une part en bloc. Double effet des vibrations ou des intermittences d'aclioii, — Dans le cas simple que nous considérons ici, la condition de résistance est exprimée , si Ton veut seulement prévenir la rupture immédiate ou prochaine, comme dans le cas d'une construction temporaire et bien surveillée, telle qu'un échafaudage, par (S 1) :
p= ou < Rw
où (i> est la section du prisme, P la traction longitudinale résultant de forces dirigées suivant l'axe ou passant par les centres de gravité des sections, comme on a dit (% 6), et où le coefficient JV sera fourni par les expériences où cette rupture aura été opérée , en se tenant un peu au-dessous.
Mais si l'on veut prévenir môme In rupture éloignée ( fin du $ 9 do la note du n^ 3) d'une construction destinée à durer indéfiniment, la condition sera
p= ou <R.w, ou P=: ou <Ewr; dans laquelle le coefficient R, , beaucoup moindre que R, ou bien la
petite dilatation *'= j^» limite de celles qui n'oflVent aucun danger, même après un temps considérable, devrait se déterminer par dea
(Du uo »1).
expériences d'une longue durée, faites non pas sur le point où réiasticité est, comme on dit, altérée (g 8 et 10), et où il y a des allongements permanents , mais sur le point où la matière cesse de s*écroulr et commence à s'énerver, ce qui se manifeste (S 9) par la marche des allongements persistants.
Et il conviendra, même si ces expériences désirables et difficiles sont faites, de rester encore bien en deçà de leur résultat (voyez art VII, et, déjà au $ 11 de la note 113 relative à la rupture par flexion), afin de faire largement une part en bloc aux causes accidentelles de désagrégation , telles que les ébranlements non calculables , les altérations physiques et chimiques , les différences de qualité, les défauts cachés, ainsi que les porte-à-faux et autres malfaçons difficiles à prévenir.
A cet égard, il est bon d'observer que les vibrations, qui sont inévitables, ont deux effets bien distincts; Tun, pouvant jusqu'à un certain point être calculé, et susceptible d'être assimilé aux effets statiques , consiste à accroître périodiquement le degré des dilatations et compressions des solides à la fois chargés et ébranlés. L'autre effet, sur la nature duquel tous les praticiens ne sont pas d'accord; serait de changer peu à peu l'état d'agrégation et de groupement des molécules en les présentant l'une à l'autre dans des situations diverses comme ferait une fusion ou plutôt un recuit. C'est ainsi que des ébranlements longtemps répétés font perdre aux barres de fer, suivant la plupart des ingénieurs, leur nerf ou Tétat d'enchevêtrement fibreux dû au laminage, et leur font reprendre, d'après eux, l'état cristallin où chaque petit groupe peut être plus stable , mais où l'ensemble l'est beaucoup moins.
Il suffit même de simples intermittences ou alternatives d^action pour amener des désagrégations, en produisant, sans doute, à chaque extension, des arrangements moléculaires un peu différents. Tout le monde sait que l'on rompt facilement un fil de fer en le ployant successivement plusieurs fois en des sens opposés, et, comme disent quelquefois les ouvriers, « les ressorts les plus parfaits sont susceptibles de se fatiguer à la longue (^) »• Ou
[>) M. roocclcl, fntrod, à la Afec, M., n* W, p, %9^,
a vu des poutres en fonte rompre par cela seul qu'un réservoir d'eau qu'elles supportaient était alternativement plein et vide (*). M. Fairbairn a été môme jusqu'à avancer qu'une charge constante purement statique ne produirait à la longue aucun accroissement d'allongement ou de flexion, même si elle était rapprochée de la charge de rupture (*) ; mais qu'une charge si faible qu'elle soit , qui produirait une déformation permanente , « finirait par rompre si on l'enlevait et la replaçait un nombre de fois suffisant ». Les expériences entreprises par la commission d'enquête anglaise, citée au § 7, prouveraient qu'il faut pour cela que l'extension ou la flexion atteigne au moins le tiers de celle qui précède la rupture. On conçoit que les variations de température peuvent avoir une influence de ce genre sur toute espèce de construction.
Il en résulte que pour déterminer la valeur de R, relative à une matière, il faut, ou soumettre les pièces à de longues épreuves statiques et dynamiques, ou bien (§ 9 de la note du n* 3) se servir de l'examen des constructions anciennes et hardies soumises aux mêmes ébranlements et aux mêmes autres circonstances que les édifices qu'on veut ériger.
Et on ne consultera les expériences de rupture immédiate que pour établir approximativement des rapports entre les diverses variétés d'une môme espèce de matière (ci-après § 12 de la note du n° 113).
(*) Par la môme raison qu'à la note des n** /i à 20, on renvoie après le n* 168, au Complément des art. I à VI, ces numéros de 22 à 75, contenant des résultats d'expériences, auxquels on joindra ceux fort nombreux obtenus depuis 1833, tant sur la rupture par extension que sur les dilatations longitudinales produites par des tractions plus faibles que celles qui font rompre.
(<) Note de M. Braitwaiteau Journal of ArU, LondoD, 1854.
(») Page 7î de la iraduclloa française faite par M. Pcrrel-Porla , en 4857, dtt mémoire de M. Fairbairn, De Papplication de la fonte , du fer et de la tôle aux constructionf.
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ARTICLE III
DE LA RéSISTANCE d'DN CORPS PRISMATIQUE A LA FLEXION PRODUITE PAR Ulf EFFORT DIRIGE PERPENDICULAIREHERT A LA LONGUEUR DE CE CORPS.
76. Quand un corps prismatique est tiré dans le sens de la longueur, tous les éléments longitudinaux, ou fibres, s'allongent. Si le même corps est comprimé, et qu'il ne puisse céder en pliant, les fibres s'accourcissent. Lorsque les allongements ou accourcissements sont très-petits, ils sont proportionnels à Teffort qui les produit. La variation de longueur d'un corps, pour un effort donné, est d'ailleurs évidemment proportionnt'lle à la longueur de ce corps {*).
77. Quand un corpâ prismatique est fléchi, les fibres situées du côté de la face convexe sont allongées; les fibres situées du côté de la fece concave sont accourcies; certaines fibres, situées dans l'intérieur du corps, conservent une longueur invariable. En admettant, conformément à ce qui a été dit ci-dessus , que les fibres opposent à rallongement et à raccourcissement des résistances proportionnelles aux quantités dont les longueurs de ces fibres varient, on peut se rendre compte de la manière dont un corps résiste à la flexion.
Soit un solide prismatique droit (fig. 1 des planches à la fin du volume) encastré horizontalement à l'extrémité A, et fléchi par l'action d'un poids P suspendu à Tautre extrémité B. Considérons une section transversale quelconque mana'. Soit aa* la ligne horizontale qui est la section des fibres dont la longueur n'a pas varié (**). 11 est nécessaire, pour l'équilibre de la partie
(*) Ces principes ont été déduitsmathématiquement, à]j| note du n* 21 , de celui des actions moléculaires fonctions continues des distances.
(♦♦) L'auteur suppose cette ligne aq,' perpendiculaire au plan
28 SliCr. 1. RÉSISTAWCK DES SOLIDES.
du corps située à droite Aemana' : 1' que les extensions et compressions des fibres aient fait naître, dans cette section, des forces verticales dont la somme égale le poids P (*) ; T que la somme des forces horizontales produites pai* ces extensions et compressions soit nulle; 3^ que la somme des moments des forces verticales et horizontales dont il s'agit, et du poids P, pris par rapport à Taxe fixe aa\ soit nulle.
On nommera
E la force nécessaire pour allonger ou pour accourcir un prisme dont la section transversale est l'unité superficielle, d'une quantité égale à la longueur de ce prisme.
p le rayon du cercle osculateur de la courbe du solide, au point où est faite la section transversale mana'.
u Tabscisse d'un point quelconque de la section ama'uy comptée sur aa*.
V rordonnée d'un point quelconque de cette section, prise perpendiculairement à ad.
b la plus grande valeur de u.
f^u l'ordonnée pm de la courbe qui termine la partie de la section transversale où les fibres s'allongent.
fjiA Tordonnée pn de la courbe qui termine la partie où les fibres s'accourcissent.
X la distance de la section transversale ama'n à Textrémité encastrée.
a la distance du point d'application du poids P à l'extrénuté
vertical de sollicitation ABP. Cela n'a pas toiyours lieu. (Voyez ciaprès la note du n** 83).
{*) On montrera , aux notes des n*' 152 à 155, que ce ne sont pas les exteasioos et compressions des fibres longitudinales, mais Tiaclinaison qu'elles prennent sur la section, ou ce qu'on a déjà appelé le glissement (note du n* 3) qui fait naître les forces transversales ou vertiisalej? doot 1» somme égale le poids P,
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encastrée, qui ne diffère pas sensiblement delà longueur AB du solide.
Dans rétat naturel du corps ^ dx est la longueur de la portion
infiniment' petite de la fibre dont les coordonnées sont Uy v.
dx Après la flexion, cette longueur a augmenté de — v, parce que
dx Tangle des deux normales consécutives est — . La proportion
P suivant laquelle cette fibre s^est allongée est donc
dx
-^, ou -.
dx p
L'aire de la section transversale de la fibre étant dudv, la résistance qu'elle oppose à l'allongement est
E . dudv . - ; P
et le moment de cette résistance, pris par rapport à l'axe aa', est
E . dudv . •-.
Par conséquent les sommes des résbtances des fibres étendues et comprimées sont respectivement
pjo Jo Pjo Jo
et la somme des moments de ces résistances^ pris par rapport à l'axe aa', est
78. On aura donc pour exprimer l'équilibre des forces horizontales^ condition qui détermine la situation de l'axe aof,
Jo Jo Jo Jo
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L'axe ad passe par le centre de gravité de la sectitm transversale mana'.
79. On aura ensuite, pour exprimer l'équilibre de rotation autour de cet axe,
On néglige les moments des forces verticales, ce qui est permis quand l'épaisseur du corps est petite par rapport à sa longueur (*). Il est nécessaire d'ailleurs que l'épaisseur du corps soit petite par rapport à sa longueur pour que les allongements et accourcissements des fibres, et les forces intérieures qui en résultent, soient telles qu'on le suppose ici; et les résultats suivants ne peuvent être appliqués lorsque cette condition n'est pas satisfaite.
La quantité
a, pour chaque corps, une valeur qui dépend de la nature de ce corps et de la figure de la section transversale. Cette quantité est le moment de la résistance à la flexion^ ou plus simplement le moment de flexion du corps. Nous la représenterons ci -après par la lettre e. Quand la figure de la section peut être partagée par une ligne horizontale en deux parties symétriques, cette ligne est Taxe d'équilibre qui contient les fibres invariables, et à partir de laquelle il faut prendre la valeur de l'intégrale
Jo Jo
dv.v^y
{*) Ces forces verticales dont la somme, comme on a dit , égale le poids P, se compensent d'ailleurs, quant au moment^ comme tendant à faire tourner également dans les deux sens. Il n*en faudra pas moins tenir compte (voyez notes des n*" 152 à 155), soit dans le calcul complet de la flèche ou ordonnée extrême, soit dans Téquation exprimant la condition de non-rupture , des glissements qui engendrent ces forces.
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dont le double est alors la valeur du moment de résistance à la flexion. Dans le cas contraire, il faut déterminer d*abord la position de Taxe d'équilibre, au moyen de la condition exprimée n* 78, et calculer ensuite séparément les valeurs des deux intégrales qui entrent dans l'expression de ce moment (*).
(♦) S !• Notations et démojistrations plus simples. Moments tTinertie des sections. — La quantité entre parenthèses des n^ 77, 79 et 80, ou celle e dégagée du facteur E, n'est autre chose que le moment d'inertie de la section ma'na (supposée avoir Tunité de masse par 'unité superficielle) autour de la ligne des fibres invariables aa\ ainsi que Ta remarqué le premier M. Persy, dans son cours de stabilité des constructions , lithographie en 1831 à TÉcole de Metz. Aussi, dans les cours faits à TÉcole des ponts et chaussées depuis novembre 1837, on a simplifié les notations en
mettant \ v'du) ou bien une seule lettre pour ce moment d'inertie
ib f/iU f6 Cf.u Ctii
V duV dv.tj" -h \ du\ dtxt?'; \ désignant une intégrale re-
Je J« J« Jo Jo
lative à toute la section «d. En appelant donc, comme M. Poncelet ,
I ce moment d'inertie /t?*d»,
M le moment, autour de la même ligne des fibres invariables tracée sur la section quelconque w, de la force ou des forces extérieures en nombre quelconque qui sollicitent le prisme entre cette section w et la deuxième extrémité du solide ;
L'équation d'équilibre de rotation entre les forces extérieures et intérieures autour de cette même ligne, s'écrit simplement
m* Efw ,, El
. PJo P
et celle d'équilibre de translation longitudinale du n* 78
17da>=:0y
oû les V sont les distances positives ou négatives des diverses fibres à cette ligne.
On a, ainsi, renoncé à appeler moment d'élasticité^ comme faisait
32 StCT. 1. RÉSISTANCE DES SOLIDES.
( Du n* 80).
Navier en 1826« ce produit El qu'il désigne par e et qu'il propose, en 1833, d'appeler moment dejlexion; et Ton applique plutôt cette
dernière dénomination au moment M = -- des forces qui produisent
la flexion ou des forces qui l'arrêtent, de môme que nous appellerons plus loin moment de torsion le moment des forces extérieures qui produisent la torsion , ou le moment égal des forces intérieures qui résistent à ce qu'elle augmente.
On appelle aussi maintenant, d'une manière plus précise, p le * rayon de courbure, non pas de la courbe da solide ou d'une quelconque de ses fibres, mais de son axe, ou de la fibre qui passe par les centres de gravité de ses sections, et qui est aussi , dans le présent exemple. Tune de celles dont la longueur n^a pas varié. On peut dire, ainsi , très-simplement et élémentairement (sans parler do
l'angle infinitésimal — de deux normales consécutives) que l'arc de
fibre invariable et Tare de fibre quelconque, compris entre deux sections très-voisines, sont entre eux comme leurs rayons p et p -f tî, ce qui montre de suite que la proportion de l'excès du second arc
sur le premier, ou la dilatation de la fibre, a pour mesure -.
Ou bien , pour représenter aux yeux ce qui se passe, on figure comme ci-contre, dans les cours d'Arts et métiers,' la coupe longi-tudinale de la portion du prisme comprise entre deux sections dmoe, d'm'o'e\ par un plan qui contient la fibre quelconque mkm' et qui est perpendiculaire à la ligne o des fibres invariables; car si C est le point de rencontre des coupes de, d'e' des deux sections , on a Co = Co'=«p, om = o'm' =i\ en sorte que, o'k étant une parallèle menée à orf, comme la longueur primitive de la fibre était oo' = mk,
la dilatation qu'elle a éprouvée est —, , égal à^ = - d'après la
similitude des triangles isocèles m'o'k, oCo'.
5 2. Hypothèses tacitement invoquées. Elles ne sont point néces*
(OaD-80).
Maires. —Mais cette démonstration, comme celle du texte, se fond lur deax hypothèses» savoir :
i* Que les sections primitivement planes et normales aux fibre rectilignes dn prisme sont encore planes après la flexion, et normales à ces fibres devenues courbes ;
2* Que les fibres se comportent comme feraient de petits prismes isolés, ou comme'^i elles étaient sans action les unes sur les autres.
Or, malgré quelques expériences qui paraissent favorables à la première, on peut tenir pour certain et nous montrerons qu*elles sont toutes deux fausses, excepté dans le cas très-particulier de la flexion égale ou en arc de cercle^ qui est celui où les forces agissant aux extrémités n'ont pas de composante totale transversale. Dans tout antre cas, les sections planes se changent en surfaces légèrement courbes, sur lesquelles toutes les fibres, hors celles des faces latérales, prennent une petite inclinaison, et ces fibres en glissant an peu Tune devant Tautre se sollicitent alors mutuellement dans le sens de la longueur par une sorte de frottement.
Heureusement qu^on peut obtenir les formules sans ces deux hypothèses, au moins pour les prismes dont la matière a une contexture qrmétrique par rapport aux sections perpendiculaires à leurs arêtes ; cela tient à ce qu'alors le glissement relatif des fibres n'influe pas sur les tensions longitudinales de chacune d'elles, et à ce que toutes les sections planes se changent, comme on verra, en une même surface courbe , de sorte que les portions de fibre nn' qu'interceptent ces sections figurées par les coupes vûSi^chïesfog^fo'g' ont les mômes longueurs et par conséquent se sont di-
latées dans les mêmes proportions -que si les
sections étaient restées planes et normales aux fibres. D'où nous pourrons conclure que les formules ci-dessus, bien qu'incomplètes ou ne donnait pas tout, sont toujours exactes dans ce qu'elles donnent ,
sous la condition, toutefois, comme pour la formule P=JSu)£ d'ex-
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tension simple (S 6 de la note du n* 31), que les foroei ■DllicitanM boient appliquées et distribuées d'une certaine uaniàre sur >lei bases extrêmes du prisme.
S 3. Démonsiraiion des formules de lajlexion dans te casùh elle a lieu d'une manière égale ou en arc de cercle. Modifications transversales.-^ Pour le faire voir, et démontrer ainsi exactement ces formules en même temps que ce qui devra tes compléter^ prouvons d'abord qu'elles sont vraies dans le cas le plus simple, celui où un prisme AOB, d'égale contexture dans les sens transversaux, a été léchi comme nous avons dit d'une manière égale , toutes les libres •*étant courbées en arcs de cercle dont nous supposerons les centres sur une même droite 0* intersection commune des sections restées
tpNi
la fl«iiM.
normales à ces fibres dont chacune a éprouvé d'un bout à r«iiti9 une même dilatation ou contraction, nulle pour celle AOB qui passe par les centres de gravité. 11 nous suffira de généraliser la démonstration à posteriori donnée de la formule de l'extension au $Zde la note du n* 21, en montrant que les fibres peuvent encore ici, sans perdre leur contiguïté, éprouver toutes ensemble des contractions latérales positives ou négatives qui soient à leurs diverses dilatations longitudinales dans le rapport constant v) (soit 1/4), qui est tel qu'elles ne se pressent pas Tune l'autre normalement (S ô de la note du n* 21). Or cela est facile. En effet , si la fibre centrale AOB est restée de même longueur, celles situées au-dessus et au-desaousi dans le même plan cok^ et dont les rayons excèdent celui p de quantités positives on négatives v, se sont trouvées dilatées longitndfni-
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lement de -; dr contractons-les d*abord transversalement dans les
proportions r) -, suivant ces rayons p + v ; puis changeons la ligne
aob tirée sur la section par son centre de gravité parallèlement à la droite G ou ccc^ en un arc de cercle a^obi de même longueur,
ayaht ton rayon oA égid à^ (soit Ap si v] = l/&), dans le prolonge- '
ment du rayon de coUfbure oc = p, et changeons enfin, sur la section, toutes les lignes matérielles parallèles à aob en arcs concentriques dont les lignes perpendiculaires sont devenues les rayons. I en résultera (quelle que soit la forme du contour des sections, que nous avons figuré rectangulaire pour fixer les idées) que les fibres
auront été contractées > dans le s^is parallèle à ccc» de -=:i)-
comme ((Iles le sont déjà datis le sens perpendiculaire. Gommé )euM dilatations longitudinales positives ou négatives sont représentées
par -, on voit (S 6 de la note du n* 3 et S 3 de la note du n* 21)
qti*elles ne se presseront ni ne 6*attlt*er<^nt Tune Tautre normalement
et que leurs tensions longitudinales seront bien E - par unité de
leurs sections ckoy comtne si elles éiaiefU isolées,
Dmc le prisme fléôki , doat les points ont éprouvé les déplacements iongitadliuiux et transversaux ainsi supposés, qui sont, comme on voit, possibles et compatibles sans disjonction, est en équilibre si , ses (àees latérales né supportant rien , Ton applique aux divers éléments dcd des deux bases des tractions longitudinales E - cfcu.
Réciproquement, comme uu i^stème de points matériels dérangés très-peu de leurs positions ne peut prendre qu'un seul état d'équilibres sousTaotion de forces données, ou comme le problème des petits déplacements des points d'un corps élastique est complètement déterminé quand on donne les forces extérieures qui les produisent, on voit que : Lorsqu'un prisme dont les faces latérales ne supportent «ucune action aura ses bases extrêmes (i> sollicitées nor-
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malement par des tractions Edu>- (tant positives que négatives)
proportionnelles aux distances v des éléments dcu à des droites tracées de la même manière sur les deux bases par leurs centres de gravité, il éprouvera précisément les déplacements tant longitudinaux que transversaux que nous venons de supposer, c'est-À-dlre une incurvation en arc de cercle dans un plan parallèle aux arêtes
et à la coordonnées, avec des dilatations longitudinales- partout,
des contractions latérales v) -, et, aussi partout dans Tintérieur, les
mêmes tractions longitudinales - vdUù que si les fibres étaient isolées.
S k. Cas général de la flexion inégale ou non circulaire. Glissements qui raccompagnent nécessairement. Inflexion des sections primitivement planes» — Passons au cas plus général, et le plus ordinaire, de la flexion non circulaire, dans laquelle rinégalité de la courbure d'un bout à Tautre du prisme est déterminée par des forces transversales dont nous désignerons, comme dans le texte, par P la composante totale dans un sens parallèle à celui de flexion ou à la coordonnée que nous avons appelée r, en supposant comme Navier (uniquement pour fixer les idées), que le prisme d'une longueur ÂB=a est encastré àPextrémité A opposée à celle où agissent les forces qui produisent ainsi un moment M=:P(a^x) autour de la ligne v=0 tracée sur la section quelconque a> dont Tabscisse est Ac» = x. Observons d*abord (coomae nous avons avancé) que si la matière du prisme a une contexture symétrique par rapport aux diverses sections a> perpendiculaires à ses arêtes avant la flexion, le petit glissement relatif qui peut avoir lieu entre les files longitudinales de molécules n*influe aucunement sur la tension aussi iongitadinale des fibres : car si la file comprenant les molécules 9, q' a glissé de 99| ==q'q\f devant la file comprenant celles p,jp' supposées symétriquement placées, comme les premières, par rapport au plan
l-.9r LIIZS^
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mn d^une section transversale w, il en résultera, dans la composante longitudinale dePaction dep sur q', une petite augmentation ou diminution exactement compensée par la diminution ou Taugmentation de la composante de Faction, surp', de q devenu q^; d'où il suit que la résultante des actions des molécules de la gauche sur les molécules de la droite de lafacemTi, ou la tension de la fibre dont rélément mn = dci) est la base, ne dépendra toujours que des dilatations ou contractions longitudinales et transversales de cette fibre, et nullement des glissements.
Or supposons, aux points du prisme, les mêmes déplacements t que s'il avait d'abord été fléchi comme tout à l'heure (S 3), ou que ses sections fussent restées planes et normales aux fibres étendues
longitudinalement dans des proportions - et contractées latéralement dans des proportions t] - , mais avec une courbure uràformémerU variable -= ^ ; puis, ensuite, que les fibres inva-
riables ou répondant à v=o étant restées à la même place, on eût fait glisser très-peu toutes les autres fibres les unes contre les autres sans en changer la longueur, en transformant ainsi les sections planes en surfaces àoe^ d'o'e' légèrement courbes, mais coupant toujours normalement les faces latérales du prisme. Ces surfaces auront toutes sensiblement la môme forme ainsi que la même inclinaison sur une même fibre quelconque, car les diffé*
rences qui existent dans les contractions latérales successives n^
de cette fibre, en raison de la variabilité de-, n'exerceront sur ces
inclinaisons qu'une influence négligeable. Or les inclinaisons, sur les sections, des flbres ou flles de molécules qui leur étaient primitivement normales, ou ce qui revient au même, les glissements des sections les unes devant les autres, engendrent des actions tangentielles (note du n* 8 ou notes ci-après des n"*' 152 à 155); ces actions auront donc, pour toutes les sections, les mêmes grandeurs et la ' même somme de composantes dans le sens o. Gomme la formecourbe des sections, qui détermine lagrandeur des glissements, est du reste
(Du no 80).
arbitraire, choisissons-la telle : 1* que cette somme des composantes dVictions dans le sens transversal v soit égale à la force P qui, aiosi« ne produira pas de translation latérale, dans ce sens, de la portioB quelconque wB du prisme : portion dont Téquilibro de rotation est déjà assuré autour de la ligne r = 0 tracée sur w par la supposition
5?/t*(i(D = P (a— x), faite sur le mode de variation de la courbure- P ?
puisque la traction ou tension d^ne fibre quelconque à trareri la
section iA a pour valeur Erfw - , vu la dilatation - et les contrac •
tiens y)- qu'on lui suppose (§ précédent) ; 2* que ladiiTérence des ac-
P tiens longitudinales des fibres environnantes sur les diverses faces
latérales mm\ nu' d'un môme élément de Jibre mm'n'n^ oomprjs
entre deux sections voisines, en raison de ce que les inclinaisons
des arêtes sur les bases ne sont pas les mêmes en m qu'en n, en m'
qu'en n\ se trouve Justement contre-balancée par la cUCTérence, due
i la variation de -, des actions aussi longitudinales et opposées
Edw-, s'exerçant sur les deux bases mn = mV= dw du même élé-
P ment ; ce qui assure l'équilibre de détail ou l'équilibre des dirers éléments, chacun en particulier (*}.
Des déplacements ainsi supposés, il résultera, comme au paragraphe précédent, que les faces latérales du prisme ne supporteront aucune pression ou traction normale. Elles ne supporteront, non plus, aucune action extérieure, analogue à des frottements longitudinaux, puisque les sections, en se courbant, leur sont restées normales, ^fln ses bases, ou plus généralement deux sections quelconques , situées à une distance arbitraire I4 Tuoe de l'autre , supporteront, «ur leurs éléments du>, avec des actions tangeptiellesou transversales «yant P pour composante totale dans le sens v, des tractions loogi-
(t) Un exemple simple prourera, si Ton en doute, aux notes des n^ 463 à 456, tans avoir besoin de recourir à la solution analytique de notre Mémoire svr la SesiAD (lourial Liourille, 4S5i#), q«e ee problème de U forme à amifsef éJniA i U furface courbe d^s sections pour chaque flgure du coo(oi)r, n'impose pat plus de coBdiliODS qu'il n'est possible d'en remplir.
ART. 111. PLIS&ION
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tudia^les Edw-, Edw-, - at - ^tant le» valeurs particulières
P» Pi Po Pi
correspondantes de la courbure -=P^^^Ç? relative à ces sections,
p £il
i i PL
en sorte qu'on a leur différence = i^.
Pf Pi El
D'où Ton conclura réciproquement, comme au $ 3 précédent, qu'un
prisme dont les faces latérales ne sont soumises à aucune action et
dont le9 deux bases eu, situées à nnedistance L, supportent à la fbfs :
i* dans le sens longitudinal, des tractions qui varient comme une
coordonnée irans?ersale v ou qui sont exprimables par E<iw -, Et/co ^;
?• Pi T dans le sena transTersal ou tangentiel, des actlon^qui ont les mêmes grandeurs et directions aux points homologues de ces ba^esi et une
FI
composante totale P = ^ ( ) , dans le sens r, avec un mode
^ \?o Pi/
de distribution qui dépend do la forme du contour des sections ; ce prisme, dis-je, fléchira en prenant dans toutes ses partie^ des dila-
tatiOBs longitudinales- (positives ou négatives avecr), avee desoon-
t? i tractions transversales f) -, variant uniformément ou linéaire»
ment d'un bouta l'autre entre ses valeurs extrêmes —, -etrepré-
Po Pi
sentant la coorbure de Taxe; et Us éléments du de chaque section intérieure supporteront des actions nannaies ou ionffituêinales
E(2^ - , avec les mêmes actions iangentielles que ceux homologues P
(fe^ hases. Ce qui est ce qu'on voulait démoatrer^
% 6. Cas éPune oontexture inégale transt)ersalement Nous ne nous arràterons pas à faire voir que la conoluston sera la môme si la eeatexture, au lieu d'être la même dans tous les sens transversaux, est simplement symétrique dans deux sens reetangulaires, suivant lesquels il faudra en oonséquenoè contraeter les fibres dans
des rapports différents t) -, t)' -; ou si« plus généralement^ il n'y a
ëe qrmétritdaooDtexlureiiuede parlât dhratre deaseotioBsIvans-
(Du n» S#).
▼ersales, en sorte que» comme on a dit à la fin du $ 6 de la note du n** 21, les sections do des fibres doivent éprouver de petites déformations transversales outre les contractions pour qu'elles ne se pressent pas Tune Tautre, ce qui est encore possible sans qu^elles cessent de se toucher. (Mémoire cité sur la flexion.)
S 6. Observation sur le mode <r application et de distribution du forces quifontfléchir. Cette démonstration des expressions connues:
- de la dilatation (positive ou négative avec v) d'une fibre ,
E- de sa tension par unité de section, d'où -/t?d<o=M ou P(a — z)
pour l'équation de moments autour de la ligne t? = 0, (équation à poser seulement lorsque cette ligne est axe principal et à remplacer par deux autres dans tout autre cas comme on le verra à la note dun*83),
Ne convient, comme l'on voit, que pour un mode partieolier d*applicationet de distribution, aux extrémités du prisme, des forces extérieures qui ont un moment M, avec une composante transversale P= *- ^ (qui est zéro dans le cas du S 3 ou de la flexion circulaire).
C'est qu'elle ne démontre que ce qui est^ et que ces expressions ne sont exactes que pour le mode d'application et de distribution supposé au paragraphe précédent.
Mais, par les motifs déduits au $ 6 de la note du n"* "21, elles peavent être employées avec toute l'approximation désirable dans la pratique, pour tout autre mode d'application et de distribution! aux extrémités, des forces dont il n'y a ainsi à considérer que la résultante et le moment résultant. Des expériences spéciales prouvent même» à défaut du calcul, que les systèmes de forces se faisant équilibre par rintermédiaire d'une petite portion d'un prisme, ne produisent de déplacements sensibles que sur une très-faible étendue en deçà et au delà, comme tout le monde peut voir en pinçant avec des tenailles un prisme de caoutchouc P, ou en dilatant transversalement une lanière mince L de même matière.
ABT. III. FLEXION. ki
(Du •• 89).
car on remarquera que rimpresslon ou rélargissement ne se fera point sentir à des distances excédant la profondeur ou l'amplitude. Aussi les constructeurs ne tiennent aucun compte de ces systèmes de forces en équilibre, lorsqu'ils règlent les dimensions à donner aux pièces, et ils se bornent à prendre quelques précautions, telles que Tinterposition de coins ou de fourrures, contre les impressions que pourrait produire leur application trop directe et trop concentrée. D'où il résulte bien que des forces quelconques agissant vers les extrémités des pièces peuvent être remplacées très-approximativement, quant à leur effet sur tout le reste» par des systèmes de forces équivalenies^ ou ayant même moment et môme résultante, appliquées et distribuées comme on a dit aux $§ 3 et 4.
On ne. doit pas s'étonner, au reste, ni trouver regrettable que cette démonstration soit plus longue que la démonstration or^ dinaire des formules de la flexion ; car, indépendamment de Texac» titude, et de l'abstention de toute hypothèse fausse ou gratuite, elle oblige à reconnaître des circonstances ordinairement omises, à savoir, les contractions et dilatations transversales qu'il est bon quelquefois de prendre en considération (voy. $ 13 de la note du n* 113), et ausisi l'inclinaison nécessaire des fibres sur les sections quand les forces sollicitantes ont une 'composante transversale, ce qui produit les glissements des sections les unes devant les autres ou des fibres les unes contre les autres; circonstances dont l'influence n'est pas toujours négligeable, comme nous verrons, quand il s'agit soit de calculer les flèches de courbure, soit de passer des équations d'élasticiié aux équations de cohésion fournissant les conditions de résistance à la rupture prochaine ou éloignée des solides soumis à des forces extérieures données (voyei notes des n** 152 à 155 et déjà $ 5 de la note du n« 113).
S 7. Cas ok Von suppose que V élasticité varie dans retendue ^une même section* Condition sous laquelle onpeut alors poser des expressions analogues. Pièces de métal. Pièces de bois non homo^
1x2 SECT. 1. RËSISTÂNCK D£S SOLIDES.
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gènes,'-^ La démonsiraifon des $S 8 et A s'appltqiie au eaa, ooiuPidM par M. Bresse (S 7 de la note du n* 91), de variation de rélaatieilé d*UDe fibre à Tautre, mais sous la eondition que nous avons déjà énoncée à propos de l^extenslon ou traction longitudinale simple, à savoir que, pour toutes les fibres du solide on ait les mêmes rap* ports 1), 7)' entre les contractions transversales et les dilatations longitudinales correspondantes ; car sans cela les fibres agiraient
normalement Tune sur l'autre et Ton n'aurait pas E-dto pour la
tension de celle dont la dilatation est^, E étant le coefficient d*é-
P l^ticité de cette fibre supposée isolée ou extraite de la masse.
Si cette condition de r^ et r/ constants est remplie, l'équation d*é*
quilibre de translation propre à la détermination de la ligne des
fibres invariables est JEvdio = o au lieu de /rdw = 0, et Téquatlon
d'équilibre de rotation autour do cette ligne eat-/Gv*dMsiii m
liçu de - jfv'da}= M, Cette ligne passe toujours» comme robaenre
M. Bresse, par le centre de gravité de la section to, et /Gv^dca eti encore le moment d'inertie ûe celle^i, mais moyennant qu'on cUtrikue aux âivers élémente Aa des densités B variant de Pun à rauérêL
M. Bresse donne un exemple {Recherches sur èajlexion des pièces cowhes^ obap. V\ n* S6, p. 89) de calcul de j £r*(fco, où il auppoae, pour une section rectangle , que £ varie iinéairement entre uae valeur centrale E« et une valeur E, sur les bords, en conservant la même valeur £« sur une partie de la grande médiane égale à la dil^ férenoe des côtés. Mais il en résulterait que ce moment d'inertie /Ev*dcu serait égal au moment d'inertie ordinaire /t'de» multiplié par une certaine valeur moyenne de E, entre E« et E„ qui ne dépendrait que du rapport des deux côtés, et non pas de leur grandeur absolue comme cela doit être diaprés les expériences ($ 7 de la noie' du n* M), qui montrent que les pièces métalliques à petite section ont une résistance relative très-sensiblement différente de celle des grosses pièces. Nous avons donc modifié son calcul en supposait que laacHie dont la résistance élastique E diffère de celle du centre (et peut Mre supiiKMiée varier pguraboHquement dans cette aone), a une épais-
AIT. m. ILIUM. U
(Du n* 8«).
seur absolue constante et non pas proportionnelle & Tune des deux dimensions. On simplifie quand on suppose cette épaisseur petite* car alors on peut prendre sensiblement, I étant le moment d'inertfe ordinaire de la surface de la sectlont^' celui de son contour^ ou plutôt de la ligne moyenne de la zone dont rélasticité est différente du reste (ligne qu'on peut placer à i ou à 2 millimètres à Tintérieur),
/Er'dco = V + Q/, d'où M = IfillJ? .
(lû E« et e sont des eoeffieientt h détermlaer par plusieura 6][périences de flexion de pièces de même matière, mais de formes ou de dimensions transversales sensiblement différentes (*)•
Cette expression peut convenir pour les pièces en métal.
Mais, pour les pièces de bois, Taugmentation ou la diminution de force élastique ne se fait pas sentir seulement auprès du contour, elle commence an centre de Tarbre d'après les belles expériences de MM. Werthelm et Chevandler (Mémoire star les propriétés mécaniques des bois^ Jnn. de ch. et dephys.^ iSÛS, tableaux Vin et XII). Si, alors, on suppose empiriquement (comme nous aflOBS ftdt dans une lettre écrite en 1845 à Tun de de ces deux sarants expérimentateurs) une loi de farlation parabolique ou comme les carrés des rayons des couches ligneuses, on obtient des expressions simples; ear si E« et E« sont les valeurs de £ au centre de IVbre et k SA circonférence dont on appelle Ti le rayon , Ton •* u« et «^ étant les coordonnées u, v de ce centre des coucbe9 par raiHXMTt k dèftwes passant par le centre de gravité de la pièce qui ea M e](traite«
(1) Poar eelt ob tirera de eette éqnatloo, / «Uai la Meb» de esorNif d'été pièce lioriiODUle de loogoeor Sa, chargée aa miliea d'an poidi SP (r 87ci-
31/ ^ I CoDitruiMDl U fuite des pointe ayant pour itMcitMf les valeort de - el pour
PmI
ordoBDies eelles de ---, U ligne droite qui iTen rapprochera le ptot donnera
%^ et e. On peut. déterminer cette droite loit par UtonneaMnt visnel , foit par les méUiodes dont nous parlerons an S 45 do la noie d« n* lit pour la rapière pjr leilnn. . .
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d'Où
/E(fc>.tî«= ^E,— (E,— El) îî^^^] /tj'dw-
Quand la section est un rectangle dont les côtés sont b dans le sens tt, et c dans le sens v, les deux derniers termes entre pareil-
thèses sont nuls, et les deux autres se réduisent à -m + b^» m
qui donne, vu que 7â'=I« ^^ ^^ faisant la distance v^u, -j-r^^aar.
Jb.*.=e.,[.-îçî.(|^^I^..^:)]. .
formule qui pourra rendre compte des différences offertes par les élasticités moyennes de pièces extraites d'un même arbre dans diverses positionspar rapport à Taxe des couches ligneuses. On pourra déterminer Eq , et Eo ^E| ou E^ ^ Eo • par plusieurs expériences ds flexion, comme nous venons de dire dans une sous-note pour E, et e.
$ S. Les moments peuvent être pris autour de lignes ne passant pas par le centre de gravité. Cas oîi les forces ont une compo^ santé longitudinale totale. «- Observons encore (en revenant au cas dliomogénéité) que Téquation des moments est la m6me en prenant ceux-ci autour d'une ligne quelconque tracée sur la section 6) parallèlement à celte des fibres invariables ; car soit d la
distance de ces deux lignes, on aM = /E-(vdbd)(2(i>, qui, eu
P égard à la propriété Jvdtù^o du centre de gravité, se réduit bien à
Et Ton a encore la même équation lorsque les forces extérieures
ont une somme Q de composantes longitudinales ; car, soit toujours
appelé M le moment du couple qui résulte du transport de ces forées
extérieures au centre de gravité de la section co, il faudra i^ter
81. Si la figure de la section est un rectangle (Pig. 2), dont 6 et c soient la largeur et la hauteur^ la valeur du moment de résistance à la flexion est
duV dt;.t;«=E||,
Ainsi la résistance à la flexion est proportionnelle à la largeur et au cube de la hauteur du solide (*).
(note dn n* 21) une dilatation générale ^ des fibres à leurs dilatations indlTiduelles -, ce qui donnera pour Téquilibre de rotation réqoation M±Qd=:/£^- + ^) (vdtû)dtû se réduisant toujours à
(*) S L Démonstration élémerUaire. Méthode de M, Poncelet gui ramène les moments d^inertie à des moments statiques.-- Là théorie de la résistance des solides a une telle Importance pratique qo^elle est ai^ourd'hui enseignée dans les cours destinés à des ou- TTiera intelligents ayant seulement des notions de géométrie et de statique.
Aussi M. Ponoelet a rendu élémentaire la détermination du moment d'inertie d'une portion quelconque ABDG d'une section d'un solide , en remarquant que si , par l'axe AB du moment , supposé se projeter en a sur un plan qui lui est perpendiculaire» on fait passer un plan ae incliné à A5 degrés sur celui ac de la figure ABDG, le moment d'inertie de celle-ci autour de AB ne sera autre chose que le moment ordinaire ou statique de Vonglet ou prisme tronqué ace que ces deux plans séparent du prisme droit élevé sur ABDG, ce moment statique étant pris par rapport au plan a/ perpendiculaire à la même figure et passant par Taxe AB ou a. En effet , le moment statique de chaque fibre mn = a X « ayant pour base l'élément a de la section et pour hauteur fimsomsv, sera aX9Xam = ai^, et leur somme est bien.
( DO n* Sfl ).
si les accents désignent les autres éléments et leurs ordonnent > ao' + sl'v"* + ••• ou le moment d'inertie I que désigne aussi « dans le langage de l'analyse, l'intégrale fv^dkxH On n'd donc^ pour obtenir le moment dHnertie I , qu*à multiplier le volume de Fonglet ace par M distance Gp de son centre de gravité aû plan af mené par Cote perpendiculairement à la figure.
C'est aussi le Rouble mx)?nent statique du même onglet par raippori au plan ac de la figure ABGD elle-même ; car celui de la fibre trm
est son Voluttie Kv multiplié par la distance ^ de son Centre de grt^
vite au plan en question.
Or, quand la figure est un parallélogramme ayant une base 6 et
une hauteur 9h l'onglet ace est un prisme triangulaire ayant ^fnêt
volume y 6, et la distance Qp est = ^ h. On a donc bien, j^r
le moment I d'un parallélogramme bxh autour de son côté 6 : A« 2 . bh^ A»
d*où, poiirtoreo<Aiigle6xc«tttourdeflamédfaii«i(aB k/ei ^ h /c\ * bc* \ /
3 U) ~ Ï2" ^^™™® *^ ^^*®' Coroilairê, Toute figure hnn'Bk teminée h Taxe ABk du Bornent^ et par conséquent divisible par des parallèles très-rapprocbées en petits irapèses qnn'q' qu'on peut prendre pour des
« r s « parallélogrammes du x h' dont A' est la
^'* hauteur perpendiculaire répondant à Tab-
Éti&te u , a poûf mometit dMnertie V du ^.
S S» Autre méthode^ »- On peut encore, d'une manière (nès^ ttémeotaire, aans invoquer les théorèmes de la statique, et «r aj^ pelant, comme fait le même savant dans d'autres parties de wm ooursi v l'élément ou accroissement infiniment petit de TordomiAti qu'il désigne alera («u lieu de v ) par une grande lettre V^ dM^ que le moment d'inertie «utour eu t)Mé hM^b ( l'* igure eu S précédent) du parallélogramme ABQO supposé partagé ça \
ART. m. PLBXION.
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étroites 6 x v parallèles à'ce côté^ sera 6 multiplié par la somnrai des produits V*v depuis V = 0 jusqu'à \ = h; puis remarquer qu'une pareille somme n'est autre chose que celle des tranches ou le volume total d'une pyramide Sabcd ayant h pour hauteur Sa et pour base un carré dont le côté
ad=ab est aussi h. Ce volume est ^ A'.A, ce
qui donne bien b -^ pour le moment d'inertie.
Lorsqu'on a à déterminer une somme de produits Vr èu Ueu de V*v, on peut prendre la somme des moments statiques V^Y.y des tranches de la même pyramide par rapport à un plan mené au sommet parai'»
lèlegient à la base, somme qui est égale au vûliime | A^A. de la pfts^
mide multiplié par la distance 7 /^ du centre de gravité A ee plan »
A* ce qui donne -ra
S 8. Recft§h:he élhntntaire de la scmnè des produiU êès puk^ sancef â^uné quantité variable par les aecroissemènts sHctessifs qu'elle prend entre deux valeurs extrêmes, — Le secourtl dés théO« rèmes de géométrie ou de statique fait défaut lorsqu'on a & déterminer (comme nous serons dans le cas de faire pour des questions de torsion) une somme de produits v*»-'v où l'exposant n — i excède 3. Mais on peut dëmontrec, d*une manière toujours assez élémentaire pour être donnée dans des cours d'arts et métiers, que
cette somme est -^ ^, V. et Y. étant les valeurs initiale et
finale de la quantité V : car, si l'on multiplie successivement (Y + v)« — V» = avv (^ + 5 ^) f Qtti se réduit à =2Vv en négligeant ^ ^ devant i» par V + ^i on a, en faisant de semblables suppressions» (V 4- v)* -^ V* t=s dV'v, et ain« de suite» en sorte que ,
yn
généralement, l^accroissemeRt de <^f quand V t'aœraH de v^ est
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88. Si cette figure (Fig.3) est formée de deux triangles égaux, dont les côtés soient p et q, la valeur du moment dont il s'agit est
Jo Jo 6
Y*^W; et la somme de semblables accroissements successifs, lorsque Y croît de V. à Vi » ne peut-être que Texcès de la yaleor
finale -^ sur la valeur initiale -^ de cette quantité ~. n n n
S ft« TTiéorème général donnant le moment d^inertie I| dune Jlgure quelconque w autour d^une droite quand on connaît le mO' ment l autour de sa parallèle menée par le centre de gravité , ou réciproquement. — Soit d la distance à laquelle la première droite passe du centre de gravité dans le plan de la figure dont Taire est w, on a 9 comme on sait» la relation
qui n'est autre chose que l'égalité /(t> ±d)«dw = S^dtù d= M. /rd«+ ci>« d'y eu égard à ce qu'on a /vdu> = 0 si les ordonnées v sont les distances positives et négatives des éléments du à la droite passant par le centre.
(*) S i< Moment ^inertie Sun triangle quelconque ABC d^une haur
teurh autour de sa base b. ^Ge sera, en
faisant h'=:h-r dans l'expression Jdu -s- • o o
du corollaire du S i de la note précédente,
^ 36>Ja
u^du on ï=T2" = **"fi
ou le produit de l'aire u> par le sixième du
carré de la hauteur A; expression qui pouvait être trouvée sans parier
d'intégration, d'après ce qu'on a dit aux SS 2 et 3 de la même note.
On l'obtient encore, à la manière de M. Poncelet, en remarquant
que l'on^^^ du S i de cette note du n* 81 est alors une pyramide
tABG d'une hauteur eB=: A, ou d'un volume «o ^ » dont le centre*de
(DO n* 99).
gravité, situé , comme on sait , au milieu de la droite qui Joint les milieux de l'arête Be et de son opposée ÂG, est à une hauteur ^ au-dessus du plan mené par AG perpendiculairement au plan du triangle ABC, ou à une distance r de ce dernier plan, ce qui, en prenant les moments statiques des deux manières que nous avons
dites, donne également wôX« ou 2.«i)~X7=ci)-^. pour le moment d*inertie cherché.
$ 2. Moment d'inertie éTun trapèze ABDG autour d'un de ses côtés non parallèles, les distances des JN. deux sommets opposées B, D à ce côté AG
/l \,^^ étant h\ h" :
I . i /.l -^ En cfTet , en prolongeant le côté BD
Jusqu^à sa rencontre en O avec celui AG aussi prolongé , et désignant par tù\ vJ' les aires des triangles
I A'" A"* OAB, OGD, on a« = to' — «"etl = « -g- — w"-^; or la similitude de ces deux triangles donne
;7=yi^î<ioù«=A'«pî3^. eu -A 'j^:zY^.
^ h'k fiffk
d'où, en substituant. 1 = 5^^31^ ^^ l'expression qu'on ja
écrite ci-dessus.
S 3. Idem du même trapèze autour d^un de ses côtés parallèles
AB= 6, l'autre CD étant = 6i , et leur distance = A --Idem autour
diuie parallèle passant par le centre de gravité, — Gomme on peut
le décomposer en un parallélogramme &| x A et en un triangle
(6-.6j)x^,onaura(Si),autourdeAB, l=6,A^ + (6— 6,)^^;
6 4- 6i • ou, comme w = ■■ ^ ■■ '* '
.)U sEcr. 1. HÈslSTA^(:E des solides.
(Du n* SA).
6i ToQ appelle k la distance, à la même base b, du centre de gravité du trapèze, on a, en posant une équation de moments statiques par rapport à cette base AB ,
d*où
co" 6 " Sb + Sb^
Le moment dMnertie autour d'une parallèle aux bases, menée par le centre de gravité, sera ainsi, en vertu du théorème général de la fin de la note du n* 81 :
' .ofti-îîî^'ri , ^b^i 1-^' 6» 4-666,4-6,' ;"■ isL ■^(6 4-6,)'J'"36" 64-6t *
S û. Moment d'inertie (Tun triangle AA'A" autour d'une droite AC racée dans son plan par un de ses angles, s' et a" étant les distances des deux autres angles A!, A," à cette droite AC
On aura
car si G est le point de rencontre de cette droite avec le côté A'A' prolongé, et si AG=.6, on a pour
Taire du triangle » = 6 -^ — 6 ^ , d'où
2CD z"» — z**
= £2 'pnr^* expression identique
avec Tautre.
% S, Moment d^inertie du même triangle Kk'h!' autour d^un» ligne menée dans son plan par son centre de gravitéO. — En vertu du théorème général de la fin de la note du n* 81, on aura le moment autour d'une parallèle à AC , menée par le centre, en retran-
/z' 4- r"\ • chant CD ( — r — j , ce qui donne
jg(«'«-z'z^4-^'«).
ÀBT. m. FLEXlOîf. 51
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D'où Ton déduit, en faisant z'=^y* — y^ 2!' =iy" ^y^ pour le moment d'inertie cTww triangle autour d'une ligne menée par son centre de gravité parallèlement à une autre ligne quelconque qui passe dans son plan à des distances y, y', y" des trois sommets :
S 6. Idem autour de cette ligne tirée d^une manière quelconque
dans son plan. — On Taura en syoutant « (^ — ^ — ^ j , ce qui donne
expreaaion qui se réduit à
^(y^+y'^ + y'V. fA y+y'+y"=o
ou si ia ligne dont les distances aux sommets sont y, y\ y pajsm par le centre de gravité ; et à
^A« si y = 0, y'^r = h
ou si l^on prend le moment autour d*uiie parallèle à la tiaae , manée
par le sommet opposé.
S 7. Applications. — Ces formules donnent des éléments de calcul çommoiles pour les moments d'inertie de figures polygonales en les divisant en triangles et en parallélogrammes ou en trapèzes.
Ce serait naturellement le lieu d'en donner l'application aux diverses formes de sections à côtes ou à nervures, etc. Nousprifc» rons en renvoyer le tableau^ raisonné et comparé, à la note du n« 120, art. IV, où il sera question de la résistance à la rupture parjlexion.
83. Si la figure de la section transversale est un rectangle dont les côtés soient b, c, et si Taxe horizontal contenant les fibres invariables forme l'angle <f avec le côté b, on aura pour le moment de la résistance à la flexion
6'csin*<p+frc'cos'ç * = ^ Ï2 •
Ainsi , une pièce à base carrée résiste également dans tous les sens à la flexion. De plus, la base étant rectangulaire» et b étant le plus grand côté, la moindre valeur du moment a lieu lorsciuc la pièce fléchit dans le sens du côté c (*).
(*) S 1. Erreur oii conduirait la formule du n* 83. Condition pour que le plan dejlexion soit le même que le plan de sollicitation à fléchir, — Cette formule e=... du texte non-seulement est sans usage* mais même, bien qu'exprimant exactement le produit de E par le moment d'inertie du rectangle autour d'une droite oblique à ses côtés , elle doit être regardée comme fausse si Ton entend qu'elle donne une valeur à mettre à la place de e dans les formules des n*^ 86 à 90 pour avoir la courbe du solide et sa flèche de flexion/.
L'erreur & laquelle elle prête et où sont tombés plusieurs auteurs consiste à penser que le plan dejlexion, auquel la Ugne des fibres invariables est perpendiculaire, coïncide toujours avec le plan ou la pièce est sollicitée àjléchir, c'est-à-dire le plan du plus grand moment M (S 1 de la note du n* 80) des forces extérieures autour de droites tracées sur les sections, ou le plan qui passe par Taxe de la pièce et par celle des normales autour de laquelle le moment est nul.
C'est donc ici le lieu de montrer ce que nous avons dû énoncer d'avance à une note du n* 77 et au commencement du S 6 de la note du n* 80 , à savoir que » pour que ces deux plans ù^Jlexion effective et de sollicitation à fléchir aient la même direction , une condition est nécessaire, celle que le plan de sollicitation soit parallèle à Vun des axes principaux d'inertie des sections du prisme. En effet, pour qu'il y ait équilibre de rotation entre les forces intérieures
longitudinales Ed» - (note du n* 80) s'exerçant à travers la section w, et les forces extérieures sollicitant la partie du prisme entre
ABT. lU. FLEXION.
( Du rf 83).
cette section et une extrémité» il ne suffit pas qu*on ait Téquation
E M = - /v'dco, exprimant que leurs moments autour de la ligne
des fibres invariables sont égaux, il faut encore, au moins, comme l'a remarqué le premier M. Persy {Cours à VÉcole dartillerie et du génie, lithographie à Metz en 183/i; n" ûl et 42, p. 26), une équation entre les moments autour d'une perpendiculaire à cette ligne, tracée aussi sur la section co . c'est-à-dire autour du rayon p prolongé. Or si le moment des forces extérieures est supposé nul autour de cette perpendiculaire ou de ce rayon, on doit avoir, u étant
les distances des éléments du> à cet axe desvA- vdtù. u = 0 , d'où
\ uvdtù =r 0 , ce qui caractérise les axes principaux d'inertie.
$ 2. Détermination de la grandeur et de la direction de la flexion lorsque cette condition de parallélisme du plan de sollicita^ tion à Vun des axes principaux d'inertie des sections n'est pas rem-plie, —Alors il n'y a pas lieu de chercher à poser une équation de moments autour de la ligne des fibres invariables , qui n'est pas connue à priori. C'est (comme on l'a montré pourla première fois à un mémoire inséré aux Comptes rendus de V Académie les 30 octobre et 6 novembre 1863, t XVII, p. 9A6 et 1026) autour des deux axes principaux d'inertie de la section ta qu'il convient d'exprimer l'équilibre de rotation pour arriver à déterminer la grandeur du rayon de courbure p, ainsi que sa direction ou celles de la ligne des fibres invarian blés et du plan de flexion, et par suite, les conditions de résistance. Prenons pour coordonnées u, v d'un point ou élément m quelconque de la section ses distancesOp =:u, mp =t à ces axes VOv, UOu passant par le centre de gravité O ; et soient
r=/v«dM, r=:/u*d<d8esmomentsdMnertie principaux, ou autour de ces deux axes; on supposera généralement r>r; f l'angle aigu POV qui fait le plan de sollicitation P1OP9 avec l'axe Or prolongé ;
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^ celui \0v que fait aussi, avec l'axe Ov, le plan encore inconnu de flexion FOt% où Tangle égal uOu de la ligne des fibres inyariables Ou avec Taxe principal Ou {
r, comme ci-dessus, les distances mp des points ou éléments m à cette ligne Ou des fibres invariables ;
Nous avoùs 7np= mp cos v|> + Op sin •}, d*oà pour la tension de la fibre ayant sa base en m,
-rdcu = - (v cos ^ 4- u sin J^) d'o,
Multipliant successivement par les bras de levier v et u, pour substituer dans les équations Mcos? = \— vdco .v, M sin <p =^1 - rdco.u de
Jp Jp
réquilibre de rotation autour des axes principaux Ou, Ov, on a, en effectuant et ayant égard à /uv(ico=: o :
Pï' Kl"
McoS9=~eàs^», Msinçrr — sin^».
Si Vùn divise ces detlx équations Tune par l*autre oh obtient une ilôitirélie équation, et Ton en a encore une en ajoutant les tétrés âprëâ \eê tLfbtr divisées respectivement par l' et 1^ On trottvè ainsii lés etpresslôbs
— .1' i Ma /cos'ç . sin»f
taflg+=ptang9, - = gy^4._j2:,
dont la pretliiê>l*d donne la direction du plan de flexion afiTective dtl oôilede la ligae desAbnis invariables, perpendiculaire à ce plan ; la !f6<K)ndé donne la eetirbtife prise par Taxe du prisme.
J 3. donstruction au moyen de Vellipse dHnertie. — Si l'on trace dans le plan de la section Tellipse connue dont les demi-axes ,
^téiStif Ott, Wi «atit proponiOlinels aux inverses ^» -^ des racines carrées des moments d'inertie autour de Ces lignes, et dont réquation est par conséquent I'u* + T'v* = une constante (xticiconfrn?, et si l'on y mène une t^gepte par )Q point N où elle est rencontréo
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par le plan PP^ « cette tangente sera parallèle à la ligne des fibres inyariables Oti, car Téquatibn de Tellipse donne le coefficient différentiel j- = — p - qui est égal à — tang <j» au point N pour lequel
on a le fappjort - = tang9 = -,tang ^. ta ligne des fibres invàr-
riables est donc le diamètre conjugué à celui suivant lequel le plan de sollicitation coupe le plan de V ellipse; théorème qui a été trouvé en 185/i par M. Bresse à peu près en même temps que par nous', sous deux formes différentes (0.
La déviation {»— 9 du plan de flexion , ou son angle avec le plan de sollicitation , est à son maximum quand ce dernier plan passe par Tune des diagonales du rectangle circonscrit à Vellipse dHnertie ; et alors la ligne des fibres invariables est T autre diagonale.
La même chose a lieu lorsque le contour de la section est le rectangle lui-même.
S 6* Détermination de la courbe d^axe ou de la flèche de flexion {comme complément anticipé aux n"* 86 à 89). — La courbe d'axe s'obtiendra, comme dans le «as simple de flexion non déviée supposé tacitement aux n^* 86 à 89 ci-après, soit en égalant l'expression de
- du $ 9 à -p7, y' étant une coordonnée transversale prise dans le
plan de flexion qu'on a déterminé et intégrant après avoir mis pour le moment M sa valeur en fonction de la coordonnée longitudinale x; soit, plus simplement, en appelant y, z, deux coordonnées transversales perpendiculaires aux axes des moments principaux V
. ,// ^ A d*2 McosQ dV Msin© , ._
et r et posant ^= — gp-^. d?~""EF^ P^^*" ^®® courbures
E21i, LLï des projections de la courbe d'axe sur les plans xz^ xp
ide plus difficile et de plus facile flexion; ce qui, en intégrant, donnera les équations de ces projections, qui seront semblables à celles des n«' 86 et 89, sauf les facteurs cos 9 et sin f dont on affec^ tera le poids Ponp.
(^} Meckerchêê tur te flexion d$ê pièca comrbetf 4854. — BuUeiin de te Sotiété phiîomatkique, iddition k la léaQce du 8 juillet 485if p. 71 ; ou journal VlneUtut , <5 nofeïBlyre.
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l^Jlèche de courbure f est résultante de celles que feraient prendre séparément, à la pièce, les charges P ces 9» P sin <p agissant perpendiculairement aux axes principaux de la section ; c'est donc (n*" 86 ci-après) , si la longueur de la pièce est a et si elle est encastrée au bout opposé à celui où la charge P est supposée agir transversalement, la diagonale du rectangle formé sur les flèches composantes
-,__Pcos9.a' ^, Psiny.g*
respectivement perpendiculaires aux axes des moments l'et r, ce qui donne :
Une flèche /^= _ W ^^ H- -pX = _ , (p^ éUnl p pour X = 0),
One descente Terlicale / COS (p +/' sin 9 = ^ (j^ + ^j^J , ,T AA-^' ^, ' .1 ,/ '^, 1 Pa'sinçcosç /l i\
Une déviation homontale ''COS9 — f s\n 9 = :r^ ~ ( p — rJ .
On étendra facilement ces formules au cas d*une pièce posée sur deux appuis, et sollicitée à la fois comme aux n** 87 et 90.
S 6. Application à une section rectangle. Évaluation des erreurs
auxquelles donnerait lieu Vusage de la formule 6= du texte du
bc^ b^c
n* 83. — Pour une section rectangle 6 x c, où I' = -^ , T = -jj t ï®
Pa»
rapport delà flèche efl'ective/à celle qu'on aurait par la formule^
(cos'o s!n'>p\ , — ,-î + -71^) V ^*cos% 4- c*sin«<p ,
ou ^^*'*"^A6«^r^^^* *^ *'*°^*® "^ ^^ demi-droit Ce rapport est respectivement 1,257, 1,822, 8,557, lorsque l'un des côtés est 1 fois 1/2, 2 fois, 3 fois l'autre; en sorte que notre formule révèle des flexions contre lesquelles on ne serait point en garde d'après celles du texte.
$6. Observation pour les pièces droites non prismatiques. Double courbure et torsion prises. —On verra à l'article VU de la section IV
(DU n- 98).
(surtout aux n'"/i98-507) que Ton peut appliquer approximativement les formules fondamentales relatives aux prismes à des pièces allongées non prismatiques. Mais si ]3s sections transversales n*ont pas leurs axes principaux tous compris dans deux plans rectangulaires passant par Taxe longitudinal de la pièce, le plan de flexion effective changera d'une section à Tautre. L*axe de la pièce , bien que supposé primitivement rectiligne, prendra une double courbure, et il y aura, en même temps, torsion, quoique la pièce ne soit sollicitée en quelque sorte qu*à la flexion, ou par une force n*ayant de moment qu^autour de droites transversales. On a traité ce cas général aux Comptes rendus de V Académie, 30 octobre et 6 novembre 18/i3 , 1*' et 15 juillet iSlili, (t. XVII , p. 951, 1020, et XVIH, p. hO et 185) ou à des Mémoires sur la résistance des solides, in-tC^ 18/i/i.
S 7. On peut présenter d'une manière très-élémeîitaire la théorie ci-dessus de la flexion oblique ou déviée, — Pour cela , une expérience bien simple convaincra d'aborâ que la flexion ne s'opère pas toujours dans le plan de sollicitation à fléchir. Qu'une pièce trèsmince, telle qu'une lame de fer-blanc, dont Taxe horizontal se projette en 0 et dont les faces sont inclinées àrhorizon, soit sollicitée, à l'extrémité opposée à celle qui est encastrée, par une force OP verticale et agissant par conséquent dans un sens oblique aux côtés de la section abcd ; l'axe 0 ne s'infléchira pas dans le plan OP passant par sa direction primitive et par celle de la force , mais sensiblement dans le plan 00, perpendiculaire aux grands côtés ah, de, comme si la force P avait agi dans la direction 00, perpendiculaire au plan de la lame.
La raison de ce fait se conçoit facilement en général. Dans tout prisitie dont la section transversale n'a pas, comme le cercle et le carré, des moments d'inertie égaux autour de toutes les droites qu'on y trace par son centre de gravité, il y a un plan de plus facile flexionetun plan déplus difficile flexion. Ce sontlesplans perpendiculaires respectivement aux axes autour desquels le mo-
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ment d'inertie est le plus petit et le plus grand. Si le plan de eollicitation passe entre les deux, la flexion effective s'opère aussi dans un plan intermédiaire, mais, on le comprend, plus rapproché du plan de plus facile flexiœi que n'était le plan de sollicitation ; en sorte que la ligne des fibres invariables ne sera point perpendiculaire & celui-ci comme elle Test quand la pièce est sollicitée à plai ou de champ, c'est-à-dire dans le plan de plus facile ou le plan de plus difficile flexion.
S 8. Démonstration simple des propriétés des axes principaux.— On peut prouver d'une manière facile,* sans parler d'ellipse ni do lignes trigonométriques , que ces deux plans, ou les deux axes de plus grand et de plus petit moment d'inertie sont perpendiculaires entre eux et donnent /uvdw = O, ou (élémentairement) une somme nulle auv + a'u'v' + =0 des produits des éléments a de la section A par les coordonnées qui leur sont parallèles. En effet, si l'on prend d'abord quelconques les deux axes rectangulaires des cooi*données u et t et si on les fait tourner autour de l'origine O, cette somme auv + ... reprendra évidemment la même valeur avec signe contraire après chaque rotation d'un quart de circonférence, d'où il suit qu'elle passe par zéro pour une certaine position de ces axes rectangulaires ainsi que pour celle qui résulte de leur simple permutation dans les mêmes directions. Or si l', 1" sont les moments d'inertie relatifs aux axes ainsi dirigés, et Ij le moment autour d'une autre droite dont une longueur r a pour projections i/etz sur ces axes particuliers des u et des v, la distance 7np d'un élément
m à cette droite Om est v ^ -f u ? ; d'où , en r r •
faisant la somme des produits des éléments par les carrés f v ^ 4- u ^V dévtloppéfl» et en ayant égard à auv + a'uV -f .... = 0 :
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OU I4 = F H- (!'— n ^ = r— (r— i") ^ qui montre bien : V que l'et I"
sont nécessairement l*un le plus petit, Taûtre le plus grand moment ; 2* que dans le cas particulier où ces deux moments priiicipaux ont la même grandeur, tous les autres leur sont aussi égaux.
S 9. Direction et grandeur de la courbure^ déterminés élément tairerfient. — Les axes principaux étant ainsi reconnus (voir §§ 10 et 11), on peut déterminer élémentairement la grandeur et la di-
rection de la courbure - en appelant M', M'' les moments des forces
extérieures autour de ces axes , ce qui donne ces deux équations
d'équilibre avec les forces intérieures aE-=a-fv-H-u-j s'exer-
çant à travers les éléments a, a'.... de la section :
M' = - fî^ (av» + aY*+...) -♦- - ( auT H- a'u'V + ... )],
p Lr r J
M" =- [^ (auv H- a'u'v' H- ...) + - (au* H- a'u'»4-...)li p L^ r j
se réduisant à M' = 5il y, il* = h:; 5 ffoû - = i!~
On fait encore mieux sentir la raison de ce qui se pasde en considérant le prisme comme éprouvant simultanément deux flexions sous Faction des moments composants M', M'' ; Tune donnant une
courbure -7=77; autour d'un des deux a:ies principaux de la sec-
P Cil
tion, Tautre une courbure p? =?p autour du second axe , et produisant ainsi des déplacements à composer géométriquement ensemble d'après le principe de superposition du § 2 de la note du
n*> 21. 11 est évident ainsi que le plan de la courbure résultante - devra so rapprocher plus de celui du moment M" que ne faia&it le plan du
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moment résultant M si Ton a l' < i'. On obtient cette courbure résultante et son plan en considérant qu'en général le déplacement transversal BB, de l'extrémité B d'une très-petite ligne AB qui s'est courbée en arc de cercle AB^ tangent en A à sa direction primitive , s'obtient en divisant le carré de sa longueur par le double AD du rayon, à cause des deux triangles rectangles semblables ABB^, AB|D; d'où il suit que si une petite longueur s de l'axe de la pièce (voyez fig. p. 58), se projetant en O avant la flexion, s'est courbée de manière que sa deuxième extrémité se soit déplacée de
Of = r-, dans le sens OV, et de 0/" =. r-7, dans le sens OU , on aura
jt rj ï^
pour le déplacement résultant la diagonale 0/= 0 v "Ti + '^ ^^^^*
comme ci-dessus, pour la grandeur et la direction de la courbure
Hv^=iN/(?)'-(Fy.'"«™=|^=S^p
Cette théorie sera complétée à la note du n* 117, en ce qui regarde l'établissement des conditions de résistance à la rupture éloignée.
S 10. Détermination des axes et des moments principaux des figures planes. — On voit toujours qu'il importe de savoir trouver
les directions des axes principaux d'inertie d'une figure donnée. Rapportons pour cela ses éléments m ou dco à deux axes rectangulaires coordonnés quelconques Ou, Or, et calculons pour ces axes, /t?'d<o = Ij , /w'dto) = 1, , fuvdia = K ; on aura, en raisonnant comme au § 8, pour le moment I autour d'une droite inclinée Ou , dont une portion On = r a pour projections Og=ry,gn=:r sur ces axes, I=j(t) ^ -u?) dco. ou
(Du Q« 88).
l-Ii^ 2K^, ^.I,-___ ^_ _^^.K~pJ.
Or, si l'on prolonge nç de qn'=znq^ la perpendiculaire tw abaissée de n sur On' a pour longueur 2 fois la projection ûenq = z sur sa direction, et la distance Os de son pied à Torigine a pour longueur la projection de y moins la projection de z sur On' ; d'où Ton conclut
queO*=y ?^— z-, n*=2z^, ou ^ r r r*
On"" r* • On"" r* ' en sorte que la parenthèse de Texpression de I représente la somme
des projections, sur Onu, de deux longueurs st— '"7 * , sk=K portées respectivement sur sO et sur m. Cette somme est la plus grande possible quand Tliypoténuse ik est parallèle à On, et sa grandeur est alors tk elle-même. On a donc, en vertu de ce raisonnement tout élémentaire (où Ton peut se passer de signe d'intégration comme au § 8),'pour déterminer la direction d'un axe principal Ou et la grandeur d'un des deux moments d'inertie principaux, qui serait ici le plus petit :
En donnant le signe + au radical, on a l'autre moment principal ; car, pour un axe Ov perpendiculaire à Ou on aurait des rapports ^,
- égaux respectivement aux valeurs des rapports —, ^ relatifs à r ■ T T
Ou, ce qui simplement change le signe de la parenthèse. On reconnaît, au reste, dans le rapport ^ la tangente du double de l'angle que fait soit Ou soit Ov avec l'axe primitif Oti.
8 11. Théorèmes pour le calcul facile deK=z Juvdu), — 11 faut, comme on voit, pour déterminer ces directions et grandeurs des
moments principaux, savoir calculer l'intégrale \ uvdtù pour une figure quelconque. On y parviendra facilement en la décomposant
ns Ôs
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en rectangles et en triangles rectangles et se servant des trois théorèmes suivants, analogues à ceux que nous avons donnés pour le calcul facile des moments d'inertie (^).
1*'. L'intégrale K=/ur(2w, pour des axes et pour une figure quelconques , est égale à la même intégrale pour la même figure et pour des axes parallèles dont un au moins passe par son oentre de gravité , plus le produit ^^^v^ de son aire <*> par les coordonnées t#o» r% de ce centre rapporté aux anciens axes (').
2% Cette intégrale K est nulle pour un rectangle ayant ses côtés parallèles à des axes des u, v dont un au moins passe par son centre et, plus généralement, pour toute figure symétrique par rapport à Tun des deux axes (').
3% Pour un triangle rectangle dont Faire est cd et dont le centre de gravité est sur Tun des deux axes supposés parallèles aux côtés de Tangle droit, on a
le signe— devant être pris quand les sens des u, v positifs aeni caoi des côtés de Tangle droit pris à partir de cet angle, ou leur sont tous deux opposés, et le signe inférieur + devant être adopté quand un seul des deux demi-axes positifs a le même sens que le côté qui lui est parallèle (^).
(1) Société philomathique , 13 déc. 4856, ou journal VltutiUti, 34 décembre.
(•] cir il u', %f font lei coordonnéei ptr rfpport à 4ei M»! Mrill^l<9 P^fWB' toui deui pir le ceolre de gravité, on a K = /(u'-|-i»J(r' -frojrfw qui, en vertu de /«'</<■» = 0, Jv'dUùz=0, est bien égal à fu'v'étù-^-umju^; el on a la même choie si uo seul des deux axes parallèles passe par le centre, puisque fu'v^dw ■e change pis lorsqu'on ajoute une constante, soit à k', soit à t/.
('} Car elle se compose de termes uvdoi égaux deux à deux au signe près.
(^) Car si l'on prend d'abord pour origine l'un des deux angles aigus, pour use des u le côté adjacent tiré de là à l'angle droit, el pour axe des v une parallèle à l'autre côté tiré à partir de l'angle droit, l'intégrale K relatife êu triangle est évidemment moitié de celle relative au rectangle double, ayant l'hypoténuse pour diagonale. Or celle-ci , en vertu des.4«r et â* théorèmes , aura pour
. 6 c /bcY . .
grandeur, 6 et c étant les côtés f ^ • â * â ^ [ T j * ^^°^ ' ^^^^ triangle , on a
K = — . D'où, par le 4«r théorème, en prenant des axes parallèles dont un au
moins passe par ion eentre, K = -r — «•--■.- = 4---, expression dont il Csiidra changer évidemment le signe quand on changera le senfi d'un des deux axes.
84. Lorsque la figure de la section transversale (Pig. i) est un cercle dont r est le rayon , l'expression générale du moment t devient
=aE.aJ
dx, — sm*a: = E-p.
On conclut de ce qui précède que les résistances à la flexion du carré et du cercle qui lui est inscrit sont entre olles dans le
rapport de i à — (*).
lo
{*) S i. Détermination plus simple dû moment d^inertie du cercle, — On obtient plus facilement ce résultat en remarquant, avec feu M. riogénieur en chef de Guillebon (Cours lithographie, 1840- 18/il), que les moments d'inertie autour de tous les diamètres sont
égaux et qu'on a ainsi , pour le cercle, /r*dw = - /(w* + t?")<fc> = la
moitié du moment d'inertie dit polaire (M. Persy) /«'dw de la section autour de son centre* z étant la distance du centre à l'élémeut diù. Or ce dernier moment, en réunissant ensemble tous les éléments pour lesquels z est le même et qui forment une couronne d'épaisseur^ds et de superficie 2Kzdz , peut être mis sous la forme
s^dz et est égal à 27c y. On a donc pour le moment autour
d*un diamètre
S s. 8a détermination élémentaire. — Bien que l'intégrale Jz^dz puisse être présentée et calculée élémentairement comme nous avons dit au $ 2 de la note du n* 81, on peut aussi, et d'une manière plus complètement géométrique, appliquer à la détermination du moment d'inertie autour du centre une méthode analogue à celle qu'emploie M. Poncelet (même note) pour les moments autour de
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droites. On n'a qu'à imaginer qu'en chaque point de la section l'on ait élevé sur son plan une perpendiculaire égale à la distance de ce point au centre ; on aura ainsi formé un solide dont la coupe, par un planGOD, est rcod'd et qui, pour le cercle, n'est autre chose qu'un cylindredroitévidé par un cône c'od de même base et de même hauteur. La somme des produits des éléments de ce solide par leurs distances à son axe oo' sera le moment d'inertie polaire cherché ; or il est divisible en autant de pyramides Omn à base rectangulaire mnxc& = mn x r que la circonférence contient d'arcs élémentaires mn, La somme des produits dont on vient de parler, pour les éléments de cette petite pyramide, n*est autre chose que son moment statique par rapport à un plan mené par 0 parallèlement à sa base ; elle a donc pour valeur
le volume mnxr.^ multiplié par la distance rr de son centre de
gravité à ce plan, ou
r* X mn;
et tel est le moment polaire du petit secteur dont Parc est mn. Ajoutant ceux de tous les secteurs, on a pour tout le cercle
r7*x 2nr, comme ci-dessus.
S 8. Moment d^inertie , moment statique et aire de portions d'un cercle de rayoïi r. On les obtient par uue intégration comme celle du texte.
!• Soit la portion FM'W'P" comprise entre l'arc M'M" = r(ar"—a:') et les deux ordonnées
M'P' = rcosx', M"F' = rcosx" perpendiculaires au diamètre OGu par rapport auquel on prend les moments.
On aura
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S*^»n«" r«" /8in«"co«" . »" sliwr'eos*' «'\
eBtsutùpieÇd(rsînx) (reosx^_r»C^ (ir.cos«x = J 2 2 Jx' «
_r* /sinxf'cos^xf' 23ituf' sinx'cosV 28injg'\ ""2^ 3 "*■ 3 3 T";*
ent dnaertieUrsina:) ^IS^ = Jf*" dx.C08*X =
^ /siDj^^cosV , Saina/'cosa:^' . 3 sinjg^cosV 38inycosj:' 3 A_
rV à "^'A 2 "^^.2^"" A 42 û.2^>/"~
r [i^^'""^ + J(siû2x"-iin2x') + gL(sin/ia:''-8inAx')].
2* Même portion lorsque les extrémités M', M'' de Tare sont à égale distance de celles A, G du quart de cercle AG. Alors
x', 8ina:"=cosx', cosz" •= sinx* 8in2x^ = 8in2j
Aireeo=~^^-.2x').
VoBDwt sutique = - - (2— sinx'cosx^ (cosx'— sinx'),
Moment dlnertie 1= J g-2x'-?l^.
3' Portion QBAB'Q' où Tare est B AB' = 2ra qui a sa corde parallèle à l'axe OGm. Alors x* = — «, x^= «.
Aire w = — (2a + sin2a}.
Moment sUtiqne -^ siu a(2 + COS'a) =s ^ sln a(5 + C0S2a) . o o
. ^,. -. f ^ ^^ , sïû2a , sin4ft\ Moment d'inertie I =- (^j« + -2^ + -^g^J.
6* Segment BAB'D dont Tangle au centre est 2a et dont la corde estc=2rsina.
En retranchant des trois expressions (3*) qu'on vient d'obtenir ce qui est relatif au rectangle QBB'Q do(it l'airç et les moments sont
(i)u &• SA).
-^ » «-^ (rcosa)» ^ , (rcosa)*
îrsin o . rcosa» 2rsin « ^ — ^ , 2rsin « ^ — ^— ^,
on a pour le segment
Moment statique z=z - (rsin«)' = -^ autouF du diamètre parallèle à la o 12
corde,
, JoL sinZia\ 2r*aVi ^ i^ 32 , \ Momffnt d'inertie autour de idem, I = r* ( t j^ j = o ( ^ ~ i " "^ ïâk *""•-/
5* Môme segment Moment d*inertie autour du diamètre perpendiculaire à sa corde. On l'obtient en faisant a^ = « — * t ^'= 5 "** • dans Pexpresslon générale du 1", ce qui donne
5 U. Moments d^inertie d'une ellipse autour de ses axes ou diamètres principaux b, c. — Son moment 1' autour de 6 se déduit facilement de celui du cercle ayant pour diamètre c; car, comme les deux figures peuvent être décomposées , par des ordonnées parallèles à o , en un même nombre de rectangles élémentaires de même hauteur chacun à chacun, ayant des bases comme 6 est à c,
on obtiendra V en multipliant par - le moment t ( â ) ^^ cercle autour de son diamètre, et on aura de même r, moment de Tellipse autour du second axe c, en multipliant par ^. Donc ces moments principaux de Tellipse ont pour valeurs
ART. III. FLBXIOfV. 6?
8^. Le moment de flexion d'un tuyau est la différence des moments de flexion de deux cylindres ; r' et r^ étant les rayons extérieur et intérieur du tuyau, le moment sera
Les moments d*inertied*un segment d^ellipse ayant sa corde pareille à Tun des deux axes, autour de cet axe et autour de Tautre, se
déduiraient de la même manière, en multipliant par - ou par ^, les
moments d'inertie des segments de cercle du paragraphe précédent.
(♦) S 1. Méthode de quadrature pour le calcul approximatif des moTuents d'inertie défigures gM^/conçue^.— Nous renvoyons, comme nous avons dit, à la note du n* 120, le tableau des moments d*inertle des diverses autres figures usitées pour les pièces métalliques, etc.
Mais c*est ici le lieu d'indiquer le calcul approximatif des moments de figures quelconques par la méthode dite de quadrature^ trouvée par Thomas Simpson ( Mathematical disseriaiùms, ilkJà, p. 109), et qui est plus usuelle et aussi exacte que celle de Legendre, rapportée par Navier ci-après n<* 352 à propos des voûtes.
S 2. Démonstration élémentaire de la formule de Simpson* — Élémentairement, cette méthode générale d'évaluation d'une intégrale définie représentée par une aire comprise entre une portion de courbe, ses deux ordonnées extrêmes et l'axe des abscisses, peut être considérée comme substituant à. cette courbe, au lieu d^une suite de très-petites lignes droites ou de pente uniforme sur l'axe des • abscisses , une suite moins nombreuse de lignes un peu plus longues et de pente uniformément croissante ou décroissante qu'on peut astreindre toujours à passer, chacune , par trois points de la courbe , en disposant à la fois de la valeur initiale de leur pente et de la rapidité plus ou moins grande de sa variation.
Soit m,f7i|ni, une pareille ligne , pjp^ la partie correspondante de l'axe des abscisses, pom.=zy^^ Pi^i=yi» Pi^ij^ y%9 les ordonnées de ses trois points m, , mj , m, , et poPi = PtPf = A , les parties . de l'axe des abscisses répondant à leurs intervalles supposés égaux. Nous appelons sa pente , en un point quelconque n , la tangente de
(Du D* 8ft).
«/r Pi
Tangle que fait avec Taxe des abscisses son élément nn', ou le rapport de raccroissement de Tordonnée à Taccroissement de Tabscisse quand on passe de ce point à un autre très-voisin n\ rapport qui est aussi celui des projections de Télément sur les deux axes coordonnés. Cette pente de la courbe, en n, surpassera par hypo* thèse sa pente en m,, ou la pente de sa tangente m^rr'b^ d*unc
quantité proportionnelle à rabscisse p^q de n comptée depuis p, ; en sorte qu'en considérant les portions nr^ n'r des deux ordonnées voisines nq , n'q*^ prises seulement jusqu^à la tangente , la seconde n'r' excédera la première nr d*une quantité proportionnelle à 99' et à l'abscisse p^q dont qq' est rincrément Chaque portion semblable d*Qrdonnée, par exemple nr elle-même ou bien m^b, résulte de Taccumulation, depuis ntj, de pareils excédants, proportionnels comme on voit aux produits des abscisses antérieures par leurs incréments successifs ; ces portions d*ordon* nées, comprises entre la moitié de courbe mim, et sa tangente en m|, sont donc comme les aires des triangles rectangles qui auraient pour bases et pour hauteurs leurs abscisses respectives, et, par conséquent, sont comme les carrés de ces abscisses. De même les portions d'ordonnées de la partie de courbe m^m^^ où la pente décrotta compter de m„ comme croît celle de m|m,, seront propor* tionnelles aux carrés des portions d'abscisses correspondantes, comptées en arrière depuis pj , en sorte qu'on aura la portion extrême d'ordonnée m^a égale à celle m,6.
Ayant ainsi établi cette propriété dont jouit notre courbe de pente uniformément croissante ou décroissante , d'arotr ses por» fions cTordonnées jusqu'à une même tangente^ proportionnelles aux carrés des abscisses rectangulaires ou obliques comptées depuis le point de tangence^ nous pouvons conclure avec Simpson (qui la suppose à priori dans la courbe qu'il choisit) que les aires m^bm^^ niiam, seront le tiers des parallélogrammes égaux circonscrits mibm^t m^am^c^ « par la même raison», dit-il» « que la pTnunlde,
ART. 111. FLBXION. 60
(Dun»85).
dont les sections faites par un plan parallèle à la base sont comme les carrés de leurs distances au sommet, est le tiers de son prisme circonscrit » (voyez d'ailleurs ce qu'on a démontré des sommes de produits appelés Vv, V"v à la note du n* 81). Donc, continue Simpson, vu que Taire du trapèze p.mjn^p^ est
et que Taire du trapèze j).a6p, estp.p, xp^m^ = 2Ay, , la première de ces deux quantités excède Taire curviligne cherchée Pomjn^m^^ du double de ce dont cette aire excède la seconde ; donc « deux fois la seconde ^hy^ ajouté à une fois la première h{y^ + y^) fera justement trois fois Taire, » et par conséquent on aura pour cette aire elle-même comprise entre Taxe des abscisses, les deux ordonnées extrêmes y.» y, distantes de 2A, et la portion de courbe passant aux points m^^m^^m^i
S 3. Sa forme générale. — D'où Ton conclut facilement, avec le même géomètre, en partageant une aire comprise entre une courbe et trois lignes droites, ou, plus généralement, entre deux courbes quelconques et deux lignes droites parallèles de longueurs y.« ^tn 9 en un nombre pair 2n de zones par des ordonnées ou lignes équidistantes y^, y^., parallèles à celles-ci, dont elles sont distantes de h ainsi qu'entre elles, que si Ton substitue approxlmati- Tement, aux courbes» des suites de lignes ayant une pente uniformément croissante sur les droites qui coupent toutes les ordonnées orthogonalemd[it (ou des suites de paraboles ordinaires à axe parallèle aux ordonnées) , on a pour Taire, ou pour Tlntégrale définie à laquelle elle revient ,
S lu Deux manières de remployer pour le calcul des moments ^ÎTiertie. — En appliquant cette formule d'approximation au moment d'inertie d'une aire autour d'une ligne Ou, on peut prendre à volonté l'intégrale double /v'dca— /v^dudv, d'abord par rapport à V, ou d'abord par rapport à u.
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(Du D* 8ft),
Prise d'abord par rapport à v, elle revient , pour la ligne comprise entre la courbe AGB et sa projection ab sur Taxe des abscisses u , en désignant par u„ U les abscisses extrêmes Oa, 06, et par y l'ordonnée pm du contour répondant à l'abscisse quelconque Op=ti, à
du.
M. Poncelet donne, en conséquence, en divisant la projection U — w. en 2n parties /i et en appelant t/o . yi ••• les coordonnées aui points de division, y compris les ordonnées extrêmes, cette formule d'approximation
Prise d'abord par rapport à u, l'intégrale 1, pour une figure généralement comprise entre deux courbes AG, BD et deux parallèles Afi, CD à Taxe des u (parallèles qui peuvent être nulles l'une ou l'autre ou toutes deux), en désignant parr,, Y les distances de ces parallèles à cet axe , et par x une parallèle quelconque mn à la (iistance v :
■ If»
v*xdv.
M, Bélanger donne en conséquence (Cours lithographie de Mécanique à racole des ponts et chaussées, 18/18-1849, n* 38, p. 17), en divisant la hauteur V— r. en 2n parties A; et en appelants.» x, ... les parallèles aux points de division, y compris celles extrêmes AB,GD :
La première de ces deux formules sera préférable à la seconde lorsque» d'après la forme du contour de la figure» les diverses par-
Ifet ^ te ligne ayant peni» coordonnées t/ et ^ seront plus assl-
B6. Considérons, comme dans le n<* 77^ un solide prismatique droit (Fig. 5) encastré horizontalement d'une extrémité A, et chargé à l'autre extrémité d'un poids.
Nommons :
X l'abscisse kp d'un point m de la courbe du solide comptée
sur l'horizontale AB ; y l'ordonnée pm;
p le rayon du cercle osculateur de la courbe du solide en m; P le poids placé à l'extrémité M du solide; a la distance horizontale AB des deux extrémités du solide ; f l'ordonnée BM de l'extrémité de la courbe; s la longueur kniM du solide ; a l'angle formé avec Thorizon par la tangente de la courbe du
solide à l'extrémité M ; t la valeur du moment de la résistance à la flexion du solide^
dont l'expression générale est donnée n*" 80.
L'équation d'équilibre du n"* 79 est
milables àdes paraboles à axe perpendiculaire aux u, que celles de la ligne ayant pour coordonnées v et xu* ne le seront à des paraboles à axe perpendiculaire aux v, ou quand les pentes de la première sur lesu varieront plus régulièrement que les pentes dé la seconde sur les V. On prendra la seconde formule dans le cas contraire.
Quand il y aura Incertitude , ou quand on ne se sera pas donné la peine de faire une pareille comparaison, on pourra contrôler ces deux formules Tune par Tautrc. Ou bien , on se contentera de contrôler le résultat de Tune des deux avec un certain nombre d'ordonnées, par celui qu*on obtient avec un nombre double.
Tout ceci se dirait également d*autres formules de quadrature que celle de Simpson , par exemple de celle que M. Poncelet a proposée il y a peu d'années, et qui se trouve exposée au Traité élémeiUaire de Méamiqii» de M* Sonnet ^ iS51.
c'esl-à-dire
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et, dans le cas où la flexion est très-petite, ce qui permet de
négliger le carré de ^ ^ on a
/r=__, » = «+^. taDg. = ^n.
(♦) S i- Démonstration élémentaire de V expression f=i -^ dtf /a
/7ècA« de cour6tzr&.— Menons, à la courbe, deux tangentes infiniment
voisines mn^ m'n'. Elles in- |x y X p X
tercepteront sur cette flèche ou ordonnée MB, qui leur est sensiblement perpendiculaire, une portion
nn' = mn
mm
puisque leur angle est égal à celui des normales en 971, wf. Appelant X la projection Bp de mn sur Thorizontale Bpp'A, et x son incrément pp\ on aura mn=rX, mm'=zx h cela près de quantités négligeables comme infiniment plus petites que mm\ nn'; donc comme
PX P
-= —, on a nn'=z-^ X*x. La somme de toutes ces quantités depuis X = 0 jusqu'à X=a, ou la flèche MB, sera bien /= ^,
oc
soit qu'on intègre, soit qu*on assimile, comme on a dit dans la note
ART. lll. FLEXION. 73
(Du n* 8«).
du n** 81, la somme des X*x au volume d*uDe pyramide ayant une base a} et une hauteur a.
S 2. Z>z courbe élastique est une parabole du troisième degré avec inflexion en M, — En effet , en faisant dans son équation
x=a — a:'cosa, y = y' + /— -z'sina,
ce qui est rapporter cette courbe à sa tangente en M prise pour axe oblique des x' et à MP pris pour axe des y\ elle se réduit à
La courbure est nulle au point M d^application de la force P.
S 3. Flèche et arc déterminés plus exactement. Expressions applicables quand lajlexion n'est pas très-petite. — On ramène, du reste, dans le cas général où la flexion est quelconque, la détermination de la courbe aux quadratures, ainsi que Font remarqué depuis longtemps Jacques BemouUi (*) et Euler (*) ; 'et Ton peut obtenir son équation , soit par les transcendantes elliptiques C), soit, comme on va le voir, en série ordinairement convergente.
Remarquons pour cela qu^en appelant s la longueur de Tare de
courbeAm, on ads*=<ii'+dy', - = ^ ' , d'où, pourpremlère intégrale de réqaation - =P(a— x),
du P / x*\
valeur qui , substituée dans
(^) Curvatura laminœ eloiticm. AcU eruditonim , Lipila, 4694 , joio, p. 161 , ou OeuTrei , p. 576. El, aussi , FérUahU hypoihète de la rétiitanee deê tolidei , aux Ménolres de l' Académie, 4705.
(*) Bieihoduê inveniendi Uneai curvas, etc. Additanenlun de Curviê êlatticis^
(*) NoU sur Um flexionê cotmdérabUt du vergtê éUutifun , au Joanial de M. LiOttTille, 4S44.
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dy
j , 3i j dx
dy = dx — - , ds =
donnera, si Ton intègre, les valeurs de y et s en j.
Or si nous remplaçons 11 — (^-^'j | ^ par son développement
^^aUsJ +2:5 Us; ^2.^.6 Us j ^
rintégration devient facile, et les termes des séries suivent une loi simple en faisant a— x^x', d'où -^ z= -■ {a*^x'*). On a ainsi
a "" 26 U 3'c?;'^ 2 V2t; U 3a» "^Sa* 7aV
■^■î.ûUs/ U 3a»"^5a« 7 a''"*' 9 a» il a^V"*" '••'
J — s_ j^ 1 /Pa«y/j^ 2 x^ if!!\ 4. a a'*'2V2«/\« 3 a' "^ 6 a»/ "^
D'où Ton tire , en faisant x* = a, y = 0, s =0, pour la flèche/ et pour la longueur totale s de Tare de la courbe
a""^"^3.6\ e / ■*" 5.7.9 V ^ / "^7.9.11.13 1, s / "*"••• Et comme la valeur de ^ pour a:=a ou x'=0 estsina, on a
Pa« sina=_.
d'où
Pa« ^ i /Pa«\ » ^ 1.3 /Pa«\» . 1.3.5 /Pa«\'' ^
87. Quand le solide est posé horizontalement par deux appuis (Fig. 6), les équations précédentes conviennent à la courbe formée par chacune des moitiés. Nommant :
f la flèche AG de la courbe du solide ;
2P le poids suspendu au milieu du solide ;
2a la distance MM' des appuis;
25 la longueur MÂM' du solide enti*e les appuis;
a l'inclinaison de la courbe à l'extrémité M'; on a^ en supposant la courbure du solide très-petite, Pq»_2P(2q)»
5 = a + ^, tanga = ^.
La flèche de courbure est proportionnelle au poids 2P et au cube de la distance des appuis (*)•
La courbe complète Infléchie en M a sa tangente parallèle à Taxe des X ou x" aux points x' = :t: a, et parallèle à Taxe des y aux points
4 I sT Pa*
j'==fca\/i-f5-ï quand -^ reste plus petit que 1. Elle présente alors une infinité de circonvolutions égales entre les deux droites que déterminent ces dernières valeurs de x\ et offi*ant une symétrie alterne par rapport à la direction de la force i*. C'est la quatrième des neuf espèces de courbes élastiques planes d'Euler.
(*)§!• Calcul d^une valeur plus approchée de la flèche d'une pièce posée,— Pour l'obtenir, Il faut, comme quelques auteurs anglais (mais avec plus d'exactitude), avoir égard à ce que la réaction des appuis M, -M' n'est pas verticale. Nous la regarderons comme normale à la pièce fléchie ; car 11 n'est pas nécessaire de faire entrer en considération le firottement qui agit tantôt dans un sens tantôt dans le sens opposé pour peu que la pièce et le poids suspendu 2P oscillent Cette
p Réaction normale estj pour chaque appnl , -^ — puisque sa composante verticale est P; et elle a une composante horixontale -— -siaa, en sorte que réquatioo complète des moments est
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Du n* 87 ).
- = P(a— x) + Ptonga(/— y). Mftfs on p
n'a plus de terme en y au second membre et on rend Téquation intégrable par quadratures en prenant d'autres coordonnées 3fj y\ dont les axes sont la tangente et la normale au point M» ce qui donne pour équation, s' étant Tare à partir de ce point :
dsf cosa •
d'où
dy[ _ P x'« ds' ~" ecosa 2 '
Cette intégrale première donne une relation entre les inconnues / et a en faisant V = acosa +/sin a, qui est sa valeur au point
milieu A de la pièce posée , et ^ = sin a ; on a ainsi
/ _ cosa a ""
2sinacosa»-j (acosa + /sina)*;
cosa
d'où - — = ^ - - __- - —
a sin a Y P^ 8in a *
différence de deux quantités très-grandes,
On obtient une seconde relation entre/ et a en mettant pour ^
Px'«
dv'
sa valeur
2e cosa
dans la série obtenue à la note précédente
' et intégrant de manière que y' = 0 pour x' = 0 ; ce qui donne
,_ p x*» 1/ p yx^ 1.3/ p yg^^
^ ■~2ecosa 3 ■^2V2ec08a/ 7 "^2.4 \2eC08ay 11 "^ - •
puis, en remarquant que cette équation de la courbe élastique doit être satisfaite, pour le point A, par
x's acosa +/sina On tire ainsi
2e sin a cosa
y' = asina—/cos«.
/_sinc
cosa
4/28 sin"â /Islna lsin»a 1.38in»a \ 'VP?*côii;AÎ"T""*"2"T''^2l["ïr'"*'--7*
( Du H» 69 ).
tH)ur avoir a, on n*a qu'à éliminer ~ , ou à égaler les deux valeurs
de ce rapport, ce qui fournit :
Pa* , lsin»a . 1 sin^a 1.3sin«a
2£sinïcoiï"" ^" "*■ î^âT"*" 2" "T"^ âTÂTï""*" 1.3 6 sin'g ■*■ 2.4.615" "*"••••»
ou, en élevant au carré :
= sin.- gsln'a-_sin'«-jj^3g8in'«+ ... ;
d'où , par la formule générale de retour des suites
-H(î)>['e)-i]©"-Kx7-'?^gay-
qu'on tire, par coefficients indéterminés, de Y=^AX + CX' + EX* + GX'+... ,
Pa« . 5 /Pa«\« . 1069/Pa«\« .
^«°« = -2r + cl-2rj -^^mK-^r) +-
et, par conséquent,
Substituons dans la seconde valeur de ^, nous trouvons, tout
calcul fait, cette expression pour la flèche/ de la pièce 3a posée sur deux appuis et chargée au milieu d'un poids 2P :
/ IPa» , 2 /Pa,*\* 34» fPa^*
1 Va* légèrement différente, dès le second terme, de celle de^ — +
JL /lîîl\ 4. 1^ f^y + ... , trouvée à la note précédente pour
le cas d'encastrement.
S 2, Expression de ta plus grande dUçttatim en fonction de la
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88. En considérant toujours > comme dans le n* 86^ un so« lide prismatique droit (Pig. 7)^ encastré horizontalement à une extrémité , on peut le supposer chargé» dans tous les points de sa longueur, de poids distribués d'une manière quelconque. Nommant :
Xy y les coordonnées horizontale et verticale d'un point quelconque m de la courbe du solide; x' Tabscisse d*un point quelconque m' situé entre m et l'extrémité M ; a la distance AB;
p' la valeur du poids suspendu en m\ rapporté à Tunité de longueur de l'abscisse^ en sorte que p'daf est le poids supporté par l'élément dont la projection est dx' (la quantité p' est censée donnée en fonction de x')^ f l'ordonnée BM de l'extrémité de la courbe ; on aura
dx^-^]x
dx^.p*{ocf — x),
dy [x Ça
-p = \ dx\ dx'.p'(x' — x),
Çx Çx Ça cy=\ dx\ dx\ dx\p'{x' — x),
flèche. — En appelant (comme on fera au n* 113) via distance, à la ligne des fibres invariables, de la fibre qui en est le plus éloignée, et t sa dilatation ou contraction pour la section x = a où la cour* bure est la plus grande, on a
Or, l'expression précédente de - donne, par retour des suites,
Pc^^3/_2/3A»^
7 Va; i^bUlxKa) "*" •"
On a donc la plus grande dilatation des fibres :
▲&T. m. FLEXION. ^ 70
89. Si leâ poids pcurtés par chacun des éléments de la Iongueur du solide sont égaux^ ce qui comprend le cas où ces poids seraient ceux mêmes des éléments^ />' aura une valeur constante p, et Ton aura
-r-'-6-+iï)'
/•=?_, tang. = g.
fa est le poids total reporté sur la longueur du solide. D'après le n® 86; si ce poids était appliqué en M, l'abaissement de ce point serait plus grande dans le rapport de 8 à 3 ('^).
(♦) S 1. Observation générale. — L*équation e^ =... posée
ET
aux n** 88 et 89 n^est autre chose que celle — = M démontrée,
dans la note du n* 81, seulement pour des forces agissant aux extrémités d'une portion finie d'un prisme. On peut retendre approxi* mativement au cas, ici considéré, de forces agissant d*une manière continue sur sa longueur, par une raison semblable à celles qui ont été données au $6 de lanotedu n** 80 pour appliquerla même équation à un mode de distribution quelconque des forces dont le moment est M.
S 2. Manière plus simple de poser V équation du n* 89. — Elle consiste à remarquer que les forces agissant sur la partie vrM dont la longueur est a—o-, peuvent être remplacées par une force unique égale à leur somme p{a^x) appliquée au milieu de cette
partie, en sorte que son bras de levier est -^^ ' et, en égalant leur
moment à celui des forces intérieures, on a - ou e ^ «p ."T . S 3. Flèche f^^ déterminée d!une manière élémentaire, -^On
90. Lorsqu'un solide^ posé horizontaleinent sur deux appuis (Fig. 8)^ est chargé par des poids distribués uniformément sur sa longueur, chaque moitié est dans le même cas que si , étant encastrée horizontalement à une extrémité^ elle était fléchie à la fois par des poids distribués uniformément sur sa longueur^ et par une force égale à la somme de ces poids^ et agissant en sens contraire à l'autre extrémité. On a donc
r = P-, tang«=^.
D'après le n"" 87^ si le poids 2/>a était suspendu au milieu du so-
y arrive comme au $ i de la note du n* 86, en mettant pX ^ aulieo de PX, d'où l'élément nn' de la flèche « ^X*x dont la somme, de X— 0 à Xrra, est bien (SS 2 et 3 de la note du n*81) ^. .
S &. Expression analytique plus approchée de cette Jlkche f d de V angle a. — On les obtient, principalement pour le cas où la flexion n'est pas très-petite^ en posant, comme à la note du n* 86,
t — ^^ •=? o » ce qui, en faisanta— x=:x', ^ = ^ («*— x^}f «ubsUtuan. dans dy= ^[%^\ (|)V i;3 (|)V ....] . ^
intégrant, donne une expression def—y en série ; sa valeur pour x*z=:a ou x=: 0, y = 0, est, en divisant par a :
Et Ton a sina égal à la valeur de ^ pour x'=0, d'où
lide au lieu d'être répartie uniformément sur toute sa longueur, la flèche serait plus grande dans, le rapport de 8 à 5. Ces résultats sont confirmés par l'expérience (*).
(*) S !• L'équation de la courbe s* étend à ses deux moitiés dans ce caSj mais non lorsquHl y a un poids 2P suspendu au milieu, —
On voit en effet que Téquation, qui se réduit à e y =p l— ^ )
donne des valeurs de y égales lorsqu'on change x en— x. Mais il
(ax* x^\ "2 ïï ) ^^ °* ^^' ^^
deux moitiés, quand il y a un poids suspendu au milieu , sont deux courbes différentes , qui ne font que se raccorder ou qui ont iipe tangente commune et. le môme rayon de courbure à leur jonction.
S 2. Raccordements à tous les points où il y a des forces isolées^ ou discontinuité d'action. Petits angles résultant des glissements à ces points. — La môme chose s'observera constanunent par la suite. En tous les points des prismes fléchis où il y a des forces extérieures isolées, comme en tous ceux où les forces réparties changent d'intensité par unité de longueur, la courbe change aussi. Il n'est pas nécessaire, pour avoir la suite de ces changements, de recourir aux formules de discontinuité , employées par Poisson , principalement au n° 32/i de la deuxième édition (1833) de son Traité de mécanique ; on peut établir successivement les équations des diverses parties, en déterminant les constantes de manière qu'à leurs jonctions elles aient, avec le môme rayon de coiu*bure, une tangente commune , à moins qu'on ne tienne compte des glissements , car alors (voyez notes des n"' 152 à 155) les deux tangentes doivent faire entre elles un petit angle.
S 3. Approximation un peu plus grande de la flèche de cour^ hure î et de V angle a des inclinaisons extrêmes pour la pièce posée et chargée uniformément , avec un poids additionnel au milieu. — En raisonnant comme au $ 1 de la note du n*" 87, et en supposant que la pièce supporte, outre la charge 2P au milieu, le poids 2pa réparti uniformément sur sa longueur, on peut poser une équation d'équilibre (dont le dernier terme n'est qu'approché).
^2 IbLCX. 1. RÈâlSTÀNGE DE& SOLIDES.
81. Pour appUquerlesrésuliaUpràoédbttUàuneorpidoiiDëy il faudra substituer à la place de » Texpreasiûii du monml de flexion qui convient à la figure de la section transversale de ee corps, conformément aux n*' 80 et suivants. On attribuera à la constante E (n"* 77) la valeur qui amvient à la nature du corps et qui doit être déterminée par l'observation.
Les expériences les plus propres à déterminer cette valeiir consistent à placer horizontalement im solide priamatiquô aiff deux appuis, à le charger au milieu d'un poids et à observer la flèche de la courbure produite par ce poids. Si la section transversale du solide est un rectangle (Pig. 9) dont les oôlés soient
* et c, on a (n'8i), ^=E — , et (n*87) f=^ ^ : donc
éxf ces « '^ 2cÔ8«
et en tirer» de môme, deux équations entre les Uiooimues a et -•
Elles sont compliquées et ne peuvent se résoudre que par tàtonne-
ment en attribuant des valeurs numériques à — et ^-— , Mais
nous pouvons nous contenter, pour avoir une formule génènile donnant une approximation, de retrancher les valeurs
obtenues, ^ la un du S 4 de la note du n** 89, pour une pièoe encastrée et uniformément chargée, des valeurs des mêmes quaniilée obtenues à la fin du $ 1 de la note du n" 87, en mettant, dans çelles-cU P +pa au lieu de P, réaction verticale de chaque appui; ce qui donne
AIT. 111. PLBXION. 83
aiPJ2fl)»_ (la)»
^"^ E 4.6c»' A.fc»./
ia étant rintervalie des appuis et 2P le poids placé au milieu de la longueur du solide.
Si la section transversale est un cercle^ on a
2PJ2«r_ E-2P-M.
r désignant le rayon du cercle.
92. On doit quelquefois tenir compte de Faction du poids du solide. On y parviendra, d'après le n" 90, en ajoutant à 2P les 5/8 de ce poids. Ainsi^ en le désignant par 2ii , on a pour le cas d'une section rectangulaire
et pour le cas d'une section circulaire ' E 127:. r*' V ^8 / i2itr*./'\^
(*) $ 1. Généralisation et approxynaiion plus grande. — Quelle que soit la section dont nous appellerons 1 le moment d'inertie, et qu'o/i suppose sollicitée parallèlement à Vun de ses axes principaux (note du n"* 83} , on a
Plus approximativement, en se servant de la valeur développée de
L en ~ de la fin duS3 de la note du n? 90, et en se fondant sur ce a £1
•^ en — a El
qu'en général, par le retour des restes suivi d'une division :
êipres»ionY=:AX + CX»+ donne ^"^ Y l^"*" Â (â) "^ J
El on tirera la valeur de ^, d'où
su SECT. 1. RÉSISTANCE DES SOLIDES.
95. On remarquera enfin qu'il n'est pas nécessaire de connaître les valeurs absolues du poids placé au milieu du solide et de la flèche de courbure correspondante^ mais seulement Taccroissement de la flèche de courbure correspondant à un accroissement donné de ce poids. En efiet, nommant P',P' deux valeurs successives de P, et f*, f les deux valeurs correspondantes de /*, l'une ou l'autre des équations précédentes donne pour une section rectangulaire
Nous allons maintenant exposer les résultats des expériences connues^ d'après lesquelles on peut déterminer les valeurs de la constante E qui conviennent à divers corps. Ces valeurs ne peuvent être données exactement qu'au moyen d'expériences
'-l'"*.^; «/[' + , (,p^5,p.j' WJ
J 2. Emploi de la flexion circulaire, — M. Ernest Lamarle a fait, àGand (*), des expériences sur lesquelles nous reviendrons, où des pièces horizontales étaient fléchies par deux poids égaux P suspendus & des distances égales k des extrémités soutenues ; en sorte que le
El
moment de flexion — , entre les deux points de suspension des
poids, était constant et égal à celui P^* de chacun des couples qui agissaient de part et d'autre. En appelant 2a la distance de ces points,/ la flèche au-dessous de leur niveau, on a a* +/*= 2p/,
a' 4- f* d'où l'expression E==PAr-2jy- qui est exacte et non pas simplement approximative. M. Lamarle observe que puisque toute la partie 2a de la pièce a une é^ale courbure , ce mode d'expérimentation est plus propre à donner la valeur moyenne du coefficient E pour toute la pièce, ainsi que celle de la limite des dilatations sans
(i) Premier mémoire ttir la flexion du bois. Rruxellei, 4844. EiiraU des yin-* noies des travaux publia de la Belgique,
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dans lesquelles la flexion est fort petite. Quand l'extension ou la compression des fibres approchent du terme où la rupture doit avoir lieu, la résistance de ces fibres cesse ordinairement d'être exactement proportionnelle à l'extension ou à la compression, comme on l'a supposé n»* 76 et 77 ; ce que l'on exprime en disant que l'élasticité est altérée (*).
94 à iii (**).
partie permanente, que les expériences ordinaires où le poids 2P est au milieu et où la courbure est nulle aux extrémités.
(♦) S 1. Observation relative à rélasticité.-^fious avons dit au S 8 de la note du n* 21, que cette propriété subsistait entière après que la contexture a été modifiée, et que si Ton défalquait, après chaque mesure , les parties permanentes ou persistantes des extensions, compressions, flexions ou torsions,- le reste était encore trouvé proportionnel aux efforts, avec des coefficients de proportionnalité ou d'élasticité généralement peu ou point différents de ce quMls étaient primitivement
$ 2. Approximation plus grande pour E. — De la différence de
deux expressions*^, — comme celle de - de la fin du $ 3 de la
note du n* 90 on tirera, en opérant comme au S 1 de celle du n*92.
(2P^^~2P')(2a)» r 72(2P^^-f 2pa)»— (2P^+ 2pa)» //^-A»"] ^"^ ÛS.IC/'-/) L "^ 7 (2P"--2P')» \ 2a y J
Par exemple si le rapport •'-y-^ delà fièche additionnelle à la
longueur est 1/30, et si F = 0, la quantité entre crochets, par laquelle il faut^nultipller la formule du texte, est
1 + ou
M37slg=l/2, et 1,027 si ?p« 1/3.
(*♦) Par la môme raison qu'aux notes des n** û à 20 et des n" 22 à 75, relatives ^ la compression et à Textension, on renvoie après le
8(1 SECr. 1. RÉSISTAMCIi DES SOLIDES.
ARTIOiE IV.
DC Là RCSISTAKiCE d'DN SOLIDE PRISMATIQUE A LA BUPTUBE PRODUIT! , PAR nu EFFORT piRIGÉ PERPENDICULAIREMENT A LA LONGUEUR DE CI SOLIDE.
112. Les fibres des corps^ quand on les soumet à des ezteiH sions ou à des accourcissements très-petits, s'étendent ou s'accourcissent de la même quantité sous un même poids, comme on Fa dit n"« 76 et 77. Alors, si la section transversale est rectaogulaire, les fibres dont la longueur ne varie pas lors de la flexioB du corps sont au milieu de la hauteur de cette sectio^. Quand les variations de longueur des fibres sont plus considéraUeSy ces fibres peuvent, sous le même effort, s'étendre plus ou moins qu'elles ne s accourcissent. Alors les fibres invariables s'éloignent ou s'approchent de la face qui devient convexe lors de la flexion. La rupture a lieu quand les fibres étendues ne peuvent plus l'être davantage sans se séparer, ou quand les fibres oom* primées ne peuvent plus l'être davantage sans s'écraser.
La rupture s'opère d'une manière différente selon les corps. Dans les pierres, le verre, les métaux fondus. Il se fait une séparation .brusque et totale sur toute la hauteur de la section. Dans les bois, les fibres sont écrasées vers la face concave, et arrachées irrégulièrement vers la face convexe. Dans les métaux forgés , la rupture n'est pas toujours accompagnée d'une séparation totale ou partielle.'Les molécules, sans cesser d'être adhérentes, paraissent avoir pris près de la section de rupture de notivellea po-
n* 168 au complément des articles I à VI, ces n** d« 94 à 111, contenant des résultats d'expériences, auxquels enjoindra ceux fort nombreux qui ont été obtenus depuis 1833.
QuMl nous suffise de dire ici , pour donner une idée générale des valeurs du nombre E, et nous mettre à même de présenter quelques exemples de calcul numérique , qu'on a environ , pour le bois de e))ÔBep^ desapfn, Essl200 ooo ooo ; pour la far, £^SOOOPOOSOOO; pour 1» fonte, E =? 13 ooo oso 000.
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sitionsd'àluilibreyM vertu desquelles la figuredu solide achangé. Les conditions de la rupture dépendent de l'équilibre qui s'établît entre les forces qui tendent à rompre les corps, et les résistances dues aux forces développées par l'effet des extensions et compressions des fibres dans la section transversale où la rupture va s'opérer. Pour évaluer exactement ces résistances^ il fisiudrait connaître»: i*" l'axe d'équilibre où sont placées les fibres invariables; 2* la valeur de la force produite dans une fibre par une extension ou une compression donnée. A défaut de ces connaissances, que Ton ne pourrait acquérir que par des expériences ^licates , on est obligé , pour obtenir au moins des évaluations approximatives, de recourir à des hypothèses.
113. L'hypothèse la plus simple, et généralement la moins éloignée de la vérité , consiste à admettre que les résistances des fibres , à l'instant où la rupture va s'opérer, sont encore proportionnelles aux extensions ou compressions de ces fibres, comme elles sont dilns le cas d'une flexion très-petite. Alors l'état de la section transversale du corps, à l'instant où la rupture va s'opérer, ne diffère point de l'état considéré dans les n®*77 et suivants. Seulement il faut concevoir que la fibre placée à la face convexe qui est la plus étendue , ou la fibre placée à la face concave qui est la plus accourcie, subissent le degré d'allongement ou d'accroissement qui est immédiatement suivi de la rupture.
La situation de Taxe d'équilibre, où sont placées les fibres invariables, se détcBminera toujours par la même condition géométrique énoncée n** 78. Supposons cet axe ainsi déterminé, et conservons les dénominations du n® 77, qui se rapportent k la Fig. 1 ; appeloils de plus
t/ la distance à l'axe d'équilibre aa' de la fibre extrême située à la face convexe ou à la face concave du solide, qui est prête i rompre;
R une constante exprimant la force nécessaire pour rompre un prisme dont la section transversale est l'unité superfi* rjelle, tiré dans le aeiig de latongueur.
En remarquant que la résistance des fibres situées à la distance v' de Taxe ad est dudv . R^ et que la résistance des fibres situées
Rw à la distance v du même axe est dudv— \ on aura pour l'expression de la somme des moments de ces résistances^ pris par rapport à Taxe aa'.
Nous nommerons cette expression moment de rupture du corps, et nous la désignerons par la lettre r (*).
(*) S 1. Deuorihne expression du moment de flexion. — Nous met tons ici r au lieu de p déjà employé par Navier (n** 77, 86) pour le rayon de courbure. La dénomination moment de rupture n'a pas été adoptée par ses successeurs. M. de Guiilebon, l'un deux, a fait observer que la formule ci-dessus, susceptible d'être écrite, avec les simplifications de la note du n° 80
n'est autre chose qu'une deuxième expression du moment de flexion
El
M qui a reçu à la même note une première expression M = — ; Rdé-
P signant, dans la deuxième, Teffort supporté par une fibre à la distance v' de la ligne des fibres invariables, pour l'unité superficielle de sa section; et cette distance peut être arbitraire au lieu d'être la plus grande.
S 2. -Cette deuxième expression ou équation M=R —, est tout aussi
El exacte que la première 'M^ — daris les mêmes limites. Son établissement direct et simple. — Elle est exacte comme l'autre, tant que les proportions des extensions et des compressions n'ont pas encore dépassé les limites de leur égalité sous des efibrts égaux et opposés et de leur proportionnalité à ces efforts , limites où l'on se tient ordinairement en définitive, comme on verra, lorsqu'on l'applique. On
peut l'établir d'une manière directe ainsi que celle i rd<D=0, don-
(Don* 118).
nant les fibres invariables, sans invoquer le n* 78 et sans môme par-
1er du coeflQcient d'élasticité E ni de la courbure -, en admettant
P seulement, comme on a fait au n" 77 et aux notes, que les fibres résistent à l'extension comme si elles étaient isolées et que les longueurs des petites portions comprises entre deux sections voisines, senties mêmes que si ces sections étaient restées des plans. En effet, sur ces deux plans très-voisins il y a une ligne, parallèle à leur intersection, à travers laquelle les portions de fibre n'ont pas varié de longueur, et les dilatations éprouvées par les autres sont proportionnelles à leurs distances r, t/ à cette ligne, en sorte que R -7 dw
exprime la résistance ou tension de celle qui est située à la distance v et dont la section est dco, si les résistances sont restées dans le même rapport que ces dilatations positives ou négatives; d'où il suit que l'équilibre de translation et l'équilibre de rotation de la partie du prisme comprise entre la section la et une extrémité, ont bien pour
expressions — /î?dci)r=o et-Jv^dtù = le moment M, autour de la même ligne, des forces extérieures agissant sur cette partie.
§ 3. Elle n^est pas applicable au delà de ces limiies, si ce n'est en faisant varier le coefficient R qui représente alors autre chose que ce que donnent les expériences de rupture par extension ou compression longitudinale, — C(w de sections ou semblables ou ramenables les unes aux autres par augmentation des ordonnées ou des abscisses, — Mais les dilatations cessent pour l'ordinaire, longtemps avant la rupture, d'être proportionnelles aux efforts qui les produisent {% 8 de la note du n' 21) , et les contractions d'être égales aux dilatations pour mêmes efforts ; aussi l'équation précédente
M =R-; qu'on peut écrire P =R — ; en appelant 2P la force transversale agissant^u milieu d'une pièce de longueur 2a appuyée aux deux bouts (n'* 90, 122), ne donne pas, même approximativement, la grandeur que doit avoir cette force 2P pour produire la rupture immédiate ou prochaine, en y mettant pour R la valeur qui résulte des expériences de rupture par traction et pour v' l'ordonnée des
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fibres les ploi tendues du côté devenu oonveiDe. On n't^ilteet pu
davantajg^ cette grandeur au moyen de Téquation toute pareille
M = R'i. ou P=B'^
dans laquelle v" est l'ordonnée des fibres qui sont les plus comprimées du côté devenu concave, et R' la force de compression produisant une contraction longitudinale qui entraîne des dilatations transversales reconnues capables de disjoindre latéralement les fibres (S 7, B de la note du n» 3), coefficient qui peut être fourni directement aussi (S 9 de id.) par des expériences d'écrasement» et qui^ très-supérieur à R pour les métaux, lui est généraleniciit iiM* rieur pour les bois.
On trouve bien, il est vrai, en faisant des expériences sur des pièces rectangulaires, que la force 2P rompant par flexion, est nonseulement en raison inverse de la longueur 2a (ce qui doit avoir lieu pour toutes les pièces prismatiques), mais encore, en raison directe de la largeur b et du carré c* de l'épaisseur ou hauteur des sections
conformément à l'équation qui, pour I = tô t ^'= s prend la forme
P= R TT- ; et l'on verra, à la note du n° 151, qu'on a la même chose oa
pour toutes les sectionssemblables, ou pour toutes cellesqui, comma le rectangle ou l'ellipse, peuvent se transformer les unes dans les autres en amplifiant ou réduisant dans une même proportion toutos les abscisses ou toutes les coordonnées. Mais ce qu'on en tire alors pour R, après des expériences de rupture par flexion, est plus grand que la valeur de ce coefficient déduite d'expériences de rupture par extension et en est souvent plus que double, par exemple pour les pièces de fonte à section rectangle (ce qu'on expliquera à la note du n« 151). Et, pour (Jes sections de diverses formes comparées non ramçnables ainsi les unes aux autres, les expériences de rupture par flexion ne sauraient même être représentées par une équation telle que P=R — -, avec un coefficient R quelconque, à moins
qu*on ne te fasse varier pour même matière avec la forme des sec* tieps , et néfie av^o leur situation par rapport à la direotlûQ des
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forces extérieures ; car, pour les pièces de foute eu T, par exemple, il faudrait un nombre R plus grand en les retournant de manière k mettre en haut la plus petite nervure d^abord en bas (ci-iH[>rè8 note du n* 120).
C'est seulement au moyen d'une pareille adaptation de la valeur variable du coefficient R aux diverses formes et situations des
sections qu'on peut arriver à prévoir par la formule ? = R — 7 le
poids capable de rompre les pièces d'échafaudages , barraquements et autres constructions temporaires dans lesquelles on peut approcher bien près du maximum des charges moyennant une surveillance active et des précautioz^ journalières (voyez note du n^ 151)»
§ li' Elle donne cependant la résisfancê à rénervation cuà im rupture éloignée, — Coefficient R^ de cette résistance permanente. — Heureusement que les calculs les plus fréquents et les plus utiles sont ceux de résistance des constructions permanentes. Or l'observation prouve que pour celles-ci (ainsi qu'on a dit & la ftn de la note du n' 21 et que l'exprimera Navier à la fin du n* 151 \ si Ton veut prévenir une rupture plus ou moins éloignée, due à l'altération de la contexture ou à l'énervation de *a matière avec le temps et iei circonstances accidentelles, il faut que la plus grande dilatatioa ou contraction longitudinale excède très-peu ou point celles qui varient d'une manière exactement proportionnelle aux efforts qui les produisent, fin conséquence en appelant, comme à la fin dei notes des n" 31 et 3,
les efforts (bien moindres que ceux qui sont appelés R et RO, répondant par unité de section à cette dilatation ou contraction, limite de celles que les fibres peuvent supporter indéfiniment sans danger, les équations
M=OU<Rop, M = OU<Ro';7,
expriment aussi exactement qu'on peut le désirer la double condition de non-énervation ou de stabilité indéfinie de la cohésion de la matière* condition à remplir partout, pour les fibres les plus éten-
(DU D» ItS).
dues du côté devenu convexe et pour les fibres les plus contractées du côté devenu concave.
Ainsi la recherche adéquations capables de représenter des états de flexion plus voisins de la rupture, et les changements successifs de position de Vaxe neutre ou ligne des fibres invariables n'a qa*un intérêt secondaire (ci-après note du n" 151) ; et les expériences sur la manière dont les pièces rompent, ou plutôt dont les ruptures s'achèvent une fois commencées, ne peuvent nullement être invoquées contre la théorie qui nous a conduits à Téquation précédente dont l'emploi permet (et c'est là l'essentiel) de prévenir le cornmencement de la rupture ou plutôt de l'énervation , sans s'occuper de ce qui suit, dont la considération peut seulement aider à la détermination des coeflacients Rq, R'o des formules.
S 6. Restriction relative à la nécessité de prendre en considération les glissements quelque/ois. — Nous observerons toutefois que
l'équation M=Bo -.n'exprime complètement la condition de dtTa-
tations au plus égales à — ° que quand c'est bien dans le sens des
fibres qu'a lieu la dilatation la plus grande; or, cela exige qu'il n^ ait pas de glissements transversaux ou qu'ils soient négligeables « car ils produisent des écartements moléculaires se composant avec les écartements longitudinaux pour amener un écartement résultant, légèrement oblique aux fibres. Nous apprendrons plus loin, (note des n"* 152 à 155) à calculer cette influence des glissements, qui peut généralement être négligée lorsque le plus grand bras de levier des forces qui fléchissent excède sensiblement l'épaisseur de la pièce, ainsi que Coulomb l'aVait pressenti (mémoire cité de 1773).
S 6. Èquatùyn d'élasticité. Équation de cohésion ou de stabilité. Section dangereuse. Point dangereux^ Formes d'égale résistance.^ L*équation
et réquation
Maximum de M = an pins Ra -^ on R' —
dont les analogues sont P = £1 , P =Ro(i) ou R'oo pour le cas simple de Faction longitudinale (notes des n"* 21 et 3), seront quelquefois appelées, la première, équation d'élasticité^ et la seconde, équation de cohésion 'permanente ^ ou de stabilité^ ou de résistance à la rupture éloignée.
Celle-ci (en nous bornant, pour fixer les idées, à considérer ici le côté des fibres étendues) donne
-> = maximum de =-, • ce qui servira à régler les dimensions transversales d'une pièce prismatique d'après le nombre Ro relatif à sa matière,, et d'après la plus grande valeur du moment variable M des forces qui la sollicitent
La section pour laquelle ce moment est le plus grand a été appelée par M. Poncelet, section dangereuse; et le point où elle est traversée par la fibre la plus tendue et le plus en danger de rompre, point dangereux. Cette section se trouve au milieu de la pièce lorsqu'elle est posée sur deux appuis et sollicitée comme aux n"* 122, 125, 126, et se trouve à l'encastrement dans le cas des n"* 121, 1241. Le point dangereux est celui qui répond à la plus grande ordonnée f =i/ quand on ne tient pas compte des glissements.
En effaçant Maximum ou en posant -7=:^ on a une équation
dont on tire des dimensions transversales variables avec lemomentM, ou avec les distances du point d'application des forces et telles que toutes les sections seront également dangereuses ou ne fatigueront pas plus Tune que l'autre. On reviendra aux n"' i!i98 à 507, section quatrième , sur ces formes dites dégale résistance ou de moindre volume considérées par Galilée dès l'origine de la théorie de la résistance des solides.
S 7. Cas où il faut poser V équation délasticité, ou calculer les déplacements des points^ avant d établir V équation de cohésion, — Celle-ci peut être posée directement dans les problèmes particuliers , toutes les fois que le moment M des forces sollicitantes est connu à pi'iori^ ou déterminable directement aussi. Mais il faut se servir
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d^abord de U première, ou calculer prôalableneat )ea fl^sûcHiis oi ks déplaeements des pointi i
i* Lorsque oea^ déplaoeœeata BodifleQt seipiblemeal; lea briMide lavierqui entrent dana M, comme U arrive notamment pour las pièces sollicitées debout ou très -obliquement
a* Lorsque tout ou partie des forces qui entrent dans ce même moment sont des réactions de points fixes ou des aetiooa muliidlfls de pièces , ne pouvant être fournies en fonction des forces données par les seules équations d^équilibre de translation et de rotation générale de la statique élémentaire. Alors il faut (comme on verra surtout à la section quatrième), poser d^abord des expressions des déplacements en fonction des forces tant connues qn^inconnoes, afin de déduire celles-ci des conditions que les déplacements doivent remplir aux points particuliers où elles agissent, par exemple delà nullité de ces déplacements aux points fixes, de leur direetioa ebligée aux encastrements, de leur égalité pour deux pièces on des portions d'une même pièce à leur Jonction, etc., en ne ealcolanl, au reste, à chaque Jonction ou encaste^ment, que les résultantes et les moments résultants des réactions inconnues quand elles sont en nombre indéfini (ainsi qu*on Ta fait voir en 1837-1838 à des feuilles lithographiées de leçons de mécanique à TÉcole des ponts et chaussées, n"" /i6, Û7, hSy /i9, 82, et en 1843 aux Comptes rendi» de TAcademie, t XYil, p. 95& et p. 10S25 à 1028).
3° Enfin, lorsqu*il y a lieu de composer ensemble des efi'ets simultanés de divers genres , comme une flexion avec un glissement ou une torsion. (Voyez notes des n" 162 à 165, et de Tarticle V).
U est d*ailleurs toujours utile de revenir souvent à la considération des déplacements et des dilatations, quand ce ne serait que pour ne pas se laisser égarer, comme ont fait quelques auteurs anglais, par la considération exclusive des efforts intérieurs qui ne sont pas directement, comme les dilatations, ce qu'il est nécessaire de limiter, et qui n*ont pas toujours entre eux des rapports simples.
§ 8. Cas ^^ ^ou ^, augmente en tronquant la section, — Supposer ahrs la troncature qui donne à ce quotient sa plus grande valeur, —La rupture ou la dii^ûnction des fibres les plus tendues
iiî, IV. ftVPmiUI fAM PUIK».
(DQ n* ttS).
OU les plus compriméei n^entralne pas toujours celle des autres fibres, et souvent la soustraction d^un certain nombre d'entre
elles ne fait qu'augmenter la grandeur de ee quodeot -, oo -^ par
lequel nous estimons la résistance spécifique des diverses sections.
Soit, par exemple, un prisme à section carrée ABA'B' sollicité à
Iléohir dans le plan dei diagonales BB'» et dont oa suppose d*abord
que U mftUèf^ (oomne las métaux fondus), est bien plus scyette à
se désagréger ou à s'énerver par la tension que par une compression égale. Soit retranché de cette section, le triangle isocèle cBd traversé par les fibres les plus dilatées. On aperçoit de suite, si les côtés Bc=Bd de ce triangle sont très-petits, que
la fraction -7 augmentera» car» en
même temps que le numérateur ne sera diminué que d'une quantité très-petite du second ordre, le dénominateur le sera d'une quantité do premier ordre.
Pour voir jusqu'où va une pareille augmentation de ^ qui primitivement, si 6 est le côté du carré, avait une valeur donnée par
appelons t la proportion de la troncature des côtés supérieurs 4u carré, en sorte que Bc = Bd =y-^- On obtiendra, d'abord, la position du centre de gravité G de la section tronquée, ou sa distance eo à la diagonale Ak\ en divisant par l'aire nouvelle de la seetioo :
son moment statique par rapport à cette diagonale. Comme le moment de la section primitive ou entière est nul, le moment (aussi vutique) de la sectioB nouv^e est égal, au i^gne près, à edul du triangie retranehé eBd» ou à
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— (,"2 — s^-X-j-TT^^^ ^^'* on a donc pour la distance cherchée
6>/2 3t»-2tV
d'où, pour la distance nouvelle Gi = v\ de la ligne des fibres invariables 7iGn parallèle à AA\ à celle cd ou aux fibres les plus tendues
,,/-W2.- ,x . ^v/2 3r*-2T»_6v/2 6-6T-fT* ^i--2"^^""^^"^"6"- 2— r'*""6'' 2-y' ' Pour avoir le moment d'inertie Ij nouveau ou autour de nGn^ prenons-le d'abord autour de la diagonale AA'. On aura, en partageant la figure en deux demi-carrés AB'A', Adp dont les côtés sont 6, (i — y) 6, et en un parallélogramme A'cdp dont la base est y^V^ ^t
lahauteur (l— y) ~, la valeur suivante de ce moment autour de AA':
d'où, en retranchant (paragraphes de la note du n* 81, p. AS), u,,xGÔ'=6«^::il\[^. fc^J* et en divisant part/,
I^_^ 12 — 62t* -f ASt^— ISt^ -f T^ t?'i""6v^2' 12 — 12y+2y»
Le maximum de ce quotient a lieu pour r = 0,24iSiO et a pour valeur
en sorte que pour avoir théoriquement la résistance spécifique la plus grande possible, il faut retrancher, de la section , un triangle dont les côtés soient les 0,2M0 (ou presque le quart) de ceux du carré, et cette résistance est, ainsi, plus forte des^0,113A, ou de 1/9 à 1/8, que celle qui est offerte par le carré non tronqué.
On aurait le même résultat, mais en faisant la troncature à l'angle opposé, si la matière était sensiblement plus sujette h s'énerver par
(DU n« IIS).
contraction suivie de disjonction latérale (S 8 de la note du n" 3), que par dilatation des fibres, comme il arrive pour certains bois.
Mais si les fibres ont une égale disposition à se désagréger pour des dilatations et pour des contractions égales, il faut supposer la soustraction simultanée de deux petits triangles égaux Be/; B'ç/'. En appelant toujours 76 leurs côtés, on trouve pour le nouvel état
Le maximum de cette expression a lieu pour
résultat déjà signalé par Emerson (<), mais en rappliquant aune section triangulaire telle que ABA' et non à une section carrée, parce qu*il supposait la matière incompressible ^ ce qui revient à placer le neuiral axis ou la ligne des fibres invariables sur la base inférieure. De cette troncature du carré du i/9 des deux côtés il résulte
ou une augmentation des 0,0535 O'* de jr à — dans - .
Si Ton considère comme Emerson la section triangulaire isocèle, mais en faisant passer la ligne neutre ou des fibres invariables par le centre de gravité du trapèze qui résulte de la troncature au sommet , on trouve , par les dernières formules du § 3 de la note du n* 82 :
**"-72 rp? »tj--g-Cl Vfj;^^'
Le maximum de -f répondra à Y=0,i30^ et aura pour va-
(*) Emer$on*$ Mechania, sccU VHI , p. 414'. Ce passage est cité par M. Trcdgold ( Force du fer coulé, traduction de 18Î6, n© 85) , cl par M. nodgkinson ( Bêcherches expérimentaUt, etc. 4846, p. 76 de la iraducUon de M. Pirci, insérée cd 4855 aux Annula desponU et ehau$9ée$, 4*' scmcsire).
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leur i'ois,0922 celle -. relative au triangle non manqué.
' Cette augmentation de -; par des troncatures a lieu même lorsque
la section , au lieu d'offrir des pointes, se termine par des parties arrondies B, B'; car, si l'on en retranche deux segments cM^ c'B'd' dont les cordes soient parallèles à Taxe Ou du moment, et dont les flèches
soient très-petites de Tordre 1, le dénominateur de — diminuera
d'une quantité du même ordre, mais le numérateur diminuera d*une quantité bien plus petite puisqu'elle sera de Tordre 3/2, d'où il suit bien que cette troncature aura augmenté le quotient
Par exemple soit une section circulaire pour laquelle on a, r étant le rayon, et le moment étant pris autour du diamètre Ou
- KT* , I ÎTT*
Soit v" 1& flèche très-petite des aegments
retranchés, supposés égaux ; leur corde est
2 )J^r (2r— T'*) ; l*aJre de chacun est à peu près
le moment d'inertie nouveau est environ Ii = ?- — r*.|r^v'2Tt et comme la nouvelle valeur de v' est v\=r (i — t)> 1*oa & » ^ <^^ près de quantités d'ordre supérieur, ^ = -y Tl-f y 3^ r) •
dont le maximum, répondant à y = ëtâ =0>0193, est
On obtient la solution exacte en appelant 2a l'angle au centre de chacun des deux segments retranchés, et en se servant de la quatrième formule du § 3 de fa note du n* 8/i, qui donne
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en sorte que le maximum de -j- , répondant à a = 0,1363 ^ , ou à Y = 0,0222, est
et donne ainsi une résistance surpassant des 0,00693 == tt^ environ celle qu'on avait avant la troncature, i'our une section rectangle, sollicitée parallèlement à deux côtéî^,
le quotient - n'augmente pas en diminuant ainsi la hauteur. Mais
5 il en peut être autrement d'une section composée
-îb' deplusieurs rectangles, telle que lacroixd'équerre
ayant latéralement deux parties de largeur^ 6' et
' de hauteur c\ et au milieu une partie de lar- ♦— b-f- b'— > geur b et de hauteur c> c', ce qui fait deux nervures de largeur b et de saillie ^ (c—C) sur un rectangle de largeur 6 + &' et de hauteur c'. On a pour cette section
Si Ton réduit à c^ la hauteur c du rectangle comprenant la nervure, et si Ton appelle -:f la nouvelle valeur de - qui en résulte, on a la différence
i, I _ , . b'c'^ — bcc^ (c + €,) _
Cette différence sera positive pour toute valeur de c, plus pctiio 6'c'» i / 1\* que c si Ton * T^ "*" 4> l * + 2J ' ^'^
alors toute diminution de la hauteur des nervures augmentera le
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quotient p par lequel nous mesurons la résistance à la rupture. Et si cette condition 6'c^> 2.^c', n'est pas remplie, ou si^ diminue
d'abord quand on réduit très-peu la hauteur c, on rendra toujours ce quotient plus grand qu'il n*était primitivement en prenant c^ suffisamment petit ; mais comme c^ ne saurait être au-dessous de <f il faudra qu*on ait pour cela
6'c'»> bc& (c + C) , ou 6'c'«> bc^(i+Ç\.
Toutes les fois que cette dernière condition sera satisfaite, ou que la résistance à la rupture offerte par la partie ô'xc*, excédera
M 4. 1 j fois (moins de deux fois) la résistance à la rupture offerte
par la partie bxc^on augmentera —, en supprimant les deux ner*
vures ou saillies b x — ^.
L'existence de fibres inutiles, qui rompent ou s'énervent d'abord sans le reste, ne saurait diminuer en rien la résistance d'un solide à la rupture. Il faudra donc, toutes les fois que cette circonstance
se présentera, c'est-à-dire lorsque le quotient - augmentera en
tronquant la section comme on vient de voir, prendre pour valeur définitive de ce quotient sa plus grande valeur, résultant d'une troncature convenable, faite soit du côté des fibres étendues, soit du côté des fibres comprimées, soit des deux côtés à la fois suivant la nature de la matière.
Ainsi, pour la section carrée sollicitée diagonalement, si la cohésion résiste sensiblement plus aux compressions qu'aux extensions
6' I ou réciproquement, on prendra i foi», 1134 la valeur ^-^ de -> relative à la section entière ou non tronquée, et l'on prendra ifou,0d35 seulement si la cohésion s^altère autant par des compressions que par des extensions égales^ dépassant une certaine limite, et après le même temps d'action.
Dans celte dernière supposition, quHl faudra toiijours/aire par
(Du no IIS).
prudence s'il y a incertitude (va qu'elle est la plus défavorable) , si la section est circulaire, on prendra -7 égal à 1 fo>s00603 la valeur — relative à une troncature nulle.
Et si la section est un rectangle avec nervure faisant saillie sur ses bases, on calculera -7 en supprimant les nervures lorsqu'on aura
(figure d'autre part) b'&*> bà^ (i -h^Y
Et ainsi des autres.
On sera même assuré d'une résistance un peu supérieure h celles
qui seront mesurées par les valeurs de -; ainsi augmentées; car les
fibres surtendues ou surpressées que nous regardons comme inutiles parce que leur soustraction ne fait qu'accroître ce quotient, ne laissent pas, tout en éprouvant un commencement de désagrégation, d'apporter une quote part à la résistance totale. Elles ne rompent pas d'une manière patente et complète si le reste ne rompt pas ; tout au plus subissent-elles ces petites disjonctions intérieures et Invisibles que nous avons dit constituer, probablement, l'énervation de la matière (fin du § 9 de la note du n" 21), et qui ne font que diminuer la section effectivement résistante de chacune des fibres sans l'annuler. (Voyez aussi § 16 ci après).
Aussi , dans une expérience comparative de rupture immédiate faite par M. Ilodgkinson, un prisme triangulaire a offert plus de résistance avant qu'après la troncature du sommet de la section (*)•
On peut donc avec sécurité adopter, pour les sections entières,
les valeurs les plus grandes de -, relatives aux sections tronquées ,
c'est-à-dire 1,0535 ^-^ POur le carré sollicité diagonalement,
Tzr^ 1,0069 -j- pour le cercle, etc.
On voit au reste que les coefficients numériques ajoutent peu aux
(*) Recherches^ etc., citées tout à l'heure. Les Qguret 53, 54 de la traduciioo intérùe aux Ann, des ponts et ch.^ en 1855, ne sont pat en rapport avec les pages 73 (eipériences 42 et 13) et 76 du texte, od l'on ne parle que de sections pleines et ayant d'autres proportions.
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valeurs de -;7 calculées pour les sections entières. Aussi, tout en
appelant l'attention sur le^ considérations qui précèdent afin d'y avoir égard dans quelques occasions, nous calculerons presque toujours par la suite les résistances sans supposer de troncatures.
§ 9. Moyen commode déposer une équation de cohésion approchée dans certains cas. — On a remarqué, à la fin de la note du n* 80, que réquation d'équilibre de rotation peut être posée autour de toute ligne tracée sur une section t» à une dislance quelconque zhd de celle
des fibres invariables, et cette équation M =■ / -^j r(v^d} dca se réduit toujours'à M = -r , vu que /tdw = 0. Il est commode de
prendre, ainsi , Taxe des moments des forces successivement autour de deux lignes /'7/i', Tm" tracées vers le haut et vers le bas d'une sec-
cAté comprima eu" ,.... ^'^" lorsqu'elle se compose
dedeux parties w', co" sépaéres par un intervalle beaucoup plus grand que leurs hauteurs, et liées entre elles par une ou deux plaques minces évidées, dont on puisse négliger la résistance et le moment d'inertie. En effet, c étant la distance des milieux de cas parties, ou des lignes lm\ V'm" supposées parallèles à Vaxe neutre Im que traversent les fibres invariables , pour que la partie w' supporte par unité superficielle la limite R des tractions non dangereuses et celle w" la limite W des pressions aussi sans danger ou ne donnant pas lieu à des dilatations transversales dangereuses ( S 3 et S 13 ) , on aura deux équations de moments très-simples :
M"=RWc autour de /'m', M' = Rw'c autour de l"m'\
où nous avons mis, aux premiers membres, des moments diffôrents M", M' afin d'embrasser le cas où les forces extérieures ont une composante longitudinale totale comme celle Q du $ 8 de la note du
i ART. IV. BUPTl/aE PAR FLEXION. 103
n* 80. On peut vérifier au reste que les seconds membres sont Iden* tiques à
v", v' étant respectivement les distances de l'W\ l'm! à la lifpie Im ou au centre de gravité de la section , car on a
toV
r"=-7-r-^c, 1,'=:-— -^,c, l = (oV«+toV'«= ,-^-^..
to + to ' w -f- w w 4" w"
Ces deux équations de moments autour de l'm\ l"m'' montrent qu'on doit, lorsque M'=:M''=:M ou lorsqu'il n'y a pas de pression ou traction longitudinale totale, proportionner les parties a>', u'' de la section aux inverses des résistances R , R' à la rupture' par traction et à la rupture par pression , et elles donnent les superficies à leur attribuer pour qu'elles fatiguent également ou que Tune ne coure pas plus de risque de rompre que l'autre. C'est par cette méthode approximative que M. Edwin Clark et d'autres ingénieurs anglais calculent les dimensions des pièces de fer laminé des ponts tabulaires qu'ils projettent , et dont la base ta et le toit u/' sont composés de cellules rectangulaires (^). Nous verrons toutefois qu'elle peut donner des résultats fautifs] (voy. $S 16 à 18 de la note du n* 130), et que si on se dispense de tenir compte de la partie verticale et des hauteurs des parties horizontales des sections à double T, on risque de se trompée quelquefois du simple au double dans
v' l'évaluation du rapport -;; des distances du centre de gravité aux
deux bases.
S 10. Détermination directe des Coefficients R, et R', de résis^ tance jwrmanente, — La difficulté principale qui se rencontre dans l'application des équations de cohésion permanente telles que
celle M ou Pa = R.p ou kÀ du cas de flexion (SS 3 à 6), et celles
(note du n« 21, S 12, et du n* 3, S ^) P=R«w • P = R> des cas d'extension et de compression simple par des forces longitudinales,
(«) The Britannia and Conway tvbular Bridges^ 4850, ou Notice tur Us ponts iuluhires, par M. Yterl, 485!.
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réside dans la détermination, pour chaque espèce de matière, de la
constante
R. ou R'. .
ou (comme le coefficient d'élasticité E est toujours facile à obtenir) dans la détermination de la dilatation ou contraction
., R. Ro
limite de celles qui n'oiTrènt aucun danger, même à la longue, même avec intermittence et petites augmentations périodiques dues aux vibrations , et eu égard aussi aux autres circonstances accidentelles dont on a parlé $ 12 de la note du n* 21.
On détermine t' ou R. , R', , lorsqu'on le peut, comme on a déjà dit alors ainsi qu'à la note du n* 3, par Texamen de constructions existantes et déjà anciennes, soumises aux mêmes causes de fatigue et de destruction, et réputées hardies^ ou n'ayant, au jugement de constructeurs expérimentés qui en ont vu s'écrouler d'autres plus légères , que tout juste les dimensions nécessaires pour résister. Comme on n'a pas souvent à sa disposition ce moyen de détermination , l'on s'est quelquefois servi , conformément à un conseil de Young (sous-note du $ 10 de la note du n* 21} d'expériences d'extension ou plutôt de flexion, en observant la dilatation ou la flèche qui commence à avoir une partie persistante sensible (ce que les Anglais appellent set ou defect of elasticy) (*) fti se tenant en deçà (*)•
(t) M. HodgkiDiOD. Expérimental researehes on tke Sirength amd oiher pr^ pertles ofaut trou. Londoo, 4846, o® 99 (ou iraductioD de M. Pirel).
(«) G'ef l ainsi que M. Tredgold a adoplé , pour coof iruire la Uble n* de TtaUi»duclion de son Practical Etsay on the Sirength of cast iron (page 26, arUde 6 de la iraduclion, Etêai sur la force du fer coulé, faite en 4896 par M. DuTerne sor U 2* édition), une valeur de Ro résultant d'une expérience (art. 45, p. 87) od um barre de bonne fonte , do 34 pouces anglais de longueur entre les deux appuis, ei de 4 pouce d'équarrissage, a commencé i prendre une flèche permanente toai use charge de 440 livres (pounds) au milieu, ce qui , en réduisant la charge à 300 Urrei (arl. 40G, p.493do la même traduction), ou en faisant SP=300, 2a = 34, 6=.c=4
dans la formule M = Ro -, ou — - — =R,^, donne ll«== 45300 /Va par pouce
carré ou 40 753 000 kilogrammes par mètre carré; ce qui répond, d*aprét la
flèche obsenrée qui èuit 0Poiim,46 et d*après les expressions t'=-?, E= /^ -
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Mais , comme nous Tavons observé ($$ 9 et 10 de la note du n* 21) , cette partie persistante, qui se manifeste quelquefois avec les dilata-* tions les plus faibles, n'est pas un signe de perte d'élasticité ni de cohésion; et il conviendrait, en donnant une très-longue durée aux expériences, d'observer plutôt le point où la matière cesse de fCécrouir et commence à s^énerver (notes des n** 1 et 21), sauf à se tenir fortement en deçà dans l'adoption de la charge dont on déduira par les formules (exactes ordinairement jusqu'à cette valeur réduite) la limite des dilatations, ou celle des tensions, afin de laisser une large part aux circonstances accidentelles qu'on vient de rap^ peler et que le calcul ne peut embrasser.
Il convient aussi , comme a fait la commission d'enquête anglaise instituée le 27 août 18i!i7(^), de soumettre les pièces à une longue série de chocs ou bien d'alternatives de fatigue et de relâchement, afin d'apprécier l'eiTet désorganisateur de ces mouvements répétés, dont chacun peut modifier la contexture un peu autrement que leîs précédents ($ 12 de la note du n** 21).
S 11. Usage d* expériences de rupture immédiate ^ par traction ou par compression , pour des comparaisons de valeurs des coejïcients R, ou U'o relatives aux diverses variétés jd^une même matière, — Mais les expériences dont nous venons de parler % 10 sont dispendieuses
OU simplemeDl d'aprën ceUe t=— -^ (Ad de -la note du d'' 87 ci-defiui), en fai*
sanl a= 47, /•=0.46, 1^= j = î, à i= ^ = jijj =0,00083046 que
M. Tredgold propose d'adopler comme limite de la dilataUoo non dangereuie do la Ton le de Ter.
Mail U. Hodgktoson ( Expérimental regearches^ elc., ou Iraduclion française de If. l'ingénieur Pirel, aux Annulée des ponU et cAa«M«>«, 4 855, 4'riemeslre, p. 58\ oppose d'autres expériences qui paraissent prouver que la charge de 300 Ibty s'èle* tant à plus du tiers de celle qui est capable de rompre la barre de M.Tredgold , donnait probablement déjà une flèche permanente, qui eût été manirestèe par une plus longue action ou par des moyens de mesurage plus délicats. 11 pense aussi que^ous cette même charge les dilataUons et les contractions des fibres doYaient 6lre inégales pour mômes efforts et non proportionnelles à ces efforts , en sorte que U ligne neutre ne devait pas passer par le centre de gravité eomme le suppose la formule dont Tredgold a Uré les valeurs de R» et de T, que II. Hodgkinson trouve en conséquence trop fortes (voyex Complément ci-après des art. I i VI).
(I) Report of the Commisnonerë appointed to inquire into the application of iron to Railway structures, London, 48V9,
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et difficiles ; celles qui sont relatives, notamment , au point de séparation de Técrouissage et de Ténervation sont délicates et ont be* soin d*ôtre extrêmement longues pour qu'on puisse en tirer des conclusions applicables. On ne peut espérer qu'elles seront entreprises pour toutes les matières et leurs diverses variétés et qualités. En attendant , les expériences promptes et infiniment plus faciles de rupture immédiate peuvent très-bien , comme Tobserve M. Poncelet (') (et comme nous avons déjà énoncé aux $$ 9 de la note du n* 3 et 12 de celle du n" 21), fournir au moins des rapports approchés entra les nombres R« ou R'. relatifs aux diverses variétés d'une môme espèce de matériaux, comme le bois, la pierre dure ou tendre, le fer, la fonte. Connaissant donc par les constructions anciennes , etc., n, ou R', pour une variété et sachant qu'il est, par exemple, le i/8 du
C'oefficient de cohésion instantanée R ou R' = - ou de la force P
Cl)
qui fait rompre immédiatement par traction longitudinale ou par écrasement, divisée par l'aire «» de la section, on adoptera, pour les autres variétés ou provenances, aussi le 1/8 de cette charge de prompte rupture.
On n'aura pas pour cola la dilatation limita t'= -=? ou -^ égale
au 1/8 de la dilatation finale positive ou négative, puisque la proportionnalité des eflbrts aux efi*ets cesse longtemps avant Mais on aura un certain rapport aussi à peu près constant entre ces deux dilatations.
S 12. Usage {pour les mêmes comparaisons) d expériences de rupture immédiate par flexion^ Cet usage n'implique nullement la supposition fausse d'un rapport constant entre les efforts et les dilatations ou contractions jusqu'à la fin, — On peut môme , pour les comparaisons dont on vient de parler, se servir également des expériences de rupture par flexion ^ ordinairement plus faciles que celles de rupture par extension et môme par écrasement, et qui, d'ailleurs, metteot les pièces dans des circonstances plus analogues à celles où on veut les employer. Rien donc n'empêche de prendre pour les coefficients R, ou R'. relatifs à chaque matière, une fraction
(*) Introduction à la Mécanique indmtrxelle^ n« 853.
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constante de ceux R ou R' tirés de Téquation îiP = R. — ; ou
R' . ' -r,^ dans laquelle 2P représente le poids rompant immédiatement par flexion des barres de chacune des variétés de cette matière. En effet, supposons d'abord que la rupture ne se fasse que du côté étendu ou devenu convexe. Il eât bien vrai que les R ainsi obtenus ne représentent nullement (ainsi qu'on Ta montré au $ 3) la tension de la fibre la plus dilatée à Tinstant de la rupture; mais si Ton a trouvé pour une variété, au sujet de laquelle on est fixé sur R», qu'il est le i/6 du R obtenu par flexion, on peut approximativement prendre aussi le i/6 pour les autres variétés. Cela n'implique nullement la supposition fausse de la proportionnalité constante des effbrts aux dilatations des fibres Jusqu'à rupture, comme le prétendent les adversaires de la théorie. Cela consiste simplement ft ad-
mettre que la charge transversale 2P, = R, — , , susceptible d'être
portée indéfiniment sans danger par une pièce d'une certaine
forme, soumise en outre aux chances accidentelles de destruction ,
est, pour les diverses variétés, une môme fraction de celle 2P= R — -,
qui la ferait rompre au bout de peu d'instants ; ce qui est tout aussi plausible, comme approximation, que la supposition analogue faite dans le cas de la traction longitudinale dont la formule simple n'est Tobjet d'aucune attaque. Seulement , pour la flexion , cette fraction numérique devrait être un peu diflférente, selon qu'on ferait les expériences de rupture avec des barres ayant des sections rectangles ou des sections d'une autre forme (ci-après, n* 151 et sa note).
Aussi, comme Font proposé en môme temps M. Couche, ingénieur en chef professeur à l'École des mines et M. Love, ingénieur civil, il conviendrait de faire toutes les expériences de rupture sur un môme échantillon , pour lequel le second de ces deux auteurs propose une barre carrée de 0*,50 de longueur sur 0'",025 de côté, afin d'établir déjà des comparaisons avec des expériences nombreuses faites en Angleterre sur les fontes.
Les mômes choses peuvent être dites pour le côté concave ou
(Du n« 118}.
pour les fibres comprimées , si ron est certain que la rupture commence par récrasement de ce côté ($ 8 de la note du n** 3} ou par la disjonction transversale suivie, dans les bois, de la flexion en détail des fibres désunies. Adopter, pour le coefficient R.» une frac-
lion constante de R' déterminé par la formule 2P = R' -— ^ appliquée
aux expériences de rupture, c'est simplement supposer que la charge permanente non dangereuse est proportionnelle à la charge de prompte rupture pour les pièces de môme forme et de diverses variétés d*une même matière, ce qui est très-plausible évidemment. Cette distinction du côté concave ou convexe, par lequel peut commencer la rupture ou son danger éloigné, est môme inutile pour les pièces rectangulaires et généralement pour toutes celles qui ont une section symétrique par rapport à une ligne perpendiculaire au plan de flexion; car, pour ces sections, on a v'«= t/\ et
on peut se servir d'une seule formule M = R» -7, dans laquelle le
coefficient R., une fois fixé pour une variété de matière, se déterminera pour toutes les autres au moyen d'expériences de rupture sans s'embarrasser de savoir s'il représente une tension-limite ou une pression-limite.
S 13. Suite. Détermination du rapport des deux coeJJUcienis R',, Ro de maximum des pressions et du mwcimum des tensions longi^ tudinales non dangereuses des fibres. — Mais , pour les pièces à section non symétrique par rapport à cette ligne passant par le centre de gravité des sections, il est nécessaire, afin d'assurer la stabilité de la cohésion , de satisfaire à deux conditions
M-. ou<R. -7, M=ou<R'. -;;,
et par conséquent de connaître les valeurs à donner aux deux coef-
R II
ficients R., R', ou aux deux limites -^t -^ Qu'il faut imposer & la dilatation et à la contraction longitudinale des fibres.
Si leur rapport ^ était connu, l'observation de constructions Ro
éprouvées, et, ensuite, des expériences de rupture par flexion (S 12)
(Du D» 118).
faites sur des pièces à section rectangle ou autre symétrique de diverses variétés de la même matière, donneraient la valeur du plus petit de ces deux coefficients, et Tautre s'en déduirait. Mais il s'agit d'obtenir ce rapport
Pour pouvoir y arriver, rappelons qne, d*après le principe général de résistance énoncé au S /i de la note du n* 3 et appliqué déjà, S 7, aux matières d'égale contexture en tous sens, c'est par les dilatations latérales qu'elles provoquent que les contractions longitudinales amènent un danger ou un commencement de désagrégation. Appelons donc El le coefficient d'élasticité de la matière d'un prisme, dans un
sens transversal ou perpendiculaire aux arêtes ; Ri f Kt f pour ce même sens, les valeurs des quantités qui sont appelées R, Ro pour le sens longitudinal, c'est-à-dire Rt la cohésion transversale instantanée ou la force qui séparerait immédiatement la matière dans le sens transversal, sur l'unité superficielle de section parallèle aux fibres, et R.< la cohésion transversale permanente ou la force de traction, limite de celles qui peuvent être supportées sans danger un temps indéfini ; ou appelons
Rçf El
la limite des dilatations non dangereuses dans le même sens transversal.
Si n représente, comme aux notes des n** 21 et 80, le rapport des dilatations transversales aux contractions longitudinales qui
les provoquent, la dilatation transversale limite -^ répondra à
une contraction longitudinale - -rr , ou à la contraction que pro^
îj ht
duit une force de compression longitudinale E.-—- par unité de
la section «o du prisme. Ce sera la valeur de la limite R o à imposer à ces compressions ; on a donc , en divisant par R, ,
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Dans le second membre de cette égalité, E est connu ; le coefficient El de rélasticité transversale peut être tiré d^observations, ainsi que le rapport y), qui peut d^ailleurs être regardé comme ne variant qu*entre 1/5 et i/2 (fin du $ 5 de la note du n* 21).
Quant à la limite R.i des tractions transversales non dangereuses, on ne voit pas par quel moyen elle pourrait se déterminer.
Mais nous pouvons, comme au S 11, prendre à peu près pour
valeur du rapport -^ de deux cohésions permanentes, celui -^ des
deux cohésions instantanées, dont la seconde est connue, et dont la première, R|, peut être trouvée par une expérience facile de rupture par traction d'un petit prisme taillé dans un sens perpendiculaire aux fibres. On peut donc poser approximativement
Ko 7) E( R
Cette expression sq réduit à - lorsqu'il y a égalité de contexturo
dans les deux sens, et par conséquent , comme nous avons déjà dit, si l'égalité a lieu dans tous» à
Ro ^
puisque l'analyse donne alors »î = r.
Pour exemple d'un cas d'inégale contexturo prenons le bois de chêne. Gomme on a, d*après les expériences de MM. Wertheim et Ghevandier(Oi
Dans le sens da rayoD dt Tarbre E( = 188 700 OOQ , Rt = 582 000 ,
id, de la tangente aux concbrs 129 800 000 , IxO^ 000, £t , ponr le sens longitudinal
(moyenne de 2 espèces de chêne) 9/j9 800 000 i 6 075 000 .
on trouvera
— — = / ^'^^^ P°"^ *® ^^^ ^^ rayon , Ef R ( 0,iï89 pour le sens des couches^
(») Mémoire préscnlé le 5 octobre 4846 cl ioKré aux Jnnalet dt tkimit et it phyêiqM CD 18i8, quatrième partit.
(Du u« IIS).
Quant au rapport t) des dilatations transversales aux contractions longitudinales, aucune expérience ne Ta fait connaître pour les bois, et il n*est lié par aucune relation théorique avec le rapport des élasticités R, E|. Mais en le regardant comme = ijli pour les matières d'égale contexture en tous sens, et en considérant que M. Wertheini a trouvé ri = 1/3 pour le verre et pour le laiton , matières qui sont' à coup sûr d'une élasticité moins inégale que le bois, prenons, pour celui-ci, y] = 0,4 ou 0,45, nous aurons pour le chêne
Îé=((àô-DT6) "''•«'' = *•'*"" *•''«•
Pour les pièces de fonte de fer, comme les coefficients d'élasticité dans les deux sens doivent diiTérer assez peu , ainsi que les cohésions, bien qu'il y ait une certaine différence de contexture, si nous
réduisons -^ à - et si nous adoptons la valeur t) = 1/3 trouvée
Do ^l
pour d'autres matières fondues, nous aurons La recherche de y\ et de Et exige des expériences délicates* On
pourrait, afin de s'en dispenser, être porté à prendre pour ^p
le rapport ^ des forces qu^on trouve dans les expériences ordl*
naires de rupture immédiate par écrasement et par extension. 11 en résulterait moins de 1 pour le bois, 8 à 10 pour la pierre « et environ 6 pour la fonte ('). Mais l'adoption de ce dernier nombre serait évidemment contraire au conseil de prudence et même de simple logique qui doit, comme on a dit ($ 9 de la cote du n« 3)^ faire limiter les écartements moléculaires transversaux du côté des fibres comprimées, comme leurs écartements du côté des fibres dilatées. Sans nier donc tout à fait qu'on puisse
(^) RechercfteSf etc., de M. Hodgkinson , p. 16 de la traduction de M. Pirel, où l'on trouve une moyenne de 6,6. Les eipériences pluf récentes du Report oflhe commitsUmers, etc., OBt donnd moyennement moins de 6.
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K tirer quelques lumières des valeurs du rapport -^, il paraîtra clair
R' qu'on ne doit pas Tadopter pour -^ quand il a des valeurs aussi
Ko
différentes de celles que peut probablement avoir - g- ir- 0°
peut bien avec quelque probabilité substituer approximativement au rapport de deux tractions-limites celui des deux tractions produisant la rupture immédiate, mais il n'y a pas de raison de faire de même quand il s'agit du rapport d'une traction à une pression. L'évaluation expérimentale de la résistance R' à la rupture par compression est d'ailleurs toujours fort incertaine, car tantôt le prisme comprimé fléchit un peu , ce qui donne une résistance trop faible , tantôt on en obtient une beaucoup trop forte parce que le frottement sur ses bases s'oppose à sa dilatation latérale , comme on a dit au S 8 de la note du n* 3.
Un moyen plus rationnel , mais qui prête encore à erreur, consiste à soumettre à la rupture immédiate par flexion des pièces dont la section ofllre la forme d'un double T, ou est composée de deux parties ou semelles horizontales reliées par un corps vertical mince ($ 9, ou ci-après $ 16 de la note du n* 120), et de faire varier le rapport des aires des deux semelles sans changer l'aire totale, ni la hauteur ni l'épaisseur du corps vertical qui les unit» Jusqu'à ce qu'on arrive à la section qui exige la plus grande charge pour être rompue, et qui donne même des signes de rupture à la fois des deux côtés, savoir par arrachement du côté étendu, et par séparation du coin ($ 8 note du n* 3 page 10) du côté comprimé. C'est ce qu*a fait M. Hodgkinson pour la fonte de fer (*). La forme de plus grande résistance à laquelle il est arrivé ainsi , et qu'il regarde comme la meilleure, est figurée au S 18 dé la note du n* 120, où elle est l'objet d'un calcul. Le rapport des aires do la semelle dilatée à la semelle contractée est de 5,8 à 1; c'est, dit l'auteur, « à peu près le rapport des résistances moyennes de la
(1) Recherchée, clc., d^à cilèc$, ou Iraduciion de M. PirvI , pages 87 i 101.
(Dan* 118).
fonte à récrasement et à la rupture par extension. » Mais ce n'est
pas une raison de Tadopter pour -^ ; car le calcul exact, fait en
tenant compte du corps vertical» prouve quMl n*y a cependant qu'un rapport de 2,859 (ci-après le $ 18 cité) entre la plus grande compression et la plus grande extension des fibres. Si Ton
R' adopte pour •— ce dernier rapport, donné par celui des distances
n, du centre de gravité aux deux bases, on a, comme on voit, un nombre différant peu de 3, que nous avons été déterminé à adopter pour la fonte en faisant des suppositions plausibles sur les
éléments de la formule - ^ -r-S fondée sur la considération d*un
îl Kl R
état fort éloigné de la rupture.
11 a été fait en 1850 et 1851 sur des ferslaminés, par M. Ferdinand Zorès» alors entrepositaire de produits d'usines (<), des expériences qu'on peut regarder comme ayant quelque analogie avec celles de M. Hodgkinson sur la fonte. Mais leurs résultats sont loin d^oifrir la même concordance avec la théorie ; car l'expérimentateur ayant remarqué que la rupture par flexion des fers à double T symétriques ou à semelles égales s'opérait toujours par la semelle supérieure a refoulée sur elle-même, rejetée à droite ou à gauche^ sans que la semelle inférieure (ou dilatée) éprouve d'altération, » a adopté^ un profil dans lequel cette semelle supérieure ou comprimée a une aire doublé à peu près de l'autre, ce qui a produit une augmentation de plus d'un cinquième dans les résistances à la rupture, à poids égal et à hauteur égale des pièces.
En calculant la position du centre de gravité de quelques-unes des sections ainsi constituées, on trouve que le rapport des plus grandes contractions aux plus grandes dilatations des fibres dans la flexion, est 0,84 au minimum et 0,91 au maximum. Mais nous ne voyons pas de raison d'adopter de pareils nombres pour valeurs
de ^ relatives au fer forgé ou laminé; ils sont trop éloignés de
- 1^ ^» Qwi doit évidemment surpasser 2, car pour cette matière,
(') Recueil de fers spéciaux, publié en 4S53.
(Du n« 118).
— ^ doit différer peu de l'unité. Leur adoption ne ferait'trouver £i K
d'ailleurs qu'un avantage de i/13 à 1/27 à rendre les semelles inégales. L'avantage de 1/5, manifesté par les expériences de 1851 (que des expériences toutes récentes n'ont point confirmées) tenait probablement à des effets compliqués ; par exemple à ce que la semelle supérieure, fortement comprimée, fléchissait latéralement à la manière des pièces debout, surtout lorsqu'il y avait un peu de déversement (note ci-après du n" 120, SS 4 et 13) ; et c*6st ce que semble môme indiquer le compte rendu des expériences,où la semelle supérieure était a rejetée à droite ou à gauche. »
Il faut bien d'ailleurs se souvenir que l'état pour lequel on pose les équations de résistanc^permanente est bien éloigné de Tétat oà se trouvent les pièces dans les expériences de rupture. L'avantage d'une plus grande superficie de la semelle supérieure, s'il est réel pour les fortes charges produisant la rupture immédiatement, est plus que douteux lorsqu'il s'agit de charges permanentes incomparablement moindres, ne déterminant dans la semelle supérieure qu'une simple compression longitudinale accompagnée des dilatations transversales ordinaires, sans atteindre la grandeur capable de déterminer le commencement de sa flexion latérale (ci-après, n* 388) ; c'est-à-dire n'oflï*ant que le danger de la rupture éloignée, qui doit dépendre des seuls écartements moléculaires.
Nous ne croyons donc pas que pour le fer forgé ou laminé on
nr
doive jamais prendre -^ moindre que 1; nous pensons qu'on pour-
ralt adopter plutôt pour ce rapport la valeur 2.
Gela n'empêche pas, comme on verra surtout aux $$ 17 et 18 de la note du n* 120, les sections à semelles égales ou peu inégales d'être avantageuses à un autre point de vue, savoir celui de la r^ sisiance élastique à la flexion ou de la petitesse des flèches, et de pouvoir, par suite, résister mieux, môme à la rupture éloignée, sous des charges qui ne seraient pas immobiles ni d'une intensité constante ( S 12 de la note du n* 21).
S lA. Examen de la méthode consistant à adopter une même limite des dilatations pour les diverses qualités ou variétés d^une même ma^
âlir. IT. BiTTURE PAR FLEXIOlf. 1{5
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fière. — Plusieurs auteurs, après avoir déterminé la grandeur de la
limite i' = =r des dilatations pour une certaine matière, d'après de^
Cl «
constructions où elle est employée, etc. (S$ 10 à 13), semblent conseiller dadopter la même grandeur t^ (soit 0,0006, par exemple, pour le fer) pour toutes les autres variétés ou qualités de la même niatière, san^ avoir égard aux expériences comparatives de rupture jmmédiate.
Cette méthode revient à prendre les cohésions permanentes lu = Iw' proportionnelles aux coejfficients d'élasticité £ des diverses variétés, au lieu de les prendre proportionnelles aux cohésions instantanées R mesurées au moyen de la rupture par extension ou bien par flexion.
Bien qu*il soit évidemment plus naturel de proportionner R, à i; qu'à E , nous ne condamnons pas entièrement cette méthode, vu la difficulté du sujet. Mais nous pensons qu'il faut en réduire Tusageà obtenir une sécurité de plus.
Si donc il résulte, de Tadoption des cohésions permanentes \\„ proportionnelles aux cohésions instantanées R, quelque valeur de
i' =-~ trop au-dessus de celle qu'on aura été déterminé à adopter
pour la variété à laquelle on compare les autres, on la réduira de manière à ne pas excéder celle-ci du tiers ou de moitié par exemple : en sorte que si, pour une certaine qualité de fer forgé, on avait adopté i' = 0.0006, on ne prendra pas au delà de t' =0.0008 ou 0.0009 pour les autres qualités; car Ténervation ou la désagrégation doit bien dépendre des écartements moléculaires,
S 15. Cas ou la contexture varie dans rétendue des sections, — Supposons qu'on veuille tenir compte, comme aux $% 7 des notes du n** 21 et du n« 80, du défaut d'homogénéité de la matière, pour le
El ras où nous avons posé, au Heu de M = —, en appelant E, le coefficient d'élasticité de toute la partie centrale, e une constante r^ative à une couche mince d'une contexture différente sur les bords, et.; le moment d'inertie du périmètre (ou plutôt de la ligne moyenne
(Du n* 118).
de la couche dont le module d'élasticité excède celui du reste , de e divisé par son épaisseur)
P £t bornons-nous aux matières qui cèdent par Textension des fibres
da côté que la flexion rend convexe. Comme on a - = ^ pour la
dilatation d'une fibre quelconque dont la tension est appelée JV,
si l'on élimine SS précédents,
si l'on élimine f>, on obtient, au lieu de Téquatlon M=K - de?
M = ^(E.tfej}.
11 faut, dans cette équation, pour qu'elle soit celle de cohésion permanente , substituer à Jt la limite des tensions non compromettantes pour la qualité de matière de la fibre quelconque à la distance r, et écrire , R désignant cette limite^
M = on < minimum de =- (E,t-f ej),
n mm I
Dans cette équation, -- n'est pas constant comme était =- = - Et? t»v p
dans la précédente ; il varie d'une fibre à l'autre. Il faut mettre sa valeur relative à la fibre la plus exposée, ou pour laquelle ce quotient est le plus petit Si l'on a des raisons de penser que c*est la fibre la plus dilatée, comme quand la matière est homogène , ou
que la contexturo hétérogène est telle que le rapport - varie moins
que r, l'équation sera, en désignant comme à l'ordinaire par v' la grandeur de l'ordonnée de cette fibre, et par £', R' les valeurs correspondantes de E , R :
ou bien, Retr désignant deux constantes dépendant comme E« et c de la nature de la matière et de son mode de forgeage ou de fusion :
M=/li+r^,
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Si Ton veut représenter par une équation de cette forme les expériences de rupture immédiate des barres rectangulaires par exemple, on déterminera les constantes JR, r (dont nous ôtons alors les indices 0 , S /i)» de manière à rendre aussi petits que possible, en les compensant mutuellement, les écarts ou les difTérences entre le premier et le second membre. Gomme ce sont les écarts proportionnels plutôt que les écarts absolus qu'il s'agit d'atténuer, on écrica,
en divisant par ->,
ou, 6, c étant la largeur et la hauteur de la section, b\ d les mêmes dimensions diminuées de la demi-épaisseur présumée de la couche d'une contexture différente du reste
M «, = ii + «iï;+?£!.r.
Et Ton obtiendra les deux coefficients jR, r par les méthodes dont on se sert pour déterminer les deux paramètres des formules des eaux courantes (*) , afin de remplacer (S 7 de la note du n* 80) le
mieux possible, par une ligne droite, la suite des points ayant les*^ pour abscisses et les M y ponr ordonnées. Cette ligne doit passer
par le centre de gravité général des points, pour que la somme des écarts en moins soit égale à la somme des écarts en plus; mais il ne sera pas toujours facile de choisir visuellement sa meilleure direction. Alors on se servira soit de la méthode de Laplace qui atténue le plus possible la somme des valeurs absolues des écarts (*), soit de la méthode plus connue de la moindre somme de leurs carrés, soit de la méthode d'interpolation bien plus expéditive et très suffisante de M. Gauchy ('}, souvent employée par les astro-
(}) Voyez Recherches phystco-nuUhéfmUiques , de Prony, — ou bien Mémoire wr de* formule» et de» table» nouvelle» pour le» eaux courante»^ in-S*, 4859, n^ 3 ei 6; et toMl JnnaU» de» mine», V lèrie, t. XX, 4859, p. 487 à S09.
(•) Mécanique céle»U, 4r« partie, lir. 3, n* 40.
C) Journal Liouville, mai 4837.
(DU n» 118).
nomes (*), et qui revient dans notre cas particulier de deux coefficients seulement ^ à joindre ensemble les centres de gravité des deux groupes de points situés Vun à gauche Vautre à droite de V ordonnée de leur centre de gravité générai (*), procédé aussi Ur elle à retenir qu*& exécuter Q).
Si Ton n'applique cette équation que pour Tinstant où commence lo^danger d'énervation , en sorte qu'elle exprime la condition de cohésion permanente et non celle de cohésion instantanée, on récrira
Elle est alors exacte comme est celle M = R. -7 des SS précédents relative à une matière dont les propriétés ne varient pas vers le périmètre ; et on pourra prendre pour R, et r„ certaines fractions des valeurs 2?, r obtenues des expériences de rupture immédiate. Pour les pièces de bois on aurait, r^ étant comme au $ 7 de la note du n" 80, le rayon de l'arbre dont on les a extraites, r, la distance du centre de leur section rectangulaire 6 x c au centre des couches ligneuses» une formule
dont on déterminerait les coefficients R, r par plusieurs expériences, comme on vient de dire.
S 16. Possibilité de dépasser beaucoup la limite de dilatation adoptée pour les cas ordinaires^ lorsquHl y a simultanément et dans un autre sens^ de fortes contractions. — Nous avons déjà dit à
(>) Mémoire de M. YYon Villarceau sur les étoiles doubles , à la Connaisumce det temps, 4853.
(*) N* S du Mémoire cité sur les Eaux courantes.
(*} NousarooB aiusi trouré par les 64 expérienoes duoapitiiDeHenrjJaiiietsur les barres de fonte [Report ofthe CommissionerSt 4849, p. 350-253), en regai^ dant la couche comme irés-mince ou en supposant b'z=b, c'=zc, noe formole
représentant mieux les résuluts que celle M = R(4,48 — 0,04d) -- proposée par
M. LoYe (Mémoire sur la Résistance du fer et de la fonte, 4852 , p. 55), et oà D désigne la plus petite des deux dimensions transversales sans distinction de sa direction par rapport aux forces. Nous aurions eu sans doute une approxlonation plus grande en supposanl*&', c', moindres que 6, e d'un ou deux ■nHlimélrefl.
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la fin du S 8, que des fibres surtendues^ ou dilatées Jusqu*à éprouver ces petites difijonctions intérieures et en quelque sorte cellulaires qui constituent rénervation probablement» pouvaient bien malgré cela, et môme sous un effort Indéfiniment continué, ne pas rompre d'une manière totale et patente « si les autres fibres du solide, moins dilatées, gardaient leur contexture et leur résistance.
Il y a plus encore. Divers faits établissent que lorsqu*un solide est très-fortement comprimé, en certains points et en certains sens, il peut éprouver, aux mêmes points et dans d'autres sens, des dilatations extrêmement considérables, sans, rompre ni se désagréger aucunement, comme si les compressions comblaient les vides des di^onclions produites par les dilatations.
Ainsi, dans une expérience de MM. Easton et AmoSt dont nous avons déjà parlé au $ 8 de la note du n° 3 et sur laquelle nous reviendrons (*) le diamètre intérieur d'un cylindre creux en fonte de fer, contenu extérieurement par un cylindre plus fort (où on l'avait introduit en chauffant celui-ci) a été porté de 89 à OA millimètres par une énorme compression exercée sur de Tétain dont on Pavait reropli,ce qui a fait éprouver à la circonférence de l'évideraent une
dilatation de près de j^ = 0,0556, ou de trente-trois fols la pro-
portion de rallongement de rupture inunédiate d'une barre de fonte.
Dans une autre expérience (') où la pression exercée sur du plomb avait constamment fendu, en conomençant par l'intérieur, les cylindres de fonte non contenus, un cylindre ùe fer forgé avait seul pu résister, en se dilatant aussi beaucoup intérieurement mais non extérieurement.
On sait d'ailleurs, pour ce dernier métal, par son étirage à froid CD fils, par son martelage aussi à froid» et, pour le cuivre, par Temboutissage presque instantané des rondelles dont on fait das capsules, etc. , que des extensions considérables peuvent être opé-
(1) The Britannia and Conivay tubular Bridges, hy SdvnnClarke, 4850, nolo de la page 34 4 . Celle expéVience est citée par M. Couche à U page 445 du Mémoire Idi éré au t. XX des Annales des mines,
P) Même oun-age de M. Clarke , p. 306, cité par H. Horio à U 9« édition (4g57| des Leçons sur la résistance des matériayx, p. 449.
(Da n* tiS).
rées sans disjonction ou énervation lorsque les molécules sont fortement retenues dans un sens perpendiculaire à celui de l^extension.
D'où Ton peut inférer que de fortes dilatations au centre des pièces solides ou dans les parties des bords qui sont serrées par d'autres solides ne doivent pas inquiéter, et qu'il n'y a lieu de les limiter que vers les surfaces libres ou en contact avec Tatmosphère; surfaces dont les points, au reste, sont ceux pour lesquels les extensions longitudinales, ou les dilatations transversales dues aux compressions^ sont ordinairement les plus fortes.
11 serait désirable que des expériences plus ou moins analogues à celles de MM. Easton et Amos pussent être faites sur d'autres matériaux, par exemple sur les pierres dures et les bois.
§ 17. Dimensions déterminées en vue de limiter lajlexion, eic*, des pièces, et non les profX)rtions des dilatations les plus grandes de leurs parties. — Remarquons que dans quelques circonstances ce n'est pas en vue de la crainte d'une rupture qu'il faut modérer les charges ou régler les dimensions des pièces, c'est en \iie de limiter des déformations qui deviendraient nuisibles.
Ainsi, une solive de plancher, un rail de chemin de fer qui, sans rompre, prendrait une flèche trop considérable, deviendrait par cela seul incapable de remplir sa destination ; il en serait de même d'un arbre tournant de machine qui se tordrait d'un angle trop considérable.
Alors les formules pratiques sont plus faciles à dresser. On les tire simplement de celles de V élasticités comme a fait M. Tredgold qui a donné il y a longtemps, pour calculer Téquarissage des pièces
chargées au milieu, une formule Trevenant à 2P = jj W~\t) ®^ ^^'^
table basée sur la limitation , à ^, du rapport^ de la flèche de courbure à la longueur (*).
(>) Table I ou D* 5 de l'Iolroduclion de rj^ifai pratique mr la résiêUmce du fer coulis traduit en 4896. Nous avons dit è la tous-note du $ 40 que U Table H , basée sur un autre principe , celui de la limitation de la tension ou de la dilatation des fibres , donnait des dimensions telles que la charge n'atteigne pas les trois quaru de celle qui commence à altérer, suiTant H. Tredgold, la force élastique.
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114. Si la section transversale peut être partagée en deux parties symétriques par une ligne perpendiculaire à la direction de la force qui agit sur le corps. Taxe d'équilibre est ]j>lacé dans cette ligne. Les deux intégrales sont égales^ et l'on a
pour Texpression du moment de rupture.
En comparant ces formules avec celles qui ont été trouvées Tk*" 80 pour représenter le moment de flexion^ on reconnaît que l'expression du moment de rupture peut être déduite de ceUe du moment de flexion en écrivant R à la place de E^ et en divisant par t/y c'est-à-dire par la distance à l'axe d'équilibre contenant les fibres invariables , de la fibre qui en est le plus éloignée. D'après cela, les expressions des n^ 81 et suivants donneront immédiatement les résultats ci-après.
115. La section est un rectangle ( Fig. 2) dont b eic sont la irgeur et l rupture est
largeur et l'épaisseur^ t;'= -, et l'expression du moment de
2R ôc» _^«
116. La figure de la section étant formée de deux triangles égaux (Fig. 3) dont les côtés sont pei q,le moment de la résistance à la rupture est
117. La figure de la section étant un rectangle dont les côtés sont 6, c, et l'axe contenant les fibres invariables formant l'angle «p avec le côté b, le moment de rupture est
__ yc^in*<p4-fe*cos*<p ^ 6{ôsin<p + ccosf) '
Quand la section est un carré cette formule se réduit à
6(sinç + cos«p)*
et si la pièce est fléchie dans le sens d'une des diagonales du carré, Ton a
Ainsi une pièce à base carrée fléchie dans le sens des diagonales de la base résiste moins à la rupture qu'elle ne le fait quand elle est fléchie dans le sens des c6tés de cette base^ dans
le rapport de 1 à — : (*).
(♦)§!. Erreur où peut faire tomber la première formule du n* 117. — La fin de ce numéro, relative au cas où la section e6t un carré, est exacte» parce que tout prisme dont la section est une figure ayant ses moments d'inertie égaux autour de toutes les droites tracées sur son plan par son centre de gravité (S 8 de la note du n* 83), fléchit toujours dans le plan même où il est sollicité pour fléchir ( $ i de la même note ) ou dans le plan du moment sollicitant M = P(a— x) ou =Pa des n- 77, 86, 121, etc-
Mais la formule rg=R ^^?^ 9 + oc cos y ^^ commencement,
6 (6 sin 9 4- c cos «p)
comme celle e = .., du n** 83 (p. 52) n'est propre qu'à induire dans une erreur où Ton tombera nécessairement avec quelques auteurs si Ton pose, comme il est indiqué au n* 121, r = M = Pa en y mettant pour r Texpression signalée.
Gela vient (comme on a déjà dit à la note du n** 83) de ce que la flexion ne s^effeetue pas dans le plan de sollicitation à fléchir^ lorsque ce plan n'est pas parallèle à Tun des deux axes principaux d'inertie des sections.
S 2. Établissement direct de V équation de cohésion pour une sollicitation oblique aux axes principaux des sections. — Si <p dé-
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signe, comme à la note du n* 83, et pour une section de forme quelconque, Tangle aigu POV que fait le plan de sollicitation P|OP avec Taxe d'inertie Ov prolongé, et ^ celui yOv que fait avec le même axe principal Ov, le plan de flexion effective FOv, ou Tangle égal uOu de la ligne des fibres invariables Ou , perpendiculaire h OF, avec Tautre axe dMnertie Ou de la section, on a (note du n» 83), pour dé-
terminer cet anglo ^ non connu à priori^ tang 4^ =p tang?, r, r étant les moments d'inertie de la section autour des axes principaux Ou t Ov.
Mais, plutôt que de mettre cet angle & la place de 9 dans la formule r=... du texte relative au rectangle ayant ses côtés 6, c parallèles à Ou, Ov, et de régaler & la composante M 008(^—9) du moment M ou Va autour de la ligne des fibres Invariables Ou » il est bien plus simple de poser, autour des deux axes principaux* deux équations d'équilibre de rotation entre les forces extérieures et les forces intérieures qu'on peut exprimer comme au n* 112 (sans parler de E ni du rayon p) par
—, vdb).
Il en résulte , en effet , en remplaçant (comme à la note du n* 88, p. bU) V par sa valeur v cos ^ + u sin ^ , où v et u sont les distances d'une fibre quelconque m aux deux axes principaux Ou, Ov, deux équations
Mcos9 = ->rcos4'
Msin9=:^rsin4»
qui , ajoutées ensemble après avoir multiplié la première par
p et la seconde par p donnent
m /"v^^^^^n^'^l^^ _„ucos^ + vsin^>_pi? . M \^v-p-+u-p-J -^ ^7 *^^»
d'où , en faisant t7= sa plus grande valeur v\ et R= R. limite des efforts non dangereux, cette éqaatkm de cohésion permanente :
(DU n*tiir).
M = muumam de -
Elle convient à des prismes ayant des sections de toutes les formes, sollicités obliquement à leurs axes principaux.
S 3. Application à la section rectangle dont les côtés sont b
et c.—- Gomme les plus grandes valeurs des coordonnés t et u sont
il hc^ b^c
^c et 56, et comme r= ^j . 1"=-ï2 » on a
MonPa= —
co89 + csin
_cos9 + ^sin9
Cette formuleest très^iifférente de celle M ou Pa =^5^î5l!?±5^?!
qu'on poserait d*après ce qui est dit au texte. Nous avons ranarqué ailleurs, depuis longtemps (*), et on peut vérifier facilement que cette dernière équation inspirerait une fausse sécurité; car si, par exemple, Tangle ? est demi-droit, la valeur qu'elle donne pour
la charge P est ^T^ fois celle qui résulte de la formule exacte
qu'on vient de donner; et ce rapport 7, , toujours pins grand
que l'unité, a pour valeurs. . • . 1,083, 1,250, 1,667, etc. 9elon que le rapport de Tun des
deux côtés du rectangle à l'autre
côté est. 8/2, 2, 8, etc.
Le sens de sollicitation le pltis dangereux est celui pour lequel 6 cos <p + c sin 9 est le plus grand , ou pour lequel
tang(p = |,
ce qui donne le sens perpendiculaire à l'une des deux diagonales du rectangle. Alors M ou Pa = ~
6 ' sf^T^*
(I) 30 octobre K 8i3, aux Complet nndM et rAcêdémii, i. XVU , f. 949.
(Do B* 119}.
Généralemcat, toutes les fois que u, v, répondant au maximum du
énominateur p cos 9 + p si
par rapport à 9 a lieu pour
dénominateur p cos 9 + p sin 9, ont une valeur fixe, ce maximum
u I' ce qui donne pour condition de résistance permanente
s ù. Éiablissemeni élémentaire de ces formules. — On Topére en (considérant (comme au $ 9 de la note du n** 83) le prisme comme f prouvant simultanément deux flexions dues, Tune, à des forces qui ont un moment M' = M cos 9, Tautre à des forces qui ont un moment M"=M sin 9, et produisant des déplacements qui se composent d*après le principe de simultanéité du $ 2 de la note du n*" 21. On dira donc simplement que si la fibre située à la distance v' de Taxe du premier moment et à la distance u' de Taxe du second éprouve une dilatation due à une tension R par unité de section, celle qui est située aux distances v, u des mêmes axes éprouvera une dilatation
due à la tension R —, si le moment ou couple M' agit seul, et une dilatation due à la tension R ^ si le couple M" agit seul pour fléchir
respectivement autour do ces deux axes supposés principaux ; et
Ton aura , aussi respectivement, M' = R -;, M" = R -, pour l'équilibre de rotation. Si ces deux couples agissent à la fois, la fibre éprouvera une dilatation totale, somme des deux dilatations partielles, ou duo à la tension totale
î; + RÎ;=M'p+M"5>.
Donc, pour que cette dilatation atteigne la limite des dilatations non dangereuses , ou soit celle qui est due à la tension-limite R., on doit avoir Téquation suivante (donnée en octobre et novembre 1863 aux articles cités des Comiptes rendus) :
V2C» SECT. |. RÉSISTANCE D£S SOUDES.
1 IB. La figure de la section transversale étant un cercli" (Fig. \) dont r est le rayon, l'expression du moment de la résistance à la rupture est
Les moments de rupture, pour le carré et le cercle inscrit,
sont entre eux dans le rapport de 1 ^ ttt' '^ même qui a lieu
pour le cas de la flexion {'j.
119. A regard d'un tuyau, r' et r" étant les rayons des deux cylindres extérieur et intérieur^ remarquant que le nH>^ ment de rupture du vide intérieur supposé plein est
n. = luaviuoiD de M Ti -h M ' p t
d'où M = uiiuiiimni Ho comoie à la fin du S '-^
V . Il
pcos© + p wn f
(♦) Perte do force des arbres équarris, — Si c'^est un cercle ci>consvrit que Tou compare au carré pour la flexion, le rapport, au
Jieu de 1 à ?^ = 0,5800, est de 1 à 5^ = 1,6661. Un arbre penl
ainsi considérablement de sa force lorsqu on i*équarrit. Ct cela a lieu même lorsqu'on en tire la pièce à section rectangle ci-après (du n* 130], dont les deux côtés sont entre eux dans le rapport
1 à va (fournis par les équations 6» + c* = 1,
■ ,. :^ 0 j ou par la construction ci-contre
où Ton divise le diamètre en deux parties comme 1 est à 2 ; car le rapport des résistances du rec-
unçle et du cercle est de 1 à -~— = 4,53039.
on a, pour le moment cherché,
A sections transversales égales, un cylindre plein et un tuyau offrent des résistances à la rupture qui sont entre elles dans le rapport de
A résistances égales , les sections transversales du cylindre et du tuyau sont entre elles dans le rapport de
(*) Ces deux rapports qui sont plus simplement , le premier.
celui de
& 1+ -;:« et, le second, Tinverse élevé à la
puissance dé 2/3, résultent de la division, Tune par Tautre, des expressions qui seront données SS 6 et 7 de la bote du numéro sui*
vaut (120) : 1* en supposant tJ le môme pour le cylindre et pour le
tuyau; 2** en supposant -> le même» et tirant le rapport des sections b>.
M. Poncelct a trouvé que le premier rapport est celui de ai , tangente menée au cercle intérieur par un point a de la circonférence du cercle extérieur, à ac^ longueur déterminée par ob perpendiculaire à oo, et par bc perpendicidaire k ab^ o étant le centre et aoca* un diamètre.
Ce rapport est aussi , à peu près, la racine carrée de celui de Tépaisseur au diamètre moyen du tuyau.
120. €k)nnaissant l'expression du moment de ruptare pour une base de fracture rectangulaire , on peut se proposer d'inscrire dans un cercle un rectangle déterminé par la condition de rendre cette expression un maximum. .Le diamètre étant I,
les côtés de ce rectangle seront respectivement — i et ^T)^
(♦) (Voyez note du n« 118).
S 1. Comparaison des sections à égale superficie ou égale (jftMui-
tité de maiière,^^oua allons donner ici les valeurs de -71 et, aussit
les valeurs du moment d'inertie I, par complément aux n** 81 à 85 (et ainsi que nous Tavons annoncé), en mettant les expressioDs sous une forme telle qu*on puisse comparer quant & ces valeurs, loi diverses sections à égale superficie ou à égale quantité du métal dont on compose les prismes. Nous parlerons ici déjà, pour rendre le tableau plus complet, des sections de prismes à côte ou à nervure , dont Navier ne fait mention dans son texte qu'à la Sectioh IV (Charpente), art vu, n** tx^Z à /ii97.
Le moment d'Inertie I est du quatrième d^gré ou est on produit
de quatre dimensions linéaires ; le quotient -; est du troisième degré; la superficie c» est du deuxième degré. Il faudra donc, pour les comparaisons des sections sous le double rapport de la résistance à la simple flexion et à la rupture par flexion, donner respectivement pour forme, à I et à -,, le produit de co* et de «»* par un
nombre ou par une fonction des rapports mutuels des dimensions des diverses parties de la section.
S 2. jRésisiances spécifiques à la flexion et à la rupture par
flexion lou quantités remplaçant I et -7] lorsque la sollicitation *
est oblique aux axes principaux ^inertie des sections* — Alors la résistance spécifique à la flexion, au lieu d'être rG(>résentée par T, le sera (note du n* 83) par
IDU B* tjM]
FLEXION
/cos«9 ,
tang?
l' et r étant les moments d'inertie principaux de la section, 9 étant Tangle du plan de sollicitation ou du moment M des forces extérieures arec Taxe de V\ et p étant le rayon de courbure. Et la résistance spécifique à la rupture par flexion au lieu d*ètre
représentée par -, , le sera (note du n* 117) par
«I 1' / u' et v* étant les coordonnées n , v, par rapport aux
^ ^^ * l axes des moments principanx 1', I", de la fibre la plus
-7 COS ^ +"7, Sin 9 j tendue , on rendant r^ cos 9 + rp, sin cp nn maximum ;
\ et R la traction qu'elle supporte par unité superficielle.
& Tangle 9 est indéterminé ou si la pièce peut être sollicitée sous diverses inclinaisons, comme Tarbre tournant d'une machine, Il faut prendre Vinclinaùon la plus dangereuse ^ ou la valeur de 9
qui rend un minimum cette expression de ^. Et si u', v' sont oon-
sttnts, comme quand le contour est composé de lignes à angle
r u' droit, ce minimum a lieu pour tang 9 = p -7, et est
R 4 /vjTïï^'
Mais si le contour est continu, u' et v' sont fonctions de 9 , et Ton a un autre minimum.
S 3. Section rectangle dont b et c sont les dimensions. — Si b est la largeur, c la hauteur ou épaisseur^ c*est-à-dire si la sollicitation a lieu dans un plan parallèle à c, on a :
bc^ c* i c Résistance spécifique à la fiejiion élastique I = -j^ = w —- = — ^ w*.
l bc* c i le î tiem àla rupture par flexion "="fi" = '*S = H\/5*'** •
(Du n* 190).
Ainsi, à égale superficie de la section cd, ou à égale quaiUiiédB matière d'un prisme de longueur donnée, la ré/istance à la flexion (ou le poids capable de donner une flèche déterminée à ce prisme appuyé aux deux bouts et sollicité au milieu) , est comme
le rapport ? de la hauteur à la largeur. j
Et la résistance à la rupture par flexion (ou le poids appliqué de même, qui fléchit de manière à donner une dilatation ou une contraction déterminée à la flbre la plus tendue ou la plus comprimée, et qui, par conséquent, peut mettre la matière en danger de
rompre ou de s'énerver) est comme la racine carrée W^ da même rapport.
S h* Même section rectangle si la sollicitaiton est ohliqvie», Cmue qui limite {en partie ) davantage cTemployer des pièces de champ à section haute et mince, — Si le plan de sollicitation ou du momçnt M, au lieu d'être parallèle au côté c, fait avec ce cOté un angle 9, on a (d'après ce qu'on vient de dire $ 2)
llésistalice à la 1 P » '
"Zoo r^ /co.v »iD«9 / — ? — «»«"? /— ?-
Éd. à la rupture j par flexion. ]
M 4 6»c» ''^^lï^.. — ^ le î^ 4
R 6 &coscp + c8in9~~6 c ~"6 V ô*C08«p ^ *
coiç + -sin9 ^-hTUBlfp
Si une pièce a une largeur h très-petite par rapport à sa hauteur e, il suffit qu'on prenne tang? = ~, ou que le plan de soUicitttiOD
ait seulement la petite inclinaison - de la diagonale sur le grand
côté c de la section, pour que le dénominateur 0039 + ^ sîii*? devienne 2COS9, c'est-à-dire à peu près = 2, et que, par conséquent, la résistance 5- ^ la rupture par flexion soit deux fois
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moinére que quand la sollicitation est exactement parallèle au grand côté c.
En même temps f c'est-à-dire pour tang? s - ou pour la sollici-
)M (oc^ on a une résistance à la flexion p ^ = 1^ tang 9 =
Citc' b C
-J5- -, 014 r/ois moindre que si la sollicitation était parallèle à c.
Et, à égale superficie de la section , Ton a seulement la même résls-
tance tk^^^ flexion qu^avec une section carrée.
Aussi, comme il est difficile d'empêcher que Faction ne devienne un peu oblique, quand ce ne serait que par suite d'une légère torsion due à ce que la charge n'agit pas exactement au milieu de la largeur 6 de la pièce , les constructeurs évitent d^employer des pièces de champ trop minces ou de rendre trop grand le rapport
7 de la hauteur à la largeur, afin de prévenir le déversement dénoté
par la formule > et, aussi, une sorte de flexion do la pièce dans le sens de la hauteur de la section.
Si Tangle cp du plan de sollicitation n'est pas déterminé ou si la pièce peut être sollicitée transversalement sous toutes les inclinaisons, il faut prendre Vinclinaison la plus dangereuse. Ce sera,
quant à la rupture par flexion, celle qui a pour valeur tang<p = ? si
c> 6 , et on aura , pour cette sollicitation qui est perpendicu'* laire à une des diagonales.
Plus petite rwûtance à par fleikm, ou Minimum de - :=
à la rupture ... ^ / -
imum de - := - , ■ ' = s % / • . «*;
Il est évident , au reste j que la plus grande flexion est dohnée par 9 = 0 ou 9=^ selon quer< ou >r,ou, pour le l^ctanglc, selon que h> ou <c;
(Oa a* IM).
S 5. Section carrée. — Les expressions précédentes, en faisant 6 = c, donnent
SollictUtion dans nn 1 A4 f^ht ^^s
plan parallèle à / Réwst. à U flexion 1 = 775 = -nr = 7S = 0,08333 w' l'un dei côtés 1 " 12 12
«.àUmpt-parflex. I = ^= ~=| J = 0,i6667J
p =- =1 jrr = — = 0,08333(i>' (conuoe poor la soUicitaliei £ 12 12
parallèle, et, cela, quel ^ loit f )
8ullicitation oblique
Sollicitation diagonale (on tous l'inclinai* son la plas dangereuM)
R Gcosf + sinr 6(C087 4*sin9)
S 6. Section circulaire pleine, rayon r.
« = «y*, t/ = r KjÀ or* 1 a U a^
S 7. Section circulaire évtdée {section de tuyau); rayon exU' rieur r'; intérieur r"
7^* .. y-"* ;.t ^ yJft
2 V2 2r^/ ""4'^£_/rr\
(Du B* RM).
r* 4- r" SI Ton fait le rayon moyen — ~ — = r, et Tépaisseur r'^r*'r=e.
on a
I cur 4r« i/— 4r* f
(Voyez les conséquences, note du n* 119).
S 8. Prise en considération des troncatures qui augmentent la
valeur de V expression ^oujrdela résistance spécifique à la rupture. — > Diaprés ce qu*on a dit au S 8 de la note du n* 113 (p. 100) comme Texistence de fibres inutiles ou susceptibles de rompre d*abord seules^ ne diminue en rien la résistance du reste, il convient, à regard des sections pour lesquelles le quotient -7 augmente en en retranchant une partie ou en les supposant tronquées, d*attribuer à ce quotient sa plus grande valeur, résultant de la troncature qui le rend un maximum.
En conséquence il faut, si Ton veut avoir des expressions plus
I M exactes de la résistance spécifique à la rupture -7 ou^ multiplier
celles qui sont données aux S précédents ou suivants par des nombres un peu au-dessus de 1, comme ceux du S 8 cité de la note du nM13.
Et ces expressions seront, encore , plutôt au-dessous qu^au-dessus de la résistance réelle d*après ce qu*on a dit page 101 et que Texpérience confirme, de la petite part que les fibres comptées comme inutiles ne laissent pas de prendre à cette résistance.
Il' '
Ainsi, au lieu de -7= 075 «*>«= 0,11785 «o« du S 5 pour le carré
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sollicité dlagODâlôment on prendrait i = î^^ w^= 0,18151^,
si la matière résiste sensiblement plus aux compressions qu*aux extensions ou réciproquement ;
Et^ = -W-in-*»»*= 0,1242 w* si elle résiste autant aux unes
qu'aux autres ou s*il y a incertitude.
Au lieu de -= r-r ^* = 0,14i0/i7to' pour le cercle, on prendra
-> = -^T-T — w* = 0,14202/ic»)^ pour une troncature haut et bas.
Et ainsi des autres , même pour le cas de Jlexion oblique en y appliquant les principes du S 8 de la note du n* 118 lorsqu'on croira devoir pousser Tapproxlmation à un pareil degré» ce dont on peut ordinairement se dispenser.
S 9. Cas ou les troncatures auraient effectivement lieu, — Si Ton a retranché Xes fibres dites inutiles en fondant les pièces de métal ou en taillant les pièces de bois, II est évident que pour comparer les résistances des sections à superficie égale ^ il faut mettre à la
places de w la surface de la section tronquée ou débarrassée des parties répondant à ces fibres.
Alors 1*. S'il est question d^un carré sollicité diagonalement et » tronqué seulement à Vangle suipé^ rieur ou à Vangle inférieur^ comme au premier exempledu S Sdelanote du no 113, p. 95 et 96, on a
et par conséquent
I _ co^ ,g 12--/iV4- 4Br»— 18T*-f T*
3* S'il s'agit du même carré, tronqué & la fois et symétrique-
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ment à ces deux angles, comme au deuxième exemple » p. 97, on aura
3* Enfin si ce même carré est tronqua également aux quatre angles, comme il conviendra si c*est la section â*un arbre tournant
de machine, il faudra retrancher ^ de Texpression de I| (page 97)
relative au cas de deux troncatures et on aura a)> = 6'— 27*6*9 et
OÙ il ne faut pas supposer y plus grand que r.
Si Ton se sert de ces expressions pour chercher quelle troncature il faut faire dans chacun de ces trois cas pour avoir la plus grande
résistance -; à superficie égale u) on trouve ceci :
C(u (i*), ou d*une seule troncature. Ce maximum de résistance pour ta constant est obtenu en faisant t = i c*est-à-dlre en tupprimont entièrement le demûcarré supérieur ou en réduisant la section à un triangle rectangle isocèle, la base tournée du côté dilaté si c'est par dilatation que la matière risque le plus de céde^. Inutile de dire que cette forme de section n^est pas la plus avantageuse entre toutes celles qu'on peut donner si Ton a le chblx d'autres formes.
Caj(2*),oudedeuxtroncaturesducarréso]licitédiagonalementOn
a le maximum de ^ pour ta constant en faisant, y = ^ et ce maximum
Cas (3*) de quatre troncatures, il faut, pour le maximum, faire V = I ce qui revient à remplacer le carré sollicité parallèlement à
!56 SKCT. I. RÊSISTAKCE DES SOLIDES.
( Du n* ttO)»
ses diagonales par un carré sollicité parallèlement à ses côtés (Test ce qu'on pouvait prévoir d'après ce qu'on a vu (S 5) de la sopériorité de résistance dans cette dernière situation. Mais si la pièce est tournante, comme la supériorité disparaîtrait lorsque la diagonale deviendrait verticale, il conviendra de tronquer en octogone régulier. Et si Ton admet de nouvelles troncatures produisant plos de huit côtés, on est conduit simplement à ce résultat, que la forme circulaire est la meilleure pour le contour de la sedion â*une pièce tournante fléchie successivement dans tous les plans passant par son axe de figure (Voyez ci-après S 19;.
S 10. Seciion^Hptique , h et c étant le pliu petit et le plut grand diamètre. — Le plan de sollicitation étant parallèle à c, on i
c , c 7:6c* __ coc
"~ "ëT "" Te ■" AÏ 6 ***
Le plan de sollicitation faisant un angle r avec le côté c :
la flftxion.
"s/^Ti^ «\/co.,-,s;..„., ^*~*V,+j.
$ li. Sections comparées ayant des/ormes ramenables les una
aux autres (comme toutes les ellipses, ou tous les rectangles, etc.)
en amplifiant ou réduisant dans une même proportion taules les
abscisses ou 'toutes les ordonnées parallèles à un axe principal
* tVinertie ainsi qu'eau plan de sollicitation,
I =- Kfoc'^OQ proportioniîpl à Vn'm «o et an carré de la baiiteiir r d« la seciioa.
-y = K'«'>C on proporllonni»! à l'aire e» à la hant4'nr Ao la s^ct'on.
ART. IV. RUPTURE PAR FLEXION. iS7
(DuA«tte}.
Kt non-seulement la charge susceptible d^ètre portée Indéfiniment sang danger, mais même celle de rupture immédiate , quelle qae soit la loi qui lie les extensions ou compressions des fibres aux efforts qu'elles supportent « suit cette dernière proportionnalité (Voyez la note du n? 151).
S 12 Sections rectangles étidées symétriquement. — Elles peuvent Tètre de deux manières, ou en tuyau rectangulaire, ou en double T symétrique. Dans Tun comme dans l'autre cas, soient : 6, c la largeur et la hauteur du rectangle extérieur, h\ c' celles du rectangle intérieur ou d'évidement qui, dans le second cas, est partagé en deux parties ayaal b' pour somme de leurs largeurs (figure page suivante) *
I bc^^b'c^ w'i /c Lfl
6 — 6' c— c' i 6' c' 8 SI par exemple on a — r— = — ' — =x» ^"T^ ""^â' ces expressions donnent
- w« c 25 « -_. c w» I u>» /c 25 « ^^^ le w« * = r2' 6- T=^'^^^6Î2'? = TV6-Ï^=^'3^V6- file solide résiste 3'»i',57i plus à la flexion et 2'<>i%362 plus à la rupture par flexion qu'un solide à section rectangle, de même super*
ficie ta> , pour laquelle le rapport r serait le même.*
(Du n* ttO).
$ 18. Rapport de la hauiettr à la largeur éTune section simple^ ^^ ment rectangU qui oJfHraii même
résistance que lasectitm en double 1! symétrique. Utilité de la forme en T pour s^ opposer au dhoerse»
me/it.— Pour qu'une pièce ayant une section rectangle pleine de môme superficie résiste autant à
la rupture ou ait le même ^ que
la pièce en double T symétrique,
il faut
Cj et 6) étant sa hauteur et sa
largeur.
qu*on ait cette équation, qui
s'obtient en égalant les expressions de p du S 3 et du S i2,
Cl _ c \ b (Tj
Par exemple si ^^-^=^1-^=1 il faut que jî- soit jj| = 5'*«*,580 plus grand que |t ou il faut que
^ = 11,16 si l'on a j = 2, et =16,74 si ^ = 8.
De pareils rapports entre la hauteur c^ et la largeur by seraient trop forts d'après ce que nous avons dit, S A» <lu danger de diminution considérable de résistance que courent les pièces à section rectangle haute et étroite pour peu qu'elles déversent ou que la charge les sollicite dans un plan légèrement oblique au grand côté 9 ce qui a pour conséquence, comme on l'a démontré, de les ployer dans un autre plan bien plus oblique.
AIT, iT. KtnrttmB PAB PLEXICm.
ist
(Dan* IM)
Il y a donc liea de donner en général, aux poutree on soiifes métalliques, des côtes ou une forme en double T. Leur résistance
l' au déversement dépend du rapport j des moments d'inertie principaux de la section, r désignant celui qui est pris autour de Taxe de symétrie parallèle à la hauteur c. Celui-ci a pour formule (toujours en nous bornant ici au cas où les deux semelles sont égales).
Son rapport à Tautre moment j^ (6c«— 6'c^) est
r 6« fi«
si on fait •
l c^ n? mil* — (m — i) (n— 1)'
b* expression qui se réduirait à ^ pour m ou n = 1, etqui est de la forme
6* générale K ^, K ayant les valeurs numériques données par le ta-»
bleau suivant :
Valeurs du dénominateur K de -^ = y
Pour— = m
MlQ SECT. I. RÉSISTANCE DES SOUDES.
(OUD*tM).
Or, comme les plus grandes valeurs des coordonnées u, t(S 2)
b c sont ici ^, ^, si nous les substituons à u'» y' dans Texpreadon
, nous a^
JCOS94-
^sm.
COS
jtong?
le* r
nous avons , en mettant ^ ^ pour - ,
j ( K rariant généralement de 2,14 à 3^1 >
Le 1*' facteur de cette expression, —„ représente la résistance
de la pièce non déversée ou sollicitée bien perpendiculairement et au milieu des semelles.
Le 2*t -r— f peut être remplacé par i, Tangle 9 étant tovjours supposé petit.
La 3* montre que si la sollicitation oblique s'opérait suivant la diagonale du rectangle circonscrit 6xc» ou si Ton avait ^ tangf =1,
la résistance spécifique -r- serait réduite aux ôs^tt:^'^^ valeur
p relative à une sollicitation normale, tandis qu'elle est le ^ pour
une section pleine (S A) • en sorte que celle^i résisterait plus au
déversement que la section en double t.
Mais il en est autrement si, comme on doit toujours le supposer,
Tobliquité de la sollicitation est faible. Si, par exemple, dans Tby-
b'-b' c-^c' 1 pothèse —g— = -^^ = Â ^'^ ^'0° * K=: 2,612, cette obliquité
est celle de la diagonale du rectangle plein 6^XC|, dont nous avons calculé tout à Theure les dimensions et qui oilHrait la même résistance, à surface égale, que le rectangle évidé 6 x c—b'xc\
ou si Ton prend tang9= -i = =-^5- -. Le 3» facteur sera alors
Cj u,DoU C
iftl
(DttB* t99).
Il est, comme on voit, supérieur à -t. Cette considération et celle
d'une plus grande stabilité qui laisse moins de champ à la torsion résultant du déversement , assure une supériorité réelle aux pièces à double T symétrique sur les pièces à section rectangulaire mince et de champ d'égale superficie.
On voit toutefois qu'il ne faut pas s'exagérer cette supériorité.
S iù. Cas de Vévidementpar plusieurs rectangles. — Si le rectangle 6xc est évldé par plusieurs autres
& c'fT
ne
comme dans la figure cotée ci-contre où les plaques de tôle horizontales et verticale sont assemblées par des cornières, on aura simplement
w = 6c — 6'c'— fV— \fe^ 6c» 6'c^ V'd'^ b^d^ , c
S 15. Section en T simple, et en U. — Navier considère ces deux espèces de rectangle évidé non symétrique à la Section IV* (ci-après n* 697). Il pose l'expression de leur moment de flexion ou d'inertie autour de la ligne encore inconnue des fibres invariables et il dit de mettre, pour la distance do cette ligne à l'une des bases, sa valeur tirée de l'équation d'équilibre de translation fvdti = 0 du n* 78 qui exprime qu'elle passe par le centre de gravité.
, Dans le cours de l'École de Metz M. Michon a simplifié ce calcul en prenant d'abord le moment d'inertie par rapport à la base et en retranchant l'aire multipliée par le carré de sa distance au centre de gravité, distance qui s'obtient simplement, elle-même, en divisant par Taire le moment statique de la section par rapport à la môme base. Soient
iU'2 SEGT. 1. RÉSiSIiJNCË DES SOUDES.
(DU n<ilM).
-AHf>'
c la hauteur totale de la section.
b la largeur du corps vertical du T renversé, ou la somme des largeurs des deux branches de 1*U.
(/' la largeur de Tévidement qui est en deux parties pour le T.
&' la hauteur de la table ou semdle» ou c — {/' la hauteur de Tévidemeot.
N=b+6' b. = fe-fir
On aura:
Moment statique par rapport à la base inférieure à ^ + s ^^"^^ D'où, divisant par Taire w = 6c -f 6 V ;
^ ""2 bc-^y'd' •
Moment d'inertie autour de la môme base 5 ^c* -f- s 6V»
D*où, en retranchant eut?'* (théorème général du $ A de la note du n"» 81, page AS).
6c»+6V^' i (6c* -h 6V^)« _ (6c«4-6V)'-A6c* feV^c-V).' ^— 3 5 6c + 6"c^ Ï2(6cT6V^5 '
La section en shnple T est» au r^te, un cas particulier de la 8oi« vante.
% 16. Section en double T Twn symétrique. (Côté inférieur pris pour celui des fibres étendues).
Nous supposerons constamment désormais (comme les auteurs an-* glaîs) que le côté supérieur des sections est le côté comprimé « et que le côté inférieur est le côté des fibres étendues, parce que le cas d*une pièce posée sur deux appuis est bien plus fréquemment à considérer que le bas d'une pièce encastrée à un bout et sollicitée à Tautre.
Or les formules relatives à la section en double T où à deux se^ melles peuvent être obtenues facilement et sous une forme simple comme il suit. Soient :
(Du n* ttO).
&•- 5 -I- 6»=:ft,
b la largeur de la semelle supérieure.
c la hauteur totale de la section.
b' la somme des largeurs et c' la hauteur de Tévidement qui aurait lieu si la section était en simple T ou s'il n'y avait pas de semelle inférieure.
En sorte que 6 — 6' est Tépaisseur du corps de la section ou de la barre verticale du T.
c" la hauteur de la semelle inférieure , b^^ la somme des largeurs qu'elle ajoute en deux parties à côté de ce corps vertical.
r' et r'i = c — v' les distances du centre de gravité 0 ou de la ligne des fibres invariables à la base inférieure 6 — 6' + b'^ et à la base supérieure 6 ; ou , ce qui revient au même , v, et v\ les distances respectives des fibres invariables aux fibres les plus dilatées et aux fibres les plus comprimées.
On aura
Aire de la section, o>s=6c — ôV + ô^'c"
Moment statique de cette aire par rapport à la base Inférieure
bc^
Quotient, ou distance, à cette base inférieure, du centre de gravité Ô
Moment d'inertie de la section autour de cette môme base infé^ rieore
ilxU S£GT. 1. RÈSiSTA.NC£ D£S SOLIDES.
(DU a* tW9).
En retranchant «ov'* ($ à de la note du n* 81) on aura cette expression assez simple du moment dMnertie autour de la ligne des fibres invariables.
D*oÙ9 résistance spécifique à la rupture du côté dilaté :
Quant à v'i, distance de la ligne des fibres inYariables à la base supérieure ou aux fibres les plus comprimées, Il est égal à
On lui donne, ainsi qu'à -7» les mêmes formes qu'à v' et -> en falsant
6— 6'4-fc" = 6|, 6' = ft"i, fc"=6\, c— c'=c^i. c^&'=z&^.
Alors
l-j(&jc -(>,(-, + (^iC ,} 4 6jC-6\c', + 6^c-,
Et Ton a le rapport de la plus grande compression à la plus grande extension
tj' 6c* — 6'c^4-6V« •
Au reste le moment d*ioertie peut aussi être écrit sous cette forme très-symétrique,
et sous une forme toute semblable avec des Indices i à toutes les lettres hors c.
AKT. IV. BUmmB PAR FLEXION. i&5
(im B* IM).
D'où
I le nnmératenr da l'qprcsiïmi précédente on on aotw pirtïl «vec Ici indices t ,
«' ea r'i "■ 6(fcc*— 6'c'« 4- ^"O on e^b^c^*— b\d^* + ÔV,»)
Il est facile y en divisant ces expressions de I, -7, -r par ^c—
b'd +6^c"= 6iC— 6'icfj + 6"|C"i élevé au carré ou à la puissance =.
et multipliant par «d* ou co* , d'avoir» comme aux paragraphes précédents, des expressions comparables à superficie égale de la section. Pour que la section n*ait que les Justes dimensions nécessaires à la résistance, il faut à la fois, M étant le plus grand des moments des forces extérieures, et R«, R'. (SA. et note du n* 113, S ^3} les limites des tractions et pressions longitudinales non dangereuses des fibres,
Ainsi les deux tables, semelles ou doubles nervures nefatigueront pas plus Tune que l'autre , et Ton aura, toutes choses d'ailleurs égales , la plus grande économie de matière , si
ou 6iC*— 6\cV +6"jc'V = ~ (ftc«— 6'c^ + ^V^).
Cette relation peut s'écrire, en remplaçant r'i par c — c", d par c — d\ et faisant 6 — 6' = 6| — 6'^ = e épaisseur du corps vertical, puis mettant, après réduction, V* = b\ pour ô^^^, y\-=y pour 6- ^,
(2fc"c''+cc)c-{ô"c"«-er'\c"j«)=: ^ [(afe^ic^'i-f ce;c+ (6"c"«-6'\c"4«)].
Elle se réduirait, si les différences de termes affectés des carrés c^, c^V d^ ép^Bseurs des nervures étaient négligeables, à
montrant qu'en partageant la section par une horixontale à égale distance des deux bases , l'aire de la partie inférieure devrait être
^ fois plus grande que l'aire de la partie supérieure.
1/)G SLCT. I. B£Si6TAM:Ë DES 30UDES.
(Du n« ttO).
Mais Tcxemple numérique du $ 18 nous montrera que ce rapport cUfférera souvent d'une manière sensible du rapport exact
A plus forte raison ne poQrra*t-on que rarement y subetltaer le rapport de9 aires des semelles
ce qui exigerait qu^on efflnç&t encore, dans la dernière éqqation
posée, les termes ^ en remplaçant en outre V w^ b^^ bf -{- e,
et b'\ par 6 = ^^1 + «f c*est-à-dlre qu^on négllge&t tout à fait le corps vertical de la section, comme nous ayons supposé pouvoir le faire au $ 9 delà note du n« iid.
S 17* ComparaiêOM diverse^ d»$ êôcUcns à doublé T non iymJ^
triques et symétriques légale superjicie. — Il nous suflSra, pour avoir les résultats les plus généraux de ces comparaisons, de considérer le cas où Ton pei^t faire la première simplification du para* graphe précédent, c'est-à-dire négliger les termes affectés des carrés et des produits des épaisseurs &\ &\ , e, mais en tenant compte de l'influence du corps vertical de la section. Soient :
e l'épaisseur de ce corps vertical ;
be^ b^e les superficies des semelles supérieure et inférieure, ou soient
b, 6j leurs longueurs réduites ou amplifiées de manière à les ramener fictivement à Vépaisseur e,
c la hauteur totale*
Soit enfin:
^ le rapport 1^, queJ qu'a soit, çatre }» pressioa^Ilmite et la
6 tenslon^limite , rapport que nous
I avons ti-ouvé i= - b- . S^ au
f % 13 de la note du n* USet qui se
i*éduità ^ égal à A dans leaeoips d'égale contexture en tous i
ART. IT. BUrTUEE PAR PLEIL[OV. i/l7
(Da n* ttO).
On troure en réduisant les formules in parajj^pto précé^l^oti et plus facilement d^ine manière directe :
Ck+^'C ^ _ . ^ ^ _ .^
3 ^ 12 f+îi+c
B>ur que la plus grande dilatation soit une ^nicUpp i}| do ><! plus grande contraction^ on doit avoir
;r « IJ,. Pa ^, =; ^5~P^ d'où !>'.= j^l^, t'. ;:, f :^
qui, Introduits dans les expressions précédentes, donnent
=^i±IliWç|*.J.M I^«.'.M'-<*-^>^
= ii4lc(î6, + c), ! = «:'
Ces expressions particularisées deviennent :
On voit par les valeurs de b que pour que la condition ^=ni soit remplie , la semelle inférieure b^e doit avoir une surface de plus de 1 fois I celle ce du corps vertical quand*), = j» ©t plus de i fois
168 SEGT. I. EÊ8ISTAMGE DES SOLIDES.
(Da H* t9#}.
quand v). = ç; on peut même dire plus de 8 fois et de 3 fois, car alors b = seulement ô ^i ^^ z ^•
Pour une section symétrique ou à semelles égales de même sui^ face CD, si Ton désigne par des accents les quantités analogues, on a (en faisant dans les premières formules ci-dessus 6 = 6| = 6', ou 7)1 = 1 dans les secondes) :
Pour comparer les résistances à la rupture offertes par cette section et par celle qui a des semelles inégales, on doit bien faire atten-
tion de prendre le rapport de ^ (qui multiplié par R. en est la mesure pour la section à semelles égales) à -r (qui serait, pour rautre, à multiplier par le môme coeflElcient R« limite des tensioiuU et non
pas à -r Qui serait à multiplier par K ^ —, yaleur de la HmiU
des pressions^ supposée plus grande que celle de la limite R, des tensions.
Donc :
1* Si les deux sections ont môme hauteur c* = c, môme sorikce eu' = u) et môme épaisseur e' = e , on aura d'abord par cela seul, pour la seconde :
26'+ c= î^ (26, + c), d'où 6'= i±Ai 6, -i=^ c, 2A • ^, — ec ■ ^,^
AIT. IV. RUPTURE FAR rUIIOlf.
(DU H- t9#).
U en résultera
Rapport des résist. à U rnptiue.
Ripporl des ré^Ui. à U flexion.
D*où
Quand
lPour-i=:
Quand
Pour ^ = i
des résisUoces
kla rnptnrt.
flexion.
1/lG
On voit ainsi que pour même superficie et môme hauteur la section à semelles égales résiste moins à la rupture que la section à
semelles inégales telle que -r = ^i* in&ls toutefois sans que le désavantage excède t^t^*^^ lo rapport des résistances varie de 0,80
à 0,68 en ne faisant pas 6, plus grand que 4c. Et, en même temps, la pièce dont la section est à semelles
150 SLCT. i. UÉSiSïANCE DES SOLIDES.
(Dun*ttO].
égales résiste bien mieux à la flexion élastique, ou prend bien moins de flèche sous même charge. L'avantage est exprimé par un rapport qui vaHe de i,& h 1,9.
On voil aussi, par la colonne t-, que ce rapport des aires des
. deux semelles est bien moindre que le rapport «]i = -r des plus
grandes tensions et pressions des fibres, auquel il serait égal si Ton
négligeait Tinflucnce du corps vertical. 11 faut donc prendre ce
corps en considération.
2* Si Ton donne à ces deux sections des hauteurs dlfl'érentes, do
manière qu'elles offrent même résistance à la rupture, ou qu'avec
r 1 ca' = eu on ait ~r, = ^, ce qui s'exprime par
on ti^Vera, en divisant la seconde égalité par la première
Faisons successivement sur le rapport des deux dimensions des
sections à nervures égales les deux hypothèses - = - et — = ^î
non^ aûlx^ns Mes nombres ~ et -, de la seconde hypothèse se déduisant de ceux de la première en les multipliant par-^ et par ^) :
mt. Vf* nyrruRE far rLExioNé .
(DU n» ifO).
land "h
iand 1<
Si*'-' ^'?-3
Pour
Pour
lÔ
oml
on Yoit que lé désavantage comparatif dea sections à semelles égales disparaît si Ton augmente la hauteur; seulement, leur corps
vertical devient plus grêle, car le rapport -; de Tépalsseur à
la hauteur n'est que des 0,6 aux 0,8 du rapport - relatif aux
sections à semelles inégales de même résistance et de même superficie.
D'un autre côté, les semelles égales ont un avantage considérable sous le rapport de la résistance à la flexion , ou de la petitesse des flèches, qui sont en raison inverse des moments d'inertie r, I
153 SBCT. t. ttsmsMm d» smam,
(Duii«t««). *'
dont nous donnons les rapports s^élevant à plus de 3 et de & à 1« si
Ton exclut les valeors de -^ donnante s 0.
S 18. Application de la formule exacte à la êectian jwgée la mieux proportionnée par M* Hodgkinson^ Conclusion de ce paragraphe et du précédent. — Les approximations du S précédent pouvalent suffire à son objet; mais les formules du S 16 peuvent seules donner des résultats exacts.
Prenbns pour exemple la section en double T en fonte que M. Hodgkinson présente comtee la mieux proportionnée* diaprés les expériences de rupture immédiate où 11 a fait varier successivement les dimensions (^}, et qui a, en millimètres, des semelles inférieure et supérieure de 167,& sur 16 eï 59,2 sur 8, avec une hauteur 130 et un corps vertical de 6,7 de large, ou pour laquelle
e=a,7, 6=59,2, c=130, 6'— 52,6, c'=122, 6^=160,7, c"=16, 6j=167,4 c=130, 6'j=160,7, c\ = iili, 6"j=:52,5, c^|=8.
Not» trouvons d*abord
t/t ^ 1 6>c,»-l 6\cV 4- i b\&\* _ 371982 _ .
r' i6c»— i6'c'« + ifc"c"« ■" 13010i "" ^'^^*
doù »' = 33,687, Vj = 96,313.
Si, pour ce rapport ^ de la plus grande compression à la plus
grande dilatation , nous avions pris le rapport des aires des semelles Inférieure et supérieure en négligeant le corps v^lfcal et les carrés
de8épal8«u«.noas.nrIon.en j£:=l||*g»5= 2^ =6,6564 OU près du double de la vraie valeur 2,859.
£t si, en tenant compte du corps vertical, nous avions encore négligé les termes provenant des carrés des épaisseurs, nous aurions
(>] Figure 66 (etpèrieooet IS et 43) H pagei 400 et 404 de la Iradnclioo llbra faite par M. Pirel, des Kechnehêê empérimenUiliê^ ele. {JtntÊU» ifcs Pènto el (CAaiTMéeff, 4*' femetire 4856.
AU. IT. WnUBB rAft flXXlOlf.
(Don* !••).
eu (S 16) j— = -pr^rlf = 3,514, qui excède encore tfen-
viron -r le trai rapport 2,859.
Ed poorsuivant le caleol rigoureux nous obtenons
co = 8862 ■■*.«n<»,2; I = 8 581 7W, p = 254 74».
Maintenant , traniformons cette section.
1* Si, en lui consenrant sa superficie, sa hauteur totale c = 130 millimètres, et Tépaissnj seur 6,7 de son corps vertical, nouschangeonsses nervuresen d'autresqui soient égales entre elles et d*une épaisseur 12, nous trouvons que les semelles auront 131,33 de longueur et qu^on aura
La résistance à la flexion élastique est, comme on volt, augmentée dans la proportion -^ = 1,36, mais la résistance à la rupture
oOo
n'est plus que les i^^ =: 0,705 de ce qu'elle était
2* Rendons à cette dernière résistance sa valeur en augmentant la hauteur de la section devenue symétrique. Soit G sa nouvelle hauteur, B la largeur extérieure ou la longueur des semelles, G la hauteur et B* la largeur totale de Tévidement, on devra avohr (S 12}
BC-FC'=«=: 3862,2; ^^-jg^i^ = p =264749;
d'Où, Si Ton pose
rsniB, C'smC :
15a SEGT. 1. IÊSHTAIIQB DtB SOUDES.
(Du n* ttO).
_ 1— mn 6 1'
1 — mn»*«'lô' ""Cii-^mn)*
Si nous prenons i— m = 0,l, i — n = 0,l2, ced fonnfiles nous donneront les dimensions suivantes :
B = 87,240, C = 212,846 ; ÉpaiMeur du corps 8,724»
Épaisseurs dtt leoMUet — ^ — =: i2,7705«
ou la section figurée d^autre part en ponctué rond et qui offre, avec la même superficie et la même résistance à la rupture que la section eu lignes pleines, une résistance à la flexion bien supérieure, car son moment d'inertie est
ou plus que triple du moment d'Inertie I de la section en lignes pleines.
8*. Si maintenant, en conservant la nouvelle hauteur 0 s SI 2^,85 ainsi que la largeur 87,9 des semelles, nous réduisons répaisseur de la semelle supérieure aux deux tiers, c*est à-dlre k 8,61 en augmentant d'autant l'épaisseur de la semelle inférieure ou en la portant à 17,04» conformément aux deux lignes boriaontales en pomtué allongé^ les formules du $ 16 donnent
La résistance à la rupture est sensiblement augmentée puisqu'on a maintenant 286370 au lieu do 254749, et la résistance à la lléxiMi , mesurée par la valeur de I, est fort peu diminuée et tot^ours un peu plus que triple de ce qu'elle était avec la section primitive en lignes pleines»
4* Oa aurait eu sensiblement le même résultat en augmerdani la largeur de la semelle inf Meure ponctuée au lieu d^augmenter son épaisseur. Et l'on aurait eu un profil plus conforme au ooosell généralement donné de rendre le plus égales possibles les épaisseurs des diverses parties des pièces en m6tal fondUè
ART. iV. RUPTURE PAR FLEXION. 155
(Du n« tfO).
De la discussion contenue datis ce paragraphe et dans le précédent, et à laquelle noua aurions pu donner plus d^étendue sans eo épuiser Tutilité pratique, nous pouvons tirer ces conclusions :
A égale hauteur et à égale superficie, utie pièce eu métal ou autre matière pour laquelle la ré8i8tance4)ermanente H'* à la compression longitudinale excède tl*ètf-sensiblement là résistance B. à Textension, résiste plus à la rupture éloignée si la semelle Infé* rieure ou étendue de sa section en dotïble T a plu^ do surface que la semelle supérieure ou comprimée, que si ces deux semelles sont égales, pourvu que Tinégalité ne soit pas telle que le rapport de^ distances du centre de gravité aux deux bases supérieure et infé-
Heure excède •—, ou qu'elle n'aille pas Jusqu'à produire du côté
devenant concave des compressions longitudinales ayant pour conséquence des dilatations transversales plusf dangereuses que les dilatations longitudinales du côté devenant conveXé; pourvu aussi qu'il n'en résulte pas de déversement ni de flexion latérale de la semelle comprimée^
R' Ce rapport-limite — serait /^ si la matière était d'égale contex-
Ho
ture en tous sens; 11 parait convenable (Ji^Q''^ recherches ultérieures) de le réduire à 3 pour les fontes et à 2 pour les fers.
Mais, môme en lui donnant sa plus grande valeur &, le calcul prouve que la résistance à la rupture obtenue avec les semelles inégales n'excède jamais les 3/2 de celle qu'on a avec des semelles égales pour même surface et môme hauteur.
Et la résistance élastique à lajlexion est considérablement diminuée par rinégalité des semelles qui , ainsi , augmente beaucoup la flèche sous même charge.
En accroissant des 0,/i aux 0,7 la hauteur d'une section à semelles égales, on obtienti pour même superficie, l'excédant de ré* sistance à la rupture qui est susceptible d'être obtenu en les rendant inégales pour même hauteur.
Et l'on augmente en même temps» dans ufie plus fiifte proportloh, la résistance élastique & la flexion*
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Lors donc qa!on ne sera pas géoé pour la hauteur, U sera avantageux d'employer, à Faugmenter, la plus grande partie de Pexcédant de matière de la semelle ioférieore de la section non symétrique qu'on aurait proportionnée de manière à offHr égalité de résbtanee sur les deux bases. Toutefois, la hauteur doit être limitée par la crainte du détersemaU ($$ à et 13) susceptible d*ètre produit par une charge légèrement oblique, et par celle de ^Militer la flexion latérale de la semelle supérieure pressée longltudinalement. On devra, par la même considération, consenrer aux semelles une certaine grandeur, et, le plus souvent, pour les fers laminés, faire la semelle supérieure égale à Tantre, les expériences de rupture citées à la fin du S 13 de la notedu n* 113 ne paraissant pas offlrfr de motifs suffisants pour la fttire plus grande que la semelle inférieure.
Dans chaque cas il conviendra de se rendre compte, par les Ibrmules exactes du S 16, ou par un calcul numérique de moments statiques et de moments d'inaUe fait sur Tépure (surtout lorsque la section q^aura pas exactement la forme d'un double T à an^es droits et prononcés) , des résistances comparées de diverses formes avant d*adopter la forme définitive.
Nous reviendrons, au reste, sur ce svg'et dans la partie expérimentale en discutant les résultats obtenus, auxquels U nous sera sans doute donné de Joindre ceux d*épreuves toutes récentes, faites en grand sous la direction de M. Morln.
S 19. DUcussûm relative avx sections en croix ou à nermres égales dans deux sens rectangulaires. — - On emploie quelquefois pour les arbres tournants des machines, ou bien pour les poteaux et les bielles, des pièces à quatre nervures égales appelées aussi pièces à côtes ou à ailes, ou axes emplumés (feathered axis). Noua allons voir qu'elles n'oflVent, à égales quantité de matière, que peu ou point d'avantage sur les sections circulaires quant à la flexion, k moins que les nervures ou ailes ne soient très-fbrtement saillantes, ce que d'autres considérations doivent faire souvent exclure.
Ces sections sont les suivantes.
Le moment d'inertie de chacune est le même autour de tous les axes tracés sur leur plan par leur centre de figure. On prend con-
AIT. !▼. MPTUM PAl PLBZIOll.
(Du 1* §••].
stamment pour valeur de v' le maximum de distance de la fibre la plus éloi* gDée« pour les diverses positioiis de oel axe.
i* Simple croix éTéquerre. Soi^t e la longueur des douUes bras, e leur épaisseur, on a
=2ce~e«, t'==|v'S5T?, I=^+^--n
ou
"('H* ■ ^''VWW^ '
On trouve en conséquence Lorsque - = C (fimple cirré), -^ = ~ = 0,0833, -^ = 0,1176
1,5 • 0,0807 (minimiuii) » . 0,1268
La résistance à la rupture par la flexion augmente constamment à mesure quelerapport - du double bras à répaisseur augmente ; mais
la résistance -; à la flexion élastique n^augmente qu^après avoir eu,
pour 6 == 1, 5 .6, un minimum trés-peu différent de la valeur 0,0796 relative à la section circulaire, et être redevenue ensuite, pour 6 = 26, la même qu'elle était pour 6 = e ou pour le simple carré» On voit, au reste, que Taugmentation de la résistance à la rupture
est peu rapide, et il faut que le rapport - atteigne 8 i/2 pour que
cette résistance — « d'une pièce & section en croies atteigne la va-
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leur 0,14105 = -^ qu'elle a dans une pièce cylindrique on à sec-
lion oircttltire.
Noui nVons pas calculé -; eu égard aux au^rmentations do va-
leor pouvant résulter de la supposiUoii de troncatures qui diminuent v' plus que I, parce que, lorsque Taxe du moment d'inertie est parallèle k la base supérieure AB =: e, les deux conditions du S 8 de la note du n* 113 (p. 09 et 100) pour qu*une troncature augmente
le quotient -? sont, ici, (c— c)e' > 2c*c et {c—e)€^> cé^(c+e) qui
ue se trouvent remplies ni Tune ni Tautres d'où il suit que la seule troncature capable d'augmenter la résistance consisterait à échancrer un peu un angle tel que A lorsque Taxe du moment est CD perpendiculaire à OA, ce qui ne produirait qu*une augmentation négligeable.
2* Section carrée avec quatre nemtres. On a, 6 étant le côté du* carré servant de noyau, c la longueur d'une double nervure y compris }a largeur de ce no^au, et e l'épaisseur des nervures
u> = 6«+2(c-6)«, I=~[ec«— e6»4-(c— 6)c»-}-6*]
la plus grande des doux longueurs
0D=|6v^ OA-|v^?T?,
Ou la l'* longueur tant que -r n'atteint pas y 3— (^\ ou que laaee*
tion n*est pas inscriptible dans un
cercle, en sorte qu'on ait OA=:OD;
Et la V longueur ensuite.
e 1 D'oA, en adoptant ^ s ^ = a,2 :
iwf, IV. nyPTuai^ l'A» FuxiOtf. 199
(DU n» ttO).
Si X = i ifi»^ »M Dtrriire») i = 0,0888, — ^ =» 0»4^76
1,8 • 0,OOAd 0,1197
On voit qu'à égale Burll&ce éè section la résistance élastique est d'abord diminuée par Taddltion de nervures; puis, passé la valeur I s 1,4 = W 2 — r| j qui rend la section iiuporiptibld û$m un cercle, cette résistance est augmentée. Quant à la résistance & la rupture par flexion, elle augmente d'abord jusqu^à t === 1,4 puis
elle diminue, et redevient, pour | = 1,8, ou pour les nervures
dont la saille est un peu moindre que la demi-épaisseur du Qoyau , peu dlflférente de ce qu'elle était sans nervures; elle n'augmente que pour des nervures plus saillantes. Et elle n'atteint la valeur
0,U10 relajâve au cercle que pour r^^ environ , ou pour des nervures ayant leur saillie égale à la largeur du noyau.
Une troncature qui consisterait seulement à échaiierer ou ehanfreiner xm peu l'angle p ou l'^gle A parallèlement aux diagonales
D%\ lk!W' augmenterait trop peu ~, pour qu'il y eût lieu de tenir
compte de cette augmentittion (S 8 de la note da n* 113), S| elle consiste à accourcir la double nervure verticale en lui donnant une longueur c^ un pen moindre que celle c conservée 4 la nervure hojriwDftOe, i devient, pour »'= pA, ^^i'-^^' (^^)^ + 6^ ^^ 1.4 dériyée par rapport à c^
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ne sera négatife. quand 6 s 5^, qne pour - <6»225, ou | < i,2A5.
Gomme cette yaleor de ^ est moindre que celle y ^*~(l) ^ ^** pour laquelle on cesse de prendre v' =s OD = ^ 6v'3pour commeo-
cer à prendre t/ == oA ±s s ^c*+^, on voit que -7 n*augmaitara
pas en diminuant la longueur delà double nenrure Tertlcale.
La prise en considération des troi^oatures possibles ne changera donc pas sensiblement les conclusions précédentes.
8* Section carrée avec quatre nervures en prolongement dee diagonales» Soient
b le côté du carré,
c la longueur d'une double nervure y compris la diagonale qu'elle prolonge, et e son épaisseur.
Le moment d'inertie se compose de celui ^ (e(^+ ce*— e^) de la
croix d'équerre qui resterait en enlevant les quatre triantes tels que ABCp et de quatre fois le moment d'inertie .A^ de ce triangle. Gomme on a ses côtés:
^. ^)L^g AB=DC=6Ç-2BD=6.^-^.
J et par conséquent Taire de ce triant
w' = I (6— s V^' 9 on peut, pour son moment dlnertle autour de la diagonale Ui du noyau » appliquer hiformule
du S 6 de la note du n* 83 , en substituant les ordonnées de ses
trois sommets A, B, G, y=|f y'-|f y^=^-5- — 1« ï^ ^ex-
e* b* ck»'
ttnôme entre parenthèses se réduit <^ ^ + -j* Multipliant par ^,
(Du n* f tO).
quadruplant et ajoutant le moment d'inertie de la croix , on obtient
On a
et Taire w = 6« + c« + 2e (c-— 6v^2). D'où, adoptant ^ = | ou l'épaisseur des nervures égale au quart du côté du carré :
Si I = v^2 = l,ûlA2 ; ^ =i 0,0863; -ij := 0,1239
f;a résistance à la flexion élastique augmente constamment Mais la résistance à la rupture par flexion n^augmente qu'après avoir diminué; elle ne vient à surpasser sensiblement celle 0,14105 du cylindre à section circulaire que pour t =* 3 ou pour des nervures
comme celles de la figure, et qui sont très-saillantes. De même que pour le cas précédent, la troncature d'un angle en
chanfrein n'augmenterait p que d'une manière négligeable ; et toute
réduction de la double nervure verticale à une longueur moindre
que c, diminuerait -., quand ^ =^et g = au moins v2' H n'y »
pas lieu de prendre les troncatures en considération.
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A" Section composée d'un noyau tiica-aire de rayon T et de qualie nenures ayant une épaisseur e ci une saillie s. — On peut la partager : i* en un rectangle de largeur e et de hauteur 2r+2i; ^êû deux autres reotanglei de hauteur e et de largeur
en
quatre portions de cercle p'm'my comme celles qut ont été considérées au (2*) du $ 3 de la note da
n*" 84 , et pour lesquelles Tare am'' = x' = arc sin â- • On a donc u»=c (2r-f a*) + 2fi (s 4-r-\/>«-|\ + 4r« ^^ - arc sin 5\
t?'=\/(r+*)«-fy.
c i Ce qui donne, en adoptant - = - : •
Simple rerclo ^ = 0,07958; -^ = 0,U105
r'eo*
Los nervures augmentent constamment, à 6gale superficie, la résistance à la flexion, mais elles diminuent d abord la résistance à la rupture par flexion, qui n'arrive à surpasser ce qu'elle était sans nervures ou pour la simple section circulaire, que lorsque la saillie de celles-ci atteint 1 f^'" 1/2 le rayon du noyau.
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191. Considérons un solide prismatique (Fig. 0) encastré horizontalement h l'extrémité A, et chargé à l'autre extrémité M d'un poids. Nommons
r le moment de rupture, évalué conformément aux n~ 113 et suivants, d'après la figure de )a section transversale du solide ;
P le poids suspendu à Textrémité M du corps;
a la distance horizontale de la section A à la direction du poids P ;
8 la longueur AM du solide ;
/ la flèche de courbure CM.
Par le même motif que pour la section carrée avec nervures, il n'y pas lieu de s'occuper ici des troncatures possibles.
Conclusion de ce $ 19. — On reconnaît ainsi qu'il y a nécessité absolue, avant d'adopter un profil à nervures ou à quatro ailes y de se rendre exactement compte des résistances qu'on peut en attendre à égale quantité de matière.
Et même, si Ton considère que les arbres de transmission de mouvement, pour lesquels surtout on a imaginé ces sortes de profils, sont en même temps soumis à la torsion, et que les nervures ont fort peu d'influence sur la résistance à la torsion, comme on verra aux notes des n°» 156 à 160 , en sorte qu'à égale quantité de' matière elles diminuent Irès-sensiblement cette sorte de résistance, on partagera, quoique par une antre raison, l'avis de M. Tredgold {Practical essay on the sirength ofcasiiron^ 182/i)qui préfère, pour ces arbres, les sections circulaires sans nervures.
Les sections en croix paraissent ainsi devoir être réservées pour les pièces sollicitées debout ^ comme les poteaux et les bielles , et à la condition que les bras de la croix seront assez longs pour augmenter très-sensiblement -| ou la résistance élastique à la flexion,
qui est ce qu'il y a d'essentiel à considérer dans les pièces sollicitées de cette manière.
lO'i
La rupture tend à se faire dans la section A, et les conditions (le l'équilibre sont exprimées par
r r = Prt , rt'oû P = - ; (i
on h peu près , en supposant que la courbe du solide est l'élastique du n** 86 , ce qui donne 5 r= a -f -~ ,
122. Considérons présentement un solide prismatique (Fig. 10), posé horizonlulement sur deux appuis, et chargé au milieu. Nommons
2P le poids suspf^ndu au milieu A du solide ; n la moitié CM de la distance des appuis ; /' la flèche de courbure AG ;
a l'angle de la tangente à la courbe en M, M' avec l'horizontale MM'. •
La rupture du corps tend à s'effectuer au milieu A. L'eflTort exercé contre l'appui M (abstraction faite de la considération du froltement sur cet appui) est une force normale à la courbe du solide, dont la- composante verticale est P, et la composante horizontale P tang a. Par conséquent , en supposant que la
courbe du solide est l'élastique du n° 80 , d où tang « = ^, les conditions de l'équilibre s'expriment en posant
r = P.a + P./'tangot, ou T=rPa (i+^A;
d'où
n -j-» /* tang 1'
ou ^2P =
AUT. IV. RUPTUBE V\l\ FLEXION. 165
123. Considérons un solide prismaliquc droit encastré horizontalement à une c-vtréinilé , comme celui qui est représenté Fig.* 0, et clmrgé de poids distribués arbitrairement sur la longueur AM. Nommant
X la distance horizontale d'un point quelconque du solide à
rextrcmitc A ; p la valeur du poids suspendu en ce point, rapportée à Tu-
nité de longueur, et donnée en fonction de x-, a la distance AÇ ;
ou aura, pour exprimer l'équilibre
ffX.
124. Si les poids portés par eliacm dos éléments de la longueur du solide sont égaux entre eux, p est constante, et l'on a /
Ainsi le solide serait également rompu par un poids distribué conformément sur sa longueur, ou par un poids moitié moindre, suspendu à rextrémité B.
123. Lorsqu'un solide posé horizontalement sur deux appuis, comme on Ta supposé n' 122, est chargé par des poids distri- ' bues uniformément sur sa longueur, p représentant la charge correspondante h l'unité linéaire, on n pa cipa. tang a pour les composantes verticale et horizontale de la pression supportée par les appuis. Par conséquent, en supposant que la courbe du
solide est l'élastique du n** 90, d'où tang a = ^^ , les conditions de
réquilibrc sont exprimées par Téquation
x=pa.a + pa.fUxnga—pa^,
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OU
r = pa(l+fianga\, ou ijja= — ^r^^.
Ainsi (en négligeant le carré de - | le solide est également
rompu par un poids distribué unirormémcnt sur sa longueur^ ou par la moitié de ce poids placée au milieu.
12tt. Lorsque le solide prismatique , posé horizontalement sur deux appuis ^ est chargé à la fois du poids S^P placé au milieu; et du poids constant p sur chaque unité de longueur, l'équilibre est exprimé par l'équation
r = {P+;)a)a + (P + />a)/'tanga— /w.-, ou
d*où
r = (P + />a)(a + /^tanga)-^,
^p^2r— />a(fl + 2/'tanga) a-j-/*tanga
Dans le cas dont'il s*agit , en supposant la courbure du solide déterminée conformément à ce qui a éié fait n** 90, on a
tanga= ^„ "j „ . — ; celle valeur doit èlvc substituée dans ^ 8P + bpa a
les équations précédentes {*).
(*) Cette expression de tang a résulte immédiatement delà division de la dernière par ravant-dernière équation du § 3 de la note
du n** 90 (page 83). On néglige les termes en [ |r j p{irce que la
substitution de cette expression à tang s dans celle de 2P du texte
no donno que des tormos en K j trùs-poiits.
ART. IV. WPTDnE PAn FLEXION. 167
127. Pour îippliqiicr 1rs résultats précédenlsh un corps donne, il faudra substituer à la place de r rexprcssion du moment de rupture qui convient h la figure de la section transversale do ce corps , conformément aux n*^ i 13 et suivants. On donnera ensuite à la constante R la valeur qui convient h la nature du corps, et qui doit être déterminée par Tobsenation.
Les observations au moyen desquelles on détermine la valeur de cette cx)nstante consistent à placer horizontalement un solide prismatique sur deux appuis , h le charger au milieu par des poids de plus en plus grands, et à observer simultanément le poids qui cause la rupture , et la flèche de courbure qui a lieu h rinstant où cette rupture est prête à s'opérer. La section trans* versale du solide étant un rectangle (Fig. 2) dont les côtés sont
* et c , on a (n« H5) r = R -, et {o' 122), 2P = ,
"0 + ^) m faisant abstraction du poids du solide. Donc
_-('+IS
2P = R , '^ „^. , d'où 11= —
be*
2a étant rintervallc. des appuis, 2P le poids placé au milieu de la longueur du solide, fh flèche de courbure.
12B. Si l'on a égard au poids du solide , il faut employer l'expression de 2P du n° 126. En nommant 2n ce poids, cotte expression devient
2P = Rfe'-3n(a + 2/^tanga) 3(« + /-|anga)
d'où
3[(2P + 2n)(« + /'tang«)-n»].
et l'on a
t«ng. = yjq:7n-7
IStf . Lorsque les solides ont une petite longueur, ou ne prennent qu'une faible courbure à l'instant de la rupture^ on peut négliger les termes du second ordre introduits par la considération de cette courbure : on a alors, en' faisant abstraction du poids du solide,
2P = R^, d'où R = 2P.|^; et, en tenant compte de ce poids,
2Pi=rR^_n, d'où R = (2P + n)^.
3a ' ^ ^ ' bc
On va maintenant rapporter les expériences faites pour évaluer la résistance à la rupture de divers corps, et au moyen desquelles on peut déterminer les valeurs de la constante R.
150àl41(*).
142. Les circonstances de la flexion et de la rupture des bois, telles que les allongements et accourcissemrnisdes fibres, et la situation de la fibre invariable , ont été étudiées dans des expériences faites par M. Ch. Dupin, mais qui n'ont pas encore été publiées (**). M. Barlow, dans un ou\Tage déjà cité, a donne quelques recherches sur cet objet. Elles apprennent que quand un prisme on bois fléchit progressivement, les fibres situées sur la face concave s'accourcissent plus que les fibres situées sur la face convexe ne s'allongent. Le rapport de raccourcissement des premières à rallongement des secondes, égal à l'unité quand la flexion commence, croît progressivement jusqu'à devenir égal à 1,7 environ. La fibre invariable s'approche
(*) Expériences renvoyées, comme celles des n'* 4 à 20, 22 à 75 et 94 à iii, et par les mômes motifs, après le n* 168 au Complément des articles I à VI, en y ajoutant celles qui ont été faites depuis isai
(**) Elles Tont été aux Leçons de Mécanique du Conservatoire, publiées par ce savant. On les donnera au Complément des ait. I à VI.
peu à peu de la face convexe. Dans les barreaux éprouvés par M. Barlow, elle a été observée communément ^ lors de la rupture, aux 5/8 de la hauteur de la section, à compter de la Taco concave.
Ces effets sont mis en évidence par une expérience remarquable, imaginée par Duhamel. Elle consiste à scier transversalement une pièce de bois du coté de la face concave , et à remplir le trait de scie par une cale de bois dur. La force de la pièce augmente un peu quand le trait de scie pénètre jusqu'ietu i /3 de l'épaisseur; elle est la même quand il pénètre jusqu'à moitié environ , et elle est peu diminuée quand il pénètre aux djU de l'épaisseur. Cette expérience a été répétée par M. Barlow, avec les mêmes résultats (*).
Notions sur les théories de la résistance à la rupture proposées far Galilée^ et par Marioite et Leibnitz,
150. La première consistait à placer Taxe horizontal d'équilibre au point inférieur de la section de rupture (Fig. 11], et à considérer la force intérieure développée en chaque point du cette section comme constante pour tous les points. Nommant
R la résistance pour l'unité de surface ;
b la largeur de la section ;
/"jU, /"jM les valeurs /^i, /^i de l'ordonnée du contour de la
section qui répondent à une même abscisse u\ € la hauteur de la section ;
(*) On a dit ci-dessus ($$ 13 de la note du n« 113 et 18 do celle du n** 120) et Ton verra aux tableaux d'expériences, que c*est le contraire pour la fonte de fer.
(♦♦) Renvoyés comme les n** 130 à 141,
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on avait ainsi
f6 f/i" R \ du\ dv .V
Jo Jfx^
pour l'expression du moment de la résistant à la rupture. Cette expression, dans le cas oit la section est un redangle dont les côtés sont b,c, devient
La théorie attribuée communément à Mariotte et h Lcibnitx consistait à placer également Taxe horizontal d'équilil>rc au point inférieur de la section, et à supposer la force intérieure développée en chaque point proportionnelle à la distance de ce point à l'axe d'équilibre. Le moment de la résistance à la rupture était alors
— \ rfw \ * dv . v'.
Il devenait^ dans le cas du rectangle
bel 3'
bc*
{*) Les considérations présentées par Galilée, le fondateur de la théorie de la résistance des solides , se trouvent à son Dialogo secundo^ Giomaia secunda^ 1638 (^). Il place la puissance etla résistance aux extrémités d'un levier coudé ayant pour bras liorizontal la longueur du parallélipipède ou du cylindre solide encastré, et pour bras vertical la moitié de la hauteur de co solide ; et il conclut que les poids capables do le rompre par sollicitation transversale et par traction longitudinale sont entre eux en raison inverse de ces deux bras. D'où il déduit déjà que les prismes posés résistent en raison directe de la largeur et du carré de la hauteur et en raison inverse de la longueur; que ceux qui sont creux (comme les os, les
(<} Opert di CaliUo CaliUi, MU. 4744, t. tll, p. $3, arUdo 556.
( Du n« iAO).
plumes, etc.) ont plus de résistance sous môme volume ; que, pour une largeur constante, il y aura égale résiaiance partout, si les hauteurs croissent comme les ordonnées d'une parabole dont les abscisses sont les distances du point d'application de la force transversale, etc.
La théorie de Leibnitz est exposée aux Acia eruditorum^ LipsUs^ 168/i, p. 319, dans un article intitulé : Demonstrationes novœ de résistent iâ solidorum. 11 place l'axe de rotation, comme Galilée, au bas de la section, mais le bras moyen vertical de son levier n'est plus que le tiers de la hauteur de la section rectangle.
Mariette plaçait déjà cet axe ou cette ligne des fibres invaria^ blés au milieu de la hauteur, en considérant, comme on fait aujourd'hui , des fibres étendues au-dessus et des fibres comprimées au-dessous. Mais se trompant, ensuite, quant aux conséquences, d'une manière singulière qui revient à doubler en même temps un bras de levier et une force pour doubler leur produit (*), il trouve pour le moment des résistances a la même chose que si toutes les parties s'étendaient » ou que si l'axe de rotation était au bas.
On s'étonne de voir, vingt ans plus tard, Jacques BernouUi commettre précisément la même méprise du simple au double (*) et affirmer que la position attribuée à l'axe de rotation est tout à fait indifférente, môme lorsque les forces sont des fonctions quelconques des extensions ou compressions. G*est que n'apercevant pas. encore, comme Coulomb, le principe de nullité de la somme des actions intérieures horizontales, il cherche à échapper par un raisonnement, qui se trouve être faux, à la nécessité de déterminer d'abord la position de cet axe (Voyez ci-après note du n** 151).
(<) Traité (posUiume) du Mouvement des eaux , 4684, 5* partie, lecoDd discours, 43' alinéa.
(') Fcritable hypothèse de la résistance des solides, «yoc la Ddmonslration de U courbure des ressorls , Icmme 4 (Académie des sciences, 4705 ; ou Jacehi JSernouUii opéra omnia, t. U, p. 976).
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Remarque sur la théorie de la rcsisiance à la rupture.
151. La Ihéorie présoiiléc dans les n" 11:2 et suivants i-st fondée sur l'hypothèse que les fibres longitudinales, à Tinst^uit delà rupture, offrent des résistances proportionnelles aux extensions et contractions de ces fibres, et qui sont égales pour des extensions et contractions égales. La situation de Taxe d'équilibre est déterminée par la condition énoncée n"* 77 et 78^ en sorte que cet axe est au milieu de la hauteur de la seclion , quand la section peut être partagée dans sa hauteur en deux parties symétriques , comme cela a lieu pour le rectangle et le cercle.
Si cette hypothèse était exactement conforme aux effets naturels, les valeurs de la constante R déduites, au moyen des formules précédentes, des expériences sur la rupture rapportées dans les n"' 94 et suivants, ne .différeraient point des résultats obtenus par les expériences directes sur la rupture des corps produite par extension ou par écrasement. Lorsque cet «accord n'a pas lieu , on doit l'attribuer à ce que h s filïres des corps n*opposant pas, quand la rupture vient à s/- pjrcr, dos résistances égales à l'extension et h h compression, l'axe d'équilibre change de situation , en sorte que les expressions du ipomrntde rupture ne s'accordent pas avec l'état du solide.
On doit remarquer toutefois, 1* que les principaux résultats obtenus précédemment n'en sont pas moins vrais; en sorte qiw les résistances des bases rectangulaires sont toujours proportionnelles à la largeur et au carré de l'épaisseur, et que les résislano^s des bases de figures semblables le sont toujours aux cubes des dimensions homologues. Les rapports seuls des résistances pour les bases des diverses figures sont changés, â® Dans les applications, on n'est point dans le cas de calculer les résistances respectives des corps en les considérant dans l'état qui précède la rupture: on les considère, au contraire, connue on le verra dans la suite, lorsqu'ils n'ont pu prendre encore qu'une légère
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flexion, qui n'en a point altéré Télaslicité; et les résultats précédents conviennent alors sensiblement à la manière dont la résistance s'exerce (*).
(*) S A» Proport iojin alité des résistances aux largeurs et aux carrés des hauteurs des sections semblables ou seulement transformables les unes dans les autres en réduisant ou amplifiant dans une même proportion leurs ordonnées ou leurs abscisses. — * La dernière remarque (2") de Navier, très-importante, nous a servi précédemment (note du n" 113, S8 2, 3, A, 12) à la justification de toutes les formules de résistance à la rupture éloignée, posées avec Ro au lieu de R.
Mais considérons maintenant ce qui a lieu pour la rupture immédiate ou prochaine.
Ce qu'il dit à la remarque (f), à savoir « que les résistances sont toujours proportionnelles à la largeur et au carré do Tépaisseur » est vrai non-seulement pour les sections rectangulaires comparées, mais encore, plus généralement (comme on va voir) pour les diverses sections qui, comme les ellipses, etc., sont ramenées les unes aux autres lorsqu'on amplifie ou qu'on réduit dans un môme rapport, ou toutes les abscisses, ou toutes les ordonnées, ou à la fois les unes et les autres supposées parallèles et perpendiculaires à la ligne finale des fibres invariables; et, cela , quelles que soient les exprèssion^ inconnues des efforts de tension et de pression des fibres en fonction de leurs dilatations et contractions; pourvu toutefois que ces dilatations et contractions soient encore, à l'instant de la rupture , proportionnelles aux distances à cette ligne neutre, traversée alors par les fibres dont la longueur est restée ou est redevenue la même qu'avant la flexion , comme si les sections voisines étaient , demeiu^ées planes ou s'étaient changées en une môme surface peu courbe (S 4 de la note du n* 80).
Enefiet, soient
o et •} les indices des fonctions des dilatations et contractions qui expriment les grandeurs des tensions ou pressions des fibres;
Et soient, jïour F instant de la rupture :
(DU n« IM).
r Gt Ti les distances, à la ligne neutre (quelle que soft alors la situation (le cette ligne), d'une fibre étendue et d^une fibre comprimée quelconques ;
v' et v'i les plus grandes valeurs do v et ti ;
i' la dilaution de la fibre la plus étendue, ou de la fibre fc la distance t';
U et U| les largeurs de la section aux di^t^nccs r, Vf
La dilatation et la contraction des deux fibres quelconques à cei distances de la ligne neutre seront
i'-, et i'%
On aura donc, M étant le moment des forces extérieures autour de cette ligne, les deux équations suivantes d'équilibre de ti-anslation longitudinale et de rotation
Or si, dans la première équation , m et n étant deux nombres quelconques, nous remplaçons U, U, par mU, wiUj , et r, v\ r,, r', dr, rfi?, par nv, )iv\ 7ii„ ;a'„ ndv, ndv^ sans changer la dilatation-limite i' qui ne dépend que do la matière, elle sera encore satisfsy te, car les fonctions <?, ^ auront conservé les mômes grandeurs pour les ordonnées 7117, nu, qu'elles avaient pOur celles r, v^ ; ce qui montre déjà que lorsqu'on remplace une section par une autre dOQt les abscisses soient celles de la première muliipliées par m et dont les ordonnées soient celles de la première multipliées par fi, la ligne neutre y occupe, à l'instant où la dilatation i' infiniment peu dépassée détermine la rupture , une situation homologue à celle où elle était, ou telle que le rapport de ses distances à la fibre la i4us étendue et à la fibre la plus contractée est toi\jours le rapport primitif de v' à v'i.
U en résulte qu'en faisant, dans le second membre de la deuxième équation , la même transformation , il exprimera la somme des mo-
(Du n« i&l).
ments des forces intérieures à l'instant de la rupture du prisme ayant la nouvelle section » comme il Texprimait pour le prisme ayant la section primitive. Or, M' étant le nouveau moment, on aura, en divisant la nouvelle équation parrancienno.
Donc les résistances de ces deux prismes, ou les moments capables de produire leur rupture (mmédiate par flexion, sont bien proportionnelles aux largeurs et aux carrés des hauteurs des.sections.
S 2. Formules pour le calcul approximatif des résistances à la rupture immédiate ou prochaine^ principalement quand les sections sont rectangles —Pour calculer les grandeurs de ces résistances en fonction du coefScient R de rupture par traction (ou du coefficient W d*écrasement) il serait nécessaire, comme on a déjà dit au S /i de la note du n* 113, de connaître complètement la forme des fonctions que nous venons de désigner par 9 et par t)».
A défaut de cette connaissance, on peut substituer des expressions empiriques simples satisfaisant à peu près à ce qu'on sait de ces fonctions. •
Dès 1702 Varignon a considéré (*) une variation non linéaire de la tension d'une fibre à l'autre, mais sans faire d'hypothèse sur sa loi. Jacques Bernoulli dans son mémoire déjà cité, de 1705 (Véritable hypothèse, etc.), avance que « la compression d'une fibre croît nécessairement dans un moindre rapport que le poids comprimant » parce qu'autrement la fibre finirait « par être comprimée plus que de toute sa longueur » ce qui est absurde, et il admet « qu'il en doit être de même de l'extension parce qu'elle n'est qu'une compression négative, » Aussi, et eu égard à ce qu'il regarde le résultat comme le même (note ci-dessus du n" 150) que si l'axe do rotation était plaoé au bas de la section ou qu'il n'y eût que des extensions, arrive-t-iK pour un prisme rectangulaire d'une matière dont R est la résistance à la rupture par traction pour l'unité de superficie de sa base 6 x c, à un moment de rupture par flexion
(^} De la Rési$ianc€ des êoUdes pour toui ce qu*on peut faire tthypothèses taU" chant la force ou la ténaeiU des fibres^ etc* (Aradénle dei ftclcncei, 4709).
Du n<» iM).
moindre que R -^ , ce qui lui fait croire sa théorie confirmée par
quelques expériences de Mariette qui ont donné i/4 à 1/3 de Wbc* pour des barres de bois et des tiges de verre.
Mais cette confirmation apparente résulte d'une compensation de Terreur que nous avons signalée à la fin de la note du n* 150, avec Terreur de Tbypothèse sur la )oi de variation des compressions ou extensions d'une fibre sous divers efforts, car les expériences faites depuis vingt-cinq ans surtout ont prouvé ($ 8 de la note du n* 21) qjie ces compressions ou exiefisions croissent phis rapidement que les efforts qui les produisent ^ contrairement à ce que suppose Bernoulli , depuis Tlnstant où elles commencent à avoir une partie permanente jusqu'à celui de Técrasement ou de la séparation.
Aussi M. Hodgkinson (*) vlAAI donné un calcul où les efforts d*extension p et de compression p, sont représentés, pour les fibres, aux distances r, i\ de la ligne neutre, par des formules qui sont susceptibles d'être écrites ainsi, m et m^ étant des exposants numériques plus grands que 1, R et R| les efforts d'extension et de compression à une même distance v' de la ligne neutre , et h , H| deux constantes positives, aussi > 1 (et qui sont celles qu'il appelle w, n\ divisées respectivement par «'■»-•, t;'*r*)
formules où il fait surtout la supposition m= m, » 2. Nous préférons employer les formules suivantes :
OÙ p, Pi représentent toujours l'effort d'extension et l'effort de
(}) Expérimental researches, etc., 4846, au chapitre (om 189 et luifants, non traduit par M. Pircl ) inlilulé Theorclical inquiry wUh regard to the êirength of Beamt,
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compression de deux fibres aux distances quelconques i% Vi de la ligne neutre, pour l'unité superficielle de leurs sections,
V, V, des grandeurs linéaires égales ou supérieures aux plus grandes valeurs t/, v\ des distances ou ordonnnées i% r^,
P, Pt deux constantes (qui seraient évidemment les valeurs des eflTorts j). /), aux distances Y, V,).
L'épure ci- contre manifeste la raison de notre préférence.
Les courbes pleines sont celles que représente, pour m = 2, à, 6, 8, 10, la première de nos deux formules (1) (à laquelle la seconde est semblable).
Elles nous paraissent plus propres à figurer les divers modes de variation qu'on peut supposer aux forces p en fonction des distances V, que lescourbes ponctuées, qui sontcellesque fournit la formule de M. Hodgkinson quand on y fait N = m (comme nous y serons obligés ci-après afin que la tangente soit verticale ou parallèle aux abscisses v pour V = tîOf^t dans laquelle on volt qu'il faudrait donner surtout à m des valeurs fractionnaires comprises entre 0 et 2, car, pour m > 2 on n'aurait que des lignes comprises entre la parabole ordinaire (m = 2} et la ligne droite (m= co), et ne pouvant guère servir ; ce qui peutêtre dit aussi de la ligne m = 1 dont l'équation aurait une forme transcendante, car en cherchant la vraie valeur du ^ la première forimile Hodgiknson pour m = n = 1 devient P = R -7 f 1 — log -X
Au reste nos formules donnent la môme chose que celles de
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M. Ilodgkinson pour m ou mj = 2, savoir des expressions de la forme p oupi = Ai — Bt* (t étant la dilatation ou contraction), forme que Thabile physicien a reconnue satisfaire à peu près aux expériences sur les barres de fonte quand on ne les pousse pas tout à fait jusqu^à la rupture ou à Técrasement. Nous aurons d^abord, au moyen des formules que nous adoptons : Ck>ndition de Juste résistance (la rupture étant supposée commencer du côté étendu) :
p = R pour V = t?' ou
R _ mP / __ m— -i v^ m — \ m— 2 r^ __ \ ^t?'" V V 2 V "^ 2" • 3 V* "")'
Condition pour qu'il y ait raccordement des deux courbes dont les coordonnées sont p et v, pi et v, ; ou pour que les faibles valeurs de Pf Pi soient dans une même proportion avec les petites dilatations et avec les petites compressions : g? = ^ pour r = o, r, = o, ou
Ensuite » en nous bornant désormais aux sections rectangles dont nous appelons b la largeur et c la hauteur :
Condition d*équllibre de translation \ pdv = l Pidt\ , ou
Jo Jo
H?r;;:^['-(-l)"']i=-.v.t^.-;^['-('-;ini
|ou
^\,12V 1 2 3Y*"^i 2 3 ÛV ••••/"" *V i 2Vi 12 3^
ou, eu égard à (3)
v^ m-iv'* m— 1 m—2 v"" _«V m^—i v\^ , mt— im|— 2 v\
2 2 3Y ^ 2 • 3 ÛV* ••" "■ 2 2 3Vi 2 3 4V
Condition qui, avec la précédente, servira à déterminer v\ rV
(Da n» 161).
Condition d'équilibre de rotation : M = 6 \ pvdv -f 6 \ PiV^di\ , ou en substituant (i) :
"" \i3V ~i~r~us^ i 1 3 5v» •••y'^
^ * V 1 • 3Vi i 2 5V? ^ i "~r^ 3 5\V •••7 ^ , eu égard à (3) et à (2)
m— i v' m—i m--2 i?'" \ . f i A yW|— i r ^
•'"2^5V'^'~2^'""3"'5V«^"V'^^' V3 2 Âv;'^"",
. m — 11/ , m — ira — 2t?'*
1— s Tr +
§ 3. Particularisaiions de ces formules. Explication de quelques résultats d'expérience. Limites supérieure et inférieure^ etc.
i" Si Ton fait les exposants 7» =• m^ = 1, les cinq équations do condition se réduisent à
C'est la supposition de variation simplement linéaire ^ ou do pro* portionnalité constante des efforts aux dilatations ou contractions comme quand celles-ci restent très-petites; et on retombe sur les formules du texte.
2* Si t en faisant toujours m = m'i =^ i, Ton omet la condition
de raccordement (3) ^ = ^^ ou si Ton substitue, approximatif
V Vi
vement, des variations linéaires aux variations réelles des tensions et des pressions mais suivant deux rapports différents i on a
(Du n* IM).
OU, VU que v' -f-t;'j = c,
Or si c'est, comme on le suppose, du côté des fibres étendues qu*une
même force produit plus de changement de
P P . longueur, ou si v < ir » on a r' > r\ ; ce V v^
qu'on aperçoit également, si la ligne verticale AOAj représente une coupe de la section rectangulaire par le plan de flexion, en 'V, ** traçant les lignes droites OB, OBj dont les j, — — abscisses (verticales) sont t? et r, et dont les
ordonnées(horizontales)sontlesforces p et|?, correspondantes; car pour que les aires OAB, OAjBi soient égales, ce qui est la condition de Téquilibre de translation , Il faut , puisque 77. est moindre que * * , que OA = i^' soit plus grand que OA j=
AU A|vl
11 en résulte qu'on a r'> s» et que le moment M = R -g- des
6c* forces à l'instant de la rupture exchôje la valeur R — donnée par la
théorie ordinaire.
De même si la rupture commence du côté des fibres comprimées,
6c* le moment M excède R'-^ , R' étant la résistance à l'écrasement de o
l'unité superficielle.
On voit déjà que Vinégalité des résistances des fibres à Vextension et à la comjtression , ces deux résistances étant assimilées empiriquement à deux fonctions linéaires , rend la résistance à la rupture par flexion supérieure à ce qu'on trouve quand on suppose ces deux résistances égales.
3* Mais la non-linéarité , ou l'accroissement des forces dans un rapport moindre que celui des changements de longueur des fibres est une seconde cause d'augmentation de la résistance.
Observons d'abord que lorsque la dilatation d'une fibre a atteint
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( Da D* i&i).
sa limite , comme une faible augmentation qu'on lui fait subir produit la rupture ou bien fait décroître très-rapidement sa force de tension , il est naturel de regarder la courbe des tensions comme ayant à Tinstant de la rupture, pour v = v', sa tangente verticale ou parallèle à Taxe coordonné des v, d'autant plus que cet instant a été précédé d'une énenration graduelle.
Cela revient à supposer ^ = 0 pour v = t;', ou à prendre
d'Où
Condition de raccordement (3) : m — , =: m. r=^ v' * V|
f membre de Végaition (4) d'iqailibie de tramUtion : Rtr' -
!•' terme da V membre de l'équation (6) d'éqnil. de rotation : ôRt?** ;r; ^^^1" ' ^'
4* Or, en supposant d'abord , en outre , m = m^, P = P^ , V = Vj ou la loi de variation la même du côté comprimé que du côté
étendu , ce qui donne V = V, = v' = t/^ = ^, P = P^ = R , Texpres-
sion du moment se réduit à
6 'aCm + lJCrn + S)
qui donne pour 'm= 1, 2, 3« A, 5« 6, 7, 8
w « àc* .*t ,.x . 6 27 7 10 81 35 22 . .^_
M = R — multiplié par 1. ^, ^, g, y, gg. ^. ^ =1,467;
en sorte que plus l'exposant m est grand, plus le moment de rup-
bc* ture prochaine excède la valeur R— relative à la loi linéaire.
5* En supposant enfin, d'une manière plus rapprochée de ce qui a lieu réellement à l'égard de la fonte de fer surtout, que du côté comprimé les forces croissent à peu près comme les contractions (vu que les fibres de ce côté occuperont une portion de la section plus petite que du côté des fibres étendues et que la courbe des
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( Du n* l&i ).
pressions n'atteindra sa tangente verticale que très-loin au delà de
la section}» on fera
n»! = i, m quelconque;
ce qui joint à V = t/, P = R, ©* + t'j = c, donnera
Condition de raceordement -—7- = rr^ ; V* V/
Équilibre de triniUtion
îi
l,4l75Ry
V 2=1, il 42
4,65iO
m = co
QO
AnX. IV. BUPTURK PAR FLEXION,
( Du D» lAl ).
L'épure ci-dessous représente . & droite de U verticale AA, =s c, prise pour axe des r» toutes les lignes courbes de traction
|}=Il Ti — f 1 — p j J dont les abscisses (aussi verticales) sont les
distances v des diverses fibres étendues à la ligne neutre et dont les ordonnées (horizontales) sont les tractions correspondantes p pour les valeurs m = 1 à 7 en sorte que» pour toutes, on a AB ss la cohésion R. A gauche elle donne les lignes de pression dont les abscisses
comptées de haut en bas sont r^ et les ordonnées horizontales sont Pi; lignes que nous remplaçons par des droites, vu, comme nous avons dit, que leurs sommets analogues à B seraient fort audessous de A, pour dos matières qui, comme la fonte, les pierres dures, etc , résistent beaucoup plus & la compression qu'à Textension lorsqu'on approche de la rupture. Ces lignes droites se roc-
(Du D* I6i].
cordent avec les courbes de traction , ou leur sont tangentes, aux points de passage à travers la verticale AA^ , points qui représentent les diverses projections, suc le plan de la figure, de la ligne neutre rencontrant les fibres qui ont conservé ou repris la longueur primitive à l'instant de la rupture ($ précédent), ou qoi sont les diverses origines des abscisses v, v^ , et qui se trouvent placées sur AA| de manière que les aires triangulaires rectilignes de gauche soient équivalentes aux aires triangulaires curviUgnes de droite afin que la condition d'équilibre de translation soit remplie.
Les courbes qui résultent des valeurs les plus fortes de l'exposant m sont assez analogues à celles qui représentent les expériences de traction des fils et des barres métalliques de MM. Bomet^ Seguin, Ardant(*).
On voit que ,
Pour m = 2,35 environ. Ton aM = 5rR-s- = R<»>Tt
Pour m = 6 M=2R -ï- = R*» -,
résultats qui sont dans les limites des expériences anciennes de Mariette et de celles plus récentes de MM. Fairbairn, Hodgkinson, Henry James,, etc.
La supposition m = oo n'est autre chose que Phypothèse de Galilée^ suivant laquelle la force de résistance des fibres tirées serait constante à Tinstant de la rupture du solide , et celle des fibres
6o* comprimées serait indéfinie. Le résultat M = R -^ est une limite
supérieure.
On voit que le calcul explique comment le moment des forces
qui produisent la rupture immédiate des prismes rectangles par
flexion, au lieu d'être constamment égale à -s- = Rw -, où R6c = Rw
représente la résistance immédiate à la rupture par traction , a une
(*) N* S90 el figure 48 do V Introduction à la mécanique industriêUe de U. Poncclcl; oa bien n<* 9 et fig. 4 de la Résistance des matériaux de M. Morin. vojei aussi plas lolo le Complément des art. i è vi.
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De la rupture d'un solide prismatique dune petite longueur.
152. Les notions précédentes ; comme on Ta remarqué au n'^ 79; ne peuvent être appliquées avec exactitude qu'autant que la longueur du solide prismatique est beaucoup plus grande que les dimensions de sa section transversale. C'est effectivement ce qui a lieu dans les cas qui se présentent le plus fréquemment dans les constructions et dont la considération est le plus importante. A l'égard des cas où la longueur du solide surpasse peu les dimensions de la section transversale , ou même est plus petite que ces dimensions, comme ils n'ont pas été suffisamment étudiés par l'expérience , on se bornera à présenter à ce sujet quelques aperçus.
Considérons le solide AM (Fig. 9) encastré horizontalement à une extrémité, et supposons d'abord que le fil auquel est suspendu le poids P soit placé dans le plan de la section A, c'està-dire contre la face verticale du corps dans lequel l'extrémité du solide AM est encastré. L'action du poids P ne tendra pas alors à faire fléchir la portion AM du solide ; mais elle tendra à séparer cette portion de celle qui est encastrée, et avant que
valeur comprise entre —t- donné par Coulomb et -^r- donné par
Galilée. <
Mais ranalyse précédente peut faire mieux que de fournir une
explication des faits observés. Elle peut prévoir ce qui arrivera
dans des cas sur lesquels n*a pas porté Tobservation. Ainsi , des
R6c* expériences de rupture ayant donné M = n . — ^ pour une pièce
à section rectangle , on déduira du tableau précédent la valeur à attribuer à Texposant m (par exemple m = 5à6 8in=:2 environ comme on a trouvé pour la fonte) ce qui pourra servir à calculer par les formules précédentes la résistance, à la rupture immédiate ou prochaine , de pièces de même matière, ayant une section de forme non rectangle. Nous renvoyons plus loin les applications.
cette séparation ne s'opère ^ les fibres qui unissent les parties prêtes à se disjoindre se seront allongées d'une certaine quantité. Il est naturel d'admettre que l'effort nécessaire pour produire cet allongement soit proportionnel : 4' à Taire de la section tranversale du solide; 2° à la grandeur de rallongement dont il s'agit. Par conséquent^ si la section transversale est un rectangle dont b représente le côté horizontal et c le côté vertical ; et si nous désignons par
0 l'allongement dans le sens vertical (supposé très-petit) des
parties du solide placées dans la section transversale A ; D un coefficient constant spécifique représentant la résistance du corps à un glissement d'une partie sur Tautre dans le plan de la section transversale ; TefFort dont il s'agit sera représenté par D5 . bc. Nous écrirons donc ici pour équation d'équilibre
P == Do . 6r ;
et nous concevrons que la rupture aura lieu lorsque l'allongement 9 aura pris une valeur telle qu'il entraîne la disjonction des parties du corps. Le poids qui causerait la rupture serait donc proportionnel à l'aire de la section transversale (*).
(*) % i. De la résistance au glissement relatif des parties d^un solide. Circonstances diverses ou elle entre en jeu, — Ce n* 152 n*exi8tait pas à Tédition de 1826. Navicr Ta introduit dans celle de 1833 évidemment pour répondre à Tun des reproches que M. Vicat venait de diriger contre toute la théorie de la résistance des solides, notamment en raison de l'omission de l'espèce de résistance dont il s*agit, qui s'exerce en A et à laquelle il donnait le nom de force transverse.
C'est, dit l'illustre Ingénieur (') la résistance « à toutG disjonction par le mouvement tangentiel des parties les unes sur les au-
(^) Page \ des Recherches de M, Vical sur îes phénomènes physiques qui précèdent et accompagnent la rupture et Vaffaissement cTune certaine classe de solides. Annales dex ponts et chaussées 4833, deuiième scmeilre.
(Du »• 159).
très 9 ou « à tout eATort qui tend à diviser un corps en faisant glisser^ pour ainsi dire, une de ses parties sur i'aiitre, sans exercer ni pression, ni tirage iiors de la face de rupture. »
L'existence de cette force intérieure signalée par M. Vicat n'avait pas échappé à Coulomb, car, dans son beau mémoire de 1773 (cité au S 3 de la note du n"* 3) il dit, à propos de la rupture d'une pièce fléchie a que la formule n*est exacte qu'autant que la force inté- | rieure agissant dans le plan même des sections transversales n'in- • flue que très-peu , ce qui est vrai lorsque la longueur est beaucoup plus grande que V épaisseur, n Et un peu plus loin il fait entrer cette force tangentlelie dans le calcul, mais seulement pour les massifs de terre , de maçonnerie, etc., en ajoutant qu'on peut par sa considération se rendre compte de la résistance des blocs eux-mêmes h l'écrasement, ce que nous avons discuté à la même note du n' 3.
Th. Young l'avait également aperçue comme résistance à ce quM appelait la défrusion (l'action de pousser dehors ou de chasser de côté \ rangée par lui après Textension et la compression des solides (0 et qui est produite, dit-il, « lorsqu'un effort transversal agit contiguêment ou tout contre {close) de la même manière que les lames d'une paffre de ciseaux. » Il faisait consister la solidité ( hardness) dans cette force d'adhésion latérale dont les fluides sont dé* pourvus, etc.
M. Vicat remarque avec raison qu'il y a un grand nombre de circonstances où les pièces solides sont ainsi sollicitées à rompre par glissement parallèle aux faces de rupture. Dans ce cas, dit-il, se trouvent (p. 2Zi3 de son mémoire) les tourillons, les tenons, les crochets, ainsi que les goujons (p. 2/i8), les clefs ou clavettes, etc. — Nous pouvons y njouter les corbeaux, taquets et tasseaux, ergots ou talons, boulons de chaînes plates et de poulies ou de palans, les queues d'hironde et les bouts de pièces moisées ou embrcvées, les dents d'engrenage ou d'embrayage, les bagues ou embases, les filets de vis et d'écroux, les rivets unissant les plaques de tôle soumises à la traction , et généralement toutes les pièces que des forces
(1) ^ courte of lecture» on nalural Philosophy and mechanical ÂrU. Loodon, 1807, TOI. I, p. 435, lecture Xni (On passive Strengthl.]
(Du II* 169).
transversales tendent & trancher ou à cisailler (terme très-expressif employé par M. Love). Il convient d*y Joindre les couches de mortier qui unissent les assises des murs de soutènement ou les voussoirs des reins des voûtes.
Les pièces même de charpente d'une certaine longueur, qui sont posées aux deux bouts, et qu'une force appliquée au milieu fait fléchir^ ont, tout auprès des points d'appui, une tendance à rompre par glissement , dont il faut tenir compte quand on calcule leur profil d'égale résistance (voy.cîaprès S d de la note du n» ibà). Quelquefois c'est au milieu des pièces et non à leurs extrémités que s'exerce surtout cette tendance au glissement transversal, comme il arrive aux rayons ou bras ACB de roues de voitures ou de machines* qui , en transmettant le mouvement du moyeu A aux jantes B, s'infléchissent de part et d'autre en sens opposé & partir du milieu G, où il n'y a que glissement sans flexion (»).
Nous montrerons aussi, bientôt (art V, note du n* 156), que la torsion n'est autre chose qu'un certain glissement ihégal des parties , sur les divers éléments des sections transversales des pièces, de même que Inflexion est ramenable (n* 77) à des extensions ou compressions variables d'une fibre à l'autre. C'est ce qu*avait remarqué Young, qui faisait consister surtout la torsion dans un déplacement latéral (détrusion) des côtés opposés d'un prisme dans des directions aussi opposées.
Enfin la résistance au glissement s'exerce non-seulement dans un sens transversal aux pièces mais aussi dans un sens longitudinal, car tout efibrt qui tend à faire glisser les sections les unes devant les autres tend aussi, comme nous verrons, à faire glisser lesjibres les unes contre les autres. Ces deux glissements sont môme insé-
(>] Celle ingénieuse remarque a éuS faite par M. Poncelet à la Faculté des sciences, dans ses leçons de 4840, où il a cité arec bieiiTeillance ce que nous arions dit, dans un cours lilhographiô (1 837-4 83S|^ de la résistance au glissement en général, et de sa mise en ligne de compte lorsqu'elle se compose arec les rési»- Unces è Textension et à la flexion dans un mèoie endroit (ci-après note du n* I54l.
(Du D« tn).
parables. Et c'est à quoi on peut attribuer souvent la fente longitudinale des bois et autres corps fibreux.
S 2. Observation sur la manière dont la résistance au glissement est estimée aux n** 152 à 155 du texte, — Dans ce que dit ici Navier et qui a été évidemnftnt improvisé, on voit qu'il envisage le glissement relatif des deux portions d'un prisme situées de part et d'autre d'une de ses sections transversales supposées verticales, comme dû à de certains allongements verticaux de fibres horizontales qu'il ne définit pas, quoiqu'il les regarde, au n* 15û, comme susceptibles de se composer, à la manière des forces ou des petits déplacements rectangulaires, avec les allongements horizontaux dus à la flexion. Mais les deux notes ajoutées par lui , aussi en 1833, au n** 159 relatif à la torsion, et au n* 167 relatif à la rupture par torsion (voy. ci- après) prouvent, par leurs conclusions relatives aux valeurs des coefficients numériques, qu'il envisageait quelquefois les choses d'une autre manière, en rapport avec ce que nous allons en dire en rappliquant au glissement sans torsion.
S 3. Définition et mesure du glissement des lignes matérielles les unes devant les autres, ou sur ces lignes. Il a toujours lieu simultanément et également des deux directions rectangulaires. — Dans un corps élastique dont les particules éprouvent des déplacements relatifs très-petits, variant de l'une à l'autre avec continuité, les très-petites lignes droites parallèles et peu distantes peuvent être regardées comme restant droites et parallèles. Soit donc mnqp un petit rectangle matériel, et m^n^q^p^ le parallélogramme très-peu obliquangle dans lequel il s'est changé; si g est le pied de la perpendiculaire abaissée de ti, sur wiiPi, le côté nq a glissé de TWjg devant le côté parallèle mp. Rapporté à l'unité de distance des côtés, ce glisse-
ment est — î^, quotient qui peut être regardé comme indépendant de la distance elle-même tant que cette distance reste trèspetite, en vertu de la continuité supposée, ou de ce que les autres
(Du 0* I&9).
côtés mn, pq restent sensiblement droits; en sorte qu^on peut le prendre pour mesure du glissement de la matière du corps sor la ligne mp^ dans le plan nmp.
En même temps, si g' est le pied de la perpendiculaire p,g' sur m^n^ , le glissement sur le côté adjaceilf m^i, rapporté aussi à Tunité
de sa distance à pq est ^^ ; quotient égal au premier -^^ qui
mesure le glissement sur mp.
Nous appelerons donc généralement :
Glissement de la matière d'un corps solide sur Fune ou Vautre de deux petites droites matérielles primitivement rectangulaires qui se coupent ^ et dans le plan qu'elles font ensemble^ la prcjec'^ (ion actuelle ^ sur chacune ^ de Vunité de longueur portée dans la direction de Vautre,
Et nous dirons qu*il est la même chose que le glissement relatif des droites parallèles à chacune, prises dans le môme plan et à de très-petites distances.
11 revient, en grandeur, au cosinus de l'angle n^m^p^ devenu légèrement aigu^ ou au sinus de la diminution éprouvée par cet angle primitivement droit. Il est sensiblement égal à ce petit rétrécissement angulaire lui-même^ mesuré en arc d'un rayon égal à Tunité, ou bien à la petite inclinaison acquise par chacune des deux droites wi,7i,, w,pj sur la normale à Tautre, ou encore par la normale ancienne sur la normale nouvelle à Vune d'elles, dans ce môme plan.
S Û. Glissements sur une face ou sur les droites qui sont tracées ^ et dans les plans normaïuc à cette face plane ; ou glissçments divn-s sur la droite qui lui est normale. Leur maximum ^ om glissemont principal sur cette droite normale ou sur cette face^ — Soit jnp une petite face plane qui sera par exemple un des éléments d'une section transversale ampb d'un prisme, devenue a^m^p^b^ par suite des déplacements de ses points. î^i ïWjn, etm^u représentent ce que ' sont devenues la normale mn à cette face et une ligne quelconque mu tracée dans son plan , comme ces deux lignes primitivement perpendiculaires sont généralement devenues légèrement obliques l'une il l'autre, si l'on prend wî,7?i pour unité do longueur, la pro-
(Du n» t&9).
fn
jection T/ijg' de m^n^ sur m^u représentera ( § précédent ) le glissement sur mu et sur la normale mn dans leur plan tiww.
Nous l'appellerons quelquefois glissement sur la face dans le sens mu.
C'est, en effet, la quantité dont deux éléments correspondants 7ig, mp de deux faces parallèles et très-voisines ont glissé Tun devant l'autre, estimée dans ce sens et rapportée à lunité de leur distance. Mous appellerons glissement principal celui m^g qui a lieu suivant miPi, projection actuelle, sur la face, de la ligne m(n^ qui lui était primitivement normale.
C'est la projection^ sur la face, de Vanité de longueur portée sur cotte normale ancienne. Il est le plus grand parmi tous les glissements tels que m^^' qui ont lieu sur la face ou sur ses lignes génératrices rnjW, ou, ce qui revient au môme, parmi les divers glissements sur une même droite mn qui est la normale à cette même face, dans les divers plans qui la comprennent. En effet m^g' e»t aussi la projection de Wjg sur m^u.
En sorte que si Ton appelle :
^ le glissement principal ywjg sur la face ou sur sa normale ;
g', g" les glissements 77îig', rw^g" dans des plans nmu^ nmv primitivement perpendiculaires entre eux ainsi qu'à la face , et suivant leurs întersections rectangulaires mu, nw avec celles-ci, ainsi que suivant leur intersection commune 77m ;
a l'angle ump que la première intersection mu fait avec la droite mp suivant laquelle se projette sur la face, après les déplacements, la ligne mn qui lui était normale;
on aura
g'=gC0S3t, g" = g Bina,
g = Vg' 4- g"«.
Le glissement principal est résultant géométrique de deux glisse-
(DU n« 169).
-ments dans des plans ou suivant des lignes à angle droit 11 mesure le glissement relatif des éléments superficiels correspondants mp^ nq de sections ou faces parallèles très-voisines ab^ cd deyor nuesaj^i, Cjdj.
Le plan du glissement principal est aussi celui qui passe, après les déplacements , par la droite tangente à la normale ancienne m^7^^ à une face et par sa normale nouvelle mjA.
S 5. Efforts tàngentiels. Ils sont proportionnels à la fois aux glissements dans leur sens et aux surfaces. Coefficient d*élasticiié de glissement, — Si , sur une portion finie mp = oi d'une section ^m ou autre surface plane imaginée à rintérieur d'un
solide homogène, toutes les petites normales matérielles nmn sont supposées s'incliner, en devenant Wirn/ij, d'un même petit angle 7?imrt = g et dans le même sens qui sera, d'après les définitions du S précédent, celui du glissement principal mesuré par g, les écartements et rapprochements qui en résulteront entre molécules très-proches, situées de part et d'autre de la surface co , développeront des actions dont les résultantes partielles seront les mêmes à travers tous les éléments superficiels égaux dtû de cette face.
D'où il suit que la résultante générale de ces actions , protoquée par un glissement principal constant g sur cette face, sera proportionnelle à la superficie w.
Cette résultante ou action totale sera aussi proportionnelle à g en vertu du principe général de proportionnalité des efforts à leurs efiets très-petits, du S 2 de la note du n"* 21, puisque nous supposons que cette petite inclinaison des fibres sur la face eu est la seule modification qui rapproche ou écarte les molécules situées à de petites distances de part et d'autre de cd. On aura donc en appelant :
P la résultante, décomposée (au besoin) tangentiellement à la
face b) ou projetée sur son plan G un coefficient constant dépendant de la matière du prisme, p = Gwg.
(Du n» 15»).
De plus, la force tangentielle P aura, sur la face c», la même direction que le glissement principal g si la matière est d'égale contexture en tous les sens transversaux ou parallèles à cette face, car il n*y a pas de raison pour que la résultante se dirige à droite plutôt qu'à gauche du plan dans lequel s'incline la petite normale mn qu'elle rencontre sur la face.
Si donc nous appelons :
g' le glissement sur la face, suivant une droite quelconque mu qui y est tracée,'0u le glissement sur cette droite et sur la normale mn dans leur plan nmu;
P' la résultante des actions moléculaires, décomposée parallèlement à cette droite mu ;
aTanglepTTm;
n y aura le môme rapport entre g' et g qu'entre P' et P et l'on
aura
P' = Gù>g'.
On voit que l'effort tangentiel, estimé suivant une droite quelconque tracée sur la face <ù où 11 s'exerce, est égale au produit de la constante G par Taire <ù et par le glissement suivant cette droite. Cette constante G est ce que nous appellerons le coefficient dré-
lasiicité de glissement.
p» • C'est le rapport de Teffort tangentiel -- exercé dans un sens quel-
tù
conque par unité superficielle au glissement sur la face dans ce sens.
Les expressions P = GcDg, P' = Gcog' des efforts tangentiels subsistent lorsqu'il y a, outre les glissements, des dilatations dans des sens perpendiculaires ou parallèles à la face u si la contexture est toujours supposée la môme en tous sens au moins autour de ses normales, et symétrique par rapport au plan de a> ; car, alors, les dilatations n'influent pas sur les résultantes d'actions moléculaires décomposées tangentiellement; comme Jl est facile de s'en convaincre.
§ 6. X^ résistance à un glissement peut être regardée comme une résistance à une dilatation et à une contraction simultanées et I. 48
(DU n* IM).
moiiié moindres, ayant lieu dans des directions rectangulaires qui font Vune et Vautre un angle demir^roii aicec les lignes glissantes. — En effet soient mp, nq les deux petites droites parallèles qui oot gllss6 Tune devant Tautre de nn^ — qq^, ou soit mpqn le petit rectangle changé au petit parallélogramme (ntpq^n^ que nous supposons de môme base et de même hauteur afin de simplifier esa abstrayant les dilatations des côtés ainsi que les déplacements généraux dans PeqMce). Dans 06 changement, le point 9 s'est éloigné da point m, et le point n s^est rapproché da point p. Les deux diagonales mq^ pn as sont donc, la première dilatée» la seconde contractée.! Abaissons pk perpendiculaire sur la première mq^ et Ç|< sur son prolongement ql Et soient :
z = ^ la dilatation ou la proportion de rextension de cette
diagonale mp,
g r=r Sii le glissement (d'après la définition S 8). PQ
Les deux triangles semblables Iqq^, kpq donnent la proportion
si = 2ïi d'où .^ = ^^ pk pq' mq pq
mq'
eu
mq
Mais le rapport ^^^ de la hauteur à Thypoténuse du triangle ree*
tangle mpq est le plus grand possible lorsque la perpendiculaire ^ se confond avec la demi-diagonale po du rectangle double» et la valeur de ce rapport est alors égale à i/2. C'est donc pour pq = pm, ou dans une direction mq prise à /i5 degrés que le glissement pnn duit la plus grande dilatation. Et cette dilatation est
ou la moitié du glissement.
(Du n» 159).
La pi as grande contraction de pn, deuxième diagonale» a lien aussi quand elle est inclinée d'un demi-droit et elle a la môme
grandeur |;
Tout glissement équivaut donc à une dilatation et à une contraction moitié moindres 9 suivant des directions faisant dans son plan un angle demirdrott avec les lignes ou les faces sur lesquelles il a eu lieu, La résistance au glissement peut ôtre regardée comme une résistance à cette dilatation et à cette contraction obliques. C'est, si Ton veut, la résistance à la transformation de petits carrés en losanges et de petits cercles matériels anc en ellipses a^n^c^ par l'extension d'une des diagonales ou d'un des diamètres à US degrés et la contraction de l'autre. Iléciproquement une dilatation dans un sens quelconque, avec ou sans contraction dans des sens à angle droit, en allongeant ou accourcissant les côtés de petits rectangles formés par des lignes parallèles et perpendiculaires à ce sens, change en parallélogrammes les petits rectangles dont les côtés y sont inclinés, et produit pacr conséquent des glissements; excepté dans le seul cas où il y aurait la môme dilatation ou contraction dans toutes les directions. j^
$ 7. Limite des glissements déduite de la limite des extensions^ dans les solides d'égale contexture en tous sens. Limite des efforts iangentiels, — U suit de là que si l'on peut faire supporter à une pièce solide d'une manière permanente* sans danger d'énervation et de rupture môme éloignée, des tractions longitudinales capar blés de l'étendre dans une proportion désignée (SS 12 de la note du n*" 21 et 10 de la note du n** 113) par
et si l'on suppose sa matière telle que, dans tous les sens, eette 11-* mite des extensions dangereuses soit la môme que dans le sens lon-^ gitudinal, on peut, aussi sans danger, faire glisser les uns devant
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les autres les éléments de ses sections ou de ses fibres de quantités dont le quotient par leurs distances n'excède pas une proportion double, ce qui donne pour la limite des glissements
expression dans laquelle E représente le coefficient d'élasticité dVxten^ion et R, la limite des tractions non dangereuses de cette matière d*égal(3 contexture eu tous sens, pour Tunité de la section transversale d'un petit prisme qui en serait extrait.
Si donc nous appelons
T Teffort tangentiel capable de rompre immédiatement par glissement ; Et, aussi par unité superficielle :
T. la limite des efforts tangentiels qui peuvent être supportés sans danger pendant un temps Indéfini ;
Cette dernière force T. s'obtiendra en mettant pour le glissement g dans l'expression (S 5) Gg de l'effort tangentiel par unité de surface, la limite g' dés glissements non dangereux dont nous
venons de donner la valeur = 2t' = 2 ^; car, en deçà de cette limite très-resserrée, les efforts<en général n'ont pas encore cessé d'être proportionnels aux effets (S 2 de la note du n* 21). Nous aurons donc . '•^
Le rapport des limites des efforts tangentiels et des efforts de traction non dangereux est, ainsi , double du rapport des coefficients d'élasticité de glissement et d'extension, dans les matières isotropes ou d'égale contexture en tous sens.
T Le rapport ^ , seul détermlnable directement par expérience, des
efforts produisant la rupture immédiate par glissement et par exten-
T sion, peut en différer beaucoup. Aussi , pour avoir ^*, nous allons
déterminer g au moyen déconsidérations de statique moléculaire.
Supplément a l'art, iv. glissement. 197
Du n* 169).
«s 8. Détermination théorique^ pour les matières d'égale con-
texture 1® Du rapport t? des coefficients d^ élasticité de glissement ta
et d^ extension; 2* du rapport >i (S 5 de la note du n* 21) des contractions transversales des prismes aux dilatations longitudinales qui les provoquent quand les faces ne sont pa^ pressées latéralement. — C'est, comme a dit Navier, au n" 1, « par le jeu des forces d'attraction et de répulsion mutuelle des molécules des corps qu'on rend raison des phénomènes de Télasticité. » La pression ou tension intérieure résultant de l'action totale d'une portion d'un corps élastique sur une autre portion qui en est séparée par une petite face plane telle qu'un élément ah (figure ci-dessous) d'une de ses sections, n'est, ainsi, autre chose que la résultante de toutes les forces moléculaires qui s'exercent d'un côté à l'autre à travers la superficie de cet élément Or soient
M le centre de ce petit plan , qu'on peut supposer (pour fixer les
idées) limité par un cercle; co sa surface; r la distance Mm de son centre M à une molécule quelconque m
située à dioite; X la distance de m au petit plan prolongé au besoin; R l'intensité de l'action de deux molécules du corps à la distance
et dans la direction r; 71 le nombre des molécules contenues dans Tunlté de volume du
même corps aux environs de M.
Pour avoir la résultante générale des actions moléculaires à traaf vers (0, additionnons d'abord toutes
/ celles qui s'exercent à des distances
< * ~;::^ égales et parallèles à Mm = r. Les ;^x— ^g-j* molécules de gauche dont elles émanent sont toutes contenues L>^ — / dans un cylindre oblique ahdc dont
^ '^ la base est co et dont les arêtes sont
égales et parallèles à r, en sorte qu'il y a un nombre nwx de ces molécules. La somme de toutes ces actions parallèles et égales est
(Do D* IM).
• nwx . R.
Décomposée normalement à la face <•>, cette somme oa résultante partielle aura ponr Intensité
nwRx-
On peut donc représenter la résultante générale, ou Taction moléculaire totale à travers co, ainsi décomposée normalement, par
nwS R — , r
la somme S s'étendant aux valeurs de r s Mm relatives k toutes les molécules m situées du côté droit pour lesquelles R — ne se séduit pas à une grandeur insensible, vu le décroissement rapide de R quand la distance augmente.
Si on appelle p» cette môme résultante rapportée à l*unité superficielle de la face u, on a
Pu = nSR -•
Or, appliquons cette expression générale de la pression ou ten- ' sion estimée normalement, à Tétat où se trouve le corps élastique s'il a éprouvé des dilatations très-petites
respectivement dans le sens de Mx normal à la face o , et de deux autres lignes de coordonnées My, M2 perpendiculaires entre eUes et & Mx, et par conséquent tracées sur ». si nous appelons :
y, 2 les projeciioni de Mm= r sor My, M^;
et si, pour simplifier, nous supposons le point M resté immobile ainsi que les axes coordonnés (ce qui n'Influe ni sur les écartements ou rapprochements moléculaires ni sur les forces quMls dé-veloppent), le point m aura éprouvé respectivement dans les trois sens X, y, z, des déplacements
tx, t'y, x"%,
dont les projections sur la direction de Mm, ajoutées ensemble.
fbu n* 162:.
dODoent pour l'augmentation très-petite §r de longueur de cette ligne r=: Mm:
Les actions développées par les déplacements, ou les actions moléculaires en sus de celles qui existaient antérieurement et qui se faisaient équilibre, sont proportionnelles à ces augmentations de distance, et se trouvent représentées par ll'or si W est la dérivée de R par rapport à r. Mettant en conséquence R'or au lieu de \\ dans Tex-
pression p^t = wSk et faisant n -^ = R^ quantité qui dépendra
comme R de la grandeur de ;- et de sa direction, on aura simplement
p„ = /S/î\* + /Siîx'y» + i'SRxV.
On obtiendra des expressions analogues pour les actions totales à travers des faces perpendiculaires respectivement aux y et aux 2, décomposées perpendiculairement à ces faces; actions que nous appellerons
p^y et PiZ.
Faisons donc, vu la symétrie que la contexture est supposée avoir en tous sens avant les déplacements
Siîx* = SjRy* = Siiz* = A, S/îy»z« = SRzV = SjRx'y' = G ;
nous aurons pour les pressions ou forces élastiques à travers Tunité superficielle des trois faces perpendiculaires aux x, y, r, estimées normalement à ces faces :
p„=At-hG{t'+î'0, pyy = Ai'-|-G(i"+t), i)„ = Ai"+G(« + t').
Mais les coefficients A, G dépendent Tun de Tautre.
En effet si x' est la projection de Mm = r sur une nouvelle droite Mx', bissectrice de l'angle 2\lx, la symétrie ou l'égalité de contexture en tous sens exige qu'ont ait encore :
A = SBx'*.
(Du n*> 169).
Or on a
x' = x\/| + zY/|.
Substituant dans Sl?x'^ on devra mettre zéro pour les deux sommes dans lesquelles il entre des puissances impaires de x et z, car, on vertu de la môme symétrie de contcxture moléculaire de part et d'autre des plans coordonnés, ces sommes se composeront de termes égaux deux à duux au signe près. Ou aura donc simplement
ou
en sorte que les formules des pressions ou tensions normales au trois faces peuvent être écrites :
p,, = 0(3/: + î'-l-i"), i)vw = «(' +3/' + /''), ;),= = r. (/ + «' + Si").
Or, supposons qu'il n'y ait de pression ou tension que dans le sens j*, ou que.
11 en résultera
0 = i -f 'M' + i'\ 0 = i + À' -t- 32" ; d'où .
Cela montre bien que lorsque les pressions latérales sont nulles, un prisme d'une matière d'égale contcxture éprouve dans les deux sens transversaux des contractions égales au quart de la dilatation longitudinale qu'on lui fait subir; ou que, T^ désignant comme à la note du n" 21 le rapport des contractions latérales à cette dilatation longitudinale, on a
(liu n'' iftt).
Cherchons maintenant, par les mêmes considérations, le rapport des coefficients d^élasticité do glissement et d'extension.
Si, au lieu do décomposer suivant j-, ou normalement à la petite face ab = fo, la somme (page 198.
des actions sVxerçant à travers ^J à des distances toutes égales 6t parallèles 4 Mm = r, on les décompose suivant y, on a
n'oW
et, en désignant par p^^ l'action totale ou pression ainsi décompos<$e tangentlellement à la face n> à travers laquelle elle s'exerce* pour Tunité superficielle, on obtient
r Or supposons que le corps n'ait éprouvé aucune dilatation dans les -^-^ sens rectangulaires x, i/, 2, mais -£v— '* que le plan zWx et tous ceux qui lui sont parallèles aient tourné autour de leur intersection avec le plan yWz d*un angle très-petit
S qui sera évidemment un glissement sur les parallèles aux y dans les plans parallèles à yWx,
Dans ce mouvement, le point ?«, ayant tourné d'un petit arc dont X est le rayon, aura cheminé, dans le sens y^ de
xg; ce qui, en projetant ce déplacement sur Mw=rr, aura produit un petit accroissement de r
'^/• = xg^.
On aura donc en mettant comme ci-dessus Ti or = ii - 5;- pour R
dans nS K -^ r
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ce qui montre que le coefficient de g est un de ceux que nous avons désignés tout à l'heure par G, et qu'on a
Ce coefficient de glissement ou d*élasticité tangentielle est égal à celui d'élasticité latérale qui affecte les dilatations transversales t', i" dans la formule ;)x* = 3Gi + G/' + Gi" de la pression ou tension longitudinale p„ d'un prisme d'égale contexture.
Mais, lorsque ce prisme dilaté longitudinalement ou suivant les x dans une proportion i n'éprouve aucune pression latérale, il est, comme on vient de voir, contracté latéralement ou suivant les y
et les z dans des proportions i qui, mises pour — i', — ?" dans p„= G(3i + i' + i") donnent
^«=.jGz.
Ce qui affecte t, dans le second membre de cette égalité, doit être la valeur du coefficient d'élasticité d'extension E d'après la définition de celui-ci. On a donc :
OU le coefficient de glissement égal aux deux cinquièmes du coefficient ou module d'extension dans les prismes dont la matière est d'égale contexture en tous sens ('].
Les expériences sur la torsion (voyez ci-après n* 162) n'y contredisent nullement car celles qui ont été faites jusqu'en 1833
ont donné, moyennement, environ G = - E pour des matières où
cette égalité de contexture n'était qu'approchée.
(>) On IrouTO i, noire Mémoire sur la flexion inséré au Journal de M. LiouTillc
en 48îi6, arl. 7 cl 9, une autre dénionstralion simple de l'égalité du coefficient de
glissement â celui qui afTeclc les dilatations transversales dans rcxpression de la
I G tension longitudinale, et du rapport - = - entre ce coefficient G cl celui de la di-
o A lalatioD longitudinale, (f^. Appendices ci-après, p. 5o9, 565, 580. 047, 805.
Elle ne s'appuie pas sur les expressions ci-dessus p^x = nSi: -- , u/^u = hSi\ -^.
(DU D"iM).
s 9. Rapport entre la limite To des efforts iangentiels et la limite R, des efforts de traction dans les solides d'égale contexture. Comparaison à Pexpérience, — Si, dans l'égalité obtenue S 7 :
nous mettons pour -^ la valeur 2/5, à laquelle nous venons d'ar-
river par la considération des actions moléculaires dont les résultantes constituent les pressions ou tensions intérieures normales, tangentielles ou obliques aux faces à travers lesquelles elles s'exercent, nous trouvons
pour la relation entre les limites des efforts capables d'être indéfi* niment supportés tangentiellement et perpendiculairement par une même face matériella Elle a été trouvée (note [a) du n* 167 ci-après) parNavier à propos de la torsion, quoiqu'il ne l'ait pas aperçue dans le mode d'action qui fait le sujet des n*"* 152 à 155.
On ne doit pas s'attendre à ce que |r ou le rapport des efforts tan-
gentiels et normaux capables de rompre immédiatement soit A/5 comme ^. Cependant les expériences de MM. Tiouin et G** ont
no
donné précisément ce rapport /i/5 entre les poids produisant la rupture de petites tringles de fer par cisaillement et par extension, car la moyenne de ceux-là a été 8200 kilogrammes, et , la moyenne de ceux-ci, /iOOO kilogrammes par centimètre carré (*)•
S 10. Application de ces principes dans les cas exceptionnels où la section de glissement est astreinte à rester plane, — Une section ab d'un prisme sollicité transversalement doit rester à peu près plane lorsqu'elle est soumise à ce que M. Vlcat appelle un encastrement complet (*) c'est-à-dire lorsqu'elle n'est pas seulement
(1) Leçom sur la ritittanee de$ matériaux de M. Norio, 2* édiUoo, 4S57, d* 40 , page 3V.
(*) Annalet du pontt et chauttéet 4833, ffi •offleilre, piges 148, 83t, t47.
(Du n* 159).
coDteuue, mais scellée ou soudée avec une matière plus rigide, ou lorsqu'elle se trouve sollicitée parallèlement à son plan par deux forces opposées agissant à une distance extrêmement petite et tendant à trancher comme il arrive pour les sections des rivets dans le plan de contact des tôles qu'ils assemblent n y a aussi, comme Ta remarqué M. Vicat, certaines sections qui, sollicitées dans leur plan par une force à laquelle font équilibre deux autres forces extérieures agissant à distance mais symétriquement de part et d'autre, n'ont aucune raison de s'infléchir plutôt à droite qu'à gauche et qui doivent rester planes ; comme par exemple la section milieu d'une pièce droite horizontale à laquelle est suspendu un poids à égale distance de ses deux extrémités appuyées.
Sur une de ces sections exceptionnelles, amb par exemple, l'inclinaison iiimn des fibres ou le glissement g peut être regardé comme ayant la même valeur pour tous les éléments dta, en sorte que si P est la force transversale qui
f ^.'I • l'engendre, on a (S 5)
expression où ron peut mettre pour G, quand sa détermination n*a pas été l'objet d'expériences (voyez à la torsion) les 2/5 du coefficient d*élasticité E d'extension (S 8).
Et la plus grande valeur qu'on puisse attribuer sans danger d'une manière permanente à cette force transversale P supposée agir de manière à ne pas produire autre chose que le glissement en cet endroit de la pièce sera
P = Tow,
la constante T» étant déterminée, ou par des expériences directes, ou en la regardant comme égale ($ 9) aux /!i/5 de la limite plus connue R» des forces d'extension non dangereuses.
Mais le glissement est généralement variable dans l'étendue des sections. Nous verrons aux deux notes suivantes ce quHlfaut alors faire, ainsi que dans les' cas où il y a à la fois glissement et extension ou flexion.
1S5. Revenons maintenant à la considération du solide dont la partie à gauche du point A est encastrée fixement, mais dont la partie à droite de ce point est libre , et sollicitée à son intrémité M par le poids P. D'après les rémarques faites dans le n** 77, réquilibre de la partie ÂM exige que les forces intérieures développées dans la section transversale A par l'action du poids P aient des composantes verticales dont la somme soit égale à ce poids ; et il faut de plus que les composantes hori zontales de ces mêmes forces fassent équilibre au poids P autour de l'axe horizontal correspondant aux fibres dont la longueur ne varie pas. Nous avons considéré jusqu'ici ce dernier équilibre seul ; mais dans le cas dont il s'agit il devient nécessaire de considérer également Féquilibre des forces verticales. Supposons donc ces forces verticales développées dans la section d'une manière conforme à ce qui a été expliqué ci-dessus (ce qui ne peut être bien éloigné de la vérité, surtout lorsque la longueur du solide est fort petite), nous écrirons d'abord
réquation
Et quant à Téquilibre de rotation, si nous représentons par p le rayon du cercle osculateur de la courbe affectée par l'axe longitudinal du solide au point A, nous aurons, conformément à ce qu'on a vu dans l'article précédent, pour exprimer l'équilibre, l'équation
_ E bo»
a désignant toujours la longueur AM, et E ayant la signification indiquée n« 77.
Lorsque le solide supportera sans rompre l'action du poids P, nous regarderons Téquilibre qui s'établit dans la section A comme étant exprimé par ces deux équations. Si la longueur du solide était presque nulle, on considérerait seulement la première. Si cette longueur était fort grande , on considérerait seulement la seconde. Dans les cas intermédiaires on les considérera toutes
deux, et elles donneront respectivement les valeurs des quantités S et p exprimant respectivement le degré d'allongement des parties dans le sens vertical ^ et le degré de flexion qui a lien au point d'encastrement A (*).
(♦) S 1. Les sections transversales libres de se courber restent normales à la sur/ace du prisme Jléchù Autres théorèmes relatifs au contour des sections, — Au lieu de « ce degré d'allongement » dont parle encore Ici l'auteur sans le définir, les principes de la note du n* précédent vont nous conduira à calculer les glissements ou les inclinaisons prises sur les sections par les fibres, et Taugmentation qui en résulte dans la flèche produite par une force ployant en môme temps un prisme; augmentation dont la proportion est sensible lorsque le prisme est court
Les glissements varient en général d'un élément à l'autre des sections transversales primitivement planes, ce qui tient à la courbure ou au gauchissement quelles prennent généralement f car celles dont nous avons parlé au $ 10 de la note du n** précédent, et qui sont empêchées de s'infléchir, ne font qu'une rare exception. Pour apprécier les circonstances de cette courbure prise par les sections , remarquons d'abord en général que partout oîi la surface extérieure d'un corps d'égale élasticité en tous sefis est libre ^ ou n'éprouve que des actions normales comme la pression de l'atmosphère ou d'un autre fluide en repos, et aucune action tangeotielle, il n'y a, par cela seul ($ 5 de la note du n* précédent) aucun glissement sur cette surface. Par conséquent, après la flexion ou autre petite déformation du corps, les petites lignes matérielles qui étaient primitivement normales à cet te surface extérieure lui sont encore normales.
11 suit de là
i* Que ces lignes normales mn, tracées dans le plan primitif d'une section mmm normale elle-même aux arêtes d'un prisme, restent normales au contour de cette section quelle que soit la petite modification que cô contour a éprouvée; ce qui est d'accord avec ce que nous avons dit au S 3 delà note du n** 80 de la forme du contour après une flexion.
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2" Que les sections planes, en se gauchissant ou en se changeant en surfaces légèrement courbes, restent normales aux faces latérales, quel que soit le petit changement de forme éprouvé par celles-ci.
3"* Que lorsque la surface latérale du prisme a des arêtes saillantes (comme pour les prismes à base rectangle ou polygonale) les sections infléchies restent normales à ces arêtes devenues cour-bes. En effet, elles èont normales à la fois aux deux faces c(fttlgués qui se coupent suivant ces arêtes.
A* Que le glissement principal sur les sections, aux divers points m, m, m de leur contour, ne peut être dirigé que suivant la tangente à ce contour aux mêmes points. Car comme les fibres ou lignes matérielles m/, ml primitivement perpendiculaires au plan de la section sont restées perpendiculaires aux petites lignes mn qui sont tracées sur la section et qui n*ont pas cessé d'être normales . au contour mmm^ ces lignes ml devenues légèrement inclinées sur la section ne peuvent s'y projeter que suivant Pélément du contour ou la tangente.
Ces théorèmes sont également vrais , comme il est facile de le prouver, lorsque la contexture de la matière du prisme, symétrique par rapport aux sections, n'est égale que dans tous les sens transversaux et est du reste différente dans le sens longitudinal comme il arrive pour les bois et autres corps fibreux.
Ils ne peuvent concerner les sections à encastrement complet dont il a été question au commencement du S iO do la note du n*> 152, car à leur contour la flexion développe, sur les faces latérales, des résistances tangentielles longitudinales dues au scellement ou à la soudure. Semblable chose peut être dite pour les sections au contour desquelles se trouvent appliquées les forces extérieures isolées (comme pour la section des rivets dans le plan des tôles qu'ils assemblent), car cette application de forces a lieu par Tintermédiaire de corps qui (comme ces tôles) exercent sur la surface des frottements énergiques. Ces sections exceptionnelles, susceptibles de rester planes» pourront couper obliquement tout ou partie des faces latérales du prisme fléchL
$ 2. Loi de variation des glissements aux divers points des sec-
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iions cTun prisme rectangulaire mince Jiéchi de champ. Forme de doucine affectée par les sections primitivement planes. — Toutes les autres sections, faites dans les parties des pièces fléchies où les faces latérales n'éprouvent que la pression de Tatmosphère, devront se gauchir pour peu que l'équilibre* exige qu'il s'y développe des actions tangentielles, afin de pouvoir rester normales à quelques mires du conteur et s'incliner sur d'autres fibres; en sorte que le glissement variera d'un élément à Tautre de ces sections.
Pour déterminer la loi de sa variabilité, prenons le cas le plus simple, celui d'un prisme rectangulaire ABDC dont les sections transversales abb'a' aient une largeur aa' assez petite par rapport
à la hauteur ah pour que les glissements puissent être regardés comme égaux en tous les points appartenant à chaque droite mm' parallèle à la largeur aa\ ou perpendiculaire au plan de sollicitation AGP. Soient a6, cd les coupes longitudinales infléchies de la section abb'a' et d'une section très -voisine; ces coupes auront la forme de doucines rencontrant perpendiculairement les coupes AC, BD des faces supérieure et inférieure du prisme, auxquelles les sections seront restées normales ainsi qu*au faces latérales (S précédent).
Posons l'équation d'équilibre de translation longitudinale de la petite tranche solide dont la coupe transversale est mm'p'p et la coupe longitudinale mnqp^ et qui est comprise entre ces deux sections ab, cd et deux plans parallèles aux faces supérieure et inférieure du prisme. Soient
6 et c la largeur aa* et la hauteur ab de la section ;
P la force qui agit transversalement en N à la distance ON == a de la section d'encastrement AB, pour fléchir le prisme, et qui fait en même temps glisser les sections les unes devant les auU^ ;
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x^x + dxlea abscisses Oo^Otdes deux sections ao6, cid;
v^v -\' dv le3 ordonnées om , op des deux plans comprenant pri*
mitivement la tranche, Torigine o étant prise sur la ligne oo'
des fibres de longueur invariable ot; p le rayon de courbure de Taxe OoN du prisme en o ; g le glissement principal' sur les éléments de la section ayant
leurs centres sur la ligne mm'; g« le glissement au centre de la section , ou aux points de la
ligne 00'; E, G les coefficients d'élasticité d'extension et de glissement;
ta=zb.c Paire de la section, ^^ ^ = tô son moment d'inertie autour de 00'.
D'après ce qu*on a dit au S A de la note du n° 152, g , qui est le glissement sur mo ou sur mn dans le plan nmo de ces deux lignes, sera aussi le glissement principal, dirigé longitudinalement» sur la face inférieure mm' x mn de la tranche; et le glissement principal sur la face supérieure pp'xpg sera, aussi par unité superficielle.
Comme les aires de ces deux faces sont égales à 6(2a;, la tranche se trouvera sollicitée longitudinalement, ou parallèlement à m/i, sur ces faces, par les deux forces opposées : ,
Gg.bdx et — G(g+ ^dt?J6dx.
Mais la même tranche ou réunion de fibres est tirée longitudinalement en arrière, sur la base de gauche pm^ en vertu des extensions provenant de la flexion, par une force dont la grandeur, pour l'unité superficielle, est, comme nous savons (n« 77),
produit du coefficient d'élasticité d'extension par la dilatation -
des fibres au passage à travers lasection abb'a'. Etl'on a, pourl'équl* I. U
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libre de rotatioa entre la force P dont le moment autour de oo' est P(cE — x) et les forces intérieures E ~ du qui (^exercent à travers la même section, Téquation
B ^ aorte que la traction en arrière -o par unité auperfideUe de la
base mp de la tranche a pour valeur
La traction en avant sur Tautre base nq s'obtiendra en remplaçant « par X + <Ix. Done , comme ces deux bases ont pour aire bév, la tranche est encore sollicitée longitudlnalement par les deux forces opposées
Ajoutons ces deux forces à celles Ggbdx et — G (g + ^^^) ^^
qu^on vient de trouver, on devra, pour Téqullibre de la tranche, avoir une somme zéro. Il en résulte, en réduisant et divisant par le volume bdvdx de la tranche s
Intégrant depula v = o, valeur pour laquelle g = g«t oo obtient
ce qui montreque les glissements varient parabolf quement des bases aa' , 66' à la médiane oo' de la section.
Cooune ils doivent être nulasur ces deux bases (S précédât), on obtiendra pour le glissement centrait en faisant g :=o» vss:t:|:
(Du n» t&8].
d'où pour les autres glissements
Cette expression satisfait à la condition d'équilibre de translation transversale qui exige que la somme des actions tangentieUes GgéU» sur la section soit égala à la force P, car en remplaçaot dta par Taire mm'p'p = bdv^ et w par 6c, Ton a bien
(1) Vous avons 4 peine besoin de dire que cette détermination du glissement cen* irai ou de l'inclinaison pri«e par l'axe du prisme sur ces sections courbées en iurfac« efliadrique à base de doueine peut être donnée éléraeniairement dans les court d'Arts et métiers. On conçoit facilement que let ftciioni solliciiées A glisser TuBe derant l'autre doivent rester normales aux faces du prisme qui n'éprouvent que la
pression atmosphérique, ou que le glissement g doit être nul pour v =:±:-. Et
si l'on appelle g| 1o glissement sur l'unité de la face supérieure p^ de la tranche mnfp, OQ voit aisément que la différence g — gj du glissement sur les deux faces mis, pq, multiplié par leur aire et par G , doit, pour Péquiiibre de la traneiit, être égale à Texcéa des tractions sur ses deux bases mp, nq, excès égal à leur auper-
fletc multipliée par. S « = — r — v» traction sur l'uoité de li première, moins
P ■ pv(oii— e<( 2 V, traction sur l'unité de la seconde { ce qui donne, en rédnifani,
et mettant om pour v, rexpresaion :
P G(g— gi)=- . omXnp,
qui «dditionnée A toutes celles de mèmf genre depuis 091 = 0 jusqu'à «mrsune
valeur quelcooqui v donne bien G (go -^g] = - r- puisque li somwe de produits
om yimp d'une variable om = v par spu incrément est l'aire ~ du triangle rec-
3 P ungle Isocèle dont elle est le côté. D*oû l'on tire l'expression g, = - — en fai-
laut V ?s la detei-bauleur - en même temps que g = 0 comme on vient de fçïr.
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Une analyse exacte prouve qu'on aurait encore S* == n gr: po^r
une section rectangle dont la largeur n*est pas très-petite par rapport à la hauteur, et aussi pour les points du diamètre vertical d'une section circulaire, si les fibres, en se dilatant longitudinalement, n'éprouvaient pas une contraction latérale ('}; et qu'on tient compte de riniluence de celle-ci en multipliant le second membre de 3 P
i, 2 fois la haut';
g, = ^ gj;^ ou la fraction ^ par,
lorsquela largeurdelasectionrectanglea
ce qui suppose qu'on prend 'l ■" ^ » F = k- Pour une section circulaire, il faut prendre
et, pour une section elliptique, la même chose en multipliant la fraction 7/5 parl,0/i; 1,035; 1,00; 0,9/li selon que la largeur esta 1 1
la hauteur comme
S 3. Détermination de la forme courbe en cylindre à base de doucine affectée par la section après lajlexion du prisme. — Appelons x
l'ordonnée horizontale ms du point quelconque m de cette sui'face ou sa distance au plan eo normal à la courbe d'axe o( ;
la petite inclinaison j- de l'élément mp sur eo sera égale à l'inclinaison A:mr de sa normale mk sur une parallèle mr à o/, ou au'glissement g=: krnn plus la petite inclinaison nmr que
(1) Oa trouve en cOel aux articles 49 et S7 de notre Mémoire lur la flexion, inséré au Journal do malbématiquei pour 4856, des formule! (lei dernières de celles qui portent le n* 77 et le n* 406) donnant pour li force lingentlelle— p«s, U i
( Du n« tIM).
la fibre mn peut avoir prise sur la fibre centrale ot Cette dernière inclinaison s^obtienten remarquant qu'à la dilatation longitudinale
- de la fibre en m répond une contraction transversale i - (i ayant
la signification de la note du n* 80), d'où résulte, entre les points m
et 0 un rapprochement \ t;- dv=r^^=ri^ J7 • Le point n J« P -^P -* El
se sera rapproché du point correspondant t de Taxe, d'une quantité pareillement exprimée mais avec— x— dx au lieu de —x ; en sorte que le point m se sera rapproché de plus que le point nj de
5f Pdt ^î 2 ET'
d'où résulte» en divisant par otszmn^^dx^ une inclinaison
Pc»
prise par mn sur o^. Ajoutant cette quantité au glissement g=
P /c» \ = sgj (t""**) trouvé S précédent, on a
GÎU ^e
ce qui donne, en intégrant de manière que x = o pour v= 0
3^ r2£ _ / 5G\ at^-i AGIO Le V E/ 3c» J"
C*est réquation de la coupe aob ou de la base de [a surface cylindrique en doucine affectée par la section après la flexion du prisme par la force P. Chacune de ses deux moitiés est une parabole du troisième degré ou une courbe tout à fait analogue à la courbe d'axe Oo^N du prisme fléchi.
que nous appeloni ici Gg, def espresikmf qui rorieiMieot à
lor^tt'oD y suppose nulle une quantité v; qui y repréfente le produit de - per notre rapport v) ci- dessus des contractions latérales ani dilaUtions longitudinales.
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61 Ift feotioo rectâDffle a une bue doQt U gri'iDdear approdM dt oelle de la bauteur ou Texcède» ranalyse prouve que la aurfaceeet
coupée par des plans parallèles à oe non plus suivant des droites, mais suivant des lignes légèrement concaves vers oo'\ ces coupes •ont ooovetes ti la MCtioU est circulaire ou elllptiqtia (Mémoiri cité sur la flexion).
S U. Flèche complète de flexion^ eu égard au glissement. — La fiDrce qui produit le glissement produit aussi ordinairement une flexion. On obtiendra les déplacements totaux des dlvere^polats de la pièce solide en composant, d*après le principe de superposition du S 2 de la note du n* 21, ceux qui viennent de la flexion, calculés comme on a fait aux %% 77 et suivants et à leurs notes, avec ceux qui viennent du glissement.
Par exemple \2Ljlèche^ ou le déplacement vertical total MN de
Taxe à Textrémité libre d'une pièce encastrée de longueur a, s'ob-
Pa« tiendra en ajoutant à ^^^ valeur de cette flècbe due à la flexion
seule (n° 86), ce qui vient de rinclinaison que le glissement central g, fait prendre à tous les éléments de la ligne d'axe sur les normales aux sections, ou le produit de g» par la longueur a. On a donc pour \dkjlèch$ complète
MN = /=^ + g,a, D*où successivement! en mettant pour (Té ses valeurs ci-dessus
"— ^-w;('*ll=:)-î^('*i5) -■
On voit que le glissement n'augmente sensiblement la flèche que lorsque la longueur a du prisme n'est pas considérable par rapport k sa hauteur ç ou ar.
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154* A Fégard de la rupture, on remarquera que^ conformé* mément aux notions présentées dans le n"" 112 ^ nous la regardons comme étant déterminée par un certain degré d'extension acquis par les parties du corps qui se trouvent le plus fortement tendues. Or il est visible qu'en supposant ici l'état d'équilibre de la section À conforme aux notions précédentes, les parties placées à la face supérieure du solide dans cette section se seront allongées par l'effet de rabaissement vertical de la partie AM et de la flexion de cette partie t d'une fractira de leur longueur qui est exprimée par
nRJÔ''
OU, en mettant pour S et p leurs valeurs tirées des équations précédentes.
fc V D« ^ Pc*'
Or la grandeur de cet allongement étant le terme qui détermine la rupture , il s'iensuit que le poids qui peut rompre le solide est proportionnel à l'expression
Cette formule satisfait aux cas extrêmes : si la longueur du solide est fort petite^ on négligera le terme affecté du rapport
-r , et la résistance à la rupture sera proportionnelle à bc-, si cette • longueur est fort grande par rapport à la hauteur c, on négligera au contraire le terme =-;, et la résistance sera proportionne' nelleà — , comme l'indique dans ce cas Texpérienoe. Il est a
vraisemblable que, dans les cas intermédiaires, la formule dont
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il s'agit s'éloignera peu des effets naturels, lorsqu'on déterminera les coefficients constants ir^ et •= de manière i satisEûre à des résultats obtenus directement par Texpérience (*).
(*} S i. Détermination de la dilatation maximum qui se pro» duit dans un sens oblique lorsqu^il y a à la fois un glissement transversal et une extension longitudinale accompagnée de contraC' tion latérale.-— Ea partant du principe énoncé au texte « que la rupture est déterminée par un. certain degré d^extensiçn, » prin* cipé déjà posé ci-dessus ($ 4 de la note du n* 8) et qui nous a constamment guidé (note du n* 113) ; mais en rappliquant avec ce qui a été établi sur le glissement aux notes des deux numéros précédents 152, 153, nous allons chercher une expression exacte des conditions de résistance à la rupture éloignée sous Tactlon de forces produisant à la fois un glissement et une extension^ accompagnée^ comme toujours, de contraction dans un sens perpendiculaire, et pouvant varier d'une fibre à l'autre comme quand 11 y a flexion.
Cette recherche mérite d*autant plus d'attention que nous en appliquerons le résultat à Tarticle VI (note du n* 168), au cas pratique de torsion et flexion simultanées, où les glissements ont une influence capitale.
Considérons donc une fibre qui se dilate longitudinalement, se contracte transversalement, et, en même temps, s'incline légère- ^ ment sur Télément de section qui lui
sert de base, ce qui produit un glissement sur celle-ci. Soient, avant les déplacements de ses points, mnqp^ et, après, mn,g j), la coupe, par le plan de ' glissement principal, d'un élément de cette fibre. Si nous appelons
X, y les dimensions longitudinale et transversale p^, mp;
ij k les proportions de la dilatation de la dimension x, et de la
contraction de la dimension y ; g le glissement sur la base mp ; t'i la proportion de la dilatation de la diagonale mq ;
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et d, jQsqo'à la ligne ii|Ç|» coupe noQTeDe de U deoxièiiie base»
nous tirons qr prolongement de pg» et pt parallèle à PiÇi, nous
aurons
qrmMÙx^
et, en considérant qne ri, égal an glissement g mnltlpUô par pr (SA de la note da n*i52)i pénètre regardé comme égal à la même très-petite quantité g multipliée par pg = x, dont pr dlilère eitrèmement peu :
• rçi =^ ri— pp, = %.x^k.y.
Mous pouvons prendre pour unité de longueur la diagonale mq dont nous avons à calculer la dilatation «i*
Pour avoir cette proportion mq^ ^mq ^ 1 1 dont elle é*est agrandie nous n*avons qu*à projeter les deux petites lignes qr^ rq^ dont la valeur vient d*6tre donnée, sur le prolongement de mq^ et prendre la somme des deux projections; Or puisque m^ = i, projeté sur pg, donne x, gr = t. a; se projetant sur mq prolongé avec lequel U fait le même angle, donnerai, x multiplié par x, ou ûe^; et, par une raison semblable, puisque mg = 1 projeté sur mp donne y, rq^ = ^ — ky donnera (gx—Â^)y.
Mous avons donc pour la projection «i de la dilatation qu^éprouve le solide dans la direction oblique mq par Teffet de la dilatation longitudinale t, de la contraction transversale k et du glissement g simultanément :
i, = »x« + gay — AyV
expression dans laquelle x et y, liés ensemble par
donnent le degré d*obliqulté quelconque de mq.
Pour que le corps résiste d*une manière permanente aux efforts simultanés produisant ces effets, il faut (S 2 de la note du n* 3) que la plus grande valeur de la dilatation i^ n^excède pas la limite adoptée, représentée ci-dessus (SS 19 de la note du n* 21; A, 5, 10 de celle du n* 113, et 7 de celle du n"" 152) par
f = |,o«par|g' = |5.
318 BECT. I. BÈSISTâNCË DES SOUftKf.
(Du a* IMl).
, Nous potuTlônt trouver la yaleor de x donnant cette diroctlOD de. plus ^ande dilatation en remplaçant x par cos «, y par sina, a étant Tangle nmq fait par la direction mq avec les fibres, et en égalant à zéro la différentielle^ de t\ par rapport à a, ce qui donnerait
tang 9 « » T-^-v pour déterminer l*angle « du maximuin.
Mais, désirant continuer de doifter cette recherche sous une forme éléinentafre, nous écrirons ainsi la valeur de {^ :
et nous raisonnerons comme au $ 10 de la note du n* 83 pour les moments dUnertieprincipaux ; ou, plussimplement enoore, nous remarquerons que X* -—y* et 22y peuvent être regardés comme deux cûtéa AB, AG d*un triangle rectangle dont n^ypoténuse BC est Tunité (car, en considérant l — (x* — y')' comme la diiTérence de deux carrés, il est égal au produit de 1 + x* — y* = 2x', somme dès racines, par 1— x*+y*»2y% différence des racines); puis, en portant sur les cOtés AB, AG,
ÙÊÊ longueurs kb » l±i, ac = |, nous verrons
que la projection, sur lliypoténuse BG, de la ligne brisée 6Ac, ou de 6c, sera
Or cette projection est à ion maximum lorsque bc est parallèle à BG etelleapourgrandeuralors6olul*môme=V^Â6'+Âc'. On adonc:
te radical doit tOHJôurs être pris positivement, en sorte que si g = o, lé maximum est i ou la dilatation longitudinale lorsque t est positif. Mais lorsque t est négatif.oi; quand il y a contraction longitudinale
on a le maximum de î^ = —y- ^ == — Ar, quantité alors positive représentant une dilatation transvenale.
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lie rapport de la contraction latérale kk\% dilatation iongitndi* - nale i dea fibres est celui que nous avons appelé «i et qui dépend de , la contei^ture égale ou inégale, en divers sens» de la matière qui
est du reste supposée homogène qu la même aux diveni points; en
sorte que Texpression précédente revient à
SI Ton fait soceesslvemetit dans eette tonnole
elle donne, dans le cas particulier g = t, i^ = l,566t, l,55At, l,535t,
valeurs fort peu différentes entre elles. Et l'on on obtient qui le sont bien moins enoore lorsque le glissement g a une grandeur ou plus considérable ou plus petite que la dilatation i (supposée positive) de la fibre. Nous pouvons donc faire constamment» comme si le corps était d'égale contexture fS 9 note n* 15S) quand i éH positif ou quand il y a dilatation proprement dite
et la formule précédente de la dilatation maximum en un point donné sera :
expresiIOA qui » lorsque g »<r 0, donne ij « < si t est positif, mais qui donnerait i^ = — r t si i était négatif, car le terme \/ (g ij doit tOHJours entrer pour sa valeur absolue ou positive comme on a dit tout à Theure, en sorte qu*il serait alors — ô ^'
$2. ViagêdâûêtU détermination. FùrniuUgi^^ à divers genres ^efforts s^exerçant à la fois. — Pour ftiire servir à rétablissement de la condition de résistance permanente» ou de
(Da D* ISA).
stabilité de la cohésion d*nn solide à ehsenne de ses sections» cette expression delà plus grande dilatation entre les dlTerses droites matérielles quisecroisent dans tous les sens en nu même point qnelconqoe» il faut chercher la plos grande Talenr da second m^nbre
pour les divers points de chaque section, et régaler à la limite des extensions non dangereuses qui est» avons*nous dit an S précédent.
En divisant Téquation par »' et conséquemment par son carré les deux termes sous le radical, on peut le remplacer ensuite par sa
T ■■Mi R
valeurs^danslesecondterme,etparsa valeur Y dans le premier
Idnsi que dans le terme hors du radical L*équation de adiésion permanente devient ainsi
' = '^-^'-*ipE + V(^E)'+(?)'
G^est la cùndition générale de résistance ^un solide pour une section quelconque à travers laquelle il y a des extensions longitudinales i (ou des contractions — t) et des glissements g.
Elle s'applique au cas où i serait négatif = — j et où , par conséquent , le terme hors du radical serait négatif pourvu que le radical soit toujours positif ou qu'on mette +jpour + i dans le premier terme qu'il recouvre.
Elle satisfait évidemment aux deux cas extrêmes :
i* Où le glissement g est nul, car elle donne alors (le terme provenant du radical étant toujours positiO :
(La plus gnade des Talenn de £i si I est positif; etlapliisgnndftdesTaleiind«— YpSisvU^tKestiiègatif on si— 1=/ est une contnetioa longitndimlê.
(ce qui est d*accord avec le S 7 de la note du n* 3).
(Do a* ISA}.
2* OÙ Textension t est nulle puisqu'elle donne
T« = U plas grande valeor de Gg*
Etelledoit fournir dans lesoas intermédiaires, où i et g existent àla fois, et lorsque la contexture du solide n'offire pas en tous sens l'égalité que nous avons supposée, toute Tapproximation désirable en donnant des valeurs convenables aux constantes R„ T., E, G, 11 (0* Il est bien entendu qu'il faut en poser une semblable pour les diverses sections si les plus grandes valeurs de « et de g ne sont pas les mêmes pour toutes.
S 3. Application aucasoiila rupture peut être déterminée par un glissement , sur une section libre de s*in/léchir. — Ce cas arrive, par exemple :
i* Aux extrémités A» B d\in solide simplement posé sur deux appuis et sollicité au milieu par une force transversale 2P; car, à ces deux endroits A » B, le moment des forces qui tendent à fléchir est nul et la pièce ne résiste qu'au glissement
2* Au milieu C d'un solide qui se trouve sollicité transversalement en sens opposés par des forces égales P, P aux extrémités, où la direction de son axe est supposée fixée de manière qu'il ne puisse tourner sous leur action.
Alors on a simplement pour condition de résistance à la rupture éloignée
T« = la plu» grande rakar de Gg
ou , g« étant le glissement central
T. = Gg^
3 P Or nous avons trouvé (S 2 de la note du n* 153), ». = 5 g^
(>) La formiite eoailnille par M. VaTier pour tatiffaire anni an cas eitrènat
mient à peu près à 4= W f ^ V-f (^)'» 00 à ca qo'oo aurait ai ij éuil =4. Maif yi ne doit Jamaia eieèder 4/3 on alteindre 4 /S.
Vit ftfiCT. I. lÉSIfiXAhCB OIS WaUMê.
(Du n* IftA).
ou l ^, etc. selon la ferme des sections. Nous aurons donc, pour
5 Gci>
calculer la superficie w k donner à la section menacée par simple glissement sans flexioot ou pour caicoler la limita de la force P quand cette superficie est donnée
Et on divisera les fractions 2/3 et 5/7 par les nombres peu différents do Tunité dont on a donné le tableau à la fin du même S 9 de la note du n« précédent 153, si la largeur du rectangle n^est pas très-petite, ou si la section est une ellipse au lieu d^étre un cercle.
Les dimensions des autres sections du môme solide, supposées de même forme, seront réglées comme on dira aux S suivants.
La théorie ordinaire et connue des solides dits d'égale résistance (S 6 de la note du n* 118, ou ci-après section IV art. vu n** A98 à 507), en réglant le profil de ces pièces eu égard à la seule flexion, donnait une superficie zéro à la section répondant aux deux point^d'appui de la première pièce et à la section milieu de la seconde. La considération du glissement montre quelle doit être celte superficie et fait disparaître ainsi le paradoxe.
S k> Application au cas où il y a en même temps glissement et extension ou compression sans fiexton» Formule et table numén^ que.^ V Soit un solide qui doit être, à Tune de ses sections, à la fois étendu par une force longitudinale également répartie Q, et sollicitée au glissement ou cisaillement par une force transversale P. Désignant par &> la superficie inconnue qu^il faut donner à cette section pour rendre le solide capable de résister, on aura :
t = —-. sur toute la section ;
g — ^ aussi sur toute la section si elle est astr»iiita à rester plane (S io de la note du n* 152) ;
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3 P 7 P Et : la plus grande valeur deg^ ^tt- ou ^ ?ïr si elle est libre,
de sinfléehir, selon que sa forme est rectangulaire étroite: ou qu'elle est circulaire.
Substituant dans la formule générale du $ 2 et multipliant par «», les. coefficients d^élasticité £ et G disparaissent et on tiré pour cette superficie •> ohercbée
i — T) Q ^ ^ //i+T) Q\» /P Tp 7 P\«
En appelant : '
ia'" la superficie qu'il faudrait donner si la pièce n^était sollicitée à rompre que par extension ;
b>'' celle qu*fl faudrait donner si elle n'était solicitée à la rupture que par glissement ou cisaillement transversal ;
comme on a , en faisant successivement P = 0 et Q = 0 : ^0„P 3P 7P.
la fom^ule d'extension et glissement peut être écrite dQ cette manière claire et commode
, 1 ou, si *1=5:
,=l=j«^^y/(LJ-^.-y+co-;
«=^t«v-'+\/(|u,"^y+co"«;
8^ expression qui peut être remplacée, par le tableau suivant :
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Pour •
0 I 1/4 1 f/3 I f/« I î/3 I 3/4 I 4/5 I i | 4/ÎS | 3/4 | J/3 | f/1 | 1/3 1 1/4 | 1/» [o (d I U
Od a — — = El — =
ill,04Sli,0831i,i75ll,S89li,35i|t,3«0ll,5U|l,4i8ll,38611,333|l,t35ll^^
2* SI la force longitudinale Q sollicite le prisme â la compretsionet non à Vexiension^ la formule dn S précédent qui, en faisant i = — i prend, comme on a dit, la forme
i =: U plu gnnda Ttlear de -
'-^h\mww
devient, en remplaçant^' par
Eta
D*oû en ralsant P = o et appelant u* la section à âonnw pour râil»ter à la seule sollicitation longitudinale on à la compresstoB
en sorte qu'on a dans le cas de la compression
ou, si Y2 =
= -f»-+\/g--jV«"«;
formule donnant ceci :
(Duii«lftA).
0 1 1/4 1 1/3 1 1/2 1 2/3 1 3/4 1 4/5 | 1 | 4/5 | 3/4 \ 2/3 | f/i | 1/3 | 0,3 1/4 | 1/8 | 0 iù tù
0|l,Ollll,(nill,OSO|l,084|l,ilO|l,ltSl^ll9|l,03«|l,0(M|0,«44IO,8Sl|0,gOi|0,800IO,80t|0,g«Oll,OM
Les valeurs de -^ sont plus petites que l'uoité quand ta"' est au-des-
co
sous de T w" ; leur minimum répond à w'" = 0,3<a" et est égal à 0,8. On
voit ainsi qu^une compression longitudinale aide quelquefois à la résistance au lieu d'y nuire. Gela se conçoit , parce qu'elle diminue les écartements moléculaires provenant du glissement qui a lieu simultanément.
S 5. Rivet ou petit boulon ^ comme exemple immériqne du cas d'extension et glissement. — Par anticipation à ce que nous nous proposons de faire après avoir rapporté les tableaux d'expériences du complément des art. i à vi , nous donnons, ici, pour ne pas interrompre ce qui est relatif au glissement et à sa prise en considération, des applications numériques des formules précédentes.
On demande, par exemple, la superficie à donner à la section circulaire d'un rivet ou d'un petit boulon en fer destiné à assembler des feuilles de tôle, en supposant qu'après le serrage de son écrou, ou après sa pose à chaud , il éprouve une traction Q = 1000 kilogrammes environ , et qu'il se trouve dans le cas de supporter transversalement, en vertu des efforts auxquels seront soumises les tôles» une force P = 1200 kilogrammes tendant à le rompre par cisaillement
Solution. En admettant que par chaque millimètre carré on puisse lui faire supporter d'une manière permanente un effort de traction Ro de 5 kilogrammes, et ($ 9 note n** 152) un effort de cisaillement To des A/5 de R, ou de A kilogrammes, il faudrait donner au rivet ou boulon, s'il n'était soumis qu'à la traction, une section de
( Du n» tftA).
— ^— = 200 millimètres carrés ; o
et s*il n'était soumis qu'au cisaillement, une section de
—r- =r 300 millimètres.
On aura donc (i'* formule du $ précédent), lo'^rsSoo, t>i'' = 300« co=?200-f
W U 200 j + (300)«, o\x, Section efeciive à domer :
tù = 400 millimètres carrés,
c'est-à-dire un diamètre de 0",02267.
On verra, S 9, W exemple, un cas de comprassion et glistemenL
S 6. Application gtiand il y a à la fois glissement , extension et flexion. Premier cas y où la section reste plane, — 5toit maintenant cette pièce sollicitée à la fois non-seulement à Textension par une force longitudinale Q et au glissement par une force transversale P, mais, encore, à la flexion par celle-ci, que nous supposerons, pour plus de simplicité, parallèle à Pun dôs deux axes principaux (note du n** 83) de la section w dont on cherche les dimensions.
U faut considérer deux cas.
Supposons, en premier lieu, que cette section soit de celles qui ne peuvent prendre aucune courbure ou qui sont astreintes à rester planes (S 10 de la note du n** 152). Si
I représente son moment d'inertie autour d'une ligne qui y est tracée par son centre de gravité à angle droit sur la force transversale P ;
M le moment de P autour de cette ligne j
V' )a distance, à cette même ligne , de la fibr^ la plus éloignée et par conséquent la plus étendue ;
l'on a ±: ~- -I- -- «' pour cette plus grande dilatation , le «igâe to-
férieur devant être pris quand la force Q est comprimante; et
P (/ =r -— pimr le glissement sur la base de cette fibre.
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Substituant dans Téquation générale de résistance du g 2^ on a
équation à laquelle on peut donner cette forme plus simple , en transposant le 1*' terme du second membre, élevant au carré sans dév^opper, puis faisant passer encore le premier terme du second membre dans le premier, et décomposant ensuite le premier membre en vertu du théorème à^ — b^^ia-h b) (a — 6) :
En désignant par eu''', ta" les superficies que Ton donnerait à la section «o si elle n'était soumise respectivement qu'à la force longitudinale Q et qu'à re£fort de glissement P, et par I', v' des valeurs du moment d'inertie I et de la plus grande ordonnée v' satisfaisant à la condition de stabilité M P ne sollicitait qu*à fléchir; ou en faisant
P _ ^, M _ r T, * Ro v"'
en fflèiAe temps que
jt == u/* si 0 «8t obe trietion .
ta'*' si 0 est nue pression (gg 7 rote du n» 3, et 17 noté du xfi ICI);
réquation devient
Supposons par exemple la section circulaire , et désignons par r son rayon cherché , et par r', r^\ f" les valeurs qu'on donnerait à r si le solide n'était sollicité respectivement qu'à la flexion , qu'au gliasement, qu'à l'extension ou compression. Gomme on a «> = tt\
(DU n* IftA).
1 = î?-,t' =L r, on obtient, en mettant pour co", w'% r, v' des expressions analogues et multipliant tout par Ar*, si on se borne au cas où la force longitudinale 0 a«rit par traction et où r^ = r,, = - :
Comme r^, r**, r"* sont connus en chiffres par les expressions ?- = xr"'*, — = rr"", s- = -i" » ^tte équation donnera facilement
R. To Ko a
la valeur du rayon cherché r par une construction graphique, ou bien en tâtonnant par la méthode numérique des différences iff^portionnelles ou de double fausse position, appliquée successivement, et dont remploi deviendra plus prompt eu prenant les logarithmes des deux membres.
Si la pièce n'est sollicitée qu'au glissement et à la flexion, Ton a r^ = 0, et l'équation se réduit à :
(r> — r") (ûr» + r'») = lir''^?*.
11 n'y a que lorsque la flexion est nulle ou que — = 0 que l'équation se réduit au second degré et que la solution peut être directe (SS U et 5).
Si la section est un rectangle dont 6, c sont les côtés perpendiculaire et parallèle à la force transversale P, on a co = 6c,
6 I 6c' t/ = ^, - = — ; et, en accentuant comme précédemment les valeurs qu'on donnerait si la pièce n'était soumise qu'à chacun des trois genres d'efforts, on a une équation qui multipliée par 46V prend cette forme ;
(6c* — b^Vc — 6^») (46c* 4- 6'"c^c + b'&*) = 46"* d'^cK
Elle servira à déterminer l'une des dimensions 6, c de la sectiofk rectangle en se donnant l'autre, ou en se donnant une relation entre elles. Par exemple si l'on veut que c soit égal à 6 multiplié par un nombre donné quelconque , en faisant &, &\ (f = 6', 6", 6" multiplié par le même nombre ou rapport, et divisant l'équation par sa quatrième puissance, on a, avec des 6, précisément l'équa-
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tion que nous avons eue avec des r pour le cas d*une section circulaire.
Si Ton se donne Tépaisseur c, Ton a en divisant par sa quatrième puissance & = c'* = c"* = c^* :
d'où, pour la largeur chercliée
6= g T + 6') + \/[g {fr + 6')]' + 6"« ^P .
qui peut aussi être donnée par le premier tableau numérique du S A.
Si Ton se donne la largeur 6, on a en divisant par 6« = 6'* = ft"* = ^* une équation en c qui se réduit, quand c^= 0 ou quand la pièce n'est sollicitée qu'à la flexion et au glissement sans extension ou compression générale, à
d'où , une expression de c' :
qui se réduit à c* si c'' = 0 et à c^ si c' = 0, et qui fournit du reste ce tableau numérique :
Pour -—• =
El pour — =
On a —= Et -;7==
1 I 1,102 I 1,207 1 1,425 I 1,575 | 1,651 1 1«883 1 1.645 1 1,571 I 1,419 I l,2Ul j 1,097 1 1
% 7. Observation pour le cas où Von donne partout à ta pièce une égale épaisseur. Il faut alors qu'elle soit très-courte pour que le glissement ait une injliience sensible sur la condition de résis-
(Du n« tftA). •
■»i— — wi<— -^pi— ^^ij^MM» uj-j * m^ÊÊim^^.i liai ^■^■p^^^BgE^—»'i^'»Br^s5';
tance. ^^^ 4aiM Texpreeision générale Au S préoéd^Rt pîll il (Mt faire Q = 0 quand il n'y a que flexion et glissement
vm'^' .
nous faisons passer | =-r hors du radical de manière à avoir Tanité pour premier terme sous le signât le second terme pera
(hJPL Op I \S
~ • TT* t;^] ; 6tp(, pQur M, nous mettons Pa, moment de la
force P avec un bras de levier a, et, pour T.» sa valeur thé^ rique ? Ro> nous avons
Cette expression se réduira à R. -, = Pa = M pi| ^ T^ils^tiQP QX^
dinaire de résistance h la flexion seule lorsque le second terme sous le radical sera petit devant le premier, de manière que la quaatitiâ
entre crochets excède fort peu ^ -j- - = 1. Or, ce second terme,
pour une section circulaire de rayon r, vu que w =. tt*, r' = r,
I =1 ~, se réduira ^ ( r- ) « e^ V^^^ une section veetangle o^
c bc^ / c \ *
w = 6c,r'=-, I = ^-,à (~| .On peut le négliger quand la liau-
teur 2r ou c du solide est moindre que le bras de levier a avec lequel agit la force qui opère en même temps la flexion et le glissement
Il en résulte que lorsque la forme du solide doit être à peu près prismatique et que sa longueur ou pour mieux dire la distance du point d'application de la force à la section la plus exposée excédera la hauteur de la section, on pourra calculer ses dimensions comme si elle n'était que fléchie en négligeant le glissement.
C*est ce qui arrive souvent pour les dents d*engrenages, etc.
Mais il faut en tenir compte , comme nous avons déjà dit, si IVm donne au solide la forme d*égale rédstanoe. Et, en tous cas, les ef-
(Du n<» tftA).
fets de glissement sont comparables à ceux d'extension et de compression générale qui sont produits par des forces du môme ordre d'intensité et dont on tient compte en général.
$ 8, Second cas (de Jlexion et de glissement simultanés)^ ok la section peut sHr\fléchir librement. Alors il sujpt de choisir la plus forte des din^ensions fournies par un double calcul. -— Suppoepas en second Ijeu que les sections aob de la pièce AB sollicitée transversalement par une force p puissent prendre librement la courbure dont nous avons parlé S 2 de la note du n" 153 et S 3 de la note du n' 15/i. Les fibres en a , les plus éloignées de la ligne o des fibres invariables sont les plus étendues en vertu de la flexion ; mais, d'après ce que nous avons vu, elles restent normales à la section infléchie, et le glissementy est nul. D'une autre part, c'est au milieu de la seclion, ou en o , que le glissement est le plus fort; mais la flexion du solide i?y produit ni ex^ tension ni compression. De plus , le calcul prouve (^) que lorsque la hauteur a6de la section atteint 3^<^^',05 le bras do levier oB de la force si la section est rectangle, et /i'»*«,3 si elle est circulaire, le point dangereux ou de plus grande dilatation quitte brusquement les bords a et 6 pour venir très-près du centre o, dont il se rapproche encore plus à mesure que la hauteur do la section augmente par rapport au bras de levier.
11 en résulte que, dans ce cas, les efibts de flexion et do glissement produits par une action transversale se combinent à peine ensemble , et que, pour avoir les dimensions à donner à la section, H n*y fi qu'*à les calculer successivement comme si la pièce ii était sollicité qu'à la flexion et comme si elle n'hélait sollicitée quau glifsemexd transversal avec libre courbure de la section; et qu'à prendre le plus fort des résultats de ce double calcul.
Mais, d'après les tableaux de^ §§ /i et 6 dans lesquels les frac- (iOQs dopt les nombres qui y sont inscrits excèdent Tunité donnent la mesure de la quote-part nullement négligeable de celui des deux
(>) Mimoké 9U9 l<k tonian ( Savants élrangers, l. XIV), art. 4 26, ou bien art. U6 règle J,.
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effets qui est le moins influent , Ton voit que lorsque la section est astreinte à rester plane ou encore lorsque, soit qu'elle reste plane ou qu'elle devienne courbe , le glissement a lieu simultanément à une exteusion ou une compression générale des fibres, les écartements moléculaires partiels se composent pour produire on écartement résultant qui est sensiblement supérieur à chacun, et il y a nécessité de donner aux sections des dimensions plus fortes que celles qui les rendraient capables de résister séparément aux deux genres d'effort
5 9, Applications numériques des formules des %% 6, 7, 8.
!•* exemple. Flexion et glissement. On demande la hauteur c à donner à la section rectangulaire d'une pièce prismatique horixontale en fonte» d'une largeur 0'',0i5= 6, posée sur deux appuis à une distance de f ",03 = Sd^ pour qu'elle puisse porter au milieu une charge 2P = 2000 kilogrammes.
Solution, C'est la section milieu qui est la plus exposée à rompre par flexion seule. Or cette section n'a aucune raison de se courber plutôt à droite qu*& gauche : elle restera donc plane, et il faut pour calculer sa dimension verticale c, se servir de la formule de la fin du S 6.
La valeur c' qui rendrait la pièce capable de résister à la seule
flexion serait fournie par K -^ = Va, d'où en faisant b = 0,015,
a = ^, P = 1000, Ro = 7 600 000, l'on tire c'« = 0,0008,
La valeur &' capable de la faire résister au seul glissement sans courbure de la section serait donnée par T,6{/' = P, où b = 0,015, P = 1000, et où , faute d'expériences spéciales on fera
To = I Ro = 6 000 000 ; d'où c" = ^ = 0,01111, c"« = 0,000123457.
Au moyen de ces valeurs de c'* et c"\ la formule c^^-^c'^ + r c"* +
"^ V (s ^^ "^ ^ ^ ')' "^ (^^'*y^^^^ ^^ ^^ s 6» relaUveà cecas où l\>n se donne la largeur}6 , fournira
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Il y a bien , à droite et à gauche de la section milieu , des sections qui sMnfléchissent librement : mais, ainsi que nous avons dit $ 8, il n*y a aucun glissement sur labase des Abres les plus tendues ou comprimées , et aucune extension ni compression des fibres du centre où le glissement est le plus fort ; et la hauteur b à donner à la section doit être la plus forte de celles qu'on trouverait s'il rCy avait quejlexion et s'«7 iCy axait que glissement. Or, dans la première supposition, on aurait moins que ce que nous avons trouvé pour la section milieu; dans la seconde, celle de glissement seul avec
libre inflexion, on aurait (j 3), frc = ^ = ^^^ = 0,00025
d'où c = !^ = 0",0i667, valeur moindre que celle 0,03 que
nous avons trouvée tout à Theure pour la section milieu non inflécliie.
Donc il faut donner à la petite pièce prismatique en fonte une hauteur de 3 centimètres.
2"* exemple. Même pièce en lui donnant un profil d'égale résistance.— Soit alors sa hauteur ou épaisseur variable désignée par z au lieu de c, pour la section à la distance x d'un des deux appuis.
On trouverait, s'il n'y avait que flexion , Ro -g- = Pa:; et, avec le
glissement, on trouverait pour la valeur de z' en x, la dernière
6Pjî / P \"
équation du S 6 en faisant c" = z', c'* = ^, c"* = f ^^ J ai les
sections étaient partout astreintes à rester planes ; mais, vu la faculté qu'elles ont généralement de s'infléchir ($ 8), le double profil para-
&z' bolique donné par l'équation R, — = Px en supposant la face inférieure horizontale, conviendra à la pièce en faisant R» = 7500000, 6=jD,0i5, P = iOOO partout, excepté !<" auprès de son milieu X = a = 0,015 où il en résulterait une épaisseur z = 0,0283 tandis qu'on doit avoir, comme nous venons de trouver, z =-. 0,03; 2» auprès des appuis, ou l'équation donnerait l'épaisseur z = 0 et où
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l'on doit avoir, comine pn vient de dire, z = 0,0167. Prenant, en ces trois points, les ordonnées z = 0,0167, z = 0,03, z = 0,0167 et faisant de petits raccordements pour aller Joindre tangentiellemcnt la parabole, on aura le profil d'égale résistance.
3"* exemple. Flexion et glissement. Boulon de poulie. — On demande quel diamètrQ doit avoir le boulon horizontal d'une poulie destinée à porter deux poids P = 800 kilogrammes, et qui a un jeu horizontal de 3 millimètres dans sa chape ?
SoliUion. Ce boulon est comme une pièce posée sur deux appuis A, B et portant, intermédiairement^ ^eax poid? P en deux points C, D distants l'un do l'autre de l'épaisseur CD de la poulie. Si celle-ci restait bien à égale distance des deux branches de la chape, ou si on avait toujours ÂG = DB, les réactions des appuis A, B seraient égales chacune à P, et Iq moment M tendant à U flexion serait Px AC=Px 0",0015 dans toute la partie CD qui fléchirait ainsi en arc de cercle. Le glissement serait nul entre G et D; mais, immédiatement en deçà de G et au delà de D, le glissement aurait lieu en vertu d'une force transversale P. Mais la poulie peut se porter tout d un côté, ou toacher la branche B de la chape en restant à 3 millimètres de la branche A. Comme ce jeu est toujours petit en comparaison de l'épaisseur de la poulie, les deux appuis peuvent toujours être considérés comme portant chacun la moitié de la charge totale 2P. Le boulon, à sa section la plus exposée, qui est la section G, e^t donc sollicité à fléchir par un moment M = Pa = 800^ x 0,003= 2^,4 , et à glisser par une force transversale P = 800^
Gomme cette section peut librement s'infléchir en doucine, il y a lieu (§ 8) de calculer son rayon r successivement OQQime g'fl q'y avait que flexion et comme s'il n'y avait que glissement, et deprendre le plus fort des deux résultats. Dans la première hypothèse on aurait, le coeflScient de résistance permanente R« étant 600000^:
Roi
jir*
^* = Ro-y =Pa = 2,/i; d'où r» =
rr=a%0#798.
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D^s Ifk (li^^i;ièipQ hj^poth^, pç)le du glissement avec Hbre infl^^jpn , Q^ aqr^l; , vw que (a 3ectton est circulaire (S 3),
(%ttQ Seconde valeur étant 1^ plus forte , on doit adopter le dia- Qiètre Jr î= 3 x; p,"P0862 = 17"",2, qu'il sera prudent de porter à 3 centimètres!, yi; qu'il s'agit d'une pièce sujette à s'user.
^■» Hxemple. Compression et glissement. Rais de roue de voiture. — Quelle superficie faut-il donner à la sectiop milieu des rais de roue d^une charrette destinée à traîner une charge de ip,000 kllogiViiipn^ dap^ ^^ ç)i6mias dQ traY^rse ?
Sofution* 81 1^ charge de ^«ppo^ par rou^ est supposée porter toujours au moins sur deux rais & la fois, & cause de ia répartition produite par la jante , chaque rai sera comprimé longitudinalement ; à chaque tour, par une force de 2,500^. En admettant (voy. plus \tà^) <Qu§ pour une longueur d'au plus 12 fois Tépaisseur, le bois de chône debout supporte d'une manière permanente, par centimètre carré» une compression de lili^ que nous réduisons à 35^ vu les chocs, Il AiudraiC donner une section (i>"'= 70 centimètres carrés.
Mais chaque rai sert en outre à transmettre horizontalement , comme Ta remarqué M. Poncelet (ci-dessus $ i de la note n"* 152), p^ 0çi^ ^Pfiçns tr^svcrs^les opposées ^ la force du tirage à la bsindç €iu çpqtact avec )e sol , ou la rj§sistAnce de celui-ci & l'essieu. Çptte jlJÇTiction 09 cette résistance horizontale est le 1/20 de la charge spr UQ terrain médiocre; mais, afin de résister aux coups de collier accideo tellement nécessaires pour franchir les qbstacles, il est bon de compter sur l/S, ou sur 625 kil. La superficie nécessaire pour résist^r m glissement ré^ultdnt de cette action traasversale
625^ sur une section libre de s'infléchir en doucine sera ^ — .
Si l'on prenait pour T^ les /i/5 (S 9 de la note n" 152) de la résistance permanente R. du chêne à l'extension dans le sens des fibres, qui est (voy. plus loin) 2^ par millimètre cari^é ou 300^ par centi-
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mètre, on aurait To= 160. Mais la résistance à la rupture par extension dans un sens perpendiculaire aux fibres n'est (voy. idem) que le 1/13 de ce qu'elle est dans le sens des fibres , ce qui donnerait, si la contexture était en tous sens ce qu'elle est dans le sens trans-
versai T,=-j^= 12^,3. Diverses considérations théoriques portent
lu
à penser (*) que le rapport de T. à G a une valeur moyenne proportionnelle entre celles qu'il aurait si la contexture était « en tous sens, successivement ce qu'elle est dans chacun des deux sens; si l'on admet la même loi pour la valeur de T. elle-même» on prendra T^^=\/ i60.-j^ = liti; mais on verra que des expériences sur
la rupture du bois par torsion font adopter environ T« = 30. Heo résulte, pour la surface de section capable de résister au glisse-
ment, w"= - — = 31 centimètres carrés,
La valeur (5 /i) w = — - w'" + 1/ («<»*; + «»>"* ^ donnera la superficie de la section du milieu du rai, pour résister sUnultanément aux deux efforts de compression et de glissement, sera en conséquence
w = 73 centimètres carrés.
Quant aux sections autres que la section milieu , comme la pièce y est soumise , en outre, à la flexion par la force transversale 625*, censée appliquée au milieu dU rai, l'on déterminera leurs dimensions pour chacune des deux moitiés par la formule (S 6j^
B, = — ^ -f -j- de manière à résister à la fois à la compression
et à la flexion, M étant le moment variable Par, produit de la foree P = 625 par la distance x de la section milieu à la section que l'on considère, dont v' est la demi-épaisseur et I le moment d*lnenie, et l'on se tiendra à ces dimensions sans considérer le glissement si (S 8) elles donnent une superficie plus forte que celle de 73 centimè-
(') Mémoire iur la Iwrsion des priâmes, 1855, iri, 94 , 17. \ 25.
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iSS. Lorsqu*au lieu d*une pièce encastrée par une extrémité y on considérera une pièce posée horizontalement sur deux appuis et chaigée au milieu (Fig. 10), les mêmes considérations pourront être appliquées, en concevant quç a désigne la moitié de la distance des appuis, et P la moitié du poids placé au milieu de la pièce (*).
ARTICLE V
DE LA RÉSISTANCE d'UN CORPS PRISMATIQUE A LA TORSION.
liStt. On peut essayer de former la théorie de -ce genre de résistance au moyen de considérations analogues à celles qui ont été employées pour la résistance à la flexion.
Soit (Fig. 12] un solide prismatique encastré horizontalement à Tune des extrémités. Supposons qu'une force P agisse à Fautre extrémité avec le bras de levier Bc pour tordre le solide autour de Taxe Ce; imaginons que par Teffet de la torsion, un diamètre bb de la section extrême, sur laquelle agit la force P, se soit transporté en tfh'. Le diamètre correspondant AA de Textrémité encastrée n'aura subi aucun déplacement; et on doit concevoir que tous les diamètres des sections intermédiaires,
très carrés qu'on vient de trouver pour résister à la compression et au glissement seuls.
U est bien entendu, au reste, que la section sera renforcée suivant Tusage , auprès du moyeu et auprès des jantes» pour obtenir Tencastrement parfait, ou la constante normalité du rai à leurs deux circonférences.
a sera bon aussi , vu les hypothèses qu'il nous a fallu faire pour arriver au résultat co = 73, d'appliquer le même calcul à quelques voitures analogues, déjà construites ou éprouvées , ce qui servira à faire une correction par la comparaison.
{♦) Voir la note du n* !5/i.
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\je\s({uëdd, se àorlt déplacés proportionneiledôéllt à iM^ distance Ce de rextrémité encastrée. Par l'effet de ces déplaoemenis, les molécules qui, dans deux sections iransY€Md€s consécutives , létaient avant la torsion vls-k-vis les unes des aulrai, ont été éloignées l'une de l'autre d'une quantité proportioAnelle, i« à la distance de ces molécules à Taxe Ce; t** à la différence des angles parcourus par chaque diamètre dans deux sections transversales consécutives , différence proportionnelle à Tangle bcb'y et réciproque à la longueur Ce du solide. On peut supposer^ la torsion étant censée très-petite, que les fésistances naissant des déplacements relatifs sont proportionnelles à ces déplacements. Le moment de la résistance qui a lieu dans une section quelconque du solide^ doit d'ailleurs être ^al au moment du poids P. Considérons une section transversale qoelconque, et nommons
a la longueur du solide, depuis la section fixe AA jusqu'à la section bb où agit la force P ; .
0 l'angle bcb' décrit par les diamètres de cette soctkm extrême ^ angle qui est supposé fort petit;
r la distance d'un point quelconque d'une section traDSve^ sale au centre e de cette section;
(p l'angle de la ligne r avec un diamètre de la même section;
r = /(cp]réquation delà courbe qui forme le contour de It section ;
R le bras de levier Be avec lequel la force P agit pour produire la torsion;
G un poids constant pour chaque espèce dé oorps^ l^pftientant la résistance spécifique à la torsion.
L'élément de l'aire de la section transversale placé à rextrémité du rayon r étant d^r . r, on aura
G - dçrfr . r* a
pour la résistance provenant de la torsion qui a lieu dans cet
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élément; et pour exprimer l'équilibre entre le moment de In force P, et la somme des moments des résistances semblables.
ou
Cj
(*) S 1. Moment d'inertie polaire (Tuîie section. Le moment de torsion ne lui est pas généralement proportionnel, — M. Persy, dans fÊfcs leçons à recelé d* Artillerie et du Génie de Metz, a appelé momi^nt polaire le moment d'inertie d*une section autour de son centre de gravité^ ou autour de l'axe perpendiculaire à cette section passant par ce centre. Si on appelle
J ce moment;
d(i> les éléments superAciels do la section co;
I et r ses moments d'inertie autour de deux axes coordonnés
rectangulaires des t/, des v, tracés sur la section par le
centre;
on a simplement pour le moment dlnertie polaire :
j=/r*dw; ou comme r*= t* + w' :
G^est ce moment qui se trouve désigné, dans le texte, par \ * dfjdr.r*= I d? • r [/(?)]*♦ en sorte que Texpresslon donnée
pour PR revient à G - J.
G'est seulement lorsque la section est un cercle que le moment polaire J est plus facile à calculer directement (n* suivant 157, ou S 1 de la note du n" 84) que les moments I = /r»d<o, r = /w»rf<o considérés dans la théorie de la flexion. 11 n'est donc pas besoin , pour les autres sections, d'avoir recours à la coordonnée angu-
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laire 9. Par exemple, pour la section carrée que Tauteur considère au n* 158, comme le moment d'inertie I = F autour d'une médiane
est(n* 81) 70» ^û*» de suite, en doublant, -g- = J-
Mais Texpression PR = G - J donnée dans le texte pour le moment
de torsion ou le moment PR des forces qui font tordre, n*est exacte, comme nous allons voir, que lorsque la section est circulaire, ou encore lorsque la section est de celles qui sont astreintes, par exception, à rester planes et normales à Taxe de torsion.
S 2. I«a cause de la résistance à la torsion ii^est pas dans le changement de longueur des fibres longitudinales devenues des hélices. Remarque de Thomas Young. — Il ne faut pas croire, d'après ce que semble dire d'abord Navier, que les résistances intérieures développées sont dues à Véloignement mutuel ou à l'augmentation de distance des molécules qui faisaient partie d'une même file longitudinale; on voit que c'est, en définitive, à Véloignement de leurs deux projections sur un plan perpendiculaire à l'axe qu'il regarde chaque résistance partielle à la torsion comme proportion-
nelle. Cet éloignement - r acquis par les projections, primitivement coïncidentes, de deux molécules h l'unité de distance sur une même file, revient à la projection d'une longueur = 1 de la file sur le plan primitif de la section^ ou au glissement principal (note du n* 152, S à) qui a lieu sur la section h la distance r si elle est restée plane et perpendiculaire à Taxe de torsion.
Quant à la quantité dont deux molécules non projetées se sont éloignées^ elle est, pour l'unité de leur distance primitive
si les sections dont les molécules font partie sont restées à la même distance 1 l'une de l'autre; et si- elles se sont rapprochées d'une quantité k, contraction supposée de l'axe du prisme, il reste pour la dilatation éprouvée par la fibre située à la distance r de Taxe
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Voyons quelle serait la résistance à la torsion que produiraient,
/OV* \ seules, les forces Edco ( -^ — A: j développées par de pareilles dilatations des diverses fibres, dont les sections sont d(^. Il faudra d'abord, pour Téquilibre longitudinal, que la somme de ces forces soit nulle, ce qui donnera, en supposant la section circulaire d'un rayon r, et en remplaçant dtù par 2::rdr, superficie de la couronne dont tous les éléments dta sont à la distance r de Taxe :
5^E.w.(g;-*)=o.d'où*=^;.
La somme des moments, autour de Taxe, des mêmes forces ou efforts
/0«r' O'r'X de traction, s'obtiendra en multipliant Tintensité Edco ( q-^~7— i)
de Tune d'elles par - r, cosinus de l'angle qu'elle fait avec un plan
perpendiculaire à Taxe, puis par r qui est son bras de levier si Ton néglige Tinfluence des contractions latérales accompagnant les dilatations longitudinales, et enigoutant tous les produits. Remplaçant encore d<» par 2T:rdr pour intégrer de 0 à r afin d'opérer cette addition, on obtient pour le moment total des résistances des fibres qui, devenues hélicoïdales, se sont allongées vers la circonférence et accourcies vers le centre
avec un nombre très-peu différent à la place de E si Ton tient compte d'une manière approchée des contractions latérales.
Depuis longtemps Young, sans donner ce calcul, avait remarqué que si la résistance à la torsion résidait dans l'action des fibres longitudinales ainsi étendues vers l'extérieur et (pour l'équilibre) contractées vers l'intérieur, cette résistance serait comme le cube
de Vangîe de torsion - ; d'où il concluait, puisqu'elle est d'après
Texpérience proportionnelle à cet angle, « qu'elle doit dépendre
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principalement, si ce n'est entièrement, de la rigidité ou de Vadhésion latérale qui s'oppose à la dètrusion des particules, c'est-à-dire (S 1 note du n* 152) à ce que nous avofts appelé le glissement f). Dans les cas que nous considérerons cxclusiTement « la ionùm - est irès'peiite. La partie du moment de torsion que nous venoas
ide calculer (et qui serait quadruple , ou égale à -^ r* ( - 1 sî les
deux hases du prisme étaient maintenues à la même distance) est donc tout à fait négligeable devant l'autre; les fibres, qui ne se sont dilatées que de quantités très-petites du second ordre, peuvent être regardées comme n'ayant pas changé de longueur, et la contraction latérale est aussi nulle ainsi que le changement de volume ûa cylindre tordu.
Mais si la torsion -, twi Vart mesurant pour un rat/on ^^ i, fci fo-
laiion relative de deux sections à Vunité de distance n'est fMS trèspetite , cette partie du moment qui varie dans un autre rapport que la torsion et que la û* puissance du rayon r peut être influente et il peut y avoir en môme temps une diminution sensible du diamètre et du volume. C'est ce qui a eu lieu dans diverses expériences de M. Wertheim, où cette diminution du volume a été trouvée proportionnelle au carré du rayon.
S 3. Cette cause se trouve dans la résitlance a» flisseimemi des sections Vune devant Vautre ou des fibres les unes contre les autres; oUf ce qui revient au niênie y dans la résistance à rallongement et à raccourcissement des diverses lignes matérielles hélicoïdales in- 'Mnées à 45 degrés sur F axe de torsion. Première conséquence si la section reste plane. — Si donc , par une petite torsion , les fibres éléittentaîres ou fibres longitudinales de molécules telles que mn^ pq comprises entre deux sections consécutives sont devenues m»„ pç„ Yh cause de la résistance développée ne doit pas être cherchée dans
(*) yt course of lectures on natural Philosophy ami the mecanical Arlt;\jam» iqHI, 1807. Vol. I, lecture xtn, t>. <3^. Nous n'avons, en français, que les mois intrusion, intrus, qui Tiennent do I iradiea) qne le mol la^ 4etméere, chamwf, ^n9l«rr dffcotn.
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les augmentations de longuenr très -petites du second ordre quelles ont éprouvées, mais dans j les inclinaisons qu'elles ont été obligées de prendre sur les sections , d*où est résulté un glissement relatif des éléments superficiels correspondants piTi 9 g/ide celles-ci, et, en même temps, un glissement relatif des fibres mn , pq elles-mêmes; glissements qui exigent une certaine force pour être opérés. Ce sera, si Ton veut (puisque tout glisseirfent revient, comme on Ta vu au S 6 de la note du n** 152, à une dilatation et à une contraction dans des sens à ^5 degiéB), la résistance à rallongement de la diagonale pnàxx petit carré pnmq et à raccourcissement de sa diagonale inq, allongement et aoooiircîsseaient qui sont petits du premier ordre puisque leur piro-
Bortion est ^ ^ comme on a vu.
^^ 2 mn
Il en résulte que si les deux sections consécutives pma, qnh restant plaoes et normales à Taxe de torsioo, comme le glissement
relatif — ^ de leurs deux éléments dco dont les centres sont en m, mn
» à la distancer de TaiCt a pour grandeur -^ et donne lieu à une
résistance dontTIntensité est, G représentant le coefficient d'élasticité de glissement du S 5 de la note du n* 152,
G— dw,
on a bien , en multipliant par le bras de kivi^T r et en intégrant foxïr toute la sectiOB^ la valeur suivante du moment de torsion
G^(r«(fco =
Oette expreKfion, t»>nforrae an texte, est exacte lorsque la seefion du prisme est circulaire , car comme une pareille sectiOB b^ tracune raison de se courber plutôt en un point qu'en un antre également distant du centre^nide prendre un bombement généml
(Du n« tSC).
plutôt d'un côte que de l'autre , elle doit être plane après comme avant la torsion.
Elle peut encore être appliquée quelle que soit la forme du contour de la section , dans certaines circonstances exceptionnelles oU elle est astreinte à rester plane {% 10 de la note n* 152} ou empêchée de se gauchir, ce qui a lieu par exemple dans les prismes que M. Vicat appelle infiniment courts, ou de longueur nulle, qui sont sollicités à tordre par des forces agissant infiniment proche du plan de leur encastrement dans une matière rigide.
S û. Courbure que prennent par la torsion les sections transversales primitivement planes lorsqu'elles n*en s6nt pas empêchées et que leur contour n'est pas circulaire. Conservation de leur normalité à la surface extérieure latérale du prisme tordu, — Mais , dans tout autre cas, c'est-à-dire lorsqu'une section non circulaire sera libre de se courber, elle ne restera pas plane, et les glissements n'y
seront pas représentés par - r, en sorte que Fë moment de torsion
Jie sera pas porportionnel au moment d'inertie polaire J = /r'Jca.
Nous verrous même qu'il est égal à G - multiplié par une quantité
constamment moindre que J.
Uappelons en effet ce que nous avons dit {% i de la note du n* 153), à savoir qu'aux points où la surface latérale d'un prisme est libre , ou soumise simplement à une force normale comme la pression atmosphérique, il n'y a, à l'intérieur, si la matière est d'égale élas- . ticité, aucun glissement sur les éléments superficiels de cette surface; par conséquent les petites lignes matérielles tracées primitif ventent sur ses sectiojis normalement au contour et par conséquent à cette même sur/ace extérieure , restent normales à la surface et au contour quel que soit leur petit changement déforme. Il en résulte qu'après une torsion les arêtes du prisme devenues des hélices doivent (comme toute autre ligne tracée sur la surface extérieure) se projeter, sur la section, normalement à ces petites lignes normales, «t par conséquent tangentiellement au contour^ en sorte que le glissement principal sur les sections à leur contour ne peut être dirigé que suivant les éléments de ce contour.
AKT. V. TORSION. 245
(Ou u' ise).
Or toute hélice se projette, sur un plan perpendiculaire à son axe, suivant un cercle dont le centre est cet axe, et par conséquent normalement aux rayons vecteurs qui en émanent 11 faut donc , si la section d*un prisme tordu reste plane et perpendiculaire à Taxe de torsion, que son contour soit partout normal aux rayons vecteurs, c'est-à-dire que ce contour soit un cercle.
Il n'y a, ainsi, que les sections transversales circulaires qui restent, après la torsion, dans les endroits où la surface est libre, planes et perpendiculaires à Taxe de torsion. Toutes les sections ayant une autre forme se gauchissent ou changent leur plan en surfaces légèrement courbes , coupant normalement partout la sur^ Jace latérale après que celle-ci est changée de forme par la torsion.
On peut le vérifier expérimentalement, du reste, en tordant un prisme de caoutchouc à base carrée ou rectangulaire. On verra les côtés primitivement rectilignes de ses sections transversales s'infléchir en S, en restant normaux aux quatre arêtes saillantes devenues des hélices qui doivent^ en effet , couper normalement la surface courbe affectée par la section, puisque chacune d'elles est l'intersection de deux surfaces contiguës , normales l'une et l'autre h, cette surface d*après ce qu'on vient de dire.
On peut également s'en convaincre au moyen d'un petit appareil permettant de tordre simultanément, autour d'un axe intermédiaire, deux prismes ou cylindres distants et parallèles» supposés solidaires ou astreints, par des liaisons rigides, à se regarder constamment par le même côté , ou à se comporter comme un seul corps. On verra (et on conçoit facilement qull en doit être ainsi) que les bases s'inclineront en sens opposé , sur leur plan primitif commun, de manière à rester à peu près. normales aux axes partiels, ce qui exclut la conservation de la forme plane de la section totale qu'elles composent et de sa normalité à l'axe de rotation commun et intermédiaire (voyez plus loin}.
S 5. Expressions des glissements j^rocenant à la fois de la courbure des fibres en hélices et de la courbure des sections transversales primitivement planes d'un prisme tordu. — Supposons donc qu'une
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section borizontale AKB d'on prisme yertical dont le centre eai en O ait pris» au point M dont ta coordonnées transversales sont u et V, une petite eourbure de Minière que rms soiti en projection verticale 9 la coupe par le plan vertical MU mené parallèlement à Taxe des abscisses Ou, et qu'en môme temps la file verticale de molécules qui se projetait horizontalement en M se soit légèrement inclinée et courbée en kè- Ikle, àotmtr de Tute 0 du prisme^ de sorte qu'une petito iongueiir dé eette ligne se projette borizontalament suivant Faro très-petit Mil doât to centra est eu G , et verUcaleteent sttlvaat la. tigne presque droite mn. Appelons:
>»== sju* ^t^ le rayon vecteur OM du point M ;
6 la torsion (ce qui a été appelé - ci-dessos) ou l'arc d'un rayon
=2 1 mesurant la rotation relative de deux seelioM dupristne à runité de distance lime de Vautre;
g le glissement principal sitt la section en M, on la projectioli, sur son plan tangent en ce point, de Tanité de longueur portée sur la tangente à la ligne matérielle qui lui était primitivement normale ;
g', g^^ ce glissement estimé suivant les coordonnées u^ v, ou la projection dé la même unité de longueur sui* ce que sont devenues deux parallèles à ces coordonnées , menées sur la SBCtktti par le même point M ; en sorte qu'on a g* = g^ + g'^, va qwr ces deux ligues n'ont pas cessé d^ètre sensiblement perpendiculaires ;
z L'ordonnée verticale mk du point m de la section courbée, ou sa distance au p^an horizontal o/r passant par son oentr^oi
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» = -V- la penêe ou HncNnaison tnfts-pctitc, au point (M, 7n), de
la coupe r))is ou de. sa tangente mt sur ok ou sur le plan horizontal;
; = -^^ la pcnto, aussi en M , de la section dans le sens i;, ou de
la coupe de eette surface par un plan vertical parallèle aux ordonnées r.
Si la section était restée plane et horizontale , on aurait les glissements
g=:Or, g' = -~Ot?, g"=:^Ow:
car, mn étant pris pour unité de longueur, sa projection horizontale MiN = Or serait le glissement sur la section , et NP.VI étant un petit triangle rectangle semblable au triangle OKH dont les côtés sont u^v^r^ on aurait bien g' = — MP = — Or , g" =^p = Ou.
Si, d'un autre côté, la section s^étant courbée , la fibre en M était restée verticale, le glissement g' serait la projection vid^ sur la tangente mt , de l'unité de longueur ma portée sur cette verticale 7na ; projection qui ne serait autre chose que la mesure du petit angle d'inclinaison imu de la tangente mt sur Thorizontale mu, en sorte qtt*on aurait
g' = i=g;etdemèmeg"=.>=^;.
Let Yaleurs effectives de g et de g\ d*après le principe de composition géométrique' des déplacemeats très-petite, et par conséquent d'addition algébrique de ceux qui sont estimés dans le même sens, sont sommes de celles qui viennent d*ètre trouvées dans ces deux hypothèses» £t c'est ce qu'on voit Uen sur la figure pour le glissement g' suivant les i«« En effet, il eat mesuré par mq, pro^iectioa dd jTinss i sur la tangente mt ; or Tn^^smci-^gd, et qd=^ita=. PM. On a. donc, au point (M, m), pour les glissements suivant les ooordonnées u , v, dus à la fois à l'inclinaison prise par la fibre et à Tiactiiiaisoo prise par l'élément de la section :
g' = t — Ot?, g"=y-f-OM.
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£t, par suite, pour la grandeur du glissement principal ou résultant sur la section :
g = v/(f — Or)«-f t;-f Om)«.
Ces glissements g' et ^' sont aussi , comme on Ta vu au $ â de li note du n* 152, ceux qui ont lieu sur la fibre en M, dans les plans respectivement parallèles aux u et aux v , ou les glissements , estimés verticalement çu longitudinalement , qui ont lieu sur les faces verticales menées en M parallèlement aux v et parallèlement aux u.
S 6. Condition générale que doivent remplir ^en tous leurs points^ les surfaces légèrement courbes dans lesquelles se changent les plans des sections des prismes tordus. Nullité de la somme des courbures de deux coupes à angle droit. Expression de cette condition par une équation différentielle. — Supposons que toutes les sections d'un prisme aient tourné unirorméraent Tune devant Tautre d'angles égaux aux produits de 0 par leurs distances restées les mêmes ainsi que les distances mutuelles transversales des points de chacune, mais que ces points aient éprouvé de petits déplacements longitudinaux, les mêmes pour ceux qui se correspondaient primitivement sur une même parallèle à Taxe, de manière à faire prendre aux surfaces de toutes les sections la même forme courbe. Soit mjiqp la base d'une fibre ayant une largeur 7nn = du et une épaisseur mp = dv et supposée terminée, avant la petite déformation provenant de la torsion, par des plans m/2, pq et mp, nq parallèles à Taxe de torsion O et respectivement aux coordonnées t^, t? du point nu
Établissons Téquation d'équilibre de translation longitudinale de la petite portion de cette fibre rectangulaire contenue entre deux sections très-voisines. On suppose qu'elle n'éprouve aucune traction longitudinale ou parallèle à l'axe, et on abstrait sa pesanteur. Les seules forces longitudinales s'exerçant sur les quatre faces latérales mn^ pq, mp, nq, sont des actions tangentielles provenant des glissements, aussi longitudinaux, qui y ont lieu, ou des petits degrés d'obliquité pris sur les arêtes par les lignes primitivement
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aormales aux faces. Elles soat égales (S 5 de la note n" 152) à ces glissements multipliés par un même coenScient G si la contexture est égale dans tous les sens transversaux.
Or le glissement sur la face mp, estimé longitudinalement ou dans le sens de Tarôte m, a la même grandeur, au point de /n de la section, que le glissement sur la section , estimé suivant la ligne mn perpendiculaire à cette face latérale mp, puisque ce sont les projections , nécessairement égales , sur chacune de ces deux lignes primitivement orthogonales (Parôte m et le côté mn) de l'unité de longueur portée sur Tautre, ou puisqu'ils ne sont autre chose que le petit rétrécissement éprouvé par leur angle droit
C'est le glissement appelé g' au $ précédent.
L'action sur la face latérale mp de la fibre, décomposée longitudinalement, est donc, par unité superficielle,
Gg'. .
L'action sur la face adjacente m/i, décomposée aussi longitudiuaiement» est par la même raison
Gg''.
Comme il s'exerce, sur les faces opi)osées nq, /></, des actions longitudinales opposées à celles-ci , la condition d'équilibre est, en supposant mn = mp, qu'on ait zéro pour la somme des quantités dont le glissement sur nq excède le glissement sur i7ip et dont le glissement sur pq excède le glissement sur 7;m, ou qu*on ait
du ^ dt? "'
ce qui, en mettant pour g' et g" leurs valeurs i — Oc et j + Ou du S précédent, donne
^ 4-1^-0 du^ dv-^'
ou réquation aux dérivées partielles du second ordre
Mais nous exprimerons cette condition sans cesseï* de raisonner d*une manière élémentaire si nous appelons :
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t, la valeur que prend la pente t de la surface courbe do U sec* tien dans le sens u quand on passe du point 7u au point très-voisin » sur une môme parallèle à u ; ou rinclinai^ion , sur rancicn plan d« la section, en ce dernier point n, de la tangente à la coupe de cette surface par le plan vertical mené en m parallèlement à la coordonnée u ;
7, de même la valeur que prend la pente j dans lo sens v, quand on passe au point p, supposé à une distance mp =. mn du point m sur une parallèle à v ;
L'équilibre exigera que la somme des actions longitudinales G(i, — Or), G(7j + Oa) sur les faces nq^ pq^ égale la somme des ae* tiens respectivement opposées G(t — ^), G^ -f O^t) sur les foces mp^ mn. Les termes en 0 disparaissent et il reste
La signification géométrique de cette équation générale trèssimple est facile à saisir.
Elle montre que la surface peu courbe affectée par la section du prisme tordu doit être telle qu'à partir de chacun de ses points la pente croisse autant dans une direction quelconque qu'elle déerott dans une direction perpendiculaire, ou que, si on la coupe jiar deux systèmes de plans orthogonaux menés parallèlement à l^aie de torsion, les lignes courbes qui en résultent aient, mr un plÊn perpendiculaire au même axe , des inclinaisons dont Vmw sng*mente justement de ce dont Tautre diminue lorsqu'on passe d'un point quelconque où deux d'entre elles se croisent à des points voisins également distants sur l'une et sur l'autre coupe.
En sorte que les courbures très-petites de ces deux coupes soient partout égales et opposées.
S 7. Démonstration plus directe de celle propriété générale des surfaces courbes affectées par les sections transversales des priemee après leur torsion. — Dans la torsion d'un prisme, supposé vertical pour fixer les idées, les lignes matérielles verticales se courbent, et les sections horizontales se courbent légèrement aussi. Les petits déplacements relatifs des points d'une petite portion du
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soiidfi sont résultants géométriques de ceux qui seraient dus séparément à la seule courbure des lignes verticales » les sections restant planes et horizontales, et à la seule courbure des sections, les fibres ou lignes de molécules restant verticales et droites ; et les actions exercées longitudinalement sur une fibre ou un élément prismatique vertical quelconque sont sommes de celles qui seraient développées séparément par oes déplacements composants.
Or les actions qui proviennent de la seule courbure des files verticales de molécules en hélices de même pas et de même axe se font équilibre. On le voit facilement en divisant le prisme en fibres dont les bases soient de petites portions de secteur o^dc comprises entre deux rayons vecteurs Oac , Obd et deux arcs de cercle ab 1 cd ayant leur centre sur Taxe O des hélices; car la fibre n'est pas sollicitée tangentielletnent à ses faces cylindriques a6, cdy puisque les lignes tellesque Oac, Obd qui leurétaient normales leur sont encore normales ; et, comme la base est restée, disons-nous, holizontale, la fibre e6t sollicitée par des forces contraires justement égales sur ses faces égales ac, 6d, qui s'inclinent également toutes deux sur leurs anciennes normales restées horizontales.
Les toadances à la translation verticale ou longitudinale des fibres ue peuvent donc venir que de la seconde cause , ou de la courbure des sections supposée avoir lieu seule. Or considérons une portion de fibre supposée maintenant à base carrée, dont les arêtes sont ainsi restées verticales, mais dont les sections primitivement planes se sont changées en surfaces légèrement courbes. Soient At^â', limB' les coupes de la section à . égale distance des deux bases , par les deux 1 1 plans verticaux à égale dislance des faces K-<^'^^ latérales. 11 y aura sur ces quatre faces des "*^j^ actions tangentielles proportionnelles aux petits degrés d'obliquité pris sur leurs plans par les coupes qui leur étaient primitivement perpendiculaires ; ces actions décomposées longitudinalement seront pfopoftiotrnelles aux obliquités estimées longitu-
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diaalemeDt aussi. En désignant donc les faces latérales , égales &i superficie, parleurs centres A, A', B, B', la face A' est sollicitée par une force de bas en haut proportionnelle à Tobliquité qu'a prise en A\ sur la verticale, la ligne AmK' prolongée» ou par une force proportionnelle à Tinclinaison , sur Thorizon, de la tangente en A' à cette courbe. La surface opposée A est sollicitée de haut en bas par une force proportionnelle à rinclinaisoa possédée , de même, parla tangente en A. La même chose peut être dite des faces B\ B et des inclinaisons, sur Thorizon, des tangentes à la courbe BMB' aux points B' et B
Donc, pour Téquilibre, la différence des pentes ou inclinaisons de la coupe AA' aux points A' et A doit être compensée par la différence des pentes ou inclinaisons de la coupe BB' aux points B' et B.
Or c'est précisément ce qu'exprime l'équation (i, — t) -f (j*j— ^*)=o
cl dessus, qui est la même chose que 7" + x = ^ ^^ ^^® Péquation aux dérivées partielles j-; + j-j = 0 si les côtés des bases
carrées des fibres sont pris parallèles aux coordonnées transversales u, V des points de la section.
S 8. Condition particulière aux points du contour des sections des prismes tordus, — Il faut, avons nous dit, vu la nullité supposée de toute action tangentielle et par suite de tout glissement sur les faces latérales du prisme, que la section courbée les coupe normalement, et que les lignes matérielles qui étaient primitivement normales à ces faces latérales leur restent normales ainsi qu'au contour de la section et aux arêtes devenues des hélices, d'où 11 suit que ces hélices devront se projeter sur la section^ ou sur ses plans tangents, tangentielleînent au contour.
Or un élément du contour dont la forme est donnée par une équation entre les coordonnées u et r, a pour projections
du sur l'axe des u, dv sur l'axe des v. La fibre en hélice se projette sur le contour dans la direction du glissement principal qui a pour projections
t — ey sur l'axe des « , 7 -f- ôm sur l'axe des i\
(DQ n» 156!).
Pour que ces deux directions soient les mêmes il faut que
dv __ j+_Ou^ dû "^ t- 6r'
en sorte que la condition particulière aux points du contour qui
d^z (î^"* doit servir, avec la condition tj— î +i,— j =-0 ou ^-y + -^ — 0
relative à tous les points de la section, à déterminer la forme courbe de la surface, est
0 + OM)dw— (i— (h?)(ît? = 0, (^ + 0«)d«-(|-0.)j.= O.
s 9. Actions iangentielles sur les sections. Moment de torsion. Détermination générale de la torsion quand on donne ce movnenl. — Si un prisme a éprouvé d'un bout à l'autre une torsion uniforme et très-petite 0 en sorte que toutes ses files longitudinales de molécules se soient changées en des hélices ayant le même axe et un
même pas y , et si les plans de ses sections transversales sont devenus des surfaces courbes satisfaisant, en tous leurs points, à la condition générale ou indéjinie (%% 6 et 7)
(Pi d!^z (i,-i)+U,-j) = 0 ou _ + ^=0,
et, de plus, aux points du contour, à la condition particulière ou définie (g 8),
U + ^)du--(i--^)dv = 0 ou (^ + Bujdu- ^-^ -- Ot?^ dt? = 0 ,
les éléments dco des sections éprouveront des actions tangentielles
G (f — er)rfco = G (-^ — 6tî) rf« dans le sens m,
GU + ^w)cfr = G ( ^ + Oîi) dw dans le sens r.
Réciproquement si, les faces latérales étant supposées n'éprouver aucune action, les éléments d<^ des bases extrêmes <*> d'un prisme
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sont sollicitées par les forces taogentielles dontiioiisvenoiisd^éerire
les expressions, dans lesquelles z et par conséquent t et 7 sont des fonctions de u et r dépendant de la forme du contour et satisfaisant aux conditions indéfinie et définie qu'on vient aussi dénoncer, t7 y aura équilibre dès que ce prisme se sera tordu uniformément d*un petit angle 0 par unité de longueur.
En appelant M| le montent de torsion ^ c'est-àniire le moment total, autour de Taxe, des forces extérieures appliquées aux bases, ou des forces intérieures s'exerçant à travers une section quelconque et qui leur font équilibre, on aura, en supposant que ce moment fasse tourner de w en t?, ou de droite à gauche pour un observateur adossé à l'axe du prisme :
M, = G Wg"(ia).u-g'dfw.t)=G r tO' + ^)«— (*-^)0*^
SI les forces qui font éprouver à un prisme ans torsion toi^onrs supposée trèx'petite, sans être distribuées sur les éléments des bases extrêmes tout à fait comme l'exigent les expressions d-dessus des actions tangentielles, et môme sans agir sur ces hases, sont appliquées tout auprès des extrémités d'une manière symétrique par rapport à l'axe du prisme, supposé être l^e de tondon, de manière à former des couples dont les moments aient toqjonrs la valeur M| qu'on vient de donner, et si le prisme a une longueur très-grande par rapport à ses dimensions transversales, un raisonnement comme ceux des %$ 6 des notes des n^ Si et SS reltttiMB à l'extension simple et à la flexion, et qui sont tirés de la pisufic indifférence du mode d'application et de distribution des IGorces, ^ffira pour convaincre qu'en exceptant des points trè^-rapproeiiés de ceux où agissent les forées ^ lonU lordro, te jwteae m comportera do la même manière que si les forces avaient été appliquées et distribuées conformément aux exjpreesioès G{t — - »r)dM, GC; -f- ^u]df^.
Il prendra doBC d'un bout à l'autre la tonrioo 0 aofiposée trèspetite.
Lors donc qu^un prisme est soumis à Faction d^mi t^fvtjfl^ % auttmr de son axe, H fatut pn général , pour détemffn«r foi toHNs %
(DQ n* f 5a).
Intégrer l'équation aux différences partielles j^ + 7-1 = ®> *v^
la condition au contour (^ 4- «m j ^«— ( 3^ — ^A dv = 0 particularisée pour la forme donnée du contour de la base; et après afdr dédttît^ 4e Texpression trouvée pour z, celles des pentes
-p = * » j- =J » affectées aussi de Tinconnue • , les substituer dans
Texpression ci-dessus du moment M^ , ce qui donnera une équation dont on tirera la valeur cherchée de 0.
S 10. Contours de sections ^ en nombre infini, pour lesquels on obtient immédintemenl la forme de la surface courbe dans laquelle fa torsion change leur plafu — L'intégration dont on vient de parler, pour une forme donnée du contour, peut être difficile et même impossible. Elle ne «'opère, quand la section est rectangulaire, que par séries transcetidantes (voy. ci-après). Mais on n'a pas besoin éTtetégrer ni même, en quelque sorte, de se ser\Mr des signes de dlfl^rentiation, «n résolvant (ce qui suffit généralement pour les l4[)plfcatfoni^ le pfobîème inverse, eensîstant II se donner la forme de la surface <xyurbe de la section , ou seulement les expressions ée ses dent pentes i fK, ./ , et à chercher les formes correspondantes iuconioup.
En flebomuitMittx formes alg^iques entières. Il est facile de vérifier que Téquation générale suivante de la surface courbe #9B fitectiiMis primitivement planes d*un prisme ayanl éprouvé une torsion 6, équation où c,, c,, c,..., c',, c'2, c', .••> sont des constantes absolument quelconques pouvant être nulles en tel nombre qu'on veut :
ft ^ ^«^ + Cj.2Mt; -f- C, (3««t; — i») + C4 (4k>i> — ïuv^) + C5 (ôii*i; — h OiiM -|- v») + ... i
" " < + C>+c'-j(««-^-K's>" - 3tit?»)+r/4'fr*— 6ii»r«+f *)+c'5W»-4 OiA^-j-SirtA) 4- .. . }
et qui donne pour les glissements i — Ov, j + ^u :
,__^__ _^ /— r-f «c^-f 3Cj,.tw + 4C4(3M«»— »»)+5C5 (UV— iwr») +... j ^ " du } 4-c\+îc'si» + 3cV."»--i;«)4-4c'4(«>-3«i;«)+5cVy-6i«n-«+t-*)+... {'
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répond aux cootoors représentés par l'équation suivante, où la constante K du second membre peut recevoir toutes les valeurs possibles, en sorte qu'à chaque surface répond une infinité de contours :
fi'4- r*
"^ +Citt+C,y- »«)+C8'tt«^3iit;»)+C4(ti*— 6k V+»*)-f Cd(««*— « 0«M+5inA)4- ... — C',r— c',.S«a^c'3(3uH?— i»)— c'4(4ii«r— 4tt»*, — c',(6i«Hr— 40i**r»+»»)+ ... = ï.
En effet, sans Invoquer d'autre théorème d'analyse infinitésimale que celui qui est exprimé par
(i _|_ £)n _ I _- yjg quand e eil infiniment petit (*),
on peut en donnant, dans la valeur générale de r, des accroissements Infiniment petits successivement à u et à v et en divisant, par ces accroissements, ceux qui en résultent pour z, trouver immédiatement les pentes ?,.;, et, par suite, les expressions qu'on vient d'écrirepourg'=î — Or ctg"=7-}-^"- Ensuite, en faisant croître de quantités infiniment petites et égales, u dans la première expression , et v dans la seconde, on a zéro pour la somme des accroissements qu'elles prennent, ce qui vérifie bleu la condition (*i — 0 + Ut — i) = ^' Enfin si , dans Téquation générale que nous venons de donner pour le contour, on fait croître infiniment peu les deux coordonnées à la fois, et si l'on retranche membre à membre, de l'équation nouvelle ainsi obtenue, l'équation primitive, on tire pour le rapport de ces deux accroissements de t? et de u, précisé-
(') Od a démontre élcmenlaireroent avec ion inverse, au $ 3 do la noie du n<* 84 , ce théorème sur lequel on se base A chaque instant, m^me dans les cours d'Arttet-méiiers, et qui n'est remplaçablc que Jusqu'à ii = 4 par des considérallOBS d'aires, de volumes et de centres de gravité de triangles ou de pyramides.
Quand on l'a prouvé pour n entier positif quelconque au moyen d'une suite de multiplications par 4+e, il est facile de l'étendre à n Tractionnaire ou négatif; car 4* si l'on extrait la racine n'*n»« des deux membres de 4 -|-«e=(44-£;* avec n entier positif y et si on les élève ensuite à la puissance m aussi entière positive,
on a (4 + ne) *» = (1 + e)«» = 4 -f we = 4 + - . ne. «• Si l'on multiplie les deux
membres do 1 -f ne = (4 -|- e)** par (4 — ne) (1 -f e'"", on t , en transposaot : (4 4- e)- " = 4 — ne -f n*e« (4 -f e)- **, équation où Ton peut effacer le dernier terme du second membre comme infiniment pins petit que le second.
(DQ a* tsa).
ment le rapport |r =i^^, ce qui vérifie la condition particulière ou définie g'^du^gdv^- 0 du S 8 relative aux points du contour de la section.
n est facile de prolonger autant qu'on veut les expressions de 5î» de g', g", et le premier membre de l'équation générale
— S 1- '•" = K du contour, car les termes des polynômes de
divers degrés en u et v multipliés par les coefficients arbitraires <^t9 c',, C3, G'3, ... ne sont autre chose que ceux des puissances (u + v)\ (u 4- r)*, {u + r)*, ... du binôme u +r, mais pris de deux en deux et affectés alternativement des signes + et— , en sorte qu'on aurait pour ceux des 6% 7% 8* degrés :
w* — 16m*îj* -f i5w*i; * — r« et Qu^v — 20m V -f 6av*,
w' — 2iMV + 35MV— 7Mr« et 7u^v — Sbuh^ + 2iuV—v\
!*• — 28MV-f 70uV— 28M*r« + v« et 8u'r~66uV + 56mV — 8wr\ etc.
On peut voir, au reste, que l'expression générale de z est ce qu'on obtient par la méthode des coefficients indéterminés en cherchant
à satisfaire à -r^ + ^ = 0 par une expression polynôme entière
en u, v; ou bien en mettant des expressions entières à la place des fonctions arbitraires 9 et vj> de Fintégrale générale connue
de cette équation, et développant puis donnant aux coefficients des valeurs telles que les imaginaires disparaissent
S 11. Formules en coordonnées polaires, — On manifeste mieux la loi en se servant de ces coordonnées ou en faisant
u = rcosa, Dsrrslna, ou r= v^w' + t?*, a = arctang-2f
car, en remplaçant encore les fonctions 9, ^ par des développements suivant des puissances n... de leurs variables, on a. A, A' étant des coefficients quelconques ,
2=2 [AHr*(côs?ix+V^--isid na) 4- A'nr^CcosTW— v^* sinn*)] ; I. n
(Du D« IftS).
OU, en faisant An4-A'„ = c'„, (A„— An) v— i = Cn pour chasser les ilnaginaires, et en supposant les exposants n entiers et positifs,
C[r slh a + c,r* sin 2a + c^r^ sln 3a -f • . 4- r/,r cos a + c'^r' cos 2a + c'jr* COS 3a + •
à quoi correspondent, pour réquationdu contour,
^ -f C,r cos a -f C,r* cos 2a + c,;^ cos 3a H
— c\r sin a — c',r* sin 2a — c'.r' sin 3a := K ;
et, pour les glisseinents suivant les w , les t- :
,__Q f — r sin a -f 2Cjr sin a + SCjr* sin 2a -f ûc^r^sin 3a -\ \
^ "" ( -t- c\ + 2c',rcosa + 3c'j,r*cos2a + /ic'4r'cos3a-|-.... j '
^ "" j f rcosa — 2c',r sin a— Sc'jr'sin 2a— ^c'^r^sin 3a j *
Le glissement principal g, dont les projections sur les u et sur les V sont g' et g", est, comme on voit, en le divisant par B, une résultante générale de lignes
r, Cj, 2c,r, SCjr*...; c'i, 2c',r, 3c',r',...
faisant avec Taxe des u les angles
Cette résultante ^ est donnée par
5: = r«4- (c*,4- C*,) -f 'C^+ c'\) (2r;t + (cS + C'y (3r»}« + (0% + C'\) (4r8)ï + ...
-f2.4 (c, cos a — c'i sin a) r+ 2.2 (r,cos 3a — c'j sin 2a) r'-f 2.3 (Cjcos 3a — c's sin 3a^ r*-^..,
+2.2.3[(r*C3+c'2C'3)co8a— (CjC's— CsC',)8liia]f»+î.'
= r* -f 2 (c'n + c"n) (nr»»-»)' H- 2S71 (Cn cos /îa— c'n sin 71a) r» +
+ 2ESnm [(c„Cm + c nC'm) cos (771 — 7?) a — (CnC m— c^c'n) sitt (m — 71) a] r*+*
expression dans le dernier terme de laquelle 71, m sont deux indices inégaux dont le seicond est plus grand que le premier. On
(Du D« 166).
pourrait la changer en une expression en coordonnées ordinaires M, V en mettant w, r, w*— r', 2uv, w'—Smi;», 3uh)—v\ etc. tdilr rcosa, rsina, r*cos2a, r»sin2a, r^cosSa, r*sin3a, etc.
Mais on a aussi les solutions plus générales suivantes, où les indices 71 , n' peuvent être des nombres quelconques entiers ou fractionnaires, positifs, négatifs ou nuls :
Éq nation de la snpfacc 2 = ^ (-Cn^** sin noL -j- Sc n»/*' COSn'a) ,
g' = 0 [— r sin a -f S/iCn/"*-* sin (w— î) a + Sn'c'n'r*'-* cos (n'— 1) «] 2wCnr»-*cos (a— i)a— Sn'Cn/r»»'-» sin (n'— 5)a].
I g' = 0[— rsina-f I g"=0[ rcosa +
Équation du contour — + ZCnT*^ COS Tia — Sc'n'?''*'sin n'a = K.
Il existe, au reste, d'autres intégrales particulières de inéquation
d^z d*z aux différences partielles j-i + Ti = 0 ( ^ojbe $ 25). A chacund
d'elles, arbitrairement choisie pour équation de la surface modifiée de la section , répond une forme de coiuoùr, et même une ihfinité de formes représentées par des équations faciles à obtenir, ne différant entre elles que par la valeur d'un terme constant tel que le
second membre K ci-dessus. En effet , en écrivant , dw — -j-dr =
dv du
^ ed ?^l±il la condition ( J 8) ^^ + ^u\ du— C^—^^) dv = 0
qui appartient aux points du contour, et qui est ainsi son équation différentielle quand on met pour 2 une valeur en u, v, son premier membre forme une différentielle complète comme le second, si z sa-
tisfait à la condition connue dMntégralité \ ^^ = ^ , "^, qui
ar du * ^
d*" d^z revient à Téquation aux différences partielles j-^ + -_-j- = 0.
S 12. Cas ou les contours des sections ont une forme symé» trique, etc. — Lorsque la symétrie a lieu par rapport à Taxe des «, il ne doit y avoir, dans l'équation des contours en coordonnées ordi*
(Du n« tSa).
, tt' + t?* .
• = K da $ iO, que les termes contenant des pu!s>
sances paires de v, afin que Téquation ne change pas quand on met — V pour V ; ce qui donne
L'expression du petit déplacement longitudinal x se réduit à la première ligne entre accolades, et on a z = 0 pour r = 0, en sorte que toute ligne de syméiri£ reste immobile ou dans le plan primitif de la section quand Vaxe de torsion traverse la section en un point de cette ligne; ce qui pouvait être déduit , plus généralement , de cette simple remarque que la ligne de symétrie n'a pas de raison de s'écarter de ce plan primitif d'un côté plutôt que de l'autre , lorsque le prisme est tordu uniformément par des forces agissant d*une manière symétrique aux deux bouts.
Pour des contours symétriques par rapport à Taxe des r, on doit avoir par une raison semblable :
Ci = 0, C3 = 0, C5 = 0,
SI les contours sont symétriques par rapport à chacun de ces deux axes, tous ces coefficients s'annulent et il ne reste que les termes en
Cj , C4 , Cg , Cg , •• •• •
Et, pour les contours qui sont, en outre, égaux dans les âeut sens u, r , Téquation ne doit contenir, avec le terme — ^ — ou 2" obligé pour toutes les équations qui les représentent en termes algébriques entiers, que des termes en
C4» Cg, c„,
ou du U\ du 8% du 12' degré à puissances paires ; ce qui réduit
AAT. V. ToasioN. 261
(DU n- f Ml).
réquation z = ..... de la surface à des termes aussi de ces degrés û» 8, 12, etc.. mais à puissances impaires de u et de v.
Pour les contours qui ont simplement un centre sur Taxe de torsion , ou dont réquation reste la môme quand on change à la fois w, t?, en — î^, — r, les coefficients d'indice impair doivent être nuls, ou on doit avoir 0^ = 0, 63 = 0, .,..., C'i = 0,C'5 = 0,
Avant de particulariser de diverses manières les contours des sections, nous allons exposer quelques propriétés communes à tous les prismes tordus.
S 13. JRéduction , à un couple, des forces tangeniielles agissant sur chacune des deux hases ou sur chaque section transversale de tout prisme ainsi tordu uniformément, — Quels que soient les contours des sections, symétriques ou non, représentés par une équation soit algébrique , soit transcendante, on a toujours sur chaque section <», et pour toute son étendue :
/g'dw = 0 , /g"d« = 0,
En effet, les forces tangentielles extérieures Gg'd(o,Gg''dfa) agissant sur les éléments dco d*une des deux bases du prisme parallèlement aux coordonnées u, t% et les forces égales , aussi extérieures et par conséquent de sens opposés >-Gg'(2b>, — Gg^'c/coqui agissent de môme sur les éléments de Tautre base, ces forces, disons-nous, font équilibre aux actions intérieures de ce solide, puisque ses faces latérales ne supportent aucune action par hypothèse. Elles doivent donc se faire équilibre entre elles comme on Tentend en statique élémentaire, ou remplir les conditions connues de Téquilibre des forces sur les systèmes solides. Or c'est ce qui ne saurait avoir lieu si, sur chaque base, leurs sommes ±:G/*g'd(i), doGJg^'dta dans chaque sens ne sont pas nulles séparément ; car alors , considérées à la fois sur les deux bases , elles feraient un couple ayant pour bras de levier la longueur du prisme, et l'équilibre n'existerait pas.
Cette nullité des sommes j g'c?co, y g"dco se vérifie d'elle-môme lorsque la section a un centre et que Taxe de torsion y passe; car
alors on a (S précédent) Ci = 0, C,= 0, , C/ = 0, C,'=0, ,
ce qui rend égales, au signe près, deux valeurs, &oIt de g', soit
2S8 SBGT. I. lÉSISTANCB DE» SOLIDES.
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de fg' relatives à des points ayant les mêmes coordonnées u, r aus^ au signe près, et nulles par conséquent les sommes de leurs produits par dos éléments égaux dco. Mais on voit que les mêmes conditions /g'dcu =. 0 » /g"dio =r 0 sont remplies aussi lorsque Taxe de rotation ne passe pas au centre ou que la section n'a môme pas de centre; nous avons pu le vérifier numériquement pour des sections de diverses formes particulières 0).
S 14. Conservation de la forme des équations algébriques des contours des sections^ du% \0 ci-dessus, quand on change Vorigine et les axes des coordonnées transversales. — Mettons :
(1) Nous ne TaYioDs pai encore fail lors de TiropreasiOD de noire Mémoire sur U torsion; aus«i nous j énoncions, à l'arlicle 59, la possibiliié de rcsiriclioos qui n'onl pa« lieu.
-Qn peut vérifier encore de la manière suiTanle, qui esl une particularisa lion de la méthode générale donnée par M. Lamé à sa 3* Leçon (4853 tur VétasUcité, quo la nullité des deui intégrales /g'<f(i>, S%"dîù est une conséquence des équations diCTére miel les indéfinie et deflpie du problème de la torsion, équation! ($$ 6 et 8 ci-dessus] qui peuvent être écriies ainsi, en appelant x la coordonnée longitudinale des points du prisme dont u, v sont les coordonnées transversales, et S, Y les angles que fait , avec les u et les v, la normale au contour de la section pil bien aux faces latérales :
dg' dg" da' dg"
;p- + ~-=0, ^ = 0, ^ = 0 parloat;
du dv dx dx '
g'' cos Y -f- g' cos 6 =r 0 sur ces faces latérales.
En maltiplianl par v la première de ces équations, par x la deuxième, et ea les retranchant reitpeclivemenl de la troisième multipliée par x et de la première multipliée par ti, on obtient celles-ci :
d{x^"') djvg') àjvg")^^ d{xg') d{ug') d[ug")_^ dx du dv ' dx du dv '
qui^ multipliées par l'ëlément solide dxdudu et intégrées pour tout le volume du prisme, donnent facilement (Lamé, § 40), en appelant a sa longueur ou hauteur, et dis rélément do la surface latérale de même que d(a=:dudv est rêlément des bases :
«/g"cfœ— /f;(g'co86-hg"cosY)do=0, a/g'dw— /fi(g'ços64-g"co8Y)<ia'=0,
d'où /g"dw=0, /g'd(p=0, eu égard â l'équalion g"cosT-fg'cos«=0 cl • deffus.
(Du n« t5S).
u' —p à la place de w, r' — (7 à la place de v
^ dans réquation générale — r f- ... = K
•» des contours algébriques du § 10; c'ost-|dire transportons l'origine des coordon-
-Jt nées de O en un point Q' pour lequel w = — p , t^ = — ^ , en changeant m, t? en d'autres coordonnées u\v' parallèles, dont les axes passent par O'. Comme cette équation peut être écrite
+ CjU + C5M3 + CjWs + — c'ir — Cr, — C'st?, - = K
lorsqu'on fait, pour abréger
ti* — r' = Wj , w* — 31/1?*=^, , tt* — 6mV + îj* = 1/4,
2uv = î7j, 3u*z? — t?' = 1-5 , Uuh) — ÛMv' = t?4 ,
(ce qui revient à appeler généralement i^n, ^n les produits r^cosrwt , r^sinna) , si nous nommons encore
W'n, V'n, et J)n, <îf«
des expressions composées en u\ v\ ou en p, g, comme xinyi^n le sont en w, î?, nous trouverons d'abord facilement par cette substitution de w'— p, v — q k UyVi
Wn = Mn— J (j>Mn_i — gi?'«-,) + J ~2- {P%^ n^ — q^V n^) —
«n = î?n — J (py n-, f ^^n-i) + J -g— (Vt^n^^ + <7,M n-,) —
En sorte que l'équation du contour avec les coordonnées nouvelles sera bien de cette forme, semblable à sa forme primitive
— ^ — -r DiM'+D5w'2+D3U'8+ — D>'— D'ji'j-D'jU'j— — L,
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D|, D, ... , D'|, D', ... étant des polynômes en G^, G, ... , G',» C',...^
p et g (*).
Cette forme se conservera encore la même si, au lieu de changer rorigine des coordonnées , on remplace les anciens axes des u, des r, par des axes nouveaux faisant avec ceux-ci un angle quelconque 6 ; car si Ton pose Téquation du contour en coordonnées polaires, ou si on récrit (S 11) :
■5- + Gjrco8a + <'ir*cos2a 4- ... — C'irsina — G'^sin2a— ... = K,
la transformation s'opérera en y faisant a=6 -f «', «' étant Tanglo du rayon vecteur r avec le nouvel axe des u; or cette substitution donnera :
- -f (CjCOsC — C'iSin6Jrcosa' + (C,cos26 — G'^in2Qr'cos2a' +
— (CjSine + C'iC0s6)rsina'— (C^in26 -f C',cos26)r*sin2«'— .. . = K,
ou une équation toujours de même forme, quels^uc soient les aies des coordonnées transversales,
S 15. Torsion d'un prisme autour de divers axes intérieurs ou extérieurs, parallèles à ses arêtes. Identité des glissements , du moment de torsion ^ et de la surface courbe affectée par les sections ^ quel que soit Vaxe de torsion.^ Si nous faisons, comme au $ précédent, u=zu' — p, v = v' — q dans les expressions des glissements données $ 10, et qui peuvent être écrites, avec les notations dont nous venons de faire usage:
{}) On trouve pour ces polynômei
L = K - ^-p- +C,p- €,/), + ....- C'ijf + C'tg,-. ...
D, =— p -f Cl— SCjjp -h aCsP,— ... + 2C',g— 3C',Ç,+ ... 1.ÎD,=Î.4C, — S.ÎCaP +4.3C4/), — ...-f 3.SC'^ — 4.3C'4Ç,+ ... K .î,3D8=3.S.4C8— 4.3.ÎC4P4- 5.4.3C|P,— ... -f 4.3.ÎC'45r- 5.4.3C',f, +. ..
D'i=jf + C'i— ÎC',p +3C',p, — ..
I.2D', = S.4C',— 3.SC'8p-h4.3C4P
— 2Crf -f-3Cjg, — .
(DU D* tft«).
g' = e (C'i + 2C'jW+ 3C>4+ .. . — r+2C,u + SCjZ?, + . ..) .
g"= e(if + Ci+ 2c,w-f. aCjWj -f. ... -~2c>— ac'jr, -...),
nous obtenons, tout calcul fait, avec les mêmes notations du $ précédent :
g'— e(D'i -f- 2D>' + 3D>'j + ...— 1?'+ 2D,u'+ 3D3V', + ...), g"=0(u'+Di + 2DjW'+ aDjU'j-f...— 2D',t>'— 3D>',—...),
c'est à- dire, d'après l'équation du contour en m', t?' obtenue au même S, précisément les glissements qu'on aurait eus si la torsion avait été opérée autour de l'axe passant en 0' au lieu de l'être autour de l'axe passant en G.
Les glissements , ou les inclinaisons prises par les fibres devenues des hélices , sur les divers éléments des sections devenues des surfaces courbes , sont donc les mêmes, quel que soit Vaxe^ 'parallèle aux arêtes y autour duquel on opère une torsion e.
Gomme les inclinaisons mutuelles des fibres devenues des hélices sont aussi les mêmes, quel que soit l'axe, il est facile d'en déduire, soustractivement, que les inclinaisons mutuelles des éléments des sections, et par conséquent les formes des surfaces courbes qu* elles affectent sont constamment les mêmes aussi , et que la seule différence est dans les inclinaisons diverses qu'elles prennent sur les axes de torsion diversement situés.
Mais on peut démontrer ces théorèmes d'une manière plus générale, ou applicable également aux formes transcendantes, en partant des équations différentielles indéfinie et définie (S 6 et § 8} :
qui déterminent le déplacement longitudinal z d*un point pour une torsion 0 autour de l'axe passant par l'origine O de ses coordonnées w, V. En effet, si l'on y change les variables u, v en d'autres tt'=u4-l>f v' = v •\-q, elles deviennent
et ces équations sont satisfaites par
(Du D* t5e).
2 r= z' -f 0 ipv' — qu')
en appelant z' la valeur du déplacement longitudinal z qui y satisferait si l'on avait p = 0, q = Oj ou si la torsion s'opérait autour de raxe nouveau O' au lieu de s* opérer autour de F axe ancien O.
On voit que les ordonnées z, z' des deux surfaces dans lesquelles ces deux torsions ont transformé lesplans des sections ne diffèrent que par la petite ordonnée e(pr' — gu'i = ^{pt — qu) d'un plan trèspeu incliné, d'où il suit quece,s deux surfaces sont superposables et peuvent être amenées à coïncider moyennant de petites rotations 6j>» — 6g de Tune d'elles autour de parallèles aux u et aux v, .
^ -x . <iz A dz' ^ , dz ^ dz! ^ ,
On voit aussi que -y- -t- Ow = -j-, +0w , -, Or == -y, — Or , ou
^ dv dv du du'
que les glissements g', g" déterminés par Tune et par l'autre torsion sont les mêmes aux mêmes points, comme nous venons de le démontrer autrement pour les sections dont les contours ont une
équation de la forme algébrique — ^ 1- = K du S 10.
Il s'ensuit que le moment de torsion ( S 9 ) « ^« même grandeur, qu£l que soit Vaxe (parallèle aux arêtes), autour duquel on tord le prisme , puisque les forces Gg'dw , Gg^cîto agissant sur chaque section et dont il est le moment total , sont toujours les mêmes , et qu'elles n'ont pas de résultante ou qu'elles se réduisent constamment à un couple comme on a vu S 13.
La torsion d'un prisme autour d'un axe extérieur est réalisable en l'unissant à cet axe par des liens transversaux qui l'astreignent à présenter toujours à celui-ci la même arête, sans que ces liens gênent du reste l'inclinaison etla courbure que tendent à prendre ses fibres et ses sections. Elle est opérée plus facilement en tordant deux
prismes égaux, parallèles et distants, liés de manière que leurs sections correspondantes o', o" se regardent constamment par les mêmes points a\a'\ astreints à rester sur une même droite passant par l'axe de torsion intermédiaire 0 (voy. ci-après, % 36).
On voit que les mêmes forces Gg'do», ùg'd^ appliquées aux élé-
ments des bases d'un prisme le maintiennent tordu indifféremment autour de tout axe parallèle à ses arêtes, et que le moment de la torsion simultanée de deux prismes égaux et distants est justement double de celui qui maintiendrait tordu chacun d'eux d'un même angle autour d'\xn axe intérieur.
Il faut toutefois, évidemment, lorsque Taxe de torsion n'est pas l'axe qu'on a considéré en traitant de la flexion et qui traverse les sections à leurs centres de gravité, ajouter aux forces Gg'dw, Cg^dw des forces capables de fléchir le prisme de manière que ce dernier axe devienne une hélice. Mais ces dernières forces ^on^ très petites du second ordre si , comme nous l'avons constamment supposé , la torsion û est très-petite du premier ordre (*) ; elles ne devaient donc pas être fournies par notre calcul, où les quantités du second ordre sont négligées.
$ 16. Expression générale du moment de torsion des prismes doîit les sections ont des contours représentés par Véquation algébrique
du S 10. — En mettant dans M^ = G \ (g"w— g'«) dta (S 9) les valeurs
(S 10] des glissements g'^ et g', on trouve pour le moment de tor^ sion
expression dans laquelle on peut prolonger ou réduire autant qu'on veut la quantité entre crochets par l'addition de nouveaux termes (S 10) ou par la suppression d'un ou plusieurs de ceux que nous écrivons ici.
{}) En effet, soit a=Oo' la disUoce entre l'axe de figure o' passant par les centres de grarité des sections, et Paie de torsion 0. La tangente do Tangle que fait , avec un plan perpendiculaire à celui-ci , Thélice dans laquelle celui-là se change,
est — ; on a , pour le rayon de courbure p de cette hélice , p = ( 4 -f rr-z ) « ; Oa \ vorj
d'où , pour le moment de flexion , El
P quantité très-petite do second ordre.
(DU n« !«•].
En coordonnées polaires (S 11) , on aurait
r , rr« + Cjrcosa + 2C,r*cos2« + aCjr»cos3a + 1
Mj — GO J tfu) ^ _ C'irsina - 2C',r»sin2a- 3C',r»sin3a^ J»
OU, plus généralement, n, n' pouvant être fractionnaires ou négatifs (S 11):
Mj = GO \ do) (r« 4- SwCnCOsna — S7i'CVr»»'sinn'a).
S 17. Plus grands glissements. Points dangereux, Équaiion de cohésion 'permanente ou de résistance à la rupture éloignée par torsion. — Afin de ne pas interrompre des considérations naturellement liées, nous donnerons ici, et dans chacune des particularisations des $$ suivants , après l'expression du moment de torsion , réquation de cohésion permanente ou de résistance à la rupture éloignée par torsion (*), bien que Navler n'ait parlé de cette résistance qu'à un article suivant, VI.
En appelant, comme au $ 7 de la note du n» 152, p. 196:
To la limite des efforts tangentiels que la matière peut supporter sans danger par unité de surface pendant un temps indéfini, la limite des glissements non dangereux sera
Il faut exprimer que nulle part cette limite n*est dépassée, ou que
le plus grand glissement principal g = y/g'* -f g"* lui est égal ou
inférieur. La condition de résistance permanente à la rupture par
torsion sera donc
l-^j = ou > maximum de g'* -f g"«. ^
Pour trouver les points dangereux ou de maximum de ^, — ^^
il convient de remarquer, d'abord, d'après les expressions de g' et g", ou celle de g'=g'*+ g"* en r et « du S H, que, sur le plan
(^) Od Yerra, à la noie du n** 465, quelle formule on pourrait adopter pour la résistance à la rupture immédiate ou prochaine J^^t torsion , au moins dans le ras du cylindre i base circulaire.
(Du D* 1511).
indéfini de la section , elles peuvent toujours prendre des gran^ deurs aussi considérables qu'on veut, car, en rendant r suffisamment grand, le terme où il est à la plus haute puissance surpassera tous les autres, et comme il est toujours positif dans g*, ce carré devient infini avec r dans toutes les directions ou pour toutes les valeurs de l'angle a. Si g' croîs«ïait toujours de l'intérieur à l'extérieur de la section pour chaque direction , ce serait constamment sur son contour qu'il faudrait chercher les points dangereux. Mais nous savons qu'il y a souvent des points du contour où le glissement est nul, et il peut y avoir, dans l'intérieur, quelque point de maximum absolu de g' (quoique cela ne se soit présenté dans aucun des exemples ci-après traités); et il n'est pas impossible que ce maximum excède toutes les valeurs de g* relatives aux points du contour.
11 faudra donc chercher d'abord les points de maximum absolu de g% ou s'assurer qu'il n'y en a pas. Ils doivent, comme on sait , s'ils existent, satisfaire à
-57=0.-^ = 0; -g^et-^^-r négatif,; ^^ _ -^ . ._ ^gati/
On les cherchera analytiquement ou numériquement sur les li-
on ntiL
gnes droites ou courbes représentées par l'équation -t— = 0 (qui en fournira toujours plusieurs, et qui est généralement plus simple
que l'équation -t— = 0, susceptible de servir au même objet ) et
on essayera s'ils remplissent les conditions relatives aux dérivées
du second ordre 5-?» wi» ©t s'ils tombent à l'intérieur du contour.
La double recherche sur les lignes ayant pour équation — p- = 0 et sur le contour, conduira donc, dans tous les cas, à la détermi-
(DU n« t&e).
nation de ces points de la section où g* à une talear plds grande qu*aux autres points.
Souvent ces points dangereux seront les Intersections de lignes
-1— =: 0 avec le contour de la section; iiiais qilëlqiiefols aussi \]È
se trouveront en d'autres endroits du contour, comme nous en verrons des exemples aux $$ 33, 35.
Lorsque la section est partagée symétriquement par une ou plusieurs lignes droites, ces lignes de symétrie sont nécessairement au nombre de celles de maximum ou de minimum relatif de g*
d ff' qui satisfont h y |^ = o ; car, en prenant Tune d'elles pour Taxe
à partir duquel on compte les angles a (ou pour Taxe des u\ les coefficients G',, C',^ G',.- des équations et expressions des %% 10 et 11 sont nuls, et il ne reste que les termes affectés de C,, G,, G,...,
comme on a vu § 12; Texpression ($ il) de » ne contient donc que
des cosinus de 2 et de ses multiples: son coefficient différentiel ne contient que des sinus et devient nul pour a = 0, c'est-à-dire pour les points de la ligne de symétrie.
Et les intersections de chacune de ces lignes de symétrie arec le contour de la section sont des points de maximum ou de minimum de g' sur ce contour ; car elles le coupent à angle droit; r y est con-
d ir*
stant sur une petite étendue, en sorte que la condition -^ =0
pour r constant s'y trouve remplie par les valeurs de g* relatives aux points du môme contour.
C'est ce qu'il était facile de prévoir en se rappelant ( J 12) que lorsqu'on place Taxe de torsion de manière qu'il rencontre une ligne de symétrie, elle reste tout entière dans le plan primitif de la section , ce qui donne pour tous ses points, en la prenant pour axe des », r = 0, la pente i=0, et g'=i — Or nul aussi, ainsi que son coefficient différentiel ^|; d'où g=g'\ et, vu Q^^e ~ + ^' = 0(S6),
(Du n« t5G}.
c*est-à-dire que le glissement principal est bien un maximum ou un minimum , en tous les points de cette ligne de symétrie, parmi les autres points situés sur des lignes qui la coupent à angle drôli
Aussi, dans presque tous les exemples ci-après (mais non dans tous, voyez SS 33, 35), c'est aux extrémités des plus grands et des plus petits diamètres que se sont trouvés les points de maximum et de minimum de glissement. Les points dangereux ou de maximum ont été , pour ces mêmes exemples, les extrémités des pliis petits dia^ mètres^ ou les points du contour les plus rapprochés des centres des sectiom. Mais cela ne saurait être général, car, lorsque le contour offre des anyles rentranisy les arêtes y restent normales aux sections, et le glissement y est nul comme aux anyles saillants^ par la même raison qu'on a dite au % Zi, et qui est dérivée de la condition de normalité des sections infléchies à la surface latérale modifiée par la torsion ; d'où Ton doit inférer que lorsque les contours des sections offrent des parties rentrantes arrondies, mais d'une courbure très prononcée, le glissement doit y être un minimum et non un maximum parmi les points du contour.
En tous cas il est bien entendu , si seulement on se rappelle riri4épendance où sont les glissoments de la position de Taxe de torsion (S loj que leurs grandeurs ne sauraient être constamment eh raison directe des distatiC(:'S, à cet axe , des points des sections où ils ont lieu, comme il fallait le supposer dans l'ancienne théorie basée sur rhypothèsc que li-s sections restent planes et perpendiculaires au même axe. Il n'est donc nullement étonnant que les plus grands glissements se trouvent le plus souvent aux points les plus proches de l'axe de torsion supposé passer au centre.
S 18. Premier exemple ou premièze pnriicularisation. Section circulaire. Torsion d'un cylindre autour de son axe de figure, — On obtient une section circulaire en supposant les coefficients C, , C,,
C, C'i, C, , C'g tous nuls, ou les pentes t, j nulles; car
l'équation du contour est alors, en faisant 2K = r* :
et réquation de la surface de la section, qui se réduit à
(Dan* 1511).
vérifie bien que cette surface reste plane comme on Ta vu an S &- Alors on a le moment de torsion
Ml = Ge/(tt« + v*)du = G6J,
J étant le moment dMnertîe de la section autour de son centre» ainsi
quMl a déjà été dit , ou bien , vu que J = ^ (S i) ,
Une pareille torsion d'un cylindre circulaire de rayon quelconque r est déterminée par des forces qui ont pour valeur, en appelant toujours r le rayon vecteur du milieu d'un élément quelconque du de la section
Ggdco = Gd<o v^g'« -f g"« =G(ico y/(»u)' + (— Oc)« = Gdr . dw,
c'est-à-dire par des forces appliquées sur les bases extrêmes , tan^ gentiellement ou dans leurs plans, et perpendiculairement aux rayons vecteurs auxquels elles sont proportionnelles, ainsi qu'aux superficies des éléments d^.
Et tout autre mode de sollicitation ou de distribution des forces aux extrémités donnera très-approximativement, d'après ce qu'on a dit au S 9 et d'après l'expérience, la même torsion pour le même moment total M^.
Comme le plus grand glissement répond à r = r, l'équation de cohésion permanente ou de résistance à la rupture éloignée sera (§ précédent) :
To = ou > cer ;
ou , en éliminant G6 au moyen de l'expression M^ = G^ -^ du moment de torsion :
Limite de M, =^To;
équation qu'on aurait obtenue immédiatement en regardant les résistances comme proportionnelles aux distances au centre (ce qui
ifl'Ml
b«iall\ÉbbKU\Ui ÙBRAKY
-t/PSSû
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/rsumdesleonsdon00margoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières
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