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PRÉFACE
On doit à Galilée les premières tentatives qui aient été faites pour soumettre au calcul la résistance des corps aux efforts qui tendent à les rompre. Jacques Bernoulli, Leibnitz, Euler, La Grange, ont traité diverses questions de ce genre. On a fait sur la force des matériaux un grand nombre d'expériences, parmi lesquelles on doit distinguer celles de Buffon. Coulomb a donné les principes de l’équilibre des voûtes cl des murs exposés à la poussée des terres.
Ces recherches ont été jusqu’à présent plus utiles aux progrès des mathématiques qu'au perfectionnement de l’art des constructions. La plupart des constructeurs déterminent les dimensions des parties des édifices ou des machines d’après les usages établis, et l’exemple des ouvrages existants; ils se rendent compte rarement des efforts que ces parties supportent, et des résistances qu’elles opposent. Cela présente peu d’inconvénients lorsque les ouvrages que l’on exécute ressemblent à ceux que l’on a fait de tout temps, et ne s’écartent pas, dans les dimensions et dans les poids, des limites accoutumées. Mais on ne peut plus en user de la même manière lorsque les circonstances obligent à sortir de ces limites, ou lorsqu’il s’agit d’édifices d’un genre nouveau , et sur lesquels l’expérience n’a rien appris.
L’objet de ces Résumés est d’exposer les conditions de l’établissement des constructions que les ingénieurs dirigent, et de mettre à même de vérifier le degré de résistance de chacune de leurs parties. On s’est occupé principalement des constructions en charpente , sur lesquelles on trouve peu de détails dans les.
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ouvrages destinés à l’instruction, et l’on croit devoir indiquer ici succinctement les principes d’après lesquels les questions les plus importantes ont été traitées.
Nous considérons dans les matériaux deux qualités principales, la force d’élasticité, et la résistance à la rupture. Par force d'élasticité, on entend la résistance que le corps oppose quand on veut l’allonger ou l’accourcir d’une très-petite quantité. Le rapport entre le poids qui allonge ou comprime un corps prismatique dont la section transversale est égale à l’unité de surface, et la fraction qui exprime la variation de la longueur naturelle du corps causée par ce poids, est la mesure de la force d’élasticité : c'est la quantité désignée par E dans le n* 77. Par résistance à la rupture, on entend l'effort qu’il faut faire pour séparer les parties du corps, en agissant par extension; ou l’effort qu’il faut faire pour écraser ces parties, en agissant par compression. Le poids qui opère l’un ou l’autre effet , en agissant sur une section transversale égale à l’unité de surface , est la mesure de cette résistance : c’est la quantité désignée par R dans le n‘ 113.
La force d’élasticité et la résistance à la rupture doivent être déterminées par l’expérience pour les diverses substances, et l’on s’est efforcé de rassembler tous les résultats de ce genre qui paraissaient être de quelque utilité.
La connaissance de la force d’élasticité donne les moyens de calculer la quantité dont une pièce de charpente peut se comprimer, s’allonger, ou fléchir sous une charge donnée. La connaissance de la résistance à la rupture permet de déterminer la limite des poids qu’une pièce peut supporter. Mais cela ne suffit pas pour l’établissement des constructions, parce qu’il s’agit de connaître, non pas le poids qui rompt une pièce, mais le poids dont on peut la charger sans que l’altération qu’elle subit augmente avec le temps. La recherche de cette dernière limite, qui est de la plus grande importance, peut être rarement l’objet d’expériences directes; mais on peut ici se servir avec avantage des exemples fournis par les constructions existantes.
- Nous remarquons qu'en cédant aux efforts auxquels elles sont
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exposées, les parties des pièces s’accourcissent ou s'allongent, et nous prenons la proportion de cette variation de longueur pour la mesure du degré d’altération de ces parties. Connaissant donc quelle est, dans iescunstructionsdontl’expérience constate la solidité, la quantité dont les fibres qui subissent les plus grandes variations de longueur gont allongées ou accourcies, nous regardons ces variations comme des limites que l’on peut atteindre , et qui ne peuvent être dépassées sans danger. A ces variations de longueur correspondent des efforts qui seraient capables de les produire, en agissant directement par tension ou par compression. Ces efforts sont regardés comme étant les plus grands que les fibres puissent supporter; etlapièce, pour l’établissement d’une nouvelle construction, est censée prête a rompre quand ces efforts ont lieu. C’est ainsi qu’en attribuant à la quantité R une valeur beaucoup moindre R' (voyez le n* 181), les formules relatives au cas de la rupture peuvent servir à calculer les dimension» qui doivent être attribuées aux pièces dans les constructions.
Pour donner un exemple de ces évaluations , on dira que la force d’élasticité du fer forgé est E = 20 000 000 000 kil.; c’està-dire que ce poids, agissant sur une barre dont la section transversale serait un mètre quarré, allongerait ou accourcirait cette barre d’une quantité égale à sa longueur primitive, les variations de longueur étant toujours supposées proportionnelles aux poids qui les produisent. La résistance de la même substance à la rupture est R = 40 000 000 kil., parce que ce poids romprait une barre semblable en la tirant suivant sa longueur. Enfin , on admet que le fer serait altéré si les fibres étaient allongées ou accourcies de plus des 0,0005 de leur longueur naturelle; et comme cette variation de longueur serait produite par un poids de 10,000.000 kil. agissant sur la même barre, on attribue cette dernière valeur à la constante R', et l’on regarderait dans une construction une barre de fer forgé comme étant trop chargée , si les fibres le plus tendues ou le plus comprimées supportaient un effort de plus de 10 000 000 kil. sur un mètre quarré (voyez les n“ 182 et 183).
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Ces notions admises, tout so réduit à rechercher, dans chaque construction, l’effet des efforts auxquels elle est exposée pour allonger ou accourcir les parties des pièces, soit par une action dirigée dans le sens de leur longueur, soit par une action oblique ou transversale qui oblige la pièce à fléchir, et par conséquent allonge les fibres placées à la face convexe, et aceourcit celles qui sont placées à la face concave. Les résultats qui avaient été dounés jusqu’à présent sur l’équilibre des solides élastiques ne s’appliquaient qu’à un très-petit nombre de cas. Mais au moyen des nouvelles questions qui ont été résolues, on peut aujourd'hui se rendre compte delà force des principales pièces, dans les constructions en charpente que les ingénieurs dirigent, avec la même facilité et la même exactitude que l’on se rend compte delà force des chaines dans un pont suspendu.
L’élément principal des calculs est l'évaluation des limites des efforts que l'on peut faire supporter aux parties des divers matériaux. Celte évaluation, établie d'après l’ expérience des constructions existantes, ne peut présenter une exactitude rigoureuse. Il pourra donc exister quelques différences dans les nombres qui seront adoptés par diverses personnes. Le temps, et la réunion d'un grand nombre d'observations, peuvent seuls fixer les idées sur ce sujet.
Les régies relatives a l’équilibre des murs de revêtement des terres ou des voûtes avaient été exposées dans d’autres ouvrages; mais il était nécessaire d’avoir égard, comme on l’a fait ici , à la possibilité des disjonctions dans les murs ou dans les pieds-droits, que l’on considérait ordinairement comme des corps d’une seule pièce.
Les ingénieurs, en préparant les projets des travaux qu'ils dirigent, suivent ordinairement une marche analogue à ce qu'on nomme dans les sciences la méthode de fausse position. C'est-àdire qu’après avoir conçu et décrit par le dessin la disposition d’un ouvrage, ils examinent s'ils ont satisfait à toutes les conditions nécessaires, et rectifient leur projet jusqu'à ce qu'ils y soient parvenus. Parmi ces conditions, l’une des plus essentielles est
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l'économie ; la solidité et la durée ne sont pas moins importantes. Au moyen des règles exposées dans ces Résumés, on pourra connaître dans chaque cas les limites que l’on ne pourrait dépasser sans exposer l’ouvrage à manquer de solidité. Il ne faudrait pas conclure d’ailleurs que l’on doit toujours, pour avoir égard à l’économie, se placer tout près de ces limites. Les différences que l’on trouve dans les qualités des matériaux, et plusieurs autres motifs s’y opposent; l’art consiste principalement à juger jusqu’à quel point il est permis de s’en approcher.
LA DEUXIÈME ÉDITION
La première édition de ce Résumé, qui a paru en 1826, étant épuisée depuis longtemps, on a du le réimprimer, et l’on s’est efforcé de le rendre moins imparfait.
Nous avons rapporté les résultats des expériences sur la résistance des matériaux publiés depuis 1826, et plusieurs résultats inédits que M. Minard, ingénieur en chef des ponts et chaussées, a bien voulu communiquer.
Les inexactitudes ou erreurs qui avaient été reconnues, et dont plusieurs nous ont été signalées par M. Coriolis, ont été rectifiées, et l’on a complété la solution de quelques questions.
On a évité toutefois d’augmenter beaucoup l’étendue de l’ouvrage (ce qu’il eût été facile de faire sans sortir du sujet). 11 a paru convenable de se borner aux questions les plus importantes, et dont la solution pouvait servir d’exemple dans les nouveaux cas qui viendraient à se présenter. Comme il existe d’ailleurs un écrit dans lequel la théorie mécanique des ponts en chaînes de fer est exposée avec détail, il eût été superflu de s’en occuper ici.
Nous avons indiqué les auteurs des résultats le plus remarquables qui ont été donnés dans ces derniers temps. Les personnes qui voudront connaître en détail l’histoire des travaux dont cette partie de la mécanique a été le sujet, pourront recourir à divers
AVERTISSEMENT
ouvrages, parmi lesquels nous eiterons principalement le Traité analytique de la résistance des solides et des solides d’égale résistance, par M. Girard, membre de l’Institut; le recueil des articles de Robison, publié après sa mort sous le titre de A System of mcchanical philosophy ; l’ouvrage anglais de M. Barlow, intitulé An Essai/ on the strength and stress oflimber; le Traité de la poussée des terres, par M. Mayniel; les Mémoires sur la poussée des terres et sur les voûtes , donnés par MM. Français et Audoy dans le n° 4 du Mémorial du génie. On pourra juger, en eonsultant les ouvrages dont il s’agit , du point auquel ce genre de recherches avait été porté, et des efforts qui ont été faits pour les étendre et les perfectionner.
On reconnaîtra principalement que les conditions d'équilibre d’un massif de terres, qui forment le sujet de l’article 1" de la II* section, n’avaient point été données, et qu’il en est de même à l'égard des résultats présentés dans l'article III* de la même section, et des notions relatives à l’usage des tirants ou des ceintures de fer destinées à consolider les constructions en maçonnerie.
Quant aux questions relatives à la résistance des corps solides et à l’établissement des constructions en charpente, on n’avait traité que les cas le plus simples de l’équilibre d'une pièce droite, c’est-à-dire les questions élémentaires exposées dans la première section de cet ouvrage, et le premier des cas d’équilibre d’une pièce chargée verticalement, qui forment le sujet de l’article II* delà IV* section. Toutes les autres questions relatives à l’équilibre d’une pièce droite ou courbe, chargée horizontalement, verticalement ou dans une direction oblique, ont été considérées et résolues pour la première fois par l'auteur. Il en est de même des questions relatives à la flexion et à la rupture des plans. Les applications qui ont été faites de ces diverses solutions à l’établissement des principales constructions en charpente, semblent mériter l'attention des ingénieurs.
DORnàtg
DE LARÉS1STANCE DES CORPS SOLIDES
1. Un corps solide oppose de la résistance à un effort qui tend à le fléchir ou à le rompre. En recherchant les lois auxquelles cette propriété est assujettie, on peut se proposer deux objets principaux : 1” étant donné la figure d’un corps, et les efforts qu’il doit supporter, reconnaître si ce corps doit fléchir, et de quelle quantité, ou s’il doit rompre ; 2” déterminer la figure d'un corps de manière qu’il présente sous le moindre volurqe la plus grande résistance qu’il est possible à un effort donné.
Les corps paraissent être composés de parties ou molécules, maintenues à certaines distances les unes des autres par des forces opposées qui se font
LEÇONS SUR L’APl’LICATION
mutuellement équilibre. L’une de ces forces est une attraction propre aux molécules des corps ; l’autre est une force de répulsion duc au principe de la chaleur. Le jeu de ces forces d'attraction et de répulsion rend raison des principaux phénomènes qui ont lieu quand on entreprend de changer la figure d’un corps. Ccst évidemment dans la considération des forces dont il s’agit, qu’il faut chercher la solution directe des problèmes relatifs à la résistance des solides.
Les recherches générales, fondées sur ces notions, sont trop compliquées pour qu’on puisse les présenter dans un cours élémentaire. On se bornera à déduire des résultats simples et applicables, d’hypothèses dont la justesse ait été vérifiée par des comparaisons nombreuses avec les effets naturels.
2. Nous considérons, pour fixer les idées, un corps prismatique. Ce corps peut être soumis à divers efforts, parmi lesquels on distingue principalement:
1” Un effort dirigé dans le sens de la longueur du solide, de manière à le comprimer. Le solide peut céder en s'écrasant, ou bien en pliant et en se rompant, si la longueur est suffisamment grande par rapport aux dimensions de la section transversale.
2” Un effort dirigé dans le sens de la longueur du solide, de manière à l’étendre. Le corps peut céder en s’allongeant, et en se rompant par la séparation des parties dans une des sections transversales.
3° Un effort dirigé perpendiculairement à la longueur du corps. Le corps cède en pliant, de manière que les parties voisines de la face convexe sont étendues , et les parties voisines de la face concave comprimées. La rupture a lieu si l’extension ou la compression sont assez grandes pour déterminer la séparation ou l'écrasement des parties.
Un effort qui tend à tordre le corps.
ARTICLE PREMIER
DE LA RÉSISTANCE DES COUPS A EN EFFORT QUI TEND A PRODEinE
l’échaseüent.
3. Les notions que l’on peut présenter sur cette matière consistent principalement dans l'exposition des résultats des expériences faites sur divers corps. Les résultats suivants conviennent seulement aux corps dont la lon-
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gueur est trop petite, par rapport aux dimensions de la section transversale, pour qu’ils puissent céder en pliant.
EtSISTADCE DE LA HEURE ET DE LA BE1QDX A L'ECIASEXE.VT.
4. On a déduit des expériences faites sur la résistance des pierres à l’écrasement les indications générales suivantes. Les qualités physiques des pierres, telles que la dureté, la pesanteur spécifique, la couleur, ne peuvent faire juger exactement de la résistance. On ne la connaît que par des expériences spéciales. Mais, dans les pierres de même nature, les parties les plus denses sont aussi les plus résistantes. On distingue parmi les pierres deux qualités principales, relativement à la manière dont elles cèdent à la pression. Les pierres dures , dont le grain est fin , l’aggrégation homogène et compacte, se divisent avec bruit en lames ou en aiguilles verticales, avant de se réduire en poussière. Les pierres tendres se divisent d’abord en pyramides qui ont pour base les faces du solide, et dont le sommet est au centre : les deux pyramides verticales écartent les autres, en agissant comme des coins ; elles se partagent toutes en petits prismes verticaux, et finissent par tomber également en poussière. Certaines pierres, qui offrent dans les expériences une plus grande résistance que d'autres, peuvent dans une construction éclater plus facilement, si elles ne sont pas pressées bien également sur toute l’étendue du joint.
La force nécessaire pour écraser un morceau de pierre est, pour des figures semblables, proportionnelle à l’aire de la section transversale; elle diminue quand le contour de cette section augmente par rapport à l’aire ; elle est la plus grande quand la section transversale est un quarré ou un cercle [t].
Quant à l'influence du rapport de la hauteur à l’aire de la section transversale, la force nécessaire pour produire l’écrasement est la plus grande quand la pierre a la forme d'un cube. Cette force diminue à mesure que la pierre est plus plate ou plus haute. Elle diminue davantage encore si la pierre est partagée en plusieurs parties dans la hauteur [s].
La situation, dans l'intérieur de la pierre, de l’échantillon soumis à l'expérience, influe sensiblement sur les résultats. La résistance des parties voisines des faces supérieure et inférieure est moindre que celle des parties intérieures [31.
Il a été fait un grand nombre d’expériences sur la résistance des pierres à
[i] Art de bâtir, par M. Rondelet, tome IV, pages 150 et suiv. Edition de 1834. Firrnin Didol. [l] Idem, pages 140 et 147.
[si Idem, pages 140 et suiv.
l'écrasement. Les premières sont de M. Gauthey ; il employait une machine formée d’un levier. M. Rondelet a employé une machine semblable; il en propose une où la pression est produite par une vis, et qui parait préférable.
5. Résultats moyens des expériences de M. Gauthey [tl- Ces expériences ont été faites sur de petits parallélipipèdes, dont les dimensions ont varié de 4 à 48 lignes, et étaient généralement de 10 à 20 lignes. Les résultats sont ramenés par le calcul à une surface d'un pied quarré.
INDICATION
DM
POIDS
du
livre
Livres.
Livres.
Livres.
Porphyre
Marbre de Flandre. . . .
Marbre de Gêne»
Pierre calcaire dure de Givry Pierre calcaire tendre de
Givry
Pierre calcaire blanche de
Tonnerre
Brique dure
Grès tendre
On trouvera la résistance à l’écrasement , exprimée en kilogrammes pour une surface d’un centimètre quarré, en multipliant les nombres des trois dernières colonnes par 0,000464.
6. Résultats principaux des expériences de M. Rondelet [*]. Ces expériences ont été faites sur de petits cubes de 0”, 05 de côté, en sorte que l'aire de la base est 25 centimètres quarrés.
[i] Mémoire sur la charge que peuvent porter les pierres. Journal de physique, novembre 1774.
[1] Art de bâtir, par M. Rondelet, tome I, pages 210 et suiv.
INDICATION DES TIERRES.
PIERRES VOLCANIQUES
Basalte île Suède
Basalte d'Auvergne
Lave du Vésuve, dite Pi/>eriio, près de PoiieeoI . . . .
Lave grise des environs de Rome, peu dure, dite Peperino.
Lave tendre de Naples
Tuf de Rome
Scorie de volcan
Pierre ponce
Granit vert des Vosges. . . .
Granit gris de Bretagne. . . .
Granit de Normandie, dit Calmas Granit gris des Vosges. .
Grès très-dur, roussi tre.
Grès blanc
Grès tendre
PltnCLS ARC.ILECSES.
Pierre porc, ou puanle
Pierre grise de Florence, dont le grain est tin
PIERRES CSLCA MES.
Marbre noir de Flandre
Marbre blanc veiné
Marbre blanc statuaire
Marbre bleu luripiin
Pierre de Caserle, près de Naples, qui reçoit le |>oli. . .
Pierre noire de Saint-Fortunal, employée à Lyon, très-dure
et coquilleuse
Liais de ilagneux, près de Paris, très-dur, d’un grain tin. . Trarerlino de Rome, très-dur, d'un grain fin, persillé. . Roche de CbAlilInn, près de Paris, dure, un peu coquilleuse.
Roche douce de ChAlillon
i Roche d’Areueil, près de Paris
| Pierre de Saillancourt, près de Pontoise, I" qualité. . .
2,É qualité. . .
3* qualité. . .
Pierre ferme de Confions, employée à Paris
Pierre tendre ou lambourde de Conflans, I" qualité. .
Pierre A plâtre de Montmartre, près de Paris
Vergelée. des environs de Paris, tendre, d'un grain grossier, résistant A l'eau
Lambourde, de qualité inférieure, tendre, résistant mal à l'humidité
PESANTEUR
SPÉCIFIQUE
POIDS
produisant
l’écrasement.
kilogrammes
e LEÇONS SUR L’APPLICATION
7. Principaux résultats des expériences de M . G. Rennie [>]. Ces expériences ont été faites sur de petits cubes, ayant 1 r pouce anglais de côté.
INDICATION DES PIERRES
PESAXTEUR
SréctFlQUE.
POIDS
produisant
l'Écrasehest.
GRARITS.
Llrres
avoir-tlu polüs.
Granit d’Aberdeen, bleu
Granit à grain serré de Pclerhead
Granit de Cornouailles
BRIQUES
Pierre de Stourbridge
1 Brique de Ilammersmilh
| Brique rouge, moyenne de deux épreuves
Brique rouge p.lle
On trouvera la résistance à l’écrasement, exprimée en kilogrammes pour une surface d'un centimètre quarré, en multipliant les nombres de la dernière colonne par 0,03156.
8. Pour mettre h même d'apprécier la diminution de résistance qui a lieu quand la hauteur est plus grande que le côté de la base, on citera les expé-
[t] Philosophical Transactions, 1818; ou Annales de chimie et de physique, seplern bre 1818.
riences suivantes ducs à M. Rondelet [i]. La base était un quarré de 5 centimètres de côté.
! INDICATION DES PIERRES
PESANTEUR
SPÉCIFIQUE
POIDS
produisant
L'ÉCRiSESEST.
Kilogramme*.
Pierre de liais, fort dure, un cube
Deux cubes posés l’un sur Faulre
Trois cubes , idem
Pierre dure du fond de Bagneux, un cube
Deux cubes l'un sur l’autre
Trois cubes, idem
Hoche dure de Cbàtillon , un cube
Deux cubes Pim sur Faulre
Trois cubes, idem
Même pierre, un cube
Deux cubes l’un sur l’autre
Trois cubes, idem
Même pierre, un cube
Deux cubes l’un sur l’autre
Trois cubes , idem
Même pierre, prisme de O"1. 1 de hauteur
1 Le même prisme divisé en quatre parties
| Le même prisme divisé en huit parties
9. D’après une expérience rapportée par M. White [si, un prisme en pierre de Portland, ayant 14 pouces anglais sur 12 pouces de base et 2 pieds 7 pouces de hauteur, a été fracturé sous une pression de 173 ~ tons.
RÉSISTANCE DC PLATRE A l.'ÉCR A5E1ENT.
10. D’après M. Rondelet [s], le poids nécessaire pour écraser un cube de 5 centimètres de côté est, pour le plâtre gâché à l’eau. . . . 1239 kil. «•t pour le plâtre gâché au lait de chaux 1816
fi] Art de bâtir, tome IV, pape 140.
[j] The Philotophical Magasine, april 1852. [»] Art de bâtir, tome I, page 221.
BÉSISTANCE DD MORTIER A t'ÉCRASEMRRT.
11. La résistance du mortier est très- variable, suivant les matières employées et les procédés de fabrication. Le tableau suivant est dressé d’après les expériences de M. Rondelet.
INDICATION DES MORTIERS
PESANTEUR
SPECIFIQUE.
POIDS PORTÉ SUR
HT R BASE DE j 25 LT. MT! HÊTRES QUARRÉ**. |
Mortier de chaux et sable de rivière
Le même, battu
Mortier de chaux et sable de mine
Le même, battu
Mortier de ciment, ou tuileaux pilés
Le même, battu
iKjLjH
Mortier en grès pilé
■rV
Mortier de imu/zolane de Naples et de Rome, mêlées. .
i Le même, battu *
| Enduit d’une conserve antique des environs de Rome. .
Enduit en ciment des démolitions de la Bastille. . . .
Les expériences ont été faites dix-huit mois après la fabrication des mortiers. Quinze ans après , elles ont été répétées , et on a reconnu que la consistance avait augmenté d’environ £ pour les mortiers de chaux et sable , et { pour les mortiers de ciment et de pouzzolane [1].
RÉSISTANCE DD BOIS A D'ÉCRASEMENT
12. D’après les expériences de M. Rondelet, la force nécessaire pour écraser un cul)c en bois de chêne, est de 40 à 48 livres par ligne quarrée de la base (585 à 4G3 kil. par centimètre quarré). Elle ne diminue pas sensible-
(i) Art de bAtir, tomel, page 253. Consultez aussi les Recherches expérimentales sur les chaux de construcUon, de M. Vicat, et l'ouvrage du même auteur intitulé : Résumé des connaissances positives actuelles sur les mortiers et ciments calcaires, 1828.
ment pour un prisme dont la hauteur ne surpasse pas sept ou huit fois l'épaisseur, et qui ne peut plier.
La même force, pour le sapin , est de 48 à 56 liv. [il (462 à 558 kil. par centimètre quarré ).
13. D’après les expériences de M. G. Rennie [*], l’effort nécessaire pour écraser un cube de 1 pouce anglais de côté, est, pour
le chêne anglais 5860 u*- av 'du‘|,0lJ*-
le sapin blanc 1928
le pin d’Amérique 1606
l’orme 1284
La résistance exprimée en kilogrammes, pour un centimètre quarré, se déduit des nombres précédents, en les multipliant par 0,07028.
14. Lorsqu’une pression est exercée contre la surface d'une pièce de chêne, si l'on veut que cette surface ne cède point sensiblement, il faut, suivant M. Gauthey [3], que l’cfFort ne surpasse point 160 kil. par centimètre quarré, lorsque la surface pressée est parallèle aux fibres, et 200 kil. lorsque cette surface est perpendiculaire aux fibres.
15. D’après les expériences de M. Tredgold [fl, l’effort exercé contre une face pressée parallèlement aux fibres, ne doit point dépasser 1400 livres avoirdu-poids par pouce quarré anglais pour le chêne, et 1000 livres pour le sapin jaune ( 108 et 70 kil. par centimètre quarré).
Ces résultaLs supposent les bois secs et de bonne qualité.
16. Dans une expérience faite en 1822 par MM. Minard et Desormes, sur deux pièces de chêne assemblées bout à bout par un joint formé d’un seul adent et maintenu par des frettes, les fibres de l’adent ont élé écrasées par un effort de 530 kil. par centimètre quarré.
RÉSISTASCK DC VER FORGÉ A l’ÉCRASEREAT.
17. D’après les expériences de M. Rondelet [s], un cube en fer forgé, de 6 à 12 lignes de côté, commence à se comprimer sous une pression moyenne
f ij Art de bâtir, tome I, page 232.
fa] Philosophical Transaction* , 1818; ou Annales de chimie et de physique, scpleinbre 1818.
[s] Traité de la construction des ponts, tome II, page 44.
[■«] Elementary principles of carpentry, page 00.
[s] Art de bâtir, tome I, page 295.
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de 513 livres par ligne q narrée ( 4945 kilog. par centimètre quarré). Le fer cède plutôt en pliant qu’en se comprimant, lorsque la hauteur est triple de l'épaisseur.
RtSISTAXCE UC FER FOSDC A l'ÉCRASEXEXT.
18. D’après les expériences de M. W. Reynolds de Kelley [il, la force nécessaire pour écraser un cube de j pouce anglais de côté, en fonte grise
et douce , est 8960 “»■ «v-nta-poids.
en métal de canon 22400
[i] A Practical essoy on llie strengtli of cas I iron, page 128. 11 parait, d'après cet ouvrage, que les résultats obtenus par M. Reynolds n'avaient pas été rapportés exactement dans le mémoire de M. G. Itcnnie, inséré dans le volume des Philosophical Transactions pour 1818.
19. Résultats principaux des expériences de M. G. Rcnnie sur 1 écrasement du fer fondu [i].
PERMIS EN EXPÉRIENCE
PESANTEUR
sr&ciriQi’K.
CÔTÉ do la
SASKQCAlfttx.
HAUTEUR
POIDS
produisant
l’échaseheut.
Fer tiré du centre d’une large
Pouce anglais.
Pouce anglais.
Livres
masse , dont les cristaux
avaient la forme et l’appa-
ronce de ceux qu'on voit
dans la rtipturcd’uncanon
du même métal. . • .
Fer tiré d’une petite coulée,
à grain «erré, d’un gris
Fer tiré de la première
masse
Cubes tirés de barres coulées
horizontalement. . .
l yl ü
Cubes tirés de barres coulées
verticalement
Prismes de diverses hauteurs
en fer coulé horizontale-
ment
Idem, en fer coulé vcrtica-
leinent
[i] f’/ii/o.*o;i/iira;7'raHjo(</on»,18l8;oiiAimalcsdccljiiniectde|iliysiqiie,s('[itejnl)re 1818.
RESISTANCE DE DIVERS MfcTACX A L’ÉCRASÈRENT.
20. D’après les mômes expériences , l'effort nécessaire pour écraser un cube de j pouce anglais de côté en cuivre coulé est. . . 7318 «*•
Pour comprimer un cube semblable
en cuivre jaune de 5213
en cuivre battu, de 3427
en étain coulé , de ^ 552
en plomb coulé , de j 483
Les nombres précédents, ceux de la dernière colonne du tableau n“ 19, lorsque le côté de la barre est { pouce anglais, et ceux du n° 18 doivent être multipliés par 1,123 pour donner en kilogrammes la résistance sur un centimètre quarré.
ARTICLE II
DE LA RÉSISTANCE DES CORPS A UN EFFORT DIRIGÉ DANS LE SENS DE LA LONGUEUR, QUI TEND A PRODUIRE L’EXTENSION ET LA RUPTURE.
21. En considérant un corps tiré dans le sens de la longueur, on peut se proposer de connaître deux choses : 1“ la quantité dont ce CQrps s’allongera pour un effort donné ; 2° l’effort nécessaire pour séparer les parties et opérer la rupture. Il existe peu d’expériences directes, faites dans la vue de déterminer la quantité dont un corps s'allonge sous un effort donné; mais, comme on le verra dans la suite, cette détermination peut être conclue des expériences faites sur la flexion. La résistance à la rupture des corps tirés dans le sens de la longueur est l’objet dont on s'est le plus occupé, et le seul dont il s’agira dans cet article. Les notions que nous présenterons sur ce sujet se bornent encore ici à l’exposition des résultats obtenus par l’expérience.
RÉSISTANCE UE LA PIERRE ET DE LA BRIQUE A L'EXTENSION
22. D'après Coulomb, [1], la force nécessaire pour opérer la rupture sur une surface d'un pouce quarré est, pour une pierre blanche, d’un grain fin et homogène, de 215 livres (14k,4 par centimètre quarré); pour la brique de Provence, très-bien cuite et d'un grain très-uni, de 280 à 500 livres ( 18l, 7 à 201 par centimètre quarré ).
23. D'après M. Tredgold, la même force, sur un pouce quarré anglais, est, pour la brique . de 275 livres avoir-du-poids [a]; pour la pierre calcaire de Portland, de 857 livres avoir-du-poids 13] ( 19k,5 et 60k,2 par centimètre quarré j.
RESISTANCE DI! PLATRE A L'EXTENSION
24. D’après M. Rondelet [fl, la force de cohésion du plâtre est de 76 livres par pouce quarré ( 5 kilog. par centimètre quarré ). La force avec laquelle il adhère aux pierres et aux briques est environ les de la précédente. Cette force est plus grande pour la pierre meulière et la brique que pour les pierres calcaires. Elle diminue beaucoup avec le temps.
RESISTANCE BV MORTIER A L'EXTENSION
25. D’après M. Rondelet [s], la force de cohésion du mortier est environ le i de la résistance à l'écrasement. La force avec laquelle il adhère aux pierres et aux briques surpasse la force de cohésion.
26. D’après M. Vicat [e], la force de cohésion sur un centimètre quarré est,
pour les mortiers bien faits, à sable quarlzeux et chaux
éminemment hydraulique de 9 kn-, 6
mortiers bien faits, à sable quarlzeux et chaux
hydraulique ordinaire 6, 0
mortiers bien faits, à sable quartzeux et chaux
commune, moyenne ou grasse 3, 6
mortiers mal faits, communément, au plus. .1, 5
[i] Mémoires de» savant* étranger», 1773.
[a] si P radical essay on the strenglh of ca»t iVon, page 150.
[s] Idem, page 153.
[4 ] Art de bâtir, tome I, page 225.
[s] Art de bâtir, tome I, pages 224 et 225.
Le] Recherches expérimentales sur les chaux de construction, page 90.
27. D’après le même ingénieur, ces résultats généraux ont été indiqués plus tard comme il suit :
Chaux éminemment hydrauliques. . . . 12ln-
Chaux hydrauliques ordinaires 10
Chaux hydrauliques moyennes 7
Chaux grasses 3
Mauvais mortiers 0,75
On suppose les proportions et le choix du procédé d’extinction convenablement réglé. Les résistances appartiennent à des mortiers continuellement exposés aux intempéries et fabriqués depuis un an [i].
28. Les expériences faites sur les mortiers fabriqués avec le ciment de Ponilly ont présenté les résultats suivants [si. La force d'adhésion est par centimètre quarré :
Prismes sans mélange de sable, placés sous l’eau. 6k,47 Parties égales de ciment et sable, sous l’eau. . . 6 ,97
Idem, hors de l’eau 5
Deux parties de ciment et une de sable, sous l’eau. 9 ,28 Idem, hors de l’eau 9 ,9
29. D’après quelques expériences de M. J. White [S], un pilier construit en briques avec mortier de chaux, pouzzolane et sable, essayé au bout d'un mois, en le soulevant par l’extrémité supérieure, a supporté son propre poids sur une hauteur de 5 pieds 2 pouces. Base, 3 pieds 4 pouces sur 1 pied 10 pouces anglais. L’intérieur n’était pas tout à fait sec.
Un autre pilier, construit de la même manière avec mortier de chaux et pouzzolane écrasée et passée au tamis, ayant 6 pieds de largeur, 3 pieds d’épaisseur et 8 pieds 10 pouces de hauteur, formé de 35 assises de briques, essayé après 9 mois, en le soulevant à 15 pouces de l'extrémité supérieure , ne s’est pas rompu. Le poids était d’environ 10 tons.
[i] Résumé sur les mortiers et ciments calcaires, page 00.
[j] Rapport fait par M. Mallet à la Société d'Eneourageiiienl, sur le ciment de M. Laror dairc, 17 juin 1829.
[»] The Philosophical Magasine, april 1832.
EÉSISTAXCE DC BOIS JS L’EXTESSIOS.
."0. D’après les expériences de M. Rondelet [1] la force de cohésion du jis de chêne, tiré dans le sens des fibres, est 102 livres par ligne quarrée 81 kil. par centimètre quarré).
31. Résultats moyens des expériences de M. Barlow [a], faites sur des ères d'environ -j de pouce de diamètre. Ces résultats sont ramenés par le Icul à exprimer la force nécessaire pour opérer la rupture sur un pouce tarré anglais.
Sapiu,
..... 12857 aT.-tiu-poiti».
Frêne,
Hêtre,
Chêne,
Teak.
Buis.
Poirier.
Mahoganv.
32. D’après les mêmes expériences, l’adhésion latérale des fibres dans le pin, c’est-à-dire l'effort nécessaire pour séparer deux parties d'une pièce les faisant glisser l'une sur l’autre parallèlement aux fibres, est 592 livres air-du-poids par pouce quarré anglais.
33. D’après les expériences de M. Trcdgold [si, la force de cohésion des is tirés perpendiculairement à la direction des fibres, est, sur un pouce arré anglais, pour le
Chêne 2316 "*• «v.-au-poWi.
Peuplier 1782
Larix de 970 à 1700
Des derniers nombres, et ceux des n“ 31 et 32, doivent être multiph’és • 0,07028, pour donner en kilogrammes la résistance sur un centimètre irré.
>4. D’après quelques expériences faites par MM. Minard et Desormes, la
] Art de bâtir, tome I, page 232.
] .in JSssajr on the tlrenglh and slrest of limber, page 73. ) JSlementaij principes of carpentry, page 29.
force de cohésion du chêne tiré dans le sens des fibres est de 600 à 700* par centimètre quarré de la section transversale. La force de cohésion du tremble ne paraît pas être moins grande.
35. D’après les mêmes expériences, l’adhésion latérale des fibres du tremble, ou l'effort nécessaire pour séparer deux parties d’une pièce en les faisant glisser l’une sur l'autre parallèlement aux fibres, a été trouvée de 57* par centimètre quarré.
36. Expérience faite par MM. Minard et Desormes, sur l'allongement pro-
gressif d’une pièce de chêne de 0",036 d’équarrissage, tirée dans le sens de sa longueur.
CHARGES
LOUEURS
OBSERVÉES
kilogramme*.
Mètre.
Il résulte de cette expérience que le chêne s’allonge ( sans avoir perdu la faculté de revenir à sa longueur primitive , après avoir été déchargé ) de pour une charge de 213* par centimètre quarré de la section transversale. Cela revient à un allongement de 0,0007464 pour une charge de un kilogramme par millimètre quarré de la section transversale.
37. Nous ajouterons, d'après les expériences publiées par M. Bevan [i], l’expression de l'effort nécessaire pour arracher des vis à bois. Ces vis avaient 2 pouces anglais de longueur, 0,22 pouces de diamètre à l’extérieur du filet, et 0,15 pouces de diamètre entre les filets. Le filet formait douze révolutions dans une longueur d’un pouce. Les vis traversaient de part en part des planches d’un pouce d’épaisseur. Les nombres suivants indiquent l'effort nécessaire pour les arracher.
Frêne sec 790 Ur-
Chêne 760
Acajou 770
Orme 655
Sycomore 830
[t] The Philosophical Magasine , octobre 1827.
Dans le sapin et autres bois tendres l’effort était la moitié des précédents.
RÉSISTANCE DU FER FORGÉ A L'EXTENSION
38. D’après des expériences faites à Rome, par Poleni [t], sur huit petils barreaux de 0m, 00572 d'équarrissage, la force de cohésion, pour un millimètre quarré, varie de 41k à 50“ : la valeur moyenne est 44k,5.
39. Résultats des expériences de M . Pcrronet, sur des verges de fer quarré, irées dans le sens de la longueur [a].
LONGUEUR
DCA
FERS
EQUARRISSAGE.
POIDS produisant là roture.
POIDS SUPPORTÉ par
MILLIMETRE QCARBÉ. !
Mètre.
Millimètres.
Kilogrammes.
Kilogrammes.
Poids moyen par millimétré quarré.
i] Mémo rie istoriclic üella cupota del tempio Vaticano, cités dans le Traité de la ai motion des ponts, tome II, pa|;e 305.
') Traité dé la construction des ponts, par M. C.authey, Imne II, pane 154.
40. Résultats des expériences de M. Perronet, sur des verges de fer rond, tirées dans le sens de la longueur.
DBS
FERS
DIAMÈTRE
POIDS produisant LA RUPTURE.
POIDS SUPPORTÉ par
MILLIMÈTRE QUARRÈ.
Mittre.
Millimètre*.
Kilogramme*.
K ilogrammc*.
! wmmrri
Poids moyen par millimètre quarré
41. Résultats des expériences faites par MM. Soufflotet Rondelet [il, sur »les verges de fer tirées dans le sens de la longueur. La longueur des pièces était d'un peu plus de 2 pieds.
INDICATION DES FERS
LARGEUR
des
mets.
ÉPAISSEUR
des
rite RS.
POIDS
produisant LA RCPTURE.
'OID8SCPPORTÉ
par
I.IGNRQDARRKE
Ligue».
Lignes.
Livres.
Livres.
Fer tout nerf
Idem
Fer dont la cassure offre un
peu de grain
Fer dont la cassure offre les
z de nerf
Fer moitié nerf. ....
Fer tout nerf
Fer offrant un tiers de grain.
Fer offrant plus de moitié en
grain
Fer offrant un peu de grain.
Fer tout nerf, de 3 lignes de
diamètre. ......
Fer h gros grain, sans nerf.
Fer à grain moyen, sans nerf.
Fer â grain fin, «an» nerf. .
Ferd’un grain moyen, moitié
nerf
Fer tout nerf
Fer à gros grain, moitié nerf.
Force de cohésion moyenne sur une ligne quarrée
La force moyenne est 46k, 8 par millimètre quarré.
10 Traité de l'Art de bâtir, tome I, page 277.
LEÇONS SLR L'APPLICATION
42. Résultats des expériences faites en 1815, par MM. Minard et Desormes. L’effort était produit au moyen d’un levier.
INDICATION DF.S FERS
FAR
MILLIMETRE
QUARRL.
Fit quatre , grain moyen brillant
Militai, quarrés.
Kilogrammes.
Kilogrammes.
Idem , les morceaux soudés.
ni,
GOOO
ni
ni
ni
Id
ni
Fer rond d'un grain fin.
Fer quarré, grain fin gris bleu
Même barre
Id
| ni.
! Id.% chauffé au blanc pendant 5 min. avant d'être éprouvé.
Morceaux soudés et corroyés.
Fer quarré, paille grain et nerf
Même barre
ni
Morceaux corroyés et étirés.
ni
/</., chauffé au blanc, et trempé dans l’eau froide. . .
Fer quarré, nerf entouré d'une mince couche de grain. .
Même barre
Id
Lorsqu’on soudait ensemble les morceaux d’une même barre le fer prenait, par l’effet de ce travail, un grain plus gros. Il n’a pas paru que le fer fût plus disposé à rompre dans les parties où il y avait davantage de grain , ou dans les soudures, que dans les autres parties.
45. Le tableau suivant, présente les résultats d’autres expériences, également faites en 1815 par MM. Minard et Desormes, dans la vue de déterminer l’allongement progressif du fer sous des charges de plus en plus grandes.
UK LA MÉCANIQUE, 1" PARTIE. il
La longueur primitive des parties dont on observait rallongement était de
L’échantillon marqué (*) a été chargé pendant deux jours du poids qui l’avait allongé de et pendant trois mois du poids qui l’avait allongé de T'-, sans que les allongements aient augmenté au delà du premier effet de la charge. Cependant l’effort qui a produit un allongement de était au moins les | de l’effort qui aurait rompu la pièce.
A4. Résultats des expériences de M. Telfort [i], faites au moyen d'une presse hydraulique. L’action est estimée par la charge d’une soupape de sûreté.
INDICATION DES FEUS
POIDS •ous lequel la
POUCE QUARRÉ ANGLAIS
Tonne*.
Tonne*.
Quint.
Tonne*.
Quint.'
Fer South Wales, 1 }po. dediamètre. .
Idem. . . . 1 î
IG
Ferdc Slaffordshire.j |iouce de côté. . .
. Idem ...... .
Fer de Wehli, 1 pouce de côté
Fer de Suède, 1 pouce de côté
Fer de vieux morceaux sou dus, I pouc de
cité
Fer commun de Staffordsbirc, 1 pouce de
côté
Fer commun, 2 pouces de diamètre. . .
Force de cohésion moyenne , sur un pouce quarré anglais
Le résultat moyen revient à 46k,l pour un millimètre quarré. On le suppose un peu trop élevé, d’après la nature de l’appareil employé pour les expériences.
(i) Jiul Citajr on lhe «heiHjtU and stress of timber, page 228; ou Rapport et Mémoire sur les ponts suspendus, page 218.
DE LA MÉCANIQUE, I" PARTIE. d5
45. Résultats des expériences du C". Brown , faites avec une machine dans laquelle l'action est estimée au moyen d'un système de leviers [i].
INDICATION DES FERS
LONGUEUR
des
P1ÈCSS.
EXTEXSIOX
avant
LA RI PT l'Il E.
POIDS
produisant
LA RDPTHRE.
poids st pporté par
rO('CE QUARRÉ A R 6 L Alt.
Fer deSuède, grain très-petit
Pied*. Pouces.
Pouces.
Tonnes. Quint.
Tonnes.
et serré, 1 po. de côté.
Idem
Idem , 1 ~ pouce de côté. .
Vieux fer noir de Russie, 1 7^
pouce de diamètre. . .
Fer de Welsh , n° 3, 1 £ po.
de côté
Fer commun de Welsh, grain très-fin et serré, 1 - pouce
de côté
Fer de Welsh , n° 3, 2 po. de diamètre (s'étendit sousC8
tonnes.)
Fer de Welsh, 1 J pouce de
ia e
diamètre
Force de cohésion moyenne, sur un puuce quarré anglais.
Le résultat moyen revient à 39k, 4 pour un millimètre quarré. On le suppose un peu trop faible, d’après la nature de l'appareil employé dans les expériences.
[i] An etsay on the ttrenglh and tirent of timber. page 232; ou Rapport et Mémoire sur les ponts suspendus, page 220. ,
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46. Résultats moyens des expériences de M. Brunei [1), faites sur du fer forué en polîtes barres d'environ pouce de côté. Ces résultats sont ramenés à une surface d’un pouce ((narré anglais.
POIDS
POIDS
sous lequel lu
produisant
B ABBE S'ÉTEND
LA Htm RE-
D’après dix expériences sur le meilleur fer du Yorksliire
Tonne*. Quint.
Tonnes. Quint. 32 8
D'après dix expériences sur du fer de seconde qualité du Yorkshirc
47. Résultats des expériences de M. Séguin aîné sur des pièces de fer forgé tirées dans le sens de la longueur. Ces expériences ont été faites au moyen d'un levier [s].
INDICATION DES FEIIS.
LARGEUR
de»
PIECES
ÉPAISSEUR
des
PIÈCES
POIDS produisant LA RUPTURE.
POIDS SUPPORTE par millimètre
Millimètre».
Millimètre».
kilogramme.*.
Fer de Saint -Cli.wnond, fait
au laminoir
Idem
Idem, ayant 0", 01 dediam.
Fer de Bourgogne. . . .
Idem, chmifféau rouge sua rit
et refroidi lentement. . .
Idem , coupé au milieu, soudé
bout .'t bout, sans étirer. .
Idem, coupé au milieu, soudé
en silllel, et étiré
Idem, plus étiré que le pré-
cèdent sans soudure. . .
Fer dit ru ba «, très-doux. .
fi] Rapport et Mémoire sur les ponts suspendus, page 224. [î] Des ponts en fil de fer, 2r édition, pages 84 et 100 .
48. D’après des expériences en grand faites à Saint-Pétersbourg [i], au moyen d’une presse hydraulique, les meilleurs fers ont porté 26 tonneaux (valant chacun 1050 kil.) par pouce quarré anglais (42 kil. par millimètre quarré). Ils commençaient à s’allonger aux deux tiers de cet effort, et l’allongement semblait croître en progression géométrique, lorsque l'effort croissait en progression arithmétique.
Les plus mauvais fers ont porté 14 tonneaux par pouce quarré anglais. Ils ne s’allongeaient pas sensiblement avant de se rompre.
On obtint un fer portant 24 tonneaux (39 kilogrammes par millimètre quarré), et commençant à s’allonger à 16 tonneaux, en forgeant ensemble quatre barres de qualité moyenne.
49. D’après des expériences nombreuses faites en Suède, en 1826, par M. Lagerhjelm [s], le laminoir donne toujours avec le même fer des barres d’une densité uniforme; le marteau donne avec le même.fer des barres dont la densité est variable, et qui souvent renferment des pailles. Le laminoir ne lord pas la fibre du fer, ce qui arrive fréquemment sous le marteau. L’élasticité (c’est-à-dire la proportion des charges aux allongements très-petits qu’elles produisent), quand elle n’est pas altérée, est la même pour les pièces faites au marteau ou au laminoir: mais le poids qui produit un allongement permanent est moindre pour ces dernières. La résistance à la rupture par extension parait être indépendante du procédé de fabrication : elle est la même dans les fers aigres, doux, nerveux ou non nerveux. L’élasticité n’est pas changée par l’effet de la trempe. Le fer très-ductile peut s’allonger avant de rompre des 0,27 de sa longueur primitive. La section est réduite aux 0,722, et la pesanteur spécifique a diminué de 0,01. Le fer s’échauffe avant de rompre, et il parait quelquefois une vive étincelle à l’instant de la rupture. Le développement de la chaleur est plus grand dans le fer doux que dans le fer aigre.
50. D’après les observations faites lors des épreuves des fers destinés à la construction du pont des Invalides à Paris, on a trouvé moyennement que le fer forgé s’allongeait sous une charge de 1 kil. par millimètre quarré de la section transversale, des 0,000 051 66 de sa longueur primitive 13].
Dans ces expériences la charge, portée jusqu'à 18 kil. par millimètre quarré, n'était pas assez grande pour altérer l’élasticité naturelle du fer. Il reprenait exactement sa longueur naturelle quand il était déchargé. L’allongement
(i) Lettre de M. Lamé à M. Baillrl, Annales de» Mines. 1825, lome X, page 329.
[*] L’ouvrage suédois de M. Lagerhjelm est mentionné dans le llulletin des Sciences technologiques, janvier 1829, tome XI, page 41.
(3j Rapport et Mémoire sur les ponls suspendus, 2* édition, page 293.
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n'augmentait pas lorsque l’effort était exercé pendant 12 et même 36 heures.
51. Résultats principaux des expériences publiées par M. Émile Martin [il. On employait une presse hydraulique pour opérer la tension des fers.
[i] Ou fer dans les ponts suspendus, brochure in-4°, 1832.
INDICATION DES FERS
DIAHETRE
ou
EQÜ K RHl.vS \OF..
CH A PRODUISAIT
TOTALE
RGE
LA RDPTURE PAR
MILLIMETRE Qt AftRÉ.
ALLONGERENT divisé par
LA LONGUEUR I PRIMITIVE
MlllImMres.
Kilogrammes.
Kilogrammes.
1 Fer rorul deSainl-Cliainond.
Fer rond do Fourcliaiubault.
78 ÛOO
Fer quarré anglais de qualité
supérieure
Fer rond anglais (Hat t cable
Craw&hay.)
Fer a cable de F’ourcbam-
bailli. -
ni
Fer à cable de Rigny. . .
Fer à cable du Creuzot. . .
Fer rond marchand du Creu-
zot
oj
Fer à cable de S1 - Cliamond.
Fer rond provenant du cor-
royagc de rognure# fait au
laminoir de Guérignv. .
Fer rond provenant de ro-
gnurcs de tôle, idem.
RESISTANCE DELA TOI B Oï FER I.A1USÉ * I.'EXTENSIUN.
52. Résultats des expériences faites par l’aulciir sur des pièces de télé de fer tirées dans le sens de la longueur. Ces expériences ont été faites en suspendant immédiatement les poids aux pièces essayées. Les dimensions ont été mesurées avec exactitude.
INDICATION DES PIÈCES
LARGEUR
ÉPAISSEUR
POIDS produisant LA RUPTCRE.
POIDS SUPPORTÉ par
MILLIMÈTRE
ylARht.
Millimètres.
Millimètre*.
Kilogramme».
Kilogrammes.
Tôle tirée dans le sens du la-
minage
Idem
Idem. . .....
Idem
Idem
Idem
Moyenne
Tôle tirée perpendiculaire-
ment au sens du laminage.
Idem
Idem
Idem
Moyenne
Les pièces commencent h s’allonger sensiblement sous des poids égaux il la moitié ou aux deux tiers de ceux qui produisent la rupture.
DE LA MÉCANIQUE, I" PARTIE. d»
RÉSISTANCE oc ril IIE 1ER A !.'EXTENSIO!l.
55. D'après Buflon [i], deux fils de 2,26 millimètres de diamètre ont été rompus par des poids de 256 et 242k, ce qui revient à 60k par millimètre quarré.
Résultats moyens des expériences de M. Tclfort (si
DIAMÈTRE DBS FILS.
POIDS produisant LA Bl'FTLRK.
Pouce anglais.
Llv.av.Hlu poids]
fou
Le résultat moyen est 63k,6 par millimètre quarré.
[t] Œuvres de Buffon, partie expérimentale, mémoire.
|i] An essayon the strength ami stress of limbe r, page 231; ou Rapport cl Mémoire sur les ponts suspendus, page 21t.
LEÇONS SlIR L’APPLICATION
55. Résultats des expériences de M. Seguin aîné, sur des fils de fer tirés dans le sens de la longueur. Les diamètres des fils n'ont pas été mesurés, mais calculés d’après le poids d’une portion de fil d’un mètre de longueur, en supposant que le mètre cube pèse 7780 kil. [il.
INDICATION DES FILS
DIAMÈTRE
POIDS
produisant
LA RUriCRE.
POIDSSl PPORTÉ par
MILLIMÈTRE
ijUARnr..
Millimètre*.
kilogrammes.
kilogrammes.
Fil de fer de Bourgogne, n« 8, recuit in-
('gaiement
Idem. n° 7. recuit exactement. . . .
Idem, il» 18. non recuit
Idem y n° 7 , non recuit
Fil de l'Aigle, employé pour la earderie. .
Passe-perle, assez doux
Fil provenant d’une manufacture de Bcsan-
con , n° 1 , doux
2 , doux
5 , cassant
4 , cassant
5 , très-cassant
8 , très-cassant
9 , assez cassant
10 , trt's-doux
Il , très -doux
14 , très-doux, sans ressort. .
10, très-doux
■rvs
17 , paillcttx
22 , très-cassant
23 , doux
[i] Des ponts en fil de fer, pages 85 et 100.
56. Résultats des expériences de M. Dufour sur des fils de fer tirés dans le sens de la longueur. Les diamètres des fils ont été mesurés avec exactitude. Les nombres sont les moyennes de plusieurs expériences sur chaque sorte de fil [i].
INDICATION DES FILS
DIAMÈTRE
POIDS produisant LA RIFTIEE.
POIDS SrPPOKTÉ' par
JI1LLIVÈTKR
ÇPARRÉ.
Millimètres.
Kilogrammes.
kilogrammes.
Fils provenant de b fabrique de la Ferrière,
■» mr
Fils provenant de la fabrique de S*-Gingolf,
57. Quelques expériences faites h une température de 6 à 8" au-dessous de zéro ayant paru indiquer que le froid faisait perdre aux fils une petite partie de leur force (-'-j ou ~), on a fait [tasser un fil de la fabrique de la Ferrière n° 4 dans des manchons , où il était refroidi à 22° ~ au-dessous de zéro , ou échauffé à 92° au-dessus. Ces variations de température n’ont paru avoir aucune influence sensible sur la force du fil [a]- 58- La force du fil de fer recuit a été trouvée d'un peu plus de la moitié de celle du fil non recuit.
59. La force des fils indiqués ci-dessus n’était pas diminuée lorsqu'on les pliait sur un cylindre de 0m,04 de diamètre [3].
h] Description du pont suspendu en fil de fer construit à Genève, pages 8 et suivantes. [2] Idem, page 25.
(si Idem, page 18.
5i LEÇONS SCR L'APPLICATION
60. Expériences faites par M. Lamé sur les fils de fer de Russie [IJ. Le diamètre des fils a été estimé d’après le poids d’une longueur déterminée, le poids du mètre cube étant supposé dc7600k. La véritable valeur de ce poids est entre 7600k et 7800k-
NUMÉROS
DES
MILLIMETRE QUARRÉ
Millimètres.
kilogrammes.
kilogrammes.
lu*
Les expériences marquées * sont regardées comme défectueuses, le fil ayant rompu dans l’attache.
61. D’après les observations de M. Vicat [s] l’allongement du fil de fer, sous une charge de un kilogramme par millimètre quarré de la section transversale, est :
pour le fil de fer n° 18, de 0,0000579
[0 Journal des voies de communication, n» 12, 1828.
[î] Description du pont suspendu construit sur la Dordogne ù Argentai, page 22.
RÉSISTANCE UC 1ER roNUC A L'EXTEN8IOR.
G2. Le tableau suivant présente les résultats de diverses expériences faites en 1815 par MM. Minard et Dcsormes sur des pièces cylindriques en fer fondu dont la pesanteur spécifique était de 7,074.
NUMÉROS
fi
fi
Les expériences marquées * doivent être rejetées, les pièces ayant présenté des soufflures. En omettant ces expériences, le résultat moyen des huit premières est 10k,21; et celui des cinq dernières est 15k,22 par millimètre quarré.
63. Résultats des expériences du C" Brown [i] sur des barreaux quarrés.
ÉQUAIUUSSAOE
POIDS
des
produisant
pièces.
LA RUPTURE
Pouce anglais.
Tonnes. Quint.
Il 10
Le résultat moyen revient 14k,2 pour un millimètre quarré.
[i ) Rapport cl Mémoire sur les ponts suspendus, p.iyes 223, 221.
àoogle
64. D’après les expériences de M. G. Rennie [i], la force de cohésion pour des pièces quarrôes de ^ pouce anglais de côté, est, pour
le fer fondu horizontalement 1 T 66 Uv- av -dn-I>ola‘
verticalement 1218
Ces résultats reviennent à 13k,l et lô1*,? par millimètre quarré de la section transversale.
BÊSISTASCE Dr riL DE CUVEE A L’EXTESSIOÎi.
65- Résultats des expériences faites en 1815 par MM. Minard et Desormes, sur la force de cohésion des fils de cuivre rouge. La densité du cuivre était de 8,741.
INDICATION DES FILS
DIAMÈTRE
CHARGE produisant la airTtae sur
IN XILMvkTBl QIHRRK.
AIIOX.FMENT
avant
LA Rrm’RR.
Millimètres.
Kilogramme*.
Fil non recuit
Idem
Idem
Idem , après avoir été plongé dans de l’huile
prèle A s'enflammer
Idem , après avoir reçu 40 décharges élec-
triques d’une petite bouteille de Leydc. .
Fil recuit
Idem
■rtns
Idem
hlcm , dans la vapeur à 80°
[i] Philosophical Transactions, ISIS; ou Annales de chimie et de physique, septembre 1818.
66- Résultats des expériences de M. Dufour sur des fils île laiton tirés dans le sens de la longueur [1].
INDICATION DES FILS
DIAMÈTRE
POIDS produisant la Ruminr..
poinsstrroRTfe
par
MILLIMÈTRE
QUARRK.
Fil n° A , mou , qui peut se nouer. . . .
Idem , recuit
Fil n» 13, dur, cassant
Idem , recuit
Fil n» 13
Idem , recuit
■mimt-lrri.
Kilogramme*.
RÉSISTANCE DE DIVERS XÉTACX A L’éXTENSION.
67. Le tableau suivant contient les résultats principaux des expériences qui ont été faites en 1815 par MM. Minard et Desormes, sur îles pièces cylindriques en métal de canon, dont la densité était de 8,16.
NUMÉROS
des
PIÈCES
TA R
MILLIMÈTRE
Ql’ARBÉ.
LA LONGUEUR PRIMITIVE
Degrés Réaumur.
Millimètres.
kilogrammes.
Kilogrammes.
-t- Do
Gôôü
Les pièces marquées * présentaient des soufflures. En omettant les deux 10 Description du pont suspendu en (il de fer construit à Genève, payes 12, 25 .
expériences dont il s’agit, le résultat moyen indique une force de cohésion de 21 kil. par millimètre quarré de la section transversale.
68. D'après les mêmes ingénieurs la force de cohésion du plomb à la température de 2" est de IM par millimètre quarré; et celle de l’étain «à la température de 22" est de 2 kil.
69. D’après les expériences de M. G. Rennic [i], la force de cohésion pour des pièces quarrées de ÿ pouce anglais de côté, est, pour le
SUBSTANCES
LARGEUR
ÉPAISSEUR
POIDS produisant IA. RUPTURE.
POIDS SUPPORTÉ par
XILLIIÈTRE
Ql'ARRÉ.
Millimètres.
Millimètres.
Kilogrammes.
Kilogrammes.
Cuivre roiifp* laminé. . .
1 tient
Moyenne
Plomb laminé
Idem
Idem
Idem
Idem
Idem
Moyenne
[t] Pihlosophiral Transaction s, 1818 ; ou Annales de chimie et de physique, septembre 1818.
Les pièces <le cuivre ont commencé à s’étendre sous des charges qui étaient égales à la moitié environ, et celles de plomb sous des charges qui étaient entre la moitié et les 7 de celles qui ont causé la rupture.
71. Résultats des expériences faites par MM. Tremery et Poirier Saint- Brice [il. Les nombres expriment la force de cohésion sur un millimètre quarré de la section transversale.
Très-bon fer forgé 43k,45
Le même chauffé au rouge sombre 7k,80
Tôle de la meilleure qualité ■fOk,15
Idem 38k,56
Cuivre laminé d'une excellente qualité 26k,02
RESISTANCE DES CORDAOES A L'EXTENSION
75. D'après les expériences de M. Duhamel !ï] , la force des cordages augmente dans une proportion un peu plus grande que leur poids. Elle
[1] Annales des mines, 2* série, tome lit, page 513.
{*1 Traité de l’art de la corderie, ou article cordugcs du dictionnaire de marine de l' Encyclopédie méthodique.
augmente aussi dans une proportion plus grande que le nombre des fils dont les cordes sont composées, ce qu’on peut attribuer à ce que dans les grosses cordes les fils sont moins affaiblis par la torsion.
A poids égal les cordages neufs goudronnés sont plus faibles que les cordages blancs ; en retranchant le poids du goudron ils sont à peu prés de la même force. Mais le goudron diminue avec le temps la force du chanvre, et en général les cordages blancs durent plus longtemps que les cordages goudronnés, lors même qu’ils sont exposés à être mouillés et séchés alternativement. En imbibant les cordages de graisse ou d’huile on diminue leur force sans leur procurer une plus longue durée.
On peut conclure comme résultat moyen qu’en nommant d le diamètre d’une corde blanche en centimètres, le poids capable de la rompre est exprimé par
400 d2 kilogrammes.
74. D’après Coulomb, les cordes blanches portent jusqu’à 50 ou 60k par fil de carrct, maison ne doit jamais les charger de plus de 40k.
Lescordes goudronnées ne portent que les -* ou les ’ des cordes blanches [i].
75. Résultats principaux des expériences sur la force des cordages faites par M. de Noirfonlaine , C° du génie la]. Ces expériences ont été faites au moyen d’un levier.
[i] Mémoires des savants étrangers, toinc X, page 285.
[>] Mémoire sur les ponts de cordages copstroils à Metz en 1837. Mémorial de l'officier du génie, n° 10.
INDICATION
CORDAGES
DIAMETRE
CHARGE
j ALLONGERENT divisé par
LA LONGUEUR PRIMITIVE
késistakce
par
MILLIMÈTRE
QlUBRK.
Millimètres.
Kilogrammes.
Kilogrammes.
Grelin neuf en chanvre Ue
Strasbourg
rompue.
Idem, réuni par une épissure
triple
rompue.
Aussière neuve eu chanvre
de Lorraine
rompue.
Grelin neuf cil chanvre île
Lorraine
rompue.
! Grelin neuf en chanvre de
.Strasbourg
rompue.
Aussière neuve en chanvre
de Lorraine
rompue.
Grelin neuf en chanvre île
Lorraine
Vieille corde
rompue.
Grelin neuf en chanvre de
Strasbourg
rompue.
Idem
Idem
rompue.
Même corde formée en ganse
au moyen d’une épissure
triple
rompue.
Vieillecorde de chèvre. . .
iooo
rompue.
Grelin neuf en chanvre de
Strasbourg
Même corde formée en ganse
au moyen d'une épissure
rompue. |
triple
rompue, j
Aussière neuve en chanvre
de Slraslwurg ....
Idem
rompue.
Les cordes, qui ne cédaient pas sous une certaine charge supportée pendant quelques minutes, rompaient quand l’action de la même charge se prolongeait pendant plusieurs heures. La nature du chanvre peut changer de plus de J- la résistance des cordes de même grosseur. La résistance des cordes doit être évaluée moyennement de 5 à 6 kil. par millimétré quarré de la section : mais on ne doit pas leur faire supporter plus de la moitié de cet effort.
ARTICLE 111
UE LA RÉSISTANCE d’un CORPS PRISMATIQUE A LA FLEXION PR00U1TE PAR UN EFFORT DIRIGÉ PERPENDICULAIREMENT A LA LONGUEUR DE CE CORPS.
76. Quand un corps prismatique est tiré dans le sens de la longueur, tous les éléments longitudinaux, ou fibres, s’allongent. Si le même corps est comprimé, et qu'il ne puisse céder en pliant, les fibres s’accourcissent. Lorsque les allongements ou accourcissements sont très-petits , ils sont proportionnels à l’effort qui les produit. La variation de longueur d’un corps, pour un effort donné, est d’ailleurs évidemment proportionnelle à la longueur de ce corps.
77. Quand un corps prismatique est fléchi, les fibres situées du côté delà face convexe sont allongées; les fibres situées du côté de la face concave sont accourcies ; certaines fibres, situées dans l’intérieur du corps, conservent une longueur invariable. En admettant, conformément à ce qui a été dit ci-dessus, que les fibres opposent à l'allongement et à l’accourcissement des résistances proportionnelles aux quantités dont les longueurs de ces fibres varient, on peut se rendre compte de la manière dont un corps résiste à la flexion.
Soit un solide prismatique droit (Fig. 1), encastré horizontalement à l’extrémité A, et fléchi par l’action d’un jioids P suspendu à l’autre extrémité B. Considérons une section transversale quelconque mana'. Soit aa la ligne horizontale qui est la section des fibres dont la longueur n'a pas varié. Il est nécessaire, pour l’équilibre de la partie du corps située .à droite de matin' : 1° que les extensions et compressions des fibres aient fait naître, dans cette section, des forces verticales dont la somme égale le poids P; 2” que la somme des forces horizontales produites par ces extensions et compressions soit
nulle; 3" que la somme des moments des forces verticales et horizontales dont il s’agit, et du poids P, pris par rapport à l'axe fixe aa' , soit nulle.
On nommera
E la force nécessaire pour allonger ou pour accourcir un prisme dont la section transversale est l’unité superficielle, d’une quantité égale à la longueur de ce prisme ;
p le rayon du cercle osculatcur de la courbe du solide, au point où est faite la section transversale niana';
u l’abscisse d’un point quelconque de la section atna'n , comptée sur aa'; v l’ordonnée d'un point quelconque de cette section , prise perpendiculairement à au ; b la plus grande valeur u ;
/] u l’ordonnée pin de la courbe qui termine la partie de la section transversale où les fibres s’allongent;
/j u l’ordonnée pn de la courbe qui termine la partie où les fibres s'accourcissent;
x la distance de la section transversale atna'n à l’extrémité encastrée ; a la distance du point d’application du poids P à l’extrémité encastrée, qui ne diffère pas sensiblement de la longueur AB du solide.
Dans l’état naturel du corps d.v est la longueur de la portion infiniment petite de la fibre dont les coordonnées sont u, v. Après la flexion, cette londx
gueur a augmenté de — v, parce que l’angle de deux normales consécutives P
est — La proportion suivant laquelle cette fibre s’est allongée est donc p
dx
- f ou
(Il p
L'aire de la section transversale de la fibre étant dudv, la résistance qu’elle oppose à rallongement est
E. dudv. - ;
et le moment de cette résistance, pris par rapport à l'axe au' , est
E. dudr.
Par conséquent les sommes des résistances des fibres étendues et des fibres comprimées sont respectivement
E s*b S'fyU E f*b S’fci — J du f dc.v, — j du / dv. r,
fl/ O 1/ O (t/ O 1/ O
et la somme des moments de ces résistances, pris par rapport à l'axe aa', est
E/ /** /Yi« /•* /‘Au A
— j / </« / dc.c*-*- / </u / t/r.c1 ].
78. On aura donc pour exprimer l’équilibre des forces horizontales, condition qui détermine la situation de l'axe aa' ,
/**, /Yi « /’* /Yj“
du / d».v= / «/« / i/r.r.
L’axe passe par le centre de gravité de la section transversale mana.
79. Ou aura ensuite, pour exprimer l'équilibre de rotation autour de cet axe,
*•/ Oi/o i/oi/o /
On néglige les moments des forces verticales, ce qui est permis quand l’épaisseur du corps est petite par rapport à sa longueur. Il est nécessaire d’ailleurs que l’épaisseur du corps soit petite par rapport à sa longueur pour que les allongements et accourcissements des fibres, et les forces intérieures qui en résultent, soient telles qu’on le suppose ici; et les résultats suivants ne peuvent être appliqués lorsque cette condition n’est pas satisfaite.
La quantité
/ rb /Y.» rh rhu
El f du / de. rJ-4- / du I dr.r2
a, pour chaquc'corps, une valeur qui dépend de la nature de ce corps et de la figure de la section transversale. Cette quantité est le moment de la résistance à la flexion, ou plus simplement le moment de flexion du corps. Nous la représenterons ci-après par la lettre •. Quand la figure de la section transversale du solide peut être partagée par une ligne horizontale en deux parties symétriques, cette ligne est l’axe d’équilibre qui contient les fibres invariables. et h partir de laquelle il faut prendre la valeur de l’intégrale
dv.c1.
dont le double est alors la valeur du moment de résistance à la flexion. Dans le cas contraire, il faut déterminer d’abord la position de l’axe d'équilibre, au moyen de la condition exprimée n“ 78, et calculer ensuite séparément les valeurs des deux intégrales qui entrent dans l’expression de ee moment.
81. Si la figure de la section est un rectangle (Fig. 2), dont b et c soieut la largeur et la hauteur, la valeur du moment de résistance à la flexion est
/b /'le ôc3
du / * d r.rJ=E
Ainsi la résistance à la flexion est proportionnelle à la largeur cl au cube de la hauteur du solide.
82. Si cette figure (Fig. 5) est formée de deux triangles égaux, dont les côtés soient p et q, la valeur du moment dont il s'agit est
du / dv.tP—î.— - — o o ■ 0
83. Si la figure de la section transversale est un rectangle dont les côtés soient b, c, et si l’axe horizontal contenant les fibres invariables forme l’angle 9 avec le côté b, on aura pour le moment de la résistance à la flexion
_ bzc sin. * o -4- bcs cos. * »
Ainsi une pièce à base quarréc résiste également dans tous les sens h la flexion. De plus, la base étant rectangulaire, et b étant le plus grand côté, la moindre valeur du moment a lieu lorsque la pièce fléchit dans le sens du côté c.
84. Lorsque la figure de la section transversale (Fig. 4) est un cercle dont r est le rayon, l’expression générale du moment • devient
dr.v1
/»lic H
' dx.— sin.
du. - (r»-u3)»
On conclut de ce qui précède, que les résistances à la flexion du quarré et
du cercle qui lui est inscrit, sont entre elles dans le rapport de 1 à—.
85. Le moment de flexion d'un tuyau est la différence des moments de flexion de deux cylindres, r , r" , étant les rayons extérieurs et intérieurs du tuyau, ce moment sera
86. Considérons, comme dans le n"77, un solide prismatique droit ( Fig. 5), encastré horizontalement à une extrémité A, et chargé a 1 autre extrémité M d'un poids.
Nommons
x l’abscisse A p d’un point m de la courbe du solide, comptée sur l’horizontale AB; y l’ordonnée pm ;
P le rayon du cercle oscnlatcur de la courbe du solide en m;
P le poids placé à l’extrémité M du solide ; a la distance horizontale AB des deux extrémités du solide ; f l’ordonnée BM de l’extrémité de la courbe ; x la longueur A#/iM du solide;
a l’angle formé avec l’horizon par la tangente de la courbe du solide à l’extrémité M ;
< la valeur du moment de résistance à la flexion du solide, dont l'expression générale est donnée n° 80.
L’équation d’équilibre du n° 7!) est
c’est-à-dire
•Py
djc‘
cl dans le cas ou la flexion est très-petite, ce qui permet de négliger le quarré
•fjr
de — , on a
ll.C
iPy
lie1
l.ing. a= .
87. Quand le solide est posé horizontalement sur deux appuis (Fig. 6), les équations précédentes conviennent à la courbe formée par chacune des moitiés. Nommant
f la flèche AC de.la courbe du solide;
2 P le poids suspendu au milieu du solide ;
2 a la distance MM' des appuis ;
2* la longueur MAM' du solide entre les appuis; a l’inclinaison de la courbe à l’extrémité M.
On a, en supposant la courbure du solide très-petite,
tîing. a = — .
Sa
La flèche de la courbe est proportionnelle au poids 2 P, et au cube de la distance des appuis.
88. En considérant toujours, comme dans le n° 86, un solide prismatique droit (Fig. 7), encastré horizontalement à une extrémité, on peut le sup-
poser chargé, dans tous les points de sa longueur, de poids distribués d’une manière quelconque. Nommant
x, y les coordonnées horizontale et verticale d’un point quelconque m de la courbe du solide ;
x l’abscisse d’un point quelconque m' situé entre m et l’extrémité M;
a la distance AB:
p la valeur du poids suspendu en m' , rapportée à l’unité de longueur de l’abscisse, en sorte que p'dx' est le poids supporté par l’élément dont la projection est dx' ( La quantité p' est censée donnée en fonction de x') ;
f l’ordonnée B M de l’extrémité de la courbe.
On aura
<Py
tir*
<ly
dx’.p' (x'—x).
l-fd
= j ils / dx’.p’ (x’—x),
ilx o *J x
y= / dx J dx f dx’.p’ (x’—x).
89. Si les poids portés par chacun des éléments de la longueur du solide sont égaux, ce qui comprend le cas où ces poids seraient ceux mêmes des éléments, //aura une valeur constante p , et l’on aura
d2y fa 2 xr
dx2 \ 2 2
dy fa2x ax2 x 3
dx ' l 2 2 0
fa2x2 axs x‘\
lang. a = —.
pa est le poids total réparti sur la longueur du solide. D’après le n” 86, si ce poids était appliqué en M, l’abaissement de ce point serait plus grand, dans le rapport de 8 à 5.
90. Lorsqu’un solide, posé horizontalement sur deux appuis (Fig. 8), est
RK I.,V MÉCANIQUE , I" PARTIE. 47
chargé par des poids distribués uniformément sur sa longueur, chaque moitié est dans le même cas que si, étant encastrée horizontalement à une extrémité, elle était fléchie à la fois par des poids distribués uniformément sur sa longueur, et par une force égale à la somme de ces poids, et agissant en sens contraire à l’autre extrémité. On a donc
tanç. a=— .
’ôa
D’après le n° 87, si le poids 2 pn était suspendu au milieu du solide, au lieu d’être réparti uniformément sur toute sa longueur, la flèche serait plus grande dans le rapport de 8 h 5. Ces résultats sont confirmés par l’expérience.
91. Pour appliquer les résultats précédents à un corps donné, il faudra substituer à la place de ■ l’expression du moment de flexion qui convient à la figure de la section transversale de ce corps, conformément aux n”’ 80 et suivants. On attribuera ensuite à la constante E (n" 77 ) la valeur qui convient à la nature du corps, et qui doit être déterminée par l’observation.
Les expériences les plus propres à déterminer cette valeur consistent à placer horizontalement un solide prismatique sur deux appuis, à le charger au milieu d’un poids, et à observer la flèche de la courbure produite parce poids. Si la section transversale du solide est un rectangle (Fig. 2) dont les
bc* 2 P (2o)3
côtés soient b etc, on a (n“ 81 ), «=E — , et(n” 87)/"= — . : donc
2P(2a)3 (2ns)
F. 4.èe3 4 .6c3/
2 a étant l’intervalle des appuis , et 2 P le poids placé au milieu de la longueur du solide.
Si la section transversale est un cercle, on a
r désignant le rayon du cercle.
92. On doit quelquefois lenir compte de l’action du poids du solide. On y parviendra, d’après le n" 90, en ajoutant à 2 P les J de ce poids. Ainsi, en le désignant par 2 II, on a pour le cas d’une section rectangulaire
«ph-I(2IU (w P _/a r t 5. an \ (a«p
E '4.6c3 • ‘ \ « ).\b,c tf'
et pour le cas d’une section circulaire
^._2P-4-ï(2II) (2a)» e=L+5.SH]W.
E 12*.r*’ 8 JvîZrÿ
95. On remarquera enfin qu’il n’est pas nécessaire de connaître les valeurs absolues du poids placé au milieu du solide et de la flèche de courbure correspondante, mais seulement l’accroissement de la (lèche de courbure correspondant à un accroissement donné de ce poids. En effet, nommant P’, F' deux valeurs successives de P, et f , f" les deux valeurs correspondantes de f, l’une ou l’autre des équations précédentes donne pour une section rectangulaire.
4 if5!/"-/')
Nous allons maintenant exposer les résultats des expériences connues , d’après lesquelles on peut déterminer les valeurs de la constante E qui conviennent à divers corps. Ces valeurs ne peuvent être données exactement qu’au moyen d’expériences dans lesquelles la flexion est fort petite. Quand l’extension ou la compression des fibres approchent du terme où la rupture doit avoir lieu, la résistance de ces fibres cesse ordinairement d’étre exactctement proportionnelle à l’extension ou à la compression, comme on l’a supposé n“* 76 et 77 ; ce que l’on exprime en disant que l’élasticité est altérée.
RfcSISTAXCK IIK IA PIERRE A LA H.KXIOX.
94. Résultats (les expériences faites par M.Tredgold sur des barres rectangulaires en marbre et en pierre, posées horizontalement sur deux appuis, et chargées au milieu [il.
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hex
PIÈCES
DISTANCE
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LARGEUR ■ de*
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de*
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CHARGE
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FLÈCHE 1 de
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RÉSISTANCE DU DOIS A LA FLEXION
95. Résultats des expériences faites par Duhamel [1], sur des pièces de chêne posées horizontalement sur deux appuis , et chargées au milieu de la longueur. La distance des appuis est 25 pieds , et le poids placé au milieu de la longueur 7591 livres.
LARGEUR
des
MÈCCS.
HAUTEUR
des
PIECES
FLÉenE
COrBEl’HE.
Pouces.
Pouces.
Pouces.
On conclut de ces expériences , au moyen de la formule du n” 92, que la valeur moyenne de la constante E, pour le bois de chêne, est
le mètre étant l’unité de longueur, et le kilogramme l’unité de poids.
Il en résulte qu’une pièce de chêne supportant une tension longitudinale de lk“ sur chaque millimètre quarré de la section transversale, s’allonge
de tîYt-
9G. Résultats moyens des expériences faites par M. Aubry [s], sur des pièces de bois de chêne posées horizontalement sur deux appuis, et chargées au milieu. On n’a point inséré ici le détail des charges et des flèches de courbure correspondantes, observées par l’auteur ; mais seulement les nombres moyens,
[i] Mémoires de l’Académie des sciences, 17G8.
[s] Mémoires sur différentes questions de la science des constructions publiques et économiques, pajjes 55 et 6G.
propres à indiquer les rapports des charges aux flèches, qui résultent de ces observations.
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ica
97. Résultats moyens des expériences faites à Corcyrc, en 1811, par M. Ch. Dupin [i], sur diverses espèces de bois. L’intervalle des appuis était de 2".
BOIS
soumis k l'sméiiihc*.
LARGEUR
de»
pièces.
HAUTEUR
des
pièces.
CHARGE
QU
MILieU.
FLÈCHE
de
coreitBB.
■tire.
Mètre.
Kilogramme*.
Mètre.
Chêne de démolition , 35 ans
de coupe
Cyprès, un an de coupe. .
Hêtre, un an de coupe. . .
Sapin de démolition , 35 ans
de coupe
La première expérience, sur le bois de chêne, donne pour la valeur de la constante E,
U] Journal de l’École Polytechnique,
17* cahier.
Les expériences sur le bois de sapin donnent moyennement pour la valeur de la même constante
98. Résultats moyens des expériences faites sur des pièces de bois de chêne et de sapin , par M. Rondelet U). Les pièces avaient un pouce d’équarrissage.
MIL [RU
FLÈCHE
de
COURtURK.
Pouces.
Livres.
Lignes.
Cligne
ioo
Sapin
On déduit de ces expériences , que la valeur de la constante E , pour le chêne et pour le sapin, est environ
[i] Art de bâtir, tome I, page 204.
99. Résultats moyens (les expériences de M. Barlow, sur l’élasticité de diverses espèces de bois tij.
Toutes les pièces ont 2 pouces anglais d'équarrissage.
INDICATION DES BOIS
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sréciriQtE.
DISTANCE
des
APFCIS.
CHARGE
au
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N 03m H ES
proportionnel» h
l’élasticité.'
Teak
Pieds.
Llv. avoirdu-pold*.
Pouces.
Poon
Chêne anglais
O.OflO
Idem.
Chine du Canada. . .
Chêne de Dnntzick.
Chine de l'Adriatique. .
frêne
Hitre
Orme
Epicéa (Ptlclt fitne). .
Pin rouge
Sapin de la Nouvelle Angleterre
Sapin de Riga. . . .
Idem
Sapin de Mar forai. .
Idem
Idem
Larix
Idem
Idem
Idem
Eapares de Norwige (en sapin )
Le premier échantillon de chêne anglais était d’une qualité inférieure.
Les nombres de la dernière colonne , multipliés par 175700 , donneront les valeurs de la constante E, le mètre étant l'unité de longueur et le kilogramme l'unité de poids. Ainsi, pour le bois de chêne, la plus grande valeur de cette quantité, donnée par l'expérience sur le chêne du Canada, est
et la plus petite valeur, donnée par l’expérience sur le chêne de l’Adriatique, est
[il An etsay oh the sliength ami tires» of limber, page fst».
Pour le sapin, la plus grande valeur, donnée par l’expérience sur le pin rouge, est
et la plus petite valeur, conclue du résultat moyen des expériences sur le sapin de la forêt de Mar, en Écosse, est
M. Barlow donne ailleurs li] une suite d’expériences sur des verges de sapin. Le résultat moyen répond à la valeur
100. Résultats moyens des expériences sur la flexion du bois de chêne, faites en Angleterre, par MM. Ebbels etTredgold [a]. Les pièces étaient posées horizontalement sur deux appuis, et chargées au milieu. Toutes avaient un pouce d’équarrissage.
INTERVALLE
POIDS
FLÈCHE
Livre
av.-du-poids.
Pouce anglais.
Vieux bois de vaisseau. . .
Jeune chêne, King’s Lanjîlcy
iferls
Chêne de Beaulieu , liants. .
Idem y autre pièce. . . .
Chêne d’un vieil arbre. . .
Chêne de Riga
Chêne anglais
Chêne vert, anglais. . . .
Chêne île Dantiiclc, desséché.
Chêne U/uercussessiti/tora).
Chêne \quercusrobur). . .
[i] An essay on lhe strength and stress of timber, page 125. [i] Etementary pi imiples of carpentry, page 54.
101. Résultats moyens des expériences faites sur la flexion du sapin, parles mêmes auteurs Ul.
Livre* angl
Pouce.
Riga
Sapin jaune de Longsound,Nor-
wége
Sapin jaune de
Riga
Idem
Sapin jaune de Me-
me!
Idem
Pin d'Amérique , présumé le pin
de Weymouüi. .
Idem
Sapin blanc de
Christiania. . .
Sapin blanc de
Qucbec. . . .
Larix, Blair, en
Ecosse. . . .
Idem , desséché. .
Idem
Idem y bois très-
jeune. . . .
Sapin d’Écosse. .
Sapin blanc d'An-
glelerre . . .
RESISTANCE DU TER FORGE A IA FLEXION
Le tableau suivant est formé d'après les expériences faites en 1812 à Bordeaux, par M. Duleau m, sur des pièces de fer forgé posées horizontalement sur deux appuis, et chargées au milieu. Les résultats sont ramenés par le calcul à présenter la flèche de la courbure affectée par chaque pièce , sous une charge de 10 k" placée au milieu.
(il Etemenlary principlee of carpcntry, page 51.
[1] Essai théorique et expérimental sur la résistance du fer forgé, page 20.
KO
LEÇONS SDK L’ APPLICATION
PIÈCES
INTERVALLE
LARGEUR
HAUTEUR
FLÈCI1E
des
de*
des
de
Sfll'VISCS A L'EXPÉRIENCE.
a mus.
riÈcES.
PIÈCES
COCBBIRE.
Fer du Périgord. La scclion
Mètres.
Millimètres.
Millimètres.
Millimètres.
transversale est un trianpie équilatéral , de 0» 038 de côté
(La flèche est la même en
posant la pièce sur une face ou une arête.)
Fer du Périgord
Même pièce
Fer d’Angleterre, tel qu’il
sort des grosses forges. .
Même pièce
Fer du Périgord
ti
Même pièce
Fer du Périgord, doux (des-
llné pour des fers de chevaux )
Ferdu Périgord
Idem (tel <|U'on l'a trouvé
dans la forge)
Fer du Périgord
Même pièce
Même pièce
Fer du Périgord (tel qu’on
l’a trouvé dans la forge) .
Fer d’Angleterre, marqué B (tel qu’on l’a trouvé dans
la forge)
Fer du Périgord
Même pièce
Ferdu Périgord
Idem
Même pièce
l Fer du Périgord. ... *
Idem
Même pièce
Ferdu Périgord
Fer des Landes
Ferdu Périgord
Même pièce
Fer du Périgord (tel qu’on
i’a trouvé dans la forge).
Ferdu Périgord
Même pièce
Fer du Périgord
La même pièce posée sur une
arête . .
1)1 XMÈTBE ES MILLIMÈTRES.
Fer rond, de l’Arriège, tel
qu’il sort des grosses forges.
Idem. .......
Fer rond anglais , ùlein. .
Fer rond de l’Arriège, idem.
Fer rond de Bilbao, très-
doux
Le résultat général de ces expériences [1] est que la valeur moyenne de la constante E (voyez le n" 77) qui convient au fer forgé, est, en prenant le mètre pour unité de longueur et le kilogramme pour unité de poids,
En calculant d’après cette donnée les flèches de courbure, par la formule du n°92, les plus grandes différences entre le calcul et l'expérience ne dépassent pas j, en plus ou en moins.
On conclut de ce résultat qu’une pièce de fer forgé supportant une tension d’un kilogramme sur chaque millimètre quarré de la section transversale, s’allonge de
103. Résultats des expériences faites par M. Trcdgold sur des barreaux de fer forgé posés horizontalement sur deux appuis, et chargés au milieu U]. La longueur des pièces était de 6 pieds anglais, et l’intervalle des appuis de 66 ; pouces.
INDICATION DES PIÈCES
POIDS sur 6 pieds
FLÈCHE DE COURBURE sors
DE LONGUEUR
Livres.
Pouce.
Pouce.
Pouce.
Fer anglais, barreau quarré
de 1,25 pouce
Idem, de 1,125 pouce. . .
Idem, de 1 pouce. . . .
Idem , barreau rond, de 1,25
pouce
Idem , de 1 pouce. . . .
Fer de Suède, barreau quarré
de 1.2 pouce
Idem, de 1, 125 pouce. . .
Idem, de 1 pouce. . . .
La valeur de E, calculée d'après les expériences sur le fer anglais, diffère très-peu de celle qui est indiquée ci-dessus n° 102. La valeur moyenne de la même quantité, calculée d’après les expériences sur le fer de Suède, est
t«J Essai théorique et expérimental, page 54.
[i] An ctsajr on the stremjth of cast iron, 2' éd., page 102.
104. Autre expérience sur une barre de 38 pouces de longueur, pesant 10,4 livres, d'un pouce anglais d’équarrissage, posée sur des appuis dont l'intervalle était de 3 pieds.
CUABGE AU MILIEU.
Livre
ISO
■aLJB
La charge de 330 livres ne produisait pas d’altération, mais 20 livres de plus donnaient une courbure permanente sensible ; 10 livres de plus en donnaient également une à la barre adoucie au feu.
105. La même barre ayant été portée à la température de 212“ Fahrenheit, puis refroidie à 60“, parut prendre, sous la charge de 300 livres, une flèche de V; environ plus grande à la première température qu’à la seconde.
Jv'
•jt-' ■
FI&CES
ÜAUTEUR
des
riicEs.
FLÉC11E
do
COCRICRE.
■être.
Millimètres.
Millimétré*.
Millimètres.
Acier fondu d’Angleterre,
marqué HunUman. . .
Même pièce
Acierde cémentation, d’Allemayne. marqué Fortsman,
pour des rasoirs. . . .
Même pièce
Acier de même espèce. . .
Même pièce
Acier de même espèce. . .
Même pièce
Acier de même espèce. . .
Même pièce
Acier de même espèce. . .
Héine pièce
D’après ces expériences, la résistance de l’acier est moindre que celle du fer, et les résultats présentent moins de régularité.
CO
107. Résultats de i[uelques expériences faites par M. Trcdgold sur des barreaux d’acier posés horizontalement, et chargés au milieu [il. Les nombres sont donnés eu mesures anglaises.
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ronce*.
Ponce.
Pouce.
Livres.
Pouce.
Acier doux.cédanlaisé
ment à la lime. . . .
108. La première barre présenta les mêmes flexions sous les mêmes charges, 1" lorsque sa trempe eut été abaissée à un rouge de paille intense; 2“ lorsque sa trempe eut été abaissée au bleu d’acier : 5° lorsqu’elle eut été chauffée au rouge et refroidie très-lentement, la charge de 110 livres ne produisant pas alors de courbure permanente ; 4“ lorsque la pièce eut été durcie de nouveau , et rendue très-dure. Dans ce dernier état une charge de ."550 livres produisit une flèche permanente de 0^,005, qui augmenta de O1”. 005 par une addition de 10 livres. La barre rompit sous une charge de 580 livres.
La deuxième barre présenta également les mêmes flexions sous les mêmes charges, 1° lorsqu’elle eut été durcie, de manière que la lime n’y faisait pas d’impression ; 2“ après que la trempe eut été abaissée jusqu’à la couleur de paille uniforme. Dans cet état une charge de 130 livres ne produisit pas de courbure permanente, mais la charge de 150 livres en produisit une. La barre rompit sous 585 livres.
[i] Repcrlory of ails ami manufactures, mai 1823.
(il
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109. Résultats moyens des expériences faites par M. Rondelet, sur des barres de fer fondu posées horizontalement sur deux appuis, et chargées au milieu [i]. Toutes ces barres ont un pouce d’équarrissage.
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MILISC.
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Pouce*.
Livre
Lignes.
. Fonte prise
Fonte douce
Fonte prise. .
Fonte douce
La valeur moyenne de la constante E. donnée par les expériences sur la fonte grise, est
est relie qui est donnée par les expériences sur la fonte douce,
(i] Art de Mlir, tome I, page 294.
110. Résultats moyens des expériences faites par M. Trcdgold, sur des barreaux de fer fondu posés horizontalement sur deux appuis, et chargés au milieu [!]•
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INTERVALLE
de*
appui*.
LARGEUR
de»
pièce».
H ACTEUR de»
PIÈCES
CHARGE
au
SILIEU.
FLÈCHE
de
COl'RBUBE.
Pouce».
Pouce».
Pouce».
Livre
Pouce.
Fonte grise douce, cédant aisément à la lime, un
1 peu au marteau. . .
Fondue par M. Dowson.
Même pièce
Fondue par M. Bramait (fonte moins douce que
la précédente). . . .
SB
Idetn
SB
Idem
La règle adoptée par l’auteur, comme résultat moyen des expériences [î], revient à attribuer à la constante E la valeur
[i] A proiical cttay on tlie tlrength ofeast «Voit, page 45.
[J] Idem, page 40. Le» nombres représentés par a par I'au(eur»ont réciproque» à 1a résistance à la flexion. On doit diviser le nombre 13144000 par le nombre a, pour avoir la valeur correspondante de E, le métré et le kilogramme étant pris pour unité» de longueur et de poids.
111. Résultats moyens de nouvelles expériences faites par M. Tredgold sur des barres de fer fondu posées horizontalement sur deux appuis et chargées au milieu til. Les nombres sont donnés en mesures anglaises.
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Une charge de 180 livres agissant pendant plusieurs heures ne fit prendre aux trois pièces sous le n° 1 qu’une courbure presque insensible.
Les pièces sous les n°* 2, 3 et 4 n’ont pas été altérées sous des charges de 162 livres, et ont conservé de très-petites courbures après avoir supporté des charges de 182 livres.
Les pièces sous le n' 5 n’ont pas été altérées sous 180 livres, et l’ont été à peine sous 190 livres.
Les pièces sous les n" 6et7 ne l’ont pas été sous182 livres, et l’ont été un peu sous 202 livres.
Les expériences sous les n°*1, 2, 3 et 4 donnent pour la valeur moyenne de la constante E,
E = 11 530 000 OOOk.
[i] A pratical esaay on Me strength of cast iron, 2* Mil., pape» 76 et suivantes.
ARTICLE IV
I>F. I.A RÉSISTANCE D CN SOLIDE PRISMATIQUE A I.A RUPTURE PRODUITE PAR UN EFFORT DIRIGÉ PERPENDICULAIREMENT A I.A LONGUEUR DE CE SOLIDE.
1 12. Les fibres des corps , quand on les soumet à des extensions ou à des accourcissements très-petits, s’étendent ou s’accourcissent de la môme quantité sous un même poids, comme on l’a dit n“‘ 76 et 77. Alors, si la section transversale est rectangulaire, les fibres dont la longueur ne varie pas lors de la flexion du corps sont au milieu de la hauteur de cette section. Quand les variations de longueur des fibres sont plus considérables, ces fibres peuvent, sous le même effort, s’étendre plus ou moins qu’elles ne s'accourcissent. Alors les fibres invariables s’éloignent ou s’approchent de la face qui devient convexe lors de la flexion- La rupture a lieu quand les fibres étendues ne peuvent plus l'étre davantage sans se séparer, ou quand les fibres comprimées ne peuvent plus l’étre davantage sans s’écraser. La rupture s’opère d'une manière différente selon les corps. Dans les pierres, le verre, les métaux fondus, il se fait une séparation brusque et totale sur toute la hauteur de ta section. Dans les bois, les fibres sont écrasées vers la face concave, et arrachées irrégulièrement vers la face convexe. Dans les métaux forgés, la rupture n'est pas toujours accompagnée d’une séparation totale ou partielle. Les molécules, sans cesser d’être adhérentes, paraissent avoir pris près de la section de rupture de nouvelles positions d’éqiulibre, en vertu desquelles la figure du solide a changé.
Les conditions de la rupture dépendent de l'équilibre qui s’établit entre tes forces qui tendent à rompre le corps, et les résistances dues aux forces développées , par l'effet des extensions et compressions des fibres, dans la section transversale où la rupture va s'opérer. Pour évaluer exactement res résistances, il faudrait connaître 1“ l'axe d'équilibre où sont placées les fibres invariables; 2° la valeur de la force produite dans une fibre par une extension ou une compression données. A défaut de ces connaissances, que l'on ne pourrait acquérir que par des expériences délicates, on est obligé, pour obtenir au moins des évaluations approximatives, de recourir à des hypothèses.
113. L'hypothèse la plus simple, et généralement la moins éloignée de la vérité, consiste à admettre que les résistances des fibres, à l'instant où la rupture va s’opérer, sont encore proportionnelles aux extensions ou compressions de ces fibres, comme elles le sont dans le cas d’une flexion très-
DK LA MÉCANIQUE, I™ PARTIE. Gg
petite. Alors l’état de la section transversale du corps, à l’instant où la rupture va s’opérer, ne diffère point de l’état considéré dans les n°‘ 77 et suivants. Seulement il faut concevoir que la fibre placée à la face convexe qui est le plus étendue, ou la fibre placée à la face concave qui est le plus accourcie, subissent le degré d’allongement ou d’accourcissement qui est immédiatement suivi de la rupture.
La situation de l'axe d’équilibre, où sont placées les fibres invariables, se déterminera toujours par la même condition géométrique énoncée n" 78. Supposons cet axe ainsi déterminé, et conservons les dénominations du rr77. qui se rapportent à la Fig. 1 ; appelons de plus : v' la distance à l’axe d’équilibre net' de la fibre extrême située à la faee convexe ou à la face concave du solide, qui est prête à rompre;
R une constante exprimant la force nécessaire pour rompre un prisme dont la section transversale est l'unité superficielle, tiré dans le sens de la longueur.
En remarquant que la résistance des fibres situées à la distance» de l’axe nd est dudv. R, et que la résistance des fibres situées à la distancer du même Uc
axe est dudv , on aura pour l’expression de la somme des moments de r-’
ces résistances , pris par rapport à l’axe ad ,
#/ /** /V." rb rh» \
— | / il u / <lc. rJ-l- j du / de. t1 1.
Nous nommerons cette expression moment de rupture du corps, et nous la désignerons par la lettre ?.
114. Si la section transversale peut être partagée en deux parties symétriques, par une ligne perpendiculaire à la direction de la force qui agit sur le corps, l’axe d’équilibre est placé dans cette ligne. Les deux intégrales sont égales, et l’on a
- J du f dr. r l\r o ./ o
pour l’expression du moment de rupture.
En comparant ces formules à celles qui ont été trouvées n° 80 pour représenter le moment de flexion , on reconnaît que l’expression du moment de rupture peut être déduite de celle du moment de flexion en écrivant R à la place de E, et en divisant par v'_, c'est-à-dire par la distance à l’axe d’équilibre contenant les fibres invariables, de la fibre qui en est le plus éloignée. D’après cela, les expressions des n"’ 81 et suivants donneront immédiatement les résultats énoncés ci-après.
G6 LEÇONS SUR I/APPUCATION
1 15. La section étant un rectangle ( Fig. 2 ) dont b et c sont la largeur et
l’épaisseur, et l’expression du moment de rupture est
2R bc 8 bc*
116. La figure de la section étant formée de deux triangles égaux (Fig. 3), dont les côtés sont p et q, le moment de la résistance à la rupture est
R pq3 pq 1
q G fi
117. La figure de la section étant un rectangle dont les côtés sont b, c, et l’axe contenant les fibres invariables formant l’angle ? avec le côté b, le mo- » ment de rupture est
b*c sin. 2o bcs cos.
G(6sin.ç -f-ccos.tp)
Quand la section est un quarré cette expression se réduit à
bs
C(«in.ç -t- cos.ç)
et si la pièce est fléchie dans le sens d’une des diagonales du quarré, l’on a
fc5
Ot/2
Ainsi une pièce à base quarréc fléchie dans le sens des diagonales de la base résiste moins à la rupture qu’elle ne le fait quand elle est fléchie dans le sens
des côtés de celle base, dans le rapport de 1 à Ç7TT
118. La figure de la section transversale étant un cercle (Fig. 4 ) dont r est le rayon, l’expression du moment de la résistance à la rupture est
R r H 1er5
Les moments de rupture, pour le quarré et le cercle inscrit, sont entre 3l!
eux dans le rapport de 1 à — , le même qui a lieu pour le cas de la flexion.
119. A l’égard d’un tuyau, r' et r" élant les rayons des cylindres extérieurs et intérieurs, remarquant que le moment de rupture du vide intérieur supposé plein, est
on a pour le moment cherché
A sections transversales égales , un cylindre plein et un tuyau offrent des résistances à la rupture qui sont entre elles dans le rapport de
A résistances égales , les sections transversales du cylindre et du tuyau sont entre elles dans le rapport de
120. Connaissant l’expression du moment de rupture pour une base de fracture rectangulaire, on peut se proposer d’inscrire dans un cercle un rectangle déterminé par la condition de rendre cette expression pn maximum. Le diamètre du cercle étant 1, les côtés de ce rectangle seront respectivement
121 . Considérons un solide prismatique (Fig. 9) encastré horizontalement à l’extrémité A, et chargé à l’autre extrémité M d’un poids. Nommons P le moment de rupture, évalué conformément aux n“ 115 et suivants, d’après la figure de la section transversale du solide;
P le poids suspendu à l’extrémité M du corps; a la distance horizontale de la section A à la direction du poids P; a la longueur AM du solide; f la flèche de courbure CM.
La rupture tend à se faire dans la section A, et les conditions de l’équilibre sont exprimées par
J — Ta, d’oil P — — ■ u
ou îi peu près, en supposant que la courbure du solide est l’élastique du n° 8(>. re qui donne s = er -+-
Sa
122. Considérons présentement un solide prismatique (Fig. 10), posé horizontalement sur deux appuis, et chargé au milieu. Nommons 2 P le poids suspendu au milieu A du solide; n la moitié CM delà distance des appuis; f la flèche de courbure AC ;
a l'angle de la tangente à la courbe en M et M' avec l’horizontale MM’.
La rupture du corps tend à s’effectuer au milieu A. L’effort exercé contre l’appui M (abstraction faite de la. considération du frottement sur cet appui) est une force normale h la courbe du solide, dont la composante verticale est P, et la composante horizontale P tang. a. Par conséquent, en supposant que
JW*
la courbe du solide est l’élastique du n" 8ti. d’où tang. , les conditions
de l’équilibre s’expriment en posant
c = P. o-f- P. /'tailg. ®i OU o = Pnj 1 -t :
d’où
P = — , OU 2P
«-♦-/’lang.a / ôp \
fl ! 1 +
125. Considérant un solide prismatique droit encastré horizontalement à une extrémité, comme celui qui est représenté Fig. 9, et chargé de poids distribués arbitrairement sur la longueur AM. Nommant .r la distance horizontale d’un point quelconque du solide à l’extrémité A; p la valeur du poids suspendu en ce point, rapportée à l’unité de longueur, et donnée en fonction de x; n la distance AC.
On aura pour exprimer l’équilibre.
ra
f~f ilx.px.
DE LA MÉCANIQUE , I" PARTIE. <j<)
124. Si les poids portés par chacun des éléments de la longueur du solide sont égaux entre eux, p est constante, et l’on a
IHI1
P = , )in = — .
Ainsi le solide serait également rompu par un poids distribué uniformément sur sa longueur, ou par un poids moitié moindre, suspendu à l’extrémité B.
125. Lorsqu’un solide posé horizontalement sur deux appuis, comme on l'a supposé n° 122, est chargé par des poids distribués uniformément sur sa longueur, p représentant la charge correspondante à l'unité linéaire, on a pa et pa. tang. a pour les composantes verticale et horizontale de la pression supportée par les appuis. Par conséquent, en supposant que la courbe du
solide est l’élastique du n° 90, d’où tang. «= — , les conditions de l’équili-
bre sont exprimées par l'équation
ou
d’où
p = pa. a -4- pa.f lang.a—
Ainsi ^ en négligeant le quarré de
le solide est également rompu par
un poids distribué uniformément sur sa longueur, ou par la moitié de ce poids placée au milieu.
126. Lorsque le solide prismatique, posé horizontalement sur deux appuis, est chargé à la fois du poids 2P placé au milieu , et du poids constant p sur chaque unité de longueur, l'équilibre est exprimé par l'équation
ou
f- = (P-t-pa) a -4- (jP
pa ) f (ang. et —pa
s = (p -f- fia) (a -4- /“(ang.
d'Otl
2o — pa(a-*-2/,lan(j.a)
a -A- fUtng.a
Dans le cas dont il s’agit, en supposant la courbure du solide déterminée
5P-t-2/wj Af
couformément à ce qui a été fait n° 90, on a tang. a = . — : cette
8P-t-S pa a
valeur doit être substituée dans les équations précédentes.
127. Pour appliquer les résultats précédents à un corps donné, il faudra substituer à la place de p l’expression du moment de rupture qui convient à la figure de la section transversale de ce corps, conformément aux n” 113 et suivants. On donnera ensuite à la constante R la valeur qui convient à la nature du corps, et qui doit être déterminée par l’observation.
Les observations au moyen desquelles on détermine la valeur de cette constante consistent à placer horizontalement un solide prismatique sur deux appuis, à le charger au milieu par des poids de plus en plus grands, et à observer simultanément le poids qui cause la rupture, et la flèche de courbure qui a lieu à l’instant où celte rupture est prête à s’opérer. La section transversale du solide étant un rectangle (Fig. 2) dont les côtés sont b et c, on a
bc1 2o
(n" 1 15) o = R — , et (n" 122 ) 2 P = , en faisantabstraclion du poids
du solide. Donc
te2
- . d’où R —
sm
bc 2
2 a étant l'intervalle des appuis, 2 P le poids placé au milieu de la longueur du solide, /'la flèche de courbure.
128. Si l’on a égard au poids du solide, il faut employer l'expression de 2 P du n" 126. En nommant 2 n ce poids, cette expression devient
d'où
et l’on a
Rte1 — 3 II (a + 2ftang. a)
3(«-f-/Tang. a)
ô [(2P 2 II) (a -f- /‘tang. a) — lia]
te2
l.ing. a =
3p-i-2n Ar
sp-i-sn «
129. Lorsque les solides ont une petite longueur, ou ne prennent qu’une faible courbure à l’instant de la rupture, on peut négliger les termes du second ordre introduits par la considération de cette courbure : on a alors, en faisant abstraction du poids du solide,
bc* Za *
2 P = R , UOÙ R = 2 P. ;
3a bc7
et en tenant compte de ce poids,
bc2 3 a
S P = R II, d’où R =(i P II) .
3 a bc1
On va maintenant rapporter les expériences faites pour évaluer la résistance à la rupture de divers corps, et au moyen desquelles on peut déterminer les valeurs de la constante R.
RÉSISTANCE DE LA PIERRE ET DE LA BRIQl'E A LA RUPTURE.
130. D’après les expériences de M. Gauthey [i], un prisme en pierre calcaire dure de Givry, ayant 18 lignes de largeur et 8 lignes d’épaisseur, posé sur deux appuis distants de 18 lignes, est rompu sous une charge de 113 livres placée au milieu. La résistance, pour la pierre tendre de Givry, n’est que le i de la précédente.
131. D'après les expériences de M. Barlow [a] , un prisme en brique de 4 pouces anglais de largeur et 2 pouces d’épaisseur, posé sur deux appuis distants de 3 pouces, rompt sous une charge au milieu de
343 liv. av.-du-poids pour la vieille brique commune.
403 nouvelle brique commune.
444 très-bonne brique.
132. Résultats des expériences faites par M. Tredgold sur des barres rectangulaires en marbre et en pierre , posées horizontalement sur deux appuis et chargées au milieu [si. Les nombres sont donnés en mesures anglaises.
U] Mémoire sur la charge que peuvent porter les pierres; Journal de physique, 1771. la) An essajr on the stremjth and stress of tituber , page 250.
[3] The philosophicai magasine ami Journal, \so\. 50, page 200.
LEÇONS SLR L’APPLICATION
INDICATION
SES
PIÈCES
DISTANCE
mois.
LARGEUR
des
PIÈCES
ÉPAISSEUR
des
PIÈCES
CHARGE
qui
îoapr:
■ Marbre blanc statuaire, tréspur. Pesanteur spécifique, 2,700
Pouces.
Pouce*.
Pouce.
Livres.
Pierre de Portland, brune.
Pesanleurspécifiquc.2,1 13.
Grés blanc siliceux. Pesan-
leur spécifique, 2,212. .
Pierre de Dundee. Pesanteur
spécifique, 2,021. . . .
GrèsdeCraigleilh. Pesanteur
spécifique, 2,302. . . .
Grés de la carrière de Hailes.
Grés de Long-Annct. . .
Idem
Pierre calcaire de Portland.
Pierre de Balb
RÉSISTANCE DU MORTIER A LA RUPTURE
13ô. Voyez dans les Recherches sur les chaux de construction, de M. Vicat, la détermination de la résistance à la rupture de diverses espèces de mortiers.
RÉSISTANCE Dl’ BOIS A LA RI PTl RE.
13-L II a été publié sur la rupture des bois un grand nombre d’expériences, parmi lesquelles on doit distinguer celles de Buffon, sur le bois de chêne nouvellement abattu U]. Les résultats moyens de ces expériences sont contenus dans le tableau suivant.
L'intervalle des appuis, représenté ci-dessus par 2a, était de tt plus petit que les longueurs des pièces indiquées dans ce tableau.
1 1] Histoire naturelle, partie expérimentale, 11* mémoire.
équarrissage
des
PIÈCES
LONGUEUR
des
riÈCEs.
POIDS
des
ni: i:bs.
C H A n G E ou milieu
ÇCI BOX PT.
FLÈCHE l'instant DE LA BUPTIBE.
PullCCS.
Pieds.
Livres.
Livres.
Pouces. Lignes.
En calculant la valeur de R par la formule du n" 128, au moyen des données
de l’expérience faite sur une pièce de 6 pouces d’équarrissage et 10 pieds de longueur, on trouve
L'expérience faite sur une pièce de 8 pouces d'équarrissage et 14 pieds de longueur, donne
Si l’on cherche les valeurs de R données par toutes ces expériences, on ne trouvera dans ces valeurs que des différences qui peuvent être attribuées à la diversité des qualités des bois, ou aux erreurs des observations. Mais il n’en serait pas de même si l’on n'avait pas égard au poids des pièces et à la courbure, comme on l'a fait en établissant la formule du n° 128.
135. Expériences faites par Bélidor, sur des barreaux en bois de chêne [i].
LARGEUR
des
pièces.
ÉPAISSEUR
DISTANCE
des
APFl'IS.
CU ARGE au milieu QUI ROMPT.
OBSERVATIONS
1 pouces.
1 pouces.
18 pouces.
400 livres.
Non encastrée auxextré mités.
Encastréeauxdeuxextréniités.
Non encastrée.
Idem .
Idem.
Idem.
Idem.
20 lignes.
28 lignes.
Idem.
[il Science îles ingénieur*, page 318.
156. Expériences faites par M. Rondelet, sur des barreaux en bois de chêne et de sapin [i].
INDICATION
dci
BOIS
LARGEUR
des
PIÈCES
ÉPAISSEUR
des
PIÈCES-
INTERVALLE
des
APPUIS
CHARGE au milieu
QUI ROMPT
FLÈCHE à l'instant
DE LA BUÎTLBE.
Pouces.
Pouces.
Pouces.
Livres.
Lignes.
Chêne. . .
Sapin. . . .
137. Résultats moyens des expériences du colonel Beaufoy [21. Les barreaux ont 2 pouces anglais d’équarrissage, 4 pieds de distance entre les appuis.
INDICATION DES BOIS
PESANTEUR
SPÉCIFIQUE
CHARGE au milieu
QUI ROMPT
Livres
avoIr-Uu-polds.
Chêne de DanUick
Sapin de Riga
Épicéa ( Pitchpins ). .
Chêne anglais
Idem
L’angle désigné par a dans les n°* 122 et suivants , est , à l’instant de la rupture, d’environ 6°.
138. Résultats moyens des expériences de MM. J. Peake et Baraillcr [3].
[I] Art de bâtir, tome I, page 250, G* édition; tome IV, pages 71 et 514, 5* édition.
[J] An ctsay on tke itrength and sire» of timber, page 47. ta) Idem, page 49.
Les barreaux ont 2 pouces anglais d’équarrissage. Ils sont encastrés à l’une des extrémités, et le poids qui cause la rupture agit à 5 pieds de distance du point d’encastrement.
INDICATION DES BOIS
PESANTEUR
sréciriQCE.
CHARGE
qui
Livre
avolr-ilu -pold».
» » humide
Pin jaune de Virginie
Épicéa ( Pitch pinc)
Pin blanc du Canada
Larix
Larix de Dantzick
Frêne
Teak
Les flèches, à l’instant de la rupture, sont d’environ 14 pouces anglais.
• 159. Le tableau suivant est extrait de la table donnée par M. Barlow [i], comme offrant les résultats moyens des expériences faites sur diverses espèces de bois. Tous les barreaux avaient 2 pouces anglais d’équarrissage.
[i] An esta/ on tlie strength and stress oftimber, page 178.
„ INDICATION
niSTANCE
FLfcCHE
NOMBRE
de»
de*
PESANTEUR
nu milieu
à l'instant
raoroSTiosBEi
A la
srrcinçie.
RÉSISTANCE
BOIS
Arm*.
QUI ROMPT
la rupture.
RUPTURE
Pieds anglais.
Livre
av. -du-poids.
Pouces angl.
Teak
Poon
Chêne anglais. . . .
Idem
Chêne du Canada. . .
Chêne de üanlzick. . .
Chêne de l'Adriatique. .
Frêne
Hêtre
Orme
Épicéa ( Pitch pitié ). .
Pin rouge
Sapin de la Nouvelle-An-
Rlelorre
Sapin de Riga. . . .
Idem
fi
Sapin de la forêt de Mar.
Idem
Idem
Larix
Idem
Idem
Idem
fi
Eapare» de Norwêge. .
Nota. Le premier échantillon de chêne anglais était d’nnc qualité inférieure.
Les nombres de la dernière colonne, multipliés par 4217, donneront à fort peu près les valeurs de la constante R , le mètre étant l’unité de longueur, et le kilogramme l’unité de poids. La moyenne des expériences faites sur le chêne donne
et la moyenne des expériences faites sur le sapin.
Il = 5 111 Oflflk.
140. Expériences de MM.Tredgold et Ebbels, sur des barreaux de diverses espèces de bois, posés horizontalement sur deux appuis, et chargés au milieu [il. Ces barreaux avaient 1 pouce anglais d'équarrissage.
iO Elcmentary principles ofcarpentry, page 4L
INDICATION
INTERVALLE
CHARGE
FLÈCHE
NOMBRE
DES
PESANTEUR
des
au milieu
à l'instant
PkOrORTIO* su
SPÉCIFIQUE
de
RÉSISTANCE
à la
RUPTURE
BOIS
APPUIS
QUI ROMPT
LA RUPTURE
Pie«l* anglais.
Livres
av.-dii-polds.
Pouces
anglais.
Chêne anglais, jeune arbre. ......
Idem, vieux bois de vais-
seau
Idem, d’un vieil arbre.
Idem, de quai, moyenne.
Idem , vert. . . * .
Idem, de Riga. . . .
Hêtre, de quai, moyenne
Aune
ote
Platane
Sycomore
Châtaignier vert. . . .
Frêne, d’un jeune arbre.
Idem, de quai, moyenne.
Frêne • .
Orme commun. . . .
Orme, wich, vert. . .
Acacia vert
Mahogany d'Espagne, sec.
Idem . de Honduras, sec.
Noyer vert
Peuplier d’Italie. . . .
Peuplier blanc. . . .
Saule
Rouleau
Cèdre du Liban, sec. .
iui
Sapin de Riga. . . .
Sapin de Mcmel. . . .
Sapin de Norwège, de
l.ongsound
LÛT
Sapin d’Ecosse. . . .
Idem
Sapin blanc de Christiania
Sapin blanc d’Amérique.
Sapin blanc d’Angleterre. Pin d’Amérique, de Wey-
moutli
Larix, échantillon choisi.
Idem, qualité moyenne.
Idem, bois très-jeune. .
Les nombres de la dernière colonne, multipliés par 12651 , donneront les valeurs de la constante R déduites des données de chaque expérience, le mètre et le kilogramme étant les unités de longueur et de poids. Ces valeurs se trouveront calculées sans avoir égard à l’action du poids des pièces et à la courbure.
Le résultat moyen des expériences sur le bois de chêne donne R = 8 501 000k;
et le résultat moyen des expériences sur le bois de sapin donne
141. Expériences de M. George Buchanan [i], sur la flexion et la rupture du sapin ( Metnel fir). La distance entre les appuis est de 5 pieds anglais.
déchargée, reprend la ligne droite.
déchargée , reprend la ligne droite à ~ po. pré».
rompue.
comme ci-dessus, comme ci-dessus, rompue.
commence à rompre,
déchargée , reprend la ligne droiie.
déchargée, reprend la ligne droite à po. prés, rompue.
rompue.
rompue.
142. Les circonstances de la flexion et de la rupture des bois, telles que les allongements et accourcissements des fibres , et la situation tle la fibre invariable, ont été ÿtudiées dans des expériences faites par M. Ch. Dupin, mais qui n'ont pas encore été publiées. M. Barlow, dans l’ouvrage déjà cité, a donné quelques recherches sur cet objet. Elles apprennent que , quand un prisme en bois fléchit progressivement, les fibres situées sur la face concave
fi] The Edinburg philoaophical journal, tome XII, 1HS5.
s’accourcissent plus que les fibres situées sur la face convexe ne s’allongent. Le rapport de l’accourcissement des premières à l'allongement des secondes, égal à l’unité quand la flexion commence, croit progressivement jusqu’à devenir égal à 1,7 environ. La fibre invariable s’approche peu à peu de la face convexe. Dans les barreaux éprouvés par M. Ilarlovv, elle a été observée communément, lors de la rupture, aux j de la hauteur de la section , à compter de la face concave.
Ces effets sont mis en évidence par une expérience remarquable, imaginée par Duhamel. Elle consiste à scier transversalement une pièce de bois du côté de la face concave, et à remplir le trait de scie par une cale de bois dur. La force de la pièce augmente un peu quand le Irait de scie pénètre jusqu'au de l'épaisseur; elle est la même quand il pénètre jusqu’à moitié environ, et elle est peu diminuée quand il pénètre aux J de l'épaisseur. Cette expérience a été répétée par M. Barlow, avec les mêmes résultats.
Livre» avolr-dn-pold
Livres avoir-üu-poldi.
Le résultat moyen de ces expériences donne pour la valçur de la constante R qui convient au fer fondu
n =5! atooook,
le mètre et le kilogramme étant toujours les unités de longueur et de poids, jt] Trcalisc on the power of machines, paj;e96.
Kl
144. Résultats moyens des expériences faites au Creuzot, par Ramus [tl. Los barreaux ont 0",0812 d'équarrissage. Ils sont encastrés à une extrémité. Le poids qui cause la rupture a un bras de levier de 2",11.
FONTE MISE EN EXPÉRIENCE
CHARGE
qui
aOMTT.
Fonte Manche du Creuzot , I« fusion
Fonte grise du Creuzot, 1” fusion
Résultat moyen donné par des fontes grises de divers pays, 2* fusion. Fonte grise du Creuzot, 2" fusion
Kilogrammes.
On calcule la valeur de R résultant de ces observations, en observant que, P étant le poids placé à l’extrémité, n le poids de la pièce, a le bras de levier du poids P, on a, d'après les n°* 115, 121 et 124,
d’où
Cette formule, appliquée au résultat moyen des expériences sur les fontes grises, donne
ft'=23 4G0 000 k;
mais cette valeur est un peu incertaine, parce que les expériences ne sont pas décrites avec assez de précision, pour que l’on soit assuré que la longueur du bras de levier est évaluée exactement, et parce qu’on néglige l’effet de la courbure de la pièce.
fi] La Sidérotechnie, par M. llasscnfralz. tome 1, page 47.
145. Résultats de diverses expériences faites à l’École des ponls et chaussées, et rapportées par M-Gauthey [1].
EQUARRISSAGE
de*
PIEGES
INTERVALLE
des
APPUIS
CHARGE
au
aînée qui roui t.
NOMBRE
proportionnel
A LA RÉSISTANCE
Mtlrc.
■être.
Kilogramme».
Les nombres de la dernière colonne, multipliés par 1 500 000, donneront les valeurs de la constante R: la valeur moyenne déduite de ces expériences est
146. Expériences faites par M. Rondelet w. Les barreaux ont un pouce d’équarrissage.
Livre
Ligne*.
Fonte grise
Idem
Fonte douce. .....
Idem
Idem
Idem .
Fonte grise
Idem. .......
Fonte douce
Idem
(i | Traité de la construction des pouls, tome U, page 150. [*î Art de bâtir, lome IV, page 514.
On déduit du résultat moyen des expériences sur la fonte grise , pour la valeur qui convient à la constante R,
R = 17 973 ooo k.
Le résultat moyen des expériences sur la fonte douce donne, pour la valeur de la même constante,
147. Expériences faites par M. G. Rennie [î], sur des barreaux de fer fondu posés horizontalement sur deux appuis et chargés au milieu. L'aire de la section transversale de tous ces barreaux est un pouce quarré anglais, à l'exception des deux derniers.
INDICATION DES PIÈCES
POIDS
de»
H fcc ES.
DISTANCE
de*
Appris.
POIDS
produisant
Livre
Barre d’un pouce quarré
Idem
Moitié de cette barre
Barre d’un pouce quarré, posée diagonale-
meut
Moitié de cette barre
Barre de 2 pouces de hauteur sur -J pouce
de largeur
Moitié de relie barre
Barre de 3 pouces de hauteur sur A pouce
de largeur
Moitié de celle barre
Barre de 4 pouces de hauteur sur a pouce
de largeur
Prisme équilatéral, un angle en haut. . .
it
Idem } un angle en bas
Moitié de la première barre
Moitié de la seconde
Barre profilée suivant la- forme d'un x.
contenu dans un quarré de 2 pouces de
Barre profilée en demi-ellipse, contenue
dans un rectangle de 4 poucesde hauteur
sur J pouce de largeur
Idem, profilée en demi-parabole, le som-
met en bas
D’après d’autres expériences sur des barreaux encastres horizontalement à une extrémité, et chargés à l’autre extrémité d’un poids suspendu à 2 pieds
[il Philosophical Iransaclions, 1818; ou Annales de chimie etde physique, septembre 1818.
R pouces du point d'appui , la charge qui cause la rupture est pour une
barre d'un pouce qttarré 280 I|T- «--«io-pom»-
une barre de 2 pouces sur f pouce 539
Le résultat obtenu sur la barre à base quarrée posée diagonalcment, est conforme au rapport indiqué n" 117. La valeur moyenne de la constante R donnée par les expériences sur des barres à base quarrée ou rectangulaire, est
148. Le tableau suivant contient les résultats de quelques nouvelles expériences, publiées par M. Trcdgold sur des barres de fer fondu maintenues horizontalement par une extrémité, et chargées à l’autre extrémité [il. Les poids qui causaient la rupture avaient un bras de levier de 2 pieds anglais-
LARGEUR
ÉPAISSEUR
CHARGE
INDICATION DES PIÈCES
de*
des
qui
ri te es.
N te ES.
ROMPT
Pouce.
Livres.
Vieux fer de Park
Fer d’Adelphi
Fer d’Alfrclon
Pi£ce provenant de vieilles fontes. . . . Mélange de vieux fer de Park, et de bonne
vieille fonte , en parties égales. . . . Mélange de fer avec de cuivre. . . .
Les cinq premières expériences donnent moyennement pour le fer fondu
10 Ptaclical estay ou Ihr ulrenglh of ra»t iron, 2* édition, par, es 80 et suivantes.
149. Expériences de M- George Buchanan sur des barreaux de fer fondu posés horizontalement et chargés au milieu [il. La distance des supports était de 52 pouces anglais-
déchargé , revint à la ligne droite, à 7'5 pouce pré», rompu.
déchargé, revint à la ligne droite, à pouce prés, rompu.
On peut juger, d’après ccs résultats, que la résistance du fer fondu à la rupture est environ cinq fois plus grande que celle du bois de chêne.
On n’a pas d’expériences concluantes sur la résistance du fer forgé à la rupture produite par un effort exercé perpendiculairement à la longueur des pièces.
CHARGE
FLECHE
LARGEUR
HAUTEUR
au
de
MILIEU
COURBURE
Pouces anglais.
Pouce anglais.
Livres
avolr-du-polüs.
Pouce anglais.
nolluvs sut LES THÉORIES DE LA RESISTANCE A LA Rl'PTL'RE PROPOSÉES PAR GALILÉE , ET PAR HARIOTTE ET LtlDRITZ.
150. La première consistait à placer l’axe horizontal d’équilibre au point inférieur de la section de rupture, (Fig. Il), et à considérer la force intérieure développée en chaque point de cette section comme constante pour tous les points. Nommant R la résistance pour l’unité de surface ; b la largeur de la section 5
f,u, f,u, les valeurs pm, pn de l’ordonnée du contour de la section qui répondent à une même abscisse u; c la hauteur de la section ; on avait ainsi
île. V,
[i] Tlic Edinburg philotophical journal, tome XII, 1823.
pour l’expression du moment delà résistance h la rupture. Celte expression, dans le cas où la section est un rectangle dont les côtés sont b, c, devient
La théorie attribuée communément à Mariotte et à Léibnitz consistait à placer également l’axe horizontal d’équilibre au point inférieur de la seétion, et à supposer la force intérieure développée en chaque point proportionnelle à la distance de ce point à l’axe d’équilibre. Le moment de la résistance à la rupture était alors
— J du / dv.c2.
IV O «./ f | U
11 devenait, dans le cas du rectangle,
bc 2 K — .
REHARQEE SER LA THÉORIE DE LA RESISTANCE A LA REPU RE
151. La théorie présentée dans les n'” 112 et suivants est fondée sur l’hypothèse que les fibres longitudinales , à l'instant de la rupture , offrent des résistances proportionnelles aux extensions et contractions de ces fibres, et qui sont égales pour des extensions cl contractions égales. La situation de l'axe d’équilibre contenant les fibres invariables est déterminée par la condition énoncée n'” 77 et 78, en sorte que cet axe est au milieu de la hauteur de la section, quand la section peut être partagée dans sa hauteur en deux parties symétriques, comme cela a lieu pour le rectangle et le cercle.
Si cette hypothèse était exactement conforme aux effets naturels, les valeurs de la constante R déduites, au moyen des formules précédentes, des expériences sur la rupture rapportées dans les n“‘ 94 et suivants, ne différeraient point des résultats obtenus par les expériences directes sur la rupture des corps produite par extension ou par écrasement. Lorsque cet accord n'a pas lien, on doit l'attribuer à ce que les fibres des corps n’opposant pas, quand la rupture vient à s’opérer, des résistances égales à l’extension et à la compression. l’axe d'équilibre change de situation, en sorte que les expressions du moment de rupture ne s'accordent pas avec l’état du solide.
On doit remarquer toutefois, 1" que les principaux résullatsobtcnus précédemment n’en sont pas moins vrais: en sorte que les résistances des bases rectangulaires sont toujours proportionnelles à la largeur et au quarré de
l’épaisseur, et que les résistances des bases de fleures semblables le sont toujours au cube des dimensions homologues. Les rapports seuls des résistances pour les bases île diverses figures sont changés. 2” Dans les applications, on n’est point dans le cas de calculer les résistances respectives des corps en les considérant dans l’état ipii précède la rupture : on les considère au contraire, comme on le verra dans la suite, lorsqu’ils n’ont pu prendre encore qu’une légère flexion , qui n'en a point altéré l’élasticité ; et les résultats précédents conviennent alors sensiblement à la manière dont la résistance s’exerce-
lit LA KU'TUtE D’C» SOUDE riUSHATlQlE D’rSE PETITE LOXGl'KLR.
152. Les notions précédentes, comme on l’a remarqué n° 79, ne peuvent être appliquées avec exactitude qu'autant que la longueur du solide prismatique est beaucoup plus grande que les dimensions de sa section transversale. C’est effectivement ce qui a lieu dans les cas qui se présentent le plus fréquemment dans les constructions et dont la considération est la plus importante. A l’égard des cas où la longueur du solide surpasse peu les dimensions de la section transversale, ou même est plus petite que ces dimensions, comme ils n’ont pas été suffisamment étudiés par l’expérience, on se bornera à présenter à ce sujet quelques aperçus.
Considérons le solide AM (Fig. 9) encastré horizontalement à une extrémité, et supposons d’abord que le fil auquel est suspendu le poids. P soit placé dans le plan de la section A, c’est-à-dire contre la face verticale du corps dans lequel l’extrémité du solide AM est encastrée. L'action du poids P ne tendra pas alors à faire fléchir la portion AM du solide ; mais elle tendra à séparer cette portion de celle qui est encastrée, et avant que cette séparation ne s’opère les fibres qui unissent les parties prêtes à se disjoindre se seront allongées d’une certaine quantité. Il est naturel d’admettre que l’effort nécessaire pour produire cet allongement est proportionnel 1°à l’aire de la section transversale du solide, 2” à la grandeur de l’allongement dont il s’agit. Par conséquent, si la section transversale est un rectangle dont!» représente le côté horizontal et c le côté vertical; et si nous désignons par S l'allongement dans le sens vertical (supposé très-petit) des parties du solide placées dans la section transversale A;
D un coefficient constant spécifique représentant la résistance du corps à un glissement d’une partie sur l’autre dans le plan de la section transversale ;
l'effort dont il s’agit sera représenté par Ds.ôe. Nous écrirons donc ici pour équation d’équilibre
P = DS.ic;
et nous concevrons que la rupture aura lieu lorsque l'allongement s aura pris
une valeur telle qu’il entraîne la disjonction des deux parties du corps. Le poids qui causerait la rupture serait donc proportionnel à l'aire de la section transversale.
153. Revenons maintenant à la considération du solide dont la partie à Gauche du point A est encastrée fixement, mais dont la partie à droite de ce point est libre, et sollicitée à son extrémité M par le poids P. D'après les remarques faites dans le n° 77, l’équilibre de la partie AM exice que les forces intérieures développées dans la section transversale A par l'action du poids P aient des composantes verticales dont la somme soit égale à ce poids; et il faut de plus que les composantes horizontales de ces mêmes forces fassent équilibre au poids P autour de l’axe horizontal correspondant aux fibres dont la longueur ne varie pas. Nous avons considéré jusqu’ici ce dernier équilibre seul : mais dans le cas dont il s’agit il devient nécessaire de considérer également l’équilibre des forces verticales. Supposant donc ces forces verticales développées dans la section d’une manière conforme à ce qui a été expliqué ci-dessus (ce qui ne peut être bien éloigné de la vérité, surtout lorsque la lougueur du solide est fort petite), nous écrirons d’abord l'équation
P = DS.éc.
Et quant à l'équilibre de rotation, si nous représentons par ? le rayon du cercle oscillateur de la courbe affectée par l'axe longitudinal du solide au point À, nous aurons, conformément à ce qu’on a vu dans l’article précédent, pour exprimer cet équilibre, l’équation
E bc’
Pn= ,
0 lï
a désignant toujours la longueur AM, et E ayant la signification indiquée
Lorsque le solide supportera sans rompre l'action du poids P, nous regarderons l'équilibre qui s’établit dans la section transversale A comme étant exprimé par ces deux équations. Si la longueur du solide était presque nulle, on considérerait seulement la première. Si cette longueur était fort grande, on considérerait seulement la seconde. Dans les cas intermédiaires on les considérera toutes deux, et elles donneront respectivement les valeurs des quantités s et ? exprimant respectivement le degré d’allongement des parties dans le sens vertical, et le degré de flexion qui ont lieu au point d’encastrement A.
154. A l'égard de la rupture on remarquera que, conformément aux notions présentées dans le n° 112, nous la regardons comme étant déterminée par un certain degré d’extension acquis par les parties du corps qui se trou-
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vent le plus fortement tendues. Or. il est visible qu’en supposant ici l’état d’équilibre de la section A conforme aux notions précédentes, les parties placées h la face supérieure du solide dans cette section se seront allongées par l’effet de l'abaissement vertical delà partie AM et de la flexion de cette partie, d’une fraction de leur longueur exprimée par :
ou en mettant pour S et M leurs valeurs tirées des équations précédentes,
LVU™.
bc D2 E2c2
Or la grandeur de cet allongement étant le terme qui détermine la rupture, il s'en suit que le poids qui peut rompre le solide est proportionnel à l’expression.
bc
Celte formule satisfait aux cas extrêmes : si la longueur du solide est fort
petite, on négligera le terme affecté du rapport — , et la résistance à la rup-
turc sera proportionnelle à bc; si cette longueur est fort grande par rapport
à la hauteur e, on négligera au contraire le terme — , et la résistance sera bc* Dî
proportionnelle à — , comme l'indique dans ce cas l’expérience. Il est vrai-
semblable que, dans les cas intermédiaires, la formule dont il s'agit s’éloignera peu des effets naturels, lorsqu'on déterminera les eoefïiciens constants 1 56
— et — de manière à satisfaire à des résultats obtenus directement par l’ex-
péricnce.
155. Lorsqu’au lieu d’une pièce encastrée par une extrémité on considérera une pièce posée horizontalement sur deux appuis et chargée au milieu (Fig. 10), les mêmes considérations pourront être appliquées, en concevant que» désigne la moitié delà distance des appuis, et P la moitié du poids placé au milieu de la pièce.
ARTICLE V
Dlî la RÉSISTA .MCE D'IUi COIU'3 PRISMATIQUE A I.A TORSION.
156. On peut essayer de former la théorie de ce genre de résistance au moyen de considérations analogues à celles qui ont été employées pour la résistance à la flexion.
Soit (Fig. 12) un solide prismatique encastré horizontalement à l’une des extrémités. Supposons qu’une force P agisse à l'autre extrémité avec le bras de levier lie pour tordre le solide autour de l’axe Ce; imaginons que par l'effet de la torsion, un diamètre bb de la section extrême, sur laquelle agit la force P, se soit transporté en b' b'. Le diamètre correspondant AA de l’extrémité encastrée n’aura subi aucun déplacement; et on doit concevoir que tous les diamètres des sections intermédiaires, tels que dd, se sont déplacés proportionnellement à leur distance Ce de l’extrémité encastrée. Par l’effet de ces déplacements, les molécules qui, dans deux sections transversales consécutives, étaient avant la torsion vis-à-vis les unes des autres, ont été éloignées l'une de l’autre d’une quantité proportionnelle, 1° à la distance de ces molécules à l’axe Ce; 2° à la différence des angles parcourus par chaque diamètre dans deux sections transversales consécutives , différence proportionnelle à l’angle beb', et réciproque à la longueur Ce du solide. On peut supposer, la torsion étant censée très-petite, que les résistances naissant des déplacements relatifs sont proportionnelles à ces déplacements. Le moment de la résistance qui a lieu dans une section quelconque du solide, doit d’ailleurs être égal au moment du poids P. Considérons une section transversale quelconque et nommons
a la longueur du solide, depuis la section fixe AA jusqu’à la section bb où agit la force P;
a l’angle beb' décrit par les diamètres de celte section extrême, angle qui est supposé fort petit ;
r la distance d’un point quelconque d’une section transversale au centre c de cette section ;
v l’angle de la ligne r avec un diamètre de la même section:
r =/■(?) l'équation do la courbe qui forme le contour de la section;
R le bras de levier Bc avec lequel la force P agit pour produire la torsion;
G un poids constant pour chaque espèce de corps, représentant la résistance spécifique à la torsion.
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L’élément de l’aire de la section transversale placé à l’extrémité du rayon r étant d?dr- r, on aura
G - dtfdr.r* a
pour la résistance provenant de la torsion qui a lieu dans cet élément; et pour exprimer l'équilibre entre le moment de la force P, et la somme des moments des résistances semblables,
ou
PR:= — / d<f f dr.t *,
ce /«r l’R=— / a J o
iW(<p>]4.
157. La section transversale étant un cercle dont r est le rayon, on a /'(v)=r, et la formule précédente donne
. C9 H xr* 8 P 2a H
PR = — . 2r — = G , d’OÙ 0 = — . .
a 4 2a G xr*
158. La section transversale étant un quarré dont le côté est b (Fig. 13), on doit chercher à part l’expression de la résistance à la torsion de l’un des
huit triangles égaux à ADC. L’équation de AB est r= , On a
2 cos. y
d’ailleurs «
S* 1 1 sin. <f 2 sin.i?
J cos.4® 3 cos.3® 3 cos.®
et par conséquent
o eus.4? 3
Ainsi le moment de la résistance du triangle ABC est
GO 4 a 4.10 5
et par conséquent l’on a pour le moment de la résistance du quarré
PR = G
■fia
d’où
P Ooll G b1
Le moment de la résistance du quarré est à celui du cercle inscrit dans le
rapport de 1 à — .
159. Quant an cas d’une section rectangulaire , des recherches fondées sur des notions que nous ne pouvons exposer ont montré que l’hypothèse précédente, qui consiste à supposer les résistances qui ont lieu dans chaque élément de la section transversale proportionnelles aux distances de ces éléments au centre de cette section, n’était pas ici exactement conforme aux effets naturels. On doit employer dans ce cas une méthode plus exacte, d'après laquelle on trouve pour l'expression du moment de résistance à la torsion d’une pièce rectangulaire homogène dont b, c représentent la largeur et l’épaisseur m,
d'où
P 8(A,+cI)aR
[i] Celle expression a été donnée parM. Cauchy, Exercices lie mathématiques, 4' année, page 59.
Les équations différentielles qui expriment les conditions de l'équilibre et du mouvement des corps solides, et qui sont la hase des recherches dont il s’agit, ont été données en premier lieu par l'auteur, |iour le cas d'un corps homogène, dans un mémoire présenté en 1821 h l’Académie des sciences, et imprimé dans le tome Vit' de scs Mémoires. Celte matière a été depuis le sujet de recherches très-étendues, qui sont contenues principalement dans un mémoire de MM. Lamé et Clapcyron, présenté h l'Académie des sciences en 1828 , et imprimé dans le journal de mathématiques de M. Crellc, dans un mémoire de M. Poisson imprimé dans le tome VHP des Mémoires de l’Académie, et dans les Exercices de mathématiques de M. Cauchy.
Nous remarquerons que toutes les formules présentées dans les articles précédents sont conformes aux résultats qui ont été obtenus au moyen de ces recherches nouvelles. Les corps étant homogènes, et l'effort dfi h la pression atmosphérique pouvant être négligé par rapjiort aux efforts auxquels ces corps sont exposés, on trouvera pourra constante désignée dans le n" 77 par E la même valeur numérique, soit que l’on cherche à la déterminer par des expériences directes faites en tirant une pièce prismatique dans le sens de PS
sa longueur (auquel'cas on a E = — , P désignant le poids qui tend la pièce, ü l’aire de la
section transversale, S l'allongement divisé par la longueur primitive); soit qu'on détermine celte constante E en faisant fléchir transversalement une pièce rectangulaire ou circulaire, conformément à, ce qui a été dit dans les n™ 91 et suivants.
Quant à la constante G qui entre dans les formules relatives à la torsion, elle est (en supposant toujours les corps homogènes et négligeant l’effet de la pression atmosphérique qui
s'exerce à leur surface) liée à la constante E par la relation G = — .
ICO. Les résultats des n“ précédents serviront à calculer l'angle de torsion affecté par un corps prismatique sous un effort donné, lorsque la valeur de la constante G aura été déterminée par des expériences préliminaires Ces expenences consistent à observer simultanément l'angle de torsion d'un corps, le poids qui produit la torsion, et le bras de levier au bout duquel agit ce poids. La valeur de G se calcule par les formules des n“ 156 et suivants [1], qui donnent, si le corps est rond,
Soit
si le corps est quarré,
trrfO
cl s'il est rectangulaire,
GoR
3(b3-+-fJ) nlî
ffle*. 0
RÉSISTANCE DC FER FORCÉ A IA TORSION
ICI. Le tableau suivant contient les résultats des expériences faites par M. Doleau, sur la résistance du fer forgé à la torsion [s]. Le poids qui produit la torsion est 10 kilogrammes, et le bras de levier de ce poids est 0"', 52.
[1] Il est sans doute superflu de remarquer que, dans toutes ces formules, on doit mettre pour 6 te nombre exprimant la longueur de l'arc correspondant à l'angle de torsion dans le cercle dont le rayon est l'unité. Par conséquent si l'angle dont il s'agit est exprimé
en degrés, il faut multiplier le nombre de degrés par - lorsque ce sont des degrés sexagé-
simaux; et par — lorsque ce sont des degrés centésimaux.
M Essai théorique et expérimental sur la résistance du fer forgé, page 49.
TORSION
NOMBRES
pruponlomarli A U
RESISTANCE
Mètres.
Mètre.
Diamètre.
Degré* sexag.
Fer rond du Périgord. .
Idem
Fer rond anglais , marqué
Dow lais
Fer rond de PArriège. .
Itlem
Fer rond du Périgord. .
Idem
mBEXZB 1
Fer rond anglais. . . .
Fer rond du Périgord. .
Idem
Idem
Fer rond de l'Arriégc. .
Fer quarré anglais, mar-
Cètès.
qué C 2
Idem
Fer quarré du Périgord. .
Idem
Fer plat auglaD. . . .
Idem
Fer plat du Périgord. . .
Fer plat anglais, marqué B.
Les nombres de la dernière colonne , déduils des expériences sur les fers ronds, étant multipliés par 585 600 000, donneront les valeurs de la constantcG fournies par chaque expérience, le mètre et le kilogramme étant les unités de longueur et de poids. La valeur moyenne de ces nombres est 11,35 ; et la valeur correspondante de G est
Les nombres de la dernière colonne , déduits des expériences sur les fers quarrés, doivent être multipliés par 345770 000 pour donner les valeurs dç G. La valeur moyenne de ces nombres est 16,03, et la valeur correspondante de G est
La différence des deux résultats tient sans doute en grande partie à la diversité des qualités des fers [t].
RESISTANCE DE DIVERSES SUBSTANCE* A LA TORSION
162. Expériences sur la résistance que diverses substances opposent à la torsion, faites par M. Savart [s]. Les efforts qui opéraient la torsion, dont les valeurs sont données ci-dessous, étaient toujours exercés à une distance de l'axe de la pièce égale à 0", 111. L’arc de cercle sur lequel les angles de torsion étaient mesurés était divisé en degrés décimaux, en
sorte que la torsion de 1° répond à un arc égal à .
Les expériences ayant montré 1° que les arcs de torsion étaient exactement proportionnels aux efforts exercés (dans les limites telles que la pièce revint à sa figure primitive quand l'action avait cessé); 2" que les arcs de torsion étaient, à effort égal , exactement proportionnels aux longueurs des pièces, on n’a rapporté ici que les résultats moyens des observations destinées à vérifier ces deux propositions.
[i] D’après ce qui a été dit it la fin de la note [i], page 92, en adoptant pour la constante Eia valeur 20 000 000 000 1 (conformément au n” 102), la valeur de la constante G devrait être les | de ce nombre, ou 8000000000 k. Ce résultat est d’ailleurs fondé sur la supposition de l’homogénéité du fer, c'est-à-dire d’une résistance égale dans tous les sens. Les expériences de M. Duleau sur la torsion conduisent à attribuer à la constante G une moindre valeur : nous ne déciderons point si cette discordance doit être attribuée aux différences de qualité des fers, au défaut d’homogénéité, ou à la manière dont les observations ont été faites.
[j] Annales de chimie et de physique, août 1829.
SECTION TRANSVERSALE
des
rfiODlllSAMT
fl È C ES.
une
TORSION DE l®.
Les dimensions sont exprimées en millimétrés.
Métré.
kilogramme.
Plaire.
Rectangle.
27,1 sur
17,21 sur
Chêne.
Rectangle.
40, 03 sur
23,32 sur
90 sur
90 sur
90 sur
Acier fondu.
Ouarré. . .
5,72 de côté. .
tiré à l.i filière.
Cuivre laminé,
Rectangle. . .
31,87 sur
tiré à la filière.
Cercle, diamètre
Ouarré, côté.
Triangle équilatéral, côté.
Laiton .
Cercle, diamètre. . . .
tiré A la filière.
Rectangle.
3,50 sur
Ouarré, côté. .
Verre à vitre.
Rectangle.
54,4 sur
Rectangle.
25,40 sur
La première observation sur l’acier donne pour la constante G la valeur G =6275100000k,et la seconde la valeur G= 5 490 000000k.Ces expériences confirment d’ailleurs l’exactitude des formules données n"‘ 157 et suivants.
165. On trouve encore quelques expériences sur la torsion publiées par M. Bcvan dans les Philosophical transactions , 1829, I" partie.
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ARTICLE VI
)>F. LA RÉSISTANCE Il’PN CORPS PRISMATIQUE A LA RUPTURE CAUSÉE PAR LA TORSION.
164. La torsion d’un solide en cause la rupture quand les molécules qui se trouvent le plus éloignées les unes des autres ne peuvent l’étre davantage sans se désunir. En supposant qu’à l’instant où la rupture a lieu, les résistances des éléments du solide ont encore entre elles les rapports admis dans le n" 15G, on formera comme il suit l’evpression du moment de la résistance à la rupture. Conservant les dénominations du n“ 156, et appelant r la plus grande valeur de r dans la section transversale du solide :
T un poids exprimant la résistance à la torsion, rapportée à l’unité de surface , à l’instant où la rupture a lieu ;
Tr
— sera la résistance à la torsion, à l’instant de la rupture, pour les points
des sections transversales situées à la distance r de l’axe du solide. On aura
— . dtp. dr. r7
pour la résistance d’un élément de la section transversale: et pour l’équation d’équilibre,
<tr. t*=— / rfç.jtA?)]4r'J o
En comparant cette expression de PR à celle du n" 156, on reconnaît que les valeurs du moment de la résistance à la rupture se déduiront des valeurs
Ge
trouvées dans les n°‘ 157 et suivants, en écrivant T au lieu de — , et divisant
par ■/*'.
165. Quand la section transversale est un cercle, la valeur du moment de la résistance à la rupture est donc
ir r5
166. Quand la section transversale est un quarré, b étant le côté,
la même valeur est
Les moments des résistances, pour le quarré et le cercle qui lui est inscrit, sont dans le rapport de 1 à —— .
167. A l’égard d’une section rectangulaire, il résulte des recherches dont il a été question n" 159 qu’en désignant par b et c les cotés de la section, on a pour l’expression du moment qui cause la rupture par torsion [il
rri = T — — .
168. La longueur d’un solide entre les deux extrémités n’influe point sur la résistance à la rupture causée par la torsion ; seulement , plus le solide est long, et plus l’angle dont on l’aura tordu pour le rompre sera grand. Les formules précédentes serviront à calculer les efforts nécessaires pour opérer la rupture d’un solide prismatique, lorsque la valeur de la constante T aura été déterminée par l’observation. Cette valeur se conclura des données de chaque expérience, si le corps est rond, par la formule
icr5
P représentant le poids qui opère la torsion , R le bras de levier de ce poids , et r le rayon du cylindre tordu : et si le corps est quarré ou rectangulaire, par les formules
fi R 5R|/ïï+ëî
[ij Celte formule n’a pas été donnée par M. Cauchy, mais on peut la déduire de l'analyse qu'il a employée pour traiter le cas d’une verge rectangulaire sollicitée à se lordre. Les formules que l’on présente ici pour le cas d’une pièce a base circulaire et quarrée sont entièrement exactes.
Nous concevons dans tous les cas la rupture déterminée parce qu’un élément linéaire du corps a reçu un degré d’extension ou de compression plus grand que la nature du corps ne le comporte, et par suite duquel il y a disjonction ou écrasement. D'après celte notion, et en supposant toujours les corps homogènes et résistant également dans tous les sens, il existe nécessairement une relation déterminée entre la constante désignée ici par T et la
constante désignée par R dans les n™ 113 et suivants; cette relation estT = — . Mais on
ne peut s’attendre à ce que les relations de celte nature soient toujours vérifiées par les expériences, soit il raison du défaut d’homogénéité des corps, soit parce qu'à l'instant de la rupture les actions intérieures ne sont pas telles qu'on l’a supposé dans les solutions analytiques, solutions qui sont essentiellement fondées sur la supposition que le changement de figure est très-petit.
b et c étant les côtés de la section transversale. On va exposer les expériences dont la valeur de la constante T peut être déduite.
RÉSISTANCE »r TER FOADC A LA Rl'PTCRE CAUSÉE PAR LA TORSION.
169. D'après un résultat rapporté par M. Banks, comme offrant une moyenne entre plusieurs expériences [j] ; une barre de fer fondu, de 1 pouce anglais d'équarrissage, est rompue par un poids de 631 livres avoir-du-poids, dont le bras de levier est de 2 pieds anglais.
La valeur de T conclue de ce résultat par la seconde des deux formules du n* précédent est
T = 45 0C0 OOOé,
le mètre et le kilogramme étant les unités de longueur et de poids.
170. Le tableau suivant contient les résultats des expériences faites par M. Dunlop, à Glasgow [al, sur des barres cylindriques. Les poids agissaient avec un bras de levier de 14 pieds 2 pouces anglais.
LONGUEUR
«les
rifccE».
DIAMETRE
POIDS
PBODUSAVT LA ItPUBK.
Poiirct anglais.
Pmires anglais.
Livres avolr-dti-polds.
ar»o
La valeur moyenne de T , conclue des données de ces expériences , est
171. On trouvera dans le tableau suivant les résultats des expériences sur [i] On the poteer of machines.
fî] Vr Thomson 's annals of philoxophy, tome XIII, page 200.
la torsion (lu fer fondu et (le divers autres métaux, faites par M. G. Rennie Ul. Les poids agissaient à l’extrémité d un bras de levier de 2 pieds anglais.
INDICATION
DSS
Livre*. Once
Fer coulé horizontalement
Fer coulé verticalement
Fer coulé horizontalement
Idem
Idem
Fer coulé verticalement
Idem
Idem
Idem
Fer coulé horizontalement
Idem
EM
Idem
Acier
Fer forgé d'Angleterre
t Fer forgé de Suède
Métal de canon dur
Fonte jaune fine
Cuivre coulé
| Plomb
Le résultat moyen des expériences sur le fer fondu donne pour la valeur de la constante T,
T = 41 SCO 000.
172. Le tableau suivant contient les résultats des expériences faites par MM. Bramah, sur des barreaux quarrés de fer fondu, encastrés fixement à
li] Philosopliical transactions, 1818 ; ou Annales de chimie cl de physique, septembre 1818.
une extrémité , et tordus par des poids agissant avec un bras de levier de 3 pieds anglais m.
INDICATION DES PIÈCES
LONGUEUR
des
ntcRs.
Idem
La valeur moyenne de la constante T, donnée par les expériences 3, 4 , 6 et 7, est T = 25 800 000\
ARTICLE Y H
DES PLUS GRANDS EFFORTS AUXQUELS LES MATÉRIAUX EMPLOYÉS DANS LES CONSTRUCTIONS PEUVENT ÊTRE EXPOSÉS AVEC SÉCURITÉ.
175. Les notions présentées dans les articles précédents font connaître les lois de la flexion et de la rupture des corps , c’est-à-dire les degrés de courbure et de torsion qu’un solide prismatique affecte sous un effort donné, et l’effort nécessaire pour rompre ce solide. Ces notions ne suffisent point pour mettre à même de régler les dimensions des pièces employées dans les constructions. Il faut en effet que l’on puisse être assuré, non seulement que les forces agissant sur chaque pièce n'en causeront point immédiatement la rup-
f il l'ractical Ettay on lltc ilrength of van! iron, page 07.
loi LEÇONS SUR L’APPLICATION
turc; mais même que l’action permanente, ou fréquemment répétée, de ces forces, ne produira point dans les parties des édifices des altérations qui puissent faire avec le temps des progrès , et en amener la destruction. On doit, autant qu'il est possible, disposer les constructions de manière h n’y laisser d’autres causes de dépérissement que celles qui dépendent des altérations chimiques des corps, et s’efforcer de prévenir ces altérations par des procédés de conservation et d’entretien. Les déterminations dont il s’agit ne peuvent pas présenter une aussi grande précision que celles dont on s’est occupé précédemment. Nous allons exposer les principaux résultats que l’expérience a fournis sur ce sujet.
UE LA PIIKRE EXPOSÉE A L'ECRASE» EST
174. Les petits cubes de pierre soumis à l’expérience commencent à se fendiller sous des poids qui surpassent un peu la moitié de ceux qui sont marqués dans les tables comme ayant produit l’écrasement. Cet écrasement peut d’ailleurs être produit par une force moindre, lorsque l’action de cette force s’exerce pendant longtemps [t]. Nous insérons ici l’indication donnée par M. Rondelet [2] des pressions exercées sur une surface de 25 centimètres quarrés, dans les constructions regardées comme les plus hardies.
Piliers du dôme de Saint-Pierre de Rome. . . . 409 k“
Piliers du dôme de Saint-Paul de Londres. . . . 484
Piliers du dôme des Invalides 369
Piliers du dôme de Sainte-Geneviève 736
Colonnes de Saint-Paul hors des murs, à Rome. . 494
Piliers de la tour de l’église de Saint-Méry. . . . 735
Colonnes de l’église de Toussaint d’Angers [3). . 1107
175. D’après M. Perronet [4] , les assises supérieures des piles du pont de Ncuilly sont chargées d’un poids d’environ 20000 livres par pied quarré: et, suivant les expériences faites par Soufflot , le poids nécessaire pour écraser la pierre serait de 240 000 livres par pied quarré.
176. D’après MM. Telford et Nimmo [5], la pierre porte de 250 000 a 850 000 livres avoir-du-poids par pied quarré anglais, et la brique 300 000
[1] M. Rondelet, Art de bâtir, tome IV, page 131.
[3] Art de bâtir, tome IV, page 135.
[3] Elles sont construites avec une pierre calcaire d’un gris roussitre, coqiiilleuse et trèsdure. En cube de 5 centimètres de côté s'écrase sous 10040 kil.
[fl Mémoire sur la réduction de l'épaisseur des piles. Mémoires de l'Académie des sciences, 1777.
[s] The Edinburgh cyclopœdia, art. hridge.
livres. On leur fait porter dans les constructions le j, et au delà. Le pilier du centre de la salle du chapitre, à Elgin, fait .avec un tirés rouge, est chargé de plus de 40 000 livres par pied quarré, et a supporté en outre, pendant plusieurs siècles, un pesant comble couvert en plomb. La pression des voussoirs d’une arche peut être portée avec sécurité à 50 000 livres par pied quarré (610 kl1- pour une surface de 25 centimètres quarrés).
177. Les piliers qui soutiennent les chaînes du pont suspendu d’Argentat , construit en maçonnerie de moellon de schiste d’une dureté moyenne, ont été chargés lors de l’épreuve du pont de 4kU-, 5 par centimètre quarré. La charge permanente est 3 ku- , 78 [il.
178. D'après l’expérience des constructions, on ne doit pas exposer les pierres à une pression surpassant le ~ de celle qui produit l’écrasement dans les essais faits sur de petits cubes. Cette détermination ne donnerait même une entière sécurité, qu’autant que les pierres seraient taillées et posées de manière à être pressées bien également sur toute la surface des joints , et si, d'après leur qualité, elles n’étaient pas sujettes à se fendre et à s’éclater. Autrement il faudrait que l'effort fût moins considérable.
La charge doit être moindre encore lorsqu'il s’agit de colonnes ou de piliers, dont la hauteur est grande par rapport aux dimensions transversales, et qui sont exposés à de légers déversements dont l’effet est de porter l’action de cette charge sur les arêtes des parements. Voyez à ce sujet les expériences rapportées n° 8.
lïll DOIS EXPOSÉ A 1,’Éf.RASEMEM ET A L'EXTEXSIOS.
179. D’après les expériences rapportées n“‘ 12 et 15, 50 et 31 , les résistances opposées à l’écrasement et à l’extension par les fibres du bois sont très-différentes, la première n’étant pas la moitié de la seconde. Cette circonstance s’accorde avec la remarque du n” 142. La résistance à l’écrasement peut être évaluée à environ 4 k" pour chaque millimètre quarré de la section transversale , pour le bois de ehêne ou de sapin ; et la force de cohésion à environ 8 k"-. On ne doit point exposer les pièces employées dans les constructions à des pressions qui surpassent le ^ de celles qui causeraient l’écrasement. Cette règle peut servir à déterminer les dimensions et l’espacement des pieux de fondation : elle s'accorde avec les indications données par M. Perronet [»], et fondées sur l’expérience.
180. Dans le pont à arches en bois sur piles en pierre construit à Ivry sur
[i] Description du pont suspendu d'Argental. par M. Vivat, page 9.
[il Œuvres de Perronot, Mémoire sur les pieux et pilotis. Des pieux de 0m.S.i et de 0“,52 de diamètre ne doivent pas être chargés de plus de 23 000 kil. et 50 000 kil .
la Seine, par M. Emmery [i], aussi bien «pie dans les ponts du même fienre construits par l'auteur à Asniêre et à Argenteuil, les pièces courbes formant la partie principale des fermes supportent près des naissances, par l'effet seul du poids de la construction, une pression de 0k, 1 sur chaque millimètre quarré de la section transversale. Comme on sait que ces ponts s’affaissent généralement avant que les bois ne soient entièrement détériorés, il ne conviendrait pas d’exposer les pièces dont il s’agit à une charge plus grande.
Unesureharge accidentelle de 200 k par mètre quarré de la surface du plancher augmente la pression qui vient d’être indiquée de moitié en sus environ.
BU BOIS EXPOSÉ A LA FLEXIOS TRABSVERSALE.
181 . La limite de la charge à laquelle une pièce peut être exposée doit être déterminée par la condition que la flexion causée par celte charge, et les allongements et accourcissements des fibres longitudinales qui en résultent, ne soient point capables d'altérer la constitution physique du bois; en sorte que la pièce, étant déchargée, reprenne sa figure naturelle, et que la courbure de cette pièce n’augmente pas avec le temps. Il n'existe pas d’expériences spéciales qui fassent connaître avec certitude, pour le bois, la limite dont il s’agit.
D’après les résultats rapportés n" 134 et suivants, la valeur moyenne de la constante R, pour le bois de chêne, est à peu près R = 0 000 000 kl1-. L'expérience des constructions apprend que l’on ne doit pas faire supporter aux bois des charges qui surpassent le ~ de celles qui causeraient la rupture (s). Nous désignerons par R' le plus grand effort que l’on doive faire supporter aux fibres longitudinales d’un corps sur l’unité de surface. On aura donc, pour le bois de chêne, R' =000 000 ku-, On calculera, dans chaque cas, les plus grandes charges auxquelles une pièce puisse être exposée, en mettant la valeur de R' à la place de celle de R dans les formules des n'* 113 et suivants.
En supposant, conformément aux expériences rapportées n"‘ 95 et suivants, que l'on ait pour le bois de chêne E = 1 000 000 000 kM-, une charge de 000 000 kn-, produit dans les fibres une variation de longueur de 0,0006. Cette variation devrait donc être regardée comme la plus grande qu’il fût possible de produire sans altérer l’élasticité naturelle de ce bois. D’après M. Trcdgold [s], on peut faire supporter aux fibres du chêne un effort de 3960 livres par pouce quarré anglais ( 2 780 000kU- par mètre quarré) et uuc extension de
[i) Pont d'Ivry en bois sur piles en pierre, Paris, 1832.
Il) Voyez Rondelet, Art de hàllr, toine IV, page 83.
[s] Pi alical Essor on Ihe slrcnglh of casl iron, S* édition, page 279.
i^7= 0,002.3. Mais ccs résultats ne paraissent pas applicables aux constructions qui doivent durer longtemps.
La force du sapin jaune ou rouge est au moins égale à celle du chêne : celle du sapin blanc est un peu moindre.
DU f f il FORCÉ EXPOSÉ A é'EXTEXSIO.V.
182. Les expériences rapportées dans les n"1 38 et suivants apprennent que les barres de fer forgé, tirées dans le sens de la longueur, sont rompues par une force moyenne de 40ku- par millimètre quarré de la section transversale. D’après un examen attentif des résultats des expériences, et l’exemple des constructions, on ne doit par faire supporter à ces barres une charge permanente plus grande que 6 à 7 kilogrammes par millimètre quarré; et une charge totale, composée d’une partie permanente et d’une partie accidentelle, plus grande que 8 à 10 kilogrammes par millimètre quarré.
ne TER FORGÉ EXPOSÉ A IA Fl.ÉXIÜS TR A RÉ VERS A LE.
183. En supposant, conformément à ce qui vient d’étre dit, que la limite des flexions qu’on laissera prendre aux pièces est déterminée par la condition que l’extension des fibres soit due seulement à une charge de G klt- par millimètre quarré, on devra supposer, pour le forgé, R’ = 6 000 000 kl1- ( voyez cidessus, n° 181); et calculer les plus grandes charges à faire supporter aux pièces par les formules des n"' 113 et suivants, en mettant à la place de R cette valeur de R'.
On a, pour le forgé, E = 20 000 000 000 kl1 (n° 102) : par conséquent la charge de 6 000 000 kn- produit dans les fibres une variation de longueur de 0,0003, que l’on regarde ici comme la limite de celles que l’on peut produire sans altérer la constitution du fer. M. Duleau a donné l’expression du plus grand poids dont on puisse charger les pièces de fer, en prenant cette même limite 0,0003 [U. Celte fraction répond aux plus petites valeurs indiquées par les expériences de cet ingénieur, valeurs dont la moyenne est à peu près 0,00005. Ce dernier allongement serait produit par une charge de 13kl‘- par millimètre quarré, égale au j de celle qui causerait la rupture. D’après M. Trcdgold, le fer peut supporter sans altération une tension de 17800 livres avoirdu-poids par pouce quarré anglais ( 12 kU-, 5 par millimètre quarré), et une extension de tj— = 0,0007 1 [al-
[ij Essai théorique cl expérimental sur ta résistance du fer forgé, page 70.
fa] A P radical Essai on the strength ofeast trou, 2e édition, page 10 f. «
Dl' FER K) Mil' EXPOSÉ A l'ÊCRASEREXT ET A l.'EXTE VillIT.
181. Le fer fondu offre une grande résistance à l’écrasement, lorsque les |iièces sont trop courtes pour pouvoir plier. D’après les expériences rapportées dans les n” 18 et suivants, la force nécessaire pour produire l’écrasement est environ 100kn- par millimètre quarré. Il n'existe pas d’expériences d’après lesquelles on puisse apprécier exactement la limite des charges auxquelles les pièces peuvent être exposées dans les constructions; mais il est très- vraisemblable que ces charges peuvent être portées au quart de celles qui causeraient l'écrasement.
185. D’après les expériences citées dans les n" G2et suivants, la force de cohésion du fer fondu est de 13 ou 1 i kU par millimètre quarré. Cette force est beaucoup moindre que la résistance à l’écrasement. On peut également porter les charges dans les constructions au quart de celles qui produiraient la rupture. Mais des pièces de fer fondu employées de cette manière présenteraient peu de sécurité, si la construction était exposée à de fortes secousses.
Dl' FER FOR DU EXPOSÉ A LA FLEXION TRANSVERSALE.
186. D’après les expériences citées dans les n" 143 et suivants, la valeur de R qui convient à la fonte de bonne qualité est moyennement R =30 000000 k" On peut charger les pièces du quart du poids qui causerait la rupture, et supposer R = 7 500 000 kil-. Les plus grandes charges qu’il soit possible de donneraux pièces se calculeront par les formules des n“* 1 13 et suivants, dans lesquelles on remplacera R par cette valeur de R'.
En supposant que l’on ait, pour la fonte douce, conformément aux expériences citées n“ 109 et 110, E = 11 000 000 000 klL, une tension de 7 500 000 kH correspondra à un allongement de 0,000 68, allongement que l’on regarde ici comme la limite de ceux que l’on peut faire supporter au fer fondu sans en altérer la constitution. D’après M. Trcdgold U], cette limite est =0,000 83, et la plus grande tension que cette matière puisse supporter sans altération, et 15300 livres avoir-du-poids sur un pouce quarré anglais (10 k" , 7 par millimètre quarré).
[ij A pratical Essay on the tlrengih of casl iron , page loi.
DEUXIÈME SECTION
DE L'ÉQUILIBRE ET DE LA RÉSISTANCE DES MASSIFS FORMÉS DF. MATIÈRES ADHÉ- RENTES.— DE L’ÉTABLISSEMENT DES MERS DE REVÊTEMENT DES TERRES.
187. Les massifs, dans les constructions, sont formés par des terres, des sables, de la maçonnerie. Pour établir les lois de l'équilibre et de la résistance de ces massifs, on les regarde en premier lieu comme des masses homogènes, dont les parties adhèrent les unes aux autres, et n’ont pas plus de tendance à se séparer dans une direction que dans une autre. On examine ensuite ce qui doit arriver quand les massifs sont formés de matériaux taillés régulièrement, et posés par assises.
ARTICLE PREMIER
DE l’eQLILIBRE d’un MASSIF COUPÉ LATÉRALEMENT.
188. Considérant un massif dont la surface supérieure est terminée par un plan horizontal CD (Fig. 14), et qui est coupé latéralement par un plan AC, on regarde ce corps comme devant se partager suivant une direction rectiligne inclinée quelconque AT, la partie ACT glissant sur AT. Il s’agit de déterminer l’inclinaison que doit avoir le talus AC, pour qu’il ne se fasse aucune disjonction dans le massif. On nommera
h la hauteur AE de la coupure faite dans le massif;
/«le rapport de la base à la hauteur du talus AC, ou la tangente de l'angle EAC ;
6 l'angle EAT ;
n le poids de l’unité de volume de la matière du massif;
1 la force, rapportée il l'unité de surface, nécessaire pour séparer deux portions du massif, en les faisant glisser l'une sur l’autre;
/' le rapport du frottement à la pression . pour deux portions du massif glissant l'une sur l’autre.
LEÇONS SUH L’APPLICATION On aura . pour le poids du prisme CAT,
II/j*
• (lang.6— »«);
pour la force qui tend à le faire glisser le long de AT,
II A
(lang. S— wi) cos. G;
cl pour la force qui s’oppose à ce glis^pment,
• (tang. 6 — »i)sin. S H — .
2 cos. 6
L'équation qui exprime l égalité de ces deux forces est
( (ang.,6 — »i) (1 — /'tang.S) = — (lH-lang.36),
et l’on en déduit
2^ I-f- Lang.2 6 f/i = tang. 6 . .
FI h I — f lang.6
189. Si l’on détermine la valeur de 6, qui rend cette expression un maximum, on connaîtra à la fois la plus petite valeur qu’il soit possible de donner à ni, et la direction suivant laquelle le massif se romprait, si l’on donnait à m une valeur un peu au-dessous de celle qui convient à l’équilibre.
Celte valeur de 6 est donnée par l’équation
et en la substituant dans l’expression de m du n° précédent, on a
— i — w ll/l\ll/l
pour la limite de l'inclinaison suivant laquelle le massif peut être coupé sans qu'il survienne d’éboulement.
Si l'on résout cette équation par rapport à h, on connaîtra la plus grande hauteur sur laquelle le massif peut se soutenir avec l'inclinaison m.
190. Si h est très-petite, eette formule donnera pour m une valeur négative; en sorte qu’on pourrait alors couper le massif, sans qu’il y eutéboulement, suivant un plan tracé à gauche de la verticale AE, et à plus forte raison suivant un plan vertical. En faisant
la formule précédente donnera /// = 0 : ainsi, sur la hauteur exprimée par cette formule, le massif tranché verticalement se maintiendra encore en équilibre. Mais, en donnant à h des valeurs plus grandes, on aura pour m des valeurs positives croissantes, jusqu’à une limite «pie l’on trouve en supposant h infinie , et qui est
Cette limite répond à l'inclinaison que la surface du massif prendrait d'ellcméme, en supposant la cohésion des parties détruites, et admettant qu’elles ne se maintiennent que par l’effet seul du frottement.
191. Si l’on suppose t=0, ou que les parties du massif n'aient entre elles aucune cohésion, on a
tang. 6= -, m — - ;
en sorte que le massif doit alors être coupé suivant l'angle du talus naturel.
Si l’on suppose f = 0, ou que la force unissant les deux parties du massif soit indépendante de la pression, et seulement proportionnelle à l’étendue des surfaces en contact, on a
ii a n’/i’-ifif»
tang. 6=— , i« = .
Stlf/i
192. L’expression de h du n" 190, en nommant - l’angle dont la tangente t
est — , peut s’écrire f ■
II. lang--; t
d’où
7 = j ü/i.tang. i t.
Elle représente la plus grande hauteur sur laquelle la masse puisse être
coupée verticalement, sans qu'il- survienne d’éboulement. Si -j=0, cette hau-
teur est nulle. Si f= 0, elle est égale à — .
La valeur (lu nombre f se connaît en observant le talus que prend la matière du massif quand la cohésion a été rompue : f est la tangente de l'angle que ce talus fait avec l’horizon , et T l’angle que ce talus fait avec la verticale. En observant ensuite la hauteur sur laquelle le massif peut être coupé verticalement, sans qu’il y ait éboulement, on connaîtra le poids f au moyen de l’équation précédente»
1915. Reprenant le calcul du n° 188, conservant les mêmes dénominations, et supposant la surface supérieure CD du massif (Fig. 15) chargée uniformément par des matières qui doivent se diviser suivant des plans verticaux correspondants aux extrémités supérieures T des plans de rupture ; nommant p la pression qui en résulte sur l’unité de surface du plan CD ; on aura pour la force qui tend opérer le glissement le long de AT,
(ph -t- Il AJ) (tarif; . 6 — m ) cos. 6;
pour celle qui tend à l’empécher
HAS) (tang.ê — m) sin.6-+-f .
cos. 6
En égalant ces deux quantités , il viendra
2'j(l-(-lang.26)
(tang. 6 — »n )(!—/' tang.6) = '■ ;
2p -*-IIA
et si l’on compare cette équation à cclle'du n° 188, on reconnaîtra que les formules trouvées dans le n“ 189 s’appliqueront au cas dont il s’agit , en y écrivant 2 /z -+- Il h à la place de n h.
ARTICLE II
DE L’KQlilI.IBRE d’üN MASSIF TERMINÉ PAR DEUX FACES LATÉRALES, DONT LA SURFACE SUPÉRIEURE EST CHARGÉE d’un POIDS.
194. On considérera, pour plus de simplicité , un massif compris entre deux plans verticaux parallèles (Fig. 16). Supposant que ce massif doit se rompre suivant la direction AT , on nommera h la hauteur AC du massif; n l’épaisseur AB ou CD;
a l’inclinaison sur l'horizon de la ligne de rupture AT ;
P un poids réparti uniformément sur la surface supérieure CD , pour l'unité de longueur du massif; n ,/el t auront les significations indiquées n" 188;
La force qui tend à produire le glissement de la partie supérieure du massif le long de AT est
I P-t-IIaA tang a Isin. a;
celle qui tend à empêcher ce glissement est
f II n1 A f a
f i P-t-IIoA tang.a ]cos.a-t .
V 2 / cos a
Si l'on égale ces deux expressions , on aura
( ItaJ
P -i- II n /i — tang. a j (tang. a — f)=i a( 1 -t- tang. *a),
d’où l'on déduit
lia1 l-t- tang. Jx
P-+-IIaA= tang. a-t-fd. .
2 tang. a — f
195. En faisant varier a, et déterminant la valeur minimum de P-t-IIn/t, on connaîtra en même temps la direction suivant laquelle le massif se romprait, si la charge surpassait un peu la valeur qui convient à l'équilibre, et la plus grande hauteur qu'il soit possible de donner à ce massif, ou le plus grand poids dont on puisse le charger.
La valeur de tang. * qui répond au minimum du second membre de l’équation précédente est
ton,
Pt en la substituant dans ce second membre, on trouve
P-t-Iln/i=/'[ hîfa
+l/2fa(IIol+2'ïO)(l+^)
pour l'expression de la plus grande valeur qu’il soit possible de donner à P+II a h, sans causer la rupture du massif.
196- Si l'on fait abstraction du poids de la partie supérieure ACDT du massif, ces formules deviennent
tang.a = f't-V' 1 P= 2f a (f+l/ 1 -vf »).
197. Si de plus on suppose /'=0, ou que la résistance au glissement soit indépendante de la pression, et proportionnelle à la surface de rupture, on a
tang.a=l, p=î*yfl,
résultats donnés par Coulomb [1]. La rupture tend alors à s’opérer suivant un plan incliné d'un demi-angle droit; la valeur de P est proportionnelle à l’épaisseur a du massif. Ces formules peuvent donner les lois de l’écrasement d’un prisme de pierre, par un effort exercé sur la face supérieure.
198. Les résultats précédents supposent la composition du massif homogène, comme le serait celle d’une masse de terre, de béton, ou de petits moellons posés irrégulièrement et unis avec du mortier. Dans ce dernier cas, on doit mettre dans les formules, pour /* et t , les valeurs qui conviennent à la matière du mortier. Mais si le massif est formé en pierres un peu grandes, taillées régulièrement, et posées par assises horizontales, la lézarde inclinée qui a lieu lors de la rupture devra se former dans les pierres mêmes ; el par conséquent les valeurs de /"et t devront être celles qui conviennent à la matière de ces pierres. On rend raison de cette manière de la plus grande solidité que l’on obtient en employant le mode de construction dont il s’agit.
ARTICLE III
DE LÉQriUBRF. d’|IN MASSIF EXPOSÉ A UN EFFORT EXERCE CONTRE FNE DES FACES I.ATÉRAI.F.S.
199. Considérons un massif ABDC (Fig. 17) compris entre deux faces parallèles, soumis à l'action d’une force horizontale appliquée en E. Cette force pourra rompre le massif, en faisant glisser la partie supérieure sur la partie inférieure, ou en renversant la première. Ces deux modes de rupture doivent être examinés à part.
. CAS OC LA RrPTl'RE RL' MASSIF S’OPÈRE PAR GLISSEMENT.
200- La rupture doit s’opérer suivant une direction inclinée quelconque ST dans la partie ABEF du massif, et il s’agit de déterminer la moindre valeur
[i] Mémoires dos savants vlranflers, 177".
qui puisse être attribuée à la force horizontale appliquée en E , avec la condition d’opérer cette rupture. On nommera
a l'épaisseur AB du massif;
H la hauteur AF ou BE du point d’application de la force horizontale ;
P le poids de la partie supérieure CDEF pour une unité de longueur du massif;
Q la valeur de la force horizontale appliquée en E pour une unité de longueur du massif;
i l’angle de la ligne de rupture EF avec l’horizon ;
h la distance SF ;
n le poids de l’unité de volume de la matière du massif;
y la force, rapportée à l’unité de surface, nécessaire pour séparer deux portions du massif, en les faisant glisser l’une sur l’autre;
f le rapport du frottement à la pression pour deux portions du massif glissant l'une sur l’autre;
* l’angle dont la tangente est f.
La force qui tend à produire le glissement sur ST est
Ocos. * + (P-t-Tl« A— jlla’lang. a) sin. a.
La force qui s’y oppose est
— fQ sin. j II fl2 tang. a) cos. 5t-4- y .
COS. a
En égalant ces deux expressions et tirant la valeur de Q, il vient
1 (2P + 2IlaA — lia1 lang. a) (f — tang. i) + 2to(I + lang. J a)
2 I -♦'/■tang. a
Cette expression représente la valeur qu’il faudrait attribuer à la force Q pour qu’il y eût équilibre entre les actions qui tendent à faire rompre le massif, et les résistances qui s’opposent à la rupture. Les quantités h et a sont indéterminées : on ne peut exposer le massif à une action horizontale surpassant la plus petite des valeurs que prendra Q dans l'équation (/J, quand on y fera varier dans le second membre h et a.
201. Si l’on avait -f = 0, il suffirait de prendre tang. a~f pour rendre nulle la valeur de Q. Ainsi lorsque la cohésion est nulle le massif ne peut supporter aucune action horizontale.
202. Nous remarquerons d’ailleurs que le terme qui contient h dans l’ex pression (/) sera positif ou négatif suivant que tang. a sera < ou > f. Par conséquent si l’inclinaison de la ligne de rupture ST sur l'horizon devait être supposée moindre que l’inclinaison du plan sur lequel les parties du massif se
tiendraient en équilibre par l’effet du frottement seul { inclinaison désignée par o et que l’on nomme ordinairement X angle du frottement), il faudrait prendre h le plus petite possible. Au contraire si l’inclinoison de la ligne de rupture sur l'horizon devait être supposée plus grande que l’angle du frottement., il faudrait prendre h le plus grande possible. On peut donc être obligé d’admettre que la ligne de rupture part du point E , ou bien du point A : ces deux cas doivent être considérés séparément. Quant à l'inclinaison qui doit être attribuée à cette ligne de rupture , on verra tout à l’heure comment elle doit être déterminée.
205. Admettons d’abord que la rupture s’opère suivant la ligne AU partant du point A. On fera h = H dans l’équation (/), et posant pour abréger
A = 2(/T n ll-4-Ta),
D=/Ilo> + 2P-i-}|loH,
C = Il a1 2 f a,
elle deviendra
1 A — B (.ing. a Clang. 1 a
2 1 -H f tang. a
Supposons la force de cohésion nulle, puis croissant progressivement à partir de zéro : il y aura d’abord des valeurs de tang. a qui rendront Q=0. Ces valeurs seront données par l’expression
tang. * =
B±l/B»-4AC
Si n’est pas assez grande pour que ces valeurs soient imaginaires, elles seront toutes deux positives , et toute valeur de tang. a comprise entre les valeurs dont il s’agit donnerait pour Q un résultat négatif. Par conséquent le massif ne peut supporter aucune action horizontale, à moins que les valeurs données par l’expression {n) ne soient imaginaires; ou à moins que, si elles
sont réelles, la plus petite de ces valeurs ne surpasse —, c’est-à-dire n’in-
dique une ligue de rupture située au-dessns de AE. En effet, toute ligne de rupture tracée dans l’angle BAE peut être admise ; mais on ne peut pas supposer que la rupture s’établisse au delà de cette ligne. Si les valeurs
données par l’expression (n) sont réelles, et si la plus petite surpasse — , on il °
fera donc Lang. « =— dans l’expression (ni), et l'on aura dans ce cas la valeur
du pins grand effort horizontal que le massif puisse supporter.
204. Si les deux valeurs données par la formule (n) étaient imaginaires, on
en conclurait qu’il existe une valeur minimum positive de Q , dont il faudrait faire la recherche. La valeur de tang. a qui rend l’expression (m) la moindre possible est
qui donnera pour tang. des valeurs de plus en plus petites, h mesure que v augmentera. Si la valeur de tang. a que l’on en déduit était plus grande B
que — , ce qui indiquerait une direction de la ligne de rupture placée au delà
de AE, il faudrait évidemment faire tang. a= — dans l’expression [m] , et
l’on aurait alors la valeur cherchée pour Q. Mais si la valeur de tang. a don-
née par la formule (o) est < — , il faudra mettre cette valeur dans l’cxpres- «
sion (m).
205. On doit remarquer toutefois que, lorsque v augmente de plus en plus, la valeur de tang. * donnée par la formule (o) diminuant, cette valeur peut être trouvée <f. En effet, si l’on suppose t infiniment grande la formule (o) donne
tang. a = r — OU tang.a=:i<j;
en sorte que la direction de la ligne de rupture partagerait alors en deux parties égales l'angle du frottement. Mais d'après ce qui a été dit n° 202, il ne faudrait pas admettre ce dernier résultat : car si tang. a est </■, il convient de supposer la ligne de rupture le plus haut possible , c’est-à-dire partant du point E : à valeur égale pour a, la formule ( m ) donnera alors une valeur moindre pour Q. On devra par conséquent, si l’expression (o) donne pour tang. a une valeur </“, recourir à d’autres formules, établies dans la supposition que la ligne de rupture part du point E.
200. Admettons donc maintenant que la rupture s’opère suivant la ligne EV partant du point E.
La force qui tend à produire le glissement sera
Q cos. ou- (P-*- -t U a] long, a) sin. a ;
et la force qui s’y oppose
— f 0*in. <*-+/( P-t-j lia2 tang. a) cos. a.
Égalant les expressions de ces deux forces, et tirant la valeur de Q. on trouve
l(2P + IIo1 tang. a) {f— tang. »)+}ts(I+ lang. 2 a)
2 l -i-f tang. i
un
En faisant pour abréger
A=S(/p-t-fa),
B—/Tt a1 — 2 P.
c=n a»— aTn,
('elle formule deviendra
A -t- B lang. a — Clang. 1 a
t-/lang. a
207. Si l’on suppose d’abord f nulle ou très-petite, il y aura une valeur de tant;, o qui rendra Q nulle. Celte valeur de tang. a est représentée par l’evpression
tang. a =
B -v- 4 AC
qui donnera pour tang. a la valeur/- quand T sera=0, et des valeurs de plus eu plus grandes à mesure que f augmentera. Si cette valeur donnée par la
formule (q) est, <; — , c’est-à-dire indique une ligne de rupture comprise
dans l’angle BEF, on en conclura évidemment que le massif ne peut suppor-
ter aucune action horizontale. Mais si l’expression ( q ) est >— , ou est ima-
ginaire, ce massif pourra résister à une semblable action. Ainsi, pour que le massif puisse supporter une action horizontale , il faut et il suffit que la valeur donnée par l’expression ( q ), et la plus petite des valeurs don-
nées par l’expression (zr), surpassent toutes deux le rapport — . Mais comme
ici l’on considère des valeurs de tang. a qui sont nécessairement >/", l’expression (n) répond au cas le plus défavorable à la résistance du massif, et par conséquent on pourra examiner seulement si la condition dont il s’agit a lieu pour la plus petite des valeurs données par l’expression ( n ) : elle aura lieu à plus forte raison pour la valeur donnée par la formule {q).
208. Quand on aura reconnu que le massif peut supporter une action horizontale, il s’agira de rechercher comme ci-dessus la valeur de tang. a, qui répond à la valeur minimum de cette action. Cette valeur est exprimée par la formule
tang. i = — f
qui donnera , à mesure que y augmentera , des valeurs de plus en plus petites.
Tant que ces valeurs seront > — ,d où l’on conclurait que la ligne de rupture
EV se trouverait dirigée au-dessous de EA, ce qui ne peut être admis, il
faudra faire tang. »= — dans l’expression (p) qui donnera la valeur cherchée
• pour Q. Mais si la valeur (»•) est < — , ce qui indique une direction de la
ligne de rupture EV comprise dans l’angle AEF, il faudra substituer cette valeur dans l’expression { p ).
Il faut remarquer néanmoins que l’expression (r) qui, si v était infinie, donnerait comme l’expression (o) tang. a = tang. j » , peut donner des valeurs
de tang. * qui seraient à la fois < — , et >/". Si cela arrivait, on ne devrait
plus, conformément à ce qui a été dit ci-dessus, employer l’expression : il faudrait recourir à l’expression (/) , où l’on substituerait pour tang. ® la valeur donnée par la) formule (o), et qui donnerait alors pour Q la plus petite valeur possible, qui doit être admise dans les applications.
209. En résumé, lorsque l’on considère la rupture par glissement d'un massif, et que l’on veut déterminer le plus grand effort horizontal Q auquel ce massif peut résister, il faut examiner les valeurs de tang. a exprimées par
la formule (n) 1° Si ces valeurs sont réelles et plus petites que — , le massif
ne pourra supporter aucun effort. 2" Si ces valeurs sont réelles el plus grandes >i H
que — , on fera tang. a— — dans la formule (»»), qui donnera pour Q la a a
valeur cherchée. 3° Si ces mêmes valeurs sont imaginaires, on calculera la valeur de tang. a par la formule (o) , et on la substituera dans la formule (m) : on calculera également la valeur de tang. i par la formule {»•) el on la substituera dans la formule {p) : on adoptera ensuite la moindre des deux valeurs de Q obtenues de cette manière.
210. Les résultats précédents supposent la composition du massif homogène. On peut les appliquer aux massifs construits en terre, en béton , ou en petits moellons posés irrégulièrement, en attribuant aux constantes fe 1 1 les valeurs qui conviennent au mortier qui unit les matériaux.
À l’égard des massifs construits en grandes pierres taillées régulièrement el posées par assises réglées, il y a quelquefois certaines directions suivant lesquelles le massif peut se rompre plus facilement que suivant toute autre. Par exemple, si le massif est construit par assises horizontales, il doit se rompre dans le joint placé immédiatement au-dessous du point d’application E de la force Q. Dans ce cas l’équilibre exige que
O zrr /■ p 7 a
en mettant pour t la valeur qui convient au mortier.
LEÇONS SDU L’APPLICATION
Si les pierres étaient disposées de manière qu’il n’y eût pas de joints continus dans les directions suivant lesquelles le glissement peut s’opérer, il faudrait examiner l’étendue de la surface des pierres qui doivent être rompues pour que le glissement ait lieu, et évaluer en conséquence la résistance due à la cohésion.
CAS OC LA RIPTtRE MJ MASSIF S'OPÈRE PAR REJIVERSESEMT.
211. Supposons maintenant que le massif s’étant rompu suivant une direction inclinée AT (Fig. 18), la partie supérieure ACDT se renverse en tournant sur l'arête A. Conservant les dénominations du n° 200, et désignant de plus par
R la cohésion absolue de la matière du massif sur l’unitc de surface , ou la force nécessaire pour séparer deux portions du massif, en tirant perpendiculairement au plan de rupture ;
on aura pour le moment de la force qui tend à faire renverser la partie supérieure ,
OH
Le moment des forces qui s’opposent à ce renversement est, en prenant pour le moment de la résistance à la rupture sur AT, une expression conforme à celle qui est donnée par l’hypothèse de Mariotte (voyez n° 150) ,
P. a II a2 II II as II a1
— H tang. an
2 2 3 3 cos. * a
En égalant ces deux moments, on a
P .a Un5 II Ha5 R a2
O H = H lang. a -t ( 1 ■+- tang. *a ).
212. Si l’on cherche la valeur de tang a qui rend le second membre un minimum , on connaîtra en même temps la direction suivant laquelle la rupture s’opérerait, si la valeur du moment QH surpassait un peu celle qui convient à l’équilibre , et la plus grande valeur qu’il soit possible de donner à ce moment. La valeur de tang. a qui satisfait à cette condition est
taDg. a = — - ;
et en la substituant dans l’équation précédente, on a pour la limite cherchée
P. a lia2 H a2 a* R a2 y 11 = 1 H .
En résolvant cette dernière équation par rapport à a, on connaîtra la moindre épaisseur qu’il soit possible de donner au mur, pour qu’il résiste à l’action de la force Q.
DK LA MÉCANIQUE, I" l’AUTlE.
213. Si la force de cohésion est très-grande, on a sensiblement
P. o II a2 II R a3
tang. a = 0. Q H = 1 1 .
La rupture s’opère alors sur la base AB. Il est supposé que le massif adhère à cette base avec la force exprimée par R.
214. A mesure que R diminue, a augmente, et la ligne de rupture s'écarte de plus en plus de AB. Mais si la valeur de tang. a du n° (212) était plus
grande que — , c'est-à-dire si la ligne de rupture dépassait AE , on ne pour-
rail pas appliquer la formule précédente, parce que l’action de la force Q ne peut pas produire une disjonction dans la partie supérieure CDEF du massif.
215. Lorsque l’expression de tang. a du n” 212 est >— , on en conclut
que la rupture du massif tend à s’opérer suivant une ligne brisée telle que AUE. La résistance à la rupture résulte alors simultanément de la cohésion qui a lieu sur les deux parties de cette ligne. Si la cohésion est supposée nulle, comme on doit le faire le plus souvent dans les applications, on doit supposer la ligne AU presque contiguè à la ligne AF, et par conséquent apprécier la valeur qu’il convient d'attribuer à la force Q d'après l'équation
qui répond à une limite au-dessous de laquelle la résistance du massif ne peut être estimée, du moins tant que l’on regarde les parties de ce massif comme ne pouvant être écrasées.
216. Si le massif n’adhère pas à sa base avec la même force que les parties du massif adhèrent entre elles, en sorte que la valeur de la force de cohésion dans le plan AB ait une valeur R' plus petite que R, on aura, en posant l’équation
une autre limite, que le moment QH ne pourrait dépasser sans causer le renversement du massif.
217. Si le massif est construit en pierres taillées régulièrement, et posées par assises horizontales, les résultats précédents peuvent être appliqués sans modification sensible, en attribuant à R la valeur qui convient à la matière du mortier qui unit les pierres.
Le mode de rupture dont il vient d’être question est celui qui a lieu le plus
fréquemment, la rupture par cassement pouvant être prévenue par divers procédés de construction , et exigeant généralement un effort plus considérable que ne le fait la rupture par renversement.
218. Si les parements du massif étaient inclinés à l’horizon ou formés par des lignes discontinues , et s’il était sollicité simultanément par plusieurs forces appliquées à divers points, il ne conviendrait pas de chercher à en exprimer la résistance par des formules générales dans la vue d’y appliquer les règles des maxima et minima. On devrait alors, en se guidant par les notions précédentes, évaluer la résistance pour diverses lignes hypothétiques de rupture, afin de distinguer le cas le plus désavantageux , et de s’assurer que dans ce cas même le massif présentera la force nécessaire.
lies PRESSIONS EXERCÉES sir les parties du massif, et qui tendent a en causer l'écrasement.
219. Considérons le cas traité dans les n‘“211 et suivants dans lequel la rupture du massif est supposée s’opérer par renversement, et supposons la construction tellement disposée qu’il y ait simplement équilibre entre l’action de la force horizontale Q (Fig. 18) d’une part, et d’autre part l'action des résistances provenant du poids des parties du massif qui tendent à être soulevées et de la cohésion. La direction de la résultante unique de toutes ces forces rencontrerait l'arête A qui est l’axe fixe autour duquel le mouvement de rotation tend à se produire. Mais cette arête serait alors exposée à s’écraser. Pour qu’aucun écrasement ne puisse avoir lieu , il faut que les efforts exercés sur cette partie du massif, qui est le plus exposée, se trouvent répartis sur une surface d’une certaine étendue.
Cette condition exige qu’il y ait excès de résistance de la part du massif; en sorte que la direction de la résultante de la force horizontale Q, et des actions qui résistent à cette force , doit passer en un point b situé en dedans de la base du massif, à une distance finie A b de l’arête A. Supposons que l’on ait ainsi disposé la construction de manière à obtenir un excès de résistance , et que l’on veuille vérifier si la pierre présentera la force nécessaire. On déterminera la direction de la résultante commune des actions qui tendent à rompre le massif et des forces qui résistent à ces actions , et le point b où la direction de cette résultante rencontre la base AB. On considérera ensuite que l’effort supporté par la base du massif doit se trouver réparti sur une portion de cette base plus grande que la portion Ab. Donc si l’on regarde celte portion Ab comme supportant seule un effort égal à la résultante dont il s’agit, on connaîtra ainsi une limite que la pression exercée sur la pierre ne peut dépasser.
UE LA HUI HE 0'|)H M ASSIT «'ÉGALE RESISTANCE A LA RLPTLRE PAR RENVERSEMENT.
220. On cherche la courbe BE (Fig. 19), suivant laquelle le massif doit être terminé en dessous , pour que la résistance à la rupture , suivant une direction quelconque AT tracée dans l’angle BAE, soit partout la môme. On nommera
M le moment de la force Q, moins le moment de la portion ACDE du massif , ces moments étant pris par rapport au point A ;
H la hauteur 6 E du point d’application de la force Q; v la longueur de la ligne AE;
A l’angle BAE; a l’angle BAT ;
? le rayon AT;
Il et R auront les significations indiquées ci-dessus.
Considérant a et p comme des coordonnées auxquelles sont rapportés les points de la courbe BE, et nommant à et a les coordonnées d’un point quelconque T' situé au delà de T , on aura
J- U. d a\ cos. a', p'3
pour le moment du poids d’un élément triangulaire de l’aire ATE. Par conséquent, supposant que la rupture s’effectue en AT, l’équation d’équilibre sera
/ a it
Un'. cos. a'. p'J = — • a ô
Différenciant par rapport à a , on a
d’où
lt il a. cos. n. f3 = 2 li p U p ,
— sin. a = h ainsi. ;
2 II p
ou, |>arce que quand a = A, p —r,
ou
SK.C
2 R -4- Il (sin. A — sin. n) c
i B -4- Il (Il — csin. n)
ce qui est l’équation de la courbe cherchée.
221 . Si l’on suppose la cohésion extrêmement grande, cette équation se réduit à
p=cr
la courbe devient l’arc de cerele E b décrit du point A.
222. Lorsque l'on suppose la cohésion très-petite, la courbe se confond sensiblement avec la droite EA. Si, dans ce dernier cas, on avait donné au massif un profil rectangulaire, la partie EA 6 serait inutile à la solidité.
Les considérations précédentes trouvent principalement leur application dans l’établissement des contre-forts employés dans les édifices du style dit Gothique.
EXPÉRIENCSS SUR LA RÉSISTANCE DES MASSIFS DE MAÇONNERIE A LA RUPTURE PAR RENVERSEMENT.
223. M. Séguin atné ti), et surtout M. Vicat [a] ont fait quelques expériences sur ce genre de résistance. Les dernières se rapportent principalement au cas où l’effort est exercé par une chaîne qui enveloppe un massif, et qui le sollicite suivant une direction inclinée. Les notions qui ont été exposées ci-dessus sont d’accord avec les résultats de ces observations.
ARTICLE IV
DE l’ÉTAULISSEMEST DES MURS DE HEVÊTEMEST qui RESISTENT A EA POUSSÉE DES TERRES ET DES EAUX.
224. Cette question comporte deux parties : 1" la recherche de la pression que les terres exercent contre une paroi plane, par laquelle elles sont revêtues; 2" la recherche des dimensions qu’il convient d’attribuer aux murs qui résistent à ces pressions.
rnioiois exercEe far les terres cuistre lise paroi plaise.
225. AB (Fig. 20) étant une paroi plane pressée par un massif de terre, et maintenue par une force Q perpendiculaire à cette paroi, on demande la
II] Des pouls en fil de fer, 9* édition, page 110.
[>] Influence du mode d'attache des chaînes, sur la résistance des piliers des pouls suspendus. Annales des |>onU et chaussées, tome III.
valeur de la force Q, el le point E de la paroi auquel cette force doit être appliquée.
Supposant que le massif doit se diviser suivant une direction inclinée AT, on nommera
h la hauteur verticale AC du revêtement;
■ l’angle BAC, formé par la paroi avec la verticale ;
6 l’angle BAT, formé par le plan de rupture avec la paroi ; t l'angle CAF, formé avec la verticale par le plan sur lequel les terres se tiendraient en équilibre par l’effet seul du frottement ; en sorte
COS. T
que f= .
sin. r
* , /'et T auront les significations indiquées n” 188.
La force qui tend à faire glisser le prisme BAT sur AT est
TT h1
■ — [tang. (6 — ») -4- tang. •]. cos. (S — •).
La force qui s’oppose à ce glissement est
Qsin. 6-+-/0 cos 6-4- — [tang. (6 — t) -4- tang. i] sin. (6 — t) -4- .
2 cos. (6— s)
Égalant ces deux forces , et tirant la valeur de Q , on a
- — [tang. (6 — 1) tang. «] [co«. (6 — •) — / lin. (6 — i) ]
2 cos. (S — •)
sin. 6 -s- /cos. 6
cos. T
ou en mettant pour /"la valeur ,
sin. r
xh1 7 A sin. i
OH [tang. (t — 6)-+-lang. i] [tang. (6 — «) -4- tang. i] coi. > .
2 cos. (t — 6) cos. (6 — •)
Si l’on cherche la valeur de s qui rend le second membre un maximum, on connaîtra en même temps la direction suivant laquelle le massif se romprait si la force Q était un peu trop petite , et la moindre valeur qu’il soit possible de donner à cette force. Le maximum a lieu lorsque
t — 6= C — i, OU 2 fi = t H- s ;
d’où il suit que la direction suivant laquelle le massif tend à se disjoindre partage en deux parties égales l’angle BAF compris entre la paroi et le talus naturel des terres lorsque la cohésion est rompue, et qu’elles se soutiennent
par l’effet seul du frottement. Le prisme déterminé de cette manière se nomme prisme de plus gra nde poussée [i].
22(î. Substituant la valeur de 6 dans celle de Q, il vient
x h* sill. t
O = — [ tang. - (t — t) -4- tang. *]* cos. ■ — f h
2 ’ eus. *ï(t — «)
pour l’expression cherchée de la poussée des terres.
227. Si la paroi AB est inclinée du côté du massif (Fig. 21 ), l’angle i doit être pris avec un signe contraire. Le prisme de plus grande poussée est déterminé par la condition
la valeur de la poussée est
% h3 sin. t
0 = — [lang. i ( t •+• i ) — lang. ■ ] J cos. i — y h
2 ’ cos. 1 7 ( t + 1 )
228. Si la paroi AB est verticale, * = 0 : on a, pour déterminer le prisme de plus grande poussée ,
la valeur de la poussée est
ir h2
0 = — lanjî. 2 1 t — 2 y h taiiR. I t.
22i). Supposant pour abréger
I = lang ; <r=f: ,)± lang. t ,
et dans le cas où la paroi est verticale
I = lang. j t,
en sorte que t représente toujours le rapport de la base BT du prisme de plus grande poussée à la hauteur AC : l’expression de la poussée devient
x h 1 sin. t
0 — — I3 cos. ■ — f A — .
2 cos. 1 t (rqr •) •
[0 Le principe d’après lequel on détermine le prisme de plus grande poussée, est dû a Coulomb (Mémoires des savants étrangers, 1775). Le théorème précédent a été donné par M. de Prony, pour le cas d'une paroi verticale (Recherches sur la poussée des terres, etc., 1802): et par M. Français, pour le cas d’une paroi inclinée (Mémorial de l'officier du génie, ir 4, 1820).
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et dans le cas où la paroi est verticale,
0= . fl — 3 Y A. t.
Cette expression est nulle quand /i=0; lorsque h augmente, elle est d'abord négative, puis redevient nulle quand h atteint une valeur que l’on nommera h' , et qui est
2 T lin. -
K fl cos. 1 -î (t t) cos. s
et dans le cas où la paroi est verticale ,
A' = — , d’où i =;«am.
Le massif peut donc se soutenir de lui-méme sur la hauteur h\ ce qui s’accorde avec le résultat du n“ 192. Au delà de cette valeur, Q croit indéfiniment avec h.
W II
Q = — t* {h — /t') cos. « ;
et dans le cas où la paroi est verticale ,
251. Pour connaître maintenant le point de la paroi où la force Q doit être appliquée , on remarquera que, sur une portion de la paroi correspondante à la portion z de la hauteur h, la poussée a pour expression
Jt Z
— P {s — h') COS. t.
Différenciant par rapport à z, il vient
ic dz
fl (2s — A') cos. *
pour la poussée exercée sur la portion de la paroi correspondante à la portion dz de la hauteur h. On aura le moment de cette poussée élémen-
taire, pris par rapport au point A (Fig. 20 et 21 ), en multipliant par .
COS
Prenant la somme des moments de ces poussées élémentaires , et la divisant par la poussée totale , on a
(ts[— 2s»-+- (2/i A') s — AA']
A (A — A') cos. s
3 cos. ■ h — h’
pour la distance du point d’application de la force Q au point inférieur A de la paroi [il. Quand la paroi est verticale , cette distance est
532. L’inclinaison du plan de rupture qui donne le prisme de plus grande poussée est indépendante de la valeur de la cohésion. Si l’on suppose la cohésion nulle, h— 0 : la valeur de la poussée est
0 = — . t7 co*. «;
et quand la paroi est verticale,
La distance du point d’application de Q à l’extrémité inférieure de la paroi est
et quand la paroi est verticale,
comme dans les fluides.
233. Si l’on suppose en même temps la force de cohésion et le frottement nuis, /t'= 0, t = 90",
’ f = lang, ■; •) ± lang. ■ ;
et quand la paroi est verticale ,
(il Cette formule diffère de celle qui a été donnée par MM. de Prony et Français, dans les Mémoires cités ci-dessus, ces savants ayant pris l'intégrale du moment de la poussée entre les limites h‘ et A. On remarquera que, quoique la somme des poussées élémentaires soit nulle sur la hauteur A', il ne s'ensuit pas que la somme des moments de ces poussées soit également nulle. Il parait doue que l'intégrale doit être prise entre les limites 0 et A, comme l’a fait Coulomb dans son Mémoire de 1773. En opérant de cette manière, on fait disparaître l'anomalie remarquée par M. de l’rony, n“ 28 de ses Kecherches sur la poussée des terres.
DE LA MÉCANIQUE, i'« PARTIE.
La valeur de la poussée est dans ce dernier cas
conformément aux propriétés connues des fluides.
PRES3I0R EXKRCËK CORTRK 1ER Pt RO! PURE, 10RSQCE Ll SCRPACB SCEÉRUCRB DES TERRES EST
SURCHARGÉE
234. Reprenant le calcul du n° 225, en supposant la surface supérieure des terres chargée uniformément par des matières qui doivent se diviser suivant des plans verticaux correspondants aux extrémités supérieures T des lignes de rupture (Fig. 20 et 21 ) , et nommant
P le poids porté par l’unité de surface,
On devra , dans les formules de ce n", écrire ph A* au lieu de j « A*. L’angle du prisme de plus grande poussée demeurera toujours le même. La valeur de la poussée du n” 229 deviendra
sin. r
O = (p h ■+• ^ t /i2) t* cos ■ — k A' — j
cos.
et dans le cas où la paroi est verticale ,
Q = (pA-t- J xh*)fl-ïth.t.
235. En appelant A" la valeur de A pour laquelle Q est nulle, on aura
les expressions dcQ du n° 230, et l’expression trouvée n” 231 pour la distance du point d’application de Q à l’extrémité inférieure de la paroi, conviendront au cas dont il s’agit, en écrivaut A" au lieu de A’.
236. En supposant nulle la cohésion des terres, comme au n” 232, la valeur de la poussée sera
0 = (p A -4- i * AJ) / 1 cos. i ;
et si la paroi est verticale ,
0 = (pA-*- i
La distance du point d’application deQ à l’extrémité inférieure de la paroi sera
3 cos. i ic h -+- 2/> '
et si la paroi est verticale ,
ic h -4- 2/>
237. Lorsque les terres se changent en un fluide, les expressions précédentes de Q s'appliquent à ce cas en supposant t = 90" , ce qui donne t = 1 quand la paroi est verticale. La valeur précédente de la distance du point d’application de la pression convient également aux terres non cohérentes, et aux fluides.
tçtiUBRF. n’rx ai r soctexakt la poissée »es terres.
238. On regarde le mur ABfo (Fig. 22 et 23) comme pouvant sc rompre suivant la direction inclinée «S. La rupture peut avoir lieu , soit parce que la partie supérieure SB5« glisserait sur le plan de rupture, soit parce que cette partie supérieure serait renversée en tournant sur l'arête a. La rupture par glissement, suivant une direction inclinée, tracée dans l'épaisseur du mur, peut être prévenue par divers procédés de construction ; et, abstraction faite de ces procédés , ce genre de rupture n’aura pas lieu , en général , si le mur a l’épaisseur nécessaire pour résister h la rupture par renversement. On considérera seulement ici ce dernier genre de rupture.
Conservant les dénominations des n" 225 et suivants , on nommera
a la largeur A a de la base du mur ;
h la hauteur verticale AC ;
«île rapport de la base à la hauteur, pour le talus de la face extérieure ab du mur;
n le poids de l’unité de volume de la matière du mur ;
R la cohésion de la matière du mur sur l’unité de surface (voyez n” 211 );
F le rapport du frottement à la pression pour les terres glissant sur la face intérieure AB du mur.
• représentera, comme ci-dessus , l’angle que le parement intérieur AB forme avec la verticale ;
z la hauteur indéterminée SD.
En regardant la pression exercée par la terre contre BS comme une force appliquée en E , perpendiculairement au parement du mur. la valeur de cette force, d’après le n° 250, est
f * si2 (s — h') COS. !.
La dislance SE . d'après le n“ 231 , est
S COS. • 3 — h'
d'où il suit que le bras de levier nG «Je la force dont il s’agit, esl
1 qp a sin. i.
cos. « S cos. « % — W
L’expression du moment de la poussée des terres sur BS, pris par rapport à l’aréle a , est donc
ri — s a s — i h' 1
ï s si* (s — A')cos. I -+- — tpasin. J ,
L cos. • 3 cos. i s — A’ J
les signes supérieur et inférieur ayant lieu respectivement pour les cas des figures 22 et 23. La môme expression conviendrait au cas où la surface supérieure des terres serait sur :hargée uniformément, en écrivant h" au lieu de h' conformément au n" 235.
239. Le moment des forces qui s'opposent au renversement , pris par rapport à l’arête a , se compose du moment du poids du rectangle AC ca, qui est
■i nna/i;
moins le moment du poids du triangle abc,
moins ou plus le moment du poids du triangle ACB .
; tang. i (o :p -t h ta»);. •) ;
moins le moment du poids du triangle aRS,
ï II (A — 3) f (A — 3) lang. « }* ;
moins ou plus le moment du poids du triangle ARS.
f D (A — 3 ) 2 long. ■ [o T j (A - 3) tang.
auxquels il faut ajouter le moment de la résistance à la rupture sur «S, qui est î R j ( h — x )* + [o rp (A - 3) tang. .]» J ;
et enfin le moment du frottement et de l’adhérence des terres contre le parement intérieur du mur, qui est
‘ Fs z t2 ( z — h') cos. c. o cos. t.
240. La condition de l’équilibre du mur , pour une valeur donnée de s, •s’exprimera en égalant cette somme de moments au moment de la poussée des
terres sur BS. Si l’on résout ensuite l’équation par rapport à a , et si l’on détermine la valeur de z par la condition de rendre a un maximum, on connaîtra en môme temps la direction suivant laquelle le mur se romprait, si l’épaisseur a était un peu trop petite, et la moindre valeur qu’il soit possible de donner à cette épaisseur.
241. Nous supposerons le parement intérieur du mur vertical', la cohésion des terres et celle de la matière du mur milles, d’où . =r O, K = 0, R — 0. De
plus nous négligerons le frottement exercé par le terrain contre la face intérieure du mur, d’où F = 0. Dans ce cas, s’il n’y a point de surcharge sur la surface supérieure des terres, le moment de la poussée sur BS, pris par rapport au point A , est
et le moment de stabilité du mur ,
v 11 a1 A — ^ Il a* (A — *) — j II m* A5.
En égalant ces deux quantités , et résolvant par rapport à a, on trouve
X3*p(5lt — 2 a ) -V- Il Ml» A5
"nu+Sii
Différenciant et égalant à zéro , on aura , pour déterminer la valeur de z qui rendra» le plus grand possible, l’équation
8 ic t1 il z* — 6 * P. Il h7 z -4- 2 IP m7 h* = 0.
Cette valeur, substituée dans l’expression précédente, fera connaître la moindre largeur qu’il soit possible de donner à la base du mur.
242. Si le parement extérieur du mur est vertical , aussi bien que le parement intérieur, m = 0; l’expression précédente de a se réduit à
n (a +jj)
La valeur de z qui rend cette expression un maximum , est
et la moindre épaisseur qu’il soit possible de donner au mur, est
a = h.ty —
t la -4- 8 y s ) n
Ainsi la hauteur RS est alors le a environ de la hauteur du mur, et la moin-
dre épaisseur est à peu près 0,59. ht
ÉQUILIBRE u'cs SUR SOUTENANT LA POl'SStR DLS TERRES , ES SUPPOSA ST CE NCR lERVIRSÉ EX TOTALITÉ SUR L' ARÊTE EXTÉRIEURE DE SA BASE.
243. On regarde maintenant le mur comme un corps posé sur une base avec laquelle il n’aurait aucune adhérence , en supposant la cohésion de la
matière de ce mur assez grande pour qu’il ne s’y fasse pas de disjonction, dans le cas où la poussée des terres le renverserait en le faisant tourner sur l’aréte extérieure de sa base. En conservant les dénominations du n° 238, qui se rapportent aux figures 22 et 23, l'expression du moment de la poussée des terres sur AB se déduira de celle qui a été trouvée dans ce numéro en supposant z = h, et sera
•j * fl ( ÿ A* (A — y h') -f a h f h — h’) lin. i co«. »].
Le moment des forces qui s’opposent au renversement se déduira également de l’cxprpssion donnée n° 239, en supposant z = h, R = 0 , F = 0 , et sera
-J II A [a1 rpa A Mng. < -4- 7 AJ (tang. 1 • — w1)].
Egalant ces deux expressions, et résolvant l’équation par rapport à a, on trouvera
a—± ; jj
A lang. t fl (A — h’) «in. «ro»
VK A lang. . — j ( A — A*) «in. 1 co». .]
H — fl. h I h — II’) — 7 A* (lang. J « — ttfl)
sn
pour l’expression de la largeur à donner à la base du mur.
Cette expression conviendra au cas où la surface supérieure des terres est surchargée, en écrivant h" au lieu de h, et donnant à h" la valeur indiquée n° 235.
244. Si le parement intérieur du mur est vertical, « = 0; la valeur de n est
— fl II (h- ' /»')-*-! m‘ A»,
formule dans laquelle tang. 7 t, conformément au n" 229.
245. Si le parement extérieur du mur est également vertical, ni = 0, et l’on a
246. Si, la cohésion des terres étant supposée nulle, il existe une sur-
charge sur la face supérieure, on doit (conformément au n" 235) écrire
au lieu de h' dans l'expression générale de a du n" 245 , et dans celles des deux n”* précédents. Mais s’il n’existe point de surcharge, on doit faire K = 0. L’expression du n" 243 devient alors
i = ± ï h flnng. i P «in. i cos, *1
\ / j-T tang. t fl sin. « co«. si H P — j ( lang. J i — ftfl ).
247. Si, la cohésion des terres étant nulle, le parement intérieur du mur est vertical , on a
a = h\ / — — fl nfl.
248. Enfin si, la cohésion des terres étant nulle, les deux parements du mur sont verticaux , on a
en sorte que la moindre épaisseur à donner au mur est à peu près 0.577. ht \ / x , résultat qui ne diffère pas sensiblement de celui du n° 242.
249. Les formules des trois n01 précédents s’appliqueront au cas où les terres se changent en un fluide, en supposant T = 90°, ce qui donne t = 1 quand le parement intérieur du mur est vertical.
EQUILIBRE D’US HCR SOUTES ART LA POUSSÉE DES TERRES, ER SUPPOSAIT Ql'E CE RUR PEUT GLISSER SUR SA FORDATIOR.
250. On peut encore regarder le mur comme un corps posé sur une base horizontale, avec laquelle il aurait une faible adhérence, et sur laquelle la poussée des terres le ferait glisser, sans opérer de disjonction dans ce mur. Conservant les dénominations du n° 238, qui se rapportent aux figures 22 et 23, on nommera
<j> le rapport du frottement à la pression lorsque le mur glisse sur la base A a;
r la force de cohésion existant entre la matière du muret cette base.
La force qui tend à produire le glissement est la composante horizontale de la poussée Q , dont la valeur a été donnée n° 230 , c’est-à-dire
~ v h fl (h — h') cos. * i.
Le poids du mur étant
Il [a h — î Ifl ( m ± tang •)],
DE LA MÉCANIQUE, I" PARTIE, on a pour la force qui s’oppose au glissement
±7 4» ir h t7 [h — h') sin. ■ co». e -+- 4» 11 [a h — \ h7{m ± tang. t)] + rtf.
En égalant ces deux forces, on exprime la condition de l’équilibre du système , et en résolvant l’équation par rapport à a, on trouve
h x C* {h — h') cos. 7 • (1 qp<È> tang. ») -+- 4> Il h (m rt tang. a )
2 <î>Il h + T
pour l’expression de la moindre largeur qu’il soit possible de donner à la base du mur.
Cette expression conviendra au cas où la surface supérieure des terres est surchargée , en écrivant h" au lieu de h’, et donnant à h" la valeur indiquée n° 235.
251. Si le parement intérieur du mur est vertical, ■ = 0 : la valeur de a est
formule dans laquelle t = tang. -, t, conformément au n“ 229.
252. Si le parement extérieur du mur est également vertical , m = 0, et l’on a
253. Si, la cohésion des terres étant supposée nulle, il existe une surcharge
sur la face supérieure, on doit, conformément au n° 235, écrire au'
IC
lieu de h’ dans les deux expressions précédentes. Mais s’il n’existe point de surcharge, on doit alors faire A’ = 0. En supposant également nulle la cohésion entre le mur et la base, l’expression du n° 250 devient
a = - 1” <* coi. a < ( 1 ♦ tang. • ) -4- «i ± tang. «1.
aLtn J
254. Si, la cohésion étantnulle,le parement intérieur du mur est vertical, on a
aL<MI J
255. Enfin si , la cohésion étant nulle , les deux parements sont verticaux ,
256. Les formules des trois numéros précédents s’appliqueront au cas où les terres se changent en un fluide , en supposant r = 90°, ce qui donne t = 1 quand le parement intérieur du mur est vertical.
Tous les résultats exposés depuis le n“ 238 s'appliquent également à un mur formé d'un massif homogène, ou à un mur construit avec des pierres posées par assises horizontales.
ARTICLE V
DE L'ÉTABLISSEMENT DES FONDATIONS, LORSQUE LES MURS SONT SUPPORTES PAn DES TERRAINS COMPRESSIBLES.
257. Quand on n’a pu établir les fondations d’un mur sur un sol sensiblement incompressible, l'inconvénient qui en résulte est moindre si le mur, par l’effet de la compressibilité du terrain, s’abaisse verticalement, sans pencher d’un côté ou de l’autre. La fondation doit donc être disposée de manière que le mur n’ait aucune tendance à se déverser. Nous supposons le terrain également compressible, dans toute l’étendue de la surface des fondations.
Dans le cas où le mur ne supporte que des actions verticales, on aura satisfait à la condition dont il s’agit si le centre de gravité du poids du mur, et des poids dont il est chargé, se trouve dans la ligne verticale passant par le centre de gravité de l’aire des fondations.
258. En général, si un mur supporte des efforts verticaux et horizontaux, il n’aura aucune tendance à se déverser si la résultante de ces efforts passe par le centre de gravité de l’aire des fondations; c’est-à-dire si la somme des moments de ees efforts, pris par rapport à ce centre de gravité, est nulle [il.
259. Par exemple, dans le mur représenté figures 17 et 18, dont les conditions d'équilibre ont été examinées dans les n"‘200 et suivants, en supposant le profil des fondations rectangulaire, conservant les dénominations de ces numéros, et appelant
a' la largeur a 6 de la fondation ;
h' la hauteur B6;
[i] Ces notions onl été présentées dons un Mémoire rédi|;e eu 1810, et publié en 1823 pur M. Lainbel, directeur des fortifications. Elles le sont également dans le Mémoire de M. Français, Mémorial du génie, n° 1.
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on aura pour le moment du poids du mur et de la fondation, pris par rapport au milieu de la base aS,
J- (P -+- ir a h) («' — o);
et pour le moment de la force horizontale Q, pris par rapport au même point,
Q(IM-A
La largeur a devra donc être déterminée par l’équation 0 (A -4- h') = j (P-t-ir a II) {a' — a),
d’où
P+IOÀ
260. Dans tout autre cas, et particulièrement lorsque les murs soutiennent la poussée des terres ou des fluides, on ne trouvera aucune difficulté pour régler la largeur des fondations de manière à satisfaire à la condition dont il s’agit, puisque les résultats présentés dans l’article précédent font connaître la grandeur et la direction de la poussée. On fera en sorte que le moment de cette poussée, pris par rapport au milieu de la base des fondations, soit égal au moment du poids du mur, pris par rapport au même point.
ARTICLE VI
QUALITÉS DIVERSES DES TERRES. ÉVALUATION DE LA PESANTEUR SPÉCIFIQUE, DU FROTTEMENT ET DE LA COHÉSION.
261. Les propriétés des terres, dont la nature et les qualités sont très-variables, peuvent être considérées sous divers points de vue. On distinguera ici 1° les terres déblayées, et réduites en petites parties qui n’adhèrent pas sensiblement les unes aux autres ; 2° les terres dans l’état naturel, en les supposant sèches, ou légèrement humectées; 3° les terres fortement pénétrées par l’eau.
La pesanteur spécifique des terres et des maçonneries ne peut être connue exactement que par des expériences spéciales. Le tableau suivant offre des résultats moyens.
Terre végétale 1.4
Terre franche 1,5
Terre argileuse. . 1,6
Lïf.ONS SLR L’APPLICATION
Glaise 1,9
Sable terreux 1,7
Sable pur. . 1,9
Maçonnerie de moellon en pierres calcaires et silicieuses,
depuis 1,7
jusqu’à. \ . . 2,3
Maçonnerie de moellon en granit 2,3
Maçonnerie de moellon en basalte 2,5
Ces nombres, étant multipliés par 1000, donneront le poids du mètre cube en kilogrammes.
DES TERRES Dtlll.4YEES, ET RÊDEITES ET PETITES PARTIES TOT CODÊRETTES.
262. Dans cet état, les parties des terres sont regardées comme n'ayant aucune cohésion les unes avec les autres. On doit donc, en appliquant les formules des articles précédents, supposer la cohésion nulle. Il reste à connaître le rapport du frottement à la pression , ou, ce qui est la même chose, le talus qu’affectent naturellement ces terres, lorsque l’on en forme un remblai (voyez les n"’ 192 et 225).
263. Le sable fin et sec est, de toutes les terres , celle qui prend le plus grand talus. D'après une expérience de M. Gadroy [il, ce talus est d'où f— 0,6 et t = 59°.
264. D'après les expériences de M. Rondelet [si, le plan du talus du sable fin bien sec, et du grès pulvérisé, forme avec l’horizon un angle de 34° j; d’où /'=0,69 et T = 55° 7.
D’après les mêmes expériences [31, le plan du talus, pour la terre ordinaire, bien sèche et pulvérisée, forme avec l’horizon un angle qui est au moins 46" 50’; d’où f— 0,94 et t = 43" 10'. Quand la même terre est légèrement humectée, cet angle devient au plus 54°; ce qui donne f = 1,38 et t = 36°.
265. D’après M. Barlow [4], le talus de la plus légère espèce de sable est j; d’où f = 0,8 et t — - 51". D’après le même auteur , le laïus du sol de l’espèce le plus dense et le plus compacte est f ; d’o ù/ = 1,4 et t = 35".
266. D’après le colonel Pasley [5] , l’espèce de terre non cohérente ( loose
fi] Traité expérimental et analytique de la poussée des terres, par M. Mayniel, page I.
[a] Art de bâtir, tome IV. page 174.
[s] Idem, pages 178, 179.
[4] An Essay on the slrenglh and stress of tituber, page 249.
(s] Course of miliiary instruction, tome III, page 502. Cet ouvrage contient une suite d’expériences sur l’action de la terre contre les revêtements. On remarquera que des expériences en petit ne sont point propres à donner des notions exactes sur cette action, dont les divers éléments varient suivant des proportions différentes avec les hauteurs des revêtements. Aucun des résultats obtenus par l'auteur n’est d’ailleurs en contradiction avec les no-
shiiujte) el parfaitement sèche, employée à ses expériences, prenait un talus de H1 î J’où f= 0,8 et t = 51».
267. Nous citerons actuellement les expériences qui ont été faites dans la vue de mesurer directement les pressions exercées par le sable ou d'autres matières non cohérentes (appelées quelquefois de mi- fluides) contre le fond ou les côtés des capacités qui les contiennent.
D'après les observations de M. Dclanges [i] les angles des talus avec l’hori-
zon sont pour le
Sable de rivière très-fin 33”
Millet 23
Cendrée de plomb. 22 30'
Grains de plomb d’un diamètre triple de ceux de
la cendrée 25
Le poids d’un pouce cube est pour le
Sable 7,3 dragmes.
Millet. d,2
Cendrée de plomb 39,3
268. Pressions exercées sur le fond d’un vase cylindrique dont l’axe est vertical. Le fond était mobile et la pression qu’il supportait était mesurée par une balance.
CENDRÉE DE PLOMB
Pouces.
Drag.
cr.
Drag.
Cr.
Drag. Gr.
Vase cylindrique de 6 po.
de hauteur el 2 po. de dia*
mètre
oo
Vase cylindrique de 6 po.
de hauteur et 3 po. de dia-
mètre
lions présentée* dans les articles précédents. Ces résultats indiquent seulement que le frottementel l’adhéreucfi des terres contre le parement intérieur des murs, dont la considération a été négligée dans les calculs des n°* 218 et suivants, produisent des effets sensibles quand la hauteur des revêtements est très-petite, comme elle Pétait dans ces expériences. Les expériences décrites par M. Mayniel, dans son Traité de la poussée des terres , peuvent donner lieu à des remarques semblables.
[t] Statica e mecanica de' se mi fluidi. Me /no rie di materna tien e fis ica delta Socîeta
Les pressions sont moindres que le poids de la matière contenue dans le vase (pour le sable j, pour le millet et la cendrée de plomba environ), et elles n’augmentent pas proportionnellement aux hauteurs.
Ces expériences ayant été répétées sur des vases coniques, on a trouvé la pression sur le fond moindre que pour les vases cylindriques, en sorte qu’il parait qu'il y a alors plus d'obstacle à la descente de la colonne verticale portant sur le fond que dans le cas où cette colonne est contenue entre des parois solides.
On a cherché à reconnaître si les demi-fluides exerçaient une pression verticale de bas en haut : on n'a pu observer d’effet sensible.
269. Pressions exercées contre une paroi verticale. Les expériences ont été faites au moyen d’une caisse rectangulaire. A l’une des extrémités était une paroi mobile sur un axe placé sur son côté inférieur, et l'on pouvait placer la paroi opposée de manière à faire varier la longueur de la caisse. Elle avait six pouces de largeur et de hauteur. Les poids équivalents aux pressions latérales des demi-fluides exerçaient leur action à 7 pouces 7 lignes de distance de l’axe de mouvement de la paroi mobile.
HAUTEUR
UF.MI-Fl L IDE.
LONGUEUR
du
DEKl ‘FLUIDE.
POIDS
MUE
■ILLET.
CENDRÉE de Hoai.
Pouce*.
Ponce*.
Dr.iç Gr.
Drag. Gr.
Drag. Gr.
fl
fi
to
fi
fi
Ifi
270. Lorsqu'un demi-fluide s’écoule par un orifice existant au fond d’un vase, sa surface supérieure, si la hauteur est suffisante, s’abaisse en demeurant d’abord plane et horizontale jusqu'à un certain niveau , où elle sc déprime au milieu, et finit par prendre la figure conique qui répond à l’inclinaison ordinaire des talus. Les vitesses d’écoulement sont beaucoup moins grandes que celles qui auraient lieu pour les fluides.
tïaJiatia. tome IV, 1788. On trouve dans ce mémoire des observations Iris-curieuses sur la manière dont le sable se mcul en s'écoulant hors des vases par un orifice.
271. D'après les expériences de M. Hnbcr-Burnand [il sur du sable trèsfin , la quantité de sable écoulé dans un temps donné par un orifice existant au fond d’une caisse est absolument la même, en volume et en poids, quelle que soit la hauteur initiale de la surface du sable sur l’orifice. Il en est de même lorsque le sable s’écoule par des ouvertures existant dans les parois latérales. Mais si ces dernières ouvertures sont dirigées horizontalement et n’ont pas un diamètre à peu près égal à l’épaisseur de la paroi , le sable ne s’écoule point par les ouvertures dont il s’agit quelle que soit sa hauteur dans la caisse.
Le sable versé dans un tube deux fois coudé à angles droits ne remonte point comme le ferait un liquide dans le tube opposé : il s’étend à peine dans le tube horizontal à une très-petite distance du coude.
La pression que l’on exerce à la surface supérieure du sable contenu dans une caisse n’influe nullement sur la vitesse d'écoulement du sable par un orifice existant au fond de cette caisse.
272. L'angle du talus du sable a été observé par M. Huber-Burnand de 30 à 33°, rarement de 35". Des poisou de la grenaille affectent à peu près lemème angle et suivent à tous égards les mêmes lois.
273. A l’égard de la pression exercée sur le fond d'un vase , le même physicien a fait les observations suivantes :
1" Un œuf recouvert de quelques pouces de sable dont la surface est chargée d'un poids de 25k ne s’écrase point. Il en est de même lorsque le sable est en mouvement par l’effet d’un écoulement qui a lieu au fond du vase.
2" Lorsque deux tubes verticaux communiquant entre eux par leurs extrémités inférieures contiennent du mercure, le niveau commun du mercure dans les deux tubes n’est pas altéré lorsqu’on verse du sable sur le mercure dans l’un des tubes. Cette expérience a été faite avec un tube de 0",65 de hauteur et 0“,035 de diamètre. On peut exercer une forte pression sur l’extrémité supérieure de la colonne de sable sans changer le résultat.
3" En adoptant un fond mobile au même tube que l'on remplit de sable ou de pois secs , on reconnaît que ce fond ne supporte qu’une partie très-petite et presque insensible du poids de ces matières (0k ,012 sur 1 k,5 à 2k ) , et que la presque totalité de ce poids est supportée par le frottement qui s'établit contre la paroi latérale du tube.
Ces expériences ont également réussi avec un tube cylindrique de 4 pouces de diamètre, et même avec un tube évasé par le bas.
Lorsque l’on verse de l’eau dans le tube plein de sable elle s’y maintient avec le sable et ne s’écoule pas.
Il] Lettre sur l'écoulement et la pression du sable. Bibliothèque universelle rédigée à Genève, sciences et arts. 182!).
LEÇONS SUIt L’APPLICATION
274. Ces observations sont confirmées par celles de M. Moreau, capitaine du génie [il. On s'est servi, pour soumettre à l’expérience un sable fin et humide, d'une caisse de 4"‘ de longueur et l‘“ de largeur et de profondeur. Le fond présentait des ouvertures de 2m.22 de longueur, 0m,27 etOm,6 de largeur, fermées au moyen d'une planche .à bascule tournant sur une charnière, soutenue par une corde passant sur une poulie et supportant un plateau chargé de poids. La surface supérieure du sable dans la caisse a été chargée de poids qui ont dépassé 4300k par mètre carré. D’autres expériences ont été faites sur du sable sec avec une caisse plus petite. L’auteur en conclut que la longueur et la hauteur d’un massif de sable demeurant les mêmes , la pression sur une étendue déterminée du fond, lorsqu'il cède, devient constante, que le sable soit seul, ou qu’il soit chargé à sa surface de poids considérables, et même quelconques. Il parait néanmoins que la pression primitive, supportée par la partie du fond qui va céder, est plus grande quand la surcharge est plus considérable: mais la pression finale est toujours la même.
En cherchant quelle serait l’inclinaison des faces des prismes de sable, ayant pour base les portions mobiles du fond, d'après la condition que le poids de ces prismes serait égal aux pressions observées , on a trouvé des résultats irréguliers qui répondaient à des angles de talus de 46" à 55” avec l'horizon. Cet angle étant plus grand que l’inclinaison naturelle du sable , les pressions sont plus grandes que le poids des prismes.
275. La théorie exposée ci-dessus, article IV, s'accorde avec ces observations. L’expression donnée n" 229 (en faisant 7 = 0) représentera la pression exercée contre la paroi latérale d’un vase, dans le cas où sa largeur est au moins égale à la base du prisme de plus grande poussée. Il serait facile , en suivant les mêmes principes, de former l’expression qui convient à la pression dont il s’agit, lorsque la largeur du vasq est moins grande. On voit que la valeur de cette pression est considérable, et augmente rapidement [avec la hauteur du vase. Il est donc aisé de concevoir qu’elle peut donner lieu, lorsque le fond commence à céder, si les parois latérales sont verticales ou peu inclinées en dedans, à un frottement qui détruise la plus grande partie de l'action de la gravité sur la portion du système qui s’appuie contre ces parois. Il parait d'ailleurs que de nouvelles expériences sont nécessaires pour fixer entièrement les idées sur cet objet.
DES TERRES DATS i/ÉTKT NATUREL*
276. La plupart des terres, et même les sables , acquièrent une cohésion assez grande lorsque les parties ont demeuré longtemps en contact, et ont
10 Notice sur une nouvelle manière de fonder en mauvais terrain. Mémorial de l’officier du génie, n” 1 1 .
été fortement comprimées. Dans cet état on peut les couper verticalement , sans causer d’éboulement, sur une hauteur de 1 à 2m pour la terre franche, et de 5 à 4m, ou même davantage, pour les terres fortement argileuses. On ne connaît point à ce sujet d'observations précises. La force d’adhésion de la même terre peut varier d’ailleurs avec le degré d'humidité.
La valeur du coefficient 7 (voyez n° 188) se conclut de la hauteur sur laquelle la terre peut être coupée verticalement sans s’ébouler, par la formule donnée n" 192 et 229.
t = i « A’- lang. j r,
h' étant la hauteur dont il s’agit , r le poids de l’unité de volume des terres , t l’angle que forme avec la verticale le plan du talus naturel, la cohésion étant supposée détruite.
En supposant pour la terre franche * = 1500k, t = 40°, h’ — lm, on trouve ^ = 136\
En supposant pour les terres les plus fortes * = 1800k, t -= 35", h = 4", on trouve T = 5G8k.
La valeur du coefficient T peut être regardée pour les terres comme étant comprise entre ces deux limites; le mètre et le kilogramme étant les unités de longueur et de poids.
277. Lorsque des terres, dans l’état naturel, ont été coupées , cl lorsque la surface du talus demeure exposée h l’air, les alternatives de sécheresse et d’humidité, ou l’effet de la gelée, changent les qualités de ces terres. Les parties voisines de la surface se détachent successivement : et. en général, les terres tendent à prendre d'elles-mêmes , avec le temps, les talus quelles auraient affecté d'abord, si la cohésion n'eût pas existé. Mais si la paroi latérale a été revêtue par une construction en maçonnerie, l’altération dont il s’agit n’a pas lieu ; et les terres peuvent alors se soutenir sur des talus moindres , ou avec des revêtements moins épais , qu'elles ne l'eussent fait si la cohésion des parties eût été préliminairement détruite.
DES Effets DE L'EAt PÊRÉTRAST DA.X9 LES TERRES.
278. Le sable, la terre végétale et la terre franche , pénétrés par l’humidité, ne paraissent pas subir d’altération notable. Les terres vaseuses, et les terres dites savonneuses, se délaient et deviennent susceptibles de couler presque comme le ferait un fluide. La poussée des terres de celte espèce doit être calculée par les formules qui conviennent au cas des fluides , en attribuant au poids de l’unité de volume la valeur convenable.
Les terrains argileux, et principalement la glaise pure, sans devenir coulants, ce qui exigerait qu'ils absorbassent une très-grande quantité d'eau,
augmentent de volume lorsque l'humidité les pénétre. Un terrain homogène augmentant de volume agit contre un revêtement, de la même manière que le ferait un fluide d’une pesanteur spécifique égale à celle de ce terrain. Aussi, quoique les terrains glaiseux , secs ou légèrement humides , aient une grande cohésion et paraissent exiger des revêtements peu épais, ces terrains deviennent cependant, à raison de leur grande pesanteur spécifique, les plus dangereux de tous, lorsqu’ils sont dans le cas d’être pénétrés par les eaux.
DES CAS OC LA SATIRE DU TERRAIS VARIE DASS LA HAUTEUR DU REVfcTEHEAT.
279. Les terrains offrent souvent des couches de diverses natures. On pourrait prendre en considération ces variations dans les calculs. La complication qui en résulterait, et les incertitudes qui restent sur l’évaluation des éléments de la résistance des terrains de diverses espèces, s’opposent à ce que ces recherches puissent, quant à présent, être bien utiles. On remarquera seulement , 1” que l’on sera toujours au-dessus de l’équilibre , en attribuant à toute la masse les moindres valeurs du frottement et de la cohésion qui conviennent aux diverses couches; 2” qu’il n’existe aucun cas où l’action des terres puisse surpasser celle d’un fluide ayant la même pesanteur spécifique.
DU FROTTEMENT ET DE L\ COHÉSION DANS LES MAÇONNERIES
280. D’après les expériences de M. Rondelet LU, une pierre de liais (calcaire d’un grain très-fin), bien équarrie cl dressée au grès, glissant sur une pierre semblable , se soutient en équilibre sur un plan incliné d’un peu plus de 30". On en déduit, pour le rapport du frottement à la pression , 0,58.
281. D’après les expériences deM. Boislard -j], le rapport du frottement à la pression pour une pierre calcaire très-dure , dont la surface est piquée ou bouchardée,esl moyennement 0,78.
282. D’après l'observation de M. Regnier 13] , le même rapport pour une caisse en bois glissant sur du pavé, est 0,58.
283. Suivant M. Perronet («] les voussoirs en pierre commencent à glisser sur les joints lorsque l’inclinaison sur l’horizon est de 39“ h 40" ( Rapport du frottement à la pression, environ 0,82).
[i] Traite de l’Art de bâtir, tome IV, page 224.
[i] Recueil d'expériences et d’observations faites sur différents travaux, rtc., page 132. édition de 1822.
(s) Description du dynamomètre, Journal de l’École Polytechnique, !>' rahier, page 171 . 10 Mémoire sur le cinlremcnt et le déeintrement des ponts.
284. D'après M. G. Rcnnie [t] les voussoirs en granit du nouveau pont de Londres, les lits étant bien dressés, sans mortier, commencent à glisser sous un angle de 33" à 34". Avec un lit de mortier frais bien corroyé l'angle est de 25° à 26°.
Les voussoirs en grès, les lits étant bien dressés, glissent sous un angle de 35” à 36“ ; et avec un lit de mortier sous un angle de 33° à 34".
285- Le tableau suivant contient les résultats des expériences faites par M. Boistard (î) sur la force de cohésion qu’offrent les mortiers, lorsque l'on entreprend de séparer deux portions en les faisant glisser l’une sur l’autre. Des prismes ayant 5 pouces de hauteur, formés en pierre calcaire bouchardéè sur la base, sans ciselure au pourtour, ont été fichés sur une dalle en pierre semblable : les uns avec du mortier composé de -j de chaux éteinte depuis dixhuit mois , et de -, de sable de carrière passé au crible et assez sec ; les autres avec du mortier composé de -J de la même chaux, et de \ de ciment. Ces prismes, conservés à couvert, ont été détachés au bout de 16 jours, au moyen d’une corde dirigée parallèlement à la surface de rupture à 9 ou 10 lignes au-dessus de la dalle, passant sur une poulie, et dont l'extrémité était chargée de poids.
Livre
Livres.
livres.
Les résultats marqués * doivent être rejetés, ou sont incertains.
286. Le tableau suivant contient une autre suite d'expériences faites sur les mêmes prismes, fichés de nouveau et détachés après 18 jours [3].
[1] Expérimenté on lhe friction and abrasion of tbe surface ofsolids. — Philosophical transactions, part. I, 1829.
[a] Recueil d’expériences et d'observations faites sur différents travaux, etc., page 195. Ï*1 Idem, page 129. Dans l’édition citée, il est dit que ces prismes ont été détachés après
LEÇONS SIR L’Am.lCAT10N
SURFACE des bases
Livre
D'après ces expériences la force de cohésion du mortier est proportionnelle à la surface, et peut être estimée au moins à 1500 livres par pied quarré, pour le mortier de chaux et sable , et 800 livres pour le mortier de chaux et ciment ( 6960kct3700k par mètre quarré). Après le premier mois, l’adhérence est presque aussi grande qu’après plusieurs années. Après un an, l’adhérence du mortier de ciment, séché à l'air, est moitié moindre que celle du mortier de sable.
287. D’après d'autres expériences du même auteur [i], deux prismes de 64 pouces quarrés, pesant 33 livres, ont été fichés, l’un en mortier de sable et l’autre en mortier de ciment , plongés immédiatement sous l’eau , et détachés au bout de seize mois. Le mortier du premier était mou comme au moment de l’emploi, et la force de cohésion a été de 115 livres. Le mortier du second était très-dur , et un effort de 1600 livres n’a pu le détacher [al.
288. Ces résultats serviront à apprécier les valeurs du coefficient représenté part dans lesn” 188 et suivants, lorsqu’il s'agira d'une rupture opérée dans les joints d’un massif en maçonnerie. On ne connaît point d’expériences directes pour l’évaluation du même coefficient lorsque la rupture doit s’opérer dans la pierre. Le coefficient représenté par R, dans les n”* 21 1 et suivants, peut s’évaluer au moyen des résultats rapportés n”’ 25 et suivants.
dix-huit mois. Il paraît que c'est une faute d'impression : la première édition des Expériences sur la main-d'œuvre, de M. Boistard, publiée en 1804î et son Mémoire sur les voûtes, inséré dans la 11* partie du recueil publié par M. Lesage, en 1810, indiquent dix-huit jours, ainsi que les copies manuscrites de ce Mémoire.
[il Recueil d’expériences et d'observations faites sur différents travaux , etc., page. 151. (i] En rapprochant ces résultats de ceux qui ont été cités n°» 22 et 25, il paraîtrait que la
DE L'ÉQUILIBRE ET DE L’ÉTABLISSEMENT DES TOUTES
289. Il existe plusieurs espèces de voûtes, dont les principales sont les voûtes en berceau, les voûtes d'arôte, les voûtes en arc de cloître, les voûtes en dôme. On s’occupera principalement ici des voûtes en berceau.
Une voûte est un assemblage de parties solides juxtaposées. Ces parties nommées voussoirs, sont séparées par des joints. Dans les voûtes construites en pierre, les joints des voussoirs sont ordinairement garnis en mortier. Lorsque les efforts exercés sur chaque voussoir, et la figure de la voûte, sont tels que le système ne se trouve point en équilibre , cette voûte se rompt. La rupture peut avoir lieu, soit parce que les parties de la voûte se séparent en glissant les unes sur les autres, soit parce que ces parties s’écartent en tournant autour des arêtes supérieures ou inférieures des voussoirs. Le frottement et l'adhérence des mortiers s'opposent à ces mouvements, et contribuent à maintenir la voûte en équilibre.
ARTICLE PREMIER
CONDITIONS GÉNÉRALES DE l’ÉQUILIURE d’iJJI ASSEMBLAGE DE VOCSSOIRS.
290. Soit un assemblage de voussoirs ÀBNM (Fig. 24), formant une portion de voûte en berceau, appuyé en AB contre un plan fixe, et maintenu
force de cohésion du mortier est beaucoup moindre lorsque la force est exercée parallèlement au plan de rupture, qu’elle n'est lorsque la force est exercée perpendiculairement A ce plan. Il serait nécessaire toutefois, pour fixer les idées à cet égard, que des expériences comparatives eussent été faites sur les mêmes mortiers.
En donnant à f les valeurs indiquées n° 280. et calculant le poids nécessaire pour écraser un cube de 0m,05 de côté, par les formules des n°« 190 et 197. on trouve un résultat fort inférieur à ceux qui ont été rapportés n° 11. Peut-être peut-on attribuer en partie cette différence à la présence des grains de sable ou de ciment, beaucoup plus durs que la matière qui les unit.
HG
ù l'autre extrémité par une force dont les composantes verticale et horizontale sont P, Q. La figure de cet assemblage de voussoirs est donnée par les courbes d’intrados et d’extrados AmM et BnN, et par les directions des plans de joint. On suppose des forces quelconques appliquées aux voussoirs, et il s’agit de reconnaître si le système se maintiendra en équilibre.
Pour se former une idée nette de la nature de cet équilibre , imaginons d’abord, pour plus de simplicité, que les voussoirs sont simplement sollicités par l’action de la pesanteur, et supposons que l’on mette en place successivement ces voussoirs, en commençant par celui qui est contigu au plan fixe AB. Les premiers voussoirs placés contre ce plan pourront se soutenir par le seul effet du frottement, si l’inclinaison des joints sur l’horizon n’est pas trop grande. Mais bientôt il sera nécessaire, pour les maintenir en place, d’appliquer contre le joint supérieur du dernier voussoir une certaine force, dont nous représentons ici les composantes verticale et horizontale par P et Q. 1° Cette force devra être assez grande pour empêcher la totalité , ou une portion quelconque des voussoirs mis en place, de tomber, soit en glissant sur les joints, soit en tournant sur les arêtes inférieures des joints ; 2» elle ne devra pas être assez grande pour causer le soulèvement de la totalité, ou d’une portion quelconque des voussoirs mis en place, soit par un glissement sur les joints, soit par un mouvement de rotation sur les arêtes supérieures des joints. On voit donc en général que , considérant un joint quelconque vin, le système des forces appliquées à la portion de voûte ABNM, y compris les forces P, Q appliquées contre le joint supérieur du dernier voussoir, doit être tel que l’action des forces appliquées à la partie supérieure wmNM ne puisse pas faire glisser dans un sens ou dans l’autre cette partie sur le plan mn supposé fixe, ni la faire tourner autour des arêtes vi ou n. On nommera
a-, y les coordonnées horizontale et verticale du point m ; x’, y ' les coordonnées horizontale et verticale du point n ; o l’angle que la direction du joint mn forme avec la verticale ; z la longueur mn de ce joint ;
a, b les coordonnées du point extrême M de la courbe d’intrados; a', b' les coordonnées du point extrême IN de la courbe d extrados ;
G, H les sommes des composantes verticales et horizontales des forces appliquées aux voussoirs compris dans la portion de voûte wnNM; a, 6 les coordonnées du point d’application C de la résultante des foi ces ’ G et H ;
T la pression normale exercée contre le joint mn ; f le rapport du frottement à la pression, lorsque les parties de la voûte glissent sur les plans de joint ;
■j la valeur de la force de cohésion, rapportée à l'unité de surface, qui doit être vaincue pour opérer ce glissement ;
R la valeur de la force de cohésion , rapportée à l’unité de surface , qui est vaincue lorsque deux voussoirs se séparent, en s’écartant perpendiculairement au plan de joint.
291. Pour exprimer les conditions relatives au glissement sur le joint mn, on remarquera en premier lieu que la force qui tend à faire glisser la portion de voûte ;/mNM dans le sens nm est
( P -t- G ) ros, 9 ;
et la force qui s'oppose à ce glissement,
(0 -+-H) «in. 8 -4- /"(P -4- G) sin. 9 -t-ffO-t- II) cos. «-*-7 z :
d’où il suit que, pour que le glissement dans le sens nm n’ait pas lieu, on doit avoir
ir*
P(1 — /'lang.8) — Q(tanfç. »-*-/■)< — G(l— 8) -4- H (tang. 8 -4-/) -4 .
cos. 9
On remarquera , en second lieu , que la force qui tend à faire glisser la même portion de voûte dans le sens mn est
(0-4- lt) sin. 9 ;
et la force qui s’oppose à ce glissement,
( P -4- G) COS. 9 -4- f( P -4- G) sin. 9 -4-f (Q -4- H) COS. 9 + ij;
d’où il suit que, pour que le glissement dans le sens mn n’ait pas lieu, on doit avoir
— P ( 1 -4- /'lang. 9)-t-0 (tang.9 — f) <G(1 -4- /’tang. 8) — H (tang.8 — /}h .
COS
L’équilibre de la portion de voûte ABNM exige que l’on puisse attribuer aux composantes P, Q des valeurs telles que ces conditions soient satisfaites, pour l’un quelconque des joints mn.
292. Pour exprimer maintenant les conditions relatives au mouvement de rotation autour des arêtes supérieure ou inférieure du joint mn, on supposera en premier lieu que la portion de voûte wmNM tend à tourner de haut en bas sur l’arête m, et que les forces P, Q sont appliquées en N, ce qui est le cas oû elles ont le moins de tendance possible à favoriser ce mouvement. Le moment des forces qui tendent .à faire tourner la portion de voûte est
et le moment des forces qui s’opposent à ce mouvement . en évaluant le mo-
inent de la résistance provenant de la cohésion comme on l'a fait n° 21 1 , est
Ainsi, pour que le mouvement de rotation n’ait pas lieu, on doit avoir
P (a' — x)— 0(t’-;)<-G|« — jr) + H(6— x) + -a R 3*.
On supposera en second lieu que la portion de voûte «mNM tend à tourner de bas en haut sur l’arétc n, et que les forces P , Q sont appliquées en M, ce qui est le cas où elles ont le moins de tendance possible à favoriser ce mouvement. Le moment des forces qui tendent à faire tourner la portion de voûte est
Otft-r'H-HtS-r');
et le moment des forces qui s’opposent à ce mouvement ,
P (O — x')-t-G(a — x') -+- -J R jl.
Ainsi, pour que ce second mouvement de rotation n’ait pas lieu, on doit avoir
L’équilibre de la portion de voûte ABNM exige, outre la condition indiquée dans le n“ précédent, que les valeurs attribuées aux composantes P , O soient telles que ces dernières conditions se trouvent encore satisfaites, pour l’un quelconque des joints mn.
Réciproquement, lorsque les conditions précédentes seront satisfaites pointons les joints, la portion de voûte demeurera nécessairement en équilibre.
293. La valeur de la pression exercée perpendiculairement au joint wm,est
T = (P -i- G) sin. 8 ■+• (0 -t- II) cos. 8.
294. Si l’on supposait nulles les résistances provenant du frottement et de la cohésion , les conditions du n° 291 , relatives à l’équilibre de glissement , se réduiraient à une seule équation , qui serait
P — 0 tang. 8 = — G -t- H tang. 8 , OU tang. 6 ,
exprimant que la résultante des forces appliquées à la portion de voûte wmNM doit être perpendiculaire au joint mn. Dans l’hypothèse dont il s’agit, l’inclinaison de chaque joint a une valeur déterminée, lorsque les forces appliquées à la voûte sont données. La force appliquée au dernier joint MN. dont P et Q sont les composantes verticale et horizontale, doit être normale à ce joint.
295. En supposant toujours nulles les résistances provenant du frottement
DE LA MÉCANIQUE. I" PARTIE. 1 i9
et de la cohésion, les conditions du n° 292, relatives à l’équilibre de rotation, deviennent
elles expriment que la direction de la résultante des forces appliquées à la portion de voûte wmNM doit passer entre les points m et ».
296. On voit par ce qui précède que, pour que l’équilibre existe dans un système de voussoirs, il est nécessaire en général que les deux composantes P, Q satisfassent à quatre inégalités, qui doivent être vérifiées pour tous les joints de la voûte par les valeurs de ces forces. Il en résulte qu’il existe certaines limites , au-dessus et au-dessous desquelles les valeurs de P et Q doivent se trouver. Si les conditions dont il s’agit ne se contredisent pas , et s’il existe des valeurs de P et Q au moyen desquelles on puisse y satisfaire, l’équilibre pourra subsister dans le système de voussoirs proposé. Et si l’on conçoit le dernier joint MN appuyé contre un plan fixe , comme l’est le premier joint AB, et le système soumis à l'action des forces qui sont appliquées aux voussoirs, on est assuré qu’il n’v surviendra aucun mouvement.
APPUCATIO* A BSE PLATE-BASDE.
297. Soit la portion de voûte dont on cherche les conditions d’équilibre la moitié ABNM (Fig. 25) d’une plate-bande uniformément épaisse. Faisons abstraction des résistances provenant du frottement et de la cohésion, et supposons la plate-bande uniquement sollicitée par l'action de la pesanteur. Conservons les dénominations du n°290, et nommons
a la demi-largeur AM ; c l’épaisseur MN;
tl le poids de l’unité de volume de la matière des voussoirs.
On aura, dans l’équation du n“ 291,
P=0,H = 0.G = !1 [(ce — x) c -y- ; c3 tang. e ] : cette équation deviendra
tang. 0 = ,
et donnera, si <r désigne l’inclinaison du premier joint AB,
2 n « c Sbc + c1 (ariQ. 8'
tang. 6' = ; d OÙ 0 = n — .
2 O — Il c1 2 tang. fl‘
On déduit de là
tang. o n — x lang.O' a
Ainsi , l’inclination 6’ du premier joint A B étant donnée, la valeur de Q est déterminée par l’expression précédente , et l’équilibre exige que les directions de tous les joints se rencontrent en un même point O.
298. Quant aux conditions du n° 295 relatives à l’équilibre de rotation , elles deviennent, en les appliquant au joint AB,
Qc>jIIa3e — j II c3 tang. 16',
— 0c< ^IIoc(o-+-2c tang. 6') -+- II c3 tang. * 6'.
Laseconde inégalité, exprimant que la portion de voûte ABNM ne peut tourner sur l’arête supérieure B de ce joint, est satisfaite, quelle que soit la valeur positive donnée à Q ; et on voit effectivement, d’après la figure de la voûte, que ce mouvement est impossible. Quant à la première inégalité, exprimant que la portion de voûte ABNM ne peut tourner sur l’arête inférieure A, elle devient en mettant pour Q la valeur trouvée ci-dessus, n° 297,
ac > - ( a1 — c3) tang. 6' — j c3 tang. 3 9'.
On vérifie que cette inégalité est toujours satisfaite, quel que soit l’angle e', lorsque la demi-largeur a de la voûte ne surpasse pas la valeur que l’on trouverait en faisant Lang. »'=1 dans l’équation
oc — ^ (a1 — c3) tang. 9' -4- ~ c3 tang.3 0' =0,
valeur qui est a = c ( 1 ■+■ V |). Si la demi-largeur a surpasse celte valeur, il sera nécessaire, pour que l’inégalité dont il s’agit soit satisfaite, que tang. 9' ne surpasse point la valeur qui serait donnée par l’équation précédente. S’il en était autrement la résultante du poids de la portion de voûte ABNM, et de la force Q qui doit être appliquée horizontalement en N, se trouverait dirigée de manière à rencontrer la ligne AB au-dessous du point A, et tendrait par conséquent à faire tourner la portion de voûte autour de ce point.
299. Si l’épaisseur de la plate-bande était très-petite par rapport à l’ouverture, la limite dont il s’agit serait donnée, à fort peu près, par l’expression
Sc
tang. 9'= — ; a
et l’on aurait sensiblement,
II a r
0 = , OU Q = i n a3.
tang. 9'
500. En substituant dans la formule du n* 293 les valeurs qui conviennent à la plate-bande, on trouve pour l’expression de la pression normale supportée par le joint AB,
/oc c3 N
\_sin.9' 2 cos. 9 J
Ht
301 . Dans le cas où l’épaisseur de la plate-bande est très-petite par rapport à l’ouverture, cette expression devient
Hoc sin. 6'
302. Si l’on considère deux moitiés égales de plate-bande (Fig. 26), séparées par le joint vertical MN, l’équilibre ne pourra subsister à moins que tous les joints ne soient dirigés suivant des lignes passant par le même point O, et que l’angle o' formé par le joint extrême avec la verticale ne soit déterminé conformément à ce qui a été dit n° 298. Si cette dernière condition n’était pas satisfaite la plate-bande se romprait, les deux moitiés portant l’une contre l’autre en N, et les arêtes A, A' remontant le long des plans fixes contre lesquels les voussoirs extrêmes sont appuyés. L’expression de Q du n“ 297, donnera la pression horizontale que les deux moitiés de la voûte exercent l’une contre l’autre dans le joint MN; et l’expression de T du n" 300 donnera la pression normale supportée par les joints extrêmes AB,-A’B’. Les pieds-droits de la plate-bande devront présenter la stabilité nécessaire pour résister à ces pressions.
CONDITIONS DE L'ÉQUILIBRE D*LN ASSEMBLAGE DE VOUSSOIRS , EN SUPPOSANT TOI S LES JOINTS PERPENDICULAIRES A LA COURUE IMNTRAlMlS.
303. Considérant une portion de voûte ABNM,dans laquelle tous les joints des voussoirs sont perpendiculaires à la courbe d’intrados AwtM . appuyée à une extrémité contre un plan fixe AB, et maintenue à l’antre extrémité par une force dont les composantes verticale et horizontale sont P et Q : on nommera
xj) les coordonnées A p, pin d'un point quelconque m de la courbe d’intrados ;
z la longueur du joint mn ;
g la longueur de l'arc A m ;
a, b les coordonnées du point extrême M ;
S la longueur totale AmM de la courbe d’intrados ;
P le rayon de courbure de cette courbe, au point m ;
F la valeur de la force appliquée aux voussoirs, pour le point m de la courbe d’intrados, cette valeur étant rapportée à l’unité de longueur, et donnée en fonction de l'arc de la courbe.
? l’angle que la direction de la force F forme avec l'axe horizontal des abscisses, cetangle étant également donné en fonction de l’arc de la courbe.
T la valeur de la pression exercée perpendiculairement au joint vin, par l’une des deux parties de la voûte contre l’autre.
Faisant abstraction des résistances provenant du frottement etdc la cohésion, et appliquant ici les notions présentées n°‘ 290 et suivants , la première condition de l’équilibre du système est que la pression monnaie T , supportée par le joint mu y soit égale et directement opposée à la résultante de toutes les forces appliquées à la partie wmNM de la voûte. En remarquant que les composantes
dy dx
verticale et horizontale de la pression T sont respectivement T — et T — ,
ils iis
et que les sommes des composantes verticales et horizontales des forces appliquées à la portion m/iNM de la voûte sont respectivement J du. F sin. v /*s
et J du. F cos. ÿ, celte condition donnera les deux équations,
lljr /• s
T — = 1* -4- / c/s. F sin. 9, ils «/ s
tlx S*S
T — = Q -f- / d&. F cos. 9.
ils J s
504. La seconde condition de l'équilibre du système est que la direction de la résultante de toutes ces forces passe entre les points ni et n ■ mais il est inutile d’y avoir égard. Cette condition est implicitement comprise dans la supposition que les joints des voussoirs sont normaux à la courbe d'intrados, puisqu'alors les directions successives des résultantes dont il s’agit formeront nécessairement une seconde courbe parallèle à la première.
505. Différenciant les deux équations du n° 505, multipliant la première
dy dx / dx2 dy2
par — , la seconde par — , et ajoutant ( en observant que 1 = 1 , et
ds tls \ ils2 ds2
dx dx dy dy \
par conséquent — d. e — d. - = 0 J, on aura
ds ds ds ds J
/dy di
— d T =: F ds ( — sin. 9 H cos. 9
\d.i ds
équation d'où l’on déduira la valeur de la pression. Celte pression varie . quand on passe d’un point de la courbe à un autre, d’une quantité égale à l’action de la force F sur l'élément compris entre ces deux points décomposée dans le sens de cet élément.
CXSOI' LES FORCES APPÏ.IQCÉES ACX VOUSSOIRS SOST PARTOCT AOHMAt.ES A LA COI HBE O'iMTRA DOS.
tlx dy
500. Dans ce cas, sin. <p= — et cos. s> = .L’équation trouvée dans
ÜS ils
le n“ précédent donne
en sorte que !a pression est constante dans toute l’étendue de la voûte.
On aura donc, en différenciant les deux équations du n° 303,
<ly d.r
T d. — = — F ds. sin. 9, T d, — = — F ds. cos. 9 ds ds
d’où (en ayant égard aux valeurs desin. 9 et cos. 9) l'on déduit
ds
ou, parce que d ? (qui est l’angle de deux normales consécutives ) = ,
T = p F, et F = — .
Ainsi la pression exercée d’un voussoir à l’autre est égale à la force appliquée normalement à chaque point de la courbe d'intrados, multipliée par le rayon de courbure en ce point; et l’équilibre exige que cette dernière force ait, dans toute l'étendue de la courbe, des valeurs réciproques au rayon de courbure.
507. Si la courbe d’intrados était un arc de cercle, la force appliquée aux voussoirs, perpendiculairement à cette courbe, devrait avoir une valeur constante dans toute l’étendue de la voûte. L’équation précédente donne la relation qui existe entre cette force, et la pression qui s’établit entre les voussoirs. On en conclut que, si la courbe d'intrados était un cercle entier, la somme des forces normales appliquées à la voûte dans toute l’étendue de ce cercle, et la pression exercée d’un voussoir à l’autre , seraient entre elles comme la circonférence est au rayon, ou comme 2 r est à 1.
508. On a supposé précédemment que les voussoirs pouvaient glisser sur les plans de joint, sans qu'aucune résistance provenant du frottement ou de la cohésion s'opposât à ce mouvement. En admettant l’existence du frottement et de la cohésion , il n'est plus nécessaire, pour que la voûte se maintienne en équilibre, que les forces appliquées perpendiculairement à la courbe d’intrados soient assujetties à la loi indiquée n” 306. Mais, quelles que soient les valeurs de ces forces, la pression normale existant entre les voussoirs, qui pourra alors varier d’un point delà voûte à l’autre, se calculera toujours en chaque point au moyen de la formule T = ? F.
CAS OC LES FORCES APPLIQLÉES A LA VOVTE SE REMISENT EX POIBS DES VOLSSOIRS.
309. Conservons les dénominations du n° 503, et appelons n le poids de l’unité de volume de la matière des voussoirs ; e l’angle que le joint mn forme avec la verticale, ce qui donne •fy- >tx
— = sin. a, — = cos. ».
ds ds
loi
LEÇONS SUR L’APPLIC.VTION
Nous avons ici ? = 90*’, F ds = 11 : ds 1 h J. Les équations du n" 303
deviendront
d'où
T sin. 6 = P -+- 11 J ds.
T cos. Q = Q;
lang. 0 = 1 / ds.
0 Qc/ s
., en différen
ils. Z ‘ ï S I J
y V 2 oJ
Celte dernière équation devient, en différenciant. do
ou parce que do = — j
n cos. 2 o
équation qui donnera la loi de l’épaisseur des voussoirs, quand la figure de la courbe sera connue , et réciproquement.
Dans le cas dont il s'agit, et en général lorsqu’une voûte est sollicitée seulement par des forces verticales , la composante horizontale de la pression T est constante dans toute l'étendue de la courbe, et égale à la force Q. Cette force est ce qu’on nomme la poussée horizontale de la voûte.
310. Lorsque la courbe d’intrados est un arc de cercle, p est constant : l'équation du n° précédent donne
II cos. 2 6
Si les joints extrêmes sont horizontaux, la longueur de ces joints est infinie. Appelant cia longueur du joint placé au sommet de la voûte, où la direction de ce joint est verticale, on a
0= i n(2Pc-t~eJ)
pour la valeur de la poussée horizontale.
La pression exercée perpendiculairement au joint mu est
cos. fl
UE LA MÉCAN1QUK, 1" PARTIE.
ARTICLE IL
PRINCIPALES EXPERIENCES ET OBSERVATIONS RELATIVES A l’ÉQIIILIURE
UES VOÛTES
31 1 . Dans des expériences sur de petits modèles de voûtes en berceau , qu’il faisait rompre en chargeant par des poids les parties supérieures, M. Danisy [î] a montré que, lors de la rupture, les parties supérieures s’abaissaient en s’appuyant l'une contre l’autre à la clef, et en écartant les parties inférieures, qui se renversaient en tournant sur les arêtes extérieures de leurs bases. 11 a fait remarquer que, dans ces mouvements, les voussoirs ne glissaient point sur les plans de joint, mais s’écartaient les uns des autres en tournant sur les arêtes contiguës. Des expériences semblables ont été faites depuis par MM. Gauthey [a] et Rondelet [*].
512. M. Boistard, ingénieur en chef des ponts et chaussées, a publié d’autres expériences faites plus en grand, et avec plus de précision U). Les voûtes avaient 2", 27 d’ouverture, et étaient construites avec des voussoirs en briques, polis au grès, ayant Om,ll d’épaisseur et de hauteur. On a formé avec ces matériaux des voûtes en plein cintre, en anse de panier surbaissées au tiers et au quart, en arc de cercle dont la flèche était le \ le et le de l’ouverture, et en plate-bande. Chacune de ces voûtes a été soumise à trois épreuves principales. Dans la première, les voûtesétaient extradossées sur 0“,11 d’épaisseur, et celte épaisseur n’étant pas suffisante pour qu’elles pussent se maintenir en équilibre quand on abaissait le cintre, un certain nombre de voussoirs de la partie supérieure s’abaissait en portant sur le sommet du cintre (Fig. 28). Les deux parties inférieures de la voûte formaient des arcs rampants, et se partageaient en deux portions. La rupture tendait à se foire vers le milieu de chacun de ces arcs, où les voussoirs ne touchaient point le cintre, et où les joints s’ouvraient à l’extrados aux extrémités supérieure et inférieure de chaque arc.
513. Dans la seconde épreuve, les voûtes étaient encore extradossées. On
(0 Traité de la coupe des pierres, de Frezier, tome III. Ces expériences ont été faites en 1759, devant l'académie de Montpellier.
[î] Dissertation sur les dégradations du Panthéon français, page 111. Traité de la construction des ponts, tome I, page 941, 9* édition.
[s] Art de bâtir, tome IV. pages 995 et suivantes.
[s] Recueil de divers Mémoires , publié par Lesage , toinc II , page 170; ou Recueil d'expériences et d’observations , faites par Boistard, page 95. Ces expériences ont été faites en 1800.
ISO
embrassait de chaque côté un certain nombre de voussoirs de la partie inférieure par une corde qui s’appuyait sur l'extrados , et qui était tendue par un poids. Si la tension de la corde n’était pas suffisante pour maintenir la voôte en équilibre, cette voôte se rompait en s’ouvrant à l'intrados près de la clef et aux naissances, et à l’extrados dans les reins (Fig. 29). Si la tension de la corde était suffisante pour l’équilibre, les mêmes joints s’ouvraient de la même manière, par l’effet du tassement; mais l’action des poids tendant à les faire resserrer, ils s’ouvraient et se fermaient alternativement par une sorte de mouvement d’oscillation, dans lequel les parties de la voûte tournaient alternativement dans les deux sens, et en s’appuyant tantôt sur les arêtes supérieures et tantôt sur les arêtes inférieures des voussoirs. Enfin, si la tension de la corde était augmentée au delà d’une certaine limite, des effets analogues aux premiers se manifestaient en sens contraire (Fig. 30); c’est-à-dire que les parties inférieures de la voûte tendaient à s’abaisser , et les parties supérieures à être soulevées, les joints s’ouvrant à l’extrados près de la clef et aux naissances, et à l’intrados dans les reins.
314. Dans la troisième épreuve on construisait des culées , et l'On remplissait les reins de la voûleen maçonnerie arasée au niveau du sommet, où l’épaisseur était toujours de 0m, 11. Si l’épaisseur des culées était suffisante la voûte se maintenait en équilibre, lorsqu’on abaissait le cintre. Dans le cas contraire, ou si l’on chargeait davantage le sommet de la voûte, cette voûte se rompait en quatre parties (Fig. 51), les joints s'ouvrant à l’intrados à la clef et aux naissances, et à l'extrados dans les reins.
Il résidtc de ces expériences que, dans les voûtes en demi-cercle, extradossées d’égale épaisseur ou extradossées de niveau, la rupture tend à se faire vers l’angle de 30" environ, à compter de la naissance du demi-cercle. Dans les voûtes en anse de panier décrites avec trois arcs de cercle de 60" chacun, et surbaissées au tiers ou au quart, la rupture tend à se faire vers l'angle de 45“ ou de 55°, à compter de la naissance du petit arc. Dans les voûtés en arc de cercle, le point de rupture est à l’intersection de l’arc et du pied-droit, à moins que la voûte ne soit exlradossée sur une très-petite épaisseur, ou que l'amplitude de l'arc ne surpasse 120" environ [i],
315. Les observations faites par M. Perronet [s] , lors de la construction de plusieurs grands ponts, indiquent également la nature des mouvements
li] On trouve d'autres expériences relatives à l'équilibre des voilles dans l'ouvrage intitulé A dissertation on the construction and properties of arches, par G. Atvvood, 1801 I. 'auteur considérait les voûtes dans l'hypothèse du glissement des voussoirs, et scs expériences, faites avec des voussoirs en cuivre bien polis, se rapportent socialement à celle hypothèse.
(i] Mémoire sur le cintrement et décintremenl des ponts. Voyez aussi le Recueil d'expé-
qui ont lieu dans les voûtes. D’après ces observations, les premiers cours de voussoirs peuvent être posés sans l'appui du cintre, et ne commencent à glisser qu’autant que l’inclinaison des joints sur l’horizon est de 39° à 40” [i]. Au delà de celte inclinaison, le cintre porte une portion du poids des voussoirs; et, quand on emploie un cintre retroussé, il s’abaisse dans les parties inférieures, et se soulèverait au sommet si l’on ne s’opposait à ce mouvement en plaçant sur ce sommet une charge suffisante.
Ces effets ont été observés à l’arche de Saint-Edme à Nogent-sur-Seine, dont la figure est une anse de panier, ayant 29m, 24 d’ouverture, et 8m, 77 de flèche (Fig. 32). L’épaisseur au sommet est de lm, 62. Chaque moitié est composée de 47 cours de voussoirs, non compris la clef. Les vingt premiers cours de voussoirs ayant été posés, les cinq derniers se séparèrent à raison du tassement du cintre; le joint s’ouvrit de 0"*, 02 à l’extrados au-dessus du ÎS” cours, et il se fit une disjonction verticale entre la voûte et les assises horizontales des culées, dont l’effet était sensible jusqu’au 7" cours. En continuant la pose, ces joints se refermèrent : le point de rupture se trouva reporté plus haut, et les joints s’ouvrirent de 0m, 002 à l’extrados, du 20r au SI” cours.
La figure des arches du pont de Neuilly est une anse de panier surbaissée au quart, ayant 59“ d’ouverture. Chaque moitié est composée de 50 cours de voussoirs, non compris la clef. Dans les arches adjacentes aux culées, les joints se sont successivement ouverts à l’extrados, en raison de l’avancement de la pose des voussoirs, depuis (jusqu’à 5 et 7 millimètres, du 11* au 56” cours. Des effets analogues ont été observés dans les autres ponts.
316. D’autres mouvements ont lieu après la pose des clefs : les cintres sont alors chargés sur le sommet, et tendant à se soulever vers les reins. On avait tracé, avant le décintrcment, sur les tètes de l’arche de Nogent (Fig. 32), trois lignes droites, l’une horizontale placée au sommet delà voûte, du dessus d’un 28e cours à l’autre; et les deux autres inclinées, depuis les extrémités delà première jusques aux points où le joint du 7” cours rencontre la tangente verticale aux naissances. La position de ces lignes avait été rapportée à des points fixes. Les derniers joints ouverts à l’extrados, dans la partie supérieure de la voûte, se sont resserrés, et la disjonction verticale qui s’était faite entre les voussoirs et les assises des culées a presque entièrement disparu. La ligne horizontale a pris une courbure indiquant un tassement vertical, qui allait en diminuant uniformément depuis le milieu de cette ligne jusqu’aux extrémités, il s’est formé dans la courbure des deux autres lignes un point d'inflexion, a
ricnces et d'observations, par M. Doislard, et les Éludes relatives à Part des constructions, par M. Bruyère, premier recueil.
[i] Cela suppose que le rapport du frottement h la pression est environ 0,82 . Celle observation a déjà été mentionnée ci-dessus, n” 284.
la rencontre du joint entre le 16e et le 17' cours; ce qui indiquait, outre le tassement vertical et le resserrement des joints dans les cours supérieurs, jusques et compris le 17", un resserrement semblable dans les joints de la partie inférieure, qui se trouvait reportée vers les culées. Le point de rupture se trouvait donc placé entre le 16' et le 17e cours de voussoirs, et on doit remarquer que la maçonnerie des reins était achevée lors du décintrement.
Au pont de Neuilly, après la pose des clefs, les derniers joints qui s’étaient ouverts à l'extrados se sont refermés ; et , de chaque côté , de nouveaux joints se sont ouverts il l'intrados, à partir de la clef. Les joints sont restés ouverts à l’extrados dans les reins ; la plus grande ouverture avait lieu entre le 26' et le 27' cours de voussoirs , ce qui a indiqué la position du point de rupture. La maçonnerie des reins n’était pas construite lors du décintrement.
317. Les résultats précédents se rapportent aux voûtes en berceau: les observations faites sur les dégradations du dôme de Saint-Pierre de Rome peuvent fixer les idées sur les mouvements analogues qui ont lieu dans les voûtes sphériques. 11 résulte de ces observations que cet édifice tendait à s’écrouler de la manière indiquée fig. 53 ; la maçonnerie, qui offrait un grand nombre de lézardes dans la direction des plans méridiens, s’ouvrant à l’extrados en V, à la naissance de la voûte, et à l’intrados en AD, à la base du tambour sur lequel cette voûte est portée. Dans ce mouvement, les contreforts s’étaient séparés du mur du tambour. Ces dégradations ont été arrêtées au moyen de cercles en fer qui s’opposent à l’agrandissement du diamètre de la partie inférieure du dôme [il.
(i) Les dégradations survenues au dôme de Saint-Pierre de Rome sont décrites en détail dans l’ouvrage de Poleni, intitulé Memorie istoriehe délia gran cupola del tempio P'aticano, Padoue, 1748. On y trouve l’extrait de tous les écrits faits jusqu’à celte époque sur la coupole du Vatican, parmi lesquels on doit distinguer le Parère di Ire matcmatici sopra i danni cite si sono trorali nella cupola di San Pielro sut fi ne dell’ anno 1742. Dans cc dernier ouvrage, dit aux PP. Lesucur, Jacquier et Boscowich, la question de l’équilibre des voûtes est traitée avec beaucoup d’exactitude et de sagacité. Les dégradations du dôme y sont présentées comme étant le résultat des mouvements que nous indiquons ici, et qui seraient produits par la poussée des parties supérieures. Poleni n’est pas d’accord sur ce point avec ces savants : il n’admet pas que la poussée du dôme ait écarté les parties inférieures, et attribue uniquement les dégradations à des tassements inégaux produits par des défauts de construction. Cependant il propose d’y remédier au moyen de plusieurs ceintures de fer. qui ont été placées sous sa direction par Vanvilelli, en 1748, et auxquelles on en a depuis ajouté d’autres. Ces armatures ne peuvent avoir d’autre objet que de contribuer à détruire l’action horizontale de la poussée.
Les idées des PP. Lesucur, Jacquier et Boscowich ont été adoptées par IU. Gaulhey, dans sa Dissertation sur les dégradations du Panthéon français, page 117. Elles sont contredites par M. Rondelet, Art de bâtir, tome 11, page 60; tome III, page 222 ; S»» édition. Mais les
318. Le résultat généra! des observations et expériences qui viennent d’être indiquées, est 1“ que, dans les mouvements des voûtes, les parties qui se séparent ne glissent pas les unes sur les autres , mais s'écartent en tournant sur les arêtes supérieures ou inférieures des voussoirs ; 2" qu’une voûte, en se rompant, se sépare ordinairement en quatre parties principales, les deux parties supérieures s'abaissant, pendant que les deux parties inférieures sont renversées en dehors. On ne doit pas en conclure d’ailleurs qu’une voûte ne puisse rompre par l’effet du glissement des voussoirs ; mais seulement que, d’après les proportions qu’on leur donne ordinairement , et les valeurs du frottement et de la cohésion, les voûtes se rompent plus facilement par l’écartement que par le glissement des parties. Il arrive quelquefois que les parties inférieures de la voûte cèdent en glissant sur les joints horizontaux placés au-dessous des naissances , en même temps que les parties supérieures s'abaissent en tournant sur les arêtes des voussoirs.
ARTICLE III
DF. l’ÉTABLISSEMEXT DES VOÛTES.
319. La figure et les dimensions générales d’une voûte sont déterminées par la destination de l'édifice dont cette voûte fait partie. Ainsi l’on regarde ordinairement comme données l'ouverture de la voûte, la courbe d'intrados, la hauteur des pieds-droits, la distribution des poids que la voûte doit supporter. On se donne aussi d'avance, d’après l'exemple des constructions analogues à celle que l'on projette, et regardées comme les plus parfaites, l’épaisseur de la voûte au sommet. Cette épaisseur est conservée la même dans toute l'étendue de la voûte , ou bien on l’augmente progressivement du sommet aux naissances. Quand une voûte est projetée, on doit s’assurer qu’elle demeurera en équilibre lors du décintrement. On établit l’équilibre d’une voûte, soit en chargeant davantage les parties qui tendent à être soulevées, soit en donnant plus d’épaisseur à ces parties. On doit vérifier également
notions admises par cet architecte , qui alors soutenait que les voûtes en dôme n'avaient pas de poussée horizontale, ne sont pas conformes h la vérité.
Il parait que Christophe Wrcn, habile géomètre, qui a construit de 1075 à 1710 la cathédrale de Saint-Paul à Londres, avait adopté, 6ur l'équilibre des voûtes, des notions semblables à celles que nous présentons ici. Voyez Account of the Family /Frcn, pages 350 et suivantes; cité par Itohison, A s)atcm of mechanical philosopliy, tome I. page 042.
ICO
LEÇONS Sli K L'APPLICATION
que les pressions exercées dans les diverses parties de la voûte ne sont pas assez considérables pour causer l’écrasement de la pierre, ou des autres matériaux dont les voussoirs sont forniés. Ces recherches , dans lesquelles consiste proprement l’établissement des voûtes, ne comportent que des applications des notions présentées dans l’article 1".
DE i/ÉQULlRRE DES VOUTES El* EERCEAU.
520. Considérons une voûte en berceau, composée de deux parties égales séparées par un joint vertical. L’action des poids supportés par la voûte produit perpendiculairement à ce joint , entre les deux moitiés, une pression. On pourrait supprimer une des moitiés de la voûte, et la remplacer par une force horizontale égale à la pression dont il s’agit. Si celte force horizontale est assez grande pour opérer une rupture dans la moitié restante, en la repoussant en dehors en totalité ou en partie, ou si elle n’est pas assez grande pour empêcher cette moitié de tomber en dedans, la voûte ne pourra se maintenir en équilibre. Elle s’y maintiendra dans le cas contraire. La recherche des conditions de cet équilibre comporte divers cas qui doivent être distingués et examinés à part.
AB NM (Fig. 31) représentant la moitié d’une voûte en berceau, et mn étant un joint quelconque, dans lequel on suppose que la rupture peut s’effectuer, on nommera
b, b' les distances OM , ON ;
x, y les distances A p, m p ;
x', y les distances Kq , np ;
: la longueur mn du joint ;
a l’angle que ce joint forme avec la verticale ;
G le poids de la portion de voûte «mNM pour une unité de longueur de cette voûte ;
» la distance AD du point A à la verticale passant par le centre de gravité C de cette portion de voûte ;
T la pression normale exercée contre le joint mn, pour l’unité de longueur de la voûte ;
f, y, R auront les significations indiquées n° 290.
521. Supposant d’abord que la rupture de la voûte ne peut s’opérer que par le glissement des voussoirs le long des plans de joint, on voit facilement, d’après le n° 291 , que la force horizontale O appliquée en NM , nécessaire pour empêcher la portion de voûte wwNM de glisser de haut en bas sur nm, a pour expression
G (cos. 8 — ysin. 8) — v s
si n. 0 f cos. 0
DE LA MÉCANIQUE, Irr PARTIE. 101
Les valeurs (A) ayant été calculées pour tous les joints eompris dans la demi-voûte , la plus grande de ces valeurs devra être prise pour la pression que les deux moitiés de la voûte exercent l’une contre l'autre à la clef, pression que l’on désigne ordinairement sous le nom de poussée horizontale de la voûte.
On remarquera ensuite que la force horizontale Q, appliquée en MN . qui serait assez grande pour repousser la portion de voilte mn N'M , en la faisant glisser dans le sens mn, aurait pour expression
G (cos. 0 -e/'sin. >) + 7î
«in. 0 — f cos. 0
Les valeurs (A,) ayant été calculées pour tous les joints compris dans la demi-voûte, on sera assuré que la voûte est en équilibre, si toutes ces valeurs sont plus grandes que la poussée horizontale, déterminée comme on vient de le dire. Dans le cas contraire, l’équilibre ne pourrait subsister.
Ainsi l’équilibre de la voûte exige que le maximum de (A) soit plus petit que le minimum de (A,) .
322. D'après les formes et les proportions que les voûtes offrent le plus communément, le joint de rupture qui donnera la valeur maximum de l’expression (A) sera placé dans les reins de la voûte. Le joint qui donne la valeur minimum de l’expression (A,) est le plus souvent le premier joint horizontal placé au-dessous des naissances. Alors la voûte tend à se rompre delà manière indiquée fig. 35, la partie supérieure s’abaissant, en même temps que les parties inférieures sont, de chaque cûté, repoussées en dehors.
Il peut arriver aussi que le joint qui donne le maximum de l’expression (A) soit placé aux naissances , ou près des naissances de la voûte , tandis que le joint qui donne le minimum de l’expression (A,) est placé près du sommet. Alors la voûte tendrait à rompre de la manière indiquée fig. 36, la partie supérieure s’élevant, en même temps que les parties inférieures glissent en dedans de chaque côté.
323. En admettant présentement que la rupture de la voûte ne peut s’opérer que par l’écartement des voussoirs, tournant sur les arêtes supérieures ou inférieures des joints, on verra, d’après le n° 292, que la force horizontale Q ( Fig. 34 ) , appliquée an point N , nécessaire pour empêcher la portion de voûte m «NM de tourner de haut en bas sur l’arête m , a pour expression
G(«— *)— ; hj1
Les valeurs (B) ayant été calculées pour tous les joints compris dans la demi-voûte, la plus grande de ces valeurs devra être prise pour la poussée horizontale de la voûte.
On remarquera ensuite que la force horizontale Q, appliquée en N, qui serait assez grande pour faire tourner la portion de vortte mn NM de bas en haut sur l’aréte n, aurait pour expression.
Les valeurs (B,) étant calculées pour tous les joints de la demi-voûte, on sera assuré de l’existence de l'équilibre, si toutes ces valeurs sont plus grandes que la poussée horizontale. Dans le cas contraire, l’équilibre n’aurait pas lieu.
L’équilibre de la voûte exige donc que le maximum de ( B ) soit plus petit que le minimum de (B,).
Ce que l’on vient de dire suppose d'ailleurs le maximum de (B) donné par un joint de rupture voisin du sommet, et le minimum de (B,) donné par un joint de rupture voisin des naissances. Alors la voûte tend h se rompre de la manière indiquée fig. 37, les parties supérieures s’abaissant en s’appuyant l’une contre l'autre par l’aréte supérieure du joint placé au sommet, tandis que les parties inférieures, renversées en dehors, tournent sur les arêtes extérieures de leurs bases. Les parties supérieures portent alors contre les parties inférieures par l’aréte du joint de rupture placée à l'intrados.
324. Mais la voûte, comme on l’a vu n°513, peut également se rompre de la manière indiquée fig. 38, les parties inférieures tombant en dedans en tournant sur les arêtes inférieures de leurs bases, tandis que les parties supérieures sont soulevées en portant l'une contre l’autre par l’arête inférieure du joint placé au sommet. Les parties supérieures portent alors contre les parties inférieures par l’arête d’extrados du joint de rupture. Pour vérifier l’équilibre relatif à ce dernier genre de rupture, on doit remarquer que la force Q, appliquée en M (Fig. 54), qui empêcherait la portion de voûte m » NM de tourner de bas en haut sur l'arête m, a pour expression
G (a — x) — 4 Bî!
Le maximum de cette expression doit être pris pour la poussée horizontale de la voûte.
On remarquera ensuite que la valeur nécessaire à la force Q appliquée en M, pour soulever la portion de voûte winNM en la faisant tourner sur l'arête m, est
L’équilibre exige donc ici que le maximum de (b) soit plus petit que le minimum de (6,)
325. On a suppose, dans le n"321, que la rupture de la voûte devait s'opérer seulement par glissement , et dans les n°* 323 et 324 que cette rupture devait s’opérer seulement par écartement. La rupture peut aussi avoir lieu en partieparglissement.et en partie par écartement. Le cas le plus ordinaire est celui où la voûte tend à se rompre de la manière indiquée n” 323, fig. 37; et il arrive aussi quelquefois que les parties supérieures s’abaissant comme le représente cette figure, les parties inférieures sont repoussées de la manière indiquée fig. 35. Il est évident que, pour prévenir ce mouvement, le maximum de l’expression (B) doit être rendu moindre que le minimum de l’expression (Ai). Les autres cas de rupture se présenteront très-rarement, et il est inutile de vérifier l’équilibre qui leur est relatif pour la plupart des voûtes que l’on peut avoir à construire.
On aura d’ailleurs égard à toutes les combinaisons possibles , en remarquant que l'équilibre exige 1° que les expressions (A) et (B) soient, dans toute l’étendue de la voûte, plus petites que ( A,) et (B,); 2° que les expressions (A) et (A) soient, dans toute l’étendue de la voûte, plus petites que (A,) et (5i).
Si l’on veut négliger les résistances provenant du frottement et de la cohésion, on supposera dans les formules précédentes f, f , R égaux à zéro. Dans le cas contraire, on évaluera ces quantités d’après les résultats rapportés n” 25 et suivants, 280 et suivants.
326. Lorsque la voûte est élevée sur des culées ou pieds-droits dont chaque assise est formée d’une seule pierre, tout ce qui vient d’étre dit doit être appliqué, en regardant les culées ou pieds-droits comme faisant partie de la voûte.
327. D’après ce qui précède, le procédé que l’on doit suivre pour vérifier l’existence de l'équilibre dans une voûte, consiste [i], dans la presque totalité des cas qui peuvent se présenter, 1° à chercher la valeur delà poussée horizontale Q appliquée en N (Fig. 34), en supposant diverses positions au joint de rupture vin dans les reins de la voûte, et s’arrêtant à la position pour laquelle l'expression du n" 323 ,
G (a — x) — ‘.Us*
[t] Le procédé que Ton indique ici, fondé sur les notions exposées dans les numéros précédents, est conforme à la théorie donnée par Coulomb, dans les Mémoires des savants étrangers présentés à l'Académie des sciences, 1773. M. Audoy a remarqué, dans le nft 4 du Mémorial de l'officier du génie, que les conditions d'équilibre obtenues par ce procédé ne différaient point de celles que l'on trouve par les méthodes moins simples exposées dans le Recueil d'expériences et d'observations de M. Boistard, et dans le Traité de la construction des ponts de M. Gauthey.
LEÇONS SUR L’APPLICATION ou simplement ( en négligeant l’adhésion des mortiers )
donne la plus grande valeur [1].
2" A examiner si l’action de la poussée horizontale, ainsi déterminée, est assez grande pour renverser en dehors , en la faisant tourner sur l’aréte des voussoirs, une partie de la demi-voûte ABNM, ou la totalité de celte demivoûte. On reconnaîtra généralement, à la seule inspection, que la poussée horizontale renverserait plus facilement la demi-voûte entière qu’une portion de cette demi-voûte. Ainsi on devra faire la vérification dont il s’agit en supposant la rupture dans le premier joint AB ; c’est-à-dire s’assurer que l'expression
ou, en négligeant l’adhésion des mortiers,
calculée pour ce joint, est plus grande que la poussée horizontale.
5° A examiner si la poussée horizontale peut faire glisser sur les plans de joint une partie ou la totalité de la demi-voûte; c’est-à-dire à s’assurer que l'expression
G (eos.8 -i- fn n. 8) -4- t *
sin.8 — feai.i
ou, en négligeant l’adhésion des mortiers,
cos. 8-t-/"sin. 0
lin. 8 — /"cos. 0
[i j Lorsqu’on néglige l'adhésion des mortiers, la recherche du joint de rupture mn
(Fig. 34), c’est-à-dire dujoint auquel répond la valeur maximum de l'expression Q = G ,
peut être facilitée au moyen de la proposition suivante. Admettons que la rupture doit s’opérer, non pas suivant le joint normal m n, mais suivant une ligne verticale passant par le point m, et désignons par ? l'angle qu'une tangente menée à la courl»e d'intrados forme
avec la verticale : on aura au point de rupture m la relation tang. o = . Ainsi la tan-
gentc menée à la courbe d'intrados au point de rupture m, cl la verticale CD passant par le centre de gravité du poids G de la partie supérieure de la voûte, doivent se rencontrer en un joint de l'horizontale menée par le point N. Celle proposition a été donnée par MM. Lamé et Clapeyron. Mémoire sur la stabilité des voûtes. Annales des Miues, tome VIII, 1833.
calculée pour un joint quelconque voisin de la naissance de la voûte, est plus grande que la poussée horizontale. Si ce joint était horizontal , l’expression précédente deviendrait simplement
0 = /Ïi + t s,
ou , en négligeant l’adhésion des mortiers ,
Q=fG.
On pourra s'aider, pour la recherche de la situation du joint de rupture et de la poussée horizontale, des résultats rapportés n" 514 et suivants. Dans les voûtes en arc de cercle et en plate-bande , la position du joint de rupture est connue d'avance, et la valeur de la poussée horizontale peut être calculée immédiatement.
Lorsque le résultat du calcul a fait connaître que la voûte projetée ne serait pas en équilibre, on doit augmenter l’épaisseur au sommet, ou la largeur des pieds-droits, ou les poids dont ils sont chargés. Si le défaut d’équilibre provenait de ce que les parties inférieures sont exposées à glisser sur les plans de joint, on pourrait y remédier sans augmenter le volume de la maçonnerie, soit en interrompant les joints par des pierres posées debout , soit en inclinant en dedans les plans de joint, soit enfin en liant les parties de la maçonnerie par des armatures en fer.
528. Lorsque les parties inférieures de la voûte , ou les culées ou piedsdroits sur lesquels elle est établie , ne sont pas formés avec des pierres qui en occupent toute l’épaisseur, il est nécessaire d’avoir égard à la possibilité d’une rupture dans la maçonnerie de ces pieds-droits , conformément à ce qu'on a vu n" 211 et suivants. Par exemple, dans la voûte dont la fig. 59 représente la moitié, on sait d’avance que la rupture tend à s’opérer suivant mno. On calculera donc la poussée horizontale Q, d'après la condition que cette force, appliquée en N, empêche la partie mnoNM de tourner sur l’arête m. Pour s’assurer ensuite que la poussée Q, ainsi déterminée, ne peut opérer le renversement du pied-droit en le faisant tourner sur l'arête B , on doit regarder ce pied droit comme pouvant se diviser suivant une ligne inclinée Bf, et établir les conditions d’équilibre de la masse ABCNM, soumise à l'action de la force horizontale Q qui tend à la faire tourner sur l’arête B, en se conformant à ce qui a été fait dans les n°* cités.
Si la force de cohésion du mortier, dans la maçonnerie de la culée, était supposée très-petite ou nulle, on devrait admettre immédiatement (conformément aux n0’ 214 et 215) que la rupture du pied-droit aura lieu suivant la direction B pin, et ne tenir aucun compte de la portion de maçonnerie AB/ww .
529. Lorsque la fondation d’une voûte est établie sur un terrain compressible, on doit avoir égard aux considérations exposées n°*257 et suivants.
Ainsi, pour la voûte dont on vient de parler, la largeur aS de la fondation devrait être déterminée par la condition que le moment du poids de la masse de maçonnerie oSCNMw, pris par rapport au milieu de ag, fût égal au moment de la poussée horizontale Q, pris par rapport au même point.
DES PRESSIOSS EXERCÉES COSTRE LES PLAIS DR JOUIT DASS LES VOUTES El» BERCEAU ■
330. Supposant que la valeur de la poussée horizontale Q ait été calculée conformément au n° 327, et conservant les dénominations du n° 320, qui se rapportent à la fig. 34, on aura
T = G sin. 0 + 0 co». 0
pour la valeur de la pression exercée normalement contre un joint quelconque mn. Cette pression, pour un joint horizontal tel que AB, se réduit à
représentant le poids de ABIN'M. Pour le joint vertical MN, elle se réduit, comme cela doit être, à
351. La connaissance de la valeur des pressions exercées perpendiculairement aux plans de joint ne suffit pas pour vérifier que ces pressions ne sont pas assez grandes pour causer l'écrasement de la pierre. Il faudrait connaître de plus la manière dont les pressions peuvent être réparties dans la hauteur mn des plans de joint. Considérons une voûte dans laquelle la rupture tend à s’opérer de la manière indiquée fig. 37, et qui est en équilibre, en sorte (pie si l’on diminuait un peu la largeur des pieds-droits , la rupture aurait lieu ; et regardons les voussoirs comme des corps parfaitement durs appliqués les uns contre les autres. La pression qui s’exerce contre le joint MN (Fig. 34), et qui est la poussée horizontale Q, sera évidemment appliquée contre l’arête supérieure N. Si mn était le joint de rupture, la pression exercée contre ce joint serait aussi évidemment appliquée contre l'arête m. Enfin la pression exercée contre le dernier joint AB le sera évidemment contre l’arête B. Quant aux joints intermédiaires, on doit admettre qu’aux joints voisins de MN et AB, la pression est appliquée contre les arêtes supérieures ; et qu’aux joints voisins du joint de rupture, la pression est appliquée contre les arêtes inférieures. On distinguerait les joints intermédiaires entre ceux oû la pression est appliquée à l’arête supérieure, et ceux où elle est appliquée à l'arête inférieure, parla condition que la résultante des deux forces G et Q, qui produisent cette pression, passe à égale distance des arêtes supérieure et inférieure.
332. Dans la réalité les voussoirs n’étant pas des corps parfaitement durs,
on ne peut admettre que les pressions s’exercent ainsi contre des arêtes. Cela n’empêche pas que l’on ne puisse calculer , avec une exactitude suffisante , l’équilibre des voûtes d’après les règles énoncées précédemment; mais il (tarait nécessaire d’avoir égard à l'élasticité de la matière des voussoirs, pour évaluer les efforts auxquels les parties de la pierre sont exposées. Cette question serait un cas particulier d’une question plus générale, qui consiste à déterminer les effets qui se produisent dans un corps élastique de figure quelconque, soumisà l’action de diverses forces . La solution de ce dernier problème ne pouvant être donnée ici, on cherchera à déterminer les efforts dont il s'agit d'après des suppositions qui paraissent s’éloigner très-peu des effets naturels, et qui sont propres à donner des limites, dont la connaissance est très-utile pour l'établissement des constructions.
Supposons, comme dans le n“ précédent, la voûte en équilibre, et la rupture prête à s'opérer de la manière indiquée fig. 37. Les joints pour lesquels il importe le plus de connaître la valeur de la pression supportée par la pierre sont les joints de rupture, savoir les joints extrêmes MN et AB (Fig. 34), et le joint de rupture placé dans les reins, que nous supposerons être mn.
En considérant d’abord le joint MN, et remarquant que, la voûte étant prête à se rompre, ce joint tend à s’ouvrir en M, nous admettrons 1“ que les deux voussoirs séparés par ce joint ne pressent point l’un contre l’autre par l’arête inférieure M ; 2” que , par l'effet de l'élasticité de la matière dont ils sont formés , ils se sont un peu comprimés en s'appuyant l’un contre l’autre , de manière que la compression, qui est nulle à l’arèle M, augmente uniformément depuis celte arête jusqu’à l’arête supérieure N ; 3° que les éléments de la hauteur du joint résistent avec des forces proportionnelles aux compressions qu’ils subissent, et qui augmentent aussi uniformément, depuis l’arête M où elles sont nulles, jusqu'à l’arête N où elles sont à leur maximum. Cela posé, nommant
K la pression maximum qui s’exerce contre l’arête N, la valeur de cette pression étant rapportée à l'unité de surface; v la distance d’un point quelconque de MN à l’extrémité inférieure M; c la hauteur totale MN de ce joint;
Krt/r
on aura pour la pression qui s'exerce contre l’élément dv de la hauteur
du voussoir place à la distance v de l’arête inférieure. Or les pressions exercées contre tous les éléments doivent être telles que la somme de leurs moments, pris par rapport à l’arête ni , soit égale au moment du poids G de la portion de voûte pris par rapport à la même arête. Celte somme de
moments étant
— / do.t>{b — y •¥■ c), OU j K [3 (6 — f)c -+- 2e*],
Ci / o
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on a donc l'équation
don
On pourra calculer, au moyen de cette formule , la valeur de la plus grande pression à laquelle la pierre est exposée à la clef d’une voûte sur l’unité de surface, et vérifier, d’après ce qui a été dit n°* 174 et suivants, si cette pierre a la force nécessaire pour y résister.
555. Nous remarquerons ici que, dans les hypothèses qui viennent d'être établies, on doit prendre pour la poussée horizontale de la voûte la somme des pressions exercées dans la hauteur du joint MN. En désignant cette somme par Q'. on aura
K pc
0' = — / de. t = ï K c ;
Ci/ o
et en mettant pour K. la valeur précédente,
3 (6 — y) + Sc
Le point d’application de la résultante Q' est aux \ de la hauteur du joint, à compter de l’extrémité inférieure M. Cette nouvelle valeur de la poussée horizontale surpasse un peu la valeur désignée ci-dessus par Q, c’est-à-dire
et qui est calculée en supposant cette poussée appliquée en N. Il est plus exact, pour vérifier l’équilibre de la voûte , de prendre la force Q' pour la poussée horizontale; mais les résultats différeront généralement très-peu de ceux que l’on obtiendrait en regardant cette poussée comme représentée par la force Q, conformément au n° 327.
354. En considérant maintenant le joint de rupture mn, on admettra également que la pression est nulle à l’aréte supérieure m, où le joint tend à s’ouvrir, et qu’elle augmente uniformément depuis celte arête jusqu’en n, où cette poussée est à son maximun. z désignant toujours la hauteur mn du joint, K la valeur maximum de la pression, v la distance d’un point quel-
Kvdv
conque dewmà l’extrémité supérieure n, on aura comme ci-dessus pour
la pression supportée par un élément de la hauteur du voussoir. La condition à laquelle les pressions supportées par les divers éléments sont assujetties, est
ici que leur somme soit égale à la pression normale exercée contre le joint par le poids G de la portion de voûte m/tNM, et par la poussée horizontale Q.
Celte somme étant — J vdr, ou j Kz , on a donc l'équation
j- K 5 = G iin. 6 + 0' co« . 6 ;
d’où
2 { G sin. 6 H-0' cos. S)
formule qui fera connaître la valeur de la plus grande pression normale à laquelle la pierre est exposée sur l’unité de surface, dans le joint de rupture. Cette valeur est double de celle qu’on trouverait, en supposant l’effort uniformément réparti dans toute la hauteur du joint.
335. En considérant enfin le joint AB, et admettant les suppositions indiquées dans le n° précédent, on reconnaît que l’expression précédente de K convient également à ce joint. G représente alors le poids total de la demivoûte ABNM; et si le joint dont il s’agit est horizontal, on a simplement
356. A l’égard des joints intermédiaires entre les joints de rupture, les hypothèses précédentes ne peuvent pas s’y appliquer généralement avec exactitude; parce que lors même qu’une voûte est prête à se rompre, comme nous le supposons ici , ces joints ne tendent pas toujours à s’ouvrir , en sorte que l’on ne peut supposer nulle la pression exercée contre l’arête inférieure ou contre l’arête supérieure du joint. Pour les joints dont il s’agit, la pression se répartit d’une manière moins inégale dans toute la hauteur du plan de joint. Par conséquent si, en n’ayant point égard à cette remarque, on calculait pour ces joints la valeur de K par la formule du n° 534, le résultat surpasserait la véritable valeur de la pression normale à laquelle la pierre serait exposée. On conçoit d’ailleurs, à moins que la figure de la voûte ne soit trèsirrégulière , que si la pierre a une résistance suffisante à la clef, au joint de rupture, et aux joints inférieurs des pieds-droits, elle l’aura à plus forte raison dans toutes les autres parties de la voûte.
337. On a supposé n° 332 que la voûte était en équilibre, ou prête à se rompre, et cette supposition était nécessaire pour que l’on pût regarder les joints de rupture comme prêts k s’ouvrir. Dans la réalité les voûtes ont toujours un excès de stabilité, au moyen duquel aucun joint ne s’ouvre, si ce n’est par l’effet de la compression des mortiers , circonstance dont on fait ici abstraction. La valeur de la poussée horizontale doit toujours se calculer d’après
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les règles établies précédemment. Les voussoirs se trouvant partout maintenus en contact sur toute la hauteur des plans de joint, on n'est plus assuré d’être d’accord avec les effets naturels en supposant la pression nulle à l'arête inférieure ou à l’arête supérieure du joint, et l'on doit penser au contraire que la pression s’exerce sur toute la hauteur du joint, quoique moins fortement près de l’arête où le joint s'ouvrirait, si la voûte pouvait se rompre. La valeur totale de la pression exercée contre les plans de joint, ne peut jamais surpasser d’ailleurs celle que l’on calculerait par les formules du n° 530. On conclut de ces remarques que , si l'on appliquait à une voûte où il y a excès de stabilité les formules des n™ 532 et 354 , les valeurs de K ainsi obtenues surpasseraient toujours celles des pressions exercées, et donneraient des limites dont les véritables pressions seraient d'autant plus éloignées que l’excès de stabilité de la voûte serait plus grand. Les moindres valeurs qu’il soit possible d’attribuer h K sont d’ailleurs celles que l'on obtiendrait en supposant les pressions uniformément réparties dans la hauteur des joints.
338. Lorsque les voussoirs ne sont pas posés immédiatement les uns contre les autres, et lorsque l’on décintre une voûte avant que les couches de mortier interposées dans les joints aient acquis une dureté suffisante, il peut y survenir des tassements qui fassent ouvrir un certain nombre de joints près des points de rupture. Dans cette circonstance, la pierre peut être exposée à des efforts plus grands que ceux qui seraient calculés d’après les n“ 332 et 334, parce que la pression doit être regardée comme nulle, non seulement à l’une des extrémités du joint, mais sur une certaine portion de la hauteur de ce joint. Ces effets, que l’on doit tâcher de prévenir, seraient difficilement ramenés h des termes précis, et soumis à un calcul exact.
DE L’USAGE DES Tl HASTS DE FER POUR CONSOLIDER LES VOUTES EN BERCEAU-
339. Lorsque les pieds-droits d’une voûte ont trop peu de largeur pour qu’elle se maintienne en équilibre, cette voûte peut être consolidée au moyen de tirants en fer, placés dans les reins. L'usage de ces tirants est très-commun en Italie, où l’on en voit dans les édifices les plus magnifiques. Supposons que la voûte représentée fig. 40 tend à rompre dans le joint mn , les parties supérieures s'abaissant l’une contre l’autre par l’arête N, et renversant les parties inférieures, contre lesquelles elles portent par les arêtes m, et qu’elles tendent à faire tourner sur les arêtes B. On préviendra la rupture de cette voûte en liant les deux moitiés par un tirant horizontal. Il convient de placer ce tirant immédiatement au-dessous du joint de rupture mn. En effet, quand la voûte commence à se rompre , les points m sont ceux qui parcourent horizontalement le plus grand espace. Or on peut s'op|ioscr à cette rupture au moyen d une force horizontale , dont le moment . c’est-à-dire le produit de la
force et de l’espace parcouru dans le sens de cette force par son point d’application, doit avoir une valeur déterminée, pour rendre nulle la somme des moments des forces qui agissent sur chaque moitié de la voûte. On doit donc appliquer cette force dans la direction mm, puisque l'espace parcouru par le point d’application étant alors le plus grand possible, la force sera la moindre possible.
On connaîtra d’ailleurs la tension qui peut s’établir dans le tirant, en remarquant que le moment de cette tension ajouté au moment du jwids de la demi-voûte ABM N, doit être égal au moment de la poussée horizontale qui s’exerce en N; tous ces moments étant pris par rapport à l’arête B.
340. Lorsque l’épaisseur d’une voûte et de ses pieds-droits est très-petite par rapport à l’ouverture , il est possible qu’un seul tirant ne suffise pas pour en prévenir la rupture. On s’en assurera en considérant à part les portions de voûte AB mn , wmNM, et appliquant à chacune les règles énoncées précédemment. Si ces portions de voûte n’étaient pas en équilibre , on devrait y placer de nouveaux tirants , à la hauteur des joints où la rupture tendrait à s’opérer, en déterminant, d’après ce qui vient d’être dit, les efforts auxquels ces tirants se trouveraient exposés.
341. Lorsque les tirants sont employés de cette manière, il peut arriver que , par suite d’une élévation dans la température , le tirant soit détendu , et cesse d’exercer l’effort nécessaire ; et que par suite d’un abaissement dans la température ce tirant soit tendu trop fortement, et exposé à se rompre. Pour rechercher les moyens de prévenir ces effets , on nommera
® l’aire de la section transversale du tirant ;
T la plus petite valeur de la tension que ce tirant doit supporter pour faire la fonction à laquelle il est destiné ;
t la tension qu’on lui fait supporter quand on le met en place;
R’ la plus grande valeur de la tension, rapportée à l’unité de surface, à laquelle le tirant peut être exposé sans risquer de le faire rompre ;
V la plus haute température à laquelle le tirant sera exposé, exprimée en degrés du thermomètre ;
v la température qui a lieu quand on met le tirant en place ;
V’ la plus basse température à laquelle le tirant sera exposé ;
8 la dilatation linéaire de la substance du tirant pour un degré du thermomètre.
£ aura la signification indiquée n° 77.
Nous rappellerons d’ailleurs que les substances suivantes s’allongent ou s'accourcissent par une variation de température de 100° du thermomètre centigrade, savoir
fer forgé, de 0,00112
fer fondu 0,00111
bois de sapin 0,0008
pierre, environ [î] 0,0005
Lorsqu’on met le tirant en place, et qu’on lui fait supporter la tension —sur
l’unité de surface de sa section transversale, on l’allonge de la fraction — de
Eu
sa longueur primitive. La température s’élevant de V — v degrés, ce qui produit rallongements (V — d), il se détend, et l'effort qu’il exerce est réduit à£— S (V — v) Em. Ainsi l’on doitavoir
/- S(V — e). Eu>T.
De même la température s’abaissant de v à V', le tirant subira un accourcissement égal à s(t>— V'), et sa tension deviendra (v~ V'). Eu. On doit donc avoir également
( + S(c-V,)Eu<tt'».
On déduit de ces deux inégalités
d’où
»>T + 8(V-t)E», (<R'u — 5<r — T') Eu;
R'u — S(c — V')Eu>T-*-S(V — r)Eu,
et par conséquent
Lorsque la valeur de u aura été déterminée conformément à celte condition, les deux inégalités précédentes donneront deux limites entre lesquelles t devra être comprise. On voit que l’on ne pourrait satisfaire à la condition que le fer ne fût pas exposé à rompre, si la différence des températures extrêmes était telle que l’on eût
V—\'= ou > .
Les valeurs qui doivent être attribuées à E et R' pour le fer forgé ont été indiquées n>" 102 et 182.
343. On a supposé ci-dessus que la distance des deux points où les exlré-
[i] Notice sur la dilatation de la pierre, par M. Desligny. Journal du génie civil, tome II, page 2Î7.
mités du tirant étaient scellées ne variait point par l'effet des changements de la température. S’il en était autrement, il faudrait mettre dans les formules pour s non pas la dilatation de la substance du tirant, mais la différence des dilatations respectives du tirant et du corps dans lequel il est scellé.
DE L'ÊqULIDRE DES VOUES ES DOUE.
344. L’équilibre des voûtes en dôme diffère principalement de l'équilibre des voûtes en berceau, en ce que dans ces dernières, le renversement comporte seulement les disjonctions dans les joints indiquées dans les n“* précédents. Il n’est pas nécessaire, pour que la voûte se rompe, qu’il se forme aucune autre disjonction, suivant des plans perpendiculaires à la longueur de cette voûte. Une voûte sphérique, au contraire, ne peut être renversée, sans que les joints ne s’ouvrent comme dans les voûtes cylindriques, et en outre sans qu’il ne se forme des lézardes dans la direction des plans méridiens. La formation de ces lézardes exige que la cohésion des mortiers soit détruite. La rupture de la voûte exigerait de plus une sorte de désunion et de déplacement relatif des pierres voisines, tels que, si ces pierres étaient grandes, appareillées avec soin, et posées à joints croisés, elles devraient être en partie cassées pour que cette rupture pût avoir lieu. Il est difficile d’évaluer avec une exactitude suffisante l’effet de la cohésion des mortiers, et surtout l’effet de la résistance des pierres. Mais il parait convenable de n’avoir pas égard à ces deux circonstances lors de l’établissement d’une grande voûte [il. Nous regarderons ici une voûte sphérique comme partagée en un grand nombre de parties séparées par les plans méridiens, et n'ayant entre elles aucune liaison.
345. D’après cela, tout ce qu’on a dit’ ci-dessus sur l’équilibre des voûtes en berceau pourra s’appliquer 'aux voûtes en dôme, avec cette seule différence qu’au lieu de considérer des portions de voûte comprises entre des plans verticaux parallèles, on devra considérer l’assemblage d’un très-grand nombre de portions de voûte, comprises entre des plans verticaux qui for-
(ij 11 résulte des calculs des PP. Lesueur, Jacquier el Bosrowicli, que, abstraction fjite de l'adhésion des mortiers, le moment des forces agissantes pour le renversement de la coupole de Saint-Pierre de Rome, est au moment des forces résistantes, dans le rapport de 3 à 2 environ. ( Parère di tre matematici sopra i danni cite si sono trorati nclla cnpola diS. Pietro al fine deir anno 1742). Cette coupole est presque entièrement construite en brique, avec du mortier du pouzzolane. L’adhésion des matériaux a suffi longtemps pour maintenir l'équilibre. Mais des lézardes, produites par de petits mouvements imprimés par la chute de la foudre et les tremblements de terre, s’étant multipliées el ayant augmenté peu à peu, les progrès de ces dégradations ont dû être arrêtés en entourant les parties inférieures du dùme par des cercles en fer.
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ment entre eux un très-petit angle, et se coupent suivant Taxe du dôme. L’équilibre de chacune de ces portions de voûte devra être vérifié, d’après les règles exposées précédemment. Mais il est indifférent de considérer à •part une de ces portions, ou d'établir le calcul en considérant à la fois la totalité du dôme. La fig. 41 représentant le plan d’une voûte sphérique, on peut également vérifier l’équilibre d’une portion BOB' comprise entre deux plans méridiens très-voisins, ou celui de la moitié ôBB'ô' de cette voûte. En adoptant ce dernier parti, on imaginera que la demi-circonférence ôBB’ô' a été développée en SBB'6', et que tous les autres éléments demi-circulaires de la voûte ont été également développés sur les arêtes du cylindre horizontal, qui les toucherait dans la section méridienne projetée en BOB’. Il en résultera une portion de voûte en berceau, comprise entre les plans verticaux eOê', êOs', à laquelle on appliquera les règles exposées dans les n0’ 320 et suivants. On remarquera d’ailleurs, en déterminant le poids et la position du centre de gravité des diverses parties, que cette portion de voûte est contenue entre deux plans verticaux inclinés par rapport à l’axe du cylindre, en sorte que les éléments horizontaux ont d’autant moins de longueur qu’ils sont plus voisins du sommet, où leur longueur est nulle.
Il est évident que s’il existe des portes ou des fenêtres dans les parties inférieures du dôme, on doit supposer des vides correspondants dans la portion de voûte en berceau 6Os', dont les conditions d’équilibre sont les mêmes que celles de ce dôme.
546. Lorsqu'une voûte en dôme est en équilibre, on peut la couper suivant un plan horizontal, et en retrancher la partie supérieure, sans que l'équilibre cesse de subsister. Si, par exemple, on a enlevé la portion wmNM (Fig. 34), et que l’on considère la partie restante AB nm d’une portion du dôme comprise entre deux plans méridiens très-voisins, il peut arriver, ou que cette portion se soutiendrait d’ellc-même, ou qu’il serait nécessaire, pour qu’elle se soutint , que l’on appliquât une force horizontale en «. Dans le dernier cas , il s’établit entre les voussoirs, vers l’extrémité supérieure de la partie restante AB mn, et perpendiculairement aux joints verticaux, des pressions horizontales qui n'existent point lorsque la voûte est entière.
347. Si une voûte en dôme était effectivement formée d’un grand nombre de parties séparées par les plans méridiens, et sans liaison entre elles , on ne pourrait la couper suivant ces plans et en supprimer une partie sans en causer la rupture. Ainsi les grandes niches, ou hémicycles, ne se soutiennent que par l'effet de la liaison des matériaux , on parce que le mur de face offre une stabilité suffisante pour résister h l'action latérale de la demi-voûte.
UE L'USAGE DES CEINTURES ES FEE POUR CONSOLIDER LES vol TES ES DÔRE.
348. L’utilité de ces armatures est prouvée par un grand nombre d’exemples [i]. Les considérations qui ont été présentées n" 339 montrent que les cercles doivent être placés de préférence à la hauteur du joint de rupture. En désignant par t la tension d’un cercle , cette tension produit l’effet d’une force horizontale égale à
2 ic. t,
qui serait distribuée uniformément dans tous les points de la circonférence du cercle, et perpendiculairement à cette circonférence. Par conséquent si, pour calculer l’équilibre d’une voûte en dûme, on la concevait remplacée par une voûte en berceau, de la manière expliquée n° 345, il faudrait concevoir les deux moitiés de cette voûte réunies l’une à l’autre par un ou plusieurs tirants , dont la tension , ou la somme des tensions , serait égale à * t.
La proposition précédente se conclut de ce qui a été dit n" 307. On peut s’en rendre raison directement, en remarquant que, d’après le principe des vitesses virtuelles, l’équilibre des forces appliquées dans le sens des rayons et de la force appliquée dans le sens de la circonférence , exige que les premières soient à la seconde comme une variation très-petite de la circonférence est à une variation correspondante du rayon; c’est-à-dire comme la circonférence est au rayon.
Les considérations exposées n“ 340 , 341 et suivants, s’appliquent également aux cercles employés pour consolider les dûmes.
DE L’tQCILlBRK DES VOUTES ER ARC DE CLOITRE ET DES TOUTES d’aRETE.
549. Les figures 42 et 45 représentent le plan d’une voûte en arc de cloître, élevée sur une base polygonale. On peut supposer cette voûte partagée, par des plans verticaux passant par les angles du polygone, en parties qui ne sont pas liées les unes aux autres ; et considérer à part deux parties opposées, BOB', BOB', comme une portion de voûte en berceau. On appliquera à cette portion de voûte les règles exposées dans les n01 520 et suivants, en ayant toujours égard , dans l’évaluation des volumes et la détermination des centres de gravité , à ce qu’elle est comprise entre des plans inclinés par rap-
[i] Voyez le deuxième livre de» Memorie ialorlche delta gran cupnla del tempio l'aticano, de Poleni, où l’auteur cite plusieurs dûmes réparés et consolidés au moyen de cercles en fer. Le dôme intérieur et le cône qui supporte la lanterne, A Saint-Paul de Londres, sont consolidés de la même manière. On a également employé des cercles en fer pour contenir la voûte intermédiaire du dôme du Panthéon A Paris. Rondelet, Art de bâtir, Ionie IV. page 527, S* édition.
port à l'axe du berceau. Dans la réalité les parties de la voûte sont liées entre elles, soit par l’adhésion des mortiers, soit parce qu’on place ordinairement dans les arêtes des chaînes en pierres plus fortes, qui devraient être désunies et cassées pour que la rupture s’opérât, l’effet de ces liaisons est ici plus sensible qu’il ne l’est dans les dômes, et d’autant plus que la base de la voûte est un polygone d’un moindre nombre de côtés. Mais cet effet n’étant pas de nature à être évalué avec exactitude, il ne parait pas que l’on doive y avoir égard, surtout dans l’établissement d'une grande voûte.
550. L’équilibre d’une voûte d’arête (Fig. 44) peut être considéré de la même manière, en la supposant partagée en parties indépendantes l’une de l’autre par les plans verticaux BOB’, BOB'. Les portions BOB , B'OB' appartiennent à une même voûte en berceau, et tendent à se rompre, en renversant les piliers sur les arêtes Bô,B7>'. On remarquera qu’ici les éléments horizontaux de ces portions de voûte ont plus de longueur à mesure qu’ils sont plus rapprochés du sommet. La poussée horizontale , par celte raison , est plus grande, à épaisseur égale, qu’elle ne l’est dans les voûtes en arc de cloître, où le contraire a lieu. Mais on voit, d’un autre côté, que les piliers sont chargés du poids des deux autres portions de voûte BOB', BOB', et qu’ils ne peuvent être renversés sans entraîner dans leur mouvement ces portions de voûte, dont le moment, pris par rapport aux arêtes B b, 117/ , doit être réuni au moment de stabilité des moitiés des portions BOB, B OB', pris par rapport aux mêmes arêtes. Les voûtes dont il s’agit différent en cela des voûtes en arc de cloître, où, dans le cas d’une rupture, les parties seraient renversées séparément, et ne sont pas consolidées les unes par les autres. Les remarques faites ci-dessus sur l’effet des liaisons des parties de la voûte, trouvent également ici leur application.
ARTICLE IV
DES CALCULS RELATIFS A L* ÉTABLISSEMENT DES V OUTES
351 . Les calculs indiqués dans l’article précédent ont pour objet l’évaluation des volumes des parties des voûtes, et la recherche des situations des centres de gravité de ces parties, ou plutôt des distances horizontales des centres de gravité à un plan donné. Quant il s’agit d’une voûte en berceau comprise entre deux plans verticaux perpendiculaires à l’axe de cette voûte, le calcul est en général établi pour une unité de longueur de la voûte, et l’on a seulement
à considérer les aires des parties de la section transversale. Dans d’autres cas, et spécialement dans les ralculs relatifs à l'établissement des dômes, des voûtes en arc de cloître et des voûtes d'arête, on doit considérer les volumes des parties de la voûte.
La figure de la section transversale d'une voûte étant ordinairement formée par des lignes droites , des arcs de cercle ou d'autres courbes dont on a les équations, on peut effectuer rigoureusement les calculs d'après les régies que la géométrie fournit à cette effet [il. Mais il sera plus simple, comme l'a remarqué Coulomb [2), d’employer des méthodes d’approximation.
La figure dont il s'agit peut toujours être décomposée en parties telles que ABMN (Fig. 45), comprises entre deux lignes verticales et deux lignes courbes ou droites. Si la voûte est terminée par deux plans verticaux perpendiculaires à l'axe, il suffit de considérer l’aire ABNM. Si cette voûte est terminée par deux plans verticaux CQ, C'Q' inclinés sur cet axe, il faudra considérer le volume correspondant à l’aire ABNM. et projeté horizontalement en CC'Q Q. Cela posé, nommons .r l'abscisse A p ; y la longueur mn ; z la longueur qq" ;
X l’abscisse AP ;
et regardons y et r comme des fonctions de æ. Si nous considérons seulement l’aire ABNM, nous aurons
pour la valeur de celle aire : et
J oXdi
pour la distance horizontale de son centre de gravité; à la ligne AB. Si nous considérons le volume projeté en CC'Q’Q , nous aurons
[1] M. Audoy a établi de cette manière les formules relatives aux diverses espèces de voûtes en berceau. Voyez son Mémoire dans le Mémorial du génie, nw 4.
[î] Mémoires des savants étrangers, 1775.
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pour valeur de ce volume; et
!}■ % il X
pour la distance horizontale de son centre de gravité au plan vertical dont CC' est la trace.
552. On voit , par ce qui précède, que les calculs dont il s’agit se réduisent toujours a l'évaluation d’intégrales définies , exprimées généralement par
(t/.Ff.
Or on a, pour exprimer la valeur de ces intégrales, les formules approchées suivantes. Supposant l'intervalle AP ou X partagé en un certain nombre n de parties, dont la longueur est égale h A.r ; posant F x=u, et désignant par it0.
w,, »/,, ?/„ les valeurs de v qui répondent aux abscisses 0, A.r, 2 A.r.
•Hd.r , on aura
; «, + l(|+fl,-H/î+ 4- Un — I ï Un j
— — A1»»)— (A: «n— A5 II,,) >
+ rnti‘“"-4' u«) ~ ni K < A4 v» — A4 u„) 4- eic. ^
On a également, n étant un nombre pair,
ilr.f il <
/ K0 4- 4 tt,4- 2 Uj-M «4 4-4 Us4~ + 2 Un _ , + -i Un - , + U»
^ A* W, + +A( Un — g 4- A* Km — j + A^ Un — j)
< 4- ~-o (A5 «„4- A4Uj 4- A4 ut 4- 4- Aa Mn — g 4- A4 Un — g 4- A& Un — jï
-J J — (A6U04-ASU,4 A6 U, 4- 4- Ac Un— 64- A* Un — <4- A6 Un— a)
( 4- ClC.
L’usage de ces formules sera plus sûr si l’on opère de manière qu’d ne se trouve pas dans la courbe dont u est l’ordonnée de point d'inflexion entre les points de division de l’axe des abscisses x. Lorsque la courbe présente des points d’inllcxion ou des changements brusques de courbure cl de direction, il convient de partager l’intégrale en plusieurs parties séparées par les points dont il s'agit, et d’en calculer h part les valeurs.
On peut , dans les opérations relatives à l'établissement des voûtes , mesurer sur des dessins faits avec exactitude les longueurs des lignes représentées par y et s dans le n" précédent, ce qui abrégera beaucoup ces opérations.
DE L'ÉQUILIBRE ET DE L’ÉTABLISSEMENT DES CONSTRUCTIONS EN CHARPENTE
553. Les constructions en charpente consistent Généralement dans un système de pièces assujetties les unes aux autres, aux extrémités seulement, ou dans divers points de leur longueur. Ces constructions offrent des propriétés différentes, suivant qu'elles sont supportées par-dessous, ou suspendues à des points fixes plus élevés que la construction. Il est toujours nécessaire que l’équilibre du système soit stable; mais, dans le premier cas, cette condition exige que la figure de ce système soit invariable; dans le second cas, l’équilibre sera toujours stable, lors même que la construction serait parfaitement flexible.
Le principe le plus général dont on puisse faire dépendre la disposition d’un système de charpente , consiste en ce que les pièces principales doivent être placées suivant des lignes droites tracées des points où s’exercent les efforts aux points d'appui. Dans une construction ainsi disposée, les efforts qu’elle supporte ne tendent point à en changer la figure en faisant tourner les pièces sur les assemblages placés à leurs extrémités. Ce principe est principalement applicable aux constructions soutenues par-dessous.
551. Chaque pièce d’une construction en charpente doit offrir une résistance proportionnée aux efforts quelle peut avoir à supporter.
On se formera une idée précise du degré de résistance qu’une pièce doit présenter si l’on remarque que l'effet d'un changement de figure quelconque subi par une pièce , en vertu des actions auxquelles elle est exposée, est toujours d’allonger ou d’accourcir dans une certaine proportion les fibres de cette pièce. Si l’allongement ou l’accourcissement étaient trop considérables, la pièce romprait, ou par une disjonction, ou par un écrasement. Les allongements ou accourcissements dont il s’agit doivent toujours être beaucoup moindres que ceux qui amèneraient la rupture; mais on doit, dans tous les cas, les regarder comme donnant la mesure de la fatigue à laquelle la pièce est exposée. D’après cela, dans chaque cas particulier, 1a question se réduit à examiner, étant donné une pièce et les efforts qu'elle doit supporter, dans quelle proportion les fibres sont le plus allongées ou le plus accourcie#. Si cet allongement ou cet accourcissement répond à une tension ou à une eom-
pression qui ne dépassent point les limites indiquées dans l’article VU de la première section (n“ 173 et suivants), on est assuré que la pièce aura la force demandée.
ARTICLE PREMIER
DF. I.A RÉSISTANCE n’irNE PIÈCE PRISMATIQUE TOSÉE HORIZONTALEMENT. CHARGÉE ET SUPPORTÉE DE DIVERSES MANIÈRES.
355. Les résultats présentés dans les n"‘ 86 et suivants font connaître les condilionsde l'équilibre pour une pièce prismatique, dans les eas le plus simples. Celte pièce étant encastrée à une extrémité ( Fig. 5 et 7 ), chargée à l'autre extrémité d’un poids P, et sur chaque unité de la longueur d’un poids p, on a (n"’ 8G et 89)
pour l’abaissement BM de l'extrémité libre; a étant la longueur AM. et , le moment de résistance à la flexion dont l’expression générale est donnée n° 80.
556. Lorsqu’une pièce est posée librement sur deux appuis (Fig. 6 et 8), chargée au milieu du poids 2 P , et sur chaque unité de longueur d'un poids p , on a (n” 87 et 90)
P ns p T) a 4 * 3 « 24
pour l’abaissement CA du milieu du solide; a étant la moitié AM de l’intervalle des appuis.
567. Les résultats présentés dans les n“’ 121 et suivants font connaître les conditions de l’quilibre pour une pièce prismatique chargée de la même manière, dans le cas de la rupture. D'après les n- 121 et 122, 121 et 125, lorsqu'un solide est encastré horizontalement à une extrémité, chargé à l’autre d'un poids P, et sur chaque unité de longueur du poids p; ou bien quand un solide est posé horizontalement sur deux appuis, chargé au milieu du poids 2 P, et sur chaque unité de longueur du poids p ; on a également (en négligeant la considération de la courbure du solide )
s = Po + ) p a3,
n représentant la longueur du solide dans le premier cas, ou la moitié de l'intervalle des appuis dans le second. ? est le moment de résistance à la rupture, dont l’expression générale est donnée n'" 113 et 114.
558. Lorsque ta figure que prend un solide prismatique par l’effet de la flexion est connue, on en déduit immédiatement les conditions de l’équilibre relatives au cas de la rupture. Le solide tend à se rompre dans le point où la courbure est le plus grande; et quand il est prêt à se rompre le moment de la résistance à la flexion, en ce point, est égal au moment de la résistance à la rupture. Ainsi les conditions d’équilibre dont il s’agit s’obtiennent en égalant ? tPy
à la valeur maximum de • : x et y étant l’abscisse et l’ordonnée de la
courbe du solide, > ayant la signification indiquée n“ 80, et p la signification indiquée n° 1 15.
EyUllCRE u'iiXE PIECE POSEE SUR DEGX APPUS , ET CiUtU.EE ES ES POIX T QlEECOXQCE DE L'iTTERVALLE DES APPEI9.
550. On suppose qu’un solide MM’ (Fig. 46), posé sur deux appuis placés sur une même ligne horizontale, est chargé d’un poids-2P suspendu au point B, qui n’est pas placé au milieu de l’intervalle des appuis. Il s’agit de connaître les conditions d’équilibre du solide par rapport à la flexion et par rapport à la rupture. On nommera
n la moitié CM de l’intervalle des appuis ; s la distanee CD:
x l’abscisse B p; y l’ordonnée vip;
/rabaissement BD du point B;
u l’angle que la tangente à la courbe du solide forme au point B avec l’horizon.
< aura la signification indiquée n° 80 ; p aura la signification indiquée n" 113.
Les composantes du poids 2 P , représentant les efforts exercés sur les appuis M et M' , sont respectivement
P Ct P ;
et chaque partie BM, BM' du solide est fléchie de la même manière que si, étant encastrées en B, elles étaient sollicitées aux extrémités M et M' par ces
comjwsantes. On aura donc ici, comme an n“ 86 , pour la partie BM
>Py
dx'
dy
t- lang
dx
-t- X tant;, a
/ = -• 1- (a — s) lantj. a.
• Sa
On aura également pour la partie BM'
<Py
dx 2
dy
| — x lan([. u.
. f = (a -t- *) tant;, ».
/'et lang. u devant avoir les mêmes valeurs dans ces équations, on trouvera par l'élimination
lang.«=:-. , f~
360. Les équations des parties BM et BM’ de la courbe sont respectivement
On connaîtra l’ordonnée minimum en faisant dans la seconde de ces équadf
lions — = 0, ce qui donnera
dx
x = a -4- a — 1/0’+ jnj — i sa.
En appelant y , la valeur de y correspondante à cette valeur de x, la flèche de la courbe du solide sera f — y, . Le point B est celui où la courbure du solide est le plus grande , et où ce solide tend à se rompre : on le nommera point du rupture.
361. D’après cette dernière remarque, et conformément au n° 358, les conditions de l’équilibre relatif à la rupture seront exprimées par l’équation
On le voit aussi en remarquant que ? doit être égal au moment de l’une ou de l’autre des forces agissant en M, M', pris par rapport au point de rupture B.
tet'IMME »’IU PIECE POSÉE SCR DEl’X APPCIS, ET CHARGÉE Sl'R CSE FORTUIT DE SA
LOSCCECR.
362. Le solide MM' (Fig. 47), posé sur deux appuis placés sur une même ligne horizontale, étant chargé, dans l’intervalle NN' seulement, d’un poids p sur l’unité de longueur, on demande les conditions de l’équilibre. Supposant que le point B est au milieu de l’intervalle NN', on nommera
z la distance CD;
a la moitié CM de la distance des appuis ;
a' la moitié DE de l’intervalle dans lequel est placée la charge;
.t, y l’abscisse B/» et l’ordonnée mp; f l’abaissement BD ou MP du point B ;
u l’angle que la tangente à la courbe au point B forme avec l’horizon ; i et p auront les significations indiquées n“ 559.
Les composantes de la charge Ipa' représentant les efforts exercés sur les appuis M et M' sont respectivement
p a\ et p a'. .
Chaque partie BM, BM' du solide est fléchie de la même manière que si , étant encastrée en B, elle était sollicitée dans un sens par les poids placés en BN, BiY, et dans l’autre sens par les forces précédentes agissant en M, M'. Par conséquent on aura d’abord, pour tous les points compris entre B et N ( voyez les n- 87, 89 et 90),
pu'
— f — — a' jh J,
<iy
pa'
xs -i p f a'1 x o' x1 x 5 A
I / _i_ 1 _i_ laiur. (o.
îJ «V 2 2 fl/
pa'
x5-i p /u'3 a'xJ x‘A
— I — - 1 — 1 — 1 -F- x tang. »
cl les deux dernières équations donneront, pour les valeurs qui conviennent au point IN , en y faisant x —
il y pa’ a -t- s r n,J-i ;i n'3
— = — . I fa — z) a' I . — -4- tang. o>.
dj- i « L 2 J i fi
p a’ a -t- s r a'1 ar—i p a'1
y = — . l(a-s) ' — — i-a’lang.M.
On aura ensuite pour tous les points compris entre IN et M ,en déterminant
les constantes de manière que pour x — a' les valeurs de — et y soient égales
ds
aux précédentes,
iPy pa' a -t- s
il x1 i a dy pa’ a -t- s
uy pa a -t- z r x1_i p a3
dx • a L 2 J . 0
pa' a -t- s r X* j3-i p (a
-r- tang. u.
1 | I -+- x lang. m.
2 « J «la 24/
La dernière équation, en supposant x — a — s, donnera
pu' (» + j) (i — *)3 pra'3(a — s) a’
- x) tang. ni.
En répétant les mêmes opérations pour la portion BM' du solide, on trouvera
p«' (a - a) (o + j)1 pro’ln+s) a'H
f = — — (a -4- s) tang. w;
e 3a «LC 24 J
s) tang. co;
et en éliminant entre ces deux équations, il vient
pa' ( 4 o3 — 4 a1 — a'1) s
lanjç. « = . ;
po'r|2ii>-S!'-»’>)(a"-j>| o’3-
VT
3t>3. On aura les équations des parties BN, NM de la courbe, en substituant dans les expressions précédentes de y qui appartiennent respectivement à ces parties la valeur que l’on vient d’obtenir pour tang. ». Les expressions de y qui conviennent aux portions BN", N’M’ de la courbe sont semblables aux expressions qui se rapportentaux portions BN, NM; on les déduit de ces dernières en changeant o + : en « — et réciproquement. On connaîtra donc également la figure de la portion BM du solide- La flèche de la courbure se trouvera de la manière indiquée n° 3G0.
364. Le point B est celui dans lequel la courbure est le plus grande, et où le solide tend à se rompre. La condition de l'équilibre relatif à la rupture est exprimée, conformément au n" 358, par l’équation
565. Les exemples précédents suffisent pour indiquer comment on trouve les conditions d’équilibre d’une pièce posée horizontalement sur deux appuis, et chargée d’une manière quelconque. Le point où elle tend à se rompre, et que l’on doit regarder comme le point d’encastrement , est toujours situé dans la verticale contenant le centre de gravité des poids dont cette pièce est chargée. Le point de rupture ayant été déterminé , aussi bien que les efforts exercés sur chaque point d'appui, on doit former autant d'équations différentielles du second ordre qu'il y a , de chaque côté du point de rupture , de parties pour lesquelles les conditions de la flexion ne peuvent s’exprimer par la même formule. Les constantes introduites par l'intégration se déterminent de manière que l’ordonnée et l’inclinaison de la tangente aient les mêmes valeurs dans le point commun à deux parties consécutives.
L’équation exprimant les conditions de l’équilibre à l’instant où la pièce est prête à se rompre, s'obtient en égalant le moment de rupture p à la valeur d7X
de > — qui appartient au point de rupture ; c’est-à-dire au moment pris par
dx1
rapport à ce point des forces agissant sur la pièce dans l’une ou l'autre des parties que ce point sépare.
ÉQUILICRE D’UNE PIÈCE CHARGÉE D’UN POIDS , DONT L’UNE DES EXTRÉMITÉS EST ENCASTRÉE ET L’AUTRE EXTRÉMITÉ POSÉE SIR UN APPUI.
366. La pièce AMM' (Fig. 48) encastrée horizontalement à l’extrémité A , supportée à l’extrémité M' sur un appui placé sur la même ligne horizontale que le point A , étant chargée en M du poids K , ou nommera a la distance AB; a' la distance AM’; ü' l’effort exercé sur l’appui M';
• et p auront les significations indiquées n° 559.
On aura en premier lieu, pour la portion AM de la pièce,
On aura ensuite pour la portion MM', en déterminant les constantes de
manière que, pour x=a, les valeurs de — et y soient égales à celles qui séraient données par les équations précédentes,
tPy
dx ’ dy
— _ n'(o'-ir),
= II Tl'la'jf — —
"(ï-ïj -"'(.—ï)
387. Celte dernière expression dey devant être nulle quand x—a, on aura
ir = n
pour l’effort exercé sur le point d'appui M\ En substituant cette valeur dans les équations précédentes, on trouvera pour l’abscisse du point où l’ordonnée y est le plus grande
et pour la valeur de cette plus grande ordonnée , ou de la flèche de courbure de la pièce ,
568. La pièce tend nécessairement à se rompre en A ou en M. On a au point A
et au point M,
iPy o(Sq'-a)(a'-o)
= Il a — II' a' = Il ;
di r* 2 a'1
<Py a7 (3 a' — a) (o' — a)
dx 7 2 a'5
L’équilibre est exprimé à l’instant de la rupture par celle des deux équations
p = ll
P = Il
dont le second membre a la plus grande valeur. Le corps tend à se rompre
en A si la distance AB est petite; il tend à se rompre en M si AB diffère peu de AM'.
569. Si l’on suppose le poids n placé au milieu de l’intervalle AM', on aura a'=2fl ; et en écrivant 2P au lieu de II, il viendra
pour l’effort exercé sur le point d’appui. L’abscisse du point où l’ordonnée est le plus grande sera
et la valeur de cette ordonnée,
En comparant ce résultat à celui du n" 87 , on voit que la flèche de courbure produite par le même poids est plus petite, dans le rapport de 1 à i/s~ qu’elle ne serait si les deux extrémités de la pièce étaient posées sur des appuis.
L’ordonnée du point milieu, où le poids est placé, est — . — , c’est-à-dire
les tî de ce qu’elle serait dans le cas dont on vient de parler.
570. En supposant toujours le poids n placé au milieu de l’intervalle AM', la pièce tend à se rompre en A , et la première valeur de ? du n“ 568 donne
Si les deux extrémités étaient posées sur deux appuis, on aurait p=P a. Par conséquent, lorsque l’une des extrémités est encastrée, la pièce, à force égale, peut supporter un poids plus grand dans le rapport de 4 à 5.
ÉQUILIBRE D’UNE PIÈCE DORT LES DEUX EXTRÉMITÉS SORT ENCASTRÉES, ET QUI EST CHARGÉE
D'UN POIDS
571. On suppose la pièce AMM' (Fig. 49) chargée en M du poids n, encastrée horizontalement aux deux extrémités A et M’ ; et l’on remarque que l’effet de l’encastrement en M' est de rendre horizontale en ce point la direction de la tangente à la courbe. Or on ne changera rien à l’état d’équilibre de la pièce AM' , si l’on suppose cet effet produit au moyen de ce que cette pièce, posée simplement sur un appui en M', est prolongée en M M ", et
LEÇONS SUIl L’APPLICATION
chargée à l’extrémité M" d'un poids dont la valeur a été convenablement déterminée. Cela posé, on nommera a la distance AB ; a' la distance AM' ;
«"la distance AB";
n' l’effort exercé sur l’appui M' ;
II" le poids suspendu à l’extrémité M"; i et p auront les significations indiquées n” 559.
On aura en premier lieu pour la portion AM de la pièce <Py
i — = Il (a — x) — II' (a' — x) -+- II" (a" — x); d x 2 dy
e — = Il (a x — i x *) — II’ la' x — x *) + II" la" x — ; .rî), dx
= «' **-■* jr*) + n" l\a!' x2 - il3);
On a ensuite pour la portion MM', en déterminant les constantes de ma-
ds
nière que. pour x=a, les valeurs de — et y soient égales à celles qui seraient
dx
données par les équations précédentes , iPy
i — = — B' (o' — x) -t- II" (a" — x) , dx 2 dy
t = U i a2 — II' (a’ x — ~ x2) -t- U" (a" x — j x2) ,
dy *
372. Le coefficient — et l’ordonnée y devant être nuis au point M , c’est-
dx
à-dire quand .v=a', on a
0 = Il j a2 — U' j a’2 -+- 11" ( a' a" — -■ a'2) ,
0 = n ( j a2 a' — j a3 ) — H' ~ a'5 II" ( ^ a’1 a" — | a'3 ) (
d'où l'on tire
n=n , II" = II .
En mettant ces valeurs dans les formules précédentes, on connaîtra la figure de la pièce.
373. Si l’on suppose le poids a placé au milieu de l’intervalle AM' , on a a' = 2a, et
H' = Il , II" n .
En substituant ces valeurs dans les équations précédentes , et écrivant 2 P au lieu de II , on aura pour déterminer la figure de la première moitié de la pièce.
On vérifie que les équations appartenant à la seconde moitié indiquent une figure symétrique à celle de la première moitié. L’ordonnée du milieu de la pièce ou la flèche de courbure, est
P ns t là’
et en comparant ce résultat à celui du n" 87, on voit que cette flèche de courbure est quatre fois moindre lorsque les extrémités sont encastrées que lorsqu’elles sont posées sur des appuis.
574. En supposant toujours le poids n ou 2 P placé au milieu de l'intervalle AM' , la courbure est le plus grande possible aux deux extrémités et au milieu de la pièce, qui tend à se rompre en même temps en ces trois points. L’équilibre relatif à la rupture est exprimé par l’équation
en sorte que la pièce peut supporter un poids deux fois plus grand que celui qu’elle supporterait si les extrémités étaient simplement posées sur des appuis [i].
[i] Ce résultat est généralement admis, bien qu'on l'ait établi d'une autre manière ; mais il a été contredit parM. Barlow, qui. dans son Essayon the strcnijth and ftress of limiter, p. 153, substitue la raison de 5 à 3 à celle de 3 à 1. La proposition sur laquelle M. Barlow fonde son raisonnement, et qui est énoncée page 115 du méine ouvrage, est inexacte et contraire à l'expérience. On peut remarquer qu’il est difficile, dans les expériences, de réaliser l'hypothèse de l'encastrement aux deux extrémités. Il faut, pour que l'on y parvienne, que la pièce soit prolongée de chaque côté sur une assez grande longueur. Les expressions de II' et II" indiquent effectivement que les efforts exercés sur les points fixes tendent à devenir infinis quand la longueur sur laquelle la pièce est prolongée devient nulle. On peut voir sur cc sujet les expériences rapportées dans le Traité du mouvement des eaux. (ïuvres de Mariotte, tome 11, page dOfi.
LEÇONS Si R L’APPLICATION
tQI'IUUKE d'ERE PIÈCE SUPPORTÉE PER TROIS, Ot PER PR PUS GREAD ROXERE DE roms d'eppi i.
375. Quand une verge rigide chargée de poids est soutenue sur un nombre de points d'appui plus grand que 2, les efforts que chacun de ces points d’appui doit supporter sont indéterminés entre certaines limites. Ces limites peuvent toujours être fixées par les principes de la statique. Mais, si l’on suppose la verge élastique, l’indétermination cesse entièrement. On considérera seulement ici une des questions de ce genre le plus simples qui puissent être proposées.
On supposera la pièce MM' (Fig. 50) posée horizontalement sur trois points d’appui , placés , l’un au milieu A de la longueur de celte pièce, et les deux autres aux extrémités M, M’. Chaque moitié de la pièce est chargée au milieu N , N', d’un poids II, n'. Il s’agit de déterminer la figure affectée par la pièce, et les efforts exercés sur chaque point d’appui. On nommera
a la moitié AM ou AM' de la longueur de la pièce ;
p, q, </ les efforts exercés en A, M, M' ;
u l’angle que fait avec l’axe A x la tangente à la courbe au point A ;
» et p auront les significations indiquées n” 359.
Les principes de la statique exigeant 1" que la somme des poids n , IT soit égale à la somme des cfforLs exercés sur les points d’appui : 2" que la somme des moments des forces, pris par rapport h un point quelconque, par exemple au point A, soit nulle; on a d’abord les deux équations
Il -t- fl' = p i/ +- q', Il — H' = 2 (q — q').
576. En regardant ensuite la pièce comme encastrée en A. on aura pour la portion AN
fax'1 J-S\ fax* ,rs'
>r = n ( — t — <7 I • lang. ».
On aura ensuite pour la portion NM, en déterminant les constantes de a ily
manière que, pour x . les valeurs de — et y soient égales à celles qui
î dx
seraient données, par les équations précédentes,
« Pr
• — = — q (a — x), dx 1
dy f x*\ a»
« — = — v I 8 4" ) -t- Il (-« lang. ».
dx \ 2/ 8
ai] [ a* A
— I -4- | n h « lang. » x
ae y V » J
Les équations qui conviendraient aux parties AN' et N'M' de la pièce se déduiront des précédentes , en y écrivant n' au lieu de n, q' au lieu de q, et changeant le signe de tang. ». En remarquant ensuite que les équations appartenant aux parties NM et N'M' doivent donner y =0 quand on suppose x=a, on aura les deux équations
0 = — q h II h i Uug. »,
AS
G» 5 fi*
0 =r — q' e II' t lang. ».
577. Au moyen de ces équations , et de celles du n" 575, on trouvera
lang. o> =
-5ÏI -1-1371'
et l’on connaîtra la figure de la pièce en substituant ces valeurs dans les équations précédentes. On voit que le point d’appui A supporte seul les ’ à très- •péu près de la somme des poids dont la pièce est chargée. Les efforts exercés sur les points d’appui sont indépendants de «, en sorte qu’ils demeurent les mêmes pour des pièces plus ou moins flexibles.
578. La pièce tend nécessairement à se rompre dans l’un des points A, N ou N'. On a au point A
au point N
tfly a
i = Il q a
dx* 2
’iPy a
et au point N'
il. r» 2
La condition de la rupture est exprimée par celle des trois équations
o = | 15 II — 5 11') — ,
dont le second membre a la plus grande valeur.
IC
580. En adoptant la même supposition, la pièce tend à se rompre au point A, et l’équilibre relatif à la rupture est exprimé par l’équation
Chaque moitié de la pièce est alors’dans le même cas que si elle était encastrée horizontalement à une extrémité et supportée à l’autre. Le résultat que l’on vient d’obtenir s’accorde effectivement avec celui du n" 570, en écrivant ici 2 P au lieu de n, et 2 a au lieu de a.
REXARQl E SLR L* USAGE QU'ü.N DOIT FAIRE DES RESULTATS PRÉCÉDENTS DANS LES APPLICATIONS.
581 . Les résultats exposés dans cet article serviront à apprécier les flexions des pièces chargées horizontalement. On substituera dans les formules, à la place de <, les valeurs du moment de résistance à la flexion, données n"' 81 et suivants. Par exemple, si la section de la pièce est rectangulaire, on écrira
bc 3
E — à la place de «. La valeur de E se conclut des expériences rapportées
n°’ 94 et suivants. On connaîtra ainsi le degré de la flexion de la pièce, en raison des dimensions de la section.
582. Ces résultats serviront également à apprécier les charges qui pourraient causer la rupture des pièces, ou les plus grandes charges que l’on puisse faire supporter à ces pièces dans les constructions. On substituera à
la place de p les valeurs du moment de rupture données dans les n°* 115 et suivants. Par exemple, si la section de la pièce est rectangulaire, on écrira
R — à la place de P. Quand on voudra connaître les charges capables de cau-
ser la rupture, on attribuera à R les valeurs déduites des expériences rapportées tlans les n”’ 150 et suivants; et quand on voudra connaître les plus grandes charges que l’on puisse faire supporter aux pièces dans les constructions, on emploiera les valeurs de R' indiquées dans les n'” 181, 183 et 186.
ARTICLE II
DE I.A RÉSISTANCE d’üNE PIÈCE PRISMATIQUE POSÉE VERTICALEMENT ET CHARGÉE SCR L’EXTRÉMITÉ SUPÉRIEURE.
583. On considère une pièce AM ( Fig. 51 ) dont l’extrémité inférieure A est posée sur un plan horizontal fixe. L’extrémité supérieure M est placée dans la même'verticale que l’extrémité inférieure, et chargée d’un poids Q. Il s’agit de trouver les conditions de la flexion de la pièce causée par l’action de ce poids. On nommera a la distance AM des extrémités; s la longueur AmM de la pièce;
« l’aire de la section transversale de la pièce;
x, y l’abscisse A p et l’ordonnée pin d’un point quelconque de la courbe formée par l’axe de la pièce ;
• et p auront les valeurs indiquées n° 359.
L’équation qui exprime les conditions de l’équilibre est toujours fondée sur ce principe, que le moment de la résistance à la flexion doit être égal, en chaque point de l’axe de la pièce , au moment de la force par laquelle la pièce est sollicitée, pris par rapporta ce point. En remarquant qu’ici la courbe affectée par cet axe présente sa concavité à l’axe des abscisses , cette équation d’équilibre sera
dont l’intégrale complète est
X = \ sin.
. t -f- B coj.
A et B désignant deux constantes arbitraires. Comme on doit avoir y = 0
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quand #=0, la constante Best nulle. La constante A représente évidemment la plus grande ordonnée de la courbe, qui est supposée très-petite , et que nous désignerons par /. Ainsi nous écrirons
y= f tin.
384. On doit avoir y= 0 quand x =a. Il est donc nécessaire, si f n’est pas nulle, que
i étant un nombre entier quelconque , et * le rapport de la circonférence au diamètre; ce qui détermine la valeur du poids Q qui peut maintenir la pièce fléchie. Celle valeur est, toutes choses égales d’ailleurs, réciproque au quarré de la longueur de la pièce.
383. En substituant la valeur de Q dans l’équation précédente, où la flèche /demeure indéterminée, on a
X= f 8in. i r. — , a
58G. Si l’on donne successivement h i les valeurs entières, 1, 2, o, etc., la courbe représentée par l’équation précédente affectera diverses figures.
La fig. 51 répond au cas où t =1 et Q = ** — . La fig. 52 répond au cas où
i= 2 et Q = 4 ft2 — : une pièce affecterait cette figure si le milieu N était maintenu a1
dans la ligne verticale qui en contient les deux extrémités. La fig. 53 répond
au cas où i=3 et Q= 9 ** — : une pièce affecterait celte figure si les points a1
situés au tiers et aux deux tiers de la longueur étaient maintenus dans la verticale qui en contient les extrémités. Et ainsi de suite.
387. Lorsqu'une pièce comprimée dans le sens de sa longueur affecte une flexion très-petite, on doit concevoir l°que les fibres longitudinales supportent, par l'effet de la pression Q supposée uniformément répartie sur toute
la section transversale , un effort — sur l’unité de surface, effort qui produit
dans ces fibres une diminution de longueur exprimée par la fraction —, E ayant
la signification indiquée n" 77 : 2° que par l’effet seul de la flexion les fibres seraient allongées du côté de la face convexe, et contractées du côté delà face concave d'une quantité exprimée pour une fibre quelconque (conformément à
•Py
ce qu’on a vu n° 77) par la fraction n — . Les deux effets dont il s’agit ayant
dx 1
lieu simultanément, la plus grande compression à laquelle les fibres soient exposées est
Eu dx 2
en désignant par v' la distance à l’axe d'équilibre de la fibre placée du côté
de la face concave qui est le plus éloignée de cet axe, en mettant pour —
la plus grande valeur que ce coefficient différentiel puisse prendre dans toute l’étendue de la courbe.
La limite de la charge que l'on peut faire supporter à une pièce étant déterminée par le degré de compression ou d’extension dos fibres qui résulte de l'action de cette charge , conformément à ce qui a été dit n° 354 , on voit qu’en désignant ( comme on l’a fait n° Î81) par R’ le plus grand effort auquel les fibres doivent être exposées sur l’unité de surface , on doit écrire
R' (J <Py E E w dx »’
équation qui déterminera en général , comme on le verra dans les articles suivants, la valeur du poids dont on peut charger la pièce.
388. Dans le cas particulier dont il s'agit ici cette détermination ne peut être effectuée , parce que la flèche f demeurant indéterminée la solution ne
i Py
donne aucune relation entre — et Q. Cette indétermination subsiste égaled x1
ment pour les cas d’équilibre examinés dans les n” suivants. On indiquera à la fin de l'article la manière dont on peut se rendre compte de la résistance des pièces dans les applications.
EgnusKE dTse piEce cuvecEe veeticai ekext. ioesqce l'extrf.m itE ortntuit est
EXCASTEÉE, ET (.'EXTREMITE SEPÊBIEIEE ( IEEE.
389. Dans ce cas (Fig. 54). en conservant les dénominations du n” 383, on a
<Pr
f représentant l'ordonnée BM du point extrême. L’intégrale complète est
y = f-t- A sin. ~.x-\-6 cos. \ / —.x,
A et B désignant toujours les deux constantes arbitraires. Comme l’on doit dy
avoir y= 0 et — — 0 lorsque x= 0, la constante A est nulle, et B = —f.
L’équation de la courbe est donc
(' — cos'\/f *)•
L’équation de la courbe devient
(2 i H- I ) ir
et donne
(2f-+-I)ir
ic2 •
392. La fig. 54 répond au cas où i = 0, et Q = . La fig. 55 répond au
9it3 c
cas où i'=letQ= : les ordonnées des points situés au ~ et aux j de la
longueur de la pièce sont égales à f cil f. La fig. 56 répond au cas où i= 2 25 ic3 «
et Q= : les ordonnées des points situés au ~ et aux { de la longueur
de la pièce sont égales à f; celle du point situé aux \ est égale à 2 f, et celle du point situé aux 4 est nulle. Et ainsi de suite.
A longueur égale, le poids qui peut faire fléchir la pièce de la manière indiquée fig 54, est 4 fois plus petit que celui qui peut la faire fléchir de la manière indiquée fig. 51 .
EQUILIBRE b’ME PIÈCE CHARGÉE WITICtlMEH, LORSQUE L'EXTRÈBITÊ IXPÊRIECRE EST ENCASTRÉE LT L’èXTRÉSITE SLTÉRIELCE MAINTENLE RASS LNE ItÈNE SERTICALE.
393. Dans cc cas l’équation d’équilibre est celle du n“ 385; mais on ne peut satisfaire à cette équation avec la condition que l’expression de y donne dy
en môme temps y = 0 et — = 0 lorsque .r = 0. Il résulte de là qu’unc pièce, dx
dans le cas dont nous parlons, ne peut être maintenue fléchie. Mais si l'on suppose que le poids Q, au lieu d'agir exactement dans ië sens de l’axe de la pièce, agisse à une dislance /"de cet axe, aussi pctile que l’on voudra (Fig. 57), l’équation d’équilibre sera celle du n“389, et la valeur de y sera représentée par l’équation trouvée dans ce n“.
Cette équation devant donner y = 0 quand x — a, on a ici
— . a = 2 I t , (1 OÙ Q — 4 i* ir* — .
L'équation de la courbe est
y = f [ I — cos. 2 i ir —
dr
et il esta remarquer que cette équation donne également — = 0 quand x = a,
dx
en sorte que la tangente de la courbe est nécessairement verticale à l'extrémité supérieure aussi bien qu’à l’extrémité inférieure. La fig. 57 répond au
cas où i = l et Q = 4xJ — : l’ordonnée du point milieu, ou la flèche de coura*
bure, est égale à2/! La valeur du poids Q est quadruple de celle qui aurait lieu si ce poids agissait dans le sens de l’axe de la pièce, et si les extrémités n’étaient pas encastrées.
La pièce représentée fig. 57 est dans le même état d’équilibre que les |, à compter du bas, de la pièce représentée fig. 56 : si l’on écrit effectivement y n, au lieu de a, dans l’expression précédente de Q, on retrouvera la valeur indiquée n° 392 pour le cas de la fig. 56.
EXPERIENCES SCR LA RESISTANCE OES PIÈCES DK ROIS CHAULÉES VERTICALEMENT.
391. Résultats moyens des expériences faites par M. Aubry m, sur des
[i] Mémoire sur différentes questions de la science des eunslruclions publiques et économiques, page 33.
pièces de bois de chêne posées verticalement et chargées sur l'extrémité supérieure.
dei
nie es.
ÉQUARRISSAGE
dei
PIÈCES
CHARGE
QUI A CALSB
la
LA PREMIÈRE IX FLEXION
CHARGE QUI A CAUSÉ LA RUPTURE
■êtres.
■être.
■Cire.
Mètre.
kilogramme*.
Kilogramme*.
[i] Traité analytique de la résistance des solides, et des solides d'égale résistance, page 158, et table I.
Les pièces se courbent généralement sur les deux faces. On a inscrit sur le tableau la plus grande des deux premières flèches de courbure observées.
596. Résultats moyens des expériences faites par M. Lamandé sur des pièces de chêne de Champagne, assez sec, posées verticalement et chargées sur l'extrémité supérieure Ci).
de*
pièces.
ÉQUARRISSAGE
de»
riicu.
Livre
Chêne
ôü
Sapin
[i] Traité de la construction de» pont», par M. Gaulliey, tome II, page 48. [:] Art de bâtir, toute i , page 333.
LEÇONS SLR L'APPLICATION
L’auteur conclut de ces expériences la règle suivante. Prenant pour unité la force nécessaire pour écraser un cube, qui est de 44 livres par ligne quarrée de la section transversale pour le chêne, 52 livres pour le sapin (n° 12), la force nécessaire pour rompre une pièce dont la hauteur est
12 fois l’épaisseur, sera J.
D’après le même auteur, une pièce de bois chargée verticalement peut céder en pliant lorsque la longueur surpasse 10 fois l’équarrissage.
EXPÉRIENCES SIR LA RÉSISTANCE DES PIÈCES DE FER POBGÉ CHARGÉES VERTICALEMENT.
398. Expériences faites à l’école des ponts et chaussées, sur des pièces de fer forgé, posées verticalement, et chargées sur l’extrémité supérieure [t].
LONGUEUR
de»
pièces.
LARGEUR
des
PIÈCES
ÉPAISSEUR
des
PIÈCES
CHARGE
qui
A CAVS& L» BCPTGBE.
■être.
Millimètres.
Millimètre».
Kilogramme».
399. D’après un très-grand nombre d’expériences faites par M. Rondelet ta], sur des pièces ayant de 6 à 12 lignes d’équarrissage, et de 1 i pouce à 20 pieds de longueur ; cet architecte établit que la charge nécessaire pour comprimer un cube de fer forgé étant de 512 livres par ligne quarrée de la section transversale ( n° 17), la charge nécessaire pour faire plier et rompre une barre dont la longueur est égale à 27, 54, 81, 108, 135, 162, 189, 216,
II) Traité de la construction des ponts, parM. Gaulbey, tome II, page 13*. |i] Art de Iiàlir, tome I, pages *05 et suis .
243 fois l’équarrissage, est 256, 128, 64, 32, 16, 8, 4, 1 livres, par ligne quarrée de la section transversale.
400. Expériences faites par M. Duleau, sur des pièces de fer forgé posées verticalement et chargées sur l’extrémité supérieure [i].
PIÈCES
soumises k l’expèuiexce.
LONGUEUR
de«
PIÈCES
LARGEUR
des
PIÈCES
ÉPAISSËLR
des
PIÈCES
CHARGE QUI A CAUSÉ LA FLEXION
Mettes.
Millimètres.
Millimètres.
Kilogrammes.
Fer du Périgord. La section
est un triangle équilatéral,
de 0*,058 de côté. . . .
Idem
Idem, doux (destiné pour les
fendes chevaux). . . .
Même pièce fixée au milieu.
Fer du Périgord (lel qu'on l’a
trouvé dans la forge).
Fer du Périgord
Même pièce, fixée au milieu.
Fer du Périgord ( lel qu'on |*a
trouvé dans U forge) . .
Idem
Idem
Idem
Idem
Idem
Idem
Fer rond, de Bilbao, ayant
0«,03 18 de diamètre. . .
Le résultat général de ces observations est qu’en calculant les valeurs des
charges qui causent la flexion d’après la formule Q = *’ — (dans laquelle on
a 1 bc*
mettrait à la place de ,, E— pour une pièce rectangulaire, etE — pour une
pièce cylindrique, en faisant E=20 000 000 000k), on trouve des valeurs plus petites que celles qui ont été données par l’expérience, dans le rapport de 7 à 8 environ la}. L’auteur attribue en partie celte différence au frottement du levier employé pour transmettre la pression.
1*1 théorique et expérimental »ur la réaiatancc du fer forgé, page 20. [î] Idem, page 24.
EXPÉRIENCES sm LA RÉSISTANCE DES PIÈCES DE PER PUNDC, PRESSÉES DANS LE SENS DE
LA LONGCECR.
401. On peut voir sur ce sujet les expériences de M. G. Rennie, rapportées ci-dessus n° 19.
D’après d'autres expériences de M. Reynolds [1], faites sur de la fonte trèsdouce, deux barres d'un pouce anglais quarré et de 5 pieds de longueur, ayant une extrémité posée sur une barre horizontale, avec laquelle elles formaient un angle de 45°, et s’appuyant l'une contre l’autre par les extrémités supérieures, ont supporté sur ces extrémités une charge de 15680 livres avoir-du-poids, produisant dans le sens de chaque barre un effort de 11087 livres.
Dans un autre essai, deux barres semblables, mais posées de manière à former avec la barre horizontale des angles de 22° f , ont supporté sur les extrémités supérieures une charge de 8960 livres, produisant dans le sens de chaque barre un effort de 1 1709 livres.
REMARQUES SI R l'iSAGE Qt’E L*ON DOIT FAIRE DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS DANS LES APPLICATIONS.
402. Les résultats exposés dans les n"* 583 et suivants supposent essentiellement la force représentée par Q dirigée dans le sens de l’axe de la pièce, ou du moins dans le plan vertical passant par cet axe, perpendiculairement auquel la flexion s’opère. Dans la réalité, lorsqu’une pièce est chargée verticalement, le poids est ordinairement réparti sur toute l’étendue de la section transversale. Il faudrait donc, pour que l’expérience s’accordât exactement avec ces résultats, que les pièces fussent terminées aux extrémités par une pointe ou par une arrête
En exposant les résultats dont il s’agit, on a supposé le sens de la flexion de la pièce déterminé, et on a représenté par i la valeur du moment de résistance à la flexion qui devait avoir lieu en conséquence, et qui se calculerait d’après la figure de la pièce par les règles des n°* 80 et suivants. Quand une pièce est chargée sur l’extrémité supérieure, le sens de la flexion, en général, n'est pas déterminé. II est naturel d'admettre que la pièce fléchira dans la direction pour laquelle la valeur du moment ( est la moindre possible. Si la section transversale est circulaire, cette valeur est la même dans toutes les directions. 11 en est de même si la section transversale est un quarré, comme on l’a vu n" 83. Dans le cas d’une section rectangulaire, la moindre valeur du moment de résistance à la flexion répond au cas où la pièce fléchit dans le sens du plus petit côté. Dans les expériences, les pièces à base quarrée
li] Uank’s on thv power of machine «, pnjjc H 9.
fléchissent indifféremment dans le sens de la diagonale ou des côtés. Les pièces à base rectangulaire même , à moins que les deux côtés de la section ne soient très-différents, ne fléchissent pas toujours exactement dans le sens du plus petit côté, la direction de la flexion étant ordinairement déterminée par quelque défaut d'homogénéité dans la pièce, ou par la manière dont la pression s’exerce aux extrémités.
Ces remarques indiquent par quelles raisons les expériences connues ne donnent pas toujours, pour le poids qui peut faire fléchir une pièce à base rectangulaire chargée verticalement, une valeur conforme à celle que l’on
calculerait par la formule Q = — , en supposant que la flexion ait lieu dans
le sens du petit côté de la section transversale. Mais, lorsqu’on prend les précautions convenables pour accorder les circonstances de l'expérience avec les hypothèses sur lesquelles les formules sont fondées, le résultat est alors représenté exactement par celle formule.
• -103. A l’égard de la charge qu’on peut faire supporter aux pièces comprimées dans le sens de leur longueur, on remarquera en premier lieu que la pièce cédera nécessairement sous une charge Q donnée par l’expression
qui, pour le cas d’une section rectangulaire, devient
lï. 0J
Mais cette expression augmente rapidement à mesure que la longueur a de la pièce diminue. En général les pièces employées de cette manière dans les constructions sont trop courtes, eu égard à leur grosseur, pour présenter le genre de flexion auquel s’appliquent les résultats des n°- 383 et suivants. En supposant E=1 000 000 000k pour le bois de chêne, E= 20 000 000 OOOk pour le fer forgé; et comparant les valeurs données par cette formule avec les résultats rapportés d’après M. Rondelet dans les n°* 397 et399, on trouvera que la formule précédente donne des valeurs plus grandes que ces résultats lorsque l’épaisseur c de la pièce surpasse le environ de la longueur a. Par conséquent, pour les pièces dont la longueur n’est pas égale à 20 fois l’épaisseur, c’est-à-dire dans la plupart des cas qui se présentent dans les constructions, la résistance ne doit pas être déterminée d’après la formule précédente, mais par la considération du poids qui pourrait écraser la pièce.
Le poids qui doit écraser ou comprimer une pièce dont la longueur est égale
à «ne ou deux fois l’épaisseur, peut être estimé, pour chaque millimètre quarré de la section transversale, à
3UI- pour le bois de chêne et de sapin,
40 fer forcé,
100 fer fondu.
On conclut des expériences rapportées ci-dessus : 1° Que pour les bois l’évaluation précédente doit être réduite aux | lorsque la longueur de la pièce est égale à 12 fois l’épaisseur, et à moitié quand cette longueur est égale à 24 fois l’épaisseur;
2° Que pour le fer forgé l’évaluation précédente doit être réduite aux ~ quand la longueur est égale à 12 fois l’épaisseur, et à moitié quand la longueur est égale à 24 fois l’épaisseur;
3° Que pour le fer fondu l'évaluation précédente doit être réduite aux j è peu près, quand la longueur est égale à 4 fois l'épaisseur, h moitié environ quand la longueur est égale à 8 fois l’épaisseur, et au 7'j lorsque la longueur est égale h 36 fois l’épaisseur.
Les expériences connues ne donnent pas les moyens d’évaluer avec exactitude la résistance dans les cas intermédiaires différents de ceux que l'on vient de spécifier.
404. Quant aux pièces dont la longueur surpasserait 20 fois environ l’épaisseur, on peut en évaluer la résistance par les formules des n” 386 et suivants, avec la certitude que cette évaluation ne dépassera pas les résultats donnés par les expériences.
405. Lorsque dans les applications on aura évalué, conformément aux deux n"‘ précédents, la résistance qu’une pièce comprimée verticalement peut présenter, on devra, pour en conclure le plus grand poids dont cette pièce puisse être chargée avec sécurité dans les constructions, réduire les résultats au — environ pour le bois, au j ou au { pour le fer forgé ou fondu.
ARTICLE III
DE LA RÉSISTANCE d’uNE PIÈCE PRISMATIQUE CHARGÉE VERTICALEMENT , LORSQUE LA DIRECTION DU POIDS EST DISTANTE DE l’aXE DE LA PIÈCE.
406. Soit une pièce verticale AM (Fig. 58), encastrée à l’extrémité inférieure, et supportant le poids n suspendu à l’extrémité de la traverse MC assujettie de manière à former toujours un angle droit avec la pièce AM. L'ac-
DE LA MÉCANIQUE, I" PARTIE. i03
lion du poids comprime la pièce verticale dans le sens MA, et tend à la faire plier et rompre. Or> nommera a la distance AB;
/ la distance MC;
» l’aire de la section transversale de la pièce;
x, y l’abscisse A p, et l’ordonnée m p d’un point quelconque m de la courbe affectée par la pièce; f l'ordonnée M B du point extrême.
• aura la signification indiquée n" 80.
L'équation d'équilibre sera
iPjr
et l’intégrale de cette équation (qui doit donner y = 0 et — =0 quand .r=0),
dx
COS. X
On doit avoir y = /quand x = a : donc
d’où
et
L’équation de la courbe est
On doit mettre dans l'expression de nie plus petit des arcs dont le cosinus est
égal à , à moins qu’il n’y ait certains points de la pièce AB maintenus
fixes. La flèche de courbure produite par un poids donné est proportionnelle à la distance MC. Le poids capable de faire prendre à la pièce une flèche de courbure donnée, est réciproque au quarré de la longueur de cette pièce.
407. La question précédente diffère de celles qui ont été traitées dans les n“ 583 et suivants , en ce que l'on obtient ici une relation entre le poids n dont la pièce est chargée, et la flèche de courbure /'produite par l'action de ce poids; ce qui permet de déterminer, conformément à ce qui a été dit n° 587 , la limite des efforts auxquels on peut exposer la pièce dans une construction.
E ayant la signification indiquée n° 77, on aura — pour la compression
des fibres résultant de l’action de n. Désignant de plus, comme au n° 113, par v' la distance à l’axe d'équilibre de la fibre extrême qui subit la plus grande compression , la plus grande compression des fibres résultant de la flexion de la pièce sera exprimée pour un point quelconque , comme on le tPy
voit d’après le n° 77, par v' — - , quantité dont la plus grande valeur , qui a lieu dx J
e'III
au point A, est . Le plus grand accourcissement des fibres est
Par conséquent, si l’on veut que le plus grand effort auquel les fibres sont exposées sur l’unité de surface ne dépasse pas une certaine limite , représentée comme au n° 181 par R', il ne faudra pas que ce plus grand accrois- R'
sèment surpasse la fraction — . La valeur de H ne devra donc point dépasser E
celle qui satisfait à l’équation
i cos. a \ / —
Les valeurs qu’il convient d’attribuer au poids R', pour les divers matériaux, ont été indiquées n”’ 181 et suivants.
408. Si la section transversale de la pièce est un rectangle dont b soit la
bcz C
largeur et e la hauteur, on a «= bc, «=E — , r'= — . L’équation précédente
devient
n / et
R' = — ch zxxzz
6c» / îan
co». a \ / — — —
V Efrc3
La fraction sera ordinairement fort petite, et par conséquent celte
équation différera très-peu de
R’= — ( c •+• 6 /) , d Où n = ,
409. On supposera maintenant que l’extrémité supérieure de la pièce est fixée et encastrée (Fig. 59), et que le poids II fait supporter à cette pièce une tension longitudinale, en même temps qu’il la fait plier. Dans ce cas, en conservant les dénominations du n“ 406 , l’équation d’équilibre sera
tPy
dx*
et supposant pour abréger — = r3, on aura pour l’intégrale
l — f+X = A C r x h- Ee-'l,
e représentant la base des logarithmes hyperboliques, A et B deux constantes arbitraires.
dy
Cette équation devant au point A donner x= 0, y = 0, — = 0 ; et au point M, x — a, y—f, on a
0 = A — B l = Ae'« + Be-f«;
d’où l’on déduit
e co h- e — ra
L’équation de la courbe est
ç r a -f- e — ra
Crx + C- rr — 2
e ra + c — ra
410. On obtient ici, comme dans le cas précédent, une relation entre le poids Ilct la flèche de courbure /'que ce poids fait prendre à la pièce. Le plus grand poids n dont la pièce puisse élrc chargée se déterminera donc également par la condition de ne pas faire supporter aux fibres une tension qui dépasse une limite donnée. En conservant les dénominations du n” 407, n met
on aura — pour l’extension des fibres résultant de l’action de n, et pour
Eu t
la plus grande extension des fibres provenant de la courbure de la pièce, qui a lieu au point M où celle pièce tend à se rompre. Par conséquent, si l’on veut que la plus grande tension ne dépasse pas R', on posera l’équation
d’où l’on déduira la valeur de n.
411. Si la section transversale de la pièce est un rectangle dont b soit la
E fcc5 c
largeur et c la hauteur, on a » = b c, « = , v' -. L’équation précédente
devient
, d’où il = R-
C-4-IW
ARTICLE IV
DF. LA RÉSISTANCE d’une PIÈCE PRISMATIQUE CIHRGKE OBLIQUEMENT.
412. On suppose une pièce AM (Fig. 60) posée obliquement, dont l’extrémité inférieure A est encastrée, et dont l'extrémité supérieure M est chargée d'un poids II. Soit nommé
« l’angle formé par la direction AB de la pièce avec la verticale ; n la distance AB;
» l’aire de la section transversale de la pièce ;
x, y l’abscisse A p et l’ordonnée mp d’un point quelconque m de la courbe affectée parla pièce; f l’ordonnée MB du point extrême ;
P, Q les composantes perpendiculaire et parallèle à AB du poids 11 suspendu au point M, d’où P=n sin. <x, Q=n cos. a;
* ayant la signification indiquée n” 80.
L'équation d'équilibre sera <Pr
et faisant pour abréger jr = — , t/1 = — , on aura pour l'intégrale de rette
équation
f — X — A sin. «/(J--+-B) (a — r),
A et B étant deux constantes arbitraires.
dy
On a au point A , .r = 0, y = 0, — = fl : et au point M , x — a, y —f; ce
qui donne les (rois conditions
On en déduit
f = A sin. q I» ,
0 = 7 A cos. q B H ,
0 = sin. q (a H- B).
sin. q B = sin. q a, cos. q B = — cos. q a , P2
<7* cos . q a
f = — (langea — qa).
D'après les valeurs précédentes, l’équation de la courbe sera
p* /«in. q a — «in. q (a — x) N q 5 ^ cos. qa )
L’expression de /'donnera la valeur de la flèche de courbure en fonction des forces P, Q. Cette flèche devant demeurer très-petite, il est nécessaire que tang. qa — qa soit une très-petite quantité. Donc, 0, t*-i , pi, P«, etc., étant la suite des arcs dont la longueur est respectivement égale à celle de leur tangente, on ne peut attribuera la composante Q que des valeurs qui sur-
Kl1* MJ* Pj1'
passent peu les nombres , , , etc. En adoptant la première de
a1 aJ oJ
ces valeurs, la pièce se courbera de la manière indiquée fig. CO. Les valeurs suivantes répondent à des courbes offrant un nombre de points d’inflexion de plus en plus grand, et dont l'existence supposerait que certains points de ces courbes ont été maintenus fixement dans la ligne AB. Si tous les points sont libres dans l’intervalle AB , les poids n que la pièce pourra supporter
sont donc assujettis à la condition que le nombre
Vt
soit compris entre
0 et (*', et que la valeur précédente de/’ soit fort petite. Celte valeur de /'indiquera le déplacement du point M causé par l’action du poids 11.
413. La limite des poids dont la pièce peut être chargée se détermine ici de la même manière que pour la pièce considérée n" 40fi. <■> et «'ayant ici les
mêmes significations qu’au n° 407, on aura — pour raccourcissement des
fibres résultant de l’action de la force Q dirigée parallèlement à l’axe de la <Py
pièce; et v' — pour l’accourcissement des fibres placées à la face concave
tlx*
produit par la flexion. La plus grande valeur de cette dernière quantité , qui
a lieu an point A, étant ici v’ — (ang. q a, le plus grand accourcissement
total des fibres est
e' P tang
Vt
Eu J/{î
Par conséquent , si l’on ne veut pas que le plus grand effort exercé pour comprimer les fibres, rapporté à l’unité de surface, surpasse R', on posera l’équation
c' P tang,
Vt
c’est-à-dire
r' «in. a. tang
/II cos. a
1/ Il cos. a. i
En déterminant le poids H de manière que cette équation soit satisfaite, on connaîtra la limite cherchée.
414. Si la section transversale de la pièce est un rectangle ayant b pour
4cJ c
largeur et c pour hauteur, •=£ — l’équation obtenue
ci- dessus devient
< c cos. a -*-
/ 12. II cos. ol Osin. a. tang. a \ /
V Eéc*
/t2. n cos. a.
dit
II cos. a
La quantité sera le plus souvent fort petite, et par conséquent
cette équation différera très-peu de
qui donne
bc »
c C06. a -f- 0 a sin. a
c cos. & « « sin. a
Les valeurs qu’il convient d’attribuer à R' pour les divers matériaux, ont été indiquées n°’ 181 et suivants.
415. On suppose maintenant la pièce AM (Fig. 61) fixée et encastrée à l’extrémité supérieure A, et chargée à l’extrémité inférieure, de manière que le poids R tend h l’étendre et non à la contracter. En conservant les dénominations du n” 412, on aura ici pour l’équation d’équilibre <Py
=- = r?(a -xj-îM/’-r). d x1
L’intégrale de cette équation est
^-)-=IeC«-*) + llc-i(a-i)s — (a — r),
c étant la base des logarithmes hyperboliques, A et B deux constantes ar-
bitraires.
dy
On a. au point A, # = 0, ÿ = 0, — = 0; et au point M, x = a, y=f: donc
d’où l’on déduit
0 = î(A(fl“-Bc-S«)s
q* (eî<i-fp-îfl) pi / e r/ a — e — qn\
Le poids n doit être tel que cette formule donne pour f une valeur trèspetite.
âli
L’équation do la courbe est
;>J / eîn-j-jn-jjlJ-il+e-îl» - *)\
X= — Iq X 1.
qS y tja + j-5« J
<16.108 considérations employées n" <07 peuvent s’appliquer ici. Les fibres de la pièce sont d'abord étendues également , par l’action de la composante
Q, de la quantité — . Les fibres situées aux faces convexe et concave sont en-
suite étendues et comprimées au point A, par l’effet de la courbure, de la r ' p' e<?a — e — <fa
quantité — . . Par conséquent, si la plus grande tension des
fibres ne doit <>as surpasser R’ , on posera l’équation
T. E . là
"Vt -'“V/t
Vt -Vf
La plus grande valeur qu’on puisse attribuer au poids n est déterminée par la condition que les composantes P, Q de ce poids satisfassent à cette équation.
<17. Si la section transversale de la pièce est un rectangle ayant b pour
èc* c
largeur et c pour hauteur. a=bc, »=E —, L’équation précédente delà 2
vient
II cos. a
Lorsque la fraction sera très-petite , ce qui aura lieu dans la
plupart des applications, cette équation différera très-peu de Il (c cos. a -r- 0 a sin. a)
d’où l’on tire
c cos. a -f- 0 a sin. a
comme dans le cas précédent.
ÉQl‘ (LIBRE D’tRE BltCE IRI'LoEE CBARCâE ERTRE LES EXTREMITES.
418. Le cas le plus simple est celui d’une pièce inclinée AB (Fig. 62), chargée en C du poids n , et supportée aux extrémités par des portions de plans horizontaux. Cette pièce ne tend pas à glisser, parce que le glissement ne produirait pas l’abaissement du poids n. En désignant par a , «' les lun-
gueurs AC, BC, on aura ri et II — — pour les efforts verticaux exer-
cés en A et en B. Chaque portion AC, BC de la pièce peut être regardée comme encastrée en C, et sollicitée à l’extrémité A ou B par ces efforts. Par conséquent la partie AC, qui est comprimée dans le sens de sa longueur, est dans le même cas que la pièce considérée n° 412, la force désignée par n
dans ce numéro étant ici II : et la partie BC , qui est étendue dans le
sens de sa longueur, est dans le même cas que la pièce considérée n° 415,
la force désignée par n dans ce numéro étant ici II .
419. La pièce AB (Fig. 63), supportée dans une direction inclinée par le point d’appui C sur lequel elle ne peut glisser, et chargée aux extrémités de poids qui se font mutuellement équilibre, est sollicitée de la même manière que la pièce précédente. La partie BC, qui est comprimée, est dans le même cas que la pièce considérée n° 412; et la partie AC, qui est étendue, est dans le même cas que la pièce considérée n" 415.
420. La pièce inclinée AB ( Fig. 64) , chargée en C du poids II, est souvent supportée d’une manière différente de celle que l’on a supposée dans le n° 418. L’extrémité supérieure B est appuyée contre un plan vertical, et l’extrémité inférieure A sur un plan horizontal : mais comme cette dernière extrémité tend alors à glisser, elle doit butter contre un appui, ou être retenue par un tirant. Le poids II est ici entièrement supporté par l’appui A. La pièce exerce en B une pression horizontale, déterminée par la condition
de faire équilibre autour du point A, avec le bras de levier AE , au poids il agissant avec le bras de levier AD ; et cette même pression horizontale se reporte contre l’appui placé eu A. Nommant a, a les longueurs AC, BC, cl a l’angle ACD , on aura donc
a tarif;, a
pour la pression horizontale dont il s’agit. Chaque partie AC et BC de la pièce est dans le même cas que si elle était encastrée en C, et sollicitée à l’autre extrémité par les forces qui viennent d’être indiquées. Par conséquent : 1° la partie AC, qui est comprimée, doit être assimilée à la pièce considérée n° 412, les forces désignées par P, Q, n dans ce numéro étant
t a \ / « lang. 2 a
ici respectivement égales à n sin. a I 1 I, n cos. a ( 1 •+■
a2 lang. 2 a
. 2" La partie BC , qui est également comprimée , doit
être assimilée ii la même pièce, les forces désignées par P, Q, II dans le
a sin. a a sin. a lang. a a lang. a
n" 412 étant ici respectivement n , n , Il .
ARTICLE Y
T>E LS RESISTANCE d’uNE PIÈCE PRISMATIQUE ELÉCniE, POSEE HORIZONTA CEMENT ENTRE DEUX APPUIS, ET CHARGÉE An MILIEU.
421. On suppose qu’une pièce prismatique M AM' (Fig. 65), ayant été fléchie, est posée horizontalement entre deux appuis dont l’intervalle est un peu moindre que la longueur de cette pièce , de manière que la convexité est tournée en haut. Un poids 2 P étant suspendu au milieu A de la longueur de la pièce, il s'agit de trouver les conditions de l’équilibre de ce système. Chaque moitié de la pièce est dans le même cas que si , étant encastrée horizontalement en A, elle était sollicitée à l’extrémité M ou M' par une certaine force dont la composante verticale est P. Ainsi nommant Q la composante horizontale de l’effort exercé contre les appuis M ou M' : .v, y les coordonnées A />, m p d’un point quelconque de la courlie ; a la moitié AB de l’intervalle des appuis;
•t la moitié AwM de la longueur de la pièce ; f l’ordonnée BM du point extrême de la courbe:
< ayant la signification indiquée n” 80 :
lequation d’équilibre sera
ou, faisant pour abréger p7= — , y7 = — ,
dx 7
L’intégrale de cette équation est
f — y= Ksin.q (x-yH)-t — (a — x),
A et B étant deux constantes arbitraires.
dy
422. On a, au point A, #=0, y = 0, — =0; et au point M , x=a,y=f;
ce qui donne les trois conditions
C— A sin. q B -I a,
0 = q K co*. o B ,
0 = nin.tf (a-*- B, d’où 7(aH-B) = tK,
* étant le rapport de la circonférence au diamètre, et i un nombre entier quelconque. On en déduit
et il reste l’équation de condition
lang. qa — q a
qs co». q a
lang. qa=qa OU /■ = — (q a — tang. qa).
Ainsi la valeur de la force Q est déterminée par la condition que la tangente
de l’arc
Vt
soit moindre que cet arc de la quantité f
ïVt;
; quan-
tité qui doit être fort petite, parce que la courbure de la pièce est supposée très-petite.
423. D'après les valeurs précédentes, l'équation de la courbe devient
p7 f *in. q a — sin. q ( a — x) \
et l’on en déduit, à fort peu près,
P* a f 3 lang. q a
ang 7qa).
Représentant par 0, p, etc. , la suite des arcs dont la longueur
est égale à celle de leur tangente, ou satisfera à la condition précédente en donnant successivement à la force Q des valeurs un peu plus petites que
Pi* • Ka* • fts* «
-, , , etc. Il résultera de ces suppositions des courbes présen-
aJ a 2 n*
tant un nombre de points d'inflexion de plus en plus grand.
En admettant la première de ces valeurs , la question proposée se trouvera résolue : les dernières équations des n"’ 422 et 423 feront connaître Q et f lorsqu’on se sera donné a, s et P. La forme de la courbe est représentée fig. 65.
424. Si l’on suppose / = 0, l'équation de condition trouvée n’ 422 devient
on a
d'où
la» g.gu = ga, d'où
Pi* * '
p{ Cl'’
pour l'expression du poids 2P qui , étant suspendu au milieu de la pièce, peut faire abaisser ce point au niveau des appuis. Ce poids doit être regardé comme le plus grand que la pièce puisse supporter. Si l’on supposait , eu effet , le point A placé au-dessous du point C (Fig. 66), l'équation d’équilibre devrait être écrite, en supposant les y positives comptées de bas cil haut,
dx *
On aurait pour l’équation de condition
lang. q a = g a + - — , OU f — — lang. g n — g n ); P* 7*
et l'équation de la courbe serait
p 7 /«in. ga — »m. 7(0 — x) \
cas. g n
Kl* ' Kj* ■
La force Q devrait être supposée un peu plus grande que 0, , — — ,
ni
1 — , etc. La première de ces suppositions doit être ici adoptée, et il en a*
résultera que la force Q, ainsi que le poids 2 P , prendront des valeurs beau-
coup moindres «|ue celles qu’ils avaient lorsque le milieu de la pièce était audessus de la ligne passant par les extrémités. La courbe, qui n’offre plus de point d'inflexion, est représentée parla fig. «fi.
Les résultals précédents expliquent l'excès de résistance que peut présenter une pièce lorsque, ayant été courbée, ses extrémités sont placées entre dps obstacles fixes. On voit que cette résistance a une limite que l’on ne peut dépasser sans obliger la pièce à changer aussitôt de figure. Après ce changement la pièce ne supporte qu’un poids beaucoup plus petit , et plus petit même que celui qu'elle supporterait, à courbure égale, si les extrémités étaient simplement posées sur des appuis.
ARTICLE VI
1)E 1.* RESISTANCE DES PIÈCES PRISMATIQUES DONT e’aXE EST COURUE.
425. On s’est occupé dans l’article précédent d’une pièce dont la figure naturelle est rectiligne, et que l’on maintient courbée pour en augmenter la résistance. Il s'agit ici des pièces dont la figure naturelle est courbe, tels que les arcs en bois ou en fer employés à la construction des ponts.
Dans les pièces de ce genre, il peut exister entre la distribution de la charge et la figure de la courbe une telle relation . que la pièce se trouve simplement comprimée ou étendue, et ne tende point à changer de figure : on dit alors que la pièce est tracée suivant la courbe d’équilibre. Dans d’autres cas , la pièce tend à fléchir par l’action des poids dont elle est chargée.
DIS Plfxrs DO AT LA NGl'RE EST CELLE DE LA COIRBE D'EQCIMBRE.
426. La recherche de la courbe d’équilibre relative à une distribution donnée de la charge, dépend des principes déjà émis en traitant des voûtes. Considérons une pièce dont la figure naturelle est la courbe plane AM (Fig. 67 ), à chaque point de laquelle est appliquée une force dirigée dans le plan de la courbe. Cette pièce sera en équilibre , et ne tendra nullement à fléchir, si la pression qui a eu lieu au point quelconque m dans le sens de la courbe, est égale et directement opposée à la résultante des forces appliquée à la partie w/M de la pièce. On suppose d’ailleurs l'extrémité A appuyée contre un plan fixe perpendiculaire à la courbe. Par conséquent en désignant, comme au n° 505, par
LEÇONS Sun L’APPLICATION
x , y les coordonnées horizontale et verticale A p, pm d’un point m de la courbe ;
x la longueur de l’arc Am; a , b les coordonnées du point extrême M;
S la longueur totale AwiM de la courbe;
9 le rayon de courbure de la courbe au point m; a l’angle que la tangente de la courbe au point A forme avec l'horizontale Air;
F la valeur de la force appliquée au point m, pour une unité de longueur mesurée sur l’arc de la courbe ;
? l’angle que la direction de la force F forme avec l’axe horizontal Ax;
T la pression exercée au point m, dans le sens de la courbe ;
P et Q les forces verticale et horizontale appliquées au point extrême M ; on aura généralement
djr /*S
T — — P -t- / d ». F sin. ç, d» s
dx /»S
T — = 0-4- / di. F cos. <j>.
pour l'expression des conditions qui doivent être satisfaites pourquela pièce ne tende point à fléchir.
On en déduira, comme au n
fdy dx \
— d T = F ils ( — sin. 9 h cos. ? 1 ,
\(ls ds J
pour l’équation qui donnera la valeur de la pression exercée suivant la longueur de la pièce.
CAS 00 LES FORCES APPLIQUEES A LA PIECE 80 ST PARTOUT SORS AI.ES A LA COURBE.
428. On trouvera dans ce cas, comme au U” 306, que la pression doit être constante dans toute l'étendue de la courbe, dont la figure est déterminée par la condition
0 = — , d'où T= 9 F;
c'est-à-ilire que le rayon de courbure doit être partout égal à la pression T divisée par la valeur de la pression normale rapportée à l’unité de longueur.
429. Si la pression normale est constante, la figure de la courbe doit être un are de cercle.
CA9 OU LES FORCES APPLIQUEES A LA PIECE SORT PARTOUT VERTICALES
430. Dans ce cas, nommant/» le poids dont est chargé le point m, la valeur
de ce poids étant rapportée à l’unité de longueur, et donnée en fonction de l'are de la courbe , les équations du n° 426 deviendront
dy /«s
T — = 1“ -t- J ds .p,
La composante horizontale de la pression T est constante dans toute l’étendue de la courbe, et égale à la force Q.
L’équation du n° 427 est ici
dy
— dT=tpds. — , OU — dT—pdy.
432. Au lieu de supposer la force F et le poids p donnés en fonction de • l'arc », on peut les supposer donnés en fonction de l’abscisse x : alors les équations du n” 430 se changent en
dy S'a
dx
On a , au lieu de l'équation du n° 451, «
dy
— </ T — p dx. — .
ds
433. Le cas le plus simple est celui où l'on supposerait p constant , c’est-àdire la pièce chargée de telle manière que des poids égaux répondent à des parties égales de l’axe horizontal A x. Dans ce cas , on a
dy
d'où
dy P-t-p(o— x)
dx 0
y =— Tp x-t-p
’-HJ
La valeur de la pression est
ds
T = 0 — , OU dx
455. Considérons une pièce courte AM (Fig. 68), chargée de la manière qui vient d’étre indiquée, et supposons qu’outre la position du point extrême M, ou donne l’ordonnée DN menée au milieu de l’intervalle AB. Nommant g
la flèche verticale NG, l’équation précédente devra donner ?/ = --+ g quand
•v = — et u=b quand .r— a ; d’où l'on déduit
8 ff 2
p a1 0 = — i *ff
et pour l'équation de la courte, qui est une portion de parabole,
(Ah- 4 g) x 4
436. L’inclinaison de la courbe au point A est donnée par l’équation
P-t-po b-\-4g
tang. a = — -, OU tang a. = .
La formule du n° 454 donne pour la pression exercée en un point quelconque
et pour les pressions qui ont lieu respectivement aux points À et M .
et
437. Supposons maintenant, la pièce courbe étant toujours chargée de la manière indiquée n° 433, qu’outre la position du point extrême M (Fig. 69), on donne l’abscisse AC du point O , qui est le sommet de la courte, et où la
<ly
tangente est horizontale. Appelant a' cette abscisse, on devra avoir — = 0
quand ,r = a'. On en déduit
DK LA MÉCANIQUE, I" PARTIE. i2l
cl pour l'équat ion do la courbe.
b 2 a' x — x 2 fl 2 a'— a
438. Si, au lieu de donner l’abscisse AC ou a' du point O, on donnait l’ordonnée CO de ce point, que nous désignerons par b', on aurait
b' -\-\Zb'1— b b'
pa 2 b' — y/b'1 — b b'
fl'= — . (y - {/ b'2 -bb’)-, b
et pour l’équation de la courbe ,
b Zab1 x— (b‘ + y/b‘2 — bb') ri a2' b—y/b'2~-hl,’
On a dans le cas du n
tang. « = -
et dans celui du n° 438,
tang. a = — (é'-t- y/ b' 2 — b b’), a
Le valeur de la pression , calculée par la formule du n" 434, est
r=oy/i fla„ c.«- ;
et devient aux points extrêmes A et M ,
T — Q y/ 1-+- tang. 2 et =:
cos. * et
440. On considérera encore le cas où la courbe étant appuyée en A (Fig. 70) contre un plan vertical, la tangente de cette courbe doit se confondre en ce point avec l’axe horizontal A.r. Les y positives étant supposées maintenant comptées de haut en bas , et remarquant que les équations du n” 433 doivent
donner — =0, y=0 quand x— 0; et y =b quand x=n, en désignant toud.v
LEÇONS suit L’APPLICATION
jours par a cl b l'abscisse AB et l’ordonnée BM du point extrême M : on aura
et pour l’équation de la courbe ,
bx2
La valeur de la pression sera
/ p p a2 / ib*! 2
T=«\/l + , OU T = - — - \ / 1 -f- .
Au point extrême M, la tangente de la courbe forme avec l’axe des abscisses 2 b
un angle dont la tangente est — . La valeur de la pression est dans ce point
142. On pourrait supposer qu’au lieu du plan fixe placé en A, il existe de l’autre côté de ce point une autre porlion de courbe AM' (Fig. 71) égale à la première, et chargée de la même manière. Il suit de là que la parabole ordinaire, représentée par l’équation du n" 110, est la figure qu’il convient de donner à une pièce courbe MAM' posée sur deux appuis aux points M,M’ et chargée par des poids uniformément répartis sur 1’horizontalc BB', pour que cette pièce ne tende point à fléchir sous la charge. Les valeurs précédentes de P et Q représentent les efforts verticaux et horizontaux supportés par les deux appuis. Les valeurs de T du n" 461 donnent la pression supportée par les diverses parties de la courbe, pression qui, au sommet A, est égale à Q.
113. Si, au lieu d’une charge distribuée uniformément sur la ligne AB (Fig. 70), la pièce courbe supportait une charge augmentant uniformément du point A au point B, les équations du n” 132 deviendraient, en désignant par /• une quantité constante ,
d’où
ily /*a
— T — = P+ / dx(p-i-kr), il s J x
du
dy 1
tljr
On doit avoir au point A, x= 0, ÿ = 0, — = 0: et au point B, x=a,y—b :
d'où l’on déduit pour les forces qui doivent être appliquées au point extrême.
et pour l’équation de la courbe d’équilibre ,
b ( 3 p .r*-»- k x3) 3 pa’+*a!
444. La valeur de la pression, calculée par la formule du n" 434. serait ici
(2 />.!•-*- fri») y /> a1 -4- k a 3
et deviendrait , au point extrême M,
La courbe forme en ce point avec l'horizon un angle dont la tangente trigonométrique est
445. Si l’on supposait la charge distribuée uniformément sur la longueur de la pièce courbe, la figure qui conviendrait à l’état d’équilibre serait la courbe connue sous le nom de chaînette. La pression supportée dans les diverses parties de la pièce se calculerait comme on calcule la tension dans cette courbe. On peut donc recourir, dans ce cas, aux formules données dans les traités de statique [i].
DE LA FLKXI03 DES PIECES COI RUES
446. On considérera une pièce courbe AwiM (Fig. 72) encastrée horizontalement à l'extrémité A, et l'on supposera que deux forces verticale et horizontale P et Q, ayant été appliquées à l'extrémité M de cette pièce, elle ait été fléchie suivant la courbe Am'M’. Il s’agit, la figure de la courbe AM étant donnée, ainsi que le moment de résistance à la flexion delà pièce et les forces P et Q, de connaître la figure de la courbe AM’. On nommera
10 On peut aussi voir l’ouvrage intitulé : Itapporl et Mémoire sur les pouls suspendus.
.r , y les coordonnées horizontale et verticale A p, pm d’un point quelconque de la courbe AM ;
* la longueur de l’arc Am;
æ',y' les coordonnées du point tri de la courbe AM' dans lequel sc transporte le point m ;
n, b les cordonnées AB, MB du point extrême M ;
ri, b' les coordonnées AB', M'B' du point M', dans lequel sc transporte le . point M ;
<t l'angle que la normale de la courbe AM menée au point m forme avec la verticale;
¥ l'angle que la normale de la courbe AM' menée au point m forme avec la verticale ;
i le moment de résistance à la flexion de la pièce courbe AM, dont l'expression générale est donnée n" 80.
Reprenons les considérations exposées n" 77 , en désignant , comme dans ce numéro, par v la distance d’un point quelconque de la section transversale de lapièceà l’axe d’équilibre. Avant la flexion, la longueur d'une portion infiniment petite d'une fibre placée à la distance r de cet axe est du -r- v dv, parce que l'angle de deux normales consécutives est d?. Après la flexion, et en faisant abstraction du changement qui peut être survenu dans la longueur Je l’élément dx, la longueur de la même portion de fibre sera devenue dx+vd^. La proportion suivant laquelle cette portion de fibre s’est allongée est donc
(rfç' — d?) r . il Y— d?
— , ou simplement r,
il x -b r d ? d s
en négligeant vdt à l’égard de ds , ce que l'on peut faire dans les cas ordinaires des applications, l’épaisseur de la pièce étant fort petite par rapport au rayon de courbure. On conclut de là , que les conditions de l’équilibre d’une pièce courbe s’expriment de la même manière que celles d'une pièce
1 tPjr dy' — dy
droite, en remplaçant la fonction-, ou — . par ■ — .
o dx2 d s
457. L’équation exprimant les conditions de l'état d'équilibre de la pièce courbe AM sera donc
, = P (a — x) -4- 0 {b~jr),
d’où Ton déduit
?’-?■= -J' >‘r y/ 1 {,iTj [p (“ - *> + et*—/ ) ]•
La flexion de la pièce étant toujours supposée très-petite, les angles '/et
v doivent différer très-peu l’un de l’autre. Le second membre peut donc être regardé comme un angle très-petit, qui ne diffère pas de son sinus, et dont le cosinus est égal à l’unité. Ainsi l'équation précédente donnera
t /* / fdyy
». Y — cos. ?= sin. f y ili 1 -+- f ■ — — J [P(o — x) + 0(è— r)l.
1 (' / fdjrY
n. q> — sin. 9 = - cos. <? / d x 1 / 1 [ ) [P (a — .r) -s- 0 (é — y)]-
« J V \dxj
il x il y il x’ il y
Mais on a cos. ?= — , sin. 9= — ; cos. = —, sin. 9' = — ; en supposant
toujours que les parties de la pièce ne changent pas de longueur quand elle fléchit. Donc
(P(o — jr)o-0(6 —y)], [P(a -x)-M}(è-r)l,
équations qui, étant intégrées, feront connaître les déplacements de chacun des points de la pièce courbe, quand la figure de cette pièce sera donnée.
448. En développant le radical en série, les expressions précédentes deviendront
il i' — il t il y J ™ rf J- |^1 -t — ^ J — etc. J ^P(a — x ) + 0(6 — /)!,
il y' — ity = - d x J I — etc. J f P (<i — jr ) -t- 0 (h — /)]•
On pourra presque toujours dans les applications , à raison du peu d’amplitude de la courbe des pièces, se borner au deuxième terme de la série. On ne commettrait même dans beaucoup de cas que de très-faibles erreurs en négligeant ce terme.
449. Dans une pièce courbe sollicitée de la manière indiquée n“ 446, les parties sont tendues dans le sens de la longueur de la pièce par l’action de la force P, et comprimées par l’action de la force Q. La tension ou compression produite par chacune de ces forces, en un point quelconque de la courbe, est égale à la force décomposée parallèlement à la direction de la courbe en ee point. Ainsi T désignant comme ci-dessus une pression, on a ici
dy d x
dy
— P hQ
V \dx
APPLICATION Ali CAS OC LA FIGl'RE DI LA PIÈCE CUl'HE EST CNE PORTION DI PARABOLE.
b x* dy 2 bx
450. On a dans ce cas y = — , — = ; et en substituant dans les for-
mules du n"4G8,
O5 r fax* xi\ fb x* b a^An >
1 , f : r'\ ( bx3\
dy1 — dy = -dx J P ( a ar 1 -f- Q ( 6 * — ^ J
2 b1 r fax3 **A fbx3 b x3}-! i
d'où l’on lire en intégrant
y—--! | “ r-é— --Voé— )1
r /'ai5 a-*\ /6*5 6a7\-i l
■4 I P ( -*-0 — etc. ;
1 » /ai1 i1\ fb x1 b a‘A
2 b* r fa x* x3\ fb x1 b x3 A ~i i
Si l’on désigne par li et /les quantités dont le point extrême M est déplacé horizontalement et verticalement, ces formules donneront, eny faisant x—a,
fba'b b 3 \
1 pXc.
(nalA H
fa3 a b3 A
lit. 1
451. Considérons une pièce courbe MAM' (Fig. 75) formée de deux parties égales, supportée verticalement sur deux portions d’un plan horizon-
tal, cl chargée ati milieu A du poids 2 II. La pièce cédera à l’action de ce poids, et le sommet s’abaissera en même temps que les extrémités s’écarteront l’une de l’autre. La moitié AM de la pièce est dans le même état d’équilibre que si, étant encastrée horizontalement en A, elle se trouvait sollicitée à l’extrémité M par une seule force verticale II agissant de bas en haut. Par conséquent, faisant P = — Il et Q=0 dans les équations précédentes, et se bornant aux deux premiers ternies des séries, les valeurs
'r>ai h
exprimeront respectivement la quantité dont chaque point M ou M' se déplace horizontalement, et l’abaissement du sommet A de la pièce. Cet, abaissement est un peu plus grand qu’il ne le serait pour une pièce rectiligne, à distance égale des points d’appui.
452. La formule du n° 449 donnera à fort peu près, pour la pression exercée dans le sens de la courbe au point dont l’abscisse est x,
T= Il ( .
\ oj a® y
Comme on suppose ici b petit par rapport à a , la plus grande valeur de celle pression aura lieu aux points extrêmes M ou M', dans lesquels x ~ a.
453. Considérons maintenant la même pièce courbe MAM' (Fig. 74), chargée de la même manière, mais en supposant que les appuis ne permettent pas aux extrémités M et M' de s’écarter l’une de l’autre. Chaque moitié de la pièce est dans le même état d’équilibre que si cette moitié, encastrée horizontalement en A, se trouvait sollicitée à l’extrémité M ou M' par une force verticale II agissant de bas en haut, et par une certaine force horizontale Q. Cette force horizontale doit être déterminée par la condition que les points M ou M’ ne se déplacent pas horizontalement. Il suit de là qu’en mettant — u à la place de P dans les deux dernières équations du n" 450, et faisant /i = 0. les valeurs qui s'en déduisent , et qui sont . en se bornant aux deux premiers termes des séries,
expriment respectivement la pression horizontale que la pièce cour lie MAM'
exerce contre les appuis, par suite de l’action du poids 2n, et la quantité dont cette action fait abaisser le sommet A de la pièce. Ainsi , dans une pièce courbe qui a peu d’amplitude, l’abaissement du sommet est à peu près indépendant de la flèche b de cette pièce; et en le comparant à la valeur de/' du n" 8G . on voit qu’il n’est pas le de l’abaissement qui aurait lieu pour une pièce rectiligne des mêmes dimensions. Mais il ne faut pas oublier que la valeur précédente est calculée sans avoir égard à la contraction que doit produire la pression exercée dans le sens de l’axe de la pièce, et qui contribue avec la flexion à faire abaisser le sommet de la courbe.
454. Dans le cas dont il s’agit , les actions exercées sur la pièce ne tendent qu’à la contracter. La formule du n° 449. en remplaçant P par — n, Q par
Il — — _ . et en ne conservant que les termes de l’ordre — , donne
pour la pression supportée dans le point dont l’abscisse est#
La plus grande valeur de cette pression a lieu dans le point dont l’abscisse
est , et cette valeur maximum est
APFLICAT105 AC CAS OC LA HOLRE DE LA FltCE GOTRBE EST LS ARC DE CERCLE.
455. Nous conserverons les dénominations du n° 466 qui se rapportent à la figure 72, et nous désignerons de plus par
A le rayon de l’arc de cercle suivant lequel la pièce est courbée ;
■fr la valeur de l’angle y qui convient au point extrême M de la pièce courbe. D’après cela, considérant, comme dans ce numéro, le cas d’une pièce encastrée horiAmtalcmcnt à une extrémité, et sollicitée à l’extrémité opposée par deux forces verticale et horizontale P et Q ; remarquant que
i = A 8in. y a — A sin. <P d» =z k dtf;
y = A { I — eo«. y ) , b = A ( 1 — cor. 4») ,
l’équation du n° 447 qui exprime les conditions de l’état d’équilibre de la pièce courbe, s'écrira
t (tf y' — dy) = A3, dy [P (sin. 4* — - sin. y ) -4- Q (cos. y — cos. 4>)]; d’où l’on déduit par l’intégration
i (y' — y) = A3 [P ( -y siit. <Î>-|- cos. y — t)-»- Q ( sin. y — y cos. ♦)].
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Opérant sur cette expression comme sur celle qui est dans le numéro cité, on en tirera de la même manière
« (rf;r/ — rf.r) = — A5 rfy. sin. y [P (y. sin. 4> •+• eus. y — 1 ) +0 ( »in. y — y. cos. <t>) ], ,(d? — dy) — A5 rfy. cos. y [P (y. sin. ♦ -H eus. y — 1 ) + Q ( sin. y — y. cos. 4>) ] ;
et en intégrant
^ ^ ( P [sin. 4* (sin. y — y cos. y) -f- - sin. 2 y -4- eus. y — 1] )
I 0 [ f y — ÿ sin. y cos. y — cos. 4> (sin. y — y cos. y) ] )
ir'-r)- as
P [sin. y (y sin. y-f-cos.y — 1 ) -y- j sin. y cos. y -H j y ~ sin. y ] , 0 [ ÿ sin. 2 y — cos. <t> ( y sin. y cos. y — I ) ] >
Ces expressions donnent, eu fonction de l'angle y appartenant au point quelconque ni de la courbe, les déplacements horizontal et vertical de ce point. En y supposant y = <t> , on aura pour les déplacements horizontal et vertical du point extrême M , désignés par h et f :
j P ( j sin. 1 $ — 4> sin. <t>. cos. <t> ■+- cos. <t> — i ) j I Q ( a <J> — f sin. 4>. cos. <t> 4>. cos. 2 4>) !
j P («P sin. î4>+ y sin. <P cos. <P — 9 sin. 4>h- ÿ <l>) j I 0 ( ÿ sin. 1 <P — 4> sin. <t> cos. <î> -+- cos. ♦ — 1)1
456. La contraction T supportée par un élément quelconque de la courbe est exprimée par la formule
. T = — P sin. y -f- (J cos. y.
457. En considérant d’abord le cas où l'angle 4> serait peu considérable, on trouverait , en négligeant les puissances de ♦ supérieures à la cinquième,
formules qui peuvent s’écrire
OA» 5 «P
Pu» n
a représentant la distance horizontale des deux extrémités de la courbe. Ces formules s'accordent avec celles qui ont été données dans les n“* 450 et suivants, en sorte que, pour le degré d’approximation dont il s’agit, il est indifférent de considérer un arc de cercle ou un arc de parabole
458. Supposons maintenant que la pièce courbe ait la figure d'un quart de
If
cercle. En faisant ♦ = - dans les expressions du n" 455, il viendra s
pa» t oa» *
PA» ôrc - 8 OA» I f i 4 4 • 2
S'il s’agit d'un demi-ecrcle posé sur deux appuis qui ne permettent pas aux extrémités de s’écarter l'une de l’autre, et chargé au sommet du poids 2 n, on supposera, comme dans le n” 453, /j=0 et P = — n, ce qui donnera
TT
Il A3 5 — 8 « — 4
i 4it
Ainsi la force avec laquelle les extrémités de la pièce tendent à s’écarter l'une de l’autre , ou ce qu’on nomme ordinairement la poussée horizontale , est un peu moins du tiers du poids 211 suspendu au sommet du demi-cercle.
La formide du n" 456 donne
/ 2 cos. 9
T = II l sin. 9 H-
pour la compression longitudinale supportée par un élément quelconque du demi-cercle.
DE I A FLEXIOX O'iîlï NICE COURBE BOUT TOUS LES PU1ATS SUPPORTES r DES POIDS.
460. Considérons la pièce courbe AM (Fig. 75), encastrée horizontalement à l'extrémité A, et chargée dans tous ses points par des poids dont l'action oblige cette pièce à prendre la position AM'. En conservant les dénominations du n" 446, ctappellant
p le poids placé au point m dont l’abscisse est x , la valeur de cc poids étant rapportée à l’unité de longueur , et donnée en fonction de l’abscisse xj
x{ l’abscisse A q d’un point quelconque n compris entre m et M. p, la valeur de p dans le point n;
on aura pour exprimer les conditions de l’équilibre, nu lieu de l'équalion du n- 447 ,
. = / dr, Vi (*i - x),
ds */ x
d’où l’on déduira, comme dans ce numéro ,
dx'-dx = -- d y dx y/ 1 f“ dx,Pl{x'-x)'
df-dr= - dx f d x y/ 1 -t- J “«/x.p.u.-x),
formules qui feront connaître le déplacement de chacun des points de la courbe.
461. En développant le radical en série, ces formules deviendront
d x’ — dx = d y J d x £l -4- - ^ ^ — etc/j dx,pt (X| — x),
dy — dy— -d* J^dx^\+^^~^j-<Ac^J^adxipl(xl—x),
462. La pression qui a lieu au point m est égale à la somme des poids dont la partie mM est chargée, décomposés parallèlement à la direction de la courbe eu m. Cette pression est donc
Cette valeur est négative lorsque — est positif : alors la courbe n’est pas com-
primée , mais tendue dans le sens de sa longueur.
APPLICATION AC CAS OC LA CHARGE EST CISIFORIËREST DISTRIDCtE , ET OU LA FIGCRH DE LA PIECE COURBE EST CSE PURTIUS DE PARADULE.
463. Lorsque la charge est distribuée de manière que des poids égaux répondent à des parties égales de l’axe horizontal A.r, p est constante, et les formules du n° 461 deviennent
dx' — dx =
dy — dy =
P f ( Udy\> , (a* un
dy / dx , 1 -h- [ — I — etc. ! bih I,
« ,/ ' 2 \dx) ' \ 2 2/
P /- , 1 fdy\* | fa1
— d x / d x ! I -t- - 1 1 — etc. ![ a x h — ]■
i J I 2 \dx] ’V2 2/
b x1 il y 2 bx
L'équation de la couiÿc étant d’ailleurs y— — d’où — = — , ces formules
donnent
il T
fa2 j*
ni3 x* A3
En supposant x—u, et désignant toujours par h,f les déplacements horizontaux et verticaux du point extrême M, on aura, en se bornant aux deux premiers termes des séries ,
'104. La formule du n° 462 donnera ici , à très-peu près, pour la tension exercée en un point quelconque de la courbe,
465. Considérons une portion de courbe MAM' (Fig. 76), formée de deux parties égales de figure parabolique, supportée verticalement sur deux appuis qui ne permettent pas aux extrémités de s’écarter, et chargée de poids répartis de la manière indiquée n" 463. Chaque moitié de la pièce est dans le même état d’équilibre que si cette moitié, étant encastrée horizontalement en A, était sollicitée par les poids distribués sur l’intervalle AM ou AM'; et de plus par une force verticale pa agissant de bas en liant au point extrême M ou M', et par une certaine force horizontale Q agissant au même point. Or en supposant une pièce courbe sollicitée à la fois par des poids répartis sur sa longueur , et par des forces appliquées à l’extrémité , on connaîtra les déplacements des points de celte pièce en ajoutant les résultats obtenus n"’ 448 et 461. -Par conséquent , ajoutant ici les résultats des n°’ 450 et 463, on aurait pour les déplacements des points extrêmes :
i* ft,d
A* X 0 /Soi1
rj- Tl
KO
05 a J i V bz \ p f a* a2 b2 \
Mais dans le cas dont il s'agit on a P= — p a, et Q est déterminée par la condition h = 0. Les pressions horizontales exercées contre les appuis sonl donc
pa'J
et en mettant cette valeur dans l'expression de f, on trouve f=0. Ces résultats s’accordent avec ceux des n'” 440 et 442. La figure attribuée à la pièce courbe étant ici celle qui convient à l’équilibre, on doit trouver une valeur nulle pour l'abaissement du sommet.
466. Si la pièce MAM' (Fig. 76), supposée toujours de figure parabolique, était chargée à la fois du poids 2 pa, réparti sur sa longueur comme on vient de le supposer , et du poids 2 U suspendu au sommet A. la poussée ou pression horizontale exercée contre les appuis serait la somme de la valeur précédente de Q, et de la valeur trouvée n" 433, c’est-à-dire
L’abaissement du sommet serait exprimé par la valeur de f du n° 453.
467. La pression supportée par les différentes parties de la pièce, dans le sens de la longueur , est représentée ici par la somme des valeurs de T données n°* 441 et 454 , qui est
p a1 pb x1 f 25 a b 2 b x 25 b x*\
T = 1 hit 1 .
2 b aJ \2îb 28 a a3 Ida’ J
Si la quantité 64 pa — 25 n est positive, la plus grande valeur de la pression a lieu aux extrémités M ou M'; elle est
pa1 /25 a 45 b
-+- 4 p b -f- II I h
Si cette quantité est négative, la plus grande valeur de la pression a lieu au point dont l’abscisse est
tell
25 II — 04 p a
APPLICATION AC CA» OC LA CHARGE EST CSlFORXtHEST DISTRIBUEE, ET OC LA FIGURE DE LA FlfcCE COl'RBE EST CS ARC DE CERCLE.
468. En supposant la charge distribuée uniformément sur la longueur de la courbe, et nommant;) la valeur du poids placé au point quelconque m (Fig. 75 ), cette valeur étant rapportée à l’unité de longueur mesurée sur l’arc de la courbe, nous aurons, au lieu de l’équation du n” 460,
(si». 9, — sin. 9 ) ,
■ (U 9'— d 9) = p As d 9 [cos. 9 — cos. 4* — (<t> — 9) sin. 9) ;
et en intégrant,
1 (9' — 9) = ju A3 [2 sin. 9 — 9 (cos. 4> •+• cos. 9) — <S>( 1 — cos. 9) J.
On déduit de cette équation , comme dans le n" cité ,
• (</ x'—ilx) = — p tin. f [2sin. ? — ?(eos. <P cos. ç) — <p ( 1 — cos. *)],
■ — dy) = P A* il f. cos. ç [2 sin. ÿ — ç (cos. <t> ■+• cos. f) — ♦ ( 1 — cos. ?)] ;
et l'on trouve en intégrant, la charge p étant supposée constante,
t(x' - X) — — pA1 j Ï?- f sin-9C°sl? — cos. ♦(sin. ? — çcos.ç) |
' — 7 ? sin. * ® -+- 4> (7 tin. 1 9 ■+■ cos. ç — 1)1 ’ ,(r’_r) = p A4 j tsin-,9-i?si" ?cos.ï-i 92 )
1 — cos.<p(çsln.?-i-co8.9 — TH-7 sin.^cos. 9 — tin.?), j ’
expressions qui donnent les déplacements d’un point quelconque de la courbe. En faisant ?=♦, on aura pour les déplacements du point extrême p a4 r
— ®= I 4* ( j-t- cos. <p cos. J <P) — J. sin. *p cos. «P I ,
f = 1 cos. 4* — cos. J «P H- j <P » — <p( tjn. <p -t- sin. <p cos. 4>) ■+• i sin." 1 <P I.
A69. La tension longitudinale exercée en un point quelconque de la courbe
est
T=/; A (4* — ç) sin. 9.
470. Si l’on considère un arc d’une petite amplitude , les formules du n° 468 donneront, en ne conservant comme ci-dessus que la cinquième puissance de f ,
qui s’accordent avec les expressions du n° 463, en sorte qu’il est indifférent, lorsqu'on peut se borner à ce degré d'approximation, de considérer un arc de cercle chargé uniformément sur sa longueur, ou un arc de parabole portant une charge répartie uniformément sur la projection horizontale de cet arc.
471. Si la pièce courbe est un quart de circonférence, on fera dans les
formules du n" 468 4> = — , ce qui donnera pour les déplacements du point
extrême
p A4 it
p A4 ic1 — 8 x -4- 20 • IC
472. Dans le cas où la pièce courbée en arc de cercle serait chargée d'un
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poids distribué uniformément sur sa longueur, et sollicitée en même temps par les deux forces verticale et horizontale P, Q, appliquées au point extrême, il faudrait ajouter les expressions de h et /"des n" 455 et 468 pour avoir les déplacements horizontal et vertical de ce point. D'après cela, si nous considérons une pièce courbée suivant un quart de circonférence, nous aurons
• p P A3 1 it
;) A» *> — 8 it -4- 20 P A3 5 « — R OA3 1
et si nous supposons qu’une pièce formant une demi-circonférence , chargée de la manière qui vient d’être indiquée, est posée sur deux appuis qui ne per-
mettent pas aux extrémités de s’écarter, il faudra faire P = — p A — { puis-
que cette quantité représente le poids dont chaque appui est chargé ), et h =0, ce qui donnera
Ainsi la poussée horizontale d’une pièce courbée en demi-cercle, posée sur deux appuis qui ne permettent pas aux extrémités de s’écarter, est égale au poids dont chaque moitié de la pièce est chargée , multiplié par la fraction
— ; c’est-à-dire un peu moins du tiers de ce poids : cette poussée est la moitié
de celle qui aurait lieu si le poids total du demi-cercle était suspendu au sommet. La valeur précédente de f représente la quantité, dont s’abaisse le sommet du demi-cercle. Cette quantité est moindre que celle qui aurait lieu si le poids total du demi-cercle était suspendu au sommet dans le rapport de 5*’ — 8 k —24 à 6*’ — 16*- — 8.
473. La compression longitudinale en un point quelconque de la pièce sera représentée par
T = — p A (♦ — 9) sin. 9 — P sin. 9 -t- Oros. ? ;
Cette formule, en supposant «t> = — , mettant pour P sa valeur — p A — et
pour Q la valeur — , donne
/ cru. 9 ’
T =p A | 9 sin. 9 H
-■>(i LEÇONS SLR L’APPLICATION
ÏSAOI DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS DANS LES APPLICATIONS
•474. Les résultats précédents donnent les moyens de déterminer la limite des poids dont on peut charger une pièce courbe dans les divers cas d'équilibre que l'on a considérés.
Lorsque la figure de la pièce est celle qui convient à l’équilibre des poids dont elle est chargée , cette pièce est simplement pressée dans le sens de sa longueur: et les dimensions de la section transversale étant ordinairement fort petites par rapport à la longueur, on peut supposer cette pression répartie également sur toute l’étendue de la section transversale. Par conséquent, ayant calculé la plus grande valeur de la pression, représentée par T dans les n~ 426 et suivants , désignant par u l’aire de la section transversale de la pièce, et (comme dans les n» 181 et suivants) par R' le plus grand effort que l’on veut faire supporter aux fibres sur une étendue égale à l’unité de surface, on posera l’équation
d’apres laquelle on pourra établir le rapport convenable entre la charge qui produit la pression et les dimensions de la pièce.
475. Lorsque la figure de la pièce n’étant point celle qui convient à l’équilibre, cette pièce fléchit par l’action des poids dont elle est chargée, on peut déterminer la limite de ces poids conformément à ce qui a été exposé dans le n° 387. Représentons par o la section transversale de la pièce, et par v' la distance à l’axe d’équilibre des fibres qui subissent la plus grande compression. En vertu de la pression T, dont les valeurs ont été données dans les n01 449 et suivants, les fibres sont d’abord comprimées, dans toute l’étendue
de la section, d’une fraction de leur longueur égale à—. De plus, par l’effet
Eu
de la flexion, les fibres extrêmes sont comprimées d’une fraction de leur Iondy' — rf?
gucur égale à V , comme on le voit facilement par les n“ 77 et 446.
Par conséquent, R' désignant le plus grand effort que l’on veut faire supporter aux fibres sur l’unité de surface , on posera l’équation R' T d y' — dy E Ki ù ds
qui fera connaître la limite cherchée. On doit remarquer que la valeur de la d ÿ— d ?
quantité v , donnée par les formules précédentes, se trouvera po-
ds 1
sitive ou négative suivant que, dans le point auquel cette valeur appartient.
la flexion aura augmenté ou diminué l'angle formé parla normale de la courbe avec l’axe verticale des y. Mais on ne doit pas avoir égard ici au signe decette
quantité, et on doit en ajouter la valeur absolue à la valeur absolue de — .
On se rappellera d'ailleurs que T a été supposé positif quand il représente une pression ; et par conséquent, lorsque sa valeur se trouvera négative, cela indiquera que la pièce est étendue, et non comprimée. Si la section (ransversale de cette pièce ne peut être partagée en deux parties symétriques par un axe perpendiculaire au plan de la flexion, v' doit représenter la distancé à l’axe d’équilibre (déterminé conformément au n" 78) de la fibre qui est le plus comprimée, si T est positif ; et delà libre qui est le plus étendue, si T est
T dÿ — dy
négatif. Enfin la somme des valeurs absolues des quantités — et v
Eu ds
sera donnée en fonction de l’abscisse x ; et il est évident que l’on doit attribuer à x dans cette fonction la valeur qui la rendra le plus grande possible dans toute l’étendue delà courbe.
476. Considérons, par exemple, le cas du n“ 473, où une pièce courbe de figure parabolique , posée verticalement sur deux appuis qui ne permettent pas aux extrémités de s’écarter l’une de l'autre, est chargée du poids 2 II suspendu au sommet. On a, par le n° 454,
T n /2Ôa
Eu Eo\Z2b
fl*
Le n" 447 donne
( ff ■
où l'on doit remplacer P par — n, et Q par la valeur donnée n" 453 : on aura donc
d ÿ — d? fil { 7 a b1 f 23 b1 \ )
ds i ( o2 28 a \S2« 28 a5/ )
La valeur de T est positive dans toute l’étendue de la courbe, en sorte que la pièce est partout comprimée dans le sens de sa longueur. La valeur de d ÿ — d 9
v' est d’abord négative, devient ensuite positive, et se réduit à zéro
quand x = a. Sans avoir égard au signe de celte quantité, on en ajoutera la T
valeur à celle de — ; et réglant les valeurs de v' et de « conformément à ce Eu
qui a été dit n” 475, on déterminera n de manière que, pour toutes les va-
dY — d 9
leurs de x comprises entre 0 et a, la somme des valeurs de v' et
de — ne surpasse point — .
Eu E
477. Le cas du n" 465, où une pièce courl)c semblable est chargée du poids 2 pa, réparti sur la longueur de cette pièce de la manière indiquée n“ 46ô, est un des cas d’équilibre mentionnés n° 474.
478. En considérant comme dans le n” 455 une pièce courbée en arc de cercle, encastrée horizontalement à l’extrémité supérieure, et sollicitée à l’autre extrémité par les forces verticale et horizontale P et Q, on a d’après le
Tl/ \
= | — P sin. ? 4- 0 cos. 9 I ;
et d’après le n“ 455,
c' P (siii. <t> — sin. v ) 4- 0 (cos. ? — cos. <P) > .
ds • | )
479. Si l’on suppose, comme dans le n° 458, qu’il s'agit d’un demi-cercle posé sur deux appuis qui ne permettent pas aux extrémités de s’écarter l’une de l'autre, et dont le sommet est chargé du poids 2 H, on aura
r an
•P =r —, P = — n, Q = — , ce qui donnera
2 ic
T 11 / acos. 9 \
— — | sin. 9 4- — i
Eu Ks \ i: J
d Y — d 9 r' H a f a cos. 9 \
r’ = f sin. 9 — 1 4 J.
Ces expressions doivent être employées conformément h ce qui a été dit n" 475.
480. Si, comme on l’a supposé n” 466, une pièce de figure parabolique, oulrc le poids 2 pa réparti sur sa longueur, supportait encore le poids 2 R placé au sommet, il faudrait employer la valeur de T donnée dans len” 467, et l’on aurait
Eu Eu 1 a 6 a1 \Zîb Î8 a nJ t«as 1 ’
Mais comme le poids 2 n produit seul la flexion de la pièce , la valeur de
serait la même qu'au n° 476, et devrait être employée de la
ds
même manière.
481. S'il s'agit, comme dans le n"472, d'une pièce courbée en arc de cercle encastrée horizontalement à l'extrémité supérieure, chargée uniformément du poids p sur l’unité de longueur, et sollicitée à l’extrémité opposée par les forces verticale et horizontale P, Q, la valeur de T sera la somme des valeurs données dans les n- 456, et 469, en sorte qu'on aura pour la proportion suivant laquelle un élément quelconque de la courbe est contracté
— = j — p A (♦— 9) sin. 9 — P sin. 9-+- Q co«. 9 j.
Eu £u ' '
dÿ — d 9
L'expression de sera également la somme des expressions don-
nées dans les n0' 455 et 468, et sorte que l'on a
d f' — d ? V' p AJ < I
tf = [ co». p — ro». <P — ( <t> — ? ) sin. 9 !
dst I 1
h j P sin. ♦ — sin. 9) ■+■ O (cos. ? — cos. <t>) j .
482. En considérant donc, comme dans le n° 462, un demi-cercle posé sur deux appuis qui ne permettent pas aux extrémités de s’écarter, .et portant le poids *p A distribué uniformément sur la longueur de ce demi-cercle, on
x xpk pk
fera * = — , P = , Q = — , ce qui donne
— — 7 sin. p -4- - cos. 9
Eu Eu \
</?' — df r' p A1 / s\
v' = ( 9 sin. 9 i cos . 9 j.
iis . \ 9/
Ces expressions doivent être employées conformément à ce qui a été dit n- 465.
DE L’EFFET DES PRESSIONS 00 DES TISSIONS EXERCEES DANS LE SENS DE LA I.ONGCECR DES
PIECES COORBES, POCR LES ACCOERCIR OU I ES* ALLONGER, ET DES CHANGEMENTS DE riGI II K
QUI EN RtSOLTENT.
485. On a indiqué, dans les divers cas d’équilibre considérés ci-dessus, les valeurs des pressions exercées dans le sens de la longueur des éléments des pièces courbes. Ces pressions causent une diminution dans la longueur de ces éléments, longueur supposée invariable dans le n" 446 et dans les numéros suivants ; et cette diminution de longueur concourt avec la flexibilité de la pièce à en changer la figure. Comme il ne s’agit ici que de changements très-petits, on peut les considérer successivement, calculer à part l'effet de chaque changement, et prendre la somme des résultats que l'on aura obtenus.
En conservant les dénominations du n" 446, et nommant s1 la longueur de l’arc Am' (Fig. 73), que l’on suppose maintenant différente de la longueur de l'arc Am, on aura <7 x — du' pour l’accourcissement de l’élément placéau
point m, résultant de l’effort exercé dans le sens de cet élément ; et
ds
pour la fraction exprimant la proportion de cet accourcissement. Par conséquent, » désignant l’aire de la section transversale de la pièce , et T représentant, comme ci-dessus, la pression exercée dans le sens de la longueur de celte pièce au point m, on a
du — d s’
d’où
fdy \* \d x J
équation qui fera connaître les changements de longueur des parties de la pièce courbe. La figure de cette pièce demeurant d’ailleurs à fort peu près la même, il sera facile d'on conclure les déplacements des points qui résultent de ces changements.
484. Considérons, par exemple, le cas du n" 453; où une pièce courbe de figure parabolique, posée verticalement sur deux appuis qui ne permettent pas aux extrémités de s'écarter l’une de l'autre, est chargée du poids 2 H
d x fl b x
suspendu au sommet. En remplaçant — par — — , T par sa valeur du n" 454,
dx a1 -
et se bornant aux termes de l’ordre —, l’équation précédente deviendra
ou
Si l’on désigne par c la longueur totale des portions de courbe AM ou AM' (Fig. 74), et par c' la longueur que ces portions de courbe acquièrent par l'effet de la pression, on aura, en faisant dans l'équation précédente .r = a.
Il 25 ( 216 *1 \
Ew ô‘Jb \ 175 a1/
pour l'accourcissement résultant de l’action du poids 2 n.
485. Si la même pièce courbe, chargée du poids 2 pn réparti sur sa lon-
gueur, est dans l'état d’équilibre considéré n" 442, on doit remplacer T par l'expression du n° 441. L’équation du n“ 485 devient alors
d'où l’on tire
p a3 f f Ab 5
Eh t/ a *
r-*'= — (XH Jj
Eu 26 \ 5 a* J
Eu 26 \ 3 a1 J
pour l’accourcissement total de chaque moitié de la pièce.
486. Supposant enfin, comme dans le n" 466, la même pièce chargée à la fois du poids 2 /xi réparti sur sa longueur, et du poids 2 11 suspendu au sommet, l'accourcissement sera la somme de ceux qui viennent d’étre calculés. On aura donc
~Eh
f 4fcî\
487. L’abaissement du sommet de la courbe résultant des accourcissements, se calculera de la manière suivante. Considérant toujours une pièce de figure parabolique, on a [1]
’ + 3.2 (T J ~ ÜTà [~aj + 7. 1U (.T j “ ClC J’
T j = 0 L— ^ ro(— J - ml— J e,c J
On déduit de la seconde équation
d b ôar 2.9 c-
de A b L 10 a
d’oU il suit que c — c’ étant une petite variation de la longueur c de la moitié
de la courbe , et b — b la variation correspondante de la flèche b , ou a. à
fort peu près, en se bornant toujours aux termes de l’ordre du quarré de — ,
[i] Mémoire sur les ponts suspendus, page 73
488. Pour une pièce dont la figure naturelle est un are de cercle, l'équation du n° 483 doit s’écrire
» — *' = / il <?. T,
où l’on substituera l’expression de T en fonction de l’angle conformément à ce qui a été exposé précédemment
489. Pour calculer ensuite l’abaissement du sommet correspondant à un accourcissement donné de la longueur de la courbe, on remarquera que
c = A ♦ = A. arc sin. —,
- A cos.
d’où l’on déduit en différenciant par rapport à A seul, puis remettant pour-
sa valeur sin. »,
et par conséquent ,
</ b 1 — cos. <t>
</ r sin. «P — cos. 4»
1 — cos. »
sin. <E — cos. <t>
Cette formule s’accorde avec celle du n° 487, lorsque l’angle * est très-petit.
EXPEBIEXCES SCD LA nfcSISTAACS DES PIECES COCBBES.
490. D’après les expériences de M. Duleau [i], une pièce de fer forgé ayant 0" ,06 de largeur et 0",02 de hauteur , a été courbée à froid , suivant un arc de cercle de 6", 32 de corde et 0”,7 de flèche. Cette pièce étant posée verticalement entre deux appuis qui ne permettaient pas aux extrémités de s’écarter (Fig. 77), l’action de son propre poids n’en changeait pas sensiblement la figure.
La flèche de l’arc étant de 0m,709, et la pièce étant successivement chargée au milieu (Fig. 75) de 20, 120 , 220 , 260 et 280 kil., ce milieu s’est abaissé successivement de 4, 34, 68, 89 cl 112 millimètres. La pièce a totalement fléchi sous un poids de 288 kil.
Dans une autre expérience , la flèche de l’arc étant de 0m ,694 , et la pièce étant successivement chargée au milieu de 50, 100, 150, 200 et 250 kil., ce milieu s’est abaissé successivement de 10, 22, 39, 57 et 92 millimètres. Les
[i] Essai théorique et expérimental sur la résistance du fer forgé, page 44.
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poids étant ôtés, le sommet de la courbe est resté de 0“.024 plus bas qu’il n’étaitavanl l'expérience. La pièce a iléchi sous un poids de 270 kil. qui n’avait pas été mis tout à fait au milieu.
La même pièce était prête à fléchir sous deux poids de 280 et 285 kil., placés de chaque côté au j de la longueur à compter des extrémités.
La même pièce ayant été chargée successivement au j de la longueur , à partir de l’une des extrémités, d’un poids de 20 et de 100 kil., et la flèche primitive étant de 0“,696, le point chargé s’est abaissé de 8 et de 45 millimètres. Le sommet de la courbe s’est d’abord un peu soulevé, puis s’est abaissé quand la charge a atteint 150 kil- La pièce a fléchi sous un poids de 177 kil.
491. Dans les cintres en charpente qui supportent le toit du manège de la caserne de Libourne, exécutés d’après les projets de M. le colonel Emy , la pièce principale de chaque ferme est un arc en demi-cercle de 10m,6 de rayon. Ces arcs supportent un poids de 9333 kil. H]. Ils sont formés de cinq cours de madriers en sapin, courbés et maintenus à plat les uns sur les autres, ayant chacun 0", 135 de largeur sur 0m,054 d’épaisseur, et présentant ensemble une section transversale de 36450 millimètres quarrés. Ainsi près des naissances du cintre, où la pression est la plus forte, chaque millimètre quarré
de la section transversale supporte un effort de — — = 0k, 12.
ARTICLE VU
DES PIÈCES DE DIVERSES FIGURES EMPLOYÉES DANS I.ES CONSTRUCTIONS. DES PIÈCES FORMÉES DE PLUSIEURS PARTIES ASSUJETTIES ENTRE ELLES.
492. On a supposé jusqu’ici la figure des pièces prismatique. La plupart des pièces employées dans les constructions en bois ont effectivement cette figure; mais dans les constructions en fer, et surtout lorsqu’on emploie du fer fondu , on adopte des figures appropriées à la nature des efforts que les pièces supportent. On obtient de cette manière une résistance égale avec un moindre volume de matière, et par conséquent avec une moindre dépense.
fi] ^lémorial du génie, n» 10, page 43. Voyez aussi l’ouvrage de M. Emy, intitulé: Description d'un nouveau système d’arcs pour les grandes charpentes. L'auteur parait attribuer au système de charpente dont il s'agit la propriété de ne donner lieu à aucune poussée horizontale. Mais celle opinion ne pourrait être admise, bien que, dans certaines circonstances, la |>oussée étant très-faible, elle n’ait pas produit d'effet sensible.
au
C’est principalement d’après la considération de la résistance à la rupture que la figure d’une pièce doit être déterminée. En effet il convient de régler la force des pièces de manière que les extensions et compressions auxquelles les parties sont exposées ne puissent dépasser une limite donnée. Les formules relatives à la résistance à la rupture s’appliquent à cette détermination : il suffit de fixer convenablement, conformément h ce qu'on a vu dans l’article VII de la I” section , la valeur de la constante qui représente le plus grand effort que les fibres doivent supporter sur l’unité de surface.
Le prisme rectangulaire est la figure la plus simple que l’on puisse donner à une pièce. Cette figure peut être modifiée, soit en changeant la section transversale sans que la pièce cesse d’être prismatique, soit en donnant à la section des dimensions différentes dans les divers points de la longueur de la pièce.
DE LA TIGIRE DE LA SECTION TRANSVERSALE
493. Considérons d'abord une pièce soumise à des efforts qui s’exercent perpendiculairement à sa longueur, de manière que le sens dans lequel cette pièce tend à fléchir soit déterminé; par exemple, une pièce posée horizontalement, et supportant des poids. En donnant à la section transversale la figure d’un rectangle dont les côtés sont horizontaux et verticaux ; nommant
b la largeur,
c la hauteur de la section,
E et R ayant les significations indiquées n“ 77 et 113; le moment de résistance à la flexion sera, d’après le n° 81,
Ac5
et le moment de la résistance à la rupture, d’après le n" 115,
L’aire de la section transversale demeurant la même, la résistance à la rupture augmente proportionnellement à la hauteur c. Mais on ne peut, en général, augmenter c et diminuer b au delà d’un certain terme, parce que la pièce n’aurait pas de stabilité, et parce qu’elle présenterait trop peu de résistance dans le sens horizontal.
494. L'aire de la section transversale et la résistance demeurant les mêmes, on procure à la pièce plus de stabilité, et plus de résistance dans le sens horizontal, en donnant à la section la forme d’un tuyau rectangulaire (Fig. 77), ou celte de deux T opposés l’un à l’autre (Fig. 78 ). Nommant
b la largeur extérieure AB;
b la largeur intérieure DE (Fig. 77), ou la somme des largeurs DE, de (Fig. 78);
c la hauteur extérieure AC ;
c la hauteur intérieure DF ; le moment de la résistance à la flexion sera
et le moment de la résistance à la rupture,
te3 — h' u'*
Pour qu’une section rectangulaire offrit, à surface égale, la même résistance à la rupture, la largeur et la hauteur devraient être respectivement
(fte — Pc’i’i bc3— V c 5
et .
Les sections représentées fig. 77 et 78 paraissent être, dans le cas dont il s’agit, les plus convenables qu’il soit possible d’adopter. La première semble devoir offrir plus de solidité que la seconde ; mais, lorsque les pièces sont faites en fer fondu, il est difficile d’obtenir sans défauts les tuyaux rectangulaires ou circulaires Ci].
495. Lorsqu’une pièce placée horizontalement et supportant des poids doit présenter successivement ses différentes faces à l’action de la charge, ce qui a lieu, par exemple, pour les axes horizontaux dans les machines de rotation, il est convenable que la figure de la section transversale soit telle que la résistance de la pièce à la flexion soit la même dans tous les sens. Un cylindre plein et un tuyau circulaire offrent évidemment cette propriété. D’après le n° 83 un prisme plein à base quarrée, et un tuyau l’offrent également [s]
[0 Dans des pièces semblables en fer fondu, il faut donner des dimensions peu différentes aux diverses parties, afin que, refroidissant en même temps, elles ne tendent pas à se désunir par l'effet de la contraction de la fonte.
[i] Il est question de la figure la plus convenable des axes de rotation dans les Praclicat essaya on mill icork, par Buchanan, avec notes de M. T. Tredgold, 1825, tome I, page 262 ; et dans le Praclical essay on the slreuyth of cast iron, 1824, page 39. M. Trcdgold parait penser que le cercle est la seule figure qui donne aux axes la propriété d'nlfrir dans tous les sens la même résistance à la flexion. L'erreur de cet ingénieur provient de ce qu'il regarde la résistance à la flexion comme étant mesurée par l'expression qui mesure la résistance à ia rupture. On avait déjà remarqué qu'une section quarrée donnait la même résistance à la flexion dans le sens des côtés et dans le sens des diagonales. Mais de plus cette section donne une résistance égale dans tous les sens, et il en est de même d'un grand nombre de figures, que l'on peut former en combinant d'une manière symétrique le cercle et
LEÇONS Süll L’APPLICATION
Il en est de mémo des sections représentées figures 79 et 80. En appelant dans la première,
b la dimension extérieure AB ou CD.
6 l’épaisseur A a, Ce de chacun des rectangles qui se croisent à angles droits,
le moment de résistance à la flexion est, dans toutes les directions,
Le moment de rupture . si la pièce fléchissait dans le sens des côtés des rectangles, serait
ft36 + t>63-6<
et si la pièce fléchissait dans le sons de la diagonale du quarré dans lequel elle est inscrite,
496. En appelant dans la fig. 80 b la dimension extérieure AB ou CI); b' la dimension A'B' ou A'C' ;
6 l’épaisseur An , Ce des rectangles placés en saillie sur le quarré :
le moment de résistance à la flexion est , dans toutes les directions ,
Le moment de rupture , si la pièce fléchissait dans le sens des côtés, serait
et si la pièce fléchissait dans le sens de la diagonale,
497. Considérons maintenant une pièce posée verticalement, et chargée sur l’extrémité supérieure. Le sens de la flexion étant ici indéterminé , il con-
le quarré. 11 en résulte que si les axes renforcés par des côtes saillantes, que les Anglais nomment axes emplumés {feathered nhafls), réussissent moins bien que les axes quarrés ou cylindriques pleins, cela provient probablement de ce qu'ils ne sont pas aussi bien disposés pour résister à la torsion, et non pas des inégalités de la flexion de ces axes.
vient de donner à la section transversale la figure d’un tuyau rond ou quarré, ou bien l’une des figures symétriques indiquées n* 495. Cela suppose toutefois que l’on soit assuré que l’effort s’exercera toujours exactement dans fa direction de l’axe de la pièce. Il arrive quelquefois, par exemple pour les pièces inclinées servant d’arcs-boutants , que l’effort tend à s’exercer sur une des faces de la pièce, et non pas dans la direction de l’axe. Dans ce cas on peut adopter l’une des sections représentées fig. 81 et 82, dont la première a été fréquemment employée.
Nommons
b la largeur AB du rectangle dans lequel la figure est inscrite: c la hauteur CD de ce rectangle ;
6 l’épaisseur CF de la côte ;
T l’épaisseur AE de la face ;
z la distance DM à la face AB de l'axe d’équilibre contenant les fibres dont la longueur ne varie pas lors de la flexion.
Pour connaître la valeur du moment de résistance à la flexion de la section dont il s’agit, il faut d’abord déterminer la situation de l’axe d’équilibre, conformément aux n" 78 et 80. La condition énoncée dans le n° 78 donnera ici
As» — (A - 6)(s-7)» = 6(c — s P,
d’où
S A 7 — 67-t-Sc
L’expression du moment de' résistance à la flexion, d’après la formule du n“8Û, sera.
formule où l’on devra substituer pour : la valeur précédente.
D’après le n° 113, et en remarquant que la distance désignée par v dans ce n° est ici CM ou c — z , on aura pour l’expression du moment de rupture
DK LA FIGURE DK LA SECTION LONG ITÏ MW ALE.
498. Lorsqu’une pièce est prismatique , il y a généralement un des points de la longueur de cette pièce dans lequel elle est plus exposée à rompre que dans tout autre. Si la résistance est suffisante dansée point, la pièce est partout ailleurs plus forte qu’il n’est nécessaire. On peut déterminer la figure d’une pièce de manière qu’elle présente partout une force suffisante, et nulle part une force excédante : les pièces dont la figure est déterminée de cette
- ÎS
manière ont été nommées solides d'égale résistance, lt suffit de donner quelques exemples des recherches de ce genre, qui n’offrent aucune difficulté.
Considérons un solide encastré horizontalement à une extrémité (Fig. 83), chargé à l'autre du poids P, dont les faces latérales sont formées par deux plans verticaux parallèles, et la face supérieure par un plan horizontal. Nommant
a la longueur AB du solide ;
b la largeur du solide ;
c la hauteur AM à l'extrémité encastrée ;
x et v l'abscisse Bp et l’ordonnée pm de la courbe BM formant la face inférieure du solide;
R ayant la signification indiquée n" 113; on aura d'abord pour déterminer la hauteur du solide en AM .
= F O , don c = \ / .
c Vba
On aura ensuite pour déterminer la figure de la courbe
A v1 c1 jc
R = P X, doù r*= :
cette courbe est une parabole dont l’axe est BA.
499. On peut demander la figure affectée par le solide ABM fléchissant sous l'action du poids P. On a ici pour la valeur du moment de résistance à la flexion appartenant à l’une quelconque des sections pm ,
L’équation d'équilibre est donc, en désignant comme au n" 85 par y l'ordonnée de la courbe affectée par le solide,
d'où l'on lire
A e* x * il1 y E r. — = P r,
il r1
il x2
Ac’x ‘
tl y
il x
Cette \aleiir de f, ou de rabaissement du point extrême B, est double de celle qui aurait lieu si toutes les sections du solide avaient une hauteur é|;alc à b.
500. En supposant le solide chargé d'un poids distribué uniformément sur sa longueur (Fig. 84), conservant les dénominations précédentes, et appelant
p le poids porté par l'unité de longueur, on a
bc 2 a , /T/â
I! — = p u. - , d OÙ c~ a \ / ;
G 2 V HA
puis
b r* j; ex
R — = p x. - , d OÙ r = — .
La face inférieure du solide est plane.
501. Le solide étant seulement chargé de son propre poids (Fig. 85), et nommant
p le poids de l’unité de volume du solide : x l'abscisse B p, à laquelle répond l’ordonnée v ;
a? l’abscisse Bp' d’un point quelconque in, compris entre Bel ni, à laquelle répond l’ordonnée v' ; on aura
d y (x — jc’) t' = R.
Différenciant deux fois de suite par rapport à x, il vient
/x R d . r1 R tP . t1
d x' . ri — , pc = —. ,
équation dont l’intégrale est
_px*
la courbe BM est une parabole dont l’axe est Br.
On résout facilement les mêmes questions dans le cas où les sections transversales du solide sont toutes des cercles ayant leurs centres sur une même droite horizontale; quand ces sections sont toutes des rectangles semblables ; quand la loi de leurs largeurs ou hauteurs est donnée; etc.
502. Considérons un solide posé horizontalement sur deux appuis, et chargé en M d’un poids 2 P (Fig. 86). Nommant b la largeur du solide ;
r la hauteur AM au point où le poids est suspendu ; n la moitié CB de l’intervalle des appuis ; z la distance AC ;
on aura
éc»
d'où
P (oJ - 3»)
et les deux portions de courbe BM, B M appartiendront à deux paraboles dont l’axe se confond avec la ligne BB’.
503. Si l’on suppose que le poids 2 P peut être placé en un point quelconque de l’intervalle BB', et si l’on veut que le solide résiste toujouw à l’action de ce poids, l’ordonnée de la courbe de la face supérieure devra satisfaire à l’expression précédente de c. Cette expression représente une
ellipse, ayant pour demi-petit axe \ / G P ° ; et comme l’ellipse enveloppe
les courbes paraboliques qui terminent le solide lorsque l’on donne au poids des situations déterminées, ce solide, si l’on adopte cette courbe, offrira un excès de résistance partout ailleurs qu’au point de suspension du poids.
504. Considérons un solide posé horizontalement sur deux appuis, et chargé de poids distribués uniformément sur sa longueur (Fig. 87).
En nommant
p le poids placé sur l’unité de longueur ; a la moitié BC de l’intervalle des appuis ; b la largeur constante du solide ;
c la hauteur CM du solide au milieu de l’intervalle des appuis ; x, v l’abscisse Cp et l 'ordonnée pm de la courbe BM formant la face supérieure du solide ;
et remarquant ( comme on l’a fait n° 90 ) que chaque moitié du solide résiste comme une pièce encastrée horizontalement à une extrémité, sollicitée à l’autre extrémité , par une force verticale pa, et de plus par une force pa agissant en sens contraire et distribuée dans toute la longueur de la pièce,
R =pa (a-Jl-lpl»-!)1,
La figure de la courbe BMB' doit être une demi-ellipse.
505. Si le solide supporte en même temps un poids distribué uniformémen t sur sa longueur et un poids 2 P placé au milieu de l’intervalle des appuis (Fig. 88), on aura, en conservant les dénominations précédentes, b c1
R — =(pa + P)(fl-i)--'p(o — jr) *,
SKI
d'où
50ü. Considérons encore un solide posé verticalement (Fig. 89). et chargé d’un poids Q sur l'extrémité supérieure, en admettant (pie toutes les sections transversales de ce solide soient des cercles. Nommons a la demi-longueur AC ou BC du solide;
x, y l'abscisse C p et l’ordonnée mp de la courbe affectée par l’axe du solide; f la flèche CM de celte courbe ; r le rayon de la section transversale en tn.
Supposant que le solide ne prenne qu’une petite courbure à l’instant où il est prêt à se rompre, on peut simplifier la question en admettant que cette courbure se confond avec un arc de parabole, ayant pour équation
L’équation d'équilibre sera
R = QX, ou r> = - — 1 .
Ainsi le solide est d’égale résistance si r est proportionnel à («l— .r’ ) ' . Le diamètre des sections diminue du milieu aux extrémités, qui sont terminées en pointe.
507. Il est souvent utile dans les constructions, en consolidant convenablement les extrémités des pièces, de se rapprocher des formes qui rendent les solides d’égale résistance : ces formes conviennent principalement au fer fondu, et aux pièces soumises à des efforts dirigés perpendiculairement à la longueur. Quant aux pièces comprimées dans le sens de la longueur, il est utile, quand la longueur est considérable par rapport à l’épaisseur, d’augmenter cette épaisseur vers le milieu : mais on doit toujours conserver aux extrémités des dimensions telles, que la pression ne puisse les écraser. Il est même avantageux dans beaucoup de cas de donner à ces extrémités la forme d’une embase, qui s'applique contre les plans entre lesquels le solide est contenu. Cette disposition tend à procurer au solide l’excédant de résistance qu’il présenterait si les extrémités étaient encastrées , conformément à ce qu'on a vu n° 595.
2jS LEÇONS son L’APPLICATION
DE» PIECES FORMÉES DE FUSIEIRS PARTIES ASSUJETTIES EVTRE EUES
508. Lorsqu’une pièce est composée de plusieurs parties, la résistance qu’elle peut présenter s’évalue différemment suivant la manière dont ces parties sont assujetties les unes aux autres.
Considérons en premier lieu un assemblage de plusieurs pièces superposées ( Fig. 90), en supposant ces pièces assujetties par des brides qui les maintiennent en contact, mais qui ne s’opposent pas à ce que les points correspondants des faces contiguës ne se déplacent les uns par rapport aux autres lorsque l’assemblage vient à fléchir. La résistance de ce système sera la somme des résistances que chacune des pièces offrirait séparément. Ainsi, la section transversale des pièces étant rectangulaire, et nommant b la largeur commune des pièces superposées; c la hauteur de chacune ; n le nombre de ces pièces ;
• et f ayant les significations indiquées n“ 80 et 113;
E et R ayant les significations indiquées n" 77 et 1 13 ; l'expression du moment de résistance à la flexion sera (n° 81),
ftc*
îâ
et l’expression du moment de rupture (n” 115),
bc 1
On fait ici abstraction de l’effet du frottement provenant de la force avec laquelle les pièces sont serrées les unes contre les autres. La résistance du système est la même, soit qu’on place les pièces les unes sur les autres dans le sens où la flexion doit s'opérer, soit qu'on les place les unes à côté des autres.
509. Si un assemblage semblable à celui dont on vient de parler était formé de pièces partagées en plusieurs parties dans le sens de la longueur ( Fig. 91), on devrait regarder le moment de résistance à la flexion comme ayant des valeurs différentes dans les diverses parties. Dans la partie mm, le moment de résistance à la flexion est la somme des moments des trois pièces superposées ; dans la partie un, il est seulement la somme des moments de deux de ces pièces. On doit, autant qu’il est possible, disposer les joints de manière qu’ils ne se rencontrent point vis-à-vis les uns des autres; et d’après cette condition on pourra regarder la résistance du système à la flexion ou .à la rupture, comme étant égale à la somme des résistances des pièces superposées, moins une.
DE LA MÉCANIQUE, I" t’AItTlE.
On peut même, dans quelques cas, si les joints sont placés convenablement, regarder la résistance du système comme étant égale à la somme des résistances des pièces superposées. Par exemple, dans le solide représenté (Fig. 92), encastré à une extrémité, chargé à l’autre, et composé de trois pièces superposées, la résistance est au point d'encastrement la somme des résistances des trois pièces. Aux points m, n, que l’on suppose placés au { et aux ’ de la longueur, la résistance est seulement les ^ et le j de la précédente : mais comme l’action du poids P pour causer la flexion ou la rupture en ces points est également les et le ÿ de l'action de ce poids au point d’encastrement , l'assemblage offre partout une résistance au moins égale à celle qui a lieu dans ce dernier point. On pourrait évidemment supprimer ici les portions des pièces supérieure et inférieure qui sont au delà du point n, sans altérer la résistance du système à la rupture.
510. Considérons maintenant un assemblage formé de pièces superposées (Fig. 95), dont les faces en contact sont entaillées en crémaillère, ou unies par des clefs, et qui sont fortement serrées par des brides. La résistance de cet assemblage à la flexion ou à la rupture ne différera pas sensiblement de celle qu’offrirait une seule pièce des mêmes dimensions.
511. Si un assemblage (Fig. 91) était formé de deux pièces séparées, mais assujetties entre elles de manière qu'une ligne tracée avant la flexion perpendiculairement à la longueur, devint nécessairement après la flexion une normale commune aux deux courbes formées par les deux pièces , la résistance à la flexion s’estimerait en retranchant du moment de résistance à la flexion du solide, regardé comme plein, le moment d’un solide compris entre les deux pièces. Ainsi nommant
b la largeur commune des deux pièces ;
C la hauteur de l'assemblage;
c" la hauteur de l’intervalle compris entre les deux pièces ; ou aurait pour le moment de résistance à la flexion
Le moment de rupture serait
Oc'
L’hypothèse sur laquelle ces formules sont fondées ne peut être réalisée, lorsque les pièces sont placées parallèlement, qu’autant que ces pièces sont assujetties l’une à l’autre par un système de traverses et de croix, ou par des clefs pénétrant dans des entailles, comme on l’a représenté fig. 94. Mais si l’une des pièces est courbée (Fig. 95), ou si elles le sont toutes les deux, et si ces pièces sont assujetties aux extrémités, de manière à ne pouvoir glisser
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l’une sur l’autre , il suffit qu’elles soient réunies par des traverses pour que l'on puisse évaluer la résistance du système d’après les formules précédentes. II conviendra, dans chaque cas particulier, de régler la courbure des pièces de manière à rendre le système d’égale résistance, conformément aux principes exposés dans l’article précédent.
512. Dans les systèmes représentés fig. 94 et 95, la pièce placée du côté qui devient concave lors de la flexion résistant seulement à une compression exercée dans le sens de sa longueur, peut être formée de plusieurs parties posées bout à bout , maintenues dans le prolongement les unes des autres. De même, la pièce placée du côté qui devient convexe lors de la flexion résistant seulement à une tension exercée dans le sens de sa longueur, peut être formée de plusieurs parties, pourvu que ces parties soient attachées les unes aux autres par des assemblages offrant h la tension une résistance égale à celle de la pièce. Une division semblable des pièces supérieure et inférieure n’altérera pas sensiblement la force du système.
515. Connaissant la nature des efforts auxquels les pièces sont exposées dans les assemblages de ce genre, on peut choisir pour chacune la matière qui convient le mieux. Ce choix est déterminé par la condition d’obtenir une résistance donnée avec la moindre dépense possible. En comparant les résistances respectives du fer fondu et du fer forgé à la compression et à l’extension avec les prix de ces matières, on reconnaîtra qu’il est toujours avantageux d’employer le fer fondu pour les pièces comprimées , et le fer forgé pour les pièces tendues. Cette disposition présente aussi plus de sécurité lorsque la construction est exposée à des secousses, parce que le fer forgé peut souvent se prêter sans rompre à une extension subite, qualité dont le fer fondu est presque entièrement dépourvu.
Le bois de chêne ou de sapin, comprimé ou tendu, coûte beaucoup moins, à résistance égale, que le fer forgé ou fondu, et il est moins exposé à se rompre par l’effet des chocs : mais il n’offre pas la même durée lorsqu'il peut être atteint par l'humidité.
514. On a souvent proposé de consolider des pièces en bois avec des armatures en fer. Lorsqu'une pièce est soumise à un effort dirigé perpendiculairement h sa longueur, la meilleure disposition consiste à encastrer dans les faces latérales de cette pièce un assemblage formé d’une pièce courbe et d’un tirant rectiligne, dont les extrémités sont assujetties l’une à l’autre (Fig. 96). On peut aussi encastrer un semblable assemblage entre deux pièces de bois posées l’une à côté de l'autre, et serrées par des boulons. Si l'on suppose que le contact établi entre les points de fer et du bois se maintienne exactement lors de la flexion ; ou si, pour plus de sûreté, on a consolidé l’assemblage en fer par des traverses, comme on le voit fig. 95, la résistance du système est égale à celle de la pièce de bois, plus celle de l’as-
scmblageen fer évaluée conformément au n° 511. Le tirant rectiligne doit toujours être en fer forgé ; mais il est avantageux d'employer le fér fondu pour la courbe.
EXPÉRIENCES SUR LA RÉSISTANCE DES PIECES FORMÉES DE PLUSIEURS PARTIES ASSUJETTIES
ENTRE ELLES
515. D’après une expérience de M. Aubry ti], un barreau de bois de chêne ayant 1 pouce de largeur, 2 -J pouces de hauteur, posé horizontalement sur deux appuis dislants de 5 pieds, et chargé au milieu, a rompu sous un poids de 755 livres produisant une flèche de 2 pouces.
Un autre barreau du même bois, ayant 1 pouce de largeur et 2 pouces de hauteur, formé de trois pièces entaillées de 5 lignes, de 6 en 6 pouces et serrées par deux boulons de 1 j ligne de diamètre; posé et chargé comme le précédent, a rompu sous un poids de 475 livres produisant une flèche deô pouces 2 lignes.
D'après cette expérience, le second barreau était à peu près aussi fort que s’il eût été d’une seule pièce.
516. Les expériences de M. Duleau sur des pièces de fer forgé [ï] présentent les résultats suivants. Les pièces étaient posées horizontalement sur deux appuis, et chargées au milieu : toutes avaient 0“,06 de largeur. Les boulons de 0”,02 de diamètre, au moyen desquels ces pièces étaient assemblées, étaient espacés de 0“,4. Les résultats sont ramenés par le calcul à présenter la flèche de la courbure affectée par chaque pièce sous une charge de 10 kil.
[i] Mémoire* sur différentes questions de la science des constructions publiques et économiques, page G5.
[>] Essai théorique et expérimental sur la résistance du fer forgé, page 40.
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INDICATION DES PIÈCES
INTERVALLE
des
APPUIS
DU VIDE
FLECHE
de
COURBURE
Deux pièces de fer du Périgord, posées ù plat, el su-
Mètre».
Millimètre».
Millimètres.
Millimètre*.
perposées sans boulons. .
Les mêmes posées à plat,ser-
rées par des Ixmlons. . .
Les mêmes écartées de 0m ,01 1, au moyen de cales serrées
par des boulons. . . .
Les mêmes écartées de 0m,02 1
par le même moyen. . .
Les mêmes écarlécsdc0n',032
par le même moyen. . .
Les mêmes écartées de 0m,1 53 au moyen de pièces en
croix .
Deux pièces de fer du Périgord serrées l’une sur l’au-
tre par des boulons. . .
La résistance à la flexion du système formé par des pièces en croix diffère peu de celle que l'on calculerait par la formule du n" 511. Quant aux pièces simplement serrées par des boulons, la résistance est moindre, et d’autant plus que l’intervalle des pièces est plus grand ; ce qui doit être attribué à la flexion des boulons U].
DES AUltntS SERVANT A PROLONGER LES PIECES, OU A ASSUJETTIR ENTRE ELLES DES PIECES PLACEES DANS LE PROLONGERENT l'ISE DE L'aLTRE.
517. Considéronscn premier lieu des pièces exposées à des efforts dirigés perpendiculairement à leur longueur. On peut les prolonger, ou assujettir deux pièces dans le prolongement l’une de l’autre, d’une manière parfaitement solide, en employant une portion de tuyau dans lequel les extrémités des pièces seraient contenues et fortement serrées. Mais comme la paroi intérieure du tuyau 11c serait pas pressée dans toute son étendue, on peut en supprimer une partie, et employer des dispositions plus simples, quoique fondées sur le même principe.
Par exemple, une pièce de bois qui doit être encastrée horizontalement
[1] O11 trouve quelques expériences analogues aux précédentes dans le tome IV de l’Art de bâtir, page 5*29. M. Barlow a aussi donné quelques expériences sur des modèles de poutres armées. Essay on the strcnylh and stress of tituber , page 19G.
peut être prolongée dans l'encastrement au moyen de deux armatures en fer fondu ( Fig. !)7). appliquées contre les faces latérales, et réunies cil m, n par des traverses. Les faces supérieure et inférieure de la pièce doivent être serrées fortement contre ces traverses, avec des cales ou des vis de pression. Par cette disposition, la pièce ne peut céder à un effort exercé verticalement de haut en bas qu’eu rompant au-dessus de la traverse ».
L’armature représentée figure 08 pourrait être employée pour prolonger une pièce, h l'extrémité de laquelle un poids devrait être suspendu: et en renversant la même armature, on pourrait en former les extrémités d’une poutre, ce qui est quelquefois utile quand il s’agit de réparer des poutres dont on trouve les portées détériorées.
Enfin on pourrait, au moyen de l'armature représentée fig. 99, assujettir l’une au bout de l’autre deux pièces pour en former une, ou consolider une poutre que la charge aurait fait rompre. Mais on n’est pas assuré de réussir aussi bien dans ce dernier cas que dans le précédent, parce que l'armature se trouvant ici placée dans la partie de la pièce oii elle tendrait à prendre la plus grande courbure, il faudrait un contact beaucoup plus parfait entre la pièce et l’armature pour qu’il n’y eût pas de flexion sensible il].
Dans ccs appareils, la résistance des armatures peut être évaluée d'après le n* 511. 11 est nécessaire que les portions de surface sur lesquelles la pression s'établit soient assez grandes pour que le bois ne s’y comprime pas sensiblement. La valeur de la pression sc calculera toujours facilement. Dans le cas de la figure 97, par exemple, la pression en m doit faire équilibre autour du point n aux poids dont la pièce est chargée ; la pression en n est égale à la somme de ces poids et de la pression qui a lieu en m.
518. Les parties d'une pièce exposée à fléchir transversalement de haut en bas peuvent encore être réunies de la manière indiquée fig. 100, au moyen d'une pièce juxtaposée en dessous, assujettie par des clefs de bois dur insérées dans des entailles, et serrées par des brides. En effet les fibres, lors de la flexion, sont comprimées dans la partie supérieure am de la section transversale, et étendues dans la partie inférieure an. Le joint nui ne nuit pas à la résistance des fibres comprimées (n" 142) et la résistance des fibres étendues qui se trouvent coupées est suppléée par celle de la pièce appliquée en dessous. On peut déterminer la force de celte pièce par la condition que le moment de la résistance de ses fibres, pris par rapport à l’axe d’équilibre a, soit égal au moment des fibres coupées dans l'intervalle an, pris par rapport au même axe.
f«] On peut voir un procédé pour consolider les extrémités pourries des poutres dans les Transaction of the society of arts and manufactures, 1802. Voyez aussi la même collection, 1824; ou le Bulletin de la société d'encouragement, juin 1825.
519. A l’égard des pièces placées dans le prolongement l'une de l'autre, et exposées à une tension longitudinale , on peut les assembler de la manière indiquée fig. 101 , au moyen de pièces juxtaposées, assujetties par des clefs et des brides. On peut aussi employer des tirants de fer, soit en les encastrant dans le bois, comme l’indique la fig. 102, soit en les plaçant en dehors, et les fixant à des traverses. Dans tous les cas , les pièces réunies sont nécessairement affaiblies au point de jonction , la section transversale étant diminuée par l'effet des entailles. On doit donner aux tirants une force égale à celle qui reste au bois ; et il faut que la surface de bois sur laquelle ces tirants prennent un appui soit assez grande pour qu’il n’y ait pas écrasement , et que l’adhésion latérale des fibres qui tendent à se détacher ne puisse être rompue.
ARTICLE VIII
0E8 APPAREILS DE CHARPENTE LE PLUS SIMPLES, DESTINÉS A SUPPORTER OU A ÉLEVER DES POIDS.
520. Les pièces de charpente sont exposées à divers genres d’effort, et peuvent être sollicitées k fléchir et à rompre d’une infinité de manières. On a considéré dans les articles précédents les cas le plus simples de l’équilibre d'une seule pièce : on se propose d’examiner, dans cet article et dans les suivants, les conditions de l'équilibre des assemblages formés de plusieurs pièces, en se bornant aux systèmes qui se présentent le plus fréquemment dans les constructions.
521. La manière le plus simple de supporter un poids au moyen d’une seule pièce, consiste à poser ce poids sur l'extrémité supérieure de cette pièce placée verticalement. Les conditions de l'équilibre ont été recherchées pour ce cas dans le n" 585. Un semblable appareil n'a pas de stabilité, à moins que la pièce verticale n’ait l’extrémité inférieure encastrée. On peut maintenir cette pièce , soit par des contrcfiches ou autres appuis fixes , soit en empêchant, au moyen de cordages attachés à des points fixes , l'extrémité supérieure de se déplacer. Ces cordages n'ayant d’autre objet que d'empêcher la pièce verticale de sortir de la position d'équilibre non stable où elle se trouve placée , le degré de résistance qu’on doit leur procurer ne peut, en général, être évalué avec exactitude.
522. On peut aussi supporter un poids au moyen d’une seule pièce vertiticale , en suspendant ce poids h quelque distance de l'axe de la pièce. C’est ce qu'on est obligé de faire quand il s'agit, non seulement de supporter le poids, mais de le soulever. On a traité dans le n° 406 le cas où la pièce est encas-
Irée à l’extrémité inférieure , et où le poids est simplement supporté. Quand on veut élever le poids, on place ordinairement une poulie en C (Fig. 103), une autre en D, et l'on agit sur la corde en F. La pièce AB est alors sollicitée, non seulement par le poids n, mais par la tension de la corde DF. Si les distances BC, CD, étaient égales, et si les tensions des cordes Cil, DF ne différaient pas l'une de l’autre, la pièce AB se trouverait dans le même cas que si l'extrémité supérieure B était chargée d’un poids égal à la somme de ces tensions. Dans la réalité, la tension de la corde DF surpasse celle de la corde CH, et la pièce AB est sollicitée à plier du côté de la première. On doit prendre la résultante des deux tensions , et appliquer les résultats des n" 406 et suivants, en mettant cette résultante à la place de la force désignée par n dans ces numéros, et en remplaçant la distance désignée par l par la distance de la direction de la résultante à l'axe de la pièce.
La stabilité de l'équilibre tient uniquement ici à la résistance de la pièce à la flexion, et le déplacement de l’extrémité supérieure augmente le bras de levier des forces qui la sollicitent. Il est absolument nécessaire de maintenir cette extrémité par des cordages. Mais, aussi bien que dans le cas précédent, le degré de résistance de ces cordages ne peut pas être évalué exactement d’avance.
523. Les appareils de ce genre sont quelquefois disposés de manière que l'on agit sur la corde DF (Fig. 104) au moyen d’un treuil fixé en E à la pièce AB, et près de l’extrémité inférieure de cette pièce. Dans ce cas les deux parties AE, BE se trouvent dans des états d'équilibre différents. La partie AE est uniquement sollicitée à fléchir par l’action du poids n , et on peut lui appliquer les résultats des n” 406 et suivants. La partie BE est soumise à l’action du poids n et de la tension de la corde DF. On peut, en négligeant la flexion de la partie AE, appliquer à la partie BE ce qui a été dit dans le numéro précédent.
524. Dans l’appareil représenté fig. 105, la pièce horizontale BB’, chargée au milieu C du poids n, est dans l'état d’équilibre considéré dans les n°'356 et 357. Les pièces verticales AB, A' B’ supportent chacune la moitié du poids n, et sont dans les états d’équilibre considérés dans les n" 383 ou 389 , suivant que les extrémités inférieures de ces pièces sont simplement supportées, ou sont encastrées dans leurs appuis. Abstraction faite de la résistance des assemblages aux points B et B’ , l’équilibre n’est pas stable , et on doit maintenir l’appareil par des pièces inclinées ou par des cordages.
Si le poids n n’était pas simplement suspendu au point C, mais devait être élevé au moyen d’une corde passant dans une ou plusieurs poulies fixes attachées à ce point, il est évident qu’il faudrait regarder le point C comme étant chargé du poids H augmenté de la tension de la corde sur laquelle on agirait pour soulever ce poids.
525. L’appareil représenté fig. 106, si la pièce horizontale BB" était formée de deux parties séparées par un joint placé en B' , présenterait simplement la réunion de deux systèmes semblables à celui que l’on vient de considérer. Les pièces verticales AB, A'B” supporteraient chacune la moitié de l’un des poids n, que l’on suppose égaux, et la pièce A'B' supporterait un effort égal à l’un de ces poids. Mais si la poutre horizontale BB" est d’une seule pièce, chacune des moitiés BB’, B’B" résiste comme une pièce horizontale encastrée à une extrémité et supportée à l’autre. Par conséquent en regardant les pièces AB, A’B', A"B" comme des appuis inflexibles, on appliquera ici les résultats obtenus dans les n“ 566 et suivants, résultats qui s’accordent avec ceux de la solution exposée dans les n°* 375 et suivants. On en conclura que l’effort vertical supporté par chacune des pièces extrêmes AB, A"B" est
égal à — n. et par conséquent que l’effort supporté par la pièce inlermé-
diaire A' B' est égal à — II. L’effet de la liaison des deux parties de la pièce
BB" est donc d’augmenter sensiblement la charge du poteau A'B’, en diminuant celle des deux autres.
526. Considérons encore l’appareil représenté fig. 107 , où la poutre horizontale BB'" , chargée des trois poids égaux n, supportée par quatre pièces verticales également espacées, est supposée d'une seule pièce. Si l’on regarde les pièces verticales comme des appuis inflexibles, on peut apprécier la résistance que doit présenter la pièce BB'" , et les efforts exercés sur chacune des pièces verticales, au moyen d'un calcul semblable à celui des n°‘ 371 et suivants. En effet , l’une des moitiés BC' de la poutre peut être regardée comme une pièce encastrée horizontalement à l’extrémité C', et sollicitée par trois forces verticales, agissant de bas en haut aux points B , B', et de haut en bas au point C. Nous remarquerons d’abord que dans la pièce AMM' (Fig. 49), considérée n" 371, on aurait pour la troisième partie M M" de cette pièce, 'en conservant les dénominations indiquées dans ce numéro, et
dy
déterminant les constantes de manière que, pour x=n', les valeurs de— et y
fussent égales aux valeurs données par les équations appartenant à la partie MM'. les équations suivantes :
,Py
, — = 11" (a" — x) , d x* dy
. — = n { o’-n + (o"i— ijj),
, y = n (i a» x- i n1) - H'(r a'» x— i a’’) -r-H" (-( a" e* - ,;xi).
Appliquons maintenant ces équations , aussi bien que celles qui ont été don-
nées dans les numéros cités, à la moitié RC' (Fig. 107) de la pièce BB"' .Désignant par
« la moitié de l'un des intervalles égaux RB', BB";
Q l’effort exercé sur le poteau AB ;
Q' l’effort exercé sur le poteau A'B' ;
les équations conviendront au cas dont il s’agit en écrivant Q' au lieu de II , n au lieu de n', Q au lieu de II", 2« et 3a au lieu de a’ et a". Par conséquent on aura respectivement pour les parties B'C', CB' et BC, les équations
• r — 0' (j o x» — J x*) — II (m> — J- J3) -4- 0 (\ a x* - i aX),
On en déduit, en faisant successivement .r =za, ar=2a,ar=3a, pour les ordonnées des points B', C et B comptées à partir de la ligne horizontale passant par le point C',
■ y = <a o' — 5 II -4- 8d)i a»,
• x = (5 Q' — to n -e 28 0) J a\
Les ordonnées des points B et B' devant être égales entre elles, on a
Les conditions de l’équilibre entre les poids u et les efforts exercés sur les poteaux donnent de plus
20' — 3 II -4- 2 o = o.
On déduit de ces deux équat ions Q = ~ n pour l’effort exercé sur les poteaux extrêmes AB, A " B "; et Q' = n pour les efforts exercés sur les poteaux intermédiaires A'B' et A" B". L’effet de la liaison des parties de la pièce BB" est encore ici d’augmenter la charge des poteaux intermédiaires, en diminuant celle des poteaux extrêmes.
527. Quant au degré de résistance que doit présenter la pièce B B'", on remarquera que l’on a respectivement pour les parties B'C' B'C, cl CB de cette pièce,
Ipjr
dx*
tP y
• = — II (2 a — x) H- 0 (3 a — .r),
LEÇONS SLR L’APPLICATION ou, en remplaçant Q et Q' parles valeurs qui viennent d’élrc obtenues,
(/ JT»
<Pr
Les points de maxima pour la courbure sont C, fi' et C' : elle est lapins
tPy 7 a
grande dans le premier, où l’on a • — = n— , et où la pièce tend à se rompre.
dx’ 20
Les conditions de la rupture de cette pièce sont donc exprimées, conformément au n” 358, par l’équation
On regarde ici les pièces verticales comme des appuis inflexibles. La question serait différente , et plus compliquée, si ces pièces étaient supposées flexibles ou compressibles. Mais il n’est pas nécessaire pour les applications de traiter la question de cette manière , et On n’aura point d’erreur dangereuse à craindre, en donnant aux pièces verticales des résistances proportionnées aux efforts dont les valeurs ont été trouvées ci-dessus.
528. On peut soutenir un poids au moyen d’une seule pièce inclinée, lorsque l’extrémité inferieure de cette pièce est encastrée. On a traité ce cas d’équilibre dans les n°‘ 4 1 2 et suivants. La fig. 108 représente un poids rt soutenu par deux pièces inclinées, dont on suppose les extrémités inférieures simplement supportées sur des appuis. En désignant par a, g les angles que les pièces AC, BC forment avec la corde verticale C n, les efforts résultant dans les directions des deux pièces de l’action du poids H , sont exprimés respectivement par
sin. g sin. a
sin. (a-t-£) sin. (a-r-6)
Ces pièces s’appuient l’une contre l’autre en C, et la pression horizontale qui a lieu dans ce point est
sin. a. sin. g
sin. (a -i g)
Elles tendent à s’écarter l’une de l’autre en A et B, et cette même expression représente la pression horizontale qu’elles exercent contre les appuis qui les retiennent, ou la tension d’un lien AB, par le moyen duquel ces pièces seraient maintenues.
529. Si les deux pièces AC. BC forment avec la verticale des angles égaux désignés par a. les efforts exercés dans la direction de ces pièces sont exprimés par
2 COI. a
et la pression horizontale par
’• II tan(j. a.
Dans les appareils dont il s’agit, les pièces inclinées sont dans l’état d’équilibre considéré n° 385, les efforts exercés dans la direction de ces pièces remplaçant la force désignée par Q dans ce numéro.
530. Dans l'appareil représenté fig. 109, la pièce AC est comprimée, et la pièce BC est étendue. La pression exercée suivant AC doit être la résultante des tensions des cordes BC et Cil. Par conséquent, a et ë désignant les angles formés par AC et BC avec la corde verticale C II, on aura respectivement
sin. 6 sin. a
il et n
sin. (6 — a) sin. (S — a)
pour la pression exercée suivant AC, et pour la tension de la corde BC. La pièce AC tend à glisser en A sur son appui, et la pression horizontale qu’elle exerce contre l'obstacle qui doit la retenir est
sin. a. sin. S
sin. (6 — a)
Les appareils que l’on vient de considérer présentent un équilibre stable, quant aux déplacements qui pourraient avoir lieu dans le plan vertical qui contient les pièces inclinées, et la corde à laquelle le poids est suspendu; mais il est nécessaire de les maintenir dans ce plan par des cordages.
551. Pour donner plus de stabilité au système, on remplace la pièce unique AC par deux pièces inclinées «C, a' C (Fig. 110), ce qui forme l’appareil connu sous le nom de chèrre. La ligne AC étant l’intersection du plan vertical qui contient les cordes BC, Cil avec le plan aCn'qui est perpendiculaire au premier, on désignera par a, 6 les angles BCn, ACn, et par y les angles égaux «CA, a' Cn. L’action du poids n produira dans le sens de chacune des pièces aC, «' C une pression exprimée par
sin. ë
sin. (6 — a). 2 cos. y
La force avec laquelle le lien ««' est tendu est
sin. S. tane. -r
2 sin. (6 — a)
La tension de la corde BC, et la force horizontale, avec laquelle les extrémités
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inférieures a, a des pièces inclinées tendent à glisser parallèlement à AB. sont exprimées par les formules données dans le numéro précédent.
532. Si, dans les appareils dont il vient d’être question, le poids n n’était pas seulement suspendu au point C, mais soulevé au moyen d’une corde passant dans une ou plusieurs poulies fixées à ce point, on devrait, pour déterminer les efforts exercés dans la direction des pièces, considérer au lieu du poids II la résultante de ce poids et de la tension de La corde à laquelle la force serait appliquée. II faut d’ailleurs distinguer le cas représenté fig. 111, où la corde CD qui soulève le poids n s’enroule sur un treuil fixé en D, près de l’extrémité inférieure de la pièce AC. Dans ce cas, la partie AD de celte pièce eslsimplement comprimée avec l’effort résultant de l’action du poids II, et exprimé par les formules des numéros précédents. La tension de la corde BC conserve également la valeur donnée dans ces numéros. Mais la partie CD de la pièce principale est comprimécdans lesens de sa longueur avec l’effort résultant de l’action du poids n, augmenté de la tension de la corde CD. L’étal d’équilibre de celte partie CD peut être assimilé sans erreur dangereuse à celui de la pièce considérée n" 383.
533. Lorsqu'un poids est supporté par plus de deux pièces inclinées contenues dans un même plan vertical, ou par plus de (rois pièces inclinées non contenues dans un même plan, les conditions de l’équilibre laissent indéterminés, entre certaines limites, les efforts exercés suivant la direction de chacune des pièces. En effet, quoique le poids paraisse devoir être soutenu par toutes les pièces, rien n’empêche de supposer qu’il est simplement porté dans le premier cas par deux d'entre elles, cl dans le second cas par trois d’entre elles seulement. Parmi ces pièces, celles qui sont comprimées se trouvent dans l’état d’équilibre considéré n" 383 ; et l’on est conduit, par les résultats de la solution exposée dans ce numéro, k les assimiler à des appuis qui ne cèdent pas, tant que l'effort qu’ils supportent ne dépasse point une limite déterminée. En considérant le système de celte manière, il faut, pour que la construction donne une entière sécurité, que le plus grand effort auquel chaque pièce soit exposée, d’après les divers modes de décomposition du poids qui peuvent avoir lieu, soit au-dessous de la limite dont on vient de parler. Mais il est important de remarquer que la solution du n” 383, qui apprend qu’une pièce comprimée dans le sens de sa longueur ne cède point lorsque l’effort est au-dessous d'une limite donnée, prend uniquement en ronsidération la disposition de la pièce k céder par l’effet d’une flexion. Dans la réalité, la pièce, avant de fléchir, se comprime de plus en plus par l’effet de l’élasticité de sa substance. Il convient d'avoir égard k cette circonstance, dans les questions dont il s’agit, cl alors il n’y a plus rien d’indéterminé dans la manière dont l'action du poids se distribue sur les appuis.
Pour en donner un exemple, on supposera le poids II (Fig. 112) supporté
par les trois pièces inclinées AC, A“C, A" C contenues dans le même plan vertical, et l'on nommera
a, a', a" les angles formés par la direction des trois pièces avec la corde verticale Cn ;
p, p’, p" les efforts exercés, par suite de faction du poids II, dans la direction de chacune des pièces;
F. F', F" les forces d’élasticité des trois pièces; n la hauteur du point C au-dessus de la ligne horizontale AA''; h, f les quantités dont le point C se déplace horizontalement et verticalement, par l’effet de la compression simultanée des trois pièces.
(En désignant par F la force d’élasticité de la pièce AC, on entend qu’il faudrait un poids égal à F pour allonger ou accourcir cette pièce d’une quantité égale à sa longueur actuelle, et ainsi des autres. )
Cela posé, les conditions de l’équilibre entre le poids II et les trois pressions exercées suivant les pièces donneront d’abord
p CO*, a p* CO*, a' p" CO*, a" = II,
p *in. a -+- p' sifi. a’ -+- p" *in. a" = 0. ,
De plus, le déplacement du point C étant supposé très-petit, les quantités dont les pièces AC, A’C, A"C se trouvent comprimées seront, à fort peu près, f cos. <* — h sin. a, /'cos. a — h sin. a'./’cos. a" — A sin. a"; et comme
les longueurs de ces pièces sont respectivement , , , on aura
CO*, a CO*, a' cos. a"
fc o*. 3a — h sin. a cos. a f cos. 2 a' — h sin. a' cos. a' feot. 2 a" — h sin. a" cos. a"
pour les fractions de ces longueurs représentant leurs accourcissements respectifs. On en conclut les trois équations
f cos. 2 a — h sili. a cos. a P = F . ,
f cos. 2 a' — h sin. a' cos. a'
f cos. 2 a" — h sin. a" cos. a"
qui, réunies avec les deux précédentes, donneront les valeurs des déplacements h et /, et des efforts p, p' et //'
534. Supposons, par exemple, les forces d’élasticité des trois pièces égales entre elles, la pièce intermédiaire A'C verticale, et les angles a, a" égaux à 45°. Le déplacement horizontal h du point C sera nul, et l’on pourra
supprimer la seconde des deux équations d’équilibre. On aura cos. *' = 1 ,
COS. a = COS. a" = , et
l’effort supporté par la pièce verticale est double des efforts supportés par les deux autres.
555. Si les trois pièces étaient placées d’un même côté par rapport à la corde verticale Cn (Fig. 112), la première AC serait seule comprimée, et les deux antres seraient étendues. Les équations du numéro 535 conviendraient également à ce cas, cn y changeant les signes de p' et p".
556. Dans l’appareil représenté fig. 113, où les pièces inclinées AB, A'B', contenues dans un même plan vertical avec la cordc C n, supportent le poids n au moyen de la pièce horizontale B B', il est nécessaire pour que le système soit en équilibre, abstraction faite de la résistance des assemblages, que les pièces AB, A'B' soient également inclinées, a étant l’angle qu elles forment avec la verticale, ces pièces sont comprimées suivant leur longueur avec la
force , et sont dans le même état d’équilibre que la pièce considérée
2 CO», a
n° 385. Les extrémités A, A' tendent à s’écarter l’une de l’autre avec une force horizontale exprimée par 4 II tang. a.
Quant à la pièce horizontale B B', chaque moitié BC ou B'C' est dans le même cas que si elle était encastrée horizontalement cn C , et sollicitée à l’extrémité B ou B’ par la force dirigée suivant A B ou A' B'. Ces moitiés se trouvent donc dans le même état d’équilibre que la pièce considérée n“ 412, les forces désignées par P, Q, n dans ce numéro étant ici respectivement n
t n, ï n tang. a, et .
2 COS. a
537. On a considéré n° 528 le cas d’un poids II soutenu par deux pièces inclinées, et l’on a remarqué la nécessité de retenir les extrémités inférieures de ces pièces, qui tendent à s'écarter l’une de l'autre. On peut aussi former un appareil du même genre, en laissant les extrémités A, B ( Fig. 1 H) libres de glisser sur le plan horizontal qui les supporte, et en plaçant à une certaine hauteur un lien horizontal K F.
Nommons
a l’angle formé par les pièces AC, B C avec la corde verticale CH ; a la longueur des parties CE, CF ; a' la longueur des parties AE. BF.
Les points d'appui A et B supportent chacun nu effort vertical égal à — . Cha-
que pièce AC, BC peut être regardée comme sollicitée par cet effort à tourner autour de son extrémité supérieure, et il doit s’établir dans le lien EF la tension nécessaire pour prévenir ce mouvement. Cette tension est donc déterminée par la condition que son moment, pris par rapport au point C,
soit égal au moment de l’effort vertical — agissant en A ou en B, pris par
rapport au même point. Par conséquent la valeur de la tension dont il s’agit est
Il lang. a ;
et cette formule représente aussi la pression horizontale qu’exercent l'une contre l’autre en C les deux pièces CA, CB. On voit d'après cela que les parties de ces pièces sont dans le même cas que la pièce considérée dans les n” 412 et suivants. La partie AE doit être regardée comme encastrée en E,
et sollicitée en A par l'effort vertical — qui tend à la contracter. La partie CE
doit également être regardée comme encastrée en E, et sollicitée en A par Il n-t-a’
l’effort vertical — et par l'effort horizontal n tang. a qui tendent tous
deux à la contracter.
538. On peut supposer que dans le système considéré n° 528, et représenté fig. 108, on place, outre le lien AB, un autre lien horizontal F.F, comme l’indique la fig. 114. Dans ce cas l’effort horizontal é n tang. a, avec lequel les pièces tendent k s’écarter l’une de l’autre, est encore entièrement supporté par les obstacles placés en A et B, ou par le lien AB. On doit assimiler la pièce AC k celle que l’on a considérée n” 583, mais en admettant qu’un des points de cette pièce a été rendu fixe. Il résulte de l’analyse exposée dans ce numéro, où les pièces sont regardées comme des verges flexibles et non compressibles, que si le point fixe E est placé k l’un des points de division de la pièce en 2, 3, etc., parties égales, la valeur de l’effort capable de faire fléchir cette pièce deviendra 4 fois, 9 fois, etc., plus grande que s'il n’existait aucun point fixe. On doit d'ailleurs avoir égard aux notions exposées n° 403, pour apprécier le plus grand effort auquel la pièce puisse être exposée.
Le lien EF, placé dans un des points de division de la pièce AC en parties égales, ne supporte aucune tension longitudinale. En effet, quoique l'existence d’un point fixe placé de cette manière détermine dans cette pièce un mode de flexion particulier, aucun effort n'est exercé sur ce point.
Les remarques qui viennent d’être faites peuvent être appliquées k l’appareil considéré n” 536, et représenté figure 113, si l’on suppose qu’un lien horizontal soit placé k une certaine hauteur entre les pièces AB, A’ B’.
539. L’appareil représenté figure 115 est formé du poids n, suspendu k
l’extrémité C de la pièce horizontale BC, qui est consolidée par la contrefiche AD. Les points A, B sont fixes, mais on suppose les pièces libres de tourner sur ces points. On nommera :
/, ? les distances BD, CD;
» l'angle BAD.
Le point fixe B soutient de bas en haut un effort vertical n- qui fait équilibre au poids tl autour du point D. Le point D est chargé de la somme du
poids 11 et de cet effort , qui est n . Cette charge devant être supportée
parla pièce AD, il s’établit dans le sens de cette pièce la pression n ,et
l. cos. a
en même temps dans la direction BD la tension II lang. », qui est dé-
truite par la résistance du point fixe B. Par conséquent , pour s’assurer que l’appareil est suffisamment fort pour porter le poids n, il faut d'abord examiner si la contrcfiche AD, assimilée à la pièce considérée n° 383, peut suppor-
ter la pression longitudinale n .La pièce BCdoitensuile être regardée
/ COS. a
comme étant assujettie à passer en B et D dans des points fixes, comme étant
tendue dans la partie BD par la force II tang. », et sollicitée à rompre
en D par une force dont le moment est II et qui tend à produire en ce
HT
point une courbure dont le rayon a pour valeur inverse — . D’après cela , si,
comme au n" 387, on veut que le plus grand effort exercé sur l’unité de surface ne dépasse pas R', on posera l’équation
R' /(I ■+• V) tang. o c ’1’\
II [ H I
qui devient, lorsque la section transversale est un rectangle dont b et c représentent la largeur et la hauteur,
H ( T) lang. a
R' = MW'
bc* \ l
et qui donnera la plus grande valeur du poids n dont on puisse charger l’appareil.
540. On supposera maintenant que la pièce horizontale BC, et la contrefiche DE (Fig. 116) sont assemblées avec une pièce verticale AB, encastrée à l’extrémité inférieure A. Ce qui a été dit ci-dessus pourra s’appliquer aux
pièces BC, DE. Quant à la pièce AB, elle est sollicitée en E parla force (+f
n dirigée suivant DE, et équivalente à une force horizontale
/ cos. a
n tang. «, et une force verticale u . La même pièce est sollicitée,
en B, par la force horizontale II tang. a dirigée dans le sens BD, et par la
force verticale H - dirigée de bas en haut. Pour plus de simplicité, on supposera la courbure de la pièce AB extrêmement petite, en sorte que l’on puisse négliger les déplacements des points B, E par rapport aux longueurs des parties de la pièce (ce que l’on peut faire dans les cas ordinaires des applications). On verra alors 1° que cette pièce, comprimée longitudinalement dans l’intervalle AE par l’effort n, est sollicitée à rompre en un point quelconque de cet intervalle par une force dont le moment est n (/-»- ï), et qui tend par conséquent à produire une courbure dont le rayon a pour valeur
nu+n
inverse . La limite des valeurs de n, pour que les fibres ne suppor-
tent pas sur l’unité de surface une pression dépassant R', sera donc, conformément à ce qu’on a vu il” 587 , donnée par l’équation
qui devient, lorsque la section de la pièce est rectangulaire,
2° Que la même pièce AB, tendue longitudinalement dans l'intervalle BE
par l'effort n - , est sollicitée à rompre en E par une force dont le moment
est n (/-*-/’). La limite des valeurs de n, pour que les fibres ne supportent pas en ce point sur l’unité de surface une tension dépassant R’, sera donc donnée par l'équation
qui devient lorsque la section de la pièce est rectangulaire
n ( et- j
K’ = --t-Ctt + n ;
bc1 < l I
Si le point D estau milieu de BC, la pièce AB tend également à rompre
dans un point quelconque de l’intervalle AE, et en E. La pièce tend h rompre dans l’intervalle AE plutôt qu’en E si BD est < CD. L’état d’équilibre de la pièce ne dépend pas de l'inclinaison de la contreficlie DE.
541. Par suite de la courbure qu'affecte la pièce, et dont les formules précédentes ne tiennent point de compte , les valeurs du poids II données par ces formules seront un peu trop grandes; et la pièce tendàromprecnAplutôt qu'en tout autre point de l’intervalle AE. D’après cela nous examinerons d’une manière complète l’état d'équilibre de la pièce verticale AB. Nous désignerons par
n la longueur de la partie AE ; a' la longueur de la partie B E;
x, y l'abscisse verticale et l’ordonnée horizontale de la courbe affectée par l'axe de la pièce, ces coordonnées étant comptées du point A;
/"l'ordonnée du point E; f '• l’ordonnée du point extrême B.
En remarquant que a’ — , on voit d’après ce qui précède que la pièce
tang. a
AB est sollicitée 1“ en E par la force n agissant horizontalement de
droite à gauche, et par la force n agissant verticalement de haut en
bas : 2” en B par la force II — - agissant horizontalement de gauche à droite, a’
et par la force n - agissant verticalement de bas en haut. Par conséquent
1" l’équation exprimant les conditions de l'équilibre de la partie AE de la pièce sera
iPy i +- v i + r
— = - n <o-xh- a (f-y)
rfi’1 a' l
ou bien
,py n / (i + nr-i'r \
2° l’équation exprimant les conditions de l’équilibre de la partie BE sera
■ <l\y II //-*-/' f \
En opérant comme dans le n" 406. on a pour l’intégrale de l’équation («),
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ou pour l 'équation de la courbe affectée par la partie AE de la pièce ,
! — cos. j- \ / — /.
Appelons ? l’inclinaison de la tangente de la courbe dans le point qui répond
dy
au point E : cette équation devra donner, quand x — a.y—f et — = tang. y.
donc
u+nr-ir
En opérant également comme dans le n" A 15, on a pour l’intégrale de l’équation (g), ou pour l’équation de la courbe affectée par la partie BE de la pièce,
( %/-(• + «'-*) -%/— ’-r = A \«V il -e V ■/
A étant un coefficient arbitraire. Cette équation devant donner comme la prédy
cédente y =fei — = (ang. y quand x = n, il vient
(ang.y=A
Ayant donc quatre équations linéaires entre les quantités /, f, tang. y et A, on éliminera facilement les deux dernières, et l’on déterminera les valeurs de /"et f. Ces valeurs étant substituées dans les équations h) et (S), on connaîtra les équations des deux parties delà courbe affectée parla pièce.
542. Comme on ne considère ici que des flexions très-petites, il y aura très-peu d’erreur à négliger / et f dans le second membre des deux premières
des quatre équations dont il s’agit, ce qui les réduit à
d'où
/" = (<-»-/') ) I — eos. n \/ — J,
/ri / ïï
lanR. f — {/+!') %/ —tin. a 1/ — ;
/ÏÏ /» /
y/-. ,in.a v/-- —
__ / /lie /II/' \
%/- “VT! -°Vt7
TU"V
ou en mettant pour A la valeur précédente
ipy /il r fi /n /n\
s-VTî-^fcrV T,iB'V:}
En multipliant ces pressions par »*, elles donneront la plus grande extension subie par les fibres en raison delà courbure, et serviront à déterminer les dimensions qu’il est nécessaire de donner à la pièce pour qu'elle résiste à un effort déterminé, comme on l’a vu dans les articles précédents.
La quantité — sera fort petite dans la plupart des applications , et l'on
iPy
pourra réduire la valeur de — au point E, en ne négligeant que des quan-
</jJ
DE I.A MÉCANIQUE, I" l'AltTIK.
titës de l’ordre de — ,
<Pjr n
ii i * •
Ces derniers résultats s’accordent avec ceux qui ont été présentés n“ 540.
545. Quelquefois la pièce AB n’est point encastrée à l’extrémité inférieure: elle est consolidée par une pièce inclinée AF (Fig. 117). Dans ce cas, tout ce qui a été dit dans les numéros précédents doit s'appliquer à la part ic de l’appareil située au-dessus du point A. Quant à la partie située au-dessous de ce point, supposons d’abord la pièce AF dirigée de manière (pie le point F soit au delà de la verticale passant par le point de suspension du poids II. Nommons h la distance AA', ? l’angle A' AF, et désignons toujours par l+t la distance BC. Le poids II tend à faire tourner la pièce A' B sur le point A', et le moment de ce poids, pris par rapport au point A', est II (/-*-/’). Il est nécessaire, pour que ce mouvement n’ait pas lieu, que la pièce AF oppose dans
le sens de sa longueur une résistance ü
A 9in. 9
. Cette force agit au point A
dans la direction FA, et équivaut à une force horizontale n — — ,età une force
. verticale n dirigée de bas en haut. Ainsi 1° la pièce AF doit être assi-
A tang. 9
milée à la pièce considérée n°583, la force désignée par Q étant ici H
h sin. 9
2" la partie A A' de la pièce verticale n’est plus comprimée suivant sa longueur
qu’avec la force II ( 1 ). Mais comme 1’efFort horizontal II
exercé au point A par la pièce AF doit être détruit par un effort égal exercé en sens contraire au point d'appui A', celte partie AA' est dans le même cas qu’une pièce encastrée à une extrémité, et sollicitée à l’autre extrémité par la
force n qui tend à la comprimer dans le sens de sa longueur, et par
A tang. 9 l+l’
la force II dirigée perpendiculairement à sa longueur.
Si maintenant la pièce inclinée est dirigée de manière que le point F se trouve en deçà de la verticale passant par le point de suspension du poids II , l’appareil tendra à tourner sur le point F. La force comprimant la pièce AF
sera toujours exprimée par n , et la partie AA' de la pièce verticale sera
A si». 9
tendue suivant sa longueur avec la force H | — 1 y. 11 serait néces-
V l‘ lang. ç /
saire alors que celte dernière pièce fut attachée en A' à son point d’appui.
544. L’appareil représenté fi;;. 118 est formé du poids n suspendu en C au milieu de la pièce horizontale BB', dont les extrémités sont appuyées sur des points fixes, et qui est consolidée par les contrefichcs AD , A'D' assemblées avec celte pièce, et appuyées elles-mêmes contre des points fixes en A et A'. La pièce B B' fléchissant sous l’action du poids II , et les contrefichcs se comprimant, l’action du poids se trouve répartie sur les quatre points fixes. La méthode employée dans diverses questions traitées précédemment pourrait faire connaître les conditions de la flexion et de la rupture de cet appareil. Mais comme, en général, il s’agit moins dans les applications de connaître le poids capable d’opérer la rupture, qu’une limite au-dessus de laquelle ce poids se trouve nécessairement, on peut ici, et dans des cas semblables, éviter de la manière suivante le calcul compliqué auquel on se trouverait conduit.
On distinguera dans l’appareil proposé deux systèmes, dont chacun supporterait seul le poids II, et dans chacun desquels les conditions de la flexion et de la rupture peuvent être immédiatement connues : savoir 1° la pièce BB' • appuyée sur les points B, B', abstraction faite des conlrefiches ; 2° la portion de polygone ADD'A' appuyée sur les points A, A', abstraction faite de la liaison de la partie DD' de la poutre avec les parties BD, B'D'. Chacun de ces systèmes , considéré à part, étant moins fort que l’appareil proposé, on est assuré que le poids qui romprait cet appareil est plus grand que le poids qui romprait le plus fort des deux systèmes.
Si la pièce BB', appuyée sur les points B, B', supportait seule le poids n, la valeur de ce poids, déterminée par la condition qu’il n’obligeât point cette pièce à rompre en C, devrait être évaluée d’après le n“ 122.
Si le système ADD'A' supportait seul le poids n, et qu’aucun effort ne fût exercé sur les points B, B', on se trouverait dans le cas du n° 536. Par conséquent, désignant par a l’angle BAD, 1° pour que le poids n n’obligeât point la pièce DD' à rompre en C , ce poids devrait être déterminé par les équations des n"’ 413 ou 414, où a représenterait la distance CD, et où l’on mettrait II et ; Il tang. a à la place de Pet Q: 2° pour que les contrefichcs résistassent au même poids, il devrait être déterminé conformément aux n“* 383
et 403, en prenant pour l’effort exercé suivant la longueur de ces
3 cos. a
pièces.
Dans les applications, l’équation du n” 414 différera généralement fort peu
de R' = — (Qe+6P«); ou, en remplaçant P, Q par les valeurs précédentes, b c1
n' = (clang. Ou).
D’un autre cAté, nommant a' la distance BD, on déduirait du n- 122, en considérant l'équilibre de la pièce BB’ soutenue sur les points B, B',
fl. 6 {a +o')
it'= .
Par conséquent, quand il s’agit d’une pièce rectangulaire, il suffit, pour que
Co'
le système ADD'A' soit plus fort que la pièce BB', que tang. a soit < — ; en
supposant d’ailleurs aux contrefiches AD, A'D' une résistance suffisante.
515. On supposera maintenant la pièce horizontale BB' et les contrefiches DE, D'E'(Fig. 119) assembléesaux deux pièces verticales AB, A'B'. Si dans cet appareil les extrémités inférieures A. A' de ees pièces étaient simplement supportées, et pouvaient glisser librement sur leurs appuis, les contrefiches donneraient de la stabilité à l’équilibre du système, mais n’en augmenteraient pas la force, et la pièce horizontale BB' serait sollicitée à rompre en C delà même manière que si les contrefiches n’existaient pas. En effet cette pièce est également sollicitée dans les deux cas à rompre en C parla force-; n, agissant de bas en haut au point A avec le bras de levier BC.
516. Si l’on suppose au contraire, dans l’appareil représenté fig. 119, que les extrémités inférieures A, A' des poteaux sont fixes, les efforts exercés sur ces points pourront être supposés dirigés obliquement, ce qui diminuera l’action qui tend à rompre en C la pièce BB'. On pourra appliquer à cet appareil le principe employé n“ 511, en y distinguant deux systèmes, dont chacun pourrait seul supporter le poids II; savoir 1° la pièce BB' soutenue seulement par les poteaux AB, A'B'; et 2” la portion de polygone EDD'E' appuyée en E, E' contre ces mêmes poteaux.
Pour que le premier système soutienne le poids n, il faut que ce poids ne puisse rompre la pièce BB' supportée à ses extrémités; et de plus que les pièces AB, A'B' résistent chacune à une pression longitudinale ; II.
Pour que le second système supporte le même poids, il faut en premier lieu que la portion de pièce DD' et les contrefiches DE, D'E' aient la force suffisante, conformément à ce qu’on a vu n° 511. On remarquera ensuite qu’il
s’exerce en E dans la direction DE un effort équivalent à une force ho-
3 COS. a
Il tang. a - n
rizontalc et une force verticale - . La force verticale est transmise au
point d’appui A. La force horizontale se décompose en deux autres, appli-
27Ü LEÇONS SL'll L’APPLICATION
quées aux poinls A et B. En nommant h, h' les distances AE, BE, on a n h' lang. a.
pour la composante appliquée en A, qui est détruite par la résis-
Il A lang. a
tance du point d’appui ; et pour la composante appliquée en B. qui
produit une tension dans la portion de pièce BD. Par conséquent il faut en second lieu que les portions de pièce BI), B'D' puissent résister à la tension Il A lang. a
longitudinale . Troisièmement enfin, quant aux pièces verticales AB.
A'B', on peut regarder la pièce AB comme étant maintenue fixement au
point E, et sollicitée à l’extrémité A par une force verticale - , et une force ho-
. Il AA' lang. a
rizontalc dont le moment, pour faire fléchir la pièce en E, est . Le
moment de la force horizontale agissant à l’extrémité B pour faire fléchir la pièce an même point E , a la môme valeur. Par conséquent en négligeant, comme on l’a fait dans le n" 540, la considération de la courbure des pièces, et en se conformant au u° 587, la limite des valeurs de n, pour que les fibres des pièces verticales AB, A'B' ne supportent pas sur l’unité de surface, aux points de rupture E,E', des pressions surpassanlR', sera donnée par l’équation
R' Il / 1 r>‘ . AA' lang. a \
qui devient, lorsque la section transversale est rectangulaire,
n / 6 . AA' lang. a \
2Ac>V A -4- A* /
Ces formules, à raison de la courbure affectée par les pièces, donneront pour n une valeur trop grande, mais différant très-peu de la véritable, dans les cas ordinaires des applications.
Le poids n déterminé par la condition qu’il puisse être supporté par l’un ou l’autre des systèmes dont il vient d’être question, sera supporté, à plus forte raison, par l’appareil proposé.
DE l’ÉOULIBRE DES GRVES.
547. On distingue deux espèces de grues : 1” celle dont l’axe est fixé dans le sol ou contre un mur, et ne peut être déplacé : 2° les grues mobiles qui sont supportées par le sol, et peuvent être transportées d’un lieu à un autre. La figure 120 représente une grue de la première espèce, formée scule-
ment de l’arbre AB, et de la pièce inclinée DC, assemblée «à cet arbre de manière que l'angle des deux pièces ne puisse changer. L’arbre tourne à l'extrémité inférieure sur un pivot, et il est maintenu en A par un collier. La corde qui soulève le poids n passe en C et en B sur des poulies, et s'enroule en E sur l'axe d'un treuil fixé à l’arbre AB. La tension R de la partie CB de la corde peut être un peu plus grande, ou plus petite que le poids n, suivant que ce poids est soulevé par une poulie simple ou par un palan. Nous indiquerons par S la résultante du poids il et de la tension R de la portion CB de la corde. La pièce CD doit être regardée comme encastrée en R, et soumise en C à l’action de la force S : on doit donc assimiler cette pièce à celle qui a été considérée nn 412, en prenant S pour la force désignée par II dans ce numéro. En faisant abstraction de la courbure que l'arbre doit affecter, on peut regarder la partie BE de l'arbre comme une pièce encastrée en E, et sollicitée en B par la résultante des tensions des deux portions BC. BE de la corde. La partie DE résiste comme une pièce encastrée en D, et sollicitée en B par la tension R. On doit l’assimiler à la pièce considérée n" 415. en prenant R pour la force désignée par n dansée numéro, et DB pour la distance désignée par a. La partie AD résiste comme une pièce encastrée en A, et soumise à l'action du poids n : on doit l'assimiler à la pièce considérée n° 406, en mettant pour n et / la distance AD et la distance horizontale du pointe au point A. Enfin quant à la partie AA' de l’arbre, on remarquera qn’d doit s’établir en A' contre l’appui un effort horizontal, dont le moment, pris par rapport au point A, soit égal au moment du poids n, pris par rapport au même point. Ainsi la partie AA' doit être regardée comme encastrée en A, et sollicitée en A' par l’effort horizontal dont il s’agit, et par l’effort vertical n qui tend à la comprimer.
La direction de la force S peut différer très-peu de CD, en sorte que l'assemblage en D soit très-peu fatigué. Les grues de cette espèce peuvent donc présenter une assez grande solidité.
548. On peut maintenir l'extrémité C de la pièce CD par le lien BC (Fig. 121), et alors il n'est plus nécessaire que l’assemblage en D rende invariable l'angle BDC. Dans ce cas, prenant la résultante S du poids U et de la tension R de la portion de corde BC, on décomposera cette force en deux autres, dirigées suivant CD et CB : on connaîtra ainsi la compression exercée suivant CD, et la tension exercée suivant CB. La pièce CD résiste comme celles qui ont été considérées n" 383 ou 389, suivant que cette pièce est libre ou n’est pas libre de tourner sur le point D. En faisant toujours abstraction de la courbure que l’arbre peut affecter, la partie BE doit être regardée comme encastrée en E, et sollicitée en B par la résultante de la tension de la portion de corde BE, de la tension R de la portion de corde BC, et de la tension du lien BC. La partie DE doit être regardée comme encastrée en D, et sollicitée en B par la
tension 11 de la portion de corde BC, et par la tension du lien BC. La partie AD et la partie AA' sont sollicitées à rompre en A de la manière qui a été indiquée ci-dessus.
La pièce CD, qui est toujours comprimée, doit êire faite en bois ou en fer fondu. Le lien BC, quand il est tendu, peut être formé simplement par des barres en fer forgé. Si la résultante S était dirigée dans l'angle BCD, les pièces CD, CB seraient toutes deux comprimées, et devraient être également capables de résister à ce genre d'effort.
519. Les grues qui reposent sur le sol, et n’y sont point attachées, doivent être disposées de manière que la verticale contenant le centre de gravité des poids dont elles sont chargées ne sorte jamais de la base, ce qui exige ordinairement l’usage d'un contre-poids.
La figure 122 représente une grue de ce genre portée sur un chariot circulaire, ce qui permet de supprimer l’arbre. On réglera la force des pièces CD et CD' d’après le n° 532.
550. La figure 123 représente une grue dans laquelle l’arbre est supporté en A sur un pivot, et maintenu en a par un collier : cet arbre peut tourner. Tout le poids de l’appareil est transmis à l’arbre au point D. La pièce CC' est un simple lien horizontal qui doit être fixé en B à l’extrémité de l’arbre. On réglera la force des pièces CD, BC, ou C'D, BC', d’après le n“ 532. La partie BD de l’arbre résiste comme une pièce encastrée en D, et sollicitée en B par une force égale à la différence des tensions des deux portions BC, BC' du tirant. La partie D« résiste comme une pièce encastrée en a, et sollicitée par le poids total de l’appareil : ainsi, ayant cherché la distance à l’axe AB du centre de gravité de tous les poids qui reposent sur le point D, on assimilera celte partie Da à la pièce considérée n“ 40G, en prenant II pour la somme de ces poids, / pour la distance horizontale de leur centre de gravité au point a, et a pour la distance aD. Enfin la partie a A de l’arbre résiste comme une pièce encastrée en a, et sollicitée à l’extrémité A par une force verticale égale au poids de l’appareil, et par une force horizontale assez grande pour faire équilibre à ce poids autour du point a supposé fixe.
551. Dans la grue représentée figure 124, l’arbre est fixe et porte le poids de l’appareil sur l'extrémité supérieure B. Les pièces BC et BC' sont deux liens inclinés, et CC' une pièce horizontale qui doit embrasser l’arbre en D au moyen d’un collier. L’action du poids B produit dans le lien BC une tension déterminée par la condition que la composante verticale de celte tension soit égale à n. La pièce CD est comprimée suivant sa longueur, par une force égale à la composante horizontale de la même tension. Des actions analogues s’exercent au point C'. Les pièces CD, C' D doivent être assimilées à la pièce considérée n" 383. La partie CE de la pièce CD, outre la compression produite par l’action du poids H , et dont on vient de parler, soutient de plus
«ne autre pression longitudinale égale à la tension de la portion de oorde CE. La partie BD de l’arbre résiste comme une pièce encastrée en D, et sollicitée en B par une force égale à la résultante des tensions des liens BC, BC'. Les parties D« et «A sont sollicitées et résistent conformément à ce qu’on a vu dans le numéro précédent.
552. Nous indiquerons enfin la grue mobile représentée fig. 125, dans laquelle l’extrémité supérieure de l’arbre AB est maintenue par des haubans. Les pièces inclinées CD, C D sont assemblées à l’extrémité inférieure de l’arbre, et sont soutenues par les liens BC,BC' attachés àl’exlrémité supérieure. On déterminera, comme dans les cas précédents, les pressions longitudinales exercées sur les pièces CD, C D, et les tensions exercées sur les liens BC, BC'. L’arbre AB est libre de se déverser d'un côté ou de l’autre, et il est sollicité à se déverser par la différence des composantes horizontales des tensions des liens BC, BC'. Il doit donc toujours s’établir, dans les haubans qui maintiennent l’extrémité supérieure de cet arbre, des tensions déterminées par la condition que les composantes horizontales de ces tensions détruisent la différence dont on vient de parler. Lorsqu’on a satisfait à celte condition, l’arbre doit être assimilé à la pièce considérée n" 383, en prenant pour la force désignée par Q dans ce numéro la somme des composantes verticales des tensions des liens BC, BC', et des tensions des haubans.
ARTICLE IX
DES PORTES d’ÉCLVSE.
553. Les parties des portes d’écluse supportent en même temps l’action verticale de leur propre poids, et l’action horizontale delà pression de l’eau. On considérera seulement ici les portes formées par un cadre rectangulaire, dont les côtés verticaux sont réunis par des cnlrctoises horizontales sur lesquelles sont cloués des madriers.
DS l’aCTIO!» Dg LA PESASTECR SIR LA CHARPENTE DES PORTES d’EcLCSE.
554. La figure 126 représente une porte dont la partie principale est le cadre BCFE. Le poteau tourillon BC est supporté en A sur un pivot, et maintenu en D par un collier. Le collier est ordinairement assujetti par plusieurs pièces de fer, dans la direction desquelles il s’établit des tensions. Ces tensions sont déterminées par la condition que leur résultante fasse équili-
lire, autour du point A, au poids de la porte, qui tend à la faire tourner sur ce point.
555. Le poteau IJC étant maintenu verticalement au moyen du collier D, la totalité du poids de la porte est supportée parla partie inférieure AB de ce poteau, et par l’appui A. L'action de la pesanteur tend à détacher tout le reste de la charpente du poteau BC, en le faisant tourner sur le point B. Si l’on prévient ce mouvement, en attachant par des liens la traverse supérieure CF, ou toutes les traverses, au poteau BC, l’action de la pesanteur ne tend plus qu'à faire baisser le poteau EF, en changeant en un parallélogramme le rectangle formé par le cadre. La solidité de la construction exige 1“ que la charpente de la porte ne puisse se détacher du poteau tourillon; 2“ que la figure rectangulaire du cadre ne puisse être altérée.
558. Ces conditions seront satisfaites si l’on attache en C la traverse supérieure CF au poteau tourillon par un lien de fer, et si l’on place dans le cadre le bracon BF. Les traverses peuvent être supposées libres de tourner sur leurs points d’assemblage dans les deux poteaux. Nommant G un poids qui, suspendu au point F, aurait par rapport au point B le même moment que le
poids de la porte, et v l'angle CBF, on aura pour la pression longitudi-
cos. 9
nale supportée par le bracon ; et G tang. ? pour la tension longitudinale supportée par la traverse supérieure CF et par le lien C.
557. On satisferait encore aux mêmes conditions par le moyen du tirant incliné CE, attaché en C au poteau tourillon. Les traverses peuvent toujours être supposées libres de tourner sur leurs points d'assemblage dans les deux poteaux. La tension longitudinale supportée par le tirant est représentée
par , en nommant ? l’angle CEF.
cos. y
558. Lorsque l’on n’emploie pas de bracon ni de tirant, il est nécessaire qu’une des traverses horizontales au moins ( la traverse supérieure CF, par exemple) soit assemblée avec le poteau tourillon, de manière qu'elle ne puisse tourner sur le point d’assemblage. Cette condition suffit pour maintenir la figure rectangulaire du cadre. Toutes les autres traverses demeurant libres de tourner leurs points d’assemblage, la traverse ainsi assemblée supporte seule tout le poids de la charpente de la porte, le poteau tourillon excepté. Elle résiste comme une pièce encastrée horizontalement à une extrémité, et chargée de poids répartis sur sa longueur.
On obtient plus de solidité en assemblant avec le poteau tourillon, de la manière qui vient d’être indiquée, non seulement la traverse supérieure CF, mais encore la traverse inférieure BE, ou même toutes les autres traverses. Le poids de la charpente se répartit alors sur les diverses traverses ainsi assemblées.
559. On obtient plus de solidité encore en assemblant les traverses, de manière que leur direction ne puisse varier au point d'assemblage, non seulement avec le poteau tourillon BC, mais encore avec le poteau busqué EF.
500. D’après ce qui précède les traverses ou entretoises, sur la longueur desquelles une partie du poids de la charpente est distribuée, peuvent se trouver dans trois conditions différentes.
1" Si elles sont assemblées dans les deux poteaux de manière qu’elles puissent tourner librement sur leurs points d’assemblage, elles résistent comme des pièces supportées aux deux extrémités. On conclut du n" 90 que la plus grande compression ou extension des fibres, causée en un point quelconque par la flexion verticale, est
dx1 Si
p désignant le poids porté par l’unité de longueur, a la moitié de la longueur de la traverse, aria distance du point que l'on considère au milieu de cette longueur, i le moment de résistance à la flexion (la pièce étant supposée fléchir verticalement), v' la distance des fibres extrêmes comprimées ou étendues à l’axe d’équilibre tracé dans la section transversale.
5(il. 2" Si les traverses sont assemblées avec le poteau tourillon seulement, de manière qu'elles ne puissent tourner sur le point d'assemblage, elles résistent comme des pièces encastrées horizontalement à une extrémité. On conclut du n" 89 que la plus grande compression des fibres est
n désignant la longueur de la traverse, x la distance du point que l’on considère à l'extrémité encastrée.
562. 5° Si les traverses sont assemblées avec les deux poteaux, de manière que leurs directions ne puissent varier aux points d'assemblage, elles résistent comme des pièces encastrées horizontalement à une extrémité, et dont l'autre extrémité est assujettie à la condition que la tangente de la courbe y demeure horizontale. L’état d'équilibre de ces pièces, en supposant la charge qu'elles supportent distribuée uniformément sur leur longueur, peut être déterminé de la manière suivante.
Nommant
le poids constant dont chaque unité de longueur de la pièce AM ( Fig. 127 ) est chargée ;
x, y les coordonnées horizontale et verticale Kp,pm d’un point quelconque m de la courbe affectée par la pièce;
n, f l’abscisse AB et l’ordonnée MB du point extrême M;
< ayant la signification indiquée n” 80 ,
l’équation d’équilibre de la pièce AM sera
d7 y fa * x7\
dx 7 V 2 2 J
en désignant par A une quantité constante. On en déduit d jr / a2 x a x2 x5
dx
et en déterminant la constante À de manière que Ton ait — = 0 dans le
dx
point M o ii x = a, ce qui donne A = ,
<iy
L’abaissement du point extrême M est trois fois moindre qu’il ne serait si ce point était entièrement libre, comme on l’a supposé n" 89. La plus grande compression des fibres est
a désigne la longueur de la traverse , et x la distance du point que l’on considère à l’extrémité encastrée.
DU CAS Oll IA CRARPETTE DES PORTES EST SUPPORTÉE PAR USE ROULETTE.
563. Lorsque la charpente de la porte est supportée au moyen d’une roulette placée sous le poteau EF (Fig. 126), ou près de ce poteau, le cadre BCEFnctend point à changer de forme. On peut supprimer le bracon BF et le tirantCE, et la solidité de la construction est suffisamment assurée si l’on attache par des liens les traverses aux deux poteaux.
564. Le poteau busqué EF étant ainsi soutenu, les traverses résistent en général aux poids dont elles sont chargées, d’une manière différente de celle qui a été indiquée dans les n"’ 560 et suivants.
1" Si les traverses sont assemblées dans les deux poteaux de manière à tourner librement sur leurs points d’assemblage, on pourra appliquer ici ce qui a été dit n° 560.
565. 2" Si les traverses sont assemblées avec le poteau tourillon seulement, de manière qu’elles ne puissent tourner sur le point d’assemblage, elles résistent comme des pièces encastrées horizontalement à une exlrémilé et supportées à l’autre. L’état d’équilibre de ces pièces peut être déterminé comme il suit.
Nommant
p le poids constant dont chaque unité de longueur de la pièce AM ( Fig, 128 ) est chargée ;
œ, y les coordonnées horizontale et verticale Ap, tu p d'un point quelconque vi de la courbe affectée par la pièce ; a la longueur A M ;
Il l’effort exercé par la pièce sur le point d’appui placé à l’extrémité M ;
• ayant la signification indiquée n° 80;
l’équation d’équilibre sera
'y fa 2 x2\
— —PI a x -i ) — n (o — x),
/ a2 x as2 x3\ f x2\
Déterminant le poids n par la condition que y — 0 quand x — a, il vient Il = { pa , et
f a2 x2 Sax3 x* \
La plus grande compression des fibres est
d2 y v' . p fa2 5a x x2 A
dx2 % \ 8 8 2 J
566. 5° Si les traverses sont également assemblées avec les deux poteaux, de manière qu’elles ne puissent tourner librement sur les points d’assemblage, elles résistent comme des pièces encastrées horizontalement aux deux extrémités. Conservant les dénominations du numéro précédent, l’équation d’équilibre sera
d2y fa 2 x2 \
• = ;> [ oih I — Il (o — x) -t- K,
dx2 V s 2 /
LEÇONS SUll L'APPLICATION
A représentant une quantité constante. On en déduit
et en déterminant les constantes n et A, de manière que l'on ait — = 0 et
dx
pa 1 pa
y = 0 au point extrême où x = a, ce qui donne n = — , A = — ,
/ a7 x7 ax* <r*\
En faisant x = -, on a pour l'ordonnée du point milieu, ou la flèche de cour-
luire, . En comparant ce résultat à celui du n" 90, on voit que cette
flèche est 5 fois moindre qu’elle ne serait si la pièce était simplement supportée aux deux extrémités. En le comparant à celui du n" 375, on voit que la flèche de courbure est la moitié de ce qu'elle serait si le poids pa, au lieu d’étre uniformément réparti sur la longueur de la pièce, était suspendu au milieu.
La plus grande compression des fibres est
iPy r ' . p / aT a x x7 \
dx 7 • \ 12 2 2 /
DE l’àCTIOS DE l'eau SCR CES TRAVERSES DÈS PORTES S'ECLVRR.
567. Lorsque la porte est fermée et supporte la pression de l’eau, les poteaux A D, E F (Fig. 126 } sont appuyés dans toute leur hauteur , et par conséquent ne sont point sollicités par cette pression , qui tend seulement à fléchir les traverses assemblées dans ces poteaux. Pour évaluer l'action à laquelle les traverses sont exposées, on doit distinguer le cas des portes simples et celui des portes busquées. Dans le premier cas, l’action de la pression de l’eau sur chaque traverse peut être assimilée à celle d’un poids uniformément réparti sur la longueur d’une pièce horizontale supportée aux extrémités. On appréciera donc cette action par les n" 90 et 125. Dans le second cas, il s'établit dans le sens de la longueur des traverses une pression qui doit être prise en considération.
568. Nous supposerons ici que chaque traverse supporte la pression exercée par l’eau sur l'espace compris entre les milieux des intervalles qui existent entre cette traverse et les deux voisines; et que la même pièce supporte également l’effort exercé de la part d’une porte sur l'autre, en vertu de cette pression. Nommant p, l’effort résultant de la pression de l’eau sur chaque unité de longueur de la traverse, 2o cette longueur MM’ (Fig. 129), et? l’angle du lmsc CMM', on aura p, 2 a pour l’effort exercé perpendiculairement sur MM', et pi a pour les composantes de cet effort qui doivent être détruites aux extrémités M et M'. La pression que les deux traverses MM' exercent l’une contre l’autre en M' est donc une force parallèle à CM, dont la
' . . Pi»
composante perpendiculaire à MM' est pta. Ainsi celte pression est — , et sa
«in. ?
composante dirigée suivant MM' est . Il suit de là que la pièce M M' doit
tang. ?
être regardée comme étant appuyée à ses extrémités, et supportant à la fois le poids 2/j, n distribué uniformément sur sa longueur, et la pression longi-
ludinalc .
tanft. ?
569. Chaque moitié de cette pièce se trouve donc dans le même état d’équilibre qu’une pièce AM (Fig. 130), encastrée horizontalement en A, chargée de poids distribués uniformément sur sa longueur, et sollicitée en M par une force verticale P agissant de bas en haut, et par la force horizontale Q. Désignant par
x, y les coordonnées horizontale et verticale A p,pin de la courbe AM; a la distance AB ;
f l’ordonnée BM du point extrême M;
pt le poids porté par la pièce sur une unité de longueur;
■ ayant la signification indiquée n° 80 ; l’équation d’équilibre sera
. = - Pi a. x U- P (a -*)-+- 0(/’-.r),
ou en remarquant que dans le cas dont il s’agit P — pt a ,
<Pr
Si •
L’intégrale de cette équation est
• Pi Pt ,
r — y= A sin. \ / — ( J? -t- B) (a1 — a-*),
28H LEÇONS SDH L’APPLICATION
A et B désignant deux constantes arbitraires. On doit au point A avoir #=0, •ly
y = 0, — =0; et au point B, x=a, y=f; ce qui donne les trois équations
dt
d'où l’on déduit
/ O ‘Pi
f = A sin. B \ /
° = aV/^o..bVA
0 = A sin. ( o, ■+• B ) % / —
et pour l’équation de la courbe,
dans laquelle on doit mettre pour Q sa valeur .
tang. ?
570. Les dimensions de la section transversale peuvent être réglées de manière à rendre la pièce capable de résister à l'action dont il s'agit, au
<Py
moyen des considérations employées n“ 587. La plus grande valeur de —
rf jp>
a lieu au point A, et est
tang. f
/ Pi o
V • tang. Ç
Par conséquent, en conservant les dénominations de ce numéro, si l'on ne voulait pas que la plus grande pression supportée par les fibres sur l’unité
DE LA MÉCANIQUE, 1'» PARTIE, de surface surpassât R', on poserait l’équation
v' . tanff, 7
F. « . tan(;. ?
V ». tang.
UE L'aCTIOÜ EIMULTARtE 00 POIDS DE LA CIIARFEHTK ET DK L'EAP SDK LES T1AVF.ESES DES
PORTES D'IXUSE.
571. Le poids de la charpenle fléchit la traverse verticalement, et l'action de l'eau la fléchit horizontalement. A raison de la petitesse des deux flexions, on peut regarder les allongements et les contractions des fibres qu’elles produisent comme étant égaux à la somme de ceux qui seraient produits séparément par chacune des flexions. Les changements de longueur des fibres dus à la flexion verticale dans les divers cas qui peuvent se présenter, ont été indiqués dans les n”' 560 et suivants. Ainsi pour connaître la valeur totale de la compression à laquelle les fibres sont exposées par l’effet des deux flexions,
<Py
on ajoutera l'une des valeurs de»' — données dans ces numéros h la valeur
de la même quantité déduite de l’équation du n" 569. Les valeurs de la somme varieront dans les divers points de la pièce, et il sera nécessaire que
la plus grande de ces valeurs ne dépasse point la fraction — , si l’on veut que
le plus grand effort exercé pour comprimer les fibres sur une unité de surface ne surpasse pas R’.
572. Par exemple, dans le cas des n™ 560 et 564, qui est celui où les traverses sont sollicitées avec le plus de force, les plus grandes variations de longueur des fibres, dans le sens vertical et dans le sens horizontal, ont également lieu au milieu de la longueur de la pièce. La section transversale de cette pièce étant supposée rectangulaire, nommant b le côté horizontal et o le côté vertical , l’équation dont dépendront ces dimensions sera
o p a 1 Efrc»
E be. tang. ?
b tang. f 2 a
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V E 45 c . tant
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Nommant / la distance CM (Fig. 129), on a a
lion précédente devient R' 5 p P
E 4 Eé c1 . cor. 1 ? 2E6c.sin.
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DES DOUTES COUIDES.
574. On donne souvent aux portes destinées à soutenir la pression de l’eau une courbure dans le sens horizontal. Cette courbure est assez faible pour que l’on puisse appliquer à la disposition de la charpente, en la considérant comme destinée à résister à l'action verticale de la pesanteur, tout ce qui a été dit dans les n" 554 et suivants.
575. A l’égard de l’action de l’eau sur les traverses courbes , nous supposerons que la figure MEM' (Fig. 151) de ces pièces est un arc de cercle. Nommant
pt la pression normale exercée par l’eau sur une unité de longueur de la traverse ;
/ la distance C M ; a la moitié M 1) de la cordc M M' ; d la flèche D E de la courbe ; r le rayon de l’are M E M' ; v l’angle du buse CMM';
on a, d’après le n" 306. pour la pression résultant de l’action de l’eau qui est exercée dans le sens de la longueur de la courbe p, r, ou
a’ + tP
Regardant cette courbe comme un arc appuyé à ses deux extrémités M, M' contre des points fixes, et remarquant que l’angle formé par la courbe en ces
points avec M M' a pour sinus , et pour cosinus on verra
a1 -¥ tP c1 •*- d?
que l’effort exercé par la courbe contre ces points fixes a pour composantes parallèle et perpendiculaire à M M'
n* — iP
Pi Pi a.
D'un autre côté, malgré leur courbure, les traverses des deux venlaux, conformément au n" 568, exercent toujours l'une contre l'autre en M' une
Pi a p , n
pression , produisant dans la direction MM' un etfort . Par con-
*>n- ? (ang. y
séquent si l’on a la relation
Pi a a1— di
‘‘ing. 9 ' •id ’
d ou I on déduit
l — cos. o a
«in. ? sin. 9
l'effort résultant de l’action de l'eau étant égal à celui qui résulte de l'appui que les deux ventaux se prêtent mutuellement, la traverse courbe ne tendra pas à fléchir et sera simplement pressée dans le sens de sa longueur. Nous supposerons que la figure de la porte est déterminée conformément h cette condition. La courbe des deux ventaux est alors formée par un même arc passant par les trois points M, M', M; et la pression exercée dans le sens de
la longueur de la courbe est .
sin. 9
576. D’après cela , pour régler la force des traverses de manière à résister en même temps à l’action du poids de la charpente et à la pression de l’eau , il faudra ajouter la plus grande compression causée par la flexion verticale (compression que l’on déduira de l’une des formules données n° 560 et sui-
Pi® R'
vants), à la quantité ; et égaler la somme à — .
Eu. sin. 9 E
577. Par exemple, dans le cas des n“* 560 et 564 on aurait ici, au lieu de l’équation du n°572,
6 c . sin. ?
En mettant
2 cos. <?
- à la place de a, cette équation devient
Pi f
4 6 c» cos.» ? 3 b c sin. ç. cos. <p
En appliquant les formules précédentes on reconnaîtra qu’il est avantageux d’employer des traverses courbes pour la construction des grandes portes.
ARTICLE X
DES POXTS RS CHARPESTE.
579. Le plancher des ponts en charpente est supporté par plusieurs fermes, qui sont formées ou d’un système de pièces droites horizontales et inclinées, ou d’un assemblage de pièces courbes composant un arc dont la convexité est tournée en haut. Le plancher est posé sur les pièces des fermes qui en supportent le poids , ou suspendu à ces pièces. On doit dans l’établissement de ces constructions avoir principalement égard aux conditions suivantes :
ât>0
1” que l’équilibre soit stable; 2° que les pièces aient la force suffisante pour résister au poids permanent de la construction , et aux surcharges qui peuvent être réparties sur toute l’étendue du plancher ; 3° que ces pièces puissent également résister aux surcharges qui seraient placées dans des points déterminés du plancher.
DES PO STS SUPPORTÉS PAR DES POUTRES ET DES COTTREFICBES
580. Le cas le plus simple est celui où l'ouverture des travées étant peu considérable, les fermes sur lesquelles le plancher est établi ne sont formées que d’une poutre. La force de cette pièce peut être déterminée par les n'” 125 et 126, 359 et suivants.
581 . Lorsque la distance des points d'appui ne permet pas d’employer seulement une poutre, on consolide cette pièce par des contrefiches (Fig. 152). La pression verticale qui s'établit sur l’extrémité supérieure de ces pièces tend à les faire tourner sur leurs extrémités inférieures, et, pour prévenir ce mouvement, il s'établit nécessairement dans la portion D D’ de la poutre une certaine pression. On peut aussi supposer le mouvement des contrefiches prévenu par l'effet d'une tension qui aurait lieu dans les portions B D, BD’ de la poutre; mais il faut admettre alors que les extrémités B, B’ de cette pièce sont attachées fixement aux culées. Les extrémités des poutres étant la plupart du temps simplement posées sur les culées , il est plus conforme à l’état ordinaire des constructions de supposer que la portion DD’ de la poutre est comprimée.
L’assemblage des contrefiches avec la poutre aux points D,D' en diminue la force, et on ne peut lui attribuer en ces points une résistance égale à celle qu’elle présente partout ailleurs. Pour plus de simplicité, on supposera les parties de la poutre entièrement disjointes aux points D,D'. Le poids de la construction et des surcharges étant censé distribué uniformément sur l’intervalle B B', les portions BD, B'D' résistent comme des pièces supportées aux deux extrémités. Les extrémités supérieures D,D' des contrefiches sont chargées de la moitié du poids correspondant aux intervalles BD, B'D' et du poids correspondant à l’intervalle CD, CD'. Nommant p la charge correspondante à l’unité de longueur de la poutre ; a, a' les distances CD, BD ; a l’angle BAD ;
onapfa + jo') pour la force verticale agissant en D, pour la
• COI. a
pression exercée dans le sens D A de la longueur de la contrefiche , et p (fl+; o') tang. » pour la pression exercée dans la direction DD'. Les contrefiches AD, A' D' peuvent être assimilées aux pièces considérées n“ 383 et suivants, et on peut en régler la force d’après ce qui a été dit n“ 402 et suivants.
582. La pièce DD' doit être regardée comme étant supportée aux extrémités, comprimée dans le sens de sa longueur, et en môme temps chargée du poids p sur chaque unité de sa longueur. La moitié CD de cette pièce peut être assimilée à la pièce AM { Fig. 130), encastrée horizontalement à l’extrémité A, et sollicitée de la manière indiquée n“ 5G9. On peut donc appliquer ici l’analyse exposée dans ce numéro, en sorte que l’équation de la courbe, en écrivant p au lieu de p, , est
1 — cos. jr \/ —
dans laquelle on doit remplacer Q par la valeur p {a-*- 1 a') tang. a de l’effort exercé dans le sens de la longueur de la pièce.
On aura, comme au n” 570, pour l’équation d’après laquelle les dimensions de la pièce doivent être réglées,
R' p (o -4- ; o') tang. a v'
E E » (a -t- ï o') tang. i •
a') tang. a
équation qui devient, lorsque la section de la pièce est un rectangle ayant b
c bc*
pour côté horizontal et c pour coté vertical, d’où a = bc, r' = -, * = E — ,
p (o-4-i a')lang. a E.c
bc (2 a -+- a’) tang.
* /Op (a
I coi. a \/
-t- a "I tang. a Eéc5
583. On peut obtenir une valeur approchée, mais trop petite, de R', en supposant la courbure de la pièce DD' (Fig. 132) assez petite pour que l’on puisse négliger la flèche de cette courbure par rapport tria longueur de la pièce.
iPy P
L’équation d’équilibre du n° 569 se réduit alors à — = — (a3 — x1) et la plus
<Py p a3
grande valeur de — est — . L’équation servant à régler les dimensions de la
dx* 2.
pièce est
R' p (a -t- j o') tang. a v ’.pa7
E E ta 3 a
et devient, lorsque l’on suppose la section transversale rectangulaire,
R' = — I n H fl tang. a -t I.
bc L \ 2 / e J
La valeur de R' déduite de cette équation différera très-peu, dans les cas ordinaires des applications, de celle qui serait donnée par l’équation du numéro précédent.
584. Indépendamment de la charge répartie uniformément sur l’intervalle BB' (Fig. 152), un poids n pourrait être placé dans un point déterminé de cet intervalle. Si ce poids était placé entre les points B et D , il exercerait sur la portion de pièce BD une action que l’on évaluerait facilement, d’après les règles exposées dans les articles précédents. Il produirait de plus un nouvel effort vertical sur le point D. Par exemple, si le poids n était placé au point D même, la charge supportée par l’extrémité supérieure de la contrefiche deviendrait n +p (a ■+■ ^ a'), en désignant toujours par p le poids réparti sur l’unité de longueur dans l’intervalle BB'. La pression exercée dans
le sens de la longueur de cette contrcfiche serait , et la pres-
cos. a
sion exercée dans la direction DD' serait [ n -+-/> (» + ;o')] tang. a. Cette dernière quantité devrait être mise à la place de Q dans l’équation du n” 582, pour régler la force de la pièce DD'. On doit remarquer d’ailleurs que le point D’ supportant seulement l’effort vertical p {a + ~ a'), et la pression exercée dans le sens D'D étant seulement p («+;«') tang. a, la portion II tang.ade la pression exercée dans le sens DD' n’est pas détruite au point D', et par conséquent est transmise à la pièce B’D'. Ainsi cette dernière pièce, appuyée sur ses extrémités, supporte maintenant la pression longitudinale O tang. en même temps qu’elle est chargée du poids p sur l’unité de longueur. On doit lui appliquer les formules du n°582, en y faisant Q=n tang. a.
585. Si le poids n est placé dans l’intervalle DD', l’effort qu’il produit se répartit sur les deux points D,D'. Par exemple, si ce poids est placé au milieu C de la poutre, chacune des extrémités des conlrefiches supporte l’effort vertical j R +p (a -+- ï a’). La pression longitudinale supportée par des pièces
in+pis+io')
est , et la pression longitudinale supportée par la portion de
cos. a
pièce DD' est [( n + p (u+ia')] tang. ». Chacune des moitiés CD de cette dernière pièce est toujours dans le même état d’équilibre que la pièce AM (Fig. 150), dont on s’est occupé n° 569, et l’équation d’équilibre est également
Ipjr / <|J X*\
, = — p( a I + - ]-+- P(a — jr)-+-Q (f— y),
<Ijl r* V 2 2 J
ou l’on aP^di+^a, Q = [ni -*-p (a -*•$ a')] tang. a. L’intégrale de celte
équation est, et faisant q1 = — ,
p ( a1 zi \ P i p
f—X — A sin. q {x B) H [ a x -i J (o - x) ,
A et B représentant deux constantes arbitraires. On doit au point A avoir dy
x = 0, y = 0, — = 0 ; et au point B, x = n, y = f; ce qui donne les trois
dx
conditions
f = A >in. j B + ,
0 = A q cos. q B H ,
0 =s A sin. q ( a -+- B) ,
d'où l'on déduit
A sin. q B =
O q cos. q a P — p a
A cos. q B = — ,
tang.?a,
î 0 0 0 ? V CM- 2 o J
V — pa
tang. q a;
Vq
et en substituant dans l'équation précédente.
P— pa
y— sin. q x
P — pa
Q?co«. q a
tan g. </a 1(1 — eot.qx) ■
où l’on doit mettre pour P et Q les valeurs précédentes.
586. La plus grande valeur de — répond à x^O-, en sorte que la portion
rfx»
de pièce tend à se rompre au milieu : cette valeur est
Par conséquent si l’on veut régler, d’après les considérations exposées n" 587, les dimensions de la pièce de manière que la plus grande pression supportée par les fibres sur l’unité de surface ne surpasse pas R', on posera l'équation
r'.Il
tang. a
LEÇONS Sun L’APPLICATION
dans laquelle on mctlra pour Q la valeur [f U+p fang. a.
Cette équation, lorsque la section transversale de la pièce est un rectangle ayant b pour largeur et c pour hauteur, devient
587. On peut ici, comme au n“ 583, avoir une expression approchée de R', en négligeant dans l’équation d’équilibre le terme Q ( f—y ). La plus
d2r p a* Va
grande valeur de — est alors h — , et par conséquent
<tx* ii i
ou, en mettant pour P et Q leurs valeurs,
R' tn+ptîa-ea')] Ung. a r'{üa + pa7)
équation qui devient, lorsque la section transversale de la pièce est supposée rectangulaire,
[Il -4- p ( 2 a -+- a') ] lang. a 3(II-t-pa)a R' = -i .
2 b c bc 3
588. Le système représenté fig. 132, si l’on suppose que les contrefiches peuvent tourner librement sur les points d’assemblage (Jtii en forment les extrémités, et que les extrémités B, B' de la poutre sont simplement posées sur des appuis, ne présente pas un équilibre stable. Il est donc nécessaire de prévenir les changements de figure, et l’on emploie ordinairement pour cet objet les moiscs BE, B’E'. Ces pièces peuvent servir aussi à fortifier les contrefiches, en s’opposant à ce qu’elles ne fléchissent dans le sens du plan des fermes.
589. Lorsque la distance des points d’appui est trop grande pour que l’on puisse faire la poutre d’une seule pièce, on assemble les contrefiches aux extrémités d’une sous-poutre placée dans l’intervalle DD' (Fig. 133). Dans ce cas la sous-poutre et les parties correspondantes de la poutre sont ordinairement liées l’une à l’autre de manière à se fortifier mutuellement. En supposant toujours les parties de la poutre disjointes aux points D,D', on pourra appliquer à ce système tout ce qui a été dit ci-dessus. Il convient seulement de remarquer 1“ que l’on doit avoir égard au poids de la souspoutre en évaluant les efforts verticaux exercés aux points D, D' ; 2" que la
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pression longitudinale exercée dans l’intervalle DD' ne peut guère être transmise à la poutre, et doit être supportée entièrement par la sous-poutre. D'où il résulte qu’en appliquant les équations des n'* 582 et 585, 58G et 587, on doit, dans le premier terme du deuxième membre, mettre pour » l’aire de la section transversale de la sous-poutre- seule, tandis que l’On peut évaluer dans les autres termes le moment « dans la supposition que la poutre et la sous-poutre résistent ensemble à la flexion, d’après les indications données n°* 508 et suivants.
590. Lorsque la distance des points d’appui est considérable, on peut employer un système analogue en mettant plusieurs rangs de sous-poutres et de contrefiches (Fig. 154). Nous supposons toujours, pour plus de simplicité, les parties des poutres et des sous-poutres disjointes aux points D.D1VD^,_.. On évaluera facilement les efforts verticaux qui s’exercent sur les extrémités supérieures de chacune des contrefiches, les pressions qui en résultent dans le sens de la longueur de ces pièces, et les pressions qui en résultent également dans le sens de la longueur des sous-poutres. On déterminera la résistance de chaque partie du système d’après ce qu'on a vu dans les numéros précédents.
Les contrefiches pouvant exiger des pièces très-longues, ou formées de plusieurs parties mises les unes au bout des autres, il est nécessaire ici d'en prévenir la flexion, non seulement par le moyen des tnoiscs pendantes contenues dans le plan de la ferme, mais par des pièces horizontales et inclinées liant les fermes les unes aux autres. L’usage des moises pendantes est d'ailleurs nécessité par le défaut de stabilité de l'équilibre, comme on l’a remarqué n» 588.
591. Si l’on supposait, comme cela a été indiqué n“581, les contrefiches maintenues par l’efFet d’une tension établie des culées aux extrémités supérieures de ces pièces, on pourrait disposer un système de sous-poutres et de contrefiches de la manière indiquée fig. 135. La solidité de ce système exige que les parties dont chaque sous-poutre est formée soient attachées les unes aux autres par des liens de fer, et que les extrémités de ces sous-poutres soient attachées aux culées. Comme il est difficile d’attacher solidement ces pièces à la partie supérieure d’une culée, le système dont il s’agit parait convenir principalement à un pont composé de plusieurs travées, parce que les deux moitiés des travées adjacentes à une même pile pourraient se faire mutuellement équilibre.
592. En supposant toujours les joints des parties des poutres et sous-poutres placés aux points D,D„D,..., on évaluera facilement, comme ci-dcssus, les pressions exercées dans le sens de la longueur de chaque contrefiche, et les tensions supportées par les sous-poutres. Pour régler en conséquence la force de ces dernières pièces il faut connaître les conditions de l’équilibre
d'une pièce qui serait supportée aux deux extrémités, chargée de poids distribués sur sa longueur, et tendue dans le sens de cette longueur.
Chaque moitié de celte pièce peut être assimilée à la pièce AM (Fig. 130) encastrée horizontalement en A, chargée de poids distribués sur sa longueur, et sollicitée en M par la force verticale P agissant de bas en haut, et par la force horizontale Q, dirigée de manière à exercer une tension dans le sens AB. Nommant
p le poids porté par la pièce sur chaque unité de longueur;
x, y les coordonnées horizontale et verticale A p, tnp de la courbe AM ;
a la distance AB;
f l’ordonnée BM du point extrême ; i ayant la signification indiquée n° 80;
l’équation d’équilibre sera
tPy fa 1 x1 \
. — = -p --ai+- j -P- P ( a x) Q {f X) > dx » \.3 2 1
ou, comme l’on a ici P = pa,
<Py p
dx 3 3 «
en écrivant, pour abréger, q à la place de — .
L’intégrale de cette équation est
f-y=Keqz-h\ie~qx-\ (a1 — x5) — —
2 Q QJ
A et B représentant deux constantes arbitraires, et e la base des logarithmes
dy
hyperboliques. On doit au point A avoir x = 0, y = 0, — = 0; et au point
dx
B, a; =o, ÿ =f; ce qui donne les trois conditions
d’où l'on déduit
2 Q ol V e qa -ye~q “J
DE LA MÉCANIQUE , 1" PARTIE, et pour l'équation de la courbe,
p xl i p e
Q (JJ
qa _ „-qa
593. La plus grande valeur de — , qui a lieu au point A , est
— fl )• On aura donc, comme au n° 407, pour l'équation
Q V eqa-\-e~qaJ H
servant à régler les dimensions de la section transversale,
E Eu 0 V eqa e~ qa )
dans laquelle on doit substituer pour Q la valeur de la tension longitudinale à laquelle la pièce est exposée.
594. Si l’on supposait la courbure de la pièce très-petite, et que l’on négligeât en conséquence le terme Q {f—y) dans l’équation différentielle, le résultat ne différerait pas de celui qui a été donné n"585.
595. Si l’on veut maintenant, comme on l'a fait n° 585, considérer le cas où un poids n serait placé sur le milieu de la pièce, on devra conserver à l’équation différentielle la forme générale
tP y ( a1 \
• — - — —p OU + P(a — x) — o (f—r),
dx 1 \ 2 2 1
et l’intégrale sera
/•-r=Ae»(°-*>+B8-<'<fl-*>--f m +
Les conditions relatives aux points extrêmes donneront
f = Aeqa-t-Be~qa 1 ,
0 = A qeqa — Bqe~ qa —
d’où l’on déduit
,—qa
,qa
q Q (eqa+e~qa) P — pa
Pa p a1 « p / 2 \
O 20 Q1 V eqa-he~qa J
q Q{eqa + e~qa)
P -pa eqa—e~q"
et en substituant dans l’équation précédente,
Pi — p(ax — \xt) ip eqx-\-e q x — 2 O 0’ ea a -t- e — ,a
tPy
La plus grande valeur de — , qui répond à #=0, est
dx1
p f 3 } P -pa eqa— e~qa
Q V ~ e?a+«-«a/ + g Q ' e** + e~qa‘
On aura donc, comme ci-dessus, pour l’équation servant à régler les dimensions de la section transversale,
R' Q v'.p / 3 A e'(P-po) e'7" — e~îa
E Eu 0 V e qn+e~9a / gQ e‘7a-t-e“»a
dans laquelle on doit substituer à la place de P et Q leurs valeurs, conformément à ce qu’on a vu n”’ 584 et 585.
597. L’équation du n° 587 peut être appliquée au cas dont il s’agit, lorsque l'on suppose la courbure de la pièce très-petite.
598. Dans les derniers systèmes que l’on vient de considérer, les extrémités des sous-poutres étant attachées à des points fixes, l’équilibre est stable, elles moises qui lient les contrefichcs les unes aux autres ne sont utiles que pour prévenir la flexion de ces pièces.
599. La figure 136 indique une autre disposition des conlrefiehes, d’après laquelle aucune action n’est exercée dans le sens de la longueur des sommiers du plancher. Supposant toujours les parties des sompiiers disjointes aux points D, D,, D,...., chacune de ces parties DD', DD„ D,D,...., résistera à la charge placée dans l’intervalle correspondant du plancher comme une pièce supportée à ses extrémités. Les efforts exercés verticalement aux points D. D„ D,.... . se décomposeront dans le sens des deux conlrefiehes qui partent de ces points, et produiront sur chacune de ces pièces des pressions longitudinales.
Ce dernier système n’étant point sollicité à changer de figure , quelle que soit la distribution de la charge, présente par lui -même un équilibre stable. Mais l'emploi des moises pendantes indiquées sur la figure serait nécessaire, en général, pour s’opposer à la flexion des conlrefiehes, et soutenir le poids de ces pièces en les tenant suspendues aux points D, D„ D,,....
DI l'action dis rosis routa DE poitkes et de corrmricais si h lis piles oc ClltES.
C00. Lorsque les fermes sont formées d’une seule poutre , comme on l’a supposé n° 580, les extrémités de cette poutre exercent seulement un effort vertical sur leurs points d’appui, effort que l’on évalue facilement d’après les lois de l’équilibre du levier.
601. Dans le cas du n°581, les points d’appui A et A' (Fie. 152) supportent chacun un effort vertical égal à l’effort vertical exercé sur les extrémités supérieures D, D' des contrefiches ; et de plus un effort horizontal égal à la pression longitudinale supportée par la pièce DD'. Les points B. B' supportent un effort vertical dù au poids réparti dans les parties BD, B'I)'.
Lorsqu’il y a plusieurs contrefiches, l’extrémité inférieure de chacune de ces pièces exerce toujours contre la culée de semblables efforts verticaux et horizontaux. La somme des efforts horizontaux exercés contre chaque culée est égale à la somme des pressions longitudinales supportées par les pièces placées dans l’intervalle DD' (Fig. 13f ).
Les efforts horizontaux tendent à écarter les culées ; les efforts verticaux tendent à les maintenir sur leurs bases. L’action par laquelle les culées pourraient être renversées est mesurée par la différence des moments des efforts verticaux et horizontaux, pris par rapport à l’axe autour duquel tournerait la masse de ces culées.
G02. Dans le cas du n“ 591 , les extrémités inférieures des contrefiches exercent toujours contre les culées les mêmes efforts verticaux et horizontaux dont il vient d’être question. Mais de plus, la partie supérieure de ces culées, à laquelle les sous-poutres doivent être attachées, est sollicitée par l’effet des tensions longitudinales supportées par ces pièces. La somme de ces tensions horizontales est égale à la somme des pressions horizontales exercées par les extrémités inférieures des contrefiches; et comme les premières forces agissent pour faire tourner la masse de la culée avec des bras de levier plus grands que les secondes, la culée est ici sollicitée à se renverser en dedans.
603. Dans le cas du n" 599, l’extrémité inférieure de chaque contrefiche exerce contre la culée un effort vertical et un effort horizontal , égaux aux composantes verticale et horizontale de la pression longitudinale supportée par la contrefiche. La somme des efforts verticaux exercés par les contrefiches DA , DA' qui partent d’un même point D est égale à l’effort vertical exercé en D ; et les efforts horizontaux exercés par ccs mêmes contrefiches sont égaux entre eux.
60L On peut, dans le système du n" 590, supprimer toute action horizontale contre les points d’appui, au moyen d’un tirant dont la tension résisterait
à la poussée (les conlrefiches (Fig. 137). Dans ce cas le tirant, suspendu aux poutres et aux conlrefiches , supporte ordinairement le plancher du pont [*].
DES PO XTS SfPPOHTtS PAR DES ARCS.
605. Nous regarderons d’abord les arcs, qui forment la partie principale des fermes dans les ponts de cette espèce (Fig. 138 et 139), comme un corps homogène, auquel on peut appliquer les résultats exposés ci-dessus, article VI .
Si le poids de la construction et les surcharges placées sur le plancher étaient distribués uniformément dans l’intervalle' BB', la figure qu’il faudrait donner à la pièce courbe, pour qu’elle n’eût aucune tendance à fléchir, serait, conformément au n” 412, un arc de parabole. Dans la réalité les parties situées près des extrémités sont un peu plus chargées que celles qui sont situées au milieu, et on donne ordinairement à ces pièces la figure d’un arc de cercle. Mais, eu égard à l’épaisseur de la pièce et au peu d’amplitude de sa courbure, on peut la regarder comme n’étant nullement sollicitée à fléchir par l’effet du poids de la construction et d’une surcharge distribuée uniformément sur le plancher, et supportant seulement une pression longitudinale, dont on calculera la valeur par les formules des n’” 440 et 441. La valeur de Q donne la pression horizontale exercée par l’arc contre les points d’appui.
606. Si, indépendamment d’une charge répartie uniformément sur l’intervalle BB', un poids était placé au sommet C de la courbe, l’arc cesserait d’étre en équilibre. On connaîtrait par les n”* 466 et 467 l’action exercée par ce poids pour augmenter la pression horizontale contre les points d’appui, et la pression longitudinale dans les différentes parties de l’arc. On pourrait évaluer ensuite, par le n" 480, l’action du poids pour faire fléchir l’arc, et les plus grands efforts que les parties de cet arc auraient à supporter.
607. Le milieu C de l’intervalle BB' n’est pas le lieu où un poids exerce la plus grande action pour fléchir l’arc. Il est donc nécessaire de rechercher les conditions de l’équilibre, en supposant le poids placé en un point quelconque de cet intervalle.
Considérons la pièce courbe MCM' (Fig. 140) formée de deux parties symétriques séparées par l’axe vertical AC, et dont les extrémités M, M', situées sur une même ligne horizontale, sont portées par des appuis qui ne leur permettent pas de s’écarter l’une de l’autre. Si l’on suspend un poids 211 en un point quelconque N de la pièce courbe, ce poids fléchira cette pièce, obligera le point N à se déplacer, et exercera de certains efforts verticaux et horizontaux contre les points d’appui. Chacune des parties N M, NM' de la pièce
[i] Le pont de Schaffouse était disposé sur ce principe, aussi bien que le pont de WettiDgen, la plus grande arche en charpente qui ait existé.
se trouvera alors dans le même état d’équilibre que si, la pièccétant supportée en N par un appui fixe, on avait appliqué aux extrémités M,M' des forces égales aux efforts supportés parles points d’appui. Les déplacements des extrémités, qui auraient lieu dans ce dernier cas, répondent aux déplacements du point N qui ont lieu dans le premier. On peut trouver les conditions de l’équilibre de chacune des parties de la pièce en appliquant les formules du n° 448 ; il fautseulemcnt remarquer qu’ici la pièce étant simplement supportée en N sur un appui, la direction de la courbe en ce point n’est pas déterminée d’avance, comme elle l’est pour une pièce courbe encastrée à l’extrémité supérieure. On nommera
a, b les distances AM, AC;
“ la distance horizontale CD du point N au sommet de la courbe; x, y les coordonnées horizontale et verticale des points de la courbe, comptées du point IV.
La courbe, supposée de figure parabolique, aurait pour équation, en comp-
tant les coordonnées du point C, y — — . Les coordonnées étant ici comp-
tées du point N, l’équation de la partie NM est y = — (Sir+r1), d’où
dy 2 b
— = — (=* +■ x). Substituant ces valeurs dans les formules du n" 448. où di a1
l’on écrira — (a1— à la place de b, et négligeant les puissances supéos dy
Heures de — , il vient pour la partie NM de la courbe dx
m étant une constante introduite par l’intégration, et dont la valeur dépend de l’inclinaison que la courbe doit prendre sur l’appui N. On en déduit
et en faisant x = a — a pour connaître les déplacements h et /"du point M,
Les mêmes formules conviendront à la partie NM’ de la courbe, en changeant le signe de a et celui de m. Par conséquent, désignant par P„ Q, les forces appliquées au point M’, et par h, , /i les déplacements de ce point, on aura
= -• — I Pi ( »- -
fi =- I l’i [ 1- a3 et -t- a a3 -4
rt-4-a
on a P
; Pi
Q = Qi ; et il est nécessaire que h = — h, et f—fx. On déduit des équations exprimant ces conditions
fl / 2 <ï3 a 2 a3 N 0 è / a3\
Il (19 a* — 60 a* a3 -4- 6fl B4 a4 — 28 O3 a* -4- 3 a*) h a
II 5c*+ 104 a« a3 — 102 O4 a4 — 5 a3
formules qui font connaître la pression horizontale exercéee contre les appuis, et le déplacement du point N où le poids 2 II est suspendu.
609. Quant à l’action de ce poids pour comprimer et faire fléchir la pièce
courbe, on remarquera d’abord, conformément au n“ 475, que si cette pièce, en même temps qu'elle est chargée au point N du poids 2 n, supporte le poids p sur chaque unité de longueur de l’intervalle M M', la valeur de la pression T sera donnée par l’expression du n“ 441, à laquelle on ajoutera l’expression du n“ 449, en y mettant pour P et Q les valeurs précédentes. On
aura donc pour la partie N M de la pièce, en négligeant toujours le quarré de -,
p a* 5t(o+a)l«+i| 5H So1 - Co’i’ + i1
On remarquera ensuite que
formule où l’on devra substituer pour P et Q les valeurs précédentes. Ces deux expressions serviront à déterminer les dimensions de la pièce courbe, conformément à ce qu’on a vu dans le n° 475. Elles conviendront à la partie N M' de cette pièce en changeant le signe de ».
610. On connaîtra l’effet de la flexion produite par le poids 2ü dans le point N où ce poids est suspendu, en faisant dans l’expression précédente x = 0 ; ce qui donne
dt
ou en mettant pour P et Q les valeurs précédentes,
d <?' — df e' Il (a3 — a1) (7 a4 -t- 30 a1 a5 — 5a4)
rt ■
5556 a environ. Ainsi
Si l’on suppose a = 0, c'est-à-dire que le poids 2 n est placé au sommet C de la pièce courbe, cette formule s’accorde avec celle qui a été donnée n° 476. Mais le point C n’est pas la position dans laquelle le poids 2 Q donnerait lieu à la plus grande flexion possible ; car la valeur maximum de l’expression précédente répond à a = a\/ — — \ / — ou « = 0,
le poids 2H produira la plus grande flexion possible à son point de suspension N, lorsque la distance CD sera un peu plus grande que le tiers de la distance A M. La valeur correspondante de la plus grande extension ou compression des fibres provenant de la flexion au point de suspension N, est, à trèspeu près,
d f' — d f e' Il
vf . 0,3*3 a.
dt «
Nous remarquerons que l’expression de v du n“609 a un
di P a1
maximum positif qui répond à la valeur x ~ — « . En substituant
a Qb
cette valeur dans l’expression dont il s’agit, il vient
O* (Po + 2 0*)1 • 4 0^
pour la valeur de ce maximum ; ou en remplaçant P et Q par les valeurs données n° 608,
r'II 81a
Cette formule se réduit à — . lorsque * =0, ou quand le poids 2n est
suspendu au sommet C de la pièce courbe. Sa valeur augmente lorsque a. augmente négativement à partir de zéro. La distance au sommet C du point où il faut placer le poids 211 pour la rendre le plus grande possible, est un peu moindre que les ^ de l’intervalle A M', et cette plus grande valeur est , à très-
tr'n
peu près, — . 0,177 a. Comme elle est moindre que la valeur qui a été trou-
vée dans le numéro précédent, on en conclut que le poids 2 n suspendu en N diminue davantage la courbure de la pièce courbe en son point de suspension, qu’il n’augmente cette courbure dans la partie CM'. On ne doit point oublier d’aillenrs qu’il est nécessaire de considérer à la fois l’effet du changement de figure de la pièce courbe, et celui de la pression longitudinale à laquelle elle est exposée, pour juger de l’effort supporté par les fibres.
612. Dans la plupart des ponts en bois (Fig. 138)ou en fer (Fig. Informés par un arc, on emploie des contrefiches qui concourent avec l’arc à soutenir le poids des parties du plancher voisines des culées. Ces pièces peuvent être dirigées parallèlement à l’arc, ou vers un point placé immédiatement au-dessus des naissances de l’arc. Elles seraient peu utiles si la construction devait seulement supporter une charge répartie uniformément dans l’intervalle des points d’appui. Mais comme les ponts sont destinés à supporter des fardeaux qui occupent successivement les diverses parties de cet intervalle, l’usage des contrefiches est avantageux , en ce qu’il diminue l’action exercée sur l’arc, dans le cas où cette action tend à le fléchir avec le plus de force. On ne doit point oublier que les actions verticales exercées aux extrémités supérieures des contrefiches produisent, conformément à ce qu’on a vu n" 581,
des pressions dirigées dans le sens de la longueur des sommiers, auxquelles ces dernières pièces doivent être capables de résister [i].
613. Lorsque les arcs sont formés de plusieurs cours de pièces courbes en bois, on peut regarder la pression longitudinale comme étant également répartie sur toutes ces pièces. Le moment de flexion ■ doit être évalué conformément aux rr* 508 et suivants, en ayant égard à ce que chaque cours de pièces courbes est ordinairement partagé en plusieurs parties dans le sens de sa longueur. Ces cours de pièces étant placés en contact les uns sur les autres, serrés par des brides, et les joints étant distribués de manière qu’ils ne se rencontrent pas vis-à-vis les uns des autres, le moment de flexion est partout au moins égal à la somme des moments de flexion de chaque pièce, moins un de ccs moments. Si ces pièces ne sont pas simplement posées les unes sur les autres, mais entaillées à crémaillères, ou assemblées avec des clefs (comme l’indique la fïg. 93), et si les joints sont croisés comme on vient de le dire, le moment de flexion, dans les parties le plus faibles, différera peu de celui d'un solide d’une seule pièce, ayant pour hauteur la somme des hauteurs des pièces, moins une.
614. Dans les ponts en fer les arcs sont ordinairement formés par deux cours de pièces courbes, dont les parties sont liées d’un cours à l'autre par des montants normaux et des croix. Les parties placées les unes au bout des autres, dans chaque cours, doivent être réunies par des liens en fer forgé, fortement serrés, qui présentent à la tension une résistance égale à celle de ces parties. Un arc ainsi formé peut être regardé comme un corps d’une seule pièce, dont le moment de flexion, s’évaluera conformément au n° 511. La pression longitudinale peut être supposée également répartie sur les deux cours de pièces courbes.
DE LA LIAIS!)* DES FERMES DAXS LES PORTS EX CÜARPEXTE
615. A l’exception des cas indiqués n“ 558, les constructions dont on s’est occupé ci-dessus présentent un équilibre stable, quant aux changements de
(0 Dans plusieurs ponls en bois ou en fer supportés par un are, les moises pendantes, ou autres pièces par lesquelles le poids du plancher est transmis ù l’arc, sont inclinées suivant des directions normales .V la courbe. Il s’établit alors aux extrémités supérieures de ces pièces, des pressions ou des tensions horizontales dirigées dans le sens des sommiers ; et aux points où les mêmes pièces portent sur l'arc, des pressions horizontales égales aux premières, et dirigées vers le milieu de l'arche. Ainsi l'arc est alors sollicité, non seulement par l'action verticale du poids de la construction, mais encore par des actions horizontales qui n'existent pas quand les moises pendantes sont placées verticalement. On peut remarquer aussi que lorsque les pièces qui transmettent ù l'arc le poids du plancher sont perpendiculaires sur cet arc, ce poids n'est pas réparti uniformément sur l'intervalle compris entre les culées. La partie du milieu de l'arc est plus chargée, et les parties voisines des culées le sont moins, ce qui exige de la part de cet arc une plus grande résistance.
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figure qui peuvent avoir lieu dans le plan vertical de chaque ferme. Mais l’équilibre n’est point stable à l’égard des déplacements des parties de la ferme qui auraient lieu d’un côté ou de l’autre de ce plan. Il faut excepter seulement le cas où les sommiers dirigés en ligne droite d’une culée à l’autre, seraient formés de pièces attachées les unes au bout des autres, et fixées aux culées.
Cette dernière disposition n’ayant presque jamais lieu, il est indispensable de prendre des précautions pour maintenir les fermes dans leurs plans respectifs. On y parviendra en plaçant d’une ferme à l’autre des pièces horizontales , nommées entretoises, et les assemblant à leurs extrémités avec les pièces des fermes, de manière que l’angle qu’elles forment avec le plan de ces fermes ne puisse varier. Par cette disposition une ferme ne pourrait se déverser en tournant sur ses points d’appui, sans que toutes les autres ne prissent le même mouvement, et sans que toutes les entretoiscs ne fussent rompues aux deux extrémités [t],
616. On maintient les fermes d’une manière encore plus sûre, en ajoutant aux entretoiscs des pièces dirigées diagonalement dans leurs intervalles. On peut placer ces pièces, nommées contrevents, entre les arcs , dans les plans inclinés qui contiennent les contrefichcs , dans le plancher, et dans les plans verticaux ou normaux qui contiennent les moises pendantes. L’effet des contrevents tient à ce que les fermes ne peuvent se déverser sans qu’une partie de ces pièces ne s’accourcisse , et que l’autre ne s’allonge. Leurs extrémités doivent être attachées aux pièces des fermes avec des liens de fer fortement serrés. Au moyen des contrevents il n’est plus nécessaire, pour la stabilité de l’équilibre, que les entretoises soient assemblées avec les pièces des fermes de manière que l’angle ne puisse varier au point d’assemblage, mais il faut toujours que les extrémités des entretoiscs soient attachées aux pièces des fermes.
617. Les principales causes du déversement des fermes d’un pont sont l’action du vent, et les secousses qui peuvent être imprimées lors du passage des voitures. On ne peut les apprécier avec assez d’exactitude pour soumettre au calcul l’établissement des pièces destinées à prévenir ce déversement.
[<] Cette disposition est principalement applicable aux ponts en fer. L’exemple du pont d’Austerlitz, à Paris, dont les arches ont plus de 32» d’ouverture, prouve que l’emploi des contrevents n’est pas indispensable. On n’avait point placé de contrevents daus la grande arche en fer fondu, de 72m d’ouverture, qui forme le pont de Sundcrland, mais on y a ajouté, postérieurement à la construction, quelques liens dirigés diagonalement.
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ARTICLE XI
DES CINTRES EN CHARPENTE SERVANT A LA CONSTRUCTION DES TOUTES
618. L'établissement des cintres exige la connaissance des efforts qu'ils ont à supporter pendant la construction de la voûte.
On distingue deux espèces principales de cintres : 1° ceux qui sont soutenus sur des points d'appui distribués dans l’intervalle des culées: 2° ceux que l’on nomme cintres retroussés, et qui sont entièrement supportés par des points d’appui pris au pied des culées, sous les naissances de la voûte.
DES EFFORTS EXERCÉS SIR LES CINTRES PAR L’EFFET DC POIDS DES YOCSSOIRS.
619. Lorsque l’on construit une voûte, chaque assise ou cours de voussoirs est posé sur une pièce de bois horizontale, nommée coucbis, qui s’appuie sur les pièces supérieures des fermes du cintre. Les couchis exercent sur ces pièces des efforts dirigés dans le sens des joints des voussoirs, et dont il s’agit de connaître la valeur.
Considérons la portion de voûte représentée figure 111, appuyée sur un cintre. L’un quelconque des voussoirs, tel que A B D C, supporte de la part du voussoir placé immédiatement au-dessus une pression normale au joint AB. De plus, comme ce dernier voussoir tend à glisser le long de A B, et que la force provenant de la résistance du cintre, qui le relient, n’est pas égale à celle qui tend à l'entraîner le long de A B , mais est diminuée par l'effet du frottement et de la cohésion qui ont lieu sur rejoint , il s’ensuit que le voussoir ABDC est encore sollicité, dans la direction B A, par une force égale à ces résistances. Enfin ce même voussoir est sollicité verticalement par son propre poids. Nous pouvons le considérer comme un corps appuyé contre le plan incliné CD, sollicité par les trois forces dont on vient de parler, et retenu par une force provenant de la résistance du cintre, que nous supposerons parallèle au joint CD. D'après cela, nommant
G„ G„ Gs.... G„ les poids des lw, 2", 3%... ne voussoirs, en comptant du voussoir supérieur, pour une unité de longueur de la voûte;
n,, a,, a, a„ les angles formés par les joints inférieurs des mêmes vous-
soirs avec une ligne verticale ;
z, , z,, zsv... z„ les longueurs des joints inférieurs des voussoirs;
Ti, T„ Tj T„ les pressions normales qui ont lieu sur ces joints inférieurs;
Ri, Rj,R3, R„ les efforts exercés sur le cintre parallèlement aux
joints inférieurs de chaque voussoir;
/ et T ayant les significalions indiquées n° 290;
et remarquant 1" que la force T„ perpendiculaire à AB, se décompose perpendiculairement et parallèlement à CD dans les deux forces T„ _ , cos. (a„ — et — T„_, sin. (a* — 2" que la résistance provenant du frottement et de la cohésion sur le joint A B est /T* _ , f ,
et que cette force, dirigée suivant B A, sc décompose perpendiculairement et parallèlement à CD dans les deux forces (fln — ,-eyZ,, _ ,) sin. et (/Tn_ ,) cos. (a„ 5” que le poids
G„ du voussoir ABDC se décompose peq>endiculairemcnt et parallèlement à CD dans les deux forces G, sin. a„ et G„ cos. i, : on voit d'abord que la pression normale exercée par le voussoir ABDC sur le joint inférieur CD est
T„ = T„_, [COS. (a„— an _ , ) H- / sin. ( a»
— 1 8>"- («n — — i) ■+-cn »in an;
et l’on a de plus, pour l’équation exprimant les conditions de l’équilibre de ce voussoir,
R« = — T„ _ , (I -*-/>) sin. (a„ - _ ,)+T 3„ _ , [cos. (et* - J» - i) -/'sin. (*, — «* _ ,)] -*-G„(cos. — /sin. tt*)— ys*.
620. Au moyen de ces équations on calculera facilement les pressions désignées par R , en commençant par le voussoir supérieur et remarquant que T. = 0, ct-fZo = 0, en sorte que l’on a pour ce voussoir
T, = G, sin. a„
Ri = G, (cos. a, — / sin. a,) — y
621 . Si l’on suppose nulle la force de cohésion , comme il convient de le faire dans la plupart des applications, les équations du n°619 deviennent
T„ = T„_ ,[cos. (a„ — a* _ , ) / sin. (a„- a* _ ,)]-*- G* sin. a„,
R» = — T„ _ , (1 -+-/») sin. (a, -a,_ ,) + G* (cos. a* -/sin. a„);
et l’on a pour le voussoir supérieur
Tt ss G| sin. a,t
Rf = G, (cos. a, — /*sin. a,).
622. On voit par ces formules que la pression normale exercée sur le cintre par un même cours de voussoirs varie continuellement à mesure que la construction de la voûte fait des progrès. Le premier cours de voussoirs qui commence à charger le cintre, est celui dont l'inclinaison est telle que l’on
a tang. »i<- (Voyez pour les valeurs de /'les n"’ 280 et suivants, et 515).
Quand on vient à poser de nouveaux cours de voussoirs , la pression exercée sur le cintre par celui-ci diminue, et peut même devenir nulle, ou négative. Il en est de même à l’égard des voussoirs suivants; et c’est par cette raison que, lorsqu’on abaisse le cintre d'une voûte avant qu’elle ne soit fermée, on
voit quelquefois sc soutenir en l'air un certain nombre de voussoirs, qui portaient sur le cintre lorsqu’on les avait posés (il. Chaque cours de voussoirs exerce la plus grande pression possible lorsqu’il n’est pas encore recouvert par l'assise suivante. La pression qu'il exerce diminue après la pose de eette assise; elle diminue de nouveau après la pose de l'assise qui recouvre celle-ci; et ainsi de suite.
623. Pour avoir une connaissance complète des actions exercées sur un cintre, et des divers états d’équilibre par lesquels cette construction doit passer pendant la pose des voussoirs, il est donc nécessaire de calculer, par les formules des n” 619 ou 621, les diverses valeurs que prend successivement la pression normale exercée par chaque cours de voussoirs, à mesure que ce cours est recouvert d’un plus grand nombre d’autres. Mais si l’on veut se borner à connaître, pour chaque point de la courbe du cintre, une limite que la pression normale exercée en ce point ne puisse dépasser, il suffira de calculer la pression exercée par chaque cours de voussoirs, dans l’hypothèse où ce cours est le dernier qui a été posé, c'est-à-dire que l'on emploiera la formule R» = G» (cos. et» - r sin. a„) — 7 s„ ;
ou . en négligeant la cohésion ,
= (co*. 1, —f sin. a*).
DE t’ÉTABUSSEBEST DES CISTRES.
62-4. L’objet que l’on doit se proposer, quand on construit une voûte, est que chaque voussoir plané sur le cintre demeure dans la même situation, jusqu’à ce que la voûte ayant été fermée, et le cintre abaissé, l'ensemble des voussoirs se maintienne de lui-même en équilibre. La voûte, pendant et après le décintrement, peut sans inconvénient subir un léger tassement, produit par l’élasticité de la matière des voussoirs , et parla compression du mortier ou des cales placés dans les joints. Mais un déplacement quelconque des voussoirs, qui aurait lieu avant que la voûte ne fut fermée, ne peut qu’être nuisible. D’après cela les cintres doivent être disposés de manière que pendant la durée de la pose le système ne tende point à changer de figure, et que les pièces ne soient pas sollicitées à tourner sur leurs points d’assemblage.
625. La figure 142 représente un cintre porté sur des points d'appui placés dans l’intervalle des culées. Les efForts exercés par les voussoirs, perpendiculairement à la courbe du cintre, sur les pièces DD,,D,Dj, sont transmis
aux points d’appui par les poteaux DE, D,E,, D,E,,.... dirigés dans le sens
de ces efforts. On peut, sans erreur sensible, assimiler les pièces DD,, D,D,,
à une pièce chargée de poids distribués sur sa longueur, et portée horizonta-
[1] Voyei ci-dessus nn3l2 et suivant», ainsi que les ouvrages cités dans les note».
lement sur ses deux extrémités. Il sera facile, d’après ce qu’on a vu ci-dessus, de calculer l’effort exercé sur chacune de ces pièces, ainsi que les pressions qui en résultent dans la direction des poteaux D E, I), E,
626. Ce système demeurera en équilibre et ne tendra point à changer de figure j»endant toute la durée de la construction de la voûte. Si les points B, B' sont fixes, et si les trois pièces qui s’assemblent aux points 1) , D,, D,,.... y sont attachées les unes aux autres , l’équilibre est stable , lors même que l’on suppose toutes les pièces libres de tourner sur les points d’assemblage. Il serait utile néanmoins de placer quelques écharpes ou entretoises, comme on l’a indiqué sur la figure : ces pièces consolideraient les poteaux, en s’opposant à ce qu’ils ne fléchissent dans le sens du plan de la ferme [il.
627. Lorsque les points d’appui doivent être pris au pied des culées, le cintre peut être disposé de la manière indiquée figure 143. L’effort exercé par les voussoirs, perpendiculairement à la courbe du cintre, est transmis par les
pièces D 1), , D, D,,.,... aux points D,D,, Da, où ces pièces s’assemblent
les unes aux autres. Les efforts normaux exercés au point D se décomposent dans le sens de la conlrefiche DA et de l’entretoise horizontale DD'. La pression qui en résulte dans le sens de la conlrefiche est détruite par la résistance du point d’appui A, et la pression dirigée dans le sens de l’entretoise est détruite par une pression égale provenant de l’effort exercé au point D'.
Une décomposition semblable a lieu aux points D,, D,, Les pièces DD„
D,Da, sont dans le même état que dans le système considéré n° 623, et
l’on calculera facilement les pressions longitudinales supportées par les contrcfiches et les entretoises.
628. Ce système demeurera en équilibre et ne sera point sollicité à chan-
ger de figure pendant toute la durée de la construction de la voûte, si l’on pose en même temps les voussoirs des deux côtés. En admettant les suppositions indiquées n" 626, l’équilibre est stable. Les pièces DE, D, E„ DaEa,
indiquées sur la figure, ne sont utiles que pour consolider les entretoises et les contrefiches, et en reporter le poids sur les points D , D,, D2
629. On peut encore disposer un cintre retroussé de la manière indiquée figure 14i. Dans ce cas les efforts normaux exercés au point D sont immédiatement transmis aux points d’appui par les contrefiches DA, DA'; et ainsi des
autres points D( , D, Les contrefiches ne supportent que des pressions
longitudinales qu’il est aisé de calculer.
630. Dans ce dernier système l’équilibre est stable, et le cintre n’est pas sollicité à changer de figure lors même qu’il y a plus de voussoirs posés d’un
P] On trouve le dessin d’un rintre disposé sur rc principe dons les Reports de Sineaton. tome III, page 540.
côté que de l'autre. Les pièces D E , D, E, , out le môme objet que dans
le cas précédent [i].
631. On peut appliquer aux cintres ce qui a été dit à l’égard des ponts eu charpente, n°* 615 et suivants, sur la nécessité de lier les fermes entre elles.
ARTICLE XII
DES PLANCHERS
632. Nous distinguerons principalement 1° les planchers formés par des solives parallèles, portées sur les murs, ou soutenues par des poutres traversant d’un mur à l'autre; 2° les planchers formés par des pièces qui ne traversent point d’un mur à l’autre, et qui sont assemblées les unes aux autres; 3“ les planchers formés de plusieurs couches de planches jointives, assemblées à rainures et languettes, dont les directions se croisent , et qui sont clouées les unes sur les autres.
Les planchers de la première espèce ne comportent pas de recherches spéciales. Ou pourra toujours, d’après les résultats présentés n"’ 88 et suivants, 123 et suivants, comparer la résistance des pièces aux charges qu’elles auront à supporter.
633. La disposition des planchers de la deuxième espèce, appelés ordinairement planchers d’assemblage, peut être variée à l’infini. L’objet que l’on se propose est d’exécuter la construction avec des pièces dont la longueur soit moindre que l’intervalle des murs. On considérera seulement l’une des dispositions le plus simples, indiquée figure 145. Ce système, formé de quatre pièces disposées symétriquement dans un cadre quarré , peut être supposé chargé par des poids distribués uniformément dans toute l'étendue du cadre. On peutaussi le supposer chargé par un seul poids placé au centre, et dont l'action serait transmise aux quatre points désignés par C, C, C', C'. Dans tous les cas, si la charge est disposée symétriquement, l’effet de ectle
|i] Le principe de celle disposition n été appliqué pour la première fois au pont de Westîninslcr par M. King, en 1740. Il l’a été également au pont de Blark-Friars, construit en 1709 par M. Mvlne, et dont l’arche du milieu a 100 pieds anglais d’ouverture, i sysletu o f mechanient philosophy, par Robison, tome 1, page G87. M. Rennic a disposé de la même manière les cintres des arches du pont de Waterloo, dont l’ouverture esUlr 120 pieds anglais. Voyez la 111' partie des Voyages dans la Grande-Bretagne, de M. Ch. Dupin, ’J'redijoltt's Principlcs of carpentry, et les dernières Encyclopédies anglaises. Les voûtes de res ponts, celles du dernier, surtout qui est construit en granit, étaient très-|iesantes, les voussoirs ayant plus de 0 pieds de hauteur.
charge sera de faire fléchir le système de manière que les quatre points B, B, B', B' s’abaisseront de quantités égales, et demeureront contenus dans un même plan horizontal. Il suit de là que, considérant à part les deux pièces A B, A B et les poids qu’elles supportent, on peut les regarder comme formant un système , dans lequel ces pièces seraient assujetties l’une à l’autre de manière que les points B et B' demeureraient nécessairement au même niveau lors de la flexion. On peut dire la même chose des pièces A'B', A’B'.
Nous supposerons qu’un poids 4 n est placé au centre du cadre, et qu’il en résulte un effort vertical n en chacun des points C, C, C', C'. Les extrémités A, A, A', A' des pièces exerceront chacune sur le point du cadre qui les supporte un effort n. On peut donc rechercher les conditions d’équilibre de l’appareil proposé en regardant le système des deux pièces AB, AB comme étant supporté aux points C, G sur un axe fixe, et chargé aux extrémités A , A de deux poids n.
654. D’après cela on considérera deux pièces égales M«, w;N (Fig. 146), chargées aux extrémités M, m des poids n. Ces pièces se croisent dans l’intervalle N ?i. L’extrémité de la première est assujettie au point » de la seconde , et l’extrémité de la seconde est assujettie au point N de la première. Les deux pièces portent en C sur un axe horizontal fixe. Le poids n suspendu en M tend à faire tourner la pièce M» sur le point C; mais ce mouvement est empêché, parce qu’un certain effort s’exerce de haut en bas sur le point N, et qu’un effort égal s’exerce de bas en haut sur le point n de cette pièce, par suite de l’action du poids n suspendu en m, et de la liaison des deux pièces. Nous pouvons donc regarder la portion C M de la première pièce comme étant encastrée en C suivant une direction qu’il faudra connaître, et sollicitée en M par le poids il, en N par l’effort dont on vient de parler. Nous pouvons regarder également la portion C N de la seconde pièce comme étant encastrée en C, et sollicitée en N par le même effort. Nous nommerons
x, y les coordonnées horizontale et verticale d’un point quelconque de la courbe affectée par les pièces, comptées à partir du point C;
n la distance AC;
a' la distance BC;
f l’abaissement A M du point M;
r l’abaissement B N du point N ;
« l’angle que la tangente de la portion de courbe C M forme en C avec l’axe horizontal C.r;
UTefforl que l’extrémité de l’une des pièces exerce sur l’autre aux points N, n.
* et ? auront les significations indiquées n"’ 80 et 115.
r>E LA MÉCANIQUE, I” PARTIE.
On aura en premier lieu, pour la partie C N de la première pièce Mn, tPx
« = H (a — jr) — II' (a' — x) ,
/ni1 j*\ /a'*3 x’N
On aura ensuite pour la partie M N de la même pièce en déterminant les
dy
constantes de manière que, pour x=a\ les valeurs de — et y soient égales
dx
à celles qui seraient données par les équations précédentes, tPy
• = II {a — x),
di »
« =H| 01 ) — IT H tang. » ,
dx \ 2 / 2
fax1 fa'1! a'3\
* X = Il I ) — H' / I x- x tang. m.
On aura enfin pour la partie C N de la seconde pièce //< N , d1 x
» — = H' (o' — x) , dx1
dx f
= D' a' x 1 — tang. a ,
dx V 2/
= H' ( — xtang. u.
Va 6 J
- a' tang. <■> ,
La première et la dernière des valeurs de y doivent également, en y faisant x=a' , donner y—f. Donc
.r = ul ru —
Va e 1 z
■ / ' = D' o' tang. ».
L’équilibre de l’une et de l’autre pièce autour du point C exige d’ailleurs que l’on ait
On déduit de ces trois équations
II' = II
(al— a') a'
tang. u = — II ,
Il (3 a — a') a'1
r==~' ia ;
et en substituant les valeurs de D et tang. « dans l’équation appartenant à lu partie M N de la première pièce , puis faisant x—a, on trouvera pour l’abaissement A M du point extrême M ,
Il olîo’-Joo' + n'1) t G
Si au lieu des deux pièces Ma, N m , qui se croisent sur la longueur de Nn, on n'avait qu’une seule pièce Mot, supportée en C, et chargée aux deux
extrémités du poids n, la flèche de courbure serait, d'après le n" 87, — . — .
L’effet du croisement des deux pièces est de diminuer la flèche de courbure, et d’autant plus que l’intervalle N n est plus grand. Si les deux pièces se croisent sur toute leur longueur, c’est-à-dire si a'=a, la formule précédente
donne , comme cela doit être, .
On a respectivement , pour les parties C N et M N de la première pièce . et pour la partie B C de la seconde pièce,
iP y fa a x \
dx1 \2 2 a’ j
<Py / a a x ' .
iPy
Lorsque (v=‘-a, la valeur de — est constante dans tous les points de la *
dx1
partie C N de la pièce M»; en sorte que la pièce est courbée dans cette partie
suivant un arc de cercle dont le rayon est— . — , et que cette pièce est égale-
ment disposée à rompre dans tous les points de cette même partie. Si a’ est < j la pièce M n tend à rompre en N, et si a' est > { n i, elle tend à rompre en C. On connaîtra les conditions de la rupture , conformément au n" 3o8, en posant dans le premier cas
s = II (a — «’) ,
et dans le second
f = Il -.
Si au lieu des deux pièces qui se croisent, on n’avait qu’une seule pièce Mot supportée en C, et chargée aux extrémités des poids n, on devrait avoir.
d'après le rr 122, p = Il a. On jugera d’après les équations précédentes dans quel rapport le croisement des pièces rend le système plus solide.
635. Les résultats précédents s’appliqueront immédiatement au système représenté figure 115, chargé de la manière indiquée n“ 633, et feront connaître la quantité dont les quatre poids II feront fléchir les pièces , ou la valeur qu’il faudrait donner à ces poids pour en opérer la rupture.
Si les points d'appui A, A' sont placés au quart des côtés du cadre, on o o
a a' = — , et p = n — .
Ainsi le système présente alors une force double de celle de deux pièces ayant une longueur égale à la distance des côtés du cadre, quoique le volume du bois ne soit que de moitié en sus plus grand. Dans la réalité, la force du système dont il s’agit ne serait pas tout à fait double de celle des deux pièces, parce que les bois sont affaiblis aux points d’assemblage, qui sont précisément ceux où ils tendent à se rompre.
636. Si l’on suppose que la section transversale des pièces est un rectangle dont la largeur soit b, p sera proportionnel à b. D’un autre côté, si la hauteur des pièces est réglée de manière que la relation qui . d’après les formules précédentes , doit exister entre ? , a et a' , soit satisfaite , celle relation le sera encore, si l’on vient à augmenter dans un même rapport les quantités a, a' et b. Donc, si l’on fait varier dans un même rapport toutes les dimensions horizontales de la fig. 145, sans changer la hauteur des pièces, la valeur du poids 4n, capable d’opérer la rupture, demeurera constamment la même.
637. Si le système de quatre pièces, représenté figure 145, était chargé par des poids répartis dans toute l’étendue du cadre , on trouverait par des calculs semblables aux précédents les conditions de l’équilibre. On ne s’arrêtera pas davantage sur ces recherches, qui n’otfrent pas de difficultés, et dont il suffit d’avoir indiqué les principes.
DE LA FLEXION ET DE LA Bl PU RE DES PLANS ÉLASTIQUES.
638. L’objet que l’on se propose en construisant les planchers de la troisième espèce, indiqués au commencement de cet article, est de former une masse pleine , comprise entre deux plans parallèles , et dont toutes les parties sont, autant qu’il est possible, liées les unes aux autres. Les lois de la résistance d’un tel corps, en le supposant homogène dans toutes scs parties, ont été recherchées [i]; mais comme l'exposition de ces recherches serait trèslongue, et supposerait la connaissance de méthodes analytiques qui n’ont pas
[i] Ces lois ont été exposées pour la première fois par routeur, dans un Mémoire présenté
encore passé dans les ouvrages et les cours destinés à l’instruction des ingénieurs, on rapportera seulement les résultats le plus simples, et qui paraissent le plus utiles.
639. Considérons un plan supporté horizontalement sur un cadre rectangulaire fixe, et supposons un poids n placé au centre de ce plan. Nommons a, b les deux côtés du cadre; h l’épaisseur du plan;
f l’abaissement du centre du plan, où est placé le poids n ;
E ayant la signification indiquée n” 77.
On aura
H _4_ -f* elc. I
1 etc.
(3’o’-t-AJ)> (3Ja»-t-3»A»)»
h etc.
etc.
* représentant le rapport de la circonférence au diamètre. La flèche de courbure est réciproque au cube de l’épaisseur du plan ; et pour des plans de figures semblables, elle est proportionnelle à la deuxième puissance des côtés.
640. Le plan étant chargé de la même manière, et le côté a étant le plus petit des deux côtés a et b, si l’on veut , comme au n” 382, que les fibres placées aux faces convexe et concave du plan ne supportent pas sur l’unité de surface, par suite de l’action du poids h, un effort plus grand que R', il faudra poser l’équation
•15 n oJ b3 ic4 E hs
It' =
«njoé3 / !» 3» 5»
+ 4- etc
(3»a»-t-i»)» (3»a»-4-3Jfc»)»
■ elc.
de.
et pour prendre la valeur de R donnée par cette équation pour la limite des poids dont on peut charger le plan. Cette valeur est proportionnelle auquarré
à l’Académie des Sciences en 1820. Voyez le Bulletin des Sciences par la société Philomatique, année 1823, page 93.
de l'épaisseur du plan. Elle demeure la même lorsque l’on fait varier les côtés a et b dans un même rapport , en sorte qu’elle ne dépend pas de la grandeur absolue des côtés [il.
641. Supposons maintenant le même plan rectangulaire chargé de poids uniformément répartis dans toute son étendue, en désignant par p le poids placé sur l’unité de surface. On aura
— etc.
etc.
etc.
La flèche de courbure est encore réciproque au cube de l’épaisseur du plan. Si le poids p porté par l’unité de surface est constant, cette flèche est, pour des plans de figures semblables, proportionnelle à la Ÿ puissance du côté. Si le poids total pab est constant, la flèche est proportionnelle à la 2’ puissance du côté.
642. Le plan étant chargé de la manière qui vient d’être indiquée, et le côté a étant le plus petit des deux côtés a et b, si l’on veut que les fibres placées aux faces convexe et concave du plan ne supportent pas sur l’unité de surface un effort plus grand que R", il faudra poser l'équation
00 pa2b* /I 1 1 \
R’ = | -t- — etc.
w‘A> 1 \{a2 + b2)2 ms2 a2 — b2)2 5(5 1 a2 -t- b2 )2
1 t (aJ-+-33 b2)2 3(3*ai + 33&»)* 5(5 2 a2 -h b2 b2)2 ' )
f H 1 CtC. 1
f Ifai-t-S1*»)1 S(3loJ-t -S2 b2)2 StS’a1-*- 5* *»)> 1
\ — etc. I
et prendre la valeur de p qui y satisfait pour la limite des poids dont on peut charger l’unité de surface du plan élastique. Cette valeur est proportionnelle au quarré de l’épaisseur du plan. Le poids total pab dont le plan pourrait être chargé, ne varie pas lorsque l’on fait varier les côtés a, b dans un même rapport, et ne dépend pas de la grandeur absolue de ces côtés.
643. Ces résultats peuvent être appliqués aux planchers du genre de ceux
[t] Cette proposition, analogue 5 celte qui est indiquée ci-dessus n° 030, avait été démontrée d’une toute autre manière par Mariette. Voyez ses Œuvres, tome 11, page 108.
dont il s’agit ; niais comme les parties de ces planchers ne présentent pas la liaison et l'homogénéité d’un corps continu, on ne doit pas leur attribuer, dans les applications, une force aussi grande que l’indiqueraient les formules précédentes.
HtCLKS PHATIQtES Pom l’ÉTABUSSEÏENT DES PLANCHERS.
644. D’après M. Rondelet [1], les solives d’un plancher étant espacées tant plein que vide, la hauteur des bois doit être le -,'T de la portée. Cette règle s’accorde sensiblement avec les indications données par d’autres architectes.
L’espacement ordinaire des poutres sur lesquelles portent les solives est de 12 pieds. L'équarrissage de ces pièces doit être le ~ de la portée.
645. M. Tredgold [a] distingue deux sortes de planchers : fies planchers simples ( single joistcd floors ) formés par un rang de solives ; 2" les planchers assemblés ( framed floors) formés par des poutres , avec lequcllcs on assemble transversalement des poutres plus petites, qui supportent les solives. Ces petites poutres reçoivent en outre, par-dessous, d’autres solives d’un faible équarrissage, sur lesquelles sont clouées les lattes du plafond.
Les solives sont généralement espacées à un pied ( mesure anglaise } de milieu en milieu. Dans les planchers simples, nommant
a, b la largeur et la hauteur des pièces, en pouces;
c la portée, en pieds ;
les dimensions des solives, dont la largeur ne doit pas être au-dessous de 2 pouces, se règlent en faisant
pour les bois de sapin,
= 2,3 y — pour le bois de chêne.
Dans les planchers assemblés : 1" supposant les poutres espacées à 10 pieds distance qui ne devrait jamais être dépassée, on prendra pour ces pièces
sapin,
> = 4,2 % / — , ou a = 74 — pour le ra 65
= 4, 34% / — , ou a = *2 — pour le chêne. Va bs
2“ Pour les petites poutres transversales assemblées aux poutres princi-
(0 Arl de bâtir, tome IV, page 133.
|»1 Elementary principes of carpentrjr, pages 61 et suivantes
pales, dont l’espacement doit être de 4 à 6 pieds, on prendra
% / — , ou a = w — pour le sapin ,
Va b3
% / — , ou a = 44 — pour le chêne.
Va b s
■lit)
3“ Les dimensions des solives supérieures se règlent conformément à ce qui a été dit ci-dessus. La largeur des solives inférieures, qui ne servent qu’à fixer les lattes, ne doit pas dépasser 2 pouces. La hauteur de ces pièces se règle par les formules
— pour le sapin, a
CJ
— pour le chêne.
ARTICLE XIU.
DE LA RÉSISTANCE DES PAROIS DES VASES A LA PRESSION DES FLUIDES
646. La pression des fluides s’exerce perpendiculairement à la surface des parois des vases. Dans le cas d’un fluide élastique, la grandeur de cette force peut être supposée constante dans toute l’étendue de la paroi. Dans le cas d’un liquide soumis à l’action de la pesanteur, les parties inférieures sont plus fortement pressées que les autres, et il est souvent nécessaire d’avoir égard à cette différence.
647. Les parois des vases sont généralement formées par des substances solides. Ce sont des corps qui peuvent résister aux changements de figure auxquels ils se trouveraient sollicités par l'effet de la pression des fluides, mais qui cèdent un peu à cette pression, en raison de l’extensibilité ou de la compressibilité de leurs parties. Il y a quelquefois un tel rapport entre la figure de la paroi et la grandeur des pressions normales exercées dans ses diverses parties, que cette paroi ne tend pas, à proprement parler, à changer de figure, mais est seulement sollicitée à s'étendre ou à se comprimer dans le sens de la surface. On désignera ce cas en disant que la paroi est tracée suivant la surface d’équilibre. Quand il a lieu la paroi peut être formée d’une sulis tance parfaitement flexible, telle que le serait un tissu de fils dont
les parties seraient capables de résister à la compression ou à l’extension, mais ne résisteraient pas à la flexion. L’équilibre est stable si toutes les parties de la surface sont étendues, et la seule chose qu’il importe de connaître est la grandeur de la tension qu’elles supportent. —
On ne-peut présenter ici d’une manière complète et générale la recherche des effets qui se manifestent dans une paroi pressée par un fluide, mais les notions que l’on exposera suffiront dans la plupart des applications. On considérera successivement une ligne et une surface, sollicitées par des forces qui sont dirigées suivant des lignes normales à cette ligne ou à cette surface.
DE L'ÉQUILIBRE D'CITE LIGNE SOLLICITÉE PAR DES FORCES PERPENDICULAIRES A SA DIRECTION-
648. Les conditions de l’équilibre d’une ligne considérée comme un fil parfaitement flexible, à tous les points duquel sont appliquées des forces normales, peuvent être déduites de ce qu’on a vu dans les n°‘ 506 et 428. On peut également les trouver directement comme il suit.
Considérons d’abord une courbe MM' ( Fig. 147) tracée sur un plan, dans lequel sont dirigées les forces appliquées normalement à cette courbe. On peut la regarder comme un polygone d’un nofnbrc infini de côtés, et supposer les forces appliquées aux sommets du polygone. Nommons
ds la longueur d’un élément mn de l’arc de la courbe, ou d’un côté du polygone ;
p la longueur du rayon de courbure au point m;
F la valeur de la force normale appliquée au point M, pour une unité de longueur mesurée sur l'arc de la courbe ;
T la force avec laquelle le côté m n du polygone est tendu.
L’équilibre du polygone exige que la force appliquée à chaque sommet m soit détruite par les tensions des éléments mn, mn'. La force appliquée en m est F du, et la direction de cette force partage en deux parties égales l'angle nmn'. Donc l"la tension du côté mn' doit être égale à la tension T du côté mn ; et 2° le rapport de T à Frf* est celui du sinus de l’angle fmn ou fin ri , qui diffère infiniment peu d'un angle droit, au sinus de l’angle
da
infiniment petit compris entre mn et mn' dont la valeur est — . Il suit de
là 1" que la valeur de la tension T doit être la même pour tous les côtés du polygone, ou que le fil est également tendu dans toutes ses parties ; 2“ que l'on doit avoir en chaque point de la courbe
Frf* Ut T
La pression normale est en chaque point égale à la tension divisée par le
rayon de courbure. Si le fil ne forme pas une courbe fermée, il faut que les derniers éléments MN, M’N' soient tirés dans le sens de leur longueur avec des forces égales à la tension T.
649. Considérons présentement une courbe à double courbure, sur laquelle agissent également des forces normales. On peut la regarder comme un polygone dont les côtés sont infiniment petits, et dans lequel trois côtés consécutifs ne sont pas compris dans un même plan. Les forces , appliquées à chaque sommet du polygone, doivent être dirigées suivant le rayon du cercle osculateur. Tout ce qui a été dit dans le numéro précédent s’applique à ce système : il faut pour l’équilibre du fil qu’il soit également tendu dans toutes ses parties, et c’est ce qui aura lieu si la force normale appliquée à chaque point est égale à la tension divisée par le rayon de courbure [i].
650. Lorsque des forces sont appliquées perpendiculairement à une verge courbe solide, et qui ne cède à l’action de ces forces que par un changement de figure très-petit dû à l’élasticité, il n’est pas nécessaire , pour que l’équilibre subsiste , que les conditions énoncées ci-dessus soient satisfaites. La tension exercée dans le sens de la longueur de la courbe peut varier d’un point à l’autre. Quant à la manière de connaître la tension longitudinale qui a lieu dans un point quelconque, on remarquera qu’une verge sollicitée par des forces normales ne peut , en général , demeurer en équilibre, à moins que ces forces ne se détruisent réciproquement, ou à moins que la verge ne soit maintenue par deux points fixes, si elle forme une courbe plane, ou par trois points fixes , si elle forme une courbe à double courbure. Les efforts exercés sur les points fixes seront déterminés par la condition qu’étant composés avec les forces appliquées normalement à tous les points de la courbe, il en résulte un système que l'on puisse réduire à deux forces égales et directement opposées. La tension des diverses parties de la verge est produite à la fois par les forces normales appliquées à tous les points, et par les forces particulières, appliquées à des points déterminés, et nécessaires pour établir l'équilibre.
Cela posé, si dans une verge courbe MM' (Fig. 1 48) sollicitée de la manière
[0 On conçoit nettement l’existence de l’équilibre dans un fil formant une courbe b double courbure, en se rappelant que, d’après un théorème démontré par Lancret (Mémoires présentés à la première classe de l'Institut, tome T, page 423). on peut toujours faire passer par une courbe quelconque une surface développable telle que, cette surface étant développée, la courbe donnée y tracerait une ligne droite. Cette surface, nommée surface rectifiante, est formée par les intersections successives des plans qui, touchant la courbe, sont perpendiculaires aux rayons des cercles oscillateurs de cette courbe. Il suit de 13 qu'il existe loujours une surface, perpendiculaire aux rayons de courbure de la courbe donnée, sur laquelle cette courbe est une ligne de plus courte distance. Donc le fil pourra être regardé comme étant tendu sur la surface d’un corps solide fixe, où il demeure en équilibre, et où il exerce en chaque point une pression normale.
qui vient d’étre indiquée , et qui forme une courbe non fermée , on veut connaître la tension longitudinale supportée par l’élément mn , on remarquera quccette tension résulte de ce que les forces appliquées aux deux parties;/? M. m M' de la courbe se détruisent réciproquement au moyen de la liaison que l’élément mn établit entre ces deux parties. Par conséquent, si l’on décompose , parallèlement à la tangente de la courbe au point m, toutes les forces appliquées à la partie mM, ou bien toutes les forces appliquées à la partie m M', la somme des composantes ainsi obtenues sera la tension cherchée.
651. Considérons présentement une courbe fermée plane MN (Fig. 149;, sollicitée par des forces normales dirigées dans le plan de cette courbe , et supposons que l’on demande la tension supportée par l’élément mn. Si l’on décompose toutes les forces appliquées à la courbe parallèlement à la direction de la tangente au point m, on remarquera que les points m, m' dans lesquels la direction de la tangente est la même, partagent la courbe en deux parties , dans chacune desquelles les forces normales produisent des composantes dirigées dans des sens opposés. Si l’on prend les résultantes des composantes parallèles à mn fournies respectivement par les forces agissant dans les parties mMm' et m N ni. on obtiendra deux forces égales entre elles et directement opposées. La destruction de ces forces produit la tension des deux éléments vin, m'n' : on connaîtra donc ces deux tensions en décomposant l’une des résultantes dont on vient de parler en deux forces dirigées respectivement suivant m n et m'n'.
652. Admettons que la figure de la verge M N soit à double courbure, et supposons également que toutes les forces appliquées à la courbe aient été décomposées parallèlement à la tangente menée au point m. Si l’on conçoit la courbe proposée enveloppée par un cylindre dont les arêtes soient parallèles à celte tangente, il y aura un point wt'pour lequel le plan tangent à ce cylindre sera parallèle au plan tangent mené par le point m . Les deux points m, ni partageront comme ci-dessus la courbe en deux parties, dans chacune desquelles les forces normales produiront des composantes parallèles à m n dirigées en sens opposés. Si l’on prend respectivement les résultantes des composantes fournies par chaque partie de la courbe, on trouvera deux forces égales et directement opposées, dont la destruction réciproque produit les tensions des éléments m n, m'n'. Par conséquent , si l’on décompose l’une de ces forces en deux autres, qui lui soient parallèles, et qui soient dirigées dans les deux plans tangents menés aux points m, m\ celle de ces composantes qui serait dirigée dans le plan tangent au point m donnera la tension supportée par l’élément m n.
DE l-’tllUIICRt d'bHE StlfACt SOLLICITÉE PAR DES FORCES <JLI SORT DIRIGEES FEEFEKDICCLAIREXF.JIT A CETTE SCRFACE-
653. Les conditions de l'équilibre d’une surface supposée parfaitemenl flexible , sollicitée par des forces normales, peuvent être établies au moyen des considérations suivantes.
Soit la ligne MN (Fig. 150) formant le contour d'une surface, et représentons-nous le solide que cette surface recouvre , et que nous supposerons fixe. Ayant marqué deux points quelconques M , N qui partagent cette ligne en deux portions M/j N, Mc/i\, on peut diviser chacune de ces deux portions en un même nombre de parties très-petites, égales entre elles dans chacune des portions. On peut ensuite du point Mau point N , et de chacun des points de division p de la première partie à chacun des points de division correspondants q de la seconde partie, tendre des fils qui s'appliqueront sur le solide en suivant la ligne de plus courte distance pm q tracée sur sa surface entre leurs extrémités p , q.
L’ensemble de ces fils, en les supposant infiniment rapprochés, formera une surface ; et si, aux deux extrémités de chaque fil pm q, on applique dans la direction des éléments extrêmes des forces égales T, ce fil, en vertu de la tension T, pressera le corps sur lequel il est appliqué suivant une direction
normale à la surface. La valeur de la pression exercée au point m sera — , en
désignant par p le rayon de courbure de la courbe du fil au point m. Si l’on conçoit maintenant le corps supprimé, et que l’on ait appliqué à tous les points
m des forces normales égales à — , l’équilibre subsistera. On remarquera
qu’il n’est pas nécessaire que les forces T aient des valeurs égales pour tous les fils ; il suffit que la tension soit constante dans l'étendue de chaque fil.
Si maintenant on place autrement les points M, N sur la courbe, on pourra former de la même manière un second système de lignes de plus courte distance, et tendre de nouveaux fils qui croiseront les premiers. Si un nouveau fil passant par le point m est tendu par la force T , il produira en ce point
une pression normale égale à — , représentant le rayon de courbure de
la courbe du nouveau fil au point m, et cette pression s’ajoutera à celle qui est produite par le premier fil. Par conséquent, le corps étant supprimé, on maintiendra maintenant l’équilibre en appliquant au point m une force nor- T T'
male égale à — i — .
En continuant ainsi, on voit que l’on peut tendre sur le corps un nombre indéfini de fils appartenant à divers systèmes de lignes de plus courte
3âî LEÇONS SUR L’APPLICATION
distance. La seule condition nécessaire pour l’équilibre est que la tension de chaque fil soit la même dans tous scs points. Si l’on nomme T, T', T", etc., les tensions respectives des fils qui se croisent au point quelconque m , et P , p', p", etc. . les rayons de courbure des courbes de ces fils au point «i, la
pression normale exercée en ce point sera —h — -+- — t- etc. Il est évident d’ail-
leurs qu’à chaque point p du contour de la surface doivent être appliquées, dans la direction des divers fils qui partent de ce point, autant de forces respectivement égales aux tensions de ces fils. Toutes ccs forces sont dirigées dans le plan tangent à la surface au point p.
Si la surface proposée n’était pas terminée par un contour, et formait une enveloppe fermée, ce qui précède lui pourrait être appliqué, en considérant que l’équilibre est établi dans des fils tendus sur cette surface, et formant un ou plusieurs systèmes de lignes de plus courte distance. Chaque fil formerait une courbe fermée, la tension serait constante dans toute sa longueur, et la force normale résultant en chaque pointdu tilde sa tension, scraitégale à cette tension divisée par le rayon de courbure de la courbe du fil. La pression normale supportée par le corps en un point quelconque serait la somme des pressions normales produites par les tensions de tous les fils qui se croiseraient en ce point.
654. Il résulte de ce qui précède que, pour qu’une surface flexible sollicitée par des forces normales soit en équilibre , il suffit que l’on puisse décomposer celte surface, au moyen d’un ou de plusieurs systèmes de lignes de plus courte distance, en bandes infiniment étroites regardées comme des fils, et que les forces normales appliquées à chaque point intérieur, aussi bien que les forces tangentiellcs appliquées à chaque point du contour de la surface, étant réparties entre les divers fils, chacun d’eux soit en équilibre. Une surface quelconque parfaitement flexible étant donnée, il y a une infinité de systèmes de forces , appliquées perpendiculairement aux points intérieurs et tangentiellcment aux points du contour, qui peuvent être en équilibre au moyen de cette surface.
655. Considérons une surface parfaitement flexible, maintenue par un contour fixe, et sollicitée par des forces normales telles que la surface est en équilibre et ne tend pas à changer de figure. On peut demander comment l'équilibre est établi, quelle tension la surface supporte en chaque point suivant une direction déterminée, et quels sont les efforts exercés sur chaque pointdu contour fixe. Cette question ne peut, en général, être résolue, tant que l'on regarde les éléments de la surface comme inextensibles , parce que l’équilibre peut être établi d'une infinité de manières. Mais si l’on suppose les éléments de la surface extensibles, la question est déterminée.
Dl CAS UU E.1E Dl RF ACE SOLLICITÉE PAR DES FORCES SoaXALES EST tGALEXEST TES DLS DASS
TOUS LES SERS
656. Soit une surface parfaitement flexible et inextensible sollicitée par des forces normales, et supposons l'équilibre établi entre ces forces et les efforts de tension qui ont lieu dans le sens de la surface. Admettons que l’on ait tracé sur la surface une ligne quelconque de plus courte distance, et considérons la portion de la surface formée par une bande dirigée suivant celte liljne, et ayant une largeur constante et très-petite : cette bande sera tendue suivant sa longueur avec une certaine force. Cela posé, on dit qu’une surface est également tendue dans tous les sens, 1” si la tension de la bande est constante dans toutes les parties de sa longueur; 2" si la valeur de celte tension est la même, quelle que soit la direction de la ligne de plus courte distance suivant laquelle la bande est tracée.
Soit * la largeur de la bande, qui doit être supposée infiniment petite, et 9 la valeur de sa tension longitudinale, qui le sera également : le rap-
port -=T représente la tension des parties de la surface rapportée à l’unité
linéaire. La quantité finie T donne la mesure de la force avec laquelle la surface est tendue.
657. Soit MN (Fig. 151) une portion du contour d’une surface également tendue dans tous les sens. Il est nécessaire, pour que l’équilibre soit maintenu, que des forces dirigées dans le plan tangent à la surface soient appliquées à chaque point du contour. On peut regarder ce contour comme étant composé de parties infiniment petites bc, dont la longueur est égale à x, et supposer que les forces distribuées sur l’intervalle bc sont appliquées au milieu a de cet intervalle. On peut également regarder la surface comme étant formée d’une infinité de fils ou bandes infiniment étroites, dirigées suivant les rayons du demi-cercle décrit des points a avec le rayon 7 x. Les forces tangcntiellcs appliquées à chaque point a devront faire équilibre aux tensions des bandes partant de ce point. Soit innqp deux des bandes dont il s’agit, dont les directions forment avec la normale ad des angles «. La largeur pq
de ces bandes sera - cfo, leur tension T - et la résultante des tensions des 2 2
deux bandes, T x d*. cos. u>. La somme de toutes les résultantes semblables, ou l’intégrale T x / d*>. cos. «*, dont la valeur est Tx, est la force qui
doit être appliquée au point a. Ainsi l’équilibre d’une surface également tendue dans tous les sens avec la force T, exige que des forces égales entres elles soient appliquées perpendiculairement au contour de la surface dans tous
les points de ce contour, et que la valeur de ces forces, pour une unité de longueur, soit T.
658. Étant donnée la figure d’une surface considérée comme un tissu parfaitement flexible et inextensible, il existe toujours un système de forces appliquées normalement à tous les points intérieurs, par l’effet duquel la surface serait maintenue en équilibre, et également tendue dans tous les sens. Soit M (Fig. 152 ) un des points de la surface, et supposons que l’on ait décrit
de ce point comme centre, et d’un rayon infiniment petit , égal à — , un ccr-
cle. Considérons une des bandes infiniment étroites mnpq, tracées suivant les directions des lignes de plus courte distance qui sc croisent au point M. Désignons par r le rayon de courbure de. la section normale de la surface, faite au point M dans la direction de l’axe de cette bande, et par u l'angle de cette section avec le rayon fixe AM. La largeur mn ou pq de la bande x ’ x
sera — rf", et la force avec laquelle elle est tendue, T — du. Ainsi regardant 2 2
cette bande comme un fil isolé, on la maintiendrait en équilibre en appliquant au point M, perpendiculairement à la surface, une force dont la valeur, rapportée à l’unité de longueur, serait, d’après les numéros 648 et 649, xi x 1 x» 1
T. — du. et pour l’intervalle nmqp , T. — d». — . x; ou T . — . — du. Si 2 r 2 r 2 r
l’on considère également une autre bande m'n'p' q' dirigée perpendiculairement à la première , en désignant par r' le rayon de courbure de la section normale faite dans la surface suivant la direction de la nouvelle bande, on
aura de même T. — . — du pour la valeur de la force qui, étant appliquée
sur l’intervalle in'n'p'q’ perpendiculairement à la surface, maintiendrait cette nouvelle bande en équilibre. Si l’on prend donc la somme des quantixx r- 1 i \
tés T — ( — i I du dans une étendue égale au j de la circonférence à
compter du point A , on aura la somme des forces qui , étant appliquées normalement à la surface , dans l’étendue du cercle décrit du point M , font équilibre à la tension de toutes les bandes qui sc croisent en ce point. Or on sait
que la valeur de la quantité — h — est indépendante de l’angle u, et qu’en
nommant p, p' les deux rayons de courbure principaux de la surface pour le
1 t iiV i i \
point M, cette valeur est — i — . Donc l’intégrale cherchéeeslT — ( — i — ).
La surface du cercle décrit du point M avec le rayon - étant d’ailleurs — ,
on voit donc que l’expression
représente la valeur de la force normale qui doit être appliquée au point M (celte valeur étant rapportée à l’unité de surface), pour que la surface pro- |K>sée soit également tendue dans tous les sens avec la force T [t],
059. Si les deux rayons de courbure étaient égaux et de môme signe.
ST
propriété qui appartient à la sphère, la force dont il s'agit serait — . On
voit par-là que la même pression normale qui pourrait produire une tension T dans le sens des éléments circulaires d’une surface cylindrique, produirait dans tous les sens une tension i T dans une surface sphérique de même diamètre.
APPLICVTIOXS A DES VASES DE DIVERSES FIGI RtS.
660. Nous considérerons en premier lieu des vases contenant un fluide qui exerce du dedans au dehors une pression , et dont les parois sont planes. Ces parois sont généralement tendues dans la direction de la surface , en même temps qu’elles supportent une pression normale. Le cas le plus simple est celui d'un tuyau rectiligne dont les parois sont formées par des plans parallèles à l’axe de ce tuyau; par exemple le tuyau rectangulaire AH (Fig. 155), que l’on suppose ouvert par les deux bouts. Les parois ne sont point tendues dans le sens de la longueur du tuyau, mais dans le sens de sa largeur seulement. Considérant une partie ni q' de ce tuyau, on peut regarder les portions mnn'm' et pq q'p des faces inférieure et supérieure, comme étant tendues respectivement, parallèlement aux côtés mm', pp, par l’effet des pressions opposées qui s’exercent sur les portions mnqp, m'n'qp' des faces latérales, avec une force égale à la moitié de la pression exercée 'sur chacune de ces dernières portions. De la même manière, chacune des portions mq, m'q’ sera tendue parallèlement à m p, m'p' avec une force égale à la moitié de la pression exercée dans l’étendue m n‘ ou pq'. L'une quelconque des portions de paroi dont il s’agit, telle que mnqp, peut donc être regardée comme une pièce qui est à la fois tendue suivant sa longueur, pressée par des forces normales distribuées uniformément sur cette
ti] Il est aisé de voir que l'on parviendrai! au même résultat, en considérant toute autre fiRiire dont le point M serait le centre.
longueur, et supportée sur ses deux extrémités. On peut lui appliquer l’analyse du n°592, et régler la force de la paroi d’après l’équation du n“ 593. a désignera la moitié de la longueur mp; Q, la moitié de la pression normale exercée sur mn' ou pqf ; p, la valeur de la pression normale exercée sur mnqp pour une unité linéaire mesurée sur la longueur mp.
G61. Si le tuyau était fermé par les deux bouts, ou par un bout seulement, ce qui précède ne pourrait plus être rigoureusement appliqué. Mais en procédant comme il vient d'étre dit, on connaîtrait une limite d'après laquelle on serait assuré de donnera chaque paroi une force plus que suffisante. Considérons, par exemple, un vascquadrangulairc et vertical ABGH (Fig. 154), ouvert par la face supérieure, dont le fond repose sur un plan horizontal fixe, et qui est rempli d’un Huide pesant. Si le fond du vase n'existait pas, on pourrait appliquer à chaque élément transversal m </ ce qui a été dit dans le nu précédent, en faisant attention que la pression du fluide augmentant avec la profondeur, ces éléments ont à supporter des efforts d’autant plus grands qu’ils sont placés plus loin de la surface supérieure du fluide. Mais si le fond du vase existe, comme ce fond attache les unes aux autres les quatre parois latérales, il empêche qu’il ne s’établisse, dans le sens des longueurs m n des éléments, des tensions aussi grandes, et que ces éléments ne se courbent autant en cédant à la pression normale. Le résultat du calcul indiqué ci-dessus donnera donc, pour les parties des parois, des épaisseurs qui surpasseront d’autant plus les épaisseurs réellcmcut nécessaires que ces parties seront plus voisines du fond du vase.
GG2. Si le vase était entièrement fermé, les parois seraient tendues suivant plusieurs directions. Si, par exemple, le vase rectangulaire AH (Fig. 154) est fermé par les deux bouts, et contient un fluide pressant du dedans au dehors, l'une quelconque AF des faces est tendue suivant deux directions parallèles aux arêtes A B et AE. Cette face peut être regardée comme appartenant à un tuyau rectangulaire dont l’axe est parallèle à AB, ou à uu autre tuyau rectangulaire dont l’axe est parallèle à AF. Si l’on considère successivement ces deux tuyaux en les supposant ouverts par les deux bouts, et si l’on applique ce qui a été dit n" 660, on obtiendra des résultats d’après lesquels la force de la paroi AF se trouverait nécessairement fixée au delà de ce qui est nécessaire. L’excès de force qui lui serait donné, si l’on adoptait ces résultats, serait d’autant plus grand que la longueur des tuyaux serait moindre par rapport aux dimensions transversales.
La recherche du véritable état d’équilibre des parois, dans des cas de ce genre, comporte une analyse particulière, qui ne peut être exposée ici.
G63. Si les parois, au lieu d’être planes, étaient formées par des portions de surface cylindrique, on pourrait faire usage des notions précédentes, en
appliquant les résultats présentés ci-dessus, article VI, sur la résistance des pièces courbes.
66-1. Considérons maintenant un vase dont la paroi est courbe, et en premier lieu un tuyau rectiligne ouvert par les deux bouts. Supposons que le fluide contenu dans ce tuyau exerce sur tous les points d'une même section transversale des pressions égales, ou que l’on peut supposer égales sans erreur sensible, comme dans le cas où les gaz ou l’eau coulent dans des tuyaux d’un petit diamètre. La paroi du tuyau n’est pas tendue dans le sens de sa longueur, mais seulement dans le sens des sections transversales. Un élément transversal du tuyau peut être regardé comme une bande ou un fil sollicité par des forces normales dirigées dans son plan. Ces forces étant égales dans tous les points, le fil ne peut être en équilibre, à moins que le rayon de courbure n’ait aussi une valeur constante. Ainsi la paroi tendra à changer de figure, à moins que la section transversale du tuyau ne soit circulaire.
La section étant supposée circulaire, soit p la valeur de la pression normale produite par le fluide sur une unité de surface de la paroi, et considérons un élément transversal du tuyau, dont la longueur, mesurée sur l'axe, soit égale à l’unité linéaire ; p représentera également la pression normale exercée sur une unité de longueur de la circonférence de cet élément. Par conséquent, nommant r le rayon du tuyau, on aura, d’après le n“ 6-18, pr pour la tension qui s'établira dans le sens de cette circonférence. Ainsi l’on dira que la surface du tuyau est tendue dans le sens des sections transversales avec la force pr. On voit que la tension résultant d'une même pression normale intérieure croit proportionnellement au rayon du tuyau.
Désignant par h l’épaisseur de la paroi, supposée constante et beaucoup plus petite que le rayon r; et (comme au n" 181) par R' la plus grande tension que l’on.vcut faire supporter aux fibres sur l’unité de surface : on pourra régler l’épaisseur de la paroi en posant l’équation
665. Si la section transversale du tuyau n’était pas circulaire, la paroi tendrait à changer de figure, et en changerait effectivement si elle était formée par un tissu flexible. Si elle est formée par une substance solide, la figure ne changera pas totalement, mais sera légèrement modifiée par l’effet de l’élasticité de cette substance. La matière de la paroi est alors sollicitée de deux manières : l*par l’effet du changement de courbure, qui étend ou comprime les fibres près des faces extérieures ou intérieures ; 2“ par l’effet de la tension qui s’établit dans le sens des sections transversales, tension qui varie d’un point à l’autre de ces sections, et qui étend les fibres dans toute l’épaisseur de la paroi. La modification que supportent les parties par l’effet du changc-
ment (le courbure est, dans la plupart des applications, peu considérable; ellepculétredélerminéeau moyen des principes exposés ci-dessus, article VI. Quant à l’effet de la tension causée par la pression du fluide, qu’il importe ordinairement le plus de considérer, soit M N (Fig. 155) la section transversale du tuyau, et supposons que l’on veuille connaître la tension supportée par cette section dans le point m. On mènera la tangente ntp, et une autre tangente nq parallèle à la première. On remarquera ensuite, conformément au n° 651 , que les pressions normales exercées par le fluide sur les portions de courbe mM/t ou m N n, décomposées parallèlement aux lignes mp,nq, équivalent aux pressions exercées sur la ligne pq, qui leur est perpendiculaire ; d’où il suit que l’on aura la tension exercée en »i, en prenant la moitié de la pression que le fluide exercerait sur pq. On voit que la tension des diverses parties de la paroi est proportionnelle à la distance des deux tangentes m p, n q.
666. Si le tuyau rectiligne dont il s'agit était fermé par un bout, la résistance du fond s’opposerait au changement de figure de la paroi et à l’extension des sections transversales. Cette paroi serait donc sollicitée moins fortement, surtout dans la partie voisine du bout fermé. Il en serait de même, à plus forte raison, si le tuyau était fermé par les deux bouts. Mais dans ce dernier cas, en vertu de la pression du fluide contre les deux bases du tuyau, la paroi supporterait une tension dans le sens des arêtes de la surface cylindrique, en même temps qu’elle en supporterait une dans le sens des sections transversales. Si la section transversale du tuyau est circulaire, on a, en conservant les dénominations du n" 664, p.r.r3 pour la pression exercée sur les
p.icr1 pr
fonds opposés, et par conséquent . ou — pour la force avec laquelle
une portion de la circonférence du tuyau égale à l’unité linéaire est tendue dans le sens des arêtes. Ainsi, la pression du fluide étant supposée uniforme dans toute l’étendue du tuyau, la tension qui a eu lieu dans le sens des arêtes est la moitié de celle qui a lieu dans le sens des sections transversales. Si la section transversale du tuyau n’était pas circulaire, la tension qui aurait lieu dans le sens des arêtes serait encore moindre par rapport à celle qui aurait lieu dans le sens des sections transversales.
667. Soit un vase cylindrique d’une longueur indéfinie, dont l’axe est hori zontal, et qui contient un liquide pesant. MAN (Fig. 156) représentant la section transversale de ce vase, et MN le niveau de la surface du fluide, la pression normale qui aura lieu en un point quelconque m de la section sera proportionnelle à la distance tnp. Par conséquent si la paroi du vase est formée par un tissu flexible, la condition de l’équilibre, conformément au n“ 648. sera que le rayon de courbure au point m soit réciproque à la distance
mp, ce qui détermine la nature de la courbe MAN. En rapprochant ce qui vient d’étre dit des n" 77 et 86, on verra que la figure de cette courbe est celle qu’affeelerait un ressort homogène, d’une largeur et d’une épaisseur uniformes, dont la figure naturelle est rectiligne, et qui serait tenu plié, au moyen d’une corde attachée du point M au point N. La courbe est également tendue dans tous ses points, et on connaîtrait la tension en supposant que le poids du fluide contenu dans le tuyau est appliqué au point O, et décomposé suivant les directions des tangentes M O, N O, menées aux points extrêmes. Il est évident que l’équilibre exige que les points M, N soient fixes, ou que la courbe y soit tirée par deux forces égales à sa tension, et dirigées dans le prolongement de ces tangentes.
668. Si la section transversale du cylindre horizontal n’a point la figure qui convient à l’équilibre, et si la paroi est faite d’une matière solide, elle est légèrement fléchie par l’effet de la pression du fluide. L’état de flexion de cette paroi, aussi bien que la tension qui peut avoir lieu dans le sens de la section transversale, dépendent à la fois de la figure de celte section, et de la manière dont le vase est supporté : on peut les déterminer par les principes exposés dans l’article VI de la présente section.
669. Si le même vase cylindrique était fermé aux deux extrémités, les parties voisines de ces extrémités seraient sollicitées avec moins de force dans le sens des sections transversales. La paroi serait de plus tendue parallèlement à l’axe. La valeur totale de cette tension serait évidemment égale à la pression exercée par le fluide sur chacune des bases du cylindre : mais on ne peut connaître exactement la manière dont cette tension est répartie sur les différentes arêtes de la surface cylindrique, à moins de considérer la paroi courbe et les deux bases comme un seul corps élastique, et d’en déterminer complètement l’état d’équilibre.
670. Lorsqu’un fluide est contenu dans un vase entièrement fermé, et où la pression est égale dans toutes les parties, la paroi, si elle est flexible, ne peut se maintenir en équilibre, à moins que sa figure ne soit celle d’une sphère. Dans ce cas, conformément aux n” 648 et 659, nommant p- la pression intérieure sur une aire égale à l'unité de surface, et r le rayon de la sphère, la paroi est tendue dans tous les sens avec la force j pr; en sorte que, si h est l’épaisseur de celte paroi, on devra, pour s'assurer que cette épaisseur est suffisante, vérifier l’équation
Kh — '-pr.
Il en serait de même si la paroi, formée d'une substance solide homogène, avait naturellement la figure sphérique. En effet la pression du fluide ne tendant pointa changer cette figure, la paroi ne peut céder qu’en se dilatant, et elle doit être également tendue dans tous les sens.
G71. Lorsque la figure du vase n'est point sphérique, la paroi doit nécessairement être formée d'une substance solide. La pression du fluide tend à en changer la figure, en même temps qu'elle lui fait subir une extension. La recherche de l’état d’équilibre de cette paroi, en général très-compliquée, comporte des considérations qui ne peuvent être exposées ici. Mais en laissant de coté cette recherche, on peut se proposer, dans les applications, de régler l’épaisseur de la paroi de manière que l'on soit assuré qu'elle résistera à l'action du fluide. Pour y parvenir, conformément aux principes énoncés ci-dessus n°‘ 653 et suivants, on concevra que l'on a tracé sur la surface du vase une ligne de plus courte distance dans une direction quelconque, et une bande infiniment étroite d’une largeur uniforme dirigée suivant cette ligne. Regardant ensuite cette bande comme une verge élastique soumise en chaque point à des forces normales dont l’intensité dépendra de la pression du fluide, on pourra déterminer l’état de flexion et de tension de la bande dont il s’agit, d’après les principes de l'article VI cité ci-dessus, et en régler convenablement la force. Or il est évident que si une bande quelconque, ainsi séparée de la surface, présente une résistance suffisante, la paroi formée de la réunion de toutes les bandes présentera une résistance plus que suffisante, puisque leur adhésion mutuelle ne peut que s'opposer à ce qu'elles ne cèdent à l'action du fluide.
672. Par exemple, si la figure du vase est une surface de révolution, sur laquelle les méridiens sont des lignes de plus courte distance, on pourra considérer un de ces méridiens, la bande infiniment étroite dont il serait l’axe, et régler l’épaisseur de la paroi de manière que cette bande, supposée isolée, résiste à l'action du fluide. La paroi aura alors une résistance plus que suflisanlc. Si la surface de révolution était une sphère, la force de la paroi, ainsi déterminée, serait précisément double de ce qui serait nécessaire, ainsi qu’on le voit par les n°’ 648 et 659.
EXPERIENCES SCR LA RtSISTAXCE DES VASES CONTENANT LS ÉLUDE QU EXERCE l'NE PRESSION
SCR LES PAROIS
673. D’après une expérience de Mariotle [t], un cylindre en fer-blanc, ayant un pied de diamètre, et une longueur qui n'est pas indiquée, mais qui parait avoir été de un à deux pieds, dont les deux bases étaient formées par des platines de cuivre avec lesquelles le fer-blanc était soudé, a supporté sans se rompre la pression d’une colonne d’eau de 90 pieds de hauteur. Il a rompu après quelque temps dans une soudure sous la pression d’une colonne d’eau de 100 pieds. L’épaisseur du fer-blanc n’est pas indiquée; mais l'auteur établit
lil Traité du mouvement de* eaux ; (Jtuvrcs de Mariatte, tome II, page 471.
un rapprochement entre la résistance de cctlc matière dans son expérience, et la résistance d’un bande de fer-blanc de trois lignes de largeur qui avait supporté une tension de 120 livres.
674. D’après une autre expérience du même auteur [il, un vase de plomb en forme de baril, ayant 18 pouces de longueur, un pied de diamètre au milieu, 8 pouces aux deux extrémités, et 2 \ lignes d’épaisseur, terminé par des bases planes faites avec le même plomb, a supporté sans rompre la pression d’une colonne d'eau de 100 pieds de hauteur. Les platines se courbèrent de plus de 1 ’ ponce. Le plomb ayant été limé au milieu de la hauteur du baril, dans une étendue de 6 pouces de longueur et A de largeur, et l’épaisseur réduite à un peu moins d'une ligne au milieu de ce qui était limé, le plomb céda dans cet endroit, et il s'y fit une fente.
675. D’après deux expériences de M. Jardine d’Edinburgh [si, un tuyau de plomb de 1 f pouce anglais de diamètre, \ pouce d'épaisseur, a supporté sans altération apparente la pression d'une colonne d’eau de 1000 pieds de hauteur, et s’est rompu sous celle d'une colonne d’eau de 1 200 pieds.
Un autre tuyau de la même épaisseur et de 2 ponces de diamètre, a supporté sans altération apparente la pression d’une colonne d’eau de 800 pieds, et a rompu sous celle d’une colonne d’eau de 1000 pieds.
676. D’après une expérience de l’auteur, un vase sensiblement sphérique, en tôle de fer de très-bonne qualité, formé de deux demi-sphères assemblées par des rivets et une soudure, et se recouvrant l’une l’autre de O™, 01, ayant 0m,337 de diamètre extérieur dans le sens du grand cercle suivant lequel la soudure était faite, O-, 523 dans le sens perpendiculaire à ce grand cercle, et 0m,0026 d’épaisseur, a été rompu sous la pression de 1 AA kil. par centimètre quarré. La rupture s’est manifestée par une petite fente, à 0ra,05 de la soudure.
D’après une autre expérience, un vase semblable, ayant 0m,285 de diamètre dans le sens du grand cercle suivant lequel la soudure était faite, 0“, 279 dans le sens opposé, et 0m,0024 d'épaisseur, a été rompu sous la pression de 163 kil. par centimètre quarré. La rupture s'est également manifestée par une petite fente, à 0m,12 de la soudure.
677. Le résultat des expériences de Mariolte ne peut être soumis au calcul, à raison de l’incertitude de la première, et de la figure compliquée du vase dans la seconde. En appliquant aux deux expériences de M. Jardine la formule indiquée ci-dessus n°C64, on trouve que le plomb a été rompu par des efforts de lk,37 et lk,58 par millimètre quarré. Ces expériences s’accordent donc entièrement avec les résultats des expériences directes rapportées n”70.
[i] Traité ilu mouvement des eaux ; (Eiivres de Mariolte, tome II, page 472.
[i] Citées dans les Annales de chimie et de physique, mars 1S20.
Si l'on applique également aux deux expériences de l’auteur sur des vases sphériques le calcul indiqué ci-dessus n” 670, en adoptant le plus grand des deux diamètres, on trouve que la tôle a été rompue par des efforts de 46 et 47 kil. par millimètre quarré. Ce résultat s’accorde également avec les expériences directes rapportées n° 52, qui ont été faites sur delà tôle d'une moindre qualité.
RÉCAPITULATION SUCCINCTE DES NOTIONS PRINCIPALES DE LA DYNAMIQUE
1. L’objet de la dynamique est la connaissance des mouvements que prend un corps ou un système de corps , en vertu des forces à l'action desquelles il est soumis.
L’idée que l’on doit se former d’une force agissant sur un corps . est celle d’une cause dont l’effet s'exerce sur quelques-unes ou sur la totalité des parties du corps, et par suite de laquelle ces parties ont une tendance à acquérir, dans une certaine direction , une vitesse donnée dans un temps donné. Celte action peut s’exercer pendant un temps très-court (comme dans le cas d'un choc). Elle peut être permanente (comme l'action de la pesanteur). Elle peut être constante ou variable avec le temps.
2. Quand le corps sur lequel agit une force permanente est retenu immobile par un obstacle, il se produit contre cet obstacle une pression, qui est l’équivalent d’un poids : c.e poids, rapporté à une unité convenue, est la mesure de la force.
Quand le corps cède librement à l’action de la force, il prend un mouvement, et sa vitesse croit dans chaque unité de temps d’une certaine quantité. Le produit de cette quantité par la masse du corps est la mesure de la force. Nommons
ni la masse d’un corps (nombre proportionnel à son poids);
g la vitesse que le corps acquiert dans l’unité de temps , en vertu de l’action d’une force à laquelle il cède librement (exprimée en unité linéaire);
P la pression que le corps exercerait contre un obstacle immobile, en vertu de l’action de la même force (exprimée en unité de poids);
P’ la pression que le corps exercerait en vertu de l’action de la même force , contre un obstacle qui reculerait en acquérant la vitesse g' dans l’unité de temps.
Et nous avons les relations :
P=mg; — =g; P' = m [g — g'), tn
5. Quand l’action d’une force sur un corps, après avoir duré quelque temps, vient à cesser, le corps, s’il est libre, continue à se mouvoir suivant la direction et avec la vitesse qu’il avait à l’instant où la force a cessé d’agir. Cette propriété est ce que l’on nomme l 'inertie.
4. Considérant un corps qui se meut, on nomme quantité de mouvement de ce corps le produit de sa masse par sa vitesse.
5. On nomme force vive de ce corps le produit de sa masse par le carré de sa vitesse.
6. Considérant à la fois un corps qui se meut et une force qui agit sur lui : nommant tn la masse du corps ; g la vitesse que le corps acquerrait dans runilé de temps s’il cédait librement à l’action de la force; supposant P—mgj nommant x un espace que le corps a parcouru, estimé dans le sens de la force : on appelle quantité d’action imprimée au corps la quantité fin g. d.r , ou f P. dx, c’est-à-dire l’intégrale des produits de la pression qui serait exercée par le corps en vertu de la force , et de l’espace parcouru dans le sens de celte force,
7. Le mouvement d’un corps, considéré comme un point matériel, se détermine par le moyen d’un seul principe, qui consiste en ce que les mouvevements imprimés simultanément par diverses forces se composent suivant les mêmes lois que les pressions dans la statique.
8. A l’égard d’un système de corps liés entre eux d’une manière invariable ou non . il faut, au principe précédent, enjoindre un autre dù à d’Alembert. En vertu de la liaison des corps, aucun ne peut céder librement aux forces qui agissent sur lui ; le mouvement que chaque corps prendrait, s’il était libre , se compose en deux autres : l’un effectivement pris par le corps ; l’autre détruit par les liens qui l’unissent aux autres parties du système. Le principe consiste en ce que les quantités de mouvement détruites sont nécessaire ment telles qu’cllcsse font équilibre sur le système, conformément aux lois de la statique.
Nommons
x, g , z les coordonnées à la fin du temps t, de l’un des corps du système ;
tn la masse de ce corps ;
Ç, », ï les vitesses que les forces qui lui sont appliquées imprimeraient à l’unité de masse suivant les axes des x , y 3 z dans l’unité de temps, si cette masse leur cédait librement;
S une somme faite pour tous les corps du système.
Nous aurons pour l’expression analytique du principe de d’AIembert
( ( ,px\ ( ,pr\ ( tPs\ i
0 = S I m 5 rf ( 1 S x ■+• »i f u d I 8,r ■+■ ni ( t rf / ) S z J
1 V <11 J \ dt J \ dt ) >
ou
S j iPx-t-Sy iPy+$z iP z
S m = S »i (55.t-4-t,Sj--4- CS s).
dP
Cette expression conduit, dans chaque cas particulier, à la connaissance des mouvements du système et des efforts supportés par les liens qui attachent les corps les uns aux autres.
9. En développant les conséquences qui résultent de l'expression précédente, on parvient à la connaissance de divers autres principes ou propriétés générales du mouvement d’un système de corps.
Le premier de ces principes est celui de la conservation des forces rives : il s’exprime analytiquement comme il suit. Considérant le système à deux époques successives de son mouvement, nous nommerons x' , ÿ , z' les coordonnées du point où le corps dont la masse est m, se trouve situé à une première époque; v' la vitesse variable de ce corps à cette première époque; r la vitesse variable du corps à une époque subséquente, où ses coordonnées sont x, y, z.
P =r mi, Q —m ti, R = m t et nous aurons la relation
Smr3-S tn t'
* î ti fs1’*/''. yiz Smr-» — S«ÿ> = !S ^ J Prf.r-*- J * qdy-+ J"“v.dz^.
équations qui signifient également que la somme des forces vives acquises par tous les corps du système, entre deux époques successives de son mouvement, est égale au double de la somme des quantités d'action imprimées à ces corps entre les mêmes époques.
L’existence de ce théorème suppose les conditions de la liaison des corps indépendantes du temps. On doit en général faire entrer sous les signes S, non seulement les forces appliquées extérieurement au système, mais encore les forces provenant des actions mutuelles des corps. Ces dernières forces donneront des termes nuis dans le second membre des équations précédentes, lorsque les liens des corps seront inflexibles et inextensibles.
10. Lorsqu’à une époque du mouvement d’un système, il se produit un choc, soit entre les corps du système, soit contre des obstacles extérieurs ,
l’effet de ce choc est d’introduire, pendant sa durée, de nouvelles forces, dues à la résistance au changement de figure des corps entre lesquels le choc a lieu. Ces forces influent sur la valeur de la force vive du système, qui en général diffère, après le choc, de ce quelle aurait etc si le choc n’eût pas eu lieu. Les forces intérieures développées par les chocs étant généralement inconnues, on ne peut appliquer le principe de d'Alembert à la recherche du mouvement du système pendant la durée du choc. Cependant, si le choc est regardé comme instantané, et si on assimile les forces dont il s'agit à des pressions intérieures supportées par des liens inflexibles et inextensibles par lesquels les points du système sont unis, ce principe peut être appliqué, fl conduit alors à un théorème général, relatif au changement que subit la force vive d’un système à l'instant où un choc s’y produit.
£n nommant
m la masse d’un des corps du système;
v la vitesse avant le choc représentée par MN (Fig. 1);
v' la vitesse après le choc représentée par MN';
v" la vitesse perdue par l’effet du choc représentée par MN"; on a
rJ = r- J r" » — 2 v’ r" cos. N' M N",
S m p" . r' cos. N'MN". dt = 0.
Il en résulte
S m r'1 = S m e1 — S m r" J pour l’expression analytique du théorème.
Cette équation signifie que la somme des forces vives, après le choc, est égale à celle des forces vives avant le choc, moins celle des forces vives dues aux vitesses perdues par l’effet du choc. Le théorème dont il s’agit est dû à Carnot.
11. Le second principe est celui de la conservation du mouvement du centre de gravité. Il consiste principalement en ce que le mouvement du rentre de gravité d’un système de corps est toujours indépendant des liaisons qui existent entre eux, et en général de leurs actions mutuelles; et en ce (pie ce mouvement est le même que si toutes les forces appliquées aux corps avaient été transportées à ee centre, pour y être appliquées, chacune suivant sa direction.
12. Le troisième principe est connu sous le nom de principe des aires. Il consiste en ce que. dans le mouvement d’un système de corps liés entre eux d’une manière quelconque , soumis à l’action d’une force d’attraction dirigée vers un point fixe ou non, la somme des produits des masses des corps par les aires qu’ils décrivent autour de ces points, ces aires étant projetées sur un plan quelconque, est une quantité proportionnelle au temps, et indépendante de la nature du système et des mouvements particuliers de chaque corps.
15. Enfin le quatrième principe est celui de la moindre action. Il s’ex-
prime analytiquement par l'équation
maximum
ou
minimum
ou
maximum
S t/i f c* dt =fd t S m c* as /
ou
minimum
En nommant
m la masse d’un des corps du système ; ds l’élément de la courbe décrite par ce corps ;
v la vitesse de ce corps suivant cette courbe, considérée comme fonction de s dans la première équation, et du temps t dans la seconde ; ce qui donne
d a =ssp dt.
L’intégrale indiquée par f est prise , non pas entre deux époques quelconques du mouvement du système, mais entre deux époques où le système se trouve dans des situations déterminées par lesquelles il est obligé de passer. Ce principe, comme celui des forces vives, suppose les conditions de la liaison des corps indépendantes du temps.
TITRE II
SOLl/TIOX GÉNÉRALE, DANS l’iIYPOTHÈSE DU PARALLÉLISME DES TRANCHES, DE LA QUESTION DU MOUVEMENT D l'N FLUIDE INCOMPRESSIBLE COULANT DANS UN VASE OU UN TUYAU.
14. Un fluide peut être regardé comme un assemblage de molécules qui peuvent se déplacer les unes par rapport aux autres, sans offrir presque aucune résistance. L'application des lois de la dynamique à un tel corps offrant dans plusieurs questions utiles de trop grandes difficultés, on considère à sa place un système formé par des tranches infiniment minces, comprises entre des plans perpendiculaires à la direction du mouvement. Ces tranches sont, regardées comme des corps solides, mais on leur attribue la faculté de se resserrer ou de s’élargir (en conservant leur volume), suivant que l’exigent les variations des sections transversales du vase dans lequel ces tranches se meuvent.
15. ABCD (Fig. 2), est un vase dont l’axe est vertical et où l'étendue des sections horizontales ne varie que par degrés insensibles. Une portion de fluide abcd, placée dans ce vase, est soumise à l’action de la pesanteur. On
suppose que les tranches infiniment minces dans lesquelles le fluide est partagé ont toutes le même volume ; et qu’à la fin de chaque élément du temps, une tranche occupe dans le vase l'espace qu’occupait la tranche qui la précède au commencement de cet élément. 11 s'agit de connaître le mouvement du fluide, mouvement qui sera entièrement déterminé, si l'on connaît à chaque instant la valeur de la vitesse pour une section donnée du vase. On nommera
u l’aire d’une section horizontale quelconque ag, faite dans l’espace occupé par le fluide;
a l’aire d'une section déterminée du vase, par exemple, de la section inférieure C D ;
0, 0’ les aires variables des sections a b, cd, où se trouvent les surfaces supérieure et inférieure a b, cd du fluide ; z, la distance m (*. de la section ag à la surface supérieure a b du fluide ; r’,la distance m n comprise entre les sections extrêmes a b, c d, distance qui est variable avec la situation du fluide dans le vase ; •
ï, c’ les distances variables m N, n N des tranches extrêmes n b, c d du fluide à la section fixe CD:
u la vitesse de la tranche placée en ag au bout du temps t;
MIC
U = — la vitesse qui aurait lieu à la section c, pour qu’il passât dans cette û
section le même volume de fluide qui passe en même temps dans la section u avec la vitesse u ;
p la pression qui a lieu sur la surface supérieure de la tranche placée en a g, rapportée à l’unité de surface ;
P, P' les pressions qui ont lieu contre les sections extrêmes n b, c d du fluide (supposées constantes);
? la masse de l’unité de volume du fluide ;
g la vitesse que la gravité imprime aux corps pesants pendant l’unité du temps.
On a d’abord :
Masse de la tranche placée en ag cm dz;
Action exercée sur cette tranche par la gravité g. ?*dz ;
du
Force à laquelle est dù le mouvement de la tranche. . . . — . p«rfz;
dt
( du\
Force perdue par la tranche [g — — - 1 o» dz.
\ dt]
Et l’espace parcouru par la tranche dans le temps dl étant u d t, on peut
( dn\
prendre, pour le moment de cette force perdue { q I vdt. dz.
\ dt /
Ensuite, d’après le principe de d’Alembert, il faut qu’il y ait équilibre dans le système, en supposant toutes les tranches animées des forces perdues. Il faut donc que la somme des moments de ces forces, plus les moments des forces dues aux pressions exercées sur les surfaces supérieure et inférieure, soit nulle. Ces dernières forces sont respectivement PO et — P O'; et les
UU</( ül'elt
espaces parcourus le temps d t par les surfaces extrêmes. , . Donc
le principe cité donne l’équation
(p — P')üü <lt
u H d I . d a ss 0 ;
ou, parce que *> udt est constante dans toute l’étendue du fluide,
il U
(Il
au du U (IV üü du d s
Mais u = — , — . Donc
u d t udt u4* d S (l I
/a' d u /'•a' f dV d s du ds\ 11U
— ds — / ( u Bi) ; et mettant u = à la
o dt J dt u u1 dl j u
place de — , dt
/•a’ du fs’t dV d a du\ dV S'zdz U* / U1 Si*
di = / [Si S!1 U* ) = S1 - / — + -
o dt J o\ d t u ûï3/ d l J o to 2 vO'J O2
Ainsi l'équation précédente devient
du /'*• di oiii/ a* il* \
’ — P’-S-pÿtt — C’)— pli / — / =0...
dlJ o u 2 Vo’2 o2/
O CO
quation (1) donnera IJ ent; l’équation (2) donnera ensuite t en t.
17. Pour connaître la pression qui a lieu dans la section <*?, il faut remarquer que la pression />», considérée comme une force agissant de bas en haut sur la tranche placée enap, doit faire équilibre à la pression PO, agissant en a b, et aux forces perdues par les tranches comprises entre a b et a p. Egalant!! zéro la somme des moments de toutes ces forces, on a
ÜU dt /'i' f d u\
0= — pv . udt -4- PO. + / [ u 5M«t//.(fs;
O J o \ dt J'
d'ofi (en supprimant les facteurs *nd t, ü V,dl. et effectuant comme ci-dessus l’intégration indiquée).
P = P -+- og
dV rz dz PU» (SP ü*\
dtj o w 2 \ta> O V
dV
Mettant dans cette équation pour — sa valeur tirée de l’équation (1), et fai-
/* z dz f* z' dz
— , N' = / —, il vi
OV N' J
Si la valeur de /> donnée par cette équation était nulle ou négative, il faudrait en conclure que les tranches du fluide tendent à se séparer les unes des autres, ou du moins que le fluide tend à s’écarter des parois du vase, en sorte qu’il ne pourrait plus être considéré comme coulant dans le vase donné, et que son mouvement cesserait d’ôtre représenté par les équations précédentes. 18. Dans le cas particulier où le vase est prismatique,
« = O = O' = ü, N = — , N' = — : les équations (1) et (2) deviennent
du
P — P’ -+-003' — fz’ = 0 , et — dï = Cd<.
dt
Éliminant dt, et intégrant de manière que t = C,, quand U = 0, ou quand le mouvement commence, on trouve
Le fluide se meut comme un corps solide soumis à l’action d'une force
accélératrice constante qui lui imprimerait la vitesse g dans ru-
es'
nité de temps.
L’expression de p du n° 17 donne
la pression varie uniformément d’une extrémité à l’autre du fluide, elle serait nulle si les deux surfaces extrêmes n’étaient pas pressées.
19. Le principe de la conservation des forces vives conduit directement à l’équation (1). On a
Force vive de la tranche au bout du temps t
r.odz . K2 = fü2 L* — ;
/* z as
Force vive acquise par le fluide pendant l'élément du temps dt. . .
/S'ils r I I \ \
— — f ü U dt
2 o Si2 ü d\j
s- tis /ü2 a2 \
Vo'2 o2 /
Quantité d'action imprimée à la tranche as dans l'élément du temps dt par la gravité g = d : a.udt =g fdz.üUdlj
Quantité d’action totale imprimée au fluide par la gravité dans cet élément du temps f gz'QU dt ;
Quantité d’action imprimée dans le même élément du temps par les pressions exercées sur les tranches extrêmes «A, cd.
au dt avdt
PO PO’ = (P — P') DU dt;
Égalant, conformément au principe de la conservation des forces vives la force vive acquise pendant le temps dt, au double des quantités d’action imprimées pendant le même temps, on trouvera l’équation(l).
20. Considérons maintenant une portion de fluide abcd coulant dans un tuyau ABCD (Fig. 3) dont l’axe MN, c’est-à-dire la ligne qui passe par les centres des sections transversales, est une courbe quelconque, et dont les sections transversales , supposées très - petites , ne varient que par degrés insensibles. On assimilera le mouvement du fluide à celui d’un système de tranches infiniment minces, formées par des plans perpendiculaires à l’axe du tuyau. On nommera
a, O, O’ les aires des seclions transversales CD, aê, ab, cd ; z la différence du niveau p r des centres des sections ab, a, ?; r' la différence du niveau p q des sections extrêmes ;
C, U Les distances verticales p .N , q N des centres des sections extrêmes au centre de la section inférieure CD ;
S la longueur de la portion m h- de l’axe du tuyau :
S’ la longueur de la portion m n du même axe ; x la longueur de la portion m n N ;
t/.,U, p , P, P', s. g et t auront les mêmes significations qu’au n" 15.
On aura, comme dans le n” 15,
Masse de la tranche placée en * 6 ?
LEÇONS SÜR L’APPLICATION
Action exercée par la gravité sur cette tranche, qui est assujettie à se
ds
mouvoir suivant l’axe du tuyau, g — surfs ;
Force perdue par la tranche I ÿrfz rfs j pu:
( du ’\
Moment de cette force perdue ( gdz rfs j f u. u rf l;
et pour l’équation exprimant les conditions du mouvement,
/si du
Remplaçant comme au n° 15,
du dU d 8 d tù d $ d 8 ü U
— rfs par a U U ; puis — par u ou
d i dt tù
ta* d t
dt
on trouve, au lieu de l'équation (1),
dv /'s'ils oü»/a> a»\
P-P'-t-Pÿ(ï-C')-Pa — / — — --- • =o;
dt./ ou 2 \0'J O ’/
où l’intégrale / — a remplacé / — ■
P = P-(P-P')- + PS «-(C-C
N’ L N'J 2 Lu’ O’ \0” O’/ N' J
/* ds /■**’
ds
25. On n’a point eu égard dans ce qui précède à l’action de la force centrifuge; cette force n’influe pas sur le mouvement du fluide, parce que, étant dirigée perpendiculairement à la ligne décrite par les tranches, elle est détruite par la résistance de la paroi. Mais elle augmente la pression supportée par les parties du fluide et de la paroi d’une quantité qui peut être évaluée approximativement comme il suit :
I»E LA MÉCANIQUE, â->” PARTIE. 313
»S (Fig. 4) étant une section transversale faite dans le tuyau; ^ le centre de cette section; n» la direction du rayon de courbure de l’axe du tuyau au point i», le centre de courbure étant placé du côté de v, soit menée la tangente e/'au contour de la section perpendiculairement à i*.<. Considérons un point quelconque i de la section , et abaissons de ce point sur c/' la perpendiculaire ik, dont nous désignerons la longueur par y. A cause de la petitesse des sections du tuyau, on regarde toutes les molécules comprises dans la
au
section a g comme se mouvant avec la vitesse u = — , et comme décrivant des
courbes identiques avec l’axe du tuyau, dont le rayon de courbure pour le point est r. L’action de la force centrifuge est dirigée dans le sens » y. : la valeur de cette action , rapportée à l’unité de volume du fluide , est pour un point quelconque de la section,
u2 Qï UJ
La molécule de fluide placée en i, supportant l'effet de cette action sur une colonne de fluide de la longueur ik ou y , la pression duc à la force centrifuge qui aura lieu dans le point i, rapportée à l’unité de surface, sera donc
Cette quantité ajoutée à l’expression (8) de p, donnera la pression totale qui a lieu dans un point quelconque du fluide ou de la paroi.
24. Si toutes les sections du tuyau sont égales entre elles, on a
u = O = O' = U, N = — , N' = — . Les équations (5) et (6) deviennent
dU
d’où en éliminant d t,
— dx = Vrll;
S' est constante et dépend du volume du fluide , et de la grandeur de la section. t— t' est variable, et s’exprimera en fonction de x d’après la figure du tuyau.
L’expression (8) de p donne ici
Si l’axe du tuyau était une ligne droite formant l’angle <p avec l’horizon,
serait constant et= sin. ?. Désignant parx,, la valeur de x quand U = o,
on aurait alors
Le mouvement du fluide est celui d’un corps cédant librement à l'action
d’une force accélératrice qui lui imprime la vitesse g sin. ? -s dans l’unité
de temps. La pression varie uniformément d'une extrémité à l'autre de la colonne du fluide
TITRE III
nu MOUVEMENT dT'.N FLUIDE QUI S’ÉCOULE HORS d’uN VASE ENTRETENU CONSTAMMENT PLEIN.
25. Supposant en premier lieu que le fluide s’écoule hors d’un vase abcd (Fig. 5), dont l’axe MN est vertical, par la section inférieure ou orifice cd; qu’à mesure que la tranche supérieure du fluide s'abaisse, elle est remplacée par une tranche égale, animée de la même vitesse ; que l’entrée de l’orifice cd étant évasée, les filets de fluide sortent du vase avec des directions parallèles à l’axe MN ; l'équation (1) du n° 15 donne toujours la loi du mouvement; mais l'on a 0 =ü, z‘ =Ç, C' = 0. Cette équation devient alors
dV /»t d s l)> / ü»\
dtj o u 2 \ 0>/
C étant constante , on n’a plus à considérer l’équation (2). La valeur de la pression, déduite de l’équation (4) du n“ 17, est
/ n \ rt u»rü> üJ / ü!\ s i
On déduit de l’équation précédente (1),
A'rfll
dt= — -,
en faisant / b
/t ds — o ta
et l’on peut distinguer trois cas :
1° La section supérieure O est plus petite que l'orifice a, et C positif:
2° O et a sont égaux , et C nul ;
3° O est plus grand que a, et C négatif.
26. Quand C est positif, on a (en supposant t = 0 quand Li = 0) :
4 f ,/c\ „ /I l/BC
< = — = arc lang. = t y — doù U = y — tarif; t;
t/BC V B J CA
la vitesse croit très-rapidement avec le temps. Elle est infinie quand
l/uc
BC
e est la base des logarithmes hyperboliques = 2.718282. ... (3)
La section supérieure O surpassant sensiblement a , la vitesse ü croit trèsrapidement avec le temps. Après un temps très-court, la valeur de U ne diffère pas sensiblement de la limite de cette valeur, qui est
Si les pressions exercées contre les tranches extrêmes O et û sont égales ou milles, la limite de la valeur de U est simplement
-va
Ainsi , abstraction faite des premiers instants qui suivent celui où l’on a débouché l'orifice, le mouvement du fluide est uniforme. La valeur de la
rfü
vitesse est celle que donnerait l'équation de ce mouvement, en y faisant — =0.
Cette valeur est indépendante de la figure du vase : elle contient seulement
la hauteur du fluide t, et le rapport — des sections extrêmes. En multipliant
la valeur de U par l’aire ü de l’orifice , on aura le volume de fluide qui sort du vase dans l’unité de temps, ou la dépense de l’orifice.
29. En substituant dans l’expression (4) de p du n“ 17 la valeur qui vient d'être trouvée pour U, on a
/j = o j a P — (fÿj-t-P — P')
Us
Ainsi, quand le mouvement est uniforme, la pression qui a lieu dans une section transversale donnée ne dépend pas de la figure du vase, mais seulement de l’aire u de cette section, de sa distance ; à la surface supérieure du Q
fluide , et du rapport — .
30. Considérons maintenant, comme dans le n" 20, un tuyau abcd ( Fig. 6) de figure quelconque, dont la section est très-petite, et varie d’un point à l’autre par degrés insensibles. Supposons la paroi évasée à la section extrême ou orifice d’écoulement cd. Le tuyau est entièrement rempli de fluide, et la tranche, qui sort à chaque instant en cd, est remplacée en a b par une tranche du même volume , ayant la vitesse qui convient à cette section. Les conditions du mouvement du fluide sont exprimées par l’équation (5) du n" 20. En y faisant 0'= 2, S'=*, C' = 0, celte équation deviendra
</ u ils :ü>/ üJ\
--P' + pjt-pü— / ' I :
ai J nu a \ «v
où ç représente la différence de niveau n p des centres des sections extrêmes.
Cette équation donnera lieu à des résultats semblables à ceux qui ont été exposés n”’ 26 , 27 et 28. Lorsque U sera < O, l’écoulement pourra être regardé, abstraction faite des premiers instants du mouvement, comme s’opérant uniformément avec la vitesse,
v AKir)
et si les pressions sur les sections extrêmes sont milles ou égales entre elles
51. En substituant cette valeur de IJ dans l’expression (8) de p du n” 22, on aura
P=P + PJJ- (PJJH-P — P')
p u* /a’ an
z représente la différence du niveau pr. entre les centres de la section supérieure et de la section a 6, pour laquelle on calcule la pression.
52. Soit maintenant le vase A B CD (Fig. 7), entretenu constamment plein au niveau AB, d’où le fluide s’écoule par l’orifice CD, dont l’entrée est évasée. Quoique le mouvement du fluide dans l’intérieur du vase ne puisse en général être connu exactement, on ne peut douter, si la section supérieure AB est plus grande que l’orifice CD, que la vitesse à cet orifice ne devienne sensiblement constante au bout d’un temps très-court, après lequel l’état du fluide peut être regardé comme ne variant pas avec le temps. Par conséquent, abstraction faite des premiers instants du mouvement, on peutadmettre que les molécules du fluide, partant de la surface AB, se rendent à l’orifice en décrivant des courbes dont la figure est invariable. De plus, l’expérience montre que cette surface se maintient sensiblement plane et horizontale, à moins qu’elle ne soit très-peu élevée au-dessus de l’orifice CD, cas que nous excluons ici. Il suit de là que l’on peut regarder le mouvement
3ÜO
du fluide dans le vase comme ayant lieu dans une infinité de canaux m^n , dont la grosseur est infiniment petite ; dont les extrémités sont dans la surface supérieure horizontale AB. et dans le plan CD de l’orifice; et dont la première et la dernière section ont entre elles les mêmes rapports que les sections A B et CD. Par conséquent, appliquant ici les résultats précédents . la vitesse du fluide, en un point quelconque n du plan de l’orifice, sera donnée par les expressions (9) et (10) du n" 50, suivant que les pressions extérieures exercées en AB et CD seront inégales ou égales entre elles. C représentera la distance pn du point n à la surface supérieure du fluide.
55. A l'égard de la pression qui a eu lieu dans chaque point ^ de l’intérieur du vase, on ne peut la déterminer en général; parce que, pour appliquer les formules du n" 51, il faudrait outre la distance pr. désignée par z, connaître le rapport des sections du filet my-n en y. et en n. De plus il faudrait connaître la figure de tous les filets placés du côté de la concavité du filet m^n pour être à même d’apprécier l’effet de la force centrifuge, conformément au n“25. On peut remarquer toutefois que, dans une partie du vase qui aurait sensiblement la figure d'un tuyau rectiligne, où la force centrifuge pourrait être négligée , et où les molécules appartenant à une môme section perpendiculaire à l’axe du tuyau auraient dans le sens de cet axe des vitesses peu différentes entre elles, les formules du n° SI s'appliqueraient sans beaucoup d'erreur , en prenant w pour la section perpendiculaire à l'axe du tuyau à laquelle appartient le point pour lequel on calcule la pression, et pour : la distance de ce point à la surface supérieure du fluide.
54. Le volume de fluide dépensé dans l’unité de temps se calcule en multipliant l’aire de l'orifice par la valeur moyenne des vitesses qui ont lieu dans les divers points de cet orifice. Pour un orifice dont le plan est vertical , en supposant que, dans la formule (10) du n” 50, on néglige sous le radical le a»
terme — , cette vitesse movenne est exprimée par O*
Jÿf>
y , z étant les coordonnées d’un point quelconque de l’orifice rapportées à l'axe horizontal des y qui est dans le plan de la surface du fluide et à l’axe vertical des z, (Fig. 8);
z , z" les ordonnées pr»' , pm" du contour de l'orifice correspondantes à l’abscisse y ;
b la plus grande valeur AP de y.
La hauteur due à la vitesse moyenne que l’on désignera par ; esl
35. Si la figure de l’orifice est un rectangle ayant les côtés horizontaux et verticaux (Fig. 9),
a étant la distance AC du côté inférieur de l’orifice à la surface supérieure du fluide ;
r la distance AC’ du côté supérieur de l'orifice à la môme surface :
C la distance du centre de l’orifice à la même surface;
A un facteur dont l’expression est
On évitera le calcul du facteur A en faisant usage de la table suivante, qui a été donnée par M. de Prony :
LOG. A
36. Si la figure de l’orifice est un triangle dont la base soit horizontale et le sommet tourné vers le haut ( Fig. 10) ,
18 (2C' + ÔC” — 3 CC’V
C étant la distance de AC de la base à la surface supérieure du fluide;
C' la distance AC' du sommet du triangle à la même surface.
37. Si celte figure est un triangle dont la base soit horizontale et le sommet tourné vers le bas (Fig. 11),
10 (ôC’
C étant la distance A C du sommet du triangle à la surface supérieure du fluide ;
C' la distance de la base à la même surface.
38. Si cette figure est un cercle (Fig. 12), la vitesse moyenne est exprimée par
rfw / dr . r l/C + r < o J o
C étant la distance AO du centre du cercle à la surface supérieure du fluide; R le rayon O M du cercle ;
r la distance O m d’un point quelconque m du cercle au centre O;
» angle MOB du rayon vecteur OM, avec la verticale AB passant par le centre du cercle ;
ou, en développant en série le radical.
3l/2ÿC / 1 r 1(3 1 (ss 5 r*
/ </u / dr.rl 1-t cos.u cos.’u-i cos.’o cos.*»-4-elc.
Effectuant les intégrations indiquées (en remarquant que J' da cos. "«est
nulle quand n est impair, et = - . - . - . - .
l’expression de la vitesse moyenne devient
et par conséquent
quand « est pair)
!/2gc(
( 1 rJ
, io c»
36. On n’a besoin d’employer ces formules qu’autant que le sommet de l’orifice est très-près de la surface supérieure du fluide. Quand la distance
du centre de l'orifice à cette surface surpasse la hauteur de l’orifice, on peut prendre cette distance pour la valeur de j.
Si le plan de l’orifice n’était pas vertical, on trouverait la valeur convenable pour ; en projetant cet orifice sur un plan vertical , et appliquant à cette projection les régies des articles précédents.
40. Si l’orifice d’écoulement ü est très-petit par rapport à la section supé-
rieure du vase, on peut néglifier — dans les formules (9) et (10) du n” 50.
Elles deviennent alors
" V'aT~'\r)- m
V=\/ïjK. (14)
Ces formules peuvent être employées quelles que soient la figure du vase et la position de l’orifice, à l'exception des cas où cet orifice serait très-près de la surface supérieure du fluide; il faudrait alors calculer c par les formules données ci-dessus. La vitesse d’écoulement, si les pressions P, P’ sont nulles ou égales entre elles, est due à la hauteur du fluide sur le centre de l’orifice, ce qui est le théorème donné par Toricelli.
La formule (12) du n° 51 devient
La pression est due à la hauteur à laquelle elle serait due si le fluide était stagnant, moins la hauteur à laquelle est due la vitesse du fluide au point que l'on considère. On peut appliquer ce résultat à un vase dont l’axe est vertical, ou à un tuyau dont les sections transversales sont petites; en tenant compte si l’axe du tuyau est courbe, de l’effet de la force centrifuge, conformément au n" 23. Dans d'autres cas, il faut avoir égard à ce qui est dit au n” 53.
41 . Les résultats précédents, lorsque la figure de la paroi près de l'orifice est telle que les filets du fluide sortent du vase avec des directions sensiblement parallèles entre elles, et lorsque l'orifice n’est pas très-près de la surface supérieure du fluide, sont confirmés par l’expérience. D’après diverses expériences de Dominique et Thérèse Michelotti, d’Eythelwein et de Venturi, sur des orifices carrés et circulaires, la vitesse d’écoulement est h peine inférieure de 2 ou 3 centièmes il la valeur calculée par la formule (14). La différence peut être attribuée à l’effet du frottement du fluide sur la paroi.
TITRE IV
DI! MOUVEMENT o’iTN FLUIDE DANS I!N VASE QUI SE VIDE (FIG. 13).
42. On considère en premier lieu, comme dans le n" 15, un vase ABC1) dont l'axe est vertical, en supposant le fluide remplacé par un système de tranches horizontales. Ce fluide s’écoule par la section inférieure ou orifice CD, dont l’entrée est évasée. La surface supérieure a b s’abaisse progressivement dans le vase. Les considérations qui ont conduit à l’équation (1) du n” 15 s’appliquent encore ici. Mais l’on a O' =2, z' — t, Ç' = o; et cette équation devient
dC />ç dz f û»\
dlj ou 2 y O V
/Z dz
— , O sont des quantités variables, données en fonctions de x.
d’après la figure du vase.
On doit joindre à cette équation l’équation (2) du n° 16
— OiU = ttUi»,
L’objet de la question est de déterminer les valeurs que prennent successivement la vitesse d’écoulement U, et la hauteur t du fluide dans le vase, à mesure que le temps t augmente. Éliminant dt entre les équations (1) et (2),
et faisant U =|/2#H, en désignant par H la hauteur duc à la vitesse lî, il vient
ou
rft-v-
Ç dz
Q rfï -4- rf H -4- 11 . Prfî = 0,
en nommant P. Q les fonctions suivantes :
SS
Multipliant par e intégrant, on a
d'oii
ffiU
, e étant la hase des logarithmes hyperboliques, et
/'de. n/f '' ’ + h/P<,I: =consl.,
H=e (Vdt' {co?ut.~ /de.Qen',n)
La conslanle se détermine de manière que H = o quand e = Z, la quantité Z étant la hauteur initiale du fluide dans le vase. H étant connue en fonction de ï, l’équation (2) donnera ensuite
dt
o <ie 1 /*o de
— , d’où t = canal. — . / . . . .
a t/29 H ap/2 g J y B
La constante se détermine de manière que l'on ait en même temps t =Z, t =o. On obtiendra donc ainsi les relations cherchées entre les quantités II, ; et t. 43. Quant à la valeur de la pression, l’équation (4) du n" 17 devient ici
p = p-(Poù
N / B\ pUrll1
-lt
/Z il z /*!. (/ s
44. Soit, par exemple (Fig. 14), le cas d’un vase prismatique, sauf dans une hauteur fort petite au-dessus de l’orifice C D, dont l’entrée est évasée. O
/e dz e
— = — , en négligeant la partie de cette
O ti> O
intégrale qui répond à cette petite hauteur. Supposant P - P' = o et faisant o
pour abréger — = k, l’équation (3) devient
kt c d e -v- e d n -v- 1 1 — <•») h d c = o.
-kl
Multipliant par C , et intégrant comme il a été dit ci-dessus, on a
t =r consi .
(-an
5üG LEÇONS SLR L’APPLICATION
Dans le cas particulier, où O = Q V 2 et h2 = 2, l’équation (3) devient SÇdC + CrfH — Hrfa=o.
Multipliant par C-1. et intégrant, on a I)
U = 2 S loc-
I — eonsl.
Vîf
La constante doit être déterminée de manière que t = u quand r= 1. On a
supposé — = X2.
La formule du n" 43 donne pour la pression
— rr
et lorsque k 2 = 2.
P = P + f}« log. — .
45. En considérant maintenant, comme dans le n” 20, le cas d’un fluide coidant hors d’un tuyau (Fig. 15), dont les sections transversales sont trèspetites, l’entrée de l’orifice d’écoulement CD étant évasée, l’équation (5) de ce numéro, en y faisant O' = û, s' =t, C'= o, *' = *, donnera
tfll S>X ils al !» / ü»\
r-p' + fjï — »a — / : — i =o
dix/ oto ~ \ O2 /
On aura d’ailleurs l'équation (6) du n" 21,
o dx = a hit,
Orft
ou = ü n d t ;
cos. 9
9 est l’angle que Vaxe du tuyau forme au point m avec la verticale. Ces deux équations conduiraient à des résultats semblables à ceux du n“ 42.
La valeur de la pression est également donnée par une expression pareille à celle du n" 43. dans laquelle les quantités N, N' représenteraient respecti-
ds ds
40. Si l’on veut enfin considérer le cas où le fluide s’écoule hors d’un vase d’une figure quelconque, on peut toujours, à la vérité, en prenant le système
à un instant déterminé, regarder le fluide comme se mouvant dans une infinité de canaux dont les extrémités sont dans la surface supérieure et dans le plan de l’orifice, comme on l’a fait aun° 32. Mais ici, d’une, pari, ces cananx ne peuvent être regardés comme des tuyaux d’une figure invariable, ce qui serait nécessaire pour appliquer les résultats précédents ; et, d’autre part, la figure
/ds
— , n’est pas connue.
ta
Ainsi, toutes les fois que la figure du vase ne permet pas de supposer que le fluide se meut par tranches planes, le mouvement du fluide et la pression ne peuvent être déterminés dans un vase qui se vide. Ce cas diffère essentiellement à cet égard du cas où le vase est entretenu constamment plein.
47. Si l’orifice d’écoulement Q était très-petit par rapport à toutes les sec-
dv
lions du vase, on pourrait négliger le terme contenant — dans les équa-
dt
fions des n°‘ 42 et 45, comme étant très-petit du second ordre. Ces équations donneraient alors
et si les pressions aux sections extrêmes sont nulles ou'égales entre elles
C = |/3 YC
La vitesse à l’orifice est duc, à chaque instant, à la hauteur de la surface du fluide sur le centre de l’orifice. Ces résultats peuvent être appliqués à un vase de figure quelconque, en déterminant ç conformément aux n- 34 et suivants.
L’équation (6) du n° 43 devient ici
N ( N \ p li1 N
, = P_(P_ P')_ -4-pÿ 5-ï- |
et en mettant pour U la valeur précédente
La pression a la même valeur que si le fluide était stagnant.
49. Si, l’orifice d’écoulement étant très-petit, la figure du vase était prismatique, comme on l’a supposé n° 44, la formule (5) du n" 42 donnerait, en supposant P — P' = o ,
t = — -= (t/z-t/t) üt/2 a
pour le temps pendant lequel la surface du fluide s’abaisse de la hauteur Z à la hauteur C; et
r=iV-
LEÇONS SUU L’APPLICATION
pour la durée totale de l’écoulement. Si le vase était entretenu constamment
plein, le temps nécessaire pour écouler le volume O Z serait
ü V ïg
Donc
le temps nécessaire pour vider le vase est double du temps qui serait nécessaire pour écouler le même volume de fluide, si le vase était entretenu constamment plein.
50. Le mouvement de la surface du fluide, dans un vase qui se vide, est donné par l'équation (5) du n“ 42. Si le vase est prismatique (l’orifice d’écoulement étant regardé comme très-petit), ce mouvement est uniformément retardé. On peut déterminer la figure du vase de manière que ce mouvement s’opère suivant une loi donnée. Si l’on voulait que la surface du fluide s’abaissât constamment de la quantité a dans l’unité de temps , on poserait
fi
a= — t/2ÿC, d’où 0>= — ;
et si toutes les sections du vase sont des cercles dont r est le rayon variable,
ü’.SjÇ
Ces notions s’appliquent à l’établissement des clepsydres.
TITRE V
de l' Ecoulement du fluide lorsque l'entrée de l'orifice s’est pas
ÉVASÉE. — DE LA CONTRACTION DE LA VEINE FLUIDE
51. Considérons un fluide qui s’écoule par un orifice hors d’un vase entretenu constamment plein. D’après le n" 52 on connaîtra, quelle que soit la figure de la paroi, la vitesse des parties du fluide au passage de l’orifice; par exemple , si l'orifice est petit par rapport à la section supérieure , on sait que ces vitesses sont dues, pour chaque point de l’orifice, à la distance de ce point à la surface supérieure du fluide. Donc, si la figure de la paroi, comme on l'a supposé dans les articles précédents, est telle que les, directions des filets du fluide coupent le plan de l’orifice à angles droits, on en conclura le volume de fluide qui sortira du vase dans un temps donné. Mais dans le eas général, où la direction des filets est oblique sur le plan de l’orifice, la connaissance des vitesses des molécules ne suffit plus, puisque le produit de l'écoulement doit s'estimer par l’aire des parties du plan de l’orifice multipliées par la vitesse du fluide décomposée perpendiculairement à ce plan.
Les molécules du fluide, en contact avec la paroi, se meuvent nécessairement suivant des directions tracées sur cette paroi. Ainsi les molécules, appartenant à la surface de la veine fluide, tendent à sortir du vase suivant des directions tangentes à la paroi. Si ces directions ne sont point parallèles à l’axe de l’orifice, la veine fluide tend à s’élargir ou à se resserrer au delà de cet orifice : cet effet est ce qu'on nomme la contraction de ta veine. Ce phénomène est fort compliqué, d'autant plus que le mouvement du fluide au passage d'un orifice ne dépend pas seulement de la figure de la paroi du vase : il dépend encore des circonstances du mouvement du fluide dans la partie de la veine qui est hors du vase, puisque la dépense n'est pas la même lorsque la veine se meut librement dans l'air, ou lorsqu’on présente à celte veine un obstacle qui l’oblige à affecter une figure différente. L’étude de ces effets, et la connaissance de la dépense de fluide, qui a lieu dans divers cas, est jusqu’à présent une recherche purement expérimentale.
ORIFICE OO EST DARS l’RE PAROI PLARE.
52. C’est celui que l’on a le plus fréquemment soumis à l'expérience. Bien que l'on sache que l'hypothèse du parallélisme des tranches ne représente pas les effets qui ont lieu au passage de cet orifice, on peut rechercher à quel résultat conduirait ici cette hypothèse.
Soit (Fig. 16) le vase vertical ABCD dont le fond EF est un plan horizontal. Ce vase est entretenu constamment plein au niveau AB. et le fluide sort par l’orifice C D ouvert dans le fond. Ce cas diffère de celui traité n" 25, en ce que la tranche de fluide e E F/, parvenue sur le fond du vase, doit se contracter subitement pour s’adapter à la section CD, en se plaçant dans la position cc' dd, et par conséquent acquérir dans un temps infiniment petit une vitesse finie. Conservant les dénominations précédentes, et appelant O’
au
l'aire de la section EF, on aura pour la vitesse au passage de cette sec-
au
lion, et U pour la variation finie de vitesse que doivent subir les
tranches de fluide.
La force capable de produire cette variation dans le temps infiniment
Qu
petit dt, serait capable d’imprimer dans l’unité de temps la vitesse :
dt
et la masse de la tranche étant ? üU dt l’action de cette force sur la tranche
qui traverse l’orifice est sût1 dt. . Le moment de cette action doit
dt
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être ajouté, dans ['équation formée nu 15, aux moments de toutes les autres forces qui produisent les variations de vitesse des tranches de fluide. On aura d’ailleurs ce moment en remarquant que l’on doit regarder l'action dont il s’agit comme s’exerçant sur la masse de la portion de fluide qui passe de la position eEF/’à la position cc d'd , et que le volume des tranches étant U Vdl
OU dt, onaeE= , cc' = U dt ; en sorte que l'espace parcouru parle
centre de celte portion de fluide pendant l’élément du temps dt, et suivant
la longueur de l’axe du vase, est - U dt . Donc le moment cher-
ché est
au
O' i / UVdt\
,avdt. . — f vii t
dt 2 V O' /
ou
— . oüUdf.l)1 1 ,
quantité qui doit être ajoutée, avec le signe — , cl en y supprimant le facteur üUdt, au premier membre de l’équation (1) du n°25. Cette équation deviendra alors pour le cas d’un mouvement permanent, et en supposant P-P' = o,
En employant le principe de la conservation des forces vives, on remarquera que la tranche qui franchit l’orifice, dont la masse est ?U\ldt, subissant dans sa vitesse, pendant un temps infiniment petit, une variation finie au
exprimée par ü — — , le système doit perdre dans ce temps , d’après le
théorème de Carnot, la force vive qui serait duc à cette vitesse quiest exprimée par
/ üuy
püVdt. IV J .
En ajoutant cette force vive perdue aux forces vives acquises, dont l’expression a été trouvée n° 19, on obtiendra le même résultat que ci-dessus. On déduit de l’équation précédente
quantité plus petite que la valeur U
qui aurait lieu si l'entrée
de l'orifice était évasée.
Si l’orifice U était très-petit par rapport aux sections O et O', la première valeur se réduirait à V'a ï, et la seconde aV'-o^. L’effet du défaut d’évasement de l’orifice serait donc de diminuer la dépense du fluide dans le rapl>ort de j/i à I. Ce rapport est compris dans les valeurs qui sont indiquées par les expériences; et c’est celui qui avait été adopté par Newton, d’après une expérience dont le résultat ne doit pas toutefois être appliqué b tous les cas.
53. On peut aussi chercher b apprécier l’effet de la contraction de la veine de la manière suivante. L’orifice étant supposé horizontal , soit (Fipf. 17} MN la projection verticale, et n la projection horizontale de l’axe de cet orifice. Supposons que l’on fasse passer par cet axe un nombre infini de plans verticaux : CD représentera en projection verticale l’intersection du plan de l’orifice par l’un de ces plans, cl c n d , dnd représenteront en projection horizontale la portion du plan de l’orifice, qui sera comprise entre deux de ces plans très-voisins l’un de l’autre. Admettons que l’on ait partagé l’aire cdndd en un nombre infini de parties pq, dont les aires soient égales entre elles, et qui seront regardées comme les intersections d’autant de filets de fluide par le plan de l’orifice. Supposons enfin que les directions respectives de ces filets soient telles que, si l’on menait du point N b chacune de ces directions des parallèles, la demi-circonférence verticale, dont le point H est le centre, se trouverait partagée par ces parallèles en parties égales. Appelant V la vitesse commune des filets aux points où ils coupent le plan de l’orifice; ? l’angle formé par la direction OP de l’un de ces filets avec l’axe MN ; on aura V cos. ? pour la vitesse du filet estimée perpendiculairement au plan de l’orifice. La dépense de fluide sera égale à l’aire de l’orifice multipliée par la valeur moyenne de V cos. v, qui est
— J </f • V cos. ÿ = — V .
Donc la dépense sera moindre que celle qui aurait lieu si l’entrée de l’orifice étaitévasée, dans le rapport de * à 2 ou de 1 b 0,6366. Ce résultat est indépendant de la figure du contour de l’orifice. L’expérience montre effectivement que la diminution de dépense, provenant de la contraction, demeure sensiblement la même pour des orifices de diverses figures, à moins que le contour ne présente des angles rentrants. D’ailleurs, le résultat que l’on vient d’ob-
tenir tient le milieu entre ceux qui se sont présentés le plus fréquemment. On doit présumer que les hypothèses précédentes s'écartent peu de la vérité.
54. On désignera ici, pour abréger, par m, le rapport de la dépense effective à ce qu'on nomme la dépense naturelle, c'est-à-dire à celle qui aurait lieu si l’entrée de l’orifice était évasée; en sorte que le résultat du n” 52
donnerait m = — = 0.707 ; et le résultat du n° 55 donnerait
D'après les expériences nombreuses qui ont été faites sur les orifices ouverts dans une paroi plane, on doit distinguer :
1° Ceux dont le diamètre moyen surpasse O1", 015 environ ;
2° Ceux dont le diamètre est au-dessous de cette quantité.
Dans le premier cas, la valeur du rapport tn peut être supposée = 0,61. lorsque la charge sur le centre de l'orifice est au moins 100 fois le diamètre de cet orifice. La charge diminuant, m augmente, et devient , = 0,62, quand la charge est 10 fois le diamètre environ; puis= 0,66, quand la charge sur le sommet de l’orifice n'est plus qu’une petite partie du diamètre.
Dans le deuxième cas, la valeur de m augmente à mesure que le diamètre de l’orifice diminue, jusqu'à devenir égale à 0,7 au moins, lorsque ce diamètre est d'un millimètre.
Ces résultats conviennent également aux orifices circulaires, carrés et rectangulaires- Ils laissent peu d’erreur à craindre dans les applications.
55. Onaugmenle ladépense d’un orifice ouvertdans une paroi plane (Fig. 18; en plaçant en dedans du vase une fausse paroi qui empêche que la contraction ne s’établisse sur toute l’étendue du contour de l’orifice.
Dans une expérience de Venluri, sur un orifice en demi-cercle, la contraction n’ayant pas lieu le long du diamètre, on a trouvé ni = 0.808 au lieu de ni — 0.62.
D’après des expériences de M. Bidone sur un orifice carré, on a. lorsque la contraction s’opère,
sur les quatre côtés m = 0,62
sur trois côtés 0,64
sur deux côtés 0,66
sur un côté seulement . . 0,69.
ORIFICE FOMÉ FAR CS ÎCVAC FÉSÉTRAST 0AS8 L’iRTtRlECR DC VASE.
56. On suppose que la veine de fluide (Fig. 19). sort sans toucher aux parois du tuyau, circonstance qu’il est toujours aisé de produire, surtout si l’écoulement s’opère de bas en liant. Ce cas est remarquable en ce nue la
contraction est la plus grande, et par conséquent la valeur du rapport m la plus petite qu’il soit possible. On peut déterminer cette valeur comme il suit :
Soit (Fig. 20) le vase ABFE posé sur un plan horizontal parfaitement poli, entretenu constamment plein au niveau AB, et dont le fluide s'écoule par l’orifice vertical CD formé par un tuyau pénétrant dans l'intérieur du vase, et dont l’aire est très-petite par rapport à la section supérieure AB. On suppose que la veine de fluide, après s'étre contractée à la sortie de l’orifice CD, soit contenue dans un tuyau horizontal parfaitement poli. Nommant toujours ü l’aire de l’orifice CD. ç la hauteur de la surface supérieure AB sur le centre de l’orifice, m le rapport de la dépense effective à la dépense naturelle, on remarquera que. par l’effet de l’écoulement du fluide, le vase est repoussé en sens contraire avec une force dont la grandeur estdéterminéc par la condition que la quantité de mouvement imprimée au vase, dans un temps donné, soit égale à la quantité de mouvement du fluide qui est sorti dans le même temps. La vitesse du fluide, après la contraction, est \/TgX. ; la masse de fluide qui sort dans le temps dt est p m m/Tÿ'l. dt,c t la quantité de mouvement de cette masse ? m ü. 2 gZ.dl. La force capable de produire cette quantité de mouvement est donc P m 11. 2 gi. Mais d’autre part le vase ne peut être repoussé en sens contraire du mouvement du fluide, qu’en vertu île la différence des pressions supportées par les deux faces opposées AE. BF ; et comme, à raison de la forme de l’orifice et de sa petitesse, on peut supposer ici que les parois sont pressées partout comme si le fluide était en repos, cette différence est égale à la pression supportée par GH, c’est-à-dire ? û. g ç. On a donc la relation
i m Q . 2 <j Ç = î ü. . g ï , d’OÙ *« = — .
Ce résultat est exactement confirmé par une expérience de Borda, à qui l’on doit la démonstration précédente. On en conclut que, dans tous les cas
possibles , le rapport m est compris entre - et 1 .
ORIFICE F. N P\RTIK ÉVAS t.
57. On peut, à défaut de données fournies directement par l'expérience, appliquer ici les notions exposées n” 53. Nommant (Fig. 21) ?' l’angle formé avec l’axe M N de l’orifice par les tangentes menées à la courbe A C ou B D de la paroi dans les points extrêmes C ou D, la vitesse moyenne de l’écoulement serait
1 /'•?' V «in. v’ sin. y'
— J ü y . v ros. v — — - — . d’où ni = .
50 f LEÇONS SUR L’APPLICATION
On pourrait ensuite modifier ec résultat d’après ta Grandeur absolue de l’orifice et la grandeur de la charge, comme on a vu n“ 51 que le résultat du n" 53 devait être modifié.
INFLUENCE DES OBSTACLES RENCONTRÉS l’Alt LA VEINE Sl’R LA DÉPENSE DES ORIFICES
58. Lorsqu’on présente un plan quelconque à la rencontre d’une veine fluide , la dépense de l’orifice est diminuée si le plan est fort près de l’orifice. D'après une expérience de M. Hachette sur un orifice de O1" ,02 de diamètre, ouvert dans une paroi plane , la diminution de dépense devient sensible quand la distance du plan est double du diamètre de l’orifice. La distance du
plan étant le -du diamètre, la dépense est diminuée dans le rapport de 5
à 2 environ.
EIGCRE DES VEIXES D’EAU JAILLISSANT DANS l'AIR HORS DES ORIFICES.
59. Soit en premier lieu (Fig. 22) une veine jaillissant de haut en bas d’un orifice circulaire horizontal CD, dont l’entrée est évasée. Le mouvement des tranches de fluide, au delà de l’orifice, s’accélère par l’effet de l'action de la pesanteur, et l’aire des sections diminue en conséquence. On a donc, en conservant l’hypothèse du parallélisme des tranches.
yW+ïg j
En nommant ü l'aire de l’orifice CD:
U la vitesse du fluide à cet orifice, calculée d’après les articles précédents: 0 l’aire d’une section quelconque cd de la veine ; u la vitesse du fluide dans la section cd; x la distance Nn.
Si le jet de fluide était dirigé verticalement de bas en haut, il faudrait changer le signe de x dans les formules précédentes.
Lorsque l'entrée de l’orifice C D n’est pas évasée (Fig. 23), la veine se con tracte au delà de cet orifice. A une distance N N’, qui est à peu près égale au diamètre de l'orifice quand il est fort petit, et à la moitié de ce diamètre dans le cas contraire, les filets de fluide sont sensiblement parallèles à l'axe N n. La dépense en CD étant m QU, en attribuant à m la signification indiquée n° 51, et nommant a la distance NN',. la vitesse en C'D' sera V U1-!-*»*; et
l’aire de cette section, mü — -
La vitesse dans la section cd
t/ 1)2 -4-2 gu
sera V' U’+îï/*; et l’aire de cette section , mû toujours par x la distance Nw.
|/r»-4 vgx
en désignant
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Lorsque la veine de fluide jaillit dans une dircelion horizontale d’un orifice dont le plan est vertical, l’axe de cette veine tend à s’infléchir suivant une courbe parabolique dont le paramétre est le quadruple de la hauteur due à la vitesse U; l’amplitude de cette courbe est un peu diminuée par la résistance de l’air. On peut appliquer à ce dernier cas les notions précédentes, en remarquant que n peut être supposé nul, et que x représentera la distance verticale d'un point quelconque de l’axe de la veine à l’axe horizontal de l’orifice.
Tout ce qui précède est d’accord avec l’expérience. On a reconnu généralement, soit par la comparaison de la dépense avec la grandeur du diamètre des veines, soit par l’observation de l’amplitude des courbes paraboliques que les veines tracent dans l’air, que la vitesse de la section C' D' était égale à la vitesse qui serait donnée par les formules des articles précédents si l’on regardait cette section comme un orifice dont l’entrée est évasée.
CO. Les notions précédentes conviennent également aux cas où la veine de fluide jaillit d’un orifice dont la figure n’est pas circulaire. Mais on observe dans ce cas un phénomène remarquable, connu sous le nom d'inversion de la figure de la veine, et qui consiste en général en ce que la figure de la section transversale de la veine, à mesure qu’on s’éloigne de l’orifice, se modifie de manière que les lignes diamétrales les plus longues dans l’orifice deviennent les plus courtes; en sorte que la veine présente des côtes saillantes dans les directions correspondantes aux milieux des côtes de l’orifice, et réciproquement.
D'après une expérience de Venturi sur un orifice rectangulaire A (Fig. 21), arrondi aux extrémités, ayant 18 lignes de longueur et moins de 6 lignes de hauteur, la section de la veine, au delà de l’orifice est d’abord représentée par B: à 4 pouces et demi de distance, par C; puis par D.
D’après plusieurs expériences par diverses personnes, un orifice carré de 0“,30 de côté, étant représenté en M (Fig. 25), la section de la veine, à 0m,105 de la paroi intérieure du vase est N; à 0'",417 elle est P; à 0”,5 elle est Q; à 0™, 582 elle est R. Les ailes ou côtes horizontales et verticales se dilatent de plus en plus. Une veine sortant d’un orifice triangulaire» (Fig. 26) finit par prendre la figure b; les côtes ou ailes se dilatent de plus en plus en s'éloignant de l’orifice.
(il . Lorsque par l’effet d’une fausse paroi ( voyez n“ 55), ou parce que l'orifice est contigu à l'une des faces du vase la contraction ne s’opère pas sur toute l'étendue du contour de l’orifice, la dircelion de l'axe de la veine n’est plus perpendiculaire au plan de l'orifice. La veine se dilate davantage du côté où il n'y a pas de contraction.
TITRE VI
!>f. l'écoulement par i n déversoir.
62. Un déversoir est un orifice rectangulaire dont le côté supérieur est plus élevé que le niveau de la surface du fluide dans le vase. Cette surface s’infléchit alors au-devant de l’orifice, et ce cas diffère des précédents, en ce que la hauteur de la veine n’est pas déterminée à l’avance. On supposera que le déversoir (Fig. 27), par lequel le fluide s’écoule hors d’un vase entretenu constamment plein au niveau AB, est évasé par le fond et les côtés, et de plus, que l’aire de cet orifice est fort petite par rapport à la section supérieure du vase. Si l’on connaissait la hauteur CD de la veine, on pourrait évaluer la dépense d’après les n“ 54 et suivants. Pour déterminer cette hauteur, on supposera que le mouvement du fluide est assujetti à la condition que la somme des forces vives qui ont été acquises par les molécules , lorsqu'elles sont parvenues à la section CD , soit la plus grande possible. A cause de l’évasement de l’orifice on peut admettre que tous les filets de fluide coupent la section C D suivant des directions perpendiculaires à cette section. La somme des forces vives des parties du fluide qui franchissent la section C D sera alors proportionnelle à la fonction
En nommant
h la largeur horizontale du déversoir;
C la hauteur BC de la surface AB du fluide sur le fond du déversoir;
C’ la hauteur BD de la môme surface A B sur le côté supérieur de la section CD.
En égalant à zéro la différentielle de cette fonction prise par rapport à C’, on a
5 0'* — o c c" -+- i c* — o, d’où c' = 0,2753. C;
en sorte que la hauteur CD de la veine est les 0.7247 de la hauteur B C de la surface du fluide sur le fond du déversoir.
63. La hauteur due à la vitesse moyenne du fluide au passage du déversoir est
H le volume de fluide dépensé dans l'unité de temps.
— 1/2 g 1 — (0,2753!* *C* =8,5201. bC".
le mètre étant l’unité linéaire, et la seconde sexagésimale l'unité de temps.
64. On n’a pas d’expériences sur des réservoirs dans le cas ou la paroi est évasée. D’après une suite d’expériences faites sur des orifices de ce genre ouverts dans une paroi plane, le docteur Robison a trouvé que la hauteur B D
f Fig. 28) était presque les - = 0,2857 de la hauteur BC; ce qui s’accorde
sensiblement avec le résultat précédent. Dans ce dernier cas, la contraction sur le fond et sur les côtés de l’orifice diminue la dépense. D’après diverses expériences deSmeaton, de Dubual et de M. Bidone, on voit que la diminution est d’autant plus grande, que la largeur du déversoir est plus petite par rapport à la hauteur B C. Nommant toujours m le rapport de la dépense effective à la dépense qui aurait lieu si l’orifice était évasé, et qui serait donnée par le résultat du numéro précédent, on peut prendre m = 0,65, si la largeur du déversoir ne surpasse pas la hauteur BC. La valeur de m augmentera ensuite quand cette largeur sera plus grande, jusqu’à devenir w =0,75 lorsque la largeur sera égale à cinq fois environ la hauteur BC, et m = 0.8 lorsque la largeur sera égale à dix fois environ la même hauteur.
D’après des expériences récentes de M. Poncelet sur un orifice en mince paroi, la hauteur de la veine n’est pas dans un rapport constant avec la charge sur le fond de l'orifice. La largeur de l’orifice étant 0m,2 et la charge suite fond variant de 0"',029 à 0“,151 , le rapport de la hauteur de la veine à cette charge a varié de 0,78 à 0,9. Ces expériences s’accordent d’ailleurs à peu près avec les règles que l’on indique ici pour le calcul de la dépense.
65. Si le vase se vide par le déversoir, la surface supérieure A B du fluide dans le vase s’abaisse, C varie, on a la relation
1 /"C otfc
2,5201 .AC* .rf<= — Ot/C; d'OÙ < =
pour l'expression du temps que ta surface du fluide emploie à s'abaisser de toute la hauteur première C.
66. Lorsque le vase est cylindrique ou prismatique , O est constante, et l'on a
b . 2,520 lj
ainsi le fluide ne peut descendre dans le vase jusques au niveau du fond du déversoir qu’après un temps infini.
TITRE VII
DU MOUVEMENT IV ILS FLUIDE DANS IIS VASE , LORSQUE LA SECTION CHANGE d’us I’OINT A CS AUTRE D’UNE QUANTITÉ FINIE.
67. Considérons (Fig. 29), le vase A BCD, dont l’axe M N est vertical, qui est entretenu constamment plein au niveau A B, et dont le fluide s’écoule par l’orifice CD, après avoir traversé l'orifice intérieur GH ouvert dans le diaphragme EF. Supposons la paroi évasée aux sections GH et CD.
Nommons
il Faire de la section C D ;
u Faire d'une section quelconque i«out* faite dans le vase au-dessus ou au-dessous du diaphragme;
O Faire de la section supérieure AB;
il' Faire de la section G H ;
O' Faire de la section 1K que les tranches du fluide occupent immédiatement après la section GH;
: la distance Mp ou M» de la section » à la surface supérieure du fluide;
£ la distance M N de la section C D à la même surface ;
U la vitesse du fluide dans la section CD;
p la pression dans la section ».
( Si, comme le représente la figure 50, la figure de la paroi n’est pas évasée aux orifices CD, G1I, les résultats suivants conviendraient à ce cas en regardant la vitesse U comme ayant lieu dans la section cd, ç comme étant la hauteur M n du fluide sur cette section, appliquant aux sections cd et g h tout ce qui est dit pour les sections C D et G H de la première figure, et écrivant m ü et w'Q' au lieu deü et ü', les coefficients m, m' ayant la signification indiquée au n° 54.)
On remarquera ici, comme dans le n" 52, que les parties du fluide qui passent immédiatement de la section G H à la section I K, perdent subitement QU QU
la vitesse , perle qui serait le résultat d’une force capable d’impri-
t /QU QU\
mer la vitesse — ( j dans Fuuité de temps.
ilt \SX' o ' /
La masse des tranches étant filVdf; et remarquant qu’en passant de la section G H à la section 1K, les parties du fluide parcourent dans le sens de l’axe MN un espace égala la différence des demi-épaisseurs des tranches qui
occupent successivement ces deux sections , on aura, pour le moment de la tranche supposée animée de la force dont il s’agit,
îüi dt. — dt
au\ /i atiii i au<//\ u*
. — Uroütlrft.—
O'/ \2 il’ 2 0'/' 2
Ajoutant ce moment, avec le signe —, au second membre de l’équation (1) du n" 25, supprimant le facteur ali dt, supposant P — P’ =o, et faisant r/IT = o, cette équation deviendra
iL’-o-.
En employant le principe de la conservation des forces vives, on remarque que l’état du fluide étant supposé permanent, la force vive acquise par le système dans l’élément du temps dt n’est autre chose que l’excès de la force vive de la tranche qui sort en C Dsur la force vive de la tranche qui entre eu
AB; excès dont la valeur est p aU dt. IP ^1 J. De plus la tranche qui
passe de la section GH h la section IK perdant instantanément la vitesse
au au
— — — , il en résulte dans le système , conformément au théorème de Car-
not, une perte de force vive exprimée par pQUrff.U2/ . D’un
Va- o •)
autre côté, on trouvera, comme dans le n’ 19, qu’en faisant P — P' = o, la quantité d’action imprimée au système pendant l’élément du temps dt, est PÿC.a U dt. Égalant le double de cette quantité d’action à la somme des forces vives acquises et perdues, on retrouvera l’équation précédente. Comme il ne peut rester de doute sur l’accord de ces deux méthodes, on se contentera par la suite d’employer le principe de la conservation des forces vives. Cette équation donne
L’effet de la présence des diaphragmes E F est de rendre plus petite la vitesse d’écoulement; et en diminuant l’orifice intérieur il', on peut rendre cette vitesse aussi petite qu’on le voudra.
68. La valeur de la pression, pour une section quelconque a s placée au- . dessus de I K., est donnée par la formule trouvée n" 29,
pu» r n» u*\
A l'égard des sections 7 S placées au-dessous de I K. en introduisant dans l’équation d'équilibre du n" 17 le terme relatif à la force nécessaire pour opérer le changement brusque de la vitesse que subit le fluide en passant de la ser- G H à la section I K , on trouvera
piurfij ü> /q ay-i
2 LuJ 0J 07 J
En considérant d'ailleurs l’équilibre de la portion de fluide comprise entre les sections fX et CD, on trouverait également pour la pression qui a lieu dans la section 1 S
'pu»/ a»
Ces deux expressions deviennent identiques quand on y met pour U la valeur trouvée 11° 67. L’effet de la présence du diaphragme est de diminuer la pression dans la partie inférieure du vase.
69. Les résultats précédents conviennent également à un tuyau de figure quelconque , dont les sections transversales sont très-petites. On peut les appliquer h un vase de figure quelconque, quelle que soit la situation de l’orifice d'écoulement, avec les restrictions indiquées n” 53.
70. L'orifice d’écoulement CD étant supposé fort petit par rapport aux sections A B et I K . les formules précédentes se réduisent à
(entre les sections A B et GII )
n Pl”
P = P — PSf (C — s H — (1 I
entre les sections I K et CD.
71. S'il y avait dans le vase plusieurs diaphragmes, le passage du fluide des sections GH, NO, TU, .... (Fig. 51) dans les sections plus grandes IK, PQ, VX, donnant lieu à autant de pertes de force vive qui de-
vraient être évaluées comme on l’a fait n” 67 . on trouverait pour l'expression de la vitesse d’écoulement
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SI’. C". 11"' (‘tant les aires des sections G H, N 0, T ü : 0'. 0", 0"' les aires des sections IK. PO, VX, la valeur de la pression deviendrait
?Lî*/ü> ü>\
entre les sections AB et GH.
p— P + pjra entre les sections I K et NO.
p u1 r ü1 u1 /a oy-i
2 Lu* O’ \ü’ 07 J
p r si! a* / ü a y /a a y-i
entre les sections PQ et TU, etc
72. L’orifice d’écoulement a étantsupposétrès-petitpar rapportaux sections 0. 0'. 0", O'" les formules précédentes se réduisent respectivement à
1 H 1 H b etc.
p=P-t-pi/5— —,
entre Ips sections A B et G H,
plia /a»
entre les sections I k et N 0.
P = P + pJ3 —
entre les sections PQ et TU,
etc,
75. Si le vase n'est pas entretenu constamment plein , et se vide par l’orifice C D, les conditions du mouvement pourront être déduites de l'équation (1) du n“ 42, en ajoutant au premier membre autant de termes , tels que
, qu’il; aura de diaphragmes entre la surface supérieuredu
fluide et l’orifice. Il faut remarquer d’ailleurs que, si l’orifice d’écoulement a est supposé très-petit , il peut ici ne pas être permis de négliger dans cette i/V
équation le terme affecté de - -, comme on l’a fait aussi n” 47, parce que l’exi- Ut
stcnce des orifices intérieurs Si', il" peut rendre très-grande l'intégrale
/s il Z
— . L'expression de li du n° 72, ne pourrait être regardée comme don-
liant à chaque instant la vitesse d’écoulement , qu'aulant que U serait aussi très-petit par rapport à fl\ ü"
74. Les résultats précédents s’accordent sensiblement avec les effets naturels. On en déduit l'explication de divers phénomènes remarquables, entre autres d’un fait observé par Mariolte, et qui consiste en ce que, le vase ABFF, ;Fig. 32) se vidant par l’orifice CD, le jet de fluide qui jaillit de cet orifice s'élève à une petite hauteur telle que T, tant que la surface ab du fluide dans le vase est au-dessus du diaphragme IK: tandis que ce jet s'élève subitement en U, presque au niveau de ce diaphragme, aussitôt que la surface du fluide est descendue au-dessous de l'orifice intérieur GH. En effet, dans
le premier cas, le jet tend à s’élever à la hauteur , ü, et ü' étant
les aires des sections CD et GH , supposées très-petites par rapport aux autres sections du vase; et, dans le second cas, le jet tend à s’élever à la hauteur c, en désignant toujours par 7 la hauteur de la surface du fluide sur le plan de l'orifice.
écoulèrent par es ajutage cylindrique (ng. 33)
75. En conservant ici les dénominations du n° 67, il faut supposer ü'=0'=ü; et comme la paroi n’est pas évasée avant la section G H , on doit écrire m ü’ au lieu de ü'. Il ne peut y avoir de contraction au delà de C D.
La formule du n” 67 devient
En nommant
ü l’aire de la section CD du tuyau ;
O l’aire de la section supérieure AB ;
? la hauteur M N ;
m le coefficient de la contraction déterminé d’après le n" 54, à moins que le tuyau GHCD ne pénètre dans l’intérieur du vase, auquel cas on ferait t
m = -, d’après le n" 56.
Les formules du n" 68 donnent
entre les sections A B et g h, (dans l'intervalle G H I K on doit mettre pour <o les sections de la veine G H hg ),
entre les sections IK et CD.
La pression diminue de CD en IK; et elle est dans cet intervalle moindre ipie la pression extérieure P.
76. Si la section du tuyau est très-petite par rapport à la section supérieure du vase, on a
f IP u»
P=V + i!JZ ,
entre les sections AB et g h;
p — P — ps(C — s)
entre les sections 1 K. et CD.
Ces dernières formules peuvent être employées, quelle que soit la figure du vase.
77. Si l’ajutage cylindrique est horizontal (Fig. 34), les résultats précédents pourront également être appliqués , ç représentant la hauteur N P de la surface supérieure du fluide sur l’axe du tuyau , à moins que la surface supérieure AB du fluide ne soit très-peu élevée au-dessus de HD, auquel cas il faudrait calculer une vitesse moyenne d’après les valeurs de X. qui conviennent aux divers points de la section du tuyau , comme on a fait n°* 34 et suivants. D’après cela on voit qu’en adaptant à un petit orifice un ajutage cylindrique horizontal , on augmente la dépense dans le rapport de m à
— , et on diminue la vitesse du fluide dans le rapport de 1 à
■ — . Le fluide sort en plus grande quantité, mais l’amplitude
v/’-GH’
de la courbe décrite par la veine est moindre. Dans la portion I K.DC du tuyau, la pression intérieure est égale à la pression extérieure P.
78. Quand on adapte un ajutage cylindrique à un orifice ouvert dans une paroi plane, l’écoulement n’est nullement modifié tant que la longueur du tuyau ne surpasse pas son diamètre . parce que la veine du fluide , par l’effet
. de la contraction, jaillit sans toucher à la paroi du tuyau. Si la longueur du
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tuyau surpasse une fois et demie son diamètre, on peut ordinairement, par la manière dont on débouche l'orifice, faire couler le fluide à plein tuyau , et l’on observe alors l'augmentation de dépense indiquée par les résultats précédents. Il y a cependant des cas où il n’est pas possible de produire ce mode d’écoulement; en effet, la première expression de p du n"76 donne pour la pression dans la section g h, en faisant #=mil,s = t, et mettant pour U sa valeur,
expression qui deviendra négative si Ç est suffisamment grand, ce qui indique que la veine doit se détacher de la paroi, et que le fluide ne peut couler à plein tuyau. Cette expression est toujours négative quand P =o; et l’on observe effectivement que l'augmentation de dépense, causée par un ajutage cylindrique, n’a pas lieu dans le vide de la machine pneumatique. Ces effets peuvent, d’ailleurs, être un peu modifiés par l’adhérence du fluide aux parois qu'il mouille.
L’augmentation de dépense due à un ajutage cylindrique est la plus grande possible quanti la longueur du tuyau est égale à deux fois et demie son diamètre environ. Au delà de cette longueur, la dépense est diminuée par l’effet du frottement du fluide sur la paroi. On nommera> le rapport de la dépense qui a lieu par un ajutage cylindrique à la dépense qui aurait lieu si la vitesse du fluide était due à la charge. Il résulte des nombreuses expériences qui ont été faites sur ce mode d’écoulement, que, dans les mêmes cas où l'on prendrait pour un orifice ouvert dans une paroi plane m = 0,61 ou >«=0,62 (voyez ci-dessus n° 54 ),on peut prendre pour un ajutage cylindrique h- = 0.81 ou p.=0,82; ce qui revient à regarder la vitesse avec laquelle le fluide jaillit par cet ajutage comme étant les 0,81 ou les 0,82 de la vitesse due à la charge.
D’après la théorie précédente on a entre les coefficients m et n la relation
En faisant m =0.62, cette formule donne n.=0, 85, tandis que l’expérience donne n = 0,82. La petite différence de ces deux nombres peut être attribuée en partie au frottement du fluide sur la paroi du tuyau.
79. Les conditions de l’écoulement d’un fluide par des ajutages coniques
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convergents ou divergents peuvent également être déduites des formules des n“* 67 et 68. Mais on ne parvient à des résultats aussi précis que dans le cas précédent. Il existe plusieurs observations sur les circonstances de l'écoulement, et particuliérement sur les valeurs qu'affecte la pression dans les ajutages, qui s'accordent généralement avec la théorie.
Venturi, et divers autres physiciens, ont fait un objet de recherches de la figure de l’ajutage, qui, étant adapté à un orifice en mince paroi, augmenterait dans la plus grande proportion possible la dépense de cet orifice. On a formé en général cet ajutage par une portion de tuyau cylindrique prolongé par un cône divergent. L'effet d’une semblable disposition est de composer un autre vase dans lequel l’orifice d’écoulement est plus grand que l’orifice donné. On peut ainsi augmenter la dépense jusqu'à une certaine limite, qui a lieu lorsque la veine de fluide cesse de remplir la section extrême de l’ajutage, limite qui répond dans les formules au cas où la pression p devient négative.
TITRE VIII
DU MOUVEMENT D W FLUIDE DANS US VASE ES PA11TIE PLONGÉ DANS US AUTRE VASE REMPLI DU MÊME FLUIDE.
80. Soit le vase ABC!) (Fig. 35), dont l'axe est vertical, et qui est entretenu constamment plein au niveau AB. Le fluide s'écoule par l'orifice CD. dont l'entrée est évasée dans le vase inférieur EFG H. Ce dernier vase, par l'effet de cet écoulement, est entretenu constamment plein au niveau EF. On suppose que les sections des deux vases ne varient que par degrés insensibles. 11 s’agit de connaître la vitesse qui a lieu en CI), et la pression dans l’intérieur des deux vases. On nommera il l'aire de la section C 1) ;
O l’aire de la section AB ;
!!■ l’aire de la section I K du vase inférieur ;
O' l’aire de la section EF, du même vase, déduction faite de l’espace occupé par le vase ABCD;
», »' les aires d’une section horizontale quelconque *6 faite dans le vase ABCD, et »? faite dans le vase EFGll, déduction faite de l’espace occupé par le vase A BC 1) :
z' les distances des sections a 6 et A B, et des sections • ? et EF ; ï, V les distances M N et O N de la section CD à la surface supérieure du fluide dans les deux vases ;
U la vitesse du fluide à la section CD; p la pression dans la section aS ou dans la section «9;
P la pression atmosphérique qui s’exerce extérieurement sur les surfaces AB, EF;
p, <j, t auront les mêmes significations qu’au n“ 15.
(Si l’entrée de l'orifice CD n 'était pas évasée, il faudrait écrire ni a au lieu de a, et regarder la hauteur £ et la vitesse U comme appartenant à la section dans laquelle la veine s’est contractée. )
Le mouvement du fluide est supposé devenu permanent. Les tranches descendent dans le vase ABC 1), passent immédiatement de la section CD à la section 1K, et s’élèvent dans le second vase de I K en EF. On verra, comme dans le n" 67, que la force vive acquise par le système dans un élément de /ü3 a3\>
temps dt est pûUrffU1 ( ), et que la force vive perdue par l’effet
V O'» ov
du changement brusque de vitesse des tranches qui passent de C D en l K
est oüUtff. li5 1 1 J. D’autre part, la somme des quantités d’action
exercées par la gravité sur les tranches de fluide contenues dans le vase ABCD est tgl. SI Udl; et sur les tranches contenues dans le vase EFGH, — pf/î .a liât. Les quantités d’action dues aux pressions exercées en AB et EF se détruisent mutuellement. L’équation du mouvement du fluide est
d’où
8I.Quantàla pression, on trouvera ici delà même manière que dans le n°68
;i= I1 4-pj3
pour une section du vase supérieur comprise entre A B etCD.
pour la section 1 K du vase inférieur. Ces deux valeurs deviennent identiques quand on y remplace U par l'expression précédente. La seconde donne la pression pour les sections du vase inférieur placées au-dessous de IR, en y mettant z' au lieu de t’;
ou» , üj üj /
“VI a 'J \
C» / SI
pour les sections du vase inférieur comprises entre I K. et la surface supérieure EF.
82. L’orifice de communication CD étant supposé très-petit par rapport aux sections AB. EF, I K, on a
la vitesse à cet orifice est due à la différence des pressions dans les deux vases ;
pour une section du vase supérieur comprise entre AB et CD;
p — P pgZ
p — P fgZ',
pour la section 1 R du vase inférieur. La seconde donne la pression pour les sections du vase inférieur placées au-dessous de IK,' en y mettant z' au lieu de C. La pression y est la même que si l’orifice CD était fermé, et le fluide stagnant;
plj» /ü» A
p = p -+- p ÿ tt - r s’) 1 — -+- 1 J,
pu*a»
pour les sections du second vase placées entre I K et E F.
83. Les résultats précédents peuvent être appliqués, quelles que soient les figures des vases et la position de l’orifice, lorsque ce dernier est très-petit. Les résultats relatifs à la pression sont sujets néanmoins aux restrictions qui ont été indiquées n" 33. L’exactitude de l’expression précédente de la vitesse U avait été vérifiée par une expérience de Newton, et l’a été depuis par beaucoup d'autres.
Dans le cas où le fluide (Fig. 36) s’écoulerait d'un vase supérieur dans un
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vase inférieur par un orifice latéral CD, et où le niveau EF de la surface supérieure du fluide dans le second vase se trouverait comprise entre le point le plus élevé et le point le plus bas du contour de l’orifice, on pourrait regarder l'orifice CD comme composé de deux parties dont on calculerait séparément la dépense.
1“ Dans la partie CF on considérerait la vitesse comme étant due à la différence des niveaux AB, EF ;
2" La partie FD serait considérée comme un orifice dont le fluide sort en jaillissant dans l'air.
Les mêmes principes peuvent être appliqués à la considération du mouvement varié du fluide dans deux vases qui communiquent entre eux par un orifice, et dont l’un se vide taudis que l'autre s’emplit. On a vérifié que plusieurs résultats de la théorie s’accordaient avec l’expérience.
TITRE IX
MOUVEMENT l)U N FLUIDE INCOMPRESSIBLE QUI S’ÉCOULE DIS V A SE DANS VN AUTRE.
84. On considérera seulement (Fig. 37) le cas de deux vases qui communiquent eulre eux par un orifice très-petit par rapport aux sections transversales. On supposera que l’orifice de communication a, et l'orifice d’écoulement a', sont dans un même plan horizontal. Il s’agit, d'après les positions des surfaces a b, ef du fluide dans chaque vase, à un instant donné, de connaître ces positions à tout autre instant. Nommons O, O' les aires variables des sections supérieures nb, e/’dans chaque vase : ü, a' les aires des orifices de communication et d'écoulement (s’il y avait contraction au passage de ces orifices, on écrirait m a, ni' a' au lieu de a et ü', ni et m' ayant la signification indiquée au n" 54.); ï, Ç' les hauteurs du fluide dans chaque vase sur les centres de ces orifices nu bout du temps t ;
Z, Z' les mêmes hauteurs à l’instant où l’on commence à compter le temps t; Q dt le volume de fluide reçu par le vase supérieur dans le temps dl, volume qui peut être constant ou variable avec t.
On aura V 2 g (C — C') pour la vitesse à l’orifice a, et y/ 2 g •' pour la vitesse à l’orifice a'; par conséquent
o<K = Qdt—adt y/ïÿtc^cô ,
O' dZ' = üitt |/2j/ (C — î'j - a' rf<|/3 tj r. équations qui renferment la solution de la question.
Supposant que Q ne varie point avec t. on en déduira, en éliminant dt.
o tir. o • dv
o-ai/ïïTTc-S') ai/ajts-ï'i-û'i/aÿC'
Mettant pour O et O' leurs valeurs en Ç et C, on obtiendra une relation entre ces deux quantités; puis, au moyen des équations précédentes, tes relations cherchées entre t et t, C et t. Mais cette équation n’est pas intégrable sous forme finie, et elle ne l’est même pas quand O et O' sont constantes.
85. Si le vase supérieur ne reçoit point de fluide, Q= o, et l’équation se réduit à
o'ùC
Si O et O' sont constantes, et qu’on fasse C = C x, puis x — 1 = u*, elle devient
so(ttu — û' ) u du <tc
où les variables sont séparées, et qui peut s’intégrer sous forme finie.
86. Si le vase supérieur ne reçoit point de fluide, et si le vase inférieur n’en perd point, l’équation du n” 84 devient
Otfï-t-O'dC = 0,
d’où, si O et O' sont constantes,
et
oz - o' (C — Z')
otz-o + o'Z'
On a la relation
il d 1 1/§ ÿ (Ç - C) = O' d c, d’où
O’ dt? O' |/Ô d X.'
Ql /sjT(C— ’?') üi Æg i/ôz -v-o'Z' — (o + o' j~c
et en intégrant
t = fl/O' (Z-Z')-l/0Z + 0'Z'-|0 + O') cl
pour le temps que la surface du fluide dans le second vase emploie à monter de la hauteur Z' à la hauteur C.
On a également la relation
a, u i/2 g (n - cl = - o i/c ,
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d’où
Ü z-n a 1/23 |/(o + o')i;-oz-o7' ’
cl en intégrant
2 0 j/cF
a (o + o'ji/ïj L J
pour le temps que la surface du fluide dans le premier vase emploie à descendre de la hauteur Z à la hauteur C.
On aura le temps que le fluide emploie à se mettre de niveau dans les deux vases en posant C = C', d’où
Mettant ces valeurs dans les expressions de t, il vient pour la durée totale du mouvement
87. Si le vase supérieur est entretenu constamment plein pendant que le fluide s’écoule hors du vase inférieur, ï = Z, et le mouvement est exprimé par la seule équation
d’où
0'rfÇ' = ürf<l/23(Z — Ç") — ü'dt V/SjÇ'i 0' d C'
l’intégration donnera la valeur de t en C'.
Le fluide, après un certain temps, prendra une hauteur constante dans le deuxième vase ; on en trouvera l'expression en posant c/L = o , d’où
aj+a'2
La vitesse de l’orifice a' sera alors constante et égale à
88, Si. le premier vase étant entretenu constamment plein, le second ne
SKI
DK LA MÉCANIQUE, 2™ PARTIE, perd point de fluide, l’équation du n° précédent se réduit à
~Va g ti y/z^Y'
d'où, si O' est constante ,
t = — [\/7. -Z- l/Z - Cl
pour le temps que la surface du fluide emploie à s’élever dans le second vas# de la hauteur Z' à la hauteur C'. Le fluide sera de niveau dans les deux vases au bout du temps
* a V 2<jf
Ainsi , d’après ce qu’on a vu n” 4!), le vase inférieur emploie pour s’emplir par l’orifice ü le même temps qu’il emploierait à se vider par cet orifice.
Lorsque, dans les applications, les sections 0, 0' ne seront pas constantes, il sera facile de calculer par approximation les valeurs des intégrales dont dépendent les durées des écoulements, en employant les formules rapportées dans la première partie de cet ouvrage , n” 352. Mais il faudra avoir soin de partager ces intégrales en plusieurs parties, lorsque les sections changeront brusquement de grandeur ; et de n’appliquer les formules qu’à une portion d’intégrale dans laquelle 0 et 0’ ne varient que par degrés insensibles. On aura égard, pour estimer le produit des orifices, à ce qui a été dit n” 83, en partageant, s’il est nécessaire, la durée de l’écoulement en plusieurs parties auxquelles on appliquera un mode de calcul différent.
89. Lorsqu’il y a plusieurs vases communiquant entre eux par de petits orifices, la connaissance du mouvement du fluide s'obtient au moyen des mêmes principes. On considérera seulement (Fig. 38) le cas où le vase supérieur étant entretenu constamment plein au niveau ab, l’état du système est devenu permanent , en sorte que le fluide se maintient dans les autres vases à des niveaux constants ef, ik, déterminés par la condition que la dépense qui a lieu par tous les orifices soit la même. Supposant seulement trois vases, et nommant
ü, ü’ ü" les aires des orifices C , G , L ;
Z la hauteur de la surface a b sur le centre du dernier orifice L:
r la distance des surfaces a b et ef ;
y la distance des surfaces ef ei ik ;
z la hauteur de la surface ik sur le centre de l'orifice L;
Q le volume de fluide dépensé dans l’unité de temps par cet orifice;
on aura
Q — Q l/3 g x, Q = U' l/ü g y, O = Ü" {Zi g s, r ■+-.»• -y s = Z. ; d’où l’on déduit
ü! ü'ÎH-ll! ü''2-4-ü'2ü"3 ÛÎQ"»
■’ _ ' 02 ü'3.,_ 02ü''l_t.ü'ia"5' ,
' ~ ' Ü2ü'2-t-ü2ü"’+ü'ja''î'
o--aü'
ûjü'j-+-üja"2-
On parvient à des résultats analogues, dans le cas où il y a un plus grand nombre de vases.
TITRE X
EFFORT SUPPORTÉ PAR UN VASE DANS LEQUEL COULE UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE.
90. Soit en premier lieu, comme dans le n° 15, un vase ABCD (Fig. 39) dont l’axe est vertical , et dans lequel se meut une masse de fluide, soumise à l’action de la pesanteur, et comprise entre les plans horizontaux a b, cd, supposant le fluide et le vase même entourés par l’atmosphère, conservant les dénominations du n” 15, appelant
II le poids du fluide contenu dans le vase;
F la force avec laquelle le vase est sollicité verticalement de haut en bas par l’eflet de l’action de la gravité sur le fluide, et du mouvement du fluide.
On remarquera que l’action exercée sur la paroi par chaque tranche n’est autre chose que la force perdue par cette tranche; d’où
iiu\ f'z' du
poif5 = II-t / •— ail S.
dt J J O dt
F.n opérant comme on l’a fait n° 15. on a
(MJ il i
ils
tf »\
tt* r* — =r ü 5' <*)
(Ml
ii i
cl par conséquent
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<ni r 1 i \
F = Il — p U s' ,
ill V<>' o J
formule où l’on doit mettre pour ü sa valeur déterminée de la manière indiquée dans le n° 16.
9 1 . Si le vase est supposé entretenu constamment plein, comme dans le n* 25, l’orifice d’écoulement CD étant évasé, on a
f = il - ?at pü’r» / - ,
dt \ü O J
et lorsque le mouvement du fluide est devenu uniforme ,
F = 11 -pii» U’ =II-2p?IU .
Si l’orifice d’écoulement ü était très-petit, cette valeur deviendrait, à fort peu près,
F = n-2pÿCC,
c’est-à-dire le poids du fluide contenu dans le vase , moins le double de celui de la colonne dont l’orifice est la base.
Si le vase se vidait, comme on l’a supposé n” 42 et suivants, on mettrait pour O, Ç et II dans la première formule du n° précédent les valeurs qui auraient lieu simultanément à un instant donné, conformément à la théorie exposée dans le titre IV.
Si l’orifice d’écoulement n’était pas évasé, on écrirait dans les formules m Si au lieu de a ( voyez n” 54 } , et l’on regarderait ; et U eomme appartenant à la section dans laquelle la veine s’est contractée.
92. En second lieu considérons, comme dans le n° 20, une portion de fluide abdo (Fig. 40) coulant dans un tuyau dont les sections transversales sont très-petites, et dont l’axe est une courbe quelconque, que nous supposons rapportée à deux coordonnées horizontales x et y, et à la coordonnée verticale z. En conservant les dénominations du n" 20 , on nommera
». 6, -y les angles formés par la tangente de l’axe du tuyau menée au point n avec les axes des x, des y et des r;
A, B. C: A', B', C' les angles formés par la tangente de l’axe du tuyau menée au point wi et au point n avec les mêmes axes; x', y, z' les distances des points ni et n mesurées parallèlement aux axes des x, des y et des z;
I, n, t les distances des points m et N mesurées suivant les mêmes directions: r le rayon de courbure de l’axe du tuyau an point u. ; n le poids du fluide contenu dans le tuyau.
L’effort exercé sur le t uyau par la tranche du fluide placée en =S est produit :
1" Par la force perdue par cette tranche, dont l’expression est . . . f du\
g cos.f J. ? ad s, et qui est dirigée dans le sens de l’axe du tuyau;
^ dt J
2° Par la composante g sin. t • p «rf* de l’action de la gravité sur la même tranche, qui est dirigée perpendiculairement à cet axe, dans le même plan vertical que la précédente;
3" Par la force centrifuge — . purfs dont la tranche est animée (royez n"2ô), r
qui est dirigée dans le sens du rayon de courbure, qui forme avec les axes des angles dont les cosinus sont respectivement
d . cos. a, d . cos. 6, d . cos. 7.
Cela posé, pour connaître l’effort exercé contre le tuyau dans une direction parallèle aux x, on décomposera suivant cette direction les forces agissant sur la tranche de fluide dont il s’agit, et comme pour les composantes dans le sens des a: des deux forces g cos. -p p «rfs, y sin. 7 pue/# (qui elles-mêmes proviennent du poids de la tranche), la somme est nulle, puisqu’elle doit donner en définitive la projection du poids de la franche sur cet axe des x qui est horizontal, on obtiendra
— cos. a . puf/j — u2d . cos. a. p w.
du Q JU QU dv ds
Puis remarquant, comme au n° 20, que — = — ; et rem-
dt tù dt ta2 ds dt
d s QU
plaçant toujours — par w, ou — , cette expression devient
dt tù
d V d tu p Ü3 V2
— f Q d s . cos. a -f- p Q* UJ en», a d . cos. a,
d t ta2 tù
ou bien
rfü
— e U d s . cos. a — d .
dl
En intégrant donc entre les limites indiquées, il viendra pour l’effort horizontal cherché
(l D /cos. A’ cos. A\
-p 11/ Pau’»j (D
dt V O’ O j
On trouverait delà même manière pour l’effort exercé dans une direction
horizontale parallèle aux y
dl' ( cos. B’ cos. n \
-fùy fû*c>( , (2)
dt \ O’ O /
c t dans une direction verticale parallcle aux s
</U /cos.C’ cos. C\
n - o ü s' »aua (3)
iU \ O’ o /
en considérant alors que les forces élémentaires provenant du poids donnent d’abord pour somme de leurs composantes verticales, le poids de la tranche, et ensuite pour intégrale le poids du fluide, ou n.
93. S’il s’agit d’un tuyau entretenu constamment plein , les formules précédentes conviendront à ce cas en faisant O’ = a, et mettant 5, * et C à la place de x', y1, z\ On aura donc alors pour les efforts exercés respectivement dans le sens des x, des y et des z
d U ( cos. A' cos. A \
_pû5__paîlJ» (_ -J w
d U ( roa. B'
— sfil — p tJ1
d U / co». C' en». C \
n-cac o üj uj (B)
dt \ ü O )
Lorsque, dans un tuyau entretenu constamment plein, le mouvement du fluide sera devenu uniforme, on emploiera les formules précédentes, en y
rfu
supprimant les termes qui contiennent — .
dt
Si le tuyau se vide, on emploiera encore les mêmes formules, en y mettant pour O, t, d, U et II les valeurs qui ont lieu simultanément à un instant donné.
94. Pour un vase de figure quelconque , l’effort supporté dans une direction donnée étant la somme des efforts exercés suivant cette direction par tous les filets du fluide contenus dans le vase, les formules du n° précédent peuvent être appliquées lorsque le mouvement du fluide est supposé uniforme. La valeur de U sera déterminée conformément aux n" 32 et suivants.
Par conséquent, un fluide s'écoulant d’un vase entretenu constamment plein , par un orifice dont le plan est vertical , qui n’est pas très-près de la surface supérieure du fluide, et dont l’entrée est évasée, on a, par les formules (6) et (5), effort exercé verticalement, de haut en bas
o ü3 U* OU
ItH , ou ÏI -1 ■ 2 3 (7 • ü ï : (7)
O O1 — CJ
effort exercé horizontalement , en sens contraire du mouvement du fluide.
■> U UJ , OU 2 o g ü c (8)
os - aj
Si l’orifice d’écoulement Q est très-petit, le dernier effort, nommé ordi-
nairement force de réaction, est 2 o g Q c. Ce résultat s'accorde avec ce qui a été trouvé d’une autre manière n° 5f>.
95. Si l'on considère maintenant, comme dans le n“ G7 , le cas d’un vase dont l'axe est vertical (Fig. il ), et qui présente un changement brusque dans la grandeur de ses sections, conservant les dénominations de ce n”, on remarquera qu'ici l'effort exercé sur le vase de haut en bas, est augmenté de la force nécessaire pour opérer le changement brusque de vitesse des tranches qui passent immédiatement de la section G H à la section 1 K. Cette force
î /au aux /a a x
étant exprimée par püUrff. — [ — ), ou pUlI1 ( — ), cette
quantité doit être ajoutée aux expressions de F des n”* 89 et 90. Par conséquent, le vase étant entretenu constamment plein, et le mouvement du fluide uniforme, on a
formule dans laquelle on doit mettre pour U la valeur trouvée n" 67. Par l'effet du passage du fluide de la section G II dans la section plus grande 1 K, l’effort exercé sur le vase de haut en bas est augmenté. Cet exemple montre comment il faudrait opérer s’il y avait plusieurs diaphragmes, ou dans d’autres cas analogues.
96. Si l'on considérait un vase dont le fluide s’écoule par un ajutage cylindrique horizontal , il faudrait retrancher de l'expression (8) de la force de réaction qui a lieu dans le cas de l'écoulement par un orifice dont l’entrée
est évasée, la valeur püU1 ( 1 j de la force perdue par la tranche qui
entre dans l'ajutage. Cette force de réaction se réduira donc à
ou, en mettant à la place de U la valeur trouvée n" 75,
et l'orifice ü est très-petit par rapport à la section supérieure O,
2Pffat: .
Les résultats de cet article sont confirmés par diverses expériences dues à Daniel Bernouilly et à M. Brunacci.
TITRE XI
DE l’ÉQIIILIDHB ET DU MOUVEMENT DÏ'N FLUIDE CONTENU DANS UN VASE
EN MOUVEMENT
97. Considérant en premier lieu un vase mu verticalement de bas en haut avec une vitesse dont la valeur au bout du temps t est V, on remarque que les
il v
parties du fluide supposées animées des forces perdues g -t — doivent être
dt
en équilibre. Par conséquent la pression intérieure , au lieu d'être simplement due à l’action de la pesanteur, est due à l’action d’une force capable dV •
d’imprimer la vitesse g + — dans l’unité du temps.
dt
Si le vase est mu de haut en bas avec la vitesse V, la pression intérieure
rfv
est due à l’action d’une force capable d’imprimer la vitesse g dans
dt
l’unité du temps.
Dans le premier cas, la pression est diminuée si le mouvement du vase est retardé ; et, dans le deuxième cas, clic est augmentée. Quand le mouvement du vase est uniforme, l’état du fluide est le même que si le vase était en repos.
98. Soit ABCD (Fig. 42) un vase dont l’axe est vertical, qui contient une certaine quantité de fluide coulant par l’orifice CD, et qui est muverticalement de bas en haut par l’action du poids G. Conservant les dénominations du n° 15, nommant M la masse du poids G ;
8 la masse du vase ABCD, et qui y est contenu au bout du temps £;
V la vitesse commune du poids G et du vase au bout du temps t ; et négligeant la considération de la masse du cordon et des poulies, on aura ( M +|i)V’ pour la force vive du système au bout du temps t; par conséquent^ +e) 2 VdV-v-rf (i.V* pour la force vive acquise dans l’intervalle du temps dt. La quantité d’action imprimée par la gravité dans cet intervalle est (M — e) V dt. On a donc d’abord la relation,
il V 1 d n
dt 2 dt
D’après ce qui précède, et d'après l'équation (1) du n° 42, on aura de plus pour les conditions du mouvement du fluide dans le vase
équation à laquelle il foui joindre la suivante
avilt — — o</;.
Au moyen de ces trois équations, on déterminerait V, II et ï en fonction de f.
Si le vase était entretenu constamment plein, C et U seraient constantes. La première et la seconde des équations précédentes donneraient, en supposant l'orifice Q fort petit,
d'où
fit M -+- u
Si M = o, le mouvement, du vase est celui d’un corps cédant librement à l’action de la pesanteur, et le fluide ne sort pas de ce vase. Si M = p, le vase est immobile , et le fluide s’écoule avec la vitesse Si M est très-grand
par rapport à p, le vase se meut de bas en haut en acquérant la vitesse»/ dans l’unité de temps, et l’écoulement s'opère avec une vitesse plus grande que la précédente dans le rapport de y/~ à \ .
99. En considérant maintenant (Fig. 45) un vase mu horizontalement avec la vitesse V, on devra concevoir chaque molécule du fluide qui y est contenu comme perdant, dans chaque élément du temps, la vitesse verticale gdt, et la vitesse horizontale — dV. dirigée dans le sens du mouvement du vase. Donc l’équilibre doit subsister, chaque molécule étant animée de la force
dont la direction forme avec la verticale un angle ayant
pour tangente trigonométrique-. — ; et par conséquent la surface ab du
fluide doit être perpendiculaire à cette direction. La pression, dans un point.
m du fluide, est le produit de p par la distance mp de ce
point à la surface; ou, ce qui revient au même, le produit de p g par la distance verticale mq.
Si le fluide s’écoulait hors du vase , on pourrait appliquer ici les résultats des articles précédents, en supposant ce fluide divisé par des tranches paral-
lèles à la surface ab ; et ses parties soumises à la force
y/ g’+(~'j dirigée
perpendiculairement à ces tranches. Si le fluide sort du vase par un orifice très-petit, la vitesse est due à la distance verticale du centre de cet orifice à la surface.
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100. Soit enfin (Fig. 44) un vase de figure quelconque, mu circulaircment autour de l’axe vertical M N, et contenant une certaine quantité de fluide. On suppose le mouvement du vase uniforme, et que le frottement ou les autres résistances aient communiqué ce même mouvement au fluide. Nommons v la vitesse de rotation des points du fluide situés à une distance de l’axe M N égale à l'unité ;
x la distance mp d’un point quelconque m de la surface au même axe: y la hauteur M/> du point m au-dessus du point M où la surface coupe l’axe M N.
L’équilibre doit subsister, chaque molécule étant animée de la force verli-
cale de la pesanteur g, et de la force centrifuge ou v1x qui est dirigée
suivant le rayon du cercle décrit par cette molécule. Donc la surface du fluide, qui doit être perpendiculaire à la résultante de ces deux forces, est une surface de révolution dont la courbe méridienne n M6 est assujettie à la condition:
tly e* x . v*x*
dx g ig
ce qui apprend que cette courbe est une parabole. On parvient au même résultat en remarquant que, dans le canal M qm, dont les deux extrémités aboutissent à la surface, le poids (Qy de la colonne verticale mq doit faire équilibre à l’action de la force centrifuge sur le fluide contenu dans la colonne horizontale M q, action exprimée par 7 ? v1 ,r’ , ce qui donne gy = ï t» x1-
La pression qui a lieu dans un point quelconque de la masse du fluide est due à la distance verticale de ce point à la surface.
TITRE XII
l»li JAUGEAGE DES EAUX DAXS LES CUVETTES OE DISTRIBUTION. DU
POUCE DE FONTA1X1KH
101. Lorsque l’eau doit être conduite par des tuyaux dans divers lieux, soit qu'elle provienne de sources naturelles, ou qu'elle soit élevée par des machines, elle est d'abord rassemblée dans un réservoir (ni cure (te. Ce réservoir présente l’appareil convenable pour que l’eau soit jaugée, et répartie aux divers tuyaux qui doivent être alimentés dans des proportions déterminées.
Le principe de l’opération du jaugeage est la considération d’une unité par-
LEÇONS Sun L'APPLICATION
liculière, servant à évaluer le produit d’un écoulement. Cette unité est un volume d’eau donné écoulé en un temps donné.
Jusqu’à ces derniers temps, l'imité adoptée vulgairement en France et nommée pouce d’eau, était le produit d’un écoulement par un orifice circulaire vertical d’un pouce de diamètre, ayant une ligne de charge sur le sommet de l’orifice. On ne spécifiait pas l’épaisseur de la paroi, et, quoique l’orifice fût généralement pratiqué dans une paroi mince, il y avait cependant des cuvettes de distribution, où l’on employait un ajutage cylindrique d’un pouce de longueur. La valeur du pouce d’eau n’a pas été fixée avec précision.
D'a|>rè$ Mariotte ( Traité du mouvement < des eaux, page 260), évaluation adoptée } par Bélidor, Perronet, Gautbey, etc. . . !
D’après Couplet {Mémoires de V Académie ( des sciences, 1752) I
Évaluation communément admise dans ces !
derniers temps I
Expérience de Bossut ( Hydrodynamique, i tom. U, page 50), l'orifice étant pratiqué ’ dans une paroi mince |
14 pinles pesant 2 livres par minute ou ;>7G pieds cubes en 24 heures. .
13 j pintes de 48 pouces cubes par minute. . .
14 pintes de 48 pouces cubes par minute, ou 560 pieds cubes eu 24 h. .
G28 pouces cubes par minute
METRES CUBES EU 24 II EU UES
Pour jauger les écoulements plus grands qu’un pouce d’eau, on multipliait les orifices d’un pouce de diamètre. Pour les écoulements plus petits, on
employait des orifices circulaires ayant 1, 1 f, 2, 2-, 5, 11^ lignes de
diamètre, et 7 lignes de charge sur leur centre; on considérait ces orifices comme donnant des produits proportionnels au quarré du diamètre, et on évaluait ces produits en lignes d’eau , chaque ligne d’eau étant du pouce d’eau ( Architecture hydraulique de Bélidor. tome II, page 568). Cette méthode est fautive, indépendammant de l’incertitude résultant de l’influence de l’épaisseur de la paroi.
102. M. de Prony a proposé d’employer à la place du pouce d’eau une unité adaptée au système métrique, et qu’il nomme module. Sa valeur serait de 20"” c en 24 heures, ou 0"” ‘,00025148 en une seconde. Cette quantité d’eau s’écoulerait par un orifice circulaire de 0m,02 de diamètre, ayant sur son centre une charge de O", 05, garni d’un ajutage cylindrique dont la longueur serait de 0°*,017 (l’eau doit couler dans l’ajutage à plein tuyau). ( d endémie des sciences , 1817, page 428.)
M. de Prony a employé pour les expériences qui ont servi à déterminer les
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dimensions de cet orifice un appareil ingénieux (Fig. 45), destiné à maintenir constante la hauteur du fluide dans un réservoir, au moyen de flotteurs prismatiques qui se chargent du poids de l'eau écoulée et qui s’enfoncent à mesure que l’écoulement s’effectue de manière à compenser exactement l'effet de cet écoulement.
103. Les cuvettes de distribution présentent généralement la disposition suivante (Fig. 46 et 47). Le tuyau qui fournit l’eau aboutit à une première cuvette A A, partagée en deux parties par une languette LL, dont l’objet est de détruire la vitesse avec laquelle l’eau jaillit du tuyau ; en sorte que la surface du fluide soit en repos contre la paroi extérieure M M , dans laquelle sont pratiqués des orifices d’écoulement. L’eau tombe de ces orifices dans une seconde cuvette B B, également partagée par une languette, et en sort par d’autres orifices qui la répartissent aux divers concessionnaires.
( y oyez X Architecture hydraulique de Bclidor, t. II.)
On débouche les orifices pratiqués dans la paroi de la première cuvette A A, en nombre suffisant pour qu’il y ait sur leur centre la charge d’eau fixée par la nature de l’unité adoptée; on connaît ainsi le produit du tuyau qui alimente le réservoir. Ce produit, qui en général peut varier d'après diverses circonstances, doit être réparti par les orifices pratiqués dans la paroi de la seconde cuvette B B dans des proportions déterminées par les actes de concession, et qui doivent demeurer constantes lorsque le produit varie.
L'emploi des orifices de divers diamètres, dont les centres sont situés ou non dans un même plan horizontal, ne satisfait pas à celte condition importante. On doit avoir égard aussi à la manière dont les orifices sont placés ; car plusieurs orifices très-voisins donnent un moindre produit que s'ils étaient fort éloignés les uns des autres. On ne peut satisfaire rigoureusement à la condition dont il s’agit, qu’en employant, pour distribuer les eaux reçues dans la seconde cuvette B B, des orifices égaux et également espacés, le produit de chacun étant égala la moindre subdivision du module adopté. Alors les quantités d’eau réparties demeureront toujours exactement dans les mêmes rapports.
On ne satisferait pas à cette condition avec la même exactitude par la disposition proposée par Bélidor, qui consistait à distribuer l'eau par des fentes rectangulaires, ayant des largeurs proportionnées à la valeur de chaque concession. Cette disposition serait toutefois bien préférable à celles qui sont en usage.
TITRE XII 1
DU MOUVEMENT UNIFORME DE l’eau DANSEES TUYAUX DE CONDUITE.
104. Pour acquérir des notions exactes sur cette matière , il est nécessaire de considérer d’abord l’écoulement de l'eau par un tuyau de conduite qui établit la communication entre deux vases, en faisant abstraction de l'effet de l’adhérence des molécules du fluide entre elles et avec celles de la paroi du tuyau.
Nous considérerons (Fig 48) le système formé du tuyau MN, ayant partout un égal diamètre, et établissant la communication entre deux vases entretenus constamment pleins , aux niveaux ab,ef. La section e/étant supposée plus petite que la section ai, le mouvement du fluide deviendra toujours uniforme. Nommons
“ l'aire d'une section transversale quelconque faite dans les vases ou les tuyaux ;
O l'aire de la section ab;
O l’aire de la section ef; ü l’aire de la section constante du tuyau ; o l’aire de la section g h ; m le coefficient de la contraction qui a lieu en M :
: la distance mp du centre d'une section quelconque m au niveau supérieur ab;
C la distance Q R des niveaux du fluide dans les deux vases ;
U la vitesse du fluide dans le tuyau ;
s la longueur Mm du tuyau, depuis l'extrémité supérieure M jusqu'à une section quelconque ni ; a la longueur totale M N du tuyau ; o la masse de l’unité de volume du fluide; g la vitesse imprimée par la gravité en une seconde = 9“,809.
Si les extrémités M,N du tuyau sont évasées, l’écoulement du fluide est soumis aux lois générales établies dans les n~ 20 et 50. La vitesse à la section ef sera donc (en supposant égales les pressions extérieures exercées en a b, ef )
DE LA MÉCANIQUE, i“* PARTIE, et par conséquent la vitesse dans le tuyau
_o- / a gC _ / a g C
105. La valeur de la pression sera donnée par la formule (8) du n“ 22, dans laquelle on doit faire t' = o, P = P', et substituer pour U la valeur précédente, ce qui donnera
ou
formules dans lesquelles il faut faire » = ü pour toutes les sections appartenant au tuyau MN. On a par conséquent, dans toute l’étendue MN du tuyau.
p=P + pjS ? liJ [ 1
et si la section U du tuyau est fort petite par rapport à la section O du vase supérieur,
106. Si le tuyau n’est point évasé à ses extrémités, la loi du mouvement s’établit comme il suit, en ayant égard aux pertes de force vive qui ont lieu en M et en N. On a
/a» an
force vive acquise par le système dans le temps dt... pQU dt. U* N- — —j;
force vive perdue dans le même temps en M. . . oUUilt.ü1 ^ i 'j ;
force vive perdue dans le même temps en N. . . ? ttU dt. U1 ( t I;
quantité d’action imprimée à une tranche quelconque
as avili
par la gravité dans le temps d t. .. p g » d s . — =?gd:U Y'dt;
somme des quantités d’action imprimées à toutes les tranches. ogZ.IXUdl. L’équalion du mouvement du fluide est donc
a? st.au j/ = ?a u _ — --t-i — /v' — ) y
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d’où l'on tire
Si le vase inférieur est supprimé, et si le fluide dégorge dans l’air à l'extrémité N, on a a = o = O', et
Si la section du tuyau est trôs-petitc par rapport aux sections des deux vases, ce qui est le cas ordinaire, on a
Si la section du tuyau étant toujours très-petite par rapport aux sections du vase supérieur, le vase inférieur est supprimé, et si le fluide dégorge dans l’air, on a comme ci-dessus
107. Le tuyau n'étant point évasé à ses extrémités, la valeur de la pression, pour une section quelconque du tuyau comprise entre les extrémités M, N, sera donnée, conformément aux n°* 68 et 70, par la formule
pu’r (' Yl
dans laquelle m représente, conformément au n” 54, le coefficient de la contraction qui a lieu à l'extrémité M du tuyau. Cette formule convient également au cas où le vase inférieur est supprimé, et où l'on doit employer pour IJ l’expression (5).
Si la section du tuyau est très-petite par rapport à la scclion U du vase supérieur, la formule précédente se réduit à
)i = P- ;ys-
ou l’on doit mettre pour U l'expression ^6).
Le vase inférieur étant supprimé, les formules (7) et (8), en y mettant respectivement pour U les expressions (5) et (6), donneraient également
Ainsi la pression serait plus petite que la pression atmosphérique extérieure dans toutes les parties du tuyau situées au-dessus du niveau de son extrémité inférieure (ce résultat n’a pas lieu en réalité, parce que, comme on le verra plus loin, les valeurs précédentes de la vitesse sont beaucoup plus grandes que les valeurs données par l'observation).
108. Eu soumettant à l’expérience le genre d'écoulement dont il s’agit, on trouve pour la vitesse de l’eau dans les tuyaux des valeurs plus petites que celles qui seraient données par les formules des n"* 104 et 105. La différence qui est d'autant plus grande que le tuyau est plus long et le diamètre de ce tuyau plus petit, est produite par l’adhérence des molécules du fluide entre elles et aux parois du tuyau. L’effet de cette adhérence n’est pas sensible quand le fluide s’écoule hors d’un grand vase par un orifice; mais il le devient quand le fluide parcourt un long tuyau.
L’action des forces moléculaires qui altèrent ainsi le mouvement du fluide a été soumise à un calcul exact, dans le cas où le fluide coule dans un tuyau rectiligne, et où toutes les molécules se meuvent parallèlement à l'axe du tuyau. La valeur de la vitesse d’écoulement est donnée alors par une expression qui se réduit, quand le diamètre du tuyau est extrêmement petit, à
EX
U, c, <7, x ont les significations indiquées n” 104;
D diamètre du tuyau ;
E constante à déterminer par expérience, dépendant seulement de l’adhérence réciproque du fluide et de la paroi, et variable avec la température. Ce résultat s’accorde avec des expériences très-curieuses faites par M. Girard, sur l’écoulement de divers fluides par des tubes capillaires ( voyez les Mémoires de l’ Institut, 1815 — 1816).
109. Celte théorie ne peut convenir aux cas ordinaires des applications. Le mouvement plus compliqué que prend alors le fluide n'ayant point été soumis au calcul, on n'a plus d’autre guide que les résultats des expériences.
Les expériences connues donnent la loi de l’écoulement avec une exactitude suffisante, lorsque la longueur du tuyau est au moins égale à 400 fois son diamètre, et lorsque la vitesse d'écoulement If ne surpasse pas 2™, 5. Les recherches de M. Prony ont démontré que les résultats de ces expériences sont représentés, en admettant que les forces, produisant la viscosité du fluide et
rm
son adhésion à la paroi du tuyau , impriment dans chaque élément d t du temps une quantité d'action exprimée par
-piX(«f + 6ü>)C dt.
x étant le contour de la section transversale du tuyau
x 4 on a — = —
«,6 des coefficients constants qui doivent être déterminés de manière à satisfaire aux expériences.
En introduisant ce terme dans l’équation du mouvement du fluide trouvée n° 10(i, elle devient
8 X rSP
D Lo»
et si la section du tuyau est très-petite par rapport aux sections des vases,
2 gü= (a U -4- 6 D*) -4- l)J t
d’où l’on déduira pour U une valeur plus petite que l’expression (4) du n° 106.
110. La section du tuyau étant supposée fort petite par rapport aux sections des vases qu’il réunit, et le diamètre de ce tuyau étant au plus égal à 7^ de sa longueur, l’expérience apprend que le dernier terme du second membre de l’équation (10) peut être négligé par rapport au premier, ce qui donne sx jDi;
2 ÿÇ = («U -*-6ljX), ou -- = a U -4-6 U* (Il)
Les valeurs deaCtS, déterminées de manière à satisfaire le mieux possible aux résultats des expériences, sont
La valeur de U, donnée par l’équation précédente, est
ou, à très-peu près,
a /jDt /l)C
Ou trouvera des tables des valeurs correspondantes de U et -dans les
Uevherches physico-inathéinaln/iws sur la théorie dus eaux courantes par M. de Prony, et dans l’écrit cité ci-dessous n° 112.
111. On a, pour calculer le diamètre d'un tuyau qui doit servir à écouler le volume d'eau Q dans une seconde sexagésimale , l'équation
— R' — a' 0 DJ — 5’ 0J = 0
iB1
112. Dans des mémoires publiés en 1814 et 1815 dans le recueil de l’Académie de Berlin , M. Eytelvvein a appliqué les expériences connues sur le mouvement de l’eau dans les tuyaux à la détermination des coefficients a et g
de l’équation (10) du n° 109, en y conservant le terme IP
Posant, pour abréger i ) •+- 1 = — , cette équation devient
2ffC= — (a U +gt:*)+ - (14)
M. Eytelvvein suppose n = — = 0,8125, afin qu’en faisant x = « , l’équation
donne pour U la valeur indiquée par l’expérience dans le cas oit le fluide s’écoule par un ajutage cylindrique d’une très-petite longueur ( voyez n° 78), et il se trouve pour les valeurs qu’il convient d'attribuer aux coefficients « et g afin de représenter le mieux possible les résultats des expériences (le mètre éfant l’unité linéaire),
Vf 1
Lu-'
L’équation précédente , résolue par rapport à IJ, donne
ou, en substituant les valeurs précédentes de a et p,
Payez l’écrit intitulé Recueil de cinq tables pour faciliter et abréger tes calculs des formules relatives au mouvement des eaux, etc..., publié en
septembre 1825, par M. de Prony (les mémoires de M. Eytelwein ont été traduits dans les Annales des mines , t. 12, 1826).
113. Si \ est très-grand par rapport à D, on peut réduire eette expression à
ou
Dt
114. Si l'on veut se contenter d’une formule approchée plus simple que les précédentes, on négligera le terme» lî dans l’équation (14) qui se réduira alors à
M. Eytchvein trouve que la valeur qui convient le mieux au coefficient G pour représenter les résultats des expériences, est alors
On a pour l'expression de la vitesse
115. Quant à la pression, en considérant en premier lieu un tuyau évasé à l’extrémité supérieure, on trouvera ici en employant le raisonnement des n“ 17 et 22, remarquant que le moment des forces retardatrices agissant sur les tranches placées au-dessus de la section que l'on considère est — ?x*(s> U -+• 6U,)Urff, et que le mouvement du fluide est censé uniforme,
pour la valeur de la pression dans la section du tuyau placée à la hauteur c au-dessous du niveau de l’eau dans le réservoir supérieur et à la distance s de l’extrémité supérieure du tuyau.
Si le tuyau n’est point évasé à l'extrémité supérieure, la formule précédente, conformément à ce qu’on a vu n" 68, devient
px*
(id + SC1), (20)
et si la section du tuyau est très-petite par rapport à la section supérieure 0 du réservoir
p=P + iijï ' — (a li + 5 I!1)
p ayant la signification indiquée n“ 1 12.
Si, comme cela arrivera dans beaucoup de cas, on peut négliger le terme
, cette équation devient, en ayant égard à l’équation (11) du n" 110.
Soit tracée (Fig. 40) du niveau P du réservoir supérieur à l’extrémité inférieure du tuyau, la ligne droite P N. Dans la plupart des tuyaux de conduite, * M m
le rapport —, ou — — . différera peu du rapport des lignes P/>, PR. Donc X UN
N R représentant Z et in p représentant z, la ligne t — sera représentée à
fort peu près par pq. Par conséquent la pression en >n sera due, d'après la formule précédente, à la hauteur inq; en sorte qu'adaptant en M un tuyau vertical à une petite ouverture faite dans la paroi, le fluide s’élèvera dans ce tuyau jusqu’à la rencontre de la ligne PN. En comparant cc résultat à celui du n° 107, on reconnaît l’augmentation que les forces retardatrices causent dans la pression qui a lieu dans le tuyau.
116. Supposant que l’eau sort d’un vase par un ajutage cylindrique, et que cet ajutage doit être prolongé par un tuyau du même diamètre, on pourrait demander de régler la pente de ce tuyau de manière que le fluide y coulât avec la même vitesse avec laquelle il sortirait par un court ajutage. Nommant
s la charge du fluide sur le centre de l’orifice qui forme l’extrémité supérieure du tuyau ;
z' la différence de niveau des deux extrémités du tuyau; on a (=: -+- z'. et comme l’eau coulerait par l’ajutage cylindrique avec la vitesse u 1/23 z, s' doit être déterminé par la condition que l'équation
2ÿï = — (a 9-1-69 *) -4
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soit satisfaite par les valeurs Ç — z ■+■ z', U = n j/2 g s. Cette équation devient alors
2ÿS’ = — (ajiV/ajsrs-t-En2-2?2);
- = -(«8 y/ - -4-Su’
ce qui donne la valeur de la pente par mètre du tuyau.
117. Si l’on avait un tuyau de conduite composé de plusieurs parties de différents diamètres, on connaîtrait la loi de l’écoulement, en introduisant dans le second membre de l’équation (9) plusieurs termes, tels que
(aU + 6 l’>)
TT
etc.
17 étant la vitesse du fluide dans la partie où le diamètre est D, et dont la longueur est x;
D' le diamètre de la partie dont la longueur est D" le diamètre de la partie dont la longueur est etc...
DE l’effet D’CJl ÊTDiNr.LEMEST OC d’KS RESFLEXEST POLE ALTEREE LE MOCVEMEM DE l’eaC DAÜS US TUT AD DE CONDUITE.
118. L’effet d’un étranglement (Fig. 50), lorsque la paroi n’est pas évasée à l’entrée et à la sortie, est de faire perdre dans l’instant dt la force vive
pttDitt.l”
!L_iY.
û' étant l’aire de l’orifice C par lequel l’étranglement laisse passer le fluide; m le coefficient de la contraction qui a lieu à cet orifice ( voyez n° 54).
Et si l’étranglement a lieu (Fig. 51) sur une longueur qui surpasse deux ou trois fois le diamètre de l’orifice û', la force vive perdue est
PU
V dt . P»
On doit donc, dans le premier cas, ajouter au second membre des équations (9) et 10), la quantité
/il V
et dans le second cas la quantité
L’effet d’un renflement (Fig. 52), lorsque la paroi n’est pas évasée à l'entrée et à la sortie, est de faire perdre dans l'instant dt la force vive
oauiü.m
[KKM1
ü" étant l’aire de la section du tuyau en D dans l'endroit oii le renflement a lieu ;
ni le coefficient de la contraction qui a lieu en E, à la sortie de ce renflement ;
ce qui obligera à ajouter au second membre des équations citées ci-dessus la quantité
Un renflement diminue la vitesse d’écoulement, mais cette diminution est limitée; tandis qu’un étranglement peut rendre cette vitesse aussi petite qu’on le voudra.
DP. L'EFFET n'es CinsiiEMLTT BRUSQUE UE DIRECTION POUR PI.TF.aPR LE HOÜVEREVT DP L’EAU DAKS DU TUYAU DE CONDUITE.
1 19. Cet effet ne peut être connu que par l’expérience. On représente (Fig. 53) les résultats de celles que Dubuat a faites sur ce sujet, en admettant que le passage d’un coude fait perdre dans le temps dt une force vive exprimée par
flllli/l.c1 (0,0053 ■+• 0,0180 . r) — .
r étant le rayon de l'arc de cercle mn qui réunit les axes des deux parties du tuyau ;
C la longueur de cet axe ;
en sorte qu’on doit ajouter au second membre des équations (9) et (10) du mouvement du fluide, n" 109, la quantité
BK* JETS D'EAU ALIMENTES PAR EN TUYAU DK CONDUTI.
120. Considérant un tuyau de conduite (Fig. 54) à l’extrémité duquel est placé un petit orifice pour la formation d'un jet d’eau. Nommant
ï la charge du fluide QR, quia lieu sur l’orifice; ï la charge du fluide pin, qui a lieu sur une section quelconque du tuyau; x la longueur MR du tuyau ; x la longueur de la partie M m ;
O l’aire de la section du tuyau ; x le contour de cette section ;
f) son diamètre ( on a — = — I;
lî l’aire delà section de la veine qui vient de franchir l’orifice R (supposé ouvert dans une paroi mince) après la contraction;
U la vitesse du fluide à la section U.
La vitesse dans le tuyau est . et la quantité d’action imprimée pen-
dant le temps dt par l’effet des forces d’adhésion, est exprimée, d’après le
/ au a» o» x au
n* 109. par — o x x f a i 6 J — dt.
Supposant la section du réservoir supérieur fort grande par rapport à la section du tuyau , négligeant l’effet de la contraction en M, il n’y a pas de perte de force vive à compter. La force vive acquise est celle de la tranche qui sort en R. f> ü U dt. U1. L’équation du mouvement du fluide est donc /ai' a2 12 \ ait//
9oot.airft=2o*X|a K- 6 I p au il I . U»,
ou
8x / ai a2 iJ N
2oC=- a ht -+-1J2 (1)
On tiendrait compte des effets des coudes, étranglements ou renflements, conformément aux n" 118 et 119, en se rappelant que la vitesse dans le tuyau ai
est ici . La valeur de U déduite de cette équation fera connaître la dé-
pense du jet. Il tend à s’élever à la hauteur ; mais il s’élèvera vérila-
blement à une hauteur un peu moindre, à raison de la résistance de l’air, et de l’obstacle qu’oppose au mouvement l’eau qui retombe sur elle-même. On peut établir entre les quantités a et O les rapports convenables, suivant la grosseur ou la hauteur qu’on veut donner au jet.
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Si l’orifice est garni d’un ajutage cylindrique, dont la section soit Q, on a. conformément aux n"’ 67 et 76, au lieu de l’équation précédente,
m étant le coefficient de la contraction qui a lieu à l’entrée de l’ajutage. Le jet est plus gros, dépense davantage, et s’élève moins haut.
121. La valeur de la pression, pour une section quelconque m du tuyau, en supposant toujours cette section fort petite par rapport à la section supérieure du réservoir, et négligeant l’effet de la contraction en M, est représentée par la formule
o d,uj i P # / u a c» fl! \
où l’on devra mettre pour U les valeurs données par les équations (1)ou (2). Si , comme cela arrivera pour un long tuyau , on peut négliger dans les
équations (1), (2) et (3) les termes II’, II* ^ l’équation (3) deviendra
1 pLPÛ2
ta
expression qui s’interprète de la manière indiquée n” 115.
TITRE XIV
OU MOUVEMENT DE l/EAU DANS LES RIGOLES ET LES CANAUX DÉCOUVERTS.
122. Le mouvement de l’eau dans un canal découvert diffère principalement de celui qui a lieu dans un tuyau de conduite, en ce que la grandeur de la section n’étant point déterminée d’avance, la hauteur du fluide peut varier dans chaque section. Cette hauteur se règle toujours par la condition que la pression à la surface supérieure soit égale à la pression atmosphérique.
Considérons un tuyau très-long , dont la section est constante. La valeur delà pression sera représentée par l’équation (22) du n’ 115. Par conséquent, si la pente du tuyau est également constante, le fluide, dans toutes les sections transversales, n’exercera contre le sommet de la paroi qu’une pression égale à la pression atmosphérique. Si cette paroi offre en dessus une face plane, cette face pourra donc être enlevée, sans que les conditions du mouve-
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ment soient altérées. Un courant d'eau ne différant point d'un tuyau semblable au précédent, on conclut de ce qui précède :
1" Que. dans lin canal dont le fond a une pente uniforme, et où la figure et les dimensions transversales de la section sont constantes , le mouvement du fluide se règle toujours de manière que la hauteur de la section et la vitesse moyenne soient aussi constantes ;
2“ Que ce mouvement est exprimé par une équation semblable à l’équation (11) du n" 110, c’est-à -dire
ou
a étant l’aire de la section transversale du courant d’eau ; x la portion du contour de cette section qui correspond à la paroi solide dans laquelle l’eau est contenue; o
R = — , le rayon moyen de la section ;
i = — , la pente par mètre du courant d’eau.
Il est nécessaire d'ailleurs , pour satisfaire aux expériences connues, d'attribuer aux constantes a et 6 des valeurs un peu différentes de celles qui conviennent au cas de l’écoulement dans les tuyaux, et qui sont
On a donc
jRi= 0,000430 . ü H- 0,003034 . ;
d’où l'on lire pour la valeur de la vitesse moyenne
On déduit de l’équation précédente, en nomma'nt
Q = U U le volume d'eau qui passe en une seconde dans chaque section du canal,
U» a o 6 Qï
pour la relation qui existe entre l'aire de la section, son périmètre, la pente du canal et la dépense en une seconde.
Les expériences, d'après lesquelles les valeurs de * et e ont été détermi-
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nées, ont été faites sur des canaux dont les dimensions étaient très-variées. La valeur de U s’est élevée jusqu’à 0",88. Les différences entre les résultats des expériences et les valeurs données par la formule sont moyennement de (voyez les Recherche* physico - mathématiques sur la théorie de s eaux courantes , par M. de Prony).
124. M. Eythelwein, dans le travail cité n“ 112, a employé pour la détermination des coefficients de l'équation précédente, un nombre d’expériences beaucoup plus considérable, dans lesquelles la valeur de la vitesse s’est élevée à près de 2”. 5. D'après les résultats auxquels il est parvenu, on a
d'où
et l’expression de la vitesse moyenne est
le mètre étant pris pour l’unité linéaire. Cette expression donne des valeurs un peu moindres que celles de M. de Prony, lorsque la vitesse surpasse 0m,40. On trouve des valeurs correspondantes de R i et U dans l'écrit cité à la fin du n° 112.
1213. La pression, dans un point quelconque d’un courant d'eau où le mouvement est uniforme, la pente et la section constantes, est toujours due à la distance verticale de ce point à la surface du fluide, comme si l’eau était stagnante. C’est par erreur que Dubuat admet un autre principe.
DES RELATIONS ENTRE LA VITESSE A LA SCRFACE, LA VITESSE Dl FOND ET LA VITESSE MOYENNE.
DANS IN COERANT 01= LA FENTE ET LA SECTION SONT CONSTANTES
126. L’adhérence de l’eau pour les matières qui forment la paroi, celle des molécules fluides les unes pour les autres, les résistances qui proviennent des inégalités de la surface de cette paroi , diminuent la vitesse des filets qui en sont le plus rapprochés. Dans un tuyau la vitesse des filets croit progressivement depuis la paroi jusqu’à l’axe. Dans un canal découvert, la vitesse du filet, qui est à la surface et au milieu du courant, est, à peu de chose près, la plus grande de toutes. La vitesse au fond du lit est la plus petite. La vitesse moyenne est celle qui , multipliée par l’aire de la section, donne la dépense. Dubuat a fait beaucoup d’expériences dans la vue de rechercher les relations de ces trois vitesses. Il paraît résulter de ces expériences que ces relations ne varient pas sensiblement avec la figure et la grandeur absolue des sections. Cet auteur avait déduit de ses observations des règles de calcul, auxquelles
M. de Prony en a substitué d'autres plus simples et plus exactes ( voyez l'ouvrage cité. n° 110). On a, à fort peu près,
U étant la vitesse moyenne :
V la vitesse à la surface et au milieu du courant;
W la vitesse au fond du lit.
On peut s’épargner le calcul de la première de ces formules, en employant la table suivante :
DES EFFETS PRODEITS PAR LES BARRAGES ÉTABLIS DANS EN COERANT D'EAU
127. Un des objets les plus intéressants pour l'art de conduire les eaux est la connaissance des effets que l’on produit en barrant en partie un courant d'eau, c’est-à-dire en établissant un ouvrage qui gêne le cours de l’eau , et l’oblige à passer dans une section plus resserrée. Le résultat d’une disposition de cette nature est de faire prendre à l'eau une plus grande vitesse. Cela ne peut arriver sans que le niveau de la surface ne s’élève en amont de la section dont il s'agit , afin de produire une charge capable d’imprimer l’excédant de vitesse que l'eau doit prendre. Cette élévation de la surface se nomme remous. La hauteur du remous, quelle que soit la nature de la modification apportée à la section, peut être déterminée d'une manière suffisamment approchée au moyen des considérations suivantes.
128. Si. par exemple (Fig. 55), M N étant le fond du lit, et mn la direc-
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lion primitive delà surface de l'eau, qui est parallèle à ce fond, un vannage est établi en P; nommant
ü l'aire de la section ordinaire du courant;
U la vitesse moyenne;
R’ l’aire de l'orifice établi dans le barrage ;
m le coefficient de la contraction de la veine à la sortie de cet orifice : ï la hauteur pq du remous occasionné par le barrage, u il
On aura pour la vitesse moyenne que l'eau devra prendre après sou
passage par l’orifice. Or le système dont il s’agit peut être assimilé à un vase où l’eau, entrant par la section U , sortirait par la section wtü, sur le centre de laquelle il y aurait une charge;. Donc, conformément aux résultats établis précédemment, et en négligeant la considération de la pente du lit, qui est ordinairement très-petite, on a
On parvient au même résultat en remarquant que la vitesse à l’orifice doit être due à la charge du fluide qui a lieu sur cet orifice, plus la hauteur due à la vitesse naturelle du courant.
129. En supposant (Fig. 56) que la section ait été resserrée sur le fond et les côtés seulement, et admettant que le seuil Q du barrage ne s'élève pas jusqu’au niveau de la surface mn du courant dans son état naturel. Nommant
C la profondeur naturelle mM du courant;
T la distance QR, depuis le niveau du seuil du barrage jusqu’au niveau primitif de la surface du courant;
; la hauteur R T du remous qu'occasionne la présence du barrage ;
b la largeur laissée au passage de l'eau sur le barrage ;
U la vitesse moyenne naturelle du courant ;
uJ
H la hauteur due à cette vitesse = — ;
Q la dépense par seconde du courant :
on pourra (conformément à ce qui a été dit n“ 83) regarder la section S comme étant formée de deux parties, l’une QR, dans laquelle le fluide s'écoule avec une vitesse moyenne duc à la différence T R ou ; des niveaux du fluide en amont et en aval de cette section; l’autre RS dans laquelle le fluide coule comme s'il jaillissait librement dans l'air. Si l’on suppose d’ailleurs la hauteur inconnue S de cette dernière partie déterminée d'après le principe
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employé n°G2,on aura, en appliquant ici le résultat de ce n°, RS=0.72I7.C. D’après cela, et en remarquant que , pour avoir égard au mouvement primitif du fluide, il faut supposer les charges produisant les vitesses dans chaque partie de l’orifice augmentées de la hauteur II, il viendra :
1“ Pour la dépense faite par la partie inférieure QR de l'orifice, en nommant m le coefficient de la contraction qui convient à celle partie :
», feT. I/Sff <C -4-11);”
2“ Pour la dépense faite par la partie supérieure R S , en nommant m' le coefficient de la contraction qui convient à cette partie,
On aura donc l’équation
o = 6 V^g \ ’»■ r|/c iï+ 0,7247 . »,\ ? ;
et la valeur de ? qui satisfera à cette équation donnera la hauteur RT du remous.
150. Si la section était seulement resserrée par les côtés, comme cela arrive généralement au passage des ponts, on supposerait v= C. La valeur trouvée pour ï indiquerait la chute qui se forme à ce passage. Les valeurs qu’il convient alors d’attribuer aux coefficients m et m' sont les suivantes. Lorsque les piles sont terminées en demi-cercle ou par des angles aigus, 0,95; lorsqu’elles sont terminées par des angles obtus, 0,9; quand elles sont terminées carrément, en supposant les arches grandes 0,85; dans les cas les plus désavantageux, c’est-à-dire, pour de petites arches, et lorsque les naissances des voûtes plongent sous l’eau, 0,7 environ.
131. Si le niveau Qdu seuil du déversoir (Fig. 57)s'élcvail au-dessus du niveau primitif R delà surface du courant, il faudrait supposer dans l’équation précédente t=o, ce qui donnerait
Q=b l /Tf. 0.7247 . m' . C t/0,G195 . C -4- H .
La valeur de C que l’on déduirait de celte équation indiquerait alors, non plus la quantité RT dont la surface de l’eau s’est élevée en avant du barrage, mais la quantité QT dont cette surface s’est élevée au-dessus du seuil du déversoir.
132. Après la détermination de la hauteur du remous produit par un étranglement de la section, une recherche très-importante est celle delà figure du remous, c’est-à-dire, de la courbure qu’affecte au-dessus du barrage la surface de l’eau jusqu’à l’endroit où elle reprend son inclinaison naturelle.
ré*. 0,7247.? y
Considérons (Fig. 58) une portion quelconque d'un courant d'eau, comprise entre les deux sections M N et m n , el désignons par
ü et» les aires des sections M N et m n ;
L et îles distances verticales MP et mp comptées du fond du lit jusqu'à un plan horizontal quelconque Pp;
Z, et z, les distances verticales GP et gp comptées du centre de gravité des sections jusqu'au même plan horizontal :
II et h les hauteurs de l’eau M N et m n dans les deux sections ;
H, et /z, les hauteurs MG et mg des centres des sections sur le fond du lit; U et u les vitesses moyennes de l’eau dans les deux sections MN et vin: P et p les pressions moyennes qui ont lieu dans les mêmes sections :
S et* les longueurs des arcs passant par les centres de gravité des tranches qui se terminent aux points G et g; a. gel t ayant les mêmes significations qui leur ont été attribuées dans les numéros précédents.
Nous supposons toujours le mouvement du fluide constant, c’est-à-dire que la vitesse ne varie pas avec le temps daus une même section. La foretvive acquise dans l’élément dt par la portion de fluide comprise dans l’intervalle M N nm sera donc l’excès de la force vive de la tranche qui passe en M N sur la force vive de la tranche qui passe en m n , c’est-à-dire
p u u d t ( II* — uJ ).
La quantité d'action imprimée dans le même temps par la gravité est
La quantité d’action imprimée par les pressions exercées sur les sections extrêmes est
p a u il I — - P Ü U <1 1 ;
enfin, en évaluant l’effet des forces retardatrices, conformément à ce qu’on a vun° 109, la quantité d’action imprimée par ces forces sera
Nous aurons donc (en divisant tout par les fadeurs constants u ndt, QUrff) l'équation
Mais l’on a Z, = Z — II,, et z, = s — /*,; de plus, comme la surface supérieure du fluide est libre, la pression moyenne qui a lieu dans chaque section est due à la distance moyenne de chaque point de la section à la surface du
(laide, ce qui donne P=: ?g (H — H,) et P=?<7 (A— /ti). Ces valeurs, étant
substituées dans l’équation précédente, la changent en
t)1 u» /*S x fa S \
— Z — z — (H — A) — / ds — ! — u ^ u1 .... (m)
Si l'on différentie cette équation, on aura
— =-l/S+(il + (/l. —(—«-* u1 j.
Soit Q le volume d’eau qui traverse chaque section dans l'unité de temps.
d’où w-. Supposons constante la pente du fond du courant, que nous dési-
gnerons par i, d’où dz — ids. L’équation précédente deviendra
= — ids-+-d h — ( 1 ).
/JW3 fc>\^CO^Û>2/
Admettons encore que la figure de la section soit régulière . en sorte que l'aire de cette section soit une fonction donnée de la profondeur h seulement. En appelant x la largeur de la section au niveau de la surface de l'eau, on aura alors d»=xdh, et l’on déduira de cette équation
il s — il h
d'où l’on lire en intégrant
i fl 1 i îH
Cette équation a été donnée d’une autre manière par M. Bélanger dans l’écrit intitulé Essai sur (a solution numérique de quelques problèmes relatifs au mouvement permanent des eaux courantes, 1828. Elle peut servir, lorsque la pente du lit est constante, à déterminer les valeurs correspondantes de s et de h, et par conséquent la figure du remous, quand la figure de la section transversale est donnée. On peut voir dans cet écrit la manière dont on simplifie et abrège les calculs par l’emploi de diverses Labiés.
On peut aussi, comme l’a proposé M. de Prony ( Annales des ponts et r haussées), employer l’équation (m) sous la forme
cc qui revient à supposer les quantités », x et u, qui dépendent de h, constantes dans l’intervalle A*, et égales aux valeurs qui conviennent à l'une des extrémités de cet intervalle. On en tirera
formule qui servira à déterminer la variation de la profondeur de l’eau correspondante à l’intervalle As avec une exactitude d’autant plus grande que cet intervalle sera plus petit. Le calcul de cette formule est facile, puisque
l’on a des tables qui donnent les valeurs de — et - u - u1 eorrespondan-
tes a celle de u.
133. Ce qu’on pourrait appeler la longueur totale du remous serait la distance comprise entre le barrage qui produit l’élévation de l’eau , et le point où le courant reprend sa profondeur primitive, c'est-à-dire la profondeur qui convient au régime. On trouverait cette longueur en prenant l’intégrale dans l'équation (»), depuis la valeur de h qui a lieu près du barrage jusqu’à la valeur de h qui convient au régime. Or cette dernière valeur est telle qu’elle doit satisfaire à l’équation du n" 122,
g «» i g ta i Q Q *
sraü + Sü2, OU = a h 6 — ,
c’est-à-dire qu’elle rendra nul le dénominateur de la fonction qui multiplie dh sous le signe f dans l'équation («). Il suit de là que l'ordonnée extrême de la courbe, dont l’aire donne la valeur de s, est infinie, et, en général, l’aire de cette courbe sera également infinie. Donc , à parler rigoureusement, * lorsqu’un obstacle a fait exhausser la surface de l'eau dans un point déterminé d’un courant oU le régime était établi, cet exhaussement se prolonge en amont jusqu’à une distance infinie; mais il diminue progressivement, et devient bientôt insensible.
II existe toutefois certains cas d'exception, qui ont lieu lorsque , en faisant décroître successivement h, à partir de la valeur maximum qui a lieu près du barrage, le numérateur de la fonction qui multiplie dh dans l’équation (n) décroît plus rapidement que le dénominateur, et devient nul avant ce dernier. Ces cas se présentent principalement quand la vitesse du courant est grande et la hauteur de la section petite. La surface du remous est alors convexe vers le haut.
MN étant le fond du lit (Fig. 59). mn le niveau primitif de la surface de l’eau, qui est parallèle à ce fond, la surface du remous causé par le barrage P,
5li LEÇONS SCR L’APPLICATION
donnée par l'équation (n), sera une courbe ABC, située au-dessous de l'horizontale menée par le point le plus élevé A du gonflement, qui est toujours situé à une petite distance en amont du barrage. Ainsi cette équation n’indique plus ici que l’exhaussement s’étende à une longueur infinie. L'expérience apprend que, dans ce cas, le passage du niveau primitif ni n de la surface de l’eau à la surface du remous s'opère par un ressaut indiqué en B, la hauteur de la section subissant un changement brusque.
On connaîtrait la position du ressaut B si l’on en connaissait la hauteur. Cette hauteur peut être déterminée en remarquant que l'équation (m), du n“ 152, si l’on y néglige le terme qui exprimerait l’effet des forces retardatrices dans le petit intervalle ne-’, aussi bien que la différence du niveau des points k , n’, donnera pour la hauteur cherchée
équation dans laquelle H et U appartiennent à la section n', et h et n à la section p.
Ces résultats s’accordent avec des expériences faites par M. Bidone, et publiées dans les Mémoires de l'Académie de Turin pour 1820.
151. Lorsque la pente du fond du lit et la figure de la section transversale sont tout à fait irrégulières, comme dans le cas d’une rivière dont le lit est seulement défini par un profil longitudinal et par des sections transversales prises d’espace en espace, la formule (n) ne peut être appliquée. On peut alors employer avec un certain degré d’approximation l’équation (m) en la mettant sous la forme
il — h = Z —
Nous substituons ici à l’intégrale / rf»— I - J le produit de l’inter-
valle S — s par la demi - somme des valeurs extrêmes de la quantité
X la. 6 N
- f - u -t- - n’ ). Dans celte équation S—* et Z —z sont données. On connaît
u. Kg g 1
également H, et par conséquent X, QetlT qui en dépendent. Il faudra essayer diverses valeurs pour h, dont dépendent x, “ et v, et déterminer la valeur de cette quantité qui satisfait à l’équation dont il s’agit. Les calculs seront
MJ « 6
facilités par les tables qui donnent les valeurs de — et - u-*~ - n» corrcs-
2sr g g
pondants à une valeur donnée de u.
TITRE XVI
DU RÉGIME DES RIVIÈRES
135. On entend par le rc'gi me d'une rivière certaines relations existantes entre la grandeur du lit, la pente, la nature du terrain et le volume des eaux, d'après lesquels l’état de la rivière est fixé et ne varie pas sensiblement avec le temps.
Régler une rivière, c'est lui procurer un régime fixe, c’est-à-dire la mettre dans un état permanent, où elle n’attaque point les terrains voisins, ne nuise pas à la culture par ses inondations, conserve dans son lit une profondeur suffisante pour la navigation, et sur scs bords un chemin de halage commode. L’art de régler les rivières embrasse une grande variété de considérations délicates, dont on énoncera succinctement les principales.
136. Les terrains dans lesquels les lits sont formés présentent des matières très-variées. Ces matières peuvent être classées, sous le rapport de la facilité avec laquelle elles sont entraînées par les eaux, d’après leur pesanteur spécifique, la figure des parties, et surtout leur grosseur. Dubuat, en plaçant divers corps sur le fond d’un canal fait avec des madriers, et mesurant la vitesse qui avait lieu sur ce fond, a observé que les matières désignées ci-dessous cessaient d’étre roulées et emportées lorsque ccüc vitesse avait les valeurs suivantes:
!» Argile brune , propre à la poterie 0, 081
2» Gro» sable jaune 0, 217
| gros comme une graine d'anis o, 108
3» Gravier de la Seine / gros comme un poids, au plus 0, 180
( gros comme une petite fève de marais 0. 325
4" Galets de mer arrondis, de 0“>,027 de diamètre, au plus 0, 050
5» Pierres à fusil anguleuses, du volume d'un muf de poule . 0,075
On trouve les indications suivantes dans l’article Bridge de l’ Encyclopédie d’Édimbourg, rédigé par MM. Telford et Nimmo.
MATIÈRES
QTl DÉSISTENT A CRA VITESSES ET CEDENT S DES VITESSES NÜS GRANDES.
Terre détrempée . houe.
Argile tendre.
Sahlc.
Gravier.
Cailloux.
Pierres cassées . silex.
Cailloux aftijloméres . schistes tendres.
Roches en couches.
Koches dures.
La facilité avec laquelle les parois d'un lit cèdent à l'action des eaux dépend d'ailleurs du talus de ces parois et de la direclion du courant. Elles sont attaquées avec d’autant plus de force, que ce talus est plus rapide et la direction plus voisine de la perpendiculaire.
137. La pente des rivières diminue généralement depuis la source jusqu'à l’embouchure. La section s’accroît, et la vitesse diminue en conséquence. Les matières que les eaux ont entraînées dans les parties supérieures se déposent successivement ; il n’arrive à la mer que les sables les plus fins, ou les argiles tenus en suspension, et dont les dépôts forment des barres aux embouchures des fleuves.
138. Une rivière dont le volume d’eau serait constant tendrait d’elleraémcà régler son lit, soit en augmentant la largeur, ce qui diminue le rayon moyen, par conséquent la vitesse, et par suite l’action que le courant est capable d’exercer: soit en formant des contours qui diminuent la pente par l’augmentation du développement du lit, et par conséquent diminuent aussi la vitesse.
Un coude commencé tend à se prononcer de plus en plus. Le courant attaque la berge concave, qui devient plus verticale : il prend au pied de cette berge plus de profondeur et plus île vitesse, et dépose les matériaux entraînés du côté de la berge convexe qui s’atterrit.
Lorsque le vallon est trop étroit pour que les contours puissent prendre un développement assez grand et diminuer suffisamment la pente et la vitesse, le lit est continuellement modifié et les contours transportés en avant, de manière à occuper successivement toute la surface de la vallée.
139. Une rivière, dans les parties supérieures de son cours, a généralement une vitesse plus que suffisante pour dégrader son lit et entraîner les parties du terrain. La vitesse diminuant progressivement, et devenant nulle à l’embouchure dans la mer, les matières entraînées se déposent. Le fond du lit tend donc à s'élever. A la suite d’une crue, ce lit a perdu de sa profondeur: il est devenu moins capable de recevoir la crue suivante: et les parois présentant ordinairement alors moins de résistance que les dépôts amenés sur le fond, cette nouvelle crue produit la division du courant en plusieurs bras. Les rivières tendent ainsi à parcourir irrégulièrement les parties inférieures des vallées où elles coulent, à les couvrir de dépôts nuisibles à l’agriculture, et à s’y diviser en un grand nombre de bras n’ayant qu’un faible volume d'eau, et peu propres à la navigation. Ces eflFets sont plus sensibles lorsque les crues apportent des parties supérieures de gros sables ou des graviers, parce que ces matières résistent à la vitesse ordinaire du courant dans l’intervalle des crues. Us le sont moins lorsque les dépôts sont formés d'argile ou de sable fin ; matières qui peuvent être entraînées par les moindres vitesses: en sorte que le lit encombré peut se creuser de nouveau dans l’intervalle des crues.
DE LA MÉCANIQUE, 2"" PARTIE. Il:»
Les variations dans le volume et dans la vitesse des eaux s’opposent à re que le régime d’aucune rivière soit rigoureusement fixé. Une crue tend à augmenter le lit dans les parties supérieures, et les matières qu’elle entraîne encombrent ce même lit dans les parties inférieures. Ces dépôts arrivent en partie à la mer, ce qui prolonge les delta existant généralement à l'embouchure des grands fleuves ; mais ils ne peuvent y parvenir tous, et le fond des vallées s’élève progressivement aux dépens des montagnes où les sources des rivières sont placées.
140. Les principes d'après lesquels doivent être dirigés les travaux destinés au règlement des rivières sont fondés sur les considérations précédentes. Ces travaux ont généralement pour objet de remédier :
1° Aux corrosions des berges qui enlèvent des terrains utiles à l’agriculture ;
2° Aux dépôts dans le lit, qui nuisent à la navigation et tendent à faire ouvrir de nouveaux bras ;
3° Aux inondations, nuisibles surtout dans l’emplacement des villes.
1“ On garantit une berge attaquée par le courant en la revêtant par des constructions susceptibles de résister à l’action de l’eau. Ces constructions doivent conserver à la berge sa forme actuelle. Si cette berge a été fortement endommagée, et qu’on veuille reprendre sur le fleuve le terrain enlevé, on doit former tme levée suivant la direction primitive de la berge, en raccordant avec soin les extrémités à la direction des berges existantes. Il faut éviter en général les constructions connues sous le nom d 'épi», dirigées transversalement sur le fil de l’eau, et qui tendent à en changer brusquement la direction. On peut seulement employer quelquefois des épis à fêle noyée pour renforcer une berge sur laquelle le courant parait se diriger. C'est à tort, en général, que l’on croit fixer le cours d’un fleuve qui attaque fortement scs rives en redressant son lit : le résultat de celte opération est d’augmenter la vitesse, et par conséquent la force avec laquelle le terrain peut être emporté.
2" Un dépôt formé accidentellement dans le lit d'un fleuve indique généralement que la section est trop large. On le fait disparaître en diminuant cette largeur par un remblai établi en avant de la berge concave, et consolidé par un revêtement. Sans une précaution semblable on enlèverait inutilement le dépôt ; il sc reformerait de lui-même par l'effet des crues suivantes.
Quant aux effets produits dans les parties inférieures du cours d’un fleuve par les dépôts que les crues y abandonnent, et dont il a été parlé n° 139, on ne peut y remédier que par un vaste ensemble de travaux. Un des moyens les plus efficaces consiste à retenir les dépôts dans les montagnes d’où sort le fleuve, en barrant les torrents par des digues qui obligent l'eau à couler
tt<>
par cascades, entre lesquelles elle a peu de vitesse. Les crues ne peuvent entraîner alors que des matières susceptibles d’étre délayées, et qui donnent lieu à lieaueoup moins d'inconvénients que les cailloux et les graviers.
On peut aussi (comme on l'a fait pour la Loire) abandonner au fleuve un large espace, contenu entre des levées que les crues ne surmontent point, dans lequel le courant est libre de divaguer à volonté, mais que les dépôts n’élèvent que très-lentement. Ce parti a l'inconvénient de faire perdre beaucoup de terrain, et de rendre la navigation difficile et pénible.
Enfin, on peut (comme on l'a fait pour le Pô ) contenir le lit du fleuve dans un espace resserré, formé par des digues que les crues ne surmontent point. Cette disposition ne perd pas de terrain, et maintient le lit dans l’état convenable pour la navigation. Mais les dépôts élevant rapidement le lit, il faut élever les digues en conséquence, et bientôt le fleuve se trouve suspendu audessus de la surface des terrains environnants. Ces terrains sontalors exposés à de grands désastres, dans le cas où une crue extraordinaire causerait la rupture des digues.
3” Un volume d'eau considérable, étant versé dans la partie supérieure du lit d’un fleuve, prend, en s'écoulant dans chaque partie du cours, une vitesse principalement déterminée par la pente et par la figure de la section. Dans les parties supérieures les crues s’élèvent à une grande hauteur; le courant est rapide, et la crue dure peu de temps. Dans les parties inférieures la crue s’élève moins haut, le courant a une vitesse moindre, et celte crue dure plus longtemps. Ces modifications sont le résultat de la disposition générale du lit; et si un volume d’eau donné, introduit vers la source, y produit un certain excédant de dépense, il s’ensuivra, à une époque subséquente, un excédant de dépense déterminé dans chaque point donné du cours du fleuve.
Ainsi, sur un point donné du cours d’un fleuve , tel que l'emplacement d’une ville, en supposant une crue qui s’élève à une hauteur donnée, la dépense du fleuve est alors déterminée, et il n'y a aucun moyen de la changer. Quand la dépense d'un courant est donnée, ou ne peut faire abaisser la surface qu’en augmentant la largeur de la section, ou en augmentant la pente. Il faut donc, pour diminuer la hauteur des crues, élargir le lit, creuser de nouveaux bras, supprimer des barrages, s'il en existait en aval de la ville, ou construire des barrages en amont. Ces moyens, à l'exception de la suppression des barrages , sont en géuéral très-peu efficaces, ou sujets à de grands inconvénients.
Les égouts doivent, autant que possible, aboutir dans la rivière au-dessous de la ville.
TITRE XVII
DU MOUVEMENT d’uN FLUIDE ÉLASTIQUE COULANT DANS UN VASE.
141. Soit ABCD (Fig. 60) un vase ou un tuyau, dontl’axe MN est horizontal, et dans lequel coule un fluide élastique. Conservant ici l'hypothèse du parallélisme des tranches, on admet que la première section AB du tuyau est adjacente à un réservoir ou gazomètre , dans lequel la pression, et par conséquent la densité du fluide, sont maintenues constantes. A la dernière section ou orifice d’écoulement CD, la pression, qui est celle du milieu dans lequel le fluide s’écoule, est également supposée constante. Le fluide coule dans le sens M N par l’effet de la différence de ces pressions, et on suppose que le mouvement est devenu constant, et ne varie pas avec le temps. On nommera
" l’aire d’une section transversale quelconque * 6 :
U l’aire de l’orifice CD;
O l’aire de la première section A B du tuyau ;
x la distance M n des sections AB et a S ;
u la vitesse de la tranche de fluide placée en a 6 ;
U la vitesse de la tranche de fluide placée en CD;
p la pression qui a lieu en aS;
P la pression intérieure qui a lieu dans le gazomètre et dans la section AB;
P'ia pression extérieure qui a lieu dans la section CD;
P la masse de l’unité de volume, ou la densité du fluide dans la section a 6 (on a p=k p, en désignant par k un nombre constant lorsque la température est constante) ti).
La température est supposée la même dans toute l’étendue du vase. L’axe de ce vase étant horizontal, l’action de la gravité n’altère point le mouvement des tranches. Cela posé, l’élasticité du fluide s’oppose à ce qu’on établisse ici les conditions du mouvement par des raisonnements semblables à ceux des n”* 15 et suivants; mais, en remarquant que la masse de la tranche
[i] Supposant les pressions mesurées par les bailleurs il’une colonne <l'un fluide inconv pressible , nommant
* le poids de l’unité de volume de ce fluide;
h la hauteur de la colonne qui mesure la pression p (on aura p = *A);
II le poids de l'unité de volume d'un fluide élastique , à la température 0”, sous la pression mesurée par la colonne de Huide d'une hauteur);.
placée en a 6 est ? <*dx, la force perdue par cette tranche, — ? <*dx . — ; et
il t
que cette force perdue doit être égale à l’action exercée sur cette même tranche en vertu de la différence des pressions supportées par ses deux faces, on aura l’équation
du dp du
» dp — — p u d x . OU k = — — d X ,
dt p di
qui doit subsister dans toute l’étendue du vase.
Pour intégrer cette équation, on remarque que le mouvement du fluide étant supposé constant , la môme masse doit passer à chaque instant dans toutes les sections. Ainsi p»n, et par conséquent p» u sont des quantités
P' au
constantes pour toutes les sections. On a donc u = ,
pu
d (pu) dx
du = — P'ü U , et en mettant u à la place de — , il viendra
dp
d(pu)
— p'3 JJ3 U3 .
Intégrant, et déterminant la constante de manière que l’on ait en même temps » = O, p = P, on a
O- (Sfr
On a , d’après les lois de Mariotle et de Gay-Lussac . p g étant le poids de l’unité de volume du fluide élastique .1 la température r» sous la pression p,
et par conséquent , puisque p = * h, t
Pour Pair atmosphérique, les pressions étant mesurées par des colonnes de mercure, comme on sait que le rapport du poids du mercure à celui de l’air à la température de 0° et sous la pression de 0ra,76 est 10400 , on a g — 9“* ,8088 I
{ d’où k — 7802 1 ( 1 + 0,00375 . v ).
pour les autres fluides les valeurs de k seront réciproques à leurs pesanteurs spécifiques.
H comme à la section CD l’on a *>= ü, p — P', il vient
Le volume de fluide qui s'écoule dans l'unité de temps, mesuré sous la pression P qui a lieu dans le gazomètre, est
Ce volume est réciproquement proportionnel, toutes choses égales d’ailleurs à la racine quarrée de la pesanteur spécifique du fluide [i].
142. En substituant la valeur (2) de U dans l’équation (1), il viendra
équation qui servira à déterminer la pression p qui a lieu dans la section «.
143. Si l’orifice d’écoulement CD est très-petit par rapport à la section AB, l’expression (2) de la vitesse d’écoulement se réduit à
2 *io(Ç. — , P'
et l’expression (3) du volume de fluide écoulé dans l’unité de temps, mesuré sous la pression qui a lieu dans le gazomètre, à
2 k log.
(il 11 ne faut point oublier, en appliquant ces formules, que le logarithme est hyperbolique, et que, si on le prend dans les tables ordinaires, il faut le multiplier par 2,3026. l'oyez d'ailleurs, pour une discussion plus étendue des résultats de cette solution, un mémoire inséré dans le tome VIII des Mémoires r/e l'Académie des sciences de l’Institut.
LEÇONS SUR L’APPLICATION L'équation (4) devient, dans la même hypothèse,
144. Si la paroi n’est point évasée à l’entrée de l’orifice d’écoulement C 1), en sorte que les filets du fluide ne puissent sortir du vase en suivant des directions parallèles à l’axe MN, la veine de fluide se contracte au delà de l’orifice, comme cela aurait lieu pour un fluide incompressible; et il résulte des expériences connues que le coefficient désigné par m dans le n“ 54 conserve, pour l’écoulement de l'air et des autres fluides élastiques, les mêmes valeurs qui conviennent aux liquides.
ÉCOULEMENT d'I’N FLUIDE ÉLASTIQUE HORS D*ülf RÉSERVOIR QUI SE VIDE PAR UN ORIFICE TRÈS-PETIT.
145. Considérons un réservoir dont la figure est rectangulaire, et dans l’une des faces duquel est ouvert un très-petit orifice. Les formules du n” 143 conviendront à ce cas, en supposant que toutes les sections m du vase que le fluide élastique parcourt, avant d'arriver à 1 orifice, sont égales a la section désignée ci-dessus par O. Mais si l’on fait <»= O dans l’équation (7), elle sera satisfaite par la valeur p= P ; d’où il suit que la pression, et par conséquent la densité du fluide, sont ici constantes dans toute l’étendue du vase, et que le fluide, en traversant l’orifice, passe de la pression P à la pression extérieure P' dans un intervalle fort court. De plus la vitesse du fluide dans l’intérieur du réservoir est fort petite. Dans un cas semblable on peut, sans erreur sensible, admettre que le réservoir se vidant par l’orifice, en sorte que la pression intérieure P décroît à mesure que le temps s’écoule, la vitesse à cet orifice est constamment exprimée par la formule (5).
D’après cela, nommant A le volume du réservoir, et tfP étant la variation que P subit dans l’élément du temps d t, on a
d t . \ / 2 k log. —
_dP P V P'
P' U \/ 2 A (log P — log. P' )
Par conséquent, le temps nécessaire pour que la pression diminue dans le
réservoir, depuis la pression initiale P, jusqu’à la pression quelconque P, est
A /"P, cl p
p'üj/âli/ p i/iog. p — log. p' <8)
146. Si le fluide, au lieu de se répandre en sortant du réservoir dans un espace d’une étendue indéfinie où la pression P' est constante, était reçu dans un autre réservoir dont le volume fût A', la pression P' augmenterait avec le temps. Désignant par Pt' sa valeur initiale, on aurait la relation
A P,' -4- A' P,' = AP + A,P' d OU P' = .
Substituant cette valeur dans l’expression précédente de dt, il viendra AA' df
dt =
V 3* log. P-loB. tA(P|-P)+VP,']-t-tog.A'
et par conséquent
dP
] 4/ log. P — log. [A (P, — P) H- A' P'] log. A'
pour l’expression du temps pendant lequel la pression diminuera dans le premier réservoir de la valeur initiale P, à la valeur P.
CAS OC IL T A DES CHANGEMENTS BRUSQUES DANS LA GRANDEUR DES SECTIONS DU VASE.
147. On peut appliquer aux cas dont il s’agit des considérations analogues à celles qui ont été présentées dans les n- 67 et suivants. Le fluide s’écoulant par l’orifice CD (Fig. 61), après avoir franchi la section EF, à laquelle succède immédiatement la section plus grande GH, on conservera les dénominations précédentes, et l’on représentera par
A l’aire de la section EF;
A' l’aire de la section GH;
B, B' les valeurs des pressions qui ont lieu respectivement dans les sections EFetGH.
Cela posé , en appliquant ici le principe de la conservation des forces vives, on aura pour la masse d’une tranche quelconque, ? *d a. id pour
sa force vive à la fin du temps t, et ? »d x . 2 ud u pour la force vive qu’elle acquiert pendant le temps dt. La force vive, acquise par tout le fluide pendant ce même temps, est donc :
f p tû dx . 3 u d u,
l'intégrale étant prise entre les sections AB et C D. D’autre part, les vitesses
P'ü II POU
du fluide aux sections EF et GH étant respectivement et -,
BA B'A
le fluide qui passe dans le temps dl d’une section dans l’autre perd la force
P' (va P'fl y
vive — üU dt. U1 ( . On a donc pour la somme des
k \ BA B'A' /
forces vives acquises et perdues dans le temps dt
P' /va P' fl y
foudx.iudu-*- — flUrff.C1 ( 1 .
Quant aux quantités d’action exercées pendant le même temps, une tranche quelconque étant sollicitée en raison de la différence des pressions qui ont lieu sur scs deux faces, par la force — » dp, et , décrivant l’espace udt, la somme des quantités d’action exercées sur toutes les tranches dans le temps dt est
— f tù dp . u dt.
Égalant donc la somme des forces vives acquises et perdues au double des quantités d’action imprimées, et supprimant les facteurs égaux. . . . P'U'U, p*n, il viendra
/dp pdx u» /P’ fl P' fl y
/ -.du-*-- ;
p J dt 2 \ B A B'A’/
ou en mettant pour du sa valeur P'QU d. (—j , et
Vpu/
dx
remplaçant — par dt
p tù
/dp p i / i \ u1 /p'ü p'ü v
p J p tù \p u J 2\BA B'A'/
En intégrant entre les limites indiquées, il viendra donc
p r P'»ü* /v fl fay-i
2 k tog. — = u* 1 1 -4- ( ,
p' L p»o> \ba b’a'/ J
d'où l'on déduit
2 k log. — P'
P'2fli /p-a P'flV
pJo» Vba b'a'/
148. L’équation (10) subsiste d’ailleurs pour une portion quelconque du fluide comprise entre la section AB et une autre section située entre GH et CD. Mais le dernier terme du second membre, qui représente la perte de
force vive, doit être supprimé si l’on veut considérer une portion du fluide comprise entre ÀB et une section située entre AB et EF. Ainsi les pressions seront données depuis A B jusqu’en EF par l’équation p /p'» a» p'>a*
2 * log. - = u» [
et depuis GH jusqu’en CD par l’équation
LÎLYl
L pï
BA
En faisant donc « = A dans l’équation (12), on connaîtra la pression B qui a lieu en EF ; et, en faisant »= A' dans l’équation (13), on connaîtra la pression B' qui a lieu en GH. Si d’ailleurs on élimine des deux équations obtenues de cette manière la vitesse U au moyen de l’expression (11), elles deviendront
Les pressions intérieures B, B' étant déterminées par ces deux équations, la formule (11) donnera la valeur de la vitesse d’écoulement du fluide.
149. Si les deux sections CD et EF sont très-petites par rapport aux sections AB et G H, l’expression U de la vitesse d’écoulement devient à fort peu près
2 k log. —
Les équations (11) deviennent dans la même hypothèse
log. —
log.
log.
P' p' J uî
log.
BJ Aï
Les seconds membres de ces dernières équations étant identiques, on a dans le cas particulier dont il s'agit B= B' : ainsi la pression ne change point alors brusquement de grandeur lorsque le fluide passe de la section EF à la section GH.
CAS OC L’ÉCOCLENEMT s’opère PAR CR AJUTAGE CYLISDRIQCE DOST L’ESTREE S'EST PAS EVASEE.
150. On doit admettre dans ce cas que la veine du fluide qui a traversé la section ET (Fig. 62), s’étant contractée en cf se dilate brusquementenGH. Les formules précédentes s’appliqueront en écrivant tn A au lieu de A, ni désignant le coefficient de la contraction ; puis faisant A= A'= a. En supposant de plus ü fort petite par rapport à O , on aura au lieu de l’équation (11)
et au lieu des équations (14)
log. —
2 A log. — P'
mB B'/
B et B' représentent respectivement les pressions qui ont lieu dans les sections e/’et G H. La dernière donne B' = P’, en sorte que la pression en G H est égale à la pression extérieure. On a donc d’après cela
et la valeur de B tirée de l’équation (18), étant substituée dans l’équation (17), fera connaître la vitesse d’écoulement.
151 . En supposant que P surpasse très-peu P', ce qui est le cas ordinaire
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des applications, on peut poser P=P’ ( 1 +i), B= P' ( 1 -*-«), * et • désignant des fractions très-petites. L’équation (18) donne alors
2 m — 2 m» 2 in — 2 mJ
i = -r , OU B = P' — (P — P) .
îm + îm1 I — 2 »» -+- 2 m
Si on faisait m = 0,62, on trouverait à peu près B = F — 0,89 (P — P' ). La vitesse d’écoulement sera moindre que la valeur donnée par l’expression
' 2 k Log. —
Ces résultats paraissent s’éloigner très-peu des effets naturels.
TITRE XVIII
DU MOUVEMENT d’un FLUIDE ÉLASTIQUE COULANT DANS UN TUYAU DE CONDUITE.
152. Cette question peut être traitée d’après des considérations analogues à celles qui ont été présentées dans les n”‘ 109 et suivants ; mais les expériences indiquent que la résistance, provenant du frottement du fluide contre la paroi du tuyau, est proportionnelle au carré de la vitesse moyenne. Nous désignons par
a l’aire de la section AB (Fig. 63) du réservoir ou gazomètre, dans lequel le tuyau prend naissance ;
u l’aire de la section a 6 du tuyau, qui est supposée constante;
x le contour de la section «;
D le diamètre de cette même section;
l’aire de la section ef, dans laquelle la veinede fluide se contracte après s’être introduite dans le tuyau ;
U'I’aire de l’orifice CD, par lequel le tuyau est terminé, et dont l’entrée est évasée ;
D' le diamètre de cet orifice ;
P, P' les pressions constantes qui ont lieu aux sections extrêmes a et U';
p la pression qui a lieu dans la section quelconque a g du tuyau, situé à la distance M|» —x de son origine dans le gazomètre ;
B, B'ies pressions qui ont lieu aux sections ef et G H ;
m LEÇONS SUR L’APPLICATION
P, la pression quia lieu dans la section I K, qui forme l’extrémité du tuyau, et précède immédiatement l’orifice d’écoulement ;
U la vitesse d'écoulement du fluide à la section extrême C D ; u la vitesse dans la section quelconque a 6 ;
p = - la densité du fluide dans cette même section, k étant un nombre eonk
s tant;
x la longueur MIS du tuyau;
S un coefficient constant , dont la valeur doit être déterminée de manière à satisfaire aux résultats des expériences.
En remarquant que, dans l’élément du temps dt, 1° la somme des quantités d’actions imprimées à toutes les tranches par l’effet de la différence des pressions qu’elles supportent sur leurs faces opposées, est
— f » dp . udt;
l’intégrale étant prise entre les sections AB et CD; 2” la somme des quantités d'action imprimées par la force retardatrice provenant du frottement sur la paroi, cette force étant supposée proportionnelle à la densité du fluide, à l’aire de la paroi et au carré de la vitesse, est
6 u1 . udt;
3° la somme des forces vives acquises par toutes les parties du fluide est
adx . 2 u du;
4“ la force vive perdue par l’effet du changement brusque de vitesse dans la section GH , est,' d’après ce qu’on a vu n" 147,
— ü'u dt. u* | k
\ B . m tt B' tù J
on aura pour l’équation du mouvement du fluide
wdp.udt= J pxdat.6tp.udl-*- / puilx. udu-hP'ü'Vd/.V,(
c/ J \B.wûi B'm.
ou en divisant par p » udt= P' U' U d t,
/dp /»* /» UWP'Ü' P'ü'Y
— = / — dx ■ 6 uJ-v- / ud h -t- — ( J , (1)
/•dp
— et [u du sont respectivement
log. — et — ( 1 ). Quant à' l’intégrale / — d x.Zu1 , qui rc-
P’ a V p2 fl 2 / * J u
vient à
» P'2 fl »
-dx.ê
on en obtiendra la valeur d'une manière fort 'approchée en admettant que le carré p* de la pression décroît uniformément entre les sections GH et I K, en négligant les parties de l’intégrale qui répondent aux portions du tuyau qui sont au delà de ces sections. L’intégrale dont il s’agit deviendra alors
Sx dx 6 P' 2 fl'2 U* 6xx p'1 fl'1 u1 B'
— . . = . ; — — 7 • 2 log. — .
D’après cela l’équation (1) deviendra
p rï6*x p'2ü'2 b' P'2fl'2 /P'fl' P'û'y-i
2 k log. — = U2 1 . . 2 log. — ni h .
P' L « (B'2— P,2)»2 P, P2 fl2 \B.»*u Du/ J
153. 11 reste maintenant à déterminer les pressions intérieures B, B' et P,. Pour y parvenir on remarquera que la pression serait donnée dans l’intervalle Ee/T, par l’équation (1), en supprimant dans le second membre les termes relatifs à l’effet du frottement sur les parois, et de la perte de force vive qui a lieu en GH, c’est-à-dire par l’équation
P /P'2fl'2 P'2ü'2\
2 k log. — = l!2 | ] (8)
» désignant la section quelconque pour laquelle la pression est calculée. On remarquera de plus que la pression sera donnée dans le reste du tuyau par l’équation (1), en prenant dans le second membre les intégrales jusqu’à la section pour laquelle on veut déterminer la pression ; ce qui donnera
p r26*x P-2fl'2 B'2 P'2 U'2
p Lu
2 k log.
. log.
pJ uJ
P'ja-j /p'U’ p'fly-i
Faisant donc dans l’équation (3) u = m u et p = B, il viendra p /P'2 fl'2 p'2a<2\
2* log. - = ü2 (5)
B \B2.m»2u2 P2 fl2/
Faisant dans l’équation (4), x=io, «= p = B'; puis æ,=x,“ = », p =rPi,
on aura de plus
3 k log. — =
3 k log. — = U1 f
_ Mry-|
. 2 log. —
Fjjry-j
B . tn tû
Les équations (2), (5), (6) et (7) déterminent les quatre quantités inconnues B, B', P, et U.
154. Si l’excès de la pression intérieure P sur la pression extérieure P' est fort petite, ce qui est le cas ordinaire des applications, on peut supposer
et les équations (5), (6), (7) et (2) deviennent alors en négligeant les puissances
supérieures de
xn
IJ2 ü'2
2 k ( ic — •' ) =
U3fl'3 r
Appelant
h la hauteur du baromètre qui mesure la pression atmosphérique extérieure ;
H la hauteur du manomètre qui mesure l’excès de la pression intérieure qui a lieu dans le réservoir où le tuyau prend naissance sur la pression atmosphérique extérieure ;
on a * = — , et l’on déduit l’équation (11) pour l’expression du volume de
fluide qui s’écoule dans l’unité du temps, ce volume étant mesuré sous la pression qui a lieu dans le réservoir,
156. Si le tuyau est ouvert à l’extrémité par laquelle le fluide s’écoule, !)=])', et l’expressiou (12) se réduit à
y/ «fx
157. Si la longueur du tuyau est très-grande par rapport à son diamètre, les expressions (12) et 15) deviennent
irl>*
AI» H 4 S l h
158. Si l’orifice d’écoulement CD n’était pas évasé, comme on l’a supposé n° 152, on devrait remplacer dans les formules précédentes û' par vï û' et D'4 par m'1 DM, m étant le coefficient de la contraction à cet orifice.
159. Les formules précédentes, d’après les expériences faites par M. Girard et par M. d’Aubuisson, représentent les effets naturels avec une exactitude suffisante pour les applications. On doit, quelle que soit la nature du fluide, attribuer au coefficient 8 la valeur
qui diffère peu de celle qui convient au même coefficient pour le cas du mouvement de l’eau. ( Voyez ci-dessus n" 110.) Les expériences de M. Girard ont été publiées dans le tome V des Mémoires de l’Académie des sciences de l’Institut; et celles de M. d’Aubuisson dans le tome III des Annales des
Mines, nouvelle série 1828. ( Voyez d'ailleurs, dans le tome VIII des Mémoires de l'Académie des sciences, le mémoire cité ci-dessus).
TITRE XIX
nr choc d’une veine de fluide.
160. Soit en premier lieu (Fig. 64) une veine d’un fluide incompressible, jaillissant dans une direction horizontale d’un orifice évasé CD, au choc de laquelle on a présenté le plan MN placé perpendiculairement à la direction de l’axe AB de celte veine. En sortant de l’orifice tous les filets de fluide sont dirigés parallèlement à AB; et, si l'étendue du plan MN est suffisante, ils prennent, avant de parvenir à son contour, des directions parallèles à ce plan. On peut considérer ces filets comme des canaux d’une grosseur infiniment petite, dont la direction en A est parallèle à AB, et, perpendiculaire à cette ligne, aux points qui répondent au contour du plan. Donc, d'après ce qui a été dit n" 94, en désignant par U la vitesse du fluide en C D, qui est supposée constante, l'effort supporté par l’un quelconque de ces canaux, parallèlement à AB, se déduira de la formule (5) du n" 93, en y faisant O — Il , rfU = o, B' = 90°. Cette formule se réduit alors à püll1: et par conséquent, si O représente l’aire de l’orifice CD, U la vitesse du fluide à cet orifice , H la hauteur due à celte vitesse, on a
pUU», OU pÿ.SÜH,
pour l’expression de l’effort supporté par le plan MN. Cet effort est le double du poids d’une colonne de fluide dont l’orifice CD est la base, et dont la hauteur est la hauteur duc à la vitesse du fluide au passage de cet orifice.
En rapprochant ce résultat de celui du n" 94, on voit que (comme cela doit être) l’effort exercé contre le plan MN est égal à la force avec laquelle le vase est repoussé en sens contraire, par l’effet de l’écoulement du fluide.
Si la veine jaillissait verticalement de haut en bas (Fig. 65), la force résultant du choc contre un plan horizontal aurait la même valeur qui vient d’étre trouvée; mais il lui faudrait ajouter le poids du fluide contenu dans l’espace CDMN, qui est supporté par le plan, poids qui ne peut être évalué avec exactitude, parce que l’on ne connaît point la figure affectée par la veine.
161. Si l’on présente au choc de la veine fluide un ronordc convexe MBN (Fig. 66), et si l’étendue de ce conoïde est suffisante, tous les filets du fluide formeront, dans les points correspondants au contour, un angle déterminé avec l’axe AB, que nous désignerons par T. Supposons que le fluide règle
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son mouvement à la rencontre du conolde , de manière que la vitesse des molécules se conserve sans altération, hypothèse qui ne peut être fort éloignée de la vérité. On devra, pour appliquer ici la formule (5) du n”93, faire 0 = 0, rfIT = o, B =90°, B' — B = V, on aura donc
PÜU>(1 — cos. V), OU p J.2ÛH (1 - co». V),
pour l'effort résultant du choc contre le conolde, a et U ayant les même* significations que dans le n° précédent.
Si le conolde (Fig. 67) présente au choc de la veine sa concavité, les filets du fluide seront réfléchis en sens contraire du mouvement de la veine, et il faudra faire dans la formule citée B' — B = 180° — 'P. L’effort résultant du choc sera
c OU2 ( !-+- COJ. V ) , OU P g . 2 a H (1 -t-co$. V).
Si l’angle V est nul ( Fig. 68), en sorte que les filets soient réfléchis dans une direction contraire et parallèle à celle du mouvement de la veine, l’effort est exprimé par
2pac>, ou p <7 . 4 a H.
Cet effort est alors double de celui qui a lieu contre un plan frappé perpendiculairement.
Les résultats précédents sont conformes aux effets naturels, et ont été vérifiés par des expériences directes, qui sont dues principalement à Morosi. ( Payes les Mémoire» de l’ Institut de Milan, tome 1, 1812-1813.) Il ne faut pas oublier dans les applications que q doit toujours représenter la section de la veine, au point où les directions des filets sont parallèles à l’axe, et U la vitesse du fluide à cette section.
162. Supposons maintenant (Fig. 69) que l’on présente au choc de la veine un plan vertical MN, formant avec l’axe AB un angle M", et assez grand pour que les filets de fluide , avant de parvenir au contour du plan, aient pris des directions parallèles à ce plan. Admettons, comme dans le numéro précédent , que le mouvement du fluide soit réglé de manière que la vitesse des molécules se conserve sans altération, et de plus, que l’épaisseur du fluide soit la même dans foute l’étendue du contour du plan. Faisons passer par l’axe A B un plan quelconque, et soitTTangle aigu formé par l’axe A Bel par l’intersection de ce plan avec le plan MN. En appliquant la formule (5) du n“95 à un filet de fluide compris dans le plan dont il s’agit, et situé du côté de l’angle V, il faudra faire 0 = ü, r/U —o, B=90°, B — B' =V ; ce qui donnera, pour l’effort exercé par ce filet dans le sens A B, p Q U* (1 — cos. V ). Mais il y aura dans le même plan un autre filet qui produira, dans le môme sens, l’effort ? flU1 (l-t-cos. (.). La somme de ces deux efforts étant pû U1, on en conclut que l’effort total exercé contre le plan M N, dans le sens A B, est ? a U en
désignant toujours par a l'aire de la section CD, et par U la vitesse du fluide qui a lieu dans cette section. L’effort exercé perpendiciüairement au plan M N sera donc exprimé par
P ü IJ*. sin. V, ou p g . 2 U H . sin.
Il existe plusieurs expériences, dont quelques-unes sont dues au docteur Vincc, qui s'accordent avec ce résultat.
TITRE XX
DE LA RÉSISTANCE DES FLUIDES, DANS LE CAS d’eN CORPS PLONGÉ DANS EN FLUIDE INDÉFINI.
163. Un corps immobile étant plongé dans un courant de fluide d’une largeur et d’une profondeur indéfinie, il s’exerce contre ce corps un effort qui est dû en général à deux causes :
1° Le choc du fluide contre la face antérieure du corps;
2“ L’inégalité des pressions résultant du poids du fluide , qui s'exercent contre les faces antérieures et postérieures.
MN étant la direction du mouvement du fluide (Fig. 70), les filets prennent à la rencontre du corps, dont A B est la face antérieure, des directions telles que mon, partagées par le point d'inflexion o, en deux parties. La partie mo présente sa convexité au corps ; l’autre partie on lui présente sa concavité. En parcourant la portion mo, le fluide exerce contre le corps, dans le sens MN, une pression représentée par les formules du n° 93. Si l’on prend la somme de ces pressions pour tous les filets de fluide que la présence du corps oblige à se détourner de leur direction rectiligne primitive, on aura l'effort supporté par le corps en raison du choc du fluide. Lorsque les molécules du fluide parcourent les portions on des courbes qu’elles décrivent, elles n'exerceut aucune action contre le corps , l'action résultant du mouvement de ces molécules étant supportée par le fluide environnant. L’effort résultant du choc est donc exprimé par la somme de quantités telles que
p ÜU(U — U’ cos. B')j
U représentant la vitesse naturelle du courant, U' la vitesse en o, B' l’angle de la tangente en o avec la direction du courant, û la section de chaqucfilet de fluide au point m. L’étude des phénomènes indique 1” Que. quand U varie, U’ varie dans le même rapport;
2" Que, pour plusieurs corps de. figures semblables, les figures formées par
les filets de fluide détournés de leurs directions primitives (figures qui ne changent point avec la vitesse du fluide) sont aussi semblables. Il en résulte
1" Que l’effort provenant du choc est proportionnel à IJ J;
2" Que l’effort est, pour des corps de figures semblables, proportionnel auquarréde leurs dimensions homologues.
164. Quant aux efforts des pressions produites par le poids du fluide, on jugera, d’après les principes qui ont été employés dans les articles précédents, et en admettant toujours que les vitesses variables des filets de fluide qui entourent le corps conservent constamment des valeurs proportionnelles à la vitesse primitive U du courant, que la pression hydraulique (c’est-à-dire la pression qui aurait lieu si le fluide était en repos) sera, pour chaque point de la surface du corps, augmentée ou diminuée d’une quantité proportionnelle à V2. Il résulte de là, qu’en prenant la résultante des pressions exercées sur les diverses parties de la surface du corps, on trouvera une quantité proportionnelle à lî>, puisque les pressions hydrauliques se détruisent mutuellement.
165. Les conditions précédentes conduisent à admettre que l’effort exercé sur le corps, en vertu du mouvement du fluide, doit avoir pour expression générale
n ( m n ) B HJ,
en nommant:
fl le poids de l’unité de volume de fluide ;
a l’aire de la plus grande section transversale du corps :
H = — la hauteurdueà la vitesse du fluide;
ni, n (les coefficients numériques, constants pour des corps de. figures semblables, variables pour des corps de diverses figures, dont les valeurs doivent être données par l’expérience.
L’expérience est d’accord avec ce résultat, pourvu toutefois que l’on ait égard à diverses modifications dont on va parler. Ce même résultat s’applique également au cas où le corps est mû dans le fluide, II représentant la hauteur due à la différence des vitesses. Mais il paratt qu’alors les coefficients ni , n peuvent avoir des valeurs différentes. Il faut concevoir que le coefficient vi se rapporte à l’effet réuni du choc et de la pression contre la face antérieure, et le coefficient n à l’effet du défaut de pression contre la face postérieure, par suite duquel le corps est tiré dans le sens du mouvement du fluide.
166. Les modifications qu’il peutétre nécessaire d’apporter aux conclusions précédentes dépendent:
1° De l’adhésion des molécules du fluide. Elle produit des effets sensibles quand la v itesse est faible, et le corps très-petit ou très-allongé. Alors il faut,
pour représenter les effets naturels, ajouter un terme proportionnel à la première puissance de la vitesse.
2" De l’élasticité du fluide, quand le corps est plongé dans l’air. Dans un fluide élastique, la densité augmentant avec la pression, la densité du fluide près de la face postérieure augmente avec la vitesse. Cette circonstance fait croître la résistance dans un rapport plus grand que celui du quarré de la vitesse. Cet effet ne devient sensible que pour des vitesses très-considérables .
5° De la distance du corps à la surface du fluide, s’il se meut dans l’eau. Lorsque le corps est très-près de cette surface, il donne lieu à une résistance plus grande, parce que l’eau ne se détourne pas à sa rencontre avec la même facilité. Si le corps est flottant, la surface du fluide subit une dénivellation , dont l’effet est d’augmenter la pression contre la face antérieure, de la diminuer contre la face postérieure, et de faire croître la résistance plus rapidement que le quarré de la vitesse.
4“ Enfin de valeurs extrêmes attribuées à la vitesse. On peut toujours concevoir une vitesse assez grande pour que la valeur de la pression exercée contre la face postérieure du corps devienne négative. Alors le fluide ne touche plus cette face. La résistance est produite par le choc sur la face antérieure, cl par la pression résultant du poids du fluide exercée contre cette face : son expression change entièrement de nature.
Les considérations précédentes donnent une idée générale de la résistance des fluides, et de la manière dont on peut l’évaluer : il reste à exposer ce que l’observation a appris sur la valeur absolue de la résistance pour divers corps.
PISXS.
167. Considérant un plan choqué directement par le fluide, et l’effort qu’il supporte étant exprimé par la formule du n° 158, dans laquelle U représente l'aire de ce plan, le coefficient m ■+■ n augmentera avec ü. Il est à peu près 1,4 quand j/Tfi= 0",1 ; et 1,9 quand |/~a= 0m,32. On n’en connaît point exactement la valeur pour de plus grandes surfaces.
Lorsque le plan est mil dans un fluide en repos, il résulte de quelques expériences de Dubuat qu’on aurait seulement m -+- n = 1,43 quand 1/ ü = O1", 32. Mais la grande différence de ce résultat avec le précédent peut faire naître quelques doutes sur son exactitude.
168. Pour un plan choqué obliquement, on a seulement quelques expériences des docteurs Vincc et Hulton, faites sur des plans très-petits, dont les résultats sont représentés empiriquement, en supposant la résistance du plan choqué obliquement égale à celle du plan choqué directement multipliée par le rapport
(sin. n ) M»*
a étant l'angle du plan avec la direction du mouvement.
Les expériences de Bossutsur des bateaux terminés par des proues obliques ne s’appliquent point à des plans.
CORPS FRISMAT1QOIS.
169. Pour un corps prismatique terminé par deux faces planes, la pression exercée contre la face antérieure est sensiblement constante. La non pression exercée sur la face postérieure diminue à mesure que le prisme est plus long. Le corps en repos étant choqué par le fluide, on a environ
quand la longueur esl = l/ & n = 1,46
3 V ü ou = 6 V ü — ni -p- n = 1,34.
Lorsque la longueur est plus grande, ni +n augmente par l’effet du frottement du fluide sur les faces latérales du corps.
Le corps étant mû dans un fluide en repos, on a seulement
quand la longueur est= V û m ■+■ n = 1,2
= 3 |/ü ou =61/ û m+n=l,l.
COBPS PRISMATIQUES GARNIS DE PBOCE» OU DE POUPES
170. Une poupe, ajoutée à un corps prismatique dont la longueur égale quatre à cinq fois la largeur, ne diminue la résistance que de — environ. Elle la diminue d’autant plus qu’elle est plus longue et plus aiguë.
Quand on ajoute à un bateau prismatique une proue formée de deux plans verticaux, dont la saillie égale la largeur du bateau, la résistance est réduite à la moitié environ. La base de la proue étant un demi-cercle, on a à peu près la même diminution. Celte base étant un triangle dont la longueur est double de la largeur, la résistance est réduite aux deux cinquièmes. A saillie égale , les proues dont la base est un triangle mixtiligne sont celles qui diminuent le plus la résistance.
Une proue formée du prolongement des faces latérales du bateau, coupées en dessous par un plan incliné de j d'angle droit, réduit la résistance au -j.
8PI1ÉBE.
171. Pour une sphère mue dans l’eau, ou mue dans l’air avec une vitesse médiocre, la valeur du coefficient m -*-« est 0,6. Quand la sphère est mue dans l’air, cette valeur augmente avec la vitesse, à peu près comme l’indique la table suivante :
YALEVR8 DK U
too»
Valeurs de m +■ n
m LEÇONS SUR L’APPLICATION
CORPS AYANT LA FIGURE D’UN VAISSEAU
172. Les expériences de Bossut sur un modèle de vaisseau nirt dans le sens de son axe donnent à peu près, pour ce corps, m n = 0,16. On peut présumer que cette valeur surpasse peu celle qui conviendrait au corps offrant la moindre résistance possible.
On peut voir, sur la théorie delà résistance des fluides, les notes du tome U' de la nouvelle édition de l’ Architecture hydraulique de Bc'/idor, et particulièrement la note db, page 339. On y trouvera l’indication des ouvrages auxquels il faudra recourir pour faire une étude approfondie de ce sujet.
IIE I.A RESISTANCE IIES RATEAUX DANS LES CANAUX ÉTROITS
173. Lorsqu’un corps est placé, non pas dans un fluide d’une étendue indéfinie, mais dans un canal dont les dimensions ne sont pas fort grandes par rapport à celles du corps, il donne lieu à une résistance plus considérable. Les résultats des expériences faites sur ce sujet par Bossut ont été représentés par Dubuat, dans le cas d’un bateau prismatique sans proue , par la formule suivante :
En nommant
B résistance du bateau dans un fluide indéfini ;
R' résistance du même bateau dans un canal ;
ü aire de la section transversale du canal ;
U’ aire de la section transversale du bateau.
Il résulte de cette formule que. quand — = 6,46, la résistance ne diffère plus
sensiblement de ce qu’elle est dans un fluide indéfini. Par conséquent, si les figures des sections transversales du canal et du bateau étaient semblables, les résistances cesseraient de différer lorsque les côtés homologues seraient comme 2 -t- { : 1 environ. Mais l’eau qui passe de l’avant à l’arrière du bateau coulant surtout à la surface, la largeur à la surface influe principalement sur le rapport dont il s'agit. Les expériences indiquent que les résistances R, R' ne deviennent sensiblement égales qu’autant que la largeur du canal est à la surface environ 5 y fois celle du corps flottant.
174. Lorsque le corps flottant est terminé par une proue, Dubuat représente les résultats des expériences au moyen de la formule suivante :
R, R', a, ü' ont les mêmes significations que ci-dessus; q est le rapport de la résistance du corps sans proue à la résistance du même corps avec la proue, dans un fluide indéfini.
(Voyez les Principes d’ hydraulique de Dubuat, 3e partie, section 2, chap. 5).
TITRE XXI
Dl! JAUGEAGE DES EAUX COURANTES.
175. On emploie divers procédés pour connaître le produit d’un courant d’eau. Le plus direct et le plus exact consiste à faire écouler le courant dans des vases d’une capacité connue, en observant le temps nécessaire pour les remplir. Cette méthode ne peut être employée que pour les courants dont le produit est fort petit.
Lorsque le courant présente sur une longueur considérable un état constant, en sorte que la pente, la section et la vitesse n’ont pas dans cet intervalle de variations notables, il suffit d’observer la pente et la section pour pouvoir en conclure la vitesse moyenne, et par conséquent le produit ( voyez les n" 112 et suivants). Dans une circonstance semblable, on chercherait encore, pour se procurer une vérification, à connaître la vitesse moyenne par l’observation. On y parviendrait en mesurant la vitesse à la surface et au milieu du courant, et en estimant d’après cela la vitesse moyenne au moyen des relations indiquées n“ 126.
On mesure la vitesse à la surface et au milieu du courant par divers procédés :
1“ On observe le temps qu’un flotteur abandonné au courant emploie à parcourir un certain espace.
2" On observe le nombre de tours que fait, dans un temps connu, un moulinet dont les extrémités des ailes trempent dans le courant et en prennent la vitesse.
3“On observe l’inclinaison d’un fil, à l’extrémité duquel est attaché un corps sphérique plongé dans le courant.
4° On présente au choc du courant une petite surface plane qui, en recevant ce choc, fait plier un ressort et mouvoir un index.
5" On présente au choc du courant un instrument formé d’une petite roue à ailes obliques, dont le mouvement se communique à d’autres roues, et fait marcher un index.
Ces procédés, à l’exception des deux premiers, exigent que l’instrument
ait été étudié d'avance dans des courants dont lavitcsscesl connue. On omet à dessein ici de faire mention du tube de Pilot, instrument fondé sur des principes inexacts, comme on l’a reconnu par une étude approfondie de la résistance des fluides ( voyez les notes du premier volume de Y drchilectttre hydraulique de Bélidor, pages 557 et 361).
176. Lorsque les moyens précédents ne peuvent s’appliquer, ou ne paraissent jias suffisamment exacts, on établit dans le lit du courant un barrage, dans lequel on ouvre un orifice par lequel on laisse couler l'eau. On attend que l'écoulement soit réglé, e'esl-à-dirc que l'eau ait pris sur l’orifice la hauteur constante nécessaire pour lui faire dépenser le produit du courant. On calcule ensuite la dépense au moyen des règles exposées précédemment sur l'écoulement des fluides contenus dans des vases.
La meilleure disposition parait être l’emploi d’un orifice horizontal ouvert dans une paroi plane et mince. Il faut que la distance entre l’orifice et le niveau de l'eau dans le bief supérieur soit au moins égale à trois ou quatre fois le diamètre de cet orifice.
Cependant on profite souvent dans le jaugeage des courants d’eau des barrages établis pour les moulins, dont les pertuis présentent un orifice vertical préparé d'avance, tandis que l’établissement d'un orifice horizontal exigerait une construction spéciale. Cette circonstance peut engager à employer de préférence un orifice vertical, quoique le calcul de la dépense paraisse alors plus susceptible d’erreur. On éviterait autant que possible ces erreurs, si l’orifice était évasé ou était placé dans une paroi plane, suffisamment étendue pour qu’on pût employer avec exactitude les valeurs du coefficient de la contraction données n“ 54. Ces valeurs ne pourraient effectivement être appliquées si le fond de l’orifice ou ses côtés étaient trop peu distants du fond ou des eôtés du lit du courant, circonstance qui tend à augmenter le produit.
177. Les incertitudes qui restent dans les cas ordinaires sur le calcul de la dépense, incertitudes qui proviennent principalement des variations qu’apportent dans la contraction les diverses figures de la paroi près de l'orifice, ont engagé M. de Prony à proposer un moyen d’évaluer directement le produit. Ce moyen consiste à établir (Fig. 71) en amont de l'orifice un bassin d’une figure régulière, à l’entrée duquel des vannes sont placées. Ayant d’abord laissé affluer l’eau dans ce bassin, et l’écoulement par l’orifice étant devenu constant, on isole subitement, en fermant les vannes, le bassin du lit du courant. L’écoulement continuant d’avoir lieu par l’orifice , on observe simultanément les temps écoulés, et les quantités correspondantes dont le niveau del’eau s'abaisse dans le bassin. Ces quantités, d’après la forme connue du bassin, donnent immédiatement les volumes d’eau correspondants qui ont été dépensés par l’orifice ; en sorte qu’on a une suite de quantités observées simultanément, telles que
Les temps écoulés depuis l'instant où le bassin a été isolé, en secondes,.... T, 2t, 5t, \ T ,
Les volumes d'eau dépensés, en mètres cubes,
Le produit Q du courant, c'est-à-dire la dépense par seconde qui avait lieu à l’orifice d'écoulement à l’instant où le bassin aété isolé et où l’on compte l — o, se calcule alors, suivant le nombre des observations simultanées, par les formules suivantes :
Pour une observation,
Pour deux observations.
Pour trois observations,
Pour n observations,
Ces équations sont fondées sur les considérations suivantes. Soit Généralement q le volume d’eau écoulé hors du bassin à la fin du temps t :
On écrira
î = A( + B(, + C(! + Dl'+ ;
et prenant un nombre de termes éGal à celui des observations, on déterminera le coefficient A de manière que l’équation soit satisfaite. Si O représente la section supérieure du vase, et : la quantité dont cette surface s’est
dq dz
abaissée au bout du temps t, on a dq =0 dz, — =0 — . Or la valeur
dt dt
dz
de — correspondante à t = o multipliée par 0 donne la valeur cherchée de dt
Q : donc
En cherchant par l’élimination les valeurs de Y correspondantes à divers nombres d’observations, on parvient aux formules précédentes.
LEÇONS SU K L’APPLICATION DE LA MÉCANIQUE
On doit remarquer, en employant celle méthode, que la surface de l’eau dans le bassin ne peul en général se maintenir exactement horizontale : il doit s'y établir une pente du coté de l'orifice. Il faut donc observer simultanément l'abaissement de celte surface dans divers points du bassin, afin d’en connaître exactement la figure à chaque intervalle de temps T, et par suite les volumes d’eau écoulés après chacun de ces intervalles.
NOTIONS GÉNÉRALES STR L’ÉTUDE UES MACHINES
1. On désigne en général sons le nom de machines les appareils dont l'objet est de transmettre à un point donné un mouvement qui est imprimé à un autre point. Un moteur exerce à son point d'application uü effort , et fait prendre à ce point un mouvement que la machine transmet au point d’appliealion de la résistance, où un autre effort, exercé en sens contraire du premier, doit être surmonté.
Quelquefois on se borne à considérer d'une manière géométrique les machines et les mouvements qu’elles transmettent et qu’elles modifient; c’est-àdire que l’on s’occupe uniquement des>rapports que la nature de l’appareil établit entre les figures des lignes décrites par les divers points, et les vitesses avec lesquelles ces lignes sont parcourues. Les machines auxquelles ces notions s’appliquent sont désignées quelquefois sous le nom générique d'outils. Elles sont employées à produire un résultat déterminé, pour lequel il est supposé que l’on dispose toujours d’une force surabondante. Mais en général l’étude d’une machine comporte la considération des effets mécaniques qui ont lieu pendant qu'on la fait travailler, soit que l'appareil soit destiné à produire une action instantanée, qui se répète après des intervalles de temps plus ou moins longs, comme dans les presses et les balanciers à battre les monnaies, ou bien qu’il soit destiné à travailler d’une manière continue, uniforme et périodique, comme dans les moulins.
Une machine en mouvement est un système de corps soumis à l’action de forces extérieures opposées les unes aux autres, et dans lequel le mouvement même fait naître des résistances intérieures qui doivent être surmontées. Les forces extérieures consistent principalement dans les actions du moteur qui met et maintient la machine en mouvement, -et de la résistance à laquelle donne lieu l'exécution du travail. La manière dont on doit mesurer ecs actions, et établir entre elles les rapports les plus convenables, est un des princi-
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paux points dont on ait à s’occuper; la considération de la machine dans l’état d’équilibre est un élément nécessaire de ces recherches.
On peut concevoir, d’après ce qui précède, que l’étude des machines est très-vaste et très-variée, et qu’elle emprunte des notions essentielles à la géométrie, à la sialique et à la dynamique.
2. Cette matière ne peut être développée ici dans toute son étendue. Il est nécessaire de se borner aux objets dont la connaissance est indispensable pour l’exercice de la profession d’ingénieur. Elle se partage en deux grandes divisions : la partie descriptive et la partie théorique.
Par la partie descriptive, nous entendons la connaissance que l’on doit acquérir des parties élémentaires des machines, des appareils qui constituent les divers moteurs employés dans les arts, et enfin des machines mêmes dont les ingénieurs ont le plus souvent à s’occuper. Cette division comprendrait principalement les objets suivants :
1° Les parties élémentaires et constitutives des machines , c’est-à-dire les divers appareils par le moyen desquels on transmet d’un point à un autre un mouvement donné, la plupart du temps en changeant la nature de ce mouvement.
2“ Certains appareils dont l’objet est d’interrompre ou de rétablir à volonté les mouvements dans une machine, ou de la faire marcher d’une manière régulière.
5° Les moteurs par lesquels les forces naturelles sont utilisées pour les travaux des arts.
4" Les machines employées dans les constructions civiles et hydrauliques pour la préparation, le transport et l’élévation des matériaux, le battage des pieux, le recépage, le draguage, etc.
5" Les machines destinées à l’élévation des eaux.
6° Les machines les plus communes et les plus utiles, telles que les presses, les balanciers, les moulins à blé, à scier les bois, à fabriquer le fer, etc.
La partie théorique comprend les notions de géométrie qui sont nécessaires pour acquérir une connaissance complète de quelques-uns des appareils qui servent à transmettre les mouvements ; les notions de statique et de dynamique dont dépendent les conditions de l’établissement des machines ; enfin la disposition des parties des machines considérées sous le rapport de la solidité, de la durée, de l’exactitude et de la régularité du travail.
La connaissance des machines, considérées sous le premier point de vue, peut s’acquérir par la lecture des ouvrages où elles sont décrites, par la vue des machines mêmes, dont on doit s’attacher à comprendre le jeu. et surtout en se formant une collection de dessins où les objets seraient représentés. Les notions théoriques exigent une étude spéciale, qui est le principal objet de ces leçons.
TITRE II
THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES MANIVELLES ET DU JOINT CIRCULAIRE
■ 3. La variété des appareils qui servent à transmettre et à transformer les mouvements est infinie : nous nous occupons ici de ceux qui sont employés le plus fréquemment, dont l'usage a constaté l’utilité, et dont la théorie exige quelque attention.
L'objet des manivelles est de changer un mouvement circulaire continu en un mouvement rectiligne alternatif.
Si l’on suppose au point mû circulairemenl un mouvement uniforme, le point auquel le mouvement est transmis sera mû avec une vitesse variable. La considération des rapports qui s’établissent entre ces vitesses est importante, parce que du rapport des vitesses dépend celui des efforts qui doivent être exercés respectivement aux deux points dont il s’agit.
Le rayon CM (Fig. 1), tournant autour du centre C, et entraînant la verge MQ qui demeure verticale, forme la manivelle simple. Le rapport de la vitesse verticale du point M à sa vitesse circulaire varie suivant la position de ce point : il est zéro en E et en F, et 1 en A et en B. Nommons .r l’angle ACM, ce rapport est en général
d . sin. x
— = OJ8. X:
sa valeur movenne est
— J cos. x .d x ~ — = 0,036C.
IC O IC
La plus grande valeur étant 1, la valeur moyenne est un peu au-dessous des ~ de la plus grande.
Réciproquement, si l'on suppose un poids constant suspendu à la tige verticale MQ, il faudrait appliquer au point M, dans le sens de la circonférence, pour faire équilibre à ce poids, une force dont la valeur serait nulle quand le point M se trouverait en E, égale au poids dont il s’agit quand le point se trouverait eu A, et dont la valeur moyenne serait les 0,6366 de ce même poids. On verra dans la suite comment, au moyen de l’usage des volants, on peut imprimer un mouvement régulier à un appareil de ce genre, en exerçant un effort sensiblement constant dans le sens de la circonférence décrite.
4. On désigne sous le nom de manivelles doubles, triples, quadruples, les appareils du même genre, dans lesquels il y a deux, trois, quatre rayons
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montés sur le même axe, dirigés de manière à partager la circonférence en deux, trois ou quatre parties égales, à l'extrémité desquelles sont articulées des bielles destinées à soulever des poids ou à exercer certains efforts. La disposition de ces appareils peut être variée de diverses manières : quelquefois les bielles n'ont à exercer un effort qu'autant que l’extrémité du rayon se trouve dans une des moitiés de la circonférence décrite; quelquefois cet effort change de grandeur ou s’exerce dans un sens opposé, lorsque le rayon passe d’une des moitiés de la circonférence à l'autre. On doit s’attacher à comparer les vitesses respectives des extrémités des rayons dans le sens de la circonférence, et des points d'application de l’effort résultant dans le sens où cet effort s’exerce. Il sera toujours facile de distinguer les positions de l’appareil où le rapport de ces vitesses atteint ses valeurs extrêmes, et d'en déterminer la valeur moyenne. Les appareils sont considérés comme étant d'autant plus parfaits, que les valeurs extrêmes du rapport dont il s'agit diffèrent moins l’une de l'autre.
Considérons, par exemple, une manivelle quadruple (Fig. 2) formée de quatre rayons qui se croisent à angles droits, et supposons que les bielles n'exercent d'effort qu’autant que les extrémités des rayons se trouvent dans la demi-circonférence EAF. Il y aura toujours deux rayons en action dans cette demi-circonférence : le point M, milieu de la ligne qui joint les extrémités de ces rayons, est le point d'application de la résultante des deux efforts. La plus petite valeur du rapport de la vitesse verticale du point M à la vitesse circulaire des extrémités des rayons, qui a lieu dans la position indiquée (Fig. 2), est j. La plus grande valeur du même rapport, qui a lieu dans la
position indiquée (Fig. 5), est — La valeur moyenne est
4 \ il x . cos. i 2
Il o t/2 te
Elle s'écarte beaucoup moins des valeurs extrêmes que dans le cas de la manivelle simple. Les manivelles quadruples, et même les manivelles triples, présentent des difficultés de construction qui en ont presque fait abandonner l’usage.
5. L’objet du joint circulaire est de transformer un mouvement circulaire en un autre mouvement également circulaire, mais qui a lieu dans un plan différent de celui du premier mouvement. Cet appareil est formé (Fig. 4), de deux axes A, B, assujettis entre eux par une sphère mobile, portant des pointes saillantes saisies par deux demi-cercles, par lesquels ces axes sont terminés. Pendant que les pointes saisies par l’axe A décrivent le cercle pro-
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jeté en MM', les pointes saisies par l’axe B décrivent un autre cercle projeté en N N'. La vitesse de l’un des axes étant supposée uniforme, celle de l’autre axe varie conformément h la loi suivante :
Soit C le centre de la sphère (Fig. 5), Ca l’intersection des plans des deux cercles décrits par les pointes saillantes appartenant à chaque axe; at,af les tangentes menées à ces deux cercles par le point a. Supposons qu’un rayon placé d’abord en C a se soit transporté sur le premier cercle en C a', et désignons l’angle nCn' par x. Un rayon placé d’abord en C a se sera transporté en même temps sur le second cercle dans la position C b', et nous désignerons l’angle aCt > par y. Si l’on prolonge ces deux rayons jusqu'au point t,p, où ils rencontrent les tangentes aux deux cercles menées par le pointer, et si l’on trace la ligne pt, cette ligne sera perpendiculaire sur la tangente af. Par conséquent en désignant par i l’angle tap, c’est-à-dire l'angle compris entre les plans des deux mouvements circulaires, on aura la relation
rang. / = cns. / .lang. x.
Le rapport des vitesses avec lesquelles les rayons €«’, C b' se meuvent
dx
respectivement est exprimé par — quantité dont l’expression, d’après l’équa-
dr
tion précédente, est
il x cos. 1x -4- cos. >i sin. >ï d y cos. i
Les valeurs extrêmes sont cos. i et — : elles diffèrent d'autant plus l'une
cos. s
de l’autre que l’angle i approche davantage d'un angle droit.
TITRE JII.
THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES ENGRENAGES
6. Les engrenages sont destinés à transmettre un mouvement circulaire d’une roue à une autre roue. Le plus souvent les axes des deux roues sont parallèles entre eux ; quelquefois ils forment un angle, et dans ce dernier cas l’appareil prend le nom d 'engrenage conique. Lorsque le rayon de l'une des roues devient infini, ou que la portion de circonférence qui porte l'engrenage devient une portion de ligne droite . elle prend le nom de crémaillère.
Considérons (Fig. 6) deux roues dont les centres sont placés dans les
points C, C'. Le mouvement sc transmet généralement de la première roue à la seconde au moyen de deux portions de courbe A m, A' ni, dont l'une pousse l'autre à leur point de contact m. Soit EB la direction de la normale commune à ces courbes en m; les vitesses de rotation de chacune des roues seront entre elles réciproquement comme les distances CE, C'E', ou comme les distances CB, CB. On peut donc, en déterminant les courbes Km, K'm , de manière que, dans les diverses situations des roues, le point B tombe en des points donnés delà ligne CC', régler à volonté le rapport des vitesses respectives de ces roues.
La condition à laquelle on s’assujettit est que le rapport de ces vitesses demeure constant dans toutes les positions des roues. Il faut alors que la situation du point B ne change pas. Nous indiquerons les solutions dont les mécaniciens font principalement usage.
7. Soit CC’ (Fig. 7 ) la ligne qui joint le centre C, C' des deux roues. CB. C'B les rayons des cercles primitifs, c’est-à-dire les rayons dont le rapport détermine le rapport des vitesses de rotation respectives de ces roues. Si la courbe fixée au cercle dont le centre est C', se réduit à un point m (ce qui est le cas de l’engrenage d’une roue et d’une lanterne), la courbe A m, fixée à l’autre cercle, doit être l’épicyclotde que décrirait un point du cercle dont le rayon est C'B roulant sur le cercle dont le centre est C.
R. Si la courbe (Fig. 8), fixée au cercle dont le centre est C',est une ligne droite Cm dirigée suivant le rayon de ce cercle (ce qui est le cas ordinaire de l’engrenage de deux roues), la courbe Am, fixée à l’autre cercle, doit être l’épicycloidc que décrirait un point du cercle dont le diamètre est égal à C’ B , roulant sur le cercle dont le centre est C.
Il est convenable, dans les applications, que ce soit la roue qui porte la courbe qui conduise l’autre. Quand chacune des roues doit conduire et être conduite alternativement, il fautquc les dents de chacune portent des pointes courbes par lesquelles elles poussent , et des parties droites par lesquelles elles sont poussées. Un engrenage est d’autant plus parfait que les dents sont plus petites et plus multipliées.
9. Les constructions précédentes , employées le plus fréquemment dans les applications, ont l’inconvénient que les efforts exercés par une dent sur l’autre varient avec la position de ces dents, ce qui donne lieu à ce qu’elles s'usent inégalement, et à ce que la forme en est promptement altérée. Cet inconvénient n’aurait pas lieu si (Fig. 9), en donnant à la fois de la courbure à la partie de la dent qui conduit et à celle qui est conduite , on prenait pour la courbe de ces dents des portions Am, Km des développantes des cercles primitifs décrites respectivement par la tangente commune EE’à ces deux cercles. Dans ce cas le point de conlact m des deux courbes demeure constamment situé sur la ligne F.E’, et la normale commune aux deux
t ourbes, menée par ce point, ne cesse pas de se confondre avec celte li(jnc.
L'engrenage où l'on emploie les développantes des cercles présente aussi cet avantage, que l’on peut sans difficulté faire engrener avec la même roue d’autres roues de divers diamètres, ce qui permet de changer à volonté la distance des deux axes de rotation.
10. Une roue (Fig. 10) peut faire marcher une verge droite en poussant un point ou une ligne droite perpendiculaire à cette verge. La courbe Km, fixée à la roue , doit , dans ces deux cas , être une portion de la développante du cercle tangent h la direction de la verge. Quand la verge doit conduire la roue , il faut que celte verge porte des dents dont les parties courbes , taillées suivant une cyeloide décrite par un point du cercle dont le diamètre est CB, poussent des lignes droites dirigées suivant les rayons de la roue.
11. Les dispositions précédentes conviennent principalement au cas où l'on veut que la roue imprime h la verge droite un mouvement continu dans le même sens. On veut quelquefois, qu’après avoir poussé la droite la roue la ramènedans la même situation. Fixant au cercle, dont le centre este (Fig. 11), deux portions de courbes tracées suivant la développante de ce cercle, et placées en sens opposés, la verge B in sera poussée et tirée alternativement, suivant sa direction, à chacun des tours de la roue, et la vitesse de cette verge et celle de la roue conserveront toujours le même rapport. Cette disposition est la plus convenable ; mais il n'est pas nécessaire que la courbe fixée au cercle en soit la dévelopiwnte: il suffit que les distances B m croissent proportionnellement aux arcs correspondants AB. Et, en général, ayant fixé d’avance les espaces à parcourir par les deux points, on déterminera facilement, par une simple construction graphique, les courbes par lesquelles le mouvement doit être transmis , pour que ces deux espaces soient parcourus en même temps d’un mouvement uniforme.
12. Lorsque les axes ne sont point, parallèles , ce qui oblige à employer un engrenage conique, les mêmes considérations peuvent encore être appliquées. Les cercles primitifs ne sont pas alors situés dans un même plan , et doivent être regardés comme les bases des deux cènes droits , dont le sommet commun est au point de rencontre des deux axes, et qui se touchent suivant une arête. Le roulement de l’un de ces cônes sur l’autre, s’il en résultait un frottement suffisant, transmettrait le mouvement de rotation d’un des axes à l’autre. Les dents des deux roues sont ici formées par des portions de surface conique dont le sommet est également au point de rencontre des deux axes. Dans le cas de l’engrenage d’une roue avec une lanterne, les parties courbes des dcnLs delà roue seront formées par des portions de cône ayant pour base des portions d’épicyclotde sphérique, décrites par le cercle primitif de la lanterne roulant sur le cercle primitif de la roue. Dans le cas de l’engrenage d’une roue avec un pignon,
les portions d’épicycloïde sphérique seront décrites par un cercle d'un diamètre moitié moindre que le cercle primitif du pignon.
Si l'on veut employer un engrenage analogue au n" 9. les dents seront formées par les surfaces coniques décrites par le plan tangent commun aux cônes primitifs des deux roues, que l’on ferait rouler sur ces deux cônes de manière à les développer.
13. Considérant une vis à filets rectangulaires, qui engrène avec une roue dentée, en supposant que le plan de la roue contient l’axe de la vis, les éléments rectilignes des dents de la roue, au lieu d’étre perpendiculaires au plan de cette roue, devront être inclinés sur ce plan , et l’angle compris entre le plan et les éléments devra être égal à l'inclinaison du filet de la vis sur son axe. De plus, si l’on considère une section quelconque faite dans les dents parallèlement au plan de la roue, la courbe, suivant laquelle les dents seront coupées, devra être la développante du cercle primitif de la roue, comme dans le cas du n" 10.
TRACÉ D’US ETGRESAGX.
11. Pour une roue conduisant une lanterne. Ayant fixé les nombres de tours que la roue et la lanterne doivent faire respectivementdans le même temps, et la distance des centres, on connaît les rayons primitifs CA, C’A (Fig. 12), qui doivent être entre eux réciproquement comme ces nombres de tours. On trace les cercles primitifs. On fixe le nombre des fuseaux de la lanterne et des dents de la roue , d'après la grosseur qu’on veut leur donner. On marque sur les cercles primitifs les axes des fuseaux et les milieux des intervalles des dents, en divisant ces cercles en parties égales. On trace, à partir de chaque point de division sur la roue, des portions d’épicyclotde décrites comme on l’a dit n" 7, suivant lesquelles les dents de cette roue devraient être taillées si les fuseaux n’avaient pas de grosseur. On marque ensuite les cercles indiquant la grosseur des fuseaux, puis on trace, au dedans des épicycloldes susdites, des courbes qui leur sont parallèles, et qui en sont distantes d'une quantité égale au rayon des fuseaux. On ne doit pas laisser aux dents la forme aigue qui résulte de cette construction. On arrondit l’extrémité de ces dents, dont on pourrait retrancher à la rigueur tout ce qui dépasse le point m qui se trouve en contact avec le, fuseau n, à l’instant où le fuseau suivant, ayant dépassé la ligne des centres , commence à être conduit par la dent suivante. Il faut diminuer un peu dans l'exécution la grosseur des dents ou des fuseaux résultant de la construction, afin de laisser lin jeu nécessaire à la liberté de l’engrenage. La grandeur du jeu dépend de la précision avec laquelle l'engrenage est exécuté.
15. Pour line roue engrenant avec un pignon. Ayant tracé (Fig. 13), comme il est dit ci-dessus, les cercles primitifs de la roue et du pignon, on
divise ces cercles en autant de parties égales An, A a" qu’ils doivent avoir de dents. On partage chaque intervalle An en deux parties, l’une A b pour l'épaisseur de la dent, l’autre ba pour celle du vide des dents : ces parties sont ordinairement à peu près égales entre elles. On trace, à partir des points A, b, a, des rayons qui forment les flancs droits des dents de la roue, et des portions d'épicyclolde , décrites comme il est dit n“ 8, qui en forment les parties saillantes. On marque ensuite dans chaque intervalle A a, que doit occuper une des ailes du pignon, une partie A b' pour Je vide de l’aile (qui doit être un peu plus grand que le plein A b des dents de la roue), et une partie a'b' pour le plein de l'aile. On trace les flancs droits des ailes, et les parties saillantes formées par des épicycloldes décrites par le cercle dont CA est le diamètre roulant sur le cercle primitif du pignon. Ou arrondit la pointe des dents et des ailes, où l'on peut supprimer tout ce qui est au delà du point m pour les dents de la roue, et du point m pour les ailes du pignon, en supposant que la partie saillante de la dent A b de la roue touche en m le flanc droit de l’aile a' b' du pignon, à l'instant où le flanc droit de la dent suivante de la roue commence à toucher en m' la courbe de l’aile suivante du pignon.
16. On voit qu’en général il résultera de cette construction que, quand la dent Kb cessera de pousser l’aile a'b', l’aile suivante du pignon n’aura pas encore dépassé la ligne des centres, et que sa partie courbe sera poussée par le flanc droit de la dent suivante de la roue, ce qui est un inconvénient, parce qu’il en résulte un frottement plus dur. Pour l'éviter, il faudrait qu’à l’instant où la dent A b quitte l’aile a'b', le point m' se trouvât dans la ligne des centres CC’. On ne parvient à remplir cette condition qu’en faisant les ailes du pignon suffisamment nombreuses et minces. On s’est assuré qu’il était impossible d'y satisfaire quand le pignon avait moins de 9 ailes et la roue moins de 64 dents, et quand le pignon avait moins de 10 ailes et la roue moins de 72 dents. Quand les pignons ont un plus grand nombre d’ailes, il n’y a plus de difficulté, pourvu que le nombre des dents de la roue soit réglé en conséquence. En adoptant le mode de tracé indiqué n" 11, les dents seront toujours poussées autant avant qu’après la ligne des centres; mais on voit que cet inconvénient a également lieu dans beaucoup d'autres cas.
Il est convenable que le nombre des dcnLs de la roue et celui des ailes du pignon soient premiers entre eux, afin que les mômes dents ne se rencontrent point : elles s’usent alors plus également.
17. Pour le tracé d’un engrenage conique, le procédé le plus simple consiste à développer les surfaces coniques entre lesquelles les dents sont comprises, et à tracer l’engrenage sur ces développements, comme on le ferait pour des roues planes. Cette construction donnera des panneaux, au moyen
desquels le tracé des dents pourra s’opérer avec une exactitude suffisante sur les surfaces coniques exécutées.
TITRE IV
nr raoTTF.ME.NT et de la roideür des cordes.
18. Quand une machine marche d’un mouvement continu, les pressions ou efforts exercés par le moteur et la résistance à leurs points d’application respectifs, sont les mêmes que ceux qui se feraient mutuellement équilibre, la machine étant supposée en repos. Il est donc nécessaire de considérer les machines dans l’état d'équilibre; et l’on doit faire entrer dans cette considération les résistances auxquelles le mouvement même donne naissance, et qui doivent être regardées comme des forces qu'il s’agit de détniire. Ces résistances consistent principalement dans les frottements et dans la roideur des cordes.
19. Le frottement est la résistance qu’on doit surmonter quand on entreprend de faire glisser l’une sur l'autre les surfaces en contact de deux corps. Cette résistance , suivant la grandeur et la nature des surfaces, le temps pendant lequel elles sont demeurées en contact, et la vitesse du mouvement, présente diverses variations, dont les lois ont été étudiées par l’expérience. On indique ici les résultats les plus remarquables qui ont été obtenus par Coulomb (Académie des sciences, savants étrangers, tome X).
« 1" Le frottement des bois glissant à sec sur les bois oppose, après un « temps suffisant de repos, une résistance proportionnelle aux pressions. « Cette résistance augmente sensiblement dans les premiers instants du « repos, mais après quelques minutes elle parvient ordinairement à son « maximum ou à sa limite.
« 2° Lorsque les bois glissent à sec sur les bois avec une vitesse quelcon- « que, le frottement est encore proportionnel aux pressions: mais sonin- « tensité est beaucoup moindre que celle que l’on éprouve en détachant les « surfaces après quelques minutes de repos : on trouve, par exemple, que « la force nécessaire pour faire glisser et détacher deux surfaces de chêne « après quelques minutes de repos est à celle nécessaire pour vaincre le « frottement lorsque les surfaces ont déjà un degré de vitesse quelconque,
« comme 9,5 est à 2,2.
« 5" Le frottement des métaux glissant sur. les métaux sans enduit est ‘I également proportionnel aux pressions ; mais son intensité est la même, soit
« qu'on veuille détacher les surfaces après un temps quelconque de repos, « soit qu’on veuille entretenir une vitesse uniforme quelconque.
>■ 4“ Les surfaces hétérogènes, telles que les bois et les métaux, glissant « l’une sur l’autre sans enduit, donnent pour leurs frottements des résultats « très-différents de ceux qui précèdent; car l’intensité de leur frottement, ■■ relativement au temps de repos, varie lentement, et ne parvient à la limite qu’après quatre ou cinq jours, et quelquefois davantage ; au lieu que, dans « les métaux, elle y parvient dans un instant, et dans les bois, en quelques « minutes. Cet accroissement est même si lent, que la résistance du frotte- « ment, dans les vitesses insensibles, est presque la même que celle qu’on sur- « monte en ébranlant ou détachant les surfaces après quelques secondes de <> repos. Ce n'est pas encore tout. Dans les bois glissant sans enduit sur les » bois, et dans les métaux glissant sur les métaux, la vitesse n’influe que très- « peu sur le frottement; mais ici le frottement crott très-sensiblement à « mesure que l’on augmente les vitesses ; en sorte que le frottement varie « à très-peu près suivant une progression arithmétique, lorsque les vitesses croissent suivant une progression géométrique. »
20. Il est permis, dans les applications aux machines qui peuvent sc présenter, de considérer la résistance du frottement comme étant composée de deux parties : 1° une partie proportionnelle à la pression, et qui est le frottement proprement dit; 2° une partie proportionnelle à l’étendue des surfaces en contact, et qu’on regarde comme provenant de l 'adhérence. Les valeurs de ces deux parties peuvent être considérées, pour les divers corps, comme ne variant pas sensiblement avec la vitesse du mouvement; mais elles ne sont pas les mêmes en général lorsqu’il s’agit de détacher des surfaces qui ont été en contact pendant quelque temps, ou’de continuer un mouvement commencé. On doit aussi distinguer le frottement des surfaces planes de celui des axes dans les mouvements de rotation. Les tableaux suivants contiennent, sur ces divers objets, les principaux résultats donnés par l’observation.
LEÇONS SDK L'APPLICATION
21. Frottement des surfaces planes qui ont demeuré en contact assez longtemps pour que la résistance ait atteint son maximum.
RAPPORT
INDICATION
du
FROTTERENT
OBSERVATIONS
I.e frottement atteint son i maximum en quelques jours
les mêmes après un long
L'adhérence produit une rési-
user , en mettant du
stance d'environ 19 kil. par mètre quarré.
vieux oing
Idem. L'adhérence produit
une résistance de 59 kil. par inôtre quarré.
Chêne sur sapin, les fibres parallèles. . .
Le frottement atteint son
maximum au bout de quelques secondes.
Sapin sur sapin, les fibres parallèles. . .
Idem.
Orme sur orinc. le» fibre* parallèles. . .
Idem.
Fer sur chêne
Il n'est pas certain que le frottement eût atteint son maxi-
tnum.
i Cuivre sur chêne
Idem.
Fer sur fer
Le maximum du frottement a
lieu au bout de quelques secoudes.
Cuivre sur fer
Idem.
la surface réduite à des
pointes émoussées. . .
les surfaces garnies d'un
Idem.
enduit de suif neuf. .
d'un enduit d'huile. . .
Il a lieu au bout de quelques heures. La résistance de l’adbé-
d'un enduit de vieux oing.
Pierre en liais (calcaire d'un grain très-fin)
rencc est d’environ 7 kil. par mètre quarré.
bien polie, sur une pierre semblable! Rondelet , Traité de l'art de bâtir, (. III, pape 243)
La valeur du frottement après
Pierre de Cliàleau-Landon(calcairc très-dur)
que le mouvement est com-
dont la surface était piquée ou houchar- 1
mencé. ne peut pas différersen-
dée, sur une pierre semblable. (Boistard,
sihlcmcnt de celle qui a lieu à l'instant où le mouvement com-
Expériences sur la main d’œuvre , etc.,
mence.
page 58)
Caisse en bois glissant sur du pavé. (Re-
Idem.
gnier, Dejer. du dynamomètre, Jour, de l'école polytechnique f 5* cahier). .
Idem.
±2. Frottement de s surfaces planes, quand le mouvement dure depuis ■un certain temps.
RAPPORT
INDICATION
du
■ FâOTTKMEM T
OBSEHVATIONS.
DES SURFACES ES CORTACT
il la
PRESSION
Chêne sur chêne, le» fibre» parallèle». .
et la surface réduite à
des arêtes arrondies.
les fibres croisées. . .
et la surface réduite A
des arêtes arrondies, les fibres parallèles et
les surfaces enduites de suif ou de vieux oing renouvelé à chaque essai
L'adhérence des surfaces occa-
la surface réduite à
50 lui. par mètre quarré.
des arêtes arrondies , avec enduit, ou Peu-
duit essuyé et les surfaces restant onc-
tueuses
Chêne sur sapin, les fibres parallèles. .
Sapin sur sapin
Orme sur orine
Cbêne sur fer, les fibres étant parai-
lèles , et la vitesse très-petite. . . .
Le frottement augmente avec
la vitesse étant de 0», 05
la vitesse , à moins que le» sur- '
par seconde. . . .
les surfaces étant très-
faces iraient été usées pendant longtemps.
petites , sans enduit, mais restanlonclueu-
ses
Le rapport du frottement à la pression est constant.
Fer sur ter
Cuivre sur ter
I.e frottement diminue quand I les surfaces ont été tuée* longtemps.
Le frottement après un long
Fer sur fer, avec un enduit de suif renou-
user se réduit à 0,17.
vêlé
L’adhérence produit une résistance d’environ H kil. par mètre j
Cuivre sur fer, avec un enduit de suif rc-
quarré.
nouvelé.
L’adhérence produit une résistance d’environ 7 kil. par mètre j
avec de l'huile sur un an-
quarré.
cien enduit de suif. . .
L’adhérence peut être regar- |
la surface réduite à des
déc comme nulle.
pointes émoussées, restant onctueuses, ou enduites de suif et d'huile.
23. Frottement des axes quand le mouvement dure depuis un certain temps.
INDICATION
DES AIES SIS EH EXPERIENCE
RAPPORT
du
FROTTEMENT a la
PRESSION
observations.
Axe de fer dans une Imite de cuivre. . .
avec un enduit de suif. . . .
avec un enduit de vieux oing. .
les surfaces étant pénétrées par
le suif et restant onctueuses.
avec un enduit d'huile. . . .
avec un enduit qui n’avait pas
été renouvelé depuis long-
On voit par ce tableau que le
temps , quoique la machine
frottement des axes est en gé-
eût servi continuellement. .
dans des' circonstances sembla-
Axe de chêne vert dans une Imite de gayac
blés que le frottement des sur-
avec un enduit de suif.
faces planes; et l’on peut juger
t’enduil étant essuyé et les sur-
aussi, d après les résultats précédents. que dans tous les cas qui
faces restant onctueuses. .
peuvent se présenter dans le
après avoir servi longtemps
mouvement des machines où les
sans (ju'on eût rafraîchi
surfaces sont ordinairement en-
duites de corps gras, le frotte-
l’enduit
ment est beaucoup au-dessous ‘
Axe de chêne vert dans une boîte d’orme
du tiers de la pression.
enduite de suif
l’enduit étant essuyé et les
surfaces restant onctueuses.
Axe de huis dans une boite de gayac enduit
de suif
Penduit étant essuyé, et les
surfaces restant onctueuses.
Axe de buis dans une boite d’ortne enduite
de suif
l'enduit étant essuyé, et les
surfaces restant onctueuses.
CIRCONSTANCES
du
VAOTTEXEHT
OBSERVATIONS
DC 10CVKSIKÎÏT.
à la
PRESSION
Voilure roulant sur un terrain horizontal,
ferme et uni, les chevaux allant au pas ou au trot
l'oyez des expériences de M. Boillard, Journal fie physi-
oue. 1785. Un mémoire du comte de Rumford, Bibliothèque hri -
sur du pavé de grés, les chevaux al-
laut au pas
tanmque , sciences et arts , t.XLVl!.
les chevaux allant au grand trot.
Ces résultats conviennent aux roues d'une grandeur ordinaire
et non aux petites roues.
sur un terrain sablonneux ou des
Le frottement ne varie pas
cailloux nouvellement placés, au pas comme au trot» . . .
avec la vitesse.
sur un chemin de fer à ornières
plates
üü
Il y a des expériences qui indi-
quent des résistances beaucoup moindres. La résistance dépend
à ornières saillantes
presque entièrement ici du frottement sur les axes.
DE LA ROlDErR DIR CORDES.
25. Une corde passant sur une poulie s’enroule d'un côté et se déroule de l’autre. L’enroulement donne lieu à une résistance: il ne parait pas que le déroulement exige aucun effort. La résistance à l’enroulement se manifeste en ce que la corde, qui soutient le point montant Q (Fig. 14), n’est pas dirigée suivant la verticale M q, tangente à la poulie, comme l’est la corde qui soutient le poids descendant P. Il en résulte que, pour que ces deux poids soient en équilibre, il faut que P surpasse Q d'une certaine quantité. Cette quantité est la valeur de la résistance provenant de la roideur.
Les expériences ont appris que ccttc résistance pouvait être représentée généralement par l’expression suivante :
dans laquelle
d représente le diamètre de la corde;
D le diamètre de la poulie ;
Q le poids qui tend la corde ;
a, b, v trois constantes à déterminer par expérience pour chaque espèce de corde.
Los constantes a, b varient pour chaque espèce de cordes.
L’exposant y dépend surtout du degré d’usé des cordes : il varie entre les limites 1 et 2. Il cst=2 pour de grosses cordes neuves;=1.5 pour les cordes plus qu’à demi usées ; = 1 pour des ficelles très-petites et très-flexibles. Il s agit ici des cordes blanches. Pour les cordes goudronnées, on trouve plus exact de supposer la roideur proportionnelle au nombre de fils de caret dont elles sont composées, qu’à la quantité dp. Cette roideur ne varie pas sensiblement pour les cordes avec le degré d'usé.
26 Tableau des poids nécessaires pour plier différentes cordes autour d'un arbre d’un mètre de diamètre.
INDICATION DES CORDES
diamètre
de* cordc* = d.
POIDS
de* corde* par mètre de
longueur.
ROIDEIR confiante = </!*«.
ROIDFXR
par
de charge.
Corde blanche de 30 fils de caret. . . Idem. de 15 fils de caret. . .
Idem. de 0 fils de caret* . .
Corde goudronnée de 30 fils de caret.
Idem. de 15 fils de caret.
Idem. de 6 fils de caret.
mètre.
o.om
kilograro.
kilograro.
kilogram.
On conclut de ce tableau qu’une corde blanche de 30 fils de caret ayant 0m,02 de diamètre, présente une roideur exprimée en kilogrammes par
I) étant exprimé en mètres, Q en kilogrammes; et ainsi des autres.
27. Pour faire usage dans les applications de ces résultats, D et Q étant donnés, on calcule d'abord la valeur de la formule t
au moyen des données du tableau, pour la corde comprise dans ce tableau qui se rapproche le plus de celle qu'on a en vue. Nommons ensuite d’ le
diamètre de cette dernière corde, on multiplie par le rapport ou, s’il
s agit d’une corde goudronnée, par le rapport — , n étant le nombre de fils
de caret de la corde du tableau, et w le même nombre pour la corde dont on calcule la roideur.
TITRE V
ÉQUILIBRE DES MACHINES SIMPLES, EN AYANT ÉGARD AU FROTTEMENT ET A LA ROI DEL R DES CORDES.
PLAN INCLINA
28. Considérant un corps dont le poids Q, posé sur un plan incliné (Fig. 15), et soumis à l’action d'une force P qui agit en tirant, on doit distinguer deux cas :
1“ Celui où la force P devrait faire monter le corps;
2° Celui où elle devrait seulement l’empêcher de descendre. L’équation d’équilibre est
P cos. a = y cos. 3+/(Q sin. 3 — Psin. m)±y A,
dans laquelle
a représente l'angle de la force P avec le plan incliné;
6 l’angle de la direction verticale du poids Q avec le plan incliné; f le rapport du frottement à la pression;
T la force de l'adhérence sur l'unité de surface;
A l’aire de la face du corps en contact avec le plan.
On en tire :
Q ( cos. p±/*«in. (1) ztfA
cos. azp/’sin. a
les signes supérieur et inférieur ont respectivement lieu pour le 1" cas et pour le 2e.
Si l'on supposait t=o, on aurait P = o en même temps que
f— . ou /=tang. (90° — p).
tang. 3
Ainsi le corps se soutient en équilibre sur le plan par l'effet du frottement seul, lorsque ce plan forme avec l’horizon un angle dont la tangente est égale à/. Cet angle est nommé communément angle du frottement.
50. Lorsque P est parallèle au plan, on a a = o, et P='Q ( cos. 3 -H /'sin. fi)± y A, la différence des deux valeurs est :
2/0 sin. P + 2y A.
3J. Lorsque P est horizontal, « est négatif et complément de 3. On a 0 (cos. 3±/sin. 3) ±t a
sin. 3 3F /cos. 3
LEÇONS Sun L’APPLICATION la différence des deux valeurs est
2f O 2 f A COI. a lin.* P — I2 cos.3 P
52. Il est utile de connaître la direction qu’il faudrait donner à la force P pour qu’elle eût la moindre valeur possible, soit lorsque cette force doit faire monter le corps, soit quand elle doit l'empêcher de descendre. On y parviendra en égalant à zéro la différentielle de l’expression P du n° 28 prise par rapport à a : on trouve ainsi
tang. *=±f.
La direction de la force doit faire avec le plan un angle égal à l 'angle du frottement. Cette direction est en dessus du plan s’il faut faire monter le corps. Elle est en dessous du plan s’il faut l’empêcher de descendre.
FROTTEMENT DES AXES DE ROTATION
53. Soit A (Fig. 16) un tourillon tournant dans le palier MwiN, Km la direction de la résultante des pressions qui s’exercent sur ce tourillon. Par l'effet du mouvement de rotation, le tourillon se place dans le palier, de manière que la tangente m p au point de contact fasse avec m R un angle égal au complément de l’angle du frottement, f étant le rapport du frottement à la pression, on a
long. pmR — — , sin.</mR = — . cos.pwU = — r. — .
La pression normale en m est donc ■ et la résistance du frottement
dirigée suivant la tangente p m ,
Cette force doit être introduite dans le système avec les autres forces , qui toutes se font équilibre autour de l'axe A du tourillon ; en sorte que c’est le rayon de cet axe qui doit entrer dans l'équation d’équilibre.
54. Si l’on avait un axe fixe sur lequel tournât la concavité du trou d’une poulie (Fig. 17), on serait conduit à la même expression pour la résistance du frottement; mais il faudrait concevoir l'équilibre établi autour de l’axe A du trou de la poulie, et faire entrer le rayon de ce trou dans l’équation d’équilibre.
35. Lorsqu’un axe de rotation est soumis à un effort dirigé dans le sens de la longueur de cet axe , il est nécessaire que l’une de scs extrémités porte contre un appui , et il en résulte un frottement. Ce frottement peut s'exercer, ou contre un cercle, ou contre la surface d’une couronne circulaire. Supposant le frottement proportionnel à la pression , et la pression également ré-
partie sur toute l’étendue des surfaces glissant l’une sur l’autre , on aura
pour l'expression de la résistance provenant du frottement ;
pour le bras de levier que l’on doit attribuer à cette force, dans le cas où le frottement s’exerce contre la surface d’un cercle, et
pour le même bras de levier, dans le cas où le frottement s’exerce contre la surface d’une couronne circulaire. En appelant f le rapport du frottement à la pression ;
R l’effort exercé dans le sens de l’axe; r le rayon du cercle sur la surface duquel le frottement s’exerce ; r', r" les rayons extrêmes d’une couronne circulaire contre laquelle le frottement s’exerce.
ÉQUILIBRE BU TREUIL, BE LA POULIE ET DU FALAK
56. Considérons un treuil dont l’axe est horizontal, servant à élever un poids Q au moyen d’une puissance P tirant une corde passée sur une roue (Fig. 18). Nommant R le rayon de la roue ; r le rayon de l’arbre ; p , p' les rayons des tourillons A et B ; d le diamètre de la corde soutenant le poids Q ; p la distance m A ; q la distance n\ ;
/'la longueur A B de l’arbre ; x l’angle de la direction de la force P avec la verticale ;
M le poids du treuil et de la roue, dont le centre de gravité est supposé dans l’axe du treuil ;
g la distance de ce centre de gravité an tourillon A :
N , N' les efforts exercés respectivement sur les tourillons A , B :
«, les angles des directions de ces efforts avec la verticale ; f, a, b, il ayant les mêmes significations que ci-dessus; (n° 27).
On décomposera d’abord toutes les forces en d’autres qui leur soient parallèles, et qui soient appliquées à chaque tourillon. On décomposera ensuite
LEÇONS SLR L’APPLICATION
chaque force donnée par P en deux autres, l'une horizontale, l’autre verticale. On aura ainsi :
Force verticale appliquée en A,
M -«-0 HP c. X.
Force horizontale appliquée en A,
p un. x.
Force verticale appliquée en B,
M — v- 0 — H P — CO». X.
Force horizontale appliquée en B,
P — 8in. X ;
d’où
N = -|/[M(t-j)-4-Q(Z-tf) j*-»- 2 [M (/ — 3)-*-Q(!-ï)]P</— p) cos.X-t-P *(l-p)
N'=:— (/[Mÿ-HOg]1 + 2[Mÿ-4-Oï)Pp cos. X -4- PJ p> ,
PU — p)sin. X P/isin. X
sin. 8 = , *in. 6' = .
N I NU
On exprimera ensuite l’équilibre du treuil en posant l’équation :
ijui donnera la valeur de P , après que l’on aura remplacé IV et N’ par les expressions précédentes.
.37. Ces formules se simplifient, quand les rayons P et p' des deux tourillons sont égaux. On peut alors se dispenser, pour évaluer l’effet du frottement , de calculer séparément les pressions N et N'. La somme de ces pressions est :
N + N' = t/(M+0)' + 3(M -4-Q) Pco«. X-4-P*.
On a donc pour l'équation d’équilibre :
rfP
P. R = Q.r-+-/'f J/ ( M -t- 0)’ 2 (M -4- Q) P co». X -4- P1 -i (o -4-ftQ) .r.
58. On aura le cas où la force P serait verticale, en supposant cos. 1, ce qui donne :
rfp
39. Les formules précédentes conviendront au cas d’une poulie, en supposant r=R.
On abrège beaucoup la résolution des équations des n“* 36 et 37 en mettant pour P sous le radical du second nombre une première valeur approchée, calculée en négligeant l'effet du frottement, qui est :
Oh (oh-60)
Si la valeur P trouvée de cette manière ne parait pas suffisamment exacte, on peut en calculer une autre, en mettant la première sous le radical.
40. Les formules précédentes, en y faisant M = o peuvent s’appliquerai) cas d’un cabestan dont l’axe est vertical, la corde exerçant l'effort Q étant dirigée horizontalement. Dans ce cas P représente ordinairement la somme de plusieurs puissances, dont les points d'application doivent être distribués symétriquement autour de l’axe de rotation. Il résulte de cette disposition, que ces puissances n’exercent aucun effort sur les points d’appui de cet axe, et qu’on doit faire P=o dans le terme affecté de f'. On doit remarquer enfin que le poids M du treuil produirait sur le fond de la crapaudinc qui supporterait le pivot de ce treuil , un frottement que l’on devrait faire entrer dans l'équation d'équilibre, conformément au n°55.
41. Les considérations précédentes conduisent aux formules suivantes pour le calcul des palans ou moufles. Supposant les poulies égales et les cordons parallèles (Fig. 19), nommant
T0, T,, T,, T,.... T„ les tensions des cordons;
P la puissance qui soulève le poids, égale à la tension du dernier cordon;
Q le poids soulevé, égal à la somme des tensions des cordons passant sur les poulies;
r le rayon des poulies;
p celui des trous des poulies ;
d le diamètre de la corde ;
P, a, b , ,,, ayant les mêmes significations que ci-dessus; on aura d'abord, par le u° 38, en négligeant le poids des poulies,
T,r = TürH-/v p(T0h-T,)h (a-f-èT0)r,
d'où
ou . faisant pour abréger, * = , S
r-Pt *r
on a également
T g “ a -4- 6 T j <x ( 1 ~4* 6 -4-ês) -4- 6® To,
etc
Tb - a -4- 6 T# j “ s(1 -4- 6-4" 6* -4-, ...... -4-6 ) -4- 6 Tq ,
P = a -4- 6 = <x(1-+-ë-4-ë*-4- -4-6 )-4- 6n "4~l Tp ;
équation dans laquelle n représente le nombre de cordons qui aboutissent à la chape mobile.
42. Lorsque le poids soulevé est supporté par une chaîne (Fig. 20), la flexion de la chaîne fait naître un frottement dont l’effet peut être évalué comme il suit : Considérant une chaîne à mailles plates, réunies par des axes ; on remarque qu’il s’exerce en a et b sur ces axes des efforts P et Q qui fonl naître des frottements exprimés par/' P et f' Q. Ces frottements sont des forces agissant tangentiellemenl à la surface concave du trou du chaînon . en sens contraire du mouvement de la poulie. Nommant R le rayon de la poulie , r le rayon du trou du chaînon , remarquant que quand la chaîne se
plie en b et se redresse en a, les chaînons décrivent en tournant sur leurs axes des angles égaux à ceux que décrit la poulie sur le sien , on aura par le principe des vitesses virtuelles, pour exprimer l’équilibre de la poulie (abstraction faite du frottement sur l'axe de cette poulie).
d'où
P. R = Q . R-4 -r (Pr-t-Qr),
OU
FLOTTEMENT DES ENGRENAGES [l].
43. Considérant une roue dont le centre est C (Fig. 21 ) , conduisant une autre roue dont le centre est C', au moyeu de la courbe n ni qui pousse la courbe n' m, il s’agit de connaître, pour une situation quelconque des courbes nm, n'm, de quelle quantité l’on doit augmenter la force qui est appliquée à la première roue, pour surmonter le frottement qui a lieu de la part de l’une de ces courbes sur l’autre.
Am et BmB' étant respectivement, pour la position des courbes nm et ’ wm que l’on considère, la normale et la tangente commune de ces deux courbes à leur point de contact m, on nommera
R, R' les distances CA, C'A ;
? l’angle m A C' formé par la normale m A avec la ligne des centres ;
p, p' les distances CB, C'B';
n la distance A ni ;
P la force appliquée à la roue dont le centre est C pour la faire tourner, et qui est supposée agir à la distance R du centre C ;
/"le rapport du frottement à la pression.
En remarquant que CD = R sin. ? , et que la pression exercée de la part d’une courbe sur l’autre en m , est déterminée par la condition de faire équilibre à P autour du centre C , on aura pour la valeur de cette pres- P fP
sion ; et pour la résistance provenant du frottement qui en résulte, .
sia. f sin. 9
Cette résistance est dirigée suivant la ligne B B', et son effet est de s’opposer au mouvement de la roue dont le centre est C avec le bras de levier CB, et au mouvement de la roue dont le centre est C' avec le bras de levier C' B'. Par conséquent, à raison de l’obstacle opposé au mouvement de la roue dont
[i] La théorie du frottement des engrenages , exposée ci-dessous , est la même , au fond , que celle due à M. Poncelet, qui, le premier, l’a donnée dans les feuilles lithographiées de son cours de mécanique, professé à l’École d’application de l’artiljerie et du génie à Metz.
le centre cslC', la force P doit être augmentée de la quantité— — . — ;
lin. f R’
et à raison de l’obstacle opposé au mouvement de la roue dont le centre
est C , la même force doit être augmentée de la quantité . — . On aura
lin. ? R
donc
lin. 9 \ R R ' /
pour la quantité cherchée dont il faut augmenter la force P, afin de surmonter le frottement de l’engrenage.
Comme on a p = n R cos. ?, p’=n — R' cos. ç, l’expression précédente équivaut à
fP (R + R') n lin. f RR'
44. Si la tangente B B' passait entre les centres C, C' des deux roues . (Fig. 22), la résistance provenant du frottement s’opposerait toujours au
mouvement de la roue dont le centre est C, mais elle favoriserait le mouvement de la roue dont le centre est C'. La quantité dont il faudrait augmenter la force P serait alors
fP fp p' \
sin. <p \ R R ' /
et comme l’on aurait p = n -+- R cos. ? , p’ = R' cos. <p — n, cette quantité serait encore exprimée par
sin. f RR'
Cette formule et celle du n" 43 conviennent également au cas où les courbes se poussent avant la ligne des centres.
45. On peut encore parvenir aux mêmes résultats de la manière suivante. La résistance due au frottement peut être considérée comme équivalente à la force d’un ressort qui unirait les points des deux courbes qui sont en contact. Or, en formant les moments virtuels des forces du système , dont la somme doit être nulle lorsque ce système est en équilibre , le moment virtuel de la force de ce ressort sera égal à la force multipliée par la variation de la longueur du ressort. Donc ici le moment virtuel du frottement est le produit de la résistance qui est due au frottement multiplié par la quantité dont les points des deux courbes qui sont en contact s’écartent l’un de l’autre lorsque le système prend un mouvement virtuel infiniment petit.
Cela posé soit n la force qu’il faut ajouter à P pour surmonter l’action du frottement : considérons le cas du n° 43 , et supposons que la roue dont le
tes
centre est C décrive un angle infiniment petit » ; le moment virtuel de O sera II. R o. Mais il est aisé de voir que le point m, lorsque cet angle sera décrit, se transportera à gauche sur la courbe mn d’une quantité que l’on trouvera en décrivant l’angle » avec le rayon CB ; d’un autre côté, la roue
Ru
dont le centre est C' décrira en même temps l’angle — ; et on verra égale-
ment que le point m se transportera à droite sur la courbe m n' d’une quan-
Ru
tité que l’on trouvera en décrivant l’angle — avec le rayon C'B'. Donc les
deux points qui étaient en contact en m se sont écartés l’un de l’autre à une
* //.Ru
distance/;» h , et par conséquent, le moment virtuel de la résistance
fP f p'. R» \
due au frottement sera — — ( . On trouvera donc lien posant
sin.çV R' /
l’équation
Il it « =
fin.
d’où
*in.v\R R'/
comme ci- dessus.
En considérant maintenant le cas du n° 44 , on voit que les points appartenant aux deux courbes mn, mn' qui étaient d’abord en rn, se transpor-
tent tous les deux à gauche des quantités/» «et , en sorte que l’écart
de ces deux points est ici exprimé par la différence de ces deux quantités , ce qui donne, comme dans ce numéro,
fin. 9 \ R R' /
46. En supposant aux courbes mn,mn' une figure quelconque, les quantités R, R', n, ?, varieront avec les positions des dents. L’effet du frottement variera également. Il convient, pour établir les conditions d’équilibre d’une machine d’estimer cet effet d’après la moyenne des valeurs que prend la quantité précédente dans toutes les positions des deux dents, depuis l’instant où elles commencent à se pousser, jusqu’à celui où elles se quittent.
47. Dans tous les engrenages assujettis à la condition que le mouvement de l’une des roues étant uniforme , celui de l’autre le soit également , et dont il a été question dans le titre III, les quantités R, R' seront constantes pour toutes les positions des dents; n et « seront seuls variables. Si les dents étaient très-serrées, ? différerait très-peu d’un angle droit, et nommant .v
l'angle compris entre C'A et le rayon C' m , n différerait trés-peu de R'r. L’expression du n° 44 différerait donc très-peu de
AP x.
Nommant x, et x' les angles décrits par la roue dont le centre est C', depuis l’instant où les roues se prennent avant la ligne des centres, jusqu’à ce que le point de contact m se trouve dans cette ligne, et depuis ce dernier instant jusqu'à celui où les dents se quittent après la ligne des centres, on aura pour la valeur moyenne de l’expression précédente dans cet intervalle :
fP. . , OU A P .
R 2 (JT, -*-*') R V 2 x, + x’
ou, en négligeant le deuxième terme compris dans la parenthèse,
R -v- R' xt 4- x!
fP- ■ ,
formule approchée, dans laquelle xi-*-x’ est l’angle occupé par une dent sur la roue dont le centre est C'. L’espace occupé par une dent sur l’une et l’autre roue est donc R' (.ri ■+■ .r'). en nommant a cet espace, l’expression de la résistance du frottement devient donc
AP
Nommant ni le nombre des dents de la roue dont le rentre est C, on a SR R
La formule précédente peut donc encore s'écrire
Il (R 4- R')
AP
Ces expressions pourront dans tous les cas être employées dans les applications, avec d’autant moins d’erreur que les dents seront moins grosses.
48. Si l’on veut maintenant appliquer exactement à chaque espèce d’engrenage les formules des n01 43 et 44, en commençant par l’engrenage d’une roue avec une lanterne (Fig. 23), tracé conformément aux n°* 7 et 14, on nommera x l’angle compris en AC' et le rayon mené au centre 0 du fuseau, r le rayon Ont du fuseau, et remarquant que l’angle A«0 est la moitié de l’angle x, et que l’angle AO a est droit, on aura
gjn. ? = co». x, A m OU n = 2 R' tin. { x— r.
Mettant ces valeurs dans la formule du n“ 44, elle devient
AP . ( -
RR' V COS. ; X COS. 7 X
expression dont il faut prendre la valeur moyenne, depuis l’instant où le point m se trouve en A, jusqu a celui où la courbe mn cesse de pousser le fuseau. Lorsque le point m se trouve en A, la valeur de l’angle a- ne diffère
pas sensiblement de — . On appellera x' la valeur de cet angle quand le
fuseau quitte la dent. On voit donc qu’il faudra prendre la valeur moyenne
de l’expression précédente ddjmis l’instant où x = ~ jusqu’à celui où x=xf
. i JP*
/*>n. ■ x S* «in - x
COS. ■; X
/ — = 2 1<^. Ung. (ï }*), et / -
«/ ^ COS. Ï X Je
ix Ung. (jn-jj)
— = 2 log.
tang.
Par conséquent la valeur moyenne de la quantité précédente est
2 R' . 2 log. -
— r. 2 log. ■
fV.
fi-
Gette formule représente la quantité dont il faut augmenter moyennement la force P appliquée à la circonférence de la roue dont le centre est C, pour la rendre capable de surmonter la résistance provenant du frottement des dents.
Si l’on développe en série les quantités comprises sous les signes log., en se bornant aux premiers termes, eu égard à la petitesse des angles x' et—, la formule précédente se réduit à
résultat qui s'accorde avec celui du nn -57.
49. En considérant l'engrenage d’une roue avec un pignon ( Fig. 24 ), tracé conformément aux n»’ 8 et 15, x désignant l’angle formé avec la ligne des centres par le rayon Cm, qui est ici la courbe conduite, on aura Am on n= R' sin.#, et sin. ? = cos. x. Au moyen de ces valeurs, la formule du n" 44 devient
R -H R' «in. z
expression dont il faut prendre la valeur moyenne depuis l’instant où le point de contact m se trouve en A dans la ligne des centres, jusqu’à l’instant où la courbe nm cesse de pousser le rayon C'm. Nommant x' la valeur de l’angle x à ce dernier instant, et remarquant que
/■ sin. z /'x' sin. x
dx. = — log. cos. x, et / dx. = — log. cos. x",
cos. x ./ O COS. X
on aura pour cette valeur moyenne
R' -S- R log. cos. x'
Si les dents étaient engagées avant la ligne des centres (Fig. 25), ce serait alors le rayon Cm qui pousserait la courbe épicycloldale m »'. Nommant u l’angle ACm, on aurait sin. ? = cos. m et A m Ou n = R sin. v. La formule du n" 44 deviendrait
R -4- R' sin. «
R' cos. u
Mais nommant x l’angle A C'm', on aura Rw = R.r, et l’expression précédente pourra s’écrire
sin.
cos.
En désignant par x, la valeur de a1 à l’instant où le rayon C m commence à pousser la courbe mn', on aura pour la valeur moyenne de cette dernière expression.
log. cos.
La valeur moyenne de la quantité dont il faut augmenter la force P pour surmonter le frottement depuis l’instant où les dents s’engagent avant la
ligne des centres, jusqu’à l'instant où elles se quittent après cette ligne, sera
— fP (R -t- R') R
Ion. cos. x' H — — lo«. cos.
Si l'on développe en série les expressions précédentes, en se bornant aux premiers termes, on trouvera, comme ci-dessus, des résultats identiques avec ceux du n° 47.
50. Enfin pour les engrenages où les dents seraient tracées suivant les développantes de deux cercles (Fig. 26), l’angle <? est constant. Nommant a: l'angle décrit par le point ri autour du point C’, depuis l'instant où le point de contact m était en A dans la ligne des centres, jusqu’à l'instant où ce point est parvenu dans sa position actuelle ; remarquant que le rayon C' D' du cercle de la roue conduite èst égal à R' sin. ?. on aura x R' sin. pour la longueur absolue de l’arc décrit par le point ri depuis L’instant où le point de contact m était en A dans la ligne des centres; et par conséquent A m ou n = x R’ sin ?. La formule du n“ 44 devient donc ici
et la valeur moyenne de cette expression, en appelant x' l'angle décrit par le point w depuis l’instant où le point m était dans la ligne des centres, jusqu’à celui où les dents cessent de se pousser, est
Les formules approchées, données n° 47, deviennent exactes dans le cas dont il s’agit.
En nommant a l’espace occupé par une dent sur la roue dont le centre est C', la résistance moyenne provenant du frottement, que l’on regarde toujours comme une force agissant à l’extrémité du rayon R de la roue dont le centre est C, est éxprimé par
51. On aura le cas de l’engrenage d’une roue avec une crémaillère, ou celui d’une camme avec le mantonnet d’un pilon, en supposant le rayon R' infini; ce qui donne pour la résistance moyenne
Dans le cas du pilon, a représente la hauteur don! ce pilon est soulevé.
FROTTEMENT UES ENGRENAGES CONIQUES
52. Concevons la sphère qui contient les cercles primitifs des deux roues, et supposons que CC' ( Fig. 27 ) soient les traces sur la surface de cette sphère des axes des cônes primitifs; mn, m w, les traces des portions de cônes qui forment les dents: B B' l’arc de grand cercle qui est la trace du plan tangent commun à ces cônes, Am, CB, C'B\ trois autres arcs de grands cercles perpendiculaires au précédent.
Désignons par 9 l’angle formé par le plan du grand cercle Avi avec le plan qui contient les axes des cônes primitifs et dont la trace est CC'E. La pression qui s’exerce en m entre les deux courbes mn, mn' est une force dirigée suivant une tangente au grand cercle m A menée par le point ni, et capable de faire équilibre, autour de l’axe de la roue dont le centre est C, à la force P qui agita la circonférence de cette roue. Soit * celte pression : pour en trouver la valeur, on remarquera que, tandis que le cercle autour duquel est appliquée la force F décrira un angle infiniment petit avec un rayon dont la valeur, en désignant par p le rayon de la sphère qui contient les cercles primi- CA
tifs, est p sin. — ; les points du grand cercle m A, et par conséquent le point d’ap-
plication de la force *, décriront dans le sens de cette force le même angle
CD
avec un rayon dont la valeur est p sin. — , C D étant un arc de grand cercle
mené perpendiculairement à m A prolongé. Donc, d’après les principes des
vitesses virtuelles, la condition de l’équilibre des forces P et * donne
c A sin. —
CA C D p
r.psin. = *.psin. — , d’où * = P .
p p CD
sin.
Mais, dans le triangle sphérique rectangle CAD, où l’angle en A est égal CD CA
à ou a sin. — - sin. — . sin. ? : d’où l’on déduit
f ' R- il
sin. 9
La résistance provenant du frottement qui s’exerce en m, en désignant toujours par /le rapport du frottement à la pression, est donc
rz
sin. 7
Celte force est dirigée suivant la tangente menée en -m au grand cercle BB .
En remarquant d’ailleurs que , dans un déplacement infiniment petit du système, les points des deux courbes qui sont en contact en m se déplacent,
sur cette tangente, de quantités qui sont mesurées par les arcs décrits par les points B, B' tournant autour des axes des deux roues, le même raisonnement fait dans le n° 45 montrera que, en désignant par a un angle infiniment petit décrit autour de l'axe qui passe en C, le moment virtuel de la résistance provenant du frottement est exprimé par
f CA
/ tin
sin, <p
s sin.
et par conséquent que la valeur de la force qui doit être ajoutée à P, pour
surmonter cette résistance f force dont le point d’application a pour vitesse C A\ '
virtuelle Ufi sin. — ), est
Mais on a, dans le triangle rectangle A»iE,
Am A E
sin. = sin. .«in. E,
Am A E
tang. tang. — coj. <
d’où
AE
sin. =
d’OÙ cos. =
sin. E A m
cos. cos. ç
sin. E
et dans les triangles également rectangles CBE, C'B'E '
C' B' /AE C'A
sin. = sin. I J. sin. E.
On déduit de ces relations c B
CA tang. — P
cos. cos. <p ,
sin. tang. —
p Am
— - — • — cos. — - . cos. ?.
En substituant ces valeurs dans l’expression de la résistance provenant du frottement, on aura
fp
sin. 9
CA
tang.
tang. 1
expression analogue à celle qui a été obtenue dans les n°* 43 et 44 pour les engrenages plans.
53. Si l'on suppose comme dans le n° 47, que l’angle <? diffère très-peu d’un angle droit, on mettra 1 à la place de sin. ?. Alors l’expression précédente deviendra
1 I «in. ,
CA C’A I p
lang. lang. — I
En nommant toujours R, R- les rayons des deux cercles primitifs, on a
CA C' A
R = p«in. , R'=p»in. .
Par conséquent cette expression peut s’écrire
t/pJ — R'5\ A tu
H sin. — .
Dans la plupart des cas l’angle — sera fort petit, aussi bien que l’angle ?.
On pourra prendre alors, au lieu de la formule précédente,
On trouvera d’après cela, comme dans le n° 47, pour la valeur moyenne approchée de la résistance provenant du frottement, en désignant par a l’espace occupé sur l’une et l’autre roue par chaque dent,
/I / RJ 1 / R'»\ a
V R pj R' pJ / a
ou, à fort peu près, si R, R' sont petits par rapport au rayon de la sphère.
ip»
Cette résistance est toujours considérée comme une force agissant, aussi bien que la force P, à la circonférence de la roue dont le rayon est R.
54. Lorsqu’on soumet au calcul les conditions de l’équilibre d’une roue.
on doit faire entrer la pression que supportent les dents dans le calcul des efforts exercés sur les tourillons de l’axe, efforts qui produisent le frottement qui a lieu à la circonférence de ces tourillons. Dans le cas des engrenages plans, les pressions dont il s’agit sont dirigées perpendiculairement à chacun des axes. Il n'en est plus de même dans le cas des engrenages coniques, les axes sont ici sollicités perpendiculairement et parallèlement à leur longueur, ce qui tend à produire un frottement tel que celui qui a été considéré n° 35. Mais lorsque l’angle soustendu par A ni est regardé comme trèspetit, ce dernier frottement peut être évidemment négligé, et l’on peut regarder l’effort t, qui ne diffère pas alors sensiblement de P, comme étant dirigé perpendiculairement à l'axe de chaque roue.
ntOTTEHEXT n'os PILOU COETHE SES PHISOSS.
55. AB (Fig. 28) étant un pilon chargé du poids Q, et soulevé par une force verticale P, dont la direction ne passe pas par le centre de gravité de ce poids, ce pilon exercera contre l'arête inférieure A de la prison inférieure, et contre l’arête supérieure B de la prison supérieure, des pressions i* et » dont il résulte un frottement que la force P doit surmonter pour soulever le pilon. Les conditions de l'équilibre de ce système sont exprimées par les équations,
P = O-e/’lp + »)•
P . p-+- Q • — i -fi . e = v t;
en appelant :
l la distance verticale des arêtes A, B :
e la largeur du manche du pilon, ou distance horizontale de ces arêtes ; p la longueur CD du mentonnet:
f le rapport du frottement à la pression ; d'où l'on déduit :
t f f(t-*-ip)\
P = Q , OU P
Z-Ae-t-ap) \, l-r(*+îp )J
notmm d'iise cokde qui s’eikoile sua es cylisdke iuobile.
56. Considérant la puissance P (Fig. 29), qui doit soutenir ou soulever le poids Q, au moyen d’une corde qui s’enroule sur un cylindre immobile, et nommant :
s l’arc embrassé par la corde , compté depuis B jusqu’en un point quelconque m ;
S l’arc total B A ;
p la tension de la corde en m ;
r le rayon du cylindre immobile:
f le rapport du frottement à la pression ;
e la base des logarithmes népériens = 2, 718282.
La pression normale exercée en m, rapportée à l’unité de longueur de l’arc
est —, et par conséquent la résistance provenant du frottement sur l’élément r
de l’arc en ce point sera f — du, quantité qui est égale à dp. Donc : r
àzdp=f — d 8,
d'où
± log. p = f h eonst .
On a en B ;> = Q, *=o; et en A p— P, «=S : donc
±log. — = f — ; d’où P = 0 «
La force P augmente ou diminue très-rapidement avec S, suivant que cette force doit élever le poids Qou l’empéchcr de descendre.
ÉQUILIBRE DE LA VIS
57. Considérons une vis verticale, tournant dans un écrou fixe, au moyen de laquelle le poids Q est élevé par la puissance horizontale P (Fig. 30.) Admettons d’abord que le filet de la vis soit quarré, et nommons a l’angle que l’hélice moyenne du filet forme avec un plan horizontal; r le rayon de la surface cylindrique sur laquelle est tracée cette hélice moyenne ;
y le rayon de la circonférence décrite par la puissance P ;
/' le rapport du frottement à la pression.
On obtiendra une équation d'équilibre approchée et suffisamment exacte dans les applications, en supposant le poids Q dont la vis est chargée, concentré dans un seul point placé sur l’hélice moyenne du filet : et en supposant également que la force P exerce sur ce môme point une action horizontale exprif r'
niée par P — . En remarquant que les forces P — et Q, étant décomposées
suivant la tangente à l’hélice, donnent les composantes P — cos. aCtQsin. a ;
et que les mêmes forces, décomposées perpendiculairement à la surface du
filet donnent les composantes P — sin. a cl Q cos. a ; on aura pour condition
de l’équilibre,
I’ — cos. a — Q sin. a-t-fl P — sin. a Q cos. a r V r
DE LA MÉCANIQUE, 3““ l’AUTlE. iVô
d’où
r lang. a ■*- f
r" 1— f tang. tz
Cette équation suppose la puissance P distribuée symétriquement autour de l’axe de la vis. S’il en était autrement, cet axe tendrait à être déplacé par cette puissance, et il en résulterait contre la surface cylindrique de l’écrou un frottement dont on tiendrait compte d’après les règles établies 11° 35.
58. Admettons maintenant que le filet de la vis soit triangulaire, et nommons 6 l’angle formé avec l’horizon par la génératrice de la surface hélicoïde sur laquelle porte le poids Q (Fig. 31). En conservant les dénominations pré-
cédentes, on aura également P — cos. «et Q sin. a pour les composantes des
forces P — et Q dans le sens de la tangente à l’hélice décrite par ce poids. 11
reste à trouver les pressions que ces forces exercent perpendiculairement à la surface hélicoïde. Pour cela, considérons le point M de cette surface, auquel on suppose appliquées les forces dont il s'agit, et faisons passer par ce point trois axes rectangulaires, savoir : l’axe vertical M z, suivant lequel est dirigée la force Q; l’axe horizontal Mÿ, tangent à la surface cylindrique sur laquelle est tracée l'hélice moyenne, et suivant lequel est dirigée la force r'
P — ; et l’axe également horizontal M r, perpendiculaire à la même surface, r
et qui coupera l’axe de la vis au point A. La tangente à l’hélice M T sera comprise dans le plan des yz, et la génératrice MR de la surface hélicoïde sera comprise dans le plan des xz. Or la normale menée à la surface hélicoïde au point M, devra être perpendiculaire aux deux lignes MT et MR : d’où l’on conclut qu'en désignant par a, b, c les angles de cette normale avec les axes des x, y, z, on aura pour déterminer ces angles les trois équations
tang. 6
0 — cos. a , cos. 6 -t- cos. c . sin. 6 , d'où cos. a = — — - . .. 1
|/ 1 -t- tang. 2 a -t- tang. 2 6
tang. a
0 = cos. b . cos. a •+- cos. c . sin. a cos. b = <
l/l + tang. 2 a ■+■ tang. 2 6
1 = cos.2 a -t-cos. 2 6 + cos. 2c cos. r — .
- \/ 1 -+- tang. 2 a -f- lang. 2 6
Les pressions normales dues aux forces P — et Q étant respectivement
LEÇONS SUR L’APPLICATION r '
P — cos. b el Q cos. c, l’équation de l’équilibre est donc
P — lang. a Q r ' r
P — cos. a = 0 *<n. a -f- f — -
r |/l -4-tang. 2a-i-lang.,6
d’où
r1 tin. a|/l ■+■ tang. 2 a ■+- tang. 1 6 f
r cos. a |/ 1-Mang » s+ long. *6 — /’Uing. a
On doit appliquer ici la remarque qui a été faite à la fin du n" précédent 1 il-
[i] En décomposant les forces et 0 suivant la tangente à l’hélice et la perpendiculaire
à cette tangente, la somme des premières composantes est
P — cos. a — 0 sin . « , r
et la somme des secondes est
P — sin. a Q cos. a. = P', -
Cette force P' est dans le même plan que le rayon r et la normale à la surface hélicoide, parce que ces trois lignes sont perpendiculaires à l’hélice au point M. De plus, P' est située dans le plan tangent ou cylindre du rayon r, et par conséquent perpendiculaire â ce rayon. Elle fait donc avec la normale un angle complément de a.
Ainsi, en décomposant la force P' en deux autres, l’une suivant la normale à la surface hélicoide, et l’autre suivant le rayon r, la première composante, à laquelle le froltement est proportionnel, sera
P — sin. a + 0 cos. a P' r
sin. a sin. a
Et la seconde composante, qui est détruite par la rigidité du corps de la vis. sera
tang. a
L’équation d’équilibre est
P — cos. a — O sin. a — fti — o, r
on a
/1-t- tang. * a I
s- tang. 1 a + tang. J 6 cos. oj/l-*-tang. 1a-t-tang
59. Si l'on opérait l’ascension du poids Q en faisant tourner l’écrou (Fig.32), la force P, outre le frottement évalué ci-dessus, devrait surmonter encore
substituant les valeurs de N et de sin. a, on trouve : t>
Cette rormule rst la même que celle donnée par M. Poncelet dans son Court de Mécanique. On y parvient encore assez simplement de la manière suivante :
Lorsque la force P fait tourner la vis d’un angle infiniment petit d?, le poids 0 monte de d s, et le filet hélicolde, le long duquel s'exerce le frottement F, glisse de ds. Ainsi l'équation d’équilibre est
Pf’rff — Q ds — F d» — o.
Si l'on conçoit un point sollicité par les forces P — , Q et F , et assujetti à demeurer sur le
filet hélieofde, l’équation de l’équilibre entre ces forces sera la même que celle ci-dessus. Ainsi, le problème se réduit à l'équilibre d’un point situé sur une surface.
L'équation de la surface hélicolde entre les variables a , r et 9 est
1 = r tang. 6 r 9 tang. i + f,
en effet, l'ordonnée d’un point quelconque de la génératrice, dans sa position initiale, est r tang. 6 -4-f ; et lorsque le plan de cette génératrice a tourné d'un angle 9, ce point s’est élevé de r<p tang. a. Il faut observer que, bien que r et a soient variables d'une hélice à l’autre sur la surface, cependant r tang. a est constant , parce que 2xr tang. a représente le pas de la vis, qui est commun à toutes les hélices.
Ainsi, les conditions du système seront exprimées par les équations
ds — tang. 6. d r — r tang. a. d 9 = o d r= o,
qu’il faudra multiplier chacune par un coefficient , savoir la première par X et la seconde par ; pour ensuite les ajouter à l'équation d’équilibre, et égaler séparément a zéro les facteurs de ds, dr et d 9. En remarquant que l'on a
’ dt = rdq. cos. a-t-ds. sin a, l’équation d’équilibre se partage dans ces trois autres : r'
P F eos. 1 — X tang. a = o.
t- F sin. a — X = o
p — X tang. 6 = 0.
Les trois éléments différentiels ds, dr, rd 9 étant rectangulaires entre eux, on sait que, si L = 0 représente l’équation de la surface hélicolde, la pression normale à celte surface sera exprimée par
/ [dL \* f d IV [ d L y
X \ / | — ) + I — j -4- [ ) , OU par X y/j +. tang. 2 a •+■ tang. J 6 ,
V \dsj \d r J \rdVJ
[tang. a-t- f cns.
1 —/’sin.
a*/! -t-lang.Xa-t-lanj!
a y/i -4- tang. 1 a-t- tang
B VI ï.»eJ
le frottement résultant du glissement de l’écrou sur le plan horizontal contre lequel il exerce une pression égale à Q. Ce dernier frottement s’évaluerait conformément au n“ 35.
FROTTEMENT UE L'ENGRENAGE DE LA VIS SANS FIN ( FIG
60. Considérons une vis à filet rectangulaire conduisant une roue dentée. Soit cc l’axe de la vis supposé vertical , c' le centre de la roue , dont le plan contient l’axe de la vis. On peut faire abstraction de l’épaisseur de la roue , et ne considérer qu’une section transversale faite au milieu de cette épaisseur. La section ni ri de la courbe des dents, conformément au n" 13, sera une portion de la développante du cercle primitif de la roue dont le rayon est AC', et cette courbe sera conduite par les éléments mn du filet de la vis, qui sont des droites horizontales. AC est le rayon primitif de la vis et le point de contact ni, par lequel le mouvement sc transmet, demeure toujours à une distance de l’axe de la vis égale à ce rayon. Nous désignerons par R, R' les rayons primitifs A Cet AC', par a l’angle que forme l’hélice décrite par le point ni avec un plan horizontal, et par n la distance variable Km.
La force horizontale P agissant de manière à faire tourner la vis à la distance R de l’axe de cette vis, il s’agit de trouver de combien il faut augmenter cette force pour tenir compte de la résistance provenant du frottement de l’engrenage. Pour cela, on remarquera que la pression qui s’établit au point de contact m entre le filet de la vis et la dent de la roue est une force normale à la surface du filet, dont la composante horizontale doit être égale
à P : la valeur de cette pression est donc . La composante verticale de
sin. a P
cette même pression est , et rette dernière foree agit dans la diree-
lang. a
lion m A pour faire tourner la roue.
En désignant toujours par f le rapport du frottement à la pression, la
on aura donc
F =/l |/ 1 -+- lang. 1 a -F- tang. 1 G.
Éliminant > entre les deux premières équations, il vient :
Le coefficient p représente une force dirigée suivant le rayon r, et détruite par la rigidité de la vis. Sa valeur est
0 tang. 6
1 — /'sin. a Yé* h - tans. *•« •+- lang. 1 S
[lang. a -t-/ cos. a.
1 — /sin. a
y' I -t- lang.1 a -i- tang
l/'l ■+• tang.’ a -i- tang
résistance provenant du frottement est donc ici : cette résistance est
dirigée dans le plan tangent à la surface hélicoidc mené par le point de contact m. Considérons d’abord le point m comme appartenant à la vis, et décrivant l hélice du filet, le frottement opposera au mouvement de ce point f P ’
la résistance - — , dirigée suivant la tangente à cette hélice, et dont la corn-
posante horizontale- . cos. «, ou , tend à faire tourner la vis en
s,n- ® tang. a
sens contraire de l’action de la force P. Donc il faut en premier lieu, pour détruire cet effet, ajouter à P la quantité--. Considérons ensuite le
tang. a
point m comme appartenant à la roue : le frottement opposera au mouve-
ment de ce point la résistance , dirigée suivant la tangente horizon-
sio. a
taie mn à la courbe de la dent, et qui tend à faire tourner la roue en sens contraire de son mouvement, en agissantà la distance Am, ou m, du centre
de cette roue, en sorte que cette résistance équivaut à une force — — — qui
8in.ii R'
agirait à la distance AC', ou R', de ce même centre. Mais pour faire équili- ■ . . fP «
ore a une force qui agirait à la circonférence du cercle primitif de
sin.a R' r
la roue, il faudrait appliquer à l’extrémité du rayon primitif de la vis une
t ■ , - fp " /’P »
force égalé a - — tang. a, ou . Donc il faut eu second lieu ajou-
sin.a R7 cos. a R' *
ter à P cette dernière quantité pour tenir compte de l’obstacle que le frottement oppose au mouvement de la roue. On a donc
\ tang. a cos. a R'/
pour l’expression de la résistance due au frottement de l’engrenage, celte résistance étant considérée comme une force agissant, aussi bien que la force P, à l’extrémité du rayon primitif de la vis.
61. On peut encore, d’après la considération employée n° 15, parvenir au même résultat de la manière suivante. Soit n la force ‘appliquée à la distance R de l’axe de la vis, qui détruit la résistance due au frottement de l’engrenage , et supposons que la vis tourne d’un angle infiniment petit » : le moment virtuel de la force n sera n. R». Il est visible d’ailleurs qu’en même
temps que la vis décrit l angle la roue décrit sur son axe l’angle .
Le moment virtuel de la résistance due au frottement se prendra ici en mttl-
rv
tipliant cette résistance, qui est — — ,
sin. a
1" Par l'espace parcouru par le point m dans le sens de l’hélice lorsque ce point se déplace horizontalement de la quantité R », espace qui est R» cos.
2” Par l’espace parcouru par le même point dans le sens de la courbe mn
Rutanft. a Rtolang. a
lorsque la roue tourne de l’angle espace qui est n On
aura donc pour l’équation qui doit donner n ,
/ P / Ru tang. a \
Il . R » = (Ru. cos. a -f-f* J ,
sin. a \ R' /
qui s’accorde avec le résultat précédent.
62. L’expression de la résistance due au frottement qui vient d’être trouvée, varie avec la quantité n. On doit employer dans les applications la valeur moyenne de cette résistance , qui sera évidemment
tang. a cos. a 3 R’
a désignant l’espace occupé par une dent sur le cercle primitif de la roue [il.
[i] La vis sans fin s'emploie d'ordinaire lorsqu'on veut transmettre un mouvement trustent et vaincre une résistance considérable. Celte résistance, en agissant par l'intermédiaire des organes de la machine, produit à la circonférence de la roue C' une pression 0 dirigée suivant Aui, parallèlement à l’axe de la vis , et que nous supposerons constante. La force motrice appliquée sur l'arbre de la vis , au moyen d’une manivelle ou autrement , produit A l'extrémité du rayon C A une pression P perpendiculaire A Q. 11 s'agit de trouver l’équalion d'équilibre entre les forces P cl Q , en tenant compte du frottement qui s’exerce au point m le long du filet hélicolde de la vis et des dents de la roue.
Si la vis tourne d'un angle infiniment petit </?, le mouvement virtuel de la force Pest PR dtp; celui de la force Q est — Q. Rdç. tang a; enfin, celui du frottement F est — F ils, en appelant ils la distance dont se sont écartés les deux points de la vis et de la roue, qui se trouvaient d'abord en contact au point m. Ainsi, l'équation d’équilibre sera :
P. Rdf — Q tang. x. R dtp — F ds = o.
La pression normale A la surface hélicolde est P sin. a •+- 0 cos. a, ce qui donne :
F = /"(P sin. a -t- 0 cos. a).
Si l’on appelle dç' l’angle infiniment petit décrit par la roue, pendant que la vis tourne de d?,on voit que ds est lliypolhénuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont l'élémentde Rpç
l’hélice et l'arc Hitf' décrit par l’extrémité de A m = n. Ainsi,
cos. a
R 2 d vJ cos.1 a
ti2 d ç'2 .
63. Quaiul on voudra établir les conditions de l’équilibre de cet appareil, et connaître les frottements qui auront lieu sur les tourillons des axes de la vis et de la roue, il faudra remarquer que, par l'effet de la pression normale
Soient m le nombre des dents de la roue, et 9' l’angle A C' n', on aura d’abord n = R' 9', ptiis(|ue la courbe de la dent est la développante du cercle dont R' est le rayon; ensuite, les
vitesses angulaires de la vis et de la mue étant entre elles dans le rapport de 2u à — , on
aura <1? = — m 1/9' et par conséquent
Rdf / R' 2 cos.2 a
du— I H 9'2,
cos. a V ni2 R2
2xR'
ou, en observant que = 2 * R tang. a
d * = \/ 1 -t- 9' 1 . sin.2 0 ,
cos. CL
substituant la valeur de Fr/a dans l’équation d’équilibre, on trouve r tang. a -t- / J/ 1 -t- ç'2 sin.2 a
r tang. a -t- / y I + ç^ sin.2 <1 ~t
L I —/"tang. a(/ I +y'* sin.2 a J
On voit que P varie avec l’angle 9', qui varie lui-même , dans chaque tour de la vis , depuis
— jusqu'à zéro. La plus grande valeurde P répond à 9' = — , et la plus petite à 9' = 0.
*/t fit
Dans les cas ordinaires des applications, le terme 9'2 sin2 a sera une très-petite quantité, égale à peine à un ou deux millièmes, et la différence entre les valeurs extrêmes de P sera tout à fait négligeable, en sorte qu’on pourra poser
tang. a /
-/■tang.
En général, la valeur moyenne de la force P s’obtiendra en divisant le travail de celte force /P R d 9, par le chemin parcouru 2* R, ce qui donne ■
1 S* 2 x Sx,/ O
Or, on a , en se rappelant que </9 = — mdip’
rtang-at-,-]
L 1 — /'tang. a J
Pd 9.
[f\S 1 -t- 9'2 sin.Ja -t- tang. a -1
/ tang. a|/l •+- 9'28ln.2a — 1 J qui sc transforme, en opérant la division, en
f Tcos. a -t 1.
L / sin. a j/ I -t-9'2 sin.2 a — cos. a J
sin. a
et du frottement qui s’établissent au point de contact m entre le filet de la vis et la dent de la roue, la vis se trouve sollicitée en ce point par la force verti- P fv
cale /T, agissant de bas en haut; par la force horizontale Ph ,
le second membre peut se réduire en fonction rationnelle d'une variable x, en posant
V/ 1 -+-9' 2 sin.2 a = 9' sin. a-4-ar,
et s'intégrer par les méthodes connues. Mais afin d'éviter la longueur des calculs, il est préférable ici de faire usage du théorème de M. Poncelet pour transformer en fonction rationnelle les radicaux de la forme Tjs et, vu la petitesse de 9' sin. a, on peut poser
l/l -f-9'2 sin.2 a = 1 -\-q 9' sin. a ,
expression qui sera exacte à moins de -i- près, en prenant q = «J-. On aura ainsi : d 9' 1
/■»in.a( I -t -q 9' sin. a) — cos.a f q sin.1 a
log. [/'sin.afl -t-q 9' sin. a)— cos.a).
intégrale qu’il faut prendre depuis 9' = — jusqu’à 9' = 0 , ce qui donne
f q sin.1 a
log.
, a — ftin.
cos. a—f sin. a
Sin. a I m
ou, en opérant la division :
log.
f q sin.1 a
2 ic
f q sin.1 a
s. a — /'sin. a ^1 -I q sin. a ^ J
Dans les cas ordinaires des applications, où le second terme sous le signe log. est très-petit devant l’unité, on peut remplacer le logarithme par
Sic
f q . — sin.1 a tn
( Sic
cds. a — f sin- a ( H q sin. a
et l'on aura définitivement, toute réduction faite :
1 /'St
TJ o1
cos. a— ^sin
pour l’expression de la valeur moyenne de la force P.
/ Sic
. a-H/cos. a [1 -4- — (/sin. a
/ Sa
in. a [ 1 -t q sin. a
dirigée en sens contraire du mouvement du point»! ; et par une autre force fP
horizontale , dirigée dans le sens nm. On remarquera également que
sin. a
la roue est sollicitée au point mpar la force verticale -*-/T agissant de
tarif?, a
haut en bas; par la force horizontale P-*- dirigée perpendiculairement
tang. a
au plan de cette roue, ou parallèlement à son axe; et enfin par la force liori-
rv
zontale , comprise dans ce même plan, et agissant dans le sens mn. Ces
sin. a
actions devront être composées avec les forces appliquées à la circonférence de la vis et de la roue, pour obtenir les efforts exercés sur les tourillons : les résultats de cette composition différeront suivant la position des forces dont il s’agit. On voit d’ailleurs que les axes de la vis et de la roue supportent nécessairement ici des efforts dirigés parallèlement à ces axes.
TITRE VI
ÉVALUATION NUMÉRIQUE DE I-’aCTION DES MOTEURS, ET DU TRAVAIL EFFECTUÉ PAR LES MACHINES.
64. Les opérations ou fabrications que l’on exécute au moyen des machines sont très-variées. Il est nécessaire qu’on puisse avoir une idée exacte du travail que chacune exige, et qu’on soit à même de rapporter à une unité commune la quantité de travail effectuée par diverses machines employées à des usages différents. Un examen attentif de celte matière a appris que le genre de travail qu'il était le plus convenable d'adopter pour terme de comparaison était l’élévation verticale des corps pesants.
Quelle que soit la nature d’une machine, le travail qu’elle exécute pourrait toujours être facilement transformé en l’élévation d’un poids. On y parviendrait en supprimant l’effort de la résistance, et attachant au point d’application et suivant la direction de cet effort une corde passant sur une poulie de renvoi, à l’extrémité de laquelle on suspendrait un poids égal à l’effort que la résistance exerçait. L’élévation de ce poids remplacerait le travail de la machine. L'action que le moteur exerce est de la même nature que celle de la résistance. Cette action consiste également dans une pression exercée contre un point qui se meut. Elle peut être remplacée par la descente d’un poids
égal à l'effort que le moteur produisait , agissant suivant une corde tendue dans la direction de cet effort.
Le travail à effectuer pour élever verticalement un corps pesant est d'autant plus grand que le poids du corps et la hauteur à laquelle on l’élève sont plus grands. Ce travail est proportionnel au produit de ces deux quantités. Désignant le poids par Q, et la hauteur par q, l'expression numérique de ce travail est le produit Q -7. Il représente un nombre d'unités dont chacune est le travail à faire pour élever l’unité de poids à l’unité de hauteur.
65. D’après ce qui précède, considérant une machine en mouvement, et nommant P . Q , les efforts , supposés constants, exercés respectivement aux points d'application du moteur et de la résistance;
p, q, les espaces parcourus respectivement dans un temps donné par chacun de ces points, dans le sens des efforts P et Q; les quantités de travail effectuées par le moteur et par la résistance dans le même temps seront exprimées respectivement par les produits
t>p et 09-
Si les efforts P, Q ne sont point constants, on les considérera comme données en fonction des espaces p, q parcourus dans la direction de ces efforts. Les quantités de travail effectuées par le moteur et la résistance seront alors exprimées par les intégrales
fPtlp et fQdq,
qui doivent être prises entre des limites correspondant aux instants oh commence et où finit le travail. ,
Les expressions précédentes représentent évidemment les quantités d action exercées aux points d’application du moteur et de la résistance. Ainsi une quantité d’action, c’est-à-dire le produit d’un poids par une ligne, est l’évaluation numérique d'un travail fait. C’est en unités de cette espèce que s’expriment les quantités de travail exigées par les fabrications ou opérations mécaniques auxquelles donnent lieu les usages cl les besoins de la société.
TITRE VIL
nu MOUVEMENT DES MACHINES DANS I.E CAS OU I.A VITESSE DES PARTIES EST CONSTANTE. OU NK VARIE QUE PAR DEGRÉS «SENSIBLES.
66. On considérera d'abord une machine dans laquelle, lorsque le mouvement est réglé, les efforts exercés aux points d’application du moteur et de la résistance sont constants. En observant une semblable machine, lorsqu elle
commence à se mouvoir en partant du repos, on remarque qu'il arrive toujours que l'effort du moteur est plus Grand , et celui de la résistance plus petit qu’ils ne seront quand la machine travaillera. Le mouvement se produit, et la vitesse alimente progressivement, comme pour un corps soumis à l’action de deux forces accélératrices agissant en sens contraire , dont l'une l’emporte sur l'autre. A mesure que la vitesse augmente, l’effort de la résistance croit, celui du moteur diminue; et il arrive bientôt un terme où ees efforts ont respectivement les valeurs qu’il faudrait leur donner pour mettre la machine en équilibre. Désignons, comme dans l’article précédent, par P et Q les efforts qui sont exercés respectivement aux points d'application du moteur de la résistance; par p et q les espaces parcourus par ces points à la lin d’un temps donné, dans la direction de ces efforts. Considérons de plus les résistances au mouvement qui résultent de la constitution de la machine, telles que les frottements , la raideur des cordes, la résistance des milieux, etc. ; et nommons en général F l’effort qu'il faut surmonter pour vaincre une de ces résistances, et f l’espace qui a été parcouru à la fin du même temps dans la direction de l’effort F par le point où celte résistance s’exerce. Les moments virtuels des actions du moteur et de la résistance seront respectivement P dp et Q dq; eton pourra représenter par 2 F df la somme des moments virtuels dus aux résistances résultant de la constitution de la machine. On exprimera donc, en vertu du principe des vitesses virtuelles, la condition de l’équilibre, le moteur étant regardé comme surmontant toutes les résistances, en |»osant l'équation
P,lp— Zfdf— Q<lq=o, OU V(t/)=SFi//'+tMf
Or , cette équation exprime que la quantité d’action imprimée au système est nulle ; donc, conformément au principe de la conservation des forces vives, la force vive de ce système doit cesser d’augmenter; c’est-à-dire que la vitesse de la machine cesse de croître , et quelle continue indéfiniment à se mouvoir avec une vitesse uniforme tant que les efforts P et Q conservent des valeurs telles que l’équation précédente soit satisfaite. On voit d’après cela que la nature du mouvement de la machine, dans le cas dont il s’agit, consiste :
1“ En ce que, après un certain temps ( ordinairement très-court, et à peine appréciable) , ce mouvement devient uniforme;
2" En ce «pic le moteur et la résistance exercent à leurs points d’application respectifs des efforts dont les valeurs sont telles que ces efforts se feraient mutuellement équilibre au moyen de la machine, conformément aux lois de la statique;
« 3“ En ce que les quantités d’action exercées respectivement et en même
temps par le moteur et la résistance à leurs points d’application seraient alors
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égales entre elles, si (ce qui est impossible) les résistances inhérentes à la constitution de la machine étaient nulles.
67. Nous avons supposé que, quand le mouvement de la machine était réglé, les efforts exercés aux points d’application du moteur et de la résistance étaient constants. Si l’on supposaitcesefforts arbitrairement variables, la machine prendrait un mouvement irrégulier qui ne pourrait être soumis utilement au calcul. Lorsque dans les machines les efforts dont il s’agit n'ont point des valeurs constantes, les variations de ces valeurs, aussi bien que les variations correspondantes des vitesses de leurs points d’application , sont ordinairement périodiques , comprises entre des limites fixes , et les périodes des variations se correspondent exactement pour le moteur et la résistance. Considérons une machine dans cet état, qui consiste essentiellement en ce que l’effort P du moteur est alternativement plus grand et plus petit qu'il ne devrait être, pour faire équilibre, conformément aux lois de la statique, à l’effort Q de la résistance { en regardant toujours l'effort du moteur comme surmontant les obstacles inhérents à la machine). Nommons D m un élément de la masse de la machine ; v la vitesse de cet élément au bout d’un temps donné ;
(D et S étant des lignes de différentiation et d'intégration qui se rapportent aux éléments de la masse des parties mobiles de la machine; d le signe de différentiation qui se rapporte au temps.)
Supposons d'abord qu’on se trouve à l'instant où il y a équilibre entre P elQ, et qu'à partir de cet instant, l’effortP devient plus grand, ou l’effortQ plus petit qu'ils ne devraient être respectivement pour que cet équilibre continuât à subsister. La force vive de la machine, exprimée par croî-
tra conformément à la loi exprimée par l'équation :
Sr<frDw = P</p- 'Lïdf — Qdq.
Elle ne cessera de croître qu’autont que Y* dp sera redevenu égal à 2 F df- t-Q dq; et alors la machine aura acquis la plus grande vitesse possible.
Supposons ensuite qu’à partir de cet instant, l’effort Qdela résistance surmonteà son tour l’effortPdu moteur, ensorlcquc Q <7 <7 soit yVdp—ZVdf. La vitesse de la machine décroîtra conformément à la loi exprimée par l'équation précédente. Elle aura atteint son minimum lorsque les efforts P, Q auront recommencé à se faire équilibre. Elle recommencera à croître à partir de ce dernier instant, si P surmonte Q, comme on l'a supposé d'abord ; et ainsi de suite indéfiniment.
La vitesse de la machine, dans les circonstances où l’on vient de la considérer, croit et décroît donc alternativement en oscillant autour d’une valeur moyenne. L’équation précédente montre que les accroissements ou décroissements de cette vitesse, et par suite, les écarts de ses mnximn et minimn.
à partir de sa valeur moyenne, sont d’autant plus grands, que l’excès du moment virtuel du moteur sur celui de la résistance est moins grand, que la masse et la vitesse des parties mobiles de la machine sont plus petites. En augmentant, la masse et la vitesse des parties de la machine, on diminue les variations que subit la vitesse par suite des variations dans les actions du moteur ou de la résistance.
68. Quand la vitesse d'une machine augmente et diminue alternativement, les roues qui reçoivent l’action du moteur conduisent les autres et sont conduites par elles alternativement, quoique le mouvement se fasse toujours dans le même sens.
69. Considérant un intervalle de temps entre deux maxima, ou entre deux mitiirna quelconques de la vitesse , il arrive nécessairement, par suite du principe des forces vives, que la quantité d’action fournie par le moteur pendant ce temps est égale à la quantité d’action qui a été consommée par les résistances. Car si ces quantités d’action n’étaient pas égales, la machine aurait acquis ou perdu au bout de l’intervalle de temps une quantité de force vive égale au double de leur différence. La vitesse aurait donc augmenté ou diminué, ce qui est contre la supposition.
Il résulte de ce qui précède, qu’en n’ayant point égard à l’effet des résistances intérieures qui tiennent à la constitution de la machine, on peut dire que, dans une machine où le mouvement varie ainsi, il ne se perd point de quantité d’action par le seul effet de cette variation , puisque la quantité d’action fournie en excès par le moteur pendant l’accélération du mouvement, est fournie en moins pendant sa retardation. Mais si l’on a égard aux résistances intérieures telles que les frottements, cette proposition n’est plus exacte, parce que les pressions que les diverses parties de la machine exercent les unes contre les autres et contre les appuis fixes, pressions dont dépend principalement l’intensité des frottements, varient généralement par suite des accroissements et des décroissements alternatifs de la vitesse. Il peut arriver, d’après cela, que de trop grands écarts delà vitesse, au delà ou en deçà d’un terme moyen, produisent une consommation de quantité d'action qui serait épargnée si cette vitesse était constante ou à très-peu près constante.
TITRE VIII
1)11 SlOUVF.ME.NT DES MACHINES DANS I.E CAS OU IL ï A DES CHOCS ET OU LES VITESSES VARIENT ü’u'NE QUANTITÉ FINIE DANS UN TEMI‘8 TRÈS-COURT.
70. Considérons en premier lieu le choc de deux corps solides. Supposons que ces corps se meuvent dans le même sens, suivant une ligne droite passant
par leurs centres de gravité, et perpendiculairement à leur surface au point de contact. Nous admettrons que l’effet du choc est de déplacer les molécules des deux corps au point de contact et dans le point voisin, en sorte qu’il se formera à leur surface un enfoncement ou impression. Les molécules résistant à ce déplacement, il s’établit entre les deux corps une force de répulsion qui tend à les écarter l'un de l’autre, et en altère les mouvements. 11 s’agit de rechercher les lois de ces effets. Nommons m, ni les masses des deux corps ;
V , V' les vitesses des centres de gravité des deux corps à l’instant où le choc commence (ces vitesses sont supposées dirigées dans le même sens, V étant > que V'. Si les vitesses étaient dirigées en sens contraire, on donnerait à V' le signe — dans les formules); v, v' les vitesses des centres de gravité des deux corps au bout du temps t, compté à partir du commencement du choc : e, e' les espaces qui ont été parcourus par les centres de gravité des deux corps au bout du temps t;
x, x1 les profondeurs des impressions faites dans les deux corps au bout du temps t;
N la valeur de la force de la répulsion qui existe entre les deux corps au bout du temps t (cette force est variable et dépend principalement, suivant des lois inconnues, des quantités# et x').
Nous avons d’abord évidemment
e = tf ■+■ x +• i!
Le principe de la conservation du mouvement du centre de gravité donne la relation
Enfin on a, dans le principe de la conservation des forces vives, m e’ V'») = 2 /"N ( — de + de'),
l’intégrale étant prise depuis l’instant où le choc commence. Cette dernière équation devient, à cause de la première,
m e1 -+-*»' v'* — (m V» •+- m' V'*) = — 2 (dx-¥ dx’).
En la combinant avec la seconde, on trouve, pour les expressions des vitesses des deux corps au bout du temps t,
r — ± \/ (V — V')» 2/-N(rfx-K/ir'),
+ m -t- m' V mm'
r'= =£ \/ (V — V')* î/’N((fi + ilX).
w + w ’ w + »t' y nt inf
On doit prendre les signes supérieurs pendant la partie du choc où les im-
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pressions augmentent, et les signes inférieurs pendant que les impressions diminuent. Ces formules feraient connaître les changements que subissent par l’effet du choc les mouvements des deux corps, si la valeur de la force de répulsion N était donnée en fonction des profondeurs x,x' des impressions.
71. Quoique la valeur de la force de répulsion demeure inconnue, les vitesses finales des deux corps sont cependant déterminées dans les deux cas suivants .
1° Si la nature des corps est telle que leurs parties, après avoir cédé à une compression, ne tendent nullement à revenir à leurs positions primitives ( ce <pie l’on exprime ordinairement en disant que les corps ne sont point élastiques), à partir de l'instant où l'impression aura atteint son maximum, et où les vitesses des deux corps seront devenues égales entre elles, on aura constamment N = o ; on voit d’après cela que la limite de la valeur de l’intégrale /■N (dx ■+■ dar) est ici
2 tn -+- mf
et que l’effet du choc est de donner aux deux corps une vitesse commune exprimée par la formule
tn V m' y m m’
On peut remarquer que l’on parvient au même résultat en supposant que le changement de vitesse des deux corps s’opère instantanément, et que. conformément au principe de d’Alembert, les quantités de mouvement perdues par les deux corps à cet instant, sont telles, qu’elles pourraient sc faire réciproquement équilibre.
On remarquera de plus que la somme des forces vives des deux corps avant le choc, moins la somme des mêmes forces vives après le choc, est
( ni Y -( m' y )2
m V* -4- m’ V'a — (m cJ-t- OU mV’ + m'V'1 :
or cette quantité est la même chose que
m (V — v' )2 -a- tu' (— V' -a- o' )* ,
donc l'effet du choc est de faire perdre au système des deux corps la force vive qui serait due à la vitesse que l'un des corps a perdue et à la vitesse que l’autre a acquise.
72. 2° Si la nature des corps est telle, que lorsqu'une impression a été formée elle tend à sc détruire complètement, en sorte qu'à profondeur égale
i'JO
de l'impression, la force de répulsion est la même, soit «pic l’impression soit croissante ou décroissante (ce que l’on exprime ordinairement en disant que tes corps sont parfaitement élastiques ) ; et si de plus il arrive que les deux impressions soient totalement détruites à l'instant où les corps cessent d'étre en contact, l’intégrale /'N {dxs-dx) a pour cet instant une valeur nulle , puisqu’elle se compose de deux parties égales, l’une positive et l’autre négative, qui sè détruisent réciproquement. Les formules du n" 70 donnent alors pour les vitesses des deux corps à la fin du choc,
( w — m' ) V -4- 2 mf V'
Si au moyen de ces valeurs on forme la somme des forces vives mv7+m’v'1 du système des deux corps à la fin du choc, on trouve c'est-à-
dire la valeur de cette somme qui avait lieu avant le choc. Ainsi, dans le choc des corps parfaitement élastiques, la somme des forces vives ne. subit aucun changement, pourvu que les conditions énoncées ci-dessus soient remplies. Mais un examen spécial a appris qu’il n’arrivait pas, en général, que les impressions fussent totalement détruites à l’instant où les deux corps cessaient d’étre en contact. Il en résulte que les formules précédentes ne peuvent être considérées comme donnant toujours les vitesses des corps à la fin du choc : et que l’on ne peut admettre que , lors du choc des corps parfaitement élastiques, il n’y ait jamais aucune perle de force vive.
73. Dans le cas où les corps sont imparfaitement élastiques, c!est-à-dire, lorsque l’impression qui a été formée ne tend pas à se détruire entièrement, ou bien lorsque, les corps étant parfaitement élastiques, les proportions des masses et des vitesses initiales sont telles que ces corps se séparent avant que les impressions soient totalement détruites; les formules précédentes n'apprennent plus rien sur les valeursdcs vitesses finales, puisque l’on n'a pas les moyens de calculer la valeur de l'intégrale /TN [dx-^dx'). Le mouvement des deux corps ncpeutalorsétre connu qu’en soumettant directement au calcul leur composition mécanique. On remarquera d’ailleurs que, dans les applications aux machines, on s’écartera généralement peu des effets naturels , en supposant que les corps ne sont point élastiques, et admettant les résultats du n" 71. Cette supposition, que nous adopterons ici, tend à faire estimer la perte de force vive qui résulte des chocs un peu au-dessus de sa véritable valeur; et, dans les calculs relatifs à l’établissement des machines, il vaut mieux en général s’exposer à commettre une erreur dans ce sens que dans le sens con traire.
71. Considérons maintenant un système de corps solides, tels que ceux qui
constituent les machines, et admettons que, dans le mouvement de ce système, deux ou plusieurs de ces corps viennent à se choquer. Nous supposerons d'abord que les corps du système en mouvement ne sont soumis à l’action d'aucune force. A l’instant où le choc commencera, il s'établira entre les corps qui se sont choqués des forces de répulsion, dirigées suivant la normale commune aux surfaces de chaque corps menée au point de contact. Ces forces agiront pendant toute la durée du choc, et le mouvement du système sera modifié en conséquence. En supposant, conformément à ce qui vient d’étre dit, qu’il s’agit de corps non élastiques, le choc est fini lorsque les impressions étant parvenues à leur maximum, les points en contact des deux corps ont pris des vitesses égales, en sorte que ces points ont un mouvement commun, sans exercer l’un contre l’autreaucun effort. Nous désignerons par x ,y , s, les coordonnées rectangulaires d’un point quelconque appartenant aux corps du système , au bout du temps t , compté à partir du commencement du choc ;
Dm l’élément de masse qui est placé dans ce point (S sera le signe d’intégration correspondant au signe de différentiation D) ;
U, V, W les vitesses du point dont il s'agit, dans le sens des axes rectangulaires des x, des y et des s, à l’instant où le choc commence ; n, v, w les vitesses du même point qui ont eu lieu au bout du temps t ; N la force de répulsion qui existe au bout du temps t entre les deux points en contact des deux corps qui se choquent ; n la longueur de la normale commune menée en ce point aux surfaces des deux corps, suivant la direction de laquelle agit la force N.
D’après le principe général auquel est assujetti le mouvement d’un système quelconque de points matériels, on a l’équation
[du d v dw
V dt dt dt
gx, Sy, ss représentent les espaces qui seraient décrits respectivement dans le sens de chaque axe par un point quelconque du système, si, considérant ce système dans l'état où il se trouve au bout du temps t , on lui faisait prendre un mouvement quelconque infiniment petit, sans violer les conditions de la liaison des éléments matériels; S n représente l’espace qui serait décrit en même temps par le point de contact de deux corps qui se choquent, dans la direction de la normale n. Le signe Z indique que l’on a fait la somme des quantités N'sn qui appartiennent aux points en contact des corps qui se choquent; et il faut remarquer que le choc de deux corps introduit dans la somme £ deux quantités de cette espèce, l’une relative au point du premier corps, l’autre relative au point du second corps repoussé par le premier, dans lesqucllés la quantité N a la même valeur, mais des signes contraires.
On remarquera maintenant que, la durée d’un choc étant généralement très-courte, les positions et les conditions de la liaison des éléments matériels ne subissent pas, pendant cette durée, de changements sensibles. Il y aura donc très-peu d'erreur à considérer les variations Sx, 5 y, sz, 5/1 comme des quantités constantes pendant l’intervalle de temps dont il s’agit. Si l’on intègre alors par rapport au temps l’équation précédente, il viendra S D m [(« — D) S x -*■ (» — V) Î.T ■+• (te — W) S s] ZfUt . V S n.
Or le dernier membre de celte équation peut toujours être supposé égal à zéro; puisque, pourvu que le mouvement virtuel imprimé au système soit tel que les surfaces en contact des corps qui se choquent ne se séparent point, les forces de répulsion donneront toujours des moments virtuels égaux deux à deux et de signes contraires. Nous avons donc ici
SD»» [(h — U ) S x -t- ( r — V)5_r-t-(«e — \V ) </ 1 ] = 0.
75. Considérons maintenant le système à l'instant où le choc finit, et ou d’après ce qui a été dit ci-dessus, les points en contact sont supposés demeurer appliqués les uns contre les autres sans se repousser, et animés d’un mouvement commun. A cet instant le mouvement effectif des points du système peut être pris pour un des mouvements virtuels : on peut donc supposer Sx =udt,sy — vdt,sz = wdt. Alors l’équation précédente devient
S D » [ il1 + r! + ic1 — (#t + tV+irW)] = 0, dans laquelle u, v, w représentent les vitesses qui ont lieu à la fin du choc.
76. Le résultat auquel on vient de parvenir conduit à une expression trèssimple du changement que subit la somme des forces vives d’un système par l’effet des chocs. La différence entre les sommes des forces vives qui ont lieu respectivement avant et après le choc est
SD M[U»-+-VJ-t-\V’— («»-+- n2-»- fc»)l :
en ajoutant à cette expression la précédente multipliée par 2. ce qui n’en altérera point la valeur, il viendra
sd»» [U»-+- v»h-w* — 2 (1» u-+-»v + «oVV)-t-MJ-+- rJ -t-»rJ]>.
ou bien
S D m [(U — + r)»-t-(W - te)*].
Ainsi la variation qui a lieu dans la force vive du système est égale à la force vive qui serait due aux vitesses que les éléments matériels ont perdues par l'effet du choc. On retrouve donc ici, pour ce que nous avons appelé corps non élastique, le théorème dù à Carnot, qui a été démontré dans la deuxième partie des Levons , n" 10, en supposant un choc instantané, et établissant l’équilibre entre les quantités de mouvements perdues, conformément au principe de d’Alembert. Ce théorème suffit pour donner d’une manière trèssimple la solution de beaucoup de questions dans lesquelles la vitesse de l'un des corps (pii se choquent est constante, ou à très-peu près constante.
77. Quant à l’application des résultats précédents au mouvement des machines, on doit faire les remarques suivantes :
1" Les parties des machines sont toujours supportées par des appuis, cl il arrive en Général, quand il survient un choc, que ces appuis supportent des pressions instantanées, soit qu’il y ait un choc direct contre l’appui, soit par l’effet d’un choc exercé contre une pièce qui porte sur cet appui. Si les appuis sont regardés romme des corps fixes, dont les parties ne sont susceptibles de prendre aucun mouvement, l’expression qui vient d’être trouvée de la perte de force vive résultant d’un choc demeure la même, soit que l'on considère ou non ces corps comme faisant partie du système: puisque avant et après lcehoc, la force vive des parties de chaque appui est éGalement nulle. Mais, dans la réalité, les corps servant d’appui ne sont jamais absolument, fixes, et un choc imprime toujours à leurs parties un certain mouvement. La force vive que ces parties acquièrent ainsi doit être considérée comme alimentant la perte de force vive que ce choc occasionne dans le système, et qui est exprimée par la formule précédente.
2” On a supposé n” 74 que les parties du système en mouvement n’étaient soumises à l’action d’aucune force, si ce n’est les forces intérieures développées momentanément pendant la durée du choc, et cela a permis de regarder comme nul le second membre de l'équation intégrale obtenue dans ce numéro. Les parties des machines sont soumises à l’action de la gravité , aux actions du moteur, de la résistance provenant du travail effectué et des résistances intérieures, telles que les frottements. Il est permis cependant d’appliquer aux machines le résultat précédent, parce que la considération des forces permanentes dont il s'agit n’introduirait dans le second membre de l’équation du n°74 que des termes extrêmement petits par rapport aux termes dus aux forces développées pendant la durée très-courte des chocs, et qui seraient tout à fait à négliger à l’égard de ces derniers. Il faut remarquer seulement que, par l’effet des forces mêmes développées par les chocs, il peut s’établir de nouveaux frottements, soit entre les surfaces qui se choquent, si ces surfaces glissent l’une sur l'autre pendant la durée du choc, soit sur les points d'appui des axes ou autres pièces, contre lesquels les corps peuvent réagir à l’instant du choc. Les résistances dues à ces derniers frottements sont du même ordre que les forces développées par la percussion, et ne doivent pas, en général, être négligées : elles ne pourraient l’être qu’autanl que les vitesses virtuelles de leurs points d'application seraient très-petites par rapport aux vitesses virtuelles des points d'application des forces qui ont été désignées par N. L’évaluation de l’effet des résistances dont il s’agit présente d’ailleurs, dans les applications, beaucoup d’incertitude, parce que l’on n’est point assuré que les rapports du frottement à la pression qui ont été déterminés par des expériences faites sur des mouvements permanents, conviennent éga-
lement au cas d’une action instantanée. Si l’on veut néanmoins tenir compte de ces résistances, on pourra le faire d'après les considérations suivantes.
78. En conservant les dénominations du n“ 74, et désignant toujours par/" le rapport du frottement à la pression, la résistance due au frottement produit par la pression N, qui est exercée l’un contre l'autre par deux corps qui se choquent, sera exprimée par /"N. Par conséquent, appelant généralement s la longueur de la ligne décrite par chacun des points en contact, on aura, en tenant compte de ces résistances, au lieu de l’équation posée dans ce numéro.
f du tir (I w \
SDm - — S j- h S/H 8 z = 2N*«n-Z/NS«,
V (Il ilt <lt /
S s indiquant l'espace parcouru par un point de contact des corps qui se choquent sur la surface à laquelle appartient ce point, par l’effet d’un mouvement virtuel quelconque infiniment petit du système.
En intégrant cette équation par rapport au temps, conformément à ce qui a été dit dans le numéro cité, il vient
S D?»[(M-C)8r + (r-V)*.r-t-(«’-W)</*] = 2frf/. NS n -r-E/rf) .fNS*,
équation dans laquelle u, v, w représenteront les vitesses qui ont lieu à la fin du choc, pourvu que les intégrales du second membre soient prises pour toute la durée du choc. Or cette équation est précisément celle que l’on obtiendrait si, supposant une altération finie du mouvement des corps, on appliquait le principe de d’Alemhert, en exprimant qu’il y a équilibre entre les quantités de mouvement perdues par les corps, et les forces appliquées au système ; ces forces étant ainsi représentées par les intégrales fdt. N pour les pressions exercées aux points de contact des corps qui se choquent, et par les intégrales correspondantes fdt. fN pour les résistances dues aux frottements résultants de ces pressions. L’équation dont il s’agit, réunie aux conditions des liaisons des éléments matériels du système (y compris la condition que les points en contact des corps qui se choquent sont animés à la fin du choc d’un mouvement commun), donnera d’ailleurs dans tous les cas le mouvement du système après le choc, et fera même connaître les valeurs des intégrales fdt. N. Ainsi, en supposant toujours qu’il s’agit de corps non élastiques, l’application du principe de d'Alembert, faite de cette manière, donnera les solutions exactes de chaque question, en tenant compte de l'effet des frottements.
79. On voit, par ce qui précède, que l’effet d’un choc dans une machine en mouvement est toujours de causer une diminution dans la somme des forces vives des parties de cette machine. Cette diminution (abstraction faite de la force vive qui passe dans les appuis) est donnée par le théorème énoncé n“ 76. Lorsqu’une machine travaille d'une manière permanente, il est nécessaire, à chaque choc qui a lieu, que le moteur fournisse une quantité d’action
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numériquement égale à la moitié de la force vive perdue par ce choc, en sus de la quantité d’action qui est consommée par les résistances permanentes, et que l’on calculerait d’après la considération de l'équilibre statique de la machine. Les exemples suivants suffiront pour mettre à même de déterminer facilement, dans les divers cas qui pourront se présenter, les altérations qu’un choc produit dans les vitesses de chaque partie, et la consommation de quantité d’action qu’il occasionne.
nu choc d'une camme contre us pilon.
80. Considérons un arbre tournant horizontal, dont l’axe este (Fig. 54), qui reçoit immédiatement l’action du moteur, et qui porte des cammes par le moyen desquelles il agit suivant la verticale AD sur le mentonnet ED d’un pilon vertical, contenu dans les prisons F, G. Nous supposerons que les cammes elles roues portées par l'arbre tournant sont disposés symétriquement autour de l'axe C; et nous nommerons R le rayon primitif AC de la roue qui porte les cammes; p le rayon des tourillons de l’arbre qui porte cette roue; h la hauteur AD du point de contact de la camme et du mentonnet au-dessus du plan horizontal AC, à l’instant du choc ; .
p la longueur DE du mentonnet;
e la largeur du manche du pilon, ou la distance horizontale des arêtes F, G, contre lesquels il s’appuie;
I la distance verticale des mêmes arêtes F, G;
Dwt l'élément différentiel de la masse de l’arbre, des roues et cammes qu’il supporte ;
r la distance de l'élément D«i à l'axe C de cet arbre ; w la masse du pilon;
V la vitesse des points de l’arbre situés à l’unité de distance de l’axe C, à l’instant où le choc commence ; v la même vitesse à la fin du choc;
x, n, * les valeurs respectives des pressions qui se développent à l'instant du choc dans les points de contact D, F, G (ces quantités sont considérées comme représentant les valeurs des intégrales fdt. N du n" 78); /] le rapport du frottement à la pression pour le frottement qui a lieu sur les tourillons de l’arbre ;
f le même rapport pour le frottement entre la camme et le mentonnet au point D;
fs le même rapport pour le frottement contre les prisons en F cl G.
II s’agit d’exprimer, conformément à ce qu’on a vu n° 78, qu’il y a équilibre dans le système des deux corps entre les quantités de mouvement perdues par l’effet du choc et les forces développées par ce choc, en tenant
compte des résistances dues aux frottements. Les conditions de cet équilibre peuvent être établies en considérant successivement les deux parties du système.
En considérant d'abord l’arbre, on voit que les quantités de mouvement I) m (V — v ) r perdues par chaque élément, et agissant avec le bras de levier r, doivent faire équilibre à la force verticale x agissant en D avec le bras de levier R. L'action de cette force est d’ailleurs augmentée par le frottement qui a lieu sur les tourillons de l’arbre, frottement qui équivaut à la force /jx agissant au bout du rayon p. En effet, les éléments de masse étant distribués symétriquement autour de l’arbre, scs appuis ne supportent aucune action par l’effet de l’altération subite du mouvement de ces éléments, et sont seulement chargés de l’effort x : il est permis de négliger, pour l’évaluation du frottement sur les tourillons, la force horizontale/^* qui est développée en D par l’effet du frottement de la cammc contre le mentonnet. Mais il faut tenir compte de cette force, qui agit avec le bras de levier h, lorsque l’on exprime les conditions de l’équilibre autour de l’axe. Ces conditions seront donc exprimées par l’équation
(V-f)SDi».r> = XR+/'|X.p + /',X.A. d’OÙ * = ,
dans laquelle SDm.r1 est le moment d’inertie de l’arbre et des roues qu’il porte.
En considérant ensuite le pilon, on voit que la quantité de mouvement m. v R. acquise par ce corps, doit également faire équilibre à la force x considérée comme agissant de bas en haut au point D, et dont l’action est diminuée par les frottements qui ont eu lieu en F et en G, et qui sont produits par les pressions p cl *. Conformément à ce qu’on a vu dans le n° 55, les conditions de ce dernier équilibre seront exprimées par les équations
i*.tR=l-/i (p-+- *),
(* = *, (Il
m . rR. t- X . p
d’où
[il On a oublié d'introduire dans ces équations le frottement de la cammc contre le men-
tnnnel/jX.qui modifie les pressions p, *, produites par le couple X
en aug-
mentant la première de la quantité ftx , et en diminuant la seconde de/, X — (_>-=EF).
fil. Égalant ccs deux valeurs de x, on trouve, pour l’expression de la vitesse angulaire de la roue après le choc.
m . Kl H+Ap + AII 1 + — - ■ . — ■- — — ■
SDw. r* /-/s(fi4-2p)
La valeur de la force de percussion x est
S D tn . j + ma> M —J
Les termes affectés des facteurs fs seront toujours fort petits : en faisant pour abréger
/* (e-t-Sp)
l’expression préeéderitc de la vitesse angulaire après le choc s’écrira
k étant une petite fraction dont on peut négliger le quarré.
82. Les forces vives du système , avant et après le choc , sont respectivement V’SDm, rJ et tsSI) m. r’+wR’v1, Par conséquent la perte de force vive résultant du choc est ici
IS D m . r3 -4- m R3
V S Dm. r3 /
Si le moment d’inertie SDfli. r1 de la roue est grand par rapport au produit xwR1 de la masse du pilon par le quarré du rayon des eamraes, la vitesse de rotation delà roue n’est pas sensiblement altérée par l’effet du choc. L’expression précédente de la perte de force vive devient à fort peu près 1» n»v3 (t 4- s *) j
et en négligeant les frottements , mRJVJ, c’est-à-dire, la force vive communiquée au pilon , ce dernier prenant une vitesse égale à celle du point de la camme qui rencontre le mentonnet.
LEÇONS SLR L’APPLICATION
Si un choc semblable a lieu au bout de chaque intervalle de temps égal à s , il sera nécessaire que le moteur fournisse, dans chaque unité de temps, en sus de la quantité d’actiou nécessaire pour surmonter les résistances permanentes, une quantité d’action égale au double de la perte de force vive qui vient d’étre calculée , divisée par 6. On remarquera d’ailleurs , conformément à ce qui a été dit n" 77 , que l’expression précédente de la perte de force vive ne tient pas compte de celle qui résulte des secousses imprimées aux appuis des tourillons de l’axe, et aux prisons du pilon.
oc cnoc d'csk camxe contre es marteau.
85. Considérons un arbre tournant horizontal dont l’axe est C (Fig. 35), qui reçoit immédiatement l’action du moteur, et qui porte des cainmes qui rencontrent en M le manche d’un marteau dont l’axe également horizontal est C’. ÎNous supposons, comme dans le n° 80, que les cammes et les roues portées par l’arbre tournant sont disposées symétriquement autour de l’axe C; et de plus qu’un plan vertical passant par le point de contact M, et perpendiculaire aux deux axes C, C', partage le marteau en deux parties symétriques. Les lignes BMB' et DD'M, tracées dans ce plan, sont respectivement la tangente et la normale communes aux courbes de contact de la camme et du manche. On nommera
R . R' les rayons CM, C M, menés des deux centres au point de contact à l’instant du choc;
« . »' les angles C M B , C' M B' que ces rayons forment respectivement avec la tangente commune BMB’, des courbes de la camme et du marteau;
o, (' les rayons des tourillons des axes C, C' de l’arbre et du marteau;
Dm, Dm' les éléments différentiels de la masse des roues portées par l’axe C et du marteau porté par l’axe C';
r, r'ies distances respectives des éléments Dm, Dm' aux axes C, C';
V la vitesse des points de l’arbre de la roue situés à l’unité de distance de l’axe C, à l’instant où le choc commence;
v la même vitesse à la fin du choc;
v la vitesse à la fin du choc des points du marteau situés à l’unité de distance de l’axe C';
x la valeur de la pression qui se développe à l’instant du choc au point de contact M ;
/J, /", les rapports du frottement h la pression pour le frottement qui a lien sur les tourillons des axes C, C';
f.t le même rapport pour le frottement entre la camme et le manche du marteau au point M.
En considérant en premier lieu l’équilibre qui doit s’établir autour de l’axe C, cl remarquant que la force >■ dirigée suivant M D agit avec le bras de
ÎOO
levier CI)=R eos. s,ct que le frottcmenl /jx dirigé suivant BM agit avec le bras de levier CB= R sin. «, on aura comme dans le n” 80 pour la condition de cet équilibre
(V — r) S D m . r2 = X . R cos. 8 -4- /“, X . p -4- X . R sin. 0 ,
d’où
R cos. 8 -+- ft 0 -4- /*2 R sin. 0
En considérant ensuite l’équilibre qui doit s’établir autour de l'axe C\ on remarquera que la masse du marteau n'étant pas en général distribuée symétriquement des deux côtés de cet axe, la pression exercée par les tourillons à l’instant du choc , n’est pas seulement due à la force x. A l’action de cette force se réunitcellc du mouvement qui est imprimé instantanément au marteau. Pour déterminer la pression dont il s'agit, considérons la ligne C'D' comme un axe des abscisses comptées à partir de C', les ordonnées étant comptées en dessous et à partir de cette ligne. Nommons x la distance de l’élément 1) ni de la masse du marteau au centre C', cette distance étant mesurée parallèlement à la ligne C' D' ; y la distance du mémeélémenlà la ligne C'D', cette distance étant comptée de haut en bas :
la quantité de mouvement D m'.v' r acquise par cet élément à la fin du choc, peut se décomposer en deux autres, l’une parallèle à C'D', exprimée par /
Dffl'.fV. — = D»»'. v’ ÿ, l’autre perpendiculaire à C'D'. exprimée par
Dmi'. t>V — = Dim', v'x'. On aura donc pour la résultante des pressions exercées sur l’axe C'a l’instant du choc.
V/(X — r' S I) ni . x)1 -t- (c'S I) ni ./•')».
En remarquant d’ailleurs que le frottement /P agit suivant B'M avec le bras de levier C'B'= R'sin.s'.onaura, pour exprimer l’équilibre autour de l’axeC', ib) n'SDm’.r'1
= X . R' cos. 0' — f, ?’ l/(X— c'S D ni . r'p-t- (rS D ni . J-')’ — X . R' »in. 8’.
Enfin, comme après le choc, les surfaces de la camme et du manche du marteau demeurent en contact, les vitesses de rotation », »' doivent être telles que la vitesse du point M considéré comme appartenant à l’un ou à l’autre système, décomposée dans le sens de la normale MB, ait la même valeur : condition qui donne
R' co». 8'
(c) r R cos. 8 = r1 R' cos. 8'. d’OÙ v' = v .
R co». 8
8-i . Les trois équations (a), (b), (r) détermineront les valeurs des vitesses », v qui ont lieu à la fin du choc, et de la force de percussion *.
LEÇONS SLR L’APPLICATION
Si le centre de gravité du marteau était placé sur l'axe C', on aurait S Dm'. *’=o,SDm'.y'=:0. S’il se trouvait à une petite distance de cet axe, ces quantités pourraient être négligées, et l’équation (c) se réduirait à c' S D m’ . r1* = X . K' cos, 6' — /*, X . p' — fax . R' sin. 6' ;
d’où
c'SD m' . r"3
R' cos. V — fx p' — fj H' sin. 6'
On trouve alors, en égalant cette valeur dcx à la valeur (a), pour la vitesse angulaire de la roue après le choc
fi p fi R
S D m' . f 3 / R cos. 8 N3 R cos. 8
SD>.r* \n’cot.Q'J /', R' sin.*'
R' co*. 8'
et pour la valeur de la force de percussion
R eos.O S D »«'. r'3 S I) m . r3. SDm'.r'3
R’cos.6’ R'cos.8'
/ /’,'p'-4-/'jR'8in.8'\ / R cos. 6 \3 / /',e-»-/‘jR*in.8
SDm.r3/ 1 U-SDm'.r'3( ( H
\ R'cos.8' J \ R' eos.O'/ V Rco*. 8
En posant pour abréger
/i P -4- /i R sin. 8 R cos. 8
r i p'-h/’jR'sin.S R' cos. 6'
k sera une petite fraction dont on pourra négliger le quarré , et l’expression de la vitesse angulaire de la roue après le choc s’écrira plus simplement
SDrn'.i'1 f R cos. 8 \3
D m . r3 \ R' cos. VJ
85. Avant le choc la force vive du système est V’SDm. r après le choc elle est SDm'.r'1. La force vive perdue par l’effet duehor est
<lonc exprimée par
(V3— r3)8D«*.H — r'3 SDm'.r'3
SDm.f’ + S
= V3 /SD m . f 3 —
/ R cos. 8 \3
Dis’.i'3 )
\ R' cos. 8 '/
r S D m' . t R cos. 8\> 1
L SCsi.r3 \R'cos. 8 '/ J I
R cos. 8 R'eos. 6'
SDm'.r'3 .
f R co«. 0 I
\ SDm.r3 '
V R' cos. 8 ' ) !
On pourra souvent réduire cette expression à
/ R cos. 8 A
[ v SDm'./Ui+ï*);
\ R' cos. 8' j
et si l’on négligeait les frottements, la perte de force vive serait exprimée simplement par
R cos. 0 V
R' cos. V )
c’est-à-dire la force vive communiquée au marteau, ce dernier prenant une vitesse angulaire telle que les points en contact de la camtne et du manche aient une même vitesse absolue dans le sens de la normale MD.
Cette expression de la force vive perdue par l’effet du choc , doit être employée dans les calculs de l'établissement de la machine conformément à ce qui a été dit à la fin du n" 81.
86. On a supposé n” 84 que l’on pouvait négliger dans le radical du second membre de l’équation(6) les quantités v S D ni . x' et v S D m'. y'. Dans la plupart des cas le centre de gravité de la masse du marteau sera effectivement placé à une fort petite distance de la ligne C’ D’, et l’on pourra négliger, sans erreur sensible, le terme v'SLnï.y'. Mais il peut arriver qu’il n’en soit pas de même du terme o'SDwi'.ar'. En conservant ce terme , on pourra encore faire usage des formules des n" 84 et 85, pourvu que l’on pose
fi p -4* /*j R iiu. 8 1 4- -1 ■■ —
fi e'SD m*. x,\ R cos. 8
SDw'.r'2 / /i'p'-fr- ÆR'sin.6'
R' cos. 8'
Si aucun des deux termes du radical dont il s'agit ne pouvait être négligé , il serait toujours facile de déduire par approximation des équations (a), (6), (c) du n° 83 les valeurs des vitesses à la fin du choc, et de la perte de force vive.
87. On cherche quelquefois à établir les marteaux de manière qu’à l’instant du choc les tourillons de l’axe ne supportent aucun effort. Cette condition exige que l’on ait
(X — r/ SD m' . jr'V’-Htî’SD m'.f)*=0.
On y satisfera de la manière la plus simple : 1° si le centre de gravité du marteau se trouve sur la ligne C’ D' ( c’est-à-dire sur la perpendiculaire abaissée du centre C' sur la ligne suivant laquelle le choc s’exerce), ce qui donnera SD m'. y' = o; et 2” si x = t>'SD tn'.af. L’équation ( b ) du n“ 83 se réduit alors à
e'SD»i' . r1* = X . R' cos. 6' — aïn. 8') , ou , à cause de l’expression précédente de x, à
S D m' . r’’1 = R' ( cos. 0' — /", sin. 8' ) S D m' . x".
JÜ-2 d’où
IV
(cos. 6' — /’jSin.ô'JSD tn'.y
équation qui détermine la distance de Taxe C' à laquelle doit être placé le point M où le choc s’exerce pour que la condition dont il s’agit soit remplie. Si l’angle e' était nul, c’est-à-dire si la direction du choc était perpendiculaire au rayon passant par le centre de gravité du marteau, la formule précédente deviendrait
ce qui est l’expression connue de la distance du centre de percussion.
Lorsque l’on a ainsi déterminé la distance R' du point frappé par la cammc, de manière à rendre nul l’effort instantané supporté par les points d’appuis de l’axe du marteau , on peut employer les formules des n" M et 85, en y supprimant le ferme /", p' introduit par la considération du frottement qui a lieu sur les tourillons de cet axe.
88. On a supposé, dans les deux exemples précédents, que l’arbre portant les cammcs recevait immédiatement l’action du moteur. S’il en était autrement, et en général si, dans une machine quelconque, l’arbre qui exerce le choc recevait l’action du moteur par l'intermédiaire de plusieurs pièces, il faudrait considérer chacune de ces pièces comme perdant par l’effet du choc une portion de sa quantité de mouvement , et établir pour chacune une équation d’équilibre entre la quantité de mouvement perdue et les forces de percussion développées aux points de contact de celte pièce et des pièces contiguës. On pourra toujours, au moyen de ces équations et de celles qui exprimeront que les surfaces entre lesquelles le choc s’exerce ne se séparent point, déterminer comme ci-dessus les valeurs des forces de percussion , et des vitesses qui ont lieu après le choc.
TITRE IX
ÜE LA MANIÈRE DE DISPOSER LES ROUES, PIGNONS, CAMMES, ETC., POUR QUE I.ES AXES SUPPORTENT LES MOINDRES EFFORTS QIl’lL EST POSSIBLE.
8Î). Un des objets qu’on doit se proposer dans Rétablissement des machines, est que leurs parties supportent les moindres efforts qu’il est possible, surtout quand ees efforts sont produits par des chocs. On y parvient en ayant égard a des considérations telles que les suivantes.
Supposons un axe A (Fig. 36), qui tourne par l’effort P du moteur, et sur lequel est montée une roue qui doit faire marcher un pignon. L’effort que supportera cet axe, sera généralement la résultante de trois forces : 1° le poids de l’axe et de la roue: 2" l’effort P; 3* l'effort Q exercé contre les dents du pignon. Cette résultante sera la plus petite possible si le pignon est placé en B. Elle serait la plus grande s’il était placé en C. Le pignon étant placé en B, les efforts P et Q seraient égaux, si les rayons A tn. An étaient égaux, et la pression exercée sur l'axe se réduirait au poids dont il est chargé.
90. Considérons maintenant un axe en A (Fig. 37), auquel un mouvement de rotation est imprimé sans qu'il supporte aucune pression de la part du moteur. Imaginons que sur cet axe sont montées des roues qui doivent eu conduire d'autres. Si l’on place les roues conduites B, C, deux à deux, de manière que les points d’engrenage soient aux extrémités d’un même diamètre de la roue qui conduit, il en résultera que l'axe A ne supportera aucun effort, par suite des pressions exercées contre les dents. Toute autre disposition n’offrira pas le même avantage.
91. La disposition précédente laisse d'ailleurs l’axe A chargé de son propre poids et de celui des roues qu’il supporte. Si cet axe ne conduit qu'une seule roue B (Fig. 38), et si les diamètres des roues A et B sont tellement réglés que l'effort Q exercé contre les dents soit égal au poids dont on vient de parler, l’axe A ne supportera plus aucun effort. On peut toujours disposer les roues et régler leurs diamètres de manière que cette condition soit remplie. On doit tâcher de le faire, autant que le permettent les autres conditions de l'établissement de la machine.
92. Considérons un pilon soulevé par une camme fixée à une roue. L'effet du choc de la camme contre le pilon sera généralement de produire un effort momentané contre les prisons du pilon. Cet effort sera nul, si la direction de la force de percussion passe par le centre de gravité du pilon. Lorsqu’une camme soulève un marteau, en le faisant tourner autour d’un axe fixe, l’appareil peut être disposé de manière que le choc de la camme n’exerce aucun effort sur cet axe. On y parvient : 1“ en donnant au marteau une figure susceptible d'être partagée en deux parties symétriques par un plan perpendiculaire à l’axe de rotation, qui contiendra le centre de gravité; 2" en faisant en sorte que le choc se fasse suivant une direction contenue dans ce plan, perpendiculaire à l'axe, et distante de cet axe d’une quantité R-, dont l'expression a été donnée ci-dessus n” 87. Si l’on veut que le choc du marteau contre l’enclume n’exerce non plus aucun effort sur l’axe, la position du point de contact, et la direction suivant laquelle le choc s’exerce devront être assujetties aux mômes conditions. On ne pourra éviter, en adoptant ces dispositions, qu'il n’y ait un effort exercé sur l’axe, par l’effet de la force centrifuge, pendant le mouvement du marteau. Mais cet effort ne
produira qu’un frottement moins dangereux pour la solidité des machines que les actions instantanées , et dont on doit d’ailleurs tenir compte dans l'évaluation des résistances permanentes.
93. Dans les machines où il y a des mouvements alternatifs , il se produit souvent des actions instantanées du genre de celles dont on vient de parler. Elles ont lieu quand les corps en mouvement parviennent à la fin d’une oscillation avec une vitesse finie, et commencent l’oscillation suivante avec une vitesse finie dirigée en sens contraire. On doit en général éviter ces effets, et préférer les moyens de transmettre les mouvements qui , tels que les manivelles, règlent les vitesses de manière qu’elles sont toujours nulles, à l’instant où le mouvement change de direction.
TITRE X
DES MOYENS DE MAINTENIR L’UNIFORMITÉ DU MOUVEMENT DANS LES MACHINES. ETABLISSEMENT DES VOLANTS. PENDULE CONIQUE.
94. Les causes qui peuvent faire varier la vitesse dans les machines sont de deux espèces : 1° les actions exercées par le moteur et par la résistance peuvent être tantôt plus grandes, tantôt plus petites qu’elles ne devraient être, pour qu’un équilibre constant se maintienne ; 2" une des actions peut être dans le cas de l’emporter progressivement de plus en plus sur l’autre, en sorte que la machine tendrait à s’arrêter, ou à prendre indéfiniment une vitesse de plus en plus grande. Le but qu’on se propose est que la vitesse de la machine demeure comprise entre des limites fixes, et que ces limites diffèrent le moins qu’il est possible de la valeur moyenne de cette vitesse.
Lorsque les variations de la vitesse sont uniquement dues à des variations régulières et périodiques dans les actions du moteur et de la résistance, et sont produites conformément aux lois énoncées n° 67, on limite à volonté l’étendue de ces variations par l'emploi des volants, c’est-à-dire, de grandes roues fixées sur les axes de rotation qui font partie de la machine. L’établissement des volants est fondé sur les considérations présentées dans le numéro cité. Les exemples suivants indiqueront la manière dont cet établissement doit être fait dans les divers cas qui peuvent se présenter dans les applications.
93. Soit en premier lieu une roue soulevant un poids Q (Fig. 59), au moyen d’une corde qui s’enroule sur la circonférence. A l’axe de cette roue est fixée la manivelle C M, sur laquelle agit une force constante P, dont la direction est toujours verticale. Cette force n’agit qu’en descendant, c’cst-à-
dire, pendant que la manivelle décrit le demi-cercle EAF, l’action étant nulle quand la manivelle décrit le demi-cercle E BF. Cet appareil ne peut imprimer au poids Q un mouvement continu, qu’autant que la masse de la roue est déterminée d’après certaines conditions qu’il s’agit de reconnaître. Nommons
a le rayon CM de la manivelle;
b le rayon de la roue à la circonférence de laquelle le poids Q est suspendu ; x l'angle ACM;
D m l’élément de la masse de la roue ; r la distance de cet élément à l’axe de rotation C; v' la plus petite vitesse de rotation des points situés à l’unité de distance de l'axe;
v" la plus grande vitesse de rotation des mêmes points ;
Le mouvement du système étant , par hypothèse, uniforme, en sorte que chaque tour commence avec la même vitesse, les quantités d'action imprimées par le moteur et la résistance, pendant la duréed’un tour, doivent être égales. Ou a donc, en négligeant les frottements,
P.Sa = o.a*A.
On connaîtra les situations où le moteur fait équilibre h la résistance en posant :
I’ a co*. x = O b, d’où co*. x = — ,
valeur qui appartient à deux situations du coude de la manivelle, telles que CM et CN.
D’après les notions exposées n° 67, le minimum de la vitesse a lieu quand la manivelle est en CM, et le maximum quand elle est en CN. Quand la manivelle passe de C M en CN, puis de CN en CM, la force vive acquise par le système, puis perdue, doit être égale au double des quantités d’actions imprimées respectivement dans chacun de ces intervalles, par les forces P. Q : on aura donc les deux équations
îjOG
Ces équations étant combinées avec la relation P. a = Q. * b, donneront également
SiJDw + --
— arc w
90. Supposons maintenant qu'on veuille régler le mouvement de manière que la moyenne des vitesses extrêmes v", v soit V, et que ees vitesses
extrêmes diffèrent de V de la quantité — . On aura
et en substituant dans lequation précédente, on en déduira 6* y «
pour l’expression du moment d'inertie de la roue qui satisfera à la condition énoncée. La plus petite valeur qu’il soit possible d’attribuer à S r’D m. pour obtenir un mouvement continu, est celle qui répondrait à t’’ = o, d’où n = i. On ne doit point oublier que les moments d'inertie sont exprimés en unités de masse.
97. Considérons, pour second exemple, un appareil semblable au précédent, mais dans lequel la force P, après avoir tiré de haut en bas pendant que la manivelle parcourt le demi-cercle E AF, tire de bas en haut pendant que la manivelle parcourt le demi-cercle FBE. L’égalité des quantités d’action qui doivent être fournies par la résistance et par le moteur pendant la durée d’un tour, donne ici la relation :
On a également pour exprimer l’équilibre entre P et Q,
P a cos. r = y b, d’où coj. i = — ,
le
Celte valeur appartient à quatre situations du rayon de la manivelle . dans lesquels ont alternativement lieu les inaxima et minima de la vitesse de rotation. Les équations exprimant que la force vive acquise pendant que P surmonte Q, et la force vive perdue pendant que Q surmonte P, sont égales au double des quantités d’actions imprimées pendant ces intervalles, sont:
PQ\ ./ T ( a\
S r* 1) m -i (r'>-f!) = .(Ps V 1 4 y fr arc ( cos. = — 1 ,
S ra ühi ■+• — — ^ (r'a — r a) = 4 y b arc ^sin.= — ^ — 4Po^t — y 1
En avant égard à la relation P. 2 « = Q. ces équations donneront également
S r2 D m» H = V 1 arc f cos. = —
g t>' 2 — r 2 L ic2 r \ ic
98. Si l’on suppose, comme dans le n“ 96, que les vitesses extrêmes v, r’
doivent différer au plus de la quantité — d’une vitesse moyenne V. on aura
pour déterminer le moment d'inertie de la roue,
S r1 1) ni — -4- — I y 1 arc
99. S'il s’agissait d'une machine dont l’objet ne fût pas d’élever un poids Q, mais d'exercer, à une distance quelconque de l’axeC, un effort dontlavalcur fut indépendante de la vitesse de rotation de cet axe, l’équation précédente se réduit à
«Par / 4 2
S i 'J I) m — 1 y 1 arc
100. Reprenons le cas du n“ 9o, en tenant compte de l’effet du frottement sur les tourillons de l'axe C. Nommons :
M le poids de la roue = g S D in ; p le rayon des tourillons de l'axe C ; f le rapport du frottement à la pression;
v la valeur de la vitesse angulaire de la roue au bout du temps t : x la valeur de l’angle ACM au bout du même temps.
L’axe est constamment chargé de l’effort vertical P, et des poids Q, M. De plus, par l’effet de la variation du mouvement du poids Q, cet axe supporte Q dv
encore l’effort vertical —b~. Ainsi, la résistance due au frottement est
L’équation du mouvement de la roue, exprimant que, dans chaque élément du temps, la force vive acquise est égale au double des quantités d’actions exercées est donc, pendant que la manivelle descend dans le demicercle E A F .
^Sr2Din-t i>J ^ r d p = a cos. x — Oi-/p^P+(J+M + -/i — ^ J e tf *
Celte équation, puisque vdl= ~ d. r. revient à j^S d I) »i -r -*-fb p)J r il v = — [P a cos. x — 0* — f t ( P M > ] il x ;
LEÇONS SLR L’APPLICATION
et elle conviendra, au cas où la manivelle monte dans le demi-cercle F B E, en y faisant P = a.
En intégrant, on aura
T Q "Ie*
I S r1 D »n (b2 -\- fb o) I — = const. — P a sin. .r-i-(QA-i-/'p(P-+-Q-t-M)].r.
D’après ce résultat, il est facile de déterminer, comme ci-dessus, le moment d’inertie SraD/w, de manière que le mouvement soit régulier, et que la vitesse demeure constamment comprise entre deux limites données. La régularité du mouvement exige qu’à la fin de chaque tour reprenne la même va-
leur. Or quand la manivelle est au point E on a .r= — , et la valeur delà
partie variable du second membre de l’équation précédente est
— Pa+[0 b + f? (P-V-Q-+-M)] — .
Quand la manivelle est en F. on a.e= , et cette valeur est
Pa-HO+0(P-H| + II|]-.
Donc quand la manivelle passe de E en F cette partie variable augmente de la quantité
Lorsque la manivelle passe de F en E, comme on a P = o , la valeur de la partie variable dont il s’agit est en F,
et en E,
— [OA-l-fp(O-t-M)] — .
Donc l’augmentation que cette valeur subit dans ces intervalles esl
— [OA-t-fptO-i-M)]*.
L’accroissement total de la force vive, lorsque la manivelle revient au point E, devant être nul, on a entre les quantités P et Q la relation 2 P a — [2 Q * -*-/■? (P+20+ÎM)]« = o.
Les positions du coude de la manivelle dans lesquelles la force vive est la plus grande et la plus petite répondent d’ailleurs aux points d’où l’on adv=o . c’est-à-dire
I* a cos. *■ — (} b — fp(P-l-Q-l-M) = o;
d’où
CO». X
Soit » la valeur de l’arc dont le cosinus est exprimé par cette formule : on aura respectivement aux points où la vitesse est la plus petite et la plus grande qu’il soit possible r 0 ii'i
j^S r2 Dm H (A’-f- fb o)J = eonsl. — P a sin. l + Wt + fpIP + fl + MUB,
r 0 -ir">
I S r1 D m -t (A1 fb t) I = cnnst. + Po sin. 0 — [0 A + f o (P + C + M)]8,
et par conséquent r O a r”1 - r'1
j^S r1 D m -I — (A1 -f- / A p)J = 1 P a sin. 8 - [<J A •+■ Tp (P 0 -4- SI )128,
équation au moyen de laquelle on résoudra la question proposée en opérant comme on l’a fait n° 96.
101. L’emploi des volants n’est pas le seul moyen de maintenir la vitesse d’une machine entre des limites données. Toute disposition dont l’effet sera de s’opposer à l’accroissement de la vitesse pourra produire le même résultat. On emploie à cet effet des ailes adaptées à un axe vertical que la machine fait mouvoir dans l’air, ce qui donne lieu à une résistance croissant rapidement avec la vitesse; un frein qu’on fait presser contre une roue, pour en modérer le mouvement, etc. L’emploi de ces derniers moyens devient indispensable quand il s’agit, non seulement de prévenir de trop grandes variations périodiques dans la vitesse , mais encore d’cmpêcher que la vitesse ne s’accroisse indéfiniment. Parmi les dispositions de ce genre, celles qui tendent à faire consommer inutilement une partie de la quantité d’action fournie par le moteur doivent en général être rejetées; et on doit employer de préférence celles qui modèrent la vitesse de la machine en économisant l’action du moteur. C’est ainsi qu’on prévient l’accroissement de la vitesse dans un moulin à eau, en diminuant l’orifice qui donne l’eau à la roue, dans un moulin à vent en pliant la toile qui couvre les ailes ; dans une machine à vapeur, en ouvrant moins les soupapes qui donnent passage à la vapeur, etc. Les régulateurs de ce genre emploient divers mécanismes , dont le plus remarquable est connu sous le nom de pendule conique.
Un axe vertical AB, fig. AO, que le mouvement d’une machine fait tourner, supporte les verges AD, chargées à leurs extrémités inférieures des poids C. D’autres verges DB sont articulées avec les premières, et supportent une boite B, au travers de laquelle passe AB. Les verges peuvent tourner librement on AD B, dans le plan vertical où elles sont placées, mais sont entraînées par le mouvement de rotation communiqué à l’axe. Par l’effet de la force centrifuge, ce mouvement élève le point C, et par suite la bolle B, à une hauteur d’autant plus grande que le mouvement est plus rapide. Le mouve-
SIO
meut de celle boite esl ensuitccommuniquéaux pièces par le moyen desquelles l'action du moteur est réglée. Nommant b la distance verticale AE des poids C au point de suspension A; u l’angle E AC: ‘ m la masse des corps C :
l le temps employé par l’axe A B à faire une révolution:
Sr = 0»8«8*,ic = 3. 1410.
2 tr /> lang. u
On aura C E = b tang. « : vitesse des corps C = — ; force centrifuge
b tang. w
de ees corps = . Le poids des corps C est m. a. En négligeant
la considération du poids des verges, observant que la résultante du poids des corps C et de leur force centrifuge, doit être dirigée suivant AC, et que ees forces doivent conséquemment être entre elles comme les lignes AE, EC, on aura
, d’où l = St\ / — .
m . tir’i lang. a b tang. u V <7
Celte relation entre la hauteur à laquelle se tiennent les poids C et Iq durée d’une révolution de l’axe, donne le moyen de régler le mécanisme auquel la botte B doit transmettre le mouvement. La distance b , est la longueur du pendule simple qui ferait deux oscillations pendant que l’axe fait un tour. Ce qui précède suppose d’ailleurs que l’efl'ort qui doit être exercé en B est trèspetit par rapport aux poids C, et peut être négligé.
TITRE XI
MKSCnE UE LA QUANTITÉ DICTION EXEHCÉE DANS UNE MACHINE.
102. L’action du moteur est ordinairement transmise à la résistance, dans les grandes machines, par des axes de rotation. On a employé pour la mesure de cette action, divers procédés dont le plus simple est le frein dont s’est servi M. de Prony dans ses expériences sur la machine à vapeur du Gros- Caillou. A (Fig. 41 ) est l’axe qui transmet l’action qu’il s’agit de mesurer, et sur lequel on place un frein formé de deux parties en équilibre autourde cet axe, et serré par des boulons. La communication de l’axe A avec les parties de la machine comprises entre cet axe et la résistance est interrompue. Un poids additionnel Q est placé sur le frein, et on règle ce poids et la pression du frein sur l’arbre, de manière que le poids Q demeurant immobile, l’action
DE LA MÉCANIQUE, 3"' PARTIE. lil 1
du moteur imprime à l'axe A la mime vitesse qui a lieu dans le travail habituel de la machine. Nommant
n le nombre de tours faits par l’axe dans l'unité de temps; a le rayon de l'axe A ;
b la distance horizontale de l’axe A au centre de gravité du poids Q;
F la résistance provenant du frottement quia lieu entre le frein et l’axe: on a pour la condition de l’équilibre entre le poids et la résistance F,
et pour l’expression de la quantité d'action dépensée dans l'unité de temps.
« . 2 1 a F , ou bien n . 2 * b . Q.
10.". L'usage de cet appareil présente quelques difficultés auxquelles on remédie en partie en substituant au poids Q un dynamomètre attaché à un point fixe (Fig. 42). Peut-on pourrait-on aussi employer une bande de télé passant sur la circonférence d’une roue montée sur l’axe, dont une extrémité serait attachée à un dynamomètre fixe, et l’autre porterait un poids q. Ce dernier poids serait réglé de manière à obtenir la vitesse de rotation qui a lieu quand la machine travaille. Nommant Q la tension marquée par le dynamomètre, b le rayon de la roue, n le nombre de tours faits dans l'unité de temps, la quantité d'action dépensce dans l’unité de temps est ici n. 2 * b (Q- q).
TITRE XII
CONSIDER AI IOXS GENERALES 81ÎR 1/ ACTION DES NI OTEURS.
104. Le travail effectué par une machine est toujours relatif à la quantité d’action exercée par le moteur, et augmente avec cette quantité. lTn moteur étant donné, on doit tâcher d’en obtenir la plus grande quantité d’action qu’il est possible. Nommons généralement
P l’effort exercé par le moteur à son point d'application;
V l’espace que ce point parcourt dans l'unité de temps, dans le sens de l’effort P;
t la durée du travail journalier, quand le moteur est un animal qui ne peut travailler continuellement.
Considérons en premier lieu un moteur dont l'action peut être continue, tel qu’un courant d’eau : la quantité d’action qu'il fournira dans l'unité de temps sera exprimée par PV.II s’agit de rendre cette quantité la plus grande possible. L’examen de la nature des moteurs apprend qu’on ne peut jamais
augmenter un des fadeurs sans diminuer l’autre. Les lois connues de la mécanique, ou des observations immédiates, établissent entre ces facteurs une relation au moyen de laquelle on peut déterminer les valeurs respectives de P et de V de manière à rendre le produit P V un maximum. C’est dans la recherche de ces valeurs que consiste la question du meilleur emploi d’un moteur.
105. Considérons ensuite un moteur, tel qu’un animal, dont l’action ne peut durer qu’une portion de la journée. On aura PVf pour l’expression de sa quantité d’action journalière. L’observation apprend encore ici qu’on ne peut augmenter un des fadeurs de ce produit sans faire diminuer les autres. Ces facteurs ont entre eux des relations qu’on peut découvrir par l’expérience. On doit chercher à régler l’action de l’animal de manière que les valeurs respectives P, V, t, donnent à leur produit la plus grande valeur.
TITRE XIII
de i/action de l’iiomme et du cheval.
106. Les lois auxquelles est soumise l'action des animaux ne peuvent être connues que par l’observation. Cette action est sujette à varier d’après beaucoup de circonstances. Les observations connues ne sont ni assez suivies, ni assez multipliées, pour établir exactement les relations des fadeurs du produit qui en donne l'expression [voyez le n° précédent).
Ces observations établissent toutefois un fait général, qui consiste en ce que la quantité d’action journalière que peut fournir un animal, varie avec la nature du travail. Des travaux différents peuvent, la quantité d’action journalière demeurant la même, ne pas causer le même degré de fatigue.
Le rapprochement des faits observés dans l’exécution des grands ouvrages ou obtenus par des expériences spéciales, a permis d’établir l’expression numérique des quantités d’actions journalières produites par l’homme et par le cheval, dans divers travaux. Ces résultats sont contenus dans le tableau suivant. Ils ne doivent être considérés que comme offrant des termes moyens, à partir desquelsdiverses circonstances, et surtout les inégalités que l'on observe dans les forces de divers hommes ou de divers animaux, peuvent causer d’assez grands écarts. Les éléments de la quantité .d’action journalière, tels que ce tableau les offre, paraissent être d'ailleurs ceux qu'il convient d’adopter pour obtenir la valeur maximum de cette action.
107. On a cherché, par des considérations hypothétiques, à déduire les valeurs des éléments qui sont propres à remplir cette condition de l’obser-
vation des efforts et des vitesses extrêmes que pouvaient prendre les animaux. Nommant
v la vitesse que l’homme peut prendre quand il n’exerce aucun effort ;
V la vitesse avec laquelle il travaille ;
p l’effort qu'il peut exercer quand il ne prend aucune vitesse ;
P l’effort qu’il exerce en travaillant; on suppose qu’on a toujours la relation
. - iy, d’on pv=„(,-:Yv.
La valeur maximum de P V répondrait alors aux valeurs
v=i p, p=Vp>
et serait
Coulomb a aussi supposé que, pour l’homme marchant horizontalement, ou montant chargé d’un fardeau, la quantité d’action journalière subissait une diminution proportionnelle au fardeau dont il était chargé. La relation entre P et V à laquelle conduit cette hypothèse donne des résultats qui diffèrent peu de ceux de la formule précédente. On peut voir sur ce sujet le Mémoire de Coulomb inséré dans le tome IIe des Mémoires de la première classe de l’Institut; et le Plan raisonné de l’enseignement de l’école Polytechnique qui a pour objet l’équilibre et le mouvement des corps, par M. de Prony. pages 188 et suivantes.
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108. Tableau des quantités d'action que peuvent fournir moyennement T homme et le cheval, dam divers genres de travaux.
POIDS
NATURE DU TRAVAIL
transporté
ou
par
d'action
par
du
travail
d'action
effort exerce.
seconde.
seconde.
journalier.
journalière.
1° Transport horizontal des poids.
Kilogrnm.
Mètres.
Kil.xMèt.
Heures.
Kil.xMèt.
Un homme marchant sur un chemin horizontal, sans fardeau , son travail consistant dans le transport du poids de son corps
Un manœuvre transportant des matériaux dans une petite charrette ou camion, ;t deux roues, et revenant à vide chercher de nouvelles chare<*
Un manœuvre transportant des matériaux dans une brouette , et revenant i vide chercher de nouvelles charges. .
Un homme voyageant en portant des fardeaux sur son dos
Un manœuvre transportant des matériaux sur son dos et revenant à vide chercher de nouvelles charges
Un cheval transportant des fardeauxsurunecharrelte , et marchant au pas continuellement chargé.
Un cheval attelé à une voilure et marchant continuellement chargé. .
Un cheval transportant des fardcauxsur une charrette, au pas, et revenant â vide chercher de nouvelles charges. . . .
Un cheval chargé sur son dos, allant au pas.
Un cheval chargé sur
son dos, allant au^ot.
lillî
Suite du tableau précédent.
POIDS
NATURE DU TRAVAIL
transporté
ou
par
d'action
par
travail
d’arlion
effort exercé.
seconde.
seconde.
journalier.
journalière.
2° Élévation verticale des poids.
kilogram.
Mètres.
Kil.xMèt.
Heures.
Kil.xMèt.
Un homme montant une rampe douce ou un * escalier sans fardeau, son | travail consistant dans 1 l'élévation du poids de j son corps
Un manœuvre élevant des poids au moyen d'une corde passant sur une poulie, ce <|ui l'oblige à faire descendre la corde ! à vide
Un manœuvre élevant des poids en les soulevant avec la main
Un manœuvre élevant des poids en les portant sur son dns au haut d'une rampe douce ou d'un escalier
3° Action sur tes machines.
Un manœuvre agissant sur une roue à chevilles ou à tambour, 1° au niveau de l'axe de la roue.
2° vert le bas de la roue.
Un manœuvre marchant. et poussant ou tirant dans une direction horizontale
Un manœuvre agissant sur une manivelle. . .
Un cheval attelé à un manège et allant au pas.
Un cheval attelé b un manège et allant au trot.
TITRE XIV
DK i/aCTIOB d’i'S COURAVT or d’üse chute d’eau. — DES IIOUES HYDRAULIQUES.
KOI ES VEKTICA1.ES PLACÉES DAT* TJ CO U R A TT d’EAÜ o’i TF. 1. A RU. El R* ET d’ITK PROFONDEUR INDÉFINIES.
109. Dans une roue verticale placée dans un courant d’une largeur et d’une profondeur indéfinies, l’aire des aubes exposées au choc du courant peut varier à la volonté du constructeur. Plus cette aire sera grande, plus la quantité d’action transmise par la roue pourra être considérable. L’aire des aubes étant donnée, on peut établir divers rapports entre leur vitesse et celle du courant. Les questions qu’on peut se proposer dans l’établissement d’un moteur de ce genre, sont :
1" Connaître en fonction de la vitesse du courant, de celles des aubes et de leurs dimensions, la quantité d’action qui peut être transmise par la roue;
2" Déterminer la vitesse de la roue de manière à rendre cette quantité la plus grande possible. Nommant
ü l’aire de la partie de l’aube plongée dans l’eau quand cette aube est verticale;
V la vitesse circulaire du centre de cette aire;
v la vitesse du courant d’eau ;
p l’effort exercé par ce, courant, tangentiellement à la circonférence passant par le centre de l’aire a ;
Il le poids de l’unité de volume du fluide;
h = la hauteur due à la vitesse relative de l’aube et du courant :
k un coefficient numérique, à déterminer par l’observation.
Observant que l’action du courant sur le segment de la roue plongé dans l’eau, est semblable à celle qui aurait lieu sur un corps de la même figure que ce segment, et qui serait mil dans le sens du courant avec la vitesse V. on doit avoir
p = Ana - ^ = hi il h.
Le coefficient k peut varier suivant le nombre des aubes que porte la roue, la figure , la disposition , la hauteur de ces aubes comparée à celle du rayon, etc. On déduit de la formule précédente, pour l’expression de la quantité d’action transmise dans l’unité de temps,
2ff
110. En faisant varier V, et supposant que le coefficient k ne varie pas, la valeur de P V deviendra un maximum quand on aura
v = |c, d’ou p\ =,y.*no — , p=|.*na— .
111. Il paraît que le nombre k demeure sensiblement constant quand r et V varient, lorsque les aubes plongent entièrement dans l'eau. Quand elles ne plongent qu’en partie, k augmente probablement un peu quand V diminue par rapport à v. La valeur de V, correspondant au maximum d’effet, serait alors un peu plus petite que j v.
Les tentatives faites pour évaluer A-, en estimant les actions exercées sur les aubes d’après les principes des anciennes théories de la résistance des fluides, ne peuvent conduire qu’à des résultats entièrement illusoires et erronés. La valeur du coefficient k ne peut être déterminée que par des observations faites sur des roues, et il ne parait pas nécessaire que les observations de ce genre soient faites très en grand.
Les expériences connues ne donnent pas sur ce sujet des résultats suffisamment précis et assurés. Pour les roues à aubes, telles qu’on les construit communément, la valeur de k parait être comprise entre 2, 5 et 3.
Celte valeur peut être augmentée par une disposition plus avantageuse de la roue. Il ne faut pas que la roue plonge dans l'eau de plus du \ ou plutôt du j de son rayon. Les aubes doivent avoir au moins 0“,35 de hauteur, et doivent être espacées d’une 'quantité au plus égale à leur hauteur. Elles doivent être inclinées en avant, et former, avec le rayon, un angle égal au j de l’angle droit quand la roue plonge du j- ou du j de son rayon, et un angle moitié moindre si la roue plongeait du 7 du rayon. On trouve de l’avantage à leur donner de la concavité du côté où l’eau les frappe.
RUÉES VERTICALES DESTINÉES A TRANSMETTRE L'ACTION D'UN COLRANT OC D’UNE CHUTE D'EAU d'une CAFACITE DONNÉE-
112. Quelque variée qu’en soit la disposition, l'action de l’eau sur les roues présente généralement les circonstances suivantes. Avant de frapper les aubes ou les augets fixés à la circonférence de la roue, l'eau a parcouru une partie de la hauteur de la chute, et acquis une vitesse. Cette vitesse est plus grande que celle de la circonférence de la roue. Après avoir frappé les aubes, l’eau a pris leur vitesse, avec laquelle elle parcourt le reste de la chute, et qu’elle possède encore . à l’instant où étant parvenue au bas de la chute, cette eau cesse d'agir sur la roue. On nommera
Il la hauteur totale de la chute;
h la portion de la chute parcourue par l'eau avant qu'elle 11e frappe les aubes ou les augets :
m la masse d'eau fournie par la chute dans l’unité de temps ;
E le volume de cette eau ; n le poids de l’unité de volume du fluide ;
U l’aire moyenne de la section transversale de la veine d’eau qui agit à la circonférence de la roue ;
V la vitesse uniforme de la circonférence de la roue passant par l’axe de cette veine ( on a mg = nE --I1Q V ) ;
P l'effort qui s’exerce, par suite de l’action de l’eau , dans le sens de cette circonférence ;
s la longueur de l’arc de la circonférence de la roue compris entre le point où l’eau frappe les aubes , et le point le plus bas , où elle quitte la roue ; z la distance verticale de ces deux points ;
p le poids du volume d’eau que déplace la portion de la circonférence de la roue dont la longueur est s, et qui plonge dans l’eau contenue dans le coursier.
Supposant le mouvement de la roue uniforme, et observant qu'à l’instant où l’eau frappe les aubes ou augets elle perd subitement la vitesse V 2gh — V ; et qu’à l’instant où elle quitte la roue elle possède la vitesse V : on a force vive acquise par le système dans l'unité de temps m Vî;
force vive perdue par l'effet du choc m(l/ Ig h— V)’;
quantité d’action imprimée dans le même temps. . .mg H — PV. Egalant la somme des forces vives acquises et perdues au double des quantités d'action imprimées, il vient pour la quantité d’action transmise dans l'unité de temps ,
• 113. On peut en général disposer des quantités h et V , et on doit le faire de manière à rendre P V le plus grand possible.
Si la hauteur h était donnée, on rendrait le produit P V le plus grand possible en faisant
V = v|/2 g h, d’où P V = m ÿ ( H — t A).
Si c’est au contraire la vitesse V qui est donnée , on doit faire
/i= , OU 1/2 0 * = V, d’où P V = mg f H l=:«Hfl(H-A).
La valeur de P V augmente d'ailleurs à mesure que les quantités A et V sont plus petites, et si ces deux quantités étaient nulles, cette valeur serait wig H : d’où il suit 1° que si la portion de la chute parcourue par l’eau avant de frapper les aubes est donnée, on doit faire la vitesse des aubes égale à la moitié de la vitesse due à cette portion de chute ; 2° que si la vitesse des aubes est donnée, la portion de la chute parcourue par l’eau avant de frapper les aubes doit être égale à la hauteur due à cette vitesse , en sorte que l'eau rencontre
les aubes sans choc; 3° que le maximum d'effet obtenu est d'autant plus grand que la vitesse des aubes est plus petite, et que la limite théorique de ce maximum est la quantité représentée par la chute de l’eau.
On examinera successivement les principales dispositions qui ont été adoptées pour les roues verticales auxquelles s’applique la théorie précédente.
114. Roues en dessous, (Fig. 43). Ce qui caractérise ce genre de roues c'est que l'eau frappe les aubes après avoir parcouru toute la hauteur de la chute et avec la vitesse due à cette hauteur. On a alors H=A, et
p v = »i ( j/ Tg~ÏT — v ) v .
Le plus grand effet a lieu quand
v = |/s g H, d’où PV = j»«gr.H.
Ainsi la vitesse des aubes doit être la moitié de celle de l’eau qui les frappe, et la limite théorique de la quantité d’action transmise est la moitié de la quantité d’action représentée par la chute de l’eau.
115. Les observations et expériences faites sur ce genre de roues ont appris : 1“ que la vitesse des aubes doit être seulement les j de celle de l’eau qui les frappe; 2° que la quantité d’action transmise à la roue était seulement le \ de celle qui est représentée par la chute. On a donc pour les applications généralement
PV = î»»(|/r^H - V)V,
HE
PV=T (|/2ÿll-V)V,
nu ,
pv=i_(i/a9n- v)v*.
Dans le cas du maximum d'effet
v = ÿ i/sTiT.
P V = j wi gr . Il , P = jm
P V O E . H, P=1 — V-'J II
pv=jnau t/s j h, p =-; n üh.
ü représente ici l'aire de la partie des aubes plongées dans l’eau du coursier.
Ces formules ne représenteront d'ailleurs exactement l’effet obtenu qu’autantque les suppositions admises seront réalisées. Les principales conditions à remplir sont : l”que la vitesse de la veine d’eau, quand elle vient frapper les aubes, soit véritablement due k la chute ( on y parviendra en évasant l’entrée île l’orifice, et mettant peii de distance entre cet orifice et les aubes); 2° que
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les aubes soient contenues dans un coursier qu'elles remplissent exactement, et aient une hauteur suffisante pou r que la veine d'eau ne passe pas par-dessus.
116. Roues de côté, (Fig. 44). Ce sont les roues pour lesquelles l’orifice qui donne Feau est placé à une hauteur intermédiaire entre le haut et le bas de la roue. L’établissement de ces roues doit être assujetti aux résultats du n° 113. Leur vitesse devrait être la moindre possible : mais l’expérience apprend que la vitesse de la circonférence d’une roue hydraulique, pour que cette roue marche régulièrement, doit être d’environ un mètre par seconde. Il faut régler les dimensions de l’orifice, et la charge d'eau sur le centre de cet orifice, de manière que la vitesse de l’eau quand elle frappe les aubes, soit égale à la vitesse de ces aubes.
Les roues dont il s’agit peuvent être disposées de deux manières différentes : 1" l’eau peut être reçue dans des augets portés par la roue ; 2° elle peut agir sur des aubes tournant dans un canal ou coursier concentrique à la roue, que ces aubes remplissent exactement. Dans le premier cas, le poids de l’eau qui agit sur la roue est entièrement supporté par cette roue, en fatigue la charpente, et augmente le frottement. Dans la seconde disposition, qui parait préférable (surtout quand la hauteur de la chute est petite ), la plus grande partie du poids de celte eau est portée par la paroi du coursier. Mais il arrive alors qu’une portion de la circonférence de la roue plongeant dans l'eau, y perd un poids égal à celui du volume d'eau qu'elle déplace ; ce qui diminue l’action que le courant exerce sur la roue.
117. Roues en dessus, (Fig. 45). On désigne ainsi les roues qui reçoivent l’eau sur leur sommet. Elles la reçoivent ordinairement dans des augets, quelquefois entre des aubes tournant dans un coursier concentrique, comme il vient d'étre dit. L’usage des augets parait convenir dans le cas où il y a une très-petite quantité d'eau, et une grande hauteur; et l’usage des aubes dans le cas contraire. L'établissement de la roue est d'ailleurs assujetti aux conditions théoriques énoncées n° 113. Les observations et expériences indiquent que la quantité d'action transmise à la roue est les | environ de la valeur donnée par la théorie.
118. Le calcul des roues de côté et des roues en dessus, lorsque l’eau est reçue dans des augets, se fera d'une manière approchée au moyen des formules suivantes.
Dans le cas général .
l‘V=stnE(H— A)-» y/ïg h — V) V.l
fl
Dans le cas du maximum d'effet, v»
1 19. Lorsque la roue sera contenue dans un coursier, on aura, pour le ras général ,
P V = »i j ( U — A) -t- ni ((/ 2 <7 A — V) V — p — V ,
P V = Il E (H — A)-» (l/a gh
Pour le cas du maximum d’effet, va
ST
Pour avoir égard aux pertes d’eau qui ont lieu autour des aubes, il faudra supposer une dépense d’eau un peu plus grande que la valeur de E introduite dans ces formules.
Les augets doivent avoir une figure particulière, qui les rende propres à admettre l’eau facilement, et à la conserver longtemps. ( Voijez les notes du tome I" de M Architecture hydraulique de Bélidor, page 415.) Quand la roue se meut dans un coursier, les aubes doivent le remplir exactement, être un peu inclinées en avant, sur le rayon, saillir au delà des jantes de la roue (afin que ces dernières ne plongent point dans l’eau), ou au delà d’un tambour. On diminue l’effet des pertes d’eau , en laissant prendre à la roue une plus grande vitesse.
ROL’ES VERTICALES DANS LESQUELLE* L’aCTIOV DE l’lAO s'exerce SASS CHOC. ( PIG. 40.)
120. Ces roues ont été proposées et mises en usage par M. Poncelet. Elles sont formées par des aubes courbes entre lesquelles l’eau pénètre sans choc, en jaillissant d’un orifice placé au bas de la chute. L’eau s’élève le long de l’aube, perd en s’élevant sa vitesse, retombe, et quitte la roue en se mouvant en sens contraire du mouvement de l’aube. En conservant les dénominations
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précédentes, la vitesse de l’eau en entrant dans la roue, est y/ 2 g H; et sa vitesse relative, quand elle est emportée par la roue, est simplement l/2</H — V. Elle s’élève le long de l’aube à une hauteur due à cette vitesse, puis retombe , et acquiert, en retombant, une vitesse relative égale, et en sens contraire. L’eau en quittant la roue, est donc animée de la vitesse
absolue | /hgli — 2 V.
La somme des quantités d’action imprimées dans l'unité de temps étant toujours nuj\l — PV, et la force acquise par le système rn (V/Ïgïl — 2V)1, l’équation du mouvement de la roue est
2»iÿ.u — 2 p v= «» (|/âjTi — 2v>>, d’où pv=a».v(v— v/iTu).
121. On rendra cette quantité la plus grande possible en faisant
v =-; \ZTgTi ; d’où p v = »i g n .
La plus grande quantité d'action possible est obtenue, quand la vilessedes aubes est la moitié de celle de la veine d'eau ; et cette quantité d’action est théoriquement égale à celle qui est représentée par la chute.
122. La hauteur de la courbe des aubes doit être la hauteur due à la vitesse V, c'est-à-dire le quart de la hauteur de la chute, lorsque V est réglé de manière à obtenir le maximum d'effet.
L’inclinaison du premier élément des aubes doit être parallèle à >tp(Fig.47). en supposant que vin représente la vitesse de l’eau, et mp, la vitesse de cet élément à l’instant où l’eau entre dans l’aube-
D’après les expériences de M. Poncelet, la quantité d'action réellement obtenue est les \ ou les { de celle qui est représentée par la chute ; et la vitesse qui donne le maximum est la moitié de celle de l’eau ; comme l’indique la théorie précédente.
ROUES HORIZONTALES DESTINEES A TRANSMETTRE L'ACTION D INE CHUTE D'EAU D’UNE CAPACITE DONNEE.
125 .Houes horizontales mues par le choc de l’eau, (Fig. 48). Considérons une roue horizontale dont la circonférence est garnie de palettes inclinées, faites en forme de cuillers, qui reçoivent le choc d'une veine d'eau jaillissant hors d'un tuyau ou d’une buse. Supposons le mouvement de la roue uniforme, et nommons
H la hauteur AC de la chute;
V la vitesse horizontale circulaire du point C de la palette rencontrée par l’axe de la veine d'eau ;
a l'angle DCM, ou l’inclinaison de la palette sur l’horizon;
v l’angle de l’axe de la veine d’eau avec la normale à la surface de la palette en C ;
P l'effort exercé tangentiellementà la circonférence passant parle pointe, par suite de l'action du courant;
ni, E, n, f), ayant les mêmes significations que ci-dessus; nous aurons:
Vitesse de la palette estimée perpendiculairement à sa surface V sin.
Vitesse perdue par l’eau par l’effet du choc
. co«. x — V sin. a.
Vitesse conservée par l'eau, après le choc, et quand elle cesse d'agir sur la roue
V' i .7 « . sin.2 j- -f- V2 sin.2 a.
d’où:
force vive acquise par le système dans l’unité de temps m (2 3 H . sin.J x — V1 fin.1 a), force vive perdue par l’effet du choc
ni . co*. x — V sin. «)J.
La quantité d’action imprimée dans l'unité de temps est ni g. H — PV. Égalant la somme des forces vives acquises et perdues au double des quantités d’action imprimées, il vient
P V = m (l/a g H . coj. x — V jin. a) V sin. a pour l’équation du mouvement de la roue.
124. La roue doit être disposée de manière à rendre cette expression de PV un maximum. On voit d’abord que l’on doit avoir s = o, c'est-à-dire que la veine d’eau doit choquer perpendiculairement les palettes ; d’où
P V = m (\/ S j il - Vsin. a) V sin. a.
On devra faire ensuite
VÎqK v = ,
3 sin. a
d’où
PV = if»?H, ou P V = { Il E . H.
Le mouvement de la roue doit être réglé de manière que la vitesse ait la valeur ci-dessus. La quantité d’action transmise est alors théoriquement la moitié de celle qui est due à la chute de l'eau. On voit que, la vitesse de l'eau demeurant la même, on peut faire varier la vitesse de la roue sans cesser d’obtenir le maximum d’effet, en variant l’inclinaison des palettes.
125. On n’a pas, sur les roues de cette espèce, d’expériences spéciales qui fassent connaître avec certitude la quantité d'action qu’elles transmettent. On peut présumer qu’elle est à peu près la même que pour les roues verticales considérées n" 115, et qu'il y aurait aussi de l'avantage à donner à la roue une vitesse un peu moindre que celle que la théorie indique.
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126. Houes horizontales mues par le choc et par la pression de tcau ( Fig. 49). On considère une roue dont la circonférence est garnie de palettes courbes. La veine d'eau B C, qui arrive suivant une direction inclinée, choque perpendiculairement le haut de ces palettes, coule entre elles, et sort de la roue à leur extrémité inférieure D. La veine d’eau est supposée, pendant son mouvement dans la roue, demeurer toujours à la même distance de l’axe. Nommons
H la hauteur totale de la chute ;
h la portion AC de la chute parcourue par l'eau avant qu’elle n’entre dans la roue ;
V la vitesse circulaire horizontale de la roue à l'endroit où l'eau rencontre les palettes courbes ;
a l’angle A CB formé par la direction de la veine d'eau avec la verticale; P l’effort exercé, par suite de l’action du courant, tangcnticllcmcnl à la circonférence passant par le point où l’eau rencontre les palettes ; m, E, II, g, auront les mêmes significations que ci-dessus.
La vitesse que perd l’eau, par l'effet du choc à son entrée dans la roue, est.
comme ci-dessus, l/2 g h — V sin. 8.
Après ce choc, l’eau n’a plus aucune vitesse relative dans la roue : mais, en y parcourant la hauteur H — h, elle acquiert la vitesse relative y/2 g (H — h) . Cette dernière se décompose en une vitesse verticale = cos. y y/2 g (H — h). et une vitesse horizontale = sin. ¥ — h). Quand l’eau quitte la roue,
la vitesse verticale n’est point altérée ; mais la vitesse horizontale effective de l'eau se trouve plus petite que sa vitesse horizontale relative, de la quantité V. La vitesse effective de l’eau est donc alors
\/ cos.Jy 3 ÿ (H — h) (sin. y t/2 J (H — /i') — V)’.
D’où l’on conclut : force vive acquise par le système dans l’unité de temps.
m | eo».1 f . 3 g ( H — li ) -+- («in. y V' 2 9 ( H — A ) — V )J | j force vive perdue par l’effet du choc,
m (|/ 3 g h — V sin. flp.
La somme des quantités d’actions imprimées est m g H — P V.
L’équation du mouvement de la roue est donc
P V = ; m { 3 V sin. fl y/3 g h — V*(l -t-sin.1 8) -4- 2sin. ? . V y/2 g (H — A ! ,
quantité qu'il faudra rendre la plus grande possible, en réglant les valeurs de ?, a, h et V .
127. On voit en premier lieu que l’on doit prendre sin. ?= 1; c'est-à-dire
que l’eau, en quittant la roue, doit avoir une direction horizontale. L'expression précédente devient alors,
P V = m [ «in. 6 1/2jT-v- V/2ÿ(H-A) -;V(1 + sin.1 0 )] V.
La valeur de e qui rendra cette expression la plus grande possible, est donnée par la relation
Vsin. 9 = y/îgh, d’où
sin. 9 = .
On en conclut qu’il nedoit pas y avoir de choc à l'entrée de l’eau dans la roue. L’expression de PV devient
PV = »[jA + V t/2ÿ(H — h) — ! V*], et sera la plus grande possible si l'on a
V=rj/2ff(H-A),
c'est-à-dire si l’eau sort de la roue avec une vitesse nulle. La valeur correspondante de P V est
ou la quantité d’action représentée par la chute de l’eau. Ainsi la roue dont il s’agit est susceptible de donner le maximum d’effet. Mais cela suppose qu’il n’y ait pas de choc quand l’eau entre dans la roue.
128. Roues horizontales mues par la pression de l'eau. En conservant toutes les dénominations du numéro précédent, on supposera les aubes tellement formées, que la veine d’eau entrant dans la roue ne les choque point, mais s'introduise entre elles tangentiellemcnl à leur courbure. On admettra toujours que cette veine d’eau demeure à la même distance de l’axe de la roue. Comme ici, il n’y a point de choc, il s’agit seulement de chercher l’expression de la force vive possédée par l’eau à l'instant où elle quitte la roue.
La vitesse de l’eau, quand elle entre dans la roue, est \/ ‘igh , équivalente à la vitesse verticale cos.o Vig h, et à la vitesse horizontale sin. 9 V 2 g h. L’eau commence donc à couler le long de l'aube avec la vitesse relative
cos.1 9 . 2 g h -4- ( sin. 9 j/2 y li — V )*.
L’eau descendant dans la roue de la quantité H — h , sa vitesse relative,
quand elle arrive à l'extrémité de l’aube, est due à la hauteur
— [ cos.1 9 . 2 y h -4- ( sin. 9 j/nj h — V)1] -+- Il — A ,
c’est-à-dire [que cette vitesse est . . . . \ ïg H — 2 V sin. 9 1/2 g h s- V1. Elle équivaut à la vitesse verticale cos. v \/ 2 g H — 2V sin. 9 V'ig h V*, et à la vitesse horizontale .... sin. ? 2 <7 H — 2 V sin. 9 1/2 <7 h -e- V*.
Quand l’eau quitte la roue, sa vitesse horizontale effective est plus petite que la vitesse relative de la quantité V , et par conséquent la vitesse effective de l’eau est alors
V co«.»<p (2 17 H — 2 Vsin.ei/2sA-*-V>>+-( sin. <p V i g H — 2 Vsin. 6 (/2ÿÂ + V1 — v)*‘
La force vive possédée par l’eau est égale à m multipliée par le quarré de cette vitesse.
La somme des quantités d'action imprimées étant toujours m g .H - P V,
on a donc pour l'équation du mouvement de la roue
P V = m (sin. 0 j/2 g Â — V -+- sin. 2ÿH — 2V sin.0 l/2ÿA-t-VJ) V.
129. Il faut déterminer?, 0, V et h de manière à rendre cette expression de PV un maximum. On voit d’abord, comme dans le cas précédent, qu’on doit supposer
sin. ? = I.
ou que l’eau sorte de la roue suivant une direction horizontale. On aura alors
P V = m (sin. ef/T g7t — V -+- 2 g II — 2 V sin. 0 \Zïgh -4- V») Vj
et en faisant varier V, on trouve pour la valeur correspondante au maximum :
sin. 8 1/2 <7 h
Cette valeur de V est celle qui rend nulle la vitesse effective de l’eau au sortir de la roue.
Des trois quantités V, 0, h, il y en a deux arbitraires. La troisième étant réglée conformément au résultat précédent, la plus grande quantité d’action possible se trouvera transmise à la roue. La valeur théorique de ce maximum est la quantité d’action représentée par la chute de l’eau.
150. Les roues où l’eau ne choque point les aubes peuvent donc, d'après la théorie, transmettre une quantité d’action double de celle que pourraient transmettre les roues où l’aube est choquée. Il y a lieu de présumer que l’avantage estau moins aussi considérable dans la pratique. On n’a point encore publié d’expériences suffisamment exactes sur les roues de ce genre. Pour que l’eau entre dans la roue sans choquer Ifs aubes , elles doivent être tracées comme il suit (Fig. 50). B C représentant la vitesse effective \/ ig/i de l’eau quand elle entre dans la roue en C, les composantes horizontales et verticales de cette vitesse sont AB, AC. Portant la vitesse V en BF, C F représentera la vitesse relative avec laquelle l’eau commencera à couler le long de l'aube. Cette ligne indique la direction qui doit être donnée à la courbe de l’aube en C. La figure de la courbe entre le point C et le point inférieur D, où sa
direction doit être horizontale, est indifférente. On pourrait même se dispenser de mettre des aubes dans la roue; il suffirait qu’il y eût au fond des orifices dont l’eau sortit suivant une direction horizontale , et en sens contraire du mouvement de rotation.
131. En considérant toujours la roue dans l’hypothèse du n° 128, c’est-àdire en supposant que l’eau ne choque point les aubes, on examinera ce qui aurait lieu si l’eau, en descendant dans la roue, s’approchait ou s’éloignait de l’axe de rotation. Conservant toutes les dénominations précédentes, on nommera de plus
v la vitesse angulaire;
r la distance à l’axe d’un point quelconque de la roue; r" la distance à l’axe du point où l’eau entre dans la roue ; r” la distance à l’axe du point où l’eau sort de la roue ; on verra comme ci-dessus que la vitesse relative avec laquelle l'eau commence à couler le long de l'aube étant
y cm.1 6 . 2 g h-¥{ sin. A — «j r')i<
la force vive que l’eau possède à cet instant (en ne considérant que son mouvement relatif dans la roue), est
m [cou.1 6.2 g A -«-(«in. 6 1/2 g h — v r”)1].
Pendant que l’eau est contenue dans la roue, la force vive doit augmenter d'une quantité égale au double des quantités d'action qui lui sont imprimées par la gravité et par la force centrifuge. La quantité d'action imprimée par la gravité est «t <7 (H— A). Celle qui est imprimée par la force centrifuge est fmv1rdr=imc1(r"i—r'2).
Par conséquent la force vive de l’eau doit devenir
m [cos.2 6.2^A-«-(*in.6t/2j A — or)1] -+- 2 m g (H — A) -4- m r2 (r"* — r1*).
OU
m (2 g H — 2 r r* «in. 0 j/2 g A -+- r2 r" 2).
La vitesse effective, à l’instant où l'eau quitte la roue , est donc , en supposant sa direction horizontale ,
\/ 2ÿH — 2 r r'sin.O y/ig h-t-v2!"1— vr".
La force vive que l'eau possède alors est égale à m multipliée par le quarré de cette vitesse. Égalant cette force vive à 2 ni g. II — 2 P. vr', on a
P . r ? — m j^r r* sin. 8 j/2 j A — r1 r"1 -t- v r" g H — 2r r'sin. $l/2ÿA-t-e2r**J'
132. Cette valeur de la quantité d’action transmise à la roue sera la plus grande possible et égale à la quantité d’action ni g. H fournie par la chute de
l'eau . si la vitesse effective de l’eau au sortir de la roue est nulle, ou si l'on a
V ïÿtl — 2 r r'«in. 6 r"1 — c i"=o, d’OÙ rr' =• .
sin.e y/H g h
valeur ideutique à celle qui a clé trouvée pour V, dans le n” 129. Ainsi quand l'eau, en se mouvant dans la roue, s’approche ou s’éloigne de l'axe, cette circonstance n’a aucune influence sur les conditions de l'établissement de la machine. Il faut toujours donner la même vitesse de rotation au point de la roue où l’eau entre.
153. La théorie des diverses roues horizontales connues, ou qui pourraient être proposées, est comprise dans les résultats des numéros précédents; le n" 128 a rapport aux roues semblables à celles des moulins du Dasacle décrites par Bélidor. Le n° 132 montre que les roues construites sur le même principe que la Danafde de M. Manoury Dectot, c’est-à-dire les roues où l’eau entre à la circonférence, et sort près de l’axe, ont les mêmes propriétés, et doivent être établies d'après les mêmes conditions que les précédentes. Ces conditions conviennent aussi aux roues où l’eau entre près de l'axe et sort à la circonférence, disposition qui appartient aux roue n à réaction proprement dites. Dans ces dernières, la roue a souvent toute la hauteur de la chute, et l'eau y entre avec une vitesse sensiblement nulle : on a alors l/2 <; A = o d’où V = oc. Ainsi le maximum d’effet a lieu quand la vitesse de la roue est infinie.
134. Le même résultat peut être obtenu par un autre procédé, qui s'applique plus directement aux roues .à réaction où l'eau entre par-dessous. Supposons une roue (Fig. 31}, tournant dans l’air, ou plongée dans l'eau du réservoir inférieur, dans l'intérieur de laquelle l'eau arrive par le centre, et à la circonférence de laquelle sont des orifices disposés de manière que l'eau sorte horizontalement et en sens contraire du mouvement de rotation. Admettons que l'aire de ces orifices est très-petite par rapport aux sections du réservoir supérieur, que l'entrée en est évasée, et que l’eau ne subit dans les conduits qui l’amènent dans la roue aucun changement brusque de vitesse. Nommant
H la hauteur de la chute, ou la différence de niveau des réservoirs supérieur et inférieur ;
V la vitesse circulaire horizontale de la roue, au centre des orifices d'écoulement ;
v la vitesse angulaire ;
r la distance à l'axe d’un point quelconque de la roue:
R la distance des orifices à l'axe ;
P l’effort exercé, par suite de l’action du courant, tangentiellemenf à la circonférence passant par le centre des orifices:
m, E, n, fi ayant les mêmes significations que ci-dessus.
Si la roue était immobile, la pression contre les orifices étant due à la hauteur H, l’eau en sortirait avec la vitesse V 2 g H . I,a roue étant en mouvement, la force centrifuge cause à l’endroit où les orifices sont placés, une pression qui s’ajoute à celle qui résulte de l’action de la gravité, et qui est due à l'action de la force centrifuge sur une colonne horizontale de fluide dont la longueur comptée à partir de l’axe est R. Cette pression exprimée par
Il p R rJ B> v»
— / eJr.rfr = n = Il ,
g J o 2 g ’ig
est due à la hauteur — . La pression totale exercée contre les orifices est 2 g
donc due à la hauteur H h — ; et par conséquent, la vitesse relative avec 2?
laquelle l’eau en sort est
L’eau quitte donc la roue avec une vitesse effective est une force vive
m(l/2ÿH-t-Vî — Y)».
La quantité d’action imprimée est toujours.... mg\l — PV : l'équation du mouvement de la roue est donc
comme on le trouverait en faisant h = o dans l’expression du n° 128. Cette quantité sera la plus grande possible , et égale à la quantité d’action m g. II fournie par la chute d’eau , quand la vitesse effective de l’eau au sortir de la roue sera nulle, ou quand on aura
l/îÿH-t-V5 — v = o d'où v = oc
MORIAS OC CHAPELETS EMPLOYÉS COMME MOYENS DE TRANSMETTRE L’aCTIOM D'UN COURANT OU D’intE COUTE d'eau. ,
135. On remplace quelquefois une roue à augets par une chaîne sans fin garnie de seaux ou augels, et tournant sur deux tambours cylindriques placés verticalement l’un au dessus de l’autre (Fig. 52). Cette disposition a l'avantage que les augets gardent l'eau plus longtemps et que la machine occupe moins d’espace. Cet avantage est compensé par plusieurs inconvénients. La théorie mécanique de ces appareils est la même que celle de la roue à augets, et l’établissement doit en être fait d’après les mêmes conditions.
On a aussi proposé de remplacer la roue de côté par une chaîne garnie d’aubes qui se meuvent dans un coursier incliné (Fig. 53). Cette nouvelle disposition paraît offrir moins d’avantages, et plus d'inconvénients que la précédente.
TITRE XV
DES BALANCIERS HYDRAULIQUES ET MACHINES A COLONNE d'eAU.
136. Le principe des machines désignées communément sous le nom de balanciers hydrauliques (Fig. 54), consiste dans l'emploi d’un seau susceptible de monter et descendre en parcourant verticalement la hauteur de la chute. Le seau , étant placé un peu au dessous du niveau du réservoir supérieur , s'emplit d'eau : il descend en soulevant un poids. Étant arrivé un peu au dessus du niveau du réservoir inférieur, il se vide; un contre-poids le fait ensuite remonter.
Ce principe peut être appliqué de diverses manières. On peut rendre la paroi cylindrique du seau fixe, en laissant mobile le fond de ce seau. Ce fond devient alors un piston qui se meut dans un cylindre vertical occupant la hauteur de la chute. On peut employer deux seaux ou deux pistons , assujettis aux deux bras d'un balancier , en sorte que l’un descend pendant que l’autre monte, et réciproquement. L'action de l’eau produit dans tous les cas un mouvement rectiligne alternatif, qui peut être employé à faire marcher le piston d’une pompe, ou à produire d'autres effets.
La théorie de cet appareil est très-simple. Nommant
H la hauteur de la chute, ou la différence du niveau des réservoirs supérieur et inférieur ;
h la hauteur du seau , ou la hauteur que l’eau versée à chaque oscillation occupe dans le cylindre où se meut le piston;
E le volume d’eau versé à chaque descente du seau ou du piston ;
n le poids de l’unité de volume de l’eau; on aura H — h pour la hauteur parcourue par le seau ou le piston dans leur descente. La quantité d'action transmise, abstraction faite des frottements et autres résistances, sera donen E(H — A), tandis que la quantité d’action représentée par la chute sera n E. H.
Le rapport de ces deux quantités sera d’autant plus grand que h sera plus petit par rapport à H. Cet appareil est peu avantageux pour les petites chutes.
137. Le principe des machines à colonne d’eau est analogue au précédent, dont il diffère néanmoins. Un piston P (Fig. 55), est contenu dans un cylindre. Par l’effet du jeu du piston auxiliaire p, la face inférieure du piston moteur P est alternativement exposée à la pression de la colonne d’eau dans le tuyau AB, et soustraite à cette pression. Quand le piston P est parvenu au haut de sa course, il est ramené dans sa position primitive par un contre-poids, tandis que l’eau qui remplit le cylindre où se meut ce piston s'écoule libre-
meut dans le réservoir inférieur. Cet appareil produit un mouvement rectiligne alternatif, qui est ordinairement employé à faire marcher des pompes.
Quelquefois la machine à colonne d'eau esta double effet: le jeu des pistons auxiliaires p inet alternativement la face supérieure et la face inférieure du piston moteur P, (Fig.56), en communication avec la colonne d’eau qui prend son origine dans le réservoir supérieur. Il est évident d’ailleurs qu'en plaçant verticalement les cylindres, ce qui présente plus de facilité pour la construction, on perd sur la hauteur de la chute la hauteur occupée par ces cylindres. La machine à colonne d’eau n’étant guère appliquée qu'à des chutes d’une trèsgrande hauteur, cette perte est généralement peu importante.
Supposons cette machine dans l’instant où une demi oscillation va commencer, et où toutes les parties sont immobiles. Considérons le système formé de l’eau contenue dans les tuyaux , du piston , et des parties mobiles de la machine auxquelles ce piston transmet le mouvement. Ce système prendra, par l’action de la gravité , un mouvement accéléré. La loi de ce mouvement, à raison des obstacles à l’écoulement de l’eau résultant du frottement contre les parois des tuyaux et du passage de l’eau dans les robinets ou soupapes, est donnée par une fonction exponentielle , et la vitesse du piston , après un temps très-court, devient sensiblement uniforme. Il ne peut y avoir aucune erreur sensible, quand on cherche les lois de l’établissement de la machine, à considérer seulement le mouvement du piston pendant le temps où ce mouvement est uniforme. Admettant cette restriction, et le piston étant censé se mouvoir horizontalement , on nommera
H la hauteur de la chute, comptée du niveau du réservoir supérieur au centre du piston ;
E le volume d’eau fourni par la source pendant chaque unité de temps ; fi Faire du piston ;
U la vitesse du piston (on a E= fi U);
P la pression exercée contre le piston par Faction de l’eau ; nie poids de l’unité de volume du fluide. •
Faisant abstraction des effets du frottement de l’eau et de son passage par les robinets, soupapes et autres étranglements, on aura pour la quantité d'action exercée sur le système pendant l'unité de temps
tn.a h — p)ü,
et pour la force vive acquise pendant le même intervalle ,
l'équation du mouvement sera donc ,
(n.fiH — p)ü = he — , d’où p u = n e ( n .
138. P II csl la quantité d'action transmise par le piston dans l’unité de temps. Cette quantité sera un maximum quand on aura o = o, d'où p u = HE H.
Ainsi le maximum d'effet a lieu quand la vitesse du piston est infiniment petite; et il est égal à la quantité d’action représentée par la chute de l'eau. On fait prendre ordinairement aux pistons une vitesse d’environ 0”, 3 par seconde. Il n’en résulte pas théoriquement une perle sensible sur la quantité d’action transmise.
Les observations recueillies sur les machines à colonne d'eau employées à faire marcher des pompes indiquent un effet utile qui varie entre le tiers et la moitié de la quantité d’action représentée par la chute de l’eau. Faute de connaître exactement la portion de cette quantité d'action consommée inutilement par le jeu des pompes, on ne peut évaluer celle qui est transmise par la machine à colonne d’eau considérée dans la tige de son piston. Cette dernière quantité d'action peut varier beaucoup avec la disposition de la machine; elle dépend de la grosseur des tuyaux où l’on fait couler l’eau, de la figure des coudes, et de la figure de la paroi près des ouvertures ou soupapes que l’eau doit franchir. Les notions présentées dans la seconde partie des Leçons, permettront, quand ces circonstances seront connues, d’évaluer approximativement la quantité d'action que la machine pourra transmettre.
Conservant les dénominations du numéro précédent, appelant
ü' l’aire de la section d’un des tuyaux que l’eau parcourt ;
X' la longueur de ce tuyau ;
x' le contour de la section ;
u l’aire de la veine d’eau après son passage dans un étranglement;
o l’aire de la section quia lieu immédiatement après cet étranglement;
«7 la vitesse imprimée en une seconde par la gravité = 9", 8088 ; on aurait égard aux effets des obstacles qui s’opposent au mouvement de l’eau dans le tuyau, et à son passage par l’étranglement, en ajoutant au second membre de l’équation du mouvement écrite u" 137 les termes suivants :
n raao /üüY"|üu u» /a a
— x'*' >-6 — i-llE.
g L ü' V ü' / J Û' ig V® O
On en déduirait également l’expression de la quantité d’action transmise PU. On doit donner à a et à 6 les valeurs indiquées dans la deuxième partie des Leçons comme ayant été déduites des expériences faites sur l’écoulement de l’eau dans les tuyaux de conduite.
Si l’eau parcourait plusieurs tuyaux de diamètres différents, ou si elle devait franchir plusieurs étranglements, on introduirait dans l’équation de nouveaux termes semblables à ceux qui ont été écrits ci-dessus. Un seul
étranglement peut être tel que la quantité d'action transmise s’en trouve diminuée autant qu’on le voudra.
La première idée de la machine à colonne d’eau se trouve dans la machine de Denisart et la Deuille, décrite par Bélidor dans le tome second de son Architecture hydraulique (il a paru en 1739). Cet auteur donne le projet d’une machine de ce genre, mieux conçue que celle des inventeurs. Un autre projet, proposé en 1741 par M. de Gensanne, est décrit dans le tome septième des Machines approuvées par l’Académie des Sciences. La machine a été construite en grand pour la première fois par Hoël, en 1749, à Schemnitz. Elle est employée à produire de très-grands effets dans les travaux des mines.
TITRE XVI
DE 1,’actiom du vemt.
139. L’action du vent est transmise aux machines par le moyen de roues. On emploie à cet effet des roues de deux espèces : les unes ont leur axe horizontal et parallèle à la direction du vent : les autres ont cet axe vertitical et perpendiculaire à la direction du vent. Les conditions de rétablissement de ces deux espèces de roues sont fondées sur des considérations différentes.
140. Moulins à vent dont l’axe est horizontal. Ces moulins sont employés généralement: ce sont ceux qui peuvent produire les plus grands effets. La roue ou volant est formée par quatre rayons, sur chacun desquels est placée une aile qui reçoit obliquement l'action du vent. La figure de cette aile est ordinairement rectangulaire. Elle est formée par une surface gauche, légèrement concave, et dont les éléments forment avec l’axe de la roue et la direction du vent des angles d'autant plus grands qu’ils sont plus éloignés de cet axe.
On augmente toujours la quantité d'action qu'un moulin peut transmettre en augmentant l’aire des ailes. La question qu'on peut se proposer est, en supposant donnée l’aire des ailes , ou bien la longueur du rayon , de déterminer la figure des ailes et la vitesse du mouvement par la condition que la roue transmette la plus grande quantité d’action qu’il est possible. La solution de cette question est essentiellement fondée sur la connaissance de l’action d'un courant d’air sur des plans minces légèrement concaves , que l’air frapperait obliquement, et qui céderait à son action en prenant un mouvement de rotation autour d’un axe. En se reportant à l’exposition présentée dans la deuxième partie des Leçons, des connaissances acquises jusqu'à présent sur
la résistance des fluides, on verra que l’on est fort éloigné de connaître la nature de l’action dont il s’agit. La recherche des lois de l’établissement des moulins à vent, ne peut donc être, quant à présent, qu’une recherche purement expérimentale.
Pour donner toutefois une idée des notions théoriques qui peuvent être présentées sur ce sujet , l’axe de la roue étant supposé dans la direction du vent (Fig. 57), on nommera
v la vitesse du vent ;
9 l’angle formé par le plan de l’aile avec la direction du vent;
V la vitesse circulaire du centre de l’aile; ü l’aire de l’aile ;
P l’effort exercé par le vent tangentiellement à la circonférence passant parle centre de a ;
R le poids de l’unité du volume de l’air;
k un coefficient numérique à déterminer par l’observation ; et l’on aura :
vitesse du vent estimée perpendiculairement à l’aile. . v sin. ?; vitesse de l’aile estimée dans la même direction. ... V cos. v; vitesse relative avec laquelle le vent frappe l’aile. . v sin. y — V cos. y. Supposant qu’ici, comme dans le choc direct, l’effort exercé est propor-
(t>sin.<p — V co».
tionnel à la hauteur due à la vitesse relative, cet effort sera Ar H ü ,
et sa composante dans le sens du mouvement circulaire,
(p lin. ® — V cos. v)1
P = HIU cos. ç;
d’où
iv sin. y — V cos. ?)*
P V =*na- V cos. y.
141. Cette expression de la quantité d'action transmise doit être rendue un maximum. En faisant d’abord varier V, on aura
c* sin.* ?
V t> tang. ç, d’OÙ P V = T\ i II U .
Faisant ensuite varier ç, il vient
sin. v = l, d’OÙ V = « , P V = /y k tlü .
Ainsi l’effet maximum aurait lieu lorsque le plan de l’aile serait perpendiculaire à la direction du vent, et la vitesse de la roue infinie. Ces résultats.
par les raisons énoncées ci-Uessus, ne méritent pas une entière confiance, quoique beaucoup moins éloignés de la vérité que d’autres considérations théoriques sur le même sujet dans divers ouvrages.
142. Les résultats fondés sur l'observation et l’expérience, d'après lesquels l'établissement des moulins à vent doit être fait, sont principalement dus à Coulomb ( Mémoires de P Académie des Sciences, 1781 ), et à Smealon ( Recherches expérimentales sur l’eau et le vent, traduites par M. Girard). Ces résultats peuvent être résumés comme il suit :
1“ Figure des ailes. L’aile étant supposée rectangulaire, la figure la plus avantageuse est celle de l’aile dite à la hollandaise, offrant au vent une surface légèrement concave, et dont les éléments transversaux ont les inclinaisons suivantes. Le rayon de l'aile étant divisé en six parties, le premier élément, en comptant de l'axe, est désigné par 1. Celui qui est placé à l'extrémité de l’aile est désigné par 6.
Numéros des éléments..
milieu de l'aile.
extrémité.
Angle fait avec l'axe.
Angle fait avec le plan du mouvement.
La largeur de l’aile ne doit pas surpasser le quart de sa longueur. Elle en est ordinairement le j ou le j. On doit plutôt diminuer l'angle des éléments avec le plan du mouvement, que l’augmenter.
Si, renonçant à la figure rectangulaire, on veut former l’aile de manière qu’en employant la même surface de toile, le moulin transmette la plus grande quantité d’action qu'il est possible, la figure qui réussit le mieux en grand est celle d’une aile élargie (Fig. 58), formée en plaçant à l'extrémité du rayon un barreau égal au j du rayon, et partagé au point où il le coupe dans le rapport de 3 à 2. Les inclinaisons des éléments transversaux doivent être réglées d’après la table précédente.
143. 2" Vitesse des ailes par rapport à celle du vent. Les ailes étant disposées de l'une ou de l’autre manière indiquées ci-dessus, on doit, pour obtenir le maximum d’effet, maintenir leur vitesse de rotation dans un rapport constant avec celle du vent. Cette vitesse de rotation, à l’extrémité de l’aile, doit être égale à 2, 7 ou 2, 6 fois celle du vent. Ce résultat, établi par Smeaton d’après des expériences en petit, s'accorde à fort peu près avec les observations de Coulomb sur les moulins de la Belgique.
144. 3“ Quantité d’action transmise par les ailes. Les ailes étant disposées comme il a été dit ci-dessus, et leur vitesse maintenue par rapport à celle du vent dans le rapport qui vient d’être énoncé, la quantité d’action transmise est proportionnelle à l'aire des ailes. Elle croît un peu moins rapidement que le cube de la vitesse du vent; en sorte que la vitesse du vent devenant double, il s’en faut de ~ que la quantité d’action transmise devienne ocluple. Négligeant cette différence, on écrira entre la quantité d’action transmise en une seconde par une aile de moulin, et les éléments de cette quantité, l’équation
d’où
Les expériences en petit de Smeaton donnent pour les ailes hollandaises
celles de Coulomb qui ont été faites en Belgique sur des moulins à pilons donnent
Les moulins de Paris diffèrent peu de ces derniers, ü aire d’une aile exprimée en mètres quarrés; v vitesse du vent exprimée en mètres;
P effort exercé sur une aile par l’action du vent dans le sens du mouvement circulaire, supposé appliqué h l'extrémité de l'aile et exprimé en kilogrammes ;
x coefficient numérique déterminé par l'observation.
Cette équation servira à faire l’établissement d’un moulin. On néglige ici la considération de la variation de la densité de l'air atmosphérique, à laquelle on n'a pas eu égard dans les observations.
145. Les moulins à vent dont l'axe est horizontal présentent divers inconvénients, dont les principaux sont : 1° la nécessité de faire varier la vitesse des ailes, quand celle du vent varie ; 2' la nécessité de les orienter ; 5“ le danger qu’ils courent quand la vitesse ou la direction du vent change brusquement.
On peut remédier aux inconvénients provenant de la variation de la vitesse par les moyens connus, employés pour faire en sorte que des axes se transmettent le mouvement de rotation, avec des vitesses dont les rapports puissent être changés.
Les moulins sont souvent disposés de manière à s’orienter d’eux-mêmes. On emploie à cet effet une queue placée dans le prolongement de l’axe du volant, et portant un plan vertical sur lequel le vent agit comme sur une girouette. Un moyen plus avantageux consiste dans l’usage d'un petit moulin auxiliaire, placé à l’extrémité d une queue, dans le plan vertical passant par l’axe
du volant (Fig. 59). Ce moulin, lorsqu’il ne se trouve point dans la direction du vent, fait tourner un aie ; et par suite un pignon engrenant dans une crémaillère circulaire fixe. Il en résulte le mouvement nécessaire pour orienter le système mobile dont le volant et le petit moulin font partie. Enfin on remédie aux effets de la violence du vent en serrant la toile dont les ailes sont couvertes ; et on peut employer des dispositions d'après lesquelles cette manœuvre est opérée par le mouvement même du volant, lorsque la vitesse dépasse une certaine limite.
146. Moulins à vent dont l’axe est vertical. Les dispositions de ces moulins sont plus variées que celles des précédents. On peut distinguer : 1° ceux dont les ailes sont formées de plusieurs volets mobiles sur des axes verticaux qui présentent leur largeur au vent quand ils doivent recevoir son action, et leur épaisseur quand ils doivent s’y soustraire; 2° ceux dont les ailes sont fixes et protégées dans leur retour contre le vent par une enveloppe cylindrique. Ils doivent être orientés comme les moulins à axe horizontal; 3° les moulins dits panemores dont la surface des ailes est une sorte de conoidc présentant alternativement à la direction du vent sa concavité et sa convexité. Le mouvement est imprimé au moulin en raison de la différence de l’action du vent sur les deux faces des ailes.
Aucune de ces dispositions n’est exempte d’inconvénients, et toutes, à dimensions égales , ne peuvent transmettre qu'une faible partie de la quantité d’action qui serait transmise par un moulin à axe horizontal. On n'a pas publié d'observations propres à en faire apprécier exactement l’effet.
147. Parmi les moulins à vent à axe vertical, on peut distinguer le suivant (Fig. 60), qui n’est point décrit dans les traités de mécanique. L’axe passe au travers d’un cylindre vertical susceptible de tourner, et portant à l'extrémité supérieure une roue dentée. Ce cylindre est fixe pendant que le moulin travaille. L’axe du moulin porte quatre bras. Les ailes sont fixées sur les roues extrêmes , qui ont un diamètre double de celui de la roue fixe. Le diamètre des roues est arbitraire. Les situations des ailes entre elles, et par rapport à la direction du vent, étant une fois fixées, le mouvement du moulin ne les changera pas. On orientera facilement le moulin, et on réglera l’effort qu’il pourra recevoir du vent , en faisant tourner le cylindre auquel la roue dentée fixe est adaptée. Cet appareil, inventé par J. Jackson, est décrit dans le Pepertory of arts, tome 8, 1806.
TITRE XVII
DE I.’ACTION DE LA CHALEUR DÉVELOPPÉE PAR LES COMBUSTIBLES
148. Les effets mécaniques produits par les combustibles résultent de ce que la chaleur peut être employée à faire passer les corps solides ou liquides à l’état de fluide élastique, ou simplement à augmenter le volume et la force élastique des gaz et des vapeurs.
C’est principalement en produisant la vapeur aqueuse, que l'on obtient des effets mécaniques de la combustion du bois et du charbon. On a aussi tenté d’employer la combustion d’un corps à dilater l’air atmosphérique.
La quantité d'action que l’on peut obtenir d’une quantité donnée de combustible, est susceptible dans les divers cas qui peuvent se présenter, d’être évaluée par le calcul. On peut obtenir ainsi une expression que représentera un maximum dont la quantité d’action qui est effectivement réalisée dans les appareils demeure toujours assez éloignée, mais dont il faut tâcher de s’approcher de plus en plus. La connaissance d’un semblable maximum est propre à diriger l’esprit dans les recherches qui ont pour but le perfectionnement des machines, et à fixer les idées sur la limite dont ce perfectionnement est susceptible.
QEATnrt ni CBALECR DÉVELOPPÉE PAR LA COIBl’STIO’ DÉ DIVERS CORPS.
149. L’évaluation des quantités de chaleur comporte l’établissement d’une unité spéciale. On prendra ici pour unité la chaleur nécessaire pour élever d’un degré du thermomètre centigrade la température d’un kilogramme d'eau à l’état liquide ; et l'on nommera cette quantité un degré de chaleur.
150. Les quantités de chaleur fournies par la combustion de divers corps, en supposant que la totalité de cette chaleur est recueillie, comme elle l’est lorsque les corps brûlent dans un calorimètre, est évaluée approximativement comme il £uit :
INDICATION DES CORPS
Chaleur fournie par la combu«tlon d'un hilogr. de chaque «ubalance.
Huile d’olive
Degré* de chaleur.
Charbon de ' bois
Charbon de lcrre
| Tourbe
i llois de chêne.
! Bois de sapin
151. On estime que dans les chaudières des machines de Watt, la chaleur qui passe dans la chaudière et qui est employée à vaporiser l’eau, est environ la moitié de la chaleur développée par la combustion, et indiquée ci-dessus.
Dans les chaudières de Woolf, elle est environ les deux tiers.
D’après des résultats donnés par Walt, il faut exposer au feu du charbon de terre une surface de chaudière de 0“ ’, 74 pour vaporiser 28kn , 4 d’eau par heure.
QUANTITÉS DE CBALECR NÉCESSAIRES POCR CONSTITCER L’AIR AT10SP BÉRIQCE ET LA VAPEUR AQUEUSE DANS DES ÉTATS DONNÉS DE TESPÉRATIRE ET DE FORCE ÉLASTIQUE.
152. Les connaissances expérimentales et théoriques que l’on possède aujourd'hui sur ce sujet sont encore très-imparfaites. On exposera ici, en la présentant de la manière la plus*simple , la théorie qui a été donnée par M. de . Laplace dans le douzième livre de la Mécanique céleste.
L’état d'un gaz dépend de trois éléments, qui sont : 1° la pesanteur spécifique; 2“ la force élastique ou la pression qu'il supporte; 3" la température.
Il existe entre ces éléments des relations qui sont exprimées par l’équation suivante :
H 1+it OU
A = H — (1 +ac).
n poids d’un mètre cube de fluide élastique à la température 0°, et sous la pression mesurée par la colonne de mercure H ;
* poids d’un mètre cube du même fluide, à la température r, sous la pression A.
153. Cette équation convient également aux gaz et aux vapeurs. Mais on sait que, pour les vapeurs considérées aux maxima de densité, il existe de plus une relation déterminée entre la température v et la force élastique A.
Cette relation, dont la nature n’est pas connue, mais qui a été étudiée par l'expérience, est donnée pour la vapeur d’eau par la table suivante.
Table des forces élastiques de la, vapeur d’eau à diverses températures.
!\'ola. Pour avoir la pression en kilogrammes sur un centimètre quarrè, il faut multiplier la hauteur de la colonne de mercure par 1.3568. ou le nombre d'atmosphères par 1,033.
Les résultats contenus dans cette table peuvent être regardés comme étant donnés par l'expérience jusqu’à 24 atmosphères. Jusqu'à 4 atmosphères ds sont représentés très-exactement par la formule
v température comptée à partir de 0" sur le thermomètre centigrade;
h hauteur en centimètres de la colonne de mercure qui mesure la pression. Au delà de ce terme, la formule
est plus exacte.
154. Quant aux propriétés des gaz relatives à la chaleur, ces corps, aussi bien que tous les autres, exigent qu’on leur transmette des quantités de chaleur plus ou moins grandes, pour en élever la température; de plus, si , en élevant la température d’une masse donnée de gaz, on lui laisse la liberté de se dilater, il faudra, pour élever celte température d’une môme quantité, fournir une quantité de chaleur plus grande que celle qui eût été nécessaire si le volume du gaz était demeuré invariable. Lorsqu'un gaz est dilaté ou condensé, la température demeurant la même , ce gaz absorbe ou dégage de la chaleur. Ainsi l'on voit, en général, que la quantité de chaleur que l’on peut concevoir existante dans une masse donnée d’un fluide élastique, dépend à la fois de la température et de la densité de ce fluide ; que cette quantité est d'autant plus grande que la température est plus élevée, et la densité moindre.
On voit également que l'on doit considérer ici: 1° la chaleur spécifique, c’est-à-dire la quantité de chaleur qu’il faut introduire dans l'unité de poids du gaz, pour en élever la température d’un degré, le volume demeurant constant ; 2“ ce que l’on pourrait nommer la chaleur latente ( par analogie avec la propriété désignée sous ce nom dans la théorie de la formation des vapeurs), c’cst-à-dirc la chaleur qui serait absorbée par le seul effet de la dilatation, la température demeurant la même. L’expérience apprend que la chaleur spécifique et la chaleur latente des gaz varient en général , avec leur densité.
155. Cela posé, prenant en considération les notions précédentes et l’ensemble des phénomènes, on regardera la quantité de chaleur qu’il est nécessaire de fournir à un fluide élastique, pour le constituer dans un nouvel état différent d’un premier état donné, comme étant susceptible d’être représenté par l'expression suivante :
ou, ce qui est la même chose eu égard à la relation rapportée n“ 152
H A" - 1 (1 + it) a — A -4- B ■
LEÇONS SUR L’APPLICATION * poids du mètre cube du fluide ;
h hauteur de la colonne de mercure mesurant b pression cju’il supporte ; v température du fluide, en degrés centigrades ;
q quantité de chaleur qu’il faut fournir au fluide pour le faire passer d'un état donné à l’état exprimé par les valeurs de *, h et v;
A, B, m coefficients constants qui doivent être déterminés de manière à satisfaire aux résultats des expériences. Le coefficient A doit être déterminé d’après l’état du fluide élastique qui sert de point de départ, et pour lequel on supposera q = o.
156. D’après cette formule, et en remarquant que lorsque la température augmente de dv, la quantité de chaleur contenue dans le fluide augmente
dg
de — dv ; et par conséquent que, pour augmenter la température de 1°, il dv
dg
faut augmenter la quantité de chaleur de —, la chaleur spécifique du fluide
dv
se trouvera exprimée par
dg H A" - 1 a
dv Q
Cette chaleur spécifique, pour la valeur particulière h = 0",76 , a été déterminée pour divers fluides par des expériences directes. Ces expériences déterminent donc le coefficient B. Quant à la constante m, elle peut l’être, pour l’air atmosphérique, au moyen d’un autre genre d’expérience dont la première idée est due à MM. Clément et Désormes.
157. Ces expériences consistent à enfermer dans un vase une certaine quantité d’air condensé, dont la force élastique surpasse la pression atmosphérique qui a lieu au dehors.du vase. 1” On observe cette force élastique; 2° on ouvre un robinet qui fait communiquer l’intérieur du vase avec l'air extérieur, et, dans un temps très-court, une partie de fluide étant écoulée, et la pression intérieure étant devenue égale à la pression extérieure, on ferme le robinet (on doit remarquer que la dilatation résultant de l’écoulement d'une partie de l’air ayant donné lieu à un abaissement de température, l’air, à l’instant de la fermeture du robinet, a une force élastique moindre que celle qui répondrait à sa densité, si cet abaissement n’eût pas eu lieu); 3° après avoir attendu le temps nécessaire pour que les corps environnants aient restitué la chaleur qui a été absorbée, on observe la force élastique de l’air contenu dans le vase, et on la trouve plus grande que la pression extérieure.
Pour faire usage des expériences dont il s’agit, on admet, eu égard à la petitesse de l’intervalle de temps pendant lequel le robinet est ouvert, que la quantité de chaleur contenue dans le fluide ne varie pas pendant ce temps, d’où il suit que la diminution de cette quantité provenant de ce que la pres-
sion a diminué, doit compenser exactement l'augmentation provenant de la dilatation que le fluide a subie. Or les données de l’expérience faisant connaître exactement les variations respectives de la pression et de la densité, on peut en déduire une relation entre les constantes qui entren t dans l'équation du n° 155.
En effet si, dilatant brusquement une masse donnée d'air, on fait varier la pesanteur spécifique * d’une très-petite quantité A * , la quantité de cha-
llq
leur contenue dans cet air augmentera par cette raison de — A*. Mais la
tfw
pression h de l’air diminuant en même temps d’une quantité également très-
dq
petite A h, la même quantité de chaleur diminuera par cette raison de — a/j.
dh
Si cette diminution et celle augmentation se compensent exactement il faudra donc que l'on ait la relation
dq
L’équation du n° 155 donne dq d k
dh
x> dh
en sorte que cette relation devient
A h An
h ic
Mais si, dans l'cxpéricncc décrite ci-dessus, on nomme h' la pression observée dans le vase avant l’ouverture du robinet ; h la pression atmosphérique qui a lieu hors du vase ; h" la pression observée dans le vase après que le robinet a été fermé, et que la température s’est établie :
On aura évidemment
AA A' — A A* A'— A
d’où l’on déduit, en substituant ces valeurs dans l’équation précédente,
rn = .
158. D’après un grand nombre d’expériences faites sur l’air atmosphérique par MM. Gay-Lussac et Welther, la valeur moyenne qui convient à la constante m pour ce fluide est
(Voyez la Mécanique céleste, tome V, page 126.)
On n’a pas d’expériences applicables aux autres fluides élastiques.
159. En vertu de cette détermination la formule du n° 155 deviendra, pour l’air atmosphérique,
et l’expression delà chaleur spécifique du n” 156,
D’après les expériences de MM. Delaroche et Bérard, la chaleur spécifique de l’air atmosphérique, sous la pression 0",76, est 0,267. Donc
fl. a
Il 1
d'où B - 0,207 ( 0,70 ) 017î7. — .
Il a
Au moyen de cette valeur, l’expression de q devient
et si l’on prend pour point de départ l’état de l’air à la température zéro, sous la pression 0m,76 ; ou si l’on veut que q — o quand v = o°, h = o“,76, il viendra définitivement
r/0,70 Y-7777 l-f-at» 1-1
?=0’267L(— J - ri
L’expression de la chaleur spécifique est
dq r o,7o y.7777
dv \ h J
formule qui s’accorde assez bien avec le petit nombre d’expériences qui ont été faites sur la chaleur spécifique de l’air sous diverses pressions.
160. L’expression précédente de q servira à calculer les quantités de chaleur qui doivent être fournies à un kilogramme d’air atmosphérique pour le porter à la température v et à la pression h. On peut aussi employer cette formule à déterminer les variations de température qui surviennent dans une masse d'air par l’efFet d’une condensation ou d’une dilatation subites, pendant lesquelles la quantité de chaleur contenue dans cette masse est supposée demeurer constante.
En effet , soient h' et v’ les valeurs qu’auront prises, après la condensation ou la dilatation, les quantités *, h et v qui subsistaient auparavant; on aura également,
>0.1717 |+at,
d’où
Mais on a — =-
d’où l’on déduit
1 +op / h 1 + ar ’\h'
l + af'
Donc
/I + ap V»”* / V”
-(ïttJ UJ
équation au moyen de laquelle la température acquise par le fluide est donnée en fonction du rapport des pesanteurs spécifiques, ou du rapport inverse de volumes, et de la température primitive.
161. Les équations des n“* 155 et 156 peuvent s’appliquer à la vapeur aqueuse ; mais on manque d’expériences précises qui puissent servir à la détermination des constantes. Les hypothèses qui conduisent aux résultats les plus simples, et qui paraissent en même temps se rapprocher le plus des effets naturels, consistent à admettre en premier lieu que la chaleur spécifique de la vapeur d’eau, prise à la température 100“ sous la pression 0",76, est égale à celle d’eau à l’état liquide. D’après cette supposition l’équation du n” 156 devient
B H (0,76)' — d’OÙ — =—
Cette valeur, substituée dans l’expression q du n" 155, donne
»— *• 1+üC
et si l'on veut prendre pour point de départ l’état de l’eau liquide à la température 0", comme on sait qu’il faut transmettre à cette substance 650“ de chaleur pour la faire passer de cet état à celui de vapeur à 100° sous la pression 0m,76, il faudra que cette équation soit satisfaite par les valeurs
v — 100°, h = 0m ,76, q = 650°. Elle deviendra donc
BT'G-MtH-
161 bis. En second ben, à l’égard de la constante m qui reste encore indéterminée, on la supposera égale à l’unité, ce qui réduit l’expression précédente à
Cette dernière supposition revient à regarder la quantité de chaleur nécessaire pour faire passer l'eau de l'état liquide à l’état gazeux, comme étant
me
constamment égale à 550°, à quelque température que la vapeur soit formée, ce qui est conforme aux expériences de M. Southern. ( Voyez pour ces expériences le System of mechanicnl philosophy de J. Robison, tome II. page 160 et suivantes.)
(La formule précédente s’éloigne des notions adoptées par M. Clément, qui conduiraient, pour la vapeur d'eau supposée au maximum de densité, à l’équation q = 650°. M. Clément regarde en effet la quantité de chaleur contenuedans un poids donné de celte vapeur comme étant la môme, à quelque température que la vapeur soit formée. M. de Laplace remarque que cette supposition obligeant à faire dans l'équation de n” 155 le coefficient B=o, et par conséquent à regarder la chaleur spécifique de la vapeur d’eau comme nulle, ne peut être admise (Mécanique céleste, tome V, page 140). M. Poisson a donné {Annales de Chimie , aortt 1823) l’expression suivante de la quantité q pour la vapeur d’eau :
Cette expression satisfait à très-peu près au résultat admis par M. Clément, et suppose la chaleur spécifique de cette vapeur, prise à 100" sous la pression 0’",76, égale à 0.847 (conformément à une expérience un peu incertaine de MM. Delaroche et Bérard. )
qcaxtitRs d’actiox pu peuvixt Etre obtexiex ex faisaxt varie* va* l'actiox de la
Cil AI. El H LE YOl.l'HE ET LA FORCE LI.ASTIplE DES GAI ET DES VAPEURS.
162. La quantité d’action qui est le résultat nécessaire de la formation d’un gaz ou d’une vapeur, peut être considérée dans deux hypothèses différentes, savoir :
1” Quand le fluide élastique ayant été formé sous une pression donnée, qui demeure constante, on le laisse échapper dans l'air atmosphérique, ou bien on le condense immédiatement, s’il s’agit d'iiqe vapeur;
2" Lorsqu’avant de laisser échapper le fluide, ou de le condenser, on lui fait produire son action de manière qu’il se dilate en exerçant des pressions progressivement décroissantes.
163. Dans le premier cas, concevant le fluide élastique formé dans un cylindre, dont la section transversale est l’unité superficielle, et agissant sur un piston qui se meut dans un cylindre, on a pour l'expression de la quantité d'action produite
H hauteur de la colonne de mercure mesurant la pression constante sous laquelle la vapeur est formée, et qui s’exerce contre la face mtérieure du piston :
H' hauteur de la colonne de mercure mesurant la pression exercée contre la face extérieure du piston:
A volume de la vapeur produite;
* poids de l'unité de volume de mercure (le mètre cube de mercure pèse 13568 kil.).
164. En considérant maintenant le second cas, c’est-à-dire celui où on laisse le gaz se dilater, on supposera que, pendant cette dilatation , la température qui lui a été donnée est maintenue constante , et l’on remarquera que le volume primitif A du gaz étant devenu a par l'effet de la dilatation,
la force élastique primitive H sera devenue H— .Donc la variation da du
volume donne lieu à une quantité d'action
da, ta sorte
que, si on laisse le gaz se dilater jusqu’à ce que le volume A soit devenu Ai, la quantité d'action totale résultant de cette dilatation sera exprimée par
da \ H H'J = tcHA log. * H' (A, — A);
ou bien si l’on nomme H, la force élastique qui reste au gaz lorsque son vo-
lume est devenu Ai, d’où H, = A , par
if A
165. En ajoutant cette expression à celle du numéro précédent, on a pour l’expression de la quantité d'action totale qui peut résulter de la production d’un volume A du fluide élastique,
H log. — -+- 1 .
Lu, H, J
H est la pression sous laquelle le fluide est formé , H, la force élastique qui lui reste après sa dilatation ( pendant laquelle la température est supposée constante), H' la pression qui a lieu contre la face extérieure du piston.
166. La valeur de l’expression précédente augmentera évidemment à mesure que Hi sera plus petite. La plus petite valeur qu’il soit possible de supposer à cette quantité étant H', on a simplement
ic A . H log. —
pour l’expression de la limite de la quantité d’action qu’il est possible d’ob- . tenir [ij.
[i] Le logarithme des formules précédentes est hyperbolique : si on le prend dans les tables ordinaires, il faut le multiplier par 3,5030.
UfS
167. Si l'on veut connaître la quantité d’action qui peut être donnée par un poids déterminé de fluide élastique , il suffit de mettre à la place de A . dans les formules précédentes . le volume correspondant h ce poids , sous la pression H, et à la température à laquelle le fluide est formé.
Pour l’air atmosphérique , par exemple, le mètre cube à 0“ sous la pression O”, 76, pèse 1‘" ,5. Par conséquent le volume occupé par un kilogramme d'air est alors 0m 0 , 7692. Donc supposant que la température actuelle de l’air soit V', et la pression atmosphérique H', le volume occupé par un kilogramme d’air, sera
Supposons qu’ayant enfermé cet air dans une capacité, on l'échauffe jusqu'à la température V, sans laisser augmenter son volume, ce qui lui fera prendre une force élastique H , donnée par l’expression
et qu’ensuiteon le laisse dilater, en le faisant agir sur un piston qui supporte sur sa face opposée la pression H', et en maintenant la température V. La quantité d’action obtenue de cette manière sera donnée par la formule du n" 164, en y faisant Hi= H', et en y substituant pour A et H les valeur^précédentes on aura donc
135«8kil- (()"■'■, 7<i!>2) (O™ ,70) 1(1-
■ 0,00375 V) log. 0,00375
pour la limite de la quantité d'action que l’on peut obtenir en agissant ainsi sur un kilogramme d’air. V' est la température à laquelle on prend cet air. et V la température à laquelle il est porté, et maintenu pendant sa dilatation.
168. Pour la valeur aqueuse, le mètre cube, à 100° sous la pression 0",76, pèse 0“'.59. Par conséquent, à la température V sous la pression H, le mètre cube pèsera
0fc,59. . ,
et un kilogramme de vapeur occupera un volume exprimé par 0,76 1 -4- 0,00375 . V
Supposons que l’on fasse passer un kilogramme d'eau liquide à l’état gazeux sous la pression H , la vapeur agissant contre un piston dont la face opposée supporte la pression H’; et qu'on laisse dilater cette vapeur, sa température étant maintenue constante, jusqu’à ce que sa force élastique soit réduite
à H . La formule du n° 166 donnera en remplaçant A par la valeur précédente ,
1350IP ( 1“ c-,7) ( 0"',70) log.—
pour la limite de la quantité d’action qui peut résulter de la production d’un kilogramme de vapeur. II et V doivent se correspondre dans la table du n° 153, H' correspond dans la même table à la température à laquelle se fait la condensation.
169. On a supposé dans les n°* 163 et suivants que le fluide élastique déplaçait un piston contenu dans un cylindre. Ce mode d’action n’est pas le seul qui puisse être employé.
Concevons la vapeur aqueuse formée au fond d’un vase contenant un fluide pesant; etque , en s’élevant dans ce fluide, elle s’engage dans les aubes d’une roue qui s’y trouve plongée, et à laquelle un mouvement de rotation sera imprimé. Nommons V la température du fluide :
n le poids du mètre cube de ce même fluide ;
K la hauteur verticale que la vapeur parcourt ayant de s’échapper dans l’atmosphère à la surface supérieure du fluide.
Lorsque la vapeur, en s’élevant dans le fluide, se trouvera à la profondeur r au-dessous de la surface supérieure, elle supportera la pression atmosphérique que nous désignerons par II', plus la pression duc à la hauteur z. Le volume occupé par un kilogramme de vapeur sera donc alors
R 1,373 ir h — 2
Doue, en s’élevant de la hauteur dz, un kilogramme de vapeur produira la quantité d’action
Cette expression étant intégrée depuis z = ç jusqu’à z = o, donnera pour la quantité d’action totale produite par le kilogramme de vapeur.
* { 1,7) (0.76) loB. Ç;
expression qui, abstraction faite du terme c qui pourra être négligé dans les
cas ordinaires des applications, revient à la formule du numéro précédent.
170. Concevons encore qu’on fosse écouler la vapeur par un petit orifice hors d'un vase qui serait repoussé en sens contraire par l’effet de la force de réaction. Désignant par II la pression sous laquelle la vapeur est formée, et qui a lieu dans le vase ; par H’ la pression qui a lieu dans le milieu où l’écoulement s’opère; la vitesse d’écoulement sera
\J 9*.og.-".
k désignant le rapport de la pression à la densité qui convient à la vapeur.
Soit UJla vitesse avec laquelle le vase se meut en sens contraire de l’écoulement du fluide : on aura
2 k log. U
ir
* pour la vitesse absolue avec laquelle la vapeur entre dans le milieu où l'écoulement s’opère. La quantité d’action transmise au vase étant égale à la moitié de la force vive qui peut être produite, moins la moitié de la force vive conservée par le fluide, on a donc ici
pour la quantité d’action transmise par l'effet de l’écoulement d'uu kilogramme de vapeur.
Le maximum de cette quantité aura lieu quand la vitesse U du vase sera égale à la vitesse d’écoulement de la vapeur, et sera
il H
— . k log. — .
Comme l’on a pour la vapeur aqueuse, p étant la densité
la formule précédente devient
*(1.7) (0.70) loi;. — .
expression conforme à celle du n" 168.
Il parait, d’après ce qui précède, que, de quelque manière qu’on fasse agir la vapeur, la limite de la quantité d’action que l’on peut obtenir est
représentée parla méine expression. On remarquera d’ailleurs que les vitesses de la vapeur s'écoulant dans l'air atmosphérique étant respectivement de
Ï40T” quand elle est produite tous la preuion de 1,18 almaepltères.
il serait nécessaire que le vase se mût avec une vitesse excessive pour que la quantité d’action qui est produite fût utilisée.
On doit remarquer encore que le calcul précédent suppose que le vase d’où la vapeur s’écoule se meut en ligne droite : si ce vase est mû circulairement, comme la force centrifuge augmente la vitesse d’écoulement du fluide, on n'obtiendrait plus alors le maximum d'effet qu'en donnant à ce vase une vitesse infinie.
QUANTITÉS d'action Qlll PEUVENT ETHK OBTENUES EN DALLANT LNE QUANTITÉ DONNÉE DE COMBUSTIBLE.
171. L’évaluation de ces quantités d’action s’obtiendra par le rapprochement des résultats présentés dans les articles précédents.
Considérons en premier lieu l’air atmosphérique, cl supposons qu’il soit pris k la température de 12”, et échaufféà celle de 500”. La formule du n° 167 donnera pour la quantité d’action obtenue en agissant sur un kilogramme d’air, en faisant v = 12”, V=500",
15568 ( 0,7G92) (0,70 ) 2,875 log. 1,83 I = 8566*X*
l)’un autre cûté, la formule du n" 159, en y faisant h = 0“,7t>, et v = 12* ou V=500”, donnera {tour la quantité de chaleur contenue dans un kilogramme d’air à ces deux températures, en sus de celle qui y serait contenue k 0” sous la même pression.
en sorte que la dépense de chaleur sera de 150”, 5.
On aura donc
pour la quantité d’action obtenue par degré de chaleur dépensée.
Comme, d’après le n” 150, un kilogramme de charbon de terre peut donner 7000” de chaleur, il s’ensuit que la quantité d’action obtenue par kilogramme de charbon brûlé est ici 462000 k * m environ.
172. Considérons en second lieu la vapeur aqueuse, et supposons qu’elle
soit produite à 182° sous la pression de 10 atmosphères, et condensée à 12° sous la pression de 0",01Ü7. En faisant dans la formule du n° 168 H=7“.6, H' = 0“,0107, V = 182°, on aura pour la quantité d’action obtenue par kilogramme de vapeur formée ,
13508 (1,7) (0,76) log. = 140870" X".
D’après le n° 161, la quantité de chaleur dépensée par kilogramme de vapeur, en supposant l’eau prise à 12°, sera
On aura donc
pour la quantité d’action obtenue par degré de chaleur dépensée.
La quantité d’action obtenue par kilogramme de charbon brûlé sera 1372000* x - . Ce résultat peut être regardé comme la limite théorique de l’efFet qu’il est possible d’obtenir dans les machines à vapeur actuellement employées, 0(1 la pression sous laquelle la vapeur est formée ne dépasse guère 10 atmosphères.
173. En désignant toujours par V et V' les températures auxquelles la vapeur est formée et condensée, et adoptant la seconde des formules indiquées n° 153, on aurait
Il 0, 2847 -+-0,0071 55. V
log. -- = 5 log
Mettant cette valeur dans la formule du n° 168, et adoptant également l’expression du n° 161, il viendra
13568 ( 1,7) (0.76 ) . 5 log.
pour l’expression de la quantité d’action qui peut être obtenue par chaque degré de chaleur employé à former la vapeur.
Supposons, comme ci-dessus, V' = 12”; le facteur variable de cette expression devient
(1 -4-0,00375 . V) log.
En y faisant successivement
, V = 100”, ce fadeur croîtra comme les nombres 110
SS
= r.oo
Ainsi, en formant la vapeur à 200° sons la pression de 15 atmosphères, l’effet maximum dû à l’emploi d’une quantité déterminée de chaleur surpasse seulement de j environ l’effet maximum correspondant au cas où la vapeur est forméeà 100” sous la pression d’une atmosphère. Pour obtenir le double de ce dernier effet, il faudrait former la vapeur à une température plus élevée que 500°, sous une pression plus grande que 85 atmosphères. On conclut de ces résultats qu’il doit y avoir très-peu d’avantage à produire la vapeur sous de très-fortes pressions, quant à l’économie de combustible.
174. Il est essentiel de remarquer d’ailleurs que la valeur de l’expression précédente croissant indéfiniment avec V, on en conclurait que le maximum théorique de la quantité d'action qui peut résulter de l’emploi d’une quantité déterminée de chaleur n'a pas de limite. On ne doit point compter sur l’exactitude de cette conséquence, parce qu’elle est fondée sur des expressions analytiques qui ne peuvent être regardées que comme des formules empiriques, et qui, selon toute apparence, n’expriment pas le? véritables lois des phénomènes. Mais lors même que la proposition dont il s’agit serait admise, il ne s’ensuivrait pas qu’en produisant la vapeur sous une pression de plus en plus forte, on obtiendrait une quantité d’action de plus en plus grande par la consommation d’une quantité donnée de combustible. En effet, outre qu’en élevant la température des appareils on augmente les pertes de chaleur que nous ne considérons pas ici ; comme la quantité de chaleur, qui dans un temps donné, passe du foyer dans le vase où la vapeur se forme, dépend de l’excès de la température du corps en combustion sur la température de ce vase, on diminue nécessairement, en élevant cette température, la proportion de la chaleur produite qui peut être utilisée. Ainsi le rapport de la quantité d'action obtenue à la quantité de combustible consommé doit nécessairement présenter un maximum correspondant à une valeur déterminée de V, au delà de laquelle il n'y aurait que du désavantage à élever la température de la formation de la vapeur.
isDictTioa scrciscTE des piixcipalis maints » umi qui ort été employées JLSQl’» PIIËSEKT.
175. Première « machines de Sarery, (Fig. 61). Ces machines, exécutées dans les dernières années du dix-septième siècle, ne servaient qu’à élever de l’eau. La vapeur, produite en B, élevait l’eau dans le tuyau A, par suite de la pression exercée en S. Le robinet C étant ensuite fermé , la vapeur était condensée en S par l’effet d’un jet d’eau froide provenant du réservoir E. La pression atmosphérique élevait alors l’eau du réservoir inférieur en S par le tuyau D. On ne pouvait élever l’eau par le moyen de cet appareil qu’à 12“ de hauteur environ. Les robinets se manœuvraient à la main.
176. Machines atmosphériques , ou secondes machines de Savcry, mais
don( d’invention est attribuée à Newtonien. Elles ont été exécutées en 1705. Le piston P (Fig. 62), se meut dans le cylindre C, qui est ouvert par le haut. La vapeur est formée en fi. Le robinet O étant fermé, et le robinet à vapeur p ouvert, la vapeur afflue sous le cylindre et détruit l'effet de la pression atmosphérique qui s’exerce sur sa face supérieure. Le contre-poids I fait alors monter ce piston. Le piston P étant parvenu au haut de sa course, on ferme le robinet à vapeur p. et l’on ouvre le robinet O, ce qui permet à un jet d’eau froide de jaillir dans le cylindre C, et condense la vapeur. La pression atmosphérique fait alors descendre le piston P en soulevant le contre-poids I. L'air et la vapeur contenus dans le cylindre C sortent pendant la descente du pistou par le tuyau r, dont l’extrémité est garnie d’une soupape. L'eau de condensation s'échappe par le tuyau q , dont l'extrémité est également garnie d’un clapet. La tige H porte le piston des pompes d’épuisement que la machine fait travailler. La tige R fait mouvoir une petite pompe foulante qui élève dans la bêche L l'eau qui doit servir à la condensation de la vapeur.
On faisait d'abord mouvoir les robinets à la main : mais on a ensuite adapté à l’appareil un régulateur. Celte machine ne peut que soulever un poids, et le laisser retomber alternativement, et par conséquent, n'était employée qu’à faire mouvoir des pompes. La condensation opérée dans le cylindre même, y causait un refroidissement considérable.
Pour le calcul approché de ces machiues, on remarque qu’aucun effet n’est produit pendant que le piston monte, le contre-poids I étant réglé de manière à ce que les frottements soient simplement détruits pendant ce mouvement. Quand le piston descend, sa face supérieure supporte la pression d’une atmosphère, mais cette force est en jiartie détruite par plusieurs résistances, qui sont évaluées de la manière suivante ( Traité des machines à vapeur, par Th. Tredgold) :
1° Force élastique de la \apeur non condensée, dont la température est ordinairement de 70°. . . . ü.ôôü atmosphère.
2° Effort nécessaire pour chasser cette vapeur et l’air
dégagé de l’eau de condensation 0,007
5“ Frottement du piston 0,050
4° Jeu des soupapes, frottement des axes, élévation de l’eau de condensation 0,095
Il ne reste donc pour la force transmise à la tige du piston que 0,52 atmosphère', ou 0k" 536 par centimètre quarré du piston. La vitesse du piston est de 1'" à lm,5 par seconde. La longueur de la course est le double du diamètre.
La consommation du charbon est de 6 à 7kl1- par heure pour la force d’un cheval, évaluée à 75kX“* par seconde.
177. Premières machines de IValt, dites à simple effet (Fit;. 63). La patente est de 1769. La disposition générale est la même que la précédente, mais l'action de l’atmosphère est supprimée. Quand le piston P descend, la tige auxiliaire a étant soulevée, la vapeur, qui arrive de la chaudière par le tuyau B, agit sur la face supérieure de ce piston- dont la face inférieure est mise en communication avec l’espace D où s’opère la condensation. Quand le piston P s’élève, la lige a étant abaissée, la communication avec la chaudière et avec l’espace D n'a plus lieu, mais la vapeur peut passer librement du dessus au dessous du piston P dont les deux faces sont également pressées. L’eau qui opère en D la condensation , est donnée par un robinet mù par la poignée r. La tige £ fait marcher une pompe qui évacue l’eau de condensation et l’air qui s’en dégage.
Dans ces machines, comme dans les précédentes, aucun effet n’est produit quand le piston monte, le contre poids surmontant les frottements, et produisant l'effort nécessaire pour faire passer la vapeur du dessous au dessus du piston P. Quand le piston descend, la force transmise à la tige A est estimée comme il suit. Désignant par 1 la force qui serait calculée d'après la tension
de la vapeur dans la chaudière, il faut en retrancher
Pour le mouvement de la vapeur dans les conduits 0.007
refroidissement dans les conduits et le cylindre 0.038
frottement du piston et fuites 0.050
expulsion de la vapeur hors du cylindre 0,007
jeu des soupapes, frottement des axes, élévation de l’eau d'injection, jeu de la pompe à air 0,200
perte d'effet due à ce que la vapeur est interceptée avant la fin de la course 0,098
Il reste les 0,6 de la force dont il s'agit, dont il faut retrancher encore la force élastique de la vapeur condensée. La vapeur est ordinairement produite dans la chaudière sous la pression de 0“, 9 correspondante à la température de 105°, et condensée à 50° sous la pression de 0m, 1. La force dont on dispose est donc 0,6 x 0,9 — 0, 1 =0“, 44, ce qui répond à un effort de0kll 60 par centimètre quarré du piston. La vitesse du piston est comprise dans les limites indiquées ci-dessus.
La consommation de charbon est d’environ 5kl1- par heure pour la force d'un cheval, ce qui revient à 54000kXm par kilogramme de charbon brûlé.
Pour faire produire un mouvement de rotation aux machines dont on vient de parler, on a d’abord élevé de l'eau que l’on faisait tomber sur une roue
à augets. On a ensuite articulé à l’extrémité du balancier une tige ou bielle agissant sur un volant, soit par une simple manivelle (Fig. 64), soit par la roue planétaire ou mouette ( Fig. 65 ). Mais comme la vapeur n’agissait sur le piston que pendant sa descente, il fallait alors, pour régulariser l’action exercée sur le volant, placer à l’extrémité du balancier un contre-poids égal à la moitié de la force avec laquelle le piston était poussé.
178. Secondes machines de tf^alt, dites à double effet. Le principal objet de cette nouvelle disposition était la suppression du contre-poids : il était nécessaire pour cela : 1° que la vapeur fut condensée alternativement en dessus et en dessous du piston ; 2° qu'en montant le piston pût pousser l’extrémité du balancier au moyen d’une verge rigide , qui se maintint toujours exactement verticale.
Pour remplir le premier objet, pendant la descente de la tige A et du piston P (Fig. 66), la tige auxiliaire a étant soulevée, la vapeur, qui afflue de la chaudière par l’orifice B , agit sur la face supérieure de ce piston . tandis que la face inférieure est mise en communication par le tuyau D avec la capacité où s’opère la condensation. Pendant la montée du piston P au contraire (Fig. 67) , la tige a étant abaissée, la face inférieure de ce piston est mise en communication avec la chaudière, et la face supérieure avec la capacité où s'opère la condensation. On remarquera d’ailleurs qu’en agissant ou en élevant en partie la tige a avant la fin de la course du piston, on peut interrompre l’afflux de la vapeur sur une de ses faces sans que la condensation cesse sur l’autre face : alors la vapeur agit avec détente.
Après avoir essayé divers procédés, le second objet a été rempli parVVatl au moyen du parallélogramme , combinaison de verges unies par des articulations, et telle que l’extrémité supérieure de la tige du piston, en conduisant le balancier, décrit une courbe très-peu différente d'une ligne droite (Fig. 68).
Dans cette machine, la vapeur agit également quand le piston monte et quand il descend. La force élastique de la vapeur dans la chaudière étant représentée par l’unité, l'effet des résistances est évalué comme il suit:
Pour le mouvement de la vapeur dans les conduits 0,007
refroidissement dans les conduits et le cylindre 0,016
frottement du piston et fuites 0,125
expulsion de la vapeur hors du cylindre 0.007
jeu des soupapes, frottement des axes, élévation de l'eau d'injection, jeu delà pompe à air 0,1 15
la perte d’effet due il ce que la vapeur est interceptée avant la fin de la course 0.100
II reste les 0.632 de la force de la vapeur produite, dont il faut retrancher, comme ci-dessus, celle qui reste à la vapeur condensée. La vapeur étant ordinairement produite et condensée aux températures indiquées dans le numéro précédent, la force dont on dispose est 0",9 x 0,632 — 0",1 = 0"47, ce qui répond à un effort de 0kl1 63 par centimètre quarré du piston. La vitesse du piston est telle qu’on l'a indiquée ci-dessus.
La consommation de charbon est évaluée de 4 à 5kl1- par heure pour la force d’un cheval, ce qui revient de 54000 à fiS000k x ,D par kilogramme de charbon brûlé. On suppose que la vapeur agisse sans détente. La consommation de combustible est d’autant plus grande que les machines sont plus faibles.
179. Les machines dont on vient de parler sont généralement employées et désignées sous le nom de machines à basse pression. La principale modification qui ait été apportée au mécanisme, depuis Watt, consiste dans la suppression du balancier, disposition qui n'est applicable qu’à des machines -d’une force médiocre. On profite, aussi quelquefois de la détente de la vapeur, en interceptant la communication avec la chaudière avant que le piston n'ait achevé sa course. Pour calculer alors la force de la machine, on remarque que la vapeur doit toujours conserver une force suffisante pour surmonter les résistances, et la tension de la vapeur condensée. Par conséquent, dans la formule du n° 165, H désignant la tension de la vapeur formée dans la chaudière, et la tension conservée par la vapeur après la condensation étant de 0m, 1, on devra supposer H' = 0, 368. H -+- 0'", 1. Désignant d’ailleurs paf
— la fraction de la course du piston pendant laquelle on fait affluer la vais »
peur, d’où H =n H„ cette formule deviendra ,
r A H I log. n + 1 . «J.
dans laquelle A représente le volume de la vapeur produite, c’est-à-dire la
portion — du volume total du cylindre. La quantité d’action obtenue est
donc la même qui aurait lieu si le piston était poussé pendant toute la durée de sa course avec une force duc à la hauteur de mercure
log. « -t- I . «J,
formule qui représente par conséquent la pression moyenne avec laquelle le
piston est poussé. Le cas le plus avantageux a lieu quand n= ;
pt alors la pression moyenne est duc à la hauteur [1] n H log. n.
En multipliant cette hauteur par 1,3568, on aura la pression moyenne en kilogrammes sur chaque centimètre du piston.
Lorsque l'on emploie ainsi la détente de la vapeur, on obtient une économie de combustible à peu près proportionnelle à la portion de vapeur qui est épargnée. En supposant comme ci-dessus que la tension H de la vapeur dans la chaudière est 0“,9, on trouve que cette économie peut être de moitié.
180. Machines à haute pression. Il y en a deux espèces principales. Les unes présentent une disposition semblable à celles des machines décrites n* 178, et n’en diffèrent que par la pression sous laquelle la vapeur est produite. pression que l’on a portée jusqu’à 7 et même jusqu'à 10 atmosphères : on utilise ordinairement la détente de la vapeur. La pression moyenne sur le piston peut être calculée de la manière indiquée dans le uuméro précédent. Dans quelques-unes de ces machines, et particulièrement dans celles qui font mouvoir les chariots sur les chemins de fer. on ne condense pas la vapeur qui se perd dans l’atmosphère. Les résultats précédents peuvent encore être appliqués, en substituant la pression atmosphérique à la tension de 0°*, 1 supposée conservée par la vapeur après la condensation. La perte d’effet qui en résulte est en partie compensée par la suppression de la pompe qui élève l'eau d’injection, et de la pompe à air.
_ 181 . Dans les autres machines à haute pression, dites machines de Woolf, la vapeur agit dans deux cylindres et sur deux pistons de diamètres differents. La tige auxiliaire a porte, comme dans le cas du n” 178, une soupape à tiroir, et de plus deux pistons pp (Fig. 69). Pendant la descente des deux pistons P, P’, qui conduisent ensemble le balancier, la tige a étant soulevée, la vapeur affluant de la chaudière en B agit sur la face supérieure du petit piston P. En même temps, la vapeur qui avait rempli le petit cylindre C, passe dans le grand cylindre C', où elle agit sur la face supérieure du grand piston P', tandis que la vapeur qui est au-dessous de ce même piston, va à la condensation par l’orifice D. Au contraire, pendant la montée des deux pistons P, P', la tige a étant abaissée, la vapeur afflue de B contre la face inférieure du petit piston P, tandis que celle qui avait rempli le petit cylindre passe dans la partie inférieure du grand cylindre, et que la vapeur qui était au-dessus du piston P’ va à la condensation par l’orifice E. On voit donc que la vapeur agit constamment avec toute sa force contre une des faces du petit piston, tandis qu'une des faces du grand communique constamment avec l’espace où s'opère la condensation. Les faces
[i] En prenant le logarithme dans les tables ordinaires, on doit écrire: n H ( 2,305) log. n
opposées de ees pistons supportent des pressions variables à mesure que l'expansion de la vapeur s’opère.
L'effet des résistances est estimé dans ces machines les 0,52 de la tension de la vapeur dans la chaudière. Supposant toujours que la tension de la vapeur après la condensation soit de O",!, on aura
pour le rapport convenable entre la capacité du Grand et du petit cylindre. La force de la machine se calculera en faisant abstraction du grand piston, et supposant la pression moyenne exercée sur le petit piston due à la hauteur
Il log. n.
Les machines dont il s’agit ne sont pas considérées comme étant plus avantageuses que les précédentes. On admet que dans les machines à haute pression la consommation est environ 2kl,-,5 à 3kn- par heure et par force de cheval; ce qui revient de 90000 a 1 1 5000* * ” par kilogramme de charbon brûlé. L'économie que ces machines présentent sur les machines à basse pression parait provenir en grande partie d’une meilleure disposition des chaudières et surtout de ce que l’on fait détendre la vapeur. Le résultat précédent ne convient d'ailleurs qu’aux machines fixes. La consommation pour les machines des bateaux et surtout pour celles des chariots est plus que double, à quantité d'action égale.
TITRE XVIII
I)K8 MACHINES A ÉLEVER 0E l'eAU, OOXT I.E MOTEUR EST l'NE CHUTE n’EAU.
182. Considérons une chute d'eau, et supposons qu’on veut employer la quantité d'action qu’elle produit à élever une partie de ce fluide; on peut distinguer deux cas, 1° celui où le volume d’eau fourni par lachuteétant peu considérable , on en voudrait élever la plus grande portion qu’il serait possible ; 2° celui ou le volume d’eau fourni par la chute est beaucoup plus grand que celui qu’on veut élever.
En admettant que l’on se trouve dans le premier cas, on peut demander s’il est plus avantageux de prendre l’eau élevée dans le bief supérieur, ce qui diminue la hauteur à laquelle il faudra l'élever; ou dans le bief inférieur, ce qui augmente le volume d’eau qui peut agir sur la machine. Pour répondre à cette question, nommant
LEÇONS SUR 1/ APPLICATION H la hauteur de la chute;
H' la hauteur à laquelle on veut élever l’eau, comptée du niveau du bief supérieur ;
£ le volume de l’eau fournie par la chute dans une unité de temps;
E' le volume de l’eau que l’on veut élever dans l’unité de temps ;
9 le rapport entre l'effet utile produit par la machine qu’on emploie, et la quantité d'action fournie par l’eau servant de moteur.
On aura, si l’on prend l’eau dans le bief supérieur,
E’H'=?(E — E')H,ci'où E' = <? ;
et si on la prend dans le bief inférieur,
E il
E'(II + H') = ç . e n, d’où E' = 9 .
Il -+■ U'
ç étant toujours <1, la dernière valeur est plus petite que la première, et par conséquent il vaut mieux prendre l’eau dans un bief supérieur.
Lorsque la quantité d’eau est surabondante, il est évident que la même disposition doit être adoptée.
MACHINE DE SCIIEXNITZ ( FIG
185. L’action de la chute d’eau est employée dans cette machine à comprimer de l’air, et l’excès de force élastique résultant de cette compression produit l’élévation de l’eau. C’est l'appareil connu sous le nom de fontaine de Héron , appliqué en grand, de manière que le jeu puisse s’en renouveler.
R est le bief supérieur qui fournit l’eau à la machine, R' le réservoir dans lequel on veut élever de l’eau, C une capacité fermée, placée au bas de la chute, C' une autre capacité fermée, placée au niveau du réservoir supérieur. Ces deux capacités communiquent entre elles par un tube , et avec les réservoirs R, R' par les tuyaux indiqués sur la figure et susceptibles d’étre fermés par les robinets m, n, p, q.
Les robinets m, q, étant fermés, et les robinets p, n, n' ouverts, la capacité C se vide entièrement, et la capacité C' s’emplit jusqu’au niveau A a du bief supérieur. Fermant les robinets p, n, n', et ouvrant les robinets m, q, la capacité C s'emplira d’eau comme la figure l’indique. A mesure qu’elle s’emplira, l'air contenu dans cette capacité se comprimant, fera monter en R' l’eau contenue en C'. La capacité C étant remplie, on fermera les robinets m , q; on ouvrira les robinets p, n, n', et le même jeu recommencera. Nommons
H la hauteur de la chute, comptée du niveau A au fond de la capacité C ;
H' la hauteur à laquelle l’eau est élevée, comptée du niveau A au niveau a ;
ü, O', les aires des sections horizontales des capacités C. C' supposées prismatiques;
h, h' les hauteurs sur lesquelles ces capacités s'emplissent et se vident à chaque oscillation ;
la hauteur de la colonne d’eau qui fait équilibre à la pression atmosphérique, égale à 10“,3.
Supposant que les capacités C, C' n’ont que les hauteurs h, h" ; négligeant le volume de l’air contenu dans le tuyau qui établit la communication entre ces capacités; considérant l’instant où C est remplie d’air, C' remplie d’eau, et où l’on vient de fermer le robinet n : on aura O. h pour le volume d’air renfermé dans la machine et soumis à la pression Considérant ensuite l'instant où C a été remplie d’eau et C' vidée, on aura a' h' pour le volume auquel aura été réduit l’air enfermé dans la machine. La pression de cet air ah
sera donc devenue v . Mais celte pression doit faire équilibre en C' à la
il' h'
colonne d'eau n ■+■ H' h'. On a donc la relation
= ti + H' + A', d OÙ û'A/ = u .
Le rapport de l’effet produit par la machine à la quantité d’action dépensée est donc
184. Pour rendre ce rapport le plus grand possible , il faut d’abord poser h' = o. Il devient alors
<!!■+• H') Il
Sa valeur augmente avec H'. Mais comme la pression de l’air enfermé, qui fait équilibre en C' à la colonne *-+• H' h', doit faire équilibre enC à une colonne égale au plus à ti -+- H — h , on ne peut pas prendre H' A' > H — A , ou H' > H — A — A'.
Ainsi, pour obtenir le plus grand effet , il faudra poser encore h =o et faire H' = H. Le rapport devient alors
Il est le plus grand possible quand H =o, et égal à l’unité. Il résulte de ce qui précède, 1“que la hauteur à laquelle on élève l’eau ne peut surpasser la hauteur de la chute, moins la somme des hauteurs des deux capacités ; 2°que pour obtenir le plus grand effet, il faut faire la hauteur des deux capacités infiniment petite, et la hauteur à laquelle on élève l’eau égale à celle de la chute; 3" que l’effet obtenu de cette manière est d’autant plus grand que la hauteur de la chute est plus petite, et serait égal à la quantité d’action dépensée si celte hauteur était infiniment petite.
:iOi LEÇONS SUR L'APPLICATION
185. Lorsqu’on veut élever l'eau à une hauteur plus grande que celle de. la chute en employant le même appareil, on peut l’élever par reprises. Les robinets », p,p', p" (Fig. 71), ayant été fermés, l'affluence de l’eau dans la capacité C, oblige l’eau contenue dans la capacité C’, C", C"’, à s'élever dans les réservoirs situés respectivement au-dessus de chacune de ces capacités. Ouvrant ensuite ces robinets, et fermant les robinets m, q, q', <jr", la capacité C se vide d’eau, tandis que les autres capacités s’emplissent, et le même jeu recommence.
L'appareil qui vient d'étre indiqué est décrit dans les ouvrages anglais sous le nom de Darwin. La machine, telle que l’indique le n° 184, a été exécutée pour la première fois par Hoêll, à Schemnitz, en 1775. Il parait qu’il y a quelque erreur dans le résultat annoncé relativement au produit de cette machine. Les robinets sont ouverts et fermés par les ouvriers. On a proposé un régulateur dont on peut voir la description dans le Traité de M. Hachette.
MACHINE DE DETROrV ILLE (FIG. 72).
186. Cette machine est analogue à la précédente : mais elle en diffère en ce que l’action de la chute d’eau s'exerce par l’intermédiaire d’un volume d'air dilaté. C, C', sont deux capacités fermées , communiquant par un tuyau ; R est le bief supérieur, fournissant l’eau : R' le réservoir dans lequel l’eau doit être élevée. Supposons l’appareil dans l’état indiqué par la figure, les robinets », p fermés, les robinets m, q ouverts ; la capacité C remplie d’eau fournie par la source, la capacité C' occupée par l’air atmosphérique. On fermera les robinets m, q, et l’on ouvrira les robinets », p. L’eau contenue en C s’écoulera en », et l’air contenu en C' passera en C en se dilatant. La pression atmosphérique agissant sur R fera monter de l’eau en C' par p. L’eau cessera de sortir de C et d’entrer en C' quand les distances du niveau A aux deux niveaux de l’eau dans les deux capacités seront égales entre elles, et à la différence entre les hauteurs des deux colonnes d’eau qui représentent respectivement la pression atmosphérique et la force élastique conservée par l’air enfermé dans l’appareil. Pour que l'eau parvienne en C’ il faut que la hauteur du fond de cette capacité au-dessus de A soit moindre que celle de la colonne d’eau qui représente la pression atmosphérique. L’eau ne peut d'ailleurs monter en C' au-dessus de A à une hauteur qui surpasse la hauteur de la chute. Quand la capacité C’ sera remplie, on fermera les robinets p, », et ouvrant les robinets m, q, la capacité C' se videra en R', et la capacité C ■■'emplira de nouveau.
Soient nommées
H la hauteur de la chute, comptée du niveau A au fond de la capacité C:
H'ia hauteur à laquelle on élève l’eau, comptée du niveau A au niveau A' du réservoir supérieur;
fl. fl' les sections horizontales des deux capacités C, C' ;
A, A' les hauteurs dont le niveau de l'eau varie dans ces capacités à chaque oscillation ;
» la hauteur de la colonne d'eau qui fait équilibre à la pression atmosphérique = 10", 3:
faisant abstraction de l’air contenu dans les tuyaux de communication, et audessus de l'eau dans C, quand cette capacité vient d'étre remplie , on a fl' A' pour le volume de l’air enfermé. Quand C sera vidé, la force élastique de cet air sera b — ( H' -+- A'), et par conséquent son volume sera devenu
tP A'
Mais alors il est sorti le volume d’eau UA, et il est entré le volume Q' A'.
Donc û A est le volume qu’a pris l’air dilaté, et on a la relation
B — (U' -4- AO
Le rapport de l’effet utile à la quantité d’action dépensée est donc
fl' A'. H' (n -H' — A') H’
QA.n n H
187. Pour rendre ce rapport le plus grand possible, il faut d’abord supposer A' = «, ce qui donne
faisant ensuite varier H', la valeur correspondante au maximum sera H'=7b; et comme H' ne peut surpasser H , celte valeur s’appliquera aux cas où H sera >;b. La valeur maximum du rapport de l’effet utile à la quantité d’action dépensée sera pour les cas dont il s’agit
4 il
Il sera d’autant plus grand que H sera plus petite, et par conséquent sa limite correspondra à H=ia, et sera j.
Dans les cas où H sera <;«on aura le maximum d’etfet en faisant H' le pins grand possible ou = H. La valeur du rapport deviendra •
b -il
elle sera d’autant plus grande que H sera plus petite, et égale à l’unité si H est infiniment petite. On conclut de ce qui précède
soi LEÇONS sua L’APPLICATION
1“ Qu’en général l'effet que peut produire la machine est d’autant plus grand que la hauteur de la chute est plus petite;
2° Que dans le cas où la hauteur de la chute surpasse 5m,15, il faut pour obtenir le plus d’effet, que l’eau soit élevée à 5", 15, et que la limite de cet effet est la moitié de la quantité d’action dépensée;
3- Que dans le cas où la hauteur de la chute est entre 5”, 15 et zéro, il faut pour obtenir le plus d’effet, que la hauteur à laquelle on élève l’eau soit égale à celle de la chute, et que la limite de cet effet est la quantité d’action dépensée.
Si l’on voulait élever l'eau à une hauteur plus grande que 10™, 3, ou plus grande que la hauteur de la chute, il faudrait l’élever par reprises au moyen d’un appareil analogue à celui qui est indiqué n“ 185.
(Cette machine a été proposée en 1790, par Detrouville, et elle a été l’objet d’un rapport de l’Académie des sciences , rédigé par Meunier. On ne l’a jamais exécutée en grand. La difficulté d’empêcher l’air atmosphérique de pénétrer dans les capacités , et l’effet de l’air qui se dégage de l’eau lorsque la pression à laquelle elle est soumise diminue, contribue à en rendre l'emploi peu avantageux.)
(M. Manoury Dectot a présenté en 1812 et 1813, diverses machines à élever l’eau, conçues sur les mêmes principes que les précédentes. Ces machines offraient cette circonstance remarquable que les robinets ou soupapes étaient supprimés , en sorte que les nouveaux appareils n’avaient aucunes parties mobiles , les alternatives d’affluence et d’écoulement de l’eau dans les capacités s’opéraient par un jeu de siphons. Le plus remarquable de ces appareils était celui que l'auteur avait nommé Ilydrèole, où l'élévation de l’eau était produite par l’air condensé qui, se mêlant avec une colonne d'eau, la rendait spécifiquement plus légère. On n’a point publié la description de ces machines, dont les modèles sont au Conservatoire des arts et métiers.)
DtLlEX HYDiUCLIQlJE (NG.73).
188. L’action de la chute imprime dans cette machine à une masse d'eau une quantité de force vive, qui est employée à produire l’élévation d’une partie de cette eau. A et A’ indiquent les niveaux des réservoirs supérieur et inférieur. L’eau amenée par le tuyau B s’écoule d’abord par la soupape m, qui ayant une pesanteur spécifique plus grande que ccjle de l’eau, se tient naturellement ouverte. Lorsque l'eaua acquis une certaine vitesse, cette soupape supporte sur sa face inférieure une pression qui la soulève et ferme brusquement l’orifice. A cet instant l’eau exerce une grande pression contre les parois du tuyau, fait ouvrir le clapet n, et pénètre dans la cloche C, qui contient un réservoir d’air. Lorsque l’eau contenue dans le tuyau B, a perdu de cette
manière le mouvement qu’elle avait acquis, le clapet n se referme, la Soupape m s’ouvre d’elle-mêmc, et le même jeu recommence. L’eau qui a passé par le clapet n s’élève dans le tuyau D. L’air contenu dans la capacité C serait bientôt entraîné par le mouvement de l’eau s’il n’était pas renouvelé au moyen de la petite soupape p, qui s’ouvre d’elle-mémc à l’instant de la diminution de pression intérieure qui suit immédiatement le coup du bélier. La durée des pulsations est d'environ une seconde.
Le jeu du bélier hydraulique peut être soumis au calcul de la manière suivante :
Considérons un vase où l’eau est entretenue constamment au niveau A (Fig. 74), et dont elle peut s'écouler dans l’air atmosphérique par un petit orifice C établi dans la paroi d'un tuyau adapté à ce vase. Admettons de plus qu'il y ait très-près de l’orifice C un autre orifice C’ qui s'ouvre dans une capacité communiquant avec un réservoir plus élevé où l’eau est constamment entretenue au niveau A’, en sorte que l’eau ou l’air contenu dans cette capacité supportera constamment la pression atmosphérique, plus la pression d’une colonne d'eau dont la hauteur est la différence de niveau de A’ sur C\ Nommons.
H la hauteur du niveau A sur l’orifice C, ou la hauteur de la chute;
H' la hauteur du niveau A’ sur le niveau A, ou la hauteur à laquelle l’eau doit être élevée ; fi, fi’ les airs des orifices C, C.
Supposons en premier lieu l’orifice C’ fermé et l’orifice C ouvert : le mouvement du fluide sera donné par l’équation (8) du n” 30 de la deuxième partie du Résumé des leçons de mécanique appliquée , page 548, dans laquelle
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on doit faire P=F et c=H. En négligeant dans cette équation le terme -,
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Intégrant de manière que l’on ait U = o quand < = o, on trouvera comme dans le n” 28 de la 2* partie du Résumé ,
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Supposons en second lieu l’orifice C fermé et l’orifice C' ouvert : le mouvement du fluide sera donné par la même équation, dans laquelle on fera C = H, P" =P-+- ?g (H-v-H'), ü=a'. Cette équation deviendra donc ici
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Intégrant de manière que l’on ait U = U, quand t = o, on trouvera, comme dans le n" 26 de la 2e partie du Résumé,
et
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tang.
en sorte que la vitesse du fluide deviendra nulle au bout du temps
t = — arc j i
lang. —— s 1/2?
Cela posé, 1” admettons que les orifices étant fermés et le fluide en repos, on ouvre subitement l’orifice ü pendant un temps a. A la fin de ce temps la vitesse du fluide à cet orifice sera devenue
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et il se sera écoulé un volume de fluide exprimé par
ü u t . Il .
ou, en ayant égard à la première des valeurs précédentes de d t, par
intégrale dont la valeur est
UJ s log.
Substituant dans celte formule pour U' l’expression précédente, elle devient
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A moins que le temps « ne soit qu’une fraction très-petite d’une seconde, la
ej/ 2ÿH
quantité e sera très-petite : on pourra alors prendre simplement
SUt/iÿH - U1 N log. 4 ,
pour l’expression de volume de fluide qui s’est écoulé par l’orifice ü pendant le temps «.
2° Admettons que, à l’instant où l’orifice U vient d’être fermé, et où le fluide avait prisàcet orifice la vitesse U', l’orificea' vienne à être ouvert. Le fluide prendra immédiatement à cet orifice une vitesse qui sera le résultat du mouvement acquis par le fluide contenu dans le vase, mouvement qui ne peut changer inslan-
tanément,- c’est-à-dire, la vitesse U'. Le volume de fluide qui serait défi'
pensé à cet orifice pendant un temps s’ sera d'ailleurs exprimé par
dt . U;
ou. en ayant égard à la seconde des deux valeurs précédentes d e dt, a
/Vd u
la limite supérieure de l'intégrale étant in valeur de 1 qui répond ht—»'. Si l'on veut donc avoir le volume de fluide qui franchira l’orifice fi’ depuis l'in-
stant où il est ouvert jusqu’à celui où la vitesse devient nulle, c’est-à-dire le plus grand volume de fluide qui puisse passer par cet orifice en vertu du mouvement qui avait été acquis par le fluide, il faut prendre la valeur de l’intégrale
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la limite U, étant = — U'. Cette valeur est
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formule dans laquelle on doit mettre pour U' la valeur qui a été donnée précédemment, et qui devient alors
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Si le temps 8 a été suffisant pour que la vitesse U' ne diffère pas sensiblement
de sa limite V î g H, on a simplement
HUM
0'» N' log. ( 1 h
pour l’expression du volume de fluide qui a passé par l’orifice û' depuis l’instant où il a été ouvert jusqu’à celui où la vitesse du fluide est devenue nulle.
189. En appliquant le calcul précédent au jeu du bélier hydraulique, on voit que le rapport de l’effet utile à la quantité d’action dépensée est ici
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La valeur de ce rapport dépendra principalement du temps e pendant lequel
l’orifice u sera ouvert : lorsque ce temps est extrêmement petit, le rapport
. dont il s’agit se réduit à — . Les quantités N, N' diffèrent généralement fort N
peu l’une de l’autre, et l’analyse précédente suppose même qu’elles sont sénat)'
siblcment égales ; car il ne serait pas permis sans cela de prendre — pour la
vitesse initiale du fluide à l’orifice a' : c’est par cette raison que l’on a supposé plus haut l’orifice ü' placé très-près de l’orifice û. Ainsi dans le bélier hydraulique, l’effet utile a pour limite la quantité d’action dépensée, et en approche d’autant plus que le temps de l’ouverture de l’orifice d’écoulement est plus petit.
Quelque petit que l’on s’efforce de faire ce temps , il sera toujours assez grand pour que la valeur de l’expression précédente diffère très- peu de
/ HflM
log. ( 1 M )
H'ü<rjî< \ n'ü'V
log. 4
Cette expression indique que l’appareil est plus avantageux pour de petites chutes. La chute étant donnée, le maximum d’effet répondra au maximum de la fonction.
H' ü' 3 log.
ÏQ>
et ce maximum a lieu pour la valeur de IL a'3 donnée par l’équation
ce qui peut servir à déterminer la grandeur de l’orifice U qui convient à une valeur donnée de la hauteur H' à laquelle l’eau est élevée. Toutes choses égales d’ailleurs , l’effet utile diminue à mesure que H' augmente à partir de la valeur qui satisfait à l’équation précédente. Si U' était infiniment grande , le rapport de l’effet utile à la quantité d’action dépensée deviendrait à fort peu près
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L’effet obtenu augmente avec la valeur de N =
Ainsi il parait avan-
tageux que le fluide qui est rais en mouvement à chaque oscillation , soit contenu dans de longs tuyaux d'un petit diamètre.
190. L’analyse précédente ne tient point compte des résistances provenant • du frottement du fluide contre les parois des tuyaux, auxquelles il serait facile d’avoir égard. De plus, en supposant les orifices m , n de la figure du
n° 188 très-près l’un de l’autre, elle ne tient point compte non plus de la nécessité de mettre en mouvement après la fermeture de l’orifice m , l'eau contenue dans l'appareil depuis m jusqu’en n. Enfin elle suppose que l’orifice n s’ouvre à l’instant même où la soupape m se ferme. Il paraît impossible que cette dernière condition soit rigoureusement remplie. Si l’eau et les parois dans lesquelles elle est contenue n’étaient point élastiques, il suffirait qu’il y eût un certain temps entre la fermeture d’un orifice et l'ouverture de l’autre, quelque petit que fût ce temps , pour que le mouvement du fluide fût détruit en sorte qu’alors l’eau ne sortirait point par le clapet n. Mais eu égard à l’élasticité de ces corps , le mouvement de l'eau subsiste encore en grande partie, lorsque ce clapet vient à s'ouvrir, elle retard de cette ouverture diminue peu l’effet produit. On voit, par ce qui précède, en quoi consiste futilité du matelas d'air intérieur indiqué à l’extrémité du tuyau B, au delà du clapet n.
Ce matelas n’est pas nécessaire au jeu de l’appareil, parce qu’en général les parois des tuyaux sont suffisamment élastiques; mais il est utile, parce que c’est un ressort moins résistant que ces parois, et que l'eau comprime plus facilement, en sorte que cette eau emploie alors plus de temps à perdre la même quantité de mouvement et qu’il lui en reste davantage quand le clapet n vient à s’ouvrir.
Après la perte du mouvement de l’eau contenue dans l’appareil , l’air du matelas réagit par l’effet de l’excès de pression qu’il a acquis ; et imprime à celte eau un petit mouvement en sens contraire, avant que l’écoulement ne commence à se reproduire par l'orifice m : c'cst par suite de ce mouvement rétrograde qu’il s’établit pendant un instant une pression intérieure plus petite que la pression atmosphérique, en sorte que la soupape m s’ouvre d’cllemême , et qu'il peut entrer un peu d’air par la petite soupape p.
Il parait que, dans les meilleurs appareils, l’effet utile est compris entre les 0,6 et les 0,65 de la quantité d’action dépensée.
Le bélier hydraulique a été imaginé et exécuté en 1796 par Montgolfier.
Les Anglais réclament l’invention pour M. Whitehurs, qui a donné en 1775 dans les Transaction* philosophiques la description d’une machine qui diffère seulement du bélier hydraulique en ce que la soupape d’écoulement est remplacée par un robinet. •
COLOSSE OSCILLANTE (Fit. 75 ).
191. Cet appareil a élé proposé en 1812 par M. Manoury Dectol. Il consiste dans un tuyau descendant du bief supérieur R, recourbé verticalement à son
extrémité inférieure m n. Cette extrémité présente au milieu de sa section, un petit diaphragme /». Au-dessus de mn est placé verticalement un tuyau de môme diamètre qui n’est point en contact avec l'extrémité du tuyau descendant. L’eau arrivant du réservoir R en mn avec une vitesse acquise, le diaphragme/» ne lui oppose qu’un léger obstacle. Elle s'élance dans le tuyau vertical et ne s’arrête qu’après être parvenue à un point a', plus élevé que le niveau A a du réservoir supérieur. L'eau contenue dans le tuyau vertical tend alors à redescendre et à revenir vers le réservoir R. Mais l'obstacle qu’oppose le diaphragme p suffit pour qu’elle se détourne, et s’écoule par l’intervalle laissé entre les deux tuyaux. Le tuyau montant étant ainsi vidé, le même jeu recommence. Pour que ce jeu se produise, la grandeur et la figure du diaphragme p sont assujetties à certaines conditions, que l’auteur avait étudiées par l’expérience.
La colonne oscillante, dans laquelle il n’existe aucune partie mobile, peut être considérée comme un moyen d'élever une portion de l’eau dépensée par la chute. L’eau ne peut jamais être élevée à une hauteur plus grande que celle à laquelle elle parviendrait, en supposant le tuyau d’ascension indéfiniment prolongé. Celte dernière hauteur peut être augmentée, en formant ce tuyau de manière que son diamètre diminue progressivement, à partir du niveau A a. Lorsque le tuyau d’ascension était cylindrique, l'expérience a montré que, dans l'appareil de M. Manou ry, la hauteur dont il s'agit, était environ la moitié de celle de la chute. Si le tuyau d’ascension était coupé au-dessous dé cette hauteur, on pourrait recueillir à chaque oscillation l’eau qui jaillirait par son extrémité. Il ne parait pas que cet appareil remarquable puisse être employé avec avantage.
APPAREIL OU L’EAU EST El.EVÉF, PAR L’eFPET DE LA DIMINUTION DE PRESSION QUI EST PRODUITE PAR L’ÉCOULEMENT DU FLUIDE.
192. R est un réservoir (Fig 76) entretenu constamment plein par l'eau de la source ; mn un ajutage par où l’eau s’écoule de ce réservoir ; C une capacité fermée; R' le réservoir où l’on veut faire parvenir l’eau élevée. Les robinets p, q étant fermés, et les robinets r, x ouverts, l’effet de la diminution de la pression que cause l’écoulement de l’eau en m est de dilater l’air en C, au moyen de la communication établie par le tuyau n. L’eau s’élève donc en C par le tuyau b. Quand la capacité est remplie, les robinets r, x se ferment, et les robinets/», q s’ouvrent. L’eau passe de C en R', et le même jeu est prêt à recommencer.
Cet appareil a été proposé en 1800 par William Close. L’auteur a indiqué un régulateur propre à opérer les mouvements des robinets ou soupapes nécessaires pour le jeu de la machine.
TITRE XIX
DES MACHINES DESTINÉES A ÉLEVER L’EAU DONT LE MOTEUR n'eST PAS CNE CHUTE D’EAU.
193. Ces machines sont en grand nombre, et présentent des dispositions très-variées. L’étude dont elles sont le sujeta, pour objet principal, la connaissance de la proportion suivant laquelle elles utilisent la quantité d’action qui leur est appliquée ; et celle des avantages divers qu’elles peuvent offrir sous le rapport de l'économie, de la solidité, du peu de place qu’elles occupent, de la facilité d’être transportées, etc. On s’occupera seulement ici des machines le plus généralement employées, ou dont le principe de la composition doit être distingué.
• SEAUX 01’ BAQUETS A «AIN. tCO«S HOLLANDAISES, PANIER DES tGÏPTIENS.
191. D’après les observations rapportées par M. Pcrronet, l’effet utile produit par un homme employé à hoqueter avec un seau à main est de 46000k’“. Le seau est employé d’une manière plus convenable lorsqu’il est suspendu à l'extrémité d’un levier portant sur un point d'appui (Fig. 77 ), et dont l'autre extrémité est chargée d’un contre-poids ; parce qu’alors les ouvriers ne sont pas obligés de soulever le poids du seau même, et agissent eu se baissant.
195. L'écope prend le nom de hollandaise quand elle est suspendue à un point fixe (Fig. 78). Le travail qu'on peut effectuer avec cet appareil dépend de l’habitude et de l’adresse de l’ouvrier. D’après une observation rapportée par Bélidor, l’effet utile de 5xxm,566 dans une seconde, ee qui revient à J2rt000kx™ par jour en supposant six heures de travail, résultat considérable comparativement à celui que l’on obtient par d’autres moyens. L’écope présente cet avantage que l’eau peut quitter la machine avant d’avoir atteint la hauteur à laquelle elle est élevée, en sorte que la vitesse qui lui est imprimée n’est point perdue pour l’effet utile.
196. Les Égyptiens emploient pour l’arrosage des terres, des paniers en feuilles de palmier (Fig. 79), manœuvrés par deux ouvriers, etau moyen desquels on pcutélever l’eau de 0",50 à 0“,60 au-dessus du sol. On n’a pas d’observations sur le produit de cet appareil.
BASCULE, BALANCE A ZIGZAG, MACHINE DE CONTA, BASCULE A MANÈGE
197. La bascule à balancier (Fig. 80) est fréquemment employée en Italie où on la nomme conchelta. Cet appareil qu'on a varié de plusieurs manières, a généralement présenté peu d'avantage.
198. La balance à zigzag (Fig. 81 ) a été décrite en 1737, par Bélidor comme
ayant été imaginée par M. Morel. On peut employer à la fois deux zigzags disposés en sens contraires, ce qui prévient la perte du temps. L’eau s’élève successivement dans les tuyaux inclinés, dont chacun est garni d’un clapet à son extrémité inférieure, par l’eftèt du balancement imprimé à l’appareil, qui est suspendu en A. On ne peut espérer un résultat avantageux de l’usage de cette machine, à raison surtout des chocs que l'eau doit exercer à chaque oscillation contre |es extrémités inférieures des tuyaux.
199. La machine de Conté (Fig. 82) diffère principalement de la précédente en ce que les rigoles en zigzag sont placées sur un axe incliné, que l’on fait osciller sur ses deux extrémités A, B. Ce mouvement d'oscillation est aidé par le pendule M, qui est fixé à cet axe. Il n’y a pas de clapet aux extrémités des rigoles, mais le fond de la rigole supérieure se trouve en contrebas du fond de la rigole inférieure à laquelle elle succède immédiatement. Cet appareil peut donner lieu aux mêmes observations que le précédent.
200. La bascule à manège porte à ses extrémités deux seaux m, n (Fig. 85). Elle est maintenue dans un même plan vertical. Le mouvement de rotation de la plate-forme inclinée p, q sur laquelle cette bascule est supportée fait élever et abaisser alternativement les deux seaux qui puisent l’eau dans le réservoir inférieur A, et la versent dans l’auge B. On pourrait également maintenir la plate-forme inclinée fixe, et faire tourner la bascule.
Il est nécessaire de connaître ces diverses machines, dont l’idée est ingénieuse et originale ; mais comme elles n'ont jamais été employées en grand avec avantage, il serait superflu d'en faire une étude approfondie.
ROCS * palettes ( appelée parles Anglais Flash whcfl).
201 . C’est une roue à palettes ordinaire, contenue dans un coursier, et que l’on fait tourner de manière à élever l’eau du réservoir inférieur A dans le réservoir supérieur B (Fig. 84). Le calcul de l'effet de cette machine peut être fait comme il suit. On nommera
H la distance des niveaux de l’eau dans les réservoirs A et B, ou la hauteur à laquelle l’eau est élevée ;
m la masse de l'eau élevée dans l'unité de temps ;
V la vitesse de la circonférence passant par le centre des palettes, qui est supposée constante ;
P l’effort exercé par le moteur pour faire tourner la roue, supposé appliqué dans le sens de cette circonférence ;
g la vitesse que la gravité imprime aux corps pesants dans l’unité de temps.
Le mouvement de la roue étant supposé uniforme, on a pour la quantité d’action dépensée dans l’unité de temps P V— m</H. D’autre part l’eau du réservoir inférieur prenant instantanément la vitesse V des palettes, il s'opère
à l’entrée de l’eau dans la roue une perte de force vive égale pour l'unité de temps à m V *. Enfin l'eau a acquis , quand elle quitte la roue, la vitesse V. et par conséquent la force vive mY1 pour l’unité de temps. Ainsi l’on a, pour exprimer la condition de l'uniformité du mouvement, l’équation
P V — mg H—m V1, d’où PV = mjH+«i V1.
Le rapport de l’effet utile à la quantité d’action est donc ici
OU
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sa valeur est d'autant plus grande que la vitesse du mouvement de la roue est plus petite. Elle serait égale à l’unité si rette vitesse était infiniment petite.
Ce calcul ne tient point compte de l’effet des frottements sur les tourillons de la roue, des frottements de l'eau dans le coursier, de la résistance de l’air et des perles d’eau à la circonférence des palettes. Ces pertes seront d’autant moins sensibles que la vitesse de la roue sera plus grande; et toutes choses égales d’ailleurs, on les rendra le plus petites qu'il est possible, en donnant aux aubes rectangulaires une longueur double de leur hauteur. Cette machine peut être construite d’une manière solide et durable : le poids de l’eau qu’elle élève, est supporté en partie par le fond du coursier, et l ave se trouve déchargé d’une partie du poids de la roue même égale à celui du volume d’eau qu’elle déplace; mais elle ne convient pas dans les cas où le niveau du réservoir inférieur subit des variations. On a quelques observations de Smeaton d’après lesquelles un cheval, travaillant 8 heures par jour, produit avec celte machine un effet utile de 47kx,n par seconde, ce qui donne 134456ûkXm pour l’action journalière . résultat qui dépasse le terme moyen indiqué dans le tableau n* 108.
RODE V GODETS
202. Des godets fixes, ou ce qui vaut mieux, tournant sur un axe horizontal, sont distribués à la circonférence d’une roue (Fig. 85). Ces godets se remplissent d'eau en plongeant dans le réservoir inférieur A , et parvenus au haut de la roue, versent l’eau dans l’auge B. Cette machine, décrite par Vitruve , est très-généralement employée pour l'arrosage des terres. On doit la faire mouvoir lentement. La charpente de la roue est ici entièrement chargée du poids de l'eau qui s’élève. De plus cette eau est élevée plus haut que l’auge qui la reçoit, et le passage des godets dans le réservoir inférieur donne lieu à une résistance très-sensible. Diverses observations indiquent que l'effet utile est un peu moindre que les de la quantité d’action dépensée.
ROUE A TY1PAT
205. On distingue : 1° le tympan des anciens, décrit par Vitruve, formé d'un tambour circulaire partagé par des cloisons dirigées suivant les rayons du cercle (Fig. 86). L’eau s’introduit dans chaque cloison par les ouvertures placées à la circonférence , et s’écoule par l’axe qui est creux. 2“ Le tympan proposé en 1717, par Lafaye(Fig. 87), formé par des canaux courbés suivant la développante du cercle de l’axe. L’eau s’introduit dans la roue et s’écoule de la même manière.
Le calcul du tympan de Vitruve pourra s'effectuer conformément à ce qu’on a vu dans le n" 201 , en remarquant que l'eau sortant de la roue par l’axe, quitte la machine avec une vitesse de rotation sensiblement nulle, en sorte que l’on doit seulement tenir compte de la perte de force vive qui a lieu quand l’eau entre dans la roue. On a donc ici
P V = m g II -4- ï m V»,
et, pour le rapport de l’effet utile à la quantité d'action dépensée,
204. Quant au tympan de Lafaye, comme l'eau qui s’introduit dans les canaux n’en prend pas instantanément la vitesse de rotation , on peut dire qu’il n’y a pas de force vive perdue dans le jeu de cette machine. De plus le centre de gravité de l’eau qui s'y trouve contenue, demeurant toujours sensiblement dans une même ligne verticale, l’action de la résistance est tout à fait uniforme.
Le défaut de ces machines consiste en ce qu’elles contiennent une grande quantité d’eau qui les rend très-pesantes , et qu’elles ne l’élèvent qu’au niveau de l’axe. D’après les observations rapportées par M. Perronet , des hommes manœuvrant une roue à tympan au moyen d’une roue à cheville, et travaillant 8 heures par jour, produisaient un effet utile journalier de211100kX m. Cet effet utile paratt être les f environ de la quantité d'action dépensée , résultat supérieur à ceux que donnent la plupart des machines employées aux épuisements.
SEAUX ELEVES PAS LE MOYEY O’ilYR POULIE OU d’C* TREUIL.
205. Lorsqu’on veut élever de l’eau par le moyen d’un seau à une grande hauteur, on attache deux seaux aux extrémités d'une corde passant sur une poulie fixe. L’ouvrier agit en tirant de haut en bas sur la corde. L'effet utile journalier produit par un homme employé de cette manière est évalué à environ 7000flk x m.
206. On obtient un résultat plus avantageux en fixant le milieu de la corde
à l’arbre d’un treuil, sur lequel les deux moitiés de cette corde s’enroulent alternativement en sens contraires, et qu’un ou plusieurs hommes font tourner par le moyen d’une manivelle. L’effet utile journalier est évalué à environ 140000kxm, et cet appareil très-simple est regardé comme l’un des meilleurs pour employer la force des hommes à l'élévation de l’eau.
Le treuil simple armé d’une manivelle ne convient plus lorsqu'on veut clcver des seaux très-pesants, et de grandes quantités d’eau. On emploie alors les hommes, et quelquefois les chevaux à faire tourner un arbre vertical sur lequel les deux parties de la corde s’enroulent alternativement en sens contraire. La direction du mouvement de rotation de cet arbre doit être changée chaque fois qu’un seau qui vient de verser son eau est prêt à redescendre pour aller puiser dans le réservoir inférieur.
Quand on ne veut pas être assujetti à changer la direction du mouvement de rotation de l’arbre vertical du manège, il faut que la corde à laquelle les seaux sontattachés s’enroule sur un autre arbre auquel le mouvement de rotation du premier arbre peut être transmis alternativement dans deux sens opposés. Un mécanisme disposé à cet effet change le sens du mouvement à l’instant où le versement de l'eau vient de s'opérer.
ROUA
207. Les norias consistent dans une corde ou une chaîne sans An, tournant sur deux poulies ou tambours placés verticalement l’un au-dessous de l’autre, et à laquelle sont attachés des seaux. La poulie inférieure est quelquefois fixe; quelquefois elle est seulement supportée par la corde et chargée d’un poids assez grand pour tenir cette corde tendue ; quelquefois aussi cette poulie est supprimée. L’avantage que les norias peuvent offrir dépend principalement de la construction des seaux, de la chaîne, et des roues qui la supportent. Il dépend aussi de la manière dont le versement des seaux s'opère, et on peut distinguer à ce sujet deux cas principaux :
1° Celui ou le seau, incliné par un arrêt, verse avant d'avoir passé sur la roue supérieure;
2° Celui où le seau verse en passant sur cette roue.
On peut dans le dernier cas recevoir l’eau en dehors ou dans l’intérieur de la roue. L’eau se trouve ainsi élevée, au-dessus du réservoir supérieur, à une hauteur au moins égale au rayon ou au diamètre de la roue, circonstance peu importante quand la hauteur totale à laquelle on élève l’eau est considérable, mais qui le devient dans le cas contraire.
On a adopté depuis quelque temps, dans les travaux d'épuisement, la noria construite par M.Gateau. Les observations faites sur cette machine indiquent que quand l’eau est élevée de 2 à 4 mètres de hauteur, l’effet utile est { ou \ de la quantité d'action fournie par le moteur. On peut considérer j comme
le rapportqui a lieu moyennement dans la plupart des machines de ce genre. On doit les faire mouvoir lentement.
CHAPELET 1 VIS HOLLANDAISE
208. Le chapelet est formé d’une buse inclinée dans laquelle s’élève une chaîne sans fin garnie de palettes, passant sur deux rouets placés aux extrémités de cette buse. On peut appliquer à cette machine le calcul des n°* 201 et 202. Elle a été fort employée dans les épuisements des grands ponts construits dans le dernier siècle. On n’en obtenait cependant que des produits moins grands que ceux de la plupart des autres machines ; les observations indiquent que l’effet utile était un peu moindre que les l de la quantité d’action dépensée.
200. On nomme vis hollandaise une vis d’Archimède dont l’enveloppe cylindrique est fixe, l’axe et les cloisons hélicotdes qu’il porte étant seules mobiles. On supprime la partie supérieure de l’enveloppe. L’eau est élevée, dans cet appareil, à peu près de la même manière que dans le chapelet incliné ; il présente, sous le rapport de la solidité, un grand avantage sur la vis d'Archimède ordinaire, parce que l’axe est beaucoup moins chargé.
CHATELET VEETICAL.
210. Le chapelet vertical diffère de la noria en ce que les fonds seuls des seaux sont fixés à la chaîne sans fin; leur paroi latérale est supprimée, et remplacée par un tuyau vertical fixe, dans lequel la chaîne se meut. Le calcul des n°‘ 201 et 202 s’applique au chapelet vertical. Cette machine a été très-fréquemment employée dans les épuisements des fondations. Les observations qui paraissent mériter le plus de confiance, indiquent qu’un homme peut produire, par son moyen, un effet utile journalier égal à 115000kx"’ environ, ce qui est à peu près les -, de la quantité d’action qu’il dépense. Comme les palettes ne sont point très-serrées contre les parois du corps de pompe, il est nécessaire de faire tourner la chaîne avec une vitesse de lm,5 à 2 mètres au moins pour qu’il ne se perde pas beaucoup d’eau.
TOUTES
211. Parmi les machines à élever l’eau, les pompes sont celles qui méritent le plus d’attention , qu’on emploie le plus fréquemment et dans les circonstances où l’on doit produire les plus grands effets ; on s’en sert surtout quand l’eau doit être élevée à une hauteur considérable.
Les pompes se divisent en plusieurs espèces.
212. Pompe foulante. La pompe indiquée (Fig. 88) est noyée dans l’eau du réservoir inférieur ; elle foule de bas en haut. Quand le piston P descend, la soupape S est fermée, et la soupape S' ouverte laisse passer l’eau au travers du piston : quand le piston monte, la soupape S est ouverte et la soupape S' fermée.
La pompe indiquée (Fig. 89) est également noyée; elle foule de haut en bas. Quand le piston P descend, la soupape S est ouverte et la soupape S' fermée; le contraire a lieu quand le piston monte.
Les pompes noyées ont un grand inconvénient dans la difficulté des réparations. On trouve plus avantageux de faire fouler de bas en haut que de haut en bas.
Dans la pompe (Fig. 88), l’effort du piston, quand il foule, est, abstraction faite des frottements et autres résistances, égal au poids d’une colonne d’eau dont la surface du piston est la base, et dont la hauteur est la distance verticale du niveau du réservoir inférieur à la surface supérieure de l’eau dans le tuyau montant.
Dans la pompe (Fig. 89), la hauteur de la colonne d’eau qui mesure l’effort du piston doit être comptée du dessous de ce piston à la surface supérieure de l’eau dans le tuyau montant.
213. Pompe aspirante. Dans la pompe (Fig. 90), quand le piston P s’élève , l’eau monte dans le tuyau d’aspiration par l’effet de la pression atmosphérique , et alors la soupape S est ouverte et la soupape S' fermée. Quand le pistou P descend, la soupape S est fermée et la soupape S’ ouverte ; l’eau qui avait été élevée au-dessus de S passe au travers du piston, et est élevée sur sa tête à l’ascension suivante.
La hauteur de la colonne d’eau qui mesure l’effort du piston est la différence de niveau des réservoirs supérieur et inférieur.
POMPE ASPIRANTE ET POtLASTE.
214. La pompe (Fig. 91) offre une disposition semblable à celle de la pompe (Fig. 89) indiquée n"21î; mais la soupape S' est placée au haut d’un tuyau d’aspiration qui plonge dans l’eau du réservoir inférieur.
La hauteur du tuyau d’aspiration doit être moindre que celle de la colonne d’eau qui fait équilibre à la pression atmosphérique (environ 10“,3).
L’effort exercé sur le piston dans la pompe (Fig. 91) est, quand il monte, égal au poids d’une colonne d’eau dont la section du piston P est la base, et dont la hauteur est la distance de la surface inférieure de ce piston au niveau du réservoir inférieur. Quand le piston descend, la hauteur de cette colonne d’eau est la distance de la surface de l’eau dans le tuyau montant à la surface inférieure du piston.
Les pompes aspirantes ont l’avantage de n’être pas noyées dans le réservoir inférieur. On peut, comme on le voit (Fig. 92), réunir cet avantage à celui de fouler de bas en haut, en élevant d’abord l’eau dans une bâche placée à une petite hauteur au-dessus du réservoir inférieur, d'oii elle est reprise par une pompe foulante agissant comme la première pompe indiquée n° 211.
On peut aussi remplir le même objet plus simplement en employant la dis-
position représentée (Fig. 93). Quand le piston P descend, les soupapes S, T sont fermées, et il y a aspiration par la soupape S'; quand le piston monte, la soupape S' est fermée, et l’eau est refoulée de bas en haut.
La disposition des tuyaux et soupapes, pour le jeu des pompes, a été variée de beaucoup de manières. On doit distinguer celles qui ont pour objet d’imprimer un mouvement continu à l’eau contenue dans le tuyau montant. Cet objet sc trouve naturellement rempli quand le même tuyau montant communique à deux ou plusieurs corps de pompe, où les mouvements simultanés des pistons ont beu dans un sens contraire. On peut satisfaire à la même condition, comme on le voit (Fig. 94), en employant un seid corps de pompe et deux pistons dont l’un descend pendant que l’antre monte; enfin on peut n’avoir, comme dans la fîg. 95, qu’un seul corps de pompe et un seul piston. Quand le piston P monte, il aspire par la soupape T qui est ouverte, ainsi que la soupape S, qui laisse passer l’eau soulevée sur la tête du piston; quand le piston descend, il aspire par la soupape T' et refoule de lias en haut l’eau qui passe en S'.
La condition de procurer à la colonne d’eau contenue dans le tuyau montant un mouvement continûment aussi être remplie au moyen d’un réservoir d’air établi près de l’extrémité inférieure de ce tuyau; l’air contenu dans ce réservoir, comprimé quand le piston refoule, réagit quand le piston se meut en sens contraire, de manière à entretenir le mouvemeut ascensionnel de l’eau. Il faut alors placer, un peu au-dessus de la soupape par laquelle se fait l’aspiration, une petite soupape ou un robinet communiquant avec l’air extérieur, qui s’ouvre à l’instant de l’aspiration, et laisse entrer un peu d’air pour renouveler celui que contient le réservoir, qui est absorbé et entraîné en assez grande quantité par l’eau élevée, quand elle est soumise à une forte pression.
215. Dans les appareils précédents, l’eau est élevée par l’effet du mouvement rectiligne alternatif du piston. On peut aussi donner au piston un mouvement de rotation alternatif, comme dans la pompe indiquée (Fig. 96). M est une cloison fixe, P le piston mobile. Lorsqu’il tourne dans le sens indiqué par la flèche, l’eau est aspirée par la soupape S, et foidéc de bas en haut par la soupape T. Lorsque le piston tourne en sens contraire, l’eau est aspirée par la soupape S' et foulée de bas en haut par la soupape T'. Ce principe a été appliqué par Bramah à une pompe à incendie.
La pompe indiquée (Fig. 97) opère par un mouvement de rotation continu. Le plateau tournant M est contenu dans un tambour excentrique, et porte les cloisons P qui peuvent glisser à frottement doux dans des encastrements pratiqués dans ce plateau. Des ressorts obligent ces cloisons à s’appliquer constamment contre la paroi du tambour fixe, de manière à s’opposer au passage de l’eau ; l’eau est aspirée par le tuyau A et forcée à s'élever par le
tuyau B. Des pompes construites sur ce principe sont exécutées à Paris par M. Dietz.
216. Les lois de l’équilibre des pompes et les conditions nécessaires pour en assurer le jeu étant indiquées dans les Traités de mécanique, on considérera seulement ici les pompes dans l’état de mouvement. Prenant pour exemple la pompe aspirante et foulante, on nommera
H la distance verticale des niveaux de l'eau dans le réservoir inférieur A (Fig. 98), et la bâche supérieure E ou la hauteur à laquelle l'eau est élevée ;
z la hauteur variable , au bout du temps t, de la surface inférieure a du piston au-dessus du niveau A du réservoir inférieur;
Z la moyenne des valeurs de z qui ont lieu pendant la durée de la course du piston;
ü l'aire de la base a du piston ;
(j la vitesse du piston pendant sa montée ;
U, la même vitesse pendant la descente du piston ; d le diamètre i
o l’aire de la section du tuyau d'aspiration BC;
/ la longueur '
S le diamètre i
u l’aire de la section | du luyau d’élévation DE;
x la longueur >
m le rapport de la section de la veine contractée, après l’entrée de l’eau dans le tuyau d’aspiration en B, avec la section de ce même tuyau ; n le rapport de la section de la veine contractée, après le passage de l’eau dans la soupape C, avec la section du tuyau C« où se meut le piston ; p le rapport de la section de la veine contractée, après le passage de l’eau par le clapet D, avec la section du tuyau d’élévation DE;
II le poids de l’unité de volume d’eau;
g la vitesse imprimée par la gravité aux corps pesants dans l’unité de temps;
P l'effort du moteur supposé appliqué à la tige du piston pendant la montée ;
P, le même effort pendant la descente du piston ;
Q le poids du piston et de sa tige ;
F la résistance provenant du frottement du piston contre le corps «le la immpe.
Considérons en premier lieu l’ascension du piston , pendant laquelle la soupape d'aspiration C est ouverte et le clapet D fermé. Dans la réalité, le piston prend toujours un mouvement variable ; mais, comme dans ce mou-
/ au /auv\-i
(a-r-6(vJ )rdt’
veinent la vitesse acquiert dans un temps extrêmement court une valeur qui n'augmente plus d’une manière appréciable, nous supposerons d’abord, pour évaluer l'effet de la machine, le mouvement du piston uniforme pendant la durée entière de sa course; nous regarderons donc la vitesse U comme constante. Cela posé, on remarquera 1° que dans le temps infiniment petit dt, le moteur dépense la quantité d’action P.Urft; que le poids du piston et son frottement produisent, en sens contraire, des quantités d'action Q.Urf t et F .Vdt; que la résistance provenant du frottement de l’eau qui s'élève dans le tuyau
UU
d’aspiration, où la vitesse est , produit également, en sens contraire
(conformément au n” 109 de la 2' partie des Résumés des leçons de méca-
n us au /au\»\ au</<
nit/ue appliquée ), la quantité d’action ( * — 6 ( — ). ; enfin,
que l'élévation de la tranche d'eau qui suit le piston donne lieu à une quantité d’action naüdf. z, en sorte que l’on a
pour l’expression de la quantité d’action produite pendant ce temps. 2“ Que l’entrée de l'eau dans le tuyau donne lieu pendant le même temps à la perte
de force vive — fl U dt. ( 1 ! , et le passage de l’eau, par la sou-
pape d’aspiration C, à la perle de force vive — a U dt. UJ^ 1 J ; enfin
que la tranche d’eau qui a passé dans le corps de pompe a acquis la force n
vive — a U d t . U1 ; en sorte que l’on a
n ra»c>/i V /t Y T
pour l’expression de la force vive perdue et acquise pendant le temps infiniment petit dt.
Égalant le double de la quantité précédente à celle-ci, et supprimant le facteur commun U dt, il viendra
nü4i/ au /uin*\ nQu*r0Vi V /i V î
P-Q-F-na* « — -»-6 — = -f — i + [ — 1 1-4-1 1.
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Cette équation donnera P en fonction de z, qui est variable : en y remplaçant z par sa valeur moyenne Z, elle donnera la valeur moyenne de P, qui est par conséquent
r— <>+F+naz + -
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LEÇONS sua L’APPLICATION
217. Considérons maintenant la descente du piston pendant laquelle la soupape d'aspiration C est fermée , et le clapet D ouvert. En regardant toujours la vitesse Ui comme constante pendant toute la durée de la course du piston , on verra de la même manière que dans le temps infiniment petit dt, 1* la quantité d’action dépensée est
n fi 4 x
f— nfi (h — *)
gai
2” la force vive perdue et acquise est
n rfi’U,» /) \ fi’U,» -I
Égalant le double de la quantité précédente à celle-ci, il vient
r n fi4x ( ou, /fiüiV n
Lp,>0 — F-nfitH-,) — 7~7 («-+«(— J J]
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En remplaçant de même z par sa valeur moyenne Z, cette équation donnera pour la valeur moyenne P,
Il fi 4 X y QU,
— 0 + F-4-nfi(H-Z)H a h S
-t-IIfi
218. En multipliant chacune des valeurs de P et P, par la course du piston, et les ajoutant, on aura la quantité d’action dépensée pour produire une oscillation du piston ; d’autre part, en supposant qu’il n'y ait pas d’eau perdue, l'effet utile obtenu à chaque oscillation du piston est le produit de fi n H par la course du piston. Donc le rapport de l'effet utile à la quantité d'action dépensée est ici
nQii
Cette formule met en évidence l’influence de la longueur et du peu de grosseur des tuyaux, aussi bien que celle des étranglements, et d’une vitesse trop grande imprimée au piston sur l’effet obtenu; elle ne tient pas compte d’ailleurs des changements brusques de direction qui peuvent exister dans les tuyaux et diminuer sensiblement le produit. On connaît du reste, par la
solution précédente, les efforts qui doivent être appliqués respectivement à la tige du piston pendant sa montée et pendant sa descente pour faire marcher l'appareil.
219. Cette solution ne tient pas compte, non plus, de la quantité d’action qu'il serait nécessaire de dépenser pour imprimer h chaque oscillation le mouvement au fluide contenu dans la tuyau d'ascension, si l'écoulement de l'eau dans ce tuyau n’était pas maintenu constant, ou sensiblement constant, par l’un des moyens indiqués n" 214. Dans un tel cas, il y aurait trop d’erreur à supposer le mouvement du piston uniforme pendant toute la durée de la course. Il est utile de pouvoir apprécier la quantité d’action dont il s’agit, ce qui exige la recherche du mouvement varié du piston. On supposera le piston mù par un effort constant P appliqué à la tige, et l'on ne tiendra point compte de la masse du corps par lequel cet effort serait transmis. Pour ne pas compliquer sans utilité les formules, on supposera d'ailleurs le coefficient * nul dans l’expression de la résistance provenant du frottement de l’eau dans les tuyaux, et l’on donnera au coefficient S la valeur indiquée dans le n° 114 de la 2e partie du Résumé des Leçons.
Considérons en premier lieu l’ascension du piston. Cherchant la force vive
du système au bout du temps l, on aura pour celle du piston, — UJ; pour
celle de l’eau contenue dans le tuyau d’aspiration BC, — lo. ; et pour
celle de l'eau contenue dans le tuyau où se meut le piston, — (2 — h) Q. U*.
en désignant par h la hauteur de la soupape C au-dessus du niveau A du réservoir inférieur. La force vive totale est donc
0 II fl s- h
— -t- — ü1 uJ. — -t
g g \ 0 Si
et par conséquent la force vive acquise pendant le temps infiniment petit / [l s — h\_Vdt\
rffestf parce que — 1 — - — J = — - - J
— 2ü(/o-i — ai.30<iu —h — ac* .
dt.
On a vu n” 216 que l’entrée de l’eau dans le tuyau d’aspiration en B, et le passage de l’eau par la soupape C, donnaient lieu dans le même temps à la perte de force vive
WJ
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par conséquent la somme des forces vives acquises et perdues pendant le temps d t est
-îCi/i-i — a. au «/u
( 1 Vl
D’un autre côté, en ayant égard à ce qui a été dit ci-dessus, ou aura comme dans le n" 216, pour la somme des quantités d’actions -dépensées dans le même temps
/ n a a»uJ\
( p-o-F-na* . € — lu a.
Égalant le double de cette dernière quantité à la première , et divisant par 2 U d t, il viendra pour l'équation du mouvement du piston
o du n du ( i a-h\ n a *i a»u3
P-O-F-UBs Ü5 — ( -4 .6
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Dans cette équation U et * sont variables et fonctions de t. Comme s varie généralement très-peu, il y aura très-peu d'erreur à regarder cette quantité comme constante, en lui substituant sa valeur moyenne Z. Alors en faisant, pour abréger,
on// z-h\
b = p-o — f — naz,
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l’équation précédente deviendra
<tt = -
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formules qui indiquent la correction qui doit être apportée à la valeur de l'espace parcouru, ou du temps de la course , exprimée au moyen de la vitesse
finale \/ — lorsqu’on a égard à la variation du mouvement du piston,
220. Considérons en second lieu la descente du piston. Cherchant la force
vive du système au bout du temps t, on aura pour celle du piston — II,»;
pour celle de l’eau contenue dans le tuyau où se meut le piston
— (z — h) B. Ui*; et pour celle de l'eau contenue dans le tuyau d’éléva-
tion DE, — x» . . La force vive totale est donc
9 9 \ O rn)
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et par conséquent la force vive acquise pendant le temps infiniment petit d t / fs - h x \ ûo,dt }
est (parce que d ! — - — i — J = — h — J i
’ q H fz-h x\ n /Û* \
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La force vive, perdue pendant le même temps au passage de l’eau par le clapet n a*t),»/i V
D, étant — U U,d t. ( 1 ), on a donc pour la somme des forces
g tù1 \ p •
n f s —h i\ n rü5 a1/ 1 y-i
acquises et perdues pendant le temps d t
— 2U,dlJ,
D’un autre côlé, la somme des quantités d’action dépensées pendant le
même temps est, comme on l'a vu n°217,
r n a 4 x aj u’N
p,-»-o— F-na (u — *) -s — 1 /.
Égalant le double de cette quantité à la précédente, il viendra pour 1 équation du mouvement du piston
QdV, n dü,/s — A x\
ra»
— au,»
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Par conséquent, supposant comme ci-dessus, z constant, et remplaçant cette quantité par sa valeur moyenne Z , faisant pour abréger
Al=- + -v( -t--,-
B, = P, -4- O — F — Il U(H — Z),
n a 4x a> narü’ aj/« Yn
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on parviendra , comme dans le n° précédent, aux équations très-approchées
— log. 4, et
Al A,
221. Ces résultats donneront les moyens d’apprécier l'influence de la difficulté d'imprimer de nouveau le mouvement, lors de chaque changement de direction du piston , à la masse du piston même et à celle du fluide contenu dans les tuyaux. Supposons que l'on demande les valeurs des efforts P
et P, nécessaires pour opérer respectivement la descente et la montée du piston avec les vitesses moyennes U,ct U,. En négligeant les corrections qui viennent d’ètre obtenues , on poserait les équations
v = V-, vt=V-,
qui, étant résolues par rapport à P et P,, donneraient les valeurs trouvées n” 216 et 217. Mais, en employant les corrections dont il s’agit, il faudra écrire les équations
U=V log. 4, u, =V
C ÎC.8 C, 2C, .8,
et les résoudre également par rapport à P et P,. On voit par là qu’il suffit, pour avoir égard à la perle d’effet dont on s’occupe ici , de mettre dans les
formules des n" 216, 217 et 218, U
log. 4 à la place de U ; et
U, -i log. 4 à la place de U, [il.
sc.e.
POUPE SP1RSEE.
222. Cet appareil consiste dans un tuyau courbé en spires dont les diamètres décroissent progressivement, et qui forme une roue tournant sur un axe horizontal (Fig. 99). Ce tuyau est ouvert à l'extrémité A, et aboutit à l’autre extrémité I à une capacité faisant partie de la roue et communiquant avec le tuyau d'ascension fixe MN. La roue est à moitié plongée dans l’eau du réservoir inférieur. En la faisant tourner dans le sens indiqué par la flèche, il entrera alternativement dans le tuyau AI des volumes à peu près égaux d’eau et d’air. En passant de spire en spire, l’eau et l’air se distribueront de la manière indiquée sur la figure, le volume des portions d’air diminuant progressivement à mesure qu’elles se trouvent soumises à des pressions de plus en plus grandes. Parvenu en I, l’air supporte une pression égale à la pression atmosphérique , plus celle qui est due à la somme des hauteurs verticales des colonnes d’eau AB, CD, EF, GII qui sont contenues dans toutes les spires , ce qui détermine la hauteur à laquelle l’eau peut être élevée dans le tuyau MN. Les proportions des parties de cette machine peuvent être réglées approximativement de la manière suivante. Nommant 11 la section du tuyau dans la première spire ABC;
» la section du tuyau dans la dernière spire GHI;
Rie rayon de la première spire ABC; r le rayon de la dernière spire GHI ;
H la hauteur verticale à laquelle on élève l’eau ;
[t] Log. 4 est ici un logarithme hyperbolique.
h la hauteur verticale de la colonne d’eau contenue dans la dernière spire G H I ;
» la hauteur de la colonne d’eau qui fait équilibre à la pression atmosphérique ;
E le volume d'eau qui doit être élevé chaque fois que la roue fait un tour : n le nombre des spires.
On remarquera que le volume d’air E, qui entre dans la première spire sous la pression », supportera, dans la dernière, la pression «-+-H, et deviendra
TJ
par conséquent E ; donc, pour régler les dimensions de la première et
de la dernière spire, ou aura
11 R U — E, 5nr»=E + E = E .
Tl 4- H "W -4— Il
Ces dimensions étant déterminées, on fera décroître uniformément le diamètre des spires intermédiaires. On connaîtra la hauteur verticale h de la colonne d’eau contenue dans la dernière spire GHI; celle de la colonne d’eau contenue dans la première spire ABC sera à fort peu près 2R. On peut donc
prendre R-+--A pour la hauteur verticale moyenne des colonnes d'eau cons
tenues dans toutes les spires ; par conséquent on doit avoir
équation qui détermine le nombre n.
223. Pour apprécier l'effet mécanique qui peut être produit par cet appareil, il faut considérer que l’air, parvenu en I, doit s’échapper en s’élevant avec l’eau dans le tuyau d'ascension M N. Par conséquent, ce tuyau doit contenir un mélange d’eau et d'air, et il en résulte que l’eau peut être élevée à une hauteur plus grande que la valeur de H exprimée par l’équation précédente. Supposons d'abord que l’on fasse abstraction de cette circonstance, c’est-à-dire admettons que l'air, parvenu en I, s'échappe subitement à travers l’eau sans diminuer la pesanteur spécifique de la colonne contenue dans le tuyau d’ascension. Comme il n’y a point ici de choc à l’entrée de l’eau dans la roue, et qu’on peut négliger la force vive de l'eau à l’instant où elle sort de l’appareil à l’extrémité du tuyau d’ascension, on voit que la quantité d’action dépensée à chaque tour de la roue sera simplement égale 1“ à celle qui est nécessaire pour élever le volume d’eau E à la hauteur H, c’est-àdire il E. H ; 2° à celle qui est nécessaire pour comprimer le volume d'air E
DF LA MÉCANIQUE, 5— PARTIE, de la pression * h la pression » -+- H, c’est-à-dire üE.n log. ■
Il E ( H ■+■ n log.
- . On a donc
ponr l’expression de la quantité d’action dépensée pour un lotir de la roue; et comme l’effet utile est n E. H, le rapport de ces deux quantités est ici
il r log.-
Cette expression est égale à - , quand H = o; elle augmente avec H et devient
égale à l’unité, si la hauteur à laquelle on élève l’eau est supposée infinie.
224. Admettons maintenant que l’air ne s'échappe pas subitement à travers l'eau dans le tuyau d'ascension M N, et que les portions d’eau et d’air qui ont été introduites successivement dans le tuyau AI, conservent le même ordre en s'élevant dans le tuyau M.N que nous supposerons vertical. Soit 7 la hauteur de la portion de ce tuyau qui sera occupée par le volume E. Les portions d’air, en s’élevant dans le tuyau, augmenteront progressivement de volume, à mesure que les pressions qu'elles supportent diminueront. Supposons que le tuyau contienne m colonnes d'eau et m colonnes d’air, la dernière colonne d’air à l’extrémité supérieure du tuyau, qui ne supporte que la pression atmo-
sphérique, occupera la hauteur 1 ; la seconde la hauteur -j ; la troisième
la hauteur y ■
-; et ainsi de suite jusqu'à la »i” qui occupera la hau-
teur T . D’après cela on aura, pour la hauteur à laquelle l’eau
peut être élevée.
ri + y n + 2 f
c’est-à-dire (voyez cette formule dans le Traité de calent différentiel et intégral de M. Lacroix, tome III, in-4", page 148),
- log. [ri -«-(«« — -
log. »
ou, en remarquant que mT équivaut à ce qui a été désigné par H dans les numéros précédents,
[n -h H — f log
2(ti-f-H-A)
BiT
2(ii-t-H — A)»
Vr
2 Tl»
- etc.. .J.
Le rapport de l'effet utile à la quantité d’action dépensée est donc, dans l’hypothèse dont il s’agit,
i |^iog.
h etc... |
H — A)» 2it» J
H-t-ii log. -
sa valeur sera d’autant plus grande que t sera moindre, et deviendrait égale à l'unité si l'on supposait cette quantité nulle. Ainsi la limite théorique de l'effet obtenu est, dans la pompe spirale, la quantité d'action dépensée. Dans la réalité, l’effet utile, abstraction faite des frottements, sera compris entre les valeurs données par les deux hypothèses précédentes.
On n’a pas d’observations sur le produit de cet appareil, dont il n’a été fait que très-peu d'usage ; on croit généralement qu’il a été exécuté pour la première fois à Zurich par André Wirtz , et la première description en a paru en 1766, dans le tome III des Mémoires de la société de Zurich , mais il avait été présenté à l’Académie des sciences de Paris en 1756 , par Vettman, Hollandais.
ROCE A FORCE CEETR1FÜSE.
225. Elle est formée par un assserablage de tuyaux, ou par un vase partagé par des cloisons qui composent un système mobile autour d'un axe vertical (Fig. 100). Quand on lui imprime un mouvement de rotation rapide, l’eau du réservoir inférieur A s’introduit dans le bas de la roue, s'y élève par l'effet de la force centrifuge résultant du mouvement de rotation, et sort par les orifices B placés au haut de la roue. L’appareil doit être disposé de manière que l’eau entre dans la roue sans choc et sans contraction, et qu'elle sorte par les orifices B dans une direction horizontale, en sens contraire du mouvement de rotation de ces orifices. Ces conditions étant remplies, on peut en évaluer l'effet de la manière suivante. Soit nommé
V la vitesse de rotation des orifices B ;
O l’aire de l’orifice par laquelle l'eau entre dans le bas de la roue ;
ü l’aire des orifices B dont on suppose l’entrée évasée ;
H la hauteur des orifices B au-dessus du niveau A du réservoir inférieur.
On verra facilement, comme dans le n° ISA (ou par le n“ 100 de la 2” partie des Résumé» des Leçons ), qu'il s'établira contre les orifices B une pression v»
due à la hauteur U. L’eau sortira donc de ces orifices, abstraction
faite des résistances provenant du frottement de ce fluide dans les tuyaux, avec la vitesse relative
« / , et avec la
vitesse effective...
/ V>-2grH
La quantité d’action fournie par le moteur devant
être égale à la quantité d’action représentée par l'élévation de l'eau, plus la moitié de la force vive que l’eau possède en quittant la roue , le rapport de l'efl'et utile à la quantité d'action dépensée est ici
Cette expression sera rendue la plus grande possible, et égale à l’unité, en posant
d'où
Comme O doit toujours être plus grande que û, on voit que la vitesse de rotation des orifices doit surpasser la vitesse due à la hauteur à laquelle l’eau est élevée. Ainsi la limite théorique de l’effet obtenu est la quantité d'action dépensée; mais il faut imprimer à la roue une très-grande vitesse pour n’élever l’eau qu'à une hauteur peu considérable.
La première idée de cet appareil a été présentée, en 1732, à l’Académie des sciences par Le Dcmours.
MACHINE ElTOTIENNE.
226. Elle a été proposée sous ce nom en 1786, par J. Bernoulli, comme une application du tube de Pitot proposé pour la mesure de la vitesse des eaux courantes. Un ou plusieurs tuyaux sont fixés à un axe vertical de rotation ; l’extrémité inférieure M (Fig. 101) est recourbée horizontalement, et se présente directement au choc de l'eau ; l’eau s'élève dans les tuyaux, et sort par les orifices placés à l'extrémité supérieure N. Il convient, comme
LEÇONS SCA L’APPLICATION
dans la machine précédente, qu'elle jaillisse de ces orifices dans une direction horizontale et contraire à celle du mouvement de rotation. On nommera V la vitesse de rotation de l’orifice de sortie N dont on suppose l’entrée évasée ;
«V la vitesse de rotation de l’orifice d’entrée M dont on suppose également l’entrée évasée ; ü l’aire de l’orifice N ;
O l’aire de l'orifice M ;
H la hauteur de l'orifice N au-dessus du niveau A du réservoir inférieur.
Le choc de l'extrémité inférieure M du tuyau contre l'eau du réservoir inférieur donne lieu, contre le plan de l’orifice placé à cette extrémité, à une
pression que l’on peut supposer due à la hauteur k , en représentant
par k un coefficient qui dépend principalement de la figure et des dimensions de cette partie du tuyau. La force centrifuge de l'eau contenue dans le tuyau donne lieu d’ailleurs , à l'orifice N, à une pression due à la hauteur v»
(1 — »») — . Par conséquent, le fluide sortira de cet orifice avec la vitesse
relative
ive « /
, et avec la vitesse effective.
'in» V»-4-(t-«») V* — ïÿ H
\ — x / — • 0° aura fl°nc 'c*- P**- la raison indi-
quée dans le n" précédent, pour le rapport de l’effet utile à la quantité d’action dépensée par le moteur
Cette expression sera la plus grande possible, et égale à l’unité, si l’on a
l n»V»-t-(l — n»)VJ — 2ÿH
Cette formule indique une vitesse moins grande que celle qui a été obtenue dans le n” précédent ; elle s'accorde avec celte dernière quand on fait v—o.
c'est-à-dire quand on suppose l’orifice M placé dans l’axe de la roue, d’où l’on peut juger que la direction du plan de cet orifice n’a, dans ce cas, aucune influence sur l’effet obtenu. Ce calcul ne tient point compte de la résistance que l’eau opposerait au mouvement de la partie du tuyau qui est plongée dans le réservoir inférieur.
vis D'AitcamtBi.
227. Cette machine peut être considérée sous divers points de vue. Nous supposerons, en premier lieu , qu'un tuyau d’un diamètre très-petit est enroulé suivant une hélice tracée sur un cylindre incliné auquel on imprime un mouvement de rotation.
Admettons d’abord que l’extrémité inférieure de la vis soit plongée sous le niveau À A du réservoir inférieur (Fig. 102) assez profondément pour que, dans le mouvement de rotation, l’extrémité M du tuyau reste constamment au -dessous de ce niveau ; il ne pourra alors entrer que de l’eau dans le tuyau. Il formera un vase dans lequel l’eau tendra à s’élever par l’effet de la force centrifuge résultant du mouvement de rotation. Quoique ici l’axe de ce vase soit incliné, le même raisonnement fait dans le n” 100 de la 2' partie du Résume des Leçons montrera qu’en appelant v la vitesse de rotation qui a lieu dans un point déterminé de la surface supérieure libre du fluide, ce point
tendra à s’élever au-dessus du niveau du réservoir inférieur à la hauteur —
due à cette vitesse, d'où il suit que tous les points de la surface également distants de l’axe tendent à se placer dans un même plan horizontal. Si la hauteur de l’extrémité supérieure N du tuyau au-dessus du niveau AA est constamment moindre que la hauteur due à la vitesse de rotation de ce point, l'eau dégorgera constamment par l’extrémité N, ce qui formera un appareil analogue à celui du n° 225. Mais ici la figure du tuyau qui forme le vase, et l’inclinaison de l’axe de rotation, donneraient lieu à une sorte de mouvement d’oscillation de l’eau contenue dans l’appareil, qui n'a pas lieu dans le cas du n° cité , et qui consommerait inutilement une partie de l'action du moteur.
228. Admettons, en second lieu, que l'extrémité inférieure de la vis ne soit pas entièrement plongép dans le réservoir inférieur (Fig. 103), en sorte que l’extrémité du tuyau accomplisse une partie de sa révolution dans l'eau et une autre dans l’air. Il s’introduira alors alternativement de l’air et de l’eau dans le tuyau , et ces deux fluides tendront à s’y distribuer de la manière indiquée sur la figure, l’eau occupant toujours la partie la plus basse de chaque spire. Chaque portion d’air qui s’introduit dans le tuyau se comprime d'abord, puis se dilate progressivement en passant de spire en spire, et reprend dans la dernière sa force élastique primitive. Il n’est pas nécessaire alors , pour que l'eau parvienne à l’extrémité supérieure N du tuyau, que la vitesse de
rotation soit aussi grande que dans le cas précédent, parce que la pression que l’action de la gravité sur l'eau intérieure produit à l’entrée M du tuyau, pression que la force centrifuge doit surmonter, au lieu d’étre due à la hauteur verticale de l’extrémité supérieure N du tuyau sur le niveau A A , serait due simplement à la somme des hauteurs verticales des colonnes d’eau contenues dans chaque spire.
25$. Lorsqu’il entrera assez d’air dans le tuyau pour que l’eau n’occupe plus dans la spire inférieure , et par conséquent dans toutes les autres , que la portion mon de cette spire qui est située au-dessous du plan horizontal m n mené parle point le plus élevé, ou une portion moindre, les hauteurs verticales des colonnes d’eau contenues dans toutes les spires étant nulles, l’air contenu dans le tuyau n’y sera nullement comprimé, et aucune pression ne sera exercée par l’effet du poids de l’eau intérieure à l’entrée M du tuyau. Par conséquent, l’action de la force centrifuge ne sera plus nécessaire pour que l’eau s'élève en passant de spire en spire. Quelque lent que puisse être le mouvement de rotation imprimé à l’appareil, l’eau pourra toujours alors être élevée à une hauteur aussi grande qu'on le voudra. La portion mil o de chaque spire se nomme l’arc hydraphore.
La situation et la longueur de l’arc hydrophore peuvent être déterminées comme il suit : A A (Fig 104) est l’axe du cylindre sur lequel l’hélice est tracée, a la projection horizontale de cet axc;BC la base de ce cylindre, bmcn la projection horizontale de cette base ; B M N la projection verticale de l’hélice. On nommera
r le rayon A B du cylindre ;
a l’angle que l’axe A A forme avec le plan horizontal BB:
• l’angle que la tangente à l'hélice forme avec l’axe A A.
Considérons un point quelconque M de l’hélice, et proposons-nous de trouver la hauteur MF de ce point au-dessus du plan horizontal BB; m étant la projection horizontale du point M et s l'angle bain , on aura
r* r(1 — co». «)
l> M = 1, B P = r (1 — co«. ») , P F. =r ,
tang. 6 tang. a
[ S 1— CO». s\ / * 1— co».*v
ME = r( — I, MF = r*in. al I.
\ tang. S lang. a / Ç lang. 9 lang. a J
Cette expression sera la plus grande ou la moindre qu'il est possible, si l’on a
tang. a f lang. aV
sin. * = , OU » = arc »tn. = I: (a)
lang. 9 V tang. 9/
les valeurs de .» données par cette équation appartiennent donc aux points m, m', projections horizontales des points M, M' les plus élevés et les plus bas des spires. Soit maintenant t l’angle obtus ban correspondant au point N
situé au môme niveau que le point le plus élevé M, et qui est l’antre extrémité de l’arc hydrophore; la hauteur de ce point au-dessus du plan horizontal B B sera donnée par l’expression précédente de MF en y mettant t au lieu de s. Donc la valeur de t est donnée par l'équation
t 1 — coi. t * 1 — co». * i tang. e
, OU t — » = (co«. » - en». I) ,
tang. 0 lang. a lang. 8 lang. a * tang. a
dans laquelle il faut mettre pour * la valeur donnée par l’équation (a), et qui peut par conséquent s’écrire
COS. 8 — COS. t
MO. S
relation qui est indépendante des angles a et s. La table suivante indique les valeurs correspondantes * et t — * qui satisfont à l'équation (é), ces valeurs étant exprimées en centièmes du quart de cercle.
i ion
la
fi
Après avoir calculé a par l'equation (a), on prendra dans cette table la va-
leur correspondante de t — *; celte valeur, multipliée par — et par r, don-
nera la projection horizontale de l'arc hydrophorc ; en divisant ensuite par tang. e, on aura la longueur absolue de cet arc.
230. La longueur de l’arc hydrophore serait nulle si l’on avait «=e. L’inclinaison de la vis sur l'horizon doit être moindre que l'inclinaison de l’hélice sur l’axe pour qu'elle puisse élever de l’eau. L’évaluation de la longueur de l’arc hydrophore, et par conséquent du volume d’eau qui peut être contenu dans chaque spire, servira à déterminer la valeur qui doit être donnée à l’angle a pour que, toutes choses égales d’ailleurs, la vis monte dans un temps donné la plus grande quantité d'eau qu'il est possible. Soit V la vitesse de rotation du cylindre sur lequel l'hélice est tracée, les areshydrophores seront
transportés dans le sens de l’axe avec la vitesse et s’élèveront verti-
tang. 8
SiKÏ
V «in. a
calement avec la vitesse . Par conséquent, la question dont il s’agit
lang. 8
consiste à déterminer l’angle a de manière à rendre un maximum la fonction
( f — *) sin. a..
Si l’on supposait l’angle e de 60°, on trouverait, pour la valeur correspondante au maximum de cette fonction, <x = 44° environ.
231. La vis d’Archimède étant considérée dans l’hypothèse du n° 229, supposant le mouvement de rotation uniforme, remarquant que l’eau entre dans le tuyau sans choc et en sort avec une vitesse nulle, parce que ce fluide coule dans le tuyau avec une vitesse relative égale à celle des points du tuyau en sens contraire, on voit qu’il n’y a point de force vive perdue dans cet appareil. Ainsi, en négligeant les frottements, l’effort du moteur doit simplement faire équilibre au poids de l'eau contenue dans la vis; soit P l'effort du moteur supposé appliqué à la circonférence de la base du cylindre sur lequel l'hélice est tracée, E le volume d'eau contenu dans l’arc hydrophore, n le nombre des spires du tuyau qui forme la vis, n le poids de l’unité de volume de l’eau. Comme à chaque tour du cylindre les arcs hydrophores sont élevés
Sûr. sin. et
de la hauteur verticale ■, le principe des vitesses virtuelles donne,
tang. 8 .
pour la condition de l'équilibre,
2 * r, sin. a sin. a
P.2*r = fi.TIE , OU P = n . Il E ,
tang. 8 tang. 8
ou bien, en appelant H la hauteur à laquelle l’eau est élevée, et remarquant H 2icr
que — n ,
sin. a tang. 8
2ir r
232. Considérons actuellement la disposition des vis d’Archimède , qui est généralement adoptée , et qui consiste à établir, entre un noyau et une enveloppe cylindriques, des cloisons formées par des surfaces hélicoldes décrites par une droite constamment perpendiculaire à l'axe du cylindre. Soit A A (Fig. 105) l’axe du cylindre projeté horizontalement en a; B M B N l’hélice tracée sur ce cylindre et servant de directrice à la droite génératrice de la surface hélicotde; M N un plan horizontal. Tous les points de la génératrice décrivent des hélices ayant toutes le même pas , et par conséquent des inclinaisons différentes sur l'axe A A. Parmi ces courbes distinguons l’hélice CMC projetée horizontalement ency.c, qui forme, avec l'axe A A, un angle égal à l'inclinaison A M N de cet axe sur le plan horizontal M N , en sorte que la courbe CMC est touchée en M par la trace M N de ce plan. 11 est visible que
toute hélice dont le rayon serait moindre que a c et a b ne pourrait recevoir d’eau, et que toutes les hélices dont le rayon est compris entre a c et a b pourront en recevoir : donc on peut prendre a c pour le rayon du noyau de ta vis sans rien perdre sur le volume de l'espace hydrophore. Cet espace est compris entre le plan horizontal MN, la portion de la surface hélicolde qui est au-dessous de ce plan, et la surface cylindrique servant d'enveloppe à la vis ; on peut en calculer le volume comme il suit. On nommera a l’angle que l’axe A A forme avec le plan horizontal M N ;
« l'inclinaison de l’hélice B M B N sur l'axe A A ;
r le rayon» b de l’enveloppe cylindrique sur laquelle cette hélice est tracée; * l’angle m ap formé avec le rayon a ni par un autre rayon a p mené à la projection horizontale/» d’un point quelconque P de la surface hélicolde ; x la longueur du rayon a p ;
z la portion P Q d’une droite parallèle à l’axe A A qui est comprise entre le point P où celte droite coupe la surface hélicolde, et le point Q où elle coupe le plan horizontal M A.
On a
si il. s sin. s
E P = r . s tang. 0 , E Q = T . , s = jr . r ■ t lang. ».
tang. a (ang. a
Posant z = 0/ il vient
x = r tang. a lang. 9 ,
sin. s
équation qui appartient à la courbe n n, intersection du plan horizontal M N avec la surface hélicolde. En faisant x = r, l’équation précédente donne
sin. s
= tang. a . tang. 0 :
nous désignerons par „ la valeur de « qui satisfait à cette dernière relation, c’est-à-dire l’angle ni an formé avec am par le rayon mené au point extrême n.
Cela posé, remarquant que l’élément différentiel du volume de l’espace hydrophore est xds.dx. dz, on aura, pour l’expression de ce volume, l’intégrale triple
x sin. 9
ou bien
lang. a
r tang. a . lang. 8
sin. s
es tang.
dt.x.
1 1 sin. s t s»
— s lang. t-l — + tang. 3 a . tang. 5 8
2 S tang. a 0 sin.3»
•iOS
LEÇONS son L’APPLICATION
ou
/ I ! 1 — cos. s 1 y*sds.*s\
r5! g1 Uüg. OH H lang. 3 a tang. 5 S / I.
Ç 4 3 lang. a 6 «y o sin.3*/
L'intégrale du dernier terme se calculera facilement par approximation.
Si, comme on l’a proposé, la droite génératrice de la surface hélicolde n’élait pas perpendiculaire à l'axe, mais inclinée de manière à augmenter la profondeur de l’espace hvdrophore, on aurait alors, en désignant par *> l’angle de la génératrice avec la perpendiculaire à l'axe, sin. *
• * = x r . s lang. 0 H- x lang. u :
lang. a
le calcul du volume de l’espace hvdrophore s’opérerait de la manière qui vient d’étre indiquée.
Soit E le volume de l'espace hydropbore, on déterminera, conformément à ce qu’on a vu dans le n° 230, l’inclinaison de la vis propre à faire monter, toutes choses égales d'ailleurs, la plus grande quantité d'eau qu’il sera possible en un temps donné, en cherchant la valeur de & propre à rendre un maximum la fonction
E sin. a.
On pourra également appliquer ici les résultats énoncés dans le n° 231.
233. Pour que l’eau s’élève dans la vis en passant de spire en spire de la manière qui a été supposée dans le n° 229 et les suivants, il est nécessaire que la portion de chaque spire, qui n'est point occupée par l’eau, soit remplie d'air dont la force élastique soit égale à la pression atmosphérique. Pour que cette condition soit toujours satisfaite, et dans le cas même où l’extrémité de la vis serait entièrement plongée dans le réservoir inférieur, et où, par conséquent, l’air n'y pourrait point pénétrer par cette extrémité, il est nécessaire que l’air puisse arriver dans toutes les spires par l’extrémité supérieure. C’est ce qui aura lieu si le rayon du noyau est moindre que a c, c'est-à-dire moindre que la quantité r tang. a tang. o, parce qu’alors les portions d’eau occupant les espaces hydrophores n'empêcheront point l’air de passer librement d’une spire à l’autre.
La vis d'Archimède est une des machines connues des anciens et décrites par Vitruve. Elle ne peut élever l’eau qu’à une petite hauteur, et comme il faut que l’eau retombe de l'extrémité supérieure dans une bâche, cette circonstance diminue l’effet utile qui pourrait être obtenu. Les observations indiquent qu'un homme élève dans sa journée, au moyen de cet appareil, 90 mètres cubes à 1 mètre de hauteur ; mais la petitesse de ce nombre parait tenir en partie à la manière imparfaite dont l'action des hommes est ordinairement appliquée à la vis. D’autres observations faites sur des vis miles par des chevaux ont donné des résultats plus avantageux.
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i «cuise de vn\
334. Elle est composée d'une corde sans ün ou de plusieurs cordes sans fin (Fig. 106) placées les unes à côté des autres, passant sur une poulie supérieure fixe et sur une poulie inférieure qui sert seulement à maintenir la corde tendue et qui est plongée dans l’eau. Lorsqu’on imprime à la poulie supérieure et par conséquent à la corde un mouvement de rotation rapide, l'eau s'élève, en suivant la partie montante de la corde, par l’effet de la communication de mouvement qui résulte de l'adhérence. On a élevé l’eau, au moyen de cet appareil, à plus de 55 mètres de hauteur. A cette hauteur, avec une corde de 0",045 de pourtour, l’effet utile a été trouvé à peu près les j de celui que l'on aurait obtenu en agissant sur un treuil à manivelle servant à manœuvrer des seaux. A une hauteur moindre et avec des cordes plus grosses , le produit est plus considérable. Celte machine a été inventée en 1780.
CASSE BYDEAVLIQCE. XACB1SK DE VIALOS.
235. La canne hydraulique est un tuyau vertical AB (Fig. 107) dont l’extrémité A, garnie d’une soupape, est plongée dans le réservoir inférieur: on imprime à ce tuyau un mouvement de va et vient vertical. L’eau entre par la soupape quand le tuyau s'abaisse, et après un certain temps, lorsque le mouvement alternatif du tuyau est convenablement réglé, la soupape devient inutile, l'eau contenue dans le tuyau ayant acquis un mouvement d’ascension uniforme. En supposant que l’effet du frottement de l'eau contre les parois du tuyau puisse être estimé d’après les résultats exposés n” 109 de la 2" partie des Résumés des Leçons , les conditions de l’établissement de cet appareil se trouveront de la manière suivante. Nommons U l'aire de la section du tuyau; x le contour de cette section ;
» la longueur du tuyau ;
U la vitesse d’ascension de l’eau contenue dans le tuyau supposée uniforme: V et V1 les vitesses imprimées respectivement au tuyau quand il s’élève et quand il s’abaisse également supposées constantes ; c l'espace parcouru verticalement par le tuyau h chaque oscillation ; n le rapport de la section de la veine contractée après l’entrée de l’eau en A dans le tuyau à la section du tuyau; o la masse de l’unité de volume de l'eau ;
g la vitesse imprimée par la gravité aux corps pesants dans l'unité de temps.
Considérons l’intervalle de temps qui comprend une oscillation du tuyau. Pendant la montée du tuyau ( conformément à la formule du n° 109 cité ci-
dessus ), il sera exercé, sur la colonne d’eau contenue dans le tuyau, dans le sens du mouvement de cette eau, une quantité d'action exprimée par pxU“(v — ü>-4-6 (v —
Pendant la descente du tuyau il sera exercé sur la môme colonne d'eau, en sens contraire, la quantité d’action
PX*[«(V' + ü)-+-6 (V'- ü)»] .e.
La durée de l’oscillation étant c, le volume d’eau élevé pendant cet
intervalle est a U.
VV
c, et comme il est élevé de la hauteur i, la quan-
tité d’action imprimée en sens contraire du mouvement par la gravité est
On a donc, pour la quantité d’action totale imprimée pendant une oscillation du tuyau,
pxMa(v-+"V')->-ê[(V — U)1 -*-(V'-t-U),]|C-*-p5fXÜU .c.
D’autre part, l’eau qui a traversé le tuyau pendant cet intervalle ayant
perdu en A la vitesse U, et sortant en B avec la vitesse IJ, on aura,
pour la somme des forces vives perdues et acquises pendant le même intervalle
(HÏ-
En égalant le double de la quantité d’action imprimée à cette dernière quantité, il viendra
Sx* a(V-+-V')-+-6[(V — U)* (V'-«- 0)*] î- -*-9gXÜU
équation à laquelle devront satisfaire les vitesses V et V' pour que l’eau s’élève dans le tuyau avec la vitesse déterminée U. Le calcul précédent suppose que la masse de l’eau contenue dans le tuyau n’est pas très-petite, et que la durée des oscillations de ce tuyau est très-courte; il ne serait pas permis, sans cela, de regarder la vitesse U comme constante.
236. On a, pour le rapport de l’effet utile à la quantité d’action dépensée,
OÜÜ
VV
Xf*(v + n -t-6[(v-ü)>4.(r+n)»]i
expression dans laquelle les quantités U, V, V' doivent avoir les valeurs convenables pour satisfaire à l'équation précédente.
237. L'appareil dont il s’agit peut élever l'eau par un mouvement de va et vient rectiligne. Vialon a proposé d’employer un mouvement de va et vient circulaire au moyen d'uu appareil à peu près semblable à celui qui a été indiqué n° 226.
TITRE XX
DES TRA.VSPORTS SDK LES BOUTES DE TERRE.
238. Le transport des marchandises et des voyageurs s’effectue principalement sur les routes ordinaires au moyen de voitures tirées par des chevaux. Sur les chemins de fer on emploie des chevaux et des machines à vapeur fixes ou mobiles. La meilleure application de la force des chevaux au tirage des voitures est un sujet d'étude important, et qui exigerait la considération spéciale de l'action musculaire tt], On se bornera à remarquer que l'action exercée pour le tirage consiste principalement dans la contraction des muscles extenseurs qui tend à amener le corps en avant, action qui est aidée par le poids du corps lorsque les jambes sont inclinées dans le même sens. Il parait, d’après cela, qu’une charge modérée peut diminuer la fatigue que le cheval doit supporter. C'est par ce motif que l'on distribue la charge des charrettes de manière que le cheval de limon en porte une petite partie, que l’on donne une légère inclinaison de bas en haut aux traits, à partir du point d'attache sur la voiture, lorsque les chevaux sont attelés à des voitures à quatre roues, et enfin que dans les attelages où plusieurs chevaux sont placés à la suite les uns des autres, on les distribue par rang de taille les plus petits en avant.
TRANSPORT SI R LES ROI TES ORBITAIRES
239. Nous considérons l’effet du tirage comme une force dirigée parallèlement à la surface de la roue. Sur une route horizontale, cet effort doit surmonter deux résistances , le frottement de l’essieu dans sa botte et la résistance qui s’exerce à la circonférence de la roue par l’effet des inégalités ou du peu de dureté du terrain. Sur une route en pente, la composante du poids de la voiture dans le sens de la pente s’ajoute aux résistances dont il s'agit ou doit en être retranchée.
[1] Il n'exirte tur cet objet que de* recherches fort imparfaite*.
La route étant supposée horizontale et les chevaux marchant au pas. on peut admettre les résultats suivants :
Poids de la voiture, j de la charge utile ( il s’agit de la plus grande charge qui a lieu en été);
Poids des roues seules, ^ du poids de la voiture ou ~ du poids total;
Effort du tirage sur une route en empierrement, V-, du poids total :
Effort du tirage sur une route pavée . du poids total ;
Effort du tirage exercé par un fort cheval, 80 kilogrammes ;
Effort du tirage exercé par un cheval de force moyenne, 60 kilogrammes ;
Vitesse, 0m,9 par seconde;
Durée du travail journalier, 10 heures.
(Ces résultats ne peuvent avoir une grande précision; on les présente comme des termes moyens qui se rapportent à l’état actuel des routes en France. Sur une très-bonne route pavée ou empierrée, l’effort du tirage au pas est réduit à moins de du poids total. L’effort que l'on fait exercer aux chevaux en Angleterre est moindre qu’en France; on l’évalue au plus à 68 kilogrammes; M. Wood ne compte même, d’après ses observations sur le travail effectué sur les chemins de fer, que 51 kilogrammes.)
240. D’après le tableau du n” 23, le rapport de la résistance du frottement à la pression sur l’essieu d’une roue doit être environ j; l’effort du tirage qui surmonte cette résistance est moindre dans le rapport des rayons de l’essieu et de la roue, rapport qui est ordinairement ;'T. Ainsi, l'effort dont il s'agit est 7ï ou 7{, de la charge portée par l’essieu. On voit que cet effort n’est qu’une petite partie de la résistance totale , qui est presque entièrement due à l’obstacle que le terrain oppose à la circonférence de la roue. Cet obstacle provient principalement de ce que la roue doit former une impremon dans le terrain, en déplaçant ou eu écrasant ses parties, ou bien de la perte de vitesse que la roue subit lors des chocs qui ont lieu contre les inégalités du terrain. On regarde ordinairement la résistance que la roue doit surmonter comme étant proportionnelle à la charge, mais il y a lieu de présumer que cette résistance augmente dans une proportion plus grande que la charge, et qu’il y aurait de l'avantage à employer des voitures moins pesantes, d’autant plus que les routes pourraient alors être plus facilement maintenues en bon état.
Lorsqu'on attribue une partie de la résistance que le tirage doit surmonter aux pertes de force vive résultant des chocs de la roue contre les inégalités du terrain, on rend raison d'un fait qui a été vérifié par des expériences directes, et qui consiste en ce qu'en faisant porter la charge sur les ressorts , on diminue l’effort du tirage. En effet, il résulte de l’élasticité des ressorts que la charge, à l'instant où les roues perdent une partie de leur vitesse actuelle, conserve le mouvement qu'elle a acquis, et en aura perdu une
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moindre pallie lorsque les roues reprendront leur vitesse primitive. Les pertes de force vive seront donc moins grandes.
TRANSPORT SI R LES CUEIISS DE FER
241. Sur les chemins de fer à ornières saillantes, en admettant les derniers perfectionnements , on peut adopter les résultats suivants :
Poids des chariots, j de la charge utile ( la charge des chariots à charbons est ordinairement 2300 kilogrammes ) ;
Poids des roues seules, j du poids du chariot ou ; du poids total;
Effort du tirage le chemin étant de niveau du poids total.
Ce dernier résultat a été principalement établi d'après les expériences de M. Wood. qui ont donné des rapports encore plus petits; on le regarde comme tenant compte de ce que les rails ne sont pas toujours parfaitement propres , et de la résistance de l'air. Ces expériences ont montré que l'effort du tirage est indépendant de la vitesse du mouvement de translation des voitures et sensiblement proportionnel à la charge. L'expression précédente de l'effort du tirage comprend d'ailleurs la résistance du frottement de l’essieu et celle qui a lieu à la circonférence de la roue ; cette dernière résistance est beaucoup moindre que la première, et sur les chemins dont il s’agit, n’est qu’une très-petite partie de la résistance totale.
Dans les roues des chariots sur lesquels ces expériences ont été faites , le rapport du diamètre de l’essieu et de la roue était à peu près Par conséquent , une exécution plus parfaite de l’essieu et des supports par lesquels la charge portait dessus, et plus de soin apporté au graissage, ont rendu le frottement de l’essieu beaucoup moindre que ne l'indiquent les résultats du tableau n” 23.
242. Les expériences par lesquelles la résistance des chariots a été déterminée ont été faites, soit en observant directement l'effort du tirage au moyen d’un dynamomètre, soit en observant les espaces parcourus par les chariots dans un temps donné lorsqu'ils descendaient sans impulsion initiale sur des chemins inclinés, en cédant à l’action de la gravité. On a, dans ce dernier cas ,
et
x espace parcouru au bout du temps t ;
Q poids des chariots ;
— pente du plan incliné; m
F résistance duc aux frottements et qui est indépendante de la vitesse;
g vitesse imprimée par la gravité dans l’unité de temps.
243. Le transport des marchandises sur les chemins de fer, outre l'emploi des chevaux, s'effectue par trois moyens principaux : l'action de la gravité, les machines à vapeur fixes, les machines à vapeur mobiles appelées Machines locomotives.
Lorsque des chariots descendent sur un plan incliné, le mouvement tend à s'accélérer conformément à la loi exprimée par l’équation précédente. V étant la vitesse acquise au bout du temps t, on a
Si l'on voulait prévenir celle accélération, il faudrait établir le chemin sur une pente uniforme, telle que l’on eût :
Les chariots conserveraient alors constamment leur vitesse initiale. On pourrait leur faire acquérir la vitesse initiale convenable en leur faisant d’abord parcourir une portion de chemin dont la pente fût un peu plus rapide.
L’action de la gravité et celle des machines à vapeur fixes donnent lieu à un grand nombre de combinaisons. Ces machines font tourner des tambours horizontaux sur lesquels s’enroulent des cordes auxquelles les chariots sont attachés, et qui sont supportées d’espace en espace sur de petits rouleaux placés dans l’axe du chemin. La descente des chariots sur un plan incliné aide l'action des machines, soit pour faire monter sur ce même plan les chariots qui vont en sens contraire, soit pour faire monter des chariots qui vont dans le même sens sur un plan incliné ascendant situé en arriére du plan incliné descendant dont il s'agit. On peut donner à l’intervalle des stations 2000 à 2500 mètres. A cette distance, on estime que la résistance produite par le mouvement des cordes augmente la résistance provenant du frottement des chariots d’environ j.
244. La simplicité du système des machines locomotives et la grande rapidité que peut présenter ce mode de transport, d'après les perfectionnements qu’il a reçus dans ces derniers temps, semblent devoir lui assurer en général la préférence sur tout autre; il faut excepter néanmoins les cas particuliers où l'on serait obligé d’établir des plans inclinés ascendants sur des pentes rapides, telles que Vï.
D'après les marchés passés par les propriétaires du chemin de Liverpool à Manchester, une machine qui ne pèsera pas plus de 5 tonnes ( 5080 kl1-) doit conduire dans les parties de niveau, ou très-peu inclinées, une charge de 40 tonnes ( 40640kH ) avec une vitesse moyenne de 6". 50 par seconde. La charge totale étant 45720ku- et l’effort estimé au rb de 228klk,6 l’effet de cette machine, non compris les résistances qui ont lieu dans la machine même, est de 228kM-,6 * par seconde ou 20 chevaux environ. La pres-
sion de la vapeur contre la soupape de sûreté ne doit pas excéder 50 livres par pouce quarré (ôkll ,514 par centimètre quarré, 3j atmosphères environ en sus de la pression atmosphérique). La consommation de coke ne doit pas excéder une demi-livre pour une tonne transportée à un mille (0k"-,227 pour 101Gk,‘- transportés à 1609 mètres; cela revient à 6kM- ’ pour l’effet produit correspondant à la force d’un cheval). Dans les derniers essais, la vitesse d’une machine locomotive peu chargée a varié de 8 à 1 1 mètres par seconde.
Le principe de l’usage des machines locomotives consiste en ce que l'action de la vapeur imprime aux roues un mouvement de rotation, qui produit le mouvement de translation de l’appareil par l’effet du frottement des roues sur les rails. Le mouvement de translation n'aurait pas lieu si l’effort du tirage surpassait la résistance due à ce frottement, les roues tourneraient alors en glissant sur les rails sans que l’appareil changeât de place, ce qui établit une limite au tirage que peut exercer une machine d’un poids donné. On a reconnu que, dans l’état le plus désavantageux des rails, il n’est point à craindre que les roues viennent à glisser lorsque l’effort du tirage ne surpasse pas le V; du poids de la machine.
La même considération établit une limite à la pente que peut monter une machine locomotive tirant une charge déterminée; cette limite sera donnée par l'équation.
d'où
Q poids des chariots tirés par la machine et de leur charge;
q poids de la machine;
— pente du plan incliné ascendant;
rapport du tirage à la charge sur un chemin de niveau.
245. Les modifications que peut présenter le jeu des machines locomotives lorsqu’on fait varier la vitesse du transport , la charge ou l'inclinaison du chemin, peuvent être appréciées de la manière suivante. Conservant les dénominations précédentes , nous désignerons par
P l'effort exercé dans la tige du piston de la machine à vapeur; a l'aire de la section du piston ; r la longueur de la course du piston ; o la durée d’une oscillation entière ;
H la hauteur en centimètres de la colonne de mercure qui mesure la pression de la vapeur dans la chaudière ;
V la température de la vapeur correspondant à la pression H dans la table du n° 153.
u la vitesse du transport qui a lieu à la fin du temps t ; r le nombre de degrés de chaleur transmis à la chaudière dans l’unité de temps pour opérer la vaporisation de l’eau; r le rayon des roues de la machine locomotive :
* le poids du mètre cube de mercure = 15568k"-.
D’après les n”* 178 et 180, remarquant que les machines dont il s’agit sont ordinairement des machines à haute pression, sans détente et sans condensation (en sorte que la pression exercée sur la face antérieure du piston est celle d’une atmosphère ou 76 centimètres), et que l’on peut considérer les résistances qui ont lieu daits la machine comme faisant perdre environ les 0,1 de la tension de la vapeur dans la chaudière, nous aurons d'abord
OS
Par conséquent, en admettant le résultat du n" 161 , la dépense de chaleur dans l’unité de temps est
2 il c H 1,375
I' = (OS50) — . (550-t-V).
En employant la formule approchée du n" 153 H=( 1, qui donne
V — ftr>. H5— 75, l'expression précédente deviendra
2 Ce H 653*4-117 H 1
L’effort du tirage est
( ç + Q); et, en le supposant appliqué
à la circonférence des roues , il doit être surmonté par l’effort du piston de la machine à vapeur. Par conséquent, les roues faisant un tour pour une oscillation du piston, on doit avoir, dans le cas où le mouvement de l’appareil est uniforme ,
et dans le cas où il est variable [i],
■lu Pc /I 1 \ n r
Enfin on a la relation
2irr u — — .
246. Considérons en premier lieu le cas d’un mouvement uniforme. Les équations (a) et (e) donneront
icCe \l
Nous remarquerons que le facteur r du second membre de l'é-
[t] L'équation que l'on écrit ici pour exprimer les conditions du mouvement variable du système est insuffisante , parce qu'elle ne se rapporte qu'au mouvement de translation de l'appareil , et que la considération des mouvements oscillatoires des parties mobiles de la machine à vapeur, et du mouvement de rotation des roues de cette machine et des chariots, se trouve entièrement omise. Cette manière de traiter la question suppose que l'on regarde la masse des parties dont il s'agit comme étant très-petite et négligeable par rapport à la masse totale. Comme celle recherche ne peut guère avoir d'objet utile si ce n'est d'examiner jusqu'à quelle distance un appareil, commençant à monter une pente avec une vitesse acquise, pourra conserver une portion déterminée de celte vitesse, il n'y a pas d'inconvénient, pour les applications, à employer un procédé de calcul qui donnera nécessairement un résultat au-dessous de la vérité.
quation (6) décroît avec H , mais très-lentement pour les valeurs ordinaires de cette quantité (de 3 à 6 atmosphères, la valeur de ce facteur ne varie pas de ^ ). Par conséquent, en conservant ce facteur, dans lequel on substituera dans chaque cas la valeur moyenne de li , l'équation (6), en ayant égard aux équations ( e ) et (/"), deviendra
Il r fi c f 1
(0‘,59) 70 1- too —
0,0 70 L tf \ m
et donnera la quantité de chaleur qui devra être fournie dans l’unité detemps pour la formation de la vapeur. Cette quantité, toutes choses égales d’ailleurs, est donc h fort peu près proportionnelle à la vitesse u du transport, et, par conséquent, la dépense totale est sensiblement proportionnelle à la distance parcourue, quelle que soit la vitesse du transport. La quantité de chaleur dont il s’agit diminue lorsqu'on augmente le rayon des roues de la machine locomotive. Ces résultats sont confirmés par les expériences de M. Wood.
La limite de la vitesse que peut prendre un appareil donné est réglée, conformément à l’équation (g), par la quantité de chaleur qui peut être transmise à la chaudière dans l’unité de temps. Il y a deux moyens d’obtenir, à dépense égale de chaleur, une vitesse donnée, 1” en fixant e ou la vitesse du piston, alors on augmente la vitesse en produisant plus de vapeur dans le même temps; 2° en fixant le rayon r des roues, alors on augmente la vitesse en formant la vapeur à une tension plus élevée, comme le montre l'expression (f). Il semble, par l’expression { g ), que ce dernier parti soit préférable sous le rapport de l’économie de la chaleur. Il faut remarquer d'ailleurs que l'on ne peut donner plus de chaleur à une chaudière dans le même temps qu’en brûlant le charbon à une température plus élevée, ce qui tend à augmenter les pertes de chaleur. Par celle raison, la consommation de combustible doit croître dans une progression un peu plus rapide que la vitesse.
217. Considérons maintenant le cas du mouvement variable. En ayant égard à l’équation («J, l’équation ( d ) donnera
rfti ÿ r rü . ÎC(0,6H - 70) f 1 1 \ q
dl (L 100(î + Q) \m 200 J J
Les quantités H et e doivent satisfaire à l’équation (6) du n° 2<o. En substituant, dans le second membre de l'équation précédente, les valeurs de U et e en fonction de t, valeurs qui dépendent de la manière dont on gouvernera la machine, cette équation donnera par l’intégration la relation entre u et l .
Dans le cas où U et a sont maintenues constantes, on a
tes
U étant la vitesse initiale. L’espace parcouru depuis l’instant où t~o est 2 gl iitû. 2 c (0,6 H — 76)
loo(î-eQ)
V»I 200/ IJ
vü . 2 c (0,6 H — 76)
lOO(fl-t-O)
Ces résultats mettront à même d’apprécier le ralentissement qui aura lieu dans le mouvement lorsque l’appareil devra franchir une pente ascendante, et la longueur de cette pente nécessaire pour réduire la vitesse à une valeur déterminée ou pour la rendre tout à fait nulle.
TITRE XXI
DU TRANSPORT PAR EAU
218. Nous considérerons seulement les moyens de transport qui consistent à haler les bateaux, et à leur imprimer le mouvement par l’action même du courant que l’on veut surmonter, ou par des machines à vapeur qui font tourner des roues à aubes placées sur des bateaux.
D'après les n” 156 et suivants de la 2’ partie des Résumés des Leçons, la résistance que l'eau oppose au mouvement d’un bateau peut être représentée par la formule suivante :
A aire de la section transversale du bateau ;
V vitesse du bateau, l’eau étant sans mouvement, ou excès de la vitesse du bateau sur celle de l’eau :
h poids de l'unité de volume de l’eau ;
H hauteur due à la vitesse V;
K coefficient constant dont la valeur dépend de la figure du bateau et doit être déterminée par l’expérience.
(iio LEÇONS SDR L’APPLICATION
Cette expression comprend la partie de la résistance relative au choc et la partie relative au frottement du fluide contre la paroi du bateau. Pour avoir une expression suffisamment exacte de cette dernière partie, il faudrait en général introduire dans la formule un terme proportionnel a V ; mais ce terme peut être négligé lorsque V n'est pas moindre que 0”.5.
Les dimensions du canal étant supposées très-grandes par rapport à celles du bateau, on admettra, d’après les expériences connues, les résultats suivants :
Bateau en prisme rectangulaire coupé aux deux extrémités perpendiculairement à l’axe, la longueur étant six à dix fois la largeur. K— 1,1
avec une poupe 1,0
avec une poupe et une proue formée de deux plans verticaux
dont la saillie est égale à la largeur 0,55
la saillie de la proue étant double de la largeur 0,45
— — la proue étant formée par un demi-cylindre vertical. . . . 0,5
la proue étant formée par le prolongement du prisme coupé
en dessous par un plan incliné sur l'horizon de 30°. . . . 0,45
ayant la forme des vaisseaux qui naviguent sur la mer. . .0,18
Le dernier résultat indique, selon toute apparence, la moindre valeur que puisse prendre le coefficient K.
249. Lorsque les dimensions du canal ne sont pas très-grandes par rapport à celles du bateau, la résistance augmente. D'après les proportions ordinaires des bateaux et des canaux en terre, on peut y évaluer approximativement la résistance en augmentant les valeurs précédentes de K de moitié en sus.
Les parois latérales du bateau et du canal étant presque verticales et la hauteur d’eau sous le fond du bateau ^ de la hauteur de la flottaison, la résistance est plus que doublée lorsque la largeur du canal estdeux fois celle du bateau, et plus que quadruplée lorsque la largeur du canal est les \ de celle du bateau (voyez d'ailleurs les n”’ 166 et 167 de la 2° partie des Résumé s des Leçons).
BALACE.
250. Lorsque le halage sur les rivières est fait par des hommes ou des chevaux marchant sur une rive, la résistance est augmentée, 1° par l'obliquité du tirage ; 2° parce que cette obliquité oblige à placer l’axe du bateau dans une direction inclinée k la direction du mouvement ou à employer un gouvernail; 3° parce que le bateau, s'approchant de la rive sur laquelle le halage s’opère, se trouve dans une condition différente de celle où il se trouverait dans un canal dont la section serait très-grande. On aura égard, dans les cas ordinaires, aux causes d'augmentation de résistance dont il s'agit en doublant les valeurs de K rapportées dans le n° 248.
De plus, on doit tenir compte de la composante du poids du bateau dans le sens de la pente de la rivière.
' L'expression de la résistance qui doit être surmontée pour faire mouvoir un bateau contre le courant d’une rivière est donc
et dans le cas de la descente,
(V-E)»' t K II A 0.
Sj P
A, V, Il ont les mêmes significations que ci-dessus:
v vitesse du courant;
— pente de la rivière;
Q poids du bateau et de sa charge.
Le coefficient K doit ici avoir une valeur à peu prés double des valeurs données n” 248.
Dans la plupart des rivières , le second terme peut être négligé. L’effort du tirage est à peu près proportionnel au quarré des dimensions linéaires du bateau; la charge transportée étant proportionnelle au cube de ces dimensions, il y a en général de l’avantage à employer les plus grands bateaux que comporte l’état de la rivière.
Nous admettrons d’ailleurs les résultats suivants :
Effort du tirage exercé par un fort cheval, 80kl1-; par un cheval de force moyenne, 60kn- (comme au n°239).
Vitesse des chevaux, 0",5 par seconde; durée du travail journalier, 10 heures.
Effort exercé par un homme, 12kM.
Vitesse, 0",6 par seconde; durée du travail journalier, 8 heures.
Dans des limites peu étendues , on peut regarder l'effort comme variant en raison inverse de la vitesse, et réciproquement.
RAIASE A NUITS FIXES.
251. Ce procédé consiste à faire mouvoir des treuils au moyen de machines placées sur le bateau de manière à enrouler une corde attachée à un point fixe. On peut avoir des points fixes établis d’espace en espace et qui forment autant de stations ; mais cela exige que pendant que le bateau parcourt une station, la corde destinée à lui faire parcourir la station suivante soit portée en avant et déroulée. Cette manœuvre est épargnée lorsqu’on emploie une corde ou plutôt une chaîne déposée au fond de la rivière , et sur laquelle le bateau se remonte en saisissant cette chaîne et la faisant passer
sur une poulie armée de dents, ou plutôt sur deux treuils à gorges. Les essais qui ont été faits de ce dernier procédé n’ont nullement prouvé qu'il fût impraticable.
La résistance du bateau , qui doit être surmontée par la tension de la corde, est exprimée par la formule du numéro précédent; mais on n’q pas ici les mèmès motifs d’attribuer au coefficient K une valeur double des valeurs données n° 248; il suffit d'augmenter ces dernières valeurs d'environ-^..
L'expérience a appris que le mécanisme destiné à faire enrouler la corde devait être très-solide et disposé de manière qu’on pût faire varier à volonté, dans des limites assez étendues, la vitesse du bateau, celle du moteur demeurant constante, en raison des variations de la charge et de la vitesse des courants. MM. Tourasse et Courtaut, dans leurs essais faits à Lyon sur la Saône et le Rhône, avaient dû se donner les moyens d'obtenir quatre vitesses différentes depuis O”, 5 jusqu’à 2 mètres par seconde environ (voyez l’Essai sur les bateaux à vapeur de MM. Tourasse et Mellet).
Il A LACE PAS l’action DU COUPANT. BATEAUX AQUABOTEUPS.
252. La manière la plus simple d’opérer le halagc par l’action du courant consiste dans l’emploi du radeau plongeur de M. Thilorier. C’est un plan ou radeau attaché à l'extrémité d’une corde passant sur une poulie fixe ( Fig. 108) , et dont l’autre extrémité est attachée au bateau qu’il s’agit de faire remonter. On fait plonger le radeau en lui faisant prendre une position verticale ou un peu inclinée du côté d’aval. Conservons les dénominations du n° 248 et désignons par
a la surface du radeau ;
v la vitesse du courant ;
k la valeur qu’il convient de donner au coefficient K pour exprimer la résistance du radeau.
En faisant abstraction de la résistance due à la pente de la rivière et des frottements de la corde et de la poulie, supposant le mouvement du système devenu uniforme , les efforts exercés par le courant sur le plan et le radeau doivent être égaux, ce qui donne la relation
tq(o-V)1 = Kà(p+V)l,
d’où v =t
V Ht
La vitesse imprimée au bateau est proportionnelle à celle du courant , elle
augmente avec le rapport — . mais elle ne peut dépasser cette dernière
KA
vitesse. La valeur de k peut être supposée ici à peu près égale à 5.
eu
253. Le procédé proposé au commencement du siècle dernier, et désigné par le nom A'aqua^m ateur, consiste dans l’emploi de roues à aubes placées sur le bateau qu’il s’agit de faire remonter. L’action du courant fait tourner un arbre sur lequel s’enroule une corde attachée en avant du bateau à un point fixe. Supposons le mouvement de l’appareil uniforme, faisons abstraction de la pente de la rivière, conservons les dénominations du n° 248 et désignons par
a l’aire de la partie des aubes plongée dans l’eau ;
k la valeur qu’il convient de donner au coefficient K pour exprimer l’action du courant sur les aubes ;
R le rayon des roues compté du centre de la partie des aubes plongée dans l'eau;
r le rayon de l’arbre sur lequel s'enroule la corde ;
U la vitesse de rotation du centre des aubes;
v la vitesse du courant ;
T la tension de la corde au moyen de laquelle le bateau est remonté.
La résistance que le courant oppose au bateau est n K A , et l’effort
qu’il exerce sur les aubes n K A : par conséquent
T = Il K A t- Il A a .
L’effort du courant sur les aubes doit d'ailleurs faire équilibre àcette tension agissant à la circonférence de l’axe du treuil, ce qui donne l’équation
ta(B+V-ü)>. R=[IA(c + V)l + ia(B+V-l))>l.r.
Enfin on a la relation
Substituant cette valeur de U dans l’équation précédente, oh en déduit
e-MH
ka K A
pour l’expression de la vitesse acquise par l’appareil. La tension de la corde est
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251. Etant donnée la vateurdu rapport — , celle de la vitesse V avec laquelle
l’appareil remonte le courant sera la plus grande possible lorsque 1
satisfera à l’équation s
l'expression de cette vitesse maximum est
d’où ti — v = — .
Ainsi la vitesse absolue du centre des aubes doit être le tiers de celle du courant. La tension de la corde correspondante à la vitesse maximum est
T = — Il A a — .
9 rîj
255. Les essais du mode de halage dont il s'agit, qui ont été faits dans ces derniers temps sur le Rhône, n’ont pas présenté de résultats avantageux. Les principaux inconvénients consistent dans la dépense considérable qu'exigent les cordages et les hommes nécessaires à la manœuvre , dans la lenteur du mouvement, et dans les difficultés provenant des variations quepeut présenter la vitesse des courants , auxquelles répondent des variations beaucoup plus fortes dans la tension de la corde. Il en résulterait la nécessité d'avoir un mécanisme qui permit de changer à volonté le rapport des vitesses désignées ci-dessus par V et U. Les appareils de ce genre étaient destinés d'ailleurs à faire remonter des convois de bateaux, ce qui donne lieu à de nouvelles difficultés, parce qu’il arrive souvent que le bateau moteur se trouve dans un endroit où le courant est faible, tandis que le convoi se trouve encore dans un endroit où le courant est rapide.
BATEACX A VAEEtB.
256. Nous considérerons principalement les bateaux mûs par des roues à aubes qui tournent par l’action d’une machine à vapeur établie sur le bateau même. Nous désignerons par
P l’effort exercé par la tige du piston de la machine à vapeur ; û l'aire de la section du piston;
c la longueur de la course du piston ;
» la durée d'une oscillation entière;
H la hauteur en centimètres de la colonne de mercure qui mesure la pression de la vapeur dans la chaudière;
T le nombre de degrés de chaleur transmis à la chaudière dans l’unité de temps pour opérer la vaporisation de l’eau;
n le rapport suivant lequel l'effort exercé par la tige du piston est diminué par l’effet du frottement lorsqu'il est transmis à l’arbre des roues ;
r le rayon des roues à aubes compté jusqu’au centre de la partie des aubes plongée dans l'eau ;
— la pente du courant que l’on veut remonter;
v la vitesse de ce courant ;
V la vitesse du bateau en sens contraire de celle du courant ;
, U la vitesse de rotation du centre de la partie des aubes plongée dans l’eau;
A l'aire de la section transversale du bateau ;
a l'aire de la partie des aubes plongée dans l'eau ;
K., k les valeurs qui doivent être données respectivement au coefficient K du n° 248 pour estimer les résistances que l'eau oppose au mouvement du bateau et des aubes ;
Q le poids total du bateau, de sa charge et de l’appareil moteur;
* le poids de l’unité de volume du mercure = 13568 kil.;
g la vitesse imprimée aux corps pesants par la gravité dans l'unité de temps = 9m,809.
On aura d’abord, comme dans le n“245, et en remarquant que les machines à vapeur employées sur les bateaux sont ordinairement à basse pression ou à haute pression avec condensation, les équations
9Ue H
r= (OS ,59) - ,
On remarquera ensuite que l'eau oppose au bateau la résistance
HKA , que les aubes exercent en sens contraire sur l’eau l’effort
n K A , et que l’effort résultant de l’action de la gravité est — .
L’équation qui exprime que le mouvement est uniforme est donc
Il k a - =11 K A h — . (c)
« ïÿ 1g p
616 LEÇONS SDR L’APPLICATION
De plus, l’effort du piston devant faire équilibre à l'effort que les aubes exercent sur l’eau, on a, en supposant que les roues font un tour pour une oscillation du piston,
nP.2c = IIAo . 2 * r, ,
n t ùc (0, en — 10) = D k a « r, (d)
enfin, d'après la supposition précédente, on a la relation
îir
257. Supposons d’abord que l’on se propose de faire l'établissement de l’appareil nécessaire pour imprimer à un bateau une vitesse déterminée. L’équation ( c ) donne, pour la vitesse des aubes,
ka
p TL k a
cette vitesse doit toujours surpasser la somme V -*-v des vitesses du bateau et du courant, mais elle la surpasse d’autant moins que l’aire des aubes est plus grande. Èn ayant égard à l’équation (e), on déduit de l’équation (/), pour la durée d’une oscillation du piston,
2 II r
ka
IUa
Les équations (c) et ( d ) donneront ensuite
1 r sr / (V-4-e)1
H = 10 + 100. RK A h
0,6 L nxüe \ 2 g
pour l'expression de la tension à laquelle la vapeur doit être formée. En résolvant cette dernière équation par rapport à U c, on connaîtrait le volume du cylindre de la machine à vapeurqui devrait avoirlieu pourune tension donnée.
Enfin la quantité d’action donnée dqns l’unité de temps par la machine à vapeur aura pour expression
m*Q(0,CH- 10). 2 c
k a 'p lU n
qui se réduit, lorsque l’on néglige la considération de la pente du courant, à
n ic ü (0,6 H — 10) . 2c (V+p)»
=n KA
En substituant dans l’équation (b) les valeurs précédentes de H et «, on trouve
Il r Ile (
r /ÎTÂ 1 o.îjn
X V + r + V (V+cI’h —
L k a p II A a J o
îfl
en conservant le dernier facteur, dont la valeur ne décroît que très-lentement à mesure que H augmente.
. Dans les cas ordinaires où l’on peut négliger la considération de la pente du courant, on a simplement
il r Bc
ainsi, la quantité de chaleur qu’il est nécessaire de transmettre à la chaudière croit presque dans le rapport de la troisième puissance de V + v ; elle diminue à mesure que le diamètre des roues et que la grandeur des aubes augmente.
258. D’après l’équation (A), la quantité d’action dépensée dans l’unité de temps est proportionnelle au cube de V + v ; par conséquent, si l’on veut que la quantité d’action dépensée pour faire parcourir au bateau une distance donnée soit la moindre possible, il faudra déterminer V de manière à rendre un minimum la quantité
Cette condition sera satisfaite quand on aura V= — ; la vitesse du bateau
doit être égale à la moitié de celle du courant qu’il remonte.
Dans le cas où le bateau descendrait le courant, ce qui suppose v négatif, la condition du minimum serait satisfaite en faisant V = v, c'est-à-dire que le bateau devrait descendre avec une vitesse égale à celle du courant; il n’y aurait alors aucune dépense de force.
259. Supposons maintenant que, l’appareil étant établi, on veuille connaître la vitesse que prendra le bateau. L’élimination de r entre les deux équations (g) et (h) donnera la valeur de V en fonction de H et e. Lorsque l’on néglige la considération de la pente du fleuve, le résultat de cette élimination est
*/2g- « r ü (0,0 H — 10). ïc r=-v-*-\/ 7=.
1009. DK* 1 -S-V J
L’équation (f) donne, pour la vitesse des aubes,
2ÿ . » r U (0,6 H — 10) . Se 100 9 . U K A
Dans ces formules, le facteur représente la quantité d’ae-
tion fournie par l’action de la vapeur dans l'unité de temps.
260. En résolvant l’équation (h) par rapport à V, on a une autre expression qui ne contient pas 9, mais qui contient r et qui est
"»*üc (0,6 H — 10)
et quand on néglige l'effet de la pente du courant
/s j»ïü c ( 0,8 H — 10) V = — E-t- V
La valeur de la vitesse des aubes est
r r . Il K A
(Si, dans l'équation ($r), on néglige 10 par rapport à 0,6 H, la valeur du radical
sera proportionnelle à
/ nücH
Les quantités 0, c et H dépendent de la
force de la machine ; A dépend de la grandeur du bateau, r de la grandeur des roues; les nombres n et K dépendent de la perfection de l'appareil , et du degré de résistance que l’eau oppose au mouvement du bateau en raison de sa figure. Par conséquent, si l’on adopte pour la vitesse qu’un bateau
peut prendre dans une eau sans courant l’expression
(il»
c tP
H et c ont les mêmes significations que ci-dessus ; d diamètre du piston de la machine à vapeur ;
B surface du rectangle circonscrit au maître couple, ou produit de la largeur par le tirant d’eau ;
D diamètre extérieur des roues à aubes ;
M coefficient numérique ;
le coefficient M, nommé par M. Marestier multiplicateur (voyez son Mémoire dur les bateaux à vapeur des États-Unis d’Amérique, 1824), devra présenter des valeurs peu différentes pour divers bateaux, et chaque valeur particulière de ce coefficient, déduite de l'observation de la vitesse du bateau, donnera une sorte de mesure de la perfection de l'appareil. D'après les observations de M. Marestier sur les principaux bateaux à vapeur des États-Unis, la valeur de M varie entre 20 et 25; la moyenne est 22).
( On peut aussi considérer que , dans le radical de l’équation (•») du n* 258, fl(0,6 H — 10). ïe
le facteur représente la quantité d’action transmise par la
machines vapeur dans l'unité de temps; par conséquent, en regardant les
KA
quantités n et 1 % / comme dépendant de la perfection de l’appa-
V ka
reil et devant présenter des valeurs peu différentes pour divers bateaux, on exprimera la vitesse que peut prendre le bateau dans une eau sans courant par la formule
d'où
B a la même signification que ci-dessus;
v nombre de chevaux indiquant la force de la machine à vapeur évalués chacun à 75k * “ par seconde ; p coefficient numérique.
La valeur de h-, d'après les observations de M. Marestier, est 1,94 environ.
261. D’après un tableau communiqué à M. Marestier par un artiste de New- York, les principaux éléments de l'établissement des bateaux à vapeur sont réglés de la manière suivante.
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D’après MM. Tourasse etMellct, le poids des appareils, y compris les roues à aubes, est ordinairement de 14 à 1500 kilogrammes par force de cheval. On ne peut espérer de le réduire à moins de 850 kilogrammes , même en employant des machines à haute pression. Les machines à basse pression consomment de 5 à 7 kilogrammes de charbon par heure et par cheval ; les
machines à haute pression et à détente en consomment de 3k,3 à 4k,5. Le plus grand bateau à vapeur qui ait été fait en Europe est du port de 1200 tonneaux, et a 72 mètres de longueur sur 9 mètres de largeur avec trois machines de 100 chevaux chacune. La vitesse des bateaux à vapeur, dans une eau sans courant ne dépasse guère 4 mètres par seconde.
On terminera ici les Résumés des Leçons données sur cette dernière partie du cours; l'étendue de la matière est presque sans bornes, puisqu’elle comprend l'ensemble des arts ; mais il faut s’arrêter, et l'on s'est attaché à présenter les objets dont l’élude a paru le plus nécessaire pour former l’instruction qui convient aux ingénieurs.
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