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PRÉFACE
L'ouvrage que nous publions aujourd'hui est le résumé des Leçons d'Analyse iniSnitésimale que nous professons depuis vingt ans à rUniversité de Gand. Nous y exposons, sous une forme condensée, les principes de la théorie des fonctions élémentaires.
Le cadre de notre livre est moins étendu que celui de beaucoup de Traités de Calcul différentiel et de Calcul intégral ; car, en général, nous' en excluons, d'une manière systématique, les fonctions que Ton ne rencontre pas dans les Éléments. Mais, en revanche^ dans ce cadre restreint, nous croyons avoir étudié la théorie des fonctions d'une manière plus approfondie qu'on ne le fait ordinairement, parce que nous considérons partout la variable indépendante comme étant indifféremment réelle ou imaginaire.
Pour étendre les règles du Calcul différentiel et les propriétés des fonctions au cas d'une variable imaginaire, sans recourir à la théorie des intégrales curvilignes de Cauchy, nous avons dû modifier assez profondément, sur plusieurs points, l'enseignement traditionnel.
D'abord, nous avons défini les exponentielles imaginaires sans aucune considération de séries. Pour nous, ^ est une manière abrégée d'écrire cos y + » sin y et e* est le produit e'.c»', quand z = x + yt. En partant de cette définition, nous avons pu trouver^ sans difficulté, la dérivée de toutes les fonctions élémentaires simples d'une variable z =s X + yt.
La règle de la dérivation des fonctions composées, telle qu'elle est donnée dans beaucoup de manuels, n'est pas établie rigoureusement et s'applique d'ailleurs uniquement au cas où la variable est réelle. Nous remplaçons cette démonstration insuffisante et incomplète par une autre, élémentaire et générale, déduite des règles particulières relatives aux sommes, aux produits et aux exponentielles composées. Nous avons employé le même procédé pour démontrer le théorème de Pinterversion des dérivations, sans recourir à aucun postulat. Au moyen de la règle de la dérivation des fonctions composées et des règles spéciales relatives aux fonctions simples d'une variable réelle ou imaginaire, nous avons pu établir, avec la même généralité, l'ensemble des formules qui constituent le Calcul différentiel^ y compris la théorie des déterminants fonctionnels.
En vue de traiter d'une manière complète et à sa place naturelle, la question du reste des formules de Taylor, de Newton, de Wronski et de Gauss, nous avons réuni les propriétés fondamentales des dérivées^ des intégrales et des séries, dans une section spéciale, en tète du Calcul différentiel.
Enfin, dans la Théorie des fonctions proprement dite, nous avons pris pour point de départ, non seulement le théorème de Rolle ou la relation équivalente, AFx = AxF'(a; -|- GAx), mais aussi le théorème plus général de Darboux, AFz = A j/2e«*AzF'(« -|- 0Az). Grâce à ce dernier principe, nous avons pu exposer, dans ce cours d'Analyse élémentaire, maintes théories habituellement rejetées en Analyse supérieure; par exemple, celles des exponentielles et des logarithmes imaginaires, le développement du binôme dans tous les cas où il subsiste, la formule de Taylor et la loi suprême de Wronski pour les fonctions d'une variable réelle ou imaginaire, les propriétés des fonctions homogènes, des wronskiens et des déterminants fonctionnels, etc.
Notre Résumé d'Analyse infinitésimale est divisé en six sections : l. Introduction. II. Propriétés fondamentales des dérivées, des intégrales et des séries. III. Calcul différentiel. IV. Propriétés des fonctions. V. Appendice. VI. Notes complémentaires.
Les deux premières sections ont été publiées, dès 1877, à Tusage de nos élèves. A cause de Textréme concision avec laquelle elles sont rédigées, et aussi de Timportance des questions de principe qui y sont exposées, nous avons cru devoir les compléter et les commenter dans TAppendice et les Notes. Que Ton nous permette d'attirer spécialement Tattention du lecteur sur quelques points traités dans ces quatre sections.
Dans les trois premiers chapitres de l'Appendice, nous donnons une esquisse historique des progrès de l'Analyse infinitésimale, la traduction des premiers articles de Leibniz et de Newton sur le Calcul différentiel et une notice sur les différentes manières de concevoir la théorie des infiniment petits depuis Kepler jusqu'à Gaucby. Nous croyons avoir prouvé, par des textes décisifs, que les grands géomètres du dix-septième siècle n'admettaient pas l'existence des pseudo-infiniment petits et que Leibniz et Newton, en particulier, entendaient déjà le calcul infinitésimal de la même manière que Gaucby, cent cinquante ans après eux.
Dans les deux chapitres suivants, nous démontrons le principe fondamental de la méthode des limites : Une variable toujours croissante a %me limite finie ou infinie, et nous en montrons l'équivalence avec le théorème moins simple appelé caractère principal de convergence. La théorie des limites, dans son ensemble, est exposée dans l'Introduction et dans les Notes.
Nous consacrons ensuite un chapitre spécial au principe de substitution des infiniment petits. Nous espérons avoir établi les conditions d'existence de ce principe avec plus de précision qu'on ne l'a fait jusqu'à présent et l'avoir appliqué avec rigueur à la Géométrie de la mesure (rectifications, quadratures, cubatures).
Enfin, dans le chapitre relatif aux propriétés fondamentales des dérivées, on trouvera une démonstration directe du théorème qui établit la liaison entre le Galcul différentiel et le Galcul intégral : deux fonctions qui ont même dérivée ne diffèrent que par une constante; et, dans l'Appendice, une note sur la fonction continue sans dérivée, de Weierstrass.
— VIH —
Pour rédiger ce livre, nous avons consulté la plupart des bons Traités d'Analyse infinitésimale, en particulier, les Éléments de notre maître vénéré, Mathias Schaar, et ceux de nos collègues de Liège et de Louvain, MM. Catalan et Gilbert. Mais nous devons signaler spécialement; parmi les écrits qui nous ont servi de guide, les manuels de Gauchy et de Duhamel, le Lehrbuch der Analysis de M. Lipsehitz, et, à partir du n** 214, le Gours de MM. Genocchi et Peano; puis enfin et surtout, l'admirable Mémoire de M. Darboux sur les fonctions discontinues.
MM. Brocard, Mister, Neuberg, Saurel, Verstraeten ont bien voulu partager avec nous la tâche ingrate de la revision des épreuves de notre livre et nous ont maintes fois suggéré d'utiles corrections, tant pour le fond que pour la forme. Nous leur en adressons ici nos bien vifs remerciments.
Gand, é octobre 1887.
SÉSUMi DU OOUBS D'ANALYSE INFINIT]6SIUALB DE L'UNITEBSITÉ DE GANO.
CHAPITRE I. Définition db l'analyse infinitésimalb
I. Oes variable», fl. Variable. On appelle vana6/6 une quantité qui peut prendre un nonfibre indéfini de valeurs différentes, constante^ celle qui a une ou plusieurs valeurs déterminées. Dans maintes questions, celles qui sont relatives aux maxima et minima, par exemplCi on est conduit naturellement & regarder les quantités comme variables.
9. Notation. On désigne, en général, les constantes et les variables, par les lettres de Talphabet, parce qu'elles ont, les unes et les autres, des valeurs arbitraires. Les variables d'une question peuvent être constantes dans une autre, et réciproquement.
5. Représentaiion giométrique des variables. Pour que Timaginntion puisse venir en aide à rintelligence, on représente qurlquefuis les variables et les constantes, par des grandeurs géométriques; ce qui, souvent, ne peut se faire, il est vrai, qu*en restreignant la généralité des questions traitées.
4. Exemple. Chercher pour quelles valeurs de x et de j^, p = xy (ou s = x--\-y)a\a plus grande (petite) valeur possible, sachant que 5 = x-f-y (oup=3xy) est constante; x et y sont positifs? En posant X = I « — jj, (ou X = (/p — z), on trouve z = 0, x=y.
II. Dea fancllona. 5. Fonction. On appelle variables indépen* dantes celles auxquelles on peut attribuer des valeurs quelconques; variables dépendantes ou fonctions celles dont la valeur est déterminée par celle des variables indépendantes.
6. CAotx des variables indépendantes. On choisit les variables indépendantes de la manière la plus favorable au but que Ton veut atteindre, soit parmi celles qui entrent dans la question, soit en dehors, auquel cas elles s'appellent variables auxiliaires.
7. Représentation géométrique de la relation entre deux ou trois variables. On représente la rebition qui existe entre deux ou trois variables par le lieu géométrique qui a pour coordonnées les valeurs de CCS variables. Ex. : y = x, xy = i , y = E (x), y == x — E (x),
(*) AëioipressioD des pages 1 à 32 où Ton corrigé les fautes typographiques inîdiqaées dans les Notes. Page 188, ligue !i9, lire (ba -f- ey) y", «u lieu de eyy'' et corriger la suite des calculs (1888).
E (x) désignant le plus grand entier contenu dans x. On peut aussi représenter une fonction, qui est la somme ou la différence de deux autres, par la somme ou la différence des ordonnées de deux courbes. Ex. : y =» ar* 4- X. y = ar* + x — E (x).
8. Rbmarque. Les propriétés des fonctions sont indépendantes de In manière dont on désigne les variables et les relations qui les font dépendre les unes des autres et des constantes.
III. Objet de l'analyse InlIalCéiiiiiiale. 9. Classification des fonctions. Fonctions concrètes; analytiques; de une, deux, trois... variables. Fonctions algébriques ou transcendantes d'une seule variable. Une quantité y est une fonction algébrique (ou transcendante) de x, si elle satisfait (ou non) à une équntioii U => 0, dont le premier membre U est un polynôme rationnel et entier par rapport à y et x; réciproquement, X sera fonction algébrique (ou transcendante) dey.
10. Classification des fonctions algétriques, l"* Fonctions entières. S® Fonctions ou fractions rationnelles. 5" Fonctions irrationnelles qui peuvent s'exprimer au moyen de radicaux. 4° Fonctions irrationnelles qui ne peuvent pas s'exprimer au moyen de radicaux.
11. Classification des fonctions transcendantes, i^ Logarithmes et exponentielles; fonctions circulaires. 2^ Fonctions elliptiques, hypercllîptiques (ou ultra-elliptiques) et abéliennes, qui sont une généralisation des précédentes. 5<* Une infinité d'autres fonctions qu'on n'a pu classer encore, telles que la fonction gamma.
19. Objet et division de l^ Analyse. L'Analyse a pour objet la théorie des fonctions. Elle se divise en deux parties. I. VAlgèdre et la Trigonométrie ont pour objet les fonctions algébriques, exponentielles et logarithmiques, et les fonctions circulaires, étudiées surtout au moyen du calcul algébrique. H. L'Analyse infinitésimale étudie ces mêmes fonctions et toutes les fonctions transcendantes, au moyen de la méthode des limites ou de la méthode infinitésimale y qui est équivalente.
1S. Objet de ^analyse élémentaire. L'analyse élémentaire ne traite que des fonctions rencontrées dans les éléments (10, iS 2% 3"; ii, I**).
IV. Aperça historique. 14. Inventeurs. Newton (1642-1727), Leibniz (1646-1716); Euler (1707-1783); Lagrange (1736-1813); Legendre (1752-1833); Gauss (1777-1853), Cauchy (1789-1857); Abel (1802-1829), Jacobi (1804-1851); Riemann (1826-1866), Clebsch (1853-1872); Weierstrass (1815), Cayley (I82i), Hermile(1822).
15. Précurseurs. Neper (i550-i6i7), Descartes (1596-1650); Fermât (1601-1665); Huygens (1629-1695); Wallis (1616-1705); Archimède (287 à 213 av. J. G.)» Kepler (1571-1630), etc. Promoteurs : Jacques Beraoulli (1654-1705), Jean Beraoulli (1667-1748), Maclaurin (1698-1746), etc.
CHAPITRE II. Méthode des limites
1. Déllailioiis. 16. Infini. En mathématiques, le mot infini a un sens conventionnel qu'il faut apprendre dans chaque cas particulier. Nombre infini, temps infini, espace infini, sont des expressions qui ne signifient rien par elles-mêmes, parce que nombre, et infini, dans le sens propre du mot, sont des termes qui s'excluent (Voir Caucht, Sept leçons de physique générale. Paris, Gauthier- Villars, 1868, leç. III).
17. Limite finie. On appelle limite d'une quantité variable X, une quantité constante A, dont la variable approche indéfiniment sans jamais l'atteindre; ou telle que la différence X — A entre cette variable et cette constante, puisse devenir et rester aussi petite qu'on le veut en valeur absolue, sans jamais être nulle. La limite A de X satisfait donc k trois
conditions. Exemple :S» = ^-*-^-f-|-*-»" -♦--^«=1 La pour limite
l'unité; car 1 — S» devient et reste aussi petit qu'on le veut, sans jamais être nul, quand n va en croissant indéfiniment de manière à dépasser un nombre quelconque (ou, comme on dit, pour n«»oo); la limite de S» n'est pas 2, car 2 — S» qui décroit sans cesse, ne devient pas aussi petit qu'on le veut.
IS. Remarque. La variable X, dont on cherche la limite, est toujours une fonction de une ou plusieurs variables indépendantes, qui tendent, par hypothèse^vers des valeurs inaccessibles. A cause de cette supposition, la valeur limite A de X est dite ne pouvoir être atteinte, quoique, pour certaines valeurs des variables indépendantes, X puisse prendre la valeur A. Ex. : Si, par hypothèse, x ne peut devenir nul, x sin r~*, qui est compris entre — x et + x a pour limite 0, quand x s'approche indéfiniment de zéro. Néanmoins, pour x"* = tt, 27r, Stt, etc., x sin or"* =0. La représentation géométrique de la fonction fait très-bien saisir le sens des mots sans jamais l* atteindre.
19. Limite infinie. Limite indéterminée. Limite (Tune constante. Une variable X est diie avoir une limite infinie^ si X"* a pour limite zéro, c'està-dire si X"' devient et reste aussi petit qu'on le veut sans jamais s'annuler; une limite indéterminée, si clic n'a ni limite finie, ni infinie.
On dit quelquefois que la limite d*nnc constante est cette constante même.
%0. Exemples I. La somme de n termes d'une progression gëomé* trique de raison q, pour n«-> oo, a une limite finie, si 9* < 1, infinie, si 9'>i (29, I); infinie, pour q = i; indéterminée, pour q = — i. If. Y = x — E(x)9 oscille continuellement entre (valeur effective) et I (valeur inaccessible), sans avoir ni 0, ni i pour limite, car la différence entre Y et ces quantités ne reste pas aussi peiite qu'on le veut. De même i : [x — E (x)] oscille entre 1 et ac» , sans avoir de limite. Z = x — E(x)-4-x~* est compris entre x~* cl x"* -4- 1 et n'a pas non plus de limite. U = 2x — E (x) = x — E (x) -4- x est compris entre x et X + 1 ; U a donc une limite infinie, et U'^ a pour limite 0, pour x = 00 .
*tl. Oscillations. Ces exemples prouvent que les quantités tendent vers leurs limites, soit en variant toujours dans le même sens, soit par une série d'oscillations, dont l'amplitude peut être finie ou infinie, si la limite est indéterminée.
II. PriDcIpeA de la méthode des limites t9. Lemhe. Une quantité variable X ne peut tendre^ en même temps, vers deux limites distinctes A et B. Car si X — A devient et reste aussi petit qu'on le veut sans s'annuler, X — B = (X — A) -♦- (A — B) devient et reste aussi peu différent de (A — B) qu'on le veut, et, par suite, X n'a pas B pour limite. Une variable peut avoir des limites distinctes, pour des valeurs différentes des variables indépendantes. Ainsi, x sin x~* -4- (a — x)'sin(a — x)""*pour X s= 0, a la limite a* sin o"~*; pour x = a, la limite a sin a~* (30, 34, F).
95. Principe I. Les limites XetBde quantités variables X, Y, égales dans leurs variations^ sont égales. X — A, et, par suite, Y — A, deviennent et restent aussi petits que Ton veut, sans s'annuler; donc Uni Y = A. Mais lim Y==B; donc (22), A = B. Ce principe supprime toute différence entre les valeurs limites et les valeurs effectives des variables, dans le calcul des égalités.
94. pRiNaPB II. Si deux quantités variables X, Y inégales, ont même limite A, toute quantité intermédiaire Za la utéme limite. En effet Z — A, compris entre X — A, Y — A devient et reste aussi petit que l'on veut, en même temps que ces quantités. Ce principe subsiste si Y est constant.
96. Principe III. i^' cas. La limite A d'une variable X toujours positive (négative) est positive (négative) ou nulle. Car si A était négatif (positif). X deviendrait négatif. 2"** cas. La limite d'une variable X toujours p(us grande (petite) que A, est égale à k ou est plus grande (petite) que A
(voir 3* cas). 3* cas. La limite d'une variable X plus grande {petite) que Y, est égale ou plus grande (petite) que lim Y. i** liiu X — lim Y = lim (X — Y) (30). 2«» lim (X— Y) est positive (négative) ou nulle, a» Donc, etc.
96. AxiÔHB FONDAMENTAL. Une quonlité toujours (dé)croissanle a une limite finie ou une limite infinie positive (négative). Car elle dépasse, en valeur absolue, une grandeur donnée quelconque^ ou il y a une première grandeur qu*elle ne dépasse pas et qui est sa limite finie. Cet axiome, avec ou sans les principes précédents, sert à démontrer qu'une variable a une limite. Si on le rejette, on doit établir toute l'analyse sur une base purement formelle (Voir R. Lipschitz, Grundlagen der Analysis, Bonn, 1877).
97. Passage d la limite. Passer à la limite, c*est déduire, au moyen des principes précédents et des propriétés des fonctions, d'égalités ou d'inégalités entre deux variables, des égalités ou des inégalités entre leurs limites. Cette opération ne suppose pas que la limite d'une variable en soit une valeur effective.
M. Méthode des limites. La méthode des limites consiste à trouver des relations entre des quantités, par passage à la limite, ces quantités étant limites de variables ayant entre elles des relations connues. Remarquons, avec Edclide (vers 300 av. J. C), que cette méthode ou une autre équivalente, est indispensable, dès les éléments, pour définir les quantités incommensurables et les opérations sur ces quantités (l'addition exceptée).
%9. Exemples. I. (1 -+- 13)» > 1 + n^ > n|3 ; donc < (i -*- (5)-* < (n^)-« . Si n=<30 , lim (1 -♦-(3)-»=0, ou lim (1 -f-(3)" = oo . Pour n fractionnaire, compris entre p,p-*- 1 , même conclusion, car(i -♦-j3)P<(i -4-j3)"<^(1 '\'^Y^K
II. lU = i "* -♦- 2~* -f- 3"* -♦-•••+ n"' , pour n = 2*, est compris entre i +^ AetA; pourn=3 0o, on a donc (24, 19) lim H»=H=oo.
III. Lti»:=Hti» — Hn est plus grand que ;i fois (2/1)"' ou |, plus petit que n fois w^ ou i . En outre, quand n se change en (n + i), Lt» augmente de
2n -^ 1 ■** 2/n- 2 n t- i°^2/i 4-1 2ii-^2'
h%n croit donc avec n. Lin, compris entre | et 1 et toujours croissant, a une limite L finie comprise entre | et 1 (15,26; voir n"* 44). En retranchant,
de Ht», successivement 2 fois I-h ^ et"^ "' "^ â~y ^" trouve :
De mémC; pour #? «= oo, en posant Lkn »= ^kn — H^, i i 1 i 4 .
■Il
ont des limites L',L", telles que |< L' < 1 i, i ^< L" < 2.
IV. Définition et recherche de la longueur de la circonférencej de l'aire du cercle (voir n** 406-408). Euclidb et ÀRCHiMèDE ont exprimé ces quantités au moyen du nombre n, Lambert (4728-4777) a prouvé (4764) que TT et tt' sont incommensurables (Legendre, Géométrie, note IV). On n'a pas démontré que tt n'est pas racine J*une équation algébrique, à coefficients entiers, du 2^ degré, ou d'un degré supérieur.
CHAPITRE III. Limites des fonctions élémentaires
I. LimlÉes trooTées dans le» élémeiit*. SO. Limite de la somme algébrique d'un nombre fini de variables. On a
(A) Lim [u -^ V — 11?) = lim u -*- lîm v — lim w.
Soient, en effet, u — lim u = a, v — lim w = (3, w — lim t«? = y, a, |3, y pouvant devenir et rester aussi petits que l'on veut. On aura {u -*• V — w) — (lim u -*- lim t? — lim u?) = a -i- (3 — y, quantité qui peut rester et devenir aussi petite que Ton veut. Donc, etc.
81. Remarques, I. Ce théorème n'a pas de sens si le second membre prend la forme indéterminée oo — oo; p. ex., si limi; = QO, lim ii;s= 00 . II. Il subsiste si u, v, ou u?, ou deux de ces quantités sont constanles. Il en est de même si u + v — u? = une constante c. On a alors, c =3 lim u + lim i; — lim w; autrement, la quantité constante c — (lim H + lim v — lim w) serait égale à la somme de trois quantités a + |3 — y qui peuvent devenir et rester aussi petites que Ton veut.
89. Limite de la somme d'un nombre indéfiniment croissant de variables. Le théorème précédent n'est pas applicable, en général, à une somme d'un nombre indéfiniment croissant de variables. Ainsi, pour
fi = ooy on ne peut pas ddduire de la valeur de Ltn (29, 111)
lim L» = lim -+- lim --♦- ••• -♦- lim --= + -f- •••-+- = 0.
83. Limites des autres fonctions algébriques élémentaires. On a, m et n
étant entiers positifs» même si les quantités considérées sont constantes» pourvu que Ton n'introduise pas dans le second membre des expressions indéterminées (O.oo ), (0 : 0)» (oo : oo ) :
(B) Lim ui;u7 ... = iim ti . lim i; .lira to ...; etc. Lim ti** = (Lim tf)**.
u lim u i i I
(C) Lim -«= r: ; lim u— ou -— = -: -= .y- w <^" 0"™ u)— .
^ V lim V u* lim M" (lim ujT '
(D) Lim |/ t« = j/iîmw.
Lim K ^mou p^;;±; = /lim M±- = /(lim m):^- ou (lim ti)^ "•
34. Limites des principales fonctions transcendantes élémentaires. Sauf si Ton arrive aux formes indéterminées 0% od"» i"^ , sin od, on a:
(E) Lim a** = a'**"*; lim Log u =^ Log lim u.
(F) Lim sin u = sin lim u ; lim arc sin ti =3 arc sin lim 11.
S5. Résumé. (6) D'après les principes A» B» C, D, E, F^ on trouve la limite d'une fonction élémentaire de quanlilés variables» en remplaçant celles-ci par leurs limites» sauf si l'on est conduit ainsi à une forme indéterminée. Ainsi» pour a; = î»
Cette règle (G) ne conduit à rien pour les expressions étudiées n** 36-45. Elles prennent les formes indéterminées (0 : 0), i* .
II. Llmlle de [«la qp : or] p«ar or = O, et limites qui ea dépeudeat (Schaar» G. D. n° i 9). 36. Lim de (sin x : x) pour x = 0. On a 2sinx<!2xou (sin x : x)<^1; puis2x<^âtangxou cosx<(sinx:x). Le rapport (sin x : x) est compris entre i et cos x» qui ont pour limite i , quand x = 0. Donc (24), lim (sin x : x) = i .
37. Limites dépendant de lim (sin x : x) pour x «= 0. On a» pour x es» 0»
,. tangx ,. sinx ,. sin x m m m
lim — ^— = lin^ : cos X = lira : lim cos x «a i : i e=s | ;
1 — cosx i .. sîn*ix i / . sin^xV ^ . i
tanffx — sinx ,. tangx 1 — cosx , i i
lim — 2 — =lim z = i.- = -.
X kx kx
X* ifcx* kx*
Umlte de P«»=> ( t -* ) pour •••= oo, et llmlles qol
eD dépendent (Schaar, G. D. n» i7). a§. m entier poêitif. L On a :
P^== u^ 4- tli -4- tis + ••• -f-Hn -4 1- tl«, tlo= 1 j tu ='J ' ^* '^ 5 l 5iy
m(iii— i)->*(m— in>l ) i_^^ ^^ î!iv...v
Si m croit, chaque terme de P.. croit et le nombre des termes de Pm croit; P» croit donc avec m, et a une limite finie on infinie (26). II. Ensuite,
Donc, successivement, ^^^^^^
t/«<ll»H-««-f- «»<!/«
On a, » étant quelconque, par conséquent,
nH-4
M»+ tl.+ , +11.^, H-... + 1,^ :=, ,^ /j ^ J?\ O<0<i;
Um e= «0 + tf| -t- t/f + ... -I-
m. Faisons crottre m uidëfiniment, n restant fixe et soit lim ei»-« = « w étant au plus égal à n"*. II viendra, en posant lim P, = e,
lim P, = e = 1 + 1 + -L ^. .
IV. « est incommensurable. Soit, en effet, s'il est possible.
multiplions par i.3.3...9.Il viendra : nombre et^ier^s nombre entier -hoà, ce qui est absurde (Liouvillb). Ceci prouve que &> est aussi incommensurable et n*est pas égal iqr* . Hermitb a d(!montrë (1873) que e n'est racine d'aucune équation algébrique à coeflBcients entiers.
V. La limite de P- est comprise entre 2.718381828 et S.718281829; elle est plus rapprochée de la première fraction. Les logarithmes qui ont pour base e sont appelés népiriene^ en l'honneur de Neper, quoique les logarithmes considérés par lui aient une autre base.
S9. m poëiîif, non entier ^ compris entre Ar e< A -^ i. On a
(-riT)'»-(-ï^)"'('-»^)<(-=)" (-i)-<(-0""""('n)'x(-0-
P»9 compris entre deux variables qui ont pour limite e (38), a pour limite e (M).
m négatif ^== — (p -4- 1). On a, pour m«— oooup
41 . Limite de li -i — j pour m == 00. Posons m >» rk; pour m ea 00 ou r = 00, la limite est égale à
lim fi -^ iy* « Mmïfi -i- iYT— Tlim (i 4-IYI "" *« c"" »
41t. Limite de -^ » -i pour a = 0(1 = log. népérien).
)iniilLLf!Î=-rKml(l +a)««liml(^i + iV—Uim^^l + iy«le=l
a ak ak
43. Limite de [{(f — i)'^] pour «s=0. Posons a' = i +j3 ou X = 1 (I + 13) : la. Il viendra, pour x = 0, ou ^ s=s :
lim — «lim
^ « i(iH./3) = la.
Corollaire. Par définition (LBFëBDRB, Algèbre, C. XIII), le module M d*un système de logarithmes de base B, est égal à lim [tn"^ : (|/b — i)] pour wi = 00. Posons mx = i, il viendra M = lim [x : (B* — 1)] = 4 : IB. Le module des logarithmes népériens est égal à 1 ; c*est pourquoi, on les appelle logarithmes naturels. Il suffit de multiplier les logarithmes népériens, par le module M d*un système & base B, pour obtenir les logarithmes de ce système; car de n == B^'^v"» e^", on tire
1« = Log n IB, Log n = In Log e, M = r^ = Log e = — ^ .
\d In
44. Application. Faire de l'hyperbole équilatère xy = i^ entre les ordonnées correspondant aux abcisses 1 et X > 1 est égale à IX; d*où le nom de logarithmes hyperboliques donnés aux logarithmes népériens (Voir, note, n"" 151). Par suite, la limite L du n» 29, III, est 12. En effet, Ltn est la somme des aires de n rectangles, inscrits dans l'hyperbole xy s=s 1 , s'étendant de l'abcisse 1 k l'abcisse 2, ayant (1 : n) pour base,
(l-h-j I (1+-) ' ••• (1 -*- 1)~* pour hauteurs. De même L' = log /8, L" = log j/l2.
CHAPITRE IV. Méthode infinitésimale
I. Déflnlttons. 45. Infiniment petit. Un infiniment petit est une quantité variable qui a pour limite 0; ou qui devient et reste aussi petite qu*on le veut sans jamais devenir nulle. Ex. : Si x a pour limite 0, il en est de même de sin x, tang x, 1 — cos x, tang x — sin x, sin Arx, lang Ax', 1 (1 -H x), 1 (1 + lcx)y a' — 1, et ces quantités variables sont des infiniment petits (56, 57, 42, 45).
46. Remarques. I. La notion d'infiniment petit ne présente rien de plus mystérieux ou de plus incompréhensible que celle de limite. Le nom seul prête à l'erreur et aurait dû êirc indéfiniment petit, U. La différence X — lim X entre une variable X et sa limite est un infiniment petit. Les idées de limite et d'infiniment petit sont donc équivalentes.
47. Ordre d'un infiniment petit. Si lim (|3:a'*) = R, a, |3 étant infinement petits, K fini, j3 est dit infiniment petit d'ordre n, par rapport à Vinfiniment petit principal a, Ex. : sin a, 1 (1 + a), a^ — 1 sont infiniment petits du J*** ordre par rapport à a; 1 —cos a du 2*; tang a — sin a du 5*; 1(1 + a') d^ordre s. Pour Cauchy, /3 est un
infiniment petit d*ordre n par rapport k a^ si lim (|3 : a**), pour r < n, est nulle, pour r'^fiy infinie. Cette définition contient la précédente.
4S. Formule générale dun infiniment petit iordre ii. De lim(|3 : a'*)=K , on déduit (|3 : a") = K + e, /3 s= a" (K + e), e étant infiniment petit; et réciproquement. Donc a* (K + e) est la formule cherchée.
49. Ordre d*une somme arithmétique, éPun produit^ d^un quotient, etc. , d'infiniment petits. I. La somme a» [K-4-e-Ha«' (K'-f-€')^a"" (K"+£")] d'un nombre fini d'infiniment petits de même signe a"(K+e), a"+"'(K'4-e'), a"+*"(K" H- e"), d'ordre n, n + n', n -4- n" est égal à Tordre n du moins élevé d'entre eux. II. Ordre d'un produit, d'une puissance positive, entière ou fractionnaire. III. Le quotient a"~"[(K : K')-«-6''] de deux infiniment petits a"* (K + e), a" (K' + e') d'ordre m, it, m > n^ est égal k la différence de l'ordre du dividende et du diviseur. IV. Sin /S, arcsin |3, l(i h- P), a^ — 1 , sont des infiniments petits de même ordre que p, par rapport à un infiniment petit principal a (36, 43, 43).
50. Rbmabqubs. I. Dans l'avant-^lernier cas, si m^sn, le quotient a pour limite K : K', et cette constante, comme toute quantité finie, peut être dite d'ordre 0; on dit quelquefois que le quotient est infiniment grand d'ordre n — m^ si n > m. IL Pour une différence d'infiniment petits de même signe, il n'existe pas de théorème général anal(^uc à 49, 1. Ainsi, la différence tang a, — sin oc, d'infininient petits du i"' ordre tang a, sin (X, est du 3* (37).
II. Principe fondamcnial. 51. I** partie. Soient a, a\ /3, ^' des
infiniments petits tels que lim(j( : a')=K, lim(|3 : a)*=i, lim(^' : a')s=4,'
. et, par suite (33, C), lim (a' : |3') = i. On aura '
liro(P : P0=ï>m((3 : «)(« : «')(«' : |S')==lim(|3: a)lim(a : a01im(a' : (3')=K.
69. IP partie. Soient ai, ai, ..., a«, j3i, ^s, ..., |3» des quantités de m^me signe, infiniment petites en même temps que (i : n), et telles que lim (Pr •' «r) = ^ 9 Itni Sor = K. La fraction (S|3r : Sar) est comprise entre la plus grande et la plus petite des fractions (|3r : a\) et a l'unité pour limite, comme ces fractions. Donc, lim SjSr = K.
6S. Énoncés. De lim ((3r : a,) ss i, on déduit (|3r : a^) = 1 -t- Cr, |3r =: Or + ar^r» /3r — «r = oLrtry ^ ctaut infiniment petit; (cv^,. : a^)» (ftr^ : ^r) ont pour limite 0. Par suite, Or et ^^ diffèrent d'une quantité infiniment petite par rapport à eux-mêmes. Donc da/i^ une limite de somme (arithmétique) ou de rapport d'infiniment petits^ on peut rem"
pheer chaque infiniment petit par un autre dont le rapport au premier a pour limite Vuniii; ou par un autre qui en diffère d'un infiniment petit d'ordre supérieur; ou, plus brièvement, qui en diffère infiniment peu.
64. AUTBB OÉMOlfâTIUTlOlf OB LA 11* PARTIB. CoBOLUIRB. Qn a S|3r = Sa,,
-^ Sor^. Soient e», ea le plus petit et le plus grand des e. On aura (en supposant les a positifs) :
ai6«^ aiti^ aieMy «,£«< aïcf< ottSUf de. ; c«Sa,< S«,^< SiSor.
Les deux sommes eitréraes ont pour limite 0; done (â4) lim SxrSr = 0, et lim S|3r s= lim Sa,* Le relation lim Sa^Cr » 0, démontrée ici directement, est très-lmppptante> Quand on prouve d*abord que lim S|3r ^s lim Sor» comme au n* 5S, on en conclut, comme corollaire, lim SarSr = 0, au moyen de la relation S^ = Sor -^ Sorer*
élk. Rbhabqubs, L Quand Sor est la somme algébrique d'infiniment pelils, les uns a^ tous positifs, les autres «Xi tous négatifs, le théorème subsiste encore si lim Sa« &== K', lim Sai = K", K', K'' étant finis, et même si lim $««=» œ, lim Sai s= — »% quand lim Sa, => K, lim Sctfer = 0.
II. On énonce quelquefois le principe sous la forme suivante : on peut négliger un infiniment petit devant un autre d*ordre inférieur. Cela est vrai dane les limites de somme ou de rapport : au lieu de lim (fi : /3')y ou lim [{a -4- os) : (a' -*- aV)], on peut écrire lim (a : a'), en négligeant ae, aV devant a, a'; au lieu de lim S/B, ou lim S(ctr -^ ^i^r)» on peut écrire lim Sor en négligeant Ott, devant a,. Mais on ne peut négliger ainsi des infiniment petits^ avec sécurité, dans d'autres cas que les deux précédents. On ne peut pas écrire, p. ex., pour a «= 0^
|/a-*-a*— |/a |/a— j/a tga— sina «— « vn
lini ^ — -!- — = lim 5r- = 0, lim ^ r := Iim — -- ^0.
aj/i ajA ^ * >
en négligeant a* devant a, (tang a, — a) devant tang a, (sin a ~ a^ devant sio a.
M. MUhode infinitésimale. BUe consiste à ramener les questions d'analyse & la recherche de limites de somme ou de rapports d'infiniment pelils; on utilise souvent le principe fondamental, dans cette recherche.
m. âppllefttten. S7. Aire des sections coniques, limite unique de Taire de tous les polygones inscrits ou circonscrits i ces courbes (comp. n"» S9, 44, 106-108).
SS. Tangente aux êeetions conique»^ définies par les relations pi 4- pt sa constante, pi — p» =a constaiite, p — rf; p, pi, pi rayons vecteurs parlant d*un foyer et aboutissant à un point de la courbe; d distance de ce point à la directrice, pour la parabole.
CHAPITRE V. Fonctions d'une variable imaginaire
I. VonclUai» hyper INilMineai. 59. D^/ffitlftons. Chx»^(er4-e~'), Shx = 1 (c* — 6^»), Thx = (Shx : Chx) ; Chi Séchx =» Shx Cosëdix = Th « Coth x = \.
••. Propriitéê, i<» Ch ( - a:) = Ch ar, Sh (~ r) — — Sh «, Th (— «) = — Thx. Ensuite ChOc=a4, ShO=sO, ThOaO; Ch oo «a oo, Sh 00 =s 00, Th 00 = I . Pour x croissant de Œ i oo, Ch x croit de 1 i od, Sh X de i 00, Th X de à 1 . 2* On a ensuite : Ch'x— Sh'x« i . 3« Puis
Ch(x-^y) = ChxChy + ShxShy; Sh(x H-y)»ShxChy -¥ SfayChx; Th(x + y)«(Thx H-Thy) : (I H-ThxThy).
et. interprétation géométrique. Dans le cercle X* -h Y* =» 1 , X, Y, (Y : X) sont respectivement <^gaux & cos x, sin x, tang x, x désignant le sedeitr circulaire ayant pour base l'arc 2x ; dans l'hyperbole X* — Y* = I, X, Y, (Y : X) sont respectivement égaux à Ch x, Sh x, Th X, X désignant le secteur hyperbolique dont les points extrêmes de la base ont pour coordonnées (X, Y), (X, — Y) (S7).
•9. Résolution des équations X = Ch x, Y = Sh x, Z = Thx, par
rapport d x Des deux premières, on tire X •+■ Y == e*, x = I (X -*• Y).
Si X est donné, Y« = X* — 1 , Y =» dz |/X« — 1, et, par suite, x =
' l(Xd:j/X«-l) = i:l(X-^(/X« — 1), (-h ou —suivant que Y = Shx
est positif ou négatif). Si Y est donné, X« = Y* 4- 1 , X « -h j/Y^TI ,
^/ (tout cosinus hyperbolique X est positif); x=s 1 (Y -f- ^Y* + i). Enfin,
de Z = Th X, on tire
eni Z(e'-*.c-) = e'-e-', e*'(i~Z)c=l ^ Z, x^\\/ j^^-
II. Exi^onenllelles parement imagliialres. 69. Conventions et conséquences immédiates. Par définition, en posant • = (/ — 1 . e*' « cos X -4- i si 11 X, de sorte que c'^' = 1 , e''' = — 1, rf'^' •= if
be de
Dp-
«"•* = cosx — tsinx. On déduit des valeurs de e*', e~'', les formules suivantes, attribuées à Eulbb :
C08 X = - (c^ -♦- e"'^), sin x = ^•.(c'* — c*')'
On a encore, k étant entier,
^<+*.iirt c=3 cos (x -*- 2Ar7r) -♦- » sin (x -*- 2*7:) == ces x -4- » sin x = e**.
64. Sfultiplication des exponentielles purement imaginaires. On trouve
e*^. ey* = (cos x -♦- t sin x) (cos y -♦- 1 sin y) = (cos x cos y — sin x sin y) -»- i (sin X cosy -*- sin y cos x) = cos {jc -\- y) -t- 1 sin (x -*- y) = 6*'"*^.
La multiplication, et, par suite, la division ei Téiévation aux puissances des exponentielles imaginaires se font comme pour les exponentielles réelles. En particulier, m étant entier positif,
(e**)** esa (cos X -♦- t slu x)* = C""* = COS mx -f- 1 sin iwx,
formule de Moivrb, d*où l'on lire la valeur de cos mx, sin mx, au moyen de cosx, sin x; puis celle de cos"*x, sin"*x, au moyen des cosinus ou sinus des multiples de x, savoir mx, (m — i) x, (m — â) x, etc. (Schaar, €. D. n^ 65, 66 ; Leféburb, Trigonométrie y c. UI). m. Exponentielles composées; imnginiilres quelconques.
65. Argument et module d*une expression imaginaire a + 6t. Posons a =as p cos 9, J = p sin cp, de sorte que a -^ bi = pc^', p* «= o* -t- i*,
tang (p es (i : a). La valeur positive de |/a' + b^ est le module de a h- &t, une des valeurs de 9, en est Vargument, Les autres valeurs de cp en diffèrent d'un nombre entier de fois Stt. Si l'on pose p = e^*, ou 4^ = Ip, a H- fttVs^t.eî".
•6. Représentation géométrique. On dit que le point qui a pour coordonnées rectangulaires a, b, polaires p et 9, représente a + 6t;=pe?'. Ex. : — a — 61; a, — a; W, — bi; c^" : le module de e?' est l'unité.
•7. Exponentielle composée. Par définition, e'+y' = e' . e^*. Par suite (65), toute imaginaire peut se mettre sous la forme 6''*'^'. Ensuite, e'^ y*. c^+3r'< « c». ey'. e" . e»" === e*. e*'. ey*. «y" = e*-^'' . e^y +y'>' = c<''»-*'>+<i^+y'>* : les exponentielles composées se comportent donc comme les autres.
•ft. Périodicité des fonctions hyperboliques et des exponentielles. On a e.+i*ir< ^ g, , gtATr* = e* ; Ch (x -^ 2711) = Ch X i Sh (x -^ aTi") = Sh x . Ch (x -*- Tri) = — Cb x, Sh (x -*- m) = — Sh x, Th (x -^ ni) == Th x ; ce que l'on exprime en disant que e*, Ch x, Sh x ont pour période ârrt; Th x, m.
••. Logarithmes imaginaires (Schaah, G. D., n* 69). On appelle logarithme analytique d'une expression u^=»a ^ 6i=e'+3'*=c^»+"^, et on représente par l((Z)), Texposant x -«- yt + â^Tri de la puissance de e égale k cette expression. Toute expression u a donc une infinité de logarithmes, différents entre eux d'un certain nombre de fois 27^. Ex. 1« Soit a =v c' ss e^ikni un^ quantité positive a. On a l((a)) = ar -4- SAtti == le* •+* 2A7rt == Imod. a -^ 2Am. 2* Soit a = — e* = e»+^ = c«-*<«*+*)w« une quantité négative. On a l((a)) «= x h- (2* h- 1) Trt =3 Imod. a + (2A: -h 1) tti, valeurs toutes imaginaires. 5"* l((t)) «= l((ci*'+***'J) == jTTi -♦- 2fc7rt. Une des valeurs de [l((t)) : i] est donc J tt.
70 Propriété fondamentale. Soit t; = «•+*', ic = e"+3r'*. Si, *. ^', A" sont des nombres entiers quelconques, 1((I7)) = x -f- yt -i- 2 kni^ \{{w)) = X' -^ y'i ^ 2*'7ri, l((»j) -4- !((»)) = (x -*- x') -*- (y -^ y') • -i- 2k" tti = 1 ((e'+f'+'^y+*'))) s= 1((UM7)). Les propriétés de ces logarithmes sont donc les mêmes que celles des logarithmes ordinaires.
71. Fonctions circulaires et hyperboliques d'une variable imaginaire z = X -^ yi. Par définition^
cos z = ^ (e« H- c— 0> 8<n ^ = ti («•' — «"*')» ^H * = s.*" z : cos z Ch ;c s= i («• + C-), Shz=^(e* — e-), Th « = Sh jj : Ch«.
Ces fonctions ont les mémos propriétés pour z imaginaire que pour z réel. On peut exprimer z au moyen de cos z, sin z, tang 2, etc. On a
cos zi <= Chz, Ch zt es cos z ; sin zi «= t Sh z, Shzt = t sin z ;
tang zi = i Thz, Thzi = 1 tang z.
Par suite de ces relations, il suflit déconsidérer Tune ou Tautre de ces deux sortes de fonctions quand z est imaginaire. Le plus souvent, on suppose que dans cos z, sin z, tang z, z est réel, ou de la forme x + yi; que, dans Ch «, Sh z, Th z, z est réel.
IV. Lioillcs des roncllons élémentiilres. 7%. Préliminaires. En posant lim (X +iY)= lim X + t lim Y, les principes généraux relatifs aux limites et aux infiniment petits s^ctcndent aux Fonctions d'une variable imaginaire, sans aucune peine, sauf dans les cas suivants.
73. Limite rff F = (c* — i)'* z pour z = 0. F a pour valeur : C cos y — 1-4- ie' si n y (c* cosy — i -+- tV sin y) (x — t'y)
■ :- = -— ss r -I- S',
X -*- ty x' -♦- y
c'(xcosy-+-ysiny) — x c'(xsiny — y cos y) -4- y
Mais oq a, comme Ton sait (43, 56, 37),
Ijm [(«» — l) :x] = \; lim (sin y : y) — 1 ; lim [(i — cos y) : y] « |.
Par suite, ei,?!, ...^eg étant iafinimeat petits eo mémo temps que x on y, et pesant x=s p ces a, y = p sin a, on a :
e* SB 4 ^ ff + x$,, sin y —y ^ ye,, cos y » i — | y* — ïy*«ï»
ac«^y«-i-a;«e4-+-y*e*
r = ■ ^— r ; — ' — c3 1 -4- e«cos'a + eisin* a,
xyce -I- x'^B'j -I- v*^8
* jsaa-^ ~-^ — sa^eosastna-i-eTeos'a-hetsin'a.
Pour X = 0, y = 0, on a r >= 4, « = 0; donc lim [(e* — 4) : z] «^ 4 . On déduit aisément de là lîm [(e** — 4) : z] =3 lim k.
Î4. i4 tffrfs limites remarquables, pour z == 0. En posant 1 (I + s) «» ti, ou i -I- c Bs e*, Ski »& v, on trouve, si 1(1 h- z) s'annule arec x,
Iim-^ i=lim -«=hm4 : s«l:lim =4 ;
z e" — 4 tt u '
lim sshm — —-: — =iimc~»Mim— -— r- =4. lim =4.
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Yft. RBHAaQUE. On voit que les propriétés des fonctions d*une variable imaginaire sont, en général, les mêmes que celles des fonctions d'une variable réelle, et qu'il suffit, dans la suite, de s'occuper de celles-ci.
CHAPITRE VI. Propriétés diverses des fonctions
I. Rëdaell«M de toutes les renetl^Bs au toBcitoa» •ioiplea. 741. Fonction simple^ fonction de fonction, fonction composée. On appelle fonction simple^ celles au moyen desquelles on peut exprimer toutes les autres; p. ex., en analyse élémentaire : a d= x,
ctx^*, 1/ Xy C, Ix, sin X, arc sin x; fonction de fonction^ une fonction d'une fonction ; p. ex., cos x = sin (^ tt — x) = sin u, m = i tt — x; Log X »s Mlx =s Ml/, ai «- Ix; sin 1 arc sin e* = sin «, m =: Iv, = arc sin «7, w = e* ; fonction composée^ une fonction de plusieurs fonctions, p. ex., une somme, une différence, un produit, un quotient ou une puissance d'autres fonctions. Ainsi a + 6x + ex* «» a -f- 6x -4- cx.x est une fonction de a, bx, ex, x; m' «s e^«*, Log, v= iv : lu sont dés fonc-
tions des fonctions u, v. On ramène l'étude des fonctions der fonction et des fonctions composées & celle des fonctions simples, ou bien Ton étudie directement ces sortes de fonctions, quand on le peut facilement, comine cela arrive pour les fonctions circulaires auires que sin x, arc sin x.
77. Notations. Pour indiquer que y est fonction de x, on emploie les noiolions y = f(x), F(x), <p{x) ou d'analogues, ou même y ess fxy ^* = /' quand on le peut sans inconvénient. Si u^=»f(z)^ ti et z sont liés par la même relation que y et x dans y s= f(x). Si z est une fonction de X et 1/, on écrit z = /*(x, y), F(x, y);etc. La relation /"(af, y) = 0, exprime que y cl x sont fonctions implicites l'un de Tautre; F(x, y, x) -» 0, que X est fonction implicite de y, z, ou y de z, x, ou z-de x, y. Si y = Fw, u«=icpx, ou y=iFti, M=/b, v = <(^x, y est fonction de fonction de x. Si y = F (m, t»), m = cpx, t? = i|*x, ou y ss F (u, v, ir) u = (pa:, V =3 v{;x, u; = yxy y est fonction composée de x.
If. ClassMcatlon» de» fouctloo» élémentaires. 7S. Fonclions patres, impaires^ ni paires^ ni impaires. Si F ( — x) = Fx, F est une fonction pâtre. Ex. o + Jx* -|- ex*, cos x, Ch x. Si F (— x) ■= — Fx, F est une fonction impaire. Ex. ox -+- 6x', sin x, Sh x, tang x, Th x. Certaines fonctions, e', a -f- 6x + ex* ^^ ^ont ni paires, ni impaires. Toute fonction Fx est la somme d'une fonction paire ^ [Fx -|- F ( — x)] et d'une impaire ^Fx — F( — x)]. Géométriquement, les fonctions paires sont représentées par une courbe qui h Taxe des y pour axe de symétrie, les fonctions impaires par une courbe qui a l'origine pour centre.
79. Fondions directes et inverses. Si, de y^^Fx, ou tire x»/y, F et /* sont des fondions inverses Tune de l'autre ; celles des deux dont les propriétés sont les plus simples s'appelle fonction directe, l'autre fonction inverse. Ex. : Fonctions directes : y = x*, m entier ; y = o', e»;
fj =s cos X, sin X, tang x; y = Gh x, Sh x, Th x. Fonctions inverses: V/y» ï^oga y, ly; Arc cos y. Arc sin y. Arc tang y, Sect Ch y = 1 (y d= j/y* — I) = ± 1 (y + j/y«— i), Sect Sh y = 1 (y + ^^y» + 1), Sect Th y
= 1 |/l 4- y) : (1 — y). Pour x réel, les fonctions directes énumérées plus haut sont réelles; pour x Gni, elles sont finies, sauf si elles ont un dénominateur, comme les fractions rationnelles et tangx. Les fonctions inverses, au contraire, deviennent imaginaires et infinies pour des valeurs réelles et finies de la variable.
ftO. Fonctions périodiques ou non périodiques. Si F (x + P) ==» F (x)
pour toute valeur de x, P étaat constant, la fonction est dite périodique^ P est sa p<^riode, et Ton a F (x) = F (x + kP)^ k étant un entier positif ou négatif. Ex.: Cos x, sin x ont pour période Stt; tang x, ?r; sin (Stt ; P)x, P; E (x) — X, l'unité; C, Ch x, Sh x, âm; Th x, tti; e<*»^'*= ^\ P. Les fonctions algébriques et les transcendantes inverses ne sont pas périodiques. Géomé- Iriquemeat, les fonctions périodiques sont représentées par une courbe ondulée où les ordonnées, distantes de la période, sont égales.
Sfl. Fonctions uniformes, multiformes. Si à une valeur de x, correspond une seule valeur dey =» Fx, Fx est une fonction uniforme de x, niu/ft/brm6 dans le cas contraire. Ex.: les fonctions directes sont uniformes, les inverses, multiformes. Ainsi, N étant entier, positif ou négatif,
Arc sin x = Ntt -♦- ( — i)"^ arc sin x, Arc cos x = SNtt ± arc cos x,
Are tang X *= Ntt dz arc tang x,
— f TT < arc sin x ou arc tang x < ^ rr, < arc cos x ou arc tang x < tt.
L'inverse x = /(y) de la fonction périodique y = F (x) = F (x -♦- P) = F (x -*- 2P) = etc., a nécessairement une infinité de valeurs x, x -*- P, X -^ 2P,... correspondant à une seule valeur de y. En analyse élémentaire, on étudie séparément, autant que possible, les diverses valeurs d*une fonction multiforme, p. ex., les diverses valeurs d*iin radical.
CHAPITRE VII. Continuité des fonctions
I. Déilnttloiis. S9. Accroissement d*une variable indépendante ou d'une fonction. Si Ton considère successivement deux valeurs (x, X), (Fx, FX), |/(x, y), f{Xy Y)], d'une variable indépendante ou dépendante, on appelle accroissement de cette variable la différence entre la 2" et la i'*- On le désigne par la lettre A précédant la première des deux valeurs. Ainsi Ax = X — x, ou X = x + Ax ; AFx = FX — Fx = F(x + Ax)-Fx;A/'(x,y) = /-(X.Y)-./'(x,y) = /(x + Ax,y + Ay)
— /"(x, y) Ex. : A.x' = 2xAx + Ax"; A.xy = yAx + af Ay -}- AxAy. SS. Accroissement partiel d'une fonction de plusieurs variables. On
peut trouver l'accroissement total d'une fonction de plusieurs variables en donnant séparément un accroissement à cbacune des variables :
^f{^y y) = f{^ + A^» y + ^y) — fi^-^ y) = f{^ + Ax, y + Ay) A+(ir,y,«)=A,4(x,y-|-Ay,jc+Ax)-l-A3,'>J^(x,y,«+A«)+A/i(x,y,2),
àx9 A,, A. désignent des accroissements partiels par rapport k x, y ou z.
§4< Continuité des fonctions. Une fonction fx d'une variable x est dite continue pour la valeur x, si, fx étant finie et réelle, A/s=/'(x-t- Ax)— /à: esl réel et a pour limite 0, quand Ax = U. Elle est continue de Xo 1 X, si la môme chose a lieu pour toutes les valeurs de Xo à X. Définition analogue pour une fonction de plusieurs variables. Une fonction d*uoe variable imaginaire z csa x ^ yi (^ ^^^ e' cos y + ie' sin y, p. ex.) est dite continue si la partie réelle (e' cos y) et la partie imaginaire (tV sia y), considérées comme fonctions de x et de y, sont continues.
S6. Exemples. Discontinuité. La fonction \0x est continue pour toute valeur de x» x~*, x"^, aussi, sauf pour x «= 0, qui donne x"* &= oo » et
fait snutcr brusquement x~' de — oo à -h oo .Pour x«»0, (1 + e')"^ saute brusquement de i à 0; j/l — x est continu, si x n*est pas supérieur à i,
l/\ sin* X ne l'est jamais. Une fonction d'une variable réelle, comme on le voit, peut être discontinue de trois manières : en devenant imaginaire, infinie, ou en sautant brusquement d'une valeur à une autre.
II. C«iillnalté des fonelleos élémeotalres. M. TaénaàiE I. Si Um F (X) s=3 F (lim X), Km X :=» x^ Fx est continu pour la valeur x. En effet, posant X «= x -i- Ax, on aura lim F (x + Ax) = Fx, ou lim [F(x-*. Ax)— Fx] = 0.
87. THéORÉMB II. Si lim F(X, Y,Z,...)=»F(limX, lim Y,limZ,...), limX = x, lim Y=y, lim Z = z,..., F(x, y, a,...) est continu pour les valeurs x, y, «,,.. En effet, soient X=3X-t-Ax, Y = y-4-Ay, X = z 4- A«,... On aura : lim F (x -*- Ax, y •*- Ay, «-♦- Az, ...)«» F(x,y,z,...)j ou limAFssO.
ttS, Corollaire. Les fonctions élémentaires d'une variable réelle, satisfaisant aux conditions des théorèmes I, II, tant qu'elles sont finies et réelles, sont continues. Il est de même des fonctions élémentaires d'une variable imaginaire, tant qu'elles sont finies, car la partie réelle et la partie imaginaire satisfont à ces conditions.
S9. Continuité des fonctions de fontion. Soient y = Fn, u «a fv,
V =3 cpx. Si F, /, 9 sont des fonctions continues, de lim Ax ^= 0, on déduit lim At;=>0, puis lim Ak = 0, enfin lim Ay = 0. Donc y est une fonction continue de x.
•O. Continuité des fonctions composées. Soient z =» F (u, v), u » fx,
V 39 ^x. Si z est une fonction continue de u et i?, u et t; de x, z est
fonction continue de x. En effet, on déduit, de liai Ax bss 0, liai Au ^s 0, limAvcsO; puis, limAcsaO, de limAMwiO et liraAv«sO.
•t. Remarque. En résumé, les fonctions de fonction et les fonctions composées ne sont discontinues que si Tune des fonctions composantes est discontinue. L'étude des discontinuités de tou(es les fonctions clénientaires est donc ramenée à celle des fonctions simples.
IlL Propriétés de» fonctions continues. 99. Théorâme I (Gauchy, Analyse algébrique^ note III). l*' cas. Si une fonction «i*unc variable est continue entre deux valeurs /xo, /X, l'une négative, Tautre positive (ou inversement), elle s*annule pour une valeur intermédiaire entre Xo et X. En effet, divisions X — Xo, représenté géométriquement, en n parties égales. Soient Xi, Xt, deux valeurs de x, en deux points consécutifs de subdivision, telles que /xi est négatif, /Xi positif. Divisons de même Xi — Xi en n parties égales et soient x«, X, deux valeurs de x, en deux points consécutifs de subdivision, telles que /x, est négatif, /X, positif; et ainsi de suite, indéfiniment, si Ton ne rencontre jamais de point de subdivision pour lequel fx = 0. Ln suite Xo, Xi, x^,..., x^, croissante a (26), une limite Ç inférieure à X (25); Ç est aussi la limite de la suite décroissante X, Xi, X,,..., Xp, parce que X^ — x^ = (X — Xo) : nf. Ln fonction étant continue, /^ — fxp et fXp — /^ ont pour limite 0, ou /^e» lim/x, = lim /X^; par suite, /^, limite commune de quantités négatives fxp et de quantités positives /Xp, est nulle (25). 2* cas. Soit V compris entre deux valeurs quelconques /xo,/X de la fonction continue fx. La fonction fpx^= fx — V passe de la valeur positive ou négative /jo — V, à la valeur négative ou positive /*X — V; elle s'annule donc pour une valeur Ç de x, intermédiaire entre Xo et X, ou /^ = V. Une fonction d'une variable^ continue entre deux valeurs, passe donc par toutes les valeurs intermédiaires. On peut déduire de là, ou démontrer d'une manière analogue, un théorème semblable pour les fonctions de plusieurs variables. Ex. : pour x= i, x* — 2 égale — i ; pour x = 2 elle égale -+- 2; donc pour une valeur intermédiaire, elle est nulle, ou égale h i,
•3. ThëorésieII. (Thomas, Théorie dercomplexen Functionen, 2'° Auflage, Halle, 1873, p. 7). Si fx est continu de xo à X, on sait que, d'après la définition, on peut trouver, pour chaque valeur Xr, une valeur dzhr de Ax, telle que pour cette valeur hr et pour toutes les valeurs plus petites, on ait, en valeur absolue, f{Xr 4- hr) — fxr < ^, /r étant donné d'avance. Je dis qu'on peut choisir pour h, un valeur unique assez petite /i, la
mAme pour toutes les valeurs de x comprises entre Xo ei X, satisfaisant h la condition A/ <^ k^ ce qu*on exprime en disant qu'une fonction conlinue de Xo d X est continue égalbment entre ces UnUteë. En ciEet, divisions X — xo en n parties égales, puis chaque subdivision en n parties égales, et ainsi de suite indéûniment. Supposons d'abord que nous arrivions à des ilivisions sutlisamment petites d, pour que la différence entre la plus grande et la plus petite valeur de f (ou Voscillation de f) dans rintervaiie i soit plus petite que \ k; alors â sera la valeur cherchée de A. En effet, soit x = p(î — d', x -h S'" ^p3 ^ 3", deux valeurs de X, différant d'une quantité d'^' = d' -^ i"^ égale a d, ou plus petite. On aura, en valeur absolue : f{pS)^fx < Jil, /(x-*- i'") — /"(p^Xj*; donc f{x -^ i'") — f{x) <^fc. Supposons ensuite, si c'est possible, que les oscillations de fx ne deviennent jamais plus petites que |ft, dans un intervalle Xp — Xp indéfiniment décroissant, Xp et Xp tendant vers une -valeur ^. Pour h^ et A^ suffisamment petits et positifs, on aurait, en valeur absolue, /% — f{x — AJ < j A, f(x -♦- A,) — /5 < j *. puisque la fonction est continue, et il en serait de même pour des valeurs plus petites de A^ , A,. Donc de ^ — A^ à Ç + A,, roscillation maxima serait <^{ky ce qui est contraire à l'hypothèse et en démonire Tabsurditc. 11 résulte du théorème démontré ici que les fonctions élémentaires sont également continues.
CHAPITRE I. Définition et propriétés fondamentales des oérjvées
I. Dérivée. 94. Dérivée. La dérivée d'une fonction Fx, par rapport à la variable x, est la limite du rapport (AFx : Ax) de Taccroissement AFx de la fonction à l'accroisse ment Ax de la variable, quand celui*ci tend indéfiniment vers zéro. On désigne la dérivée par les notations suivantes: Fx (Newton), F'x (Lagrange), DxFx, D,F, DFx ou DF (Gauchy). Ainsi lim (AFx : Ax) = Fx = F'x= DFx. La notation de Newton est tombée en désuétude; celle de Lagrange, employée surtout pour les fonctions désignées d'une manière générale, ne Test pas pour les fonctions élémentaires. Ex. :
i* D(ax -4- h)zmm\\nï [|<ï(x -♦- Ax) -♦- 6 — (ax -4- 6)j : Ax] = Um a »» a.
^ |)(x») = lîm [ K» + Ax)» — x»j : A«] = lim (3x« -4- 5xAx + Aa?«) = 3x«.
X L\x -h Ax x/ J x(x -+- Ax) X*
« ,v / .. l/x-i- Ax — i/jf
— 2j — Ax 2
(x-4-Ax)« ~~x»
^* |/xTAx-»- |/x 2j/x
•S. Interprétation yiométrique. La corde qui passe par les points {Xf y){x H- Ax, y -t- Ay) de la courbe y «= Fx a pour coefficient angulaire (Aj^ : Ax). La limite vers laquelle tend cette corde, quand Ax tend vers 0, ou la tangente en (x, y), a pour coefficient angulaire y' ==> Dy = DFx, Exemples considérés plus haut.
M. Rbmabqubs. I. Dans la courbe y &=: x : (4 -i- e'), la corde qui joint l'origine au point (x, y) a pour coefficient angulaire (y : x) ; ce coefficient a pour limite ou i, quand x tend vers 0, selon que x est positif ou négatif. Si x était imaginaire, de la forme x^ + tx,, la dérivée lim (y : x) serait absolument indéterminée. Dans la courbe y = x sin x~', le coefficient analogue est égal à sinx"', quantité comprise entre -h i et — 1, dont la limite est indéterminée. A priori, on ne sait donc pas, si pour une valeur de x, une fonction Fx a une, deux, plusieurs dérivées, ou si elle n'en a pas du tout. il. Par définition, la dérivée de y e= Fx, pour une valeur Xo de x qui rend y infini ou indéterminé est la limite de la dérivée DFx pour une valeur x voisine de Xo, quand x tend indéfiniment vers Xo. Ainsi pour x = 0, la dérivée de y «=» x~' prend la valeur unique — oo, tandis que y saute brusquement de — od & + oo. La dérivée dezs=x~*, pour x = Oy prend les deux valeurs + oo et — oo, tandis que la fonction 2 à la valeur unique oo. Interprétation géométrique. Hl. Par définition, la dérivée de y = Fx, pour x = db oo est la limite de DFx, pour x =a db oo. Ainsi, y = x~*, u = |/x, pnl pour dérivée, quand x=3 oo. Interprétation géométrique.
•7. Différentielle, La différentielle d'une fonction Fx est le produit F'xAx de la dérivée F'x de cette fonction par l'accroissement Ar de la variable. On la désigne par dFx (Leibniz), de sorte que cfFx === F'xAx. Ainsi d{x') = 3x*Ax, d |/x == Ax : 2 j/x. Gomme D(x) = 1 , d'après le
premier exemple du n? 94, dx=^Ax; donc Vaccroissement eî ta diffiren'tiellô de la variable indépendante sont égaux. On a donc, dFx^s F'xdx;
d¥x dFx dF ^ , ^ , . ^ d
DFx = F X =: --— s=--— B=s — - . Par conséquent, D, ou plutôt D,, et --
Ax ax ax ax
sont des notations équivalentes.
9S. Relation entre Vaccroissement et la différentielle d'une fonction. De lim (AF : Ax) = F% on déduit successivement, quand F', dF ne sont pas nuls, e étant infiniment petit en même temps que Ax :
AF AF e AF
-— = F'-i-£,AF«F'Ax^£Ax=dF + eAx, — =i-f- — » iim^=l. âiX ur F dF
L'accroissement et la différentielle d'une fonction peuvent donc se substituer l'un à l'autre dans une limite de somme ou de rapport d'infiniment petits (53). Géométriquement, dF est raccroissement de l'ordonnée de la tangente à y=Fx, au point (x,y), correspondant à l'accroissement Ax.
99. Corollaire. Une fonction qui a une dérivée finie est continue. Car, si F' est fini, lim AF = 0, pour Ax = 0, d*après l'équation AF = FAx -4- eAx,
II. Propriétés tomdatnentmlem de la dérivée* 100. Lbmiib I
Si, pour une valeur x intermédiaire entre x^ et xt, Fx a une seule dérivée F'x, on a F'x = lim [{Fx% — Fxi) : (xs — xi)] quand Xt et xt tendent simultanément vers x. En effet de lim [(Fxt -— Fx) : (xi ?*- x)] = F^x, on déduit Fxt — Fx « (x, — x) F'x h- et (xi — x), e^ étant infiniment petit en même temps que x^ — x; de même Fx^ r— Fx = (xi — x) F'x + (X4 — x)^t^ étant infiniment petit en. même temps quexi — X. DoncFxs — Fxi =^{xt — Xj)F'x -+- e, (x, — x)-^ e^ (x — Xi); d'où aisément le théorème. Géométriquement: Soit M un point d'une courbe, compris entre M' et M". Si MM', MM'' ont pour limite une taqgente commune en M, il en est de même de M'M".
toi» Lbiihb II. Soient Xo, Xi, Xt,..., Xn.i, X, (n h- i) valeurs successives de x;yo9yi9 J/ifM y»-i9 Y les valeurs correspondantes dey *» Fx. On a
Y — yo (j/i — yo)-*-(yt — yi)H »-(Y — y»^i) kt h- fct-t-'--«-fc
X — yo (x< — aro)-f-(xt — Xi)-*- ••• -i-(X — x»_i) Ai -♦- Aj-*- •••-♦-*»
le rapport [(Y — yo) : (X — Xo)] a donc une valeur intermédiaire entré le plus grand et le plus petit des rapports (k : A), à moins qu'ils ne soient
tous égaux. Autrement dit : Si les rnpports {k : A) ne sont pas tous égaux» il y en a un plus grand et un plus petit que [(Y — yo) : (X — Xo)].
109. Lbvmb III. Subdivisions X — Xocn n parties égales : soit X| — Xi celles des n parties où (& : A) a la valeur la plus grande {ki : ht). Subdivisons Xi — X| en n parties égales : soit X, — x^ celle des n parties où {k : h) a la valeur la plus grande {k^ : A,); et ainsi de suite. Si la fonction a une dérivée unique dans l'intervalle X — Xo, la série de quantités croissantes (&! : AJ, (A, : A,), ..., a une limite qui est la dérivée F'^ pour une certaine valeur ^ de x intermédiaires entre Xq et X. Nécessairement
ri > [(Y — yo) : (X — Xo)]. De même, F'Ç < [(Y — y») : (X - yo)], pour une autre valeur C de x. Dans le cas où le rapport (k : A) est constant, X étant quelconque, par exemple pour y es ax -«• 6, F'x >» (A : A).
10S. Théorémb I. Si une fonction a une dérivée unique et égale à une constante a, cette fonction est de la forme ax -4- b.En effet, si Ton n^a pas [^..y^) : (x — Xo)J = a, une valeur de la dérivée serait plus grande ou plus petite que a. Donc y = ax -4- yo — axo b= ax + 6. Si la dérivée est nullCi la fonction est constante. Géomélriquemcnt : la droite est la seule ligne dont la tangente ait une direction constante. Si la droite est parallèle à l'axe des y, le coefficient angulaire y' est constamment oo ; et réciproquement, car, dans ces cas^ lim (Âx : Ay) &== DyX = 0, ou x «= constante.
104. TBÉotiéiiB II. Deux fonctions qui diffèrent par une constante ont même dérivée; et réciproquement. Si Fx ■= /x + C, F(x -i- Ax) — Fx = f{x -^ Ax) — /x, (AFx : Ax) = (A/x : Ax), et, k la limite, F'x = fx. Réciproquement, si F'x = /^x, soit (px=Fx — /x, on aura ç(x -*- Ax) —
(p(x) «s F(x H- Ax) — /(x -♦- Ax) — Fx -4- /x, (Acpx : Ax) = (A Fx : Ax) — (A/x : Ax), et, à la limite, tp'x = F'x — fx = 0. Donc (105), çx = Fx — /x = C, Fx = /x -»- C.
lOft. Théorème III. Si F'x est continue de Xo à X, elle passe par toutes les valeurs comprises entre Fl, valeur plus grande, et F^» valeur plus petite que [(Y — yo) : (X — Xo)]. Donc (92), pour une valeur X| = Xo -H 9 (X — Xo) (0 <^ 6 < 1), intermédiaire entre Xo et X,
Illi^=.p[xo + G(X~Xo)].
A — Xo
Ce théorème subsiste, même si F'x devient infini entre Xo et X, sans sauter de — oo à -♦- oo. Géométriquement : Si une courbe AIE, co;i(tnKe
entre leê points A (xo, yo) et B (X, Y), et dont la tangente s'infléchit d*une manière continue entre cespoints^ est coupée par la sécante AB, tV y a un point intermédiaire I (xi, yt) où la tangente est parallèle à AB (théorème de Rolle). On peul déduire les théorèmes I, II de celui-ci (Schaar, C. D., n^ 9-10) (Comp. n* \\0, H), quand on le prouve directement.
CHAPITRE II. Définition et propriétés fondamentales et intégrales
1. Limite de eemme. tO€. Lbhmb I (d'après Caochy; voir Moiono, Statique^ leç. IX). Divisions X — xo, représenté géomëfriquement, en yii parties, égales ou non; puis chacune d'elles en n, parties; et ainsi de suite indéfiniment, de manière que l'intervalle d entre deux subdivisions ait pour limite zéro. Soit dans chaque intervalle d^ fm la plus petite des valeurs de la fonction /x, continue entre Xo et X, /■ la valeur la plus grande. Les sommes Sfmiy Sfmd de Xo à X, mesurent une somme de rectangles inscrits ou circonscrits à la courbe j; ^a fx. Cela posé : i** S/'m^< iM (X — Xo), M étant la valeur la plus grande de fx de Xo k X. 2"* Quand on subdivise chaque d en parties 3i, ^s,..., Sk auxquelles correspondent les valeurs minima /î.». /tmi*.-» fkm, égales ou plus grandes que fmt fmi est remplacé, dans la somme, par la quantité plus grande /im^i -H ftmit •«-••• + fkmHk' 3® S/*m^ a douc (26), une limite finie S. 4" Sfnà a la même limite S (53), car lim {f^i : fji) = \. S^ Si /'est une valeur de fx correspondant à une valeur x^**) de x, infiniment voisine de d, ou comprise dans d, lim (/*: /m) = \ et, par suite, lim S/3 = S. En résumé, S/9, dans ce premier mode de subdivision, a une limite unique bien déterminée. Ce leoime est vrai encore si fx saute brusquement d*une valeur à une autre, pourvu que la somme des produits /d, correspondant jiux valeurs de x où cela arrive, ait pour limite 0; p. ex., si /'restant fini, cette circonstance n'a lieu que pour un nombre fini de valeurs de x.
f 07. Lbnme II. Lim S/3 «= S, pour un autre mode de subdivision quelconque en n parties, n croissant indéfiniment (p. ex., les parties étant égfiles, et n successivement égal à chaque nombre premier, de manière que les subdivisions, à deux instants différents, ne coïncident jamais). Appelons {^fmo)%j (S/H3)t, dans ce second mode, les sommes de rectangles analogues k celles du premier mode, que nous désignons par {^fm9)u
(S/h^)i. On a, comme on le voit géométriquement et par le n* 54,
S{fuS)t = {Sfm9)% -^ 6, lîm e = 0, pour n = œ, (SA3),<(S/i,o>,(S/lid),>(S/-«i).. (S^^). -e<(S/•^3),<(S/l|a),• Donc(24), Vim{SfJ)t==\im{SfJ)t=^\'itn(Sfnd)t^S; el par suite, lim {SfJ)f = lim (S/li3)f = lim (S/3), = S.
10§, Théobèmb I. Limite S fi est une quantité parfaitement déterminée. On récrit, x' étant infiniment voisin de xi, x" de xt^ x^''^ de Xr,
lim S /xAx, lim [(xi — Xo) /x' -♦- (xi — Xj) /a" -♦-.... -4- (X — x«,i)/x*»^]
Géométriquement, par définition, lim S/3 est Taire de la partie de la courbe y *= fx située au-dessus de Taxe des x, moins Taire de la partie située au-dessous. Cette aire est égale à la limite de celle d*un polygone inscrit quelconque, dont le nombre de côtés croit indéfiniment, chaque rôté décroissant indéfiniment; car ce polygone est compris entre une somme Sfmi et une somme S/m3 (24).
109. Théorèhe II. Si S = iim S /xAx, AxS est compris entre fm^x,
Xo
/iiiAx, fm et /h étant les valeurs miiiima et maxima de /x^ de x à x -»- Ax; donc (AS : Ax) est compris entre fm et /m, et D^S = f. Géométriquement : ta dérivée d'une aire, par rapport à la dernière abscisse, est la dernière ordonnée. Si, pour la valeur x, f soute brusquement de A à B, on a lim (AS : Ax) = DS ^=> A ou B selon que Ac est négatif ou positif.
CoRROLAiRES I. SidFx=fxdx, s =lim S /xAx=Fx — Fio. En
Xo
effet, S et Fx ayant même différentielle, S + C=Fx (104). Faisons x=Xo dans cette égalité, il viendra C = Fxo; donc, etc.
11. L'aire S est égale à (x — Xo) /xi, xiy intermédiaire entre x© cl x, étant convenablement choisi. On déduit de là le théorème du n"" 105 :
Fx — Fxo = (x — Xo) fxi ={x — Xo) F'xj.
111. Remarque. Soient, dans une aire plane (ou un volume), une poiiion 3 dont un point intérieur ou infiniment voisin est x, y (oti x,y, z), /*la valeur, en ce point, d'une fonction équiconlinuc (voir (95) p. 273): lim 5/3 dans cette aire (ou ce volume) est une quantité déterminée, qui, par définition, mesure un certain volume (ou le moment d'un volume), et s'appelle limite de somme double (ou triple).
II. Mniégtrmie. 119. Intégrale. On appelle intëgralc d*une différentielle fxdx^ et on représente par ^fxdx une fonction Fa; qui a pour différentielle fxdx. Par saîle, d^fxdx = fxdx, Dj/xrfa:=/x, JdFx=Fx. Ex. : ax -t- 6, x' sont des intégrales de adx, SxVx.
lis. Tb^orâmb I. Toute différentielle fxdx a une intégrale^ savoir,
lim S fxAx (i09); elle en a même une infinité représentées par lim S /xAx
-«- C, G étonf arbitraire (104).
114. Intégrale indéfinie; intégrale définie. L*intégrale J/xdxsFx «-C de fxdx qui contient une constante arbitraire est dite intégrale indéfinie; l'intégrale Fx — Fxo, où G a une valeur telle que cette intégrale s'annule
pour X =3 Xo, s'appelle intégrale définie et est représentée par i fxdxy
qui se prononce : intégrale de Xo ft x de fxdx. D'après le n*' i 10^ J peut se prononcer limite de somme. On conclut immédiatement de là que
J(i# -I- V — 11?) (/x = Jfidx -♦- Jurfx — Jtorfx.
115. Remarque. Par définition, si la limite supérieure, ou la limite inférieure est infinie, ou, si fx, pour une valeur Ç de x, est infinie ou indéterminée, on pose
(* = lim (* , (* == lim (* , (* = lim fj^^" + (* 1
X dans la première égalité, — Xo dans la seconde, tendant vers oo, et c, y}, dans la troisième, vers 0.
$x rx
/•(x,a) dx = I D« f{x,a) dx.
fX Posons, en efTet^ Fa = i /"(Xja) rfx, on aura (98,ii4)
= (^ ^^^ dx = (^ D J(a;,«) dx h- (^ erf^ = S' + R
c étant infiniment petit en même temps que Aa, pour toute valeur de x, si Daf{Xya) est fini, ce que nous supposons. Il viendra, à la limite,
rx fX
DaFa ==. D« I f(x,a) dx = \ Daf(x,a) dx =» S' chaque fois, que pour Aa => 0, lim R := 0. Gela arrivera, les valeurs
A»Fa Aa
maxima et minima e«, £■, de e, de x« i X, convergeant vers 0, en même temps que Aa : i^ quand Xo c( X sont finis; car, l'aire R est comprise cnlre tm{X — Xo) el eu{X — Xo. 3* Quand l'une des iimîiea x§y X, ou toutes deux étant infinies^ l'intégrale S' est la limite finie d'une somme d'infiniment petits, tous positifs, ou tous négatifs, ou la différence de la limite finie d'une somme d'infiniment petits positifs et de la limite finie d'une somme d'infiniment petits négatifs. Dans ce cas, en effet, on peut, au moyen d'un raisonnement analogue à celui des n^ 54, 55, I, prouver que R a pour limite 0.
CHAPITRB III. Définition et propriétés poNDAMSirrALES des séries.
I. BéfÊuMwnm el coBSéqiaciiccs Itninédliitcs. 117. Série convergente^ divergente^ indéterminée. On appelle série une suite indéfinie iij, tit» tfi, ..., de termes formés d'après une loi déterminée, de manière que Un^ terme général de la série, est une fonction connue de son indice n. La série est convergente, divergente, ou indéterminée selon que la somme S» de ses n premiers termes, a, pour n = oo, une limite S, finie, infinie ou indéterminée. La limite S est dite la somme de la série, et on écrit, par convention, S «= Uj -4- ut -4- tis + etc., ou Su«, au lieu de S = lim S». Ex. : Voir n* 20, 1; 29, II, III. La série S [1 : n (n -i- 1)] a pour somme l'unité, car S» = i — (n -4- i)-*, puisque
11§. Conséquences immédiates de la définition. I. Une série à termes tous de même signe est convei'genie ou divergente, jamais indéterminée (26).
119. II. Soient Un = ti4 -{- Ut + ••• -♦- w», V» = t?i -i- Vi -♦- ••• -*- 1^», Wi.ss=ti?i -♦- t«?t -♦- ••• -4- m;»; puis lim U«=U, limVn=V, limW»=W. On auraU»-!- V„— W«e=(ui-*-t?i— iTi) -♦- (t/j -t-t;»— ti7i)-4- ••• 4-(M»-4-t»— ti7„); U-4-V — W=slim[(î/i-f-t;i — t(;4)-*-(wf-*-rj— tt7f)-4- ••-♦-(ti„-t-i?n— u?»)]= (Ui-^Vi — ti?i)-*-(Mf-HVj — ti;i)-4- etc. On peut donc ajouter terme à terme des séries convergentes, en nombre fini, comme des polynômes algébriques.
190. Rbmarqob. On ne peut opérer, avec sécurité, ni sur les séries divergentes, ni sur un nombre indéfiniment croissant de séries convergentes, comme sur des polynômes algébriques. En retranchantL deH(29),
on trouve pour reste H; ce résultat singulier est obtenu, au fond, en faisant nssoo, sans avoir le droit (51, I), dans En'=>lUn — Lm. En ajoutant les séries, en nombre indéfini,
— — -4— ■— —f- " ■■ -t- ••• = 1 , — "4-—— -♦-••• ts= — • —-4- ••• a= — f etc. 1.2^2.5^3.4^ • 2.5^5.4 2 5.4^ 5
on trouve H — 1 = H. On s'explique l'origine de ce résultat bizarre, en ajoutant les n suites finies formées respectivement par les n, n — 1 , n — 2, ... premiers tormes de ces scries, puis faisant n =» oo (52).
191. m. Une série d termes positifs et négatifs est convergente ^ si la série des valeurs absolues des ternies est convergente. Soient Sp la somme des p termes positifs, — S, la somme des q = n — p termes négatifs, compris dans la somme S. des n premiers termes de la série. Par hypothèse, Sp + S, a une limite finie; il en est donc de même de Sp, S„ S„ = Sp — Sç, et lim S» « lim S^ — lim S,. La réciproque de ce théorème n'est pas vraie : L est convergente, sans que H le soit (29, II, III).
199. IV. La série T, obtenue en multipliant les termes d'une série convergente S, à termes positifs, par des quantités positives ou négatives^ comprises entre m et M y est convergente. En effet, la série obtenue en rendant positifs tous les termes de T est comprise entre db mS, d= MS. Donc, etc. (118, 121). Une série h termes imaginaires de la forme pn cas (pn -^ içn sln 9,» cst convcrgcntc, comme somme de deux séries convergentes, si la série des modules p^ des termes est convergente.
H. Propriétés diverses des séries eonveri^enles. 19S. I. Dans une série convergente^ la limite du terme général ti«, est zérOy pour n = oo. En effet, lim S,, = S, lim S»_i »S(8); donc lim (S,, — Sn_i) = lim t/» >= 0. La réciproque n'est pas vraie : dans la série divergente H (29, II), le terme général n~~* a pour limite zéro, quand n = oo . Mais on est sûr qu'une série ou l'on n'a pas lim ti» = 0, p. ex., S cos nac, est divergente ou indéterminée. IL On a encore, diins une série convergente, lim (S,+p — S») = lim (i/^+i -t- ••• -4- Un^p) = 0, pour nsax , p étant quelconque, fonction de n, p. ex., et même croissant indéfiniment avec n. La réciproque n'est pas vraie : dans la série divergente H (29, II), S.^.;, — S« est plus petit que (1 : |/«), si /? = E (|/n) et a pour limite zéro. Si p = n, S^^^ — S« a pour limite L (29, III).
194. Si Von change Vordre des termes dans une série convergente S, d termes positifs, on obtient une autre série convergente T, de même
somme que ta première. Si (n -h p) est assez grand pour que les n ppemiers termes de S soient parmi les (n 4- p) de T, on a S» <T«4.p; par suite, pour n = oo,S = TouS<T (25)* On prouve de même que T = S ou T <S. Donc S = T. On déduit de là, par les n«* 121, 122, que l'on peut changer, comme on le veut. Tordre des termes, 1° dans une série à termes positifs et négatifs, qui reste convergente quand on rend tous les termes positifs; 2® dans une série à termes imaginaires, si la série des modules des termes est convergente.
196. Théorème de Ribmann {Werke^ p. 221). On peut changer l'ordre des termes dans une série convergente S à termes positifs et négatifs, qui cesse de l'être quand on rend tous tes termes positifs, de manière que la nouvelle série obtenue i^soit convergente était une somme quelconque A; 2° soit divergente; ou bien 5** indéterminée. I. Les termes positifs et les termes négatifs de S, pris séparément^ forment deux séries divergentes P, — Q. En effet P + Q> étant, par hypothèse, une série divergente, P et Q ne peuvent être convergentes (119); une seule des séries P etQ ne peut être divergente, car^ dans ce cas,S=3P — Q serait aussi divergente, comme on le voit sans peine. IL Prenons, dans la série divergente P, la somme Pp des p premiers termes, p étant choisi de manière que Pp.i < A, P^ > A; retranchoos-en la somme Q, des q premiers termes de la série divergente Q, qf étant tel que P|,--Q,«i > A, Pp —Q,< A. Ajoutons à Pp — Q, les p' termes suivants de P, p' étant tel que Pp+p'_i — Q,< A, Pp+/— Q,>A; retranchons de Pp+p' — Q^ les q' termes suivants de Q, q' étant tel que PpV — Q,+,' -1 > A, Pp^.p' — Q,^.,' < A; et ainsi de suite, indéfiniment. La série T, ainsi formée^ s'approchera indéfiniment de A, car, à chaque instant, la somme des termes de T diffère de A, de moins qu'un terme de S, lequel a zéro pour limite, puisque la série S est convergente (123). Ex. : L, L\ V (29, 44). III. Démonstration analogue dans les autres cas.
in. Caractères élémentaires de convergence, et de non conversence. 196. Reste d'une série. On appelle reste d'une série convergente et l'on représente par R, R», r, r,, etc., la différence S — S» entre S« = Ui -♦- w« -h ••• -4- ti» et sa limite S. On a donc lim R» = 0, pour n = oo. Ex. : voir n» 117. Comme S =» lim S«4.p pour p = 00, n étant fixe, R» = lim S^+p. — S« = lim [un^i -*- tt«+« ••• -h Win-p]» pour p= 00, ou (117), R, == Un+i -H «••+« -4- etc. Ces dernières expressions sont aussi appelées reste, dans les séries noa convergentes. On remarquera que le caractèi*e lim R» a» 0, nécessaire et suffisant pour qu'une série soit
convergeDle, peut s'écrire lim [lim (««+! -*- ••• -♦- t/»+p)ji««],«0D = 0, la limite pour p «=> oo étant prise avant la limite pour it =: oo. Lu caractère analogue du n"" 125, II, nécessaire, non suffisant, suppose que p teAde vers rinfini, en même temps que n, ou bien reste fini.
%%7, I. Une série est convergente (non convergente), si^ â partir d'un certain terme, on a constamment A; < f {ou ]> q), q désignant une quantité plus petite {grande) que l'unité, k la valeur absolue du rapport d*un terme au précédent, ou la racine n**^' de ce terme, pris positivement, n étant le rang de ce terme. I. Soit^ p. ex., dans une série à termes positifs {un+i : ti,) < 9 < 1, (w,+« : Wn+i) < ç, («•+» : «••+« < ç), etc. On déduit de là : Un^i < Wnqr, «i.+8 < Unq*, ti«+» < ii.ç', etc.; (tin+i -4- ii»+i -♦- — -♦- Un^p) < [m, : (i — gr)] ; donc (126), R» et, par suite, S = S, -i- R» sont finis. Si lim A: = / < 1 , pour n = oo, on a k=l'^ t, e étant aussi petit qu'on le veut, et, par suite, on peut trouver une quantité q telle que / + £ ou A: < 9 < 1 . Si les termes de la série sont alternativement positifs, et négatifs, il suffit de considérer les valeurs absolues des termes (121).
Démonstrations analogues quand k = yun <f<l.Il. Si A;^ç>i, les termes de la série vont sans cesse en croissant en valeur absolue; elle est donc divergente s'ils sont tous de même signe (118, 123); divergente ou indéterokinée, dans le ciis contraire (123). III. Ex. : S[x":(1.2...n)]cst convergente^ pour toute valeur de x; S [(— l)"'"*x" : w], convergente pour X* <i; divergente pourx*> 1 ; S [m (m — 1) ... (m — l)x" : (1.2...»)] convergente pour x* <:^ 1, divergente ou indéterminée pour x* > 1, car les termes vont sans cesse en croissant, en valeur absolue.
t9§. II. Lasérie à termes positifs décroissants S=t<i -t- tit-*-M3 4- etc. est convergente ou divergente en même temps que T=a ui-t'2ui -4-4114+ etc. et réciproquement. En effet, on a T > S, T — t/i < 2S; donc, si T est (in)fini, S est (în)fini et réciproquement. Application : Sn~"*n*cst con* vergente que pour m > 1 (Comp. 29, II),
1*9. III. Une série à termes uUernativement positifs et négatifs et décroissant indéfiniment en valeur absolue {à partir d'un certain terme), est convergente, La suite Sj» = (u« — tu) -f- (us — u^) -4- ••• + (utn-i — wt«)
= ttl {Ui Uz) {Ua Ms) ••• — (Wtit-î — Utn-i) Wt», OU Up <
Up^t, est composée de termes tous positifs, et est comprise entre et i«i ; donc elle a une limite finie (26). St» + tisi.+i a la même limite, car, par hypothèse , pour w = ao, lim tifn+i = 0. Donc i/i — tii — «i — Ué -¥- etc. est convergente. Un raisonnement analogue prouve que
R»= t*=(w»fi — Wn+t -H ■••) est plus petit que t#»^.i en valeur absolue. Ex. : L, L', L" (29, III); i — i 4- ± — i -i- etc., est une série convergente. ^V. Iniéffratloat des «érlcs. 130. Si S==:u^ + ui + ••• + r/»_i +r« est une série convergenle, dont la somme et les termes sont des fonctions de or, susceptibles d'intégration entre Xo et X (i08, ii4), on a (144) :
.T«\ Sdx=\ ti«(lx-H--4-l ti^-.4dx-i-R«;R,=[ r„dx=\ (S— &,)rfx
La série des intégrales dos termes de S est égale ^ Fintégrale de S, si lim R»==0. Si les valeurs maxima e( minima r^H» r..,, de r» convergent vers 0, pour n = x (ou si la série S est également convergente de Xo à X, comme on dit), il y a deux cas où lim R» =» : 1° Si X — Xo est Gni, car R, est compris entre (X — x) run et (X — - x) r«« qui ont pour limite 0. 2* Si Rn est une partie de T, supposé fini, indéfiniment décroissante avec n~* (Comp. n* H6). Une série est la dérivée d'une autre, si elle Ta pour intégrale de Xo à x (112). Si la dérivée est finie, l'intégrale est une fonction continue de x (99) (Comp. n<^ 317-322).
Note mur Taire de l'hyperbole éqnlliiière jpy = l.
ISt. I. Soient (1, x,xS..., r" = X), (1, yi, y»,..., 5^» = Y) les coordonnées de (ti -4- 1) points de l'hyperbole xt/ = I. L'aire v des n rectangles ayant pour bases x — 1, x* — a:,..., x" — x"~*, et polir hauteurs, respectivement I, ^i,. •» y»..! est égale à n{x — !)• La somme des n rectangles ayant les mêmes bases et pour hauteurs respectivement yi,y9,...,y»est(i7:x). Si l'on intercale indéfiniment, entre chaque couple de termes de la progression 1, x, x*,..., un même nombre de nouveaux moyens géométriques, n croit indéfiniment, t) décroit, sans devenir nul et tend vers une limite finie u (25, 26; comp. n"" 106); lx = (IX:n) tend vers 0, x vers 1 (54, E), (v : x) vers u (53, C). L'aire v tend vers la même limite Vy quand n croit indéfiniment, X — 1 étant subdivise d'après une autre loi quelconque (Comp. n° 107). Par définition^ cette limite u est l'aire de l'hyperbole. II. Puisque i? = n (x — 1), X = x', « = log X, dans un système à base inconnue B, et u = Log X dans le système à base lim B, comme on le voit, en passant h la limite dans In relation v =3 IX : IB (45). Soit B «= x*, on aura Log B = l = m (x — 1), m pouvant ne pas être entier. Par suite, x == 1 + m"^^ B = P.» (38, 39), et, pour nesOD, x=>l,m=3 0o, lim B =a (39). Donc u = IX.
CALCUL DIFFÉRENTIEL
CHAPITRE I. Dérivées et différentielles premières des fonctions
d'une seule variable.
I. Dérivées et dllWrentlelles fondamentales. 1S9. Varia' blés réelles, i" On a
_ . ,. sin(a;H-Aa;) — sinx ,. 2sin4Aaccos(a:-*-ÎAx)
D sin X => lim — ^^ r— ^ = lim 7-^ — ■' •
Ax Ax
Or (36), si àx tend vers zéro,
,. âsîn 4 Ax ,. sin^ Ax lim r^ = km — i-i = i;
Ax I Ax
donc
D sin X =3 cof X| d sin x =3 cos x efx.
3' En posant Ax » ax, il vient, d*après le n"» 42,
1 fi —^
T.1 ,.^ l(x-4- A x) — Ix .. V ■*■ x/ i,. l{i+a) D Ix «= lim-^ j—^ =: hm — -^ — ^ = -lim -îi ' ,
Ax Ax X a
Dlx=-» alx = —
Cette dernière dérivée est infinie pour x c= 0, nulle pour x =? 00 .
5*» On peut trouver de même, au moyen des n*»» 36, 37, 43, les dérivées de cosx, tangx, cotx, sécx, cosécx, a', e', que nous obtiendrons plus loin autrement.
ISS. Variables imaginaires. 1° Si z -= x -+- yi, il vient (73)
D e* = lim = e* lim — == e*.
Ajc Az
2* En suivant la même marche qu'au n*» i 32 et s'appuyant sur le n" 74, on peut trouver aussi les dérivées de 1((^)), sin z, etc. Maijs nous déduirons plus loin (137) ces dérivées de la relation D, e* c=: e*.
IL Vonctien de fonction. 184. Dérivation. i<* Soient y = /u, u=»(px. On aura
^=^^.— iini^ = liin^.—
Ax Au Ax' Ax Au Ax
On tire de là, si /u, cpx ont une dérivée unique (96, I),
On déduit de cette formule
D,y Ax D«y At< D,u Ax Ax Au At
ou, d'après la définition de la différentielle (97)
d^y d^y dàU
ce que l'on écrit souvent
Ax Au Ax
dy dy du dx du dx
Evidemment, dy a un sens différent dans le premier ou dans le second membre, et les deux du désignent aussi, en général, des quantités différentes (et même, si on le veut, les deux dx sont inégaux). Ainsi, le du -== Au du dénominateur est l'accroissement arbitraire indéfiniment décroissant, de ti, accroissement dont la considération est nécessaire pour définir la dérivée D..t/ ou fu; du= dgU du numérateur est la différentielle (p'xAx, indéfiniment décroissante aussi, mais dont la valeur est déterminée quand on se donne Ax.
2® Soient y = /u, m = ^j^v, v = yx. On a, d'après le !•,
D,y = D.y . D^ti, D^u = D„u . D,v; d'où
formule que l'on obtient directement, par passage à la limite, de
Ay Ay Au Av Ax Au Ar Ax
h!^ Une formule analogue subsiste pour toute fonction de fonction. On peut d'ailleurs y supposer les variables imaginaires. Donc la dérivée d'une fonction de fonction est égale au produit des dérivées des fonctions composantes^ prises chacune par rapport à la variable qu'elle contient.
1S5. Différentiation. Multipliant les égalités du n» i54, 3° par Ax, et joignant aux résultats la valeur de dv^ il vient
cty = fu rf,u, d,u = ^'v d,v, d,v = jf'x Ax,
formules qai donnent d^y. On peut les écrire
dy =3 f'u du, du = ^'v do, dv = x'x ^^•
La valeur de dy a alors la même forme que u, v ou x soit la variable indépendante. Ainsi, p. ex., si u est la variable indépendante d^y = f'u Au, ou dy = /"'u du.
1S6. Applicatiofis. Variable réelle, i"" Si y «^ sin u, u = ça?,
Dy e= cos u • (p'x, dy = cos u du, du = cp'xdx. Par exemple, pour ça; = Ix,
Dsinlx = cos \x . x"*, d sin Ix «s cos Lr . x~^dx. ^ Soient y = lu, ti =» çx, u positif. Il viendra
Dlu = — , alu = — • u u
Soient encore y == 1 ( — u), u = çx = — r, t? positif. On trouvera, en empiétant quelque peu sur le paragraphe suivant,
Dl (— u) = Dit? = — = — i -% f/1 (— - w) ^- dlu = —=^ 1.
Or
. A(— u) — (u -♦- Au) — (— u) ,. —Au
D (— u) = hm -^ — '-= hm — > -^ i ^ = lim— — «
Ax Ax Ax
Au — lim -r— = — Du.
Ax
Donc, u étant négatif,
Comme exemple, supposons u = =t sin x. Il viendra,
¥> 1 /-!_ • \ D (± sin x) d= cos X , , , . ,
D l(d= sm x) = -^— ^ i =3—^ — = cot X, d 1 (=b sin x) = cot xdx.
±: sin X dr sm X ^ / « w*.
Variable imaginaire. Si y = e», u = çz, D,y = e^D.u = e"ç'z.
181. Fonctions inverses. Si l'on déduit x =^ fy de y = Fx, on a a: «s /"(Fx), c'est-à-dire, x fonction de fonction de x. On a donc, en dérivant,
i = /"'y X F'x, Fx = 1 : /"'y,
149. Quotient. 4" Si y = 4 : v, v n'étant pas nul pour la valeur dcx considérée, on a
_Av
\vj' ""xy-^^v vj' 1? (t? -♦- At?) '
Autrement : De vy = 1 , on tire D (vy) = 0, ou vDy -+• yDv = 0,
u 2* Soit y c=-=3 u.«~^. En dérivant ce produit, il vient
^/u\ Dm —Dr vDu — t*Du ,/u\ urfw — wdt?
D( - )« — -♦- u — — = ; dl - )=. T .
Autrement : dériver la relation vy => u, etc. Autrement encore :
Au Av Ay fu -♦- Au u\ Ajc Ax
(u + Au u\ Ajc w -4- Ai? v/ v(v
Ax \w -4- Ai? v/ v(v -I- At?) *
d*où la valeur de Dy, en passant k la limite.
Les formules précédentes subsistent si la variable est imaginaire. Donc la dérivée {différentielle) d'une fraction est égale au produit du dénominateur par la dérivée {différentielle) du numérateur , moins le produit du numérateur par la dérivée {différentielle) du dénominateur, le toiU divisé par le carré du dénominateur.
Dérivée et différentielle logarithmique d'un qicotient. On déduit des formules précédentes :
w u Du Dl? A^ '^ ^^ ^^
On trouve directement ces formules en dérivant ou différentiant
1 (± ^) - 1 (d= «) - 1 (± V), 1 (J^yj = 1 ((H)) - 1 ((!>)).
La dérivée {différentielle) logarithmique d'une fraction est égale à la différence des dérivées {différentielles) logarithmiques du numérateur et du dénominateur.
14S. Puissances réelles de quantités réelles. Soit ys^u"*, et l** m entier positif. On a alors y=u.ti...t/, produit de m facteurs égaux et, par suite, D^ est ]a somme des produits de la dérivée de chacun d'eux par les (m — i) autres^ ou la somme de m expressions égales à ti«-*Dtt. Donc
D.tt"» «=» ««♦"•"'Du, rf.tt* = mw^'^du.
On arrive encore & cette formule en posant U = u -i- Au et observant que
ax U — Il Ax
Au = lim (U*"' -«- U*-»u -♦- U**-'ii* -♦-...-♦- Uu"»-* -f- u*»"*) -T— = mu*"*Du.
Ax
^ m = — ny n entier positif. On a
Tx * — - ï> ("") — »»«**-* Du
D.u-=D— = — - = = — fiu-"-* Du = mw*'^ Du.
5« m s= ' , p et n entiers. Alors y» = u**, D (y*») = D (up) ou
ny**"* Dy «= pu''-* Du, Dy = - — ^^ D u = mW^'* Du.
4" Si «Il est incommensurable, on a, par définition, u*'==e"*^'', ou tt"* = e"*'^~*'S selon que u est positif ou négatif. La même formule est vraie pour m commensurable, puisque lu** == ml (db u). Donc, dans
tous les cas
Du D.u* = De'-ï^i-J = c'"*^^''^ Dml (d= u) = u'^m— = mu"^' * Du,
cJ.ti"» = mu"*"* du.
Puissances quelconques. Si u est imaginaire, m réel ou non, commensurable ou non, on a, par démonstration (si m est réel et commensurable) ou, par définition, u"' = e"'*""^*. On tire de 1&, en dérivant,
Du
D.u"'=D.e"i<<"» = e"**'"»Dml((u))=u"'m — ^mW"'* Du;
d.u" = mu"-* du.
Donc la dérivée {différentielle) de la puissance nt»'** d'une fonction s'obtient en multipliant cette puissance par son exposant, diminuant celui-ci d'une unité et multipliant encore le résultat par la dérivée {différentielle) de la fonction.
144. Exponentielles quelconques, i® Réelles. Soit i/ = u% u étant positif. On aura ly = rlw, y = e'*". Donc
D.tt*' = De*'*" = e"*» D {v\u) = u' /^ v h lu Dv j = ft*"- * Du -h m^Iw Dr,
rfu" = tn*" " * dtt -*- M" \u du.
En particulier, si u =» a, a étant constant,
Da* = a" la Dr, da" = o" la dv.
2*» Imaginaires. Si y = ti", on a, y = e**"-». Donc
Dtt«' = De-» «-» = e"» «•'> Dvl ({«)) = t** /"v — -*- 1 ((i*)) Dt?^
= vu'^^Bu + u" 1 ((u)) Dr.
IV. Dérivée» des ronetlon» élémentaires ezplleiie«« 145. Fonctions algébriques, l** Fonctions entières (i40, i4i, i"», 143) :
D (a -*- 6x -♦- ex* -*- (|f«' -+-...) s= 6 -4- 2cx -h 3ya;* -♦- ••• Ainsi, par exemple,
D(4 -♦- X-*- X* -f- ••• -4- x") = i H- 2x + 3x* -4- ••• -♦- nx""**.
20 Fractions rationnelles (Ib. et 142, 2<>) :
A -h Bx -H Cx* -4- •••
a + 6x -4- ex*
(A -♦- Bx -»- Cx* -t- •••)(^-*-2cx-t-««-) — (a -4- 6x -4- ex' -4- •• )(B-4-2Cx-4- •••\ ™ (A-4-Bx-4-Cx*+.'.)*
Ainsi
i—x^-^^ _ {i^x){'-n^i)x'*-'{i'—x''-^*){'-i) i— (n-4-i)x"-4-nx"+«
i—x^ {i^xy "" (1 — x)«
On déduit des deux derniers exemples
1 — (n -*- 1) x»* -4- wx»+* . ^ .. .
(1 — xy
Remarque. Étant donnée l'égalité Ex = /*x, on en déduit une autre F'x = /*'x, par dérivation, les limites des quantités égales (AF : Ax), (A/* : Ax) étant égales.
5° Racine carrée (145) :
Donc ^ dérivée {différentielle) de la racine carrée d'une fonction est égale à la dérivée {différentielle) de cette fonction^ diviêée par le double du radicale Ainsi
D >/ 1 zt X* = T D (/a + 6a? H- ex* =
■ — - « p ^ m^ ^j^ ^^^ VhV ^^^ 1/MV ^^^* ^ - — - A
j/i =fc X» 2 j/a -♦- 6x -*- ex*
^____ i -♦- X ,- / ^ -*-g ^ i — œ ds
V ^""^° yT:r^"(i~x)i/T=l^'
4<> Les règles des n<^ précédents donnent de même la dérivée de toute expression algébrique explicite. Exemples :
D l/x* — a' (a 4- 6x -♦- ex*) = (a h- 6x -+- ex*) D (x* — a')i -i-
(ac* — o') » D (g '»• 6x -i- ex*) ^^ (g -♦- 6x -4- ex') -♦- l/x* — g'(6-t-2cx);
r/2m-Hx m-4-2x x — w*\/ * *w x -h m\"|
Reuarqub. D'après le n*" 105, la dernière expression, toutes réductions faites, doit être une constante. Cette constante est 9.
146. Fonctions exponentielles el logarithmiques. V Logarithmes (152, 156, 158) :
Dlx=:— , dix= — , Dlu = — , dlw==
En appliquant ces dernières formules, on trouve
Dl
(fl( X -i-- -4- l/g H- 6x + X* )=—
cH vAl/* + a?»+x):((/T+T«--x) = --^__.
Si Loge désigne un logarithme de base B ou de module M = (1 B)"* (43), il vient
DLogBX = D,4 ou DMlx=-L ou ~,
iiï xlB a-
DLogBU^Dj^ ou m]u=~ ou :î^,
IB ulB
^ U (li;)«V u ^T^J
2" Exponentielles. La formule Dc = c' (138, 2-) donne (134) De" = e«Da. Si u = x 1 a, on a Dm = 1 o, e- = e*»» = a', Da* = o* 1 apuis, comme au n» 144, Da^'^aMaDr, par le nM34 encore. En particulier,
Exemple. De la progression géométrique
c — 1 ' on tire par dériyation
e- + 2e- + 5e»' + ... + -, l -(n + i)e» ^ ne"^»'
formule que l'on peut déduire de la dernière du n" 14S, S*. 3° Fonctions hyperboliques directes. On a
D Ch X =. D Ke* + e-') = i (e* - e-«) c= Sh a, DChM = ShttDtt; D Sh X = D J (e* — e-') = ^ (e* -^ e"') = Ch x, D Sh u = Ch m D« ; DThx = Dg^^^'^'^^^-^''^Shx _1_ oT^.^^JD^ dix Ch»* Ch'ï' Chï^i
4® Fonctions hyperboliques inverses. Par le procédé qui a donné la formule du n<* \ 57, ou par cette formule même, on trouve
i 1 i DArgChx— , DArgShg=^ , DArgThx = T =>
=fc|/x« — i /iH-x* ^—^
que l'on peut aussi conclure des n""* 62 et 146,4"* (La notation y = Arg Chx se prononce y égale l'argument dont le cosinus hyperbolique est X. Elle vaut mieux que celle du n"" 79). 5"* Exponentielles composées. On a vu (144) que
D.tt" = vu'" *Di4 + u'iMDt;, rf.ti* = vu»- *du -4- u^'ludv.
Ainsi, d.x' = x*"*(ix -4- x'lxdx«=x'(l •^\x)dx. On ne doit pas confondre la formule donnant D.u* avec c«lles-ci qui en sont des cas partiliers :
D.u* = mvr- *Df*, D.a' =* o^laDr . 148. Fonctions circulaires. 1» Directes. On a (152, 156, 1% 142)
D sin X = cos x,
D cos X =a D sin ({ 71 — x) = cos (^ tt — x) D (^ tt — x) = — cos (J tt — x)
= — sin X,
_ . ^ sin X cos X cos x — sin x (— sin x) 1 , ,
D tang X =3 D =» ^^ = — r— = sec* x,
cos X cos' X cos' X
D cet X = D tang"* a? = — tang~'a? D tang x « :~r"= — coséc* x,
sin X
^ , i . ^ sin X ,
D sec X = D COS" * x = — cos"' x D cos x = — r- =» tang x sec x,
cos' X
cosx
Dcosécx = Dsin""* x = — sin~* xDsinx = :—-—== — cotxcosécx.
sm'x
De même (154),
D sin tt = cos u Dw, D cos u = — sin u Dm,
Du Du
D tang u = — -— , D cot u = :— r— >
cos* M sin' u
Remarque. De toute formule trigonométrique, on peut déduire une
autre par dérivation des deux membres. Ainsi, en remplaçant les sinus par leurs valeurs exponentielles imaginaires (65 et 71 ), on trouve aisément
sin X + sin (x -f- A) -*- sin (x -♦- 2A) -♦- •••-♦- sin (x h- nh)
Par dérivation, on en déduit
cos X + cos (x -♦- A) -*- cos (x -f- ik) -i- ••• + cos (x + nh)
cos
sin-
Si Ton fait dans ces formules x = 0, puis qu'on remplace A par x et qu'on dérive, on trouve les sommes
« («-4-i)co8nx — ncos(n-f-i)x — 1 cos X + 2 cos 2x + •• • + n cos nx = ^^ ^^ ,
4 sin' { X
a . o (n+l)sinnx — nsin(n-t-i)x sin X -^ 2 sin 2x -t- •••-♦- n sm nx = ^^ ^^ i- ,
4 sin» {x
faciles & déduire de la dernière formule du n"" i47, 2<*, en remplaçant x par xi et — xt, etc.
2* Inverses. On a déjà vu (438) que
Dy = D Arc sin x = , DY = D Arc sin x » —
yi—x* i/i— x«
y ayant son extrémité dans le premier ou le quatrième quadrant, Y dans le deuxième ou le troisième.
Soient de même z ^= Arc cos x, Z =» Arc cos x, z ayant son extrémité dans le premier ou le deuxième quadrant, Z, dans le troisième ou le quatrième. Il viendra
X = cos z, -4- j/i — X* = sin z, I == — sin zDz = — |/i — x" Dz, x = cosZ, — |/t — x»=»sinZ, i= — sin ZDZ =» |/i — x« DZ.
On a donc
Dz s=3 D Arc cos x =s — , d Arc cos x =
ou
«VA -4- i _ . (f «
DZ e D Apc cos X = — ==i , a Arc cos x
selon que Tare a son extrémité dans les deux premiers ou dans les deux derniers quadrants.
Soient enfin
V = Arc tang x, x = tang v; u? = Arc cot x, x = cot w. 11 viendra
i B=a -— , DVssCOS^V
sm
cos'v' i -I- X*'
Dtt? = — sin" u? ca
in*w 4-1- X*
Si u est une fonction de Xy on a, évidemment, D Arc sm u = ———-—- , D Arc cos ti
Du "-Du
D Arc tang w =» ; r , D Arc cot u = .
Ainsi, par exemple, tous calculs faits, on trouve u arc sin • = -, D arc tang
Rbmarqub. Si X est positif, y a son extrémité dans le premier quadrant, Y dans le deuxième, z dans le premier, Z dans le quatrième. Si x est négatif, y a son extrémité dans le quatrième quadrant, Y dans le troisième, z dans le second, Z dans le troisième. On trouve
D(y + Y) = 0, D(y-^jc)=»0, D(z^-Z)c=sO; ce qui 8*accorde avec les n"^ 81 et 104, puisque Ton a, k étant entier^
y + Y = A:7r, y-i-jc=5 2A7r -♦- J tt, jc -h Z = âiff. De même D (t? -h tr) =» 0, ce qui provient de ce que t? + te?=|7r -+- 2fc7r.
149. Déricéts des fonctions patres, impatres, périodiques, etc. i"* Les dérivées des fonctions transcendantes inverses sont algébriques; au contraire, les dérivées des fonctions algébriques ou des transcendantes directes sont de même espèce que les fonctions dont elles sont déduites.
2« Soit Fx = F (— x). Posons a = — x, d'où Dii =1^ — I . Il viendra
Px = D,Fi« == F'iiDw = — F (— x).
Soit ensuite fx = — f{ — x). On trouve de même, par dérivation, f*x = f{ — x). Donc la dérivée d^une fonction paire (impaire) est impaire (poiré). Exemples : a-^bx*, Chx, cosx; ex + j^x', Shx, Th X, sin x, tang x.
3* Si Fx = F (x -I- P), on trouve, en posant x -*- P = «, F'x = F'iiDii sa ^(x + P). La dérivée d'une fonction périodique est une fonction périodique de même période.
169. Cas des rariables imaginaires. Les résultats précédents s'étendent au cas où les variables sont imaginaires, puisque les formules des §§ I, II, III, d'où ils sont déduits sont démontrées aussi bien dans ce cas que dans celui où les variables sont réelles.
y. W m w irt e céMéralc de dérlvaU^M (dlfl^reatlaltoB) dtë tmmmiimmm g si yé c a , 1S1. Règle générale. On peut résumer les quatre formules
D (m + r — tr^ = Dm + Do — Dr, rf (« -4- © — w) = du -^ dv — rfr,
D.vrir =^ nrD» + «irDr + ntDtr, d.uvw =» vurdu -%- uwdv + ucdwj
u vDu — «Dr u rdu — udv
D,tr *= wi^'Dii -H ir l n Dr, An' = rir-" Ai -t- ^-Idr,
dans les rè^es suivantes : La dérivée (différentielle) tune fonctwn eouqtosée y de plusieurs variables u, v, ..., fonctions de x, esi égale à la souune des dérivées (différentielles) de y, prises suc c e ssi vement comme si chacune de ces fonciwns composantes «, r^ ..., était seule variable avec X. Ainsi, par exemple, si j/ = r + r — ir, les dérivées de y, quand on suppose successivement «, r, tr seules fonctions de x, sont Du, Dr, — Dit; leur somme est précisément égale à Dg. Si y = m', la dérivée de 5^, quand on suppose u seule fonction de x est rti"^*Dv (145); quand OQ suppose r seule fonction de x, «MvDii ^I4il; somme : m*^"*!)!! -«- « "^ I if Dif^ e esl-à-dire Dy.
169. Formules générales. D*après le n<* iSi, les dërivëes de y = F (u, Vy tr), par rapport à x, en supposant successivement u, v, u? seule fonction de x, sont
(fy du dy dv dy dw du dx dv dr dw dx
La règle du n" i5i donne donc, pour la dérivée de y^
dy dy du dy dv dy dto dx du dx dv dx dw dx
ou explicitement,
d^y dmy d.u d^y dj^ du,y d,w
Ax Au Ax At7 Ax Aw Ax
et, pour la différentielle,
. dy , dy , dw .
^ au do dy
, duU , rfrV I ^«^ I d,y =--^ d,M -t- -rr-d^v -♦- -r-^d,w?.
•^ Ati Av Au;
Le dernier terme du second membre doit être supprimé si y ne contient pas une troisième fonction w.
Les formules précédentes s'appliquent évidemment au cas où le s variables sont imaginaires.
16S. Première extension des règles et des formules. Si les formules du n° 152, ou les règles du n9 151 sont vraies pour une fonction ^ = F (m, t;, w)y elles sont vraies aussi pour une fonction y = fs de s. En effet, on a (134), en se bornant aux dérivées,
dy dy ds dx ds dx
puis, par hypothèse (152),
ds ds du ds dv ds dw
^la^^iN fti^a^** ^■^■■^ ^^m^^ ^^kM mmm^a^ ^M^W ^ ■ « ••■■^^ •
dx du dx dv dx dw dx
Donc
dy dy ds du dy ds dv dy ds dw dx ds du dx ds dv dx ds dw ds
ou, par le n* i34 encore, la formule h démontrer
dy ây du dy dv dy dw
^Mi^^B ^^S^S ^Êmm^ ^^a^^^ ^V^ ^«waa ^^^^^ MmA^ ^^^mma^ a^HNaMM a
dx du dx dv dx dw dx
164. Seconde extension des règles et des formules. Si la formule de dérivation du. n"* 452 est vraie : 1^ Pour deux fonctions «, f, de «, v, fonctions de x, de manière que
ds ^ *f ds^ dv dt dt du dt dv , .
dx du dx dv dx^ dx dvlbs dv dx^ ^
2* Pour y considéré comme fonction de s et de I, « et ( étant fonctions de Xf de manière que
^=.^*4.^*, Ib)
dx dsdx dtdx^ ^ ^
50 Pour y considéré comme fonction de s et de f, < et ( étant fonctions de u, de manière que
du ds du dt du ^ '
ou de V, de manière que
dv d$ dv dt dv^ ^
si toutes ces conditions sont remplies, dis-je, la formule de dérivation du n" i5â existera aussi pour y considéré comme fonction de ti, t?, fonctions de x.
En effet, en combinant les formules (a), (6), il vient
dy dy ds du dy ds dv dy dt du dy dt dv .
dx ds dv dx ds dv dx dt du dx dt dv dx
ou, en rapprochant, dans le second membre, le premier et troisième
terme, le deuxième et le quatrième,
dy /dy ds dy dt \du /dy ds dy dt \dv^ dx \ds du dt du) dx \ds dv dt dvjdx*
c'est-à-dire, à cause de (c) et (d),
dy dy du dy dv dx du dx dv dx
et, par conséquent, pour la différentielle,
du dv
15S. Conclusion. Les raisonnements précédents s'appliquent au cas où les variables sont imaginaires. De proche en proche, par les procédés des n°* 153, i54, on peut étendre les règles et les formules des n"* i51, d52, à toutes les combinaisons des fonctions élémentaires. Ces règles et ces formules sont donc générales.
Comme exemple de l'usage que l'on peut faire de ces formules générales, cherchons la différentielle de y «=> (u »h v) W. On peut remplacer cette relation par les suivantes :
y = st^ s S3 u -t- V, ! = «''.
D'après (151), la règle générale de la différentiation des fonctions composées est applicable Ji la somme 8,k l'exponentielle f, au produit y, fonctions composées de fonctions de x; elle existe aussi pour y considéré comme produit de deux fonctions de u, ou comme produit de deux fonctions de V. Donc (154), la règle générale subsiste pour y considéré comme fonction composée de k, v, fonctions de x. On a donc
dy = [u'du -♦- (u -H v) vur-^du] -*- [w'du -4- (u -+- 1) u" lu dv].
Il importe de remarquer que les règles et les formules du n* 151, dont la généralité est démontrée dans les n""' suivants, sont surtout utiles dans des recherches théoriques. Au point de vue pratique, les règles des §§ I, II, III, IV suffisent k tous les besoins. Ainsi, dans le cas de l'exemple précédent, elles donnent immédiatement
dy = {du -*- dv) u" -♦- (u -*- v) {vu'^*du -h «• lu dv).
Cependant^ comme on le verra au n* suivant, dans certains cas, on trouve la dérivée ou la différentielle d'une fonction composée plus rapidement par la règle du n"" 151 que par tout autre moyen.
156. Dérivée (différentUlle) ^un déterminant. Considérons, par exemple, le déterminant
=pP -f- 9Q + rR = «SH- rT -♦- kU «= vV -♦- wW -4- /T, V w f
Pi 99 •••9 /^ étant des fonctions de la variable indépendante, auxquelles correspondent les mineurs P, Q, ..., F. Si/), q, ..., f sont successivement considérées chacune comme seule fonction de cette variable, les dérivées de A sont
PDp, QDy, RDr, SD5, TDt, UDu, VDr, WDtr, FDf.
Donc, en faisant la somme de ces expressions, nous obtenons
DA
ou encore
Dp Dq
Dr
r Du
Dv
Dtl7
DA
Hp D« Do
p Dq r
ti
ê Dt u
s t Du
V Dw f
V w Df
Formule analogue pour dA, ou pour un déterminant quelconque.
167. Dérivées partielles. Si Ton considère une fonction F (x, y, z) de plusieurs variables indépendantes x, y, 2, on appelle dérivées partielles de F par rapport aux variables x, y, je, les dérivées obtenues en regardant successivement x, y ou Zy comme seule variable indépendante. On les représente par les notations suivantes
dF
dF dy'
dF dz'
D'après la définition générale (94), elles sont égales respectivement à
,. F( x-^ Ax,y,x) — F(x,y,g) A.F A,F A.F
lim — ^ ^-x-^ ^^ — - — - c= lim -r— , lim -~- , lim -7—
Ax Ax ' Ay Az
et, par conséquent, ne dépendent nullement de la forme de la relation qui lie X, y, z et F.
Jacobi emploie, pour ces dérivées partielles, les notations
dF dx
dF
ày
dF dz
qui n*ont pas d'utilité réelle.
Si une fonction d'une ou de plusieurs variables indépendantes est exprimée, partiellement ou complètement, au moyen de variables auxiliaires t«, v, etc., on peut dériver la fonction par rapport à chacune des lettres x, y, z, u, v, etc., qui entrent dans son expression, en regar^ dant chacune d'elles comme indépendante. Les dérivées ainsi obtenues sont appelées dérivées partielles par rapport aux lettres x, y, z, «, Vy etc. On peut désigner ces dérivées par les notations précédentes.
relatives au cas où toutes les variables sont indépendantes; ou bien Ton peut recourir à une notation plus expressive. Soit, par exemple,
f aura cinq dérivées partielles que Ton désigne par
A l'aide de ces notations, on déduira de F =» /,
dF if Sf du if dv dx ix du dx $v dx
dF if if du if èo dy iy iu dy iv dy
dF if if du if dv
^^■^^■^ BSS3 MMBH^ V^B» ^H^^i^ p^a^^BV aiVV ^pwv^^ v^hb^m*
dz âz Su dz dv dz
Une fonction d'une ou de plusieurs variables peut se mettre sous diffi' renies formes^ quand on récrit au moyen de variables auxiliaires. Par exemple, si l'on pose
ti=acy, v = yzj F (a:, y, x) «uy* -*- sin xy -♦- ly«,
on peut écrire
F = /■(«, y, z, w, »), /•=» %yz h- sin ii -t- Iv,
F = © (y, II, »), 9= i-8intf-4-lv, etc.
Quand on parle des dérivées partielles d'une fonction par rapport aune leltrey il importe évidemment de faire connaître la forme donnée à la fonction, car la valeur de ces dérivées dépend de cette forme. Ainsi, les fonctions /*, 9, quoique égales entre elles, n'ont pas même dérivée par rapport aux lettres x, y, js, u ou v.
Rbmarqub. Souvent, dans l'expression d'une fonction F (x, y, z) n'entrent que des variables indépendantes x, y, z. Alors, évidemment, on peut écrire à volonté
-, dF dF „, dF cff «, dF dF
^•Mx^^dT' ^-dî;^"^^ ^-dT^^dz-
Dans la suite , nous n'emploierons la notation au moyen des d que
pour éviter des ambiguïtés. A la rigueur, il aurait déjà fallu en faire usage auxV» i5â,iS3 et même auparavant.
Application des notations précédentes. Soit F une fonction f{u, r, tv) des différences u = y — z, v=z--a?, ti7=a? — y de trois variables indépendantes. On aura
dx du dx dv dx dw dx dv ïw^
^_^_^ dF df df dy au dw dz dv du
Donc
dF dF dF_ dx dy dz
Ainsi ta somme des dérivées partielles par rapport d diverses variables, d^une fonction des différences de ces variables, est nulle. Par exemple, si
on trouve, en appliquant cette remarque,
dx dy dz dx dy
d^ dz
relations qu'il est intéressant de vérifier par le n"* i56. VI. DérlTalloQ et diffléreatlaiion des foDCtIons Implicites.
15S. Préliminaires. Lorsqu'il existe entre deux variables x, y, une relation /*(x, y) *= 0, y peut avoir une ou plusieurs valeurs correspondant à une seule valeur de x; ces valeurs peuvent être exprimées ou non au moyen des fonctions élémentaires (15). Il en est de même dans le cas où il y a deux relations entre trois variables, trois relations entre quatre variables, etc. Dans ce qui suit, nous supposons que les fonctions implicites considérées sont des fonctions élémentaires auxquelles s^appliquent, par conséquent, les règles des paragraphes précédents. De plus, nous étudions h part les diverses valeurs de chaque variable dépen-
dante en fonction de la variable indépendante. Ainsi, par exemple, si y* — X = 0, nos raisonnements se rapportent à y = -+- j/ar, y == — \/x séparément.
1 59. Cm d'une seule relation, i* Soient F (x,y)=0, une équation entre X, y; y =fxy une quelconque des valeurs de y exprimée en x que l'on peut en déduire, /* étant une fonction élémentaire. On aura identiquement F (x, fx) = 0. Le premier membre a la forme F (u, t?), u étant égal à x, v a fx ou y. On a donc, en dérivant les deux membres par rapport à x (i 52),
n («, ») ^ -^ F^". «) ^ = 0. «" F:(x,/x)-^Ff(x,/x)/"« = 0, OU encore, en écrivant y au lieu de /*x,
On en déduit, en multipliant par Ax,
F;(x,y)Ax-t.F;(x,y)rfy = 0, que Ton écrit plus souvent
•rr ax -^ jrdy =0.
ox dy ^
La valeur de la dérivée y' est donc donnée par la formule
y '"^ dx \ dx'dy)
Dans le second membre y est supposé remplacé par sa valeur fx déduite de F (x, y) = 0. On peut encore écrire sous forme de proportion
dx: dy =-r^ : — —••
'^ dy dx
Par exemple, si ax' -t- 6y- -+- c + 2Axy h- 2yx -+- 2/y = 0, du aT -\- hh -^ g , _ ,. , ^ , . .
2'' En prenant y pour variable indépendante, x pour variable dépendante, on trouve de même
dF d,x SF ^ d¥ , SF ^
dx dy dy dx ^ dx "^
La dernière relation s'écrit plus souvent
dx
5* On peut introduire dans les calculs une variable auxiliaire (. Soit, par exemple, x «» çt, ce qui donne y = f{^t) =» ^(. On aura (i34)
dy dy dx di^dx'Â
ou ^*t==fxX<p*t.
Substituons la valeur de f'x tirée de \i dans la relation (1), il viendra
dV dx dF dy
iF dF
5j,p'.-.-^4.'« = 0, ou
et en multipliant par A(,
dF 3F
j-dtx-k'j^d,y = 0, ou
dx dt'^ iy dt '
dx'" ' dy"''' ^' ^^ (îx^ • 3y
On arrive directement & ces résultats en dérivant (diffcrentiant) Tidentité F (cpt, ^t) « 0.
io Que X, y, ou t soit variable indépendante, la relation entre dx et dy est toujours la même, savoir iF^dx -^ F, dy = 0.
160. Casd^un nombre quelconque de relations, i"" Si l'on a deux relations
on trouve, comme dans le cas précédent, que x, y, 2 ou I soit variable indépendante^
SF iF dF
— dx^-^dy-^j-Jz^O,
dx ' dv'*'^ ' dz
Par suite, si l'on pose
dF *F dy dz
Il ^
èy dz
if Sf df
Sx dx
àx
dz $z
dx
dF
dx
Si
iy
on obtient
dy X
dx : dy : dz = X : — Y : Z:-5^ = — --, etc.
^ 'dx Y
3* Si Ton a trois relations F K y» «• w) == 0» fi^y y y «> «*) = 0, ? (x, y, «, u) = 0,
on trouve encore, quelle que soit la variable indépendante,
SF . SF . dF . iF
4^dx -*- j-dy -»■ -Tz^^ "♦"ir^^ = 0,
ày
df df df df
•sr-àx -♦-—• dv •♦- -^ rf* -*- x^du X dy ^ ^- -*"'
dz
du
dx dy ^ dz du
équations d'où Ton peut déduire les valeurs de trois des différentielles clx, dy^ dz, duy en fonction de la quatrième, ou les dérivées de Tune quelconque des variables par rapport à une autre considérée comme indépendante.
3® Ce qui précède s'étend à autant de relations que Ton veut. Les variables peuvent être supposées imaginaires. Les formules du présent numéro contiennent d'ailleurs les formules les plus générales données précédemment; car toute fonction explicite peut être mise sous forme implicite, en faisant passer dans un seul membre tous les termes de la relation qui la définit. Par exemple, si l'on a, comme au n" i5S, y «=r F (t*,t;,tr), u — /j7, V « çx, w = ^pjr, on écrira y — F (tt,v, w>) = 0, u — pF ==: 0, V — cpx «=» 0, u? — ^|/x = 0, d'où l'on tirera
dF
^ du
— -^rdv '
dv
-_dU7==0,
dw
du — /''xrfx = 0, dv — (f-'xdx =* 0, dw —
(p'xcte — 0,
relations équivalentes à celles du n<* 152.
VU. Des délerinloaDls foncllonneU. 101
. Définition.
On
représente par
d(x, y, z)' d{Tyy,z)
les déterminants
dF dF dF
dF dF
SF
dx dy dz
dx dy
dz
df df df dx dy dz
èf if
àx iy
Sf
Sx
d(p d(p ddft
dx dy dz
ix iy
F, /*, 9 désignant des fonctions de trois variables x, y, je, qui sont indépendantes l*une de l'autre dans le premier déterminant, et, indépendantes ou non, dans le second. L'un et l'autre sont appelés déterminants fonctionnels de F, /*, cp, le premier par rapport aux variables X, y, z, le second par rapport aux lettres x, y, z. Des notations analogues s'appliquent à n fonctions et à n lettres ou variables. ExEHPLB. Si l'on a
X s=: X sin y cos z, Y == X sin y sin z, Z = x cos y
on trouve, tous calculs faits,
d (XYZ) , .
169. Application à la différenliation des fonctions implicites. Au moyen des notations du n" précédent, on peut écrire les relations différentielles du n^" 160, 2"* y comme il suit :
(?(F,/;y) ^ 3(F,/,(p) c/j/ $ (x, z, u) $ (y, z, u) dx
ou, en considérant à la fois toutes les variables,
dx : dy : dz: du
^ ^(F>/;9) . 3(F,/;cp) , 3(F,/',9) . 3 (F, /, 9) * (y> «, «) ' à (x, z, u) ' 5 (x, y, w) ' d (r, y, z) '
dont l'analogie avec celles du n" i59, i", est évidente.
163. Déterminant fonctionnel de fonctions composées explicites. Soient
ti = 'nX,Y,Z) i; = X (X, Y, Z), u; = 7: (X, Y, Z), X = F (r, y, z) Y = f{x, y, «), Z == ç (r, y, r).
On a
d { u, v,iv) ^ d (cp, y, tt ) $ (F, /*, 9)
Pour démontrer cette formule, il suffît de décomposer le premier membre, après avoir remplacé
du du du dw
Tx' d^' di^'-'d^'
par leurs valeurs
du du dX du dY du dZ cbc^dXdi'*"dY di^dZdi'^^^'
ou bien d'effectuer le produit des déterminants du second membre.
On ëcrit souvent la formule précédente sous la forme un peu ambiguë :
d (ti, V, w) d {uy r, u?) d (X, Y, Z) d(x,y,z) ^d(X,Y,Z) d(x,y,z) '
qui est plus facile à retenir à cause de l'analogie avec celle du n® i 54.
164. Déterminant fonctionnel de fonctions inverses. Si u = Xy v >= y^ w = z, auquel cas ^, ;(, tt sont les fonctions inverses de F, /", <p, il vient
d(y.y,it) i î(F./;y) d(x.y,z) d(X,Y,Z)
formule analogue à celle du n* 137.
Généralisation, Soient
tt = ^ (X, Y, Z, Ç), v = X (X, Y, Z, a tr - TT (X, Y, Z, ?), X = F (x, y, z), Y = /"(r, y, z), Z c= (p (t, y, z), $ == 6 (i, y, z). On trouve, dans ce cas,
/ $ (■!. y, tt) d if, <p, 6) ^ a (4<, y, tt) d (F, 9, 6) d («,!?,«>) ) a (Y, Z, $) 5 (X, y, z) 5 (X, Z, Ç) d (X, y, z)
<i(a;,y,«)~l a (I, y, tt) ^ (F, f, 8) 3(t,y, ir)a(F,/;9)
comme on le prouve aisément en décomposant le premier membre. Cette formule est analogue à celle du n" 152.
106. Déterminant fonctionnel de fonctions composées implicites. Soient
F (x, y, s, tt, V, ti?) == 0, / (x, y, y, tt, v, te) = 0, cp (x, y, r, m, r, ti?) = 0.
d (tt, v, 11?)
On trouve -r-^ r au moyen de la relation
, ^., ^(F,/',cp) ^ a(F,/,(p) d(tt,t;,K;) ^ «î («> y, «) ^ (w> V, w) d{x,y,z)'
analogue à celle du n"" 159. Pour la démontrer, il suffit d'effectuer le produit indiqué dans le second membre, puis de simplifier les éléments du déterminant ainsi obtenu au moyen des relations
d^ r. d^ ^ d¥ ^ df ^ d(p ^
167. Généraliêotion. Soient F = 0, f^O, (d=0, ^ = 0^ X^^' cinq relations entre x, y, z, variables indépendantes, ti, v, tr, variables dépendantes, ^, y) variables auxiliaires. On trouve
^ a (iT, y, Zj Ç, r)) à (m, t?, tu, g, rî) d (x, y, z) '
formule facile à vérifier, en effectuant la multiplication du second membre, après y avoir remplacé le dernier facteur par
d (x, y, z, Ç, Yi) '
La formule précédente est analogue à la première du n"" 462. On remarquera que l'exposant de (— i), dans le premier membre, est égal au nombre des variables indépendantes.
16§. Application. Soit, par exemple,
ti$ — x = 0, t?Ç — y=-0, trÇ — jr = 0, x* -4- y* -f- 2* -+- Ç* == 4.
On trouvera, par la formule du n** 167,
d (m, v, tt?) _ 1
Trois des quatre relations qui lient t, y, z, 1/, v, u?, Ç peuvent se mettre aisément sous forme explicite; mais chaque fois qu'il y a, au moins, une relation implicite, comme ici, on mettra toutes les équations données sous forme implicite afin de pouvoir appliquer la formule du n» 167.
169. Remarques. 1*" Le cas des fonctions implicites de plusieurs variables (166) comprend le cas des fonctions explicites (165), puisque les relations explicites peuvent se mettre sous forme de relations implicites (160, 3®). En particulier , la formule du n^" 165 peut se déduire de celle du n"* 166, au moyen du théorème de Laplacc sur la décomposition des déterminants en somme de produits de déterminants. 2'' Les formules données plus haut s'étendent au cas où le nombre des variables est supérieur à trois. Z"* Dans tout ce qui précède, les variables peuvent être supposées imaginaires.
- S9 — CHAPITRE II. Dérivées et différentielles d'ordre quelconque
DES FONCTIONS D*UNE SEULE VARIABLE
I. Vonctioos explicites. 170. Défîniiiom et notations. La dérivée seconde de Fx est la dérivée de la dérivée F x ou DFx; on la représente par F"x ou D'Fx; la dérivée troisième de Fx est la dérivée de la dérivée seconde F"x ou D'Fx; on la représente par F'"x ou D'Fx. De même, P^x = D*Fx, F'x = D»Fx, ..., F'->x ou F'x = D"Fx désignent les dérivées 4«, 5", ... n'^** de Fx, et sont respectivement les dérivées de F'"x, Fi»x, ..., F^-'^x. Il résulte immédiatement de là que D*DTx =. D*+»Fx.
On appelle, de même, différentielle seconde, troisième j ..., n*^"" de Fx et on représente par rf'F, d'F, ..., d"F, la différentielle de dF, cPF, ..., d"-*F. On a évidemment (/*rf'F = d^-^^F.
Pour calculer (/*F, (/'F, ..., «{"F, on doit, d'après la définition (97), multiplier les dérivées D(rfF), D(d*F), ..., D(d"-«F), par Ax. Par convention^ pour simplifier, on suppose égaux les Ax employés dans ces multiplications successives. On trouve ainsi, en se souvenant que Ax est indépendant de x,
cPF = D (dF) Ax = D (DF.Ax) Ax = D(DF) Ax« « D'F. Ax« « F"x.dx», d»F=D(d«F)Ax=D(D-F.Ax*)Ax=«D(D^F)Ax»=D»F.Ax»=F'"x.(ix%
et, en général,
d-F« D(d-«F) Ax = D(D— «F. Ax»-*) Ax = D (D— «F) Ax- « D'F.Ax-
= F<->aT.dx*.
On déduit de 1&
dx* dx* dx"
Par analogie, on écrit quelquefois D'^F ■= F<»x -= Fa, et aussi d**F = F.
Dans la suite, pour abréger, nous ne nous occuperons, le plus souvent, que des dérivées, laissant au lecteur le soin d'écrire les formules pour les différentielles.
171. Fonctions simples. i«De'=e', DV = e*, ..., D*C = «'. De même, D"a'== a' (la)*.
2» D sin X = cos x, D* sin x «^ — sin x, D' sin x =- — cos x, D* sin x
=3 sin X. On trouve de même les dérivées d*ordre quelconque de cos X, Sh X, Ch X. On peut donc écrire
D*** sin X =» sin x, D*'* cos x = cos x, D''' Sh x = Sh x,
D*p^i sin X = cos x, D*p+* cos x = — sin x, 0*/»+* Sh x = Ch x,
D*'+' sin X = — sin x, J)*p^^ cos x = — cos x, D'^ Ch x «= Sh x,
D*H-»sinx=» — cosar; D*''^*cosx ~ sin x; D*''+* Ch x = Sh x.
Ces formules subsistent si x est remplacé par x -t- a.
Autrement. On a successivement Dsin â?=cos x= sin (x + { tt); D'sin x = D(x ^ A tt) = sin (x -h tt), etc. En général, D"sin x = sin (x + > nn). De même, D* cos x = cos (x -4- J nîr).
3» D(x-) = mx"-* ; D'(x-) = »w (m — -J) x"»-* ; D'(x*") = m (m — i) (m — 2) X"-'; ... D" (x-) = m (m — 4) (m — 2) ... (m — n -4- i) x— •. De même, D" (x -*• a)"» = m (m — 1) (m — 2) ... (m — « + i) (x -♦- a)'*~". En particulier a) D»(x-«) == (— 1) (— 2) . . (— k) x-*-» « (— 4)* •1.2.5...fcx~*"*; p) si m est entier positif, D"'(x -t- a)** = 1.2.3.. .m, D*+* (x -♦- a)* = 0.
4* Dix = X-', DMx = D-* (x-*) -= (— 1)-* i.2.3... (n — 1) x— • De même, D"l(x -i- a) « (— l)"-* 4.2.3... (n — 4) (x -♦- o)-" ; D-L (x -*- a) = (—4 )-» 4.2.3... (n — 4) M (x -h a)-».
179. Fonction de fonction et fonctions composées. Si u^^ f{Vy ir),
(fu d/' c{v d/* dw V = ©X, U7 = éxy et, par suite, — -= -f- -- ^ ~/--t- » on trouve aisé-
dx dv dx dw dx
ment les dérivées successives, en dérivant cette somme de produits,
puis celle qui en provient, et ainsi de suite. De même, dans le cas d'une
fonction de fonction (voir 494, 4"*). Mais les formules donnant la
dérivée n*'*^ d'une fonction de fonction ou d'une fonction composée sont
compliquées et peu utiles. Nous ne considérerons que des cas particuliers.
I. D"F (ax -♦- 6). Posant ax -+- 6 = u, on trouve D,Fii = oF'u, DjFtt = aDsF'u = a*¥'% DlFu = a^F"'u, ..., D"Fm = o*F-k, ou, explicitement, D][F (ax -♦- 6) =. a"F" (ox -t- 6). Exemples : D** (ax -♦- 6)", D" l(ax -*- 6), D" sin (ox -+- 6), D"e«'+* = aV"'+*.
II. D" (au) = aD"t*, D" (u 4- r — w) = D-u -h D"v — D"u?. Applications : a) D" (Ax* -♦- Bx*" "* -♦- Cx""* -4- . . ) t= D"* (Ax") -h
D« (Bx*-*) -H D- (Cx"»-*) -*- = D- (Ax-) «> AD" (x") «=» 4.2.3...m.A.
P)D''--^=D'rJ----4-— -1==(---4)M.2....nr ^,, ^, -h , ^ ^i T ^' X*— 4 [x— 4 x+4j ^ ' [(x— -4)"+« (x-4-4)*+*J
En général, on peut trouver, de même, la dérivée n'^'"' de toute fraction rationnelle, décomposée en fractions rationnelles simples A (x — a)~*^,
y) Darctangx= j-^=^.|^;^— .-^;
i r i il
D" arc tang x «= D"~* — ; : =>
, ^ 2t[x — t X-HtJ
III. Formule de Leibniz. On a successivement
D (uv) .= ttDi? -+- uDtt, D»(tti;) = uD*v -*- 2T)uDv -*- vDk, D»(«i;) = wD'v -♦- 3DuD*t; -t- 5D»wDt7 -4- vD'k, etc.;
puis, en général, nf, n„ ^s» etc. désignant les coefficients binomiaux,
D"(t/i;) = wD"i? -^ niDttD"-*!? -4- w^D^mD»-»!; -♦-nsD'MD"-'r-4- ... -4- rD"i/,
formule vraie encore, si Ton remplace n par n -i- i ; car
D'«+«(ttt?)=(wD*+*v-+-niDMD"i; -i- n«D't«D"-'v -4-n5D*uD«-*r-H • • H-D-tiDi;) -4- (DttD"v -4- WiD*tiD"-*t; -4- nJ)^uD'''*v -4- .-• -4- n,_iD"tiDi? -♦- vD"+*u) = ttD*+*r -4-(ni-4-i) DiiD"v -«• (n8-*-ni) D'uD'-'v -4- (nj -4- ns) D'uD*-*!;
-♦-...-♦- vD»+*w.
Mais wi -4- i = (n-*- 1)1, (nt -4- iii) = (n -4- i)8, (nj -4- n«) = (n -4- 1)5, etc.
Donc
D"+*(ttt?) = «D'+'t? -4- (n -H 1)1 DuD"t7 -4- (» -h 1), D^iiD»-*!?
-*- (n + i), D'iiD"-*r -h etc.
Il existe des formules analogues pour J)'*(uvti;), D''(t«VK7<), etc.
Exemples : i' D» [x(4 -4- x)"] =sx. m (m — 1) - • (m — n -♦- 1) (i -4- x)"»-» -*- «. 1. m (m — i) (m — 2) ... (w — n -h 2) (1 -4- x)"'-"+* = m (m — i) ... (m — n -4- 2) (1 -h x)'"~"+* (mx -4- x -4- n). 2»Dv cos 5x=e*'(a* cos 6x — ni o'^'ft sin 6x — n^ a*~'6* cos 6x -4- etc.)
Remarque. Si p cos a =» a, p sin a = 6, on a aussi D"6^' cos 6x «s p"eo' cos (6j: h na). En effet, on trouve successivement :
De"' cos bx = ad" cos 6x — 6e" sin 6x=pe"' (cos 6x cos a — sin bx sin a)
«= pe"* cos (5x -4- a).
DV' cos 6x = Dpe*' cos {bx -♦-«) = p V' cos (6x -4- 2a); etc«
En supposant a, 6,x, réels, e*" cos 6x est la partie réelle de e(*+^')'. Donc D"(e'"cos 6x) est la partie réelle de D"c(«+*')* = (a + 6i)" e<«+"".
pas (n* 134, ligne 4, quand les fonctions n*ontpasunc dérivée unique ; n"* 442 quand v est nul; etc.). Ainsi (comparez n° 116) il n'est pas sur
que Dja \ f{^9 «)rf«= I>îtx \ /"(^j a)<ir = Dgcfi^j «)> comme on l'admet
souvent. Voir aussi le second exemple ci-dessous,
• • / y x\ X* — V* Exemples. !• Dîy ou DJ, { x' arctang - — y*arctang- )=-5 =^ •
2* Soit 9 (x, y) =» xy (x* — y') : (x* -*- y*). Cette fonction est telle que pour X fini, y = 0, 9(x, 0) = 0; pour x = 0, y fini, (p(0, y) = 0. Pour X = 0, y = 0, elle est indéterminée, au moins si x, y peuvent ne pas être réels; pour la déterminer, posons, par définition, cp (0, 0)=^0. On aura
9i {Of y)=lim j [cp (x, y) — 9 (0» y)] : x j =lim( xy ^^ "^^^ : x )= — y,
cp^ (0, 0) =lim j [cp (x, 0) — cp (0, 0)] : x j =«lim (0 : x) = 0, (p;;(0, 0)=lim I [(pi (0, y)-9; (0, 0)] : y j =lim (--y : y) = - i ;
9; (X, 0)=lim j [9 (x, y) - 9 (x, 0)] :y| =lim^xy|5-^^:yj = x,
9; (0, 0) =lim I [9 (0, y)~ 9 (0, 0)] : y j =lim (0 : y) = 0, 9;; (0, 0)=lim i [9; (x, 0)— 9; (0, 0)] : X j =lim (x : x) = i .
On n'a donc pas 9^^ (0, 0) = (p'J^ (0, 0), ce qui provient de ce que l'une des règles sur la dérivation (celle du n"* i 42, quand t; «= 0, v étant ici X* + y*) n'est pas applicable dans le cas actuel.
17 S. Théorème général. On peut intervertir^ comme on le veut, l'ordre des dérivations d effectuer sur une fonction de plusieurs variables. On déduit ce théorème du précédent, comme on détnontre en arithmétique le théorème de l'interversion des facteurs d'un produit en partant du cas particulier de deux facteurs. Un exemple suffira. On a successivement
K»^.yU = D;y(Di^w) = Dîa:(D*.,j,u) = Dy[DL(D,^w)] -= Dy[D„(D„ytt)]
« D;, [DÎ,(DÎ,tt)] = D«.[DÎ,(D«,u)] =3 DJ, [DÎ.(D»] = D> [D^(D,ii)]
= DJ,. [D,,(D,ii)] = D*, (D*y,.tt) « Dîy (D.V.tt) = D, [D», (D»..u)]
^ D, [Dîy (DJ..U)] « Dî«y^ll.
Dans ces diverses transformations, nous avons chaque fois permuté entre elles deux dérivations successives par rapport à deux lettres dilTé-
rentes, de manière à réunir toutes les dérivations par rapport à chaque lettre.
Rbmarqub. Le théorème s'énonce encore ainsi : on peut, dans l'expression Djyatsy ou DxDyD^D.DjeDy, intervertir comme on le veut les facteurs symboliques Djc, Dy, Dj.
CoROLLAiRB. Lc uombrc des dérivées partielles successives d'une fonction de plusieurs variables est moins élevé qu'on ne le penserait d'après len" 176. Ainsi /l(x, y) n'a que quatre dérivées partielles du troisième ordre, Di./*, DJ./, Dj,,/*, D»./".
IIL Vooclioiis Impllelles. 179. Une relation. De la relation F (x, y) -=3 0, déBnie au n* 139, on déduit d'abord F;(x,y) -^ y' Fi(x,y) ss 0, que l'on peut écrire 9 (x, y, y') = 0. Celle-ci donne, à son tour, d'après le n"» i60, l'équation
?i(a?, y, y') -*- ?i(», y, y') y' -*- 9Î'(jc , y, yO y" •= o,
qui fait connaître y" et peut se mettre sous la forme i(/(x, y, y% y) = 0. On déduit, de là,
+L H- i{;;.y' H- ip;, .y" + 4;;,, .y'" = 0; et ainsi de suite.
Exemple. De xy =3 a, on tire successivement
y ^ xy' = 0, 2y' -♦- xy" « 6, 3y" -4. x y"' = 0, etc.
ISO. Autrement. En se servant du théorème de l'interversion des dérivations, l'on peut écrire les relations du n® précédent comme il suit :
(JF iF , ^ d«F ^ (Î*F , 3»F „ JF „ ^
a"F , d'F , ^ d'F ,, a»F ,^ ^ d«F ,, ,d«F , ,, da^» 3x«(îy^ (îxay«^ ^y' ^ àxiy^ ay'*^^
dF
ou, en introduisant les différentielles, dV S? d»F ^F d*F dF
^-(ix -♦- V- dy = 0, v-T rfx" -4- 2 ^-^ rfxcfe -^ TT ^y' -^ %- d"y = o, etc.
ix dy ^ Jx« dxdy 3y' oy
Si l'on avait choisi une variable indépendante (, d*x, d^x ne seraient pas nulles et la dernière relation serait remplacée par
3*F . d*F i*F iF dF
-5—. CMC' -^ âç-TT^dxdîy -♦- v-T dy' -♦- -T- cPx -♦- -r- (Py = 0.
dx« ixdy, "^ dy* ^ 3x $y ^
1S1. Plusieurs relations. Les relations du n<> 160 donnent, pour déterminer cPjfy d^z^ l'équation
3x^ 3y^ ^ dz^ dxSy ^ Sxdz dyiz ^
SF iF
•^Ty^y^Tz^'^^^^
et une équation analogue en f. On procède de même pour les dérivées et les différentielles d'ordre supérieur.
VARIABLES
I. Vonetlons explicite». 1S9. Définition. La différentielle totale d'une fonction u^^fix^y^z^ ...) de plusieurs variables est la somme dzU + dyU + cl,t« -H ... des différentielles partielles (97, 157)
df . , df. - df.
dgU =9 -^ (la?, ayU = — dyj a,ti =-'- dz, ...
dx rfy ^^
„ . a: - dx j xdy , yefa — xrfy
2o t* = œy -*- yz H- zx, du = (y -*- z) dac -♦- (x -4- z) dy -*- (x -*- y) dz. 1§S. Fonction de fonction. Soitu = Fv, v = /'(x,y, z). On a (155)
- dF. j dF . ^ ^i
d,u «= -7- dsV, d^u B= — d,t?, duU == -7- d.v,
du e= d,w -*- d,i# -»- d»u =3 :ï-(d,v -«- d,» -4- d,v) = -r-d»,
ai? dv
c'est-à-dire que la règle est la même que dans lé cas d'une seule varia-
ble(155). Par suite, comme au n° 135, si ti = Fî?, v = çtr, w = ^(x,y,<),
X X t/dx — xdy ducsF'vdv, dv = (i>'wdw.Ex.: dl8in-= cot- x "^ : — -'
IftJ. Fonction composée. La règle est auçsi la même que dans le cas d'une seule variable indépendante. En effet, soient u*=»F{v, tr), v = cp (r, y, z), w = ^ (jr, y, z). On a (151)
^^j ^^ j j ^F. dF, ^ dF. dF_ dv du? dv dw dv div
et, eo ajoutant,
du = d,u H- d^u H- d,v = T-(iv -h d^v -^ d.v)-^ — {d,w -♦- d^w + Au;),
dv dw
Ex. : d (xy -♦- yz -h zx) = (ydx -i- xdy) -*- (zrfy -h ydz) -*- (xdz -♦- zdx).
ISft. Différentielles successives, i"* Soient
On trouve, en supposant les nouveaux (iâ^^ dy égaux aux anciens,
dV d*/" d*/"
d'tt = d^dii + d,dii = -4da:t + 2—^- dxdy -^ ~A dy«.
* dr* dxdy ^ dy* '^
On a ensuite, en procédant de même,
d'u == dxd*M -t- dyd*u «=
-T-^dx' -+- 5 3--^ dx'dy -h 3-t—/-r dxdy* +-p^dy'. dx» dxMy ^ dxdy* ^ dy* ^
La loi de formation des différentielles successives est facile à voir si l'on écrit
ou, symboliquement,
l'exposant signifiant que l'on doit faire sur l'expression symbolique
comprise entre parenthèses, des opérations analogues à celles de rélévation au carré, au cube. On conclut, en passant de l'ordre n à Tordre n -4- 1 , que l'on a, en général,
d'u^Ç^dz^ldyJu,
OU encore, en écrivant, en abrégé, rfpour^rfx -♦- T"*'y>
La raison de l'analogie de cette formule avec celle du bînAme est
la suivante: Pour déduire d^du de du^ il suffit de multiplier du^ par
— rfjt; pour déduire dydu de rfw, il suffit de multiplier du par -T-dy\
donc on obtient d«(fu + d^du ou d!^u en multipliant symboliquement du
nsiT^dx-i du: la même propriété s'observe quand on déduit d'v
^ dx dy
de d*Uy d*u de d^u, etc. Donc la loi de formation est générale (compares
2" Soit u = f{x, y, z). On aura
^ df, df. df, idu = ^ cix» ^ ^^ cfady H- 5-^dxdz,
Les opérations reviennent, comme on voit, à une multiplication
symbolique par t- dx, — dy ou ^ rfz. On a ensuite
cPti = dxdw -t- dydu -4- AdM =
Kdz*^^<Py^^dz*^i^dxdy^^Prdxdz^^^dyi^ d?" dy*^ dz* dxdy ^ dxdz dydz '
ou, en abrégé, ^ ^ rf \«
De même,
\dx dy ^ dz J \dx dy ^ dz J '
186. Fonction de fonction et fonctions composées. Soient u «=» f{Vy w)j
et, par suite, du===-rdv -^-r-dw. On aura
dv dw
\dv* dvdw dv J \d\>d\o dtv dto }
\dt;' at?rfti7 au?' y dv dw
et ainsi de suite, d'après le n'' 184^ en observant que dvydw ne sont pas indépendantes de x, y, z, ... comme dx, c/y^ cfz. Tétaient au n** précédent.
II. Vonction» lonpilcite». 1S7. Première différentiation. 1» De F (x, y, Zy u) = 0, on déduit, par le n° 159, en différentiant par rapport
^dx^-d.«==0, 5^rfy-*-5;;rf,t.==0, -d.^^^d,^^0, (1)
et en ajoutant, puisque du =^ dxU + dyU + cfjt«^
rfF ^ «iF ^ dF ^ rfF ^
dx dy ^ dz du ^^
La relation (â), qui se déduit des relations (i), est, à elle seule, équivalente à celles-ci. Car
. du , du , du , du = -rr dx '\- -r- du •\- -r- dzi
dx dy -^ dz
on peut donc écrire, au lieu de (2),
\dx dudxj \dy dudyj \dz dudzj ~" *
Comme dx^ dy, dz sont des constantes indépendantes l'une de l'autre, on déduit de là,
dx dudx ' dy du dy ~ ' rfz du dz "~ ' qui sont identiques aux relations (1), aux facteurs dx, dy, dz près.
3^ Si tiy t? sont des fonctions implicites de x, y, z^ définies par deux
relations, F{x^ y, Zj Uj v) = 0, /[x, y, z, u, v)a> 0, on trouve, de même, par le n*» 160,
dF , dF . dF. dF , dF ^
-j- ax -^ -^dy -^ -r dz -h -7- c/m -+- -r-oP = 0,
dx dy dz du dv
df ^ df ^ df ^ df ^ df ^ dx dy dz du dv
Ces relations restent de même forme, quelles que soient les variables indépendantes.
t^H, DifférentxaJtions successives. Il suffit d'appliquer les formules du n^ 187, ou les règles correspondantes aux résultats de la première^ deuxième et troisième différentiation. En différentiant les produits
^d., ..., f-au, ... on devra observer que leB différentieUes seconde. dx ^ ^ du ^
des variables indépendantes sont nulles. Soient, par exemple,
r./ \ r. ^ j àF j dF,
F(x, M, tt) 8= 0, 7-djc -♦- -7- dti -H -— du = 0. ^ "^ ^ * dx dy ^ du
Alors, u étant la variable dépendante,
-T-^dx' -i- 2-r- 7-da?dy -♦- 2--— ^-dxdu -4- -r^dy^ -¥- ^-r—rdydu dx* dxdy ^ dxdu dy* ^ dydu ^
d*F ^ , dF ., -H -r-rdtt' -♦- -r- d*u ^ 0.
du* du
189. Remarques générales sur la différentiation, I. Par la pensée ou en réalité, toute relation entre des variables peut être mise sous forme implicite F(t, y, z, ... t/, v, ...)== 0. D'après les n**» 133, 160, 183, 187, on déduit de là,
F;dx -♦- F'ydy -f F\dz -h -. -♦- F^du h- F[dv -4- .. = 0,
quelles que soient les variables considérées comme indépendantes et quel qu'en soit le nombre. Pour trouver des relations entre des différentielles secondes, il faut, au contraire, savoir quelles sont les variables indépendantes.
II. Les règles de différentiation sont les mêmes pour les fonctions élémentaires d'une variable réelle ou pour les fonctions d'une variable imaginaire.
CHAPITRE ly. Changement de variables
I. Une seole varliible Indépendimte. 190. Problème proposé. Étant données une ou plusieurs relations (160) qui déGnissent y comme fonction de x, deux ou plusieurs relations qui définissent x, y, comme fonctions de u et f, on se propose de trouver les dérivées de y par rapport à x, en fonction des dérivées de u par rapport à t. Pour cela, on exprime d*abord les dérivées de y par rapport à x, au moyen des dérivées de y et de x par rapport à t {changement de variable indépendante); puis les dérivées de y et de x par rapport à t, au moyen des dérivées de u par rapport à t {changement de variable dépendante).
191. Changement de variable indépendante, 1® On a successivement (1 72)
dy dy dx d*y d*y dx* ^ dy d*x
dt'
dx
dt*
dx*
dt*
dx dt*
d'y dt''
rf»y dx'
dx*
dx d'à dt dt*
dy dx
dt* *
et des formules analogues pour les différentielles. On peut en déduire les valeurs cherchées de y^, yj^', y[.", etc.
2<* Ces valeurs s'obtiennent plus facilement comme il suit. De la première des équations précédentes, l'on déduit
^=* ou ^ = ^ = *y. (2)
dx dx Ax dtX dtX
On trouve les valeurs cherchées de y», yi\ yi' , etc., en fonction des dérivées de même ordre de x, y par rapport à (, en appliquant cette formule à y, y«, y*', etc. On obtient ainsi
dy
dyi dx d'y dy d'x
dy_dt ^ dx dx
d*y _ dyl dx* dx
d( d( d(* d( dt* dx dx*
dt
dt dt*
et, de même, pour y^", en supprimant au numérateur et au dénomina-
dx* teup le facteur 7-2- ,
du'J d^y dx*
^•y ^yi' _d^ _ ^'* **
dx dy d'x dx d^x d}y dy d*x* ^'& di^ dl dl* dt* '^ dt dt'
dx* dx dx
dx* '•'^
dt di^
Exemples, io On trouve, en appliquant les deux premières formules à l'expression du rayon de courbure p d'une courbe.
\ dx»/ \dt* dt*J d*y dx d*y dy d*x
dx* dt dt* dt di*
â^" Quand y et x sont donnés explicitement en fonction de (, le procédé qui a servi à trouver les formules permet d'obtenir aisément y^, yj^% etc., exprimées au moyen de (, sans recourir à ces formules. Soient, par exemple, x = a< — a sin (, y =s a — a cos < (équations de la cycloîde). On trouve
sin t „ {^ — ^os cos t — sin* t i
^' " i — cos t ' ^' ~ a(i— cosO' o (1 — cos ty '
De même, si x =3 cos (, on trouve
3« Cas particulier oùy=t. Alors ^ = i > -j| = 0, j^ «= 0, etc. Donc
cPx d^x* dx d»x
dy_^ çPy ^^ d»y dy* dy dy*
dx dx' dx^ dx*' dx*^ ^» '^^' ^^^
dy dy* dy*
Exemple. On trouve, au moyen de ces formules.
dx* dy*
Rbmarqub. La première formule (5), rapprochée de (2), peut s'écrire
i^y ^ d^y ^ Ay Ax diX ilyx
Donc, la dérivée (Tune fonction y y par rapport à une variable x, est égale au quotient des dérivées ou des différentielles de la fonction y et de la variable x prises par rapport à une autre variable t ou y. Au fond, cette proposition est identique à celle qui termine le n*' 155. La seconde des équations (i), à laquelle on peut donner la forme
dly d^x
Ax* dyx' '
d*y d*x dx dy
prouve que-T-^ , -t-| sont de signes contraires, si t** ^"T" » ^®^
On peut encore déduire de (1),
^^rfîy dfx d^y dtx* Ax* d,x* Ax * et, si l'on fait A x «» d,Xj
dfy = dly + d?x ^,
ce qui prouve qu'il faut se garder d'étendre au second ordre, ce qui a été dit pour le premier (189,1). Ainsi, si y =» x^, I «=» x*, on trouve dly = 12x' Ax*, dîy = 2 Af», et, à cause de Af = S xdjX, d}y «= 8 x*d|X* . Les deux valeurs sont différentes parce que, dans une différentiation, on suppose At constant, et dans l'autre, Ax.
t9t. Changement de variable dépendante. Soient F(x, y, u, t)'^Oj f{^9 y 9 ^9 ^^ ^f deux relations qui définissent x, y, en fonction de t«, I. Il y a, en outre, une relation entre y et x, de manière que l'on peut regarder x, y y u comme des fonctions de (. Les équations
D»F = 0, D/—0; D?F — 0, D,Y=0; DfF = 0, Dff^O; etc,
donneront les dérivées de x, y, par rapport à f, en fonction des dérivées de même ordre de u par rapport à (. On peut procéder de la même manière dans le cas où le nombre des relations est n h- 5, ces relations contenant n fonctions auxiliaires, outre x, y, u, t. Si y ^=t est l'une de ces relations, on peut éliminer ( et effectuer directement les dérivations par rapport k y. Ex. : Soient x e» r cos I, y <= r sin t. Alors
dx dr d*x d'r ^dr .
•57 = -r-cos I — r sinl, -nr = -ri ces I — 2-i- srn < — r co« I,
dt dt * di* dl* dt
dy dr d*v d^^ dr
A dt * de* d<* A '
/dx* dy^y (dr^ ,V
^ r/x d*«/ rf»/ (/*x ^ rfr* c^'r , ' rf( *• A rf(* d«« d<«
IL Plosiears TArlable» indépendnntes. 19S. Problème proposé. Étant données une ou plusieurs relations qui définissent u comme fonction de trois variables indépendantes x,y, z et quatre relations, au moins, qui définissent u, , y y z, comme fonctions de U, X, Y, Z, on se propose d'exprimer les dérivées partielles de «, par rapport à x, y, £, au moyen des dérivées partielles de U, par rapport à X, Y, Z. La solution de ce problème est contenue dans celle du problème du n"* i90; il suffit de procéder comme aux n"' 191, i92, en regardant successivement chacune des quantités X, Y, Z comme étant seule variable.
Changement de variables indépendantes. On a
du du dx du dy du dz du du dx du du dz
dX dx dX dy dX dz dX ' dY dx dX ' dZ dx dZ *
et d'autres relations analogues à celles-ci, en les dérivant une ou plusieurs fois, et successivement, par rapport à X, Y, Z. On déduit de là les dérivées de u par rapport à x, i/, r, en fonction des dérivées de u, x, y, z, par rapport à X, Y, Z.
195. Changement de variable dépendante. En dérivant par rapport à X, Y, Z, les relations qui définissent x, y, z, u comme fonctions de X, Y, Z, U, on obtiendra des équations donnant les dérivées de x, y, z, u par rapport à X, Y, Z, au moyen des dérivées de U par rapport k X, Y, Z.
196. Application. Si les relations entre x, y^ z, X, Y, Z sont linéaires et telles, en outre, que x* -h y* -♦- z'= X* -4- Y' -4- Z*, on trouve, après des calculs assez longs,
dtt* du* du* du* du* du*
d^ "*" d^ "^ d^ "" dx» "*■ dY* '** dr '
d*u d*u d*u d*u d*u d*u in*'^lûi* ^d?""dX«'*"dY«'^dr'
Les expressions transformées ont été appelées paramètres différentiels de u du premier et du second ordre. Dans le cas actuel, U = u.
CHAPITRE I. Théorème de Rolle
I. Prélinilnairc». 197. Fonctions croissantes, fonctions décroissantes, fonctions ni croissantes ni décroissantes. Une fonction réelle y :» Fx d'une variable réelle est dite croissante ou décroissante pour la valeur x de la variable, selon que raccroissement Ai^ = F (x + Ax) — Fx de la fonction, correspondant à un accroissement positif Ax de la variable x, est positif ou négatif, pour une valeur de Ax suffisamment petite et pour toutes les valeurs inférieures. Ex. : A -4- x, 10 x, e* sont des fonctions croissantes, a — x, x~'^ e"' des fonctions décroissantes pour toute valeur de x, Ix est croissant pour x positif; sin x est croissant de X •-= — {n inclusivement, a x = ^ tt exclusivement, décroissant de I TT inclusivement à | tt exclusivement. Les fonctions x sin x~*, x* sin x'*, supposées nulles pour x = 0, ne sont ni croissantes, ni décroissantes pour X = (Comp. n"" 96).
19S. Théorème. Si, pour une certaine valeur de x, une fonction y e» Fx est croissante et a une dérivée F'x, cette dérivée est positive ou nulle; si eUe est décroissante et a une dérivée, cette dérivée est négative ou nulle; si elle n'est ni croissante ni décroissante et a une dérivée, cette dérivée est nulle. Réciproquement si, pour une certaine valeur de x, la dérivée F'x est positive, la fonction est croissante; si la dérivée est négative, la fonction est décroissante; si la dérivée est nulle, la fonction peut être croissante^ ou défroissante, ou n'être ni croissante ni décroissante. Dans cet énoncé, F'xB=lim(Ay: Ax), Ax étant positif. Le théorème subsiste si lim (Ay : Ax), pour Ax négatif, n*est pas égal à lim (Ay : Ax) pour Ax positif. I. Si F est croissante, AF et (AF : Ax) sont positifs; donc, lim (AF : Ax) est positive (finie ou infinie) ou nulle (25). Réciproquement, soit F'x positive et d'abord finie. De lim (Ay : Ax) =s F'x ou (Ay : Ax) = F'x + e, e étant infiniment petit, on déduit Ay s= Ax (F'x -♦- e); F'x étant positive, il en est de même de F'x -h e et, par suite, de Ax (F'x -*-£)«= Ay, puisque Ax est positif. Si F'x = -t- 00 , cela signifie que (Ay : Ax) est aussi grand que Ton veut et positif; donc
Ay est positif. II. Démonstration analogue, si F'ar ou Ay est négatif. III. Si une fonction n'est ni croissante ni décroissante, elle ne peut donc avoir une dérivée positive ou négative, mais elle peut avoir une dérivée nulle ou ne pas en avoir. Ex. : i^ La dérivée cosx de sin X est positive de x=> — Jtt à x = j7r exclusivement, négative de xesalTT à I TT exclubivement; elle est nulle pourx = — Jtt, valeur pour laquelle sin x est croissant, et pour x = | tt, valeur pour laquelle
sin X est décroissant. 2"* y = + ^/(âpx), pour x =» 0, est croissante et
1 il
a une dérivée infinie positive. 5" y = -h (a* — x*)*, pour x = 0, est
décroissante et a une dérivée infinie négative, i"" y «=» x* sin x~', ni croissante, ni décroissante pour x = 0, a, comme dérivée, pour cette valeur, lim (y : x)= lim x sin x"* =0. 5" y =x sin x-S ni croissante, ni décroissante pour X s= 0, n'a pas de dérivée pour cette valeur (96).
19(1. Rbmarqub. I. Énoncé faux du théorème : La dérivée d'une fonction est positive ou négative, suivant que cette fonction est croissante ou décroissante. La dérivée peut être nulle ou être indéterminée, pour la valeur de r considérée.
II. Ce qui précède ne permet pas de voir si une fonction est croissante ou décroissante pour une valeur de x qui annule sa dérivée. Par exemple, si
yssarctangx— x -*-— • — -rr + ••• -h-. -> «=•!/ — •; r >
35 4p — 4 ^ itp -^ i
f(7s=l(i — x) -h X -♦- — -♦--=•-♦-••• H r> t = ti?-t-
^ ' 2 3 n— 4 iHl—x)
on a
y'=T-rzi> «''=7-rT' «^'
xV+« x^P-^
Les fonctions y, t«, t sont croissantes, z, v, w décroissantes pour x positif, mais on ne peut rien conclure de ce qui précède, pour x «=> 0.
900. Application.TnÉoviÈujES deRouqubt. I. Si pour x= + oo ^ F'x=A, A étant fini ou nul, on a aussi lim (Fx : x) = A. Par hypothèse, d'après
la définition du mot limite (i7) pour une certaine valeur a de x et pour toutes les valeurs plus grandes, F'x est compris entre A -♦- e, A — e, e étant aussi petit qu'on le veut. On a donc F'x — (A — e) > et F'x — (A -*- e)< 0. Par suite, quel que soit B, la fonction (px = Fx — (A — 6)x -*- B est croissante et ;J;x =^ Fx — (A -i- e) x — B est décroissante. Prenons B assez grand pour que ça soit positif et ^a négatif. Alors, à partir de x = a, (px et (cpx : x) sont positifs, ^x et (ij/x : x) sont négatifs. Les inégalités (cpx : x) > 0, {^x : x) < peuvent s'écrire
XX
Pour X suflSsamment grand (B : x) devient et reste inférieur à une quantité t] aussi petite qu'on le veut. Donc A + e + t] > (Fx : x) > A — e — y]. Le rapport (Fx : x) différant de A d'une quantité moindre que e + /}, qui est aussi petit qu'on le veut, a donc pour limite A.
Remarque. On étend ce théorème au cas ou x = — oo , en posant X = — t. On peut observer que si A = F'(oo ) est fini, la fonction Fx est infinie en même temps que la variable x.
IL Si F'(oo ) ea + 00 , ou si F'(oo ) = — oo , le théorème et la remarque subsistent et prennent la forme suivante : Une fonction devient infinie en même temps que sa dérivée pour x ^ oo ou x = — oo , et elle est telle que {tm(Fx : x) est infinie et de même signe que la dérivée. Soit, par exemple, X positif et F'(x ) = -i- oo . A partir d'une certaine valeur a de x, F'x est positive et aussi grande qu'on le veut; donc, à partir de x=ay{i : F'x) est compris entre et £, e étant positif et aussi petit qu'on le veut. De (1 : F'x) < g, on déduit 1 — eF'x < 0, et ^|;x == x — eFx — B est une fonction décroissante, à partir de x «= a, quel que soit B. Prenons B assez grand pour que ^a soit négative; alors ^x est négative de Xs=a, à xas 00 et l'on a toujours x — eFx — B < ou x <eFx •+- B. Cette inégalité suppose évidemment Fx positive et croissant indéfiniment. On a ensuite
^ Fx ^ Fx
On déduit de là, lim (x : Fx) := 0, ou lim (Fx : x) «= oo .
III. Si pour X tendant vers x^, Fx et fx croissent indéfiniment en valeur absolue; si, de plus^ Vune de ces deux fonctions est toujours croissante ou décroissante quand x tend vers x, et que lim (F'x : fx)^=i A (A fini, nul,
-4- « , ou — 00 ), on a aussi lim(Fx : fx) «= A. Pour fixer les idées, soient Fx =5 -*- 00 , /îr «a -4- 00 , /x toujours croissante. Posons fx = (, Fx «=» \};f, on aura F'x =s \^'t.f'x. Par suite, pour x = Xq (même si x^ «=00 ),
F'x ûft Fx
lim-r--=i limd/'(»lim — =lim-7-« / X ^ ( fx
IV. En résumé, la limite du rapport des fonctions est égal, en général, au rapport des dérivées, quand l'une des fonctions devient infinie {Règle de l'ffospital). Cauchy a démontré un théorème inverse, rarement utile, savoir que la limite des dérivées est, en général, égale à celle du rapport des fonctions (218). Dans le théorème de Rouquet, on suppose Texistence de la limite de (F'x : f'x); dans celui de Cauchy, celle de la limile du rapport (Fx : fx).
901. Exemples, i^ Pour x=soo, lim(/x : x) = lim(x~^ : 4)^=0. On tire de là, en faisant x=<~% lim (1(»0 pour fasO, résultat que l'on déduit aisément de (200, III); car lim(l( : r*) = lim(r* : — r*)= lim ( — () = 0. 2® Pour x = 00 , lim (x" : c) = lim (wx"^* : c) = lim [n{n — i)x'*~* : e'], etc. Que n soit entier ou non, on trouve pour limite. Ce résultat contient le précédent, si l'on fait n ■=» i, x «s 1(. Au contraire, en faisant x=« — (~*, 2nc=m, on trouve, pour /«=0, lim r-e-*"" = 0.
Remarque. On peut établir les résultats précédents, par les éléments, comme il suit : Soit B =3 i + a, a > et, d*abord,x » j) nombre entier, aussi grand qu'on le veut. On a B' «= (1 -4- a)'' = 1 + fia + etc. Le second membre est plus grand que son (n -«- 2)'^*^ terme
p(p-i)...(p^n) ^ ^^ A pA P) \ PJ ^...
On a donc
B' Bf
— ou— >p
Par suite, pour p infini, lim (B* : x») = 00 , ou lim (x" : B')=0. Si x est compris entre p et p h- 1, (x" : B*) est compris entre (p" : 8^+*) et [(p ■+- 1)" : B^] qui ont pour limite zéro. Donc enfin, dans tous les cas, lim (x" : B") =1 0, pour x 1= 00 .
II. Théorème de Rollc poar le« fenetlon» d*anc Tarlable réelle. 909. Extension du sens du terme continuité. Dans ce chapitre et le suivant, quaad nous dirons qu'une fonction est continue, nous supposerons simplement qu'elle reste réelle et ne saute pas brusquement d'une valeur à une autre; mais elle pourra devenir infinie pour une valeur de x, pourvu qu'elle ne saute pas brusquement de -4- oo ou — 00 à une autre valeur ou inversement. Ainsi, dans ce sens, ar^ est continu pour ar ~ 0, x — E (x), discontinue pour x == i, 2, 3, etc., x^* pour X a= 0. Cette dernière fonction a, de plus, deux valeurs pour x = 0.
90S. Théorème de Rollb. Si une fonction Fx est continue de Xo dX inclusivement et s'annule pour x = Xq, x <= X (xo < X), la dérivée, supposée continue de xo d X, inclusivement ou exclusivement, s'annule pour une valeur intermédiaire Xi entre Xo et X. Autrement dit : Entre deux racines réelles Xq, X de l'équation Fx = 0^ il y au moins une racine réelle Xi de F'x = 0^ si Fx, F'x^'«on( des fonctions continues de x^ âX, Vx inclusivement, F'x inclusivement ou exclusivement. En premier lieu, si Fx est constamment nulle de Xq à X, il en est de même de la dérivée Px et le théorème est évident. Si, en second lieu, Fx n'est pas constamment nulle, cette fonction aura, pour une valeur Ç convenablement choisie entre Xo et X, une valeur différente de zéro, positive, par exemple. On pourra choisir A assez petit pour que Ç soit compris entre Xq + A et X — A et que l'on ait F^, plus grand que F (xo -4- A) et F (X — A), puisque ces valeurs sont aussi voisines de /xo=* et fX = qu'on le veut. De Xo -4- A à Ç, F'x ne peut être constamment négative, puisque, dans ce cas, la fonction Fx serait décroissante de Xo h- A h l (198) et l'on n'aurait pas F (xo -^ A) < F$; donc F'x, de x© -4- A à Ç, est, au moins pour une valeur a de x, nulle ou positive. Si F'a est nulle, le théorème est démontré. On prouve de même que, de ^à X — A, F'x est, au moins pour une valeur 6 de x, nulle ou négative. Si F'& est nulle, le théorème est encore démontré. SiF'x est positive pour x=s a, négative pour X B» 6, elle s'annule pour une valeur x^, intermédiaire entre a et 6 (92), et, par suite, entre Xq et X. Ex. : 1» (x — a) (x — P) s'annule pour x = a, x=(3; la dérivée 2x — a — (3, pour la valeur intermédiaire x = j(a-4-P). 2« La fonction ^(a* — x*) s'annule pour x «= — a, x = -♦- a; la dérivée [ — x \^{a} — X*)], qui est infinie pour ces valeurs extrêmes, s'annule pour X sa 0. 5* sin X est nul pour x = 0, x ==» tt; la dérivée cos x pour
X = iTT. 4* Le théorème ne s'applique pas à la fonction orS nulle pour x=3 — 00, x=s + oo, parce qu'elle est discontinue pour x =3 0. Aucune valeur intermédiaire entre x= — ao,x«B^Qo, n'annule la dérivée x~*. 5" Le théorème ne s'applique pas non plus à la fonction
(o' — «*)* , continue de «= — aàx=-»-a, valeurs pour lesquelles elle s'annule, parce que la dérivée est discontinue pour x » 0.
904. Autre dénionstrcUion, L Préliminaires. Dans ce qui précède, la fonction F'x est supposée continue de x^ à X, mais est regardée uniquement comme la limite de (âF : Ax) pour Ax positif et indéfiniment décroissant. On ne s'inquiète pas de savoir si F'x est aussi la limite de (AF : Ax) pour Ax négatif et tendant vers zéro. Autrement dit, on n'a pas besoin de savoir si la dérivée est uniqite pour chaque valeur de X (96). Inversement, si la dérivée est unique, on n'a pas besoin de supposer qu'elle soit continue, pourvu que Fx soit fini, comme le prouve la démonstration suivante, due partiellement à M. 0. Bonnet. Mais, de même que la démonstration du n*" 203 suppose le théorème de Cauchy sur la continuité des fonctions (9â), la suivante s'appuie sur un lemme appelé Théorème de Weierstrass.
IL Limite supérieure et limite inférieure d'une fonction. On appelle limite supérieure des valeurs d'une fonction qui ne devient pas infinie positive, dans l'intervalle [Xq, X], une quantité L, telle que la fonction, quand x varie de x^ à X, ne dépasse jamais L, mais dépasse toute valeur inférieure à L. Définition analogue pour la limite inférieure l d'une fonction qui ne devient pas infinie négative. La fonction peut atteindre ou ne pas atteindre la limite supérieure ou la limite inférieure. Ex. : L = i, pour sin x, x — £ (x), quand x varie de à oo , / = — 1, pour sin x, / «= 0, pour x — E (^); sin r atteint la valeur i, a — E (x) ne l'atteint pas.
Une fonction qui ne croit (décroit) pas indéfiniment a une limite supérieure (inférieure), savoir le nombre (commensurable ou incommensurable) qui sépare les valeurs atteintes des valeurs non atteintes par la fonction. En effet, soit yo une valeur de la fonction, Y une valeur supérieure à toutes celles que prend la fonction. Formons la suite finie ou indéfinie des couples de quantités (^i, Yi), (^s, Yt), (yz, Ys), etc., d'après la loi suivante : l'une des deux quantités y,. Y» est égale à la moyenne f (y«-i *f- Y».i) des deux précédentes; c'est Y« si cette moyenne est
supérieure à toutes les valeurs de la fonction et alors y« «= y^^ • c'est tfn dans le cas contraire, et alors Y« = Yn-i- La limite (dans le sens du n*" i7) de la suite yoy yi, yt, ^s, etc., si celle-ci est illimitée, ou son dernier terme, si elle est finie, est la quantité L cherchée. D'ailleurs L est aussi le dernier terme, ou la limite, de la suite Yo, Y4, Y9, Y3, etc.
m. Théorème de Weibrstrâss. Une fonction Fx, finie et contintie de Xo à X, atteint, au moins une fois, sa limite supérieure L et sa limite inférieure 1 quand x varie dexaùXA"" La fonction étant finie, elle a évidemment une limite supérieure L dans Tinter valle [xo, X]. S*" Divisons cet intervalle en deux parties égales [Xq, J (x^ -*- X)], [| (x^ -4- X), X]. Dans l'un, au moins, de ces intervalles partiels, la fonction aura pour limite L; dans l'autre, la limite U sera, au plus, égale à L; car si l'on avait U > L, L' serait la limite supérieure dans l'intervalle [xo, X]. Appelons [xij Xi], l'intervalle partiel où la limite supérieure est encore L; subdivisons-le, k son tour, en deux intervalles égaux; dans l'un [xs, Xi], au moins, la limite supérieure de la fonction sera encore L. En continuant ainsi indéfiniment, on formera une suite d'intervalles
[xo, X], [xi, Xi], [xj, Xt], [x5, Xs], etc.
dont chacun est la moitié du précédent et où la fonction aura toujours L pour limite supérieure. 5® La suite non décroissante Xo, xi, x«, etc. et la suite non croissante X, X|, Xs^ etc., ont une même limite Ç (comparez n** 92). 4« Dans tout intervalle [l — e, Ç -*- s'], si petit qu'il soit, qui comprend ^, la fonction a pour limite supérieure L, car on peut trouver une valeur de n telle que
puisque x» et X« sont aussi rapprochés de ^ que l'on veut. Dans l'intervalle [xm, X«], la limite supérieure est L; il en est de même dans l'intervalle plus grand [l — e, S -f- e'], car si la limite supérieure était V > L, L ne serait pas la limite supérieure de l'intervalle [xo, X]. S** Je dis que F (i) =» L. En ejQTet, quelque petit que soit e'\ k cause de la continuité de la fonction, on a ± [F (Ç -♦- AAÇ) — FÇ] < e", pour toute valeur de X, de à i, si A^ est suffisamment petit. Puisque Fx a une limite supérieure L dans tout intervalle contenant ^, on a, pour X convenablement choisi, F(Ç-4-XAH)>L — 3'", quelque petit que soit e'". En supposant A le
même dans l'inégalité qui précède ceUe-ci que dans cette dernière, on peut écrire simultanément
F (Ç + lAl) = FÇ rfc ee", F (? + }AÇ) « L — 9'c'",
et B' désignant des quantités comprises entre zéro et l'unité. Donc
L — F$ = G'e'" =fc Ge".
La différence constante L — F^, étant aussi petite qu'on le veut, est nulle et F^ ^= L. G"" On démontre, de même, que Fx devient, au moins une fois égale à /.
Remarque. L'important théorème du n<* 106 ne s'appuie pas sur le théorème de Weierstrass, les quantités désignées par /.,, /m dans la démonstration, pouvant être remplacées par l et L, sans qu'il y ait à s'inquiéter si fx atteint ou non ces valeurs extrêmes.
IV. Démonstration du théorème de Rolle (Ossian Bonnet). Soit Fx une fonction finie et continue^ de Xo & X, ayant^ entre ces limites, pour chaque valeur de x, une dérivée unique ; soient, de plus, Fxo = 0, FX = 0. Si Fx est constante dans un intervalle si petit qu'il soit, entre Xo et X, F'x est nulle dans cet intervalle et le théorème est démontré. Si Fx n'est constante dans aucune intervalle^ et a, par conséquent, au moins une valeur positive (ou une valeur négative), supérieure (ou inférieure), & Fxo => FX :=3 0, Fx atteindra, d'après le théorème de Weierstrass, une limite F^=>L(ou/) différente de Fxo et FX. Cette limite sera plus grande (ou plus petite) que les valeurs voisines, par exemple, plus grande. On aura donc, pour h suffisamment petit, FÇ > F(Ç db A). Alors les rapports [F (Ç -*- A) — F£] : h et [F (S — h) — F^] : (— A), seront, l'un négatif, l'autre positif; ils doivent avoir, par hypothèse, la même limite^ savoir F'Ç; donc on a F'$ = (25, i«' cas).
SOS. Interprétation géométrique du théorème de Rolle.Yoir n"* i05, fin.
III. Théorème de Lagraoge. 908. Si Fx, F'x sont des fonctions continues, la première de Xq à X inclusivement, la seconde de Xq àX inclusivement ou exclusivement, on a FX -^ Fxo «» (X — Xo) F'Xi, Xi étant intermédiaire entre Xq etX. Posons
— ? z= A, ou FX — Fxo — A (X — Xo) = 0,
X — Xo
cpx = FX — Fx — A (X — x).
On trouve cpxo = 0, cpX = 0, cp'x = A — F'x. Le théorème de Rolle
appliqué à (px donne cp'xi s»0 ou A «= F'xi, c'est-à-dire le théorème de Lagrange.
RsKARauBS. I. Au lieu de supposer F'x, c'est-à-dire lim (AF : Ax) pour Ax positif, continue de Xo à X, on peut supposer, comme au n*" 204 (I, IV), Fx finie et F'x unique entre ces limites.
IL Le théorème de Lagrange et celui de RoUe, qui s'en déduit en faisant FX ^^ Fxo =»0, ont déjà été démontrés aux n«* 105 et 110, en supposant Fx finie, F'x unique et continue de Xo à X. On peut observer que le théorème subsiste, même sans supposer F'x continue, pourvu que F'x passe par toutes les valeurs intermédiaires entre la valeur la plus grande Fm et la valeur la plus petite ¥'„ entre lesquelles oscille F'x, les limites Fh , F» , étant des valeurs accessibles ou non pour F'x. Interprétation géométrique. Gomme pour le théorème de RoUe (205). Autre forme. Si l'on écrit x au lieu de Xo (ou X), x + Ax au lieu de X (ou Xo), il vient AFx = Ax F' (x -f- 0Ax), < 6 < 1 , Ax étant positif (ou négatif).
90T. Corollaire I. Si la dérivée F'x d'une fonction est une constante a, la fonction est discontinue ou de la forme ox + 6. En effet, si la fonction est continue, on a évidemment Fx — Fxos=(x — xo)a, puisque F'[xo-»-0(x — xo)]==a; donc Fx=ax-t-6, si 6 = Fxo — oxo. En particulier, si la dérivée est nulle ^ la fonction est constante.
Remarques I. Ce théorème a été démontré, dans l'hypothèse d'une dérivée continue et unique, au n"" 105, avec la conséquence : Deux fonctions qui ont même dérivée ne diffèrent que par une constante. L'énoncé actuel, où F'x = lim (AF : Ax), pour Ax positif, signale l'existence de fonctions discontinues ayant une dérivée constante, par exemple, y = x =t E (x) (n^ 7).
U. On peut déduire du corollaire I les propriétés fondamentales d'une fonction homogène, d'un déterminant fonctionnel nul et d'un autre déterminant, appelé Wronskien^ nul aussi. Nous les exposerons plus loin, quand le corollaire I aura été établi pour les fonctions d'une variable imaginaire.
90S. Corollaire IL Une fonction dont la dérivée est nulle pour une valeur x de la variable, est croissante {décroissante) si la dérivée est positive {négcUive) pour les valeurs de la variable un peu plus grandes que x. Si Fx est nulle, mais F' (x -*- GAx) positive, AxF' (x -♦- Ax) = AFx est positif, moyennant les conditions d'existence du théorème de
£<i^aii4^''(De8 conditions analogues seront souvent soas-entendues dans la suite).
9#9. Applications. I. Vale%ar approchée e( développemeni en $ér%e de arc Umg x. Pour x <» 0, la fonction y du n* 199 est croissante, z décroissante; or y «==» Oet z =» pour x = 0. Donc^ pour x positif, y > 0, it < 0;
par suite y — 6 -r- -= 0, 6 étant convenableosent choisi entre et 1.
On a donc
X* x' x^ jr^H-*
arc tangx=-x — ---♦- -— — -=- -t- ••• -h 6
De même,
x* X* x' ap*F+»
arctangxesx — -.-+---——.-+- — 9-t -•
On peut changer x en — x dans les deux membres sans toucher à 6, autrement dit, x peut être supposé positif ou négatif. Enfin, si x est, en valeur absolue, inférieur ou égal k l'unité, pour p =: ao , la limite du terme en 6 est nulle. On a donc, en série indéfinie,
arc tangXB=x — ;- -♦- ir — -s- -♦- etc. — 1 <x < 1 ® 5 5 7
Pour X ss i, on trouve la série de Leibniz :
ir , i 4 1 4=*-5"*-5-7^"^-
II. VaUur approchée et développement en série de 1 (i db x). On déduit de même, des valeurs de k, v du n"* 199,
«pi «p8 éfé ^^_ ^
1(4 -^x) = x— — H-^ — --4-etc, 0<x<l
12 = l-i^i-i^ etc., (Comp. no 29, III) et, des valeurs de w, t du n» 199,
La formule donnée plus haut, pour 1 (i +x), subsiste donc six est négatif et inférieur & i en valeur absolue.
910. Dérivation des fonctions composées. Moyennant diverses hypothèses, on peut, au moyen du théorème de Lagrange, établir directement la règle des n*' 151, 152, pour les fonctions réelles d'une variable réelle. Soit f(u, v) une fonction composée de u, v, fonctions de x. Si x reçoit un accroissement Ax, et que Au, Av, A/*, soient les accroissements de ^9 ^9 ff <>^ trouve successivement (comp. n"* 83) :
A/'œ f{u -f- Au, V -♦- Ar) — f{u, v) = f(u -4- Au, V -4- Ar) — /"(w -*- Au, v) -♦- f{u -4- Au, v) — /(u, v), /'(u-*-Au,v + Atj)— /•(u-4-Au,v)=Av/';(u-4-Au,t?-*-eAt;), 0<e<l (1) f{u -I- Au, r) — /-(u, v) = Au fi (u -*- Oi Au, v\ 0<ei <1 (2)
^ - r. (u + e, A«, «)^ + /•; (u + Au, V + ÔA»)^ , (5)
L'égalité (1) subsiste si f{u, t?), /*« (u, v), considérées comme fonctions de V, sont continues aux environs de la valeur initiale de v, pour toutes Us valeurs deu,àtu k u + Au; l'égalité (2) subsiste si /"(u, v), fi (u, t?) considérées comme fonctions de u, sont continues aux environs de la valeur initiale de u, pour la valeur initiale de v; enfin le passage de (5) & (4) est légitime, si lim /L (u + G, Au, v) ^= fi {u, v), ce qui est la dernière condition énoncée, et si lim fi (u -«- Au, v -t- OAv) b» /*« (u^ v) comith'on fut diffère de toutes les précédentes, parce que l'on suppose ici que Au^ Ai; tendent simultanément vers zéro.
811. Théorème de Lagrange, dans le cas de fonctions de plusieurs variables. Soit /"(x, y) une fonction telle que le théorème de Lagrange soit applicable à /(x + ht,y-¥- kt) » Ft considérée comme fonction de t, de sorte que Vt — PO » tF'{6t). On aura^ par la règle de dérivation des
fonctions composées (151,1 52), si u = x -*- A(, v = y -*- fct, F« = /" (u, t?),
rt^fi{u,v)'f^-^fi{u,v)^,
ou, puisque ui s» A, Vf «» ft,
La relation Ff — FO » t¥' {Qt) devient f{x^hty y-¥ki)-'f{x, y)=ht /;(x-4-0A«, yH-0ii:t)-i-*t/';(x^eto, y-^-Ôitl).
Posons ht = Ax, fa == Ay ; nous obtiendrons enfin /(x -+- Ax,y -t- Ay )— /'(x,y)= Ax /'i(x -+- 6 Ax,y -4- 9 Ay) -+- Ay /J(a; -4- 9 Ax,y -♦- 6 Ay) .
Dans cette formule, fx (x -«- 9Ax, y + 9 Ay) désigne la même chose que /I (x -*- 9Ax, y -♦- 9Ay), c'est-à-dire la dérivée /î (x, y) où x est remplacé par x -h 9Axy y par y -h 9Ay, ou encore fi (u, v) où u est remplacé par x + 9Ax, v par y + 9Ay.
Si Ton fait x = xo, x-h Ax==X, x -♦-9Ax = xi, y=yoi y •♦- Ay = Y, y + 9Ay «= yi, on peut encore écrire
/•(X, Y) - /-(xo, yo) - (X - xo) r^ (X4, y*) -i- (Y - yo) /; (x*, y,).
Une formule analogue subsiste pour une fonction d'autant de variables que Ton veut.
IV. Théorème de Caachy. 91 S. Si Fx, fx sont des fonctions continues de Xo d Xo inclusivement^ l'une d'elles étant toujours croissante ou toujours décroissante dans cet intervalle, si de plus (F'x : fx) est une fonction continue dexo âX, inclusivement ou exclusivement, on a
FX — Fxo F'x. ^ ^^
■^^ 7— = -TT" * Xo < Xi < A.
^X — /Xo f'Xi
Soit) par exemple, fx croissante de Xo à X. Posons fx=^ti fxo=^toy /■X = T, Fx=3vJ;(. Alors F'x = ^p't. /^x. Le théorème de Lagrange donne
OU, en remarquant que ti^sfxi^ X| étant compris entre Xo et X,
FX — Fxo F'xi
fX — fXo'^ f'Xi
On considérerait les rapports inverses, si Fx seule était croissante ou décroissante de Xo à X.
Atttre démonstration. Au lieu de supposer fx (ou Fx) croissante ou décroissante de Xo à X, et le rapport (F'x : f'x) continu entre Xo et X, on peut supposer que fx (ou F'x) ne s'annule pas entre xo et X, et que F'x, fx soient continues entre Xo et X. Dans cette hypothèse, fx est
croissante ou décroissante de Xo à X et, par suite, fX — /xo n^est pas nul. Posons
-=^ — ^ = A ou FX — Fxo — A(/7[ — /xo) = 0,
<px = FX — Fx — A(/X — fx).
On trouve 9X0 =0, 9X = 0, cp'x = kf'x — F'x. Le théorème de Rolle appliqué à (px, donne 9'xi «^^ 0, ou kf'Xi =s F'xi. Gomme fxi n*est pas nulle, on tire de là A =s (F'xi : /"'xi), c'est-à-dire le théorème de Gauchy. 913. Remarques. I. Au lieu de supposer ^'^ = (F'x : /'x) continue, on peut supposer, dans la première démonstration, cette dérivée unique pour chaque valeur de x et Fx fini. Même remarque pour F'x, fx^ ou 9'x dans la seconde démonstration.
II. Les conditions des démonstrations données plus haut ne sont pas équivalentes; quand fx est croissante, f'x peut être nulle; quand (F'x : fx) est continu, F'a? et fx peuvent être discontinues et inversement.
III. Le théorème de Lagrange appliqué aux fonctions Fx et fx donne
FX — Fxo « (X — xo) F'x, , fX - /xo = (X — Xo) fx% , xi et xt étant peut-être différents. Par suite,
FX — Fxo_Fx4 /X — /Xo ~ /"'x j '
théorème moins précis que celui de Gauchy, d'où Ton ne peut pas tirer les conséquences des n<" 214 et suivants (voir 218). L'égalité précédente existe moyennant les conditions du théorème de Lagrange pour Fx, /x, lesquelles ne sont que partiellement identiques à celles de la première et de la seconde démonstration du n<* 212.
Autre forme du théorème de Cauchy. Soient x=»Xo (oux = X), X -h Ax =3 X (ou X -t- Ax == Xo); alors xi = x -t- 9Ax et l'on a
F (x >4- Ax) -— Fx _ F'(x -*- 6Ax) f{x -t- Ax) — fx "^ f~(x ^ GAx) '
Interprétation géométrique (Première démonstration). Si Fx et fx ou ^t et t sont respectivement l'ordonnée et l'abscisse d'une courbe, le rapport [(FX — Fxo) : (FX — fxo)] est le coefficient de direction d'une sécante passant par deux points (/xo, Fxo), (/X, FX), et (F'x^ : fxi) celui d'une tangente en un point intermédiaire ; donc, l'interprétation géométrique est encore celle du n« 105.
V. Trille* valeurs de» expreeeloas prenant une forme Indéterminée. 914. Définition. Dans ce qui suit, nous appliquerons une ou plusieurs fois le théorème de Gauchy à diverses fonctions; nous supposerons donc que ces fonctions vérifient les conditions de l'une ou Tautre démonstration du n^ 212, mais nous n'énoncerons pas explicitement ces conditions. On appelle vraie vcdeur d'une expression ^x qui devient indéterminée pour x=»ay la limite de xi"^"*"^) P^^^ lim k = 0. D'après la nature des questions traitées, h est positif ou négatif, ou indifféremment positif et négatif (ou même imaginaire, comme on le verra au chapitre suivant) . De même, on appelle vraie valeur d'une expression ^x qui devient indéterminée pour x >=3 d: oo , la limite de ^x pour X croissant indéfiniment en valeur absolue, ou de % (f) pour lim t = 0.
915. Formes indéterfninée9 (0 : 0). Principe, ou extension du théorème de Cauchy. Soient pour x = a. Fa, F'a, ... ?••"% /a, /"'a, ..., /*""*a nulles, F"x, /""x non nulles toutes deux pour x <= a. On aura, d'après le théorème de Gauchy,
F (g + /i) __F (g -»- A) — Fa F(o -^ AQ F(o -*■ AQ — Fa f{a-^ h)~J{a -*- A) — fa^f'{a -+- hi)''f'{a -^ h{)^fa F^(a-f As) _ F"-* (g -♦- A,^.) — /"-'a ^ F''(a ^ A ^)
'^ria-^lh) /•-'(«-^A-0 — /■"-*«"/""(«-+-*.)'
Al étant une partie OA de A, A« une partie de Ai, et ainsi de suite. Faisons tendre A vers 0, il viendra
.. F(a-4-A) . 1 , Fa ,. F"(a + *«) • i j ^-a
lim -^, rf = vraie valeur de -7-« lim -^-^ — = vrw« valeur de -rr-»
f{a-\-h) fa /-(a-f-A^) f'a
relation que l'on écrit, le plus souvent, comme il suit :
Fx F*x
lim — = lim -^r— > fx /"x
X dans le premier membre représentant a -4- A, dans le second a + A«, ce qui n'a pas d'inconvénient. Si F"a est fini, /"a, infini, la vraie valeur est nulle; si F^a est infini, /*"a fini, la limite est infinie; si F"a=» oo , f»a = <3o , on se trouve dans le cas du n* 200, etc. Le cas le plus simple est celui où lim F"x = F**a, lim f*x c=s /""a, F»a, /""a étant finies, c'est-àdire que F"x, f*x sont continues même pour x = a. Alors lim (Fx : fx) » (F-a : /'«a) (Règle de l'HospiUl généralisée). (
Extension au cas où a = 00. Soient F(oo) = 0, /*(oo)s=0. Posons « = t~* ; on aura
dx
Lorsque x croit indéfiniment, il en sera de même de -^
Xi, on a donc
Fx fx
et Ton pourra continuer de même, si F'oo := 0, f'<x> <=» 0. On doit observer ici que les conditions de continuité des fonctions doivent être ▼érifiées relativement à F (r*), f{t-% [D,F (r') : D/(r')], etc.
Remarque. Si pour x ==» 00 ^ Fx a une limite nulle et F'x une limite finie A, celle-ci est nulle aussi. En effet, supposons, s'il est possible, A différent de zéro. On a Fx — Fxo = (x — Xo) F'xi. Pour x^ suffisamment fçrand et x > Xo, F'xi est aussi voisin de A que l'on veut et, par suite, le second membre peut devenir aussi grand que Ton veut, ce qui est absurde, puisque le premier a pour limite — Fxo, pour x «: 00 .
D'après cette remarque, la règle de l'Hospital, dans le cas où a = qo , ne peut jamais conduire à la limite cherchée, si les dérivées des fonctions considérées jouissent de la propriété que nous venons de signaler, & moins qu'on ne transforme l'une des expressions trouvées (Voir, plus bas, exemple sixième).
Exemples, l"* Pour x => a, lim
«=lim
mx
fix
2*» Pour X «= 0, lim
lim = — i.
S* Pour X
lim
sinx 1 — sin X
cosx
cos X
= lim-r— = 0.
sin X
COS'X
Gh X — Sh X
H 3c""* sin X cos X -«- c"" • cos x
— Chx
6» Pour X = 90 ,
lim-^^ ^=liin — ^ ; — ouhm— ^^ — ^ ^ = 1.
916. Remarques I. Le dernier exemple peut se traiter comme il suit :
i 1 \ xj 1
En faisant x~' =» z, la dernière limite devient celle de [1(1 -^ z): z] pour z^bO, c'est-à-dire l'unité. On peut aussi poser immédiatement t = x-«.
II. On arrive donc quelquefois plus rapidement au but par des procédés élémentaires (changement de variables, suppressions de facteurs dont la limite est connue, transformation de l'expression donnée, etc.) que par l'emploi de la formule du n^" 215 seule. Celle-ci, appliquée à certaines expressions, n'en donnerait jamais la vraie valeur. Ainsi, pour X =3 00 , on aurait
,. Sh X ,. Ch X ,. Sh X ,. Ch X lim—; — = lim;;; — =3lim— — sslim^^r — , etc., Chx Shx Chx Shx' '
indéfiniment, sans jamais apprendre si l'une ou l'autre de ces expressions a une limite, tandis que par l'algèbre élémentaire, on trouve immé> diatement
lim -; — c= hm : = lim -, = i .
Ch X c* -*- e-' i -4- e-*'
III. Si l'on trouve lim A sa Hm B = ou « , il faut se garder de croire que lim (A : B) = 1 . Ainsi, pour x «= 0, lim (x* : sin x) b» lim (2x : cos x) ■=a 0; mais lim [(x* : sin x) : (2x : cos %)] = {'
81 T. Autres formes indéterminées. I. Formes (oo: oo). SiFx=») ^x e» 00 , pour X = a, (Fx : /x) prend une forme indéterminée ( oo : » ), à laquelle la règle de l'Hospital est souvent applicable, comme on Ta vu, n* 200. On peut aussi ramener ces expressions à celles du cas précédent,
en observant que
Fx 1 i
fx fx ' Fx
prend la forme (0 : 0). Ainsi, pour x «» | tt,
lim -z , , = lim «= lim - — - — :-T-r=' *•
{~n — x)~ * col X ( — 1 : sin'x)
Remarque. Si, pour x^^ a, a éiapt fini^ Fx est infinie, la dérivée F'x, pour X tendant vers a, ne peut avoir une limite finie. Car, on a (206) FX — F (a -*- A) = (X — a — h) F'xi, a-^ h étant compris entre X et a. Si^ pour X tendant yers a, ou h vers 0, F'x tend vers une limite finie A, F'xi ne différera guère de A, si X est voisin de a; donc, FX — Fa serait Yoisin de A (X — a), ce qui est absurde, puisque Fa =» oo . Conséquence relative h la rèf;le de l'Hospital, comme au n*" 245, remarque.
Autre démonstration du théorème de Bouquet (Genocchi et Pbano). On a identiquement, par le théorème de Cauchy, supposé applicable.
Fx Fx
-FxoV f^J F'xA f^J
fx fx — fxo/^_Fxo\ r^i/j^_ I
Fxo \ ¥xj
Soient Fx =: oo , fx = co ^ pour x = oo . Si, pour x = oo , le rapport (F'x : fx) a une limite finie A, on pourra prendre Xo et par suite Xi , qui surpasse Xo, assez grand pour que (F'xi : fxi) diffère de A aussi peu qu'on veut. Ensuite, après avoir choisi ainsi Xo, on peut prendre x suffisamment grand pour que
fxo
diffère de l'unitë aussi peu qu'on le veut. Donc, enfin,
^ = (Ad=e)(i±e')
fX
t et e' étant aussi petits que Ton veut, ou encore
Fx lim 7- = A.
On ramène k ce cas celui où la limite est infinie, en renversant le rapport (Fx : /x], et celui ou Fâ? s=> oo , fx =^00 pour x = a, en posant X e=3 a -I- r~S et fesant croître t indéfiniment.
II. Formes Oy(,co .Le produit Fx*/x prend la forme indétermînëe • 00 , pour X = tf, si Fa = 0, fa =oo .On ramène à (0 : 0) ou ( oo : oo ), en observant que
Fx'fx =
\fx) \Fx)
Ex. Pour X == 0, lim xlop =» ; pour x ^ oo , lim x" c"* = (n» 201). Des transformations élémentaires donnent parfois plus facilement le résultat. On trouve, par exemple, pour x =» J tt,
,. rtangx 1 — sinxl ^1
Um — ^X — : =0, -,
|_cos* X sm X J 2
ou 00,
selon que n = 0, 1, ou 2; pour le voir, il suffit de multiplier et diviser cette expression par i + sin x.
III. Formes oo — oo . La différence Fx — fx prend la forme indéterminée 00 — 00 , pour X ■» a, si Fa = oo , fa = oo . On a
Fx — fx Fx — /x « Fx X — ^
Fx
expression qui se trouve dans le cas précédent, si, pour x=sa, la limite du second facteur est nulle. Si elle est finie, Texpression Fx — fx est infinie. Ainsi^ pour x = ^ ti,
\cos" X cos» x/ 2
ou 00 , selon que n =a 0, i, 2.
IV. Formes 0®, oo®, 1* . Les exponentielles y = Fx^' prennent les formes indéterminées 0®, oo<*, ou 1* pour x = a, si Ton a 1" Fa •= 0, fat=iO; 2» Fa = 00 , /a = 0; 3* Fa =» 1, /i» «= » . Dans les trois cas, on observe que
lim y = lim c ly = e »»"» ^y, lim ly — lim (fx log Fx).
La dernière expression rentre dans le type précédent. Ex. i* y=x' pour x = Of a pour logarithme xlx dont la limite est nulle; donc
lim x* *=» 0. 2<* y » x* pour a; «s oo , a pour logarithme Ix : x, dont la
limite est nulle. Donc limy = 1. 3" y ^= (1 -*- ax)*, pour x=0, a pour
logarithme [1 (i + ox) : x] dont la limite est a {n? 42). Donc, limy =» e*.
Autre méthode pour les expressions i*. Posons <(,x=Fx — i. On a (41)
lim Fx^' = lim (i + tfxY' = lim (i -4- (px)?^^'^*^ = «"» /"«f.
U faut donc chercher lim fx (Fx — 1) au lieu de lim fx log Fx. Ces limites sont les mêmes, car
Fx — i <px
SIS. Remarques. I. Démonstration incomplète de la règle relative aux expressions (0 : 0). La formule particulière
peut se déduire i* de la formule du n*' 215, III; â* de la définition des dérivées. En effet,
lim ^(^"*-*) = lim P(«-^*)~P^ / (a -H A) /* (a -*- A) — /a
[- F (g -H A) - Fg -j r F (g -t- A) - Fa ]
= limL_^ ÏJ ^ L^.
r f(a^h)-fa l r f(a + h)-fa \ f'a
Ces démonstrations supposent Fa, fa non nuls à la fois, puisque la limite d'une fraction n'est égale au quotient des limites du numérateur et du dénominateur que si l'un, au moins, n'est pas nul. On ne peut donc pas en tirer la règle générale du n° 215. La formule du n** 213, m, ne conduit à rien si F'a = 0, f'a = 0. En effet, en y faisant X = a -*- hy Xi = a -^ hiy xt -= a -^ hiy par le théorème de Lagrange, F(aH-A) _ ¥{a-^h) — Fa F' {a-^hj) F^(a-*-A, ) — F'a hi¥''{a -^ Bhi) ((a-^h)'^ fia-^h) — fa^ f (a-+-Af)"'/*'(a+At) — /''a""AjF"(a-^e,A4) La présence dans le second membre des facteurs inconnus A^, Ai, différents peut-être, empêche qu'on déduise rien de précis de cette égalité, quand A, Ai, At tendent vers zéro.
II. Démonstration incomplète de la règle relative aux expressions (qo : oo). Dans le cas où l'on sait, àpriori^ que (Fx : fx) a une limite A pour x = a, Fa, fa étant infinis et (Fx)~*, (/x)~* vérifiant les conditions du théorème de Cauchy, on peut établir comme il suit, la règle du n" 200. Soit, en premier lieu, A différent de et de oo . On a
Fx (fx)-* WxY* V— fx — F'xT
A = lim-;r-=lim ;^ [ ^ = lim -:L. ; , = ,/., : ,„ ,, = fx (Fx)-* D(Fx)-* L (/x)« (Fx)« J
lim /^?f Y X limê^ = A« lim Ç^ -
FxV
\fxj F'x F'x
On déduit de U,
lim --- = A.
fx
En second lieu, si est la limite de (Fx : fx\ on a, d'après ce premier cas, en ajoutant l'unité au rapport (Fx : fx\
/Fx \ Fx -^ fx F'x -♦- Tx /F'x \
d'où aisément lim (F'x : f'x) = 0. Enfin^ en troisième lieu, si lim(Fx : fx) = 00 , on a lim (fx : F'x) = lim {fx : Fx) = et, par suite, lim(F'x:/''x)=oo.
Cette démonstration ne peut servir que rarement à chercher la vraie valeur des expressions (oo : oo ), puisque, le plus souvent, on ne sait pas à priori, si (Fx : fx) a une limite, comme on le suppose dans la démonstration.
m. Cas où la règle de VHospiial est dite en défaut. Quand on n'a pas
Fx F'x
lim -j;- « hm 2v- »
fx f'x
évidemment, alors, l'une au moins des conditions d'existence de la règle de l'Hospital est en défaut. Ainsi, pour x = x , on n'a pas
_. 2x + sin X ,. 2-4- cos x
hm : — == hm ~
2x — sin X 2 — cos x
puisque la première expression est égale à 1, la seconde indéterminée. Gela provient de ce que 2x dz sin x, n'est pas une fonction toujours croissante, que 2 àz cos x n'est pas continue pour x = oo , ou plutôt, 2 H- cos t"* pour t «S' 0, etc.
VI. Théorème de Rolle pour les fonctions d'une variable imaginaire. 919. Définition d'une fonction d'une variable imaginaire. Une expression u => v + u?t est appelée, d'après Riehann, une fonction F^ (ou d'après Gaijghy, une fonction monogène^ c'est-à-dire à dérivée unique) de jz =5 X -♦- yt, si t? == cp (x, y), w = (p (x, y) sont des fonctions réelles de X et de y, telles que la limite de (Au: Az) ou [{Av + t'Ati;): (Ax + t'Ay)] existe et soit unique, de quelque manière que Ax, Ay tendent simultanément vers zéro, même si le rapport (Ay : Ax) ne tend vers aucune limite déterminée. On appelle cette limite unique de (Au : àz),
du la dérivée de Fz, et on la représente par F'z, D.Fz, ou -p. Ex.: Les fonçai
tions élémentaires (133, i38, 143).
9S0. Conditions nécessaires et suffisantes^ auxquelles doivent satisfaire 9 et ^. I. Si lim (Au : Az) =» F'z, quel que soit Az, on trouve, en faisant
d'abord Az =» Ax,
F fz -4- Ax) — Fz
F'z = lim -^ p^^ —
Ax
^ lim ^^^'^ A^^ y) — ? (^> .y) ^ yii,p ^^(^-^^^>y) — 4^(g,y )
Ax Ax
ou encore,
On a, de même, en faisant ensuite Az = t Ay,
FfzH-tAv) — Fz l^F 1
En égalant ces deux expressions de F'z, on obtient les conditions cherchées, savoir :
Exemple : Si F = c*, on a (67), cp = e* cos y, vp^e* sin y et Ton trouve 9i = «* cosy = ^;, tj^;; « — e* sin y = — 9;.
CoROLLAiRB. SupposoHs que les dérivées de 9 et ^ aient elles-mêmes des dérivées. Dérivons une fois par rapport à x, une fois par rapport à y, les équations de conditions précédentes, puis éliminons entre les relations trouvées 9^^^, ^"^. Nous obtiendrons ainsi les identités
II. Les conditions nécessaires sont suffisantes, dans le cas où le théorème de Lagrange existe pour les fonctions 9 et v{^ de deux variables (211). On a alors
At? = Ax 9;(xi , yi) -t- Ay 9;(xi, yi). Au? = Ax ^{^^(xi, y») -♦- Ay ^\{xtj yt),
en désignant par (xi,yi), (xi, yt) des valeurs de x, y, comprises entre x et X + Ax, y et y + Ay. Par suite
Ai4 = Av + i Ati?
= Ax [9;(x„ yO -4- » ^;(xj, y,)] -+- i Ay [ij;;(x,, y,) — t 9;(x,, y,)],
ou, en tenant compte des relations 9y = — ^'l» ^'^ ^^ 9l>
Ali = Ax [9^(xi, yO -*- 1 ^;(xf, yt)] -♦- i Ay [9;(xt, yt) ■+- i ^^(x,, y,)].
On peut encore^mettre cette expression sous la forme suivante :
Am = (Ax -t- » Ay) [tp'pt, yt) -*- i •■{/^(x,, y,)] -4- » A« [^'Jxt, y i) — <{/;(x„ y,)] -t- i Ay [<p'^{xt, y,) — (p;(x„ y,)].
On déduit de li, puisque Az = Ax + t Ay,
Au
=<pi('»;«.yO-^»4'l(*iy<)
Arr-t-iAy^'^ t«\ ^ j Ax-*-tAy
Si Ax, Ay tendent vers zéro, Xj, x« tendent vers x, et yi, yt vers y, les rapports
t'Ax AxAy — tAx* Ax Ay . Ax*
Ax -^ t Ay Ax> -4- Ay * |/Ax*-+-Ay» / Ax« h- Ay* %* -^ ^y'
tAy tAxAy-i-Ay* Ax Ay Ay*
ÂxTTÂy Ax«-*-Ay* ^ /Ax« + Ay« >/ Ax* -*- Ay» ^ ^* -+- V '
n'ont pas une limite infinie. Donc
lî«n ^= ?; (x, y) -4- i ^'^ (x, y),
ce qui prouve que les conditions 9^ =» v];^, 9y = — ^l sont sufSsantes pour que u ait une dérivée.
931 . Théorème. Si la dérivée F'z d'une fonction ¥z de z est constamment ntUlcj Fz est une constante par rapport à x et à y. En effet,
Sx ^y
donc F ne dépend, ni de x, ni de y (i03 ou 207).
Corollaires. I. Deux fonctions de z qui ont même dérivée ne diffèrent que par une constante (104 ou 207).
II. Si la différentielle du = d^u -t- dyU •¥■ d^u d'une fonction u de plusieurs variables réelles ou imaginaires x^ y, z, est constamment nuUe, u est une constante. Car du «= entraine d^u ■= 0, d^u = 0, d^u «= 0, ou Dstt = 0, DyU = 0, D.u = 0. Par suite, u est indépendant de X, y, z.
III. Si deux fonctions u, U de x, y, z, ont même différentielle totakj elles ne diffèrent que par une constante.
939. THéORÈMB DE LiGnANGB GÉNéRALisé. Supposons la fonctioD Fz = 9 (^> y) "*" * '^ (^» y) continue (c'est-à-dire 9 et ^), ainsi que sa dérivée F'x (c'csl-à-dirc 9^ = ij^^, ?i = — ^i)> P<>u** les valeurs de z correspondant aux points de la droite y =^ ox + 6, passant par les points A (xo, yo) et B (X, Y), de sorte que
La fonction Fz est supposée continue depuis Zo =» Xo + ^o^ jusqu'à Z = X 4- Yt inclusivement, F'z depuis Zo jusqu'à Z inclusivement ou exclusivement.
Si Xi et yi «^ axi + 6 sont les coordonnées d'un point I| convenablement choisi entre A et B, on a, d'après le théorème de Lagrange (21 i),
tp (X, Y) — 9 (xo, yo) = (X — xo) cpl (x„ yi) -h (Y — yo) 9^ (x„ y,)
ou encore, puisque 9^ = — vj/^»
A90 = AX09; (xi, y,) — Ayo+',(xi, yi).
Le second membre est la partie réelle du produit
(Axo + % Ayo) K (^«» yO -^ * +i (^«» y*)]»
ou de Azo F'Zi, si l'on pose Az « Zo — Zo = Axo + t Ayo, Zi= XiH-yit. On écrit ce résultat de la manière suivante :
A90 <= RAZoF'Zj.
On prouve, de même, que
Ai^Q =s 3AzoF'zi,
3 signifiant la partie imaginaire de, et zt =^ xi + y,t désignant une valeur de z correspondant à un point de AB intermédiaire entre A, B.
En réunissant les deux résultats précédents et remarquant que FZ — Fz = A90 -♦- • A^j^o, il vient
FZ — Fzo == RAzoF'zi ^- 3 AzoF'zt.
%%Z. Autre forme du théorème de Lagrange généralisé. Soient FZ— Fzo=:Re-', Azo = He«, F'zi == Rie", F'Z8 = R,c''. Le théorème de Lagrange généralisé peut s'écrire
Rc«' «= R,H cos (A- H- 6) -h i RiU sin {k + c).
Par suite
R» = RJH» cos' (* + 6) + RJH* sin» {k + c).
le n"" 221, ou 105, exprime que [F({x, fy, tz) : ("*] est indépendant de ( et; par suite, égal à la valeur que prend cette expression pour<=l, c'est-à-dire, à F (x, y, z). On a donc Tégalité (2) ou (<) et F (x, y, z) est une fonction homogène (Démonstration de Genocchi et Peano). IV. Corollaire. Des théorèmes II, 111, on déduit
dx* ' ^ dy* dz^ ou symboliquement
2xt/
d^¥ dxdy
2xz
dxdz
(x----t-VT--*- ^ v) F~7w(m — 1)F, \ dx ^ dy dzj
et des relations analogues pour les dérivées d'ordre supérieur.
^%7 . Propriétés fondamentales des wronskiens. I. Muir appelle wronskien de plusieurs fonctions r, «, (, u d'une variable réelle ou imaginaire z, le déterminant
itt
tt
nt
que l'on représente par W (r, «, f, ti).
On trouve immédiatement, par des calculs élémentaires, que si « s» rS, I = rT, u c=> rU, on a
relation utile en calcul intégral.
IL On trouve ensuite (n*^ 1^6), en dérivant le wronskien,
ff
IT
III. Un wronskien W (r, s, /, m) est identiquement nul si l'une des fonctions r, s, ty u est identiquement nulle, ou s'il existe entre elles une relation linéaire homogène; et RécirROQUEMENT. Si r, par exemple, est identiquement nul, il en est de même des dérivées r', r", r'" et W, ayant une colonne de zéros, est aussi identiquement nul. Si l'on a u e= or -f 6^} et, par suite, u' = ar' -♦- 65', w" = ar" 4- fc«", w'" = ar''' + 6^", W
aura une colonne de z<fros, lorsque Ton retranchera de la quatrième colonne, la première multipliée par a et la seconde multipliée par 6. RÉcipnoQUEHBKT, sî W cst identiquement nul, une des fonctions r, s, ^ u est nulle, ou bien il existe entre r, «, (, u une relation linéaire. Supposons d'abord cette réciproque établie pour les wronskiens à trois lignes et prouvons qu'elle est vraie pour les wronskiens à quatre lignes. Soient ky m, ii,p, les mineurs de W par rapport h r"', «"', t"\ ti'". Ces mineurs sont eux-mêmes des wronskiens à trois lignes. Si l'un d'eux est identiquement nul, il existe une relation linéaire entre les fonctions qui y entrent, (d'après l'hypothèse faite sur les wronskiens à trois lignes) et le théorème est démontré. Si aucun des mineurs k, m, n, p, n'est égal h zéro, considérons les relations identiques
kr -^ ms -¥- nt -^ pu =0, (3i)
kr' -h m«' -♦- nt' -h pu' = 0, (3i)
kr" -^ ms" H- m" -+- pu" = 0, (S,)
kr'" + ms'" -♦- ni'" -+- pu'" = 0, (S*)
obtenues en exprimant les propriétés des mineurs du déterminant nul W. A cause de D«W = 0, on a encore, d'après la formule (2)^
Ar'^ -4- «15'^ H. nr -^ pu'^ = 0. (3.)
En dérivant successivement (3i) (3i) (3s) (34), et simplifiant la dérivée de chacune de ces équations, au moyen de la suivante,
fc'r H- m's -♦- n't h- p'u = 0,
kY"
Ces quatre relations donnent immédiatement, d'après les propriétés des équations homogènes linéaires et la définition de ky m, n, ;>,
ou DIA = Dlm == Dl» = DIo
Par suite, d'après les n<" 221 ou 103, a, (3, y étant des constantes,
lm = lfc-*-la, 1» = Ifc -4. 1(3, lp = lA-^ly, m :=oik^ w = (3fc, p = yk.
Substituant ces valeurs de m, n, p, dans l'identité Arr -♦- m* -*- wt -4-pus»=0, elle devient^ après division par A:, r + a« -+- (3f 4- yw = 0, relation qu'il fallait démontrer.
IV. Remarque. Oa peut évidemment établir des théorèmes analogues aux précédents sur des wronskiens où les dérivées sont remplacées par des différentielles partielles ou totales des fonctions considérées.
99S. Propriété fondamentale des déterminants fonctionnels nuls. Un
déterminant fonctionnel
est identiquement nul^ si l'une des
d (M, V, Mo) d (x, y, z)
dx
dv dy
dw dy
dv
dw
dz
dz
fonctions composantes u, v,w est constante ou fonction de une ou plusieurs des autres fonctions composantes; et réciproquement. I. Si, en premier lieu, on a, par exemple, w => une constante c, le déterminant
du dv dw dx
du dy
du di
est nul comme ayant sa dernière colonne formée de zéros. Si, en second lieu, tu = F (î/, v), on a
dw_d? du d? dv dw _ dF du dF dv dw dF du dF dv dx du dx dv dx dy du dy dv dy dz du dz dv dz
Donc, en retranchant la première colonne du déterminant multipliée par Fu et la seconde multipliée par F^» de la dernière colonne, celle-ci ne contient plus que des zéros, et, par suite, le déterminant est identiquement nul.
II. Réciproquement, si le déterminant fonctionnel est identiquement nul, ou bien Tune des fonctions u, v, w est constante, ou Tune dVUescst fonction d'une ou de plusieurs des autres. En effet, soient
«* = fi^^ y y «)> V = 9 (^» y» «)» w = ^ [x, y, z)
les relations qui définissent t<, v, u;, une ou plusieurs variables pouvant toutefois manquer dans les expressions /*, 9, ^. Supposons aussi le théorème établi pour les déterminants à deux lignes. En premier lieu, si l'une des trois relations, la dernière, par exemple, w "= ^, ne contient, dans le second membre, ni x, ni y, ni z^ w est une constante et le théorème est démontré. En second lieu, si aucune des trois expressions /*, 9, ^ ne se réduit à une constante, il faut nécessairement que l'une au moins contienne l'une des variables, par exemple, que f contienne x,
de sorte que fl (x, y, z) n*est pas identiquement nulle. Substituons Ja valeur de x, en w (et, peut-être, en y et z) lirce de « = /"(x, y, 2), dans celles des autres relations 1; = 9 (x, y, jz)^ w = ^ {x, y, z) qui contiennent X. On pourra écrire le résultat de la substitution, dans tous les cas^ sous la forme
les trois variables t/, y, z n'existant pas nécessairement dans les expressions X c^ ^* On aura ensuite, par des transformations élémentaires,
d (u, V, ti?) d (x, y, z)
du
du
dy
du dz
dx du du dx
dx du dx
du dy dy
dx du dx
du dz dz
dn du du dx
di: du dn
du dy dy
dn du dn
du dz dz
du dx
dy
du dz
dx dy
dz
dn dy dn
^du d(x^^ dx^d{y,z)
du
Dans cette
*»•» d fy tt)
d'où, puisque -^ n'est pas identiquement nulle, '. «
dx a (y, z)
dernière relation^ u joue le rôle d'une constante. Le théorème sur les déterminants fonctionnels étant supposé vrai, pour les déterminants fonctionnels à quatre lignes, on a donc tt = F (1/, %) ou U7 e=» F (u^ v)y ce qu'il fallait démontrer.
CHAPITRE U. Théorèmes de Taylor et de Newton
I. Voncllons d'ooe «eule variable iadépeiidaate.999. Fonctions entières. Soit fz = a^ -*- aiz -^ ai«* -+- ..•-»- ainZ"^, On aura
f[z 4- A) =■ Ao -i- k\h -+- AjA* -+- A3A' -*-...-+- knJhTj Ao, Al, k%y ..., Km étant des fonctions entières de z. Dérivant m fois cette relation par rapport à A, puis faisant A = 0, on trouve aisément
rz
ko—fZf A|=— , Ai =
Substituant ces valeurs dans l'expression de f{z 4- A), on trouve la formule de Taylor :
f(z-^h) = fz^jfz+'l--rz-¥ ——r^z 4 .-. -*-— ^^ Z'"'^-
On obtient aussi directement cette formule, en ordonnant par rapport à A, Tex pression ao -*- Zi{z -^ A) -h as (z -<- A)* -4- • • • h- a,, (z -+- A)", développée par le binôme de Newton.
Si Ton écrit Z au lieu de z + h, Zo au lieu de z, alors A = Z — Zo, et Ton a
Si, dans celte formule, on écrit z au lieu de Z, elle devient
X — Zo ^, (z — Zo)' .„ (z — Zo)"*
et, pour Zo = 0,
Diaprés un théorème connu^ relatif aux équations du premier degré, le second membre de cette équation est identique à ao -i- aiz + atz^ ^ ... -*- amZ"^, Donc
ao=/-o, a.=Y' «'==172' •• ' ^'"==Tx::i;t*
relations qu*il est facile de vérifier directement.
!t30. Fonction quelconque. Formes du reste de Schlômilch. i** Fonction réelle d'une variable l'éelle» Soient fx une fonction continue de Xo à X inclusivement ainsi que ses (n — i) dérivées f'x^ /""x, ..., /"""'x ; f^x sa n"^'"'' dérivée, continue de Xo h X exclusivement ou inclusivement. En général, l'expression
fxa
ne sera pas nuUe^ quels que soient Xo et X, comme dans le cas d'une fonction entière de degré m = n — 1 (229)^ mais on pourra la mettre sous diverses formes remarquables, comme nous allons le montrer dans ce n* et les suivants.
Puisque p s'annule pour X=Xo, il est naturel de poser p «=(X — Xo)''P, p étant un exposant positif, de sorte que
^„ r. x-xo., (x-x)« ,, (x-x)-« ^_, 1
— (X — Xo)^P = 0. (1)
Prenons une fonction auxiliaire
formée en remplaçant Xo par x dans (i), P restant invariable et ayant, par conséquent, la même valeur que dans (i). On aura cp Xo -= 0, d'après (i); puis, identiquement, cpX = 0. On trouve ensuite, toutes réductions faites,
cp'x = p (X — xy-* p (X—a^)" ' .
La fonction <fx est continue de Xo & X inclusivement, d'après les hypothèses faites sur /x, /"'x, ..., /"""'x; la dérivée, pour la même raison, est continue de Xo à X inclusivement ou exclusivement (elle peut être infinie pour X » X, si p est inférieur à Tunité, mais cela n*a aucun inconvénient). D'ailleurs 9x0 = 0, 9X = 0. On peut donc appliquer le théorème de RoUe à (px, et l'on a, pour une valeur Xi intermédiaire entre Xo et X, f'xi B3 0. Donc
ou, en posant xi => xo + 6 (X — Xo), 9 étant compris entre et 1 , On trouve alors, pour p = (X — x^y P, l'expression suivante :
dite /orme du reste de Schtômileh.
On a donc enfin la formule dite de Taylor, savoir :
Remarques. 1. On écrit souvent x au lieu de Xo dans cette formule, X + A, X + Ax ou r + clx, au lieu de X. Alors les conditions de continuité des fonctions considérées se rapportent a x, x + A et aux valeurs
intermédiaires^ et la formule de Taylor se met sous la forme
II. Une fonction est continue quand elle a une dérivée finie (99). Les conditions de continuité relatives à fx, /"'x, ..., /*""'*x sont donc vérifiées si f^x est fini de Xo à X. Même remarque si x est remplacé par une variable imaginaire comme au n"* suivant.
931. jt"" Fonction d^une variable imaginaire. Soient fz une fonction continue ainsi que ses (n — i) premières dérivées, de Zo=sXo -*- yoi à Z =3 X + Yt inclusivement, pour les valeurs de z qui correspondent aur points de la droite AB, A ayant pour coordonnées (xo, yo) et B, (X, Y); et /*"z, sa n**^ dérivée continue de Zq à Z, inclusivement ou exclusivement. Posons
p^fz- [/z.-. -j- fx... 4^/".. * .- ;.2...(„i,/ -4
p = (Z — JTo)'?, P > 0.
On aura, comme au n® précédent,
Le théorème de Rolle généralisé (224) est applicable à la fonction 92. On a donc
Il (Z — jTo) 9'«i = 0, 3 (Z — zo) 9'zt c=.
Z| = Zo + ôi (Z — Zo), Zi = Zo + 0« (Z — Zo).
Oi et Bt étant compris entre zéro et l'unité. La première de ces égalités devient, si Ton remplace 9'zi par sa valeur,
ou, puisque Z — zi = (1 — Oi) (Z — Zo)i après la suppression du facteur p (1 - 9,)«-',
Mais (Z — z^yp = p. Donc
De 3(Z — Zo)(p'zf = 0, on déduit de même,
On pourrait donner à p une valeur différente dans les deux formules. En réunissant flp à 3p, il vient enfin
forme du reste de Schlômileh généralisée.
Si Ton écrit z au lieu de zo, z -^ h^ z -^ Az, ou 2 + e?z au lieu de Z, auquel cas les conditions de continuité des fonctions considérées se rapportent i z, z + A et aux valeurs intermédiaires, on a
f{z ^h) = fz^\f'z^ ^f"z -^ ... -^ ^-^J^Ll-^^f'-'z + p,
P 9S9. Forme du reste de Darboux, Soient
(\ — 64)— Y"zi = Rtc", (i — OiY-pf^'Zf = Rtc**.
On aura, comme au n*" 223,
p = RfH cos (fc -♦- 6) -4- 1 RjH sin (fc h- c), R« = H»RÎ cos«(fc -^ 6) 4- H«Rî sin* (* -i^ c) ^ H«(RÎ + RJ).
Pour fixer les idées, soit Ri égal ou supérieur k Ri. Alors
R<HR,|/2, R = A/2HR
) est une quantité qui n'est ni négative, ni supérieure h Tunité. Multiplions la dernière égalité par e^', et remplaçons Re"' par p, H et Ri par leurs valeurs
p=«ï:È^^(*-^')"-'/"(^-^^'*)^2îxb;(^-°*)"-'/^(^-^**)-
— i08 — II viendra, en posant a =a — k — 6, et supprimant l'indiee de 6,,
forme du reste, duc à Dauboox. Ce géomètre y arrive autrement, et, d'après ses raisonnements, X|/2 peut être remplacé par 1; mais f*z doit être supposée continue même pour les valeurs extrêmes Zq et Z. Substituant cette expression de p dans la valeur de /'Z, il vient
^ ^ Z — Zo^, (Z — zo)--* ^ ,
Si Ton écrit z au lieu de Zo^ z + h^ z -^ Az, ou z + djs au lieu de Z, on a la relation
9SS. Forme du reste de Cauchy, En faisant p = i, dans les formules des n"' 230, 23i, 232, Ton obtient les expressions suivantes du reste :
p = /i/ïe-'^T^"]" (1 - 6)-' /^ [z. + e (Z - «.)] ; OU encore, en remplaçant, Xo par x, X par x + A, 2o par z, Z par js + A,
La première seule de ces formules est due à Gaucby; le nom de
l'illustre géomètre est donné par analogie aux deux autres formes du reste.
3S4. Forme du reste de Lagrange. On l'obtient, en faisant p = n. Alors
(X - Xo)'
f- [xo + 9 (X — xo)],
ou encore, en remplaçant Xo par x, X par x + A, zo par z, Z par z + A,
La première seule de ces formules est due à Lagrange. C'est encore par analogie que nous donnons le même nom aux autres.
Application. I. Si la fonction f^x est toujours comprise entre m et M, alors p sera compris entre [mh" : (1.2...n)] et [MA" : (i.2...n)]. On pourra donc écrire approximativement
Terreur étant moindre que E = [(M — m) A" : (1 .2...w)], ou
avec une erreur en sens inverse, moindre encore que £. On peut aussi exprimer la même chose en mettant p sous la forme
Exemple. En appliquant le théorème de Taylor à e^, on troure
* A' A""* A" ^+ôA
— no —
DivisoQS les deux membres de cette égalité par e*. Il viendra
Posons^ pour abréger,
En prenant un terme de plus dans le développement de Taylor, on trouvera
Quand A est positif, e^* est plus grand que e° == 1 et e^i* plus petit que e*. Donc
Si [A"+* : (1.2... n){n + 1)] est inférieur à l'unité, on déduit de là
II. Dans le cas d'une fonction d'une variable imaginaire, p peut se mettre sous la forme
si le module de fz est toujours inférieur ou au plus égal à M. Car, dans ce cas, f{z ■+- Oh) --= Aie^i^H, ce qui conduit à Texpression donnée, en faisant XA| = A, A = a + ai.
!l3ft. Forme du reste de Liouville. I. Si /'"x est continue pour la valeur initiale x, de sorte que /"" (x -*- GA) = f*x -i- e, e étant aussi petit qu'on le veut quand A est suffisamment petit, on peut écrire
A" ,^ V '*" ^ eA* û = 1 f"x H- e) csa / "X H- r, r =3 •
L'expression r est la forme du reste de Liouville. Si /""x n'est pas nulle, f^x + £ a toujours le signe de /"x, quand A et, par suite, e sont suffisamment petits. Donc, approximativement.
Terreur commise r pouvant être rendue, en valeur absolue, inférieure au dernier terme du développement, dans le cas où Ton peut supposer h aussi petit qu'on le veut. Si f*x =» 0, la mémo conclusion subsiste, car Ton peut s'arrêter dans le développement à la première dérivée non nuUc; antérieure à /'"a:.
II. Dans le cas d'une fonction d'une variable imaginaire, on a de même
£i> £i> t (qui est égal à et ou z%) étant des quantités qui ont zéro pour limite en même temps que h. Si le module de h est suffisamment petit, l'erreur r commise en écrivant
a un module inférieur à celui du dernier terme non nul du second membre.
9S6. Application. Vraies valeurs des expressions indéterminées. Soient deux fonctions /z, gZy nulles ainsi que leurs (n — i) premières dérivées pour une valeur z. Si le théorème de Taylor leur est applicable avec la forme du reste de Liouville, on aura
€<} Ci» £s> e«) ayant pour limite zéro en même temps que h. On déduit de là
f{z -*■ h) __ /"z -*- Rgt -t- 3gt
flf (z -H h) g^z -H Kej -♦- 3c4 et, pour h tendant indéfiniment vers zéro,
Dans le cas où z est réel, c'est la formule fondamentale du n"* 200. On peut donc étendre aux fonctions d'une variable imaginaire la plupart des conclusions du § V du chapitre précédent.
Rbuarque. On applique souvent le théorème de Taylor à la recherche
des vraies valeurs des expressions indéterminées, en remplaçant chacune des fonctions qui entrent dans ces expressions par son développement. Dans ce cas, suivant une remarque de Newton, il est inutile d'écrire les termes de ces développements qui, à la limite, n'auront aucune influence sur le résultat final. Voici un exemple traité de cette manière. Soit à chercher» pour ( =& 0, la vraie valeur de
On trouve, approximalivementy au moyen de Fexemple du n" 234, en faisant successivement h = (, A = I* et n'écrivant pas les restes du troisième ou du quatrième ordre en (,
Donc la limite de Texprcssion considérée est | •
Voici un exemple traité par un autre procédé. Puisque, pour n quelconque,
e'ss I -4- — I h ••• -I e^,
on a évidemment, quelque grand que soit p, si I est positif,
Par suite, on aura
< - < ou •
Soit p > ib, et t croissant indëGnirocnt. On déduira de ces inégalités, lim l*e^ c= 0, pour C «= « , comme au n* 201.
UST. Acrmc ArrucAtio». Lim (A*/*: Ar*) » f*z. I. Si Ton change x en t -♦- A, dans régalitc A/i = f{z -%- k) — /i, qui définit A/z, différence lïremièrt ou accroissement de /z, il vient \f{z + A) = f[z -i- 2A) — f{z H- A). Par suite, en posant A*/): = A/^x -t- *) — A/z,
A »/x = f{z + 2*) -. 2/"(r -#.*) + fz.
ReaaplaçaDt encore £ par x -»* A, dans rexpression de cette différence AY*> il vient
AVic ^- *) - f^z -V ») - if(Z + 2*) + /^(s + A).
On déduit de là, pour la valeur de la différence troitiéme, ^*fz = ù*f{z -H A) - A'/z,
A»/z = f{z + 3A) — 3/'(« + 2A) + 3/"(z + A) — /i; et ainsi de suite. Par induction, on trouve la formule
A-/i = f{z ■+ «A) —jf[z -t- (« - ■!) A] + "^""7^^ f[z + (n - 2) A]
Pour prouver qu'elle est générale, on montre qu'elle subsiste pour A^^^fz^ si elle est vraie pour A"/z.
II. La différence première de z* est égale à {« h- A)" — «• = njc"~*A -t- un polynôme de degré (n — S) en z. De même, on a A* (z") = n(n — i) z"""*A' H- un polynôme de degré (n — 3) en «, A' («*)=* n (« — i) (n — 2) z"-»A' -*- un polynôme de degré (n — 4) en z, et ainsi de suite. Enfin, A"~*(x")=n(n — i)...3.2zA"~* -4- une constante, et A''(jt-)«» 4.2.3...nA-.
III. Gela établi^ supposons fz et ses n premières dérivées continues de zk z -*- nA, sauf /""z qui peut être discontinue pour la valeur extrême z + fiA. Développons chacun des termes du second membre de (1) par le théorème de Taylor, en employant le reste de Liouville. Nous trouvons un résultat de la forme
^^fz===XofZ'^Aijf'Z'hA,^f^'z + '^'-^Anr-^f''z-^h-e, (2) ' ' 1' i.2' 1.2. ..Il
£ étant une quantité qui a, en même temps que A, zéro pour limite; Ao, A4, Ai, ..., A«. sont des coefficients numériques qui sont les mêmes pour toutes les fonctions. Pour les déterminer, faisons fz = z". Dans ce cas, (229), le reste du développement de Taylor est nul. Donc, on a (II)
i.2.3...nA- = AoZ" -h Ainz"-*A -♦- At ^^^"^ ^ z'^'A* -4- ... -*- A,A".
On conclut, de cette identité,
Ao = 0, A| = 0, Ai=:0, ..., A«-4 = 0, Ansss i.2.5..,ii. Par suite, la formule (2) devient, en écrivant Az au lieu de A,
A"/z = Az* (/*"z -♦- e),
et Ton a
M§. Forme du reste de Laplaee. I. Posons
On aura
Substituons ces valeurs dans la formule du n* 22K (ou, si z est réel, dans celle du n" 114). Il viendra, après transposition de termes,
Ccst la formule de Taylor avec la forme du reste de Laplaee^ la première qui ait été trouvée, au moios dans le cas où z est réel. On peut en déduire toutes les autres,' au moyen des premières notions relatives aux intégrales définies.
Si l'on écrit z au lieu de Zo, z + A au lieu de Z, ( au lieu de z, elle devient
II. Posons t = z -^ u; alors A( = Ati, z -4-A — t = h — u. Quand t varie de z à x -^ A, ti varie de & A. On déduit de là
«f A f z -H A — rt*-* * (A — ll^""*
P='"'° ri.2...(n-l) ^*^' = "-°g l.2...(n-l) ^-(--*-»)^"' OU, en employant la notation de l'intégrale définie (114 ou ââ5),
Si Ton pose u = hv,v varie seulement de à 1, quand u varie de à A, et l'on trouve, par des transformations analogues aux précédentes
Si l'on remplace A par Z — z, on peut écrire cette formule comme il suit :
9M9. Appucation. Dérivée p^^ du rapport '^z <= [(/2 — fz) : (Z — x)!. I. Co» où z est différent de Z. On a successivement, par le tiiëorème de Leibniz (173),
D^ (/-Z - fz) (Z - z)-i = {fZ -fz)Xi .2...P (Z - z)-^- -H I (_ z"'^) X < .2... (p - i) (Z - z)^
La quanUtë entre parentlièses, d'après la dernière formule du n» 258, où l'on foit n — 1 =:p, est égale k
(Z — zy** f '
Donc enfin,
^z = Ç {i-v)pfp^^[z-^v{Z-^z)]dv. (i)
II. Si, au lieu du reste de Laplace, on emploie celui de Liouville, on trouve
€ ayant pour limite zéro, en même temps que Z — z. Si l'on prend un terme de plus dans le développement, il vient
/>+«jC (Z •- z)
Ci ayant encore zéro pour limite en même temps que Z — z.
On déduit de 1&,
dfPz - fp^*Z
FITZ '(p + i) (z — Z) (p -^ 1) (p -»- 2)'
et, k la limite, pour z tendant indéfiniment vers Z,
J' p-^i' fp^^z fp^^z _ fp^^z
JT — z p-4-1 '(p-^i)(p-4-2) p-*-2 ^^
III. Cas où z est égal à Z. Pour cette valeur particulière, le rapport ^Zf supposé continu, a pour valeur /*'Z. On ne peut évidemment en trouver les dérivées successives par les calculs de l'alinéa I. On les obtient comme il suit :
/•z - f^ rz
<hz — <iiZ Z — z '
+'^ = "" ^Ti:i-= "" — T^^z —
(a — Z)' (Ji — Z)'
On a ensuite, d'après la relation (!2),
^"Z - lim !}if_4f = Hm ^' % ^ » î /""Z,
Z — il z £i
d/'"Z = hm -^ 1 — « hm -^ ^ = î T Z,
et ainsi de suite.
IV. Ces résultats sont contenus dans la formule (1), quoique elle n*ait été établie que pour le cas où z est différent de Z. En effet^ cette formule devient, pour z = Z,
^PZ = f (i — v)pfi'^*Zdv == />+'zf (1 — vydv.
Or (114), puisque rf (1 — v)p^' == — (p ^ j) (i — vydv,
((1 — i»)^dv-= — ^-^— ^^, ( (i-.rW,;==_L^.
J PH-J J^^ p-f-1
Donc enfin, comme à l'alinéa III,
ce qui prouve que la formule (1) est générale. Il résulte aussi de l'alinéa II que les dérivées de ^z sont des fonctions continues pour jc «» Z, puisque ^z tend vers ^pZj quand z tend vers Z.
940. Formule de Maclaurin, Pour abréger, nous nous bornerons aux fonctions d'une variable réelle, parce qu'il suffit d'écrire z au lieu de x et d'introduire, dans l'expression du reste, le facteur 7(/âe"' pour passer au cas d'une fonction d'une variable imaginaire.
I. Dans la formule du n*" 230, écrivons x au lieu de X^ de sorte que les conditions de continuité se rapportent à Xo^ x et aux valeurs intermédiaires. On aura
P = ^-^^=^^(1 - e^v-Lx, 1- e (x - X.)].
relation où l'on peut évidemment faire p e= 1 , p = n, pour déduire^ du reste de Schlômilcb, ceux de Caucby et de Lagrange. En écrivant Xo, x, t, au lieu de Zo, Z, z dans la valeur de p donnée au n" 238, on obtient le reste de Laplace :
Sous la forme précédente, le théorème de Taylor s'appelle quelquefois théorème de Maclaurin.
H. Le plus souvent toutefois, on réserve ce nom à la relation que l'on obtient en supposant Xo = 0. Alors
et les conditions de continuité des fonctions considérées se rapportent & 0, X et aux valeurs intermédiaires.
III. Contrairement h l'apparence, la dernière formule est aussi générale que celle de Taylor et peut servir à la retrouver. En effet, posons (pA = f{x -*- A) — /x, dérivons par rapport à A, puis faisons A = 0, etc. Il viendra
<p'h = f{x -f- A), (p''h = f"{x H- A), . . . , (p-A = /'-(x -4- A); <pO = 0, fO^/^'x, cp"0=»/-"x, . . . , 9-(eA) = /^{x -^ GA).
Soient /x, fxy ...,/"~^x continues de x a x + A inclusiTement, f*x continue entre ces yaleuvs. Cela revient a dire que çA, ç 'A, ..., (p"~'*A sont continues de & A, f *A entre ces valeurs. On aura donc, par le théorème de Maclaurin,
*■ */- A ,Ar% f* (A — «)•-* -
Remplaçant fO, «p'O, ...9 ^""'Oy <p*(OA), f"» par leurs valeurs, nous retrouvons le théorème de Taylor :
A» ft r* (A 11^"-*
941 . Propriété singuiière de la fonction de Cauchy (px == e ** . I. Si
X (supposé réel) est différent de 0, on trouve, pour les dérivées succes-
sives de la fonction (px >=> e ** ,
<p'x «=5 (px . 2x-*, 9"x =s çx[4x^* — 6x^*], (p"'x = (px[8x-« — 3«ar' h- 24x-»], etc.
toutes égales à (px multipliée par une somme de puissances négatives de x. II. Pour X = 0, la règle de la dérivation des fonctions de fonction est inapplicable à (px, <p'x, ^"x, etc., puisque x~' est infini pour cette valeur de la variable. Mais on peut trouver aisément les valeurs de (pO, (p'Oy 9"0, etc.^ au moyen du théorème : Lim <px . x"^ = 0, pour x «= (201, 256). Posons, par définition, comme on le fait ordinairement pour les expressions où entre l'infini (214), (pO=^lim (fx^= 0. On a, d'après la définition de la dérivée (94),
(px — (pO
ffl'0==lim^^ ^= lim (px . x^* =0,
(p"0 = lim ^^~"^^ = lim (px . 2x-* == 0,
(p'"0 = lim ^ = lim <px[4x-' — 6ar»] = 0, etc.
III. La fonction cpx et ses dérivées sont continues pour x différent de zéro. Elles sont continues aussi pour x ==0, car la valeur de q^x, et celles de cp'x, cp^'x, 9'"x, etc., trouvées k Talinéa I, quand x tend vers zéro, tendent aussi vers 0, valeur de (pO, par définition, et de (p'O, <p''0, 9"'0, etc., d'après les calculs de l'alinéa II.
IV. On peut donc appliquer le théorème de Maclaurin à la fonction (px. Mais le développement se réduit au reste, puisque toutes les dérivées sont nulles, et l'on a, en employant la forme du reste de Lagrange,
Pour n croissant indéfiniment, [x" : (1 .â.5...n)], terme général de la série S [x" : (1 . â. 3 ...n], qui est convergente (i 27, III), tend vers zéro. Donc, pour n = oo , lim 9*(9x) = « ,
V. Si fx est une fonction à laquelle on peut appliquer le théorème de Maclaurin^ fx + ^x sera dans le même cas, et les deux développements seront, au reste près.
p.ii-1
mais le reste, dans le développement de /x, sera, par exemple.
/•«(ex);
dans celui de /x + (px = A -4- B + (px, il sera nécessairement B + (px. La connaissance d'un nombre quelconque de termes du développement A d'une fonction, sans aucune considération du reste, ne peut donc sufiire à la détermination complète de la fonction représentée par le développement (Ciuchy).
Loi suprême de Wronski. I. Le déterminant
Fz fz (pz- * ' • ^z
FZo fZo (fZo ' • ' ^Zo
XZ= F'Zo fZo (ft'Zo . . • ^'Zo
F"-'Zo /""-'Jîo (p"-*Xo • • • ^-"'^o
est nul ainsi que ses (n — i) premières dérivées^ pour z^Zo» On a
donc, en employant le Ihëorènie de Taylor, supposé appiicaMe,
XZ = p = A |/2 ««' Çf^ (1 - 6)"-' Z"t^. + 9 (Z - z.)]
Dans cette expression de p, on peut remplacer évidemment n par un nombre entier quelconque inférieur.
En développant le déterminant ^Z, on trouve la loi suprême de Wronski, dont M. Ch. Lagrange (de Tobservatoire de Bruxelles) a, le premier, déterminé la forme du reste, par un procédé au fond identique à celui que nous exposons ici {Comptes rendus de Paris, 4884, XCVIII, pp. 1422-1425). Cette formule peut s'écrire
FZ = A/2 H- B(pZ -*-..-♦- L^Z -+- p.
Les coeflBcients A, B, ..., L sont les Wronskiens, supposés non nuls (n"* 227), mineurs du déterminant x^, par rapport aux éléments de la première ligne.
La loi suprême de Wronski est une généralisation, stérile jusqu'à présent, du théorème de Taylor. On retrouve celui-ci, en posant dans la loi suprême, /i = i, (pz = x — zo, ..., '^z = {z — «o)*"*-
II. Vormale de Neivloo. 94S. Cas des fonctions entières. Newton. a fait connaitre, en 47il, dans la Methodus differentiaUs, puis en 1714, dans l'édition des Principes imprimée h Amsterdam, une formule remarquable pour déterminer une fonction algébrique entière de degré m, au moyen de (m -^ 1) de ses valeurs correspondant à autant de valeurs de la variable. Nous allons l'exposer en prenant, pour abréger, m = 5.
I. Soient u^, u,, ti,, u^ les valeurs d'une fonction entière u^=fz=^ a "¥ bz -^ cz -^ gz^, du troisième degré, pour les valeurs z^, z,, 2,, z^ de z. On aura
u^=a -*- bz^ -^ cz\ -♦- jzj, w, = o -4- bz^ -*- cz\ -4- gz\, Vj = a -4- 6z, -4- cz\ ^ gz\, «^ = a -«- 6z^ -4- cz\ + gz\.
On sait, par la théorie des déterminants, que ces équations donnent pour a^ 6, c, g des valeurs uniques, qui substituées dans
u =■ a + 6z -4- cjz* -4- gfz', déterminent la fonction u. On obtient le résultat de la substitution des
valeurs de a, 6, c, g^ dans fi, en éliminant a, 6, c, g entre les cinq relations précédentes. On trouve ainsi
En ordonnant le déterminant du premier membre suivant les éléments de la première colonne, on obtient la formule de Lagra$ige :
tl4.
iz—z^)(z—z.)(z--z,)
On vérifie aisément, i posteriori, que u prend les valeurs u^, ti, , u^j'u^ quand z est égal à z,^ z„ z, ou z^. L'analyse précédente prouve d'ailleurs que la question proposée n'a qu'une solution.
IL Newton met la fonction fz sous la forme suivante
^z=A-4-B(z — Z|)-^C(z — zi)(z — zi)-4-G(z — Zi)(z— z«)(z — z»), (1)
et trouve une valeur unique pour les coefficients Â, B, G, G, en exprimant que tii s=» /zi, Ut = fzu t«s «=* /zs, u^ «= fz^. En effet, on obtient ainsi le premier système :
Ui «A,
iij = A -♦- B(zi— zi),
u, = A ■+- B(z5 — Zi)-t-C(z» — Zi)(z5— Zi),
«4:= A -»- B(z4 — Zi)-*-C(z4— zj)(z4 — Zt)-*-G(z4-— zi)(z4 — Zf)(z4— Zi).
Soustrayons la première de ces équations des suivantes, et divisons les
relations obtenues, respectivement par zi — Zi, Zs
posant
zi, Z4 — Zi, en
Uf — Ui
tii — i«i
Ué — Uj
Za — Zi
Zi Z| Z5 — Zi
Nous obtiendrons tin second système ; t?t = B,
f , = B -4- C (Za — Zi),
V^ =r= B -4- C (Z4 — Zt) -*- G (Z4 — Zf) (Z4 — Zs).
Opérant sur ce second système comme sur le premier, il viendra
Wi = C, W4 = C -+- G(z4 — zi).
si Ton fait
r» — vt »4 ~ vt
Zi — Zt Z4 — jCt
Enfin, du troisième système en G et G^ on déduit
^ tl74 — Ws
«4 = Ci, SI «4= •
Zé — Zi
En substituant les valeurs de A, B, G, G dans (1), il vient
tl=stli-4-(z — Zi)Vt'^{z^Zi)(z — Zt)Wi'^{z — Zi){z — Zt){z — 2»)«4. (2)
Gette formule s'étend sans peine à une fonction entière de degré quelconque.
Exemple. Trouver une fonction entière du quatrième degré qui, pour zs=^ 1, 2, 4y 5, 6 prenne les valeurs 5, 4, 3, 2, 5. Voici la disposition des calculs qui peuvent se faire mentalement :
Zi Zt Zi Z4 Z5 12 4 5 6
Ut
Uz
-Mi
Va
ri
Vs
Va
tl?4
Ss
It
La fonction cherchée est
„=:5-(z-l)H-l(^-i)(^-^2)-Jï(z-l)(ir-2)(ie-4)
+ l(z^l)(*-2)(ij-4)(z-5).
RB1I4RQUB. Les expressions v, w, s, etc. ont été appelées fonctions interpolaires par Ampère. Il a observé que
Vt =
Zi — Zt Zt — Zi
Ui tli Uz fi; j :b= — -4- — — — ^— — -H r-r r , CIC.
(Z| — Zf) (Zi Zt) («j — Zt) {Zt — Zt) {Zt — «l)(«5— Zt)
formules qu'il est facile d'établir d'une manière générale et qui permettent de déduire la formule de Lagrange de celle de Newton.
III. Si zt — zi = Xi — Zi = z^ — 23 = Az =s h, on transforme afaëment la formule (2), dans le cas d'une fonction du troisième degrë, eh la suivante :
, ^ Z — ZiHfZi {z — Zt) (z — Zt) àffz^
fz = /Zi -*-
i ^z i.2 Azt
{z — zi) {z — Zi) (z — zs) As/zi
Az
dont l'analogie avec celle de Taylor est évidente. Mais, dans le cas d'une fonction entière de degré quelconque, il est plus facile, comme on va le voir, d'établir directement la formule semblable i (5) que de la déduire de (2). Posons pour abréger
(z — z^W = (z — Zi) {Z — Zf)...{z — Zp),
expression qui s'appelle une pseudopuisêanee ou nn produit équidifférênt. En y changeant z en z + Az, on obtient
(z H- Az — Zi)W = (z -4- Az — zi) (z — Zi) ... (z — «p-i). Par suite, après quelques réductions,
A(z — zi)W == (z -4- Az ■— zi)W — (z — z,) W « p (z — z,)Iy-»l Az,
c'est-à-dire que la différence d'une pseudopuissance s'obtient peur la mime règle que la différentielle d'une puissance. On aura donc, pour les différences secondes, troisièmes, etc.
A'.(z — z,)fH = p(p - 4) (z - z,y''-*^ Az«, A', (z - z,)W « p (p — I) (p — 2) (z — z^yp" 3J Az», etc.
Grâce à cette propriété, de la relation (i), qui s'écrit, dans le cas actuel,
on déduit aisément les différences successives de /z, savoir :
A/z = BAz 4- 2C (z — zO Az -»- 3G (z — Zi)l«l Az, A«/z = i .2 C Az« + 2.3 G (z — z,) Az«,
A Yz = 1 .2.3 GAz».
Faisant z es zi dans ces relations, il vient^ presque immédiatement, A-fz., B_-^, C_— -^^, G-;^-^-^.
Substituant ces valeurs dans (4), on trouve la formule (3). La démonstration d'ailleurs s'applique aux fonctions de degré quelconque.
M4. Formule de Newton pour les fonctions réelles non entières. Reste de Cauchy, La formule de Newton permet de trouver une fonction algébrique entière de degré n,
/X «sa A -♦- B (X — X|) -4- C (X — X|) (X — Xi) -4- ••• -♦- L (X — X|) (x — Xj) ... (x — X».i) -f- P(x — Xi){x — Xt) ... (x — X,),
qui, pourx successivement égal à Xi, x,,Xs, ..., x., X, a les valeurs y i,yt, ysf "M y«9 Y, que prend une fonction quelconque 2( = Fx, pour ces mêmes valeurs de x. Dans celte hypothèse, on a, en particulier,
FX = A -hB(X — x,)-i-C(X — x,)(X — x,)-4- ... -4-L(X— Xi)(X— x,)...(X— x«.i) + P(X-xO(X— x,)...(X— X,), (i)
et P est une fonction interpolaire dépendant des (an + S) quantités (xi, ..., X, yi, ..., Y), par le moyen de relations simples analogues k celles qui, au n^ 245^ II, définissent t;«, Ws* Sa.
On peut exprimer P au moyen de la n**** dérivée de Fx, si les conditions de continuité suivantes sont vérifiées : La fonction Fx et ses n premières dérivées sont continues pour x=sXi, Xi, ..., x«, X et pour les valeurs intermédiaires; toutefois F"x peut être discontinu pour la plus grande xm et la plus petite Xm de ces valeurs.
Pour le prouver, posons ^x == Fx — fx. Par hypothèse, ^x s*annule pour les n + i valeurs (xi, Xs, ... x«, X) qui rendent /x égal à Fx. D'après le théorème de Rolle, ^'x s'annulera pour n valeurs intermédiaires; puis, x"^ pour (n — 1) intermédiaires entre ces dernières, et ainsi de suite, jusqu'à ^"x qui s'annulera pour une valeur ^ intermédiaire entre Xm et xm. On aura donc
Or, la dérivée n*^ de fx est constante et égale à i .2.3 ...nP. Donc
Par suite, en substituant dans la relation (1),
lîlX = A -4- B (X — X.0 + C (X — xi) (X — xt) ^ . ..
^I/V UY \ /Y . , . (X-xO(X-x,)...(X-x,) ^,, -♦-L(X— Xi)(X— Xî)...(X— x«-i)h , Q g — ^^t
ce qui est la formule de Newton, complétée par un reste. L'expresaion
de ce reste a été trouvée par Gauchy {Comptes rendus de PariSj 1840, t. XI, p. 787; OEuvres, t. V, p. 422).
CoROLLAiBB. Si les quantités X|, Xt ••• Xn, tendent vers X, il en est de même de ( et lim P = [F*X : (i .2...n)] théorème qui est la généralisation de celui du ti? 257.
Rbharqijb. Il ne semble pas possible d'obtenir, d'une manière élément taire, une forme simple du reste, pour la formule de Newton, dans le cas d'une fonction d'une variable imaginaire.
SéS. AppucATioif. Règle de fausse position double. Si n = 2, la formule de Newton, peut s'écrire
^ xt — Xi 2
En laissant E de càté, on a l'égalité approximative
FX — Fxi Vxt — Fx, -— = ,
A — Xi Xt — X|
correspondant, pour le calcul de FX, k la règle dite de fausse position double. L'erreur E commise en employant cette proportion est moindre que I (xt — Xi)* ( — F"^), si X est compris entre Xi et Xi; car le maximum du produit (xs — X) (X — X|) où la somme des facteurs est constante, est ^ (xi — xi)* (n» 4).
En particulier : !• Soit Fx = Ix, Xi = N, Xi = N'. Si N <N', on trouve
8 étant compris entre et 1 . Lorsque N' = N-t-i,E— 1 6N-*.
En multipliant la formule précédente par le module M = 0,4343 des logarithmes à base 10, et observant que H est inférieur à {, on trouve
et, si N' — N =. 1 , E, = ^ N-«.
2« Soient F« = «-•, et N inférieur à N'. Alors
et, si N' = N -*- i, E = î ON-'; 9 est compris entre léro et l'unité.
5* Soient Fx = p/x, et N inférieur à N'. Alors
et, si N' «B N H- I, E = ^ 6N "; 6 est compris entre et i. i"* Soit encore ¥x^=yxy N étant plus petit que N'. Alors
— fi
el, si N' «= N -4- I, E = ^ 6N -*, étant encore compris entre et I.
Les formules précédentes permettent de voir dans quel cas on peut se servir avec sécurité de la méthode des parties proportionnelles pour le calcul du logarithme, de l'inverse, de la racine carrée et de la racine cubique d'un nombre compris entre deux autres insérés dans les tables.
Loi suprême de Wronski aux différences. Le déterminant
5fx =
Fx
cpx
fx,
ÇXi .
Fx,
fXi
(fX% .
. . VpXt
Fx,
ÇXj .
Fx,
fx.
fXn .
. . ^Xn
est aul pour x (=» Xi, Xi, ..., x». Posons
La fonction
XX — (x — Xi) (x — Xt) -. (x — X*) P,
où P a la même valeur que dans l'égalité (i), s'annulera pour x-»Xi, Xs, ..., Xn, X. Par suite, d'après un raisonnement analogue à celui du n<* S44, la dérivée n*^^ de cette fonction est nulle pour une valeur S intermédiaire entre la plus grande et la plus petite des valeurs Xi, Xt, ..., Xm, X, moyennant des conditions de continuité faciles à énoncer. On a donc
et la formule (4) peut s'écrire
En développant le déterminant x^» on trouve la loi suprême de Wronski, en calcul des différences. On peut récrire
FX = «pt H- 6<fX + ... h- f|X + ^^-'^'^^^-^'l-^^-^ rS.
Les coefficients a, 6, ..., /, sont indépendants de X et sont les mineurs de x^ psi* rapport aux éléments de la première ligne de ce déterminant. On peut appeler ces mineurs des wronskiens aux différeneeê^ par opposition à ceux qui contiennent des dérivées ou des différentielles (3â7).
La loi suprême de Wronski aux différences est une généralisation de la formule de Newton. On retrouve celle-ci en posant /xesi,
(pX = (X — "îti), ..., ^|;X s=a (x — X^) (X Xf) ... (X — Xn^t).
III. Vormale de q^adràlare de Ga«ee. 947. Dérivée d'ardre quelconque d'une fonction interpolaire. Lbmhb I. On a, pour toute valeur entière et positive de p et de n,
En effet, on a identiquement
(i — vy v- « =a (4 — r)/» V— « — (i — vy^* V— •,
f (I — vyv'^dv = ( (1 — vytr-^dv — ( (1 — vy^^ty^-^dv.
Si le lemme est vrai pour l'exposant (n — S) de v, le second membre sera égal à
Donc le lemme est vrai aussi pour l'exposant (n — 4). Or, il est vrai, pour n s» 4, d'après la dernière formule du n* 259; par suite, il est vrai d'une manière générale.
Lbhhb IL La fonction interpolaire tf «> F (x, Xi, Xt, x», ...y x.) formée au moyen des valeurs Px, Fxi, Fx<, ..., Fx. d'une fonction Fx pour les
valeurs r, Xi, xt, ..., x« de la variable peut s'écrire (q° 245, II, remarque)
Px
(X — .Ti) {X Xi)...(X'—Xn)
Fxi Fx,
(Xi— x)(xi— xi)...(xi--x„) (x,.— x)(x«— Xt)...(x,— X»_i)
On peut remplacer le premier terme de cette expression par n autres fractions analogues, contenant, au dénominateur, x au premier degré seulement. On a, en effet, identiquement,
(x — X,) (x — Xt) ... (x — X,) *""
(x — X|) (X| — Xt) . . (X| Xn) (x X,) (x» -- X|) . . . (X» — X«_i)
OU
Q^_M (x — Xi)...(X — X„) (x — Xi) ,. (x — Xit,i)
(X| — Xt) ... (X| — X,i) (x, — Xi) i,. {Xm — Xi^.i)
Car le polynôme du second membre, qui est du degré (n — i) en x, s'annule pour n valeurs de x, savoir X4, Xt, ... x»; donc, il est égal i zéro, quel que soit x* Il résulte de l'identité précédente que Ton peut écrire
Fxi — Fx Fx. — Fx
(Xi — X)(X| — Xt)...(Xi— X«) (X« — X)(X» — X|)...(X„ — X,._l)
ou encore
Fxi — Fx Fx, — Fx
J»l ""^ fit Xf^ ""~~ X
(Xi — Xt) . . . (X| — X„) (X« — Xi ) .. . (J, — X,„i)
m. Dérivée p^^ d'une fonction interpolaire. Nous obtenons immédiatement la dérivée p*^"*' de u par rapport à x, au moyen de la formule (1) du n" 239, savoir :
dru dsf
Ja ((«i — X,)...(X| — X,) (x, — X|)...(X, — X.-i))
Posons, pour abréger,
(py = F/H-» [x 4- V (y — x)], d'où l'on déduit immédiatement
— 129 -^ La quantité entre parenthèses; sous le signe intégral, pourra s'écrire
9X1 (pXn
(Xi — Xf) . . . (Xi — Xm) (Xn — Xi) . . . (X« — X«_i)
et sera la fonction interpolaire formée au moyen de la fonction 9 et des valeurs Xi, Xi, ..., x» de y. D'après un théorème connu (244), elle sera
égale k
(p»-»yj __ F'+" [x -♦- V (>} — x)] t?"-*
i.2...(ii — 1)"" 4.2.3... (n — 4) '
7} étant une valeur comprise entre la plus grande et la plus petite des valeurs Xj, xi, ..., Xn et, à fortiori, entre la plus grande xji et la plus petite x«, des valeurs x, Xi, ... x». On a donc enOn
Cette intégrale, ou limite de somme, est comprise entre les sommes analogues que l'on obtient en remplaçant ?"+' [x -*- v{ri — x)] par la valeur la plus grande FJf*"'' et la valeur la plus petite F^"^'' que prend F"'*"''x quand x varie de x« à Xh. Par suite, D^u est compris entre
Fï^^ f*/. X .j i.2.3...p „ .,
i.2...(n — i)jQ ^ 1.2.3... (n-*-p) " *
La fonction F*+'' (x), étant supposée continue, passera entre Xm et xm par une valeur intermédiaire F^+z"^ telle que l'on aura
dxP 4.2.3...(nH-p) ^ (p-*-4)(p
t4§. Formule de quadrature de Gauss. Lbmmb I. Si n est entier et positif,
T fî/ «v j « 2.4.6.. .2n
'n = I (4 — x*)"dx = 2. r •
On a, en effet, identiquement,
(4 — x«)-dx = <| [x (4 — x«)-] — 2nx« (4 — x*)"->dx = d [x (4 — X»)-] 4^ 2» (4 — X»)»-* dx — 2n (4 — x*)»» dx,
ou, en faisant passer le dernier terme du second membre dans le premier et intégrant,
(2n -*- i) U = l d fx (1 — x«)-] -^ 2n i (i — x»)--*dx.
L'intégrale indéfinie formant le premier terme du second membre est x(i — x^Yj qui s'annule pour x=» — l,x=-*-l. Donc(2n + l)I«=ânI«-i. De même, (2« — i) I^i = (2n — 2)I,_t, (2n--3)U-.j=(2n — 4)I»«i, etc. Donc enfin, de proche en proche,
Lbmmb II. L'équation Dl{x* — \y^=^Oan racines réelles y inégales et comprises entre -h 1 et — 1 . Considérons les dérivées successiyes de la fonction P (x) = (x* — !)•• = (x •— i)- (x + i)". On trouvera, par la formule de Leibniz (173),
DP (x) = (x — i)» . n (x -♦- 1)»-* -4- n (x — i)"-* (x ^ i)"; D«P (x) = (x — i)- . n (n — 1) (x ^ i)— « + 2n(x — 1)-* . n (x -h !)•-*
et ainsi de suite. La fonction DP contient le facteur (x» — i)*~*; de plus, puisque P s'annule pour x = — letx=-Hi, DP, d'après le théorème de Rolle, s'annule pour une valeur intermédiaire Xu. De même, D'P contient le facteur (x' — 1)*"'; en outre, puisque DP s'annule pour opcsï — 1, Xii, H- i, D*P s'annule pour x=sxny valeur comprise entre
— 1 et xh, et pour x = xm, valeur comprise entre Xn et 1. On prouve, d'une manière analogue, que D'P est divisible par (x*:— i)"~' et s'annule encore pour trois valeurs Xis, Xts, Xss intermédiaires respectivement entre
— i et Xii, x^t et Xst, Xsi et i . De proche en proche, on arrive à ce résultat que D"P s'annule pour n valeurs distinctes, Xi, x«, ..., x^, comprises entre — 1 et + d . Le premier terme de D"P ayant pour coefficient 2n (2n — 1) ... (n -*- i), on a
D"P (x) = (n -I- i) (n -*- 2) ... 2n (x — Xi) (x — x%) ... (x — x»).
Remarque. L'expression [D«P (x) : 2.4.6 ... 2n] a été appelée pofyfK))»^ Xn de Legendrcy parce que ce géomètre en a, le premier, étudié les propriétés. On peut encore énoncer le lemme précédent, en disant que l'équation X,»=0 a n racines réelles et inégales comprises entre -4- i e<— 1*
Formule de Gauss, Soient Fx, F'x, F"x, ..., F*"x une fonction et ses an premières dérivées continues de — i à + i ; Gx une fonction entière de degré (n — i)
A-4- B(x — Xj)-*-C(x — Xi){x — Xt)-f- ...-♦-L(x — Xi){x — xi)...(x — x«_i)
égale à Fx pour les valeurs Xi, Xt» ...9^«9 racines de l'équation D*P = 0. On aura, par la formule de Newton (244),
Fx = 6X -f- (X — X|) (x — Xt) ... (x — X») F (X, Xi, Xi, ..., Xn)
ou, en abrégé, et en posant la fonction interpolaire F (x, xi, ..., x«)s=tt,
Fx >= Gx H — .
On déduit de là, en intégrant de — 1 à h- i ,
\ Fxdx = \ Gx dx -*- 7 TT-, TT — \ i« D-P dx.
Mais on a identiquement
ttD-P = D [wD"-*P] — Dt<D-*P, DtiD''-«P=D [Du.D"-«P]— D»ii.D-*P,
et ainsi de suite. Par conséquent,
tt D*P -= D [i*D"-*P — DtiD— «P ^ D«wD"-»P -*- (— i)«-«D— *«DP]
^ (— l)-PD''tt.
Intégrant, il vient
wD^Pdx s= (— !)• \ PI>"iidx
i D[iiD"-*P — Dt<D--«P ^ ... -^ (— l)«-*D«-*ttDP]ctr.
La dernière intégrale est nulle, parce la quantité entre crochets, qui est l'intégrale indéfinie correspondante, s'annule pour x=i et x= — i, d'après la démonstration du lemme II. Donc
iiD"Pdx = (— !)• \ VD^udx = l (i — x*)"D-ttdx,
ou^ en remplaçant D"u par sa valeur (246),
J— 1 J-li (n -♦- i) (n H- 2) ... 2n
Soient Fj*, F^T la plus grande et la plas petite valeur de V**x depuis ac = — \ jusqu'à x = -♦- 1 . On aura
FÎT ( (1 - x«)- < ( (i - x«)-F«-Çrfx < FÏ ( (i - x'Ydx,
et, si F'^x^A est une valeur convenablement choisie de F''*x entre ^ÎT ®^ ^"> ^^ pourra écrire
l (i — x»)-F»"Çrfx = F**x^ \ (i — x«)"dx.
Donc
_Fx^ == j_Gxdx + t(nH-l)(»H.2)...2n]' )l* " '''^'^'
Remplaçant l'intégrale définie par sa valeur, il vient, après quelques transformations,
i Fxrfx = i Gxdx H -T-rr
ili J_*"* 2w -«- 1 L^-^S .• 2n— ij i.2.5...
an
formule de Gauss, avec un reste donné ici pour la première fois.
IV. La fonction Gx, peut, au moyen de la formule de Lagrange (243, 1), se mettre sous la forme
Fxf.GiX -I- FXf.GtX H- ••• -♦- Fxm.GrX,
où G|X, Gjx, ..., G,x sont des polynômes de degré (n — i) en x, dépendant uniquement de Xi, Xf, ..., x« et nullement de la forme de la fonction Fx. On a donc
\ Gxdx = Fxi \ Gixdx -f- ... 4- Fx» i G^x^x.
Gauss a calculé, pour n = 1,2^5,4,5,6,7, la valeur des intégrales qui entrent dans le second membre. En les appelant ^i, ^t, ... g^ et désignant par p le terme complémentaire, la formule prend la forme
Fxdx = g^Fx^ -¥• gj?xt -i- ... -♦- jfnFx,
Voici ces valeurs pour n=i, n=2, fi=3. !• Si n=i, D(x* — i)=0 a pour racines xi = et l'on a gii = 2. â» Si n = 2, D* (x* — i)* = a pour racines x,=— x* = v/i = Û, 577 330 269 189 62S 8, ^i «= y, = i. 3» Si n «i 3, D' (x* — 1)5 = a pour racines Xj = — Xi = v/| = 0, 774 596 669 241 483 4, x, = 0, j, = y» = f , Jt = | •
V. APPL1C4T10N. La fonction x^ considérëe dans la loi suprême de Wronski aux différences (246), est telle que 5^X1=0, ;fXi = 0, ... XXn = 0. On a donc
jJJ^ ■^~2n-t-l [1.3.5... (2n—l)J 1.2.3...
formule nouvelle de quadrature d'une grande généralité.
IV. Théorème de Taylor pour les fencUene de plMslenre ▼artablee. 949. Dérivées successives d'une certaine fonction. Soient FI = /* (x -♦- Ax, y + Ay), Ax = Af , Aw «= fcf, w = x -i- A/, i; = y -♦- kt^ de sorte que D|ti *= A, Dit? «» A:. On trouve successivement :
V"t = AD,/; (u, ») -h kT),f, (m, t>)
= h [hf':» (tt, t>) -*- A/x; («, v)] + fc [hf:, («, ») + a/:; («, »)] = ayl; (tf, v) + 2A*^:; (tt, i>) + A-'f^ («, V).
De même, en supprimant, pour abréger, la paiientbèse (u, v),
F"'< = A» (A/iï -♦- A/:'.'.) + 2A)fc (A/X + AA-.'«) •*- ** (*/"i'^ "^ ^^^iO
= A»/;'.' -»- 3A»*/-:;;, -,- 3AA«f,;'. + k^fn,
formule que l'on peut écrire symboliquement :
En passant de n & n + 1 (comp. n*** 173 et 185), on peut établir la formule générale :
F-l = A-/^.(«, v) + j A-'A/;,^, Jti, V) + !î|^Z^/^^,^,(ii, v)-*-etc., (1) ou, symboliquement, FH = (AD^ -♦- ADJ"/".
Valeur de ces dérivées pour ( == 0. Si ^ =-. 0, u, i;, /*^p. (ii, v) devieanent respectivement x, y, f^p-q q (ac, y). On aura donc
FO = f{x, y) ; FO = hf^ (x, y) + A/"; (x, y) ; F'O = hYJ. (X, y) + 2Afc/;; (X, y) -t- fc^' (x, y) ;
et, en général,
F-0«A-/^.(x,y) + Ja— A/^..,^(x,y)+ ... +fc'»/^.(x,y). (2)
Multipliant ces relations respectivement par i, f, i*^ ..., P, il vient, d'après le n^ 185, en observant que ht = Ax, kt = Ay,
FO = /(x,y), <F'0 = d^ («F'0 = dY, ..., rF-0«rf-/: ilufre su6stt(ti<toit. Si, dans F"f, on remplace ( par 9/, ou u == x + &(, v =3 y 4- it, respectivement par x -h A9( = x -♦- 9 Ax, y -+- fc9( = y -h 9 Ay, on trouve, pour la valeur de (*F"(9<), l'expression
Ax»/^,(x -4- 9Ay, y -♦- 9 Ay) + - Ax»-« Ay r,.! (x -4- 9Ax, y -*- 9Ay) -♦- etc.,
que l'on peut écrire aussi bien
n àx*fln{x H- 9Ax,y -*- 9Ay) -4- - Ax"*"* Ay/^».i (x -4- 9Ay,y h- 9Ay) -h etc.
Il est indifférent, en effet, de remplacer, dans F"/, u par x h- 9Ax, t; par
y -*- 9Ay, ou dans F"0, x par x -♦- 9Ax, y par y -4- 9Ay. Le résultat obtenu, dans les deux cas, peut s'écrire
rF'(90 i= [drf{x,y)]^ + eA», y 4.'eAy.
SftO. Formule de Taylor. Pour abréger, dans ce qui suit, nous ne nous occuperons que d*une fonction /'(x,y) de deux variables réelles et nous n'employerons que les formes du reste de Lagrange et de Liouville.
Soient, comme au n® précédent, F( = f{x -*- Ax, y -♦- Ay), Ax = to, Ay = fcl, et supposons F(, F'(, F''^ ..., F"~*( continues de à I, F"l entre et (. On aura (n« 240)
Ff = F0 +4f'0 -*- r7;F"0 -i- •.. -4- , ^ \ .x F*""'0 -*-t-^^^ — F*^®!). 1 1.2 1.2.. .(n-*) 1.2.. .n ^ '
Si, de plus, F"( est continue pour ( =» 0, Fl-FO..JpO*iLp,o^...-.,-£J^jF.-.0..^(F.O^.e).
t étant aussi petit qu'on le veut, quand t est suflSsamment petit.
Remplaçons F^ FO, (F'O, <»F"0, ..-, rF"0, ("F"(90, par les valeurs trouvées au n° précédent; nous obtiendrons, en observant que F< — FO => f{x -4- Ax, y -f- Ay) — f{x,y) = A/;
._ df d'f d-'*f . r ^Y 1
^^ df d'f d-'f d-f et-
C'est la formule de Taylor étendue au cas de deux variables. Evidemment, elle convient aussi au cas où il y en a une seulement, ou bien plus de deux.
951. Remarques. I. Pour que les fonctions F^, F'(, ...^ VH soient continues de & < (ou entre et f), il suffît que les dérivées de F (x, y) qui entrent dans la formule finale, soient continues de x à x + Ax, et de y à y + Ay (ou entre ces limites), non pour tous les modes imaginables de variation de x et de y, mais seulement pour ceux où ces variables reçoivent des accroissements proportionnels & A et ft, ou aux différences entre les valeurs de x et de y considérées.
II. Si les dérivées n**"** de f (x, y) sont inférieures en valeur absolue à une quantité positive M, pour toutes les valeurs de x et de y comprises entre x et x + Ax, entre y et y -«- Ay, on a
[1.2.../ija,
OAa?, y -♦- ôAy
ou
1^1.2... nJ/|y_|-0Aa7, y+ OAy 1.2... n
Ai, As désignant les valeurs absolues de Ax, Ay.
III. On appelle formule de Maclaurin, dans le cas de deux ou plusieurs variables, celle que l'on déduit de la relation du n° 250; en remplaçant X pnr Xo, X -^ Ax par x, y par yo, y -4- Ay par y, particulièrement quand xo = 0, yo «= 0.
IV. Les formules de Taylor et de Maclaurin, dans le cas de plusieurs variables, s^appliquent surtout aux fonctions entières. Pour ces fonctions, le reste est nul, si l'on pousse le développement assez loin, puisque les
dérivées d'ordre n = m -t' i d'une fonction entière de degré m sont nulles; de plus^ le développement peut s'obtenir, par l'algèbre élémentaire, comme au n^ 229. On peut aussi, sans peine, étendre la formule de Newton (245) aux fonctions entières de plusieurs variables; mais il semble difficile de trouver^ d'une manière simple, une forme du reste, analogue h celle du n* 244, qui la rende applicable aux autres fonctions.
V. La détermination des vraies valeurs des expressions indéterminées dépendant de plusieurs variables présente, en général^ de grandes difficultés. On ne peut, le plus souvent, leur étendre le procédé du n^ 236, en appliquant la formule du n^ 250^ parce que celle-ci est établie en supposant le rapport (Ao: : Ay) constant (Voir au n"^ 75, un exemple où Ax = x, Ay = y, tendent simultanément vers zéro, d'une manière absolument indépendante).
CHAPITRE III. Développements en série
I. Normale générale. 959. Principe général. Considérons la formule de Maclaurin (240)
f'-f^-w - uf"' - ■" - i.2...V- i) ^"" " p
OÙ z est réel ou imaginaire et où p a l'une des formes indiquées au chapitre précédent. Supposons p (ou, si z est imaginaire, le module de p) inférieur, pour toute valeur de à i^ à une quantité M«, indépendante de z, mais fonction de n. Si, pour n = oo , lim M» == 0, on a, de même, lim p = 0, pour n = oo , et, par suite,
ou, en employant la notation habituelle,
C'est la série dite de Maclaurin.
Remarque. D'après le n** 175, dans le cas d'une fonction paire, cette formule deviendra
fz = fO-^^ro + T-Ê-z^rO -H etc. ; ' ' i.2' 1.2.3.4' '
et dans le cas d'une fonction impaire,
S5S. Principe spécial. I. Lbmmb. Pour n croissant indéfiniment^ [a* : (i.2 ... n)] a pour limite zéro (a positif). En effet, comme nous l'avons remarqué incidemment au li? 241 , cette expression est le terme général de lasérie conyergente i -i-a-i-Ja'-H^o'-*- etc. (427, III), et, par suite (125, 1), a pour limite zéro. Autrement : Prenons n assez grand pour qu*il soit supérieur à a. On aura, si A + 1 est le premier nombre entier qui surpasse a.
^12 k A-hl n^l 2
a / a \»- * kyjk^Ti)
Or, pour n «= 00 , [a : (i -*- 1)]""* a pour limite zéro (29, I); donc, il en est de même de [a" : (1.2 ... n)].
II. ^t la dérivée n*^« de la fonction fz (ou son module^ si elle est imaginaire) pour les valeurs de z, deOà z, est, en valeur absolue^ quel que soit n, inférieure à une quantité finie A, lim p = et la fonction est développable par la série de Maclaurin,
1* En effet, si z est réel, on a, en valeur absolue^
^ 1.2 ...n' ^ ^^1.2...n Le second membre de cette inégalité, d'après le lemme, a pour limite zéro, quand n croit indéfiniment. Donc on a aussi lim p <= 0. 2'' Si z est imaginaire et a pour module a, puisque
on a
mod p < A i/^-rr: A
et, par suite, pour n =» oo , lim mod p «» 0, lim p = 0.
9541. Dérivation et intégration de la série de Maclaurin. I. On a, d'après le théorème de Maclaurin, si z est réel, pour la fonction fz du n« 252,
rang n -4- i pour (4), ou n pour (5), est une partie du premier teniK négligé, pourvu que z* soit encore inférieur à (2n 4- 1) (an + 2) dans (4), k^ni^n-i- i) dans (5).
IV. Si z est imaginaire et égal à r(cos ei) + t sin u), on peut séparer la partie réelle et la partie imaginaire, dans les relations (2), (4), (3), (5). Oo trouve ainsi des séries représentant
Gh (r eos (ù) cos (r sin cù), Sh (r cos on) sin (r sin ca),
cos (r cos 0)) Ch (r sin cd), sin (r cos (ù) Sh (r sin u),
Sh (r cos 0)) cos (r sin u), Gh (r cos u) sin (r sin u),
sin (r cos u) Gh (r sin a>), cos (r cos g») Sh (r sin fi>),
que nous croyons inutile de transcrire.
V. Il est aisé de déduire diverses formules de (2), (3), (4), (5), en remplaçant z par diverses expressions. Voici quelques exemples :
sm m« = ma -jj^ + OXél» -"*• '
sin (x -♦- fc) = sin a; cos A -*- cos a; sin A =»
= sin X -f- - cos X — -r-;r sin x — -r-^r— - cos x -♦- etc. 1 1.2 1.2.3
VI. On trouve encore, en combinant les quatre formules
l(Ch^ + cosx) = i*^-4-^ + etc.;
- fSh z -+■ sin jj) s= — -4- __ -I 1- etc. ;
gV ^ »* ^; 1 i.2.3.4.5 1.2...9 '
- (Ch « — cos jz) = ~— 4- --- — ~ -*- --- — -- -4- etc. ; 2^ ^ 1.2 1.2.. .6 1.2.. .10 '
1 x' z'^ JZ"
- (Sh « — sin z) = . ^ ^ + —- — - -♦- —7; — -- -♦- etc. 2^ ' i.2.3 1.2. ..7 1.2.. .11
VII. Rbmarqub. D'après les principes du n*" 254, ou directement,
OD
reconnaît que les séries (i ), (S), (5), (4), (5) peuvent être dérivées et intégrées terme à terme comme des polynômes.
III. JLoffarUlinieA. Sft7. Variable réelle. La fonction 1(1 + z) et ses dérivées
(1 4-z)-S — (i -4-^)-», (— 1)M.2(1 v z)-», (— 1)-M.2.3(1 -i-2)-*,etc.
sont continues de — 1 exclusivement jusque + oo exclusivement. Entre ces valeurs, on peut appliquer à 1 (i + z) la formule de Maclaurin. Pour j3 = 0, les dérivées successives deviennent
1, —1, (—4)» 1.2, (— 1)M.2.3, etc.;
lan'**^, où jjcstremplacépar 0z, est(— 1)""* 1.2.3 ...(n — l)(i -ï-ez)~". La formule de Maclaurin donne donc, puisque fO = \i s=: o,
JE Z^ Z^ Z^ jZJ**""^
p ayant, par exemple. Tune des deux expressions suivantes :
suivant que l'on prend le reste de Lagrange ou celui de Gauchy. Soit z positif et, au plus, égal à l'unité. Âlors^ on a
z" valeur absolue de p< < — >
etf par suite, pour n s=s oo , lim p =t= 0.
Soit z négatif et égal à — Zj, zi étant inférieur à l'unité. Alors
-. — nf 1—9 Y"' 1 ^ z;
car 1 — 6 est inférieur à 1 — 0Z|. Pour « = 00, on a encore (29, I), lim p = 0.
Il résulte de là, que, pour les valeurs de z^ de — 1 exclusivement à
-t- i ineltmvement, on a le développement en série
l(l-f.z) = |—y + ~j-f-etc. (1)
Remarques. I. Ce développement a déjà été obtenu autrement (n"* 209, II), avec une expression approchée du reste^ quand on s'arrête au (n — l)"* terme. On peut retrouver cette valeur du reste, quand z est
ëï'
positif et au plus égal à i, au moyen du n* 129; quand z est négatif et supérieur à — i , en observant que
— etc. < — (4 — «-*•«• — «' -I- etc.)
n M-t-l nH-2 n
II. La série (i) pour z*> 1 n'est pas convergente (127, III, 2* exemple); elle ne peut donc pas représenter le premier membre. Pour z = — 1, le second membre devient la série harmonique changée de signe, laquelle est divergente (29, II) et le premier 1 (1 — 1) = — « , de sorte que la formule (1) n'a plus aucun sens. Elle ne subsiste donc^ si z est réelf que pour les valeurs de z^de — 1 exclusivement à 1 inclusivement,
958. Variable imaginaire. La fonction 1((1 + z)) et ses dérivées sont continues de à z, pourvu que — 1 ne soit pas l'une des valeurs de z considérées. On peut donc, avec cette restriction, lui appliquer le théorème de Maclaurin. Désignons par 1((1)) la valeur de 1((1 -h z)) pour z=»0. Posons z =a re~', et supposons, pour fixer les idées, o) compris entre
— TT et -*- TT. Soit ensuite, 1 + z == r'e^'*j w' étant aussi compris entre
— 71 et -4- TT. On aura
1 -♦- r cos « = r' cos &>', r sin m = r' sin w', r' = j/l -4- r* h- 2r cos «, 1 ((1 -4- z)) = log. arithmétique de r' -+- w'i -i- 2il:7Ft.
Il résulte de ces formules, ou des constructions géométriques correspondantes, que (ù et &)' sont tous deux positifs, ou tous deux négatifs; de plus, (ù' est, en valeur absolue, plus petit que &). Si z tend vers zéro, c'est-à-dire si r tend vers zéro, o) restant fixe, r' tend vers Tunité, (ù' vers zérO; et, par suite, on a 1((1)) e=2A7rt. Le développement de 1((1 + z)) devient donc, en faisant passer 1((1)) dans le premier membre et posant 1(1 -^ z) =. 1((1 -♦- z)) — 1 ((!)) = Ir' -^ w'i,
Discussion. Pour voir dans quels cas p tend vers zéro, quand n =b- oo , posons 1 + 0z = Re'^*, c'est-à-dire, sous forme explicite,
4-4-6rcosa)=sRcosO, 9r sin gi>=:R sin Î2, R=j/4 -i-29rcos«-t-6*r*.
— Ii8 -
i^ rest égal ou inférieur à V unité ^ eos (ù nul ou positif. Dans ce cas, R est égal ou supérieur à l'uaité et, par suite, égal ou supérieur à r. Donc
et a pour limite zéro, si n = oo .
2« r est inférieur d l'unité^ cos w négatif. Oa trouve alors
modp = lf/^z-Q^y *i,
R =. j/i ^ 2tlr cos » -»- ev« == i/(\ —Qry + 49r cos» |- w;
R est égal ou supérieur ai — Qr et, par suite, à i — retài 9. Donc
mod p est inférieur à [i/2 r* : (1 — r)] et a pour limite zéro, si n = 00 . Z* r = I, co« (0 négatif, mais différent de — i. Pour obtenir le développement, quand z => e^*^ cos gj étant différent de — I , nous chercherons d*abord celui de fz = (1 -^ z)\{i -h z). Les dérivées successives de ce produit, jusqu'à la n*^% sont
(1 H- zy (i H- z)»
En^pliquant la formule de Maclaurin, il vient
(1 -H«)l(i + Jî)=:G^pi,
is» z' z* »•— *
rH-l
En divisant par (1 -<- z), il vient
On trouve aisément
modr = ^ =T —9 mod(— i)— « -= -;
i + « l/(i + cosco)«-^siu«» 2cosi« „_i n— 1
modpi= — ^— -( . =: ) <
^ n — i V|/(i — 0)' -*- 46 cos« I »/
modp <
2coss-Gi> n — 1
Par suite, pour n = oo , /tm tnod p = 0, /tm p = 0. Conclusion, Il résulte de la discussion précédente que l'on a
l(l-hz) = ~|--»-i — j-*-etc., (4)
pour (OKtfj les vcdeurs de z dont le module n'est pas supérieur à Vunité^ sauf si jz a — i. Ce dernier cas est exclu, parce que Ton sait, à priori, que la formule correspondante
i i 1 1 ,(,_4) = _4--_---_-_etc..
n'a aucun sens.
Si Ton écrit refi** au lieu de z, Ir' -4- «'• au lieu de 1 (1 •♦- z), la formule (1) devient
1(1 -♦- j:) = \r' 4- w't = -j — I — etc. (2)
ou, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire,
, , r cos 0) r' cos 2« r* cos 5«
lr'= — ; H etc.;
r sin tù r* sin 2(k) r' sin 3fi> «' = — -_, 1 etc.
Cas particuliers. I. Soit u «» i tt. Alors on a r'cosû>' = l, r'sina)' = r, r'==|/l -♦- r% «'«= arc tangr;
r r' r* r' arc tangr — j — — 4- «■ — ■=■ -*- etc.
La première de ces séries ne différé pas de celle du n^ 257^ où l'on ferait jc «=: r*; la seconde a été trouvée autrement au n"" 209.
II. Si r = 1 , on trouve r' « j/(2 -*- 2 cos «) «= 2 cos | «, sans ambiguïté de signe^ puisque cos ^ o n'est jamais négatif. Ou a ensuite
r' cos tt>' = i -f- cos (0 c= 2 cos* { w, r' sin ûi)'=sin w=2 sin ^ a> cos ^ «^
r' = 3 cos ^ 0), cos w' «= cos { w, sin »' = sin ^ w, «' = i «.
La relation (2), dans ce cas, donne les deux séries réelles :
, /. i \ coso) cos2ci) cos5(k) cos4g>)
H^2cos-a>J=-^ 2~'*'~3 4—^^*^-' -^<«<^;
i sin 0) sin 2(«) sin 5g) sin 4&>
.0) = -^ 2~"^~3 4--^ etc., -7r<a><7r.
En faisant (ù = u — tt, elles deviennent
,/^ . i \ cosw cos2i« cos5u cos4u -l(^2sm-uj=^-^ + -^— +-y- + -^+etc., 0<ii<27r,
1 i sin u sin 2u sin 5u sin 4ti
_„_.„=,__ + __ + __ + __^.etc., 0<u<2Tr.
III. En faisant r= i dans le premier cas particulier, ou &> «= i tt dans le second, on obtient les deux séries numériques déjà trouvées (n^ 209) :
, ^ , i i 1 ^ TT , i i i
log2 = l — S"*" »-~T^®*^-» 7 = ^ — »■*- v — « •*- etc. ° 254 4 357
Supposons (ù et u positifs plus petits que n et égaux à i; ajoutons les deux séries donnant {ty^it — ^f, et divisons par 2; il viendra
it sin t sin 5t sin 5{
- = -j--t--^ + ^- + ctc. 0<Kt.
Remarque. On déduit de la dernière relation, en changeant les signes des deux membres et posant — t =3 v,
TT sin t? sin 5v sin 5v
— -=»— - — I = — H h etc. 0>V>— TT.
— as —
On peut évidemment, dans les deux dernières séries, augmenter ou diminuer ( et v de une ou plusieurs fois 2k* Ces séries d'ailleurs, pour ( = — V = 0, TT, 27r, etc., ont une valeur nulle. On peut donc dire que la série sin { + | sin 51 -t- 1 sin 52 -f- etc. est une fonction discontinue susceptible de trois valeurs seulement, savoir 0, ^ tt, — j tt. Les séries égales à ^0), l(2cos^&)) sont aussi des fonctions discontinues de co, comme il est aisé de le voir.
969. Dérivation et intégration de la série logarithmique^ F. Si z est réel, on a
Si z est imaginaire, suivant les trois cas considérés,
mod
p<— jj-, modp<j-— ., modp<-— fj
2 cos I (o
Par conséquent, d*après le n"^ 254, III, la série logarithmique est intégrable terme à terme de à z, z ou mod z étant au plus égal à i. On a d'ailleurs D, [(1 -4- z) 1 (i -^ z) — z] = 1 (1 + z), comme on Ta vu incidemment au n^* 258, 3^ Donc (225),
\l(i -^ z)dz = {i'^z)l{i'i-z)'--zA l(l-|.z)(iz==(l-i-ir)l(l-*-«)-i. On a, par conséquent,
(i -4-z)l(i +z)-z = f fj — l^i. — i. + etc.|rfz,
ou, en effectuant les opérations et transposant z,
(1 + X) 1 (1 -H .) = z + il-i!^-^^-^ -,. etc.
Cette formule, déjà trouvée au n? précédent, quand mod za=s If p<^Q^ s'établir aussi par le procédé indiqué dans ce n^, lorsque mod z est inférieur à l'unité.
II. Si mod z est au plus égal à l'unité, p ou mod p, est inférieur à une. quantité M», savoir, suivant les cas,
n 1 — «i n i — r n — 12co8^(o
On a donc hMn égal a l'une des quantitës
— nr*, — ; — •
r 2 cos I ot) n — i
Si jz* ou r est inférieur à l'unité (ce qui exclut la dernière expression), lim fiMn = 0, pour n = oo , d'après le n"" 29, I, pour la première et la troisième; d'après le n" 20i^ pour la seconde et la quatrième. En effet, posons Zi ou r égal k {i : B). On aura nz^ ou nr** = (n : B*»), quantité qui a zéro pour limite, quand n croit indéfiniment.
D'après le n* 254, la série logarithmique peut donc être dérivée terme à terme, «i mod z est inférieur à l'unité. On trouve ainsi
e=3 I — Z ^ z* — Z* -^ Z* ^ etc.,
c'est-i-dire, la formule connue qui donne la somme d'une progression géométrique illimitée de raison — x, le premier terme étant l'unité. ni. Réciproquement, de la formule
- — = 1 — « -4- «« — «» -I- ... H- (— d)»-* «••-• + (— iy-* - — •
on déduit, en intégrant de à jc, supposé différent de — i ,
ce qui donne le reste de la série logarithmique, sous une forme nouvelle. On peut montrer que, pour n infini, la limite de cette expression est égale à zéro, si mod r est inférieur ou égal à l'unité. Pour abréger, considérons seulement le cas où ( est réel. Dans cette hypothèse, i -t- < est compris entre i et i -4- z, [^~* : (i -n t)] entre r~* et p""* : (i h- z)].
C^V-^dt Donc la limite de somme, ou intégrale, \ " , est comprise entre les
deux valeurs
f ^ . . ^* If*., 1 «"
Or jz étant compris entre — i exclusivement et 1 inclusivement, jz" est, en valeur absolue, au plus, égal à l'unité. Pour n «» oo , les deux expressions précédentes ont donc zéro pour limite; par suite, il en est de même du reste de la série écrite plus haut.
Remarques. I. De même, par intégration, on déduit de
la formule
arctangz = --^^--...-*-(-l)--^jj-3j-+(-i)-)^^-^,
qui conduit aisément, quand z est réel et tout au plus égal à l'unité, à la série pour arc tang z trouvée antérieurement (209, 258). On peut observer que arc tadg z = arc cot jz~* • Si z est supérieur à l'unité, soit zu =3 i . Alors arc cot z"* = arc cot u = ^ tt — arc tang u, expression développable en série.
Si l'on fait z = tang v, la série qui donne arc tang z = v, devient
tang V tang' v tang*^ v
r = — -2 ^ 1 ^ etc.
II. Si z* est inférieur à l'unité, on tire, de même, de la relation 1 {'**
intégrée entre et z, une série (comp. n"" 62, 79, 146, i*') que nous retrouverons autrement au n° suivant, savoir :
1 /l -♦- z\ z z* z^ ArgTh.=_l(^j-^j=--*---K- + etc.
On peut aussi écrire Arg Th z = Arg Coth u, si zu -=» i . Alors, pour tt'>l,
A ^ .u 1,/mh-1\ 1 1 1
Arg Coth t< = -l( )=--+- =-^-*-irT-*- etc.
960. Séries logarithmiques déduites de la série principale. I. Si z ou le mod de z est supérieur à l'unité, on obtient un développement pour 1(1 + z), en observant que z~' ayant un module inférieur a l'unité, on a
1(1 -♦- z) = Iz -f- Il 1 H- - ) = k H _— -^--— — —
^ ^ \ zj z ^z^ Zz^ 4a
, , + etc.
ktZ*
On trouve, de même, si le module de h est inférieur ou égal k celui de
«, z étant différent de — h,
/ h\ , h h* h' h* l,^ + ft) = lz + 1(^1+-) = !^ + --27. + 3ir-4^ ■*•«»«•
et s'il est égal ou supérieur (z étant encore différent de — A)
,(, + A)=iA + i(i +|)=iA-*-f-|î-*-^-i-*- «t°-
III. Si Von fait, dans celle-ci
elle devient _
et, pour A = i ,
,(N + l)_lN = 2[^^-^3P^-*-gp^-etc.J;(5)
que Ton écrit parfois, en remplaçant N par N — i ,
iN = i(N-i)H-2[^-.-^pÎ3ijïH-^^2rtïï«-^H" ^*^
La formule (2) peut aussi se déduire de (3) en remplaçant N par (N : A).
IV. Si, dans la formule (3), on remplace N par N» — I, c est-à-dire, si Ton fait, dans (1),
elle devient, après quelques transpositions,
ri i i ~i
[1(N -+- i) ~ IN] — [IN - 1(N — i)]
Remarques. I. L'erreur commise en s'arrétant à un terme quelconque de Tune des séries (i), (2), (3), (4), (5), (6) s'obtient par comparaison avec une progression géométrique, si z est réel. Ainsi
^Sm+I 2*"+> T*m^Ji
+ -♦- etc.
2m -♦- i 2/1-1-3 2n -4- 5 (i -♦- Z* -»- Z* + •••) ou
II. Les développements des logarithmes de Briggs L(i -t- z), L{z + A), L(N -H i)^ etc., s'obtiennent en multipliant les précédents par le module M(n<» 43, 261, IV). On trouve ainsi, par exemple, h la place de (3), la formule suivante :
Sttl . Calcul pratique det logarithmes. I. La formule (3), à elle seule, su£Gt pour le calcul des logarithmes népériens de tous les nombres, puisqu'elle donne les différences logarithmiques successives. On trouve, par exemple, en faisant dans (3), N + 1 ==■ 2, 5, 5, 7,
log2 = -|^lH-g.--^-.-+etc.j; (7)
log5 = log2H-|[l+l.l-^i.l+etc.];
log5 = 21og2-*-?[^<+t.lM-l.lH-etc.]; (9)
log7 = log2 + log3-i-^[^l+l.± + i.ji + elc.1. (10) Il est facile de calculer l'erreur commise en s'arrétant à un terme
quelconque (360). c Par exemple, si Ton se borne aux quatre premiers termes dans la formule qui donne log 2, on commet une erreur moindre que yfTst* Pour avoir la même approximation au moyen du dëveioppement log2 = i — { -^ ^ — etc., on devrait employer 78731 termes » (Catalan).
II. La formule (K) ou (6), qui donne les différences secondes (237) des logarithmes successifs, peut aussi servir à trouver ceux-ci, par des séries plus convergentes que les précédentes. Car, tout nombre premier impair est compris entre deux nombres pairs, produits de nombres premiers plus petits. Ainsi, en faisant dans (5), N = 3, 3, 5, 7, on trouve
2 log 2 = log 5 + - 1 + - • yi + j. yj + etc. ; (11)
21og3 = 31og2 + l[l+i.l-. + i.± + etc.];(12)
21og5 = 31og2 + log3 + ^ri+i~ + i.^+etc.J;(13)
21og7 = 41og2 + log3H-Ml +|-9yi-*-5*9f« + «M-(**) Des deux premières séries, on déduit, en éliminant log 3,
log2=y-|^l-^g--Vg.--^etc.J^^|^l + .._-.-.j^. + etc.J
III. Mais on peut trouver des combinaisons donnant les logarithmes des nombres premiers 2, 3, 5, 7 par. des séries plus convergentes encore que les précédentes. Faisons, par exemple, N = 9 dans la formule (3), il vient
41og3 = 41og2 + log5 + A|^l^<.J_^J.^^etc.],
qui peut remplacer (1 1) et servir, avec (12) et (i 3), h calculer log 2, log 3, log 3. On peut aussi employer pour calculer log 2, log 3, log 3, log 7, les formules (13), (14), (16), avec la suivante :
41og7=«log2^1og3-»-21og5-.^[l +1.^H. l.;^-.etc.],(17) obtenue en faisant, dans (3), N + 1 = 2401 =7* = 2'.3.S* -t- 1.
Voici encore des formules pouvant servir à calculer log 3, log 3, log 5, log 19; elles sont fondées sur les égalités suivantes :
2M9=3.5»H-1, 2''.3=5.19-t-l, 19»=2».3«.b + 1, <9.3»=2«-»-4. 21og2+logl9 = log3 + 21og5 + ^ h -ni. ^1, + 1. J^ + etc.J;
81og2 + log5 = log5 + logl9 + —U + -- j^^ + -. j^^ + etc.J;
21ogl9=31og2 + log3 + log8 + Ari+i.J_ + l._l^ + elc.J;
31og3 + log49 = 91og2 + ^[l + i -^h- i.^+ etc.].
Oa peut aussi trouver log 7 au moyen de log 19, en observant quei9'-t-i = 2«.5.7».
IV. Le module M des logarithmes de Briggs est égal à [i : log iO] (43). On peut calculer M ou log iO, en même temps que log 2 et log4i, au moyen des formules suivantes :
Iogi0 = 31og2+|[^i +1.1 + ^ -1+ etc.J,
41 = â loff 2 -*- loK 40-1 !-+-"=•• — - H — • 1- etc. |>
log 44 H- 2 log 40 = 42 log 2-H—— 4 -^- . --_- h- - . __-- -h etc. . ® ® ^ 2049 L 3 2049* 5 2049* J
La première est déduite de (9), en ajoutant log2 aux deux membres, et dont les autres sont tirées de (3) en y faisant N = 40, N := 4024 et observant que 4100 =s 4 (2'^ -^ 4). On a trouvé
log 40=^2,^0258 50929 94045 7, M=0,43429 44849 03254 8.
Une fois M connu, on calcule les logarithmes k base 40 par le moyen des séries du numéro précédent. On trouve ainsi, par exemple, en faisant N = 40000 dans la dernière formule du n" 260,
L(1000i) = 4..2M[^^i.^^..etc.].
log
IV. Blnème. 969. Limite du terme général. GonsidëroQs l'expression
Un = — ^^ ^ ' z*.
où m est réel et cherchons-en la limite pour n = oo . I. Si z, en valeur
absolue (ou mod z, si z est imaginaire), est inférieur à l'unité, lim Un = 0.
En effet, si z est réel, ti» est le terme général d'une série convergente
(127, III, dernier exemple) et, par suite (125), a pour limite zéro; si z est
imaginaire, il en est de même du module de Un> Autrement. Soit r le
module de z; posons
.m — f-*-l , /. m -♦- 1\ ¥i == mod z = ±:li j — j r.
On aura
mod«« = FiFt...Fn.
Pour / croissant indéfiniment, limF| = r, quantité inférieure à l'unité. Donc, si n est suffisamment grand, h partir d^une certaine valeur k -*- i de /, tous les facteurs Fk^i^ F*+î> •••> F», aussi voisins de r qu'on le veut^ sont inférieurs à une quantité t, inférieure à l'unité. On aura donc
< mod Un < FiF, . . . FAi"-*,
et, pour n = co^ lim mod Wn = (29, 1).
TTï
est sopérieare i
quantité égale à P (H. — H*), si H, et H* désignent respectivement les m et les k premiers termes de la série harmonique. Or, pour 11 = 00, lim H» = 00 (29, II); donc aussi lim tr. = oo . 5* Si m -t- i est positif et égal k P, soit encore i -v i le premier nombre entier supérieur à P. On aura, si / est plus grand que k.
Par suite,
et, pour n = 00 , d'après le 2«,
IV. En résumé, u» n*a pour limité zéro, que si le module de z eêt inférieur à l'unité, ou sij étant égal d l'unité, m h- i esl positif.
9M. Cas d'une variable réelle. I. Les dérivées successives de (1 + z)"* sont
»i(t H-x)— ', in(m— l)(i -^z)--*, ..., m(fît— i)...(m— n-*- i)(l + x)— ".
Pour n suffisamment grand, une ou plusieurs de ces dérivas contiendront (I + z) avec un exposant négatif, et ne seront pas finies pour 2 = — i. Par conséquent, on ne pourra appliquer la formule de Mactaurin, avec un reste, pour n quelconque, que de z «= — 1 exclusivement i z = oo exclusivement. On trouve ainsi
/.,,«! mim — i) - m(m—0-« •(»«—»•*- 2) _, ^
p étant, par exemple, Tune des expressions suivantes :
m{fn — 4). ..(m — n -f- i) ^ i
m(m — i)... (m — n-*-4) ^ (i -^-G)"-* f^'"^ 1 .2 ... (n — 1) ^" (i + ez)-- '
suivant que l'on prend le reste de Lagrange ou celui de Cauchy.
IL Cas où z est inférieur d Vunité en valeur absolue. Soit z positif et inférieur k Tunité. Alors pi est le produit de deux facteurs dont le second, (I +62)***"", est inférieur à Tunité et dont le premier a pour limite zéro, si n = 00 (262, I). Donc aussi, lim pi ==» 0.
Si z est négatif et égal à — Zi, et zi étant inférieur k l'unité, considérons le reste pe* Dans
(1 -4- ez)»-- ~ \i — 0z,/ (1 — 0z,)*-« '
le second facteur du second membre est compris entre i et (1 — Zi)*'', quantités finies; le premier est inférieur à l'unité. On a ensuite
mz. : --T ; 7: z" '.
fi
Pour n et, par suite, n — 4 croissant indéfiniment, le second facteur du second membre a pour limite zéro, d'après 262, 1, où Ton remplace m par m — 4, n par n — 4* Donc enfin, lim p« = 0.
11 résulte de là que, pour les valeurs de z, de — 4 exclusivement à -1- 4 exclusivement, on a, en série convergente,
,. . . m in(m — 4) . m(fn — 4) (m — 2) , ^ ,,, (4+z)-==4+~z-i.-L__i;jt + .J _J1 i£» + etc. (4)
Rbmarqoi. Pour z supérieur & l'unité en valeur absolue, le terme général u» de la série (t) n'a pas pour limite zéro (262, II, ou 427, III, dernier exemple); elle n'est donc pas convergente et ne peut représenter (4 ^ £)-.
III. Cas où z = ±:i. Siz=sl
a pour limite zéro, si iw -*- i est positif (262, III). Donc, dans cette hypothèse,
Si m -«- 1 est nëgatif ou nul, le terme général de la série (2) n'a pas pour limite zéro (262, III), et cette «érie n'est pas convergente (i23, I). U relation (2) ne subsiste donc que pour (m -^ 1) positif.
Soit « = — i . Ce cas singulier se traite directement. On a
seulement dans le cas où m est positif. En effet,
et, de proche en proche, en posant m — 1 = m'.
^ (_ j j, tn^(m^-->l).,.(m^ — n-f-i)
D'après 262, III, la dernière expression a, pour « = oo , une limite infinie, si w' -h 1 = m est négatif, une limite nulle, si m' h- 1 = m est positif. Donc la formule (5) ne subsiste que si m est plus grand que zéro. Il est inutile d'examiner le cas où m = 0, parce que, dans ce cas, la formule (5) prend la forme illusoire 0^ ==: i .
IV. Valeur approchée du reste. Le rapport (ti^+i : ti.) de deux termes
successifs est égal à J^ z = (^i^ ^^^ (_ ^). 40 goit z positif et
au plus égal à l'unité. Si m ^ i est positif, les termes seront alternativement positifs et négatifs et iront en décroissant, en valeur absolue, 4 partir de la première valeur de n supérieure à m. Si m -4- 1 est négatif ou nul, les termes sont alternativement positifs et négatifs k partir du premier, mais ils ne décroitront, en valeur absolue, que pour une valeur de n vérifiant l'inégalité
•^--j-jz<i ou (nH-l)>(wi4-I)
L'erreur commise en s'arrétant à un terme quelconque, & parlir de ceux qui vont en décroissant en valeur absolue et sont alternativement positifs et négatifs, est inférieure au premier terme négligé (129). 2° Soit z négatif, et égal à — Z\^ zk étant inférieur à l'unité. Si (m -4- 1) est positif, le rapport (tiM^.i : t<«) est positif et inférieur à zi, à partir de la première valeur de n supérieure à m. On aura donc (comp. 127, I)
Hit+i -♦- Wii+« 4- ti«+5 -♦- etc.<u«^i (1 -+- Zi -I- zj -I- zj -H etc.) ou— -^ii-.
Si m + i est nul ou négatif, tous les termes seront positifs à partir du premier; (u«+i : u^ deviendra et restera inférieur à Tunité, & partir d'une valeur de n telle que l'on ait la relation
q = r^<* ou (n -4- i)>(m -I- 1) . •
On aura ensuite
M«+| -♦- ««4.» -♦- tl»+3 -♦- etc. < UnAti (i -♦- î H- ?• + Ç' -♦- •••) OU — -1— .
5^ Si z = — i , la valeur exacte de la somme de n termes de la série est donnée par la démonstration même de la formule.
966. Ca» d'une variable imaginaire. Préliminaires. I. Nous représentons par {(1 -4- «))"• la fonction multiforme e"'*^^*+'^* (comp. n»' 81 et 445). Soient, comme au n^ 258, &> et tù' des angles compris entre — n et -♦- TT et tels que z = rc**', i -4- z = r'e"'* et, par suite,
i -♦- r cos « = K cos û>', r sin « = r' sin o)', r' = j/l -♦- r* -*- 2rco8(ù.
On aura
ml((l -*- z))"* = m (Ir' -♦- w'i -♦- 2A;7rt),
= r'"* [cos (m»' H- 2A;7rm) -♦- 1 sin (mw' -♦- â^irm)].
Si, (ù restant fixe, z tend vers zéro, l'on sait que u' tend vers zéro et r' vers l'unité (258). On a donc
((i))"» = cos 2A:7rm + i sin iknm.
Représentons par (1 -♦- «)"• celle des valeurs de ((i -♦- «))"* qui correspond i & =3 0. On aura
(1 -♦- z)"* = r'** (cos mw' -n t sin m«'), (1)"» s= i ,
Par suite, pour « as 0, on a (i -h zy^s=xi. De plus, d'après les propriétés des exponentielles imaginaires (67),
((1 -i- z))- = ((!))- (i -HZ)-.
Par suite, il suffit de chercher le développement de (t -h z)-, celui de ((i + x))- s*en déduisant immédiatement.
II. On trouve, comme au n® 263, en supposant que z ne paâse pas par la valeur — 1 ,
,. . , m tnlin — i) , tn(m — i)...(m — in-2)
Chaque fois que lim p = 0, pour n = oo , on a en série convergente :
(l+z)" = 4+-«H 5^^-^z'H--^ j^^^l -^z» + etc.
Pour que cette série soit convergente, il faut que, pour n = co , lim Un == 0, Un désignant le terme général de la série, ou celui qui en a n avant lui. D'après le n^' 262, cela n'a lieu que si le module de z est inférieur à l'unité, m étant quelconque ; ou si le module de z est égal à l'unité, fn H- 4 étant positif. Ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes, comme on va le voir, pour que lim p = 0, ou pour que la série convergente ait pour somme (4 + z)"*.
9M. Discussion. Posons, comme au n''258, 4 + Gr = Re^'. Alors
4 + 6r cos 6) = R cos û, 6 sin co =» R sin 12, R = i/4 -H 0V« -H 2Ôr cos « = (/(4 — Qr)* -4- iOrcos» J «.
Premier cas : r inférieur à V unité ^ cos (ù nul ou positif. Dans ce cas, R est plus grand que l'unité, et
mod p/= A j/2 (mod Un) j^^
a pour limite zéro, puisque lim mod Un = (262, 1).
Deuxième cas / r = 4 , cos &) nul ou positif. Même conclusion, d'après 362, III, pourvu que (m -4- 4) soit positif.
Troisième cm : r inférieur d tunité^ cos &> négatif. Dans ce cas, observons que R est plus grand que 1 — 9r, i — 9, i — r et que
modp«
Le second facteur du module de pe, qui est le module du terme général de la série
j- z 4- ^ f^ Iz' + etc
a pour limite zéro, pour n = oo , car on peut remplacer, dans 36S, I, m par m — i . Le premier facteur ne dépend pas de n, le troisième est inférieur à i'unilé et le quatrième est compris entre i et (i — r)"*''. Donc lim mod pe = 0, et lim p« = 0, pour n = oo .
Quatrième cas : r = if cos &> négatif y mais différent de — 1 (Le cas où cos Ci) = — i correspond k z = — 1 et a été traité au n^ 264, II). On a, dans le cas actuel, R = v/ [i — 0)' -♦- 40 cos" j w], quantité supérieure & i — 0, puis
1 /IT Jm— l)(m— 2)...(m— n-4-i) Vi—ÔV"* « ,
Pour n croissant indéfiniment, cette expression a pour limite zéro, si le second facteur a pour limite zéro, car les trois autres sont ou restent finis. Or, d*après 262, III, le second facteur a pour limite zéro si (m— i) + 1 ou m est positif. Mais cette condition suffisante n'est pas nécessaire, comme nous allons le voir.
D'après ce qui vient d'être démontré, on a
et lim p' = 0, pour n = « , si m -*- 1 est positif. Or, d'après les propriétés connues des coefficients du binôme,
(m-t-l)...(ni— /I-+-2) m(m— l)...(m— n+1) m{m — l)...(m— w-4-2)
On peut donc écrire la valeur de (1 + 2)"*+*, comme il suit :
xf. w ^(m — i) „ m(m — 1)...(m— «h-2) 1
ou, en divisant par (i + z),
Si m -^ i est positif, le premier facteur du premier terme de p a pour limite zéro, quand n croit indéfiniment; le second facteur reste fini; le second terme a aussi pour limite zéro, puisque lim p' £= 0. Donc enfin,
(i -i- zr = 1 -t- -7- ^ -^ — ^ « -♦- etc.,
si (m -4- 1 ) est positif, mod z = i^ cos (ù négatif.
967. Résumé. Dérivatiofiy intégration. On peut réunir tous les résultats précédents en disant que la formule
subsiste chaque fois que la série du second membre est convergente, ce qui arrive, quand le module de z est inférieur à Tunilé, ou quand ce module est égal à l'unité, mais que m + i est positif, sauf toutefois si z = — 1, auquel cas, il faut, de plus, que m soit positif. On peut écrire la formule du binôme sous la forme
r'" (cos moo' -4- 1 sin w»') = I -♦- j r (cos û) 4- 1 sin w) H — - — r» (cos 2« -♦- sm 2«) -♦- elc ;
ou encore, en multipliant par (cos mci>' — t sin mo)'),
r'"» == (cos m«' — • sin ww') -+- -- r [cos (mw' — w) — 1 sin (m»' — w)]
H ^j — T — ^ r« [cos (mw' — 2û)) — • sin (m»' — 2w)] -♦- elc.
En dérivant les deux membres de la formule du binôme terme à terme, on trouve la même formule où l'exposant m est diminué d'une unité. L'intégration reproduit aussi cette formule, où l'exposant est augmenté d'une unité. Ces deux opérations sont légitimes si le module de z est inférieur à l'unité, ou si le module de z est égal à l'unité et si le nouvel exposant est supérieur à — i, ou même à zéro, quand z^= — i.
9M. Cm parUeulters, l. Soit z = i tang x, x étant inférieur à J tt, ou égal i I TT, et, dans ce cas, m + 1 étant positif. On aura
(1 H- t tang x)"» =
I -♦- -- 1 tang X ~ — - — tang" x ^ —— 1 tang'x-f- etc
Multiplions les deux membres par cos"* x et observons que
cos* « (i -h t tang «)"• = (cos x -♦- • sin x)"» = cos mx -*- 1 sin mx.
II viendra, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire,
cos mx = cos" X ^- — - — cos*-' x sin' x
H ^ /' ^ — 7^ cos*-* X sm* X -I- etc. ,
fn , m (m — 1)(m — 2)
sm mx = -r cos*"" x sin x ^ — ; — -^^—z cos^'^x sin' x -h etc.,
formules trouvées en trigonométrie, pour des angles quelconques (n® 64), quand m est entier et positif.
II. Si tnodz=i, on a &)'=|ci), r'=2cos|a>. Supposons m + i > 0, et faisons i gi) &= x, ce qui suppose x compris entre — ^ tt et -«- ^ tt. Il viendra
2" cos" X = (cos mx — t sin mx) -♦- -■ [cos (m — 2) x — î sin (m — 2) x]
H ' — - — [cos (m — 4) X — t sin (m — 4) x] -*- etc.,
ou, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire,
Q- _ ^ / AY m(m — 4) / f\ . /.\
2"cos"x=cosmx-*- — cosfm — 2)xh — ^ — - — cos(m — 4)x-*-etc., (i)
= sin mx -f- ■- sin (m — 2) x h — ^- — - — sin (m — 4) x -i- etc.
Multiplions la première de ces relations par cos a, la seconde par sin a et retranchons le second résultat du premier, il viendra
2*1 cos™ X cos a = cos (mx 4- a)
-4- Y cos [(m — 2) X -♦- a] -1 ^- — - — cos [(m — 4) x + a] -*- etc.
Faisons x=y — {t: (ce qui suppose y compris entre et tt), puis, pour abréger, ^ mn = (3. Nous aurons
2* sin* y cos a = cos (wy -4- a — (3) -♦- — cos (my — 2y -4- a — ^ -*- ir)
H i — - — ' cos (wiy — 4y -4- a — p + 27r) -h etc.
s=« cos (my + a — j3) — — cos {my — 2y -♦- a — 13)
wî(m — 1) /Qv .
H i- — - — COS (my — 4y -4- a — p) -♦- etc.
Faisons successivement <x=/3, a = j3 — ^tt; nous obtiendrons
2*" sin"» y cos J mn
= cos my — — cos (m — 2) y h — - — cos (m — 4) y — etc. ; (2)
2'» sin"* y cos ^ (m — 1) tt
= sin my — -• sin (m — 2) y -*- —^ — - — ^sm (m — 4) y — • etc. (3)
Les formules (i) (2) (3) ont été trouvées en trigonométrie pour des angles quelconques, quand m est entier et positif (n<* 64).
969. Séries diverses déduites du binôme. I. On trouve immédiatement, suivant que le module de a est supérieur ou inférieur à celui de 6,
(a + 6)-* = a" ( 1 4. - ) = a« i -*- — - H \ ^ ^ -- -1- etc.
^ * \ aj L i a 4 . 2 a* J
m ., tn(iit " — 4) ...
= a* -♦- -7 a"»~*6 H ^ — - — - a*~'6* -4- etc. ;
IX I /. 6\*» . r, ma m(m — 4)o« 1
Si mod a =: mod bj les deux déyeloppements ne subsistent que si (m + 1) est positif, et même, de plus, si a + 6 := 0, m doit être positif. A part ce cas, où moda = modb^ la formule du binôme subsiste donc toujours, pourvu que Ton commence le développement par celui des termes a" ou 6** dont le module est le plus grand. Autrefois, on a cru la formule absolument générale, mais les résultats inexacts auxquels on a été conduit ont fait reconnaître le cas d'exception que nous venons de signaler. Ainsi, par exemple, en faisant a=1, 6=34, mt=s — i et m =s — 2, on a trouvé les relations évidemment absurdes :
— ■=! — 1 -f-i — i -4- i — i H- etc.; 7 = 1 — 2-h3 — 4-i-5 — 6-«- etc.
II. En écrivant — x au lieu de -f- z, — m au lieu de m, et reproduisant le développement primitif, on trouve les formules suivantes :
m tw(m— I) . m(m — i)(m — 2) , (1 -*-«r = l -^jz-^ ^^^ ^ '-4- ^^'^ ?z» + etc.;
(1 ^, )-^ 4 _^,^*»(^^ <),,_'»("' ^*^)(^-^^),,^ etc.;
,. . . w ni(m-t-l) . m (m -4-1) (m -I- 2) -
(1 — «)-"• = 1 -*--«-»- \ ^ «• -♦- — ^ — r-^ ^' -^ etc.
Ainsi, par exemple, on déduit de la dernière série, en faisant fn«il,2,^,
= i 4- jc -4- jc* -♦- je' -+- jï* -♦- etc. ;
I- 2z -♦- 3z' -*- 4x* -^ 5jî* -♦- etc
— :^^:^::3i =1 -^ -z ■*- ^l'-rZ^-i—T'-'-z*'^ eic. ^JZTi 2 2 4 2 4 6
La première donne la somme des termes d'une progression géométrique illimitée; la seconde est & la fois le carré et la dérivée de la première. On ne peut supposer z «= 1 dans aucune. Au contraire, même pour z = 1, on a, d'après la troisième formule générale où l'on fait m = j>
III. On peut remplacer z par une autre expression satisfaisant aux mêmes conditions que z. Ainsi, par exemple, en faisant z = i^y dans les deux dernières formules, il vient
= 1 -F^|«^--. -(*-*--.-.-<• H- etc.; 0^l«<1.
9T0. Certes pour arcam x, ArgShx^ x étant réel. On a, d'après la
formule du binAmo,
2 ii+l
(I + ozr*
On a posé, pour abréger
1. Soit, en premier lieu, z = (', (' étant au plus égal à Tunité. Nous aurons, en observant que le reste de la série est une partie 6 du (n -«- ly*^ terme,
Intégrons entre les limites et x. Il viendra (62, 79, 146, 4*)
ti.-i
I(x+j/l+x«)=ArgShx=x-.-.--*-..j.- (_i)-«j__-Hp,
Évidemment
ou
Or, pour n ss 00 , la dernière expression a pour limite zéro; donc aussi Km pt = 0, et l'on a, en série convergente, si x* est inférieur ou égal k l'unité.
l(x -f-|/1 + x«)-=ArgShx=x— -—-4- -.- — -♦- etc.
II. Soit, en second lieu, z = — V, t* étant inférieur h Tunité. Nous trouverons, en intégrant entre les limites et x,
p»=»-r" ' *(T=ërO î<^-2 1 ' *'
ou
Pour n «= « , ps a évidemment pour limite zéro. Donc, pour x* < i,
arc sin x = x-t- — — h -• — — i-^.- a. «te.
Si xasi, arc sin x=>= i tt; on trouve ainsi la série assez convergente
TT 1 1 1 13 1 1 3 5 t
etc.
Le développement de arc sin x en série est vrai encore pour x a- 1 ou arc sin X == I tt, mais il semble difficile de le démontrer d'une manière élémentaire.
111. Si l'on pose ArgSh x ou arc sin x égal h y, les séries précédentes s'écrivent
ISh'v < 3Sh«t/ y«Shy-.^^-.--^-etc.;
1 sin' V I 3 sin» y
y s: sin V -4- t; =-^ -H - • r- rr^ — CtC.
971 . Usage du binôme et des autres développements en série dans les calculs numériques. La formule du binôme, habilement maniée, peut servir h trouver rapidement les racines des nombres. Voici quelques exemples, empruntés partiellement au Cours d'Analyse de M. Catalan :
"*"lOOy"' '*"20 8000'*' 1600000 1280000000"*"^ '*
|/ÏÔ3=1o(^
1^2 = 1 V^^âlBïâ == 5 1^1024 8 o
On peut aussi procéder par approximations successives, en réduisant la formule à ses deux ou trois premiers termes et appliquant plusieurs fois la relation obtenue. On aura ainsi, pour chercher J^N =» j^(o* -4- 6),
N == a» -4- 6 = a'» -4- 6' = a"» h- 6" = etc.,
3o« 9a»' 3a'« 9fl'»
et a, a\a'\ etc. seront, le plus souvent, des valeurs de plus en plus approchées de V/^N.
En général, les développements en série établis dans ce chapitre donnent le moyen de calculer la valeur approchée de toute fonction élémentaire. Considérons, par exemple, l'expression
„_g*rctaDglog[f + sin(7iV~].
Nous poserons
a a» 6^, 6 =» arc tang c, c = log gf, j ==--♦- sin A, fc = f 7 - j •
Chacune de ces expressions peut être obtenue au moyen des développements trouvés plus haut (255, 259, 257, 256, 269, I, etc.) Si Ton avait c < i, on observerait que arc tang c =- arc cot c""* = Jtt — arc t ang <r* . On peut aussi ramener arc tang c, dans tous les cas, à arcsin(c:|/i -♦-c*). Rrmarque. Pour apprécier Terreur commise en s'arrétant à un certain terme dans le calcul d'une fonction Ff au moyen du développement de Maclaurin ou de Taylor, on doit pouvoir estimer les plus grandes et les plus petites valeurs par lesquelles passe la dérivée n*^* d'une fonction, quand ( varie de à sa valeur extrême. La théorie exposée dans le chapitre suivant, comme on va le voir, permet de faire cette estimation.
CHAPITRE IV. Maxima et minima
I. Voactloo explicite d*aae seule variable. 97t. Valeur mcmma ou minima. Une fonction Fx est dite avoir une valeur maxima (ou minima) Fx/t, pour une valeur x^^ de la variable, si Fx — Fx/a est négatif (ou positif) pour toutes les valeurs de x suffisam meut voisines de Xfi. Autrement dit, Fx/t est une valeur maxima (ou minima) de Fx, si elle est supérieure (ou inférieure) aux valeurs de cette fonction correspondant aux valeurs de x, plus grandes et plus petites que x^ et infiniment voisines de x^. On dit encore, en abrégé (mais cet énoncé ne s'applique, à la lettre, qu^aux fonctions continues), que Fxym est une valeur maxima (ou minima) de Fx, si elle est supérieure (ou inférieure) à toutes les valeurs infiniment voisines de cette fonction. Exemples : I. Le produit de deux quantités x, s — x dont la somme s est constante est maximum, si x = y^=^8{n? 4). II. La somme de deux quantités positives x, (p : x) dont le produit p est constant, est minima, si x = y ^={/p (n*' 4). III. La fonction
i 59 598xs
Fx = -x» -x*H 180x« -f- i,
a pour dérivée
F'x = x^ — 39x' -H 398x* — 360x = x (x — i) (x — iS) (x — 20).
Étudions les variations de Fx, depuis x == — 1 jusque x = 20^. De x«=- — 1 h x==0, la dérivée est positive et la fonction est croissante (498, 208); de x = à x«=il, la dérivée est négative et la fonction est décroissante; de x=i h x=i8, la dérivée est positive et la fonction est croissante; de x = 18 à x = 20, la dérivée est négative et la fonction est décroissante; enfin, de x = 20 à x -= 20| (et au delà), la dérivée est positive et la fonction est croissante. D'après cette discussion, Fx a deux valeurs minima, Tune pour x=0, l'autre pour x=18, deux valeurs maxima, l'une pour x=l, l'autre pour x=^20. D'ailleurs,
97S. Plus grande ou plus petite valeur absolue. On observera, à propos de l'exemple précédent, 1^ qu'un maximum F(0) = l, peut être inférieur à un minimum, F (20) == 69334 ^ ; 2« que le plus petit des
minima peut ne pas en être la plus petite vakur absolue^ dans un interyalle considéré. Ainsi, F (i), qui est le plus petit des minima, n'est pas inférieur à la valeur initiale F ( — 1); 3^ On voit, de même, sur d'autres exemples, ou sur celui-ci, si Ton donne à orune valeur suffisamment grande, 100 par exemple, que le plus grand des maxima d'une fonction, dans un certain intervalle, peut ne pas en être la plus grande valeur absolue. On trouve, en efiet, pour F (iOO), la valeur
100*( 20 — x) ■*" ^^*(^^|^ — 180^-4- 1 > iOf iOOOOOOOO > F(i8).
Si la plus grande valeur absolue d'une fonction, quand x varie de Xq h X, correspond à une valeur Xfi comprise entre Xo et X, FXfA est, à fortiori^ plus grand que les valeurs voisines de For; donc FXfi est un maximum et c'est le plus grand de tous ceux que présente la fonction. Mais il peut arriver aussi, comme on vient de le voir, que la valeur la plus grande absolue soit Fxo ou FX. Pour déterminer la plus grande valeur absolue d'une fonction, il faut donc comparer entre elles les valeurs extrêmes Fxo, FX et la plus grande des valeurs maxima.
De même, pour trouver la plus petite valeur absolue, il faut comparer entre elles les valeurs extrêmes Fxo, FX et la plus petite des valeurs minima.
Remarque I. Les fonctions discontinues peuvent ne point avoir de plus grande ou plus petite valeur absolue (204). Ainsi, x — E(x)(n* 7) est une fonction qui n'a ni valeur maxima, ni valeur plus grande que toutes les autres (204, II). II. On peut appeler semùmaxitnum (ou semi-minimum) d'une fonction une valeur de cette fonction, plus grande (ou plus petite) que les valeurs précédentes ou les valeurs suivantes de la fonction. Ainsi, la fonction Fx du n^" 272 considérée seulement entre X = — I et X = 20 ^, présente un semi-minimum pour x = — 1 , un semi-maximum pour x «> 20 4*
974. Transformation et simplification des questions rdatives aux maxima et minima, I. Les fonctions mu (m étant positif), u -t- G, e*, /u, ti', u^y etc. croissent ou décroissent en même temps que u. Par suite, elles passent par des valeurs maxima et minima en même temps que v. Au contraire, — ti, — mti, C — w, c"», 1 (1 :«) = — !«, u"*, ti"*, w', etc. varient en sens inverse de u; leurs maxima correspondent aux minima de u, et leurs minima aux maxima de u. Ces remarques s'appliquent
aussi aux plus grandes valeurs et aux plus petites valeurs absolues.
En général^ u et fu varient dans le même sens ou en sens inverse suivant
que fu est positive ou négative (198). Exbmple : Quand x varie de à
l'infini, la fonction u s= (i + x)' croit ou décroît en même temps que
lu => ti7 s= [1 (i -I- x) : x].
Or
Pour x = 0, 11?'= — ^, t? =0, t?' = 0; pour x positif, v' est négative, V est une fonction décroissante et, par suite, négative; w' est aussi négative et u? est une fonction qui décroit sans cesse à partir de sa valeur initiale 1 . D'après le n^ 201 , pour x = oo ,
Puisque ti; = lu décroit de 1 i 0, u décroit de e à 1 , quand x varie de & OD.
II. Une fonction paire prend les mêmes valeurs pour les valeurs positives de la variable et pour les valeurs négatives égales aux premières en valeur absolue (78). Donc, si elle est maxima ou minima pour x=Xfij elle est aussi maxima ou minima pour x=: — x^^. Si elle est croissante (décroissante) pour X = 0, FA — FO, F (— A)— FO sont positifs (négatifs) et FO est une valeur minima (maxima) (Voir Ex. i% 275, III). Une fonction impaire prend des valeurs égales et de signes contraires pour des valeurs positives de la variable et pour des valeurs égales et de signes contraires (78). Si donc elle est maxima (ou minima) pour x = X//, elle est minima (ou maxima) pour x <= — Xfi. Évidemment, elle n'a ni maximum ni minimum pour X = 0. Ces remarques permettent de n'étudier les variations des fonctions paires et des fonctions impaires que pour les valeurs positives de la variable.
975. Première méthode de détermination des maxima et minima, I. Une fonction Fx n*a ni maocimum ni minimum pour une valeur x^ de X telle que F'x^ a une valeur unique positive on négative. En efièt : 1' Si F'x^ est finie, on a (98) AFxyui «= Ax (F'xyu + e), e étant aussi petit qu'on le veut, en valeur absolue, quand Ax est suffisamment petit en valeur absolue. Le signe de F'xy» -t- e étant celui de F'x^a, Ax (F'Xfi -4- e) ou
AFx^i change de signe avec Ao? et, par suite, FXfi n'est ni un maximum ni un minimum de Fx (272). â** Si F'x/^ est infinie, positive ou négative, {\FXfi : Ax) est aussi grand qu'on le veut, en valeur absolue, mais positif ou négatif; AFx^x change donc encore de signe avec Ax et Fx^ n*est ni maxima ni minima.
CoROLLAiRB. Les valeurs de x qui rendent Fx maxima ou minima sont parmi celles qui rendent F'x nulle ou discontinue par saut brusque d'une valeur à une autre.
II. Une fonction Fx passe par un maximum ^ pour une valeur Xp. de x, si la dérivée F'x, supposée continue entre et — h et entre et A, est positive pour les valeurs x^ — h plus petites que x^x, négatives pour les valeurs Xfi-^ h plus grandes que Xu, h étant suffisamment petit. La fonction Fx passe par un minimum, si F'x est négative pour les valeurs Xfi — A, positive pour les valeurs XfjL + h. Autrement dit, Fxy^est maxima ou minima, suivant que F'x, en passant par F'x^^ passe du positif au négatif ou du négatif au positif. En effet (206), les différences
F (x^ — A)— Fxyu =- — AF' (x^ — 0A), F (x^ h- A) — Fx;^= AF' (x^ + e,A),
sont de même signç, toutes deux négatives dans le premier cas, toutes deux positives dans le second.
III. Exemples, i* Le produit x{s — r), déjà considéré (n** 4), aune dérivée s — 2x, qui s'annule en passant du positif au négatif pour X =^s; donc ce produit est maximum pour cette valeur de x. 2^ La fonction y = b -h {^{x — a)* a pour dérivée y' = | t^(ap — a)*"' ; y' est négative pourx<a, positive pour x>a; elle saute brusquement de — oo a + 00 pour X = a; donc t/, pour x =3 a, prend la valeur minima y = 6. L'équation précédente représente une cubique ou courbe du troisième ordre ayant au point (x = a, y = 6) un point de rebroussement. 5" La fonction y = 6 -1- l^(x — a) a pour dérivée y' = 5 V^(x — a)"*, quantité toujours positive, même pour x = a^ auquel cas elle est infinie; y, fonction toujours croissante (198) n'a donc ni maximum, ni minimum. La cubique y = 6 -*- (/^(x — a) a au point (x = a, y = 6) une tangente verticale qui traverse la courbe; ce point est un point d'inflexion. 4° La fonction y=x Th x"', pour x = 0, a (96) pour dérivée lim (y : x) = lim Tb x"* == d= 1 suivant que x est positif ou négatif. La fonction y est paire; elle est croissante à partir de x «= 0; elle a donc (274, II) un minimum quand x = Of valeur pour laquelle y' saute du négatif au positif. Elle n'a
d'ailleurs aucun autre maximum ou minimum; car, pour x positif, y'=[(Sh x~*. Cil X""* — X"*) : Ch* x~*], quantité positive, puisque Ch «-*, est supérieur ki et Sh x^', à x~', d'après le développement de Shz (256). La fonction paire y décroit donc depuis x = — oo jusqu'à x =» et croit depuis X = jusqu^à x = qo .
IV. Remarque. Les trois derniers exemples prouvent bien que si le maximum ou le minimum d'une fonction correspond à une valeur de la dérivée qui n'est pas nulle, cette dérivée doit être discontinue par saut brusque (ex. â% 4^); il ne suffit pas qu'elle soit inGnie, comme on le dit quelquefois (ex. 3<*).
976. Seconde méthode. On emploie cette seconde méthode, quand il est difficile de déterminer directement le signe de F'(x^tt — A), F'(x^-i- A). L THéoRÉHE FONDAMENTAL. Si les foHctions Fx, F'x, F"x,.... F"Xyui sont continues depuis Xfi — A jusqu'à X/i ^h, h étant suffisamment petit ^ m, de pluSj F'Xfi = 0, F"x;* = 0,..., F""*x^ = 0, sans que F"Xyui soit nulle, le signe de F (x^* d= A) — Fx^ est celui de (dz A)" F^x^. Par suite, si n est pair, FXfi sera une valeur maxima ou minima de ¥x, suivant que F"X/a sera négative ou positive; si n est impair, Fx^ n'est ni un maximum, ni un minimum de Fx. En effet : i° En appliquant n fois le théorème de Lagrange (206), Ot, 6t, ..., 9«,_i désignant des quantités comprises entre zéro et l'unité, il vient
F (x;* -♦- Ax) — Fa?;* =» AjF' (x,u-^ e< Ax) = Ax [F' (x^ h- 6i Ax) — F'x^],
F' (x;* -♦- 0, Ax) - F'X;* = 0«AxF" (x^ -*- e,ô,Ax)
= 04 Ax [F"(x^ -H 0,0|Ax) — F" x^],
F" (Tf, -1. 0»0,Ax) -^ F"x^ = 0t0iAxF'" (x^ -*- 080i0i Ax)
= 0,01 Ax [F'"(x^ -4- 050,04 Ax) — F'" X;*],
F-* (xy^ -+- 0„-4 0«-«... 0«04Ax) — F--« X^ = 0,.| 0^_,... 0,04 (F-x^ -♦- £).
Multipliant ces relations entre elles et posant 0i0t... On.i «='0, nous
trouvons
F (x;* db A) — Fx^ = 0Ax- (F-x^ -4- e).
â** En appliquant le théorème de Taylor, avec la forme du reste de Liouville (235), on obtient la formule précédente sous la forme
F (x;* -H Ax) — Fx^ = i Q r ^ C^"^/* -^ ««)•
1 •2ad*** If
S"" Puisque e et tt sont aussi petits qu*on le veut, le signe de AFx;& est celui de Ax" F'x^* = (db A)* F"x^. Quand n est pair et F"X/* < 0, AFar^ est toujours négatif, que Ax soit égal à -4- A ou à — A, donc, Fx/i est une valeur maxima de Fx; si F"X;a est > 0, AFx^ut est positif pour Ax = A et Ax =:=3 — A et FXfi est une valeur minima de Fx. Quand n est impair, AFx/A, qui est encore du signe de Ax"F"XyK, change de signe avec Ax; Fx est croissante ou décroissante pour x = Xfi suivant que F"x^ est positive ou négative; dans le premier cas, F {Xfi — A) < ¥x/a<^¥ (x^k-i- A), dans le second F (Xfi — A) > Fxytft> F {Xf, + A). Si n est plus grand que 4, F'« = 0, et, par suite^ la courbe y s= Fx est traversée au point (x/i,Fx^) par une tangente parallèle i l'axe des x. Ce point est donc un point d'inflexion. Au point de vue géométrique, les points d'inflexion d'une courbe y =3 Fx sont plus remarquables que les points d'ordonnée maxima ou minima, puisque la propriété dont ils jouissent subsiste si l'on change les axes des coordonnées.
RBHARQrB. On peut encore énoncer le théorème prëcëdent ea disant que F passe par un maximum (ou un minimum), si Ton a (fF = 0, rf«F = 0, d»F = 0, ..., d--*F = 0, rf-F négative (ou rf-F positive), quel que soit le signe de Ax, ce qui suppose n pair.
II. Exemples, i" y=x* — 3ax cos 9 -♦■ o*, y' = 2x — 3a cos 9, y" = 2. La dérivée y' s'annule pour x = acos(p, y" est positive; donc y est minima pour x = a cos cp. Ce résultat est évident géométriquement, si l'on observe que a, x, 9, y peuvent représenter, dans un triangle ABC, respectivement, le cdlé fixe BC, le côté variable CA, l'angle fixe BCA et le carré du troisième côté AB; AB est le plus petit possible quand ce côté
est perpendiculaire à AC.
X* X (x — 2o) ^o .. =. yf — - _^ ^ , i^a dérivée v' s'annule pour x =
et xe= 2a; elle ne saute d'ailleurs pas brusquement de — 00 à -«- oo
pour la valeur x =3 a qui la rend infinie. Les seules valeurs qui puissent
correspondre à un maximum ou à un minimum sont donc x s= et
x ss 2a. On a
y" = ^ -*- X D, ; ou y" = ■ r- H- (x 2a) D, ; rr»
D'après la première formule, pour x<=0, y" est égale à — 2a~';
d'après la seconde, pour x^- 2a, y" est égale h + 2a~^ La fonction y
est donc maxima pour x :=» et est égale à : elle est minima et égale à
4a pour x t= 2a. Elle a d'ailleurs un semi-minimum pour oc »= — oo , un semi-maximum pour a; =a + oo . Selon qu'on suppose y = — oo ou y =3 + 00 , pour x =? a, valeur pour laquelle la fonction est discontinue, elle y est miniroa ou maxima; mais un pareil maximum ou minimum échappe évidemment aux théories précédentes qui ne s'appliquent qu'aux valeurs finies des fondions. Géométriquement, y = [x' : (x — a)] représente une hyperbole ayant la droite x = a pour une de ses asymptotes. On observera le procédé employé ici pour éviter de calculer complètement la dérivée y'\
3** Pour » = 0, les sept premières dérivées de Ch x -♦- cos a: — ^ «* s'annulent, mais y""" = Ch x + cos x ^^ 2; donc y a une valeur minima, savoir 2, pour x=: 0. On trouve d'ailleurs, par le n^" 256, VI, les développements
qui conduisent à la même conclusion, si l'on applique la première méthode ou la remarque du n° 274^ et permettent de voir, en outre, que y ne s'annule que pour x = 0; par suite, il n'y a pas d'autre maximum ou d'autre minimum que celui qu'on vient de trouver.
4° Soit y=(x — a)" (px, cpx étant une fonction entière qui ne s'annule pas pour X = a. La dérivée n*^^ de y, d'après le théorème de Leibniz (173), est la première qui n'est pas nulle pour x = a et elle est égale a 1.2... /i(pa. La valeur y == 0, correspondant à x = a sera donc maxima, si n est pair et cpa négative; minima, si n est pair et cpa positive; elle ne sera ni maxima ni minima, si n est impair.
977. AuTRB BXBMPLB. Trouvev le triangle rectangle d'aire |ti lapins grande possible parmi ceux où la somme x -4- y de la hauteur x et de l'hypoténuse y est une constante s. Onafi<=xy = x(« — x). La valeur la plus grande (n^ 4 ou n^ 273, III, l"") de la fonction x{s — x) correspond k x = s — X ou x = yB=:i«. Mais ces valeurs de x et de y ne donnent pas la solution de la question géométrique, parce que l'on n'a pas exprimé, par la relation u = x {s — x) seule, la condition que le triangle est rectangle. Dans un pareil triangle, la hauteur x, tout au plus égale à la médiane (ou à la moitié {y de l'hypoténuse), ne peut devenir égale à cette hypoténuse y. La fonction analytique u=» x(s — x) varie donc dans des limites plus étendues que l'aire du triangle rectangle. Pour
résoudre la question géométrique, il faut étudier Texpression x{$ — x) en donnant à x seulement les valeurs que la géométrie permet de lui attribuer. Or, x pouvant au plus devenir égal i { y, de Tégalité X 4- y = «, résulte que x ne peut varier que de à ^i; dam ces limites, u' = 8 — 2x est positive ; u croit donc depuis la valeur 0, correspondant à x = 0, jusqu'à i 9.1 s = ^8^, correspondant k xeai«; q est un semi-minimum, |<' un semi-maximum de u, donnant la valeur la plus grande de Taire étudiée; cette dernière valeur correspond au cas où le triangle rectangle est isoscèle.
Rbmarqub I. L'exemple précédent montre bien qu'il y a lieu de tenir compte, dans la mise en équation des problèmes relatifs aux maxima et aux minima, des conditions imposées aux variations de la variable indépendante ; ces conditions sont souvent exprimées par des inégalités. Ainsi, dans le cas actuel, en exprimant la condition que le triangle est rectangle, on trouve : 0^x'^|(« — .x). En laissant cette condition de côtë^ on traitait un problème plus général, par exemple, celui-ci, qui est d'ailleurs indéterminé : Trouver le triangle {rectangle ou non) d'aire ^ u la plus grande possible où la somme x + y de la hauteur x et de la base cet respondante y est une constante s. La solution est ici x=y = ^s (triangle, isoscèle ou non, de hauteur égale à la base).
IL En choisissant une autre variable, on peut trouver directement la solution de la question primitive, sans employer d'inégalités, parce que l'on exprime, dans l'équation même du problème^ que le triangle est rectangle. Appelons t l'angle de la médiane z avec la hauteur x. On aura
s y = 2z, X = z cos ^, X -f- y = (2 + cos ^ = «> J^ =
â +C0 st
2«* cos t du ^ . sin « (2 — cos t)
u = xy = y -T- = — 2»' ^ •
^ (2 -♦- cos 0* dt (2 -^ cos <)'
La dérivée ul passe du positif au négatif seulement pour ( = 0, ce qui donne z = ^«, x = |«, y = |«.
IL Fonction» explicites de pluolenro variables. 97S. IJéfinitions. Considérons, pour plus de simplicité, une fonction de trois variables seulement, u = F (x, y, z), et supposons que x, y, z puissent recevoir toutes les valeurs correspondant aux coordonnées des points situés dans un volume V limité par une certaine surface S, ou situés sur cette surface. La fonction F est dite avoir une valeur maxima (ou
minima) P (ar^n, y^, Zfj)^ sî la différence F (x, y, jr) — Pfarym, y^u, i^;*) est négative (ou positive), pour toutes les valeurs de x, depuis Xyu — h jusque Xft -^ h, pour toutes les valeurs de y, depuis y^ — k jusque y^ui + it, et pour celles de z depuis Zfi — l jusque ZfjL *- /, A, k, l étant suffisamment petits. Autrement dit, F (Xy», y^», z^) est une valeur maxima (ou minima) de F si elle est supérieure (on inférieure) aux valeurs de cette fonction qui correspondent aux valeurs des variables infiniment voisines de XftjyftyZfi, plus grandes ou plus petites; ou encore, en abrégé, F {Xftj y/m, Zfj) est une valeur maxima ou minima de F suivant qu'elle est supérieure ou inférieure & toutes les valeurs infiniment voisines. €e dernier énoncé^ pris à la lettre, ne convient toutefois qu'aux fonctions continues. Exemple. A l'intérieur de la sphère x' h- y* + z* = R', la fonction ti = (ax -t- fey -♦- cz)* -4- (my -♦- nz)* -4- p^z* a la valeur 0, pour x = 0, y:=0, iz^^O; cette valeur est un minimum, puisque, pour toute autre valeur des variables, u est positive.
Aucun point s de la paroi S qui limite V ne peut correspondre à un maximum ou h un minimum, puisque Ton ne peut attribuer à x, y, z toutes les valeurs infiniment voisines des coordonnées de «, sans sortir du volume V. Si nous comparons la valeur de F, au point s dont les coordonnées sont x«, yj, Zj, à toutes les valeurs de cette fonction, aux points infiniment voisins situés dans V ou sur S, F (x„ y«, Zg) est un semimcmmutn de F, si AF (Xj, y«, z,) est toujours négatif, un semi-mimmum, sî AF (x«, y„ Zt) est toujours positif. Exemple. Dans le volume limité par la sphère x* -♦- y* -*- z* = R*, la fonction (ax -f- fcy)' -h tn'y* — p'z* a deux semi-minima, savoir, pour x = 0, y = 0, z =^ d= R.
Quand une fonction a^ à l'intérieur de V, une valeur plus grande (ou plus petite) que toutes les autres, elle est à fortiori^ plus grande (ou plus petite) que les valeurs in6niment voisines; donc cette valeur de F est un maximum ou un minimum. Si la plus grande (ou la plus petite) valeur absolue correspond à un point de la paroi S, cette valeur est en même temps un semi-maximum (ou un semi-minimum). On trouve donc la plus grande (ou la plus petite) valeur absolue des fonctions, en comparant entre eux tous les maxima et semi-maxima (ou tous les minima et semi-minima). Une fonction peut ne pas avoir de plus grande (ou plus petite) valeur absolue. Ainsi u = [x — £ (x)] [y — E (y)] [z — E («)], où X, y, z varient de à 1 inclusivement, est une fonction qui varie de & I exclusivement; la valeur i n'est jamais atteinte, quoique u puisse en
approcher autant qu*on le veut; u n'a pas de plus grande valeur absolue.
Remarque. La recherche du semi-maximum ou du semi-minimum de F revient à celle du maximum ou du minimum de F, pour les valeurs de X, y, z vérifiant l'équation de la surface S. C'est un problème de maximum ou de minimum relatif & traiter par les méthodes do paragraphe suivant (285).
979. Première méthode. I. Une fonction F (x, y, z) n^a ni maximum ni minimum pour un système des valeurs (Xfi, y^u, Zf») tel que l'une au moins des trois dérivées partielles Fi (xy*, y^», Zfi)y F, {x/i, yy», Zft)y F[ (XfjLy yyu, Zfi) ait une valeur unique, positive ou négative. En elTet, soit, par exemple, F« {Xfi, y^», Zfi) positive ou négative. Alors, en laissant y et x invariables, on trouve que . F (x^ut -+- Ax, y, z) — F (x, y, z) change de signe avec Ax (275). Donc F(xyui, y/m, Zyu) n'est ni maxima ni minima.
CoROLLAïKB. Lcs systèmcs de valeurs de x, y, z qui peuvent rendre F maxima ou minima se trouvent seulement parmi ceux qui rendent les dérivées partielles de la fonction nulles ou discontinues par saut brusque.
II. Soit (Xfiy yfiy Zfi) un système de valeurs de x, y, z pour lesquelles F«, Fy, Fa, sont nulles ou discontinues. Moyennant certaines conditions de continuité (2ii), on a
AF = Ax Fi (x^ -♦- Ax, y/t h- 0Ay, Zfx -^ Bàz) -4- Ay Fy (Xfi -4- ÔAx, yfi -i- 0Ay, z^ -+- 0Az) -♦- àz F'a {Xfi -f- 6Ax, yfi •*- 0Ay, Zfi + ÔAz).
Si la somme des trois produits du second membre est toujours positive (ou toujours négative) pour des valeurs suffisamment petites de Ax, Ay, àz, et quel que soit le signe de ces accroissements, AF sera aussi toujours positif (ou toujours négatif) et, par suite, F (Xfi^yfi, Zft) sera une valeur minima (ou maxima) de F.
III. Exemple. u = (x — a)* -{- (y — 6)* h- (x — y)'. Les dérivées partielles
ti; = 2 (2x -*- y — a), tij = 2 (2y h- x — 6),
ne sont discontinues par saut brusque, pour aucune valeur des variables, mais elles s'annulent pour a;yu »= ^ (2a + 6), y^^ = { (a + 26). Si X =3 XyiA -♦- 6 Ax, yz^yfj,-^ 0Ay, on trouve «i = 29 (2Ax -♦- Ay), ^ = 2d (Ax -i- 2Ay). Donc
Al* == 49 (Ax* + Ay* -+- AxAy) = Ô [(Ax -+- 2Ay)* h- 3Ax«] ,
quantité toujours poditive, que Ax et Ay soient de même signe otl non, ou que l'un de ces accroissements soit nul. La fonction u passe donc par un minimum pour les valeurs x = X/t^ y =yfj,. Un calcul direct permet de voir que, dans le cas actuel, 6 = |- On trouve, en effet, aisément,
At« = 2 (Ax' -*- Ay* + AxAy).
9§0. Seconde méthode. Il est souvent difficile de voir si AF reste toujours de même signe, quand on emploie l'expression de cet accroissement au moyen des premières dérivées partielles de u. Dans ce cas, on introduit, dans l'expression de AF, les dérivées partielles de F d'ordre supérieur, en employant plusieurs fois le théorème de Lagrange, ou en recourant directement au théorème de Taylor, qui conduit pluç rapidement à des résultats équivalents.
I. Théorème. Si le théorème de Taylor est applicable à la fonction F pour les valeurs Xfi^ y^c, £^, des vcanables considérées; «t, de plus^ dF, cPF, ..., d"~^F sont nulles pour x = X/i, y ==»y/*j s^^^Z/ij quels que soient Ax, Ay, Az (c'est-à-dire si toutes les dérivées partielles de F jusqu'à celles d'ordre n — \ sont nulles) sans qu'il en soit de même de d"F, le signe de AF sera celui de d'F. Par suite, si n est impair^ AF changera de signe en même temps que d"F quand Ax, Ay, Az changeront simultanément de signe, et F (Xyu, y/t, z^) ne sera ni maxima, ni minima. Si n est pair et si d*¥ Cht une fonction de Ax, Ay, àz toujours positive {ou toujours négative)^ il en sera de même de AF et F (x^», y^u, Zp) sera une valeur minima {ou maacima) cf^F; si d*F ei, par suite, AF peut changer de signe^ F (xyu, y/*, 2^) n'est ni maxima ni minima; enfin j si c("F peut s'annuler sans changer de signe, on ne peut rien conclure. Ce théorème résulte évidemment de celui de Taylor, qui, dans le cas actuel, se réduit
à l'égalité
AF = h r,
où r désigne le reste de Liouville et où
d»F =-— Ax" 4- T -; — tt Ax*~* Ay h- - --; — -j- Ax'-'Az -f- etc. dx" i dx"-«dy ^ i dx'^-^dz
On sait, en effet, que si d"F n'est pas nulle, on peut (250) faire en sorte que d"F donne son signe à AF, pourvu que l'on rende simultanément Ax, Ay, Az suffisamment petits, les rapports de ces accroissements restant d'ailleurs invariables.
n. ExEHH^ ti==T* -4- jf* — «• -«-xjf — 3^. Od trouTe if;=4x* — 2x+y, ii; = 4y» — 2y + x,
ii;" = 24x, <'=24y, iÇ = 24, iÇ = 24.
Les équations Vs=0, «4=0, peavent être remplacées par tiL + «4=0, tt^ — «fy = 0, oa, en décomposant en factenrs,
(x+y)(te«— 4a[y + V— ^)=0, (x— y)(4««H. iayn- iy*— 3)=0. Ces relations donnent les systèmes de Talears soÎTants : I* x=sO, ys=0; 2* x= — y = db4l/3; 3^x = y = db|- On a, d'aîUears, en posant Ax = *,Ay = i,
A«i=i[*«(i2x»— 2) -4- 2** -«- 4« {*%• ^ 2)] -♦- (4*'x^ 4*»y) -h (A* + *♦)• Ponr le premier systcmc,iPii=—2(*«— Ain- A«)=—2[(A— ;*)«+$*«], quantité toojonrs négative; la Taleor correspondante, v = 0, est maxima. Pdnr le second système, dhi = 7A> ^ 2AA -1- 74« = 7(A-4- Ai)»^. effA*, quantité toujours positive. La Taleur correspondante « = — 4 | est rainima. Pour le troisième système, d*v = i(A + A)*, quantité positive, sauf si A ss= — A, auquel cas elle est nulle. On ne peut donc rien décider au moyen des principes généraux. Mais on a
A«* = 4(A + A)« ±2(A» + t») -4- (ii* H- A*), quantité qui peut changer de signe, pour A et A de signes contraires. En effet, posons A-4-A = f, AA=p. On aura
Aii= |«« db 2(<» — ^) H- a* — 4pf« -4- 2^«
= ï[{* =P ^Y — 52p«l ±*2«» — 4pa« + s».
Sis=0, Av=^'^A' + A', quantité positiTc; si s=d:6p (pétant négatif, pour que A et A soient, en tout cas, réels), A« = — I6p' (f — I8p — 8lp'), quantité négative, si p est suffisamment petit. Puisque Av peut changer de signe, u n*a ni maximum ni minimum pour x = y =- d: | • Ams EXEUPLB. ««=y* — 4y'x-4-5x*. On trouTe iii = 6x — 4y% tc^ ss ky* — 8yx, quantités nuUcs seulement pour x = 0, y = 0. Pour ces valeurs, Aii=3A«— 4AA» + A*, d*ii=6AS dhi=—9Ut\ <Ptt=2AA«. Si A est différent de 0, on peut toujours choisir A assez petit pour que lpt1, qui est positif, donne son signe à An; mais si A = 0, dht «= 0, et les principes généraux n'apprennent plus rien. Cependant Am = (SA — A') (A — A*) peut changer de signe. En effet, pour A* s= 4A, Au = Zk\ pour A* = 2A, A« s=: — A*. Donc, u n*a ni maximum ni minimum. Cet exemple est emprunté à Peaho comme la remarque générale suivante.
Remarque. Dans les deux exemples précédents, les râleurs de h et & qui annulent d^u^ annulent aussi d'à et rendent d*u positif, ce qui, au premier abord, peut faire croire à Texistence d'un minimum. Il n'en est rien, comme on vient de le voir. Cette singularité inattendue provient de ce que la propriété fondamentale (250) du reste de Liouville ne subsiste plus quand la différentielle à laquelle on le compare peut devenir nulle, pour certaines valeurs de Ax, Ay, etc. Dans ce C4is, pour des valeurs de ces accroissements des variables, infiniment voisines de celles qui annulent d*Uj cette différentielle peut devenir aussi petite qu'on le veut et, par suite, devenir inférieure au reste de Liouville.
9S1. Cas où l'existence du maximum ou du minimum dépend de d^u seulement. On peut souvent déterminer, par une discussion simple, les cas où d^u conserve ou non toujours le même signe, comme il suit :
Fonctions u= F {Xf y) de deux variables , Soient o;^, y^i des valeurs telles que Fi (x;*, y^) = 0, FJ (x^, y^) = 0. On aura d*u = oA* -4- 2bhk -*- ci*, si l'on pose
Ax = A, Ay = A, Fi' {x/,, y^) =» o, Fi^ (x^, y,,) = 6, FJ' (x^, y^) «= c.
Premier cas. a=sO, c=:0. Alors d'u = â6AA; cette différentielle change de signe avec A, si on laisse A invariable; donc F (x/t, y^u) n'est ni une valeur maxima, ni une valeur minima de F. Toutefois, si l'on avait 6 =3 0, d*u serait identiquement nulle et n'apprendrait rien sur l'existence du maximum ou du minimum de F.
Second cas. Si a ou e est différent de 0, a par exemple, on a
d»M =i(aW -4- 2a6AA -*- ocA*) = - [(oA h- 6A)« -f- (oc — 5«) A«]. a a
Si ac — 6' est positif, d^u est toujours du signe de a, sauf si A=0, A=0, cas évidemment exclu; car, dans une question de maximum ou de minimum, une des variables, au moins, doit recevoir un accroissement. Si a est positif, u est minima, si a est négatif, u est maxima, pour les valeurs X = X/c, y =yytc. De l'inégalité ac — 6' > résulte d'ailleurs que a et e sont tous deux positifs ou tous deux négatifs. Si ac — 6* est nul^ d*u = [{ah -f- 6A)* : a] et est encore du signe de a, sauf si A et A sont choisis de manière que ah •+- 6A = 0; alors, d*u = 0, et l'on ne peut rien conclure touchant l'existence du maximum ou du minimum. iSt ac — 6' est négatifs pour A = 0, d^u = ah* et est du signe de a; pour A quelconque et A tel que oA -^ 6A sss 0, d*u ^=» [{ac — 6*) A* : a] et est de signe contraire
& a. La fonction u n*<« donc ni maximum ni minimum pour les valeurs considérées des variables.
Remarque. Le dernier cas comprend celui où a = c = 0, puisque alors oc — 6* se réduit à Texpression négative — 6* ; l'avant-dernier comprend de même celui où a = 6 =3 c = 0. On peut donc résumer la discussion précédente comme il suit : Sij pour x= x^i, y s=yyu, /«.hessibn, ou déterminant fonctionnel (161) des dérivées partielles de la fonction considérée^
cPm cPtt
dx* dxdy
d*u d*ti dxdy dy*
(lequel est égal h ac — 6'), est positif, u est minima ou maxima pour ces valeurs des variables^ suivant que les dérivées Ux= a, Uy «= e sont toutes deux positives ou toutes deux négatives; si le hessien est négatif, u n'est ni maxima ni minima; si te hessien est nu/, on ne peut rien conclure. Exemple. Si u = acy [/{r* — x* — y'), on a
V/(r* - x« - y*) ' "' [/{f' " x« — y«) Ces dérivées s'annulent pour les systèmes de valeurs suivants :
(x=0,y=0); (x=0,y = d=r); (y=0, x=:dbr); ^x==by=dz j-^j.
Aucun des trois premiers systèmes ne conduit à un maximum ou un minimum pour u. En elTet, par exemple, pour x = 0, y = f^ on a t« -= 0; pour X = A, y = r — A, t< = A (r — *) l/[r» — (r — kY — A*] ; pour x = — A, y=r — *, ii = — A(r — A) ^/[r» — (r — A)' — A*], valeur de signe contraire à la précédente. Les quatrièmes systèmes conduisent, au contraire, à un maximum ou à un minimum. On trouve, en effet, pour x = dr y = db (r : V/3),
— 4xy
j/r" — X* — y* — 4xy
yr* — X* — y«
Les signes — de u'^^ ti^y correspondent au cas où x => y, les signes +, à celui où x=s — y* Le hessien est 4r*; u a donc une valeur maxima pour x=y==i:(r : |/3), une valeur minima pour x=» — y==fc(r : \/Z).
5ISt. Ponctions u = f(x^ y, z) de trois variables. Soient X/t^y/i^ z^u, des valeurs annulant /i (x, y, z), /^ (x, y, z), fl (x, y, z). Posons Ax = A, Ay = A, Az ==! /, et soient pour x =» Xy», y = y^», z =a z;*,
m;'=a, tt; = B, «;=€, t<;;=F, ii;;=g, i*;y = H.
En général, le signe de Au dépendra de celui de
(Pu = AA» -*. Bik« H- C/» ^- 2BA* -*- 2GA/ ^- ^¥kl.
Premier cas principal. \^ SiA=3B = G=:0, sans que F, G, H soient nuls simultanément, d^u = 2FÀ:/ + 2G/A + 2Uhk. Pour fixer les idées, soit, au moins, H dilTérent de zéro. Alors, pour A = a*, & = |3*, { = 0, cPm = 2Ha«(3«; pour A = a«, A =— (3», / = 0, d«M = — 2Ha«/î«. Puisque cPtt peut changer de signe, u n'a ni maximum ni minimum pour les valeurs xs=sXfij y =y/cf z = Z;(& des variables. 2"* Si, outre A, B, C, on a aussi F, G, H nuls, d*u est identiquement nulle et l'on ne peut rien conclure.
Second cas principal. Si A, B, ou C est différent de zéro, A par exemple, on a
Arf'tt = (AA ^- HA -*- G/)* -H <p (A, /), ç (A, /) == oA« + 26A/ + el\ a = AB-.HS 6 = AF— GH, c = AC — G».
On doit considérer cinq cas particuliers : 4® 9 (A, l) est une fonction toujours positive, quand A et / ne sont pas nuls à la fois. Gela a lieu, d'après la discussion relative aux fonctions de deux variables seulement, si a et ae — 6* sont positifs. Alors Ad^u est aussi toujours positive quand A, k, l ne sont pas nuls simultanément; car, si A «» 0, I =» 0, Ad*u = A*A' et si A et / ne sont pas nuls tous deux^ 9 (A^ l) est positive et (AA -t- HA -i- GQ' est positif ou nul. Dans cette hypothèse, d^u ayant toujours le signe de A, u est minima ou maxima suivant que A est positif ou négatif. 2* 9 (A, l) est une fonction toujours négative^ quand A et t ne sont pas nuls k la fois. Cela suppose a < 0, ac — &*>0. Alors Ad*u peut changer de signe; car, si A = 0, I s 0, Ad^u == A'A*, et, si A et I sont différents de zéro et A tel que AA + HA -4- G/ =3 0, Ad'u = 9 (A, /), quantité négative. Puisque cPm change de signe, f{XfifyfiyZfi) n'est ni une valeur maxima, ni une valeur minima de /"(x, y, z). S*" 9 (A, /) est une fonction positive ou nulle (même identiquement) quand A et / ne sont pas nuls h
la fois. Cela suppose a positif (ou nul, quand 9 est identiquement nulle), et oc — 6* =« 0. Alors, Xd*u est nulle pour toutes les valeurs de i et de / qui annulent cp (&, /) et pour h tel que AA + HA; + G/ =3 0, positive pour toute valeur autre de h combinée avec n'importe quelles valeurs de k et de /, et pour toutes les valeurs de k et I, qui n'annulent pas 9, combinée avec n'importe quelle valeur de h. Dans ce cas, puisque d*u peut être nulle, on ne peut rien conclure. 4"* 9 (ky l) est une fonction négative ou nulle (non identiquement) quand & et / ne sont pas nuls & la fois. Cela suppose a négatif, ac — 6* = 0. Alors kcPu peut changer de signe et u n*a ni maximum ni minimum pour les valeurs considérées des variables. En effet, si & = 0, / = 0, AflPu = A'A*, et, sik et l ont des valeurs telles que 9 {k, l) soit négative, en posant AA -«- HA: -1- G^ = 0, AcPu est égale h cette quantité négative 9 (&, l), 5° 9 (A, l) est une fonction qui peut être positive ou négative à volonté. Cela suppose ac — 6*<0. Alors, en prenant AA + Hj; + G/ = 0, Ad*u se réduit à 9 (A, /) et peut aussi changer de signe; donc u n'a ni maximum ni minimum.
Remarques. I. Dans le i"* du premier cas principal, on a a = — H'» 6 sa — GH, c = — G' ; par suite, a est négatif et oc — 6* == 0, comme dans le 4"* du second cas principal. Dans le 2^ du premier cas principal, on a a = 0, 6 => 0, e = 0, ac — 6* = 0, comme dans le 3** du second cas principal. Pratiquement, on peut donc fondre le premier cas principal avec le second.
II. On peut résumer plus facilement la discussion précédente, en j introduisant quelques expressions empruntées à l'algèbre ou à la théorie des nombres, que nous allons faire connaître. 1" On appelle fornu algébrique une fonction algébrique entière et homogène de deux ou plusieurs variables A, A, /. 2"* Une forme est dite définie^ si, comme A' 4- A* + l*, elle ne peut changer de signe et ne s'annule que pour des valeurs nulles des variables; indéfinie^ si comme A* -«- A* — - /*, elle peut prendre des valeurs positives et des valeurs négatives; mixte^ si elle ne peut changer de signe, mais peut s'annuler pour des valeurs des variables différentes de zéro. Ainsi (A — A -4- /)* -^ /' est une forme mixte s'annulant pour A = A = r, Z = 0, quel que soit r.
III. Cela posé, la discussion précédente se résume comme il suit : La forme d*u = AA« -4- BA« -4- CP -*- 2FAZ + 2G/A -*- 2HAA est une forme définie seulement dans le cas où a et ac — 6* sont positifs; elle est poeùive et u çst minima si A est positif; elle est négative et u est maxima
si A est négatif. Cette forme d^u est indéfinie et u n'est ni maxima ni minima, si ae *- 6* est négatif, ou si ac — 6' est nul, a étant négatif.
Dans tous les autres cas, d*u est une forme mixte (positive ou négative) ou identiquement nulle; et Ton ne peut rien conclure touchant l'existence d'un maximum ou d'un miaimum pour u.
AA
Le déterminant A qui multiplie A, est la valeur, pour x = X/i, y »= y^, z = Zix du hemen de /*, ou du déterminant fonctionnel de êes dérivées partielles, savoir :
tr
tt
tt
La quantité a >e= AB — H* est le mineur Ai de A obtenu quand on en efface la dernière ligne et la dernière colonne, A est le mineur At de Ai, obtenu en opérant sur A| de la même manière. La différentielle oPu est donc une forme positive et u minima,' si At» Aj, A sont positifs, une forme négative et u maxima, si — As, Ai, — A sont positifs.
V. On peut observer que si a est positif ainsi que ae — 6% c l'est aussi; ensuite, a «» AB ^ H% £ = AG — 6' étant positifs, A, B, G sont de même signe. L'expression BG — F* analogue à a et à c est aussi positive; car, des relations AB »=: a + H*, AG = c ^ G*, AF = 6 -f- GH, on déduit
A« (BG — F«) = (a -^ H«) (c -4- G») — (6 + GH)«
=ac— 6» -♦- l[(aG -^ 6H)« + (ac— 6«) H«].
Ges conclusions résultent aussi de ce que dhiy dans le cas actuel, est une forme définie, où les trois variables A, &, / jouent le même rôle.
Exemple. Soit u = xyz (1 — x* — y* — «'). Les équations tti = 0, «^ s= 0, fis =B sont
y«(i— 3x>— y» — x«) = 0, xz(l — x« — 3y«--jB«) = 0,
xy (i — X* — y» — 3z») = 0.
En raisonnant comme dans l'exemple du n? prëcëdent, on trcove que les seule» valeurs qui puissent donner un maximum ou un minimum sont x* =y* = z* = j. Ensuite, il vient
A = B==C = — 6aryz, F=— 2y«z, G = — 2x2», H = — 2x«y, A = — 1 60 x'y'jK», A« = 52 xy z*, A, = — 6 xyz.
Si les valeurs de x, y, z que l'on associe ont un produit positif, u est maxima; si xyz est négatif, u est minima.
9S3. Cas d^un nombre quelconque de variables. Soit u une fonction de n variables, quatre, x, y, z, ^ par exemple. Si les dérivées premières s'annulent pour x = X;*, y == y^i*, z = z;*, t = /^, nous supposerons que, pour ces valeurs des variables,
(Pu = ùti Ax* -I- as« Ay* -*• aas Az* -4- a^é A(* -h
2ait AxAy + 2ais Ax Az + 2au AxA( + Sais AyAz -i- 2at4 Ay A( +2as4 AzAf
Pour abréger, posons Ax == a, Ay = /3, Az =: ^, A<= d. Nous aurons
ail d*u = (an a -<- aif j3 -♦- au y -f- a^ i)* -4- 9 (jS, 7, d),
9 (P, 7, i) = A/3« + B/ -f- C(î» -t- 2Fyd h- 2G(î^ -4- 2H/3y,
A = (a^,a„ — aj,), B = (a,, a„ — oî,), C = {a^,a^^ — a],),
F=(aiias4 — «18014), G=a(aiia«4 — «11^14)) E=(aiiau — aitais).
Ensuite, en écrivant aa au lieu de a',
«11 «It Ois 014
, aiiOit — Otsaii, anats — af«ai5, auau — Oitau , ciiiats — aitaiS} ana^i — Ais^is, andt* — auau , auttiA — aitciu, «11084 — «i3«i4, «11044 — ai4ai4
«Il «tfl «18 «14
De même,
«It «SI «is «t4 «18 «23 «53 «34 «14 «84 «34 «44
= flî, A.
a=:a}iAi, aiiA=afi
IS
«is «ss
—ouAt.
«Il «It «n
«It «tt «IS «13 «18 «33
Le déterminant Ai se déduit de A, At de Ai, A5=>«ii de At, quand on efface, dans chacun d'eux, la dernière ligne et la dernière colonne.
C^la pose, en imitant la discussion du cas précédent, on arrive assez aisément aux conclusions suivantes :
I. Si an =s Oft = azz = aie == 0, d*u est une forme indéfinie, sauf si l'on a aussi a^ = ajs == au = a^z => au = 034 = 0, auquel cas elle est identiquement nulle. II. Si Tun des coefficients an Hii, a^s, 044 n'est pas nul, ail par exemple, cinq cas peuvent se présenter : i* 9 ((3, y, 3) est une forme définie positive; alors an d^u est aussi une forme définie positive. ^ 9 (P» 7' ^) ^^^ "°® forme définie négative; alors, an d'u est une forme indéfinie. 5** cp (P, y^ d) est une forme mixte positive ou est identiquement nulle; alors an d^u est une forme mixte positivé, i"" 9 (|3, y^ 3) est une forme mixte négative; alors an d!'u est une forme indéfinie. 5® 9 (P, y, 3) est une forme indéfinie; alors aii d^u est aussi une forme indéfinie. III. Pratiquement, les deux cas particuliers du premier cas principal peuvent être réunis au quatrième et au troisième du second.
En résumé, Ad^u n'est une forme définie que si ait est différent de zéro et 9(6,7,^) une forme définie positive, c'est-à-dire si a]^^, On Ai, Ai sont positifs. Donc u sera minima si A, A|, A«, As sont positifs, maxima, si A, — Ai,At, — A3 sont positifs. Dans l'un et l'autre cas, ail, Oit, 033, 044 sont de même signe et d'autres inégalités analogues à celles qui sont relatives à A« et As subsistent, comme conséquence de ce que d*u est une forme définie où les quatre variables jouent le même rdle.
m. fonctions implicites; maxima et minima relatifs; méthode des mnltipllcatenra. 984. Fonctions implicites. < La théorie précédente s'applique sans changement aux fonctions implicites; on peut concevoir, en effet, que des opérations algébriques les transforment en fonctions explicites (i58); les conditions relatives aux maxima et aux minima s'expriment alors au moyen de dérivées que l'on peut calculer k l'avance par la méthode connue pour la différentiation des fonctions implicites (Bertrand). >
Le calcul de ces dérivées, pour les valeurs spéciales des variables que l'on considère, se simplifie souvent, quand la première de ces dérivées est nulle, comme nous allons le montrer, en traitant l'exemple élémentaire suivant : Chercher le maximum et le minimum, de chacune des fonctions y définies par les relations y* — ary -♦- x* — 1* = 0. On déduit de là ; {2y — x)y' — (y — 2x) = 0. Si y = 2x, y' = 0; on a d'ailleurs, si y = 2x, x« = A, x = v/i ety = 2|/i, ou x = -v/v y = -^i/^- La valeur de y" s'obtient au moyen de la relation suivante:
(2y— «)y'Vy'D,(ay— x)— yH.2=.0, qui se réduit à (ây — a:)y"=— 2, puisque j^ = 0. On a donc y" = ( — 2 : 3x), quantité négative, si x est positif, positive si x est négatif. Par suite, x = i/| correspond à on maximum y = 2 1/^9 x = — \/^ à un minimum y = — 2^|« De même, de la relation générale /'(x,y) = 0, on tire (480)
pois, chaque fois que y" = 0, saos que ft, f'*t> fn soient infinies,
dx ^' dx^^dy^ ^•
Ces dernières relations servent, avec f=^0^ i* à trouver les valeurs de X, pour lesquelles il y a peut-être un maximum ou un minimum de y tel que Ton ait y' s» 0, et les valeurs de y correspondantes; 2* i voir, par le signe de y'', si réellement la fonction y est maxima ou minima.
<65. Maxima ef minima rtlaiifs. On peut rattacher & la question précédente, la recherche des maxima et minima relatifs, c'est-à-dire des maxima et minima d'une ou de plusieurs fonctions, définies par une relation H = F (x, y, z, V, 11?) entre des variables liées entre elles par d'autres équations. Comme nous l'avons dit, c'est à ce genre de questions que revient la recherche des semi-maxima ou semi-minima (278) des fonctions de plusieurs variables.
On traite les problèmes de maxima et minima relatifs par les principes des §§ I, II et du n* 284. Exbbplb. Soit à chercher le maximum et le minimum des deux fonctions définies par les équations
i« = X* + y*, ox* -t- 26xy -*- cy* = I ,
où Ton suppose a > 0, c > 0, ac — 6* > 0. La seconde équation est celle d'une ellipse, de sorte que, si x reste compris entre certaines valeurs, y a deux valeurs réelles yi, yt ; par suite, v en a deux aussi, v, =x* "^Ho If, = x^ + yj. On trouve, en dérivant par rapport a x,
n' = 2 (x -♦- yy'), (ax -♦- 6y) + (6x +cy)y' = 0; i." = 2(! -♦-y'^-i-yy"), a -^ 26y' -t- cy'« -*- cyy" = 0.
On déduit des deux dernières relations, en éliminant y'',
±ci«" = c — o — 26y'.
La valeur de u* ne peut devenir discontinue qn*en devenant infinie, ce qui arrive ai y' = oo . Mais, si y' = oo , on sait, par la géométrie, que les valeurs correspondantes de x sont les valeurs extrêmes que peut prendre cette variable; pour ces valeurs extrêmes, yi =yt tii = ut et ut^ tit ne peuvent être que semi-maxima ou semi-roinima. Il n'y a donc pas lieu de considérer les valeurs de x, y, t/, correspondant k y' infinie. Si u' = 0, on a successivement, en faisant x = ty^
X -4- yy' = 0, (ax -^ 6y) -4- (6x -4- cy)y' = 0, y' = — «, a« -♦- 6 — (6« H- c) < = 0,
D'après l'équation en «, savoir : 6(* -♦- (c — a)t — 6 =» 0, f a deux valeurs de signes contraires. Si ( est de même signe que 6, t4" est positive, u minima; si t est de signe contraire à 6, u" est négative, u maxima. La valeur minima de u est le carré du petit axe de Tellipse, la valeur maxima, le carré du grand axe.
986. Méthode des multiplicateurs. Dans le cas ou l'on peut laisser de côté la considération des valeurs qui rendent discontinues les dérivées partielles de la fonction dont on cherche les maxima et les minima, il existe une méthode élégante, dite des mulliplicateurSj pour trouver ceux qui correspondent aux valeurs nulles de ces dérivées partielles.
Pour fixer les idées, soit u = f(Xy y, z, v, w) une fonction de cinq variables liées par les relations
L (x, y, z, r, t») = 0, M (x, y, z, u, to) = 0.
En regardant r, w comme fonctions de x, y, z, on a, pour déterminer les valeurs des variables correspondant peut-être aux maxima et minima de ti, outre L = 0, M = 0, les trois groupes de relations :
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si l'on assujettit A, /x, à vérifier les deux équations
Les équations (i i), (ii), (is), (i^), (is) déterminent Xy y, jz, v, u? en fonction de A,/ui; en substituant les valeurs de x^ y, z, v, ir dans L = 0| M = 0, on trouvera A = Xo, |ca = |ulo et alors x, y, z, v, ir seront connus. On cherchera ensuite si d^u a un signe constant ou non, de quelque
tnatiière que Varient Ax, Ay, £iz supposes suffisammetit petiU, et la question sera résolue complètement.
Mais on peut interpréter autrement les équations (1). Cherchons les maxima et minima de la fonction de cinq variables, D = u + AL -h p M; les valeurs de ces cinq variables qui correspondent peut-être à des maxima ou à des minima, seront données par les équations (i). De plus, choisissons pour X et fx, les valeurs A = Ao, fx = po telles que ces solutions des équations (1) vérifient aussi L = 0, M «= et soit Uo = ti -t- Ao L + fxo M; alors, pour ces valeurs des variables exprimées en Ao, po, Uo = u-HAo.O + po.Os=ii. Les valeurs de x, y, z, v, w qui correspondent peut-être aux maxima et aux minima, sont donc les mêmes pour u et pour Uo = u -H Ao L + po M. Cela posé : i^ Si une des valeurs Uoi de Uo correspondant à ces valeurs des variables est un maximum, la valeur égale Ui de u est aussi un maximum. En effet, par hypothèse, la valeur Uoi est supérieure à toutes les valeurs infiniment voisines de Uo = u -4- AoL -H fXo M; il en est donc de même de la valeur égale Ui ; par suite, d /br- Iton', Uo4 et Ui surpasseront celles de ces valeurs infiniment voisines de Uo, pour lesquelles L = 0, M = 0, c'est-&-dire les valeurs infiniment voisines de u; donc tii est aussi un maximum de u. ^^ De même, si une des valeurs Uoi de Uo est un minimum, la valeur égale ut est aussi un minimum. 5® Mais, comme on le verra plus loin à propos du second exemple, u peut avoir des maxima ou des minima qui ne correspondent pas a des maxima ou à des minima de Uo. On conçoit, en effet, que u puisse avoir une valeur fis plus grande (ou plus petite) que toutes les valeurs infiniment voisines de u, sans que la valeur Uos = us de Uo soit plus grande (ou plus petite) que toutes les valeurs infiniment voisines de Uo = u -^ Aq L -t- fzo M, fonction plus générale que u.
Exemples. I. Chercher le maximum de i«=o'x -f- 6*y -h c*z -f- g*v h- A*tt7, sachant que x, y, z, v, w sont des variables positives vérifiant la relation L = x' -*- y' -4- z' -*- v' H- 1«?' — i = 0. Posons U =• m — ^ A L. Les maxima et les minima de U correspondent aux valeurs de x, y, z, t?, tv telles que U2=0, Uy='0, etc., c'est-à-dire, telles que
a«— Ax«=0, 6«— Ay«=0, c«— Az«=0, y« — Ar«=0, A»— Ati?«==0.
En introduisant les valeurs de x, y, z, v, w dans la relation x' -i- y' -h -j» -i, t?' -4- u;' = 1, nous trouvons A = A^ et
Ao = (a» H- 6» -^ c» H- y» + A»)*.
Tous les maxima et minima de la fonction Uo «= t< — { ^ L sont des maxima et des minima de ti. Or, dans le cas actuel, la différentielle seconde de Uo est
— lo (2x Ax* -f- 2«/ Ay* -f- izAz* -f- 2t?Av* -♦- 2tt?Atc*),
quantité négative. Donc Uo et u ont une valeur maxima pour
x = aV/Xo, y = 6\/Ao, z=^c\/7.Qj v = g\/7^^ ir = Av/^.
IL Chercher le maximum de u = rry, sachant que L = x-f-y — 2^=0. La fonction \J = u — XL = xy — À (x -»- y — 2) a pour premières et secondes dérivées partielles
Les premières dérivées partielles s'annulent pour x = y = A. Substituant ces valeurs dans L = 0, nous trouvons X = i,x=y = I.La fonction Uo = u — AL, pour ces valeurs, se réduit à u. On sait (n" 4) que « a un maximum pour x =y = I ; mais cPUo = 2AxAy, quantité qui change de signe quand l'un des deux accroissements Ax, Ay change seul de signe; donc Uo n'a ni maximum, ni minimum. Géométriquement, on peut regarder U, = xy — x — y comme la troisième coordonnée, parallèle à Taxe, dans un paraboloTde hyperbolique, et Ton sait qu'elle n'a ni maxima ni minima. Mais la section de ce parabololde par le plan x -»- y = 2 est une parabole u = x (2 — x) dont la coordonnée u a un maximum pour x = 2 — x = 1.
Cet exemple montre avec quelle précaution il faut manier la méthode des multiplicateurs.
Remarque. La méthode des multiplicateurs peut s'appliquer à la recherche des maxima et minima d'une fonction v définie par des relations implicites, par exemple, par
/*(x, y, jT, t?, u?, t<) = 0, L (x, y, jt, t?, tr, ti) »= 0, M (x, y, z, t?, tr, u) = 0.
En observant que u^ = 0, t/y «= 0, v, = 0, on trouve, dans ce cas, pour déterminer x, y, z, v, u?, ti, A, p, des équations qui ont identiquement la même forme que dans le cas précédent, sauf que u entre avec les autres variables, sous les signes fonctionnels.
CHAPITRE I. Esquisse historique
M7. InvenUun de Tanalj/H ii^ndUrimàU (Développement du n<> 14). La recherche des aires et des longueurs des lignes courbes, des volumeset des aires des surfaces courbes et celle de leurs centres de gravité avaient été ramenées par AiicHiBfÂDB (267-212), dans Tantiquité, par Fermât (1601-1606) et d'autres géomètres des deux premiers tiers du XYII* siècle, au calcul des UmUet i$ êommês i'itifiiUmeiU peHiS] la détermination des tangentes aux courbes planes et d'autres questions connexes avaient été réduites aussi à celle de la limite du rappori de deua in^nlm$nt jpeUU ayant entre eux une relation connue. Dans le dernier tiers du XYII* siècle, Leibniz (1646-1716) et Newton (1642-1727) découvrirent l'un et l'autre, que h problème des ianfeniet ei celui dee çuadrahiree sont hivereee run de TaiUref et, imaginant chacun un algorithme spécial pour traiter les questions de ce genre, inventèrent ainsi le oalcui différentiel et le edeul ini^ral.
Hb firent cette découverte indépendamment l'un de l'autre et sous des formes différentes, comme l'a reconnu Newton, dans un passage célèbre its Pri$idpee{Principia maihematiea philoeophiae MfirraKf,Lib.II,prop. VU, Scholium, éd. de 1687 et de 1713; remplacé par une autre remarque dans celle de 1726) : c In litteris, quae mihi cum Geometra *peritissimo 0. O. Leifanitio annis abhinc decem intercedebant, cum signiflcarem me compotem esse methodi determinandi maximas et minimas^ ducendi tangentes et similia peragendi, quae in terminis surdis aeque ac rationalibus procederet et litteris transpositis hanc sententiam involventibus (data aequatione quotcunque fluentes quantitates involvente fluxiones invenire
et vice versa) eandem eelarem, rescripsit vir clarissimas se quoqne in ejusmodi methodum incidisse et methoium tuam commumcatU a mea vis àbludentem proêierquam in verhrum ei notarum formtdis {et idea çeneror tionis quantUatum). Nous donnons plus bas (289, 290) la traduction des premiers articles de Leibniz et de Newton sur le calcul différentiel.
Leibniz employait la méthode infinitésimale, la notation des différentielles et le signe sommatoire allongé pour les intégrales; il appelait la science nouvelle, calcul différentiel et calcul intégral ou sommatoire. Il en découvrit les principes un peu avant 1677 et les publia en 1684. Les développements ultérieurs du calcul infinitésimal sur le continent, à la fin du XYII* siècle et au commencement du XVIIP, sont dus surtout à lui et aux deux frères JAC9UB8 (1654-1705) et Jean BBRNauLLi (1667-1748).
Newton employait la méthode des limites, une notation équivalente à celle des dérivées (y, y, etc., pour y^, y", etc.) mais plus incopimode, pour le calcul différentiel, et une notation inverse (y, y, etc. pour ^fdSt JJâ; Jy(to) pour désigner les intégrales. U appelait la nouvelle branche des mathématiques créée par lui, cakul direei et calcul inversé des Jlumans : fluxion d*une variable signifie vitesse t accroissement à^o^i» variable. Il découvrit les fondements de la méthode des fluxions un peu avant 1667 et les publia vingt ans plus tard, dans ses immortels Prtndpes. Son principal continuateur, en Angleterre, fut Maclau&in (1698- 1746) dont le célèbre ouvrage A Treatise of Flusrians (1742; traduction française du P. Pezenas, 1749) contient, outre un grand nombre de recherches originales, un exposé rigoureux des principes, non seulement du calcul des fluxions, mais aussi de la méthode des limites, de celle des infiniment petits et des méthodes équivalentes des anciens.
Au XYIII* siècle, les deux plus grands analystes sont Euler (1707- 1783) et Lagrange (1736-1813) qui déduisirent, des principes posés par Leibniz et Newton, toutes leurs conséquences naturelles, mais en obscurcissant parfois la clarté de ces principes mêmes, surtout dans la théorie des séries. Lagrange est Tinventeur du Calcul des variations au moyen duquel il a traité, d*une manière systématique, les problèmes relatifs aux maxima et minima des intégrales définies sur lesquels Euler avait auparavant publié un ouvrage spécial.
Legbndrb (1752-1833) agrandit le domaine de l'analyse en appelant Tattention, plus que ses devanciers, sur trois espèces nouvelles de fonctions, les fonctions eulériennes, les fonctions sphériques, et surtout les
fonctions (ou plutAt les intégrales) elliptiques. Il en développa la théorie autant que possible, au moyen des ressources de l'analyse de son temps, 6t| à force de ténacité, découvrit, en particulier, sur les intégrales elliptiques de troisième espèce, des vérités nouvelles d*un abord extrêmement difficile.
Au XIX« siècle, Gauss (1777-1855) et surtout €aucht (1789-1857) réintroduisirent la rigueur dans Texposé des principes généraux de l'analyse, et ouvrirent aux géomètres un champ illimité de recherches en créant la théorie générale des fonctions d*une variable imaginaire. Abbl (1802-1829) et Jacobi (1804-1851) appliquèrent cette théorie, d'une jodanière plus ou moins explicite, avant qu'elle eût reçu son plein développement, à l'étude des fonctions elliptiques, inverses de la première intégrale elliptique de Legendre ; en outre, ils découvrirent les propriétés fondamentales d'une nouvelle espèce de fonctions, les fonctions abéliennes, plus compliquées que les précédentes, dont elles sont la généralisation.
RiBMANN (1826-1866) appliqua aussi aux fonctions abéliennes la théorie . générale des fonctions d'une variable imaginaire, qu'il avait approfondie
plus que personne; Clbbsch (1833-1872) enfin, rattacha leurs propriétés
générales à la géométrie supérieure.
Aujourd'hui, Hbrmitb en France, Wbibrstrass et Eronbcker en
Allemagne, Stlvbstbb et Gatlby en Angleterre, Briosohi en Italie,
tiennent le sceptre de l'analyse mathématique.
9§S. Précurseurs (Développement du n** 15). I. Dans l'antiquité, on
peut regarder AncHiMàDB et même Eudoxb, Euclidb et Pappus comme
des précurseurs de Newton et de Leibniz.
Eudoxb de Gnide (408-355) est l'auteur de la théorie des proportions
entre grandeurs commensurables ou incommensurables exposée dans le
cinquième livre des Éléments d'Euclide. C'est lui aussi qui a trouvé le
rapport de la pyramide au prisme de même base et de même hauteur, et
le théorème analogue sur le cône et le cylindre. Il est probable qu'on lui
doit également les démonstrations rapportées dans le livre douzième des
ÉUments sur la proportionnalité de l'aire des cercles ou du volume des
sphères au carré ou au cube de leurs diamètres. EucLiDB (vers 300 ans avant J.-O.) a exposé et étendu la théorie des
irrationnelles du second degré {Éléments^ Liv. X). Arohihbdb (287-212) est le vrai créateur de la géométrie de la mesure.
On lui doit la détermination de la longueur de la circonférence, de l'aire
dea trois corps ronds, de la parabole, de Tellipse et de la spirale qui porte son nom, celle dn volume du paraboloïde de révolution et de Thyperbo-» loïde de révolution à une nappe (appelés par lui eoncMei)^ puis de Tellip» solde de révolution (ou sphéroïde), enfin la découverte du centre de gravité du paraboloïde de révolution, ainsi que du procédé pour mener la tangente à la spirale.
Pappus (vers 300 de Tère chrétienne) a trouvé le premier des théorèmes dits de Guldin, savoir, que le volume engendré par une aire plane tournant autour d*un axe situé dans son plan est égal à Taire multipliée par la circonférence décrite par son centre de gravité, et a déterminé Taire d*une spirale sphérique analogue à la spirale plane d*Archimède.
Aufonii dans la recherche de Taire de la parabole et dn volume de la pyramide, les anciens ont ramené la solution de la question à la sommation de la progression indéfinie 1 + i -^ îV "^ ^^« (méthode d'exhaustion) ; dans la plupart des autres quadratures, les grandeurs cherchées sont enfermées entre deux grandeurs variables différant aussi peu qu*on le veut et formées de parties indéfiniment décroissantes, de sorte que leur procédé ne diffère pas essentiellement de celui des modernes; il en est de même de celui qu^Archimède emploie pour trouver la tangente a la spirale. Mais la forme de leur démonstration est complètement différente. Nulle part, ils ne supposent que le nombre des termes d'une progression ou des parties d'une surface ou d'un volume croisse indéfiniment OH que ces parties deviennent aussi petites qu'on le veut. Ils évitent tout passage explicite à la limite ; ils répètent, dans chaque cas particulier, les raisonnements par réduction à Tabsurde au moyen desquels on peut établir les principes généraux ou spéciaux de la méthode des limites. Les propositions générales auxquelles ils recourent explicitement sont les suivantes : c La différence de deux quantités inégales peut s'ajouter plusieurs fois à elle-même de manière à surpasser une quantité finie proposée de la même espèce.» — « Si, d'une grandeur, on retranche plus de la moitié, puis que Ton retranche du reste encore plus de la moitié et ainsi de suite, on obtiendra, après un nombre fini d'opérations, un reste plus petit qu'une quantité donnée. »
IL Parmi les précurseurs de Newton et de Leibniz, dans les temps modernes, il faut citer surtout Neper, Kepler, Cavalieri, Grégoire de Saint- Vincent, Descartes, Fermât, Roberval,Slu8e, Pascal, Wallis et Huygens.
Neper (1550-1617) est l'inventeur des logarithmes (1614), c'est-à-dire
de là premièrô fonction transoendftnte nouvelle que Ton ait étudiée dans les temps modernes, c La nature et la formation des logarithmes a été proposée par leur inventeur, dit Maciaurin, d'une maniera semblable à celle dont on se sert dans la méthode des fluxions pour expliquer la for* mation des quantités de toutes les espèces et il l'a exprimée presque dans les mêmes termes. »
Kbplbr (1571-lôdO) en 1615, dans la Nota itifêometria ioUommi Cavalibri (1598-1647) en 1635, dans la Geometria inUpisibilibus eanHnuarum wna quadam raiione pramota, GmiaoïRB db Saint Vincbmt (1584-1667), avant Gavalieri, dans des manuscrits assez répandus (1621), mais surtout dans son Opuê fféamettieum (1647)^ firent faire des progrès à la géométrie de la mesure, en trouvant de nouvelles quadra^ tures, le premier, par la méthode peu sûre des iniiviribleif qu'il intro* duisit dans la science avec la notion vague de Tinfini, considéré comme un nombre; le second, par la même méthode employée plus systématiquement encore ; le troisième, par la méthode rigoureuse des anciens. C'est ce dernier qui a introduit dans la géométrie les polygones à échelons, inté* rieurs ou extérieurs à une courbe, qui remplacent les polygones inscrits et circonscrits d'Archimède. On lui doit aussi Tétudede l'aire de l'hyper* bole (qui conduisit, peu après lui, dirers géomètres à la quadrature de cette courbe par les logarithmes et par les séries équivalentes), ainsi que la considération de diverses suites infinies.
Dbscartbs (1596-1650) a imaginé (en même temps que Fermât) la représentation des courbes par une équation entre elbs coordonnées (géométrie analytique) et il a rendu ainsi possible le développement moderne des mathématiques et, en particulier, de l'analyse infinitésimale. On lui doit maintes quadratures ingénieuses, mais il faut citer surtout ici, parmi ses découvertes, la méthode des coefficients indéterminés, sa méthode des tangentes (fondée sur la recherche de la normale commune à une courbe et à un cercle coupant cette courbe en deux points qui se rapprochent indéfiniment), et la construction de la normale aux roulettes.
Robbrval (1602-1675) a indiqué comment on peut donner un sens raisonnable aux indivisibles et il les a maniés avec habileté, mais il est surtout connu dans la science par sa méthode des tangentes^ généralisation de celle d'Archimède pour la spirale ; elle est fondée sur la considé* ration des vitesses simultanées dont on peut supposer un point animé, lorsqu'il parcourt- une courbe.
Pascal (1623-1662) n*a pas trouyé de méthode générale oommé Descurtes et Roberyal» mais il a étudié à fond la cydoide, la spirale et les figures qui dépendent de ces courbes ; il a effectué un grand nombre de quadratures par la méthode des indivisibles en disant avec exactitude ce qu'il faut y ijouter pour qu'elle soit rigoureuse.
Slusb (1622-1685), contrairement à Pascal, employait l'analyse de Yiète et de Descartes ; on lui doit, outre la méthode des lieux géométriques pour résoudre par l'algèbre les problèmes déterminés, des quadratures Traiment compliquées; mais sa découverte principale est celle de la règle pour mener la tangente aux courbes algébriques dont l'équation est mise sous forme rationnelle. Cette règle générale, trouvée vers 1652, mais publiée partiellement en 1668, complètement en 1673 revient à la formule Si/«(â;, y) + jt/'y(â?, y)==0, qui détermine la sous-tangente Se, quand la courbe a pour équation /(â;, y) =s 0.
Fermât (1601-1665), antérieur à Sluse et à Pascal, et même à Boberval, mais dont les écrits n'ont eu qu'une publicité restreinte de scm vivant, est, plus qu'aucun des géomètres précédents, le précurseur de Leibniz et de Newton, parce qu'il a traité, à la fois, le problème des tangentes et celui des quadratures, d'une manière approfondie et générale, quoique à propos d'exemples particuliers. Il est d'ailleurs le créateur de l'arithmétique supérieure et le co-inventeur de la géométrie analytique. Sa méthode des tangentes et des maxima et minima est, au fond, équivalente à celle du calcul différentiel ; ses procédés de quadrature, dont l'un des plus ingénieux revient à Tintégration par parties, lui permettent d'effectuer presque toutes les sommations qui dépendent des fonctions élémentaires. Les radicaux ne l'embarrassent pas, parce qu'il a trouvé une méthode d'élimination et des substitutions ingénieuses pour les faire disparaître. Fermât a aussi donné le moyen de ramener la rectification des courbes à des quadratures, ce qui n'avait été fait, avant lui, que pour des courbes particulières.
Wallis (1616-1703), antérieur aUssi à Sluse et à Pascal, a publié en 1655, son ArUhm&iiea inJlnUorum^ ouvrage où il a exposé, sous forme algébrique, les résultats obtenus sur les quadratures et les séries par Gavalieri, Grégoire de Saint Vincent et d'autres géomètres, et les a étendus considérablement par des inductions ingénieuses. Malgré le peu de rigueur des procédés employés par Wallis (il a reconnu, plus tard, le défaut de son exposition pour trouver la somme des suites des puissances
quelconques. dds nombres entiers; suites qui ToAt conduit i sa célèbre expression de tt)* ce Traité, dit Maclaurin, contribue beaucoup aux grands progrès que Ton fit peu après.
HoraBNS (1629«1695) a trouvé Taire des conoides d'Ârchimède et effectué d'autres quadratures difficiles, et il a développé une théorie des maxima et des minima, esquissée par Descartes et un peu différente de celle de Fermât; mais il faut ici surtout le citer comme auteur de la théorie des rayons de courbure et des développées, exposée à propos de la théorie du pendule, dans son Horoloffium oêcUlatorium (1673), avec une entière rigueur. C'est Hujgens qui a été le guide de Leibniz en mathématiques^ en lui faisant étudier l'analyse dans Descartes et Sluse, les quadratures dans Grégoire de Saint Vincent et Pascal. D'autre part, au point de vue de la mécanique rationnelle, son Horolofium a eu une influence considérable sur Nevrton^
Rbmarqub. Grégoire de Saint Vincent et Sluse sont belges ; Huygens, hollandais; Neper, Maclaurin, écossais; Wallis, Newton, Gayley, Syl* vester, anglais; Kepler, Leibniz, Gauss, Jacobi, Riemann, Clebsch, Weierstrass, Eronecker, allemands; Descartes, Fermât^ Roberval, Pascal, Legendre, Gauchy, Hermite, français ; les Bemoulli et Euler, suisses; Gavalieri, Lagrange, Brioschi, italiens.
CHAPITRE IL Prebuers principes du Calcul différentiel, PAR Leibniz et Newton (1684; 1687)(1).
I. Nonvelle. méthode de recherche des Maxinaa et des ■iolma et aaeei de» tangeiiteei applicable méoie daaa le cas d^ezpreaaiona fractioooalrea et irratloonellea, et calcal remarquable j relatif, par Or. G. L.(2). 9S9. 1. Définition de la iifér$niUlle. Soient Taxe AX et diverses courbes» telles que YV, WW, YY, ZZ dont les ordonnées, normales à Taxe, sont VX, WX, YX, ZX,
(1) TradactioD pubUee d'abord dans MathesU, t. IV, pp. 177-188, le 80 septembre 1884, à l'occasion da deuxième centenaire de lUnvention du calcul différentiel.
(2) Publié^ en latin, le l*' octobre 1684, dans les Acia Bruditarum de Leipzig, pp. 467-473 {Œuvres mathématiques de Leibniz, publiées par Gbrhardt, t. Y, pp. 220-226). G. Q. L. est, en abrégé, pour Guillaume Godefroid Leibniz. Les n«* I à X et les titres des alinéas sont ajoutés par nous. Nous renversons aussi la figure primitive, où les a positifs sont à gauche de l'origine.
et sont dégigoiâs paf lea lettres «, ^» y» f ; AX lui-mAiiie, aibsdsse oomptâe sur l'axe, est appelé m. Les tsagentes sont VB(3), WO, YD, ZB rencontrant Taxe respectlven^nt en B, G, D, E. Appelons ix une droite queloonqae prise arbitrairement et if> (if9, égf on iz) o'est-à-direi diffirentielle de 9 (ip, y ou z)^ une droite qui soit à i»^ comm0 « (ip, y oo s) est à XB (XG, XD ou XE) W. Gela posé, voici quelles sont les règles du nouveau calcul.
IL Diféreniiatiim d'une somnUf d'un produit^ d'un quoêieni. Si « est une constante, da^^^O etd {aa) = adx. Si y =» 9, ou si l'ordonnée d*nne courbe YY est toujours égale à Tordonnée d'une courbe correspondante V V, dy =» dv. AddUion et sousiraciion : Si^ — y + i9-«-âJ=«9, on a d{i^-^f-^nf-^at) ou dv = dii — dy + dw-^dx. MuUiplieaikn : d{av)^=xdv -ft- vdaon^ ^y=^av^ ily = â»l«-i-«ite, carilestindîflereni d'écrire xv ou, en abrégé, y. Il faut remarquer que ^ et ^ ^ traitent d^ns ce calcul, comme y et dy ou toute autre variable et sa dlfTérentielle. On doit remarquer aussi que i*on ne peut pas toujours revenir à l'équation primitive en partant de l'équation différentielle, sauf avec quelque
précaution, comme nous le dirons ailleurs. Enfin Division : i- ou
./ r\ , dzvdyzpydv 811 iP = - I, di^ = ^ — (5).
V vJ yy
IIL Interprélaiion géométrique du signe de la différeniielh; maxima et minima. Quant aux signes, il faut bien noter ceci : Lorsque dans le calcul, on introduit la différentielle d'une quantité, à la place de celle-ci, on doit lui, conserver le même signe; ainsi, à la place de +iz; on écrit +d%^ à la place de — <;, on écrit — dz^ comme il résulte des règles données pour l'addition et la soustraction. Mais quand on en vient à la discussion des valeurs des quantités considérées, c'est-à-dire quand on considère la relation de z avec x^ on voit si la valeur de dz est positive ou négative. Quand cette dernière circonstance se présente, la tangente ZE est dirigée du point Z, non vers A, mais dans le sens contraire au delà de X, et les
(3) C'est-à-dire YiBi en Vi, V|Bt en Va. Plus bas, XB pour XB^ ou XB|.
(4) Comme on le voit, dès le débat da nouveau calcul, Leibniz définit la différentielle comme Cauchy. Pour lui, dv = t^ix^ car le rapport de l'ordonnée à la 80U8-tangente,ohacune de ces lignes étant prise avec son signe,est égal à la dérivée.
(8) Une discussion attentive aurait prouvé à Leibniz qu*il est inutile de mettre les signes supérieurs, si l'ordonnée et là tangente sont prises chacune avec leur signe. Leibniz prend ces quantités en valeur absolue. Voir la note suivante.
ordennies dderolnent lor*qn« les absaissea crolsuat. Pottr tel oi^nn^ V, comme elles sont taatât croissantes, tantôt décroissantes, dv sera taatAt positif, taatât négatif i dans le premier cas, la tangente VjBi est dirigée vers A. dans le second, en sens contraire. Ni l'un ni l'autre de ces cas ne se présente en un point intermédiaire M, au moment où les r
ne croissent ni ne décroissent, mais sont stationnaires. Alors dv^=0, n'étant ni positif, ni négatif, puisque + ^ — 0. En ce point, e, c'est-à-dire l'ordonnée LM, est Maxima (ou si la convexité de la courbe est tournée vers l'axe, Uinima) : la tangente à la courbe en M n'est dirigée ni vers A en se rapprochant de l'axe, ni en sens inverse vers X, mais est parallèle à l'axe. Si dv est infini par rapport à d^, alors la tangente est perpendiculaire à l'axe et se confond avec l'ordonnée. Si dt etda sont égaux, la tangente fait avec l'axe un angle égal à la moitié d'un angle droit.
Pointi d'àtjtexio*. Si les ordonnées oroissent et que leurs accroissements ou différentielles df oroissent aussi {ou si les dt étant supposés pofitifs, il en est de même des différentielles des difi'érentielles iiv, et de même, si les dv et les ddt sont négatifs à la fois), la courbe tourne SA eonvesHU vers l'axe; sinon, c'est sa concavité qui est tournée vers
l*ax6. Mats au point où racoroissement eat maximum ou minimam, o*eti* à-dire où les aocroissements, de décroissante, deviennent croissants on inversement, il j sl un poiiU d'inflexion et la convexité et la concavité se permutent entre elles, pourvu, bien entendu, qu^en ce point les ordonnées, de croissantes, ne deviennent pas décroissantes ou inversement, parce qu'alors la concavité ou la convexité subsisterait. Il est d'ailleurs impossible que les accroissements continuent à croître ou à décroître et que les ordonnées fassent l'inverse. Il j a donc un point d*inflexion quand v et iv étant différents de zéro, on a dit =s 0. Le problème de l'inflexion correspond donc au cas où une certaine équation a trois racines égales, et non deux seulement comme dans les questions relatives aux maxima et aux minima. Tout cela dépend, comme on voit, de l'usage légitime des signes. IV. Remarque sur la différentielle des quolienis. Quelquefois il faut employer des signes aniiigus(% comme on l'a vu plus haut, pour la division; on doit procéder ainsi jusqu'à ce que Ton sache celui qull faut
employer. Quand x croit, si - croit (ou décroit), il faut prendre les signes
9 zb vdv ^ ydt dans il - ou — de manière que cette fraction soit positive (ou
y yy *— v
négative), zsp, étant le signe contraire de dr, c'est-à-dire que ai l'un est +> l'autre est — , et inversement. Plusieurs ambiguïtés de signe peuvent se présenter dans le même calcul et je les distingue par des
parenthèses. Ainsi, sin^=--*---4--»
dn> = ^ ^^^ ^ *^^^ H- (=^) y^^ i^) ^y ^ ((=!=)) Oidt ((=f)) tdx ^ yy zz fvw
Sans cela, les ambiguïtés d*origine diverse se confondraient. Notez ici qu'un signe ambigu multiplié par lui-même donne -4-, par le contraire donne — , par un autre signe ambigu, une nouvelle ambiguïté dépendant des deux premières.
(6) Comme nous l'avons dit plus haut, cet alinéa est inutile : on doit tonyonn prendre les signes supérieurs. Newton l'a bien reconnu et n'a laissé aucune ambiguïté de signe dans ses formules. Dans la célèbre lettre qu'il a adressée le 24 octobe 1676 à Oldenbourg, pour Leibniz, il fait l'observation suivante : « Leibniz ne semble pas avoir remarqué que Je représente habituellement par des lettres des quantités affectées du signe plus ou du signe moins. De cette manière, Je ne multiplie pas inutilement le nombre des théorèmes » {Œuvres math, de Letàniz, 1. 1, p. 138 ou NenUmi Opuscula, 1. 1, p. J3I6^7, de rédition de Castillon, Genève, 1744).
V. PuUiânùes et raelnes. PuUiance$ : d (â^) ^ aos^^ia^ par exemple,
1 aiof 1 Sdûf lï te») =3a?'(ïa?; i— = rn' par exemple, si » = — > dfo=^ 7-.
Xadnes : i y a* — ^^1 v^' * ( w^si, rf |/ y = — ?;= > car, dans œ cas» a=l, J=:2; ainsi -|/««""* est 5K y~* et y-' est, d'après la natare
ilix
i^ — ss — r— — * L& règle donnée pour les puissances entières aurait
suffi pour les puissances en dénominateur et pour les racines, puisque si l'exposant est négatif, la puissance vient en dénominateur et s'il est fractionnaire, la puissance se change en racine. Mais j'ai préféré tirer moi-même ces conséquences que de les laisser à déduire aux autres» parce qu'elles sont très générales et d'un usage fréquent, et en matière compliquée, il faut songer à faciliter la tâche du calculateur.
YI. Lt wmtML% càleiU comparé aux méthodeê anciennes. Grâce à VAlçofithme, si j'ose ainsi dire, de ce calcul que j'appelle d\féretUiel, toutes les équations entre différentielles peuvent être trouvées par le calcul ordinaire; on peut obtenir les maxima et les minima, et de même les tangentes, sans qu'il soit nécessaire de faire disparaître les dénominateurs et les radicaux ou autres formes d'expressions embarrassantes, comme c'est le cas pour les méthodes publiées jusqu'à présente?). La démonstration de tout ce qui précède est facile pour celui qui est versé en ces questions, en s'appujant sur une seule remarque à laquelle on n'a pas fait assez attention, savoir que l'on peut regarder dx^ efy, dv^ dfo, dz comme proportionnels respectivement aux accroissements ou décroissemeuts instantanés de œ^ y, 17, w^ z{^).
Il résulte de là que l'on peut écrire immédiatement l'équation différentielle correspondant à une équation donnée, en remplaçant chaque terme
(7) Allusion aux méthodes de Fermât, de Barrow et surtout de Slase.
(8) L'accroissement instantané d*une variable y est l'accroissement que prendrait cette variable, pendant un temps quelconque, si sa loi de génération restait, pendant ce temps, ce qu'elle est au début. C'est au fond, la définition du n<> I, sous la forme tfy = Aâ? lim (Ajr : Aâ?).
(chaque partie qai oonooart 4 former Téquaiioa par addiiioa et eoQ8tn6* tion) par sa différentielle, chaque quantité qui entre dans chacun des termes par sa différentielle, non purement et simplement, mais d'après l'Algorithme exposé plus haut. Les méthodes antérieures n*ont pas de règle analogue, mais emploient la plupart une droite telle que DX ou quelque autre analogue, mais non la droite iy, quatrième proportionnelle à DX, XY et dx, et cela trouble tout. De là vient aussi que ces méthodes prescrivent de faire disparaître les dénominateurs et les radicaux (qui se présentent avec un signe + ou un signe — ). Il est clair aussi que notre méthode s'étend aux lignes transcendantes, qui ne peuvent être traitées par le calcul algébrique ou ne sont d'ancan degré déterminé; et cela de la manière la plus générale, sans aucune supposition particulière non toujours réalisée. Il suffit que l'on admette d'une manière générale que trouver la tangente à une courbe, c'est mener la droite joignant deux points infiniment voisins de la courbe, ou prolonger le côté du polygone d*un nombre infini de sommets qui équivaut pour novLB k\9L courbe (9). Mais cette distance infiniment petite peut toujours s'exprimer par une différentielle connue, comme dv, ou par une relation avec it», c'estrà-dire, par une autre tangente connue. Bn particulier, si y est une quantité transcendante^ par exemple, l'ordonnée de la cjdoïde, et qu'elle entre dans un calcul par lequel est déterminée l'ordonnée z d'une autre courbe, et qu'il s'agisse de trouver dZy ou an mojren de dz, la tangente à cette courbe, certainement il faudra expri-
(9) Leibniz n'entend pas ceci dans un sens vague, mais dans le sens précîB de la méthode actuelle dee limites, comme Ta remarqué Lacroix qui cite le passage suivant des Acta erudUorum de 1684, p. 585 (Œw). math.^ t. V., p. 16) : a Une courbe doit être regardée comme un polygone d'une infinité de côtés. Toutes les propriétés d'un polygone pareil qui ne dépendent pas du nombre de ses côtés on qui sont telles qu'elles se vérifient d'autant mieux que le nombre des côt'és est plus grand, de manière que Verreur devienne aussi petite que To» veut^ appartiennent [par définition] à la courbe. » Dans une lettre à WalUs du 28 mai 1697 {Commer^ dum BpistoUeum, édition Lefort, p. 220), après avoir distingué nettement la méthode de quadrature par les séries (méthode d'exhaustion, employée par Archimède pour la parabole, par Budoxe pour la pyramide), de la méthode par sommation d'infiniment petits (employée aussi au fond par Archimède), Leibnii fait la remarque suivante : « Commune omnibus sit principium demonstrandi : W error ostendatur infinité parvus, seu minor quamvisdatOf Buclidisjam eumpk. m
mer da au moyen de dy; qaant à dy^ on Tobtiendrait parce que Von connaît la tangente à la cjcloïde. De même, on pourrait trouver la tangente à la cjcloïde^ si on la suppose inconnue, d'après la propriété dés tangentes au cercle.
TII. FxempU. II convient de donner ici un exemple. Nous y désigne-
rons un quotient par a:y au lieu d'écrire (t divisé par y ou -(10).
Soit une premiire équation donnée w :y + {a -hhx){e'— »a) : carré de {ew -hfaa) -♦- ax [/gg -♦- yy -^ yy : [/hh -i- te -i- mxx = 0, exprimant une relation entre â? et y ou entre AX et XY, a, b, e, 0,/, g^ A, {, m étant des données. On demande de mener par Y la tangente YD, ou l'on cherche le rapport de DX à la droite donnée XY. Pour abréger, posons a -i* iâ?=ii, c — xx = py eœ 'i-fxx = qy gg + yy = r, hh-^la ^mxx==i. On aura la deuxièffU équation x\y -k- np : qq •^ ax [/r + yy : [/$. D'après les règles de notre calcul, d{x: y)=^{±: xdy ^ydx):yy; de même d {np : qq) = [{db 2npdq (^) q {ndp -*- pdn)] : q*; d{ax\/r) = axdr : 2\/r -^ aix [/r; d {yy : \/$) = [(±) yyds (=f) 4y* dy) : 2s \/s\. Ces diverses différentielles, depuis d{x\y) jusque d {yy : \/$) ajoutées entre elles ont une somme nulle et donneront ainsi la troiriime équation, qui est donc obtenue en remplaçant chaque terme de la seconde par sa différentielle. Maintenant dn = bdXy dp=> — 2x dXy dq = edx -4* 2fxdx, dr = 2ydy, d$ = Idx -f- 2mx dx. Substituant ces valeurs dans la troisième équation, on en obtient une quairUmê où les seules différentielles qui restent sont dx, dy, lesquelles ne sont ni au dénominateur ni sous des radicaux. Chaque terme contient en facteur dx ou dy^ et quelque compliqué que soit le calcul, il en est toujours ainsi, de sorte que la dernière équation est homogèue par rapport à ces deux quantités. On peut donc toujours avoir la valeur de dx : dy ou du rapport de ces quantités, c'està-dire celui de DX à XY. Dans le cas particulier traité, on trouve, en changeant la quatrième équation en une proportion que dxenikdy comme dzx:yy -^ axy:{/r{{ài))2y:[/$ est k ztl : y{±)2np{e'^^fx) t jT» (=p) (— 2nx -f- j?J) : ^« — a [/r {{db)) yy {l + 2mx) : 2t [/s. Mais le point Y étant donné, Xy y sont connus et, par suite, aussi n, Py q, r, s. On a donc ce que Ton cherche. Nous avons traité ici cet exemple assez compliqué afin de montrer comment on doit se servir des règles exposées
(10) Noos conservonB les notations de Leibniz.
plas hast, m^me dans on ealenl pins diffloile. Maintenant, il conriént d'au faire connaître l'asa^ dans des cas pins simples.
Vin. Loi de la réfraction. Soient donnés deux points C et E et la droite SS dans un même plan. On demande de déterminer le point? SS de manière qae la somme des rectangles faits sur CF et sar ta longaeur donnée h, puis sur PB et l'autre longaenr donnée r soit la plus petite possible. Si SS est nne ligna qui sépare deux milieux, que A soit la densité du milieu qui est du c6té de G, par exemple de l'eau, r celle du milieu qui est du côté de E, par exemple de l'air, on cherche le point F tel qae le chemin de E à C par F soit le plus facile possible. Représentons toutes ces sommes de rectangles possibles, ou les difficultés de tons les chemins ppssib1e8,par les ordonnées KV de la courbe VY, perpendiculaires à GP ; appelons ces ordonnées u et cherchons celle qui est la pliu petite NM (Fig. 1). Puisque les pointa C et E sont donnés, les perpendiculaires CP — c, EQ = « & SS sont connues et aussi PQ = p. Quant i QF, qni est égale & OE ou AX, nous l'appelon s g, puj» nous faisons ÇF =/, EP = ff. Alors FP =p— _«, / = y/ee -t- pp — ^ -i- ea ou en abrégé y'I, ei g = [/et •+■ tes ou en abrégé \/m. Nous avons donc u = A y/l + r \/m. On déduit de là (puisque du ^^ dans le cas du uinimnm) l'éqnation différentielle (i = 1idl:2\/l-\-rim: 2\/m, d'aprbs les règles de notre calcul. Otdl'= — S dâ! (p — 0), dM = 2» ix. Donc il vient 4(p — a):f^^re:g. Appliquons ceci & la dioptrique et posons f'^g, c'est-à-dire CF « FE, ce qni est permis puisque la loi de la réfraction reste la marne au point F, quelle que soit la longueur de CF, On aura h{^ — z)=^rai ou A;r::«:j) — «, ou *:r::QP:FP, c'est-à-dire que les sinus des angles d'incidence QF et FP sont en raison inverse de r et A, densités des milieux d'incideooe et de réfraction. H faut comprendre la densité, non par rapport à nons, mais par rapport à la résistance qu'offre les milieux aux rayons lumineux. On a ûnsi )a démonstration du calcul donné par nous ailleurs dans les Âcta erviilontm, quand nous exposions le fondement général de l'optique, de la catoptrique et de la dioptrique. Des auteurs très savants ont cherché d'ans manière
trM indireota oe qu'noa {ienoiiM rwUo dana le nical diSJnntlel peot obtenir en trois lignes.
IX. GmttmetioH tU la tangentt à une etrtaùie courbe. Je montrerai la même chose lar on autre exemple. Soit 133 une courbe telle qoe la somme des six droites 34, 35, 36, 37, 38, 39 menées d'un point quelconque 3 de la courbe ait une •omme donnée y. Soit T145267S9 l'axe, 12 l'abaciBse, 23 l'ordonnée.
On demanda la tangente 3T. Je dis
qaelon8an.Ke«ta23,comme-M--*- + ^-.^ + g-g«tà
Un« règle analogue subsiste si l'on suppose dix on plus de points axes aa lieu de six. Dans les méthodes pour trouver l«8 tangentes publiées jusqu'à présent, il serait extrêmement ennnjeux et peut-être impossible de faire entrer dans les calculs des points de ce genre, si l'on doit faire disparaître les irrationnelles en égalant à une variable nonTelle tons les produits des binâmes on trinômes relatifs i «s droites. Daas notre méthode, pour tons ces cas et d'autres plus compliqués, la facilité est toujours la même, plus grande qu'on ne peut l'imaginer et vraiment remarquable.
X. Confusion. Proiléme de De Seaune. Tels sont les commencements seulement d'une certaine Géométrie beaucoup plut tuilinê, présentant des problèmes très difficiles et très beaux, même relatifs à la uathêmatiqoe mixte, problèmes qne personne n'essaiera sans témérité de traiter avec la même focilité qu'avec notre calcul on nn calcul semblable. Comme appendice, donnons ici la solution d'un problème proposé par de Beanne et que Descartes a essayé de résoudre sans 7 réussir (Tome 3 de ses lettres) : Trouver une ligne WW telle que la tangente étant WC, XC soit toujours égal à une constante. On a le rapport XW : XG on w : a égal & dw : dw. Donc ai dx (qui est arbitraire) est supposée constante, par exemple égale à (, ou si ■= AX croît d'une manière
proportionnelles à leurs difiérentiellea ou accroiBsements ito, c'est-à-dire
qne si les â? sont en progreMion arithmétique, lee w sont en progre«ion géométriqae, ou si les fv sont les nombres, les seront les logarithmes. La ligne W W est donc ane logarithmiqae(ll).
IL PHacipe» da calcal dés laxtoiM pmw I. NmwimmW* •••• Lbmhb. £e «KHMtfn/ éTnne qnaUiiU engendra est ifàl à la wmmi ia proiuUi des momnUi de chacun des eâUs générateurs par les eoefiânits H les eœposaais de ces ctfMr(l3).
J'appelle quantité engendrée tonte quantité qui est obtenue, sans addition ni soustraction, au moyen de côtés ou termes quelconques, en arithmétique, par multiplication, division et extraction de racines; en géométrie, par la recherche du contenu des figures ou de leurs côtés, des quatrièmes ou des moyennes proportionnelles. A cette catégorie de quantités appartiennent les produits, les quotients, les racines, les rectangles, les carrés, les cubes, les côtés élevés au carré, au cube, et autres expressions analogues. Je considère ici ces quantités comme indéterminées et variables, comme croissant ou décroissant par un mouvement ou flux perpétuel ; leurs accroissements on décroissements instantanés(14) «mt ce que j'appelle leurs moments. Les accroissements sont les moments positifs, les décroissements sont les moments négatifs. Il ne faut pis entendre parla des quantités finies. Les quantités finies [déterminées] ne sont pas des moments, mais les quantités engendrées par les moments(lS).
(11) Au fond, Leibniz détennine ici une fonction par une équation différentieUei sans faire d*intégration proprement dite. La différentiation explicite de la fonction exponentielle a été faite en 1697 par Jean Bernoulli.
(12) Traduction du second lemme du livre deuxième des Prindpeê (1697), faite sur la seconde édition qui ne diffère pas essentiellement de la première.
(18) Moment s= différentielle; quantité engendrée = quantité de la forme A"*B*0 ; A, B, C sont les côtés générateurs ; A a pour exposant m, pour coeflldent A"^^B"0; le produit de dk par m et A^-^B"^ est l'une des parties du moment de A"B"0; de même, les deux autres parties sont n X A-B'-'C X rfB et p.X A-B»0-» X dC' Le sens du théorème est donc d(A*B"C^) = stA-^'B-CrfA + nA-B^-'CiiB H- pA-B»0-«rfC.
(14) Voir note 8.
(15) Dans la première édition, au lien de ces mots : ParUeulae finitae ntm sufU mamenta sed quantitates ipsae ex momeniiê genitue, on trouve les suivants : Momenta, quamprimumJlnUae sunt magnitudinis desinutU esse momenta. Finiri enim répugnât aliquatenus perpetuo eorum tncremento veî decremento, plus obscurs encore. Il faut tout entendre d'après la remarque qui termine la note suivante. Nous croyons que Newton est obscur à dessein (Voir la note 18).
Ceux-ci aont les principes naissanta des qaaDtités finies ; car» dans ce lemme, il ne s*agit pas de la grandeur des monients, mais de lears rapports à rinstant où ils naissent. On peut aassi, à la place des moments, prendre les vitesses des accroissements ou des d&croissements (quantités que l'on peut appeler mouvements, variations ou fluxions des quantités)(l^» ou des quantités quelconques, proportionnelles à ces vitesses. Quant au coefficient d'un côté générateur quelconque, c'est la quantité qui, multipliée par ce côté, produit la quantité engendrée.
Le sens du lemme est donc le suivant : Si a, i, 0, etc., sont les moments des quantités croissantes ou décroissantes A,B,C, etc., ou les vitesses(n) avec lesquelles elles varient, le moment ou la variation du rectangle AB sera aB -t- SA ; celui du volume ABC sera aBC + SAC -^ cAB; les moments des puissances
8«roitt respectivement
2ttA, 3flA«, 4aA», |«A"^ \ak\ {ak*, |aA"*,— «A-»,— 2«A-»,— ^A~^
En général, le moment d'une puissance quelconque A** sera ~ aA ** • Celui de A'B sera 2aAB-i-SA>; celui de A«B«CS 3aA>B«C> + 4SA'B>C>
+ 2(jA»B*C; celui de ^ ou A»B-*, 8aA*B-« — 2JA»B-», et ainsi de
suite. On démontre ce lemme comme il suit.
Premier cas. Le rectangle AB variable, dans le cas où les côtés sont diminués des demi-moments |a, |S, devient le produit de A — {a
(16) Aii^jourd'hui les dérivées. Newton, dans le Seholium qui termine la première section du livre premier des Principes^ dit qu^il faut entendre, dans le sens de la théorie des limites, tout ce qu'il expose ultérieurement en parlant de quantités naissantes, d'infiniment petits, etc. Voici ses propres paroles : « Igitur in sequentibus, si quando facili rerum conceptui consulens, dixero quantitas quam minimas, Tel evanescentes, vel ultimas, cave intelligas quantitates magnitndine determinatas, sed cogita semper diminuendas sine limite, n (Éd. d'Amsterdam, 1714, p. 84).
(Il) Ailleurs, Newton désigne la vitesse d'accroissement d'une quantité A, par la lettre A surmontée d*un point. Leibniz a toi^ours maintenu, avec raison, que sa notation des différentieUes vaut mieux que celle de Newton par les fluxions. Newton, dit-il : « se sert d'autres caractères; mais comme la caractéristique même [la notation] est, pour ainsi dire, une grande partie de l'art d'inventer, Je crois que les nôtres donnent plus d'ouvertuxe.((7M«.ifaM.,t.Y.,p.8Û7;Dtttens,t.III,p.801).«
ié
^ 2id —
par B — {if ou AB — {oB — {tk-^^àb; quand les cAtés sont augmentés des demi-moments ^ a, | (, il devient AB -^{oB -^ {bA-^-^àb. De oe dernier rectangle, soustrayez le premier et il restera àB -i- iA. Donc les accroissements totaux a et $ donnent naissance à Taocroissementdu rectangle aB -^ bk; ce qu'il fallait démontrer (18).
Deuxième cas. Posons AB = G; d*après le premier cas, le moment da ▼olume ABC ou de GO sera gG •+- cO^ c'est-à-dire (en remplaçant G par AB, g par àB •+- bk), aBG -«- bkC + cAB. Le raisonnement est le même pour un produit d'autant de facteurs que l'on veut. G. Q. F. D.
Troiiièfne cas. Soient A = BBaG; le moment de* A% c'est-àrdire de AB, sera àB -^ bk ou 2ak ; celui de A' ou ABC sera aBC + iAC -«-
(18) Newton remplace ici, sans explication suffisante, la différentielle d{kB) par l'accroisaement A[(A ^| AA) (B — | âB)]. C'est un grave défaut de son exposition. U semble que l'illustre géomètre, sur ce point fondamental, ait toi:gour8 essayé de ne livrer sa pensée qu'& moitié, au lieu de la dévoiler toute entière. Dans son premier travail sur l'Analyse infinitésimale, écrit en 1669, mais publié seulement en 1711, savoir Tiifsa/y^ per Aequationes numéro terminorum i^finitas, une seule fois (Opuseula, I, p. 26, lignes 1 et 8 ; Comm. epist,, p. 73, lignes 16, 17, 28), il indique d'une manière fugitive, pourquoi il a le droit d'employer une égalité approximative f-^-dpssa V{iD 4- Aiv), au lieu de l'égalité rigoureuse |r + Ay = V{à + Aâ?), pour différentier p = Vm. Dans son Tractatus de Quadraiura Curvarum (publié en 1704), il est assez clair dans l'Introduction, surtout dans la recherche de la dérivée de (^(Opusc, p. 206), mais dans l'ouvrage lui-même, il remplace partout les accroia* sements par les différentielles. Enfin, il procède de même dans son livre le pins considérable sur les nouveaux calculs, savoir la Methodus Fluxiomm et Serierum it^initarum cum ejuedem appîicatione ad curvarum geometriam, écrit peut-être dès 1671, mais publié seulement en 1736, en Anglais, par Colson (Voir, en particulier, p. 59-60 dans l'édition de Castillon). Le passage où il s'est exprimé le plus clairement sur son procédé, est le suivant emprunté à sa Beeensio anonyme du Commercium BpUtolicum où il dit en parlant de lui-même : « Cum autem Propositionem aliquam demonstrat (Newtonus), literam o adhibet proflnito Momento temporis vel ejus exponentis, aut ct^usvis quantitatis uniformitei* fluentis; totamque calculationem absolvit per Geometriam veterum in finitis figuris sive schématibus sine ulla approximations ; et cum primum calculatio peracta est, et aequatio reducta, supponit momentum ù decrescere in injiniium atque evanescere. Cum vero non demonstrat, sed solum investigat Propositionem, quo citius rem conficiat, supponit momentum o esse infinité parvum, et in scribendo illud negligit, omnibusque approximationum modis utitur, quos nullum in conclusione errorem parituros autumat (Commercium epistolieumf p. 14) » Il est regrettable qu*il ne se soit pas exprimé aussi clairement dans sa MétXode des Fluwiont.
ekB on SaÂ.*. Pour la mdme raison, le moment de la pniMancé Ar est HaA«-«. C. Q. P. D.
Quatriime cas. Puisque j multiplié par A égale Tunité, le moment de j- multiplié par A, plus -j- multiplié par a est égal au moment de 1 on zéro. Donc le moment de -r ou A""' est -j^- • En général, puisque — multiplié par A* égale Tunitéi le moment de -- multiplié par A" plus t- multiplié par naA"**' est nul. Par suite, le moment
1 fUl m
de -r- ou A-* sera — i-rr- C. Q. P. D.
(Hn^UfHê cas. Puisque A^ multiplié par A* est égal à A, le moment 1 1
de A* multiplié par 2A' sera égal à a, d*après le troisième cas ; dono
le moment de A* sera — ^ ou ^aA *. En général, si Ton pose
A" = B, on aura A* == B" et, par suite, «taA*-* = hbB*-* et nuiAr* =
1IÎB-* ou hîA" ". Donc — aA » ■=»&, c'est*à-dire, le moment de A*.
SiwUme coi. Par conséquent, le moment d'une quantité A"'B" quel* conque est égal au moment de A"* multiplié par B" plus le moment de B* multiplié par A"», c'est-à-dire »wA'»"""B" + «ÎB"*"*A" et cela que les indices im, n soient entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs. Et il en est de même dans le cas du produit de plus de deux puissances.
Corollaire 1. De là résulte que dans les proportions continues, si un terme est donné, les moments des autres seront entre eux comme les termes multipliés par le nombre des intervalles qui les séparent du terme donné. Ainsi, si A, B, 0, D, E, P sont en proportion continue et si le terme C est donné, les moments des autres termes seront entre eux comme — 2A, — B, D, 2E, 3P(i9).
(19) On peut écrire, en effet, la progresBion ou proportion continue CQ"^, CQ'S C, CQ, C<y, CQ«. Ces quantités ont pour moments — 2gCQ-», — îCCr*, 0, qC, 2^C, ^C<^ égaux, au facteur {g : Q) près, à — 2CQ~% — CQ~S 0, CQ, 2C<y, 8CQ".
— ài2 —
Cancllair$ 2, Si, de qaatre quantités proportionnelleB, on donna dettx moyens, les moments des extrêmes sont entre eux oomme oes extrêmes. Il en est de même des moments des facteors d'an produit constant (^).
Corollaire 3. Si la somme on la différence de deux carrés est donnée» les moments des côtés seront réoiproqnement comme les côtés (^1).
Rbm\rqub. Dans des lettres échangées il j a une dizaine d'années [l&Jd-lQTT] avec le très habile géomètre G. G. Leibniz, je loi ai fait savoir que j*étais en possession d*Qne méthode pour déterminer les maxima et les minima, mener les tangentes et traiter les autres questions semblables» méthode qui servait aussi bien dans le cas des racines que dans celui des eipressions rationnelles; je lui cachais cette méthode dans la phrase suivante écrite en lettres transposées : Étant donnée une équa* tion contenant un nombre quelconque de quantités variables ou JlumUes, trouver leurs fluxions et inversement. Cet homme illustre me répondit qu'il était aussi tombé sur une méthode analogue et il me communiqua cette méthode qui s'écarte à peine de la mienne, sauf dans les termes et les notations (^. Le fondement des deux méthodes est contenu danA le lemme précédent(^).
CHAPITRE IIL iNDÉFINlMfiNT PETITS. iNFINlMEirr PETITS ET PSBCDO
INFIMIMENT PETITS.
%9t . DtlfinUions. I. Un infiniment petite comme on l'a vu, est une quantité variable qui a pour limite zéro (45) ; ou encorci en évitant de se
(20) Au signe près : si AB = c% on a aB + ^AssO on a:b=:A:^B,
(21) De A* db B' = constante, on déduit 2aA d= 2dB = ou a:6 = B:qpA. (S2) Dans la seconde édition des Principeê (1*718), Newton ijoute ici : et idea
çensrationis quantitatum, c'est-à-dire que, selon lai, les deux méthodes diffèrent aussi par la manière dont on conçoit, dans l'ane et l'autre, la génération des quan* lités. Newton regarde les variables comme engendrées d'une manière continue, dans le sens vulgaire de ce mot; Leibniz, comme étant la somme de leurs accroissements successifs. Cauchy a prouvé l'équivalence des deuiE manières de voir. (Voir n? 92). (28) Dans la première et la deuxième édition des Principes^ Newton reconnaît, comme on le voit, que Leibniz a trouvé, tout comme lui, le calcul différentiel. Dans la troisième édition (1*726), àcaase de la triste querelle que l'on parvint à susciter entre lui et Leibniz, il a eu la faiblesse de remplacer ce Sekolium célèbre par un autre, où il n'est plus fait mention de son illustre émule. Leibniz, à la fin, fut injuste aussi pour Newton ; mais auparavant, il avait reconnu lee droits de celui-ci à rinvention du calcul différentiel.
serrir du moi limite, and qaantité variable qui pent DBWNia et rbbtbe inférieure à une quantité donnée axLasl petite qu*on le veut, tandis qu'une ou plusieurs variables dont dépend la première tendent vers des valeurs inaccessibles. La notion d'infiniment petit, ainsi définie, ne présente rien de plus mystérieux ou de plus incompréhensible que celle de limite. Le nom seul prête à Terreur et aurait du être remplacé par celui àHndéJIni^ fMnt petU (46). Pour éviter toute ambiguïté, nous emploierons ce dernier terme dans ce chapitre. Newton se servait, dans le même sens, du mot évanauisiafU.
La vraie méthode infiniUrimàle ou mJôhoie des indéj/ttUmeiU pUiU consiste à ramener les questions de mathématiques à la recherche de limites de sommes ou de rapports d'indéfiniment petits (56)* Cette méthode est souvent très expéditive, grâce au principe de iubetUwtion dee indéjlnimeni peiiU, savoir : Dam lee limites de sommes arithmétiques ou de rapports d^indéJfUment petits, on peut remplacer chacun d'eux par un autre dont le rapport r au premier ait pour limite F unité (51). La démonstration de ce principe suppose que les rapports r aient pour limite l'unité, même si l'on tsii varier simultanément toutes les variables dont r dépend (Voir n« 311.312).
n. On a aussi employé le nom àHt^/lniment petit (on, s'il s'agit de grandeurs concrètes, le terme synonyme dHndimsible) dans le sens littéral, pour désigner une quantité qui est (et non qui peut devenir et rester) inférieure à toute quantité donnée, quelque petite qu'elle soit.
Il est clair, d'après la définition précédente, qu'tf n'p pas de différence entre un infiniment petit pris à la lettre et une quantité nulle. Le calcul infinitésimal, dans cette manière de voir, est un calcul sur des léros, mais sur des zéros qui gardent la tface de leur origine^ si l'on peut ainsi parler. Il existe, en effet, entre ces zéros des rapports eomoentionnéls que Pon peut définir comme il suit : si a, |3 sont des infiniments petits (nuls), limites des quantités variables A, B, la limite r du rapport (A : B), est, par définition, ce que l'on appelle le rapport (a : /3) et l'on écrit a s=s r^. De même, on appelle somme d'un nombre infini d'infiniment petits (nuls) «1» atf «s» etc., la limite de la somme des quantités variables A|, A|, Ai, etc., en nombre indéfiniment croissant, dont ai, at> a») etc., sont les limites nulles.
Le principe de la méthode des infiniment petits (nuls) est un postulat qui peut se mettre sous la forme suivante : On peut remplacer un infinie uuiU petit {nul) par un autre dont le rapport au premier est égal à l'unité.
- ÎU-
QaaiKt <m axpoM atm ppéciaion, oomma nous Tenons de le &in, U seos des termes emp]o7é8 dans la méthode des iDflniment petits (nuls), on Toit qu'elle ne diflbre pai, aa fond, de la méthode de§ indéfloiment petits, pourra que l'on restreigne le postulat aux sommes arithmétiques et aux rapports d'infiniment petits (nuls), seules expressions pour lesquelles on le démontre d'une manière générale.
m. Certains géomètres ont donné un autre sens encore au mot injhmtnt ptHt. D'après eux, il existe ia fuantilei iifféreniti ie téro tt jiri tant eepmdaiU inférintra à U»Ue grandeur att^naiU. Nous désignorons les infiniment petits entendas ainsi sons le nom de pstudo-ùijlniment petit*, pour tes diàtingner des indé/ttUnuut petiti et des infinimnt petits nuls et pour rappeler, en même temps, la contradiction évidente que contient leur définition. D'après les géomètres qui ont employé cas soi-disant quantités, l'analyse infinitésimale repose sur la proposition suivante : Dans las calculs, on peut nmplMer mu q%anlM par ww OMtn qui m d^^t d'à* pMtdo-infifUmâiU petit. Heureusement, en pratique, la plupart ont oonfondn les pseudo-infiniment petits, tantôt avec les indéfiniment petits, quand ils les soumettent au calcul, comme des quantités finies, tantôt avec les infiniment petits nuls, quand ils les traitent comme des quantités plus petites que toute quantité assignable.
IV. L'emploi du terme infiiâmeiit peHt dans trois sens différents (indéfiniment petits, zéros gardant la trsoe de leur origine, pseudo-infiniment petits) n'a pas peu contribué & obscurcir les écrits des géomètres. Au XVII* et au XVIII* siècle, comme nous allons le montrer par quelques citations caractéristiques, Kepler, Cavalieri, Watlis, au fond, semblent employer les infiniment petits nuls, mais sous une forme vague ; Euler en donne systématiquement la théorie; Jean Bemoulli, l'Hospital et Poisson, paraissent être les seuls géomètres dignes de ce nom qui croient & l'existence des pseudo-infiniment petits; Fermât, Roberval, Pascal, "TVton, Leibniz se servent de la méthode des indéfiniment petits, mais iploient souvent le langage abrégé de la méthode des infiniment petits Is, et peut-être même des psendo-infiniment petits. Â.U XIX* siècle, pois Cauchy, la méthode des indéfiniment petits est à peu près seule iployée dans l'exposé scientifique du calcul infinitésimal} la méthode s infiniment petits nuls, avec son langage conventioonel à peine plus urt, est tombée en discrédit, parw qu'il est impossible d'en démontrer ^ourensement les règles, sans les faire précéder des règles équivalentes
et pins claires de la méthode des indAflniment petiiSi comme Pavaiehi fait Leibniz et Newton, il y a deux siècles.
9M. HiitmqHé. I. Ebplbb, dans la A'ofaW#r0O«is^rfeiIoZf0fiim (1615), a, le premier probablement, introduit dans la géométrie la notion ?ague des infiniment petits en regardant le cercle comme composé d*ane infinité de triangles ayant les parties indivisibles de la circonférence pour bases et le centre pour sommet commun. La sphère est, de même, la sonime d*une infinité de pyramides. Kepler décompose d'autres solides d*une manière analogue. Voici ses paroles sur le cercle : c Girculi drcumferentia partes habet totidem, quot puncta, puta inûnitas; quarum quaelibet consideratur ut basis aliciûus trianguli aequicruri, cruribus AB (se. radias) : uti ita triangula in area circuli insint infinita, omnia yerticibus in centro coeuntia (Opem ommei, iy> pp. 557-558). » Pour la sphère, il dit (Ib. p. 563) : € Corpus sphaerae •••. potestate in se continet infinités veluti conos, yerticibus in centro sphaerae coeuntes, basibus, quarum yioem sustinent puncta, in superficie stantibus* » Dans le même ouyrage (p. 634), il obserye qu'aux enyirons du maximum d'une grandeur yariable, il y a une variation insensible de cette grandeur.
Évidemment, il y a loin de là à une vraie théorie des maxima et des minima ou à une doctrine systématique sur les infiniment petits. Mais la méthode hardie de Kepler fit une impression profonde sur ses contemporains. GuLDiN, tout en critiquant les démonstrations de Kepler, exprime bien la fascination qu*elles exerçaient sur lui dans les paroles suivantes : c Quemadmodum^ disputante S. Paulo coram rege Agrippa, hic exdamaverit et dixerit Paulo : in modico me iuadêi chmtianum ft$n, sic et mihi disputans Keplerus in modico persuadet, ut Keplerianus fiam, nisi me absterreret infinitorum istorum tractatio et purioris geometriae principes, auctores et sectatoi:es {KepL Opp*t IV, p. 648, note 9). »
Il importe de remarquer les expressions dont se sert Kepler en parlant de la sphère : c Le volume de la sphère contient virêuellemeiU (potestate) comme (veluti) une infinité de cônes. » N*entrevoit-il pas les objections que Ton peut faire contre son procédé trop sommaire ?
IL Oavalieri, qui a lu la Nota it&reameiria de Kepler et la cite dans la préface de son livre, avec les écrits d'Euolide et d'Archimède, est, à proprement parler, l'auteur de la Méthode des indivisiblei. Cette méthode consiste essentiellement à déduire le rapport des aires de deux figures planes (ou des volumes de deux solides) de la considération des rapports
dé ionteii les droites parallèles à une droite (oa de toutes les seetioBS planes parallèies à on plan) de direction donnée, comicb si une aire était une somme de longueurs (ou un volume une somme d'aires).
Nous disons commb si, pour traduire exactement la pensée de Cayalieri telle qu*il Ta exprimée dans la préface de son livre et ailleurs, c Quoad continui compositionem, dit-il, manifestum est ex prâeostensiSy ad ipmm 9» indimibilibui eompoundum nos mininie oogi : solum enim continua sequi indivisibilium proportionem et e converse, probare intentum fuit; quod quidem cum utraque positione stare potest. Tandem vero dieta indivisibilium aggregata non ita pertraotavimus, ut inflnitatis rationem propter infinitas lineas seu plana subire videntur, sed quaienus flnitatis quandam conditionem et naluram sortiuntur, ut propterea et augeri et diminui possint, ut ibidem ostensum fuit, si ipsa prout diffinita sunt accipiantur (p. 483 de Téd. de 1653). » Au reste. Cavalier! trouvait lui« même des difficultés dans cette méthode, comme il le dit aussi dans la Préface; il j parle de la considération de ce nombre innammatU de parties qu'il considère dans les aires et les volumes comme d'un artiflce semblable à celui des algébristes faisant des calculs sur les nombres incommensurables. < Non aliter ipse ergo indivisibilium sive linearum, sive planornm congerie, licet quoad eorumdem numerum innominabili, surda ao ignota, quoad magnitudinem tamen conspicuis limitibos dausa, ad oontinuorum investigandam mensuram usus snm. » Pour prévenir les objections naissant de ces difficultés, il consacre le livre Vn de son ouvrage à démontrer autrement les résultats obtenus par la méthode des indivisibles, tout en disant que c'eât été un crime de ne pas communiquer oelle-ci aux géomètres.
m. RoBKRVAL, dans son Traité des Itulivisiblei, composé peu après oelni de Gavalieri (Ouvragée de maM^Mj««, La Haye, 1731, pp. 205-290) entend par là, des grandeurs aussi petites que Ton veut, et ayant pour limite zéro ; les indivisibles sont de même espèce que les grandeurs dont elles sont les éléments, quoique dans le langage on paraisse dire le oontraire, c Pour tirer des conclusions par le moyen des indivisibles, il £aat supposer que toute ligne, soit droite, soit courbe, se peut diviser en une infinité de parties ou petites lignes toutes égales entre elles, ou qui suivent telle progression que Ton voudra... Or, d'autant que toute ligne se termine par des points au Ueu de lignes on se servira de points ; et puis, au lieu de dire ^ue toutes les petites lignes sont & telle chose en certaine
raifiOBy on dira que tons oea points sont à telle chose en ladite raison (p. 208) »• « La superficie se divise aussi en nne infinité de petites superficies, lesquelles sont égales, ou ont égale différence, ou gardent entre elles quelqu'autre progression... Et d*autant que les superficies sont enfermées dans les lignes, au lieu de comparer les superficies, on comparera les lignes à une autre chose. .. De même, les solides se divisent en nne infinité de petits solides ou égaux, ou qui gardent quelque proportion, comme il a été dit des surfaces; et d'autant que les solides sont terminés par des surfaces, au lieu de dire que ces petits solides sont au grand solide pris autant de fois, je dis, l'infinité des surfaces sont à la plus grande prise autant de fois.... Par tout ce discours, on peut comprendre que la muUUude in/lme de points te prend pour une infinité de petUee lignes et compose la ligne entière. LHf^finUé de lignes représente Vin finité des petites superjteies qui composent la superficie totale. LHnJlnité de superficies r^ésente Vi^finité de petits solides qui composent ensemble le solide total (p. 209). >
Il est impossible, comme on le voit, d'expliquer plus clairement le langage conventionnel employé dans la méthode des indivisibles.
Roberval s'occupe aussi de la légitimité du procédé de sommation qu'il emploie, parce qu'en apparence, il néglige certaines quantités dans ses calculs. li fait observer, à propos d'un cas simple, traité dans son introduction, que ce qu'il trouve en trop est aussi petit que Ton veut et il conclut : « Puisqu'on voit que Texcès diminue toujours, il s'anéantira enfin dans la division indéfinie (p. 208). »
IV. Pascal a aussi beaucoup employé la méthode des indivisibles, et, comme plusieurs géomètres du temps, il a expliqué clairement pourquoi elle est rigoureuse. Voici à ce sujet, un extrait caractéristique de sa lettre à M. Carcavi (10 déc. 1659) : c J'ai voulu faire cet avertissement, pour montrer que tout ce qui est démontré par les véritables règles des indivisibles, se démontrera aussi à la rigueur et à la manière des anciens; et qu'ainsi l'une des méthodes ne diffère de l'autre qu'en la manière de parler : ce qui ne peut blesser les personnes raisonnables quand on les a une fois averties de ce qu'on entend par là. Et c'est pourquoi je ne ferai aucune difficulté, dans la suite, d'user du langage des indivisibles, la somme des lignes ou la somme des plans; et ainsi, quand je considérerai, par exemple, le diamètre d'un demi-cercle divisé en un nombre indéfini de parties égales aux points Z, d'où soient menées les
ordoiuiéefl ZM, je ne ferai aactme diAcalié d*iuer de cette expression, là gamme iss arionnéeSy qui semble ne pas être géométriqoe à oenz qni n*entendent pas la doctrine des indivisibles et qoi s'imaginent qne c'est pécher contre la géométrie qne d'exprimer an plan par un nombre indéfini de lignes; ce qoi ne vient qne de leur manqne d'intelligence, poisqu'on n'entend autre chose par là sinon la somme d'un nombre indéfini de rectangles faits de chaque ordonnée avec chacune des petites portions égales du diamètre, dont la somme est certainement un plan, qui ne diffère de l'espace d'un demi-cercle que d'une quantité moindre qu'aucune ûotl" née... {Œuvres^ édit Hachette, 1858, t. Il, p. 544).» A la page préoédente, après avoir fait une substitution d'infiniment petits, il dit : c Ce qui ne change rien, puisque la somme des portions substituées ne diffère de la somme des véritables que d'une quantité moindre qu'aucune donnée. »
y. Wallis, dans son Arithmetiea Infinitarum^ traduit en calcul la méthode des indivisibles de Cavalieri, mais sans rien y ajouter au point de vue de la rigueur; sous ce rapport, il est inférieur aux précédents. € Il composa ce traité, dit Maclaurin, comme il nous l'apprend, avant qu'il eût lu les écrits d'Archimède et il propose ses théorèmes sous une forme moins exacte. Il suppose ces progressions continuées jusqu'à l'infini et il cherche, par une espèce d'induction,- la proportion de la
somme des puissances [0* + 1* + 2* -| 1- «*] au produit [(« -f- 1) a*]
qui résulte, en prenant la plus grande puissance aussi souvent qu'il j a de termes (Traité des Fluxions, éd. franc., t. I, p. XLIX). » Cependant, malgré les inexactitudes de langage de Wallis (il emploie, par exemple,
le signe ^ pour désigner une partie infiniment petite d'un angle ; voir
p. 367 du tome I des Opéra Mathematica^ 1695), ça et là, il indique la raison pour laquelle il peut négliger certaines quantités vis-à-vis d'autres. Ainsi, dans la proposition XX, il trouve que le rapport de 14-4 + ^ +
...+^« à (n + 1)»' est ô+^» puis il dit: € Cum autem cresoente
numéro terminorum, excessus ille supra subtriplum ita continue minuatur, ut tandem quolibet assignabili minor évadât (ut patet;) si in inflnitum procedatur prorsus evaniturus est. >
YI. Fermât a employé plus d'une fois le langage conventionnel de la méthode des indivisibles, mais il a eu soin de faire remarquer, comme plui tard Roberval et Pascal, que les erreurs commises en apparence sont nulles en réalité, parce que, si elles existaient, on pourrait
cdrtainement les fendre moindres qne tonte quantité donnée. Dans sa théorie des maxima et des minima, il a même imaginé un terme pour dire que deux quantités sont égales à un indéfiniment petit près, négligeable dans la question traitée: < Id compare primo solide A' in B — A', tanquam essent aequalia, lioet reyerà aequalia non sint et hujusmodi oomparationem Yocayi aiaequàlikUem ( Varia ap$ra. p. 66). >
Dans son écrit si remarquable sur la quadrature des courbes, il indique d'ailleurs en quelques mots, mais avec précision, pourquoi, dans une limite de sommes d'indéfiniment petits considérée par lui, il néglige certains petits parallélogrammes et, à ce propos, il ajoute ces mots : ArcMmedaed prolùnare demomêraiione faciUime Jlrmandum (Ib. p. 46). Dans une lettre célèbre à Qassendi (Ib. p. 201-204), il a donné un exemple de ces démonstrations à la manière d*Archimède.
YII. Newton, comme nous rayons dit (p. 209, note 16; 210, note 18) a maintes fois employé le langage des infiniment petits, et probablement il Ta fait à dessein pour ne pas déyoiler complètement le secret de ses découyertes. Db Morgan {On the Barly HUiory qf InfinUeitmala in Snglani, Phil. Mag., 1852, t. XLI, pp. 321-380), égaré par cette obscurité calculée, a cru pouyoir démontrer que Newton ne s*était oonyerti à la méthode des limites et n'ayait rejeté les indiyisibles qu'entre 1693 et 1704. Mais cet historien n'a pas tenu compte d'un passage (indiqué plus haut, p. 210, note 18) du premier écrit de Newton, de ses lettres de 1676 à Leibniz et surtout des paroles si précises qui terminent la première section des Principes (yoir p. 209, note 16).
Dans cette section des Principes^ Newton expose ayec rigueur les principes généraux relatifs aux limites de sommes et de rapports d'indéfiniment petits, c'est-à-dire les principes de la vrai$ méthode infinitésimale. Qrâce à ces principes, ses démonstrations sont aussi rigoureuses que les démonstrations compliquées des anciens, aussi simples et aussi rapides que les démonstrations insuffisantes de ceux qui emploient les indiyisibles. Voici les paroles de Newton : € Praemisi yero haec Lemmata, ut effugerem taedium deduoendi perplexas demonstrationes, more yeterum Geometrarum, ad absurdum. Contractiores enim redduntur demonstrationes per methodum Indiyisibilium. Sed quoniam durior est Indiyisibilium hypothesis, et propterea methodus illa minus Geometrica censetur; malui demonstrationes reram sequentium ad ultimas quantitatum eyanescentium summas et rationes, primasque nascentium, id est ad summarum et rationum deducere^ et propterea limitum illorum
demoEBtrationes qaa pottii breyitate pradmittere. Hia enim idem praartatar quod per meihodam Indiyisibiliam ; et prinoipiis demonstratis jam tutias utemur. Proinde in sequentibusi si quando quantitatea tanquam ex particalis oonstantes considerayeroi vel si pro rectia asarpayero lineolas curvas; nolim indivisibilia, sed eyanesoeiitia diyisibilia, non summas et rationes partium determinatarum, sed sammaram et rationam limitea semper intelligi; yimqae taliam demonstrationum ad methodam praecedentium Lemmatam semper reyooari. »
YIII. Leibniz. Il existe relatiyement à Leibniz une tradition inexaote d*après laquelle il aurait admis Texistence des pseudo-inflntment petits. A ffioriy cela semble bien peu probable, puisque Leibniz a appris les quadratures sous la direction de Huygens, dans les écrits de oelai-ei, de Grégoire de Saint Vincent et de Pascal, c'est-à-dire d*auteurs qui se seryaient de la méthode des Anciens, ou de celle des indiyisiblesi mise sous une forme rigoureuse.
En réalité, Leibniz a employé, comme la plupart de ses contemporains, le langage conyentionnel de la méthode des indivisibles, mais en Tinterprétant dans le sens de la méthode des indéfiniment petits. Quelques citations caractéristiques suffiront pour le prouyer(yoir aussi p. 204, note 9).
Dans le discours préliminaire de la Théoitùiôf au n® 70, on trouye les paroles suivantes. (Opéra pMlosophiea, éd. Erdmann, 1840, p. 409, col. 1): c On s'embarrasse de même dans les séries des nombres, qui yont à Tinfini. On conçoit un dernier terme, un nombre infini, ou un infiniment petit; mais tout cela ne sont que des fictions. Tout nombre est fini et assignable, toute ligne l'est de même et les infinis ou infiniment petits n'j signifient que des grandeurs qu'on peut prendre aussi grandes ou aussi petites que l'on youdra, pour montrer qu'une erreur est moindre que celle qu'on a assignée, c'est-à-dire qu'il n'y a aucune erreur : ou bien on entend par rinfiniment petit l'état de réyanouissement ou du commencement d'une grandeur, conçus à l'imitation des grandeurs déjà formées. »
On retrouve la même doctrine dans un grand nombre d'autres passages des écrits de Leibniz, par exemple, dans celui-ci, extrait d'une lettre à M. Dangicourt du 11 septembre 1716 (Leibniz est mort deux mois après, le 14 novembre 1716) : < Je leur (à divers partisans des pseudo-infiniment petits) témoignai que je ne croyais point qu'il y eût des grandeurs véritablement infinies ni véritablement infinitésimales, que ce n'était que des fictions, mais des fictions utiles pour abréger et pour parler universelle^ ment.... Plus on faisait la proportion ou l'intervaUe grand entre cas
degrië, plus on approchait de rexactitade, et plus on ponyait rendre l'erreor petite et même la retrancher tout d*un coup par la Action d*un interyalle infini, qui pouvait toujours être réalisée à la façon de démontrer d'Archimède. Mais comme M. le Marquis de THospItal croyait que par là je trahissais la cause, ils me prièrent de n'en rien dire {Œuvres, édition Dutens, III, p. 500). >
On a Yu plus haut (n''289,I,et note4)que Leibniz définit la difierentielle d'une fonction y de 0, absolument comme Cauehy VaJaU plus tari, eu posant dj = y'dx, dx étant quelconque. Voici une note caractéristique de lui sur ce point, où il fait observer que, sur la figure que nous avons reproduite à la page 201, da est représenté par une grandeur finie. En même temps, il donne une interprétation géométrique des différentielles d'ordre supérieur: cUnum adhuc addere placet,ut omnis de realitate diflerentiarum cujuscumque gradus tollatur disputatio; posse eas semper exprimi rectis ordinariis proportionalibus. Nempe sit linea quaecumquei cujus ordinatae crescunt, vel decrescunt; poterunt ad eumdem axem in iisdem punctis applicari ordinatae secundae ad novam lineam terminataoi proportionales diflerentiis primi gradus, seu démentis ordinatarum lineàe primae. Quod si jam idem fiât pro secundis ordinatis, quod factum est pro primis, habebuntur ordinatae ad lineam tertiam, proportionales primarum ordinatarum dijSerentio-difTerentialibus, seu difFerentiis secundis; seu, quod idem est, secundarum ordinatarum differentiis primis. Et eodem modo etiam difierentiae tertiae, et aliae quaecumque per quantitates assi* gnabiles exponi possunt. Modum autem difFerentiis primi gradus proportionales exhibendi rectas ordinarias jam tum expliqui, cùm primum hujus calculi elementa traderem in Actis octobris 1684. Nempe inspiciatur ibi Tabula 6. fig 29, reperietur dw, elementum abscissae AX vel a, repraeseniafi per reetam assignabUem in figura separatim positam, et deinde dff, elementum ordinatae XY seu y, repraesentari per reetam quae sit ad dictam dw jam assignatam, ut XY ordinata, est ad XD interoeptam in axe inter tangentem et ordinatam (Dutens, III, pp. 382-333; Gerhardt, V, p. 327. Extrait des Acta Bruditorum de 1695). >
Mais, si Leibniz savait parler au besoin, aussi bien que Newton, le langage rigoureux de la méthode des indéfiniment petits, il ne voulait pas néanmoins que l'on fût trop scrupuleux, même sur le fond des doctrines : « Ego quidem fateor magni me eorum diligentiam facere, qui accurate omnia ad prima principia usque demonstrare contendunt, et in talibus
qnoqae studinm non raro posaisse ; non tamen snadere, ut nimia scrapiilositate arti inveniendi obex ponatnri aat tali praeteztu optime inyenta rejiciamus, nosque ipsos eoram fructu privemus (Datons, m, p. 328 ; Gerhardt, V, 322) »
IX» Jban Bernoulli a ou ayoc Loibniz uno longuo controyone sur rexistonco do quantités infinitésimalo8| différentes de zéro et pourtant inférieures à toute grandeur donnée, autrement dit des pseudo-infiniment petits (Voir L&ibniiii $t Johannis BemouUii ComTnerciumphilotophieum ei mathematicum^ Lausannae et Geneyae, 1745; tome I, pp. 370-440, ou le yolume correspondant de Tédition de Gerhardt). Voici le résumé de la pensée de J. Bernoulli : € Dico... inânita et inânita parya non posse demonstrari existere, sed etiam non posse demonstrari non existere; probabile tamen esse existere (Page 402). »
X. De l*Ho8pital (1667-1704) publia, en 1696, le premier traité didactique de Calcul différentiel, sous le titre : Analffse des injtnment petits pour semir à VinUlligenu des ligner courbes. Ce liyre, réimprimé plusieurs fois (1715, 1768, 1780; traduction anglaise, 1730; traduction latine à Vienne, 1764, 1790) deyint, au XVIIP siècle, le manuel de tous ceux qui s'occupaient de mathématiques supérieures, et il a contribué plus qu'aucun autre à répandre des idées yagues sur le calcul différentiel. De THospital est élèye de Jean Bernoulli et il semble qu'il ait adopté les idées de son maître, sur Texistence des pseudo-infiniment petits, d'après les deux postulats sur lesquels il fonde son Traité. Ces deux postulats sont les suiyants : 1® € On demande qu'on puisse prendre indifféremment l'une pour l'autre deux quantités qai ne diffèrent entre elles que d'ane quantité infiniment petite. » 2° < On demande qu'une ligne courbe puisse être considérée comme l'assemblage d'une infinité de lignes droites, chacune infiniment petite : ou (ce qui est la même chose) comme un polygone d'un nombre infini de côtés, chacun infiniment petit; lesquels déterminent par les angles qu'ils font entre eux, la courbure de la ligne (Pages 2, 3 de l'édition de 1715). »
On obseryera ici que les infiniment petits de l'Hospital et de Bernoulli ne sont définis nulle part; le sens raisonnable que Ton peut donner aux deux principes n'est pas indiqué; ensuite, ces principes ne sont pas démontrés f quoiqu'ils puissent l'être, dans les cas où l'auteur les emploie, mais pour le second, cela n'est pas aussi facile qu'il le pense : c Les deax demandes ou suppositions que j'ai faites au commencement de ce traité
et sur lesquelles seules il est appuyé, me paraissent si évidentes, que je ne crois pas qu*elles puissent laisser aucun doute dans l'esprit des lecteurs attentifs. Je les aurais même pu démontrer facilement à la manière des anciens (Préface, p. XV). >
XI. Maclaurin. Le Traité des Jltmons àeMHcleLXknii, publié en 1742, est aussi rigoureux que le livre de THospital Test peu; il contient d'ailleurs des recherches originales de Fauteur sur diverses questions difficiles. Mais la majeure partie de cet excellent ouvrage a une forme géométrique qui en rend la lecture laborieuse. On préféra donc aux démonstrations exactes de Maclaurin, la clarté superficielle de celles de THospital dans son Analyse des infiniment petits.
XII. EuLBR, dans ses Institutiones càlculi diferentiàlis (1755) et dans aeslnstitutiones calculi integralis (1768-70), donna un exposé systématique, assez prolixe, mais suffisamment rigoureux, du calcul infinitésimal, fondé sur la théorie des infiniment petits nuls. Gomme l'idée fondamentale de cette méthode du célèbre géomètre de Baie est exposée plus haut (291, II), nous nous contenterons de citer le passage suivant du premier de ces ouvrages (Édition de Zurich de 1787, p. 63, n"* 84) : < Si quantitas tam fuerit parva, ut omni quantitate assignabili fit minor, ea certe non poteret non esse nulla, namque nisi esset = 0, quantitas assignari posset ipsi aequalis, quod est contra hypothesin. Quaerenti ergo, quid sit quantitas infinito parva in Mathesi, respondemus eam esse rêvera = 0; neque ergo in hac idea tanta njysteria latent, quanta vulgo putantur, et quae pluribus calculum infinité parvorum admodum suspectum reddiderunt. Intérim tamen dubia, si quae supererunt, in sequentibus, ubi hune calculum sumus tradituri, funditus toUentur. >
^III. Poisson, Caught, Duhamel, Navier, Gournot. Poisson, au n^ 12 de sa Mécanique (2« édition, 1833; première édition, 1811), admet l'existence des pseudo*infiniment petits : < Un infiniment petit est une
grandeur moindre que toute grandeur donnée de la même nature
Ainsi, le temps croit par des degrés moindres qu'aucun intervalle qu'on puisse assigner.... Les infiniments petits ont donc une existence réelle, et ne sont pas seulement un moyen d'investigation imaginé par les
géomètres (p. 14). Le principe fondamental de l'Analyse infinitésimale
consiste en ce que deux quantités finies, qui ne diffèrent l'une de l'autre que d'un infiniment petit, doivent être regardées comme égales, puisqu'on ne saurait assigner entre elles aucune inégalité, aussi petite que l'on voudra (pp. 16-16). »
Caxjcry, en 1821 , dans Bon Analyn algébrique , balaie tontes ces notions Yagnes en exposant, sous une forme claire et simple, la théorie des indiâniment petits; elle a été Yulgarisée plus tard par les écrits plus accessibles de DuHAMBL {ÉlimênU de calcul injlnitisimal; dernière édition publiée par l'auteur en 186)) et est, pour ainsi dire, universellement adoptée. Un petit nombre d'esprits seulemenl^ séduits sans doute par l'autorité de Poisson, ont essajé de conserver les pseudo-infiniment petits, au moins partiellement. Nous en citerons deux.
Navier (Résumé des leçons d'Analyse données à V École Polytechnique;
Paris, 1840). < Il est nécessaire, dit-il, de distinguer les cas où l'on regarde
ainsi l'accroissement Àa; de la variable indépendante comme s'approchant
indéfiniment de zéro, ou ayant une valeur indéterminée plus petite que
tout nombre donné. Cet accroissement est dit alors infiniment petit....
Si Ax et Hy sont supposées infiniment petites, ces différences sont
alors appelées les différentielles des variables â; et y; et pour distinguer
ces cas on emploie la caractéristique d à la place de A, en écrivant ia
au etdy. La limite vers laquelle tend le rapport -r^ à mesure que Hx diffère
dp de moins en moins de zéro est exprimée par-^ (p. 8). > On peut entendre
dof
ces paroles dans le sens (raisonnable) des infixiiment petits nuls d'Euler,
ou dans le sens (absurde) des pseudo-infiniment petits de Poisson.
Le passage suivant semble plutôt écrit dans ce dernier système : c On
doit se représenter la variable x comme prenant successivement des
valeurs dont chacune surpasse la précédente de la quantité dx supposée
infiniment petite, c'est-à-dire plus petite que toute grandeur donnée*. ••
Chaque fois que x croit de la différentielle dx, y varie de la différentielle
correspondante dy (p. lOj. >
CouRNOT, dans son Traité élémentaire de la théorie des fonctions et du
Calcul infinitésimal (Paris, Hachette, 1841), expose (tome I, pp. 81-101)
une théorie des infiniment petits extrêmement peu claire, qu'il attribue
à Leibniz, mais qui, en réalité, est tantôt celle d'Ëuler, tantôt celle de
Poisson. Au fond, il semble adopter plutôt cette dernière : < La méthode
[pseudo]-inflnitésimalo, dit-il, ne constitue pas seulement un artifice
ingénieux : elle est Texpression naturelle du mode de génération des
grandeurs physiques qui croissent par éléments plus petits que toute
grandeur donnée (p. 86). »
CHAPITRE IV. Principes généraux de la méthode des limites
La méthode des limites étant exposée d'ane manière trop brève dans le deuxième chapitre de Tintrodaction, nous la développons davantage ici, particulièrement dans les démonstrations relatives aux incommensurables.
99S. Nombre ineommensuratle. Si, par un procédé quelconque, on parvient à distinguer les nombres commensurables en deux groupes, (a, ûtt As, etc.), (A, A4, Ai, etc.) tels que tout nombre du premier groupe soit inférieur à un nombre quelconque du second, et sans qu*aucun nombre commensurable sépare ces deux groupes, on dit quMls sont séparés par un nombre incommensurable a{**]. Ainsi, par exemple, il j a des nombres commensurables dont le carré est inférieur à 2, d'autres dont le carré est supérieur à 2. On dit que ces deux groupes sont séparés par un nombre incommensurable, représenté par le symbole |/2.
&éoméMquemeiUy a étant, sur une droite Oa, un point dont la distance à n*est pas dans un rapport commensurable à Tunité de longueur OU, on dit que Oa a, avec OU, un rapport représenté par (Oa : OU) qui est un nombre incommensurable.
On dit que a est supérieur à tout nombre ùm du premier groupe, inférieur à tout nombre A» du second, et que a — dm ou A^ — a est une partie de A» — a». La différence (|3 — a) entre deux nombres incommensurables a, |3 est une partie de B, — dm, B, étant un nombre commensurable supérieur à |3. On dit qu'une différence a — a«, A« — a, |3 — a est inférieure à une quantité e, si l'on peut trouver un nombre An dans le premier cas, am dans le deuxième, des nombres B^ et am dans le troisième, tels que e surpasse A» — a», B, — Om. Enfin (1 : a) est dit intermédiaire entre (I :a«.) et (1 : An), par définition.
(*) Les principes des n^ 29^ et suivants sont tous à peu près évidents. Nous les énonçons explicitement afin d'en faire mieux ressortir la signification exacte. Nous engageons nos jeunes lecteurs à laisser de côté, dans une première lecture, les démonstrations analytiques données en note et les réciproques.
(^) Un nombre commensurable N divise les nombres commensurables en deux groupes, l'un contenant N et tous les nombres inférieurs (ou supérieurs), l'autre tous les supérieurs (ou inférieurs). On peut dire que N sépare les deux groupes, quoiqu'il appartienne à l'un ou à l'autre, par convention.
994. THÉoRfiaiE. JSntre un nombre ûm du groupe {a, at, at, ...) et un nombre kn du croupe (A, Ai, Ai, ...)il y a toujours un nombre indéfini dé nombres appartenant à chacun de ces deux groupes.
En effet, formons la suite indéfinie de nombres r^ ri, rs» r^y .,., r^ de la manière suivante : ri = |(a«» -i- A») ; r« = ^ (a.» -♦- n), si ri surpasse a, rs = ^ (A« -t- ri), si ri est inférieur à a; en général, r^^i est la moyenne arithmétique de rp et du premier r, des nombres rp^i, ^p-i9 etc., tel que a soit compris entre rp et r^ • Je dis que la suite indéfinie ri, rs, rs, r4, ... r^, etc., contiendra une infinité de nombres inférieurs et une infinité de nombres supérieurs à <t. Car, si le procédé de formation des r conduisait à un dernier nombre R, supérieur, par exemple, à a, soit R — d, le dernier nombre inférieur à a, obtenu avant R. Le procédé de formation des r, donnera, pour ces nombres, après R, la saite illimitée :
R — -5, R — -d, R — gd, ... , R — — d, etc.,
de nombres tous inférieurs à a. Tout nombre commensurable b inférieur à R, sera inférieur à R — 2~*d, si k est suffisamment grand; donc b sera < a; tout nombre commensurable B, supérieur à R, sera aussi supérieur à a. Donc, R séparerait tous les nombres inférieurs à a de tous les nombres supérieurs à a, ce qui est contraire à la définition du nombre incommensurable a. La suite des nombres r comprend donc une infinité de nombres de chacun des deux groupes (a) et (A).
995. Limite. (Voir n*' 17-21). La limite, supposée commensurable et Jlnie, d'une variable X, commensurable aussi, est une quantité constante A dont la variable approche indéfiniment sans jamais l'atteindre; autrement dit : La différence X — A» prise en valeur absolue, peut devenir et rester plus petite que toute quantité donnée d*avance, sans jamais devenir nulle. Ces derniers mots : sans jamais devenir nulle, ont un sens conventionnel et signifient que X dépend d*une ou de plusieurs variables indépendantes qui tendent vers des valeurs inaccessibles (^): elles peuvent différer aussi peu
(*) Ba analyse infinitésimale, ces yaleurs inaccessibles sont, directement on indirectement, :^éro ou Vinfini. Ainsi, la dérivée d*une fonction y de tp est, par définition, la limite de (Ay : ^œ), quand l'accroissement Mb décroît indéfiniment (94). La limite de somme ^{x)^x, de Xq à X, dépend du nombre n de parties Aâ?, dans lesquelles X — â;« est subdivisé, et, par hypothèse, n croît indéfiniment, àx décroît indéfiniment (106-106). La somme S d'une série est la limite deS», somme des n pre-
qu'on le veut de ces valeurs inaccessibles, si celles-ci sont finies ; si Ton dit que ces valeurs inaccessibles sont infinies, cela signifie seulement que les variables indépendantes peuvent, en valeur absolue, devenir et rester plus grandes que toute quantité donnée.
La variable X est dite avoir une limite iîijtnief si (1 : X) a pour limite zéro, ou si X, en valeur absolue, devient et reste plus grand que toute quantité donnée, pourvu que X garde toujours le même signe à partir d'une des valeurs par lesquelles elle passe. Si X devient définitivement positif, on dit que lim X ^=a + oo ; lim X = — oo , dans le cas contraire.
Les définitions précédentes s'étendent aux variables et aux limites inammensurallet^ pourvu que Ton se rende compte du sens conventionnel attaché aux difiérences a — Omy A« — a, |3 — a. Ainsi, en particulier, Ç étant une variable incommensurable toujours comprise entre les variables commensurables Xmf X» dont la différence X« — Wm est aussi petite qu'où le veut, on aura lim ^^=00, si lim (1 : ^) c=a 0, c'est-à-dire si lim (1 : ofm) ou lim (1 : X») est égale à zéro, ou si Xm, X«, en valeur absolue, deviennent et restent plus grands que toute quantité donnée.
Moyennant les mêmes conventions, on peut dire aussi qu'un nombre incommensurable a est la limite des nombres commensurables Om, A« qu'il sépare.
tM. AxioMB ou PRINCIPE FONDAMENTAL (u*" 26). Une quantité variable toujours croissante {ou décroissante) a une limite finie ou if^nie.
1"* La variable X croît au delà de toute limite et est commensurable; alors (1 : X) décroit sans cesse, devient et reste aussi petit qu'on le veut; donc lim X = x .
2® La variable X croit au delà de toute limite et est incommensurable; alors X est compris entre a« et A» = a« -«- d, d étant une quantité fixe aussi petite qu'on'le veut, et am et A«» croissent aussi au delà de toute limite ; (1 : Om) et (1 : A«), et, par suite, la quantité intermédiaire (1 : X) a pour limite zéro ; donc lim X = oo .
3® X ne croit pas au delà de toute limite et il y a un premier nombre commensurable L non dépassé par X. Supposons d'abord X commensu-
miers termes de la série, pour n croissant indéfiniment (117). D'après les définitions mêmes, téro est donc une valeur inaccessible pour Aâ?, l'infini une valeur inaccessible pour ». Les définitions des n»* 115, 214, impliquent de même que certaines variables tendent vers des valeurs inaccessibles.
rable aussi. Alors L — X est une quantité qui n*est jamais nulle, puisque X n'atteint pas L. Cette différence devient aussi petite que Ton yeuti puisque, par hypothèse, X dépasse toute quantité commensurable L — e, inférieure à L, quelque petite que soit e. Une fois que la différence L — X est devenue plus petite qu'une quantité quelconque e, elle reste plus petite que cette quantité, puisque L — X décroit sans cesse, quand X croit. Donc, lîmX = L, Supposons ensuite X incommensurable et compris entre deux nombres oommensurables Um et kn^=am h- d, dont la différence d, fixe ou variable, est aussi petite qu'on le veut. Puisque X est toujours inférieur à L, on peut aussi supposer A« <L; comme X surpasse toute quantité commensurable L — s, inférieure à L, quelque petit que soit e, il en est de même de An, et L — A« devient et reste plus petit que e; L — am = L — A« + d, devient et reste plus petit que e + d; donc L — X est une quantité intermédiaire entre e et £ -«- d, quantités qui deviennent et restent aussi petites qu'on le veut, et lim X = L.
4? Il n'existe pas de premier nombre commensurable non dépassé par X dans ses variations. Alors tous les nombres commenivu*ables peuvent être divisés en deux classes, les uns Im dépassés, les autres 1% non dépassés par X; ces deux classes sont séparées par un nombre incommensurable À, limite commune des Im et des Lu. La variable X ne peut dépasser À; car, si elle atteignait une valeur X' supérieure à A, elle dépasserait les nombres oommensurables compris entre A et X% ce qui est absurde, puisque tout nombre commensurable supérieur à A est de la classe des nombres L« que X ne peut dépasser. La variable X ne peut pas non plus atteindre la valeur A, puisque, dans ce cas, en croissant toujours, elle dépasserait A, ce que nous venons de démontrer être impossible. Ainsi, en premier lieu, la différence A — X n'est jamais nulle. En second lieu, la différence A — X devient et reste aussi petite qu'on le veut^ puisqu'il en est ainsi de la différence plus grande L» — Im des nombres oommensurables L» supérieurs à A et à X et des nombres Im inférieurs à A et dépassés par X. Donc enfin, lim X = A.
^•7 . Lbmmb (Voir n» 22). Une variable X ne peut tendre a la pois, vers deux limites distinctes. Ce lemme peut être regardé comme à peu près évident. On peut aussi le démontrer explicitement comme il suit, si A, B, X sont oommensurables, ou même s'ils sont incommensurables, pourvu que l'on ait recours à la représentation géométrique des incommensurables :
Si X — A derient et reste aussi petit que l'on veut, X — B = (A — B) + (X — A) devient et reste aussi peu différent de (A — B) qu'on le veut et, par suite, X n*a pas B pour limite(*).
Remarque. Naturellement, une variable peut avoir deux ou plusieurs limiies disUnetes, pour des valeurs diférentes des variables indépendantes. Considérons, par exemple, le rapport
nEi/(n»-Ha») **" 2E(i»«) '
E (x) désignant le plus grand entier contenu dans â;; on suppose n entier positif ou négatif, mais différent de — 1. Puisque n* + 2n est immédiatement inférieur à (n -f* 1)*, la partie entière de \/ {n* -+- 2n) est n si n est positif, — n — 2, si « est négatif. On aura donc, si p est positif,
simultanément,
(2p-»-l)(2p-Hl) , 1
Si n est positif et croît indéfiniment, on trouve, d*aprës ces relations, lim r = 1 ; si n est négatif et croît indéfiniment en valeur absolue, lim r -= — 1. La limite de r n'est donc pas la même pour « = -+- oo et pour n = — 00 .
99S. Principe I (voir n^" 23). Les limites ketB de deux quantités variables XelY^ égales dans leurs variations, sont égales. Ce principe est à peu près évident et, au fond, il a déjà été employé dans la remarque du n"* précédent. Par hypothèse, X et Y ne sont que deux manières
(*) Autrement. Pour fixer les idées, soit A>B. On peut trouver quatre nombres commensurables <Im, A., dp, B,, tels que l'on ait
*,<B<B,<<»»<A<A., les différences Â. — ^a», B, — h, étant aussi petites qu'on le veut. Dire que X a pour limites à la fois A et B, c'est dire que l'on peut faire en sorte que l'on ait simultanément X compris entre Om et A« et entre hp et fi,, ce qui est évidemment absurde. Cette démonstration analytique est générale.
différentes de désigner une même variable; d'après le iemme, cette ▼ariable ne peut tendre à la fois vers deux limites A |et B. Donc A = B. Exemple : L expression
^ 1 1 ^ nv
peut s'écrire ainsi
Elle est donc égale à 1 • Cette dernière quantité, pour « =» oo , a
pour limite Tunité. Il en est donc de même de Texpression (1).
t99. LiMiTB D^UNE CONSTANTE. Pour Simplifier les énoncés, il convient souvent de dire que la limiU d'une eonsianiê, c'est cette constante même.
«••. Principe II (voir n« 24). Si deux quantiUe variabUi X. Y, inégale» f ont une même limite A, UnUe quantité intennédiaire Zala mime limite. Ce principe est à peu près évident. On peut encore le démontrer explicitement comme il suit^ si X, Y, Z, A sont commensurables, et même dans le cas contraire, si Ton a recours à la représentation géométrique des incommensurables : Z — A, étant compris entre X — A et Y — A, devient et reste aussi petit que l'on veut, en même temps que ces quantités. Donc Um Z = A(*). Ce principe subsiste évidemment si l'une des trois quantités X, Y, Z est une constante. Exemple : Si n est entier positif, |3 positif et commensurable, on a (1 + P)" = 1 + ii|3 -i- etc. > n^. Par suite.
Pour « = 00 , on a lim (1 : «jS) = 0. La quantité (1 -♦- (3)~* intermédiaire entre et (1 : nl^) a donc aussi pour limite.
RÉCIPROQUE. Si Z est une variable qui a pour limite k et si Z est compris entre deux autres variables X, Y, dont la différence a pour limite
(*) Démonstration analftique générale. Dire que X et Y ont une limite finie Â, ugnifle que l'on peut trouver deux nombres commenBurables ««, A., aussi rapproches qu'on le vent, comprenant entre eox X, Y et A ; Z, qoi est compris entre X et Y, sera aussi compris entre ««, A. ; par suite, la différence Z — A sera, en valeur absolue, moindre que A« — •« et aura pour limite zéro.
zéro^ ces variables ont aussi pour limite A (*). En effet, en faisant les mêmes hypothèses que plus haut, on a, par exemple, X — A =» (Z — A) -*- (X — Z). Or, Z — A devient et reste aussi petit qu'on le veut en valeur absolue; il en est de même de X — Z, qui est inférieur à X — Y en valeur absolue. Donc aussi X — A devient et reste aussi petit qu'on le veut et, par conséquent, Um X = A. On prouve de la même manière que Um Y == A.
Corollaire. Si Xm, X» sont deux nombres commensuràbles comprenant un nombre commensurable ou incommensurable X et tels que lim{Xn—Xm) = 0, on a Um Xm = Um Xn = Um X. Ce corollaire du principe II et de sa réciproque peut souvent servir à ramener des propositions relatives aux incommensurables à des propositions relatives aux nombres commensuràbles voisins.
SOI . Principe III (voir n"* 25). La limite A d'une variable X, toujours supérieure ou égale à Y dans ses variations, est égale ou supérieure à la limite B de Y. En effet, soit, s'il est possible, A inférieur à B. On peut rendre simultanément X et Y aussi peu différents que l'on veut de A et de B. Par suite, si A est inférieur à B, on peut faire en sorte que X se rapproche assez de A, pour qu'il soit inférieur à Y, qui est aussi voisin de B que l'on veut, ce qui est contraire à l'hjpothèse. Donc, on ne peut avoir A < B, et le théorème est démontré.
Cas particuliers, l"" Si Y = 0, A est nul ou positif; si X = 0, B est nul ou négatif. Donc la limite d'une quantité positive (négative) est positive (négative) ou nulle. 2" Si Y ou X est constant, le théorème devient : la limite d'une quantité toujours supérieure (inférieure) à une constante est égale ou supérieure (ii^érienre) à cette constante.
Exemples (voir n^" 29, III) I. La quantité
(*) Démonstration analytique générale. Si Z a pour limite A, on peut trouver deux nombres commensuràbles Om) A» aussi rapprochés qu*on le veut, comprenant entre eux Z et A de quelque manière que l'on fasse varier ultérieurement les variables indépendantes dont dépendent X, Y, Z. Les variables X, Y sont aussi voisines qu'on le veut, l'une de l'autre et, par suite aussi, de la quantité intermédiaire Z; celle-ci est elle-même aussi rapprochée qu'on le veut de A ; on peut donc faire en sorte que X et Y soient également compris entre ««•, A», ce qui démontre le théorème.
peut s'écrire sous la forme suivante :
\2 3/ V4 5/ \2» — 2 2n—lJ 2»
Elle est donc inférieure & l'unité. On peut aussi écrire
ce qui prouve qu'elle est supérieure à j- et croit avec n. Elle a une limite d*après Taxiome ou principe fondamental ; cette limite est supérieure à ^ > inférieure à 1, d'après le principe IIL Auêrement (d'après M* Catalan) : En ajoutant deux fois successivement à Lu Texpression
puis retranchant, par compensation, une fois
on obtient
quantité évidemment comprise entre n fois - ou 1 et n fois â- ou ^ . De
plus, si l'on change n en n v 1, on trouve T 1 1-111
= Jjiit H"
donc Li» est une quantité croissante avec n; etc. II. L'expression
2\« + l 2nJ \2n-*-l An)
croît avec n, est supérieare au premier terme 1 -f-- — - = ^> et infé-
rieure (d'après la dernière forme) à ^ «. - -♦- 2». ;r- = 1 - • Donc, elle
tend vers une limite L' comprise entre ^ ^t 1 - •
La quantité
\6»* — 5 6» — 3 6m — 1 'in)
2V»H-1 «H- 2 Zn) V3»-t- 1^3tt-4-2 6»/
croît avec n, a une limite supérieure à (1-t---^- — 5) = ^ ôâ»
inférieure à ^-2» hSn- — = 2.
RÉCIPROQUE. 1. Si la limiie A éfi^n^ variable X «^^ «ifp/rtMire d la limUe B <f «ne variable Y, on peut faire en sorte que X devienne et reste supérieure à Y. Car, soit C une quantité intermédiaire entre A et B. Puisque les limites de X et de Y sont respectivement A et B, on peut faire en sorte que X devienne et reste assez près de A pour être toujours supérieure à Cf et que Y devienne et reste assez près de B pour être toujours inférieure à C. Alors Yest et reste inférieure à X. 11. Si limX=lifnY ==A, la différence X — Y peut^ en valeur absolue, devenir et rester aussi petite qu'on le veut. En effet, d'après l'hypothèse, on peut faire en sorte que les variables X et Y soient comprises entre a» < A et A» > A, a» et A» étant aussi peu différents l'un de l'autre qu'on le veut.
sot. Résumé'y passage à la limiie; méthode des limites (voir n"*27y 28). D'après les trois principes précédents, des relations de la colonne de
gauche, on peut déduire celles de la colonne de droite dans le tableau suivant :
X5Y; limX^limY
Passer d la limite, c'est passer, en s'appujant sur ces principes généraux et sur les propriétés spéciales des quantités considérées, d'égalités ou d'inégalités entre des variables ayant des relations connues, à des égalités ou des inégalités entre leurs limites. Cette opération ne suppose pas que la limite d'une variable en soit une valeur effective; au contraire, on se sert des principes précédents précisément parce qu'il 7 a certaines valeurs des variables (au moins des variables indépendantes) qui sont inaccessibles. Le passage à la limite, comparé aux opérations de l'Algèbre, est une opération purement idéale.
La méthode des limites consiste à trouver des relations entre des quantités, par passage à la limite, en considérant ces quantités comme limites de variables ayant entre elles des relations connues.
CHAPITRE V. CARACTèRB général de CONVERiSENGE
SOS. Caractère général de convergence. Lorsqu'une quantité variable passe par une série indéfinie de valeurs «1, St, «1, . . . , Sn, en tendant vers une limite finie «, on peut choisir n tel que les différences s — #n, «— «„+i, s — ^ji+i, ..., s — Sn^p soicut, OU valcur absolue, aussi petites qu'on le veut; par exemple, inférieures à \ e, quelque petit que soit e. Il en résulte que les différences
*„+i —*„=(* — Sn) — (* — «»+ 0»
*- f F— '« = (* — '») — (» — '»+p)i pour n suffisamment grand, sont inférieures à e pour toute valeur de p. Réciproquement, si «0» '«> fij 'st •••> Skt etc., sont les valeurs successives d'une quantité variable, telles que, pour toute quantité positive e donnU d'avance, on puisse déterminer n de manière que Ton ait, en valeur absolue,
et, en général, s^^p — *n<^i quel que soit p, la suite St, St, Ss, ... tend vers une limite finie. Ce théorème, dû à Gaughy, est, avec oelui dont il est la réciproque, une seconde forme du principe fondamental de la méthode des limites, auquel il est équivalent. Il est extrêmement utile, sinon dans les Éléments, au moins dans les parties élevées des Mathématiques, comme on peut s'en convaincre, par exemple, en lisant le mémoire d'Abel sur le Binôme.
A cause de Timportance de ce théorème, nous allons en donner une démonstration minutieuse, qui est le développement de celle que l'on trouve dans les ouvrages suivants : Traité i'Alçèbre^ par J. Bertrand; deuxième partie, livre I, ch. I, n"* 6 (Troisième édition, Paris, Hachette, 1863; p. 3); A. Genogchi, Calcolo diferenzialeePrineipiidiCàlcolo intégrale, pubblieato con aggiunte dal D' G. Pbano; Calcolo differenziale, oh. I, n** 15, théorème YIII (Torino, B()cca, 1884; p. 8), et dans plusieurs Traités d'Analyse infinitésimale.
504. Préliminaires» L On peut exprimer l'hypothèse relative à e, en disant que, pour une valeur de e choisie d'avance, il y a une valeur de n, telle que
II. Si l'on choisit successivement deux quantités positives e, e' et, si s' est inférieur à e, les valeurs n, n' correspondantes (*) seront telles que n' est égal ou supérieur à n. Car, si l'on avait n' < », à cause de
on aurait aussi, à fortiori ,
Par suite, ce n'est pas », mais une valeur plus petite n\ ou une valeur moindre encore, qui correspondrait à e.
Lemmb I. Aux quantités
formant une suite indéfiniment décroissante telle que lim tp =3 0, pour ps=a 00 , correspondent des nombres
», »|, »fl, »89 •••> ^t
formant une suite ind^niment croissante. Car, supposons, s'il est possible, qu'à partir de e^, aux quantités ek+i , Sj^^t , £a+8> • • • corresponde toujours le même nombre N. Alors, on aurait, quel que soit q^
Par suite, en faisant croître q indéfiniment, puisque lim e^+f «» 0,
es = *N+ i=*fi+t = *N+s== etc.
(*) On prend pour n et n' les valeurs les plus petites' posaibles jouissant de la propriété indiquée.
La quantité étudiée s^ ue serait donc plus variable à partir d'une certaine valeur N de la variable, ce qui est contraire à Thypothèse.
Lbmme II. SoietU n' > n et
a^ên^i9 '«+«» ^•+8> ... <A (1)
LesguantUés tn^^i, ^n'+t, v+s, etc., seront eomprises enire la pku grande des quantités a^b etla plus petite des quantités A, B. En effet, puisque n' surpasse % elles se trouvent parmi les quantités ««44, Sn+tt Sn^iy etc., comprises entre a et A. Elles surpassent donc a à cause de (I), b à cause de (2), sont inférieures à A à cause de (1), à B à cause de (2) ; d'où le lemme.
Définition des suites (a), (A). I. Soient
une suite de quantités indéfiniment décroissantes, de sorte que lim Cp «= pour p=ico;
fl, Hi, As, Hi, ..., fSp,
les nombres correspondants, formant une suite indéfiniment croissante, (n-305);
Sn ~^ Sf Sin ^ £|> Sn^ —" £j| Sn^ — ™ Cj, ..., Sn- ^" ^py *»-ï-Ê, **, "+- £|, Sn^ •+• Ej, ^nj -*- tzy ...9 *» -♦- £p,
les deux suites de quantités entre lesquelles sont comprises («», Sn^i, etc.), {SnifSn^^iy ...), (*«,, *•,+!, ...), etc. (n» 304, 1).
II. Posons a=»Sn — e» puis ai égal à la plus grande des quantités a et s»^ — SifOt égal à la plus grande des quantités ai et Sn^ — et, As égal à la plus grande des quantités Ot et ^«, — 65; et ainsi de suite indéfiniment. La suite
a, aiy As, as, etc., (a)
sera croissante, ou, à partir d'un certain terme, composée de quantités égales. D'après le n° 306, on aura
a '^ Snt 'i»+ii Sn^it etc., ai <C*nj, *«|+i, '»!+«> ôtc.,
et ainsi de suite indéfiniment.
III. De même, soient A =» ^n + 6, Ai égal à la plus petite des quantités A et 8n^ -«- eo Ai égal à la plus petite des quantités Ai et s^^ -4- e*, A3 égal à la plus petite des quantités A9 et #«, -1- £&; et ainsi de suite indéfiniment. La suite
A, Ai y As, Asi etc.,
sera décroissante, ou, à partir d'un certain terme, composée de quantités égales. D'après le n"" 306, on aura
A > *«, Sn^if Sn^fy etc., Ai > *„j , *«, + 1, '•,+«, etc., At>«»,, *•,+!, *ii^+t, etc.; et ainsi de suite indéfiniment.
IV. La diflférence A — a est égale à 2e; Ai — fli est au plus égal à 2ei, puisque ai est égal ou supérieur kgn^ — e et A| égal ou inférieur à Sn^ -*- ^^; As — 0% est au plus égal à 26t, A3 — Usk 2€z; et ainsi de suite indéfiniment.
30S. Démonstration du théorime. I. La suite (a) croissante et toujours inférieure à A (u"* 307) tend vers une limite finie, à moins que les termes de cette suite, à partir de Pun d'eux, ne restent égaux. Appelons a cette limite, ou cette valeur constante.
II. Les différences A — a, A| — a, Aj — a, etc. sont égales ou inférieures à A — a. Ai — «i, At — as, etc.; celles-ci sont égales ou inférieures à 2e, 2ei, 2es, etc. Donc les .différences A — a, A| — a. As — ocy etc. sont nulles ou sont indéfiniment décroissantes, comme la suite des quantités e, ei, es, etc. La suite des quantités (A) a donc a pour limite, à moins que tous les termes de cette suite, à partir de l'un d'eux, ne soient égaux à a.
III. Pour simplifier le langage, on est convenu de dire qu'^n^ quantité constante est elle-même sa limite (299). Nous pourrons résumer ce qui précède en disant que, pour j? = 00 , dans tous les cas,
lim a^ •= lim Ap = a.
lY. Enfin, les quantités
comprises entre ap et Ap, ont nécessairement la même limite a, parce que la différence Sn — a» en valeur absolue inférieure à
Ap — Op = (Ap — a) -♦- (a - «p),
a éTidemmant zéro pour limite, comme A, — <x, a — Op. Le théorème général est donc démontré (*).
>••. Exemples. I. Considérons la quantité variable
Si f est impair, on aura
quantité positive inférieure à [I : (il + 1)], quel que soit f^ car on peut récrire comme il suit :
ii-*-2 «-1-3/ \in-p — 1 n-^f
Si f est pair,
_Jl /_1 L_^ /_J_^_i_\ L..
n-*-l \«-4-2 ji-t-3y \«-i-^— 2 «H-p — 1/ ii-4-|>
C'est-à-dire que la différence tn^ p — ^1» est encore, en valeur absolue, inférieure à [1 : (n + 1)]. On peut toujours choisir n de manière que [1 : (11 -f- 1)], et, par suite, in^p — Snf soit plus petit que e, e étant aussi petit que Ton veut. Donc Sn a une limite finie, pour n croissant indéfiniment.
II. Le contraire a lieu pour la quantité
On trouve
^^ JI4-1 n-^2 «-^3 n^p
(*) Si la suite («1, #1, fs».*.) n'est pas, à partir d'un certain terme, composée de quantités toutes égales entre elles, les deux suites (a, «i, Ot. ,)„ (A, Ai, Ai,...) ne peuvent pas se composer simultanément, à partir d'un certain terme, de quantités tontes égales à a. Car, 8*il en était ainsi, à partir de ce terme, toutes les quantités intermédiaires s^ devraient aussi être égales à «•
quantité toujours supérieure à
Soit fsssn. On aura H«4.p — H. supérieur à ^. On ne peut donc pas choisir n tel que B,n^f — H«, pour toute yaieor de p, devienne aussi petit qu*on le yeut, puisque, pour j? = «» et, a fortiori^ pour des valeurs plus grandes, cette différence reste toujours supérieure à \. L'expression H», n'a donc pas de limite finie, quand n croit indéfiniment (*). III. Soit encore Texpression
formée en ajoutant, dans Texpression 1» de l'exemple I, Tunité à tous les termes positifs, et retranchant l'unité de tous les termes négatifs. Si p est pair, on aura évidemment
Sn^p — S» = ^n^-p — Sny
et, par suite, cette diflerence^ est en valeur absolue, inférieure à [1 : (n -I- 1)]. Mais si p est impair
db (S»+p — S„) •= dz (s,,^p _ *.; -H 1.
Puisque in^p — u est encore, en valeur absolue, inférieure à [1 : (« -♦- 1)] , S«+p — S» est, en valeur absolue, supérieure à 1 — [1 :(«-*- 1 )] s= [n : (n -^ 1)]. La différence db (S«»+p — S») ne devient donc pas, pour n sufSsamment grand, inférieure à une quantité donnée e, quel QUE SOIT p^ mais seulement si p est pair. Donc S» n'a pas de limite finie. Comme S«=s^« si n est pair, et S»=s^« 4- 1, si n est impair, il est évident d'ailleurs que S« n'a pas non plus une limite infinie.
SIO. Remarques. I. On peut énoncer le caractère principal de conver-
(*) On a TU plus haut (29, II) que H* a une limite infinie. M. Catalan a fait obseryer que, si l'on prend p égal à la partie entière de la racine carrée de «, H«4.p -^ H« est inférieur à ( 1 : p) et devient aassi petit qu'on le yeut, quand n et, par suite, p croissent indéfiniment. Il peut donc y avoir des valeurs de p (ici p= B ((/n)), mâme indéfiniment croissantes avec «, telles que Sn\p —- '« soit aussi petit qu'on le vent, et en même temps, d'autres valeurs de p (dans le cas actael, p = n) pour lesquelles le contraire a lieu. Voir encore l'exemple suivant.
Cette remarque prouve qu'il faut bien faire attention aux mots quel que soit p, dans l'énoncé du caractère principal de convergence.
gence sous la forme abrégée suivante : Une quarUiU variable éUnU les oscillaiions ont pour limite zéro a une limite Jinie^ théorème qa*il faut entendre, naturellement^ dans le sens de renoncé du n? 303(*).
II. On peut donner un caractère intuitif à la longue démonstration exposée n*" 304 à 308. Pour cela, on représente sur un plan les points ajant pour coordonnées rectangulaires
[(«,*.), (n 4- 1, *«+i), etc.], [{ni, *,,), («i -♦- 1, ^«,4-0, etc.]
Par hypothèse, ils sont compris entre deux parallèles à Taxe des x\ ces parallèles, dont la distance décroit indéfiniment, ont pour équations, successivement,
y = *• ± e, y == *», ± Cl, etc.
On voit ensuite aisément que ces parallèles peuvent être remplacées par celles qui ont pour équations
(y = a, y = A), (y = a«, y == A,), etc.
Celles-ci évidemment tendent vers une position limite, ayant pour équation y^= a,
III. Dans son Lehriuch der AnalysiSj g 15, Lipschitz, dit, par ii/lnition, que la quantité variable Sk tend vers une limite, quand ses oscillations peuvent devenir et rester aussi petites qu*on le veut. D*après cela, on peut énoncer le caractère général de convergence, en disant que H une quantité variable a une limite, dans le sens de Lipschitz, elle en a aussi une dans le sens de Duhambl, Autrement dit, la démonstration des n°' 304-308 prouve que les deux définitions sont équivalentes*
ly. Une variable toujours croissante,- ou toujours décroissante, qui en valeur absolue, ne dépasse pas toute quantité donnée, a une limite finie, d'après le principe fondamental; d'après le n® 303 ci-dessus, elle vérifie aussi les conditions d'existence du caractère général de convergence. Réciproquement^ d'après la démonstration donnée, n*" 304-^308, chaque fois qu'une suite de quantités «i, ^s, Sij etc. vérifie les conditions du caractère général de convergence, Sp tend vers une limite finie a
(*) Autre énonoé : s» a une limite Jlnie, si lim (Sn^ — Sn) = 0, pour » = od, qubl QUB SOIT p. Le nombre' p peut être constant ou variable; indépendant de n, ou variant avec n, par exemple, croissant indéfiniment en même temps que celui-ci, (égal à la partie entière de la racine carrée ou cubique de fi , ou à «*, n\ etc ). Voir l'exemple précédent, note.
pour p croissant indéfiniment; de plus, a, est aussi la limite d^une suite croissante (a, ai» at, etc.), ou d'une suite décroissante (A, Aj, Ai, etc.), les quantités (a) et (A) différant aussi peu qu'on le veut des quantités (s). Le principe fondamental de la méthode des limites et le caractère général de conyei^ence sont donc équivalents et peuvent toujours se remplacer l'un l'autre dans les démonstrations où Tun des deux permet de conclure qu'une variable a une limite; néanmoins, suivant les cas, c'est l'un ou l'autre qui conduit le plus rapidement à une conclusion de ce genre.
Y. Pour LiPSCHiTz, un nombre incommensurable est la limite (dans le sens qu'il donne à ce mot) non commensurable d'une suite de nombres commensurables , procédant suivant une loi déterminée quelconque^ pourvu que ces nombres commensurables vérifient les conditions du caractère général de convergence. Au premier abord, cette définition semble un peu plus générale que celle que nous avons empruntée à Dbdbkind; car, dans celle-ci, au fond, le nombre incommensurable est la limite (dans le sens de Lipschitz) d'une suite de nombres commensurables croissants ou décroissants; or, c'est lÀ un mode de variation moins général que celui que la définition de Lipschitz permet d'imaginer. Mais, d'après la démonstration donnée plus haut (304-308), si ^i, #ti Sz, etc. sont les nombres commensurables qui ont pour limite un nombre incommensurable a, quelle que soit la loi d'après laquelle procèdent les nombres «i, 5s, fs, etc., il existe une suite croissante {a, ai, Ot» etc.) et une suite décroissante (A, Ai, At, etc.) ayant la mâme limite <x, le8*(a) et les (A) différant aussi peu qu'on le veut des («), pourvu que l'on aille assez loin dans la série de ces dernières quantités. Les deux définitions ne sont donc pas essentiellement distinctes.
CHAPITRE VI. Sur le principe de substitution 0bs infiniment petits
SU. Exemples âf uns fausse application du principe, l. Considérons les
'trois sommes suivantes :
On troare îimnédktaiMnt A. = 1 ; pois
Si n croît indéfiniment, en prenant, par exemple, les yalenrs sacœssÎTes 2, 4f 8, 16, etc., A« ne Tarie pas; B» diminue sans cesse et a pour limite 1 1 ; G. croit sans cesse, et tend yers une limite finie inférieure à la progrenion indéfinie
ayant pour somme \e:{e — 1)]. En effet, on a ner** < «"■ ou « < e"^-", puisque e est supérieur à 2, et que, par conséquent, r»^*"" >(1 + 1)"<"-"
Les trois sommes ont donc des limites inégales A, B, C. Ces limites sont d'ailleurs les aires (108) comprises entre les ordonnées correspondant à^=xO et â?:=l, Taxe des w et des lignes ajant pour équations y = l,y=l + a?, y = l + «'« r^*'*. En effet, en posant nAx = 1, les expressions A«, B», C» définies au commencemeot de ce n*, peuvent s'écrire
IL On a
Si Ton suppose p fixe et n croissant indéfiniment, on trouve
Um^=lp lim2!: = oo.
«p Op
Si Ton suppose x fixe et n croissant indéfiniment, puisque lim {n*x* : e^*' ) es 0, d'après le n"" 201^ on a
Um^=l+a?, lim 2!? =3 L
Otp dm
Dans la première hypothèse, le principe de substitution semble applicable aux sommes A» et B«, et Ton croirait, au premier abord, que Ton a
Â = B ; dans la seconde, c^est à A,, et C« qu*il parait applicable et Ton est tenté de conclure que A = C. Il n'en est rien cependant : la condition LiM (|3 : a) = 1 ou LiM [y:(x) = lf ne doit donc être entendue, ni dans le premier, ni dans le second sens.
SI 9. Vrai sens delà condition d'existence du principe, I. Si Ton se reporte aux démonstrations données aux n"* 52 et 54, on verra que Ton y su^T^Be implicitement que tous les rapports 1 -)- ^ des infiniment petits substitués les uns aux autres tendent simultanément vers Tunité; ou, ce qui revient au même, qu*il en est ainsi du plus grand l + e. et du plus petit l+tm* Dans la démonstration du théorème établi n^ 10Ô-108, nous avons pu appliquer le principe de substitution, parce que, d'après le n° 93, tous les rapports (/'. : /») ont simultanément Tunité pour limite. Dans les n^ 111 (et Notes coHPL^MBNTAmBS (111)), 116, 130 nous avons introduit explicitement la condition d'existence du principe. Mais, dans les exemples du n^ précédent, cette condition n'est pas vérifiée : la plus grande valeur de (/3 : a) est égale à 2 et correspond à p = n ; la plus grande valeur de {y : a) est 1 + «^* et correspond à p = 1.
II. La condition lim (1 + e.) = Um (1 -}- £») =" 1 est suffisante, mais elle n'est pas nécessaire. Pour le montrer, considérons la somme
On a
D, = (îi H- d, + ..• + *,, ap=-A+-\
Dn = l+— f H» = l+iH H-?
n éi n
mais, si n est compris entre 2* et 2*+^ H» est inférieure à 2 + i^ (n<» 29, II); Or, 2* = (1 + 1)* = 1 +* + i A (* — l) + etc.> ^V. Donc
Pour n et il croissant indéfiniment, on a donc lim (H« : n) «= 0. Par suite, lim D« = l.
Or, si Ton compare les termes des sommes A» et D*, on trouve
— = 1-1---» — = 1 -j-— , i*. — = 1J , t.. — sl-l- — •
ai 1 «a 2 <^p V ^n ^
Ces rapports ne tendent pas tous vers l'unité et cependant l'on a lim D« = lim An = 1. Le principe de substitution subsiste donc dans des cas où la démonstration des n^ 52, 54 n'est pas applicable.
m. Outre les cas dtés pins hant (quadrature des aires planes, eabatores, dérÎTation sons le signe des intégrales définies, intégration des séries), il j a encore deax antres applications élémentaires du principe de substitution des infiniment petits où il importe d'indiquer avec précision les conditions d'équiralence des limites de sommes considérées. Nous allons les ûiire omnaitre dans les numéros suivants.
SIS. BiCii/icaHom des eomria- 1. Considérons une courbe plane f=fx^ depuis le point Â {x^, jr») jusqu'au point B (X, Y), fx étant une fonction continue ainsi que sa dérivée depuis x^ jusqu'à X. Inscrivons, dans la courbe AB, un poljgone AMiM« ... Mi»_tB, dont les sommets Mt, Mi, ... Mti..tB, aient pour abscisses â?t, ^49 -•» ^«-t* Un côté M^Mi^t aura pour longueur
|/(a?H, ^ XtY + (/^H« -MY = A*4 %/ 1 +(^* J'
00, d'après le théorème de Lagrange (105 ou 206), Lxt 1/ [1 + Cr^*+i)']i XkJ^i désignant une valeur de â?, intermédiaire entre Xk et Xu^t* Géométriquement, ÙLXk V/ [1 + C/'^*+0*] ®^ ^* portion de tangente à la courbe au point M^+i d'abscisse fl?4+i, qui a pour projection Aa?* et est parallèle à la corde M^M^^f (105). Le périmètre f du poljgone inscrit est donc égal à
S 1/1 + {/'Xk^^y ùiXt.
Si les côtés de ce polygone inscrit décroissent indéfiniment, d'après une loi quelconque, f aura une limite (114), savoir :
que, par définition, l'on appelle la longueur de la courbe AB.
IL Considérons une courbe gauche y=fx, z = (fX^ depuis le point A {Xof ifot a^o) jusqu'au point B (X, Y, Z),/i0, tfx étant des fonctions continues ainsi que leurs dérivées depuis Xq jusqu'à X. Inscrivons dans la courbe AB un polygone AMjMe ... Ms^^sB dont les sommets aient pour abscisses Xo, â?3, â?6, ... â^sn-s» X. On aura
UkUk^z = i/(Xk^z — XkY + (fxk^z —fXkY + (9^*+5 — 9^*)'
â?A4-ii ^A+i désignant des valeurs de a^ intermédiaires entre Xk et 0kJ^%. A cause de la continuité, et, par suite, de Téquicontinuité de f'w, (p'x (Notes complémentaires (93)), on a
1 + C/"û?*+4)* + (9'«*+i)' = 1 + i/'^k)' + (?'a?*)' + e = Pfl?A + e,
e ayant pour limite zéro, lorsque Ofk^z — ùfk tend vers zéro^ même si 0!k Tarie en même temps que cette différence (Comparez Notes complémentaires (98)), et Fû9 étant mis, pour abréger, à la place de 1 + {f'csj)^ + W<Dky. Or
|/Pfl?Jk + 6 (/Pfl?jk =
Gomme Fâ?A et Fcifk + s sont au moins égaux à Tunité, le second membre est, en valeur absolue, au plus égal à ^ e. On peut donc écrire, pour la longueur p du polygone inscrit à la courbe AB,
p=S(Fafk+^')^C9k,
e' qui, en valeur absolue, est au plus égal & ^e» ayant, comme e, zéro pour limite, en même temps que A^^, même si Wk varie avec Aâ?A* Supposons maintenant que les côtés du polygone inscrit à AB, décroissent indéfiniment diaprés une loi quelconque; p aura une limite, savoir :
•xr -wr
= j P»<te = ( /l + (/'»)» + (9'»)» <te,
qui sera, par définition, la longueur de la courbe AB.
L'expression Fa^da est la longueur de la portion de tangente menée à la courbe au point ((ii>,f(0, (px) et ayant da pour projection sur Taxe des x. A cause de la continuité de /'â?, (p'â? et, par suite, de Fx, on peut remplacer dans s = \\mp, cette portion de tangente à la courbe, par une portion de tangente Fx^dx de même projection, en un point quelconque (d*abscisse x^) de Tare qui réunit le point d'abscisse x à celui d*abscisse X+dx {106-107).
Remarques I. On peut établir la formule de rectification des courbes planes comme nous venons de le faire pour les courbes gauches; mais on ne peut pas démontrer la formule relative aux courbes gauches, comme la formule de rectification des courbes planes, parce qu'il n'est pas établi,
pour les coarbes gauches, qu'il existe une portion de tangente, en un point intermédiaire entre Mk et Ma+s, qui ait pour projection ûkXt et soit égale à la corde MikMik^.3.
II. Dans certains cas où les fonctions considérées ne sont pas toutes continues, les expressions s et Lim p peuvent ne pas être égales, comme Ta montré Sghebffbr (Allgemeine UnUrsuchungen Hber Rectification der Curven^ dans les Acta Matkematicaj 1884, t. V, pp. 49-83; voir surtout pp. ÔÔ-67). Dans ce cas, on est réduit à prendre, par convention, a» Sy ou lim p (par exemple «), pour définition de la longueur de la courbe.
S 14. Q,uadratur$ des surfaces courbes. On peut appeler aire d'une surface courbe z='/{x,y), la limite (supposée existante et unique) de Taire P de tout polyèdre inscrit dans cette surface dont les facettes décroissent indéfiniment. Si, à chaque facette du polyèdre, correspond une portion du plan tangent parallèle et de même projection d sur le plan des ay, on sait, par la géométrie analytique, que Taire de Tune de ces
facettes aura pour expression i.\/[l+/i (a?, y)' +/i(«, y) ]i ou, en abrégé, à.F(x,j/); x,jf sont respectivement Tabsclsse et Tordonnée du point de contact de ce plan tangent. On prouve aisément, comme au n^ 313, II que, si /i(a?, y), /^(a?, y) sont des fonctions équicontinues (Notes COMPLEMENTAIRES, (93)), il eu cst de même de F(â?, y). Dans ce cas, la somme de toutes les aires d.F (â?, y) a, d'après le principe de substitution des infiniment petits (312), une limite déterminée S; S est une limite de somme double (111), (Notes complémentaires (111)) que Ton peut exprimer au moyen d*une intégrale double (Notes complémentaires, (114)), et où Ton peut remplacer a, y, par les coordonnées d'un point quelconque de Taire â.
RsBfARQUE. Dans les cas où Ton ne peut démontrer l'équivalence des expressions lim P et limite de la somme des facettes tangentielles <f.F, on peut prendre, par convention, avec Cauchy {Leçons sur les applications du calcul infinitésimal à la Géométrie, 1826-1827; leçon 25) et M. Hermite {Faculté des Sciences de Paris. Cours de M. Hermite^ rédigé en 1882 par M. Andoyer. Troisième édition, revue par M. Hermite. Paris, Hermann, 1887; pp. 36-37) la seconde de ces expressions, pour définition de Taire de la surface.
CHAPITRE VII. Fonction continue sans dérivée de Weierstrass
M. Weierstrass a fait connaître, dans le Journal de Crêllê, 1874, t. 79, pp. 29-31, puis dans ses AbkatuUunçen aus der Functionenlehre (Berlin, Sprenger, 1886), pp. 97-101, une fonction continue sans dérivée, fonction qui est représentée par une série assez simple. Nous traduisons Tarticle de Téminent géomètre, afin de donner au moins un exemple de ces singulières fonctions.
315. Fonction continue sans iirivés, < Soient x une variable réelle, a un nombre entier impair^ h une constante positive, inférieure à runité,et
fx = cos Tra? + ^ ^^s anw + 8* cos a^nw + *' c^s a^na -f- etc.
Cette fonction fa est continue (*) . Nous allons montrer que, si ai est suffisamment grand, /â? n*a de dérivée pour aucune valeur de x.
Soit Xo une valeur déterminée quelconque de x, m un nombre entier positif. On peut déterminer un nombre entier ««•} positif ou négatif, tel que la différence
soit comprise entre — | exclusivement et + ^ inclusivement [Il suffit, pour cela, si a"*â?o n'est pas entier, de prendre pour Om le plus grand entier immédiatement inférieur ou supérieur à a^Xof et, si a^Xo est entier, de faire, a,, = a'^Xo]. Posons maintenant
a"* or
(*) Cette série est conveigente, parce qu'elle est déduite de la progression convergente l + ô-f-ô' + etc., en multipliant ses termes par des quantités cosTrâ?, coBO/jcXy etc., toiùours comprises entre — 1 et + 1 (122). Posons
/a? = y» 4- ^a, fx = coB 7tx-{-b cos aux -\- — + i*^* cos a*"*ffâ? ; ifa? = ^ cos tf*wa? + 4*»+* ooB a*^'*ira? -|- etc.
On aura ùfx = Aya?+ tf» {a -(- à^w) — ^x. Or, ^ et ^(x + A»), en valeur absolue, sont inférieures à la progression indéfinie *•+*■+* +^'"+«+etc., ou à [** : (1—*)]. Pour m suffisamment grand , [^ : (1 — ô)] est inférieur & } c, i étant aussi petit qu'on le veut; donc à^a> est inférieur à J c. Une fois m ainsi choisi, on peut prendre àx suffisamment voisin de zéro, pour que raccroissement ^fX de la fonction fX, qui est continue comme somme de fonctions continues, soit, en valeur absolue, inférieure aussi à i t. Donc enfin, encore en valeur absolue, âkfx est inférieur à «; autrement dit, fx est une fonction continue.
^ — - ^ SS3 — ■ ^' f a?" â?« =5
Donc tf' < fff < d?'% et, en prenant m assez grand, d^ et 9f' s'approcheront de m% autant qa*on le yondra.
On a maintenant
+* — ir^. — ■^'^•-
^ * -, coB a*icx' -- coB a*nx9 , «^ , ^ cos a*+"îra/ — coe «•^■iwPi
S (flJ)" j-^ : 1- s J*+-
Or
quantité où le produit des deux derniers facteurs est compris entre — 1 et 4* 1 exclusivement.
On a donc, en valeur absolue,
Ensuite, puisque a est un nombre entier impair,
cos a''+"7r«' = cos «•(«. — 1) TT = — ( — 1)«« , cos a"*+"7ra?o «= cos a"(amîr + Trâr.^.,) = (— l)««cos a*îrâ?.^j.
On a donc, en observant que a*(ir' — fl?o) = — (1 + â^m+i),
"*?** ^ cosû"*^"7râ?' — cos ft"+''7râ?o ^ , . ,^ *^, l+cosa'irs.+i S >•+- ; =(-l)«-(aJ)* S t" , ■ -•
Aucun des termes compris sous le dernier signe S n'est négatif; le premier (1 + cos lïXm^i) : (1 + iP-i+i), a son numérateur au moins égal à 1 ; csiv Wm^î est compris entre — ^ exclusivement et -|- j inclusivement; le dénominateur est au plus égal à 1 ^ Donc le premier terme compris sous le dernier signe S est au moins égal à | •
On a donc enfin
où n est une quantité supérieure & Tunité, tandis que e est compris entre — let + 1.
On trouve de même
où y\\ est, comme t}, une quantité positive, supérieure à Tunité, t% une quantité comprise entre — 1 et -|- 1.
Prenons a et ^ tels que ab surpasse 1 + 1 ^ ; alors on a
TT
par suite, les rapports
^ — a?o a?" — fl?o
ont des signes contraires et, en valeur absolue, deviennent l'un et l'autre aussi grands qu'on le veut, pour m croissant indéflniment.
Il résulte immédiatement de là que fx n'a, pour x = Xo, ûi une dérivée finie, ni une dérivée infinie positive, ni une dérivée infinie négative. »
aïO. Réponse à une objection. Une étude de M. Wiener sur la fonction/i {Journal de Crelle, 1881, t XC, p. 221-252 : Geometrische und analyêische Unlertuchung der Weier$lrasscken Funetion) ayant causé certains malentendus relatifs à la conclusion précédente, M. Weierstrass a ajouté à sa note primitive, les explications suivantes € qui assurément dit-il, sont superfiues pour la plupart des lecteurs. >
€ Pour qu'une fonction continue Fa? d'une variable réelle x ait une dérivée finie, pour x = a?o, il n'est pas suffisant, mais il est nécessaire que toutes les valeurs du rapport [{Fa? — Fa?o) : {x — a?o)], soient comprises entre deux limites finies, une fois que l'on a fixé une limite que x — Xo ne peut dépasser. La fonction fx du n" précédent ne satisfait jamais à cette condition de quelque manière que l'on choisisse Xo.
Pour que Fa? ait, pour x = Xo, une dérivée infinie positive (ou native), il faut que, pour x — a?o suffisamment petit en valeur absolue, inférieur à g, par exemple, le rapport R == [(Fa? — Fa?o) î (a? — a?o)] soit
supérieur à une quantité positive G (ou inférieur à une quantité négative — G), G étant aussi grand qu'on le veut; ce rapport R, pour a — â?o inférieur à g, en valeur absolue, ne peut plus varier qu'entre G et -{- 00 (ou entre — G et — oo ). Une condition nécessaire de Texistence d'une dérivée de Fx infinie positive (ou négative) pour x = Xo^ c'est donc que le rapport R conserve toujours le' même signe, pour les valeurs de x suffisamment voisines de Xo* La fonction fx, comme on l'a vu, ne vérifie pas cette condition. Cette fonction n'a donc de dérivée déterminée, ni finie, ni infinie, pour aucune valeur de x.
Les objections de M. Wiener reposent sur un malentendu qu'il est facile de dissiper. Pour certaines valeurs de Xq^ on peut parfaitement déterminer une série indéfinie de valeurs â?i, â?9, Xt, ..., telles que lim Xn = Xot pour n == x , et en même temps telles que le rapport [{fXm — fxo) : (Xn—Xo)] ait une limite déterminée. Mais il n'est pas permis de conclure de là que fx a une dérivée pour cette valeur x = Xo] car, en raisonnant de même, on pourrait soutenir que, par exemple, Fx=^ x sin (a? -|- x"^) a une dérivée nulle pour a? = 0, parce que, si l'on fait xV =n7r, lim Xn=0 et lim (Fâ?» : a?»)=0, pour «=» , » [ce qui est absurde. En effet, en faisant tendre x d'une manière quelconque vers zéro, (Fx : x) = sin (x -f- âr*) n'a évidemment aucune limite déterminée].
CHAPITRE Vin. Compléments de la théorie des séries
•ly. Série équiconverçenie. Une série convergente »i+f*i+ttj+etc., dont les termes sont fonctions d'une ou plusieurs variables (une seule ^, par exemple, pour fixer les idées), est dite équiconvergeniiey pour les valeurs de ^o à Z, si, pour » = oo , le reste r, = Un^i + f^n+t + etc. a pour limite 0, même quand la variable z varie en même temps que n. Si la série est réelle, il suffit, pour cela, que r«»H, fn»» valeur maxima et valeur minima ou limite supérieure et limite inférieure de r» (204, II), quand z varie de Zq à Z, aient pour limite zéro, quand n croit indéfiniment. Si la série est imaginaire, il suffit que lim mod r»]i = 0, pour n = X , mod Tn^ étant la valeur maxima ou la limite supérieure de mod r», quand z varie de Zq à Z. Au lieu de série équicontergefUê (Gilbert), on dit encore, série uni/ornement ou également convergente^
en allemahd, fflHehmSsêig eonv^genU SMe (Comparez Notes complé-
MBNTAJRE8 (03)).
Exemples I. Si x varie seulement de à 1, la série
— (î-D+Cï-D+Cf-î)---
évidemment égale à ^r, a pour reste
quantité au plus égale à (1 : « + 1) = Tnu» Pour n =s qo , lim Tnu == 0. La série est équiconvergente.
II. Quand a varie seulement de à I, la progression
/x = (l — a) + x{l — fl?) + fl?"(l — a?) 4- x^{l — a?) H- etc.
est toujours convergente. Poar x=lf elle a une somme nulle; pour â? < 1, la somme des n premiers termes est 1 — â?", quantité, qui pour n = 00 , a pour limite Tunité. Le reste r» est égal à â?" — E(â;'*), ou simplement à c^f si X n*est pas égal à Tunité. Or x* = ^^' est constant et égal à er*, si Ton pose n\x = — a et si l'on fait varier â? et n simultanément; pour n croissant indéfiniment, x tend vers Tunité, sans jamais atteindre cette valeur. Le reste r» n'ayant pas zéro pour limite quand x varie en même temps que n, la série n'est pas équiconvergente. Ou observera que tn est compris entre r«,« = 0, valeur minimay correspondant à â; =B 1, et la limite supérieure r»M = 1| correspondant à x tendant indéfiniment vers Punité.
III. On a, pour toute valeur réelle finie de a?, (px = 2xer''* , si
(px={2xer'*—4xer*'*)+{4xer*^—exe-^'*)+('^xr'^*'-Sxir*'*)+eic.
En efiet, on trouve, pour la somme des n premiers termes, 2xer** — 2(n + l)a?e-<"+*>'*. Or, pour a? = 0, 2(» + l)iP(r<"+*^''=0; pour a? différent de zéro, cette expression peut s'écrire 2a?""*(ye'"y), si l'on pose y = (n + l)a?« ; pour « = X et, par suite, y = x , lim y«r-y = (201). La série 9a? est donc convergente et a pour somme 2û?r"'* . Mais elle n'est pas équiconvergente ; car le reste r» = 2 (» + 1) a?«"^"+**'", pour (n+ l)a? ^= a, est égal à 2aé~*", quantité qui n'a pas zéro pour limite, quand n croit indéfiniment.
Mt^. Squieonvergence et continuité des séries. Théorème I. Une série Ui9i -j- UtVi + UsVs -j- etc., est équiconvergente par rapport à la variable
qui entre dam 0tf 9f,vtf etc., ti «« +ut + %t + eU., eet une série àiiciument eonverçenie etsilee valeurs absolues ou les modules de Vi, 9s, ..., «. sont inférieurs à une constante M. Appelons U., Y. les valeurs absolnes, ou les modules de »,, t>,. On aura (Notes coMPLBMBNTAaBS (65), (67))
mod («.+tr.+. + iu+ir.+t + etc) ^ U.+tV.f * + t\+tV.+i + etc.
<M(U.4.» + U.« + etc.)
La dernière expression, pour n suffisamment grand, est, par hypothèse, aussi petite qu*on le veut, pour toute valeur de la variable, puisqu'elle en est indépendante; il en est donc de même de U«+iV«fi-|-U,+iV,+i4-etc., et mod (Um^tVn^t + Um^%Vn^% + etc.) a aussi pour limite zéro, de quelque manière que varie la variable en même temps que n, tant que Vs+t, y«+i, ..., y« restent inférieurs à M.
RaMARQUE. Le théorème subsiste même si la variable entre dans U\f th, etc., pourvu que la série Ui -(* Ut + Us -}- ^tc., soit équioonvergente, entre les limites considérées.
THâoRÂMB II. Une série équioonvergente dont les termes sont des fonctions continues est une fonction continue. Pour fixer les idées, considérons une série réelle; pour une série imaginaire, il suffirait de considérer les modules des accroissements au lieu de leurs valeurs absolues. Soient donc S {x) = S» {x) •+• R» {x) une série réelle équiconvergente de Xq à X, S. (x) la somme des n premiers termes, R» {x) le reste; x, x-^- £ix deux valeurs de la variable comprises entre Xo et X, ou bien dont Tune est égale à iVo ou à X. On aura S (a? + Aa?) — S (a?) = &. (a? + Aâ?) — S. (x) + R» (â? + A«) — R» (a?). Pour n suffisamment grand, on a, pour toute valeur de Xq à X, en valeur absolue, R. < ^ e, e étant aussi petit qu^on le veut; donc, on a aussi àz [R, (a? + ^^) -~ R» (^)] < f ^' Après avoir choisi n de manière que AR« (x) soit inférieur à | e, en valeur absolue, on peut prendre Aa; suffisamment petit pour que AS» (a?), accroissement de Su (a?), qui est continue comme somme de fonctions continues, soit, en valeur absolue, inférieur à | s. Donc enfin, au signe près, AS (x) est inférieur à 6, ou S (a?) est continue (84).
Exemples (pour les théorèmes I et II). I"" La série de Weierstrass est équiconvergente et continue (315; voir la note). 2^ La série
, la?» , 1.3 a?» , 1.3.5 a?^ , , "^+2 3 +2716+270 7+^*^"
égald à arc sin x^ si x* est inférieur à Tonité (270, II), est absolument convergente pour x = l (Notes complémentaires (128)); elle est donc équiconyergente (théorème I) et continue (théorème II), pour les valeurs de â? de — 1 à -|- 1 ; par suite, pour x=ly elle représente | ir , comme nous rayions annoncé (n® 270, II).
3* Toute série obtenue en multipliant les termes d*une série absolument convergente, soit par des sinus et cosinus, comme dans le premier exemple, soit par des puissances de x supposé au plus égal à l'unité, comme dans le second, est équiconyergente.
Remarque. Les séries discontinues, comme fx (317, exemple II et les séries indiquées à la un du n^" 258), ne peuvent être équiconvergentes, puisque si elles étaient équiconvergentes, elles seraient continues.
La réciproque n*est pas vraie. Une série qui n'est pas équiconyergente, par exemple, (px de l'exemple III du n? 317, peut être continue.
S19. IfUégraiion et dérivation des séries. Théorème I. On peut inUgrer, terme à terme, comme un polynôme, une série réelle S[x)=zUi{x) + ««(a?) -H Uz{x) + etc., éguiconvergente pour les valeurs considérées, si les termes de cette série sont susceptibles d'intégration (108, 114). £a série intégrale est aussi éguiconvergente. Si S{x) est équiconyergente de Xo à X, elle est continue (318, II) et susceptible d'intégration (108, 114) de Xo àX. Il en est de même, par hypothèse, de la somme des n premiers termes S,, (a?), et, par suite, du reste rn{x) =^S{x) — S» (a?). On a ensuite (114)
fX% fW% fX% çX%
I S>{x)dx = V Ui{x)dx-\ \'\ Un{x)dx + R» ; R,, = l rn{x)dx,
^Xx ^Xt iœx ^Xi
Xi et â?s étant des yaleurs de x comprises dans l'intervalle {x^^ X). À
cause de l'équicon vergence de S(â;), rn[x) pour n suffisamment grand est
compris entre deux valeurs rnm, ^hm» aussi voisines de zéro qu'on le veut,
pour toute valeur de â?, de â?o à X. Donc R» sera compris entre
{x%'^Xi)rnm et (x% — a?0^nM, et, à fortiori, entre (X — Xo)rnm et
(X — â;o)rNH> quantités encore aussi petites que Ton veut. On peut donc
écrire, en série indéfinie,
$Xm fX% fX%
&[x)dx = 1 Ui {x)dx + \ Ut{x)dx + etc.
Xt ^Xt ^Xi
Comme Rn, pour toutes les valeurs de Xi et x% est toujours compris entre les deux quantités rn»(X — a?o), r«M(X — Xo) indépendantes de Xi et Xt et aussi petites qu'on le veut^ la série intégrale est équiconyergente.
Remarques I. La démonstration précédente ne s^applique pas au cas où Tune des limites est infinie. Mais le théorème subsiste, d*après la définition même de la convergence, si les intégrales du premier et du second membre sont finies et si, pour n := œ , lim R» = 0.
II. Le théorème subsiste encore dans le cas où la série donnée est imaginaire. La démonstration se fait en remplaçant la considération de R» par celle de son module (Voir, n» 254, III, 2»).
III. Suivant les cas, Ton peut, ou Ton ne peut pas intégrer les séries qui ne sont pas équiconvergentes (Voir ex. 2*).
Exemples. I« Séries équiconvergentes intégrées terme à terme. Voir no- 256, VU, 259, 267, 270.
2" Séries non équiconvergentes. La série fa (317, II) a pour intégrale la série Fa (317, I) pour toutes les valeurs de x, depuis jusqu'à 1. Cependant la série /â? n*est pas équiconvergente. Au contraire, en intégrant de zéro à â? la série (^x du n^ 317, III, on arrive à la relation absurde 1 —«-**= — er** (Darboux).
Théorème II. On peut dériver terme à terme, par rapport à x, comme un polynôme f une série S{x) = Ui{x)-{-Ut{x)-{'Uz{x) + eic.^ convergente de Xoà Xf si la série T{x) = u\ {x)+ u'^ (a?)4- u'^{x)+ etc. des dérivées des termes est équiconvergente. En effet, puisqu'on peut intégrer terme à terme une série équiconvergente (th. I), on a
( Tdx = i u[{x)dx + { If; (a?) eto + etc.
^Xq Jwo ^Xo
= [Ui (x) — Ui (â?o)] + [ut (x) — Ut {xo)] + etc. = s {x) — S («•)• On déduit de là, en dérivant (112),
T {x) = u[{x) + u'^{x) + etc. = 8'{x).
Exemples. Voir n^- 254, I, II, 256, VII, 259, 267.
Remarque. Si la série des dérivées n'est pas équiconvergente, tantôt on peut, tantôt on ne peut pas, dériver la série primitive, terme à terme. Ainsi la série
convergente de zéro à l'unité, étant dérivée terme à terme, donne 1 = (1 — i») + ^ (1 — a?) + a?' (1 "" ^) + ^^'j
relation inexacte, pour a? = 1 (317)* La dernière série n'est pas équiconvergente.
On peut prouyer, comme au n"* 317, que les deux séries suivantes :
a?«r-'" = (a?«r-'* — 2x*e'^*) + {2x*r'*'* — Sx^er^ ) + etc. ,
+ i{4xer^^ ^ 4a?»tf-»'*) — (6a?r^»'* _6a?««-«'«)] + etc.,
sont convergentes et continues pour toute valeur de â?, mais qu'elles ne sont pas équiconvergentes. Cependant, on obtient la seconde en dérivant la première terme à terme comme un polynôme.
980. Propriété générales des séries ascendantes et descendantes. I. On peut appeler, avec Lacroix, série ascendante (ou descendante)^ une série de la forme Ao + aiz + ai^* -f- etc. (ou ao + aiir^ -{- aisr* + etc.), ordonnée suivant les puissances croissantes (ou décroissantes) d'une variable 2; (synonyme allemand : Poienzreihe). On peut transformer une série descendante en une série ascendante, en posant z = {\ : Ç). Nous ne nous occuperons donc que de séries ascendantes. Comme exemple de pareilles séries, on peut citer les développements de d«, l(l-j-j?), (l-j-^p)»^ rencontrés antérieurement (n*** 255 et suivants).
II. Théorème I. Si Ao, AiR, AsR*, A3R', etc. sont inférieurs à une quantité M, Us séries suivantes, oâ mod ao = Ao, mod eii =» Ai, moda%=^ki, etc.,
fz =flo + «i«+ ai^*+ «52;' + etc., fiZ=t ai +I.2«i2; + 3a5«*+.etc,, /»£;= 1.2fl8 -[- 2.3^81^ +etc.,
fiZ = I.2.3tfs + etc., etc.,
sont atsolument convergentes et équiconvergentes pour les valeurs de z, dont le module est inférieur à^\ ce sont des fonctions continues dont chacune est la dérivée de' la précédente; les coefficients ao, ai, a%, etc. sont égaux respectivement à /D,/'0, |/"0, J/'"0, etc. 1« Soient ;-<Ret (r : R)=t. La série des modules des termes defz, pour z = re^*, savoir :
Ao + Aif + A,r» +A5r»+ etc. = Ao+A,R<+AsR»<«+A5RV+ etc., est inférieure à la progression
M(l + < + <• + <' + etc.), et^ par suite, est convergente. Il en est de même, à fortiori, pour toute
valeur r^ inférieare à r. La série fa est donc absolument convergente pour mod 2; = r, mod z <C^r, Elle est aussi équiconvergente. En effet, le reste de la série des modules pour mod z =^ r\ savoir :
p; = A^r'- + A.+,r'-+« + A.+tr'-+« + etc., .
est inférieur à
p» = A«r- + A.4.,f-+« + A,+,f+* + etc. ,
quand r' est inférieur à r. Or, puisque Ao + Aif + Air* + etc., est une série convergente, lim p. == 0, pour i» = x ; par suite, on a également lira pi == 0. Le module de (a««" + a«+i«"+* + etc.), ou du reste de la série /0, est, tout au plus, égal à p« quand mod ;? = r, à p. quand mod z s» T*\ donc il a aussi pour limite zéro, pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur ou égal à r; autrement dit, la série est équiconvergente (317).
2® La série des modules des termes de/12;, pour z ^= re^\ savoir :
A, + 2A,r + SAjr» + etc. = A* + 2A,Rr + SAjRV + etc.,
est inférieure à la série
MR- ' (1 + 2/ + 3/« + 4/» + etc).
Celle-ci est convergente, car le rapport de deux termes consécutifs est [^ : (1 -{- n^')], quantité qui, pour n sufSsamment grand, devient et reste aussi voisine de t que Ton veut, et est alors inférieure à nne fraction q inférieure à l'unité (127 ou Notes complémentairbs, corollaires (127)). La série des modules des termes de fiZ est donc convergente pour mod 2; s= r. Il en est de même, à fortiori, pour toute valeur de z, dont le module r' est inférieur à r. Par conséquent, la série ftz est absolument convergente. On en déduit aisément, comme plus haut, qu'elle est aussi équiconvergente.
La même démonstration s'applique aux séries f^, f$Zf etc. 3** Les séries fz, ftZ, ftZ, etc., équiconvergentes pour toute valeur de z dont le module est au plus égal à r < R, sont continues pour ces valeurs (318, II); chacune est la dérivée de la précédente (319, th. Il), de sorte que fiZ = f% ftZ = f% etc. Si Ton y fait tendre z vers 0, on trouve, à la limite,
/D = ao, fO = ai, r0 = 1.2.a%; f"0 = 1.2.3.a„ etc. III. Cercle de convergence. La série des modules
Ao + Aif + Aif ' + A.»r» + etc.
d'une série ascendante jouit de Tune ou Tautre des propriétés suivantes :
1"* Elle est convergente pour toute valeur finie de r. C'est ce qui arrive pour le développement de «- (255). 2** Elle n'est convergente que pour r sss 0. Il en est ainsi pour la série
l + l.i2; + 1.2.îj;« + 1.3.3.2;» + eic.
où le module du terme général, savoir 1 .2.3... m. r", croît indéfiniment avec nj si r est difiërent de zéro (253, I). 3"" Elle est convergente pour une certaine valeur fi de r, divergente pour une autre r^y Pi et r« étant différents de zéro. Dans ce cas, la série est convergente aussi pour toutes les valeurs inférieures à fi, d'après le théorème précédent. Elle sera divergente pour toutes les valeurs supérieures à rt, car si elle était convergente pour une valeur supérieure à fs, d'après le même théorème, elle le serait pour la valeur rt. Si l'on fait varier r àe rt k ri, d'une manière continue, la série, qui ne peut être que convergente ou divergente (118), sera convergente pour une dernière valeur R ou divergente pour une première R. Ainsi la série des modules de la série logarithmique (258)9 savoir :
commence à devenir divergente pour f = 1. La série
■ ^ + etc.
est convergente encore pour r = 1 (128, Ex.); mais elle est divergente pourr> 1, car le rapport de deux termes successifs [r: (1 +»""*)*] i pour n suffisamment grand, devient et reste aussi voisin de r que l'on veut, et alors est supérieur à une quantité ç supérieure à l'unité (127, ou NoTBS GOMPuiMEMTAiRBS (127), Corollairc).
La valeur R qui sépare les valeurs pour lesqiielles la série des modules est convergente, de celles pour lesquelles elle est divergente, s'appelle rayon du cercle de convergence. Pour les valeurs de s^=s{c + yij correspondant aux points situés à l'intérieur de ce cercle, la série en a est convergente; pour les points extérieurs, elle n'est pas convergente. Sur la circonférence même, c'est-à-dire, pour z »=> R^<, la série en z peut être
convergente partout, c'est-à-dire pour toute valeur de (p, comme cela arrive pour la série (R = 1),
ou nulle parti comme c'est le cas pour la progression 1 + fi -h 2* -}- ^>-{-etc. (R:=l); ou enfin convergente seulement pour certaines valeurs de 9 (Série logarithmique, binôme).
Le théorème peut maintenant s'énoncer comme il suit : A VifUérieur de leur cercle de eanvergence, les séries A, A^, f^, etc. sont absolument convergentes, équiconvergentes et continues; chacune est la dérif>ée de la précé' dente et ses coefficients sont ceux que donnerait le développement de Tabler.
IV. Théorème II. Si la série /« = a© + ^«^ + ^«^* + ^»^' + ^te. est convergente pour une valeur Z = IU?< appartenant au cercle de convergence, on a lim/(f «?') =/(IU?*), r étant une valeur inférieure à R, qui a Rpour limite (Abel). Posons (r : R) =» t. On a
V^/CRtf^O'-ZC^^^O^^^iZa— 0+atZ«(l— <») + a,Z»(l--<«) + etc.,
que nous écrirons, en abrégé,
en posant a^ = 1 — t^, Up = a^. Soient ensuite
^«+1 == 1*11+4» ^mr\.% = l^n+l + *^+«> •••> ^f^P = •'•i+l + •'• + ifci+î»> 2«4.p = «i,+i«i,+ 4 + «h+îVm+i -+....+ a«4^««4^.
On aura, en exprimant tf»+i, tfn+fy •••» f*«-fp au moyen des sommes (r {tratuformation d'Atel),
^n+i» = aiH-iff«4-i -^- af^-l(o■||+t — ^«+1) + ••• + ûCh+i» {f^n^p ^- o"»^^^i)
+ •'• + ''n+p^l (ftiufp^l — «n+p) + a^+pCTi^.^.
Appelons c^ celle des sommes 9 dont le module est le plus grand, et observons que an^i, an+i, ..., (Xn+p forment une suite de quantités croissantes de manière que les différences («n+i — «•+«)> {«n+i — «•+»)> etc., sont négatives. On aura
mod In+p < («ii+t — «n+O mod <T«+i-f- (««+3 — ««4-t) mod <r^% +
* " 4" (''«4-i» — ^"+/»-«) ™^^ ^•+p- * + *"+p ^^ ^•+pî mod 2,4-p < mod <tm [(a,^_t — a,+i) -( [- (a„+^ — a„4.^i) -|- a«+^] ;
mod 2,4-^ ^ mod <;» [27.n^p — «a+i 1 ou mod <tm [1 + if*+* — 2i*+P] ;
mod ^n+p K, ^ niod <ru •
Si j? croît indéâniment, (ru qui est Tune des sommes ^n^-ii ff«»4.t| etc., finies même pour p=sço ^ puisque la série est convergente, a un module fini; pour n croissant indéfiniment, lim Vt^^i = 0, lim Cn+i = 0, ... ; il en est donc de même de ^m (123). Par suite, on a, pour h suffisamment grand,
s étant aussi petit qu*on le veut. Une fois n choisi de manière qu'il en soit ainsi, en prenant r suffisamment voisin de R, ou t de l'unité, ou ai, ai, ..., an de zéro^ on aura -aussi
mod («iWi + ct%Ui + ... + (XnUn) < ï e.
Donc, à fortiori (Notes coMPLÂMENTAmBS (65)),
mod A/< mod {(XiUi -}-... + a«tt«) + mod {xn^iUn^i + etc.)
est inférieur à e; autrement dit, lim Z^=3 0, et la série /(re^') a pour limite /(Rtf?»*), si celle-ci est convergente.
Applications I. La série 1 — î + | — ï + etc. est convergente (129); elle est donc la limite de a? — ^ip' + ia?' — |a?* + etc., ou (257) de 1(1 +x) lorsque x tend vers l'unité ; par conséquent, elle a pour somme 1(1 -}- 1) = 12, théorème trouvé autrement (257).
II. La série convergente (Notes complémentaires (128, Ex. tl)) pour m > 0,
^"î^ 172 rxâ '^^^'^
est la limite de la série (263, II)
(1 — a?)'" = l — yâ?-! — iy-^ — ^a?* — etc.,
quand x tend vers l'unité. Donc elle a pour somme (1 r- 1)" = 0, résultat connu (263, III).
Sti. Multiplication des séries. I. Soient
U = «0 + Wi + «*« + «3 + etc., V = t?o + t^i + *î + etc., deux séries convergentes ; ensuite
7Vo == UoVof n?i =sUoi)i + UiVo, Wt = t^oi^t + «*i*i + «*ti?o, etc. ,
La série
W «= wo + Wi + Wf + n>i + etc.,
est dite obtenue en multipliant les séries U, Y, terme à terme, comme deux polynômes.
IT. THéoRâBfifi de Caucht (complété par Martens). On peut multiplier terme à terme, comme deux polynômes^ deux séries convergentes, dont Vune au moins est absolument convergente. Soient U = t^o + «i + 1^ + etc., une série convergente, Y = Vo + f i + t^s + etc., une série absolument convergente. Posons
Uo = «0, U4 = fio + Uu Ut = Wo + ffi + th, etc.; U s= Uo + n «== Ui 4- ^1 =* Ut + fi, etc. ;
Désignons par p la moitié de n, quand n est pair, l'a moitié de n — 1, quand n est impair. On a identiquement
UY = t>oU + t?iUH 1-v.U + IUU
= Vo (U. + f«) + r>i (U«_, + r^O H h «* (Uo + n) + R,U
= (t?oU» + t?iU«_i 4- • •• + ^«Uo) + Vorn + f ir,-i H 1- VnTo + R«U.
Le premier terme du second membre est égal à Wn. On peut donc écrire
W. = UY-(A, + B^ + R.U), si Ton pose
Kp = t^o^'i» + Vir^^i -j- . . . + VfTn^p, Bp =» Vpj^irn-^p^i -f- •• . -j- v^^^.
Appelons r% celle des quantités n, f«.i, ... r«.;, dont le module est le plus grand; rii celle des quantités roy^i» ...^«.^,.1 dont le module est aussi le plus grand. On aura
mod kp ^ mod ru (mod Vq + mod «! + •••+ mod fp), mod B;, ^ mod ri (mod f^+i + mod Vp^% + . . . -j- mod t?p).
Puisque la série i?o + t^i + i^s + ^^c* ^^ absolument convergente, la série mod i?o + mod Vt -|- oiod Vt + etc. a une somme finie Y'; pour ft = 00 , on a donc
lim (mod Vq + mod ç i + • • • + mod Vp) = Y', lim (mod Vp^i -{- mod Vp^t -}-•••-{- mod t?») = 0,
d'après 123, II. La série U étant convergente, rk est finie ainsi que son module, mais r«, r«.i, ..., rp, pour n^s^ x , ont pour limite zéro, ainsi que ru* Donc enfin lim mod A;, =1 0, lim mod Bp =s 0, pour n = 00 • Par
conséquent, comme lim R» <= aussi, la dernière égalité en W» donne lim W» == UV, ou W = UV (Démonstration de Jensbn).
III. Thborbmb i>*Abel. Si la série W oitenm en multipliant deux séries convergentes U, Y, terme à terme, comme des polynômes, est eonver' ffentej elle est égale au produit de ces deua séries. Si t est inférieur à l'unité, les séries
/^ ™ «0 -|- uit + u%t^ + etc., 9< «a: f + f>it + Vtt* + etc.,
sont absolument convergentes (320, II); d'après le théorème précédent, on peut les multiplier, terme à terme, comme des polynômes. On trouve ainsi
ftX9t = tVo + Wit + îDtt^ + Wit* + etc.
D'après le théorème II du numéro précédent, quand t tend vers l'unité ftf (ft tendent vers les limites finies U, V et le second membre vers W. Donc UV = W.
lY. Exemples, l"" En multipliant les séries
«• = l+j+^ + etc., ex = l+y-|- — + etc., terme à terme, on trouve
- 1 +-Ï- +-Y^2- + -ï^2^ + etc.,
c'est-à-dire la série igale à e^^. On peut déduire de là une théorie des exponentielles imaginaires, mais elle est moins simple que celle des n"* 67 et suivants. 2« On peut déduire d'autres exemples de multiplication des séries des résultats trouvés au n® 256, IV, par une autre méthode.
39S. Thborbmb d'Abel sur la coNVBRaBNCB des séries. I. Si /'(m multiplie par des nombres positifs ai, ix%, as, etc., égaux ou décroissants, les termes (positifs ou négatifs) d'une série convergente réelle, f*i + i*i + Uz'\-etc., on obtiendra une nouvelle série convergente aiUi + a%u% + oi^Uz + ^^* Oe théorème, comme le remarque Duhambl, est loin d'être évident, parce que les multiplicateurs peuvent porter très inégalement sur les termes positifs ou négatifs, dont les sommes sont séparément supposées infinies, sans quoi il n'y aurait aucune difficulté. En effet, si la série primitive est absolument convergente, le théorème est démon-
tré| mâine pour des multiplicateurs quelconques compris entre deux limites données (122). Posons
ffn-f i = Un^ly ^H+i = Wit+I + tJn+1, ^n^i = Un^l + Un^t -|- f»i^-S, CtC.
On aura, en appelant a» la plus petite, o-m la plus grande des quantités
Par suite, ou
2n^p > flri»flu+, ;
On trouve de même.
Pour n suffisamment grand, ^n+i, 9n+i, ..., <arn4p et, par suite, 9m, ^h sont aussi petits qu'on le veut, puisque la série i^i -^ flft -t- ^^* ^^ ^^* vergente (123, II). Il en est donc de même de 9»a»4.i, <r^(Xn+i et des quantités intermédiaires 2»4.i, 2»4.t, ..., 2n+p, quel que soit p. Il en résulte, d'apriê h caractère général de contergence (303), que Zi4^, pour 2^=3 00, a une limite finie; il en est donc de même de «lai+Vtai + -«-+i*«aii + 2«4-p, c'est-à-dire que la série «lai + Vta» + etc. est convergente.
Remarque. Le théorème d'Abel subsiste encore : 1** Si les nombres ai, at, «8, etc., sont égaux ou croissants, mais inférieurs à une quantité finie M. 2<» Si la série i»i -|- tfi + «s + etc. est indéterminée, mais telle que les sommes 9»4.i, ^n+t, <ri»+s, etc. soient finies, pourvu que a«+4, pour n =s 00 , ait zéro pour limite.
II {Extension aux sériée imaginaires). Si Von multiplie les termes d'une série convergente réelle ou imaginaire, Ui + u% + Ui + etc., par des quantités réelles ou imaginaires ai, at, as, etc., on obtiendra une nouvelle série convergente «iWi + ««**• + «s**» + ^^^ pourvu que
A = mod at + mod (ai — aj) + mod (at — a») + mod (a» — a^ + etc.
soit un$ série convergente (Jordan, Cours t analyse, I, pp. 114-115). On trouve, ett eflPét (Notes complébcbntairbs, (65)),
mod 2»4^ ^mod ff»4-i mod (a»4.i — ««+<) + •• •
+ mod 9n+p^i mod (a»4^.i — ctn^) + mod a»-f|, mod «n+p,
et, à fortiori f en remplaçant les modules de tous les 9 considérés par le plus grand d'entre eux, mod vu»
mod -Sn-^p ^
mod (Tu [mod (a„+i — a»+t) + ... + mod («n+p-i — «i^+p) + mod «n+ji]. On a ensuite
^iwfp = «1 — («4 — «j) — (as — as) — •• • — (oi^^p^i — ft<»4^)9 mod a«4^^mod ai + mod («« — «î) + ••• -H mod («m-ji^i — «^Mi»)* Par conséquent, en ajoutant aux deux membres de cette relation
mod (cun^i — a«4-«) -♦-... + mod (««4^.1 — ctnj^i on trouve
mod («n+i — ai»+t) + ' •• -|- mod {xn^p^i — a»+p) + mod a»+p = mod «4+ mod («4 — «0+ •• • + niod (a» — oLn^\) +
2 [mod (a»+i — a,^j) + •■ . + mod («n+p-i — «•+/»)] < 2A.
Par suite, mod 2»+^ < 2ÀA mod (th, X étant un facteur positif au plus égal à Tunité. La série ifi + <^ -f- «s + etc., étant convergente, fSm^i^ 9»4-s, ..., 9n^.pf et, par suite, an pour n suffisamment grand, ont des modules aussi petits que Ton veut; il en est donc de même, quel que soit jP, de mod 2»4^, de la partie réelle et du coefficient de j/ — 1 de la partie imaginaire de Z^^, cette partie réelle et ce coefficient étant pris en valeur absolue; donc, d'après le caractère général de convergence, la partie réelle et la partie imaginaire de ^n^ ont des limites finies et UiCK.i'^u%a%'\'e\G. est convergente.
Rbmarqub. Le théorème d*Âbel est le seul dont la démonstration repose sur le caractère général de convergence (303*310).
NOTES COMPLÉMENTAIRES
Les notes complémentaires qui suivent contiennent des additions, des corrections ou des éclaircissements relatifs aux numéros indiqués entre parenthèses. Les corrections proprement dites sont indiquées par des astérisques et placées entre parenthèses carrées (N^* 4, 15, 21, 29, 38, 44, 52-54, 55, 71, 73, 80, 84, 92, 111, 116, 126, 127, 130, 142, 144, 146, 147, 149, 151, 152, 154, 172, 177-178, 201, 204, 209, 217, 220, 229, 245, 262, 267, 292). Les éclaircissements constituent pour ainsi dire un commentaire indispensable du texte, dans les endroits difficiles, au moins pour les trente-deux premières pages de Touvrage*
INTRODUCTION
I. Déilnltloo de Tanalyse iolliittésliiiale. (4) *[A la ligne 3, après w + f, il faut ajouter : (p = ayy]. Le second problème se résout plus simplement comme il suit : on a
s^ » x^ + y* + 2xy == (â^ — y)« +4fl?y = (4? — y)« 4-4p,
quantité la plus petite possible si â? = y.
(7) L*équation y = E(â;), en coordonnées rectangulaires, représente, pour ainsi dire, les marches d*un escalier, dont les contremarches sont égales aux marches. Autrement dit, de à 1 exclusiyemeitt| y = 0; de 1 à 2 exclusivement^ y = 1 ; de 2 à 3 exclusivement, y = 2^ ainsi de suite. L'équation y=X'—E(x) représente, de à 1 exclusi^^^^t, un segment de la droite y = af inclinée à 45"* sur Taxe des x; poJ^J^ valeurs plus grandes de Xf *des segments de droite égaux et parallèPc au précédent et menés par les points de Taxe des x ayant pour abscisses 1, 2, 3, etc.
L'expression y = ar*+fl? peut s'écrire y = y, + y,, si y, s=aj-i^ y^s=zx. En prenant un seul axe des x et une seule origine, un axe des yi et un axe des yt dans un sens directement opposé,la somme y=y^^^^
est représentée par la distanoe des points de même abscisse de la droite yi=3ii; et de Thyperbole yi=a^~~^ De même, si Ton fait yi^a^rS y, e=a fl? — E {x)f y = or* + « — E (ûî) est représentée par la distance des points de même abscisse des segments de droites jft^=^» — E(cBi) et de rbjperbole yi=orK Cette distance jouit de la propriété de devenir aussi petite qu'on le veut pour a entier et croissant indéfiniment; mais elle ne reste pas aussi petite qu*on le veut. (Comparez n^ 20).
(0) Les relations qui existent entre des variables peuvent être supposées connues et exprimées au moyen des signes matbématiques; alors, on dit que les variables sont des fonctions analytiques les unes des autres. On dit qu'elles en sont des fonctions concrètes, si ces relations sont inconnues. Ainsi Taire u d'un rectangle de base a et de hauteur y est une fonction concrète de â? et de y pour celui qui ne connaît pas la relation u=sxy; c'est une fonction analytique pour celui qui la connaît.
(I9-1I) La classification des fonctions n'appartient pas à l'analyse élémentaire. C'est, au contraire, le résultat des recherches les plus profondes des géomètres. Ainsi, par exemple, c'est en 1825 seulement qa'Abel a démontré qn'il existe des fonctions algébriques qui ne peuvent pas s'exprimer au moyen de radicaux, par exemple, les racines d'une équation générale du cinquième degré en x ety.
(14-15) Voir Appendice, I, 287-288. *[L'année de la naissance de Fermât est 1601, celle de la mort de Descartes, 1650].
II. nélliode des limites. Voir Appendice, II, n
(18) Voici des exemples élémentaires de limites qui ne contiennent que des nombres commensurables (n est entier) :
Quand n varie depuis m= — 3 jusqu'à n »3, y croit depuis | jusqu'à 1 ^ en passant par la valeur 1 pour n = 0; k. partir de n = 3, y décroît sans cesse et a pour limite 1, dont elle diffère d'une quantité inférieure à (2 : n); la valeur limite 1 est donc atteinte pour n = 0, mais le couple de valeurs (» = oo , ^ = 1) est inaccessible. La fonction z est égale à si « est pair, à (1 : n), si n est impair; est une valeur atteinte une infinité de fois par z, mais c'est aussi la limite de 2; ; le couple de valeurs (n = oo ,
2; =s 0) egt inaccessible. Enfin rexpressîon u est égale à 24-ft'S si n est pair, à S-f-^'^S si fi est impair; pour n croissant indéfiniment u oscille sans cesse d'une valeur voisine de 2 à une valeur voisine de 3, sans avoir de limite. La différence u — 2 peut devenir, mais non rester aussi petite qu'on le veut.
(91) *[A la ligne 3, lire : dont Tamplitude peut étre^uttf ou infinie]. Voir le troisième exemple donné plus haut (Notes compl., (1B)).
(514) Voir la réciproque et un corollaire. Appendice, n® 300.
(tft) La démonstration directe du n® 301 est préférable.
(t6) La démonstration donnée au n** 296 est faite dans l'esprit de la théorie de Lipschitz (Voir Appendice, ch. V, particulièrement le n^ 310).
(t§) Eudide a défini comme il suit (aux termes près) une proportion entre quatre grandeurs A, B, C, D [BlémefUs, V, déf. 5) : c A est à B (supposé de même espèce que A), comme G est à D (supposé de même espèce que G), si la n*'*"' partie de B est comprise m fois dans A et, de même, la 9i*^ partie de D, m fois dans G, m et n étant entiers; ou si, quel que ioit m, on a toujours simultanément A supérieur (ou inférieur), à m fois fois la n^^ partie de B et G supérieur (ou inférieur) à m fois fois la nf^^ partie de D » . G'est cette définition qui a permis aux Anciens d'éviter la considération directe des incommensurables.
(99) I. Énoncé : La limite d'une puissance indifiniment eraissanie iwsA quantité Jlxe, inférieure {eupérieure) à Funité est nulle (infinie).
II. On a, en effet, en groupant convenablement les termes, si n = 2^,
supérieur à
2 + 4 + 8+-+^ ou l+«-2
et, si k est supérieur à 2,
inférieur à
III. *[Â l'avant dernière ligne de la page 5, lire \ au lieu de {. Les quatre premières lignes de la page 6 doivent être corrigées comme il suit : De même, pour fi =9 oo , en posant La. «s Bkn — H», Lin = L41» — iLï»=etc., Lin^^^hen — |L3»=etc., ont des limites L', L", telles que | <^ LL < 1 i» ^ts ^ ^^'*< <^ '^1* ^^^^ ^^ démonstration, voirn« 301.
IY« Ce que nous disons ici sur tt était exact en 1877; en 1882, LiiNDBBCANN a démoutré que tt n'est racine d'aucune équation algébrique à cœfScients entiers, en s'appujant sur les principes qui ont servi à Hbrmite pour démontrer le théorème analogue pour e (n* 38, lY).
III. JLiinltc» des fonctions élémentaires. Nous supposons établis dans les Éléments les principes rappelés ici d'une manière sommaire. Voici la démonstration du premier de ces principes et une esquisse de la démonstration des autres.
Une fois ces principes établis, les règles du calcul algébrique s'étendent aux quantités incommensurables, en regardant ces quantités comme limites de quantités commensurables.
(SO) I. D^nUion de la somme A-f-|UL — v de plusieurs quaniitis incommensurables A, /ji, v. 1° Soient /, m^ n trois nombres commensurables croissants, L, M, N trois nombres commensurables décroissants, ayant respectivement A, p, v pour limites, de sorte que / < X < L, fn < jix <M, «<v<N, lim(L — = 0, lim (M — w)=»0, lim (N — ») = 0. L'expression s = l-^m — N, toujours croissante et toujours inférieure à la quantité finie et décroissante L -j- M — », a une limite unie 9 (26) ; S=i3L4-M — «a la même limite; car L + M — n — a est inférieure à(L + M-n)-(ï + w-N)=(L — Z)+(M — »)+(N — »)(n«293), quantité qui devient et reste aussi petite qu'on le veut. Les quantités intermédiaires entre s et S, de la forme (7 ou L) -4- {m ou M) — (N ou n), obtenues en remplaçant dans s ou S, un ou plusieurs des nombres l, m ou n par L, M ou N, ou inversement, ont aussi <r pour limite (24). 2<* Soient encore 2', m' ^ n' trois nombres commensurables croissants, L'^ M', N' trois nombres commensurables décroissants, ayant respectivement A, juL, y pour limites. On aura lim [(Z ou L) + {m ou M) — {n ou N)] =3 9-'. Je dis que <t' » <r. En effet, on a V -^-m' — N' < L + M — 91, et, en passant à la limite (25), 9' = 9 ou <r' < a. De môme, L' + M' — «' > Z + f» — N, et, à la limite, (r'=(7 ou v' > (t. Par suite, o"'™». 3^ La limite ddela somme des nombres commensurables qui ont respeetivement >l, ^,
— V pour Imites êst, par DÂpnonoN, la valeur de la somme A -f- /ix — v. On vient de voir que cette limite existe (1^), et est unique (2o).
II. La démonstration donnée au n^ 30 du théorème (A) : Lim {u+9 —w) =: lim u -f- lim v — lim w s'applique littéralement quand toutes les quantités considérées sont commensurables, et même quand elles sont incommensurables, si l'on recourt à la représentation géométrique de celles-ci. La démonstration analytique s'applique aussi dans le cas où u^ v, fp, lim u, lim v, lim Wj lim (tf -f" ^ — ^) ^^^^ toutes ou en partie incommensurables, pourvu que Ton interprète les raisonnements et les calculs d'après les définitions des n^" 293, 295 et celle que nous venons de donner pour la somme A -j- fJt — y-
(as) Les notations sont celles du n<> (30). Théorème B. I. l"" Im Sk une limite a; LM, M, Lm ont la même limite. 2« Vm', L'M', VW, Vm' ont une limite gp' = a. 3® Par déjlniiion, (t =* l^i. II. 1* Si lim « = U (ou « =» U + a, lim ce = 0), lim 9 =V (ou f> = V + /3, lim j3 = 0), on a «« — UV= aV + ^U + «p, lim (w) = UV= lim u . lim t?. 2» Extension facile au cas d'un produit de plusieurs facteurs égaux ou inégaux.
THÀ>RâMB (C). I. 1« [l : M), {L : w), (L : M), {l : m) ont une limite <7. 2f* Même théorème pour les lettres accentuées. 3<» Par déflnitioni o> s=s (A : ijl). II. On a
u U aV — (3U ,. tt U lim«
T7 = :^ » lim-= — = r: •
f V vY f> V lim ©
Théorbmb (D). L Soit A un nombre, commensurable ou non, limite de U'yVP et L'',L'f', l et V étant des nombres commensurables croissants, L, L' des nombres commensurables décroissants, p entier positif. 1* Le nombre l a une limite 7, le nombre L une limite 2. On ne peut avoir 2 différent de (t; car, d'après (B), A = lim /p = (lim /)? = <rP, A = liml/
= (lim L/ =» 2^ 2^ Lim V = lim L' = d. 3^ Par déJlnUion, <y = |^A .
II. Soient lim « = U, |/^« = t>, |^U = V. P V différent de zéro, positif par exemple, pour fixer les idées. 11 en sera de même de U =*Y'', de u
aussi peu différent de U qu'on le veut, puisque lim » = U, et de
10 = yu. On aura
tjp — Vp tt — u
t)P-« -|- t?p-«V -I 1- VP-» t^p-* + t?P-*V H h VP-*
et, à la limite, limt>-.V = 0, ou lim !/"« = l/" (lim «). 2<»SiV = 0,
X] =sOf u ou tP ajant pour limite zéro est compris, en valeur absolue, entre et un nombre commensurable If* aussi petit qu'on le veut; donc 9
est compris entre et l, et lim v^=sO, ou lim yu = |/ (lim u). (34) SaponeniUUes . I. Pour p entier positif et croissant ind^nimenty
lim |/ B = 1. 1<> Soit B plus grand que l'unité. Pour p croissant, |/ B,
qui est supérieur à Tunité, décroit sans cesse et a une limite a. Je dis
que a ne peut être supérieur à Tunité. Si Ton avaitj a = 1 + a, a étant
p positif, on aurait aussi j/B > 1 + a, B >(1 + a)p > 1 +i>a, ce qui est
impossible, puisque p et pot peuvent devenir aussi grands qu'on le veut.
Donc fl = lim jJ^B = 1. 2* Soit B inférieur à 1, égal à (1 : B'), B' > 1.
Alors, lim J/^B = lim (/'(l : B') = lim (1 : ï^B')=(l : 1)=1. 3« Corollaire. Si X décroit indéfiniment, B' a pour limite l'unité; car a est com-
pris entre (1 :p), [!:(? + 1)], p croissant indéfiniment, B' entre i/ B,
yB qui ont l'unité pour limite.
II. Pour fixer les idées, soit B>I. I<^ B' a une limite a; B'' une limite 2. On a cr = 2, car B*--* = (B*- : B') a pour limite (2 : j); or, si L — l tend vers 0, d'après I, 3% lim B*--' = 1 ; donc (2 : <j) == 1. 2« B", B'^ ont la même limite a. 3"^ Par définition, or = B^.
III. Première partie du thâorémb (E). B"* a pour limite B^'"**; car B« — B«»»«=B""«(B''-"»» — 1); quantité dont le second facteur a pour limite zéro. Corollaire. B' est fonction continue de x (84).
Logarithmes. I. B' fonction continue de x, prend toutes les valeurs de
à CD , si B est supérieur à l'unité, de oo à 0, si B est inférieur à Tunité, quand x vlarie de — oo à -|^ oo (29, 1, et 92). Donc tout nombre P a un logarithme dans le sj&tème de base B, savoir, l'exposant p qui vérifie l'égalité B'* =3 P. Si B est plus grand que l'unité, P et Log P croissent simultanément; LogP décroit quand P croit, si B est plus petit que l'unité. II. Seconde partie du théorème (E). 1*» Lim Log (1 + a?) = 0, si lim j? = 0. En effet, soit x compris entre — eet-J-e, 1 — e = B"*,
1 4- e s= B^, en supposant, pour fixer les idées, B plus grand que l'unité, et, par suite, a et ^ positifs. Si e décroît et a pour limite zéro, 1 — e=B~«, variant dans le même sens, ot décroît aussi et a une limite y, qui est nulle. Car, si y était différent de zéro, on aurait l = lim(l — e) = limB'^ = B~y, ce qui est absurde. De même, lim P = 0. Mais 1 + a; = B''»«^*+'> étant compris entre 1 — e = B-*« et 1 + e = B^,
liOg (1 + x) est compris entre — a et (3 ; donc Log (l-^-x) a zéro pour limite y comme ot. et |3. 2" LimLog u=^ Loglmti. Car, évidemment
Log» — Loglimt* = Log(l+^)i si Ton pose l-j-â^^'Ci^ : lim») et â? a pour limite zéro.
Rbmarqub. Le théorème (F) se démontre aisément par la géométrie.
(S5) Application. Soit tt* = y. On aura Logy = 9Log«=:ir; ys=B*'; limy = B""«'; lim n? = (lim 9) (lim Log ») «= lim 9 Log (lim «) = Log (lim uf^\ Donc lim y = B'^« (•'»•)""•' = (lim «)"«•.
(SS) L ♦[Ligne 2, lire v, = |(1 — i)]. IH. De la relation
^ — ^ — — .^— I— ^ _^_ ^ Il I ■ — 1 1 1 ■ ■ 1 ^ •• • j ' " I
on déduit, en faisant croître n indéfiniment,
= limA+i+-î--^ — y—i — ^
Y. Le logarithme P' d^un nombre P, dans le sens attaché primitiven^ent à ce mot par Néper, est au fond, déâni par la relation
p : 10^ = ii<i\ de sorte que, si P = 0, P' = + 00 ; si P = 10% P' = Oî
si P = 00 , P' = — « (J. W. L, Glaisher).
(41 -4S) Les fonctions transcendantes ^, là? sont donc les limites des
fonctions algébriques f 1 -] — j > w {yx — 1), pour m = » .
(44) *[ Dernière ligne, lisez L' = log 1/8, L"=logV/12]. On a évidemment, à cause des égalités du n® 301, Ex. II, III, L'=>41og2 + log2 = log|/8, L" = ^ log3 + log2 = logl/12.
lY. Mélhode Influitésiiiiale. (47). La définition générale de Cauchy permet d'assigner l'ordre d'un infiniment petit comme y zsszxlx^ j^ ea ^ (2 "(- sin âr'), ce qui est impossible avec la définition élémentaire donnée au commencement de ce n"". Pour x = 0, y (n*" 201, Semarqui)
et z sont nuls. L'expression (y : âT) a pour limite l'infini ou zéro, selon que r est supérieur ou inférieur à Funité. Le premier point est évident; pour établir le second, soit r = l — s; alors {x\x : x^^') =^ a'l{w^) : 9 =^tlt :Sf si t = X*. Donc, si s est positif, quand â? et ^ tendent vers zéro, la limite de {x\x : x^''), d'après le n*" 201, est nulle. L'expression a? (2 + sin xr^) ; «••] =z a?*-^ (2 + sin ar*) a aussi pour limite 00 ou 0,
soiyant que r est supérieur ou inférieur à Tuiiité. Dans le sens de Cauchj, y eiz sont donc du premier ordre.
(4») Voir Appbnmcb, chapitre III, n^ 291, U, III. 292, Xn, XIII, la définition des if^ninuiU petits (nuls) d'Ëuler, et des pseudo-i^finimefU petits de Poisson.
(69-64) *[N* 53, ligne 2, au Ueu de a, lire aj Voir Appendice, chapitre VI, n~ 311-312, le vrai sens de la démonstration.
(54) *[Ligne 6, au lieu de SOrtr = 0, lire lim SOr^r = 0].
(65) *[Efracez les mots : même si lim Sa« =? oo , lim Sat = — oo , quand lim SOr = K].
(66) Sur la méthode des infiniment petits nuls et sur celle des pseudo-infiniment petits, voir Appbndicb, ch. III, n» 291, II-III, 292, XIII.
(67) Voir, pour la recherche de Taire de Tellipse et de la parabole, la plupart des ouvrages sur les sections coniques; pour celle de Thyperbole, le n"* 131, où nous avons indiqué explicitement tous les théorèmes sur lesquels on doit s*appujer pour établir rigoureusement le résultat auquel on arrive.
(6§) Sur les tangentes aux coniques, voir les ouvrages relatifs à ces courbes, par exemple, le livre VIII du Traité de fféométrie de RoucHé
et DB COMBEROUSSB.
V. tonetloD» d'une Tarlablc iinaf Inaire. (60-6t) Pour une exposition plus détaillée de la théorie des fonctions hyperboliques, voir notre opuscule : Précis de la théorie des Jonctiom hyperboliques (Paris, Gauthier- Villars, 1884). Si Ton pose Th^ x = tang { 6, on trouve aisément la valeur de ^, de ^', en fonction de 0, puis Châ? =» 1 : cos d, Shâ; =3 tang 0, Thâ; = sin 9. Ces relations remarquables permettent d'éliminer, si Ton veut, les fonctions hyperboliques des calculs en les remplaçant par des fonctions circulaires.
(60) La propriété 2® aurait du être mise la première. On l'obtient aisément au moyen des relations ^ = Châ? + Sha?, e~' = Cha? — Slu?, par multiplication. Des formules
Sha? = ^— — , Cha? = -f |/ 1 + Sh«a?, Thaî==Y-r-
^Is
on déduit immédiatement que, pour x positif et croissant de à oo , les fonctions Slu;, Ch^r, Thâ; croissent respectivement de à oo , de 1 à
ûo , deO à 1. On arrive à la même conclusion en faisant varier de à { n, dans les formules données ci-dessus.
(•1) La démonstration peut se faire en s'appujant sur les n** 57 et 131, du directement, comme il suit. L'équation de rhjperbole peut s'écrire X=:Ch^ Y = Sh(, puisque (60,2»), Ch«< — Sh«/== 1. Considérons le secteur a ayant pour sommet l'origine des coordonnées^ poizr base Tare d'hjperbole dont les points extrêmes sont (X, Y), (X, — Y), correspondants aux valeurs extrêmes t, — ^ de la yariable. Posons i = nii et soient A, 1, 2, 3, ... N les points de Tare d'hyperbole ayant respec* tivement pour coordonnées :
- ChO, ShO; Ch3, ShJ; Ch2a, Sh23; Ch33, ShSJ; ...;
ChnS = Cht, Shnd = Sh^.
L'aire du secteur w sera la limite du double du polygone 0A1234...Ny quand d décroit indéfiniment. Or Taire du triangle ayant pour sommets et deux points k et k — 1, est, d'après une formule connue,
i [Shhd Chd — l)(î — 8h{k — l)(î Chl(î] = { Shd.
Par suite, l'aire du double du polygone 0A12 ... N est nShd =3 nd (Shd :S) = t {Shi :d)etx = flim(Sh3 : d). Or (43),
ShJ ,. e^ — r-^ _. tf«J-l 1 , , lim-5. = lim-^5 lna-—.^^=l.l.
Donc enfin, x = t et X =» Ch^ == Ghâ;, Y = Sh^ = Shâ;.
(65) La somme (pe^^ + Re^^ de deux imaginaires composées a un module [/[{p coscp + R cos$)' + (p sinç + R sin4>)*] ou encore [/[p^ + R* + 2Rp cos(cp — ^)], quantité égale ou supérieure à di (R — p), inférieure ou égale à R + p. On déduit de là, de proche en proche, que le module de la somme de plusieurs quantités est tout au plus égal à la somme des modules de ces quantités.
(67) Le module «'+'' du produit de deux imaginaires est égal au produit des modules e'f e*' des facteurs. De proche en proche, on établit ensuite la même propriété pour le produit de plusieurs facteurs.
(11) *[Ligne 3. Lire : sinij = -^(tf'' — r^')]. Ce n« aurait dû être transporté après le n" 67.
(76) ^[Dernière ligne. Au lieu de lim r, lire ; lim l,]
YI. Propriété* dlTerse» de» fonctions. (76) La démonstration du théorème : Toute fonction ¥x eêt la somme d'une fonction pake
et i'nnê fcnetion impaire implique, bien entendu, que le signe fonctionnel F soit défini de manière qu'en changeant iP en — x, dans F ( — x), cette dernière expression redevienne identique à Fx,
L'interprétation géométrique de la fin de ce numéro s'applique évidemment à des fonctions paires ou impaires réelles.
(79) Notations meilleures, n* 146, 4<^ {Arg au lieu de Sect).
(SO) *[Demière ligne, lire ordonnée, au lieu de abscisse].
Vn. Contlnaité des fonclions (§4) '*'[Ligne 2, lire : Si fx étant finie et réelle]. Soient
Gomme ^x est nulle pour x différent de zéro et est égale à Tunité pour â? = 0, on a (p (0, 0) = 0, ç (0, y) = 0, ç {x, 0) = 0, et ç {x, y) = sin|4 arctang{y : â?)|.On trouve A,;î=(p(a?,0) — 9(0,0)=0, A,;î=9(0,y) — 9 (0, 0) = 0. Donc, pour â? = 0, y = 0, la fonction z est continue considérée comme fonction de x seul, ou de y seul. Mais A^ = 9 {x, y) — 9 (0, 0) = sin |4 arc tang {y : x)\ n'a pas pour limite 0, si Ton fait tendre simultanément xeiy vers 0, d'une manière quelconque; par exemple, si l'on fait y = kx^ A^ = sin |4arc tang ^j, quantité qui n*a pas zéro pour limite, si k est convenablement choisi. Une fonction peut donc élre continue par rapport à chacune des variables^ variant isolément, sans Vitre par rapport à toutes les variables variant simultanément (Comparez n* 210).
(•t) *[Ligne 14, lire/Xp an lieu de/X]. La réciproque n'est pas vraie : il existe des fonctions discontinues qui ne peuvent varier d'une valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires (Darboux, Mémoire sur les fonctions discontinues, dans les Annales de rÉeole normale supérieure, 1875, 2* série, t. IV, pp. 109 et suiv.)
(•S) Synonymes, Fonction uniformément continue =» fonction également continue = fonction équicontinue (Qilbbrt) »= gUichmâuig stetige Function (en allemand).
Remarques. I. La fonction fx est équicontinue même pour Xc et X, si la dérivée fx est continue pour les valeurs de x voisines de Xo, X« et comprises entre x^eiX. En effet, dans ce cas, on a, d'après le n"" 106 ou 206,/(ir,+*) — Aa =*A^o + 6*),/(X -- ») -/X— -A/'(X-fi^A),
quantités en valeur absolue inférieures à iM, M étant une constante plus grande que toute valeur àef'x entre Xn et X.
IL De même, si pour toutes les valeurs de x, depuis x^ jusqu*à X, et de y, depuis y^ jusqu'à Y, on a (211) A/ (a?, y) = A^/^(â?+9Aa?,y+0Ay) -\-LyfJix + 6Aa?, y + 0Ay), les dérivées partielles /i, /J restant toujours inférieures à M, quantité ânie, Yosdllaiion /« {x, y) — /m {Xj y) de /{x^y) dans Tinter valle {x, x-\' Ax; y^y-^ iiy) est inférieure à la somme des valeurs absolues de MAâ?, MAy et cette fonction peut être dite équicofUinue. Nous désignons par fu^fmt la valeur maxima et la valeur minima, ou, plus généralement, la limite supérieure et la limite inférieure de/ (204, II).
PRINCIPES FONDAMENTAUX DE L'ANALYSE INFINITÉSIMALE
I. Dérivées. (96) Quand nous parlons ici d'une fonction F ajant deux (ou plusieurs) dérivées, nous entendons par là que Aâ? peut tendre vers zéro de deux (ou plusieurs) manières déterminées et que (AF : Ax) a une limite pour chacun de ces modes de décroissement indéfini. Mais, absolument parlant, une fonction qui a deux dérivées, dans ce sens, n*a pas de dérivée déterminée y dans le sens strict de la définition du n^ 94; en effet, dans celle-ci, ù^x varie d'une manière quelconque^ pourvu que lim tix = 0. Au n" 275, III, 4», voir encore un exemple d'une courbe ayant au point (â? = 0, y = 0) une tangente différente à gauche et à droite de ce point. Au n^ 316, à la fin, on trouve une fonction, y =sa?sin(a?-['^'^*)» ^'*y*^* pourâ?=0, aucune dérivée déterminée. Au n" 315, nous faisons connaître une fonction continue n* ayant de dérivée déterminée four aucune valeur de x.
(9§) Dans la démonstration, on suppose x constant. Le théorème est vrai encore, même pour x variable, si la fonction F'x est continue et, par suite, équicontinue (Notes complémentaires, (93)), pour toutes les valeurs de x considérées. Mais pour démontrer le théorème dans ce cas, on doit recourir au théorème du n® 105 ou 206. On a, en effet,
AF ^xF'{x + Q^x) _^ . F'(x + BAx)-'F'x ^ e
D'après l'hjpothèse de l'équiconlinuité de F'x, lim e=sO, pour Ax=iO, même si x est variable.
(lOd) Dans le cas où F'a est infinie, la démonstration doit être légèrement modifiée. Soit, pour fixer les idées, lim [(Fâ?t — Fw) : {xt — x)] = lim [(Ffl?i — Fx) : {Xt — a?)] = -[-<» . Cela signifie (19, 295) que Ton a
Xt — X Xi — X
Fxt — Fx Fa?, — Fx
t\ et £i étant des quantités positives ajant pour limite zéro. Si Ton a â?fl > â? > â?i, on a aussi Fâ?t > Fâ; > Fâ?i. On déduit donc des relations précédentes
x% — x = z% {Fxt — Fx)i û? — a?4 = ei (Fa? — Fa?i),
x% — Xi = et (Pa?i — Fx) + ei (Fa? — Fa?i),
Xt — a?i Fa?i — Fa? Fa? — Fa?i
Fa?i— Fa?i Fa?t — Fa?, Fa?« — Fa?,
A cause des inégalités a?t > â?i, Fa?f > Fa? > Fa?,, le premier membre est positif et il en est de même des coefficients de e, et z% ; de plus, ces coefficients sont inférieurs à Tunité. On aura donc
,. a?s — a?i -, ,. Fa?ji — Fa?,
ra?t — rXi Xt — Xi
(10a-1«5) Autre démonstration, n~ 206-207.
IL latéfrales. (t06-1Oft) La démonstration 8*appuie implicitement sur réquicontinuité de la fonction, comme nous l'ayons dit, n^ 312.
(lll) *[Ligne 3, au lien de e(mtinuef lisez équieotUinue]. La démonstration du théorème énoncé ici se fait absolument comme celle du théorème analogue pour la limite d'une somme simple. Une limite de somme double (ou triple) peut s'exprimer au moyen d'une limite de somme simple, comme nous allons le montrer dans un cas particulier auquel on peut ramener les autres. Soit à évaluer le volume Y compris entre deux plans a? ss a?09 â? = X, perpendiculaires à l'axe des a?, ou parallèles au plan des |f2, le plan des a?^ et un cylindre y = 9a?, parallèle à l'axe des i^, ou perpendiculaire au plan des a?y, le plan des xp et la surfaibe ^ =/(â?, y). Nous supposons la fonction cpa? continue, positive et croissante de a?o à X, la fonction /(a?, y) équicontinue (Notes complâmentairbs (93, Rem. II)), positive et inférieure à M, pour toutes les valeurs de a? et de y considérées. Décomposons le volume en tranches AY comprises entre des plans perpendiculaires à l'axe des a? et distants entre eux de Aa?. Soit u l'aire de la
section da volume faite par le plan parallèle au plan des yz mené à la distance x. Comparons le volume ubkX du cylindre construit sur u comme base avec Aa? pour hauteur à la tranche AV de même hauteur. Le cylindre u^ se projette sur le plan des xy suivant un rectangle ABCD ayant pour base Tordonnée BA. = q?a? de la courbe y = (fx^ pour hauteur BC = Aâ;; la tranche AV, suivant un trapèze curviligne ABCË ayant pour côtés les ordonnées BA. = cpa?, CE = tp (a? + Aâ?), la hauteur BC = Aa? et l'arc AE de la courbe. Appelons AiV la partie de la tranche AV projetée suivant ABCD, AtV celle qui est projetée suivant ADE. Evidemment AsY est inférieur au prisme M. (ADE), de base ADE, de hauteur M. La somme de tous les prismes analogues à M,(ADE), égale au produit de la somme de toutes les aires analogues à ADE par M, a pour limite zéro, pour Aâ; = 0; car il en est ainsi de la somme de toutes les aires ADE (106-108) ; donc aussi lim SA4V = 0. Par conséquent, V = lim SAV = lim SAiY. Décomposons maintenant ABCD, base de AiY et du cylindre uùix^ en parties Aâ?Ay par des parallèles à Taxe des x distantes entre elles de Ay, et soient 9i, v les parties de AY et de uùkX projetées suivant ^xAy,/m et/, la valeur minima et la valeur maxima de la fonction /, pour les points correspondant aux points du rectangle AxAy. On aura v et Vi supérieurs à fm^xd^y, inférieurs à /. AicAy. Par suite, les deux sommes BuAx, SAiY sont comprises entre S/mAa?Ay, S/«Aa?Ay. Or, la diflférencc de celles-ci, S(/«— /«)A2?Ay, est inférieure à la somme de tous les Aâ?Ay, multipliée par la plus grande A.0 des différences /« — /« et, à fortiori, au produit U.-A.^, si U est la projection de Y sur le plan des xy. Puisque / est une f<Hiction équicontinue, lim A. 2^ = 0, pour Aâ?sO, Ay = 0. Il en est donc de même de limS(/M — fm)i^(cAy et de la quantité moindre, en valeur absolue, (Suiix — SA, Y). Donc enfin, Y = lim SAY = lim SA|Y = limSi»AjV.
(114) InUgraiUm par parties. On a d{uv) = %dv + vdu, uif> *=» d{uv) — vdu, ^udv = ^d{uv) — ^vduy et, puisque (112) Jrf(w) = i#i?, fudv t=i$v — ]vdu, formule implicitement employée au n<* 248 (Lemme I, et démonstration de la formule de Gauss).
Intégration par substitution. Soit â? ^=3 cp^ une fonction de t toujours croissante ou décroissante (197) de ^0 à T s» tint continue ainsi que sa dérivée, de manière que Ton puisse y appliquer le théorème de Lagrange (105 ou 206). Soient to, tu té, •••9 tfn^tf ttn^ T, des valeurs croissantes
de /, et â?o,«t,a?4,»..iû?t»i = X, les valeurs correspondantes de a?. On aura Xt — Xq = {h — to)(f'ii , â?4 — a?t = (<4 — U) 9'^3, . . . ,
flJln-t a?t»^4 = {hn-t ^«••-4) q^'/tn-S , X fl?!» -î = (T — ttn^i) (f'ttn^i ,
/i, fc, .••> i^tii-i étant des valeurs de intermédiaires respectivement entre to et <i, ^1 et ^4, ..., Un^% et T. Appelons Xi, Xz, ..., a?,H_i les valeurs correspondantes de x» Puisque x = (^t est une fonction croissante ou décroissante de Xo à X, Xi sera aussi intermédiaire entre Xo et â^t, â^s entre Xt et â?4, etc. Soit Fx une fonction susceptible d'intégration de Xo à X (108, 114), et F((pt) (p7 =ft. On aura identiquement
SFxàa = (a?i — «0) Pfl?i + («?4— «f) FajsH 1- (X — a?t«^t) Ffl^tn-i =
et, à la limite,
( Fxix = ( ftdt.
JX9 ho
Cette formule a été implicitement employée dans des cas simples, où âkx = A^ n** 238. On peut étendre la formule que nous venons de démontrer au cas où la fonction (ft est tantôt croissante, tantôt décroissante un nombre uni de fois. Si par exemple, (pt croit de to à a, décroit de a à }, croit de i à T et si Xo^ A, B, X sont les valeurs correspondantes de Xj on aura
lim S Fa? Aa? = lîmSft M, lim S Fa? Aa? = lim S// Ai,
lim S Fa? Aa? = lim S/< AL
et, en ajoutant,
\ Fxdx + \ Fxix + \ Fxdx = \ fiit.
ho Ja Jb J/o
On peut écrire^ au lieu du premier membre de cette é,
égalité \Fxix,
JWo
pourvu que Ton se rappelle que x passe de a?o à X, en croissant d'abord de a?o à A, décroissant ensuite de A à B, croissant enfin de B à X,
Intigtah double (triple). L'aire • et le volame Y du n* 111 sont exprimés respectivement par les formules
^=\f{sf,p)dy, Y = \udx=\dx\f{x,y)djf.
Dans la première, x est constant; dans la deuxième, elle est la seule variable, u ne contenant plus y, après Tintégration définie indiquée dans la première; la troisième se déduit de la seconde, en y remplaçant u par sa valeur tirée de la première. La dernière expression trouvée est une intégrale double^ dont le sens est indiqué par cette substitution même. On a évidemment, en regardant x et y comme constants, pendant Tintégration par rapport à s^ (112, 114),
\& = «, l rf« = /(«,y).
Donc, en substituant cette valeur de f {x^ y) dans la seconde expression de V,
rx Çfx rfix^p) Y=\dx\dy\ dz,
intégrale triple.
(116) *[Ligne 2. Ajoutez dx sous le signe d'intégration].
III. Série». (1 17-1 SO) Voir Appbndigb, chapitre YIll, CampUmnUs de la théorie des séries.
(1 90) Voici un exemple élémentaire, déduit de celui du texte, où, en faisant la somme, terme à terme, d'une infinité de séries convergentes, on trouve un résultat absurde. En lyoutant la progression indéfinie f + ^ -{- etc., à la première série du n*" 120, puis en retranchant 4, on trouve
^ + L2'^Vr2~2+2/"''V2:3"^4J"^\âÛ+
En ajoutant la progression indéfinie | + i + ^^m ^ ^& deuxième série du n® 120, puis en retranchant |, on obtient la relation
Ajoutons la progression indéfinie i + î^-|*etc., à la troisième série du n® 120, puis retranchons-en j; il viendra
i+A=§+Ï6+(3:4-4+^)+(43+64)+(à+ïl8)+''*'-
En continuant de même, on obtient des séries en nombre indéfini, toutes convergentes, analogues aux précédentes, savoir :
è+0=^+64+Ï28+256 + (5:6-B+5Ï2)+^*°"***'-'**^' La somme des premiers membres de ces séries en nombre indéfini,
('+r5)+(l+£3)+(î+3^)+(l+4-6)+(fe+Ô)+"«-
est (11*7), 2 -f- 1 = 3. D'autre part, la somme des premiers termes de ces séries se réduit à celle de la progression ^ + ; + etc., ou 1 ; la somme des seconds, à celle de la progression j-t-^ + etc., ou |; et ainsi de suite. La somme des séries considérées, en supposant qu'on puisse les ajouter terme à terme, comme des polynômes, serait
On trouve donc le résultat absurde, 3 «= 2, en étendant à un nombre infini de séries convergentes, le principe démontré au n"" 119, pour un nombre fini de ces séries.
Rbbiarqub. Par un raisonnement analogue à celui du n^ 124, on peut démontrer qu'on peut ajouter terme à terme, comme des polynômes, un nombre infini de séries convergentes, pourvu que la somme des séries des valeurs absolues des termes de ces séries convergentes, soit aussi convergente.
(191) On appelle maintenant série absolument convergente (en allemand unbedingt convergent) une série dont les termes pris en valeur absolue, ou dont les modules des termes, forment une série convergente. Jordan [Cours d'analyse, I, p. 111) appelle série semi-convergente (terme équivalent à hedingt convergent, en allemand), toute série convergente qui n'est pas absolument convergente. Autrefois, on a donné ce nom de série semiconvergente à une série divergente ou indéterminée, où la somme des n premiers termes représentait une quantité déterminée avec une approxi-
mation de plus en plos grande, lonqne « croissait sans dépasser une certaine limite.
(l«t) Voir une application de ce théorème, note da n* 316.
Rbmarqxœs. I. On peut évidemment opérer sur une série absolument convergente, comme sur la série S; la nouvelle série obtenue sera encore convergente.
II. La série imaginaire suivante (Catalan
(cos|+i8m|)+i^co82|+i8in2|)+i^co83|+isin3|^+etc,
est égale à
La partie réelle est convergente (29, III) et égale à — i log2 (209, II) ; la partie purement imaginaire est convergente aussi (129, Exemple) et égale à { in (209, 1). La série des modules étant 1 + i -|- i -{- etc. , c'està-dire la série harmonique, est divergente. Donc une férié imoffinaire piut iire converçewte sans que la série des modules le soit.
(1 ta) III. Si, pour n=oo , le module du terme général «.,=p« cos 9.+ tp» sin 9» d'une série imaginaire n'a pas zéro pour limite, on ne peut avoir lim p» cos 9, = 0, lim p» sin 9» = ; car, on déduirait de ces égalités,
Iimp»=limi/p2co8«9.+pjsin«9.=(/(limp,cos9«)*+(iimp«sin9,j«=0. Une série imaginaire oik Von n'a pas lim p» » 0, est donc divergente ou indéterminée.
lY . La condition lim nUn = 0, souvent indiquée comme nécessaire pour qu'une série à termes positifis soit convergente, ne l'est pas en réalité. La série suivante :
ou
est convergente, comme étant la somme des séries
dont la seconde surpasse la première et est convergente (128, exemple). Cependant le produit nUn étant égal à Tunité chaque fois que « est un carré, n*a pas zéro pour limite (Ë. Cbsâro).
(194) Autre énoncé : On peut intervertir ^ comme Van veut, Vorire des termes dans une série absolument convergenk^ sans en changer la somme.
(196) Exemples, n^ 29 (Notes cokpl. 29) et 301. Autre énoncé: On peut changer Tordre des termes d'une série semi<onf>ergente, etc. Yoici un théorème analogue à celui de Riemann et que Ton démontre de la même manière : c On peut déduire une série convergente ayant une somme L, déterminée d'avance, d^une série divergente à termes positif s^ tti + ^> + ^^^' f ^ ^^^ »» «= 0, en changeant convenablement les signes de u^J utf Uz, etc.
(196) *[Ligne 10, ajouter = 0]. Le théorème énoncé dans Tayant-dernière phrase de ce n% savoir que /m R» = est un caractère sufflsant de convergence, est à peu près évident, quand on l'entend dans le sens que suppose régalité de la première ligne de la page 31. On admet, en effet, dans cette égalité, que {Un^i -{-*'- +Un+p) a une limite, finie ou infinie. Or, dans le cas actuel, elle ne peut être infinie, car on aurait alors aussi lim R» infinie; elle est donc finie et égale, par exemple, à L».
Si «w+iH b^-^-p a pour limite L», «i 4-1^1+ ••• +iu+-p a pour
limite Si»-{~^* Mais, entendu de cette manière, comme Ta remarqué M. Catalan, le caractère lim R» == est insignifiant : il revient à dire qu'une série est convergente si elle reste convergente après suppression de ses n premiers termes.
Il vaut mieux entendre le théorème relatif à lim R» dans le sens du caractère général de convergence et renvoyer, pour la démonstration, au chapitre V de I'Appendicb (n°- 303-310).
(197) *[Ligne 13, lire y Un au lieu de (/«m; antépénultième et avantdernière ligne, lire : divergente ou indéterminée pour â?' > 1, car les termes vont sans cesse en croissant en valeur absolue]. Sur les exemples, voir n- 255, 257, 262-263.
Corollaire. 8i^ pour n = (x> , lim i = Lfla série sera convergente {ou non) suivant que L est (ou non)f en valeur absolue, inférieure {ou supé" rieure) à Tunité. Soit L* inférieur à Tunité. Choisissons une quantité q inférieure à Tunité et supérieure à la valeur absolue de L. Pour n égal à N, par exemple, et pour toutes les valeurs supérieures de », N 4- 1, N-)-2, N+3, etc., si N est suffisamment grand, k sera aussi voisin de L
qu'on le Tondrai puisque lim ilssL, et, par suite, sera inférieur à f .Donc la série sera convergente. Démonstration analogue, si L' surpasse l'onité. (fl S§) Théorème de RÂABB.La proposition suivante, au fond identique à un théorème de Raabe, permet souvent de décider si une série où A. = (tu^i : Un) a pour limite Tunité, est convergente ou divergente : c Une série VsBUi-^Ut + Ui + ete.fà termes tous posUift, est eanvergenle (cm âiterg9nU)s'U existe une valeur de n à partir de laquelle an ait constamment
n{l^kn)>g [ou n{l--kn)<g]
g étant une constante plus grande {ou plus petite) gue FunUé. CJomparons, en effet, cette série, à la suivante : Y =Vi+Vt+U^eic.t où Vm=nr^9 a étant une quantité comprise entre g et Tunité. On aura, en posant (! + *"')« — 1 = P et, par suite, a = [log (1 + 13) : log (1 + «r»)],
puis kVm = 9.+I,
On a lim(l3:ii-*) = lim[log(l+/3):log(l+fi-*)], pour « = oo, j3«=0(42); donc
-('-^)— (•+;)"-i^lTi^
Puisque » (1 — /«) a pour limite a, quantité comprise entre g et Tunité, pour n suffisamment grand, égal à N, par exemple, et pour tontes valeurs ultérieures, on aura n (1 — /•) compris aussi entre 1 et g. A partir de n = N, on aura donc, si g et, par suite, a sont supérieurs
à Tunité, «(1 — il») > y > n (1 — /»). Par conséquent, pour « = N,
N + 19 N + 2, etc., In surpasse iU; donc
fn+l ^ f^M+l Um^l ^Un
-zr.>-_i- ou — -!-<[-^.
Vn Un l'ii+l 'On
On déduit de là
Vr tfi+i Um
«H-i < — v^i , »■+« < t?^ff < — «H-t, etc. ;
if,+i + u^\ + etc. < — [t),+i + i>H-« + **<^-] •
La série du second membre de cette inégalité et, par suite, celle du premier, est convergente (128, exemple). On démontje de même la seconde partie du théorème.
EzBHPLBS. I. La 8éri«
est conTei^ente, car lim « (1 — it.) = 1 ;. Au contraire, la série
est divergente, car lim n (1 — iU) «= f
II. Dans la série binômiale (127, Ex. 3) où Ton suppose â^*» 1, on a ii(I — kn) = f>i + l9 si tous les termes sont rendus positifs, pour 91 > fi» + 1. La série est donc conyergente, si m est positif, ce qui est d*accord avec les n"»' 263, III.
Remarque. Yoir au n® 322, un caractère de convergence moins élémentaire, appelé théorime éTAteL Nous n'en faisons aucun usage dans ce cours.
(It9) Remarque. Une série à termes alternativement positifs et néga^ tifs et dont le terme général a pour limite téro peut être divergente. En effet, dans la série
la somme Su. des 2n premiers termes est égale à 2H«, H» désignant la somme (l + î+-** + i) des n premiers termes de la série harmonique (E. Catalan).
(ISO) *[yoir un nouvel exposé de ce paragraphe, avec des additions et des corrections, Appendice, ch. VIII, n^ 317-322].
CALCUL DIFFÉRENTIEL
(184) La règle suppose évidemment que le produit D»y.D«« n*ait pas une forme indéterminée. Si Ton avait, par exemple, y=3ff*, u=X8mar^y on ne pourrait pas écrire y' = 2«.D.tt, dans le cas où ^ s= 0, car DgU est indéterminé (96). Comparer le n" 177, cas général.
(149) *[Ligne 10, ajouter à la seconde expression (: Aâ?)]. Comparez encore le n"* 177, casgénéral^ et le second exemple.
(146) *[Au 2^, la fraction rationnelle doit être renversée; à la première ligne de la remarque^ il faut lire ¥x au lieu de JBx\ au 4*, dans
la remarque, il 8*agit de Texpression entre parenthèses carrées].
(146)*[Au 3^, dernière ligne, il faut lire Th«, au lieu de ThHi].
(147) Ce numéro a été oublié, (f 49) *[Ligne ô, lire — F' (— a) au lieu
de — F(— «)]. (161) *[Ligne 11, lire y = « + t? — w, au lieu de
*r dy dwl ♦r
y=f-|-<?— ^]«(ÏM) Ligne 10, lire -^ ^^ ^î^w ^^"3" '(**'*) Ligne
dt dtl
4, seconde égalité, lire ~» au lieu de — • (lit) *[Avant dernière ligne
du avj
de la page : Mettre quelques points avant le premier signe d'égalité]. (177-178) *[Page 64, ligne 3, lire da au lieu de dn; ligne 3 en remontant, lire D|«yi«ti( au lieu de Dfty^st^]. (189) *[Ligne 1, ajoutez li», après totàle].
PROPRIETES DES FONCTIONS.
(187) La fonction discontinue y==x — E{x) (7 et Notbs complémentaires (7)), toujours croissante dans le sens défini ici, ne Test évidemment pas dans le sens vulgaire.
(901) *[A la dernière ligne, lire B' au lieu de B«]. (904) *[Page 80, ligne 5 en remontant, lire Yo au lieu de Y]. (900) *[Page 84, dernière ligne, lire a? < I, au lieu de a? < l].(917)*[Page 92, ligne 5, en remontant, lire 1 au lieu de 0]. (990) *[Page 96, ligne 9, écrire — tAa?, au lieu de tAâr, au numérateur du premier membre, ou changer les signes des seconds membres des deux égalités].
(990) et (909) On peut simplifier la démonstration de ces deux formules en observant que Ton a, en général,
ft(r,«*0 + af (^«^ = il/2d«»(fe«0
re^* étant celle des expressions ri^*, r^e^ dont le module est le plus grand. En effet, posons
ll(f itf*») + 3(r,rO = r, cos J + irt sin e = Re^. On aura
R = |/rî cos« } + r* sin« c ^ ^r\ + r\ ^ j/â^,
r étant le plus grand des deux modules r«, rt, s'ils sont inégaux. On a donc R =s Ar|/2, A étant une quantité au plus égale à l'unité; par suite,
selon que r =» f| ou fi,
(9!t9) *[Li6s titres du chapitre et du paragraphe doivent être modiâés comme à la table des matières] (945) *[Au 2«, à Tavant dernière ligne, le dénominateur doit être N'; à la dernière ligne, il faut le signe — devant {].
(94IS) (946) {%4S) Noies hishriques. I. M. Enbstrôm nous a fait observer que la formule de Newton se trouve déjà dans Tédition des Principes de 1687 (Livre III, Lemme Y, pp. 481 et suivantes) que nous n'avons pu consulter. Cette remarque ndus a remis en mémoire un passage de la célèbre lettre de Newton à Leibniz, du 24 Octobre 1676, où riUustre géomètre anglais annonce déjà qu'il possède la solution générale du problème de Tinterpolation. On trouve ce passage dans le Gommercinm episMicum, éd. Lrfort, Paris, 1856, p. 132; ou dans Nbwtoni OpuêeuUij Lausanne et Genève, 1744, tome I, pp. 840-341. Il est reproduit dans la Biblioêheea mathematteaf 1886, t. III, p. 142, avec des renseignements historiques sur la démonstration de la formule de Newton. A la page suivante, M. Enestrôm signale Hbrhann comme ayant trouvé une formule équivalente à la loi suprême aux différences, de Wronski {Phoranomia, Amsterdam, 1716; Appendix IX, pp. 389^93).
II. Nous avons fait connaître Texpression du reste de la formule de Gauss, dans les Comptes rendus de Paris (1886, premier semestre, t. GIl, pp. 422-425), puis dans les BuUeiins de l'Académie de Belgique (1886^ troisième série, t. XI, p. 293-307). Mais cette expression est contenue implicitement dans une formule plus générale, publiée par M. Markoff, en 1885, dans les Malhemaliseke Annalen, t. XXV, pp. 427-429 et, en 1884, dans un livre imprimé à St. Pétersbourg, en langue russe (Voir PossÉ,/S'^r quelques applications des fractions continues, St. Pétersbourg, 1886; p. 78).
(95S) Développement de log {tang ^ Q. Supposons (0 et u positifs, inférieurs à tt et égaux à ^, dans les séries donnant log (2 cos ^ o)), et log (2 sin I u), puis ajoutons les deux séries obtenues. Il viendra
4 1 /* t 4\ cos ^ , cos 3/ , cos W , . A ^ i ^ — |log(tangiO = -i — I ô — I E — hôte. 0<^<7r.
(96t) *[III, l"" lire mod Un au lieu de «.] (964). Ce numéro a été oahlié.
(967) «[Ligne 10, lire iain2(ù].
(960) Les singalarités que présentent les deux exemples traités ici, quand d^u => 0, sont susceptibles d'une interprétation géométrique intéressante, quand on regarde x, y, u comme les coordonnées des points d'une surface. Ainsi, dans le second exemple, u pouvant s'écrire sous la forme (y* — x) (y* — 3a?), Tintersection, par le plan « =t 0, de la surface u = (y^ — x) (y* — 3 x), donne les paraboles y* — a? = 0, ys — Sx^ 0. Pour tout point de la surface dont la projection sur le plan des xy est située entre ces deux paraboles, par exemple pour ceux qui appartiennent à la parabole y* = 2x, on a y* — x positif, y* — 3x négatif, u négatif; pour ceux qui sont projetés à Tintérieur de la parabole y* — â^, ou à Textérieur de la parabole y* — 3â7, « est positif, parce que les binômes y* — x,y^ — Zx sont tous deux négatifs, ou tous deux positifs.
Il est difficile dlndiquer, d'une manière générale, comment il faut discuter la valeur de au, dans le cas où d^u peut s'annuler pour des valeurs non nulles des accroissements àx, Ay, Ai?, etc. Souvent, il sera avantageux d'égaler à un nouvel infiniment petit e, l'expression en AiP, Ay, A^, etc. dont l'annulation entraine celle de d*u, et d'éliminer, au moyen de la relation ainsi obtenue, l'une des quantités Aâ?, Ay, A^, etc. On étudiera ensuite la valeur de Ai^, exprimée au moyen de £ et des accroissements des variables non éliminés.
APPENDICE
(966) Additions. I. Vibte (1540-1603), avant Kepler, a employé la considération de l'infini, dans son ouvrage intitulé : Variorum de Rtbm Mathematicis Responsorum liber VIII > Le chapitre XYIII (pp. 398-400 de l'édition deSchooten), a pour titre : Polygonorum drculo ordinale inscripiorum ad circulum ratio. De même, dit-il, qu'Archimède a pu trouver l'aire de la parabole, en j inscrivant une série infinie de triangles ayant un rapport rationnel, de même ne peut-on pas obtenir la quadrature du cercle en y inscrivant une série infinie de triangles ayant entre eux un rapport irrationnel? Partant de cette idée, il calcule successivement les aires des polygones réguliers inscrits au cercle de 4, 8, 16, etc. côtés,
et admettant que est polygonum infinUomm laterum circulus ipse, il exprime (2 : ir) au moyen d*an produit infini que Ton peut écrire sous la forme oos a cos ^ a cos j a cos ^ a..., a étant un demi-angle droit. Il ne semble pas que Técrit de Yiëte qui contient ce curieux calcul ait été connu de Kepler, ni qu'il ait eu une influence sérieuse sur d'autres géomètres. On n'y trouve d'ailleurs aucune considération de somme ou de rapport d'infiniment petits ; on ne peut donc regarder Yiète conmie un précurseur même lointain de Leibniz et de Newton.
n. Barrow (1630-1677). Nous avons indiqué, parmi les précurseurs de Newton et de Leibniz surtout, ceux qui ont eu une influence directe ou indirecte sur ces deux géomètres. C'est pourquoi nous n'avons pas cité Barrow, qui a été pourtant le professeur de Newton. La méthode de Barrow pour mener les tangentes, est identique, au fond, à celle de Fermât; mais il emploie un algorithme meilleur, parce qu'il désigne, par une seule lettre, aussi bien l'accroissement de l'ordonnée que celui de l'abscisse, ce qui lui donne rapidement, dans les cas particuliers traités par lui, une relation équivalente à la proportion leibnitzienne dp:da= y .* Sf • Si Leibniz avait connu plus tôt les Leciiones Geameirieae de Barrow (Première édition, 1670; seconde 1674), probablement elles lui auraient été d'un grand secours; mais quand il a pu les consulter, il était déjà en possession des principes fondamentaux de l'analyse inflnitésimale, obtenus par une voie toute dlfierente. Ce sont les écrits de Huygens, Pascal, Grégoire de S. Vincent, Sluse, Descartes, Fermât et CavaUeri, qui ont surtout influé sur Leibniz.
Quant à Newton, il est difficile de discerner ce qu'il a pu apprendre spécialement de Barrow, parce que les notations de ce dernier, dont nous venons de parler, n'ont pas pour lui la mâme importance, comme antécédents de la méthode des fluxions, que pour Leibniz, comme antécédents du calcul différentiel. Autant qu^on peut le conjecturer, d'après les écrits de Newton, et surtout d'après la Recensio du Commercium epistolicum^ c'est à Cavalieri même qu'il doit l'idée de fluxion et ce sont les écrits de Wallis et peut-être de Grégoire de Saint Vincent (*) qui ont eu sur lui la plus grande influence.
(*) Grégoire de Saint- Vincent, dans VOpus geometricum (Lib. VII, De Ductu pîatH in pkmum, pars III, prop. 40-46, pp. 733-740), avait donné des théorômes
(f 99) [XII. EuLER. Le premier mot de la ligne 9 doit être poUrif], Additions. I. Taoqubt (1612-1660). Avant Pascal et presque aassi nettement que lui, Tacquet, géomètre anversois, a signalé, dans son ouvrage : Cylindriearum et Annulariorum libri /F (1651), rinsuffisance de la méthode des indivisibles prises à la lettre, et a indiqué ce qu'il faut y ajouter pour la rendre rigoureuse. Il rappelle, avec juste raison, une méthode per heterogenea sans force démonstrative : c Dico demonstrationes per heterogenea institutas ad assensunl non cogère nisi, quod plerumque âeri potest, ad homogenea reducantur (Scholium de la proposition douzième du livre premier). > Il indique ensuite, sur un exemple, comment il faut faire cette réduction : si deux solides sont coupés par des plans parallèles suivant des sections égales (ou ayant un rapport donné), on construira sur ces sections, dans les deux solides, des prismes ou des cylindres égaux (ou ayant le rapport donné), et limités par des plans parallèles; d'après un théorème général, démontré en tête du livre premier, si la somme de ces prismes ou de ces cylindres, peut différer aussi peu qu'on le veut des solides correspondants, quand leur nombre croit suffisamment, le rapport des volumes de ces solides est égal à celui des sommes de prismes ou de cylindres.
Le livre de Tacquet a été complété en 1659, et réimprimé en 1669 et 1707 ; il est cité avec éloge entre autres, par Wallis, Sluse, Huygens, Barrow. Il est difficile de ne pas admettre une influence sérieuse de Tacquet au moins sur ce dernier, qui, dans la XVl* des Leciione$ mathe" mcUicae (1664-1666 ; publiées en 1683) expose le sens raisonnable de la méthode des indivisibles, comme le géomètre flamand et en employant une terminologie analogue. S'il en est ainsi, il est probable que Newton lui-même, jusqu'à un certain point, aura profité indirectement des
géDéraux analogues à ceux de Newton dans les Principes et pour la même raison : u Ne idem diflcarsus in singulis proposition ib us labore inutili, et cum molestia Lectoris repetendus esset, placnit totum exhaustionis negotinm hoc loco termi- Dis universalibuB proponere ac demonstrare (p. 740) n La grandeur vraiment effrayante du livre de Grégoire de S. Vincent (plus de 1250 pages in folio) a dû rebuter bien des lecteurs de son temps; seuls ses élèves (Tacquet, par exemple), et les plus grands géomètres du temps, comme Huygens, Leibniz et probablement Newton, auront vu toute la portée des théories générales de notre compatriote sur la génération des solides et sur leur mesure.
lumières contenues dans le livre de notre compatriote sur la méthode des indivisibles (Résumé d'une note manuscrite de M. C. Le Paiob).
n. Leibniz. Voici un passage de Lacroix {TraUédu Calcul àiffértn^ tuA et du Calcul intégral^ seconde édition^ t. I, Paris, Courcier, 1810; introduction, p. xv) sur Leibniz, qu*il est intéressant de citer en conâr* mation de ce que nous en disons nous-méme : c Leibnitz crut sans doute que ceux qui seraient en état de faire usage du Calcul différentiel, en saisiraient facilement Tesprit, en le rapprochant de la méthode des anciens; car il négligea d entrer dans aucun détail à cet égard, et son silence fut imité par les Bernoulli et par THôpital ; mais quand il fut attaqué sur ce sujet, il prouva par ses réponses, qu'il j avait mûrement réfléchi. Dans toutes les occasions, il compare sa méthode avec celle d'Archimède, et fait voir qu'elle n'en est en quelque sorte qu'un abrégé, plus approprié aux recherches, mais qu'au fond elle revient au même; car au lieu de supposer les différentielles infiniment petites dans le fait, il sufSt seulement de concevoir qu'on puisse toujours les prendre assez petites, pour que l'erreur qui résultera des omissions faites dans le calcul, soit moindre qu'une grandeur donnée; et pour aider l'imagination de ses lecteurs, il apporte quelques exemples sensibles. Cette manière de raisonner, à laquelle il semble qu'on n'ait rien à reprocher, a été regardée de la part de Leibnitz, comme un aveu de l'insuffisance de ses principes, par Fontenelle, qui voyait s'écrouler ainsi tout l'édifice qu'il avait bâti sur les infinis. Les plaintes qu'il en porte dans la préface de sa Géométrie et qui ont été répétées dans plusieurs ouvrages, ofOrant un exemple de la facilité avec laquelle les erreurs passent de livre en livre, et montrent combien peu de gens prennent soin de se former une opinion indépendante de celle des autres. >
m. D'Alembert (1717-1783), Landbn (1719-1790), Poinsot (1777- 1859) ont été souvent cités comme ayant contribué à réintroduire, dans l'enseignement de Tanaljse infinitésimale, des idées plus précises que celles de l'Hospital. Le premier, dans plusieurs articles de l'Encyclopédie (notamment sous les mots infini^ if{/lnimenl petit, différentiel) a esquissé les principes du calcul différentiel en recourant à la théorie des limites et, en entendant, au fond, les infiniment petits, comme Newton et Leibniz, dans Je sens des indéfiniment petits. Mais son exposition, très superficielle au point de vue historique, n'est ni assez détaillée, ni surtout assez nette : ainsi il renvoie, pour les démonstrations des règles de la
différeûtiatioii, à V Analyse des in finimetU petits ^ c'est-ànlire à un ouvrage fondé sur de» principes vagues (♦).
Ni Fesqcdsse de d'Alembert, ni les travaux analogues de Landen {Thé Residnal AnàljfsiSj 17^4), où ce géomètre, dit Lacroix, proposa une méthode qui revient à celle des limites, ne semblent avoir eu une grande influence sur les procédés d^exposidon du calcul inflnitésimal. Lacroix, bien qu'il fît de la méthode des limites la base de son TrëiU ilénuntaire de caicul diffirentiel et de calcul intégral (1797), Texclut à cause de cela même, à peu près complètement et d'une manière systématique de son grand ^rai^ (Introd., p. xxxv); dans celui-ci, au fond, le point de départ est le développement de Tajlor admis sans démonstration suffisante, comme dans la Théorie des fonctions analytiques de Lagrange(**). Lacroix, fait remarquer, en même temps, qu'il n'a pas cm devoir négliger la considération des infiniment petits, qui abrège et facilite considérablement, selon lui, la mise en équation des problèmes de géométrie et de mécanique.
En 1813, € le programme de l'École Polytechnique, porte qu'on exposera les principes du calcul différentiel par la considération des infiniment petits et qu'on fera voir dans les cas les plus simples, l'accord de cette méthode avec celle des limites, ou du développement en série {Corres^ pondance sur V École polytechnique^ t. III, n<* II, mai 1815, p. 111). » PoiNsoT s'est inspiré de ce programme dans les fragments de son cours qui ont été publiés {Dss principes fondamentaux et des règles générales du calcul diférentiel; sur le changement de la variable indépendanie^ eu transformation des fonctions différentielles. Ib. p. 111-131). Il indique assez bien pourquoi cet accord subsiste, mais il ne prouve pas le principe qu'il invoque et dont il pouvait emprunter la démonstration à Newton, savoir : qu'on ne doU jamais prendre (dans les limites de rapport et de somme d'infiniment petits) au lieu des différences ou éléments des grandeurs i que des quantités (différentielles) dont la dernière raison avec ces éléments soU la raison d'égalité. D'ailleurs, cette définition de
(*) Bn réalité, l'ouvrage de Carnot, R(flexiùM sur la métaphysique du Calcul H{/i' nitésimal (1799), ne contient guère que le développement des idées de d' Alembert et a les mômes défauts que les articles de celui-ci, tant au point de vue scientifique qu*a^ point de vue historique.
{^) On peut en dire autant du petit livre de Brasseur : Sxposition nouveUe des principes du Calcul différentiel et du Calcul intégral (Liège, 1868).
la différentielle est yague et même inexacte, quand la dérivée est nnlle.
Poinsot ajoute que, dans Ténoncé du principe de l'égalité des dernières raisons, on en sous-entend un autre non moins important, qu'on peut nommer le principe de l'homogénéité, savoir, que les diféreniielleiy quelr que petites qu'on les suppose^ sofU toujours de mime nature que les grandeurs que Von considère. Au moyen de ce second principe, il explique, comme Tacquet, Roberval et Pascal, le vrai fondement de la méthode des indivisibles.
A la fin cependant, le langage de Poinsot rappelle celui de Poisson : c Ainsi, dit-il, l'on revient toujours d'une manière naturelle au calcul de ces infiniment petits, dont on cherche les rapports, s'il faut mesurer les affections des grandeurs qui varient par nuances insensibles, ou qu'on prend en nombre infini, s'il s'agit de mesurer ces grandeurs elles-mêmes. Cette méthode est la plus directe et la plus féconde, parce qu'elle est la plus conforme à l'idée qu'on se fait naturellement de la génération des grandeurs (p. 114). » L'existence de la dérivée, qui préoccupe déjà Lacroix {TraUé^ t. I, p. 241), lui parait à peu près évidente, pour des raisons bien singulières : < On peut même dire que le rapport de deux choses homogènes ne dépendant ni de leur nature, ni de leurs grandeurs absolues, par la définition même du rapport, la quantité (Ay ; àa) a toujours une limite; et c'est ce que la considération d'une courbe et de sa tangente, dont l'existence n'est pas douteuse, fait voir d'ailleurs avec la dernière évidence (p. 115-116). >
(99S) Tout nombre nettement défini, s'il n'est pas commensurable, est nécessairement incommensurable dans le sens défini ici, comme on peut s'en convaincre après ud peu de réflexion.
(994-t95) Il résulte du procédé de formation des nombres r du n« 294 que a est compris entre deux nombres commensurables aussi rapprochés qu'on le veut, ce qui justifie la dernière phrase du n® 295.
(S04) I. Voici la démonstration de ces inégalités, par exemple de celle-ci : Sn — e <5n+j <*„4"^' ^** Si #«+i — Sn est positif, on a évidemment, a fortiori, s^i — «« > — e, ou i* — e < Sn^ ; ensuite, de *ii+i — *• > e, on déduit Sn+t < «•• + e. 2" Si #• — #•+! est positif, on a, a fortiori f Sn — #»4.i > — e, ou *«+i < *« + c ; ensuite, de la relation Sn — iiH-i < Ê, résulte *„ — e < #»^, .
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Viète, (288, I).
Wallis, 15, 288, 292, V, (292, 1).
lîVeierstrass, 14, 204, 287, 288, 315, 316.
Wiener, 316.
Wronski, 242, 246, (246).
Accroissement, 82, 83, 98, 197, 206, 211, 222-225, 237, 250; — instantané, 289, note 8, 290, note 14.
Aire d'une courbe plane, 108; dérivée d*une aire, 109; — des sections coniques, 67,(57); — de l'hyperbole équilatèro, ',61), 131, 288 p. 197.
Algèbre, 12.
Analyse 12, — infinitésimale, 12, — élé* mentaire, 13.
Arc sin a;, arc cos a?, 79, 81 , 148, 270.
ArgSha? 79, 81, 146,270.
Arc tanga^, arc cota?, 79, 81, 148, ITO,
Arg Thaï, Arg Ctha?, 79, 81, 146, 259.
Argument (Voir Imaginaire), Axiome de la méthode des limites, S6,
Binôme de Newton, 262-271.
Calcul des yariations, 287, p. 194.
- dififépentiel,94-Hj5, 132-196,289,290.
Calcul intégral, 106-116, (106-116), 190,
VIT, 959, 267, 270, 311-314, SI
*— nnmériqae dea fonctioiifl, 245, 271.
Caractères de convergence, 121, 127-129,
aS7.129), 306- 310, (809-804>, 332.
Changement de Tariablea, 190-196.
daBsifleaiions des fonctions, 9-11 (9-11)»
7&«1, 197. ConoSâeB(d'ATchimède),288,pp. 196,199.
ConeaTité, convexité d'une courbe, 289,
Constante, 1, 2, 104, S07, 291.
CoBtinaité des fonctions, 84-98, (84),
(92), (98), 99, 902, 204,210; — des
séries, 130, 318, 820, IV.
Convergence (voir Caraeièrei^ rapon,
Goortae (voir les mots Air$^ eimeatUé^ cubique^ epeloïde, hyperbole^ V^^i quadrature y rayon j reettfcaHoHy spiraUy tangent^.
Cnbature, 111, (lli;.
Cubique, 275, p. 172.
Cyeloïde, 191, p. 72.
D, 94, 170, 176 ; rf, 97, 161, 170, 176, 182, (188), 185; A, 89, 83, 237 ; S, 157, 161,176,286; d, 157.
Dérivation (voir Dérioée)) — sons le signe, 116.
Dérivée, 94, 219, interprétation géométrique, 95, propriétés 100-105, 198- 200, 203, 204, 207, 217, 221, 224;
— d*nne aire, 109; — d'une intégrale, 112, 116; — d'une série 130, 264^ 256, VII, 259,. 267, 319, 320;
— des diverses espèces de fonctions lâ9-160, 162. 239, 289, 290; — d'un déterminant, 156; — d'une fonction interpolaire, 247.
— logarithmique, 189, 141, 142.
Dérivées partielles par rapport à une Utk^ ou par rapport à une taria* hle, 157.
Dérivées successives, 170-180w
Détermînaat (dérivée ou différentiaUe d'an — ) 156; déterminants fonctionnels 161-168, 228.
Différeaces, 287, jSr48.
Différentielle, 97; propriété, 98; interprétation géométrique 98 ; — d'une intégrale, 112; — des diverses fonctions, 182-160; — d'un déterminant, 156.
— logarithmique, 139, 141, 142.
Différentielles partielles, totale, 182; —
des diverses fonctions de plusieurs variables, 182-184, 187, 189.
— successives, 170, 180, 181, 185, 186,
188, 188; interprétation géométrique, 292, VIII.
Discontinuité (voir CùntinuUé),
«, définitions et propriétés, 38, (38), 39,40.
Ellipsoïde de révolution, 288, p. 196.
Bquiconvergente (voir Série),
Bqnicoatinue (voir Fonction).
Évanouissant, 291, 1.
Bzhaustion (méthode), 288, p. 196, 289, note 9.
Exponentielles, 11, 84, (35), 41, 43, (41-48); imaginaires, 63, 64, 67, 68, 73; dérivées, 133, 138, 144, 146, 171, 178, 289, note 11; propriétés, 201, 217, IV, 296; développement en série, 256.
Fini =:^si/af = déterminé ; 290, passim et note 15.
Fluxions (méthode ou calcul des), 287, p. 194, 290.
Fonction, 5-8; {yoit Accroinewani^ calcul numérique^ classificationiyCtmti" nuiiéf dérivation, intégration, limite supérieure, mawima et mintma, périodicité, représentation^ variable).
Fonction(s) abéliennes, 11, 287, p. 195.
— algébrique, 9, 145.
Foiiction(8) analytiques, (9).
— circulaires, 71 (71), 79, 80, 81, 132,
— composée, 76, 77, 90, 140-144, 151-
— concrète, (9).
-^ continue sans dérlTée, déterminée,
~ croissante, 197, 198, 199, 206, 276.
— deCauchy,241.
— décroissante, 197, 198, 208, 276.
— de fonction, 76, 77, 89, 134, (134),
— de Weierstrass, 315, 316.
— directe, 79.
— d'une variable imaginaire, 220-221,
— élémentaires, 13, 86-88.
— elliptique 11, 287, p. 195; hyper —
ou ultra —, 11.
— entières, 10, 145, 229, 243, .251, IV.
— équicontinue =: également ou uni-
formément continue, 93, (93).
— eulériennes, 287, p. 194.
— explicites, 132-156, 163, 170-175;
~ gamma =: seconde eulérienne, 11.
— homogène, 226.
— hyperboliques, 59-62, (59^), 71,
— impaire, 78, (78), 149, 175.
— implicites, 158, 160, 162, 166, 167,
— interpolaire, 243, 247.
— inyerse, 79, 137, 164, 165.
— irrationnelles, 10, 145.
— monogène, 219.
— multiforme, 81.
— paire, 78, (78), 149, 175.
— périodiques, 80, 149, 175.
— rationnelles, 10, 145.
— simple, 76, 132, 171.
Fonction(s) sphériques, 287, p. 194.
— transcendante, 9, 11, 146, 14&
— uniforme, 81.
Forme iidgébrique définie, indéfinie, mixte, 282.
Formule (ou théorème) de Moivie (et conséquences), 64, 268; — de Leibniz, 173 ; — de Taylor, 230 et auiv., 250; — de Maclaurin, 240, 251 ; — de Newton 243-245, (243), 251 ; — de Lagrange, 243, — de GaosB, 248, (248).
Fractions rationnelles, 10, 145.
Gréométrie analytique, 288, pp. 197, 198.
Hyperbole équilatère (aire de) (61), 131.
Hyperboloïde de révolution, 288, pp. 196,
Imaginaire (module, argument d'une expression) 65, 67, (65),(67), (283 et 232).
Incommensurable (nombre), (28), 298, (293), 294, (294).
Indéfiniment petit, (45), 46, (56), 291, 292, (292).
Infini, 16; 19, (295) ; 26, (296), 96, II, ffl, (100), 115, 117, (288, 1).
Indivisibles (méthode des -) 288, 291, 292, (292), passim.
Infiniment petit, 45-56, (47-66), 811-312.
Infiniment petits nuls, (56), 291, 292, XII, XIII.
Intégrale (voir Calcul intégrât) ; — définie, indéfinie, 114 — double, triple (114).
Intégration d'une somme (par décomposition) 114; ^ par parties, (114); — par substitution, (114) ; — des séries, 130, 254, 256, YII, 259, 267, 270, 819.
Interprétation géométrique deladérivée, 95, de la différentielle, 98, 292, VIII, des théorèmes de Rolle, 105, 2(fô, de Lagrange, 206, de Caaehy, 213. Autre —, (280).
Inventears de l'analyse infinitésimale, 14, 287, 268.
Limite finie 17-18, 295; infinie, indéterminée, 19, 295 ; d'ane constante, 19, 299; méthode des limites, 16-29, 291-302, (18-29); — d'ane somme 80^, (80), des autres fonctions algébriques élémentaires» 33 (33) ; — des fonctions transcendantes élémentaires, 34, (34), (35); — de (sin œ : x) pour tp = 0, 37 ; de (1 -f- w-«)" pour « = 90, 3840, (38) ; — de [(e* — Ij : f ] pour « = 0,78.
Limite de rapport ou de somme d'infiniment petits, 51-56, 106-111, 311- 314; double, triple, 111, (111).
Limite supérieure et limite inférieure d'une fonction» 204, 317.
Logarithmes népériens 38, — de Neper (38), 288 p. 196; — naturels (41-43) 43; ^ hyperboliques, 44; — imaginaires, 69, 70; dérivée (différentielle) des — s, 132, 136» 137, 146, 171 ; développement en série 199,201,209,257,258,(258); calcul pratique des — 245, 261.
Log 2, 209, 258.
Loi suprême, 242, 246, (246), 248.
Maximaet minima, 4,(4), 272-286, (280), 288, pp, 198-199, 289, p. 200; semi —, 273, 278; — relatifs 285.
Méthode des limites, 28, 287, p. 194, 302; infinitésimale, 56, (56), 287, p. 194, 291 ; des parties proportionnellesi 245; des indéfiniment petits, des indivisibles, des fiuxions, d'exhaustion, des maxima et minima» des multiplicateurs (voir ces mots); des coefficients indéterminés, 288; des tangentes (De»cartes, Roberval, Sluse, Fermât, Barrow, Leibniz), 288, (288), 289; des lieux géométriques (Sluse), 288.
Module d'une système de logarithmes, 43; d'une expression imaginaire, 65, 66, (65), (67).
Moment statique d'un volume, 111 ; moment (sens de Newton), 290.
Multiplicateurs (méthode des), 286.
Notation des constantes, 2; des variables, 2; des fonctions simples, des fonc* tiens de fonction, des fonctions composées, 77; d'un accroissement, 82; des dérivées 94, 157, 170, 176; des différentielles, 96, 170, 182, (182), 185; des intégrales, 114, 115, (114) ; des séries, 117; des fonctions hyperboliques, 59, 79, (79), 146, 4», p. 43; des déterminants fonctionnels, 161.
Ordre d'un infiniment petit, 47-50, (47).
Oscillation d*une variable, 21; d'une fonction 93, (93).
Paraboïde, 286, p. 192, 288, pp. 196, 199.
Paramètres différentiels, 196.
Passage à la limite, 27, 302.
Périodicité des fonctions, 68, 80.
TT, 29, IV, (29, l\\ 209, 258, 318, p. 253.
Point dMnfiexion, 275, 276, 289, p. 201 ; de rebrouBsement, 275.
Polygone à échelons, 106, 288, p. 197.
Polynômes X» de Legendre, 248, p. 130.
Précurseurs de Leibniz et de Newton, 288, (288)» (292;.
Principes de la méthode des limites 22-26, 296-301 ; — fondamental sur les infiniment petits, 51-55, 291, 292, passim» 311-312 ; — de l'interversion des dérivations, 177-178.
Produit équidifférent, 243.
Psendo-infiniment petits, 291-292.
Pseudo-puissance, 243.
Puissances, 94, 143, 171, 237, 245.
Quadrature des aires planes et courbes, 109, 287, 288, 314
Rayon de courbure 191, p. 72 ; * du cercle de convergence des séries, 820.
lUctiflcBtion des courbes, 288» SISL
Réfraction, S89, Vm.
Règle de l'Hospital, 200, 215, 217, 218; — de £au88e position doable, 945.
Représentation géométrique des YariablesS; des fonctions 7; des imaginaires, 66 ; de ladérivée, 85 ; de la différentielle, 96, 292, VHf.
Reste d'une série, 126 ; des formules de Taylor et de Maclaurin, 290*235, 238, 240; de celle de Newton, 244 et de la loi suprême , 242 , 246.
Semi-convergente (voir Série),
SemlHQoajima (ou minima), 273, 278.
Série^ 117, convergente, divergente, indéterminée 117; équiconvergente.
317, 318, 319; absolument convergente ou semi-convergente, (121); imaginaire, 122, (122) ; ascendante ou descendante, 320. Terme général d'une —, 117, 123, (123). Addition des " 8, 119, 120, (120), multiplication des — 8, 321 ; interversion des termes, 124, 125, (124),(125);~ de Maclaurin, 252; — de Tajlor 255 (Voir les mots Continuité, caractères^ dérivation^ intégration^ reste).
Série harmonique, 29, n, (29, II), (129).
Sphéroïde, 288, p. 196.
Spirales d'Archimède et de Pappus, 288.
Substitution des infiniment petits (principe de) 51-56, 291, «92, (292), 311-
Tangente anx oonrbes, 95, 98, Sr76^ p. 174, 288, 289; aux ooniqueB, 58, (58) (Voir Méthode).
Théorème d* Abel sur la continuité des séries ascendantes, 320; d'Abel, 322, et de Raabe (128), sur la convergence des séries ; de Riemann, sur les séries, 125 (125) ; de Canchy , de Martens et d'Abel sur la multiplication des séries, 321; de Cauchy, 92, de Thomae, 93, de Weiarstrass, 204, sur les fonctions continaes ; de Guldia, 288, p. 196; de RoUe, 105, 203, 204, 2S4; de Lagrange, 105, 110, 206, 211, 222- 223, 225; de Cauchy, 212, 215 ; de Rouquet, 200, 217 (Voir Formule^ loi, règle).
Transformation d'Abel, 321, 322.
Trigonométrie, 12.
Valeur inaccessible, 18, (18), 295.
— la plus grande et la plus petite d'une fonction, 273, 278 (Voir aossi Limite supérieure^ limite inférieure).
Vraies valeurs des expressions indéterminées, 214-218, 236.
Variable 1 ; — indépendante 5; — dépan»
dante = fonction, 5; — anxiliaire,6 (Voir Changement),
Volume 111 (111), 288 p. 196;
W (symbole) 227.
Wronskien, 207. 227.
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